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1. De rechte lijn.
Beschouw een vaste rechte 1. Kies hierop een vast punt O. De plaats
van een willekeurig punt P op 1 is dan bepaald door de afstand OP en de

~

“richting van OP,

Men is gewoon om op 1 &&n richting de positieve te neemen en de
andere de negatleve.

Onder de codrdinaat van het punt P t.0.v., O verstaat men het getal
+a als a de lengte van OP veorstelt en OP de positieve richting ep 1 -
aangeeft; men verstaat hieronder -a als a de lengte van OF voorstelt en
CP met de negatieve richting van 1 samenvalt. |

Uitersard is de lengte van OP eerst bepaald, nadat op 1 een lengte-
eenhedid is aangenomen. Deze denken we in het vervolg gegeven. Vaak kiest
men hiervoor de cm. :

Het pumt O wordt oorsprong genoemd. De codrdinaat van O is nmual,

Flk punt op 1 heeft één coordinaat; bij elk gegeven retel getal a
is éé&n punt te vinden, dat a als coordinaat bezit.

Men zegt in dit geval dat er een één-éénduidig verband bestazt

tussen de reéle getallen en de punten op de rechte lijn,

De bovengegeven definitie van codrdinaat heeft het voordeel, dat
- verschillerde formules; waarin coordinaten van punten sptreden, gelaig
zijn cnafhankelijk er van ef deze punten aan dezelfde of aan verschil-
lenden zijde van het punt O liggen. Als voorbeeld noemen we de afstands-
formule voor 2 punten P1 en P2 resp. meﬁ coordinaten x, en X, Men heeft

4
Pﬂ PZ*:: )Xﬂ - le; V

Hierin stelt het symbool ta\ voor de waarde van het getal a, afgezien
van het teken, dus bv. |+ 3)=3; |- 2} = 2.

Opg. 1. Bewijs dat de afstand der bovengenoemde punten P en %& eveneens
wordt gegeven door de formule

P 2= (x )%

Opz. 2. Bewijs dat de coordlnaat van het midden van het 1ijnstuk P I%-

X
gegeven wordt door _ﬂ_ﬁ_.& » wearin X, en x, wederom de coordlnaien resp.

1
van P1 en Pzivoorstellen.

A J
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Beschouw op de rechte 1 twee vaste punten A en B en een punt P.
Laat de verhouding der afstanden PA en PB gelijk zijn aan m : n. Men
zegt nu dat P het lijnstuk AB in de verhouding m : n ef - m ¢ n ver-
deelt al naar gelang P wel of nicsttussen A en B gelegen is.

Als P het lijnstuk AB in de verhouding "\ t/,. verdeelt, en de coor-
dinaten van P, A en B resp. gelijk zijn aan p, a en b, heeft men
WA .00

P= TR

Ovg. 3. Bewijs deze formule, zowel in het geval dat A : )X POS itief is,
als in het geval dat £ :/a negatief is.

Opg. 4. Bestaat er één-&énduidig verband tussen de verhoudingen ) PIA
en de punten P?

é?. Plaatsbepaling in het platte vlak.

Men beschouwt twee willekeurige elkaar snijdende rechten OX en O¥.
De X-coordinaat, ook wel abscis gensemd, van een punt P is de van

| passend"'beken veorziene lengte van OA; de / _
Y-coordinaat ook wel ordinaat genaamd, is '_F:/{-“-“ - ﬁ{“‘”
de van“ passend“teken voorziene lengte van /:/ ,

OB. Hierbij is A het smijpunt van CX en de / /

rechte door P evenwijdig met Y 3 B dat van b fi; X
Y en de rechte door P evenwijdig met OX. wen

De rechten O en OV heten coordinaat-assen. ‘J¥ noemt ook wel
de X-as; OY de Y-as.

Het punt O heet corsprong. De codrdinaten van O zijn (0,0). Men is
gewoon de coordinaten x en y van een punt O als volgt aan te geven:
P(x,y).

Er bestaat cen é8n-éénduidig verband tussen de punten van het platte
vlak en de getallenparen (x,y).

Is £ Y0x recht, dan spreekt men van een rechthoekig cevrdiveten—
stelsel (of assenstclsel). Is LY7X # 90°, dan van een scheefhoekig
coordinatenstelsel (of assenstelsel).

Opg. 1. Teken de punten (3,4); (-2,5); (-4,0); (0,-7) bij een willekeurig
asn te nemen coordinatenstelsel.

Opg. 2. Bewijs dat mcetkundige plaants der punten, waarvan de X-coordinaat
gelijk is aan nul, bestaat uit de ./ -as.

Men drukt dit meestal anders uit, nl.:

"De vergelijking der Y -as luidt x = 0.

Opz. 3., Wat is de vergelijking der X-as?
Opp. 4. Van welke lijn is de vergelijking x = 4?x = a? y = b?
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Opg. 5. Gegeven zijn twee punten (2,4) en (6,2). Bepaal de coordinaten
van het midden van het lijnstuk, dat deze punten verbindt.

Opg. 6. Hetzelfde voor de punten (x1 »Y, ) en (Xz,y,_).

Opg. 7. Bij een rechthoekig assenstelsel bepale men de afstand van

het pumt (3,4) tot de corsprong. Eveneens van (x,y) tot de oorsprong.
Opg. 8. De afstand van de punten (x1 ’y”z) en (xz,yz) is

V(Xf,:"xz )* *y, -7, ¥+ 2 (x,- x, )y - % Ycos W .

Hierin is w de hoek Y0X der coordinaatassen.
Opg. G. Als een punt P (x,y) het lijnstuk ?E’Jg R, in de verhouding m : n
verdeelt (vers. El) dan geldt

n x, +m x, ny+my,

X==—75F7 35~

Y1 A+

Opg. 10. Bewijs dat de coordimaten (x,y) van het zwaartepunt van een

A\
VA P,‘ g % gegeven worden door

_'x:+x2+x3 ' Y, Y,
il ek

Een geheel andere wijze van plaatsbepaling van een punt in hed
platte vliak geschiedt als volgt.
Kies een willekeurige rechte OX ((Ois een vast punt).

‘Dan is een punt P éénduidig bepazald door de ’K'{f”’['z/cff):)
lengté r der afstand OP en de hoek ¢=<POX r-:,/ .
(deze wordt gewoonlijk in ramdialen geme- S

£ —
ten). Men schrijft dan }?(r,goA) en noemt G X

r en 3.9 de poolcoordinaten van P.

0 heet pool; ()X psolas;iPOX poolhoek; (P  voerstraal,
Opg. 1l. Van een punt zijn de rechthoekige coordinaten (6,6). Hoe
greot zijn de poolcoérdina“ten? \
Opg. 12. Van een punt zijn de poolcoordinaten (4,; }. Hoe greot zijn
de rechthoekige coordinaten? '

Zoals uit het bovenstaande blijkt, bestaat er een verband tussen
de poolcoérdinaten en de rechthoekige coordinaten van een punt.

Opg. 13%. Is gegeven een punt P(x,y), bewijs dan dat men voor de pool~
coordinaten vindt
r=Yx*+y® ; Cf’zbgtg% .
Opg. 14. Zijn gegeven de poolcodrdinaten (r,cf)) van een punt, bewijs dan
dat men hieruii voor de rechthoekige coordinaten (x,y) vindt
XZI'OOSSP H yzrsincp.
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Men is gewoon bij de pooicoardinaten (r,qﬂ van een punt het getal r
p051tlef te rekenen. Nodig is dit niet.
Che. §s Toon anan dat de poolcoorﬂlnaien van het punt (r#y) ook voor-
gestcld kunnen worden door -r,@-+n*)

De in opgave 13 en 14 genoemde formules worden transformatiefor-
mules genoemd. Zij leren ons coordinaten van een punt, uit andere
coordinaten bepalen.
éB. Krommen voorgesteld door vergelijkingen,

Indien de mectkundige plaats der punten (x,y), waarvan de coor-

dinaten x en y voldoen aan cen relatie f(x,y) = O, bestaat uit een
aantal krommen en/of rechten, dan zegt men dat deze krommen en/of
rechten tot vergelijking hebben £(x,y)= 0. Men noemt £(x,y)= O de ver-
gelijking van dat stel krommen en/ef rechten.
Opg. 1. Wat is de vergelijking der x-as?
Opg. 2. Wat is de vergelijking der bisectrix van /‘/0%79
Opg. 3. Zij a een gegeven getal. Van welke rechte is x = a de verge~
1ijking? _
Opg. 4. Waarvan is y = a de vergelijking?
Opg. 5. De vergelijking y = m x stelt bij gegeven m een rechte lijn
door de oorsprong voor. De richting dier lijn wordt bepaald door m.
Opg. 6. Bij een rechthoekig codrdinatenstelsel is m = tgig s waarin<p
de hoek aangeeft tussen de beschouwde rechte- en de positieve x=-as.

Het in opgave 5 en 6 genoemde getal m heet de richtingscoéfficiént
van de rechte y=m x.
De vergelijking

y=mx +n

stelt evenecns een rechte voor. Is n # O, dan geat deze niet door de
eorsprong. De rechte loopt evenwijdig met y = m x en ontstaat hieruit
door verschuiving ever ven afstand n in de richting der positieve '
y-ns.
Opg. 7. Teken bij een gegeven assenstelsel de rechten

=3x+2; y=x-1; y=-%x%2; 2x+3y-=
Ogg. 8. De vergelijking van ledere in het platte vlak gelegen rechte
is van niet hoger dan de corste graad in % en y;
Omgekeerd beschouwen we de meest algemene vergelijking van de

ecrste graad in x en y.. Deze luidt

ax +by=c.
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Hicrin stellen a,b en ¢ gegeven redle getallen voor. Immers is b # 0,
dan brergen we de vergelijking in de gedaante y = - % x + %5 welke
laatste vergelijking blijkens het voorgaande een rechte lijn voorstelt.
Is echter b = 0, dan luidt de vergelijking ax = c. Onderstel a # O
{wanrom mag dat)? Dan vindt men x = % , hetgzeen evenecns een rechte
voorstelt.

In poolcoordinaten luidt de mcest algemenc vergelijking van een

rechte (op grond van de in § 2 gegeven transformatieformules)s
arcosy +brsiny = c.

Deze uiltkomst kunnen wij nog omvormen door te stellen tg. & = - % ’

wairna men vinds \\\\\

- 9 ” — c 3 I -
r sin (X -5) = Zsin® . ><@Jw)
Opg. 9. Leid deze betrekking dircct LT . \\\
meetkundig af, (zie figuur). ‘““‘“ET;>:§_"
O < 4

Vervolgens beschouwen we enige a.
veorbeelden van vergelijkingen van niet

rechte lijnen. In deze zullen we verder met rechthoekige coordinaten

&
of poolcoordinaten werkej.

De cirkel met straal d en middelpmat in de oorsprong heeft tot
vergelijking x* + y%=4°7%,
Opg. 10, Bewijs dit.
QQgL*;l. Wat is de vergelijking in poolcoordinnten van deze cirkel?
Opg. 12. Dec cirkel met straal 4 en middelpunt (a,b) heeft tot vergelij-
king (x - a)® + (y - b)* =d%,
Opg. 13. Stelt de vergelijking

4 x°+ 4y =8zx -4y =11

ock een cirkel veor?
Opg. 14. Onderzoek of de vergelijking,x2'+ y2'+ ax + by + ¢ = 0 een
cirkel voorstelt. Hierin zijn a, b en c gegeven reédle getallen.

Zoals uit bovenstaande voorbeclden blijkt, wordt een cirkel voor—

gesteld deor een bepaalde soort vamn vergelijkingen van de twecde graad.
Dit is niet alleen een eigenschap van cirkels, maar ook van ellipsen,
hyperbolen en parabolen. Later zal blijken welk type krommen in het
algemcen door een vergelijking van de tweede graad wordt voorgesteld.
Thans beschouwen wij nog even de vergelijkingen der genoemde krom—

men in bijzondere gevallen.
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De éllips is de meetkundige plaats der punten, waarvan de som der

afstanden tot twee vaste gegeven punten constant is. De vaste punten
heten brandpunten; hun verbindingslijn de lange as der ellips; hun

middénloodlijn korte as. Om de vergelijking der ellips te bepalen kiezen
we het ooardinatenstelsel z0, dat de x-a2s langs de lange en de y-as
langs de korte as der ellips valt. Noem de coordimaten van het emne
\

brandpunt F{c,0). ¢

. . ’P(T’C)g)
Dan zijn die van het andere
E(-c,0). Zij P{x,y) een ‘ E_—"lo N ¥
willekeurig punt van de ellips. \
Dan is PF + PE = 2a (constant). \\\\\\_w““

Wegens 32 (opg. 8) geldt dan

¥ < 2 v/ 2 | =z _

f{x =) " +v° + ¥V {(x+¢c) +y%=2a,
‘,,w z ,2“ ’/ 2 ~

dus Vx +c) +3y" = 2a- (x=-0c)" +y?

2 2 2 2 2 v/ z 2
dus x+c) +3 =42+ (x=-c) +y =d4a (x=-c) +y
dus 2= -x¢c =a lf(x-c) +y°

p bl - z R . 2 ~
dus a -2a’xc+x°cl=a"%x-20a"%xc+a’c+n g
Z : 2 Z 2
dus x°(a” - )+ ya=a’ (a7- cH).

Men herleidt dit meestal nog verder door in te voeren een grootheid

b ={a% - ¢? . Wegens PE + PF>TF (wasrom?) is 2a>2c¢c dus at - é%>0,
2 2
zodat b cen reéle grootheid is. Men vindt dan 5; - = 1,

a b*

Aan deze vergelijking merken we op
1° het tweedegraad karakter.
2° dat x< wel maar x zelf niet optreedt. Zodra dus een punt (x,y) op
de ellips ligt, is dat cok het geval met een punt (-x,y). Men zegt dat
de ellips symmetrisch is ten opzichte van de Y- as.
30 dat yz Welgmaar y zelf niet optrecdt. Behalve (x,y) liggen dus ook
(x,~y),{(=x,~y) op de ellips. De ellips is dus symmectrisch ten opzichte
ven de beide coordinaatassen,

Opg. 15. Bepanrl de snijpunten van de ¢1llips met de coordinaatassen.

De hyperbool is de meetkundige plaats der punten, waarvan het ver-
schil der afstanden tot 2 gegeven punten (brandpunten genasamd) constant

ise
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Kies het coordinatenstelsel analoog 2l1ls bij de e¢llips. Men heeft

dan voor een willekourig punt Pixoy)

P(x,y) der hyperbool

B e ——— O —

\/(x-m) 5= V(zm0) 4y =0n

of | Ty
\(x-c) +y° - V(x+c) +y *2a

Opg. 16. Leid hieruit af (b° = ¢”~ 2° stellende) de vergelijking van
de hyperbool Ki _ 1; -
a b*

Opge 17. Bewijs de symmetrie der hyperbool ten opzichte van x-as en
y=as en bepaal de snijpunten van de hyperbool met zijn assen.

Terwijl de ellips een gesloten kromme is, evenals de cirkel,; is
dat niet met de hyperbool het geval.

De parabool is de meetkundige plaats der punten, die gelijke af-
standen hebben tot een vast gegeven punt {brandpunt gensamd)} en een
vaste gegeven rechte {richtlijn genaamd). Om de vergelijking van de
parabool af te leiden kieze men de X-as dovor het brandpunt en loodrecht
op de richtlijn en de Y-as evenwijdig aan de richtlijn op gelijke af-
stand van brandpunt en richtlijn.

Cnderstel de lengte der afstand van brandpunt tot richtlijn gelijk
aan p. Voor de coordinaten van een willekeurig punt P (x,y) van de

parabool geldt dan Y
! e e -t P(X,Y)
by -/ 1 % <
X+ 3p=V(x=-35p)~+y
dus na herleiding B
- (e X
Fo=2 P X

Opg. 18.Is de parabool symmetrisch ten
epzichte van de X-as en van de Y-as?

Behalve ellips, hyperbool en parabool zijn er nog ardere figuren,
waervan de vergelijking 1n.x en y van de tweede graad is. Als voorbeésld

remen we de vergelijking x g 4 y = 0 waarvoor we eok kunnen schrijven
(x -2 y)(x + 2 y)— 0. Elk punt P(x,y), dat ligt op de figuur met ver=-
gelijking x~ 4y = 0 heeft coordlnaten, die voldoen ef gan x - 2y = 0

of aan x + 2y = O, Het punt P is dus gelegen: sf op de rechte X - 2y= 0O
of op de rechte x + 2y = 0. De beschouwde vergelijking stelt dus twee
rechte lijnen veor.
Opg. 19. Welke figuur wordt voorgesteld door
X% 4 = 0; door (y = 2) = 0; door x (x-1)(x-y)= 0 2
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Wij geven nog een paar voorbeelden van krommen van hogere graad.

Beschouw een cirkel met straal a.

Door een puntAvan de cirkel trekt men een willekeurige koorde, die
de cirkel nogmaals in B snijdt. Men verlengt deze koorde AB met een
constan%tﬁgr lengte c. Gevraagd de meetkundige plaats der uiteinden der

verlengde koorden, als deze om het .

punt A draaien. - g G
Wij bepalen de vergelijking der } DR

gevraggde meetkundige plaats eerst in ‘Aéuuqﬁ%ﬂfghéaﬁh‘

poolcwordinaten. Kies het punt A tot »
oorsprong en de poolas door het mid- .
delpunt van de gegeven cirkel. Zij nu

C een punt der m.p. met codrdimten

(r,22 ). Dan vinden we direct de vergelijking in poolcodrdinaten
i
r=2a cos?ﬁ+ c .

Wij vinden hieruit de vergelijking in rechthoekige coordinaten. Men
he=Tt coscf = % , dus

r2 =2ax+cr,
dus (% + y% -2 ax)? = P x® + ¥ .

Ditmeal vinden we een vergelijking van de 4® graad in x en y. De gevon-

1

den kromme heet limagon van Fascal. Het speciale geval ¢ = Za levert
gen figuur, die men cardioide noemt.

Opg. 20. Toon aan dat de in rechthoekige codrdimten gevonden vergelij-
king ook die punten bevat, die men verkrijgt door de keorde AB met de
lengte ¢ te verkorten.

Men beschouwe een vast punt A en een rechte k niet door A. Een
willekeurige rechte door A snijdt k in B. Men verlengt AB met een
lengte ¢. De m.p. der uiteinden der zo gevonden punten is een figuur,
die conchoide (of schulptrek) wordt genocemd.

Opg. 21. Kies de oorsprong in A en de poolas door A en locdrecht op k.
Bepaal de vergelijking der gezochte kromme eerst in poolcoérdinaten an
daarna in rechthoekige coordinaten.

Men vindt: a

T = cosy

+ C

(x2 + yz)(x—d)g = ¢? x2 .

QOpg. 22, Beschouw een middellijn AB van een cirkel. Trek door A een

willckeurige rechte, die de cirkel in C en de raaklijn in B aan de
cirkel in D snijdt. Bepaal tusscn A en D ep AD een punt P, zodanig dat
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AP = CD. Witelt de beschouwde rechte om A, dan beschrijft P een kromme,

die cissoide (klimoplijn) van Diocles wordt genoemd. Bepaal daarvan de

vergelijking.

Opg235. Twee luodrechte rechten a en b snijden elkaar in O. Een lijnstuk

AB van constante lengte 2c beweegt zo, dat A ep a en B op b blijft. Be-

paal de vergelijking der meetkundige plaats van de projectie van O op AB.

(vierbladig roset).

Ope. 24. Een bewegende rechte a gant deor de oorsprong O. <1y Aeen vazt

;uwt.Zij B de projectie van A op a. Zij C het spiegelpunt van B t.0.v.

OA. Bepaal de vergelijking der m.p. der prcjectie van C op a. (trifolium

van de Tongchamps).

Opg.25. Bepaal de vergelijking der m.p. der punten P ,waarvoor bij gege-

ven punten A en B het product PA.PB constant is (=cg)-1n het geval

c=% AB ontstaat een kromme, die 1emniscaat van Bernoulli wordt genoemd.
Een geheel andere wijze van bepalen van een kromme bestaat daarin,

§§ﬁayan e}% yﬁfﬁ (x&yXRY?nvgg §55m35 P%%? direct de relatie tussen x en y

de waarée der cedrdinaten x en y geeft als funcﬁles .van een hulpgrootheid

L Jt
(paxemeter)t 1 = 2(1); ¥ = g(b).

Bij iedere waarde van t vindt men dan een of meer punten (x,y) der kromme.
Voorbeeld: X =73ty y = 4t.
Elk punt der hierdoor bepaalde figuur, is door de keuze van t vastgelegd.
De vergelijking van deze figuur vindt men door het verband tussen x en y
op te sporen, ongeacht de waarde van t, of 2z0als men dit uitdrukt, doorxr
eliminatie van t. In dit geval vindt meny = % X
Opg. 26. Bepaal de vergelijking der kromme

x =4t + 3; y = 2t - 1.
Opgs27. Bewijs dat de vergelijkingen

X =ab +b; y=ct +4d
een rechte lijn voorstellen.

Ogps 28. Bepaal de vergelijking dcg kromme
2t _ 1-t©

X = y = .
1442 1+t° s o
Opr. 29. Om een paramctervoorstelling van de punten der ellips iz + %ﬁ =1

te vinden, stellen we x = a cosqz . Het getal qitreedt hier op als para-
meter. Welke betrekking vindt men voor y als functie van ¢ 7
In het getal a = b = 1 vindt men dezelfde figuur als in opg.27. Wat iz
het verband tussen de daar optredende parameter t en de parameter 4?
Opz. 30. Bepaal een parametervoorstelling van de hyperbool —5 %i
door te stellen x = a sccgg
gg 31. Voor de parabool y~ = 2px heeft men nls parametervoorstelli
th = 2pt. Een anderc parametervoorstelling isy = t; x = i

L ]
2p
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§ 4. Algenene eigenschapnen van Xrommen.

In deze § bischouwen we kromaen met vergelijking £(x, y) = 0, waarin
f{x, y) een veelterm in x en y voorstelt. Zo'n kromae heet een alge-
braische lrommes

90"

Zoals we reeds zagen is een kromme symmetyisch t.,o0.v. de X-as, als
de vergelijking onveranderd blijft als y door -y wordt vervangen, d. w.z.
als in de vergelijking slechts even eof slechts cneven machten van y
optreden,

Opg. 1. Hoe ziet men aan de vergelijking van cen kromme of deze symme-—
trisch is t.o.v, de Y-as?

Een kromme is symmetriseh t.o0.v. de eorsprong, als de vergelijking
ongewijzigd blijft als x door -X en tegelijkertijd y deor -y wordt ver=—
vangen.

Dit is het geval als in de“uitgewerkte“vergelijking der kromme
slechts termen xrys optreden met even som r + s ef slechts termen metor-
even som r + S.

Opg. 2. Als een kromme symmetrisch is t.0.v. x-as en to.v. y=-as, is zij
symetrisch t.o0.v. de oorsprong.

De srnijpunten van twee krommen f(x,y)= 0 en g{x,y)= O zijn die
punten {(x,y), diec voldoen zan deze beide betrekkingen zcdat men deze
en slechts deze punten vindt door het stelsel vergelijkingenr in de

twee enbekenden X en y

f(x,y)=0; glx,y)=0.

op te lossen.

Opg. 3. Bepaal de snijpunt(en) van de x-as en de rechte y = 3x + 6; van
de y-as en de rechte y = 3x + 63

van de cirkel xg + y2 = 25 en de¢ rechte y = 3x - 5;

van de cirkel z‘c2 + y2 = 1 en de rechte y = 1.

In het laatste geval vindt men slechts €4n snijpunt of zoals men
het vaak uitdrukt twee samenvallende snijpunten. Yen zegt in dit geval
dat de beschouwde rechte cn cirkel elkaar raken.

Wil men de snijpunten bepalen van de rechte y = 2 en de cirkel
Xg + y2 = 1, dan vindt men geen punten met reele cocrdinaten. Opdat
toch de regel blijve gelden, dat cirkel en rechte twee snijpunten ge-
meen hebben is men gewoon het (reele) platte vlak uit te breiden tet
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het complexe platte vliak door punten met niet redle codordimtcn even-
eens in de beschouwingen ep te nemen. Zo zegt men, dat de: punten
(i'/3,2) en (-i@;3,2) snijpunten zijh®Birkel en rechte. Een punt met
minstens één niet reéle~codrdinaat heet imaginair.

Het is duidelijk dat punten met niet recle cedrdimmten niet te
tekenen zijn. Toch spreckt men van het midden van het rechte verbin-
dingsstuk van twee punten met nict reéle coordinaten (X,y) en (xz,ye).
In analegie met het geval, dat beide punten redle codrdinaten hebben,
bedoelt men hicrmede het opunt

Xyt %y ¥y v,
(L2,

) .

2
Opz. 4. Kan dit midden recel zijn, zonder dat de eorspronkelijke punten
het zijn?

Een rechte lijn y = m x + n met niet recle m bevat ten hoogste &én
reecl punt, Zo'n lijn hect imginair.
8pg. 5. Bevat een rechte twee recle punten, dan bevat ze cr oncindig

veel.
Opg. 6. Bepaal het reéle punt, dat op de rechte

(L+i)y=(2+ i)x +3 +4 i
ligt.
Opg. 7. Bevat de rechte y = 2 x + 3 o0k niet reele punten?

Opg. 8., Is de rechte
(T + 1) y+x =(2 + i){x31)+1 .

imaginair?

Opg. 9. De vergelijking X2 + 1 = 0 stelt twee rechten voor. Bewijs dit.
Wat stelt de vergelijking x2 + ye = 0 voor?

Opg. 10. BEepasl de snijpunten van de ellipd: hyperbool}met de verbin-
dihgslijn hunner brandpunten en de middenloodlijn e¢rvan. Deze snij-
punten worden teppen genoemd.

Bepaal eok de forpen van de parabool, dat zijn dc snijpunten van
parsbool en de rechte deor het brandpunt loodrecht ap de richtlijn ge-—
trekken.

Opge 11, Het snijpunt van twee toegevoegd complexe rechten (dat zijn
rechteny =mx +neny =% X + N, waarin m en M en s0k n en n toage~
voegd cemplex zijn) is reeel.

Een vorm f(x,y) heet homogeen van de gread k, als men hceft

£(tx,ty)= t° £(x,¥).
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Voorbeelden van homogene vormen zijn

Xz + Yzy Xy + X2 - Yzy -sin t}';'s (X‘H}-Y)B (4x - Y) .

Is f£(x,y) homogeen, dan bevat de kromme f£(x,y)= 0, naast ieder
punt (x,y) ook elk punt (tx,ty), d.w.z. als een purmt P op deze kromme
ligt, dan ligt ook elk punt van de rechte yq;bindingslijn OP op deze
kromme. De kromme bevat dus, zodra zij een punt P bevat, een reéle
rechte door O.

De kromme f(x,y)= 0, waarin f(x,y) homogeen is, stelt in het alge-
meen een aantal rechten door O voor. De richtingscoéfficient m van zo'n
rechte vinden we door de substitutie y = mx, wiarna de vergelijking
overgeat in f(x,mx)= 0, dus

X £(1,m)= 0,

Jjus afgezien van x = 0 een vergelijking van een of andere graad in m,
lie een aantal al of niet reele wortels m bezit, die de richtingscodf-
ficiénten der rechten aamwijzen, die deor de vergelijking worden voor-
gesteld,

Opg. 12. Bepaal de snijpunten der krommen

X2 - y2 = 0 ¢n x2 -1=0,

. s e o
De algebraische vergelijking van de n graad Ii{x yv) =0 van ecen

kromme is in de gedaante
£, (x,y) + £, (y) + .+ f;;(x,y) =0

te brengen. Hierbij wordt onder f,, verstaan het homogene aggregaat

van termen die in f(x,y) optreden, welke in x en y samen van de v©
graad (v=0, ..., n); f, (x,y) stelt dus een cors tante voor. Het is dui-
delijk dat als deze constante nul is, de kromme bepaald door f(x,y)=0
door de oorsprong gazat. Wij zullen in dit geval de betekenis van de
rechte f, (x,y)=0 nagaan.

Z1ij y=mx een willekeurige rechte door 0. Wij trachten nu een
rechte met een zodanige richting(scoefficient) te bepalen dat deze in
Q razkt aaen de gégeven kromme f(x,y)=0. Het is dus nodig dat men bij
het bepalen der snijpunten van f(x,y)=0 en y=mx ten minste twee maal
het punt (0,0) vindt. De snijpunten bepalen we, zoals bekend is, door
oplossen der beide vergelijkingen. Dit geschiedt b.v. door substitutie
van y=mx in f{x,y)=8, hetgeen oplevert F£(x,mx)=0, dus

£ 0romx) + £ (xemx) + ...+ £, (x,mx) + fﬁ(x,mx) = 0,
dus, wegens de homogeniteit der vormen £, £, ,, +eey L,y s

(1) x"t_(1,m) vyl

fn_l(l,m) + ... + xzfz(l,m) + xfl(l,m) =0

Dit is ecn vergelijking van de graad n in x. Deze moet ten minste
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twee maal demclfde wortel x = O opleveren. Dat x = 0 aan deze vergelij—
king voldoet is evident (wamrom?); verder zal x = O een tenminsté
"dubbele" wortel dezer vergelijking zijn, als deze niet alleen de
factor x , maar zelfs de factor x° bevat, d.w.z. als de codfficisnt van
x zelf nul is. Wij zien dus dat de rechte y=mx dan en slechts dan in O
aan de kromme f{x,y)=0 ramrkt als het getal m zo wordt gekozen, dat
fi(l,m)=0 is. In de = Ctijk vindt men deze waarde van m en tevens de
vergelijking der gezochte rechtc direct door te nemen
f.;r(XyY)’:O;.

want onderstel, dat f{(x,g) de gedaante ax + by heeft, dan is de rich-
tinscodfficisnt dezer rechte gelijk aan -% 2n men vindt deze wanrde juist
door te nemen
fl(l,m}=0, wart dit levert 2.1 + b.m =0, dus m = -%.
Het is duidelijk, dat, als in de vorm f(x,y}=0 geen termecn van de ecr-
ste graad optreden, in de vergeliijking (1) de term xfl(l,m) wegvalt,
dew.z. elke rechte door de oorsprong snijdt onze kromme in twee samen-
vallende punten. In dit geval is de oorsprolz een dubbelpunt der kromme
{mits natuurlijk nict de termen van de tweede grand eveneens alle weg-
vallen, want dan krijgt men een dricevoudig punt cenz.) Bij een tweevou-
dig punt van de kromme zijn twee rechten die de kromme aldaar in drie
samenvallende punten te snijden. Wij bhevalen de richtingscoefficiént
m van zo'n rechte y=mx. Dit getal m moet zo zijn, dat in (1) ook de term
met x2 wegvalt, want het linkerlid van (1) moet declbazr zijn door x7.
Meg bereikt dig door te nemen fz(l,m) =(). Zij fz(X,y) van de gedaante 0
ax + bxy + cy  Het getal m moet dan voldoen aan fz(l,m) =g + bm + cm =
= 0, waaruit in het algemeen twee wanrden van m volgen., De vergelijkin-
gen der gezochte twee raaklijnen zijn hierdoor bepaz=ld. Evenals in het
bovenbeschouwde geval worden deze direct gegeven door fz(X,Y) = 0 te
stellen, dus uit ax + bxy + cy2 = 0, want van de hierdoor bepaalde
rechten voldoen de richtingscogffici&nten m aan a + bm + cm2 = 0,

Hierbij zij nog opgemcrky:, dat de wortels dezer vergelijking
van de twecde grand hetzi]
le. redel en verschillend zijn; dan is O een dubbelpunt met verschillen-—
| de re€le rasklijnen, hetgeen cen knooppunt wordt genoemd.
2ev samenvallen; dan vallen de beide rasaklijnen in O samen; O heet een

keerpunt.
%e. toegevoegd complex zijn; in dit geval is O een geisoleerd dubbel-
purnt .
Op analoge wijze blijkt gat de oorsprong een p-voudig punt is van de
kromme f(x,y) = 0, als
fl(}UY) = fz(x,y) = e = fp(x,y) = 0,

dew.z. de coefficiinten van alle gedeeclten van lagere graad dan de
(p + 1)° nul zijn, terwijl tenminste &én codfficiént van fp+l(xyy) niet
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nul is. De p rasklijnen in de %orsprong vindt men den door fp+1(X,y)=0
te stellen.

Opg, 12. Bepaal de aard van d¢ oorsprong cn de rasklijnen in de oor-
sprong van elk der volgende krommens

a) Parabool y2 = 2px;
o o

b) Lomniscant (x2 + y2)2 = Saz(xL - v)
2 - ax(xz _ yz)

.

¢) Trifolium van de Tongchamps (x2 +y ;

2
ol y
d) Limagen (x2 + y2 - 2ax)° = cz(x° + 7).
Bij de kromme f(x,y) = x4 + y3 + x

P s ¢

2

is
fl(xiy) = X=¥w
De oorsprong is dus enkelvoudig punt met rasklijn y=x«

Bepanld men de snijpunten van deze rechte met de kromme, dan

geeft substitutie van y = x het resultant x4 X0 = 0; zodat deze

ranklijn in h:t enkelvoudige punt O drie samenvallende snijpunten met
de kromre gemeen heeft. In dit geval heet de oorsprong esn buigpunt en
de rechte y = x buigranklijn. Bij de kromme x +y +x°-y =x - y=0 blijkt
de rocklijn gy = x"het enkelvoudige punt O z21fs 4 samenvallende punten
met de kromme gemeen te hebben., In dit geval is O een buigpunt van hoger
(de vierde) orde.

Opg. 33. Toon aan, dat bij de lemniscaat

(x2+32)2 _ 2&2(x2~y2)

de in epgave 12 gevonden raaklijrnen beide buigraakiiinen zijn.

Ten slotte behandelen we nog een elementaire methode <m de maxi-
ma, de minima en de meest links en rechts gelegen punten van een krcmme
te bepalen.

Nemen wij als vocrbeeld de kromme

X2+y2+4x+3¥ =0, -
Ben rechte y=a, evenwijdig met de x-as, heeft snijpunten met de kromme,
die bepaald werden door de wortels van de na substitutie verkregen ver-
gelijking
(1) x° 4 4x + 8+ 3a =0 .
Men vindt in bepaalde gevallen twee wortels, die de gezochte snijpunten
bepalen. Het kan echter gebeuren, dat de wertels samenvallen, in welk
geval men met een maximum of minimum te doen kan hebben. De wortels zy
en z, van de vierkantsvem&ﬂgjking (1) vallen dan en slechts dan samen
als de discriminant 16-4(a“+3%a) = 0 is. We vinden dat dit optreedt
bij a1=l of bij a,= -4, In het eerste geval is dus de rechte y=1 een
raaklijn. Het raakpunt heeft een x-cobrdinaat die bepasld ic der- (1),
dwz. in dit geval dosr x2+4x+4 = 0, dus x==2. De rechte y=1 raakt dus
aan de beschouwde kromme in het punt (-2,1). Evenze vindt men dat de
rechte y=-4 de kremme raskt in het pumt (-2,-4). Dit laatste punt bljkt
een minimum te zijn van de kromme, terwijl (-2,1) een maximum is.
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Opg. 13. Bepaal de waxima en minima en de meest links en reclits gele-
Zen punten van

a) lemniscazi (x2 + y2)2 = 2a2(x2 - y2).

b) parabool y2 = DX. ,
(oI

¢) trifolium (x2 + y°)° = ax(xz - 32)'

Qpo.. 14. Bepaal maxics en minipe en aard van de oorsorons en de raak-
lijn(en) aldacr van de “romie
X+ 3x

fome- SRS A Lt -

+ 4 '

™

S

§ 5. Trunsformatics.

Nacst elk punt P(x,y) in het ovlatte vliak beschouwen wij een punt
P'(x',y'), wanrin x' = x + a3 y' = y + by hierin stellen a en b vaste
setallen voor, Op deze wijze ontstaat een punt-vervanischap, wsarbij
can c¢lk punt P een nieuw nunt P' is toegevoegd., Deze vervantschan is
zodanig dat bij een willekeurig punt Q slechts één punt P te vinden
is dat dc eigenschan heeft,dat het punt P' sanenvalt nmet P,

Men zegt dat de formules

(x' = x + =
(l) (y‘:y_‘_b

een punt transformatis voorstellen. Zoals we zagen is deze één-&éndui-
dig. De oors_rong gast over in het nunt (a,b), terwiil het punt
(-a, ~b) door do tranrsoraatie oversgact in de ocorsarons.

et is duideir i dat de transformatioforsules (1) een verschui-
ving of ftranslatic veorstellen.

De tronsformatic laat geen enkel punt oo zijn vlaats.

¥ij kunnen aan de formulcs (1) ook nog een gohecel undere bete-
kenis hochten. Denken wo het assenstelsel 20y zodanlig evenwijdéig aan
zichzelf verschoven, dat het in de stand x'30'v' koat, waarbij O' net
punt (--a,-b) is, dan iton men de codrdinaten (x,y) van een nmnt ¥ t.o0.v.
het stelscl xCy vergelijken net de codrdineten (x',y') van hetzolfde
punt P' t.o0.v. het stelsel x'C'y', lien vindt dan dat het verband tussen
(x,¥) en {x',y') evencens wordt gegeven door de forrmules (1).

De formules (1) hebben dus twee betekconissen:
le. Bij eenzelide asscnsiclsel een transformatie van punten
2e, H:t vorbdbend tussen do cobrdinaten van eslzefde punt bi; versehil-
lende aassenstelsels, o

De formules (1) hebben de eixenschap det figurcen er door ovor-
gs+an in nleuwe figurcn, die congruent zijn net de oorsjprontelijke.

Datzelfde geschivdt ook bij eenr goheel ander type ven iexansfor-
Aaatio fornmles, dic wij thans gaan bepalen,

Beschouw twee assenstclscels wet ragscnhockon &fwnbo: die de
oorsnrong gedeen hebben. Om het verbund tussen de codrdinaten (x,y) con
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(x',y') van eenzelfde punt P bij
beide stelsels op te .. cren, merien
we op dat de gcheve (in de richting
van Oy') projectieve van 0.P op de Ox!
as gelijlk is aan OO = x'. Dus heelt
men als £y0x =¢ en £y'0x' =w' is en
de hoel tussen de overeenkomstie
aggen van beide gtelsels x bedraagt

. -~ S { t ’
x /-ag OC + CB _ \/}(J*\a- [#3] +°‘)+ A:D S—n{&* [} ..(‘_..)
Séa, 0! Sor. L0’

XS (1 ) S (At o)
SM ¢3! Sﬁ‘n e’

—
w— -

en -~ P Limn (i =) P o~ t
éf’w FE = A il ~—C~)-'§-—_-g-’-——3’=-x X S (R-w)
Sim €0 S €d 3 o ) S1m W7
De transformatieformiles luniden dusg

/
o=

X 20 (o0 He) N Y S (WD)

St N $om w0’
(2)
» Sim [ Lo—ox)
bf’_:. _ x}? ol + g - )
v} S’ Som !

Behalve als transformatiefiormule van codrdinaten lan men de formules
(2) in het geval w = w'ook opvatten als punt transformatvieformules,
wacrbij aan een punt P met codrdinaten (x,y) teu opzichte van een as-
genstelsel yOx wordt toegevoegd eei: nieww punt P' met cobrdinaten (x',y')
ten opzichite van hetzelfde assenstelsel. P' ontstaat dan wit P door een
rotatie om O over een hoek - X . Het is van belan’ het speciale geval
te beschouwen, dat w' = ‘n’_ is enw willekeuri; in vell seval de foruu-
les (2) luiden )
(3) x's xwro +(7 s fa—or )
(t/'z — X Sancn +’y Cero( |

{

Dit is dus de overgany van rechthoelige nsar scheefhoskize codrdincten.
Is bovendien ws= Jg; dan krijgen wi}j '
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(4)

% = X Codox +-g Sh'\a(
/ N '
= =X Sh«'){ + Cend o
7 Xy et

Wij merken nog even op dat bij elk der transformaties (1), (2), (3) en
,(4l opgevat alg punt transformaties,een rechte lijn weer overgaat in
een rechte lijn. Dit is meetkundig evident. Om te berekenen in welke
rechte de lijn y = mx + n b.v. door de¢ transformatie (3) overgaat,
gean vij ecrst iets anders doen.

Tij bepalen de inverse of omgehcerde transformatie van transior-
matie (3), dus die transformatie, die x en y uitdrukt in x' en y'. Deze
is te vinden door oplossen van x (resp. y) uit de beide vergelijkingen
(3). Het resultaat is cehter ook direct te voorspellen, want (3) geeft
het verband weer tussen de codrdinaten (x,y) en (x',y') van een punt P
waarbij L ¥Cx' =X . _Hot omgckeerde verband tussen (xz',y') . cen (x,y)
vindt men door uitzaande van het stelsel x*0y'over een hoek o. terug
te draaien, waardoor mcn het stelsel yOx vindt. Verwisselt men dus in
(3) x en x*, o0k y en y' en vervangt men & door -, dan ontstaan de
tormules van de omgekeerde transformatie

4 2o
X = xoooo/..y Srm oy
= x5 o4 "Cﬂ-—gc(
2

Het is nu duidelijk dat dc rechte y = mx + n door (4) overgaat in een
rechte, vant de vergelijkingen (5) geven na substitutic in y = mx + n
direct de in x' en y' lincairc betrekking

(5)

[ / / 7 .
b QMCX#'JM‘JO(:: I X GMD{—???J ‘S""“D(-)— '7*1,3

die cen rechte voorgtelt.

Opsie 1. Toon algebraisch aan dat door de transformatic (1) en ook door
de tronsformatice(4) een willekeurige cirkel

, . ‘(x~a)2 + (y-—b)2 = r?
weer overgaalt in een cirkel.

Opg. 2. Gegeven zijn de punten (244) cen (3,6). Tacr komt het midden
van de verbindingslijn dezer punten te liggen na de transformatie (4)
med Xz Boda 2 ?
X {7(7 Z

De meest algemene verplaatsing in het platte vialk dis ontstaan te
denten uit een translatic cn een rotatic. Terken we verder met recht-
hocrige cobdrdinaten, dan gaat een punt (x,y) door de rotatie over in
het zont (X cosgy - ¥y sing , X sin + y cosx ), waarna de translatie
het overvoert in het punt (x°,y') met
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P e
o= X Ca Y - BYSY I A

(6) éﬁzg xs,;owyfmo( + 4,

-
)

Eon trangformatic van Lict type

jc’ ﬂ)f-f-‘é’(;f—c

(7) ;(7/_:_ a(x+—ej-;7[

stelt echter nict stoude cen verylaatsing voor, went vergelijkt mcen
dc transformatic (7) mot (6), dan ziet on dat
(8) a=c;b=-d; a° + b° = 1.
Is hieraan voldaan, dan bestaat cr als o, b, ¢, 4 re€el zijn ecn hoek
¢ mctwp= a; sing = d, dus dan stclt (7) voor cen draaifng en tege-
lijkertijd cen verschuiving.

Aan ecn zier clomentair veorbeecld is ook direct te zien, dat
in het alpemeen (7) zecn transtormatic voorstelt, dic als ccn ver-
plaatsing kan worden op_evat. lmncers bij con verplaatsing moct dc af-
stand tusson fec pu JE;p (x1, y1) cn (xg, y2) dczelfde blijven. Deze
afstand is b’(x - AE)“ + (y1 - y2) .

Na dc transformatic (7) vindt men de punten (x;,y% ) cn (x%i,yé )

( /
met r-s:.mJ,é'\y s §y2’; Q‘?z"*g\‘f@"‘e—

’z/ J%+{%+F en \%; J&*dﬂa*f‘
D¢ afstand der nicuwc punten is

Vinw)® + (59,7

gn hiecrvoor vindt men na invullen

/ 2
V(a‘-e A (x,-x,) " + zlww&)(*’w‘n)/yfya) + /gz'f*ﬁz)(\% ~42)% |

Daar deze gelijk mowet zijn aan de oorspronkelijke cfstand voor elke

keuze van Ge punten (x’,yf) ¢n (xz,ya) vindt mcn

e + a2 =1; v° + e = 1; ab + de = O.
Uit de laatste betrciliing vol_t in verb.nd net dc cerste en tweede
relatic
e’%{ahd“)e* = a'e'rat€=q?
dus a = + ¢» I8 a = ¢, dan vindt men b = -d, juist overcenkomstig (8).
Is a = ~-c, dug b = d en stelt ncn QOStf = @, sin<f = G, dan
xrijzt men voor de transforuetie (7)



A,Mv 18
x = —X Codep PJS}»:(P-}-C
g= xsme eme tf

dan vindt men, afgezien van ec¢n araaiing bepaald door ¢en een ver-
schuiving bepaasld door ¢ en f, velke transformeties tezamen luiden

‘x«_ _ .
- XC&‘?%[’ ~—'y J"n? + C
yﬂ: X Sep —+—0</Co7cp +-f>

dat nog een transformatie

(spiegcling)
dient te worden toegevoegd. De meest algemsne linecire transformatie
in het Euclidische platte vlak, die figuren met behoud van afstanden
transformeert, bestaat uit een combinatie van een rotatie, translatie
en een spiegeling.

Ti] geven tenslotte een zeer belangrijke toepassing van de gevon-
den transformetieformules.

Beschou een in rechthoekize codrdinaten gegeven kroume van de
tweede graad

Fix,y)= avc%g’k‘f*cfz peAx ey +f

Wij wensen te onderzoeken of er transfornaties bestaan, die deze krom-
me brengen in een der drie vormen, die wij in § 3 als vergelijkingen
van ellips hyperbool en parabool vonden.

Stelt f(x,y) een ellips of hyperbool voor, dan bezit de kromme
een middelpunt. 7ij verschuiven het codrdinatenstelsel door een trans-
formatie

!
(9) * =t
(y‘= :7}~r'h
zo, dat de nieuve oorsprong in in het middelrunt van onze kromme komt
te liggen. In het nieuwe asgenstelsel is dan de Lromme symmetrisch ten
opzichte van de oorsprong, dus de termen van de eerste graad in x' en

y' moeten daarin ontbreken. 7ij passen nu de transformatie (9) toe op
f(x,y: en vinden als resultaat dat i(x,y) de gedaante

2 ' ,2 / !
g/VJQ= QW+ﬁnyIy +SX+nyf
aanneemt, waarin
W:m}/}-a@,b/—;c )8_-:- Qem 4 —g'r.wof’ = 'g""-l-ZC'h-f-e.)

F“-‘-t q')nz..;.-gonn-f ent 4 dm -{—2"7*-,( "-’-F('}n,’b).
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De éerﬂte grasdstermen ontbreken dcn en slechts dan
‘als £= £E=0 , dus _
(10). 20 + €m ad = O

—éfm 4+ 2cm +-€ =0
Hieruit kan men m en n berekenen mits deze betrekkingen niet strijdig

of afthankelijk zijn. Wij gaan eerst cpart deze uitzonderingsgevallen
na. De vergelijkingen zijn afhankelijk als

20: 6 < @:20=6/ e,
Stelt men elk dezer verhoudingen gelijk aan s, dan vindt men
F(Y:ff)* el sxvy)i+elsx+y)+ f = ¢ (sx+g+¢,)(s 1+_y+£;_))
waarin t1 on’ta de worvels zijn van de vierlkantsvergelijking ch +

+ eX + L = 0, In dit geval stelt de gegeven kromme twee (al of niet
samenvallende en al of niet recle rechten voor).
Zijn de verzelijkingen (10) strijdig dan heeft men

Qa:ﬁzgz?_c?‘:o(:a,

Er is geen middelpunt te vinden. Vij verwachten ¥dus"™ een parabool.
3tel weer 24: 4= g , dan vind?{ men

Flr,gy)= C(SJ(+U)2+ d>r+ey~1—,C.

iierop pasusen we de transiormatie

s ! / ¢
X = @ > 2 ———_
Vsiss Vgzs s é(
/ { g /

W b

(7 B Veies Vs‘w C{;’

toe. Daardoor gaat F(x,y) over in

R S es-
C (VSQQ.; 3(’)7—-_!_ 6’/“'& )(‘H’ T g{-f-f-aa

S, Vst >
dus
;l+ ds+e ' es-d /+ 7[
> o ya | — =0 .
cf%"**)y’ ¢f s+ ,)% j S35 O)
ofs+ £
dus als men = iy stelt ;

ZC(SI-}-J) 3/2' a,
n 2 es- of / w — s % :
X AC(§1+,)3/3_ y r S 4 ZC(S’-& 'S—}?’ =0
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dus als men

2}

) 3.
P vy S £ (dseed® g e(st+/>
| J st ‘/clfsiw)s ec—a
stelt

n? es-of 7

S c(sa-,)%g =2
zodat dus na een draaiing en een verschuiving wij inderdaad een para-
bool vinden. Yij merken nog op de overgang van y' op y'' mogelijk is
daar in de noemer dezer transformatieformule het getal es-d optreedt,
dat £ 0 is, daar d : e £ s is. De coefficiént van y" in de laatste
vergelijking is dus eveneens £ 0. Hen kan zich overtuigen dat als
¢ =0, dus wegens 2a : b =Db : 2¢ ook b = 0, de vergelijking F(x,y) =
= ax2 +dx +ey+ fmet 22 : b Ad e, dus e £ O eveneens een para-
bool oplevert. In dit geval is draaiing van het cotrdinatenstelsel
overbodig. Men kan volstaan met verschuivingen.

De beide uitzonderingsgevallen tredem op als 2a : b = b : 2¢, dus
als bz - 4ac = 0 is.

Nu keren we teru; tot ‘.t geval, dat het stelsel (10) wel oplos-
baar is naar de onbekenden m en n (dus b2 - 4ac £ 0. Heeft men hieruit
op de normale wijze m en n bepaald, dan vindt men de transformatiefor-
mules (9). Hierdoor gaat F(x,y) over in de gedaante G(x',y') =
= ax'2 + bx'y' + cy'2 +F.

Het getaljr ig te berckenen door substitutie der gevonden waarden
ven m en n in F= F(m,n). Het kan schter iets vlugger gevonden worden
op de volzende wijze

F{m}n)-:-:. aml‘a»g'mn ""CT)L_‘..Q(M +e'n+f
= %'m/?&m +=8m) +¢m (g’m +2c'n) +a(m+£‘n+][

=l —tme vdmyem s f = fmds fmef

en hierin substitueren we pag de uit (10) gevonden waarden van m en n
waarna men vindt

F cd3¥aeﬁ~398-ffézwqacf
4'-qac
Het geval F= 0, dus cd2 + aez - bde + fb2 - 4acf = 0 kan apart wor-

den bekeken, want dan luidt de vergelijking na de gedane verschuiving
van het assenstelsel

) 2 LN i
ax'"+ €x'y' +cy' =0,

welke vergelijking zoals we al weten twee reele of twee toegevbegd
complexe rechten door de nieuwe oorsprong 0' voorstelt, Deze rechten
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kunnen wegens b - 4ac A 0 niet samenvallen.
2 2

7¢ beschouwen nu het geval f;é 0, dzar cd” + ae
- 4‘8.Cf ﬁ Oa
Onze vergelijking

- bde + fb2 -

j/yiﬁl)z ax'* 4 grlylfcy’zi-f =0

gaan we nu transformeren door een draaiing
: 3 = x”cwo(.j" 091 g0
(11) }S ,
: 4 . I
= X 'JA Cog
J Y eI,
waarna zij overgaat in _

o N — A b : ,, T '
xy = A X ~i~»_73>9c37 +C5 + =
Hierin is '

k4 _g o 2
A= acr ' + ES»e covx 40 S
B = ~2asmocox 4 £ cod’ol — 05 %) 420 S o oo

C = aom 2w —*gs.-a.;o«cnog +C oo lox

F-= F.
i) merken op dat in de bekende standaard-vormen der vergelijking van

ellips en hyperbool de term met xy ontbreekt. Derhalve zullen we de
draaiingshoek (( zo kiezen dat B = O 1a, dus

[C..a}&ﬁeoﬂ*‘ @m&xwo)

£

€7 2ot = pral

Hierdoor vindt men twee hoe'en 2¢ met 0 < 2o¢ <« 2T; (zelfs als a = c;
hoe groot is o dan?), die 17 verschillen, dus wij vinden twee hoeken
&« , die T verschillen (verklaar di%).

Is « gevonden dan zijn 4 en C bepaald, dus ook de vorm H(x%,y%).
Voor de berekening van A en € gaan wij als volgt te werk. Uit

dus

52m~———~volgt Cor 2o = __f_,.sn-en S Zof = __.._:6 , dus
Va-orv e V{a-crte8™

= [+ o) & [~ Co> 2oL ) ﬁ .,
A af == )+C(“"~T~)+z‘g"““
are afla-c) - 4% afa-c)
2V -c)* 472

a4+ (a—c)* +6™ :
2 - - 2 *2. Ca' C')+€' -

2 Vzvav-{:)x‘i—'ﬁ'"

=

|
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ineloog vindt men - C a+e o \/ (@-c)*+ 42

2z ™
De vorm n >
A b ~‘+—C\cj" +J’—'=o
stelt een ellips voor als A en C hetzelide teiien hebben, een hyperbool
als A en € vergchillend tekcn hebben.
In het crste 5evul ig u4C positict, in het mc\,de neoatlef. TTegens
AG = “ a+e ((“'C) f?) _, /gz g,,c) vinden 6 elllps als bo-dac < 0

en ecn hyperbool als b —4ac > 0, terwijl we een parabool vindea als
be-dac = O.

i geven tenslotte de gevonden resultatcn nog even tezamen weer.
7ij voeren ter afkorting in

D= €%4ac ; & = cd®tae* Lo +Lb*-Yacf
Tij merken op dat in het geval 23 : b =b : 2¢ =4 . e geldt 4= 0,
ter—ijl bij 22 : b =b : 2¢c £4d : ¢ geldt £ O.
7ij zien dus dat onze vorm P(X,y) = O voorstelt in het geval:
I. D =20 a) A=0 Twes evezzx"zijdigc rechten
) b)Y O A 0O Ecn parabool

II. D >0 a) A=20 Twee sﬁijdende rechten
L) AA 0 Ien hyperbool

I1I. D<0 a) A= 0 T"Twee snijdende (imaginaire) rechten
b) AA 0 Ben ellips.

In geval Ia valt nog op te mcrken, dat de rechitcen kunnensamenval--
len.
In geval IIIb kan na'tﬁurlijk naast een krommc van het type

A ; G 2 . o
I ZZE-«-/ ock optreden +.é2’,,_x.—1 ,hetgeen men een imaginaire
a A

cllips nocmts

Opmerking.
Til men bij de cirkel x2+y2+dx+by+f 0 het cobrdinatenstelsel zo
kiezen dat dc standaard-vorm x2+y2 = p optreedt, dan kan men volstaan

met een verschuiving. Vil men +tdch draaien, dan vindt men vooxr de
draaiingshock (x

{Zzé—-— :_9__,....0
C?q a~ ¢ /_}*'53

dus o is onbepaald (verklaar dit!)

75. 3. Breng in de standaardgzedaante en teken daarna de kromme
52 x*-72 D‘(/+73\7 +72>c-/l+6jr +87 =0
Opg. 4. Hetzelfde voor de kromme Xy = pz.
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§ 6. Determinanteins

Wlenst men de vergelijlkingen

(1) ZS ax+ €
ol + \7 = a’

op te lossen, dan vindt men docor de gebruikelijke metiode van ontellen
¢n aftrekken

/3¢-€3/ ya- coL

ABa -4« > 7= Ao fo?
mitvs /\))a - fx +¢ 1s. Dc ui‘x“;drul:l:i*ﬁg ﬁa-«éa speelt blijkbaar een
belengrijke rol bij het gtelsel (1). '

‘enst men het gtclsel

as +- 6\7 C > = A
(2) X - /2\174_&/2 - &

%\x.+ fSif-+\C?2 ﬁm~;z>

op te lossen, dan kon mcen weer zijn toevliucht nemen tot de mcthode van
optellen cn aftrekken cn vindt 0.a8.

FIR)

_ ABC-dBy + §Bc-d4C+ DLy - _D/zo_
af3C-aBy + xBe~ x4C + Ay~ Aﬁ@—

De noemer var dcezc breuk is voor het stelsel (2) van dezelfde beteke-
nis als dc vorm /Qﬁ_ﬂga voor het stelsel (1). Tovens merken we op,
dat zowel bij de op‘osglnb x van gtelsel (1) als bij die van stelsel
(2) de teller cen wcnaloge structuur heeft als dc nocmer, Voor uit-
drukkingen als dcezce gaan wij nu een anderc schrijfwijze itwqercn.
Beperkeon wij ons cerst tot het stelsel (1), dan schrijven we
de gevonden waarden van x en y ecnvoudiger door het symbool }{1’2 }
in tc voeren. Dit noemen wij een deteriiinant van de tweedc orde. e
kenncn cr dc vaarde ps -~ qr aaa boc, zodat dc oplossingen van stelsel

(1) ludiden
IR 5 AR 1
X

Voor de voor (1) belangri

L
A

o =

| % %
x A3
jke uitdrukling a/3 sz hebben we dus nu -

i
P PO [~ R
dc schrijfwijze ’(x ) ingevoerd.

N

Mvorens we ecn beteckenis hechten aan het symbool
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voeren we cerst het begriy pernuvtatie in.
‘ Den permvtatic van cer aaut.l objectenn 8y Goy seey 8y ig de in
willeleurise voljorde opseschreven rij dezer objecten.
Bij triee objecton ay en <, zijn twee periutaties moselijk n.l.
84y 2, ch 8y 24e Het aantal mogelijke permutvaties van n objecten is
gemalclijl tc berelenen. Immers op de ceerste pleats ltan elk der ob-
jecter serlaatst werden, het.cecén n mogelijkheden gecft. Nadat de cerste
placts bezet iz, blijven er voor de n-l overize ocbjecten n-1 plaatsen
over, waarover zij willekeuripy gepcermuteerd kunnen wordeu. Het aantal
periataties van n objecten is dus n maal zo sroot als dat van n-—-1 ob-
jeeten. Dit laotste aantal is weer n-1 maal zo groot als het aantal
permutatics van n-2 odjecten enz., zodat men uiteindelijk voor het ze-
zochtc aantal permutatics van n objceten het getal n{n-1)(n-2)e..3.2.1=
= n! vindt,

Beschourt men ecn eantal genummerdc objeeten Qg 8oy eess By dan
kan ien de permutaties hicrvan verdelen in evens on onevenc. Men 1ot
n.t. op dc optredende indices on belt hoet aantal index-paren, waarbi]
cen hoere index vooraigaat aan ecn lageve. Men zogt dat zo'a paar
een inverse vormb. Is dit cven, dan heot de permutatic even; is het
aanval oneven, daur oncven. %o is b.v. dit aantel bij de peruutatie ays
Q1 Eps gy By gelijk aan 3 (immers mcn heeft a, voor ag, ook a, voor
a, cn ag voor a3), dus d¢ permutatic is oneven.

Mvworens tot dc definitic van decterminant over tc gaan, lciden we
nog cen cigenschap van permutaties af. Dezce luidt:

Stelling: Veorwisselt men twee elementen in een permutatie, dan veran-—
dert de pariteit (= hot coven of omeven zijn) hiervan.
Voor hcet borijs beschouwen we een pernuatatie

T 8
Hct wverschll in karakter van deze pernutatics wordt gevonden door slecht
te lctton op do pedeclten a, sesse &, GO & asse . (waaron?)

T 8 ]
Ondorstel dat c¢r tusscn a, e ag juist n jetallen staun, woarvan
cr ny zijn dic eon groterce index dan r hebben en Do die een klcinere
index dan r hebben; voorts n, die cen grotere index hebben dan 8 en

Ny, dic cen kleinerc index hebbea dan s. Men heecft dan ntn,= 3+n4=n‘

e o v B saer s.sce B e e en de verwisselde ...as....ar...

Hut eontal inversics in Qeerely is dan gelijk aan n2+n3 of n2+n3+l
@l near r <« s of r > 8. In Qgeeeay, is dit n1+n4+10f ng+ng al naar
r< s of r» s. Het verschil der aantallen is dus n2+n3—n1~n4~1 of
n2+n3~n1wn4+l, dus 2n~2n1v2n4i 1, dus oncven, waarmece de stelling be-
wegen is,.

Nu gaan wij over tot de definitic van een determinant van de n®
ordc. Eon determinant van de n® orde is ecn quadratisch getallenschema
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Gp Gy o Tm
Ry Gz Ay

L I O

(kortweg geschreven )
Fr @ng ™" Aom ars,

waaraean cen getallconwaarde wordt toegekend, die men de waarde van de
deterniinant nocmb.

Deze waarde definicren e als volgt.

Vorm alle produvcten van één element uit de corste rij, één uit de
tweede i) en één uit de derde rij en wel zo, dat zo'n product juist
één cleoment uit icderc kolom bevat. (E.v. voor het getal n = 3 doot
het product 844330853 WmeS, maar het product a21a32aé3 niet). Wij geven
aan ¢lk dicr prodveten volpens c¢ir nader aan te geven regel cen teken
en tellen de zo verkregen producten op. De gevonden som nocmt men de
vaarde van de doeterminant. Tij hebben nu nof de telkenrcgel aan te ge-
ven, dic ons uitsluitsel gecft of voor ccom der gevormde producten het
+ %olin of het - teken moct vorden ge laatst. Hicrtoe beschouwen we
z0o 1 product ¢n rangschilken de factoren zoweaniy dat de cerste indices
resp. 1y, 2, 3, e4ey n zijn. Zo schrijven wij in het geval n = 3 de
tern 311a3za23 dus in d¢ gedaante a11a23832. Hu letten wij op dc tweede
indicos van clke facter in dc opgeschreven term. In het beschouwde
bijzondere gevel zijn dit de getallen 1, 3, 2. Voruen die tweede in—
diccs cen cven permutatie, dan zetten we voor de beschouwde toerm het

+ tc¢'en, is dic permutatic oncven dan een -- teken.

‘ au “fz

qz;

Voorbcelde
= 2y aza - &

&
Ryp 12 20 ,

want in do ccrste term vornen de tweede indices 1 ¢m 2 een even permu-
tatic, in &c¢ tweede tori zijn deze echter 2, 1, dus die permutatie im
OnNCvVen.

Opge_l. Bercken dc raarde von de determinant

Sariue sof cen regoel aan om direet cen determinent van de 3e
orde to berckencn. Hij schrecef n.l. het volgende getallenschoma op

2:\*“;x\“ﬁ ﬁk(\%“:z

ayy a3 "‘33 a3 Qiz
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cn voride er de 6 door lijnen asngegeven producten uit. Do dric pro-
duetcn in de richting a11a22a33 krij.cn clk het + *tcken, de anderc
dric et - tcken. Dc som der 6 zo gevonden producten is Juist de waardc
van dc determinant (Regel van Sarrus).

Opf._ 2. Bercken dc waarde van de determinant
yw 0 o o O
Oy 822 O o o
T %2 A3 O 0
Ry %42 43y A4y O

Bgy Qsy 9y Ao¢

a

25y

Opg. 3. Bereken

a, O Qq, ©O
O Gy, O oy
A3, © 23 ©
o a‘z 0 yy

Ong. 4. Bereken

2 7 6
9 s 4 (~36o )
4 38
.
Onge 5. \/oow de §'5" beschouwde Vormen D en A }‘{C{b
memn g a ’ 2o e D{
/.DTZQQ '}Af*‘;j 10 e,
A e ?f
Bﬂw\fj's ot .
Beschouwt men cen willekeurige term a, . &, ¢ sees 8y . uit
13 3 2 e iede ]
dc ontwikkeling ven dc determinant van de n°® orde )‘szg), dan is het
om het telien van deze term te bepalen, niet nodig dc factoren zo tec

rangschikken dat de cerste indices resp. 1, 2, «s., n worden. 7ij be-
wijzen n.l. dat het teken in deze term gelijk is aan dc som van hewd
aantal inversies van de indiccs r en het aantal inversies van de indi-
ces. Hiertoc verwisselen wij ecns in het beschouwde product twee facto-

Ten a n 87, € 40 Hierdoor verandert het cantal inversics in de in-

dices‘z;;{m ook in dc¢ indices s met een oneven bedrag hun som dus met
cen cven bedrag. Door nu net zo lang factoren te verwisselon botdat
de volgorde der eccrste indices gelijk geworden is aan 1, 2, sse, n,
is de som der aantallen inversies van de indices r en van de indices
s met een cven bedrag veranderd. Daar in het nieuw gpgesechrewen pro-
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duct de indices r gecen inversies bezitten, is dus het aantal inversies
in de indices s daarom (afgezien van een even getal) gelijk aan de som
der aantallcn inversies in de indices r en de indices s in het oorspron-
kelijke product zodat dege som het teken bepaalt van dit product in de
berekening van de waarde der determinent.

Voorbeeld: De term 859 84 32 843 heeft in de eerste indiceg de
inversies (2,1), (4,3), (4,1), (3,1) en in de tweede indices de inver-
sies (4,2), (4,3), het totale aantal is dus 6. Zou men de factoren
rangschikken dcu vindf men a1 a 32 44, waarin de tweede indices
de inversiecs \3 1), (3,2) bezitten dus.een even aantal minder dan 6.

In een W111ekeuriﬂc term der uvit.ewerkte determinant van de n® orde
igs het teken dus (~)R+S
de¢ indices Tygnes,T

, waarin R en S resp. de aantallen inversgies in
n €0 Sqaeees8, voorstellen. et is duidelijk dat

hieruit volgt, dat cen determinant niet van waarde verandert, als gen
haar om d¢ hoofddiagonaal (dit is de verbindingsrechte van de elemen—

ten a44 a22...ann) laat wentelen (d.w.z. elk tweetal elementen a., en

ag. verv7isselt). Immers hierna ontstaat een determinant die alle ter-

men van de oorsgpronkelijke bevat cn wel met een teken (—)S+R, dus me¥b

hotzelfde telen als de oorspronkelijke determinant.

a O a c
‘céd

ven de clementen daarven natuurlijk op hun plaats.
Definitic: en determinant heet symmetrisch als zij door wenteling

Zo is dus L Bij wenteling om de hoofddiagonaal blij-

om de¢ hoofddiagonaal in zichzelf overgaat, dus als 8.4 = 8gp VOOr alle
combinatics (r,s) met r =1, 2, eevy, nen 8 =1, 2, eeey n. Zo is dus
a4
P e e gymmetrisch, maar & {‘ niet.
¢ a

Ben determinant heet scheef symmetrisch als voor elk paar (r,s)

gelat 8o = —Bgne

-4

Dc determinant

ig in het algzemeen niet scheef-symmetrisch
(waarom?). '

Opge 6. Berekon de waarde van de schocf--symmetrische determinanten

o a 4 c

0 23
-2 0 9§ en a0 € .
-3 -30 -€ -2 oo

- 0 o

Stelling, Ecn scheef-symmetrische detcrminant van onceven orde is
mal.
Bewijs: Dear de determinant bij wentelen om de hoofddiagonaal haar
waerde behoudt, heeft men voor haar waarde D
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0 ap--+ 2, O —9z - A,
) —a,, C 0 Ggy, a.m '®; s e "'pn,,
D = s ) N == - |
~Fny Y a”‘ﬁ-” - . )
~qp =%, “%h:,*n % ] 2, az,a; - o

In de laatstc determinant heeft elk cleiient een teken dat tegenge=-
steld isg san dat van het overeenkomstige element in de oorspronkelijke
doetermiinant; €lk der opltredende termen in de laatste determinant is
dan gelijk gen dc overcenkomgtize in de oorspronkelijke, afgezien van
n factoren -1, dus de nicuvre determinant is gelijk aan (-}, 7e weten
cohter dat #ij (olijk is aan U, dus D=(-)™D. Daar n oneven ondersteld
—as, heeft men V=-D, dus 2D=0, dus D=0.

In het voorgaande hiebben wij gebruil gemaalt van het feit, dat als
mon alle clementon van eon determinent met -1 vermenigvuldigt, de
waarde dcr determinant moeh (»)‘ wordt vermenigveldigd. Geheel analoog
geldt : Vermenigvuldist men elk element van cen determinant met ¢, dan
wordt do wasrde crvan nct ¢ vcrucﬂlﬁvuldlgd (bewlgs dit).

Opg. 1. Eoc verandert de wacrde van een determinant, als meon elk
clement van één bepaalde rij met ¢ vermenigvaldigt?

Opz._ 8. Berclien
0 6a 34

- Q C
("‘g -2 O )

T7ij pean thens na hoce de waarde van een determinant verandert, als
men twee rijen verwisseldt, Beschouw dus de determinanten

S ey Ay ' A,
D=t ;
1 £ ' rm en JDz;.aj’ T Agn
I - ~ -~ ~ -
gy oo Qg
-~ - - ~ - ' aﬁ[ ‘ ’ : Q/,,
a, - - . DL L.
") ny a,,_,, . . . q””

hu?ls Juldollgh ¢at cen willekeurige term a15 ...aps ...a s g *eelng
van 31 ook in D2 optrcedt en omgckecrd. het tukun dezor term in D1 is

(~-)b waarin S het aantal inversies in de indiccs s1..sp..sq..s aan-

n
geeft. Be beschouwde term treedt ook in D, op. 71j geven tijdelijk
aq?""aqn aan resp. door bp1,...,b cn 821""’ door bq1""’bqn’

Ongze teorm treedt den in D2 op als a1s bqﬁn"bps ‘.ah‘m.Het aantal

e .
1nvor51es hiecrin is de som der acantallen 1nvcrsmes in de l en 27 in-
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di0680 De 10 indicer ﬁijn 1, 2, seny P"'?, gs P+1; LA q.“.t! Ps q+1}
L 1 1’1, dUB nﬂ l I'Uilin; 1, 2’ L] P"“1, p’ p+1, .ty q""t, q_, q+1,
~C . ‘s
sesy Ne DO 27 indices zijn 81...Sp~1, sp, sp+1,..., Bq_qa sq, sq*1,
-+, 8y On boevation dus S inversies. De beschouwde term in D, wordt
dus voorzien van het telion (~)S+1. Iede:re term in D2 ig derhalve tcecgen-
geosteld asn de correspondercade term in D1, dus D1 = ~D2.
Te vindon zo dug de zeor belangrijke stelling:
Ver issclt min twee rijen van cen detverminent dan verandert

deze van telen en natuurlijk ook, verwissclt men twee kolommen van
¢en dcterminant, dan verandcert dezc vain telien.

Tocpassing. Heeft ecn determinant twec pelijke rijen, dan verandert
dic dcteruinant (dus ook de waardc D ervan) niet, als mcn deze ver-
wisgselt. inderzijds geaat bij dic verwisselins dc waarde D over in

~D, dus men heoft D = D, waaruit volgt 2D = 0, dus D = O« Div levert
de

Stelling: wen determinant met twee gelijke rijen (of met twee gelijke
kolommen) is gelijk acn nul.

Zijn deo clcementon van cen rij een vast veelvoud a van die van een
anderc »ij van cen determinant, dan vindt men dat de oorsgpronkeli jke
determinant een ax zZo grote waarde krijgt, als in dic andere rij alle
elementen met & worden voermenigvuldigd. Dan ontstaat cchter ocn de-~
terminant met twee gelijke rijen, diec volgeus het bovenstaande nul is.
De oorspronkelijke determinant is dus ook nul. (Geldt het resultaat
ook als & = 0 is?).

Dit resultaat is nog iets amders te fOrmuleren:

Stelling. Heeft cen deterninant twee evenredipe rijen (of twee even-
rodige kolomien), dan iz haar waarde nul.
Toepassinss

y 6
2 3
€ 3

L Cow

. =t _
= 2 \__/,)—0

Tlk elcmont van cen determinant treedt lincair op in de uitdruk-
king, die de waarde van de determinant aangeeft. Van deze opmerking
gullcn ve verschillende kercn gebruik malen. Allereerst blijkt hicr-
uit dat geldt

a,, ... a,n - FP q,n a” PR Q'"’
Qb - - -
ay+ €y, T »r = Qs - Bym e g L. ‘ézn .
- - - - 4
a a - d - - - -
et i th"’*"""i I -

Gevolg: Telt men bij een rij van ccn determinant een veclvoud van ecn
andere rij,op, dan blijft dc waarde ongewijsigd. Immers men heeft
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1 a" P a,h _(-a” . .")W C'L" ¢ ¢ - O/;q
- - Rand - *
Yy, +Pg - Gy AT =\ - - "_° +
{ Y {QS’ n "QS')’ na'{l e Qz» fa.?] PR (Q?h
a” » A a,’,’n a’” ¢ - Qﬁly" \ ’ Q’T” LR a ny

In dc laatstc deberminant luvidt de r° rij tas1""tasn’ welke cvenre—~

dig is met dc clementen van de s© rij Agqevegns dug de laatste deter-
minant is nul, waaruit dc¢ bewering volgt.

Toenagging. Verificer elk der volsende gelijhtekens bij de berekening
van de dctorminant 7 4 S

2 38
4 61
o hoot ’ ~
Men :luu;‘ﬁq - , ’_7 y < ’;( 6 < N(_J’;‘ ,}{ )
» 3 8|=12%3% &8 |= 2 0 8 | = — o 2 8
4 & 4 oo =45 o 0 —f/5 o © IS
= ~[=6z). 2. (-5)==13F
ata i
Zo ken mecn b.v. de determinant l) g 2 als volgth
ct oo
herleiden ord | O
a_z~gi a-x@ Q C 6) q'*:gé.‘ 2 C‘) \:: /4,—-@){ 2¢? €c O
D= %1 g N et e oo
a+é o a-¢ o O
ol ONE-c)| L o) (a-&)(€-c) | €re o/
et < c” c 7

= _/n—g)(g—(f)(‘f_“ c) .

De¢ berekening van dege laatste determinant kan ook geheel anders
geschieden. Hen moerke n.l. op, dat, als a=b is, d¢ determinant twec
gelijke rijen heeft, dus nul is. De deberminant is dan wegens de rest-
stelling deelbaar door a-b. Evenzo zict men, dat zij deelbaar is door

b-c en a~-c. Dus \
D= (a-£)E-c)a.- c)f.

Daar D van dec derde graed ig in a, b, en ¢ ﬁézamon, moet de factor
f cen constaunte zijn, Dekijkt men dc hoofddiagonaal van D dan zict men
dat in D cen ternm a2b optrecedt. Deze.trcedt ook in het uitgcewerkte
product (a~b)(b-c){a-c) op dus £ = 1. '

Op analoge wijzc vindt men
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(Van der Mondc).

Opg. 9. Bewijs

/23
O +2 |{=p
-~ 01
Opse_10. Bereken
I 4SS 2
/I o 0O 1
! 7t
. 2 0 -4 2
Opg. 1l. Bereken
| %3 %
@3 fc? i
} C Cc !/
Cps._ 12. Bercihen
o 23 ~-¥
-2 0~/ S
-3 PO é
g -5 -6 ©
Opg._13. Bercken de detcrmiinanten
[a € & 6—
4 a £ £ a € o
44 ad ¢ o &
L e € a ), S ca
ng.' 14, Tos x op uit de vergelijking
a+x B ¢ o
a by o o
o A cvx o

« b o dix

Opge 15, Los X op uit /o f’ .
| 2 * a3 <
Py

)

(a#@-é(‘.) /"‘* 6)(~-c)/'g’- (’-)_

& gC.
an l | € ca

= O,

Zoals wi]j rceds cerder opmerlkn, treedat in de waardce der detoerminant



o e a het clement a,, lincair op. Alle termen, die ay
nt - 273 11 1

bevatten zijn van de gedaante

I4
(‘) aua;za T Qon

”7 >

waarin 1 het aasntal inversics ig dat optrceedt in de rij 1, Tos r3,...,

Ty dus in de rij] Tos r3, esey Ty Herken wij op dat dc som van de
- ,
e R T PR U L TR .
termen (=) 8pp B3n  eee 8pp juist gelijk is aan
2 3 »
a22 . v A az.h
Amp + * B | >

dan zicn wij det de factor van $q4 juist dic dcterminant igs, dic men
krijst door in de oorspronkelijke determinant de eerste rij cn de cer—
~stc kolom t¢ schrappen.

Schrapt men in cen determinant \ars\ van de n° orde de pc rij en

q“ kolom, dan ontstaat cci nicuwe determinant van de (n—-'l)e orde, 4ic

men de minor noemt vanm het clcment %pq‘ Tij schrijvcen hiervoor qpq.

Yiij vonden dus boven dat de factor van het clement 8q4 in dc ontwikke-
linz van dc dcterminant (ars\ juist gelijk is aan Dgqe

Teonst men de factor tc vinden, wearmece cen willekcuris clement apq

s n . . X - e ..
in a¢ ontwilkkeling van \a optrecedt, dan gaan wij ccrst de p- rij

rs |
achtercenvolgens met de (p-1)%, (p-2)%, +e., 2%, 1°® rij verwissclen cn
gaerna de qc kolom achitercenvolgens met dc (qﬁ1)e, (Q"Z)O, esey Ze,

1° kolom. Tr ontstazt dan ccn determinant, dic (-—)p+q maal zo groot is
als dc¢ oorspronkelijke determinant. De nieuwe determinant heceft de ge-
daante

Gpg Mg g 0 Upong Tserg  Amg

(%” Bp Bap ot Bply Qpy, e Ao

P .
? .

Q - .
e Y N e B Y
afﬂ"‘/ (‘?,-)?4" C(?'Q'ﬁ)"’a‘/-l)‘iq-f a/;*../g?-), Ve q"",?" ]

! ' ' ) ' ’

‘fﬁ ﬂ’h th a/‘\,’-n ﬂ,n’.,‘n "o nb”
dvs hicrin is op grond van het reeds afgeleide resultaat de factor van
o
“pa
lijke determinent; in de corspronkcelijke dcterminent zelve is de cocdffi-

e

cicnt van apq dus gelijk aan (-)P*a mpq' “le zullen de factor (-)P*e

juist selijk aan de minor mpq vain het clcment ;m;indo oorspronke—

g
voortaan nmct qu aanduidene.
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Toenst men de determinant (ars\ t¢ berekenen, dan merke men op dat in

. rd O > > .
clkc term prceics één cloment van dc p- rij optrecdt. Dus mcen hecft

o] o 2y fo

tervijl wij nv woeten, datb -,:,ﬂ?”) ¢;:4§%3¢,f-3 {;72 /L%% , dus

. e
}Q,L,s?-:-_ aﬁ/Afb’+af?A/52 A ¥ a n/‘}pv':‘ yg— Q/W A/w’

Men nocmt dit laatste rcesuvltaat de ontwikkeling van de determinant
larss naar éo clementen van dc p° rij.

Pospagsing.

B3
ERE) y s 3 & |3
Pz et il et S e ]
O Qi< .

ON~C

b5 6 M 5 4 I'# _
3 / O?a O‘ } o o /‘ w}: i 17 -/} —-?2 ~9‘9
20 3 4= 1_% , 3 67 bl=|-1 o o©
o1 %5 -3 4 -3 4 7 T2 -8 U
S TS X
' . “q 6 x
- (=1 "g in=:33/~29?; $2.

Opg._ 15. Bercken de determinant

w N~
Ny~ P~
~ wiv Wi~
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7ij vonden hierboven dat voor de waarde A van de determinant

!
het ;]
fa.g Zeladt ”
A = ) - A
< Ly M
)=
7ij kunnen nu ook direct de waarde bepalen van de som die

T

men I'rijgt als men de elementen van een rij met de minoren
van een andere rij vermenigvuldigt en die producten optelt.
Tumers men vindt dan . 2. a,  A,, en deme som is gelijk aan

I rnzT

8.1,] l - " L 3 a1n

an,1 * * £l an’n
In de laatste determinbnt zijn de.r® en t° rij gelijk, dus

deze is nul. - - - : " . Dus men heeft
™ A .
< = ais f - 7
é—‘[Zf‘)'n /[_)“Z/)'r') - ’
’I’n.::; O als ‘£ # "\,o
>

Van dit resultaat zullen we later nogz vaak gebruik maken.
Soms is een determinant van bepaalde orde gemakkelijk te bere-
kenen door deze over te voeren in een determinant wvan hogere orde, b.v.

§a+x b+2x  CH3X | 1 a b c ? 1 a b ¢ ’
D = a+ty b+2y c+3y - 0 a+x b+2x C+3X% - -1 x 2x 3x |
aty b+2y c+3y! -1 y 2y 3y

ar2 b+2z o3z |
! 0 a+z b+2z o+3z] -1 z 2z 3z |

en de laatste determinant biijkt bij ontwikkeiing naar de elementen van
de eergte ri] de waarde nul te bezitten. Men noemt het wverhogen van de
orde van een determinant door toevoegen van nieuwe rijen en kolommen
het.randen van een determinant.

Opg. 16s Bewijs ac-b°> bd-e2 = o ' ab ¢
| bd-cZ ce-d? | be dj -
- ed e

. . . - e *
Opge 17. Beschouw een determimant {arslvan de 3~ orde.

Bercken é&e waarde van A4 4 A12
Aoy Ao
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Opz. 18, Bereken de waarde der determinant
X y zZ W

3 a a 1
b3 b b 1
c3 02 c 11 ‘
Opg. 3, Berelen de determinant |iatb+tc - -3C
~-la at+ibtc -—4c )
L -fa - atbiie
Opg. 20, Bereken :
\at 283 bt 4p3 121
& 322 ©d 312 6D
a® 22 v2 2v 2 | |
a 1 b 1 0
. 1 0 1 0 o0
Ops. 21.Bereken| -1 cosx cos /3
COSx -1 cosy ,als N+£+J’= LI

cos:;g cosy -1

Opf._ 22. Bercken 1 1 1 1

a b c d
a2 b2 c2 d? .

bed cda dab abe

§ 6. Verdere eigenschappen van determinanten.

Om verdere eigenschappen van determinanten af te leiden, stel-
len wij eerst de vraag op hoeveel verschillende wijzen men k elementen
kan kiezen ult een verzameling van n elementen 84y 8oy weey B Het
is duidelijk dat men voor het 1% der k elementen n mogeliakheden heeft;
is het eerste eenmaal gekozen, dan blijven er n-1 mogelijkheden over
voor het 2° clement, ¢nz.; voor het x® element blijven nog n-k+1 moge-
lijkheden over. In totasl vinden wij dus n{n-1) ... (n-k+1) = nf!
mogelijkheden. Hct is cchter duidelijk dat onder alle gevonden k-tallen
cen sroot aantal is, dat uit degclfde elcmenten bestaat die cechter in
verschillende vclgorde opgeschreven zijn; zo hceft men b.v. a4
Bgees en ook a, a4 8y ++. eNZ. Yraagt men naar het santal k—tallen,
waarbij twee k-tallen met dozelfde elenenten, dic echter in verschil-
lende volgordo zijn opgeschreven, niet als verschillend rekcnen, dan
mooten wij het gevonden santal rzgéyr verkleinen. Aangezien men een
willckeurige groep van k elementen op k! manieren kan ordcnen (immers
voor het 1% clement heeft men de keuze uit k elementen, voor het 2®
elcment de kecuze uit k-1 elomenten enz.), is dus het aantal verschil-
lend te rekencn k-tallen van elementen, die uit neggoven elomenten
worden gekosen, juist gelijk aan ETT%éETT'
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Poepagsing: Om dc coéfficicnt van ab® ¥ in de ontwikkeling van

(a+b)n te bepalon, merken we op dat mon desc vindt door het aantal
maniercn tc bepalen, waarop men uit k der n factoren a+b ccn factor
a ncemb (en dus uit de overige n—-k vanzelf cen factor b); dit asntdl
is dus ETTEfETT . -0en resultaat, dat rccds in de algebra op andere
wijze is gevonden.

7ij beschouren om tot de determinant-ontwikkeling van Laplace
te geraken, thans cecerst een bijzonder geval hiervan.
7il mcn de vaarde der determinant
My Ry @,y Qu U

Q2 Ay 2,y Ay Qs

2
t
5
w

A3, D33 Ay Ass

Q. Qi ayy A4y Qe
a?} QQ Qg:\ QW O;S-

berclenen, dan merken we op dat wij dit op twee verschillende wijzen
¥unnen docn, n.l. door A direct uit te rekencn als som van termen
%if5éausqngdg , waarbij de getallen, 11, 12, i3, 14, i5
ecn villekeurige permutatic vormen van de getallen 1, 2, 3, 4, 5 ¢on
»aarbij door die pecrmutatic tevens bepanld wordt welk telten voor het
begechoude product gezoet moet worden. Len andere wijze was de ont-

wilkkeling naar de elementen vaa ccen —illckeurige rij.
Pl

Dan vond men A = kg; Qi 4%14. , 7aarbij r willckeurig gckozen kan
wo.den uit de waarden 1, «.., n. 7ij merkcn op, dat de berekening van
onze determinant van de 5¢ orde hierrcc is terwusgcbracht tot de berc—
kening van deo detcrminanten Ark van dc 4° erde. Do vraag is of het
ook mogelijk is om de beschouwde dcterminant te berckencn door gebruik
t¢ mal:icn van beveaalde minoren van <e derde orde. et is
Laplace geweest, dic hicrop bevestigend heeft geantwoord. Zijn re-
sultaat is het volgende., Kics 2 willekeurige rijen in A uit, b.v. de
2% ¢n 3°. Vorm nu con willckeurige determinant a‘f a3~} . Vermonig-
3 ‘23\/'
Gk ¢ 2y,
aﬂv Q?e Qﬁ‘m :

%k A58 Aemy

vuldig dezc mct de complemcntaire determinant , waarin de

getallen 4, j, k, 1, m cen willckourige permutatic der gotallen

1, 2, 3, 4, 5 vormen. Zct voor dit product het teen (~)2+3+i+j c

vorm al deraclijke uitdrukkingen voor alle verschillendce keuvzen van

de¢ twee getallen i, j wit de 5 gotallen 1, 2, 3, 4, 5. Dan is dc som

der zo gevonden termen juist 2elijk aan A. Do birckening van A is

dus terubgabracht op die van minoren van A van de 2° on BG
erd&~
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7ij hebben dus

‘ }
A::: Z (‘)2*3*".*\]‘ Q.Zi Q;:/' j‘ af‘(’ Q.‘g aim
5/ U ay, Lk 4l Qym

Uh ase Dsm

Sen willelkeurige tevm 1n het »oclrterlid heeit de zedaante a,. 2,1 35
aqé aS y waarin &, /5 \ ‘5,&‘?v£“¥ﬁ8ﬁl“ iz dev setallen 1,2,3,4,5, en
treecdt dvs zelker op iu .A. Let rechiierlid bevet ook evenveel termen als
Ly want Ge eergte determinant achiter het somtelien bestaat uvit 2! termen,
hun »roduct dvs wit 2! 3t termen. lLiet cantal termen in ;E: is gelijk

4
aan het awntal wijzen, waarop men de 2 getallen i,] kan tieaen uit de
cetallen 1,2,3,4,5 en dit is, zoa%s wij zoeven zaegen, gelijk aan "“%"T
Het rechterlid bevat dusg 213! "§?§T = 5! {termen, dus juist evenveel
termen als A gelf. Daar iedere term in het rechterlid eventueel afgezien
van het teken, in A opitreedt, zal de formmle van Laplace voor 4it geval
benezen zijn, els wij aangetoomd hebben, dot een willskeurige term in lin-
ker = en rechterlid van deze Iformule hetzelfde teken heeft. Dit doen
wij voor het algemene eval. Zij A = {a& }een determinant van de n°— orde.

Yies hierwit k vaste rijen 1 1%, 3Ty »e» Ty Noern de overige rijen g ’
'3

i "
%.,...,rn = Dan is
?
a, . PP } QT'S, Q_. ' !
. & e gt 4,5, 7,5 I b3 4.
A= 2: ¢ ;'*""4-‘%*:-* ity =k v Tk
S .-.": ) ) ‘ ' - » .
G L] & o
bR ' e % | o,
I ‘(? AB ® tiﬂ A.S',\ *‘t

Hierin wordt gesowiccra over alle coubianatics der k _etallen B, sse,8
vit de getallen 1,..e,0. D€ overige c2r setallen 1,.ee,2 worden

3;,...,8 cncemd. ~ij onderstellen hibrblj, dat de et allen LAPRRRE
’

n-k

nir \’ r
de getallen sj,...,s&,dc Lctallen rq,...r ) en de jLetallen s ,..-d
naar opklimwendc grootdce _creanjuehilt zijn. .

Het is weer dunidelijlr, dot de a ntallen t.rmen in linker-- en rechter--

14d 5clijr zijn want links wijn er n! en rechits Bﬁ;—m K1 (n-k) 1= 2/

sen willekourige term rechis in de ontwikkeling der &terminanten be-
sta.t wit n  factoren a,,, maaria de indices r en ook do indioes s
cen of andere permutatic zijn von de getallen 1, <o ,n, zodat deze term
in . ook optrcedt. Rest ons dus, evenals in het bovenbeschouwde speciale
ceval, tc verifitren dot het teken in die term links en rechts in onze
forimle overecnstemt. Laat deze term de pedaante
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a e Ay 1521 +--Q

A ‘t* ﬁ‘k 2, 'zh‘ko‘;_ P
bezitten. Hierin is &, ..., J; een of andere permutatie der getallen
Sqy evny Syj G;G evuy G;:é een of andere permutatie der getallen

Sy’ eces S, 4 o IS o het aantal inversies in de rij I, ..., Of
en o'dat in de rij¥'1;, avey Tﬁ-k dan heeft deze term dus het teken
(=)FFe e o FE S ES O 1o 1 het zantel inversies in de indices
Tys eevs rk,r;, cevs rnik en s det in de indices T, ..., ,Nf ,...,gf*
dan heeft dezelfde torw in het linkerlid het teken (~)r+s. Wij hebben
dus te bewijzen dat het verschil r1+...+rk+s1+...+sk+G+ﬁ”Lr-s even 1is.
Hiertoe bepalen wij esrst iet aantal inviersies in de rij Tys -e-sTyy
r{ s eees Tp7 . Elk getal r is kleiner dan de opvolgende getallen rp
en clk setal ré is kleiner dan dc¢ opvolgende getallen x'é . Er zijn dus
alleen inversies mogelijk tussen getallen T, en %; . Daar T, het klein-
ste is der getallen Tqs weny Ty, 2zijn de getallen -1, r2—1, eeey 24 1
alls begrepen in de groep r1ﬁ ceey ré;k, dus r, geeft aanleiding tot
r1—1 inversics. Het getal T, is het op één na kXlcinste der getallen in
de groep Tys eeey Tye De getallen r2—1, r2—2, 2,1 liggen dus allen
afgezien van het ene getal T, in de groep» r{, ceny rnik. Derhalve geeft
het getal T, aanleciding tot r2-2 inversies. Op analoge wijze ziet men
dat hct geta% Ty aanle}ding seeft tot T, - winversies. De getallen
TyseeeyTyy Tqy ooy Tp e gVen dus aanleiding tot
r = r1+r2+...+rk~1-2-...—k=r1+...rk—%k(k+1)

inverdies. Derhalve is r1+..~+rk-r=%k(k+1). .

Op analoge wijze bepalen wij het aantal s der inversies in de rij
G ereyTx ,G;z ...,6;_L . Wa een aantal ruilingen kan men de getallen
Gy veer T in de volgorde Sqs eeey 5y brengen. Dit aantal is, afgezien
van ceen even getal, gelijk aan O . Na (afzezien van een even getal) Sud
ruilingen is de rij G;ﬂ croy U}i& te brengen in de volgorde s, ...,SALL.
Het aantal inversies in de Tij s,y -.., By, s{, ceey sn:k blijkt op
analoge wijze als hierboven gelijk te zijn aan ‘

Bite. .+ =1=2-. . k=8, +. . .48y ~Fk(k+1),
dus afgezien van een even getal heeft nmen
8 =vr+6‘@s1+...+sk—%k(k+1)
zodat men uiteindelijk, afgezicn van cen even getal, vindt
r1+...+rk+s1+...+sk+32H?ﬂ¢us= k(k+1)

en Geze uitdrukking is inderdaad cven, want van elk paar ppeenvolgende
getallen k en k+1 is er juist één dat even is. Hieruce is de formule van
Laplace aangetoond.
Opg. 1. Leat zicn dat de ontwikkeling van cen determinant naar de ele-
nenten van een bepaalde rij een bijzonder geval is van het thcorema van
Laplacc.
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ggg. 2. Bercken

Opg. 3. Berckende waarde van de determinant

S N VR
PR S R
/ /I e

/
b1 aed

Ovz. 4. Beraken
[ay ar an o o
@z, QA %23 0 O
aS: Ay 3 0 o
Ay agp Q43 Dy Gys
{ %, Qg sy Ay ags
Opg. 5. Zijn alle minoren van de twecde orde van een determinant gelijk
aan nul, dan is die deteruinant zclf ook nul,
Wij maken thans gebruik van de ontwilikelingsregel van Laplace
om een belangrijke stelling af te lciden over het product van twee
determinanten.
Zijn A =§a

rs‘ en B = lbrsl beide determinanten ven de n° orde, dan
kan men hun product AB schrijven als cen determinant C = (crsl, die

evencens van de n® orde is. Men heeft n.l. te ncmen

i
Cog = '»E: Foer s -

Bewijs: Op grond van de ontwiliicling van Laplace ziet men direct in dat
het product AB gelijk is aan

By Ry, o - 0
| @y Anm O O
AB = -t~ 0 gu gmp
: "-",_b
o oy b o
\

Vermenigvuldig de cerste kolom mot b,y en tol die op bij de (n+1)°
u u h u u 'b12 " i W ou TR (n*g)e’ cnes

M " u u n b1 u " w u TR 2116
n -
Veriicnigvuldig de tweede kolom met b,, en tel die op bij de (n+1)°©

i n 1 i 1 " 4 u " L] "

b (n+2)°®, enzj
bZn“ i woowu @ n (zn)e.

L] n u [ 4
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I.h.a. Vermenigvuldig de 3e kolom met b . en tel die op bij de (n+r)®
(r,s=1, ...y n).

Het is duidelijk dat hierdoor het rechtcrondervak van de determinant

AB gehcel uit nullen geat bestsan. In het ﬁgghterbovenvak vinden we in

de ¢ rij en (n+s)® kolom de uitdrukking a,.. g;ns , dus juist

, My
Crg® Ontwikkelt men de gevonden determinant volgens Laplace, dan
vindt men

AB _ G_.) *-5‘ 9]!0!31 ‘(‘b)’n/ln-n)i-rc?s}

waarmee Ge stelling bewezen is. - }Cws!)

Netvurlijk kan men het product AB op meer dan een wijze als een
deterainant van de n® orde schrijven. Zo kan men b.v, cerst de deter-
minant B om de hoofddiagonaal laten draaien en daarna de jroductstel-
ling tocpassen. Dan vindt men

124 -0 Fmr(ne ) +-{2m) )

n
C.(S = r’g’ a’lm g&"’lﬂ

en ook zijn natuurlijk de formules

m ”

Ces r%__z; Aamn gans en Cos = ’}n;l o gs""
Juist.,
Opg. 6. Schrijf het product der determinanten
3 & r2

op de bcvenaangegeven 4 wijzen als cen determinant van de tweede orde.
Opg. 7. Door |

a 412

e of

op twee verschillende manicren te berekenen (rechtstreeks en met behulp
van het gevonden thecorema) bewijze icen

(ac +€d )+ (acl- €c)?= (azﬁ-—gi)(ez-hdz).

Wij bewijzen thans nog een aantal resultaten, waarbij het vermenig-—
vuldigingstheorema gebruikt zal worden.

Beschouw bij dc detorminant lars\ tevens de determinant lA%B§ waar-—
van clk clement de minori@an het correspondercnde alement‘arg van de ocor
spronkclijke doterminant. Men heeft

Broll Avel= | 7a} ,
We weten dat voor cen willckeurig element Ppg ven de product deterwif

ant geldi




0, als r#s ‘ A.M.41
ég; Bl Asi*%a; als r=s.
Hierin is a de waarde van de determinant !a

rs |
heeft dus de gedaante ‘“._C)
a

. De determinant \prs)
en bezit

derhalve de waarde a. Wij vinden derhalve
> \ rs) o -1 i :

Is a#0, dan volgt hieruit )Ars; . Ook als a=0 is, geldt dit resultaat,

hetgeen dan inhoudt dat 1A = O, Dit toren wij aan door op te merken,

dat als een determinant gellwk is aan nul, voor elk viertal ¢ minoren

re-* aA

Argt Art = Aus H Aut'
Is dit bewezen, dan zijn in Ars alle - minoren: » van de 2e orde

gelijk aan ml, zodat wegens een Taplace ontwikkeling die determinant
zelf nul is.

Wij tonen thans de gezochte evenredigheid aan. Door verwisseling van
rijen en verwisseling van kolommen kunnen wij volstaan met het bewijzen
van de relatie Allzﬂlz = A21:A22. Volgens Taplace is

A” A/? /)"tL 'Q/E .. 'A)nv
A.’H Py Y M Ay o Aoy
o o / ®
: >
0 o (:> /
dus
N, A /! 6---0 A:;/Q/z lqls"' 1
} L] 2 ) - ) Apy --- Ay A?l A.?z ,()?3 . A
n A;) q:‘z

g @ Tl 0
ahlan!'” ah‘r) R i
O O O J
Voert men de vermenigvuldiging uit, dan vindt men dat het laststo pro-
duct gelijk is aan A
1]

0
A;y o - 0 _ O
Evenzo 3 ;L’/qn derhalve
Fip = U
A«“l A‘}? )

AH Qm 2 A An -
?AWA”I*/AHAW QAN))AN )“OJ
waaruit volgt ) A, qu |

= 0.
Ay A
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TS
Br gelden ook dergelijke relaties tussen complementaire minoren van
\AmL enf 8| . Wij onderstellen in het volgende dat la | #0 is.

Wij vinden dus ‘Arst = ‘a I w1 .

Beschouw bijv. de minor
‘4@1 ‘471

Men heeft, wederom gebruik mekende van het vermenjigingstheorema

An --- A a, - o

tda =1Az; - -- AZ " Cé O Gy "7 G,
| " s ‘ q q tT P
°° /L0 = ;3 A2n R AR
! :.’ O-- a”'on dh'r} O o 33"' ({3” ;—;,‘a [} " -
oo / . i L A A, |
O O 07,3"» qx?"

dus

A” ’0'2. REN 9 3
== aQ v v e -

Az; Q»z a”g L av,,,,,

Op analoge wijze vindt men een overeenkomstig resultaat voor willekeu-
rige complementaire minoren van v‘rs! en ‘ars} .
Opg. 8. Bewijs op analoge wijze

gy ot Qyn,
A?r A?z A?s :Qa v, .
As, p‘s»., ’qss Qpy **° Ry
en laat zien dat deze relatie m.m. ook geldt voor willekeurige comple-
mentaire minoren van de orde 3, resp.n-3 van |A_ ) en {a__{.
Men ziet in het algemeen dgt een mi va d o
is aan de compl emeg%aire m%.nor ’& 3 n ° TR K van IATS l ge

e orde n-k van ]ge
menigvuldigd met a!*-- . Zo heeft men in het bijzonders:
n~2

in de determinant l is gelijk aan a Bt

m1nor van K rs

Men schrijft voor de determinant

Q.. Oy
6,..- 4.
.ﬁt ﬁ'h

wel vaak kortweg {ab...k). wenst men aan te geven welke indices optre-

den, dan schrijft men wel (ab...k)lz
a,aq |

|e%]

voor de minor van het element a, wel A enz. Zo vonden we dus

Aq t/gclé‘)ﬁ )(ﬁﬁ) =fak.. kXCd' /r) ;(A}gﬁc n”(M-u}()“(dc /(%3
(AB.._\T)}ZMW‘ = (ab..k) *2,‘6’% ; [AB-»- n(wg L)

.o %0 geeft men dus de minor
wel kortweg aan met (ab)l?_. Bij deze nctatie schrijft men
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Wij vinden dus {Ars{ = la ) w1

Er gelden ook dergelijke relaties tussen complementaire minoren van
‘Arsl’ eni ars} . Wij onderstellen in het volgende dat ‘arsl £ 0 is.

Beschouw bijv. de minor
M = A Ay " \qug\'
Aﬂ An
Men heeft, wederom gebruik mekende van het vermenjigingstheorema
--- A
A 2n 0 Q& Ay a o oee @
oo/ O = a* 2n 1337 “an
‘ O Cppo Ly © o 3 [{3"" =a t
o0 / 5 . . . . ah;«,"'qhu
. 1
o o a'n:; a‘un‘
dus
A, AT EN G 3y
A — a 3 * »
2} Q’)z
a”i s Bayaa |

Op analoge wijze vindt men een overeenkomstig resultaat voor willekeu-
rige complementaire minoren van ‘Am} en ‘a
Opg. 8. Bewijs op analoge wijze

rsl‘

An Aiz AI3 a a

yq -0 Ayo,
A::; Azz A?s = QZ v,
A?ﬂ As_‘ QSI Q”q e s QM

en laat zien dat deze relatie m.m. ook geldt voor willekeurige comple-

mentaire minoren van de orde 3, resp.n-3 van } rst en ‘ars{ .

Men ziet in het algemeen dat een minor van de orde van

is aan de compl emeﬁ%agre mz::f.nor van de orde k van ]ge (ATB} f—l-ﬁk
menigvuldigd met s<~' . Zo heeft men in het bljzonder: minor van

in de determinamnt ‘ rsl is gelijk aan an—zars.

Men schrijft voor de determinmnt
A, Oy

&' A gﬂr:
,{; k’/‘m
wel vaak kortweg (ab...k). wenst men aan te geven welke indices optre-

den, dan schrijft men wel (ab... k)l?_’ . Zo geeft men dus de minor

.n

’2 ‘Zz wel kortweg aan met (ab)lz. Bij deze nutatie schrijft men
voor de minor van het element wel A enz. Zo vonden we dus

Aylbe k), 5(ABD, =(ab -k Xcd-- A»} ,(mac oy = (0 ok)” (e - /%
(B e2), = ak B s (AR, = (e k)T
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In de volgende opgaven geven wij hiervan enigetoepassingen en gene-
ralisaties:

Opg.9. Bewijs i%%ig %%i%% = (ab) (xy).

Opg. 10. Bewij b

—B8= 2. DOWSIS §§b2§ §§§§3 éiﬁ;? = (xyz) (abe)?.
. (zbc) (azc) (abz)

Opg.11. Bewijs lé;gggg §:§gg§! = (abecd) (xycd).

De ontwikkeling van Laplace kan men in de gedaznte

- n , _ T—- / oy )

Cabcdg)._ Z gké@ Gﬂ%)kﬂm,
schrijven, waarin gesommeerd wordi over allerleci indices i,j,k,l,m; deze
getallen zijn een permutatie der getallen 1,2,3%,4,5, die verder nog aan
de bekende eisen voldoen.

Opg.12.7ps 2 (ab)yy (acd)y,p = O.
Opg.13. Bewijs

[(ab)y, (ab)yy (ab)y, (ab),s (ab)y, (ab)y,
(8.0)12 (30)13 (30)14 (30)23 (8.0)24 (30)34
,(ad)lg 3
(bC)lz = (ade) .
(bd)y, ‘ |
(cd)
| 12 . . . . (cd)34
Men kan dit resultaat ook schrijven in de gedaante
((ab)(ac) (ad) (be) (ba) (ca)) = (abcd)>.
Dit resultaat is analoog aan het resultaat
(ABCD) = (abed)®,
waarvoor men ook kan schrijven
((bca) (acd) (aba) (abe)) = (abed)’.
O'Og.14. Bewi;)s (ab)12 (ab)13 (ab)14 (B.b)23
|
(ac)qyp | - (abod (ab)lz(ab)l3!
(ad)yo . : _ 1(a°)12(a°)131
(bC)IZ . . (bc)23 -
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§ 7. Bijzondere determinanten,

In het voorafgaande beschouwen wij reeds symmetrische determinan—
ten, d.w.z. determinanten waarbij 8.y T 8gpe Wij kunneneen symmetrische
determinant D ook op andere wijze karakteriseren, n.l. door de eis, dat
de determinant D gelijk is aan zijn toegevoegde D'. Hierbij verstaat
men onder de toegevoegde determinant D' van een determinant D die de-
terminant, die uit D ontstaat door de determinant D om de hoofddiagonaal
rs te vervangen door het element
agne Een determinant D is dus symwetrisch als D en D' overeensteumen.
Ook de waarden van D en D' stemmen dan overeen; dat is echter bij iede-~
re determinant (ook bij niet-syw.etrische determinanten) het geval,

Een determinant is scheefsyuasetrisch als elk element a,.q het te-
gengestelde is van het element 8 pe Bij een scheefsymmetrische deter-
minant D zijn dus alle elementen van D en D' tegengesteld. Hieruit volgt
tat de waarde a van een scineefsymmetrische determinant voldoet aan
a = {—)na, waarin n de orde der determinant is, Is n oneven, Gan volgt
hieruit a = 0. Elke scheefsymmetrische determinant van oneven orde is
dus gelijk aan nul.

Wij bewijzen thans dat een schesfsymmetrische determinant van
even orde gelijk is aan een volkowmen vierkant, d.w.z. aan het kwadraat

te wentelen, d.w.z. door elk elemeont a

van een veelterm in de elementen.

Yoor n = 2, dus voor de scheefsymuaetrische determinant 0 -8l a2
a 0
is dit evident. Cnderstel thans dat het even getal n groter is‘dan 2 en

de stelling voor n~2 in plaats van n reeds bewezen is, Dan heeft men
voor de waarde a van de scheefsymuetrische determinant ‘a van de

ne orde de relatie

Ah Alz
Aa Di

I’B‘

laha...a’nn

De minoren A11 en A22 zijn scheefsymuetrische determinanten van oneven
orde, dus gelijk man nul. Verder hceft men A12 = -A21.

Opz.1. Bewije dit,
Bovenstaande relatie levert dus

De tweede factor in het rechterlid is een scheefsymmetrische determi-
nant van de orde n-~2, dus wegens de inductieonderstelling, een volkomen
vierkant. Dan is dat ook het geval met a.



A-I’»:a - 4‘5 ol

Opg.2. Bereken 0 a b c |
-a 0 a e
-b -d 0 £
-¢ =~ =f 0

Opg.3. Bewijs | I 245 843 u,

891 820 893 Yo

®31 %32 %33 Y3 k=

U, U, U3 0
Tot een ander bijzonder type determinanten behoren de circulaire de-
terminanten. Bij deze is voor alle r en s 8ri1, sl = ar’ g3 de be-

doeling is dat een index, die groter is dan ,met n verainderd wordt.

20 luidt de circulaire determinant van de derde orde

a b c%
c a bl,
b e af

Om deze te berekenen vermeerderen we de eerste rij met de tweede en

de derde, waarna alle elementen der eerste rij, dus ook de determi-
nant zelf, door a+b+c deelbaar blijken te zijn. Vermeerdert men de
cerste rij met Px de tweede met °x de derde rij met (waar-
bij een der complexe derdemachtswortels uit de eenheid is), dan
blijkt uit het resultaat dat de determinant deelbaar is door a+P2b+Pc,
enz, Men vindt tenslotte, dat de beschouwde determinant gelijk is aan

(a+b+c) (aﬁpb+pzc)(a+92b+gc).

Opg.4. Bereken de waarde der circulaire determinant
1 i -1 -1
-i 1 i -1
-1 -i 1 i}
i -1 -1 14

Opg.5. Bereken eveneens de waarde van de determinant
a b c d
e a b c
a e a b
c d ¢ =a
b c d e a

Tenslotte behandelen wij een zecr belangrijk type van determi-
nanten, n.l. de orthogonale determinanten,

Een determinant By heet orthogonaal als geldt 8.g Ars .
a

g 0 o o

Hierin stelt a weer de waarde der determinant ‘a voor. Men heeft

| vl
dan voor een orthogonale determinant
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) @ » n ,
2 2 <
A= Z &‘YSA‘ZS = Z “a“ts ~..-.—‘a Zﬂ"& }afu: 5-;,‘2‘.2'53’"
§=1 S=/ C=r
Verder is voor r £ t
Sa, Ay = T 2 <
= a . = F “rs¥¢ . -
O Sty xS {5 S 3 > dus S‘§ Q,ZS q—fs o,
' ’,

» ™
2
Op geheel analoge wijze ziet men in > Rg =1 % ‘rg Qg 9,0=0
%t‘f -y )

als s £ t.
Verder heeft man door toepassing van het vermenigvuldigings-
theorena

° 1 C ... 0
a“ = !ars \. }ars‘ = 0 1 ... 0 = 1,
C 0 ... 1

dus a = + 1, Is a = +1, dan heet de determinant rechtstreeks orthogo-—
naal, is a = -1 dan iddirect orthogonaal. Bij een orthogonale deter-
minant heeft men dus 8.~ Ars of "Ars al naar de determinant al of
niet rechtstreeks orthogonaal is.

0pz.6. Bewijs dat bij een orthogonale determinant tars‘geldt
= 1, als s = ¢
tf} A‘rs‘a‘f{ = {O, als s £ t.
Is omgekeerd van een determinant larsi gegeven
= 1, als r = %
dan is deze orthogonaal, want vermeerder de met 844 Vermenigvul-
digde eerste kolom met a 5 x de tweede, a4y X de derde 4, ..., an, x de

n® kolom, waarne de determinant de gedaante

1 &12---a1n

& 4 =10 BpoeeeBoy

i = A11

- EERY

anz * = i&nn
A

aanneemt. Dus a,, = 11 . Evenzo blijkt a_ _ = Arg -
neo= rs T =5

N
1, als s = ¢
Opg.T. Als bij een determinant |a, | geldt %%; /Q:Q/X("{D: als s £ t,

dan is die determinant orthogonaal.!?ij beschouwen thans het vroduct
Icrﬁx van twee orthogonale determinanten ta en !er[ . Hiervoor
geldt

1"8‘
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>

i

» 2 < Ei <t Z <
s ¢ci= 2 aﬂsa”/s;éi', a./ g, ==

rx €3 v=, h=t - /:"“-! s TS 2=y
P ‘
- = /)zl /e - ) = 73
7 ”  n - »n n "
‘ X - < «g lg Q@ a
»z% CrsC2¢ = ’"c}::/ b=, ) gAs /:; Tk ke */;3 E; s HE; 4 Tk
»
= 2 £ ¢ =0 (s+1t)
A:::/ AS ‘géé ( >

zodat de productdeterminant in verband met het bovenstaande ook ortho-
gonaal is.

- i i - » 0 \ :lrn s
§ 8. Matrices /311 . a1n1 8qq eve Byp
Een matrix is een getallenschema A {. . . . . =He « o o o |
4 )
\'\am-l e o a am1 o’ o 8.

¢

dat niet kwadratisch beheoft te zijn en waaraan geen getallenwaarde
behoeft te worden toegekend. Men schrijft wel kortweg \?rsn . Is m=n

dan behoort er bij de matrix A= [a ﬂ een determinant |a , waarvan

rs|

irrs
wij de waarde weer met a aanduiden.
- Men definieert de productmatrix C = NchH van twee matrices
A= “arsﬁ en B = "brsﬁ , oD grond van het gevondene bij determinanten
door de formules i
. =1
Men schrijft C = AB.
Voorbeeld: <1 2 3 12 12\ 64 45
2 3 4 11 of = \97 68
10 11/
12 2 1) _ (2 -1\
3 4 0 -1 6 -1/
211 242 ( x4 / By1%qt2 0%
%01 %22 \ %o & Bpq¥qtenoXn

Opg. 1. Onder welke voorwaarden is het product van twee matrices gede-
finjeerd?

023.2. Bepaal in welke gevallen het product van twee matrices een
kwadratische matrix is.

Opg.3. Als de kwadratische matrices A, B en C voldoen aan C=A.B, dan
geldt voor de‘W@arden a, b en ¢ der bijbehorende determinanten c=ab.
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Definitie. Hebben de matrices A= ”arsu en B= Kbrs“ evenveel kolommen,

dan definieert men C=A+B, indien ¢ =a__+b__.
rs rs rs

Opg.4. Bewijs A+B=B+A.
Verder definieert men voor ieder getal k B=kA, indien brs=kars.

0pg.5. Bewijs k(A+B) = kA+kB;

Opg.6. Is A een kwadratische matrix van de orde n en B=kA, dan geldt
voor de waarde der bijbchorcnde determinanten v=k"a.

Opg.T7. Bewijs C{A+B) = CA+CB.

Opg.8. TLaat door ccn voorbeeld zicn dat niet steeds behoeft te gelden

_ - : . . _j1 voor r = s
AB = BA. Is bij een kwadratische matrix ars'go voor r £ s’ dan noemt men
deze eenheidsmatrix I, )

0pg.8. Is de matrix I van de orde n en heeft de Matrix A n kolommen,
dan is AI=A; heeft A echter n rijen dan is IA=A, Heeft A n rijen en n
kolommen, dan is AI=IA=A.

Opg. 10. Bewijs voor ieder natuurlijk getal m de relatie 1%=1.

Vervangt men in een matrix A elk element 2. door het toegevoegde
element Agps dan ontstaat de toegevoegde matrix, die men veelal met A
aangeeft. B.v. de toegevoegde matrix van (1 e 3) is (1 4\ s van

4 3 7 2 3%
ay \3 1}

.
\a‘n

(a1 v an) luidt de toegevoegde /

Opg.11. Bewijs (A+B)'=A'+B'; (AB)'=B'A’.

Opg.12. Is A=A?, B=B', dan is AB:(B;{V.g
i a ﬁ'“""ﬁ , d.w.z. de elementen
b.g ven B=A"! hebben de gedacnte by, = "1 T walrx A wordi hierby
quediatisch verondersteld.

0pg.13. Bewijs A.A™' = A" A =1

Opg.14. Bewijs (AB)™' = B 'a~1.

Yoert aen nog in de nuluatrix O, waarvan alle elementen gelijk zijn aan

- ! ‘ >y + oy b
Is A garsn y dan definieert .ien 4

nul, dan vindt men dat voor 'wadratische matrices de volzende reken-
- regels gelden: Bij elk tweetal matrices A en B met gelijk aantal rijen
en gelijk aantal kolommen bestaat één matrix, die de som A+B wordt ge-
noemd. Deze som voldoet aan
A+B=3B+
A+ (B +C) (A +B) +C
A+0 =0+ A = A,
Bij elke A bestaat een matrix Bmet A + B= B + A = 0; voor deze
matrix B schrijft men wel -A (geheel in overeenstemming met de defini-

A

i
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tie van k).
Bij elk paar kwadratische matrices A en B bestaat €én matrix,
die het product AB wordt genocemd.
Dit ovroduct voldoet aan
A(BC) = (AB)C
ATl = JA = A
A(B+C) = AB + AC
(A + B)C = 4C + BC.
Bij elke A met a # O bestaat een matrix B, zodanig dat AB = I,
De matrix B heet de inverse matrix, Men schrijft B = 4~ en neert
VL o
Men definieert A% = (A~ H)® voor gehele positieve n en A%=I.

Opg.15. Bewijs
T S

Opg. 16. Bewijs voor willekeurige gehele m en n
ATpT o pmin

Opg.17. Bewijs (A')”1 = (4~ D).
2P&. 1.

Opg. 18. Is bij een matrix A de determinant a al of niet gelijk aan
nul, dan geldt voor de matrix B met brs = A de relatie

;{A] 0 .:. 0 "
BA = AB = o |A]... © ENES
0 0 !A;f

Naast de bijzondere determinanten, die wij in § 7 beschouwden,
beschouwen wij de corresponderende bijzondere matrices.

Een matrixA is symmetrisch als A = A' en scheefsymmetrisch als
A = =A',

Een matrix A is orthogonaal als A' = A", Dus A'A - pAY = I.
Beschouw een matrix X = (x1, ceey Xy ) en een orthogonale matrix A van
de orde n. Zij Y = XA, dus Y' = A‘X' dan is éf:/ = YY' = XA(A'x)=

» (rl
X{AA')X' = XIX' = XX' = 2 X, '

txy/

De gevonden eigenschap zullen wij later meetkundig interpreteren.
Is S een scheefsymmetriache matrix, dan is de matrix A = (I+S)(I—S)"
orthogonaal. Immer wegenu S'=-S heeft men

ALY = (I45) (I-s)“ §(1+s)(1 )~}
(1+8) (1-8)7" {(1-8)" i (I+5)"
(1+8) (I-8)"7 (1'=5')"" (1'+s")
(1+8) (1-8)"' (1+8)”" (I-8)
(1+5) (1+8)™1 (1-8)"1 (1-S) (want (I-S)(I+8) = I°-§°

- (145) (1-s)')

it

il

i

i

= I.I = I-
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Is S scheefsymnetrisch en Q symaetrisch, dan is A = (I+SQ)(I~SQ)“?
orthogonaal, want wegens S' = -5, Q' = Q heeft men ‘
A = (1+5Q) (1-5Q)77 J(1+80)(1-5)~1}"
(1+45Q) (1-5Q)"1 (1+s)7" (1-5Q)
(1+5Q) (1+82)77 (I-s@)~' (I-5Q) = II = I,

i

it

it

wegens
(1+5Q) (I-5Q) = I+5Q-S0-875Q = (I-SQ)(I+5Q).

Tenslotte definiéren wij nog het belangrijke begrip rang van
een watrix. a11 eve 24,
tevsurnen eelle Deze bevat allerlei onder-

Beschouw een matrix

i 2p1 oo amni
determinanten van diverse orde; in het geval n 2 m bevat de uwatrix
b.vu(;) onderdeterminanten van de orde m; de matrix bevat mn onderde-
terminanten van de orde 1. Onder de rang der anitrix verstaat men de
orde der determinant van de hoogste orde, die in de matrix bevat is en
van nul verschilt.

Opg.19. De rang der nulmatrix O is nul; wat is de rang van de een-
heidsmatrix I van de n® orde?

0pg.20. Bepaal de rang der natrices

2 3 1 2 3 4 5 /“0\;_

(2 10 1) 5 [4 4 3 ; 6 7 1 29, |10 1
2 3 4 —2-1 7 8 O"O}

I

I
Opg.21, Als dé determinant a van de matrix A gelijk is aan nul, bepaal

dan de rang van de matrix B met brs = Ars'

§ 9. Stelsels lineaire vergelijkingen.

Wij gaan thans de in de vorige paragraphen behandeldec eigen-
schappen van determinanten en matrices toepamsen bij het oplaasen van
stelsels lineaire vergelijkingen.

Beschouw het stelsel

S a1111 + a12x2 + oaee * a?nxn =

|
o

(1) <

i
o

/' B.n111 + &n2x2 b RPN + a.nnxn - no
Wij kunnen hiervan onmiddellijk de oplossing vinden in het geval
dat de determinant a = B A0 is. In dat geval vermenigvuldige men
n.1l. de 1° verg., met A 4, de 2° met Aoqs eoes de n€ met Ani (wacrin
wederom Ara de minor van het element e.g in de determinant ‘a ‘voon—

rs
stelt), waarna men vindt



ax, = byA , +Doko 4 eee + B A= L .

oy

a-nz . e n ann

Noemen wij de determinant, die uit &g ontstaat door daarin de s°
b

kolom te vervangen door b; ., voortaan ags dan vindt men

L
-

bn |

X, = ;1 en op gelijke wijze X, = 53 (r =22, ... 3 n) (regel van
Cramer).,
Hiermede zijn de formules teruggevonden die in de gevallen n = 2 en
n = 3 het uitgangspunt voor de theorie der determinanten waren,
Het is duidelijk dat in het geval dat a =0 is,op deze wijze geen
oplossing wordt gevonden. Omgekeerd voldoen de gevonden waarden van
Xys «ee3X, 820 het gegeven stelsel vergelijkingen, deze zijn daarvan
bovendien de enige oplossing. In het geval a £ O heeft het gegeven
stelsel dus één ondubbelzinnig bepaclde oplossing, gegeven door de regel
van Cramer,
Opgave 1. Los op bet stelsel
(24x + 11y ~ 10z
2x + 2y + 2z 10
K13x - 2y -~ Tz = - 10.
Opgave 2. Los op het stelsel
X+y+2z=0
5 ax +by +cz = 0 (a2 b; D ey ¢ £ a).
( a’x +b2y+c23=1
Opgave 3. Los op het stelsel

&

f
Wi

fl

/- X+y +2 +u-=1

VX -y +2z2 +u=2
X+ y -2 +u=3
X+y+2 -~u=H#¢,

Thans gaan we beschouwen het algemenere geval vapp linoaire verge-
lijking in q onbekenden,

311x1+ LI ] + & ﬂb

} 19%q = 1
(II) *« & & & & & & * 8 8 & v @

( L T apqxq = bp
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Beschouw de matrix A

P | SR — %.Onderstel dat

L]

d L
deze!}ang k bezit en laten de onbekenden en vergelijkingen zo genummerd
zijn, dat één der in A bevatte van nul verschillende determinanten van
de orde k, juist de determinant Bay ooe By ;
&k,i LR ‘

Allereerst beschouwen we het geval k = p. Door de vergelijkingen te
schrijven in de gedaante

§a11x1 + cee + a1k xk =b1 - a1’k+1 xk+1 - ase = a1qxq

) . - - - . [ Ll . - - . » - - - - . - . (3 - . . . - L]

%1 + ees + apkxk "b p’k+1xk+1 = see ™ &pqxq,

blijkt uit het voorafgaande dat hieruit ( met behulp van de regel van
Cramer) de onbekenden Xgy oo s X zijn op te lossen, d.w.z. uit te
drukken in de grootheden 8hg? b_ en de willekeurig te kiezen grocotheden

8

Xppq?r oo ,xq. Op grond van het lzatste zegt men wel dat het beschouwde

stelsel ML™P stellen oplossingen bezit,
Vervolgens beschouwen wij het geval, dat k<(”p is. Hieronder valt
dus tevens het in het begin van deze paragrasph niet behandelde geval
=0;p=q=n.

is.

311 LN N a1k;

Wij kunmen de determinant ' wederom
3ak1 i a’kk:
van nul verschillend onderstellen.
311x1 + . + a1qxq = b1

Het stelsel

ByqXy + eeo # akqxq = bk
is dan op grond van het bovenstaande oplosbaar en bezit zelfs 00q°k
stellen oplossingen, Het is de vraag of zo'n gevonden oplossing ook
voldoet aan elk der overige p - k vergelijkingen.

1311 . e 0 a1k /
Beschouw daartoe de determinant D = ' T T

’%1 s oy Ay

1®nq *o* Bnk O
waerin m één der getallen k + 1, ... , p en ¢ één der getallen k + 1,...,9
ig. Daar elk deger determinanten de orde k + 1 bezit en de matrix u ras

de rang k bezit, is elk dezer determinanten nul. Duidt men de minoren
der elementen 8440 <+~ » 8, p in deze determinant weer aan door
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A‘lﬁ’ vee § Am_{, dan hG‘Ef;t men

Zars Ar{?:?ﬁ voor s £ &
, . D:Ovears:é’)
zodat het linker:}id van de vergelijking
Bq gt oees F aquq = bm
wegens Am€*£ 0 een lineair compositum is van de linkerleden der eerste
k vergelijkingen.

Hieruit volgt dat een gevonden oplossing der eerste k vergelijkingen
dan en slechts dan ook aan de m° (m = k + 1, ... , P) vergelijking vol-
~doet, als het rechterlid b dier vergelijking eenzelfde lincair ~ompo-
gitum is van de rechterleden b1, cse o 'bk dier -erste k vergelijkingen,
dus als

Byq eve Byy By

4
Zbrwf-o’dusﬁm=§........

b

it
o

sak1 ses Bpy Dy
Pt vt Bk Pp

Wij zien dus dat het gegeven stelsel 03-K oplossingen bezit, als elk
der determinanten Rk+1’ “vs 3 Rp gelijk is aan nul en geen oplossing
bezit, zodra één dier determinanten van nul verschilt. In het eerste
geval noemt men de beschouwde wergelijkingen afhankelijk, in het tweede
geval strijdig.
Wij vatten de gevonden resultaten samen.
Bij het stelsel (II) van p lineaire vergelijkingen in q onbekenden,
waarin de rang dér coé€ficiénten matrix gelijk is aan k, heeft men de
volgende gevallen:

1° k= P; g =.k Er ia één-stel oplossingen,

2° X =p; o>k Er zijn 02K stellen oplassingen.

39 <P @ =K Ry = .00 = Rp = 0., Er is één stel oplossingen.

° x < P; @ > k; Rk+1 Ca. Rp = 0. Er zijn a>q“k stellen oplos-

singen.
5% k<p } @ = k; tenminstc &én der uitdrukkingen Ryyq? cee 3 Rp
verschilt van nul. Er zijn geen oplossingen,

Wi] kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formmileren doox
naast de coefficienten matrix A ook te beschouwen de

| Y 844P1

21 . ® e azb

& q2 .

matrix B =

- - L - - L »

P81 1: aqup‘
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In geval 1° is de rang ven A en B elk gelijk aan k.,
In geval 2° ig det evenecns het geval,
In geval 59 ig de rang van L gelijk aan k en die van B gelijk aan k + 1.
Wij laten zien, dat in de gevellen 3 en 4 de rangen van A en B gelijk
zijn. Wes dit n.l. niet 2o, den was de rsng van B gelijk ean k + 1,
dus er bestond een determinant
&r1s1 ttc ar1sk . br1
D= o v e 4 v s ot e s a

a * LN N 3 a b
Treq 51 Te+1%%  Traq

van de orde k+1’die van nul verschilde, d.w.z. op grond van een ont-
wikkeling nsar de elementen der lastste ldom, waren niet alle declter-
minanten hiervan, wasrin de eerste k kolommen optreden, gelijk san
nul. Laat nu de¢ onbekenden en vergelijkingen zo genummerd zijn, dat
die deelterminant juist de determinantia

11 *" 2qk]

!
8«.}{1 LR R akk'

Dasr D £ O is, verkecrt dan ons stelsel in geval 5° en heeft dus geen
oplossing, in strijd met dc onderstelling, dat wij met geval 30 of 4°
te meken hebben, en het stelsel wel ecn oplossing bezit.

Wij zien dus, dat het stelsel (II) dan en slechts den tenminste één
oplossing bezit, als de rangen der matrices A en B gelijk zijn. Dit
resultast is afkomstig ven den mathematicus Capelli.

Hecht men voorts aan Let symbool G)q'k voor het geval g = k de waar-
de 1, dan kuanen de gevallen 1° en 2° en evinccns de gevallen 3° en 4°
samen worden genomen.

Opgave 4. Los op het stelsel
X + 8y + %z 23
X + by + bzz = 03
y + 2az = 3a2
Opgave 5. Los op het stelsel
X+y+2~-u=1
X+ ¥y -2 +us=2
X=-y+2z+u=23
(ex+y+z+u=a
Opgave 6. Als e«n de vergelijking

aﬁx1 + a2x2 + aee + aqxq =b

!0 - - - L] * is'

il

voldoen de beide stellen oplossingen X4 = Cqy eve Xy 0= Cqi

X, =4,y veo , X =4d_, dan voldoet hierean ook iedere lineaite comhi-
1 1 q q A el

natie van de gedeante x, = 7 e Uk = A + ey

‘ 1 )‘4}4 3 Y 1

Narst de inhomogcne stelsel gaen wij thens het hgguﬁgﬁe stelsel ver-
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gelijkingen o
(111) (BgqgXy Foea # a1qxq 0

BpqXq + eee ¥ %qxq =0

beschouwen, Hierbij zijn de rangen der metrices A en B gelijk, zodat er
stec.ds eevn oplosesing buestaet. lien is echicr gewoon slechts dan een stel
(xgy vev sy xq) ecn oplossing van het homogene stelsel III te noemen,
2ls nict elle Xgy eov y Xg gelijk zijn 2rn nul., Het is n.l. direct
duidelijk dat een (III) oud.r alle ometsndigheden het stel oplossingen
Xy = see =X 0= 0 voldoet. Verder mcrken we op, det c£ls asn (III) ee?
oplossing (x1, e« » X_) voldoet, can (III) evenecns de oplossing
(A Xqy oes » A xq) voldoet. Men is echtcr gewoon de oplossingen
(A SRR ) xq) voor verschillende wearden ven (£ 0) ale dezelfde
te rekenen. Zo zijn dus de stellen x = 2; y = 3 en X = 4; y = 6 een
zelfde oplossing van de vergelijking 3x - 2y = 0. Wij verstaan dus onder
een opleoseing ven het stelsel (III) ecn stel getellen (xw, e 3 xq),
niet allen gelijk cen nul, of alle darrmede evenredige stellen. Bij
homogene stelsels vergelijkingen komt het dus slechts op de verhouding-
en der onbekenden man,

BEvenals bij het stelsel (1I) voeren we weer de rang k ven de coéffi-
cientenmatrix in.
Beschouw eeret het geval p > k; q »™ k.

I'd

Dan is, ale wij de nummering der onbekenden en vergelijkingen zo kie-

811 0 Bk

zen, dat .« e e . £ 0 is, de¢ determinant
o - P
B1q ore Bk M2
e e (m=%k+1, ... , p; f=x + Ty eee 3 Q)
8kt e Bk %2
®m1 *** Pmk qmﬁt

die van de orde k + 1 is, gelijk een nul dus 2le wij de minovon hierin
weer op de gebruikelijke wijze acngeven

) 8.5 App = 0, zawel voor s =& els voor s # —g
Dit houdt in wegens A /£ 0, det de m®  vergelijking van het stelsel
(III) een lineair compositum is vrn de eerste k, zodat ieder stel op-
lossingen van de scrste k vergelijkingen tevens voldoet asn de n® ver-
gelijking (m = k+1, ... , p). Hicrmede is het gevel p> k; q¢ > k
toruggebracht op het geval p = k; ¢ > k.
Het is verder duidelijk dat men bij het oplossen der eerste k vergelij-
kingen de getallen Xy pqroee 0 xq wildekourig kan kiezanv{aohter nict al=

len gelijk een nul) en dan, zoals in het voorafgacnde is amngegeven, uit
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die vergelijkingen de onbekenden Xg o0 ene s X kan oplossen, d.w.z.
lineair uitdrukken in de grootheden Xy q? *ve o xq. Men vindt dan niet

® X, naar slechts 0¥ stellen oplossingen dasr elk stel evenre-
dig met een vast stel, tot eenzelfde oplossing aanleiding geeft.
Is ¢ = k+1 dan vindt men juist één oplossing, die bepaald+wordt door

[B44%g * oo+ BXy = = 8y 1%

-
-

*

3
S Xt e B Xy = 7 8% ket "km
84 ket B2 e B X cer B4y
duﬁ X1 = = xk+1 * s & » & B » & w « ® e+ e » enaz.
. +1 .Nc 4 ‘ 1 e a
8. k+1 Bk2 *¢c Bk & ak %k
Stelt men -
. a11 e a1k )
X q S T (wat mag want wij mogen alle oplossingen

Fk1 cer By x1,'... s xq tegelijkertijd met een ccnstant%
die van nul verschilt, vermenigvuldigen)
dan vindt men

#1200 B,k 11813 *** B4,k
X1= .....-..;X2=-.....-‘- cuo;
82 *- Bk,kx+1 1 %3 v B, k4
la . oo 8y
X = {-—)k ! ‘
k+1 “ !. L3 L] - » ‘&
1Bgq eee By

De onbekenden zijn dus gelijk asan of evenredig met determinanten van de
orde Kk, die men uit de m&trix

814 0* 84 k41 ,

¢« * ® & @ & =® “i
1Bq oo By x4q

verkrijgt, door daeerin achtereenvolgens een kolom weg te laten en de
20 verkregen determinanten op de juiste wijze van een + of - teken te
voorzien. Men schrijft in dit geval wel kortweg
849 tor B, k4l
XY3XGIA D wae 31Xy e o v o 0 o o i
81 "t B, ket
{Het teken OC uit te spreken als "evenredig met de minoren van"),
X+ 2y +32 =0
Bvb. het stelsel heeft de oplossing
3x + 2y + 8 =0
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123 23 11 31 12
X-Y-Zﬁiga o 11} = }2 1\ : .»i3 1} : }3 2\: - 4:8:=-4 = + 1:2:1.
Het geval p2 k ; ¢ = k kan direct worden behandeld. Immers na ge-
schilkte nummering der onbekenden en vergelijliingen
Bqq¥q T oeeet Ay X = 0
heeft nen e
ap1x1 + ees + Ay X = O.
Jegchouw het stelsel der eerste k vergelijkingen van dit stelsel. Dit
is een stelsel van k vergelijkingen met k onbekenden en rang der matrix
= k, vwelk stelsel éen en sleciits c¢én oplossing bezit, die men vindt met
behulp van de repel van Cramer. lien ziet direct in, dat wegens het nul
zijn van alle rechterleden, elk der onpekenden nul is, zodat de gevonden
oplossing niet als oplossing van hetl homogene stelsel wordt aan emerkt.
samenvattend gzien wij dus dat p homogene lineaire vergelijkingen in
q onbekenden, wacrbij de rang der coefficientenmatrix gelijk is aan k,
- geen oplossing bezit als & = q,
één oplossing bezit als L. = q - 1.
@ Gk oplossing bezit als k<g - 1.
Opgave T. Los op het stelsel
X+ 5y +z-u=0.
x+y-2z+u=0.
X~y +3z +u=C_.
Opgave 8. Los op het stelsel
X + ay + azz 0
X + by + bzz 0

X + ey + c?z =0

Opsave 3+ Los op het stelsel

i

it

o

x1 + x2 + x3 + see + xn = 0
=1 _
x4 + 2x2 + 453 + vee + 2 X, = Q.

. n-1 v

- » - - - L] - - . » - L3 - - L] -* * L ]

2 _aya-1 _
Xy + (n~1)x2 + {(n-1) Xy + een ¥ (n=-1) x, = O

71 smilen uit het voorgaande dat als het stelsgel
(IV) {fe » o @« s 8 » & @8 s e @

& + - =
(an1x1 en + annxn V 0

een oplossing bezit, de rang der matrixnars‘kleiner is dan n, dus is de
daterminantlarain 0, zodat het stelsel
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QpqXy *oeen T g X =Dy

» L - . - - L L] - - - -

' Bq¥q *oees FR XS bﬂ,
woarin niet alle b nul zijn, dan geen oplossing bezit. Beschouw verder
het gevol dat ecn q adratische natrix uars{van de n® orde de rang n - 1 |
hecft. ous de dcte: minant Ang = 0. Het stclsel (IV) heeft dan juist
¢én oplossing.

X,l :X2u.. cxn == 1;11 6312. ee e . J.L,!n'

Jaze opnlosping vindt men ook door de minoren van een andere rij te ne-—
men, dau vindt men

}x,inxe. sas xn = J‘T.,}Z J.\rz& L ,.Lrn.

Hiermedc is de vroecger afgeleide c1$anschap teruggevonden dic gegt,

dat els een deteeminant By = C is, elk viertal minoren A, A rﬁ;épsyﬁpt
o oy g 3 3 " - e

cen evenredigheid vormt Ars' Art ~ & Apt

"ij bespreken tenslottc nox het begrip climinatie.

Jenst men uit de betrokkingen (IV) de grootheden X, «.v , X, die

niet allen nul worden ondersteld, tc elimineren den houdat dit in, dat
men cen rclatic sockt, die dan en glcchts dan aclddv, als er een stsl
seballen Xy see 4 X, (nict allen nul) bestaat, dst aan de. botrekkingen
(IV) voldoet. In de gezochte relatie treden slechts de grootheden I
op, maar dc groothelen Xgy oee 5y Xy niet weer: die zijn geclimincerd.

Het is duidelijk wat in het beschouwde geval het eliminabtic .recsul-
taat is. Immers, als (IV) ccn oplossing bezit, is de rans der matrix
8.g klciner dan n, dus is de determinant \ars\= 0; is omgckecrd

}arska 0, dan lcert hot hicrboven bchandelde ongs, dat er ecn stcl getallen
Xgp oee s Xp (niet allon nul) bestaat, dat awn (IV) voldoet. Het climi-
natic resultaat is derhalvelars\= 0. 5ij cen stelsel (IV) hecft men

dus hetzi xg = vee =X, = 0, h’tuij‘arsl—

Het is uuid :1ijk dat uit het stelsecl (III) in het geval p <{g geen
eliminctic resulteat te verkrijgen is. Immers, hoe men dc cocfficienten
a,g 0ok liest, stecds bestaat cen oplossing van (III). Het geval p = ¢
is zojuist bchandeld ¢n uit het gevondenc blijkt dat het geval pd> g
leidt tot het rvl zijn van clke d&beorminant van de orde g, die in de
coéfficiénten matrix ?arsg bevat is.

- Beschouw cen stelsel lincairce vormen
L1 &= 311x1 + aee a,‘(l q

- L - - » - -

&9114'»--"1'%(1-

ficn noenmt &uzc p vormen lincair afhankelijk als er getallen A1t"';hp*;
nict allen mul, te vinden zijn, zodanig dat identick in de grootheden |



k , A.M - 59 -
Xgs oo 3 Xy geldt

A%L1 + vee + Lp = O.
Schrijft men deze relatie volledig uit, dan zict men dat dc lincaire
afhankclijkheid dor p gegeven vormen acqulvalcnt is mcet het bestaan van
cen oplossing van het houogcn» stclscl vvrgbllgklngcn
gty +oeee ¥ qp1

e » & 8 o s . .

ny *

+ ees 0

a q?\ apq?\p

Is k de rang der colfficicnten matrix ja .|| , dan zicn wij dat voor
k = p het stelsel geen oplossing bezit cn voor k <p wel. Zijn nict

allc doicrminanten van de orde p bovat in dec matrix uarsﬁ y 8olijk
aan nul, dan ig hot gteclocl lincairce vormen onafhankeli jk.

1s p = q, dan zict men dat de vormen afhankelijk zijn als de detor-—
minant van do p© ordufarsf= 0 is, dus juist in hct geval, dat het homogen
stclsel L1 = 0; ses ; Lp = 0 oplosbaar is.

Is p<¢, on zijn dec vormen L1, ees  L_ afhankclijk, dan hecft men
P Ly e ¥ )pr = 0, dus als mon g - p willckourige vormen Ly, 4yeeesdy

toevoest, zmict men dat cr cen stcel getallen )H’ cee o }q bestaat (niet
allen mml), waarvoor geldt
\L +n.o+\L 200 ‘
q .
Immers neon ¥+1 = ...._R = 0; daar nict allc Gctallon‘\ y-ses ,)

P
selijk zijn con nul, is dat ook nict mect allc gctallun’\1, veos ’7\q
het goval.
1&11 *e® a1p
Zijn dc vormen 11, oo LP onanfhankciijk, dan is } £ O,
. ) ’ap1 es e app ‘
dus als men ncemt I, ees 3 L_ = 2x_, heooft do cocfficiCnten

pH1 T Tpet?
determinant von dc vormen L1, ves L dczplf;p raarde als dic der vormer

L1, AR on versehilt dus van nul.

De vormen L1, ess Lp zijn dus voor ¢ > 7 don on slochts dan onaf-
hankelijk, ols hot mogelijk is q - p vormen Lp+1, v Lq tou te vocgen
can het stelsel, zodani, dut ook het atoelsel vormen L1, ese I.q onaf-
hankclijk is.

§ 10.
De rechte liin.

Thens seven we nogmacls dc thecorie van dc rechte 1lijn, waarbij nu
sebruik gomeolkt voepdt van de theoric der dcturminanten cio madbrices.
Tij weton uit het voorcfgaandc, dat de vergelijking
ex+by+e¢=20
cen roechte lijn voorsteld, tenzij a2 on b beide nul zijn. In het goval
b A 0 is, is de vergelijking tc bren_cn in de gedaante
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y = mX + Ne

£ij gevraagd de rechten in vergelijking t¢ brengen, dic door ecn
gcgeven punt (x1,y1) gaan. Substitutic levert dan yq = mx, +n, dus
na aftrokken y - y, = n(x - x1).

“lenst men de rechte tc bepalen, dic door twee geguven punten (x1,y1)
cn (xz,yz) gaat dan heeft de gezochtc lijn in icder gevgl de gedaante
vy =¥ = m( x ~nx1) dus na substitutic van het twecde punt Yo = ¥q =
= m(x2 - x1), woaruit na climinatic van m els gezochte vergelijking
sevonden vordt ' ‘
?1) ) y -y e _ 1

1 Xo = Xy
Is x1 = Koy dan luidt dic vorgelijking x = Xqe
Men kan het resultaat (1) ook andcrs schrijven, fDel.
(y=yq) (x5 = xq) = {3, - wy) (=~ 3y) =0,
o m X I 7 5’1{

{ - 3
(x A1), mits x4 A Xpe

dus { = 0,
X - 'X1 y - y’1 f
X, ¥y 1 | gx v 1
dvs na randen Xy = Xy ¥y = Yy 0 = 0, dus ix1 ¥y 1; = Q.
F R A 2 0 Xy Yo 11

Cok in het geval X=X, levert de laatstic uitdrukking ons dc gczochie
ve gelijking, want deze luidt dan

X ¥y 1 X = X4 Yy
’x1 74 1= {0 ¥4 = 0, dus X = x4 megens
Xq T 11 2 0 Yo 1 Y4 2 yz'

Tr is nog ecn gchecl andere vijze om tot dc gezochte vergelijhing to
geraken. Zij de gezoch.o vergelijhing

ax + by + ¢ 0. Dan heeft men na substitutic van het corste
punt ax,+ by1+ ¢ = C, cn nasubstitutic van het
Tvecde punt a Xp * by2 + ¢ = 0. “illen dese 3 homogence vergelijkingen
in d¢ grootheden a,b,c, ccn van nul verschillende oplossing bezittan

x y 1
don moct de codfficicntendeterminant, in casu Xy Yy 11
X5 Yo 1

selijlk zijn ean nul.
De vorgelijking der rochte, dic van de x- rosp. y—-as cen stuk af-
snijdt tor lengte a rosp b, luidt dus

X ¥y 1
e 0 1f=C, dusbx+ay =abof 2 + & =1,
0 b 1

«ij geven thans nog cen voorstelling voor de vergelijking ven con
rochtc, af te leiden uit hot laatstc resultoeat. Leat do loodlijn uit
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0 op de rechte een hoek X met de posgitieve x —~ as meken en een lengte
d hebben dan heeft men % = €08 X3 % = ginx, dus de gezochte vergelij- -
king luidt x cos & + y sin™ = 4 (normaalvergelijking van Hesse).
Een rechte met vergelijking ax + by + ¢ = 0 is steeds in de normaal
vorm te brengen. Immers men dele beide leden door e, waarin e= 9.2+b2

als;c<Oene::-—vaﬂa2 als ¢ > Q. tel—--»cos:x dann.s;gs:x.n’k
stel - g— = d, Dan is d > 0 en men heeflt 3ulst de gedaante - . -
Xeoax 4 i S Sa o = o 36‘«:-&:3&”.

De normaalvergelijking van lesse is van belang bij het bepalen van
de afstand van cen punt tot ean rechte. Zij het punt P (xo,yo) en de
rechtef x cos > + y singc= d. Om de afstand van I tot & te bepalen
treklien we door P een rechte m//£, die dezelfde richting als & heecft
en dus een vergelijking

X cosX + ¥y sinw. = £
bezit, Damr P op m ligt hecfit men na substitutie

X4 cosoz,+y0 sinx = f. )
De aistand van P en {13 gelijk aan de afstand der rechten. £ en m,
dus gelijk aan het verschil van hun afstanden 4@ en £ tot O. Derhalve
is de afstand van P tot < gelijk aan

l'f.....d } =§x0 Cos > + ¥y, sin ™ - 4 i.
Laat men de absoluutstrepen in het rechiterlid weg, dan leert het teken
van dat 1id ons aan welke zijde van [,Ohet punt P ligt. Is n.l. dat 1lid
negaticf, dan ligt P aan dezelfde zijde van-f als O; is het positief,
dan aan de tegengestelde en is het nul, dan is,zoals trouwens al be-
xend is, die afstand nul, d.w.z. ? ligt dan op £ .
" Thans beschouwen we de figuur van t wee rechten v-é:l en 82 met verge-
lijkingen resp. a;x + byy + ¢y = 0 (i = 1,2). Onderstel b,b, £ 0, dan
unnen we de rcchte veruallal*lncen schrijven in de gedaante y = msX +

ng (1 =1,2).

Allcregerst vrasen wij naar de hoek, die deze met elkaar malicn. Deze hoel
& is zelijk ean By =Xy, als &1,%2 de hoecken zijn, dic 4(1 resp -
met dc ;opitieve x~as maken, licn heeft

tgx g = my; texX 5, = m, ; dus tgx= g (f>< -»"%)
Dij evenwijdige stand is ~ = 0, dus my = Iy, zoals ook dlreot duid&
1ijk is. Dij loodrechte stand 1s or=7F, dus mym, + 1 = 0.
Opgave 1. Depaal de afstand van het punt I(1,2) tot de rechte £
3x + 4y = 5. Bepaal ook dc¢ vergelijking der loodlijn m uit P op 'f.
Bepaal het snijpunt S ven m cn fen leat zicn dat de aistand I'0 golijk
is aan de al ecrder gevonden afstand. Thans geen wij in het algemeoon
de ondcrlinge lipging van twee rachten f ~f. met vergelijkingen

a;x + by + oy = 0(1i=1,2)
na. 7ij beschouwen om hun snijpuntcn op %o spercn de matrices

mz“m1
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1” §a1b ©1
A=} ] en B 1 .
| ay by
1% Heoft A do rang 2, dan D ool ¢n dan vindt men 1 snijpunt.
aq by
In dit gzeval is £ O.
a2 b2 !

j o0 Heaoft 4 de rang 1
;11‘
(dus lar bo | = 0), dan kan B dec rang 2 bezitten. Iun dat geval
- hebben de rechten geen snijpunt. Dit ftrecdt dus op als

a; 3 ay =by ¢ b, £ 04 : Ope
2-1 1

3° Hebben A en B beide rang ¢één, dan hecft men o = 00  @#inljpunten.

In dit geval is a b1 : Coy zodat dan dc¢ rcchten sa-

1 8% = 4
neuvallen.

71ij zien dus dat behalve in geval 20, twee rcchiten steeds cen snij-
punt hcbben. Het is dwidelijk dat wij ons van dit uvitzonderingsgeval
wensen tc ontdoen. Hicrtoe zullen wij nicuwe punten aan het complexe
suvelidische vliak mocten tocvocgen, dic als gndijpunt kunncen dienen van
twee rechten, dic in geval 20 vorkercn (dat zijn, zoals mcn gemekkelijk
inziet, evcnwijdige rechtcen). Recds cerder hebben wij ons §§Pied uit-
gebreid, n.l. toen wij cr punten mét niet reele coordinaten toevoegden.
De gang van zaken is dus. Uit het z.g.n redle wuclidische platte vlak
ontstaat na toevoeging der niet reele punten het complexe Buclidische
vlak. Voegt men aan dit laatste nog dc hierondcr te beschouwen oncigen--
lijke punten toe, dan ontstaat het complexe projectieve vliak. Had men
aan het recle Buclidische vlak corst de oneigehlijke toegevoegd, dan had
men hct re€le projectieve vliak gekregen; dat na tocvoeging van com-
rlexe punten eveneens het complexe projectieve vliak had opgeleverd.

Het 1s thans onze taak om, vitgaande van het complexc Euclidiseche
vliak, de gewenste uitbreiding hicrvan tot stand tc¢ brengen.

In plaats van getallenparen (x,y) tec beschouwen waardoor in het com~
plexe Buclidische vlak ccn punt is vastgelegd voeren we getallen tripels
(x,y,2) in. 7ij eisen, dat x,y,z, niet allen gelijk zijn aan nul. e
noemen twee tripels (x,¥,2) en (' ,y',2') gelijk als x : X' =5 . y'
=%z : z', dus als hun elementen cvenrcdig zijn. Verder identificercn
we met ecn punt (x,y) in het complexe Zuclidische vlak hot #ipcl
(x,y,1) of alle er aan gelijke tripels. Bij ccn punt (x,y) behoren dus
alle tripcls van de gedaante (4x,ty,t), waarin t 4 O. De verzameling dex
punten van het Euclidische platte vlaek (derhalve dit vlak zelve) be-
hoort dus tot (is een declverzamcling van) de verzameling dcr hicrboven—

bechouwde tripels. Lchter behoort omgeliecerd niect bij ieder .tripel
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{x,¥,2) con punt in het complexc Duclidische vlak. Is z £ 0, dan corres-
pondecert dit tripel, dat men ook l:an schrijven in dc gedaante (§ » 1)
met hot punt (-~ 3), maar is z = C, dan bestaat cr geen punt (p,q)dat
met het tripel (x,y,O) corrcspondcert, want men heeft dan p.x=q:y=1:0,
dus x=y=0, maar ih het gepeven tripel (x,y,0) zijn volgens afspraak
niet alle olementen nul. llen is gcewoon de getallen x,y,z, waaruit een
tripel (x,y,z) is opgcbouwd, dc homoycnc coordinaten van ecn punt te
nocmen in het projcecticve nlatt. vlalt.

Zvenmin als het megelijk is om in het recle uueclidische vlak de
complexe punten aan te ;evdn, kan men crin o onvigenlijke punton aan-
geven.

Deschouw cchter de rcchte y = 2x ¢n bekijk ce hicrop golegen rij
punten (2,1); (20,10) ; (200,100); (2000,1000);..+, dic wij in homogene
coordinaten kunnen asnceven met (2,1,1); (2,1,C.1); (2,1,0.01);
(2,1,0.001);... licn gict dat de dcerde coordinaat nadert tot nul, hot-
scen rceden is om te zeggen dat de bijbchorende puntcn nadercen tot het
oneigenlijke punt (2,1,0). Men zict dus, hoc mon dit zou mouten™inpas-
sen' op onze rechte: Iecder op de recchtc gelegen punt heeft de eigen-
gchap, dat zijn afstand tot O klceiner is dan dic van het oncigenlijke
punt tot O. 7ij mecrken op dat wij evencens tot dit oncigenlijke punt
nadcrcn door de rij punten (-2,-1); (-20, -10); (-200,-100);~v.. tec
besehouwen, welke in homogene coordinaten de pedasante (+2, +1, -0.1);
(2,1, ~0.01); ... bezitten. Dat de rechte y = 2x maar écn oncigenlijk
punt bezit, zullcen wij zo meteon in c¢cn ander verband inzicine

Jerst merken wij op, dat allc oncigenlijke punton gekenmerkt worden
door z=0, dus door ccn vergelijking van de eorstc yraad, dic homogosn
is in dc veranderlijken. Dit is de reden dat mon geght dat dc oneigen-
1ijke punten op €én rcchtc, dec oncisenlijke rochte . cnaamd, gelgen zijne.
Ock is n.l. dc vergcelijking van cen willekeurigce rochte: axtby+e=0,
in homogene codrdinaten geschreven, vun doe cersgtc graad want dan dicne
mcn, zoals boven is asngetoond, x ¢n y resp. te vervangen door 5 on X
waarna dc vergelijking na vermenigvuldiging met z de homozenc gedaunte
van de¢ cerstec _raad ax+by+cz=0C aannccmt. Door die vermenigvuldiging
is inzcvocrd z=0, dus juist het op de¢ rechte gelegen oncipgenlijke punt,
dat in hot Suelidische vlak uitcraard nog nict tot de rcehte bihoorde.
~ij kunncn nu ingicn dat cen willclkourige rechte ax+by+e=0 (a cn
niet beide nul) slechts één oncigenlijk punt bezit. Immcrs in homogenc
coordinaten luidt dc vergelijking der rcchte ax+by+ez=0 cn om daarvan
oncisenlijke punten to vinden moct men het stelscl
ax+by+cz=0.
{ z=0,
oplosscn.
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bc
§§Vun det stelsel ig daar a cn b nict beidc nul
011
zijn, zclijk aan 2, dus het stebkel hooft cen ovplossing.
"pnst men in het al.ocemceen hot saijpunt tc bepalen van twee willckeou-
rige rochten
§a1x + b1y teuz = 0

De rang der matri%a
0

asx + bgy t 2 = 0

dan mcrke nen op, dat men stecds één punt vindt, zodra dc cocfficicnteon
natrix dc¢ rang 2 hecit. Is dic rang cchicr 1, dun vallcn, zecals men
semakltelijk ingict, dic rochten samcn. 771 morken nog cven op, dat men
d. gevoonte heeft alle tripels ovenrodig met coen bepaald tripel (x,y,z),
identick te verklarcn bij het beschouwen van o_lossingen van homogene
vergelijkingen en verder het dripel (0,0,0) nict toc te laten. chter

is hetzelfde het goval met het aangeven van c¢cn punt in homogenc coor—
dinatcn, zodat indcrdaad met één oplossing ven het beschouwde homogene
stelsel juist één punt corrcspondcert. Ook in het zeval 20, het uifgangs-
punt hicrboven, hebben dc twee begchouwde rechten één snijpunt. Dat punt
moct dus cen nicuw ingevoerd punt zijn. Inderdaad hecft men in dat geval

f 8, =b, b, £ c, & ¢, voor hct snijpunt

ToECNS a 2

1 2

:1 ) “ - (b1c2 - b2c1) : (c1a2 - c2a1) : O
2 Y2 G
Twee cvenwijdige rechten hevben derhalve cen oncisenlijk  snijpunt.

7ij kunncn dus voortaan mcet homogenc codrdinaten,dus in het complexc
projecticve vlak, -rerken cn gien dan dat twee verschillende rechten
stoeds econ punt goemeen hebben. lict recle Zueclidische vlak is voords ccn
declverzameling van het comploxe projcctiq%lak.

Ock in het projeetieve platte vliak is de bewering juist, dat door
twee verschillende punten één rechtc bepaald wordt. Immers door dc
punten P1(x1,y1,z1) en Pg(xz,yg,zg) gaat deo rcchtc ax+by+ez=0 als seldt

X .y : 20 3

ax, + by1 + Czy = 0
2 aX, + by2 + cz, = 0.
Uit de laatstc dric rclatics volgt na climinatic deor homogecn crin optre--
donde onbekende coéfficilnten a,b cn c
|x ¥ =
de relatic :x1 ¥q 34
X5 ¥o zé
licn merke hicraan op, dat voor eigenlijke punten (waarbij Z, 24 en 2z,
se¢lijk aan 1 B¢ maken zijn) deze rolatic overgaat in cen al eerder ge-
vondenc. 0ok kan men aan deze vorgelijking (dic van dc cerstc _raad is

ﬁO.
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in X,y ¢n 2, dus con rechte voorstelt) dircet zien, dat de crdoor be-
paaldc rechte door het punt ?1 gaat, want vervangt men crin dc onbeken-
den (x,y,z) door dc coordinaten van het punt PT’ dan krijgt dc¢ beschouw-
de determinant twee gelijke rijen cn is dus gelijk saan nul, Evenzo zict
men dat dic rcchic door het punt Pg(xg,yz,zg) gaat,

Aan de determinant is nog vecl mecr te zicn. Daar de waarde crvan nul
is, is de eerste rij ecn lincaire combinatic cer 2¢ en 30 rij, dus
(2) x = Ax1 + MXy; ¥ = }\.y1 +/A Y55 B =dz, + Mz,
ilen kan deze rclaties, die ons de coodordinaten van ecn willceckeurig punt
der verbindingslijn der punten (x1,y1,z1) cn (x2,y2,z2) leveren, ook
uit het al corder gevondene afleiden voor cisenlijke punten, want men
had tocn
(3) x = "X Xy oy o ATy AT,
lion merke op dat hier sprake is van dc punten (x,y), (x1,y1~ ) en
(xe, yz), dus in homogenc coordinaten (x,y,1), (x1y1,1) cn (xz,y2,1).
Voor dc nocmers A + M schrijve men \21 tMz, Cn vai het punt (x,y) =
= (x,y,1) mag mcn dan alle coordinaten vermenigvuldigen met .X‘*,~L~
'Kz1 + 4z, waarna juist de voorstelling (2) is tcruggevonden. 0ok in
het geval één der punten P, <n P, oncigenlijk is, geldt (2) natuurlijk.
In het geval men van cigenlijke punten (x1,y1) cn (x2,y2) uitgaat, vindt
men, als A +M = 0 is (juist hot geval dat wij vrocger mocsten buiten-
sluiten), ccn oncigenlijk punt. Hicrmede is dus alwcer cen uitzonderings
geval voor de¢ geldigheid van cen formule opgcheven door het invocren
van homogene coordinaten.

Men schrijft de relatic (2) ook wel in de gedaantc P ==>\P1 +MPg,
waarbij het dan de bedocling is, dat deze betrckking voor elk der coor-
dinatcn der beschouwde punten geldt. In het Luclidische vlak hing de
verhouding A /' samen met dc dcel¥erhouding PPy : PPy, waarin hct punt
P het lijnstuk P1P2 verdceldc. Het begrip deelverhouding heeft, zoals
later zal blijken, in het projecticve plattc vliak geen zin (cvenmin als
b.v. de begrippcn afstand c¢cn hock). Ecn ander begrip dat in hot projce-
ticve vlak wel zin hecft cn dat wij thans algeast willen nocmen, is het
begrip dubbelverhouding. Jeschouw op c¢cen rechte vicr punten P P1 P2
en P%. Z2ij P=2 Py +MPs; P 3 = 2 +0“P2. Dan definicert men het quotient
}r als de dubbulverhoudlng der vicr punten cn mon schrijft kortweg
(P1P2P3P) : ﬁ. Later gasn wij hicrop verder in.

Zvenals w13 thans aan de¢ punten dric homogenc codrdinaten hebben
gegeven, kunncn wij ook aan de rochten dric homogene codrdinaten goeven.
Immers een rcechte ax + by + ¢z = 0 is bepaald door harc cotfficicnten,
waarbij mcn weder opmerkt, dat men indicn deze cocfficicnten allen
worden vermenigvuldigd met conzelfde van nul verschillend getal, dezelf-
dc¢ rechte tcerugvindt. De getallen a,b,c nu kunnen dus dicnen als homogenc
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genc coYrdinaten van cen rechte, &l hebben zc, zoals blijken gal, ge-
heel anderc cigenschappen dan dc homogcne coordinaten van ccen punt.
ien is veclal gewoon de homogcne codrdinaten van cen punt aan te duiden
met (x,y,z) of (x1,x2,x3) of (xo,x1,x2) waarbij mgﬁain het twecde goeval
voor het getal z de aanduiding X3 gcbruikt. Dij de schrijfwijze is het
cetal z, thans geschreven als Xy vooropzezet. Do coordinaten van cen
reehte geeft men veelal acn met (u,v,w), (u1,u2,u3) of (uo,u1,u2). wij
zullcn ons voorlopig, om dubbelzinnighoid tc voorkomen, bepirken tot
de cerste on trecde schrijfwijse. ”
Opgave 2. Bepaal het snijpunt van de rechic door de punten (2,3,4) en
(1,0,1) met d¢ rechte (2,3,4).
Orpave 3. Dercken de hock die dc rcechte door de punten (2,-1) en (1,2)
maalt met de rechte door het punt (4,2), dic loodrcecht staat op de rech-
tc 6x + 3y = 8..
COpgave 4. Bepasl de vergelij'ing der biscetrices van de rcchten
3x + 4y =7 en 12x + 5y = 10
Opgave 5. Duschouw cen A .BC mect hockpunten (-7,0), (7,0) ca (2,12).
Bepaal de ceordinaten van het hoogbepunt, het zwacrtcpunt, het middcl-
punt van de¢ oBgoeschreven cirkcel cn het middelpunt van de ingeschreven
cirkel. |
Opgave 6. Bepaal dc afstand van h.t snijpunt der pechten 3x+2y=7 cn
x-y=6 tot dc¢ loodlijn uit het punt (1,7) op dc rcchte 8x+15y=16.
Opgave 7. Bopaal de vergelijking der rcchtc door de punten (xo,yo,1)
en (1,m,0). len mecrke op, dat het rcsultaat overcenstemt mct hoetgeen
men had govonden bij het bepalen van de rechtc door (xo,yo) met rich-
tings-cocéfficicnt m. Het geven van cen richtingscoeéfficicnt m is blijk-
baar acquivalent met het ciscn dat cen recht. door het oncigenlijke
»unt (1,m,0) gaat. (Reken dit na). De stclling dat door ecn punt T
één rechtc gaat, dic cvenwijdig loopt met cen gepoven rechte (dus de
richting dicr rcchtc heeft) is in het projecticve vlak nicts anders dan
ccn byzonder geval van de bewering, dat door twee verschillende punten
één cn slcehts één rcchto gebracht kan wordcn.

Door het snijpunt der rechien 81 (u1x+v1y+w1z = 0) ¢n 52 (u2x+v2y+wzzu
= 0) sact ook icderc rechte van dc gedaante \{1+,b‘€ o1 de.w.z., icderc
rcchte met coordinaten (3 Uy S0y, '}v1+,4av2, ’Aw1+,u,w2), want dit punt
voldoet aan VXV, YW T = 0 cn aan UsXHV Y+, s = 0, dus o0k can

](u1x+v1y+w1z) +/u.(u2x+v2y+w22) = 0.
Lvenals ceon willckeurig punt P der verbindingsroechte van twee punten
P, on P, de schrijfwijzc P = 31P1+1A¢P2 toclict, is ecn willckourige
rechte 4 door het snijpunt van twee rechten f; cn '62 tc schrijven in
de godaante £ = A€ 4* # £ 5o lien kan nu ook aan 4 rechtcn {"1,52,{;011

» &eendo door één punt, cen dubbolverhoudinz tockcmnen, waarvoor men
vindt
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(e-gfg)-—:k‘:%,als €=A€+,u€~€ 814-0“@
Zij . ovraqu dc rcchte door het punt (a b c), le gaat door hct snij—
punt der rechien u1x+v1y*w1z = 0 cn u2x+v2y+wgz = 0, t¢ bepalen dan
morken wij op dat dege von de _edeaante

A (u, x+v1y+w1ﬁ) +}&(u XHY oy, z) =0
ig cn daar zij door het punt (a,b c) mout goean, dicnen de gotallen

A cn i o voldc:n aan

A 1+v1b+w1c) + 4(u u+V2b+W20) = C.

“liminatic van A cn Ahieruit levert ons dircet de gezochte vergeli jking
W, X+, Y+ o Uy XAV 5 Y7, 2

u1a+v1b+w1c u2u4v2b+ﬂ2

Zen aanteal dor bovengevonden rosulitaten over puntoen cn rechten heb-
ben coun merkmaardige overcenkongt, dic men dueliteit nocmtb.
Zen punt heeft dric homogone coor- wen rochte heoft drie homogonce
dinaten (x,y,2), dic men dc homoge- coordinaten (u,v,w), dis mcn homo-
ne »unt codrdinaten nocms. gence lijncodrdinaten nocmt,

Door tweo verschilleunde punten zeat '0p twes vorschillende rechton lipt

¢én richte. iéen punt .

4lk punt op dc rochte door twee iﬁlke reechte door het snijpunt van

punten P1 ¢n P2 bezit de gedacate ‘twcu rccehton —91 en ‘i bezit de
?\P1+/AP2. !gcdaantb NE 4% at’

gdlho rcehie bczit cvn vergelijking
'van dc corste graad in punt” coor~
dlnatvn.

Om bij do 4° buwrering dc corrusponderende bemering linls te runnen bij-
gehrijven gonn wij de betckenis na dicr bewering roechts. Dose luidt:
w1k punt op ecn rechie £ hncoct runtcodrdinaten, <ic voldogn a.n eun
vergelijking van de cerste jracd. “at weten wij celiter over @lle rocchten
dic door con geseven punt T(o,b,e) gaant 2ij ux+vy+mz = O zo'n rcchio.
Den voldoen de lijnecoordincoten (u,v,=) dizr ruchic oo uotvb+re = 0

of avtbv+ew = 0, dus do liji coordicatun van con willckeurige rcechie
door ccn punt P voldocn an con vergelijking ven 4 cerste sraad, cn-
ders gezend: Lon willckoeurip punt T bezit in 1ijncoordineten cen ver-
calijking van de cerste graad. Van dc rechtc 2x+3y+4z = O zijn de lijn-
coordinaten (2,3,4); z0 blijkt ons thans het dualce resultact. Van hot
punt met punteoordinaten (2,3,4) is de vergelijhing in lijnooordinaten
2ut3lvidw = Q. |

Ops.8. Bewijs dat de vergelijking van ecn punt, golegen op de rechte
door d¢ puntoen a1u+b1v+c1w = 0 on a2u+b2v+azw =.0 do ,cdaantc
)(n1u+b1v+c1w)~+/L(a2u+b2v+czw) = 0 begzit.

0p.»9, Bemijs dat do vergelijking van het snijpunt der rochten
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(uqyvy,7y) on (05, Vp,7y) 1uidt uy vy Wyl = O
| M2 Vo Wzi
Tot slot goven wij nog cnkcle bifzoficrheden. g
Men neemt vier puntén (vicr rechten) harmonisch, als hun dubbelverhouding
selijk is acn - 1.
Bijvoorbecld: Zijn gogeven de cigenlijke puntcen Pq(x1,yﬂ) en
Po(%y,¥,), dan is de dubbclverhouding (PP, M) =~ 1, dus Py,Py,H en
0 vormen cecn harmonisch vicrtal, als men ondcr M vorstaat het midden .
von et lijustuk P1P2 cn onder i/ hoet oncigenlijke punt der rechte P1P2.
Opg.10. Bewijs dite
Def, Mon moemt de rochten met richtingscocfficiont i of -~ i isotroop.
Opg.11s Bewijs dat de volgende'vicr rcchicn door O cen harmonisch vicr-

f=s

tal vormen: cen rcchte y = mx; de loodlijn crop y = - —x; d¢ isotrope

=]

rechte y = ix en de isotropc rechic y = -ix

Uit do laatste opgaven ziet mon dat de uit do gewene mootlun®EXBEEEip-
pen als loodrocht en midden ook tc definicren zijn met behulp van het
boorip dubbelverhouding. Het is dan ook dit begrip dat in de projectie-
ve mectkunde cen fundamentelce rol spcelt.

Opg.12. Bepaal de vergelijking der rechte die het snijpunt van de
rechten n, en m, verbindt met dat van de rechten ny en m,. Heeft m;

de vergelijking

W XAV, YW 5 = O (i =1,2,3,4),
herleid dan de gevonden vergelijking tot de gedaante
fug vyoow, (vw)34 x{
}uz Vo Vo h(wu)34 o 0.
f i
r(uv)34 2y

Opg.13. Beschouw drie punten 4(1,0,0), B(0,1,0) en C{0,0,1). Xies op

AC een willekeurig punt P en op BC een willekeurig punt Q. Laat de

verbindingsrechte van C en snijpunt van PB en AQ de rechte AB snijden

in T. Zij verder S het snijpunt van PQ en AB. Bewijs dan, dat de pun-

ten A,B,T en U een harmonisch viertal vormen.

Cpg. 14. Op de rechthoekszijden AB en AC van een rechthoekige driehoek

ABC beschrijft men buitenwaarts de vierkanten ABDE en ACPG. Bewijs,

dat de verbindingslijnen CD en BF elkaar snijden in een puht, dat ge-~

legen is op de hoogtelijn AH op de hypotenusa.

Opg.15. Gegeven zijn drie hiet door een punt gaande rechten my, m, en
m3. Bepaal de meetkundige plaats der punten, waarvan de afstanden tet

twee dier rechten samen gelijk zijn aan de afstand tot de derde rechte.

Opg.15. Beschouw een vierhoek ABCD waarvan de overstaande'zijden AB en
- CD elkaar snijden in S en de overstaande zijden BC en DA elkaar snijden
"in T. Bewijs, dat de middens van AC,BD en ST op één rechte liggen.
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Opg. 17. TBewijs dst drie rechten (u1,v1,wﬁ), (uz,vz,wz) en (ua,v3,w3)
dan en slechts dan door één punt gaan als
WV, W,
UspVoWo| = 0
ULV Wy
is.
Opg. 18. Wij vonden dat een punt Pa(x3y35 ) dan en slechts dan op de

rechte door P (x1,y1,z ) en P (x2,y2,z ) ligt, als
| %4942

is.
Voor eigenlijke punten luidt deze relatie in niet-homogene codrdinaten
X494 1
Xo¥ 5 1{=0.
X393 1
Het linkerlid van degze uitdrukking heeft ook een betekenis voor het geval
dat P1,P2 en PB niet collineair zijn. Men bewijze nl. dat die determi-
nant, afgezien van het teken gelijk is aan 2maal de oppervlakie van
AP PZP . Dit bewijs is rechtstreeks te leveren of door deze oppervliak-
te te berekenen a&s,gP1P2 d, waarin d de met de normaslvergelijking

van Hesse te vinden afstand van P3 tot de rechte P1P2 voorstelt.

§11. Krommen in het projectieve vlak,

Beschouw een algebraische kromme, dit is de vergameling der punten
{x,y), waarven de codrdinaten voldoen aan een betrekkingf{x,y)a 0 en
waarbig {(x,y) een gehele rationale uitdrukking in x en y voorstelt.
Het is duidelijk dat wij door x en y te vervangen door—§~ reep.~%— na
vermenigvuldiging met een geschikte mscht van 2z een homogene vergelijking
P (x,y,z)= 0 vinden, die van dezelfde graad in x,y en z is alsdp(x,y)
in x en y. Men heeft dan weﬂens de hemogenlteit van ¥

¢ (x,y,2)= 2% p(E- 1= " { (3-,-L).

Wij zien tevens, dat voor z= 1 gevonden wordt g{x,y,1)={h(x,y), zodat
men door in q{ X,¥,2) de cobrdinaat z gelijk aan 1 te stellen, de functie
f(x,y) terugvindt.
Ieder eindig punt (x,y,z), dat ligt op de kromme ?(x,y,z)m 0, ligt even-
eens op de oorspronkelijke kromme. De nieuwe kromme bevat echter nog meer
punten dan de oude, nl. die punten waarvoor z= 0. Wenst men derhalve
de oneigenlijke punten der nieuwe kromme te vinden, dan diene men degze
te snijden met de oneigenlijke rechte z= O. Men heeft dus op te lossen
het stelsel

%?(xmz)z 0 | 5

z= O
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Nu is*?(x,y,z) te schrijven in de gedsante an+an_1z+...+aozn, waarbij
de grootheden a, wegens de homogeniteit vaniﬁ(x,y,z) homogene veeltermen
in x en y zijn van de graad V (VY =1,..,n). Wij kunnen dus in plaats van
het bovenstaande stelsel volstaan met het oplossen van het stelsel

? a,(x,y)= 0

z = Q.

Hierbij zien wij, dai de cobdrdinaten (x,y,0) der oneigenlijke punten
van de kromma&p(x,y,z): 0 bepaald worden door an(x,y)= 0, dus door nul-
stellen van het hoogate graadsgedeelte in x en y van!?(x,y,z) of door
nulstellen van het hoogste yrasdsgedeclte van;[(x,y). Men zegt vaak kort-
weg, dat men door het bovenstaande de oneigenlijke punten der kromme
F(x,y)= O heeft bepeald.
Vb. De oneigenlijke punten der rechte y= mx+n vindt men uit
y=mx 3 z= 0 3 dit is dus het punt (1,m,0).
Opg. 1. Eepaal de oneigenlijke punten van de
= ‘ Kegelsnede x2~2 xy+y2+3x-?y= 10.

parabool yé: 2px o
X
hyperbool ~;§- - {%E = 1.
2 2
> x . —
ellips a2 +f§§— = 1.

In het laatste voorbeeld vinden wij een kromme met complexe oneigenlijke
punten. Dit doet zich veelal voor bij geheel in het eindige gelegen fi-
guren,

Onder een asymptoot van een kromme verstaat men de rasklijn aan
de kromme in één van haar omeigenlijke punten,

Zij gevraagd de asymptoten te bepalen van de kromme

x2-4xy+3y2+2x~8y~10= 0,

dan bepale men eerst haar oneigenlijke punten, waarvoor men vindt
(3,1,0) en (1,1,0). Wij trekken eerst een koorde der kromme door het ene
oneigenlijke punt (3,1,0), d.i. een rechte met richtingscoefficient %—

dus met de vergelijking y=§x+n, waarin n willekeurig is. Vervolgens bepa-
len wij het getal n zodanig, dat het tweede snijpunt van deze rechte
en de kromme eveneens in (3,1,0) valt. Nu vindt men dit tweede: snijpunt
bv. door substitutie van y= §x+n in de vergelijking der kromme, hetgeen
- meteen homogeen geschreven -~ oplevert

—xm(23+%) + (3nz~8n~10) z%= 0.

Het ene anijpunt van rechte en kromme is dus z= 0 ; y= 1 x, dus (3,1,0),
zoals wij al wisten. Het andere voldoet aan —x(2n+§)+z(3n2~8n-10)= 0
en wil dit oneigenlijk zijn, dan moet dit neerkomen op 2= O, dus moet
gelden n= -%. De rechte y= %« X - % is dus de gezochte asymptaot.
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Opg. 2. Bepasl - de andere asymptoot der beschcuwdezkrommg.

Opg. 3. Bewijs dat de asymptoten van de hyperbool——E —13 = 1 elkaar
snijden in het middelpunt van die hyperbool,
Opg. 4. Bepaal het snijpunt der asymptoten van de in opgave 2 beschouw-
de kromme en laat zien dat dat het middelpunt is van die kromme.
Opg. 5. Alle cirkels van het platte vlek bezitten dezelfde twee onei-~
genlijke punten. Nen noemt deze punten de cirkelpunten van het platte
vlak. Toon aan dat deze punten liggen op de isotrope rechter door’een
willekeurig eindig punt van het platte vlak getekend.
Opg. 6. Toon aan dat de verbindingsrechte van een brandpunt van een el-
lips (hyperbcol of parabool) en een der cirkelpunten raakt aan deze el-
lips (hyperbool of parabool). > 2

Opg. 7. Men noemt de op de korte as der ellips 55 + 12 = 1 gelegen pun-
a b
ten (0,ci) en (0,-ci) wel de imaginaire brandpunten der ellips ;

bewijs dan dat de som der afstanden van eecn willekeurig punt van
de omtrek der ellips tot deze beide punten eveneens constant is.
Opg. 8. De brandpunten van een ellips gijn de 4 snijpunten der 4 rask-
lijnen, die men uit de cirkelpunten aman de ellips kan trekken. (verg.
opg. 6.)
Wij veanden vroeger een kenmerk om uit te maken of een kromme met verg.

2 2

ax~+2bxy+cy +dx+ey+f= 0

een ellips, hyperbocl of parabool voorstelt. Lettende op het in opg. 1
gevondene kan men deze 3 typen kegelsneden ook definieren als krommen van
de 2° graad, die 2 toegevoegd complexe, 2 reeele verschillende of 2 sa-
menvallende snijpunten hebben met de oneigenlijke rechte. Vatten wij deze
karakterisering in het oog, dan ziet men dat men bij bovenstaande verg.
van de tweede graad slechts behoeft uit te maken hoeveel snijpunten er
te vinden zijn met z= nggghls wij zagen, beslist wordt door het aan-
tal nulpunten van het hoogste graadsgedeelte

ax2+bxy+cy2,
en dit wordt weer beslist deor uit te maken of D= b2—4ac positief, nul
of negatief is, geheel in overeenstemming met het in §5 gevandene.
Wij bepalen thans het aantal snijpunten van een willekeurige rechte en
een kromme van de graad n in het projectieve vlak. 2ij de vergelijking
der kromme in homogene codrdinaten f(x,y,z)= 0, waarbij de uitdrukking
f(x,y,z) homogeen is en van de graad n in de variabelen x,y en Z. Wij
gaan nu ons assenstelsel zo wijzigen (verschuiven en draaien) dat de
nieuwe X-as samenvalt met de gegeven rechte. Deze transformatie is vr
de gedaante

Nhg &%
!
N1><NI><
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dus van de gedaante

{’ P”«”f = X":’JCK “‘YS-::«W +- 2 Z

ey = X sinx +Y covex t £2

t pz = -
waarinfyeen willekeurige evenredigheidsconstante voorstelt (immers x,y
en z zijn, evenals X,Y en Z op een factor na bepaald). Men ziet gnmiddel-
lijk in dat hierdoor de vorm f(x,y,z) overgaat in een vorm F(X,Y,2),
die eveneens homogeen en van de graad n is. De snijpunten van onze krom-
me en de gegeven rechte (dus de nieuwe X-as) voldéen aan

{ (X,Y,2)=0
g Y = 0.
Substitutie van Y= 0 in de vergelijking P(X,Y,Z) = O geeft ons voor de
verhouding X ¢ Z juist n waarden, die bepaald worden door een homogene
vergelijking van de graad n in X en Z. Wij vinden zo juist n snijpunten
van de gegeven rechte en de gegeven kromme, waarvan er eem aantal kan
samenvallen, (in welk geval raking kan optreden). Men merke op, dat het
heel goed mogelijk is dat een der wortels der homogene vergelijking in
X en Z het stel X= 1; 2= 0 is, zodat men dan een oneigenlijk.snijpunt
van kromme en rechte vindt.
Bv. De kromme xy= x+1 en de x—-as hebben één ecigenlijk en één oneigenlijk
snijpunt nl. (-1,0) en (1,0,0).
Het enige geval dat wij nict op deze wijze kunnen behandelen is het ge-
val, dat wij het zantal snijpunten van een kromme en de oneigenlijke
rechte wensen te vinden, want wij kunnen het cobrdinatenstelsel niet zo
verschuiven of draaien dat de x~as met de oneigenlijke rechte samenvalt.
Dit geval is echter vroeger al beschouwd, want wij vonden al dat wij om
deze snljpunten te bepalen, het hoogstegreads gedeelte van de vergellj-
king der kromme nul hadden te stellen en 4it geeft ons juist een homoge-
ne n® graadsvergelijkingléx en y, waaruit in het algemeen n waarden x:y
volgen, zodat wij n snijpunten (x,y,0) vinden.
Wij zien dus dat een kromme van de graad n en een rechte in het algemeen
n snijpunten hebben, Wij gebruiken hierbij de uitdrukking "in het alge-
meen" omdat het kan gebeuren, dat er meer snijpunten zijn (minder snij-
punten zijn er zeker niet, mits men maar de meervoudige snijpunten meer-
voudig telt) en wel in het geval, dat de rechte deel uitmaskt van de kron
me. Zo vindt men dat de kromme xz-yza 0 met iedere rechte twee snijpun-
ten heeft, afgezien van de rechten x=y en x= -y, die geheel tot de krommc
behoren en er dus %oneindig veel™ snijpunten mee¢ hebben.
Opg. 9. Bepaal de oneigenlijke punten van de lemniscaat
(x°+y%) %= 22%(x%-y%).

Bepaal eveneens de snijpunten van deze kromme met de rechten y= x en
y= ix.
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\ §12. De cirkel.

Zoals wij zagen onderscheidt zich de cirkel van de andere krommen van de
tweede graad door het feit dat in zijn vergelijking het tweedegraadsge-
deelte van de gedaante x2+32 is. Dit houdt in, dat alle cirkels dezelf-
de oneigenlijke punten tezitten.
Opg. 1. Bewijs dit. Welke punten zijn dit?
Uok het omgekeerde is waar, nl. dat een kromme van de tweede graad, die
door de cirkelpunten gast, een cirkel is. Wij beschouwen thans de verg.

a(x2+y2)+2bx+2cy+d= 0. i
Om te bereiken dat deze onder alle omstandigheden een cirkel voorstelt,
hebben we behalve cirkels met reeele straal ook cirkels met imaginaire
gtralen of een straal nul in te voeren. Dit is reeds vroeger geschied.
Echter is het geval a= 0 thans ook toelaatbaar. Maken wij de vergelijking
ecrst homogeen, dan zien wij dat dit leidt tot

2bxz+20yz+dz2= 0
dus tot fwee rechten, nl. de oneigenlijke rechte en de rechte 2bx+2cy+dz=
= 0, die in het geval b=c= 0 eveneens de oneigenlijke rechte kan zijn.
In dit geval krijgen wij de dubbel ge%telde oneigenlijke rechte, die
tenslotte ook onder de cirkels gerekend moet worden als we de definitie
gebruiken dat cen cirkel een figuur ven de tweede graad is, die door
de cirkelpunten gaat. Met het bovenstasnde is tevens de omkering van
deze bewering bewezen. (Ga dit na!). '
Een willekeurige rechte ax+by+c= O is dus steeds tezamen met de oneigen-
lijke rechte als een cirkel te beschouwen en wel de cirkel axz+byz+czz=0.
.« Van groot belang zijn de nulcirkels. De vergelijking van de nul=-
cirkel,dit is de cirkel met straal nul, die de oorsprong tot middelpunt
heeft, luidt x2+y2= 0, dus x+iy= 0 en x-1y= 0. Deze cirkel is "ontaard"
(gedegencreerd) in de twee isotrope rechten door de oorsprong. Inderdaad
heeft c¢lk eigenlijk punt (t,it) van de isotrepe rechte y= ix een afstand
nul tot de oorsprong. Het enige recele punt van een nulcirkel is zijn
middelpunt.
Wenst men een cirkel te bepalen die gaat dcor drie punten Pr(xa,xi)
(r= 1,2,3), dan moeten de homogene coefficiénten a,b,c,d in de verge-
lijking van de cirkel

a(x2+y2)+2bx+2cy+d= 0

zo worden gekozen dat

a(x12+y12)+2bx +2cy,+d= 0

1
2 2‘ ner et
a(x2 +¥,°) 42X 4207 5+d= O
2 2 D Dy -
a(13 +y3 )«&bx3+cuy3+dm Q.
waaruit door eliminatie voor de gezochte vergelijking direct wordt gevon-
den
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x?+y2 x y 1

2.2
IR PRSI ST .o,
¢ 2 -
%xez+y2 x2 Io 1
i 2
37y X3 3

§x2+y2 Xz vz 72 ?
N SO ;
Xt Xy VgBp %t T
A

Wij zien hieruit dat decor 3 collineaire punten nu cok een cirkel gaat-
bij ontwikkeling van e:n der gevonden linkerleden ziet men, dat dan de
minor van x2+y2 gelijk is aan nul, zodat men iets vindt van de gedaante
&Xz{Byz+sz= 0, hetgeen juist voorstelt de rechte door de drie gegeven
punten, sangevuld met de oneigenlijke rechte.

Dat een cirkel door 3 punten bepaald is, vindt zijn ocorzask uiteindelijk
daarin det in de vergelijking van de cirkel 4(=3+1) homogene coefficien-
ten optreden. Zo is een rechte, waarvan de vergelijking 3 homogene con-—
stanten bevat, bepaald door 2 punten en een willekeurige kegelsnede, waar-
van dc vergelijking, naar wij vroeger afleidden, 6 homogene coefficien-
ten bevat, door 5 punten. Een willekeurige kegelsnede is dus bepaald
door 5 punten; door de eis, dat twee dezer punten de cirkelpunten zijn,
wordt decze kegelsnede een cirkel, die derhalve door 5-2= 3 ﬁunten be-
paald is.

Wij geven ook een betekenis zan de uitdrukking x12+y12+2bx1+20y1+d voor
een punv (x1,31) dat niet op de cirkel x2+y2+2bx+20y+d= 0 ligt. Hiertoe
gaan wij uis van het begrip macht van c¢en punt P ten opzichte van een
cirkel met middelpunt M en straal R. Men verstaat onder de macht m van

P t.o.v. cirkel M de uitdrukking m= PM°-R°. Het is evident dat m= O voor
punten P op de cirkel, zodat het vermoceden rijst, dat m wel eens gelijk
zou kunnen zijn aan de beschouwde uitdrukking, die cok nul is voor pun-
ten op ¢e cirkelomtrek. Inderdaad is dit het gevél Het middelpunt van
de cirkel heeft de codrdinaten (-b,-c), terwijl de straal R gelijk is aan
y’b +02-d. Derhalve is PUZ-R%=(x, +0) P (y +0) 2= (0P4o"—d) =

: 2.2
3 r1 ¥y +2bx1*2cy1+d.

1

i

Wij) merken nog op, dat m= PM2~R2 voor punten P buiten de cirkel positief
is en wel gelijk aan het kwadraat van de lengte der raaklijn uit P esan
de cirkel, dus gelijk asn het product PS.PT, als S en T de snijpunten
zijn ven ecn willekeurige rechte door P, die de cirkel in 8 en T enijdt.
Ligt P binnen de oirkel dan is -m gelijk aan zo 'n product PS.PT. In d4it
zeval is m negatief,
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Neast de figuur van punt en cirkel beschouwen wij thans de figuur van
rechte en cirkel. Een rechte y= mx+n heeft met de cirkel x2+y2= R® twee
verschillende of twee samenvallende punten gemeen al naar gelang de door
substitutie gevonden vergelijking x2+(mx+n)2= G een discriminent D heeft
die verschilt van of gelijk is san mul. In het ecrste geval kunnen de .
snijpunten ook toegevoegd complex zijn, in het tweede geval zegt men
dat de rechte aan de cirkel raskt. Dit treedt op als

D= m2n2—(m2+1)GR2+n2)= o,
dus n==* Ri/;é:;‘ Wij vinden dus voor de raasklijn asn een cirkel x2+y2~32
met gegeven rlchtln m, de vergelijkingen

y= mx & B Vm%41.
Dit resultaat kunnen wij o.a. gebruiken om de rasklijn san de cirkel
in een punt P(xoy ) van de 01rkel te vinden. Immers dan moet het getal m
20 bepaald worden, dat y = mX RﬁVﬁ2+1, dus (yo-mx )2 Rz(m +1), dus
=R X(yom-x»x )2= 0, dus m=- i} .

Yo

Opg, 2. Toon aan dat een raaklijn loodrecht staat ep de straal door

het raekpunt. Na substitutie vinden wij dan y-y0=-~;9 (x—xo) dus
' o

6weguns X, +y0

XX YYo= RZ.

Dit resultaat is ook op andere wijze te verkrijgen. Een rechte door het

punt P heeft de vergelijking y=Yo= m(x-xo). Hierin is m de nog te bepa-

len richtingscoéfficiént. Is (x1,y1) het andere snijpunt van deze rechte
met de cirkel, dan is, zoals bekend,

J4=y
M= x1 _xo »
1, ° 2 2 2 2
. 2, 2_n2 2, 2_x2 o 2_
Nu is echter X,"+¥,"= R X, T4y, = R*, dus Yy Y, = Xy Xy ,dus
" 1o 1%,
X17%o IHo

Nedert het tweede snijpunt tot het ecrste, dan nadert de koorde tot een
ragklijn, waarvan d¢ richtingsccefficient gelijk is aan
Lim Xy +X, . Xy ,

X, X, y'I.)"YO yO
waarmede het oorspronkelijke resultaat is teruggevonden.
Wij onderzoeken nu de betekenis van de rechte XX +YY o= R2 voor het geval
dat P niet op de cirkel ligt. Trek uit P de twee rasklijnen aan de cir-
kel, die deze in P1(x1,y1) en Pz(xz,yz) raken (ligt P binnen de cirkel,
dan zijn die rgaklijnen niet re€el, maar dat is voor de redenering geen
bezwaar), De verg. der rasklijn PP1 luidt xx,+yy, = RZ, Daar deze door P
geat, heeft men XX+ o V4= Re, hetgeen tevens betekent dat het punt
P1(x1,y1) ligt op de rechte xx +yy = RZ, Evenzo ligt het punt P, op
deze rechte, zodat de gezochte rechte de verbindingslijn van P1 en P2
vnaratelt Men noemt deze de raaskkoorde vgn het punt P,

./Bewijs dat de reesklijn san de cirkel (x—a)2+(34b)2a Rz'not
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richtingscoeff101ent m de gedaante heeft y-b= m(x-a)=* R'v/m +1.
Opg. 4. Bepaal de vergelqjklng een rasklijn in P(xo,yo) (raakkoorde
van P) aash de cirkel (x-a) +(y“b)2 Rz, voor het geval dat P op (niet op)
de cirkelomtrek gelegen is.

Opg. 5. De verg. der rasklijn (raaskkcorde) van een punt P(x ,yo) aan de
cirkel x2+y2+ax+by+c=0 is te schrijven in de gedeante

X a .b —
xzb+jy0+—g-(x+xo)+-E—(y+yo) +c= 0.

Opg. 6. Bepaal de vergelijkingen der raaklijnen ult het punt (6,5) aan
de cirkel x +y2—2x—4y*3 0.

Opg. 7. 3Bepeaal de vergelijking van de omgeschré; cirkel van de driehoek

waarvan de zijden de vergelijkingen

y= 0; By=15x 3 30x+16y= 15
bezitten.
Bij gegeven punt P(xo,yo) en cirkel C(x2+y2= R2) noemt men de rechte
XX +YY o= R2 de poollijn van P ten opzichte van C. Ligt P op de cirkel,
dan is deze poollijn de rasklijn aen C in P, ligt P niet op de cirkel
den is de poollijn de raaskkoorde van P ten opzichte van C.

Stelling. Als Q ligt op de poollijn p van P ten opzichte van een cirkel
C, dan ligt P op de poollijngvan Q ten opzichte van C. Immers zij
P(x1,y1) en Q(xz,yz), dgn luiden bij ng 2_ Rz) de verg. der rechte
D en g resp. XX +yy,= R” en XX +YY o= R®, en het liggen van P opq 0f Q
op p werdt door dezelfde relatie Xy Xp+¥ 4 ¥ o= R bepaald. Men noemt twee
punten, die aan deze relatie voldoen (dus op elkanders poollijn liggen)
téegevoegd of potlverwant ten opzichte van C.

Opg. 8. Ieder punt van een raaklijn arn een cirkel C is toegevoegd ten
opzichte van het raskpunt. Hiervan is het gevolg dat de poollijn van eecn
punt met de raakkoorde van dat punt samenvalt.

Wij bewijzen nu dat de verbindingslijn vamn 2 poalverwante, niet op een
cirkel C gelegen, punten P en Q die cirkel C in twee punten S en T snijdt
die hermonisch liggen ten opzichte van P en Q. Zij P(x1,y1); Q(xz,yz);
O(x2 2. 3222\ Een willekeurig punt van PQ heeft dan de homogene cobr-
dinaten (Ax 4HRX o) '\y1+/ty2,)<+yqu en dit ligt op C als

ray4yux3.+(\ $/Ay) fﬁz;tﬁ ZX
us
32 (x4, - ";;2?’2)+?'>\/u_ (’)M’a 4,4, F’z?, =) ‘j/“z(x; v, “ 7{1’:';)::9

Hieruit volgen twee wasrden voor 'A'JA , die de twee snijpunten S en T
bepalen. Daar de punten P en Q poolverwant zijn, is XX 2+y1y2-3221 Zos
zodat deze vergelijking de gedaante AN +§/&2 0 bezit. Hieruit volgt
dat de som der wortels M\:«nul is, zodat wij deze kunnen aangeven met
’X,Men\( ), De punten S en T hebben dus de gedaante AP+/4Q en AP-x.Q,
zodat de dubbele verhouding (PQST) gelijk is aan'xz -;; = -1, waarmede

o
,4@Nhaxmmninehe ligging van P,Q,8 en T bewegen is.
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Opg. 9. Beﬁijs dat het middclpunt van de cirkel x2+yz= R2 de oneigen- =
1ijke rechte tot poollijn bezit. Wat is hiervan het gevolg van de saij-
punten S en T van ecn middellijn met de cirkel? Wij zien dus dat men
het middelpunt van e¢n cirkel kan karekteriseren als de pool van de on-
eigenlijke rechte,
Mpn noemt twee rechten poolverwant ten opzichte van een cirkel als ze
elkaers pool bevatten.
Opg. 10. Toon aasn dat twee rechten (ué,vé,w1) en (u2,v2,w2) poolver-~
want zijn ten opzichte van de cirkel x“4+y°= 32 als geldt

R2(u1u2+v1v2)= LA PN '
Opg. 11. Twee loodrechte middellijnen van een cirkel zijn poolverwant.
Opg. 12. De poollijn van een punt P ten opzichte van een cirkel staat
loodrecht op de verbindingsrechte van P en het middelpunt van de cirkel.
Thans beschouwen wij de figuur van twee cirkels G1 en C, met vergelij-
kingen

2y

+y +2a¥. pyto,=0 (r= 1 resp.2).

Wij wensen ecrst de hoek dezer cirkels te bepalen, dat is de hoek der
rasklijnen in een hunner snijpunten. 2ij S8 zo 'n snijpunt, 2zij H1 en H2 '
de middelpunten van 61 resp. 02, en zijn 31 en 32 de stralen dezer cirkeles
dan heeft men wegens de cosinusregel

LA

en heeft M,= (-a,,-b,), dus w2 B2 ( dit is de macht van M, ten op-
zichte van cirkel 02) is gelijk ean 4&12+b12—2a1a2—2b1b2+02. Verder is

B2= a{?+b12-02, zodat men vindt

= R 2.p 2
ZR1H2 cosT = 31 +R2 M

231R2 cosy = 2a1a2+2b1b2—c1~02.
Hiermede is de hoek?‘ bepaald.
Opg. 13. Yeef aan onder welke voorwaarde de cirkels C, en C, elkaar lood-
recht snijden.
Opg. 14. Bepsal een cirkel die de cirkels x2+y2= 4 en x2+y2-8x—4y+20=0
loodrecht snijdt en gaat door het punt (3,2).
Opg. 15. Bewijs, dat er in het algemeen één cirkel bestaat, die drie
willekeurig gegeven cirkels loodrecht snijdt.
Opg. 16. Dgpael asan welke betrekkingen de coefficienten van twee cir-
kels C1 en 02 moeten voldoen, opdat 01 de cirkel 02 halveert, dwz. dat de
anijpunten van 01 en 02 uiteinden van eenzelfde middellijn van 02 zijn.
Uit de resultaten van cpg. 13 en 16 en het vroeger beschouwde zien wij,
dat het gaan door esn punt, het locdrecht snijden van of het halveren
ven een gegeven cirkel asn een cirkel een voorwaarde oplegt, die linesair
is in de coéfficiénten. Een gevolg hiervan is dat er in het algemeen één i
cirkel bestaest, die aan een willekeurig drietel van dergelijke voorwaarden
voldost.,
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Opg. 17. Last zien dat het gasn van een cirkel door een punt P neer-
‘komt op het loodrecht snijden van die cirkel en de nulcirkel met P tot
‘middelpunt.
Opg. 18. ZLaat zien dat de eis dat een cirkel ¢ een cirkel G1 halveert
ermee aequivalent is dat C de met C1 concentrische cirkel C, loodrecht
snijdt, wearbij de straal van 02 het i-voud is van die van G1
Opgeve 17 en 18 verklaren ons hoe het komt dat de beschouwde voorwaarden
van analoge structuur zijn.

Wij beschouwen thans bij 2 gegeven cirkels met verg.-c1= 0, G2= 0
de kroumme met vergelijking 03= AC1+;n02= 0. Het is duidelijk dat de
kromme C, door elk der snijpunten van 01 en 02 gaat, dus in het bizonder
door de cirkelpunten. 03 is derhalve een cirkel, die door de twee overige
snijpunten S en T van 01 en 02 gaat. Omgekeerd heeft iedere cirkel C,
die door de snijpunten ven 01 en 02 gaat een vergelijking die van de ge-
deante %C1+Lm02= 0 is. Immers laat gelden

G1= 01(x,y,z)= a1(x2+y2)¥b1x§+c1yz+d1zz= 0
Cp= Gz(x,y,z)z a2(x2+yd)+b2xz+c2yz+dgz2= 0.

terwijl C tot vergelijking heeft

2

C:cx(x2+y2)+bxz+cyz+dz = 0.

Kies een wilkkeurig punt P(p,q,r) op C , dat niet samenvalt

met een dier snijpunten. Het is duidelijk daat een kromme ven de gedaan-
te AG1*7“82= O bepaald kan worden die door P gaat. Immers men neme bv.
A= =Co(p,q,r) 3= C4(p,q,r). (Ga na dat A enmniet beide nul zijn).

De zv gevonden cirkel heeft 3 verschillende punten met C gemeen, nl. P,

S en T en valt dus met C samen, indien S en T verschillend zijn en in-
dien deze punten van de cirkelpunten verschillen. Deze gevallen dienen
nog apart te worden beschouwd.

Vallen allerecrst S en T samen, dan beschouwen wij de verzameling der
cirkels. die in S =an C1 raken., Wij tonen asan dat zo 'n cirkel de gedaan-
te Rc1+fA02= 0 bezit. Immers iedere eirkel met verg.'}01+;M02= 0 snijdt
01 in punten, die eveneens voldoen aan 02= 0 en dus slechts in 1 punt,af-
gezien van de cirkelpunten. Omgekecrd neme men op e¢en willekeurige cirkel
¢ ’ﬁie in 8 aan 01 rackt, een punt P, tone aan dat door P één cirkel

gaat die een verg, van de gedaante?x01+ficzc 0O bezit en dat deze samenvalt
met C.

Tenslotte rest ons het geval dat 8 en T samenvallen met de cirkelpun-
ten. Laat C, weer ds verg. ar(x2+y2)+brxz+oryz+dr223 0 hebben. (r= 1,2).
De kromme &201 a102 geet ook door de snijpunten van C, en 62. Deze krom-
me is van de gedsente m((ab)1zx»(ac)12y#@dlg) 0 en mag c, slechts in de
cirkelpunten snijden. Derhalve is dit de kromme z.z= 0, dus (ab)12~(ac)1g
= 0 3 (ad),4 0. Hieruit ziet men dat C, de gedaente \C,+uz°= O besit,



A.M. 79.

Natuurlijk stelt omgekeerd deze vergelijking een cirkel voor, die Cy
slechts in de cirkelpunten snijdt.

Dasr van 61 en 02 de vergelijkingen zo te schrijven zijn dat 2zi] slechts
in de constante term (c. q-. de term met z ) verschillen, ziet men dat 01
en C, hetzelfde m;ddelpunt hebben, maar ongelijke stralen.

Opg. 19. De isotrope rechten dcor het middelpunt van ecn cirkel raken
deze in de cirkelpunten.

Als gevolg van opg. 19 zien wij dat de concentrische cirkels C1 en
02 in ds cirkelpunten dezelfde reesklijnen hebben, in welk geval men zegt
dat ze elkear raken ( twee krommen raken elkaar nl. zodra ze in een hun-
ner snijpunten dezelfde rraklijnen bezitten). Concentrische cirkels ra-
ken elkaar dus in elk der cirkelpunten.

Wij kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formuleren door
het begrip bundel in te voeren, Onder een cirkelbundel verstast men de
verzameling der cirkels met verg. \C PRTAN G2v 0, wearin A en /L variabel
zijn en C;“en Céogegeven cirkels voorstellen. *

Opg. 20. Hoe moet men'%enﬁ\kiezen om de cirkel C1 resp. 02 te krijgen?

Wij vonden dus dat er de volgende soorten cirkelbundels zijn:

1. D¢ verzameling der cirkels die decor twee gegeven eindige
punten gean. Wij kunnen dit geval splitsen in 2 gevallen:

1a.D¢ cirkels bezitten reéle eigenlijke snijpunten.

1b.De cirkels bezitten toegevoegd complexe eigenlijke snijpunten.

2. De verzameling der cirkels die een gegeven cirkel (of rech-
tel) in cun gegeven punt raken,

2. De verzameling der cirkels, die concentrisch zijn met een
gegeoven cirkel,

De saijpunten van twee cirkels 01 en 02 bepezslt men het eenvoudigste
door d2% exempiarr C in de bundel op te¢ sporen waarin de termen x2+y2
ontbrekza, hevgeen door een passende keuze van')enfksteeds mogelijk is.
Dit exeuaplner ¢ bestaat dan uit de oneigenlijke rechte en nog een rechte
m. De rochte m heet de machtlijn der cirkels. Men hecft een bundel van
het typ«

1e Als m en C1 twee eindige anijpunten gemeen hebben
10 alo m en 01 twee toecgevoegd complexe snijpunten gemeen hebben
2 als m aen 01 rrakt
3 als m oneigenlijk is.
De macht van eecn punt (p,q) ten opzichte van e.n cirkel cr x2+y2+arx+bry+
=0 is p?+q2+arp+brq+or= 0 (r=1,2).
Da&r m de vergelijking (a1~a2)x+(b1—b2)y+c1-02= 0 bezit, heeft ieder
puat (p,q), dat op m ligt, gelijke machten ten opzichte van de twee ge-
geven nirkels Cy en 02 en omgekeurd. Derhalve is m de meetkundige pla=mts
der punten die gelijke machten hebben t.o0.v. twee gegeven airkels.
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Opg. 21. Hoe groot is de macht van de snijpunten 8 (en T) ven C, en 02
ten opzichte van 01 en 02 in de gevallen 1a en 1b en 2%

Opg. 22. Bewijs dat de dric machtlijnen van 3 willekeurige verschillende
cirkels hetzij samenvellen hetzij elkeer in 1 punt snijden. Wanneer val-
len ze samen?

Dit laatste resultast leert ons een eenvoudige constructie van de
machtlijn van twee cirkels 01 en 02, die niet elkaar in reele purten
snijden, Teken een willekeurige cirkel 03, die 01 en 02 wel rec¢el snijdt.
Bepnal de machtlijnen van 01 en CS en van 02 en 03. De gezochte macht-
lijn gaat dan door hun snijpaint en staat loodrecht op de centraal van C1
en 02.

Opg. 23. De middelpunten der cirkels van een bundel liggen op één rechte
Opg. 24. Als een cirkel C loodrecht ctart op twee cirkels dan stast C
ook loodrecht op iedere cirkel van de bundel bepasld door C, en 02.'
Opg. 25. Alle cirkels die loodrecht stasn op twee cirkels C1 en 02
vormen een bundel. Van deze bundel en de bundel bepaald door C1 en 02
liggen de middelpunten der exemplaren op loodrechte rechten. Men nosmt
deze bundels orthogonasal.

Opg. 26. Bewijs dat de basispunten van een bundel de centra zijn van
de nulcirkels van de orthogonale bundel. _

Opg. 27. Bewijs dat bij een raaskbundel de centra der nulcirkels van de
burdel en de orthogonale bundel in eenzelfde punt samenvallen,
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§ 13. Meetkundige plrotsen.

Wij wensen thrns no te geron hoe men met de methoden der ~nrclytische
meetkunde ken komen tot het opstellcn ven de vergelijking der meetkun-
dige pl-~ts von punten met een voorgeschreven eigenschnp.

In sommige gev~ollen is het mogelijk de codrdincten von een wille-
keurig punt ols functies ven een prrrmeter t¢ bep~len, wrorns men door
eliminrtie vern die prr-meter de verselijking der gevrragde meetkundige
pl-ets vindt. Wij geven hicrvan ecn voorbeeld.

Zij gevr-rgl de meetkundige plar-ts der snijpuntcn van twee lood-
recht on c¢lk-~rr stonnde rechton, dis door twee gegeven voste punten 4
cn B gran.,

Wij kiczen het o menstelsel ze dnt men hceft i(-c,0) ;B(c,0). Een
rechte door 4 hceft tot vergelijking y=m(x+c) en de da~rop lcodrecht

stnrnde rechte Goor B bezit de vergelijking y=- % (x~c). Wij lossen het
stelsel
(1) »§y=m(x+c)

Zy=- % (x-c)

op en vinden
2

X= 1295 ¢ ; y=—g§—§ c.
1+m 1+m

Thoneg climineren wij m uit deze betrekkingen en vinden x2+y2=c2. Hier-

bij zij evenwel opgemerkt det de gevolgde weg nodeloos gecompliceerd is.
De gevr-agde m.p. wordt gevonden door eliminntie ven m uit de betrekkin-
gen (2), mear het stcleel (2) is asequivalent met het stelsel (1), dus
vindt men de gezochte m.p. ook door eliminatie van m uit het stelsel (1),
hetgeen ons dircet leert y2=02ex2.

Het is doze bekorting die mep veclel kan toepossen om de vergelij-
king der gezochte m.p. te vinden. Wij geven nog cen voorbceld,

In cen driehoek ABC trekt men ccn willekeurige rechte DE//LB.(B op
4C; E op BC). Bepesel d¢ m.p. ven het snijpunt ven LE en DB, als deze
rechte zich evenwijdig nen zichzelf verpleartst.

hics het mesenstelsel zo, det men heeft Li(-2,0); B(b,0); C(0,0).

D¢ vergelijking van JC is drn - g - % = 1, dus =-cx+ay=ac en evenzo die
ven BC cx+bys=be. D¢ vergelijking ven DE zij y=p, dus ne snijding vindt
men D 52522’9); E( E-g-g-qn,p). D¢ vergelijkingen van LE resp. BD luiden
den

y= —EE— (x4R); y= —LC—(x-D).

be-bp+ac - np-ac-cb
Eliminntie van de persmeter p hieruit levert ons direct

X L
y=0 ; TTo=ay + 5 =1
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Opg. 1. Verklser het optreden ven y=0 en bewijs meetkundig de juistheid
der anderc gevonden vergelijking.
Opg. 2. Beprel de m.p. der middens der koorden ven de cirkel x2+y2=a2,
welke genn door het punt (b,0).
Men vindt beh~lve x=b als m.p. de cirkel x2+y2—bx=0. In het geval dat
b>ea cn dat men slechts op rceéle punten ("echte koorden®) let, treedt
slechts het gedeelte ven de cirkel x2+y2~bx=0, det binnen de cirkel
x2+y2=a2 ligt, a2ls m.p. op; het overige gedeelte noemt men dan perasi-
tisch. .
Opg. 3. Bepmal de meetkundige pleats der snijpunten der diasgonnlen
dcr rechthoeken PQRS beschreven in een gegeven driehcek iBC, waarbij
PQ op 1B ligt en R ¢én S resp. op BC en AC liggen.
Opg. 4. Door de punten L(2,0) en B(0,b) trekt men loodlijnen 4P,BQ op
een veranderlijke rechte dcor O. Bepaal de m.p. ven het midden van PQ.
Soms kan men de m.p. gemakkelijk bepalen dcor invoeren van meer parame-
ters welke dan uit een voldoende mantal betrekkingen dienen te worden
ge€limineeryd.

Zij b.v. gevrasgd de m.p. van de middens der koorden LB door een
cirkel, dic¢ geat door O en een vast punt P(p,q), afgesneden van de assen.

Zij zo 'n cirkel x2+y2+ax+by=0. Dasxr P er op ligt heeft men
p2+q2+ap+bq=0.

Verder vindt men voor A (b.v. op de x-as gelegen) als codrdinaten
(-a,0) en voor B(0,-b), dus voor M heeft men

b
=3iv=3.

Men eliminere dus =2 en b uit

pQ+q2+ap+bq=O § X=— % 3 y:.-—-%

en vindt direct

2px+2qy=p+q°

voor de vergelijking der m.p.

Opg. 5. Bepaesl de m.p. der middens der koorden van de parsbool yzusz,
welke door het brandpunt gran.

Opg. 6. Van een rechthoekig trapezium is de rechthoekszijde gegeven.
Bepael de m.p. ven het snijpunt der disgonalen als het product der even—
wijdige zijden constent is.

Opg. 7. Een rechthoek ALBCD heeft een constnnte omtrek. Het hoekpunt A
ligt vesty; B en D bewegen zich over twee vaste loodrechte rechten die
door L gran. Bepenl de m.p. ven het snijpunt van BC en de loedlijn uit
A op de disgonral BD.

Soms ken men direct de betrekking tussen de cobrdinaten van een wille—
keurig punt ven een m.p. bepalen zonder parsmeters in te voeren.
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Zij gevrergd de m.p. der puntun, wa~rven de afstanden tot twee gegeven
punten ecn comstente verhouding (k) hebben.

Kies het assenstelsel zo, dat de gegeven punten zijn E(-c,0) en F(c,0).
Yoor een willekeurig pqu_P(x,y) der m.p. heeft men dan )

(x+c)2+y =k (x-c)2+y2,

2
2+y2+2c 1i£§ x+02=0.{cirkel ven Apollonius).

1=k°

waaruit na herleiding volgt x

Opg. 8. Ga ook het geval k=1 neo.

Opg. 9. Beprel de m.p. der punten wanrvan de afstand tot de basis van
een gelijkbenige driehoek middenevenredig is tussen de afstenden tot
de benen.

Opg. 10. Bepaal de uw.p. der punten wearvan de som der gquadraten der
afstanden tot de hoekpunten v~n een gegeven driehoek constant is.
Opg. 11. Gegeven is een punt P(p,q). Ben willekeurige rechte door P
snijdt de codrdinmstassen in A en B. Op AB bepsalt men een punt Q zo-
denig dat PA=QB is. Bepaasl de m.p. van Q als die rechte om P drasait.
Opg. 12. De punten A en B liggen zo op de parabool y2=2px, dat hoek
LOB recht is. Beparl de m.p. ven het vierde hoekpunt C van de recht-=
hoek AOBC als 04 om O drmait,

Opg. 13. Gegeven is eun cirkel en een punt P crbuiten. Door P trekt
men een rechte die de cirkel o.n. in 4 snijdt. Op AP bepealt men een
punt Q zodanig dat LP.AQ constent is. Bepesl de m.p. ven Q als AP om
P dreait.

§ 14. Do kegelsncden.

Wij beschouwen thons nogmeals de algemene vergelijking van de twee-
de graad, die wij schrijven in de gedesante

2 2
£(x,y)= 84X +28, XY +B Y 428, 31205 4R, 120,

De snijpunten met de oneigenlijke rechte worden hepaald door
aﬁ1xg+2a12xy+52232=0, dus deze zijn reéel verach%llend, Tsagl semenval-
lend of toegevoegd complex al noar d¢ diser. 845, -244855 VAN Gsneg kwa-
dratische uitdrukking positief, nul of ncgatief is. Wij beschouwen ie
determinant

841 42 P13 ‘
a e o . = (hicrin verstazt men onder 25y hetzelfde als
B 21 "22 23 a,.,en verder is a,, =2 8y =80, )
175438 H32¥%237

en merken op dat de beschouwde discriminent juist gelijk is aan de mi~
nor ﬂ33‘



. A M, 84

Wenst men de vergelijking door transformetie van het assenstelsel
in ecn eenvoudiger gedasnte te brengen, dan ken men beginnen met het
assenstelsel zo te verschuiven, dat de ocorsprong in het middelpunt
(xo,yo) van de kromme (indien deze 2lthens een middelpunt begit) komt
te liggen, d.w.z. det de termen ven de eerste graad in x en y in de ver-
gelijking ontbreken. De verschuiving had ‘zo~ls wij vroeger (zie § 5)
zegen, de gedarnte '

-y ! =t
x=X"+X, § ¥=y'+¥,;

wearbij x, en y  bepezld worden door

? 11xo+a12yo+a =0
1% +a22y0+a23
Wij merken nog op dat men deze vergelijkingen ook wel ken schrijven in

de gedaante %§ =0 25 =0. Het stelsel is oplosbear als de coeffi-
o 0

cientendeterminant, welke juist gelijk is aan A33, ongelijk is aen nul.
Is A33=0 den heeft de kromme slechts dan een middelpunt ( maar dan ook
oneindig vele) als ook

42= 0.

8»11 a13 = 0, d.W.Z. A
B2q 823
D¢ vergelijking der kromme is dsn te herleiden tot

2.2 2.2
a11 X +2&11a12xy+a12 y +2a11a13x+2&12a13y+a11a33=0,

dus
(a11x+a12y+w5)(a11x+a12y+«2)=0,

waarin Xy en X, de wortels zijn der vergelijkingvxz+a130(+a11a33=0

Men krijgt twee evenwijdige (of samenvallende; dit treedt op als ook
132 233+ in welk gevel de matrix I{a y , zoals men gemekkelijk
in21et de reng 1 bezit) rechten.

Opg. 1. Verklasr hoc men a=2n deze figuur oneindig veel middelpunten

kan toekennen,

Het geval 533=0; A12ﬁ 0 levert geen (eigenlijk) middelpunt op. Het heeft

geen zin ven oneigenlijke middelpunten te spreken. Onder dit geval valt

cok de kromme met a11=n12=522=0; a13 of 323£ 0, zodat men den twee rech-

ten vindt, weervan er één oneigenlijk is. Zijn a13 en a23 beide nul,

dan heeft Raiju weer de rang 1 en krijgt men de dubbelgetelde oneigen-

lijke rechte, Wij gean nu nog even na wanneer de kromme contbindbaar is.

Men heeft dan hetzij twee elkasr in het eindige snijdende rechten, of

twee rechten weervan er één oneigenlijk is, of twee evenwijdige of twee

samenvellende rechten. In het tweede, derde en vierde geval, dat wij

recds beschouwden, is a=0. Wij tonen emen dat dat ock in het eerste geval

zo is. Zij nl. (xo,yo) het snijpunt der rechten, waaruit de kromme bestaz.
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Leat deze resp. richtingsco¢fficiénten m, en m, hebben da2n heeft de
kromme tot vergelijking op het stclsel met (xo,yo} tot ocorsprong

‘ 2
a11x‘2+2a12x'y'+a22y' =0
waarin m, en m, de. wortels der vierkentsvergelijking

2
322m +2a12m+a11=0

zijn. Nu vonden wij in § 5 (en in verband met § 6, cpg. 5) dat na die
verschuiving de kromme de vergelijking

2+2a12x'y'+a22y’2+ I?; =0

bezat. Wij zien dus dat ook in het beschouwde geval geldt a=0.

Dc gevonden resultaten vatten wij samen:

1°: Rang “ u is gelijk aan 3. Men kr13gt een kromme, die niet uit
rechten bestaﬁt (of, zoels men dat noemt) gedegenereerd of ontsard is).
2°: Rang “aij“ is 2. Men krijgt twee verschillende rechten. Men kan
het assenstelsel zo transformeren dat de kromme tot vergelijking krijgt
xz—y2=0 of 12+y2=0. Is A33=0 dan lopcn ze evenwijdig of één van hen is
oneigenlijk. Men kan het assenstelsel zo transformeren dat de kromme
tot vergelijking krijgt x2-1=0 of x2+1=0 resp. x=0.

3%: Reng naijn is 1. Men krijgt twee al of niet oneigenlijke samen-
vaellende rechten, die wij de vergelijking x2=0 resp. z2=0 kunnen laten
krijgen.

Rest ons nog het geval 1° te behandelen, wasrbij de kromme de vergelij-
king

(1) a11x'

V2 2
844X +2a12x'y'+a22y' +a33'=0
bezat met
L & .
23y'= I;; (wearin £A33£ 0).
Wij vonden vroeger (§ 5) dat dcor een draaiing over een hoek X met
a
1? Ry = g"%%" de kromme de gedaante
11 722
3;1x'2+aé2y"2+a§3=
kreeg, waarin
2

¥ T -
Byq'HBpp'= ByqtBoo) Biqal o= ByqBppTRy,
De nieuwe coéfficiénten 311' en 322' zijn dus direct te¢ vinden als wor-
tels van de vierkantsvergelijking

2 2
57=(844%850)848,4855-815"0,

welke wij schrijven in de gedaante
81178 B2

812 8227
Dit resultaat zullen wij later langs cen andere weg direct afleiden.

=0.
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Wij krijgen ecn ellips als a11' en agz' hetzelfde teken hebben en 333’
een hiersan tegengesteld teken. Hebben deze 3 coefficienten alle het-
zelfde teken, dan krijgt men een imeginesire ellips (zgn. nuldelige
kegelenede). Deze gevallen treden op bij &44'855" > 0, dus A33:> 0.

Bij A3B-< 0 daarentegen hebben 311‘ en a22' verschillend teken en krijgt
men een hyperbool.

N Tenslotte merken wij op dat door verschuivingen en drzaiingen de
uitdrukkingen e, A33 en 2, ,+2,, ongewijzigd blijven. Behalve door uit-
¢ijferen is dit direct in te zien, gelet op de betekenis ven 2=0, en,
wat betreft A33 en &, ,+855) blijkt dit o.a. uit het feit dat dcze groot-
heden resp. het product en de som der groctheden 311' en 322' zijn, wel-
ke direct met de aslengten der kegelsnede samenhangen,

Wij laten nu zien dat een =mantal der beschouwde kegelsneden hun
na~m ten rechte dragen d.w.z. dat zij als doorsnijdingen van e¢en plat
vlak en een omwentelingskegel kunnen worden verkregen.,

Een regkvlak aen een kegel gecft als doorsnijding twee samengeval-
len rechten, terwijl een vlek door de top, dat de kegel snijdt, als door-
snijding twee rechten geeft. Later za2l blijken dat een vlak dcor de top,~
dat de kegel verder niet (reéel) snijdt een doorsnijdingsfiguur van
twee toegevoegd complexe rechten oplevert.

Wij beschouwen nu een vliek V dat niet door de top T van de kegel
gaat en een hoek met de as markt, die groter is dan de halve tophoek
van de kegel en geven het bewijs ven Dandelin dat hierbij een ellips
als doorsnijdingsfiguur optreedt.

Bepaal de twee, de kegeclman-
tel volgens een cirkel rakende bol-
len, die V resp. in E en F raken.

Fen willckeurig punt P van de door-
snijdingsfiguur hec«ft de eigenschep
PP=PG(G op TP en cop de bol die V in
E reakt; immers twee rasklijnen uit
P aan eenzelfde bol zijn even lang)
en PE=PH (H op TP en op de andere
bol), dus PE+PP=PG+PH=GH. De lengte
ven GH is onafhankelijk ven de keuze
van het punt P, en wel GH=CJ=BPF+BE=
=BP+AP=1B. De doorsnijdingskromme
voldoet dus acn PE+PP=[B cn is dus
een ellips met brandpunten in E en F.
Wij leiden uit de figuur nog ecn eigenschap af, Laat het vlak V het
vliak van de: oirkellIGC snijden volgens een rechte d. Dan is 4 | ABT want
dit is het geval met V en vlek)GC, dus 4 I 4iB. Trek PP' in V lcodrecht
op d. Dan is FP':PF=PP':PG. Zij P, de projectie ven P op 4B en laat het
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vliek door P evonwijdig met vlek GC <Ze beschrijvende TJ snijden in K.
Dan heeft men PP‘:PG=P1S:KCﬁBS:BC=LS:LD:(ASaBS):(AD4BC)=AB:EF, dus
PP‘:PF:&B:EE, d.w.z. de afstander. van een punt der ellips tot een brand-
punt en eecn richtlijn verhouden zich als de brandpuntsafstend en de lan-~
ge as.

Kiest men het vliak V evenwijdig met een beschrijvende .iT, dan b1lift
de afleiding PP':PF=P ':PG=P1S:KCiBSKCS gelden en wegens BS=CS vindt
men PP'=PF, zodat de dcorsnijding een parabool is met F tot brandpunt.-
Op analoge wijze blijkt de decersnijding van de kegel en een vlak niet
door de top, dat met de kegelas een hcek meskt, die kleiner is dan de
halve tophoek van de kegel, cen hyperboel op te leveren. Wij merken nog
op dat de verhouding PF:PP' bij de ellips gelijk is aan cia hetgeen men
wel de excentriciteit e der ellips ncemt, dus PF < PP! (vandaar de naam
ellips; ¢Msimw = tekort schieten);
bij de perasbool gelijk is san 1 (¥apxBNAw = gelijk zijn aan)
tij de¢ hyperboel gelijk is aan c:a (hetgeen men weer de excentriciteit
e noemt), welke verhouding nu > 1 is ( 6nsﬂﬁahkco = overtreffen).
Opg. 2. Bepaal de meetkundige plaats der toppen T der omwentelingske-
gels, die een gegeven vliak V volgens een gegeven ellips snijden.

Wij leiden ncg even in poolcodrdinaten de verg. der 3 beschouwde

kegceclsneden af. Kies de pcolas doeor het ?f“ P
brendpunt F en lcedrecht op de bij F be-

horende richtlijn i. Dan heeft men voor 3//
een punt P(rﬁa) der kegelsnede r=PF=e¢.PP'= ; el ;f?
=e(d+r cosg ), dus ‘

re de

4-e cosg °
Deze verge?ljking stelt de 3 kegelsneden tegelijkertijd veor. Is e 1
dan bestaan er twee richtingenqh met e cos¢r,=1, dus de kromme bezit twee
oneigenlijke punten; is e=1, dan heeft de kromme juist één ocneigenlijk
punt, bepaeld door cos¢=1, dus<?=0 dus dit punt is het ocneigenlijke
punt der X-as. Voor e < 1 is er geen (reele) hoek @ met e cosp =1, dus
de kromme bezit geen retle oneigenlijke punten.

Wij zetten nog even de gevenden vergelijking om in cen met recht-
hoekige codrdinaten en vinden dan

x2+y —62(d+x)2,

due ( d62)2 2 d202
X= ~—=% +——1§—= —-
1-e 1-e (1-e )2 ’ . s
e e
derhalve krijgen wij bij e 1 een e€llips met assen a= en b
ig Jvij e =3 Vi
2

dus c¢= ~32—§ en met middelpunt (c¢,0 ).
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,Ogg 3, Herleid in de gevallen e=1 en e > 1 de gevenden poolvergelij-
king tot de bekeadc vergelijkingen van parabocl en hyperbool. | _
ZDL ellips iﬁ + %5— 1 is in verband te brengen met de hoofdcirkel x2+y2_ :
= az. Bij een willekeurig punt (a cosg , b 31nqv) der ellips beschou-
wen we het punt (a cos¢ , a sing) van de hoofdcirkel en merken dat men
uit <on punt (x,y) van die cirkel het bijbehorende punt (x',y') der
€llips direct vindt door de transfeormatie x'=xj y's= E y. Deze transfor-
metie is niet als een verplsateing (verschuiving of . -~draaiing) op te

vatten., Het is een dilatatie in één bepaalde richting, Door deze trans-

formatie gaat de cirkel x +y2 2 cver in de¢ cilips §§+ 15 =1, waaruit
a b

men kan afleiden dat de oppervliskte der ellips gelijk is aen % ﬂ'a2=Tiab.

Onderwerpt men het gehele platte vliak san deze transformaties dan
gean punten in punten en rechten in rechten cver. Slechts ieder punt
van de X~as blijft op zijn plaats. Dit leert ons hoe sen reeklijn can
een ellips te trekken in een punt P! der ellips. Beschouw : dit punt
P*' 2ls het getransformeerde van een punt P aan de hoofdecirkel; trek de
raaklijn in P ean die cirkel, die de ¥-2s in S snijdt. Dan is P'S de
raaklijn in P' =2an de ellips.

Opg. 4. Construeer de razklijnen uit e«n punt Q' ezan een ellips op een

dergelijke wijze. ////f-\wi
Beschouwen we de constructie der raak- , étiﬂi,

lijn in P' aan de ellips nader. Zij
P'(a cos@ , b sing ), dus _ \Sz“w
P(a cos @, a 31n\P), dus 08= cos
Men heeft PE= 2+c coS P? B~C cosQ’
dus PE:PF= (COS + e)s g —2— — 5)=(0S+0E): (0S-OF)=ES:FS, dus S ligt op
de buitenbisectrix van /EP’ 33

Dit resultast i1s ock anders in te zien. Kies G willekeurig op de
buitenbisectrix van die hoek EP'F. Maak HP'=BF(H op EP'). Dan is vcor
ecn willekeurig van P' verschillend punt § van die buitenbisectrix
QH=QF, dus QBE+QF=QE+QH > FH=EP'+P'H=EP'+P'P=2a, dus QE+QF > 2a voor alle
punten QAP' van die buitenbisectrix. Deze bevat dus slechts één punt
(nl. P') dat op de ellips ligt en raskt derhelve a=zn de ellips.
Opg. 5. Bewijs ecn cvereenkemstige eigenschap voor de rasklijn in een
punt 2an een hyperbeol,
Opg. 6. De rasklijn in een punt P van een parabool halveert de hoek
tussen de verbindingsrechte van P en het brandpunt en de rechte door P
evenwijdig aan de as. 2

Evenals bij de cirkel kunnen wij bij dc ellips —E 17- 1 de ver-

gelijking der razklijn met gegeven richting bepalen en v1nden dan
y= mx= Y a®m?+02,

2 2 ’ S 5 \
Bij de hyperbeol 55 - Xg = 1 vindt men y=mx * \/;2m24b2 en bij de para-
, a- b 5
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~bool y2~2px vindt men y~mx+~2— .
Opg. 7. Bewijs deze formules.
Opg. 8. Twee loodrecht op elkaar staande rasklijnen van een parabool
snijden elkaar op de richtlijn. Bij de beschouwde ellipsen snijden zij
elkaar op de cirkel x +y2 a‘??o2 (orthoptische cirkel of cirkel van Mongé)a
Evenals bij de cirkel kan men de vergelijking der raaklijn in een punt
(xo,yd) van de ellips g %2 =1 beprlen en vindt dan §§9 + %%Q =1.
Ligt (xo,yo) niet op de ellips dan geeft deze lineaire vergelijking
ons weer de raskkoorde.

Opg. 9. Bewijs deze iwee eigenschappen.

Men noemt de rechte §§°+ X%’: 1 de poolijn van een punt (x ) on-

0*Yo
geacht de ligging van dit punt t.o0.v. de ellips. Het punt heeft de pool
dier rechte. Men heeft weer: De meetkundige plaats der punten,die op
hun eigen poollijn ten opzicht van een ellips liggen, is de ellips zel-
ve. De rechten die door hun eigen pool gaan zijn de raaklijnen aan de-
ze ellips.

Verder heeft men: ligt P op de pocllijn van een punt Q, dan ligt
Q ép de poollijn van P.
Opg. 10. Bewijs ook deze eigenschappen.
Twee punten noemt men poolverwant, als ze op elkaars poollijn liggen.
Twee rechten heten poolverwant, als ze elkaars pool bevatten.
Tenslotte heeft men weer de eigenschappen:

Twee poolverwante punten liggen harmonisch met de snijpunten van
hun verbindingslijn met de ellips.

Twee poolverwante rechten liggen harmonisch met de raaklljnen uit
hun snijpunt aan de ellips.
Opg. 11. Bewijs deze eigenschappen. v

De gehele pooltheorie der ellips levert ons meteen de analoge pool-
theorie der hyperbool door overal b2 door —b2 te vervangen. 0ok voor de
parabool geldt de pooltheorie. Het uitgangspunt hiervan vindt men door
bij de parabool y2=2px de raaklijn in een punt (xb,yo) te bepalen, waar-
voor men vindt

Y5 ,=p(x+x,) .
Opg. 12. Bewijs dit.
Opg. 13. De pool der oneigenlijke rechte ten opzichte van een ellips
of hyperbool is zijn middelpunt.
Opg._14. Brandpunt en bijbehorende richtlijn bij ellipa, hyperhool of
parebool zijn poolverwant. | |

Wla voeren verder nog in het begrip toegevoegde m1dde1113nen bij
ellips en hyperbool. .

Begchouw een stel evenwijdige rechten y=mx+n, allen met dezelfde
door m bepaalde riohting en verschillende n. Wij vragen naar de meet-
'kundlge plaats der middens van de koorden die zij van de ellips ﬁ*iwri
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afsnijden.

De uiteinden van deze koorden vindt men als snijpunten van rechte
en ellips Hun x&ooordlnaten Xy en X, voldoen dus san

§§ P ﬁEﬁiEl. =1 dus (a m +b2)x +4a2mnx+a2 2.a%%2 0.
a X +X,
De x—coordlnaat van het midden dier koorde is dus K== =

5 -
= ,§§Q2.~§, terwijl de bijbehorende y-codrdinaat van dit midden voldoet

e

aan y=mx+n. De m.p. van het gezochte midden vindt men na eliminatie van
n wasrna men krijgt ' '

b
y= = 3~ X
a‘m b2‘
Het is dus een rechte y=m'x door de oorsprong met m'= - —5= . Gaat men

bmgekeerd uit van een stel rechten met richtingscoéfficiént m' dan vindt
men voor de meetkundige plaats der middens van de door afgesneden koor-

den 1
2
y= - ~%;T x= mx, dus men vindt de middellijn, die tot de eerste

groep koorden behoorde. 5
Twee middellijnen y=mx en y=m'x die voldoen aan mm'= - E? noemt men toe-

gevoegd. .
Opg. 15. Een middellijn valt met zijn toegevoegde samen als deze aan de
ellips raakt .
Opg. 16. De rasklijn in een punt P van een ellips loopt evenwijdig aan
de aan OP toegevoegde milidellijn.
Bij de toegevoegde middellijnen gelden de stellingen van Apollonius.
Beschouw de 4 uiteinden Pi(xi,yi) (i=1,2,3,4) van twee toegevoeg-»
de middellijnen., Men tekene in de punten Pi de raaklijnen aan de ellips,
welke een ongeschreven parallelogram vormen. De stellingen van Apollo-
‘nius zeggen nu dat voor alle dergelijke parallelogrammen de oppervlak-
ten en ook de som der quadraten der zijdelengten constant zijn.
Bewijs: Beschouw de matrix

!
a b
a - ~
Dear P, en P de ellips 1i SRR %", ¥
4 €n P, op de ellips liggen, heeft men a2 + b2 =1 3 ;§~ + ;§—=1,
en daar OP1 en 0?2 toegevoegde middellijnen zijn, heeft men
Ve Y2 _ _ v 1 X V4 Y2
TR, c T g g -5 =0,
1 2 a . ]
De beschouwde matrix is dus orthogonaal, waaruit volgt
2 2 2
p Y Yo 92 2. .05 2 2

3= + 5~ = 13 :gz‘- + ;z— = 1, dus OP,‘ +OP2 = a.-+b2, zodat de sonm

a a
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e

der quadraten der zijdelengten van hel omgeschreven parallelogram ge-
lijk is aan 8a2+8b2, terwijl de oppervlakte ervan gelijk is san de agb-
solute waerde van

x| 2 g
x =4ab | =& ® | , dus gelijk is aen 4ab, want
| ¥2 7 | x ¥
%2 2
a L'l

de waarde van een orthogonale determinant is + 1.
De gehele theorie geldt m.m. ook voor hyperbolen. Men kan echter
daarbij niet spreken van de 4 punten Pl, aangezien het zo is dat als

een middellijn de hyperbool =5 = X? =1 in P1 en P3 snijdt, de snijpun~-
a b
ten der toegevoegde miidellijn met de hyperbool imaginair zijn. Om een

reéle stelling te krijgen, tekene men ook de toegevoegde hyperbool
2 2
52 - gg = =1 en vinde P2 en P4 als snijpunten der tweede middellijn met

a
deze hyperbool.

Bij de parabool y2= 2px gelden geen stellingen van Apollonius.
Wel is de meetkundige plaats der middens van evenwijdige koorden
(y=mx+n) weer een rechte, waarvoor men vindt y= % »
Opg. 17. Bewijs dit.
Opg. 18. Toegevoegde middellijnen van ellips of hyperbool zijn poolver-
want.
Opg. 19. Bij de parsabool 32=29x zijn de rechten y=mx+n en y= % pool-
verwant.
Opg. 20. De assen van een ellips of hyperbool zijn te beschouwen als
loodrecht op elkaar staande toegevoegde middellijnen.
Opg. 21. De rasklijnen in twee punten P1 en P2 van een parasbool snij-
den elkaar in een punt P, Het midden van P1P2 zij M. Bewijs dat PK
evenwijdig aan de as der parsbool is en dat het snijpunt N van PM met
de parsbool het midden is van PM. Deze cigenschap is door Apollonius
gebruikt om te bewijzen dat de oppervlakte van het paraboolsegment
P, NP, MP, gelijk is aan u.opp‘A ¥P,P,.
Opg. 22. Bepaal de top van de parsbool 9x ~12xy+4y -30x—4y-2~0.

§ 15. Verdere eigenschappen van kegelsneden.

Heeds vroeger merkten wij op, dat een kegelsnede, aangezien deze
voorgesteld wordt door een vergelijking met 6 homogene coéfficienten,
door 5 punten bepeald is. De vergelijking van de kegelsnede door 5 pun-
ten Pi(xi,yi)(im1,2,3,4;5) luidt
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x2 Xy yzs X ¥ 1|
x.% x 2 5 y 1
1 %499 Iy 1 Y4
> °
Xp© Xo¥p ¥yt X Yo oo
2 2 1 |
"‘32 X3¥3 5’32 X3 Y3
X42 X4 3’42 g ¥y 1
X5~ X5¥5 V5 X5 ¥5 1

Een analoge relatie is op te schrlgven in h%ﬁﬂﬁfée codrdinaten, waartoe

men moet overgaan, als o.a. onder de gegeven ‘oneigenlijke voorkomen.

De eerste rij der determinant luidt dan x2 Xy y2 XZ Y2 Z _
Het gaan door een punt legt asn de coefficiénten vam een kegel-

snede één lineaire voorwaarde op. Men drukt dit uit door te zeggen

dat het gaan door een punt aan een kegelsnede een enkelvoudlge voorwaar-

de oplegt. Er zijn natuurlijk andere enkelvoudlge lineaire voorwaarden

san een kegelsnede op te leggen, waarvan wij bv. noemen het geven van

een asymbotische richting (hetgeen in feite neerkomt op het geven van

ecn oneigenlijk punt) of van een asrichting.

Opg. 1. Bepaal de relatie waaraan de coéfficienten hebben te voldoen

opdat de kegelsnede een asrlchtlné y=mx bezitte .

Een hyperboecl van het type ~§ - 1§ = 1 heet een gelijkzijdige
a a
hyperbool. Wij bewxazen dat bij verschuiving en draaiing de som der co-

efficienten 844 €8 8,5, Van de kegelsnedevergelijking constant is; bij
de hyperbool x —y2= a2 is deze som gelijk asn nul, dus dat is ook het
geval met 84qt800 bij de vergelijking der orthogonale hyperbool op een
willekeurig assenstelsel. De eis, dat een kegelsnede een orthogonale
hyperbool is, is dus een lineaire enkelboudige voorwaardse.

Opg._ 2. De eis dat een kegelsnede een parabool is, is een quadratische
enkelvoudige vecorwasrde in de coéfficienten. |
Opg. 3. Onderzoek de eis dat een kegelsnede ontaard is.

Aangezien deoor 5 lineaire enkelvoudige voorwaarden cen kegelsnede
bepaald is, bestaan er oneindig veel kegelsneden, die aan 4 lineaire
enkelvoudige voorwaarden voldoen., Deze verzameling kegelsneden bestu-
deren wij thans nader. |

De 6 homogene coefficienten voldoen dus aan 4 homogene lineaire
betrekkingen, zodat elke coefficient alJ een vast lineair compositium
Aa' +/La 15 is van twee oplossingen (a11 seeer833 ') en (a11 reesaBay ")
van ons stelsel vergelijkingen, welke twee kegelsneden X' en K " bepalen.
Wij kunnen dus voor een willekeurige kegelsnede Kvan onze verzameling
schrijven K =2K'+ uK". Zijni<1,K'2 enL(S drie willekeurige verschil-
lende kegelsneden van onze verzameling dan bestaan er getallen fen 5~
zodanig dat k‘ gf\ + Tké Immers wij bewezen het bestaan van 6 getallen

RTVOT \2'/“2’ ’3’/“3’ zodanig dat Ky= Ay K+ M0 K" K=ok + A gle s



| oo o A 93
}<3i A r<'+/x3kr", waeruit dan na enige herleiding volgt

1 e +O"K met (3- L____lii O = M

(A )23 (M) 23
Opg. 4. Waarom mag men onderstellen (7&u.)23# 0%
Wij noemen de verzameling der kegelsnedenl(ﬁ met

*

K'l: ?kz* o 3’
wearin Ké en Kg gegeven kegelsneden zijn en de parsmeters (y en ¢ willekeu-
rig zijn, een bundel. Een bundel kegelsneden wordt dus door twee exempla-
ren, welke men de basisexemplaren noemt, bepaald. De verzameling der
kegelsneden, die aan 4 lineaire enkelvoudige voorwaarden voldoen, is
dus cen bundel, In het bijzonder is de verzameling der kegelsneden, die
door ¢4 gegeven punten, welke men de basispunten noemt, gaan, een bundel.
Snijden de basisexemplaren van een bundel elkear in'4 punten, dan
krijgt men omgekeerd e¢en bundel met 4 besispunten. Het is echter moge-
lijk dat de basisexemplaren minder dan 4 punten gemeen hebben. Zo heeft
b.v. de bundel kegelsneden (bestaande uit concentrische cirkels) '
'R(x2+y2)+}A22=O slechts twee basispunten (1,i,0) en (1,-1,0). Uit het
bovenstaande blijkt voorts: Hebben twee kegelsneden vier snijpunten, dan
is iedere kegelsnede die door die 4 punten gaat een exemplaar van de
bundel, die door die twee kegelsneden wordt bepasgld.

Wordt b.v. gevraagd de vergelijking van de parsboocl te bepaleq,dle
door de snijpunten der kegelsncden 8x2+2y2 10 en xy= 1+x gaat, dan
merken wij op dat deze parabool een vergelijking moet bezitten van de
gedaante

A (8X2+2y2—10)f/i(xy-1~x)= 0
en opdat dit een parsbool zij kieze menfhen/Lzo dat
i 2-64 020, |

dus

i+

8A y Waarna men vindt
2

AL =

8x? 8xy+2y“-10+ 8x+ 8= 0,

zodat de gezochte parabolen zijn

8x°+8xy+2y °~8x-18=0

8x2 8xy+2y2+8x~ =0.

Wij merken nog op dat in een bundel in het algemeen 3 ontaarde
exemplaren optreden, want opdat een kegelsnede (waarbij in de verg. van
F(1 enP(2 de coefficienten &4 resp. bij optreden)K’:fx}<5+/Akfz
van de bundel ontaard zij, is nodig en voldoends
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heg by R PAYALEP Aaq3tMbys
Nay 4+ pby 5 NegptMbyy ’ka23+ﬁLbé3‘ =0,
NagqtMbyy  Ragt by, ‘ka +A4b33

hetgeen een cubische vergellgklng in \/M, oplevert, welke in hel alge-
meen. 3 oplessingen bezit, die sanleiding geven tot 3 ontaarde kegelane-
den. Heeft de bundel 4 basispunten A,B,C en D dan is het duidelijk, dat
deze 3 ontaarde kegelsneden de lijnen paren AB, CD; AC,BD; AD,BC zijn.
Omgekeerd zijn deze lijnenparen vask nuttig bij het opstellen van de
vergelijking van een kegelsnede(nbundel).

Zij gevraegd de kegelsnede, die gaat door de punten A(Q,1), B(0,2),
c(2,0), D(3,0) en BE(4,3). Men heeft voor het paar 4B, CD de vergelij-
king (x+y=-2)(3x+y-3)=0, de bundel op A, B, ¢ en D heeft dus de verge-
lijking (x+y=-2)(3x+y=3)+ Axy=0, dus opdat een exemplaar door (4,3) gaat,
krijgt men 5.12+12\ =0, dus A=-s.

De éezochte keéelsnede heeft dus tot verge113klng

3x xy+y -9x~5y+6=0.

Opg. 5. Bepazl de orthogonale hyperbool door de punten (1,2); (2,3);
(391)3 (O!O)-

Opg. 6. Bewijs dat er in het algemcen één parabool geat door de vier
hoekpunten ven een trapezium.

Opg. 7. Als een bundel itwee orthogonzle hyperbolen bevat, bevat deze
uitsluitend orthogonale hyperbolen,

Opg. 8. De hoogtelijnen van cen driehoek gsen door éen punt.

'Opg. 9. Bepaal de vergelijking der kegelsnede, die in het punt (6,0) =an
de x-as razkt en in (0,2) aan de y-2s raakt. ' ‘
Opg. 10. Door eecn punt P van een orthogonale hyperbool trekt men twee
loodrechte koorden, die de hyperbool verder in A en B snijden. Bewijs
dat AB lcodrecht staat op d: reeklijnm in P azn de hyperbool.

Aangezicn ook bij overgang van rechthoekige op scheefhoekige coOr=-
dinaten een tweedegraadsvorm haar grzed behoudt, heeft cen ellips indien
de cobrdinasstassen langs twee toegevoegde middellijnen worden gelegd,
een vergelijking ven de tweede graad, welke echter vrij eenvoudig is,
cengezien de termen met xy, met x en met y ontbreken.

Opg. 11. Bewijs dit. 2 2
Derhalve bezit de ellips den de vergelijking ;—— + ’?‘-11 waarin a' en

b' de lengten der toegevoegde middellijnen zijn.

Ogg. 12. Bewijs een analoge eigenschap voor de hyperbool en voor de par
rabool. -
Opg.l3. DBewijs dat de snijpunten van twec paraboleh met loodrecht op
elkaar staande asrichtingen gelcgen zijn op een cirkel. ‘
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Hoewel wij hier later op terugkomen, geven wij nog even asn hoe men
bij de willekeurige kegelsnede K f(z)= a%1x2+...+a3322 = 0 de poollijn
.van een punt P(x,,¥,,%,) vindt. Laat 0(x1,71s27) een punt dier poollijn

zijn, dan moeten de snijpunten Sl en 52 van PQ en K harmonisch liggen
met P en Q. Zo'n snijpunt S bezit coordinaten van de gedaante
('kxofﬁaxl, )y0+/4y1, %zdﬁ}Lzl) went S ligt op PQ. Daar S ook op K ligt
heesft men ook :

In deze betrekking zijn de coéfficiénten B 5 o0rYo?
zO,xl,yl;zl bekend te denken en dan volgen hieruit twee wasrden voor de
verhouding:\gua, die corresponderen met de 2 snijpunten van PO en K,

Zoals wij vroeger zagen, liggen die snijpunten harmonisch met P en Q

en de codrdinsten x

als de som der verhoudingen;ﬁ , die deze punten benalen, nul is, dus

als de som der wortels van (1), opgevati als vierkantsvergelijking voor
;% gelijk aan nul is. Deze vierkantsvergelijking (1) heeft de gedaante
AfAZ + B’%u + C‘pz = 0 en wij hebben dus de voorwaarde B = 0, Deze voor-
waarde zegt dus dat in (1) de coefficidént van ?Wt nul moet zijn en na
uiteijferen vindt men daarvoor

Xo¥q81 + (X¥y3%37,) 8q, +(x 2p+x17 )85 + (7,77) 8,

Hy 21471550803 + Zo%iP55 = 0 o

Deze uitdruk'ing, die symmetrisch is in de drietallen (xo,yo,zo) en
(xl,yl,zl) is te schrijven in de gedaante
2E(xgivgs2e) - ¥E(xgaTga) S0z, 75070)
%1 EEN 1 GEN “1 2z,

af(xly.’fls Zl) Bf(xloylyzl> 'bf{xl,yl,zl)
*o - ?Xl +} Yo ’éyl *Z, T .’621

i

of

Opg. 14. Laat uit de voorlaatste betrekking gzien, dat de m.D. der pun- |
ten Q bij gegeven P, die aan de voorwaarde der harmonische ligging der
4 punten P, Q, 34, S, voldoen, een rechte is. .

Opg. 15. Toon uit de gevonden résu1taten nogmaals de stelling aan:
- Ligt Q op de peollijn p van P, dan ligt P op de poollijn ¢ ven Qs



