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A. M. blz. l 

Beschouw een vaste rechte 1. Kies hierop een vast punt o. De plaats 
van een willekeurig punt P op 1 is dan bepaald door de a:f stand OP en de 

• richting van OP. 
Men is gewoon om op 1 een richting de positieve te n•emen en de 

andere de negatieve. . 
Onder de co'ordinaat van he-t punt P t. o.v. 0 verstaat men het getal 

+a als a de le:ngte van OP v•orstelt en OP de positieve richting •P 1 

aangee,:ft; men verstaat hieronder -a als a de lengte van OP voorstelt en· 

0'.f> met de negatieve ri<hting van 1 samenvalt. 
Uiteraard is de lengte van OP eerst bepaald, nadat op l een lengte-

eenheid is aangenomen. Deze denken we in het vervolg gegeven. Vaak kiest 
men hiervoor de cm. 

Het purrt O wordt oorsprong genoemd. De coordinaat van O is nul. 

Elk punt op 1 heeft ~en coordinaat; bij elk gegeven reeel getal a 

. is een punt te vinden, data als coordinaat bezit. 

Men zegt in dit geval dat er een e~n--eenduid.ig verband bestaat 

t~ssen de reele getallen en-de punten op de rechte lijn. 

De boveng~geven de:finitie van co~rdinaat heeft het voordeel, dat 

verschillende :formulas, waarin coordimten van punten optreden, geldig 

· zijn ona:fhankelijk er van •f deze punten aan dezel:fde •f aan verschil• 

lenden zijde van het punt O liggen. Als voorbeeld noeroen we de afstands­

formule voor 2 punten P1 en P2 resp. met coordinaten x1 en x.z• Men hee:ft 

P1 P.2. =· ) x1 - x2 l • 
Hierin stel t het symbool \a\ voor de waarde van het getal a, af'gezi~n 

van het teken, dus bv. J+ 3 )-== 3; \~ 2) = 2. 

Opg. 1. Bewij s dat de af'stand der bovengenoemde punten 1; en P2 eveooa.ns 
wordt gegeven door de formule 

PP="'~ 1 2.. V (X1 - x2 r • 

~-~- Bewijs dat de coordinaat van het midden van het lijnstuk P1 P2 x1 + X'2 
gegeven wordt door 2 , waarin x1 .en x.2. wederom de coordinaten resp. 

van P1 en P 2. voorst elle n~ 
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Ileschouw op de rechte 1 twee vaste punten A en B en een punt P. 

Laat de verhouding der afstanden PA en PB gelijk zijn aan m : n. Men 

zegt nu dat P het lijnstuk AB in de verhouding m: n of - m: n ver­
deelt al naar gelang P wel of nicttussen A en B gelegen is .. 

Als P het lijnstuk AB in de verhouding '\ : /-'- verdeelt, en de coor-

di:na.ten van P, A en B resp. gelijk zijn aan p, a. en b, hee:ft men 

• 

Qm._._..2, .. Bewijs deze formulc, zowel in het geval dat ,\ :/A :positief is, 

als in het geval dat ·/ : lA neg at ie:f is. 
I 

Q.Eg. _ _i .. Bestaat er een-eenduidig vorban<l tussen de vorhoudingen '). :/,t.. ., 
en de punten P? 

~ 

S 2. ;E>l~t-~_bepali:gg in hot platte vlak. 

Men beschou?iii. twee wille.Jrnurige elkaar snijdende rechten OX en OY. 

De X-coordinaat, ook wel abscis genaa.md, van een pun:t. P is de van 
p::.:i.ssend .. teken voorziene lengte van OA; de Y 

.' 

Y-coordinaat ook wel ordinaat gena.a.md,, is 
•1 

de van passend teken voorziene lengte van 
!.! 

OB. Hierbij is A het snijpurtt van CX en de 
rechte door P evenwijdig met O Y ; B da.t van 

(JY en de rechte door P evenwijdig mat OX .. 
De rechtcn o): en OY heten coordinaat-assen. 

de X-as; 0\1 de Y-as. 

·f .. /----·-- ·- _ , .. ·· ~ rr .. ~) 
- ·? '-

I 
I ; 

/ 

i 
l 

I ' 

t.~ ----- X 
men 

noemt ook wel 

Het punt O he;:?.t oorsprong. De coordinaten van O zijn (O,O). Men is 

gewoon de coord.ina.ten x en y van een punt O als volgt a.an te geven: 

P(x,y). 

Er bestaa.t een e6n-eenduidig verbsnd tussen dl; punten van hwt platte 

vla.k en de getallenparen (x,y}. 
Is L. YOX :rocht, dan spree kt men van ee.n rechthot:'lcig c•vrd i 1~-t.,:1u­

stelsel (of a.ssenstclse1). Is L>r))'.-/: 90°, dan Yan een schee:fhoekig 

coordinatenstelsel (of a.ssenstelscl). 
QJ:lg_~.J.• Token de pu:nten (3,4); (-2,5); (-4,0); (0,-7) bij een willekeurig 

a'ln te n1.:Een coordinatenste lsel .. 
Opg. 2. Bewijs dat meetkundige pla:1ts der punten, w:.-1.(trVA.n de X-coordinaat 

gelijk is a.an nul, best~at uit de ~/-as. 
Men drukt dit mo<:H!tnl anders uit 1 nl.: 

"De vergelijking dcr Y -as luidt x = 0~1 

Of){!'.. 2• WF.1.t is de ve:rgelijking der X-as? 

Onp:. 4.. Van welkc lijn is de vergelijking x :::: 4 1 x = a? Y = b? 
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Opg. ~. Gegeven zijn twee punten (2,4) en (6,2). Bepaal de coordinaten 

van het midden van het lijnstuk, dat deze purrten verbindt. 

Opg._§,. Hetzelfde voor de punt en (x1 ,y1 ) en {x2 ,y,_) • 

Opg. 7. Bij een rochthoekig assenstelsel bepale men de a~stand van 

het punt (3,4) tot de oorsprong. Eveneens van (x,y) tot de oorsprong. 
Opg. 8. De af'stand van de punten (x1 ,y1 ) en (x2 ,Y2 ) is 

Y<x1 -x2 )~ +(~ - y2 ) 2 + 2 (x1 - x2 )(y1 - Y.._ )cos 0J. 

Hierin is lv de hoek YDX der coo.rdinaatassen. 

Opg._...2_. Als een ~unt P (x ,Y) het lijnstuk P 1 P.2. in de verhouding m : n 

verdeelt (verg. _3 1) dan geldt 

n x1+m x2 
x=-n+n ; y = 

n Yi + m Y.z. 
-.1 + rm 

Qeg_!..-1.Q• Bewijs dat de coordinaten (x,y) van bet zwaartepunt van een 

L:.,_ P1 ~ \ gegeven worde.n door 

x 1 +JS_ +x2> 
X =·~-? • 

Een geheel andere wijze van plaatsbepaling van een punt in he~ 

platte vla.k geschiedt als volgt. 

Kies een willekeurige rechte OX ( Ois een vast punt) • 

. Dan is ee n punt P eenduidig bepaald door de 

lengte r der afstand OP en de hoek cp:::: L T•o X 

(deze wordt gewoonlijk in radialen geme­
ten). Men schrijft dan P(r,cp) en noemt 

r en ff de poolcoordinaten van P. 
0 heet pool; 0 'x p$O las; L'POX poolhoek; 0--P voerstraal. 

Opg. 11. Van een punt zijn de rechthoekige coordi~~ten (6,6). Hoe 

greot zijn de poolcoordinaten? 

0pg. 12. Van een punt zijn de poolcoordinaten (4,¥ ). Hoe gr"ot zijn 
d .. .z 

e rechthoekige coordinaten? 

Zoals uit het bovenstaande blijkt, bestaat er een verband tussen 
,, 

de poolcoordinaten en de rechthoekige co~rdina.ton van een :punt. 

Opg. 13. Is gegeven een punt P(x,y), bewijs dan dat men voor de pool­

coordinaten vindt 

· r = ( x 2. + yZ ; Cf =bg tg * . 
Opg. 14. Zijn gegeven de poolcoordinaten (r, cp ) van een punt 1 bewij s dan 

dat men hi0rui-i; voor de rechthoekige coordinaten (x ,y) vindt 

X = r COS 7 ; y :::; r sin <f • 
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Men is gewoon bij de poolcoordinaten (r,cp) van een punt bet getal r 

positie:f te rekenen. Nodig is dit niet. 

Cpg. 12• Toon aan da:t de poo:J_coordi naten van het punt (r,Cf) ook voor­

gestcld kunnen word en door (-r, f +TT). 

De in'opgave 13 en 14 genoemde formules ·warden trans~ormatiefor-

mules genoemd. Zij leren ons 

coordina.ten bepalen. 

coordinaten van een punt, uit andere 

,. 
~ 3. Krommcm voorgest0ld door vergelijki~• .. 

Indien de meetkund:ige plaats der punten (x,y), waarvan de coor-

dinatcn x en y voldoen a.an een rel~tie :f(x,y) = 0 1 bestaa~ uit een 
aantal krommen en/of recht6n, dan zegt men dat deze krommen en/o~ 

rechten tot vergelijking hebben :f (x,y )= o. Men noemt f(x,-y )= 0 de ver• 

gelijking van dat stel krommen en/•f ~echten. 

Opg. 1. Wat is de vergelijking der x-as? 

Opp:-. 2. Wat is de vergelijking der bisectrix van L '!OX? 
Opg. 3. Zij a een gegeven getal. Van welke rechte is x = a de verge-

lijking? 

O~g. 4. Waarvan is y = a de vergelijking? 
Opg. 5. De vergelijking y = m x stelt bij gegeven m eBn rechte lijn 

door de oorsprong voor. De richting dier lijn wordt bepaald door m. 

Opg. 6. Bij een rechthoekig coordinatcnstclsel is rn = tg tf , waarin <p 
de hoek aangee:ft tussen de beschouwde rechte,· en de positieve x-as. 

Hdt in opgave 5 en 6 genoemde getal m heet de richtingscoe:f:ficient 

vc.:i.n de rechte y=. m x. 

De vergelijking 

y=mx+n 

stelt evenec:ns 0en rechte voor. Is n I- 0, dnn gaat deze niet door de 

•orsprong,- De rechte loopt evcnwijdig met y = m x en ontstaat hieruit 

door versdhuiving over een a:fstand n in de richting der positieve 
y-as .. 

Opg. 7. Tekcn bij een gegeven assenstolsel de rechten 

Y = 3 X + 2; y = X - ·l; y = - X + 2; 2 X + 3 y = 6 • . 

Opg. 8. De vergelijking van iedere in het platte vlak gelcgen rechte 

is van niet hog0r dan de c.crste gra.ad in x en y.· 
Omgekeerd beschouwen we de meest algemene v_ergelijking van de 

ecrstc graad in x en y •. Deze luidt 

a X + b y = c. 
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Hicrin stellen a,b enc gogeven reole getallon voor. Immers is b-/: O, 

dan br0T¥sen we de vergelijking in de gcdaante y = - ~ x + s, welke 

laatste vergelijking blijkens het voorgaande een recht.e lijn voorstelt. 

Is echter b = o, dan luidt dG vergelijking ax== c. Onderstel a -1- 0 

{wan.rom mag dat)? Dan vindt men x = ~ , hctgeon eveneens een rochte 

voorsto1t. 
In poolcoordinaten luid t de moest algem(mc vorge lijking van een 

rechte ( op grond van de in ~ 2 geg,:3von transformr1tieformule sh 
_, 

a r cos (p + b r sin p- = c. 

a Dezo uitkomst kunncn wij nog omvormcn door tc stGllen tg C< = - b , 

wa.arna men vindt 

. { ' ) C • ,,.., r s:i.n ex. -y :;: a s1.n<r • 

.Qm.!...2..• Leid deze betrekking dirGct 

meetkundig af, (zie ~iguur). 

Vervolgens beschouwen we enige 

v•orbeelden vun vorgelijkingen van niet 
r 

rechtc lijnen. In deze ~ zullen we verder met rechthoekige coordinaten 

ef poolcoordinaton werken. 
De cirkel met straal d en middcl.r;:,-nnt in de oorsprong heef't to-t 

vorgelijking x 2 + y 7- = d 2. .. 

Opg. 10. Bewijs dit • 

.Qm.~ 11. Wat is do vergelijking in poolcoordinaten vnn doze cirkel? 

Opg. 12. De cirkel met straal d en middelpunt (a, b) heef't tot vergelij­
king (x - n.)2 + (y - b );.. = d 2 • 

Opg. 1~. Stelt de vcrgelijking 

4 X ~ + 4 y '--- - 8 :X: - 4 y = 11 

ook een c irkel voor? 
2- ·2.. 

Opg. 14 .• Ondcrzoek of' de vorgelijking_ x + y + ax + by + c == 0 ecn 
cirkel voorstclt. Hicrin zijn a, b enc gegeven reele getallen. 

Zoals uit bovenstaando voorbe0lden blijkt, wordt een cirkel voor­

gesteld d•or een bepaalde soort van vergelijkingen van de twecde graad. 

Dit is niet alleen een eigenschap van cirkels, maar ook van ellipsen, 

hyperbolen on parabolen. Later zal blijkcn welk type krommen in het 

algemcen door een vergelijking van de tweede graad wordt voorgesteld. 
Thans be schouwen wij nog even de vergelijkingen der genoemde krom­

mon in bijzondere gevallen. 
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Deel.lips is de moetkundige plaats der punten, waarvan de som der 

af'standen tot twee vaste gcgevcn punten constant is. De vaste punten 

heten brandpunten; hun verbindingslijn de lange as der ellips; hun 

middenloodlijn korte as. Om de vergelijking der ellips te bepalen kiezen 

we het coordinatenstelsel zo, dat de x-as langs de lange en de y-as 

langs de korte as der ellips valt. Noem de coordinaten van het ene 
\1 

brand punt F ( c , 0}. 1 

Dan zij n die vr,,n het and.ere 

E(-c 1 0). Zij P(x,y) een 

willekeurig punt van de ellips. 

Dan is PF + PE = 2a {constant). 

Wegens '◊ 2 ( opg .. 8) ge ldt d~m 
...) 

if(x c) 4 + y~ + V {x + c)2.. + yz. = 2a, 

dus \/ (x + c) 2 + y 7- = 2 a - V (x - c) ~ + y 2 

dus (x + c/ + yz = 4 a 2 + (x - c)'" + y"<- -4a \,.-'(x - c)~ + y 2. 

dus az.. - x c = a V"fx c)2... + y z. 

dus 

dus 

q. 2 .-..., 2Z. " 2<- 2_,_ 
a - 2 a x c + x ,:. c ~ = a x - 2 a ..... x c + a c + n. y ~ .. 

Men herleidt dit meestal nog verder door in te voeren een grootheid 

b ={a2.--:_ ;z-. Wegens PE + PF>EF (waarom?) is 2a>2c dus at 
x'- ~ zodat b con reele grootheid is. Men vindt dan -- + = 1. 
a?- b .... 

Ann deze vergelijking merken we op 

1° het tweedcgraad karakter. 

2° dat x~ wel>maar x zelf niet optrecdt. Zodra dus een punt (x,y) op 

de ellips lig\ is dat ook bet gcvR.l met een punt (-x,y). Men zegt dat 

de ellips symmetrisch is ten opzichte van de ·y_ as. 

3° dat y2 wel maar y zelf niet optreca:t. Behalve (x,y) liggen dus ook 
J . 

(x,-y),(-x,-y) op de ellips. De ellipsis dus s~mmetrisch ten opzichte 

van de bcidc coordirn1.atassen. 

Opg._ 15. Bepa:i. l de snijpunten van de 0 llips met de coordinaatassen, 

De hyperbool is de meetkundige plaats der punten, waarvan het ver­
schil der afstanden tot 2 gegeven punten (bra..ndpunten gena..'"1.md) constant 

is. 
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Kies het coordinatonstclscl nnRloog ~ls bij de ollips. Men hee:ft 

dan v oor ee n wille1-cGurig punt 
y 

P(x,y) der hyporbool 

1/(~.;~);. +y~ - V(.x--c / +y '· =2'1 

of --·-·- . - r-- ·•··-·· --· •··-· 
v(x-c ).-:: +y;, - V(x+c) ~ +y ~=2a 

I 

om. 16. Leid hieruit qf' (bz 2. .,,,2 stellendG) ::: C - Ct.- de'vergelijking van 

de hypcrb0ol "Z. 2.. 
X L - - = l 

4-
.. 

a,. b 

OJ!g .. 17. Bewijs de symmetrie der hyperbool ten opzichte van x-as en 

y-as en bepaal de snijpunten van de hyperbool met zijn assen. 

Terwijl de el1ips een gesloten kromme is, evenals de cirkel, is 

dat niet met de hyperbool het geval. 

Tie parabool is de meetkundige plaats der punten, die gelijke af­

standen hebben tot een vast gegeven punt (brandpunt genaamd) en een 

vaste gegeven rechte (richt lij n genaamd). Om de vergelijking van de 

parabool a:f te leiden kieze men de X-as dQor het brandpunt en loodrech1 

op de richtlijn en de Y-as evenwijdig aan de richtlijn op gelijke af­

stand van brandpunt en richtlijn. 
Onderstel de l0ngte der a..fstand van brandpunt tot richtlijn gelijk 

aan p. Voor de coordinaten van een willekeurig punt P (x,y) van de 

para boo 1 geld t da..Yl l Yi 
---· _ ... ______ ..... ~--..... i---~--.,.. - I~~ t 

X + ½ :p == V (x ½ p)/4. + y'j i 

dus na herleiding 

y 2 = 2 p x. 

Oog. 18._ Is de parabool symmetrisch ten 

•pzichte van de X-as en van de Y-as? 

F 

Behalve ellips, hyperbool en parabool zijn er nog and.ere :figuren, 
waarvan de vergelijking in x en y van de tweede graad is. Als voorbeo.ld 

,- 2 
nemen we de vergelijking x·· - 4 y = 0 waarvoor we eek kunnen schrijven 

(x - 2 y)(x + 2 y)= o. Elk punt P(x,y), dat ligt op de figuur met ver~ 

gelijking x'1- - 4Y:;.. = 0 heeft coordinaten, die voldoen of aan x - 2y == 0 

•f aan x + 2y = o. Het punt Pis dus gelcgen: ~ op de rechte x - 2y== 0 
•f' op de rechte x + 2y = O. De beschouwde vergelijking stelt dus ~ 
rechte lijnen vaor .. 

Opg. 12. Welke figuur wordt voorgesteld door , ~ 

X · ... 4 = 0; door (y - 2 )'"':= 0; door x (x-1) (x-y )= 0 ? 
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Wij geven nog een paa.r voorbeelden van krommen van hogere graa.d. 
Besohouw een cirkel met straal a. 
Door een purrt'\an de c irkel trekt men een willekeurige koorde, die 

de oirkel nogmaals in B snijnt. Men verlengt deze koorde AB met aen 

constan~t~r lengte c. Gevraa.gd de meetkundige pleats der uiteinden -der 
verlengde koorden, als deze om het • 

,.. punt A d rae.ie n. 

Wij bepalen de vergelijking der 

gevraagde meetkundigo plaats eerst in 

poolc-..ordinaten. Kies het punt A tot 

OOl"'sprong en de roolas door het mid-

.13 .. l!.\,, 

/ \ {. 

' ~ \ Al..... . (.: ~--·1r-;__-i-· 

delpunt van de gegeven c irkel. Zij nu 
C een punt der m. p. met coordim.ten 
(r, 1i) ). Dan vinden ~ direct de vergelijking in poolcoordinaten 

I 

r = 2 a C0S(f'+ C • 

Wij vinden hieruit de vergelijking in rechthoekige coordinaten. Men 
X he:-d't cos ~ = r , dus 

r 2 = 2 ax+ c r, 

dus (x2 + y2 - 2 ax)2 e c2(x2 + y2) • 

Ditma.a.l vim en we een vergelijki.ng van de 4 e graad in x en y. De gevon­

den kromme heet limaron van Pascal. Het speciale geval o = ~a levert 
een figuur, die men cardioide noemt. 

O;m. 2q. Toon aan dat de in rechthoeldge coordi.mten gevonden vergelij­

king ook die punten bevat, die men ve rkrijgt door de k-,.<>.i·ne A'B met de 
lengte c te verkorten. 

Men beschouwe een vast punt A en een rechte k niet door A. Een 
willekeurige rechte door A snijdt kin B. Men verlengt AB met een 
lengte c. De m.p. der uiteinden der zo gevonden punten is een figuurt 

die oonch~ide (of sehulptrek) wordt genoeun. 
Opg. 21. Kies de oorsprong in A en de poolas door A en loodrecht op k. 
Bepaal de vergelijking der gezochte 
daarna in rechthoekige c oordina.ten. 

Men vindt: 
r = d . + 

COS(f' C 

kromme eerst in poo le oordinaten en 

(x2 + y2)(x-d)2 = c2 x2 • 

Qpg. 22. Beschouw oen middellijn AB van een cirkel. Trek door A een 

willckeurige rechte • die de cirkel in C en de ra.aklijn in B aan de 
oirkel in D snijdt. Bepaa.l tusscn A en D •PAD een punt P, zodanig dat 
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AP= CD. Wirtelt de beschouwde rechte om A, dan beschrijft Peen kromme, 
die cisso!de (klimoplijn) van Diocles wo:rdt genoemd.. Bepaal daarvan de 

vergelijking .. 
O~. Twee loodrechte rechten a en b snijden elkaa.r in o. Een lijnstuk 
AB van constarrte lengte 2c beweegt zo, dat A •P a en B op b blijft. Be­
paal de vergelijking der meetkurrlige plaa.ts van de projectie van O op AB. 

('Vierbladig reset}. 
~l4,. Een bewegende rechte a gaa.t door de oorsprong O. Z 1J A e e H Y-='.::.t 

pu~it. Zij B de project ie van A op a. Zij C het spiege lpunt van B t. o. v. 

OA. Bet)9.al de vergelijking der m.p. der prcjectie van Cop a. (tri:folium 
van de Longchamps). 
Om.22. Bepaal de vergelijking der m.p. der punten P ,waa.rvoor bij gege-

" ven punt en A en B het product PA. PB constant is (=cc.). In het geval 
o=½ AB ontstaat een kromme, die lemniscaa.t van Bernoulli wordt genoemd. 

Een geheel andere wijze van bepalen van een kromme bestaat daarin, 
~at ;v-~. elk punt (x,.y) van de kromme niet direct de rel..<:atie 
,.te1 ((.. ~e•J'-1.'lf~;n, m~.:.ir <'{.:'\'t 1·0.:-,1 V?>, }l 4t/k }ni•;t ( 7,Y) 

de waarae der ce~rdinaten x en y geeft als functies.van een 
( pa.rome ter) t 

X = f(t); y = g(t). 

tussen x en y 

hulpgrootheid 

Bij iedere waa.rde van t vindt men dan een of meer punten (x,y) der kromme.-

Voorbeeld: x = '3t; y c 4t. 
Elk punt der hierdoor bepaalde figuur, is door de keuze van t vastgelega. 

De vergelijking van deze figuur vindt men door het verband tussen x en y 

op te sporen, ongeacht de waarde van t, of' zoals men dit uitdrukt, door 
eliminatie van t. In dit geval vindt mn y == ! x. 
Opg. 26. Bepaal de vergelijking der krmnme 

X = 4t + 3; y = 2t - 1. 

Opg.27. Bewijs dat de vergelijkingen 
x = o.t + b; y = ct + d 

een rechte lijn voorstellen. 
Qgp,. 28. Bepa.al de vergelijking der kromme 

2t l-t2 
x=~;y=~ • 

l+t l+t 
x2 r_ 

O:oo;. 22. Om een parametervoorstelling van de punten dcr ellips ~ + ::-:-z = 1 
a b 

te vinden, stellen wa x = a cos 'f . Het gotal Cf t:rcedt hier op als para-
meter .. Wolke betrekking vindt men voor y a.ls .functie van f? 

In het getnl a = b = l vimt men dezelfde figuur als in opg. 27. Wat i2 

het verband tussen de da.ar optredende pr-a-a.meter t en de pl.rameter" 'i ? 
x2 Y..:. Opg. 30. Bepaal een parnmetervoorstelling van de hyperbool 2 - 2 = l 
a b 

do or 'te stellen x = a sec <C • 
O:gg. ,1. Voor do parabool y2 = 2px heeft men fl.ls parametervoorst elli~ 

x = 2pt 2; y = 2pt. Een o.nderc parrunetervoorstelli:ng is y = t; x = t, .. 
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In deze § bc::;chouwon we: l{r01mt1en met vergelijking f(x, y) = O, w;;;.arin 
f(x, y) een v0elter;·11 in .x en y voorstolt. Zo 1 n kro~n:1c heet een alge­

braisc.P.J.e Jrrollm1e .. ,. 
Zoals we reeds zagen is een kromme symmet1isch t.o.v. de X-as, als 

de vergelijkir¥5 onvera.nderd blij:ft als y door -y wo:..~dt vervangen, d. w •. z:. 
als in de vergelijking slechts even •f slechts cneven machten van y 
opt red en. 

QB~. 1. Hoe ziet men aa.n de vergelijking van cen kromme of deze symme­

trisch is t.o.v. de Y-as? 

Een kromme is symmotri sch t. o. v. de eorsprong, a.ls de vergelijking 

ongewijzigd blijft als x door -x en tcgolijkertijd y d•or -y wordt ve~­

vangen. ,, 
Dit is het goval als in dc,i uitgewerkte vergelijking der kromme 

r s slechts termen x y optrQdcm met even som r + s ef slechts termen met ol'-

even som r + s • 

.2.J.?g_.. _ _g. Als een kromrne symmetrisch is t.o.v. :x-e.s en t.o.v. y-as, is zij 

symmetrisch t.o.v. de oorsprong. 

De snijpunten van twee krornmen f(x,y)= 0 en g(x,y)= 0 zijn die 
punten (x,y), die vo1doen aa.n d.aze beide betreklcingen zoo:at men deze 

an slechts doze punten vindt door hot. st.els Pl ve1:go1.ijkinenu: i.n de 

t,NCe enbekenden x en y 

op tc lessen. 
0-pg. '3. Bepaal de snjjpunt(cn) van de :x-as en do rechte y = 3x + 6; van 

d~1 y-ns en de 

van de cirkcl 

van de c irkol 

rcchte ye 3x + 6; 
x2 + y2 = 25 on do rechte y = 3x 

<') -, 

x'"· + ye. = 1 ,Jr: de rcchte y = l. 

- 5; 

111 hot lae:tste g<::v·1l vind t ricn al,.: cht s ,5"5n s r.ij punt of 7,00.ls roon 

het vsnk uitdrukt twcie saroc:rivallende sni,ipunt1m. ?~en zegt in d it geval 

dat de beschouroe rcchte .:m cirl<el elkaar rn.ken .. 

Wil men da snij punten bcp:ilen V'.1n de rechto y = '.:: en de c irk el 
x2 + y 2 :::: 1, do.n vip-~t men gecn punten :oc:t rci.iLJ cocrdinaton. Opdat 

toeh de :regel blijve galdon, da.t cirkel en rochtc twee snij punt en ge­
meon hebben is men gewoon het {reele) platte vlak uit te breiden t•t 
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het cornploxo ,Platte Ylak rtoor punt0n root nict recle coordi:nr-:i:t.:.m cven­

eens in de be.ischouwingcn •P tc nemen. Zo zogt men, dat de· punten 

(i'/-3,2) en (-i-/3,2) snijpuntcn zi,jhilthrkol en rcchte .. Eon punt met 
mi:nst,ms ecn nit1t rec le-conrdir:urnt hcct imnginair. 

Hot is duid8lijk dat punton m,1t ni;,:t recle c•ordimtcn niat to 

tokcnen zijn. Toch spreckt m,)n van het midden van hat rochtc v0rbin­

dirv:;sstuk vcm tweu runten met nict rocl1;; coordinaten (x,;1,,) on (x?,y..,),. -, • '- <~ 
In analegio met hot gevn.1, dRt boidc punton rei5le coordinaten hcbbon, 

bedoel t men hi0rr.·k d,:i hot punt ~ 

{1 + x2 
2 ' 

YJ + y,.., 
- C ) • --.,--.... 

Opg. 4. K~m dit middGn rcc:1:,l zi,in, zonder d1?.t de oorspro:nkclijke punten 

het zijn? 

Een rechtc lij n y :::a m x + n meit nict re;3lo m bcvut ten hoogste e6n 
ree:~l punt. zo• n Ii.in hOi..:t irnaginair. 

6pg. 2· Bevat een rechte twee recle puntcn, dan bevat ze er oneindig 

veeL 

Opg. 6.. Bepaal het reele punt, dat op de rechte 

(1 + i)y = (2 + i)x + 3 + 4 i 

ligt .. 

Ong. l• Bova.t de rechte y = 2 x + 3 •ok niet · reele punten? 

Opg. ~. Is de rechte 

(1 + i) y + x =(2 + i)(x~l)+l. 

• . . ? 1.mag1na1r. 

Opg:. 9. De vorgGlijking x 2 + 1 = 0 stelt twee rechti:::n voor. Bewijs dit .. 
2 I) 

m t * lt d 1 · · k · + ye. = 0 voor ?. na s~e e verge 1J ·ing x 

Opg. 10. Bepa.al de snijpunten van de ellipE( hyperbaol) mot de verbin­

dingslijn hunnGr brandpur1t0n en de middenloodlijn ervan. Deze snij­

punten warden t~ppan gcno0md. 

&:::pa.al eok de tOJ."!)Cn van de para.bool, d«.t zijn dn snijpuntcn van 

parabool en de rechto door het brandpunt loodrecht ~p de richtlij n ge­

trokken .. 

0.12g. 11. Het snij punt van twee toegevoegd complexe rechtcn (dat zi jn 

rec ht en y = m X + n en y = i X + n, waa.rin m en m en !')Ok n en n t ,ege­

vocgd c~mplcx zijn) is reeel. 

J<Jan vorm f(x,y) hcet homogeen VM do grae.d kt P.ls m~~n hoeft 

f(tx,ty)= tk f(x,y). 
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Voorbcelden V8rt homogene vormen zijn 

X 2 + 2 2 2 . X ( · ) 3 (4 ) y, Xy + x - y, sin~, X+4y x - y • 

Is f(x,y) homogeen, dan bevat de kromme f(x,y)= 0 1 naast ieder 

punt (x,y) ook elk punt (tx,ty)~ d.w.z. als een punt Pop deze kromme 

ligt, dan ligt ook elk punt van de rechte verbindingslijn OP op deze 
,;;,,,"'! 

kromme. ])0 kromme bevat dus 1 zodra zij een .. punt P bevat ·, een reele 
rechte,:; .door O. 

De kromme f(x,y)= O, waarin f(x,y) homogeen is, stelt in het alge­

rneen een aantal rechten door O voor. De richtingscoefficient m van zo'n 
rechte vinden we door de substit utie y = mx, w'1arna de vergelijking 

ovorgaat in f(x,mx)= O, dus 

xk f(l,m)== O, 

ius afgezien van x = 0 een vergelijking van een of andere graad in m, 

iie een aantal al of niet reele wortels m bezit, die de richtingscoef'­

ficienten der rechten aanwijzen, die deor de vergelijking worden voor­

gesiield. 

Opg. 12. Bepaal de snijpunten der krorn.mon 

2 2 0 2 1 0 x - y = on x - = .. 

e De algebraische verg,~lijking van de n graacl :t\--- .. y) =O van een 

kromme is in de geda8..nte 

:t:1.,(x,y) + f?J ___ 1 (x,y) + ••• + f O (x 1 y) = 0 

te brengen. Hierbij wordt onder fv verstaan h~t homogene aggregaat 
e van termen die in f(x,y) optreden, welke in x en y samen van de v 

graad (v=0 1 ••• , n); f 0 (x,y) stelt dus een corstante voor. Het is dui­

de lij k d8.t als deze cons tante nul is, de kro:rnme bepaald door f (x ,Y) =O 

door de oorsprong gaat. Wij zullen in dit geval de betekenis van do 

rechte f 1_ (x,y )=O nagaan. 

Zij y=rox een willekeurige rechte door O. Wij tr~chten nu een 
rechte met een zodanige richting(scoefficient) te bep~len dat deze in 
0 raakt qan de gegeven kromrne f(x,y)=O. Het is dus nodig dat men bij 

het bepalen der snijpunten van f'(x,y)=O en y=mx ten rninste twee maal 

het punt · (O,O) vindt. De snijnunten bepalen we 1 zoa.ls bekend is, door 
oplossen der beicle vergelijkingen. Dit geschicdt b.v. door substitutie 

van y=rnx in f(x 1 y)=IB, hctgeen oplevert f(x,rnx)=Q 9 dus 

f.)1 ( x, mx) + :f n _ / x 9 mx) + • • • + :f..t ( x, mx) + f 1_ ( x 9 rnx) = 0, 

dus 1 wegens de homogenitei t der vorrncn :f,.,,, 7 f.•n~,., 9 ••• , f 2 , f 1 ,, 

(1) xnfn(l 1 m) +' xn-lfn_1 (1,-rn) + ••• + x 2:f2 (1,rn) + xf1 (1,m) =O 

Dit is ecn vergelijking van de graad n in x. Deze moet ten minste 



twee maal dcz0lf'de wortel x = 0 op),.everen. Dat x = 0 a.an deze vergelij­

king voldoet is evident (waqrom?); verder zal x = 0 een tenminst4 

ttdubbele" wortel dezer vergelj_jking zijn, a.ls deze niet alleen de 

:factor x-,ma.ar zel:fs dt~ factor x 2 bevat, d.w.z. als de coe:f:ficient van 

x zelf' nul is. Wij zien dus dRt de rochte y=mx dan en slechts dan in 0 
aan de kromme f(x,y)=o ra~kt als' het getal m zo wordt gekozen, dat 

f 1 (1,m)=O is. In de "'.>""'.-Ctijk vinn.t men deze wa.::trde van men tevens de 

vergelijking der gezocht0 rechte diroct door te nemen 

f :!. (x,y )=O;, 

want onderstel, da:t f'.,,(x,y) de ged.a.a.ntc ax+ by hee:ft, dan is de rich-
-L. 

tinscoef'f::i-cient dezer rechte gelijk a~n -~ en men vindt deze wa~~-rde juist 

door te ncmen 

f'1 (1,m)=O, wa:nt di t levert a. 1 + b. m = 0, dus m = 1· 
Het is duidelijk, dat, als in n.e vorm f'(x,y)=O gean termon van de eer­

ste graad optreden, in de vergelijking (1) de term xf1(1,m) wegvalt, 

d. w. z. elkc rechto door de oorspro·ng snijd.t onze kromme in twee samen­

vnllcndo punton. In dit geva.l is de oorspron6 een dubbel:punt der kromme 

(mi ts natuurlijk n.ict de term,:m van de tweede grqn,d evoneens a.lle weg­

vallen, w,::i.nt d8.l:1 krijgt men een drievoud ig punt onz.) Bij een twe evou­
dig punt vr-tn de krommc zijn twee rechten die de krm'lme alda.ar in drie 
samcnvallend0 punten t0 snijden. Wij bepalen de richtingscoef'ficient 

m van zo' n rechte y=mx. Dit getal m moet zo zijn, dA.t in (1) ook de term 
met x 2 wegvalt, want het linkerlid vnn (1) moot dcolba2.r zijn door x3• 

Men bereikt dit door te nemcn f 2 (1,m) =O. Zij f' 2(x,y) van de gedaante 
ax2 + bx:y + cy? Het getal m moet dan voldoen aan £2 (1,m) =a+ bm + cm2= 

~ 0, waaruit in hGt algcmeen twee wanrclen van m vo]g en. De verge lijkin­

gen der gezochte twee ra.aklijnen zijn hierdoor bepae,ld. Evcnals in het 

bovenbeschouwde geval worden deze direct gegoven. door £2 (x,y) = 0- te 
stellen, dus uit ax2 + bxy + cy2 = O, want van de hierdoor bepaalde 

rechton voldoen de richtingscoef'f'icienten m aan a+ bm + cm2 = o. 
Hierbij zij nog opgemarkt, dat de wort els dezer verge lijking 

van de twecde grand hetzij 
le. reeel en verschillend zijn; dan is O een dubbelpunt met verschillen­

de re~le ranklijnGn, hetgeen een knooppunt wordt genoemd. 
2e~ s8.menvn.llen; dan vallen de be.ide rn$lklijnen in O samen; 0 heet een 

keorpunt. 
3e. toegevoegd complex zijn; in dit gev~l is O een ge~soleerd dubbel­

punt. 

Op analoge w1Jzo blijkt aat de oorspr~ng een p-voudig punt is van de 

kromme f(x,y) = O, als 
f 1 (x,y) = f'2 {x,y) = •.• = fp(x,y) = o, 

d.w.z. de coefficienten V!ID alle gedeelten van lagere graad dan de 

(p + l)e nul zijn, terwijl tenminste een coe:Ef'icient van fp+l(x,y) niet 
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nul is. De p r~~klijnen in de ©orsprong vindt men den door fp+l(x,y)=O 
te stellon. 
ORP;i 12. Bep4al do a~rd vqn de oorsprong en de rqaklijncn in de oor­
sprong van elk der voJ.gende kromman: 
a) Parabool y2 = 2px; 
b) Lemniscn~t (x2 + y2)2 = 2n2(x2 - y2); 
c) Trifoliurn vnn de tongchamps (x2 + y 2}2 = A.X(x2 - y 2); 
d) LimR9on (x2 + y2 - 2ax) 2 = c2(x2 + y2). 

Bij de kromme f(x,y) = x4 + y3 + x2 - y 2 + x-y = O 
is 

f 1 (x,y) = x-y-r 

De oorsprong is dus enkelvoudig punt met r~Rklijn y=xT 
Bepa~ld men de snijpunten van de~e rechte met de kromme,dan 

geeft substitutie van y = x hot result~nt x4 + x3 = o, zodnt deze 
rnr .. klijn in h;_,t enkelvoudige punt O dri\1 s~envR.llend.e snijpunten met 

de kromme gcmeen hoeft. In di t goval heet de oorsprong e'3n buigpunt en 

de rechte y = x b~igr~~klijn. Bij de kro~me x4+y4+x3-y3-x - y=O blijkt 
de rnnklijn y. = x 11ihot enkelvoudigo punt O z,:ilfs 4 srunenv"i.llende punten 

met de kromme genoen te hobben. In dit gevnl is O eon bu..igpunt V!"l.n hogcr 

(de vierde) ordc. 

ppg.12• Toon aa.n, dat bij de lemniscaa.t 
(x~+y2)2 = 2a2(x2-y2) 

de in opgave 12 gevonden raaklijn=n be:ide buigraA.kJ.:l)nen ziJn. 

Ten slotte behandelen we nog een elementaire method.e cm de maxi­

ma, de minima en de neest links en rechts gelegen punten van een kr{.mme 

te bepalcn. 

NE:men wij als vnorbe eld de kramme 
2 2 X +y +4X+3y = 0., • 

• I t 

Een rechte y=a, evenwijdig met de x-as, hee:ft snijpunten met de kromme, 

die bepa.ald wc-rden door de wortels van de na. substit.ntie verkregen ver­
gelijking 

(1) x2 + 4x + a 2+ 3a = 0. 

Man vindt in bepaa.lde gevallen twee wortels, die de eezoohte snijpunten 

bepalen. Het kan echter gebeuren, da.t de w•rte ls samenvallen, in we 1k 

geval men met een maximum of minimum te noen kan hebben. De wortels z1 
en z 2 van de vierkantsverge"J.ijking (1) vallen dan en slechts dan samen 

als de discriminant 16-4 (a.2+3a) = 0 is. We vinden dat dit optreedt 

bij a 1=1 of bij a2= -4. In het eerste geval is dus de rechte y=l een 

ra.aklijn. Het raa.kpunt het1ft een x-cgordjna.a.t die be paald :t"-"' ~ ....... (1), 

dwz. in dit geval do~r x2+4x+4 = O, dus x=-2. De rechte y=l ra.akt dus 
aan de beschouwde kr~mne in het purrt (-2 ,1). Evenz• vindt men dat de 

rechte y=-4 de krarnne raakt in het punt (-2 ,-4). Dit laatste punt b~kt 

een minimum te zijn van de kromIM, terwijl (-2,1) een maximum is. 
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9Rs .. ,- ,13,_,._ Be-pa.al de m~ en !Dlllima. en de meest 11nks en recltts gele,;.. 
aen punten van 
a) lemniscaat 
b) parabool 
o) trif'oli'U.lll 

(x2 + y2)2 = 2a2(x2 ~ 12). 
Y2 =- px. 

{x2 + y2)2 = ax(x2 _ y2). 

~, • ..l.4:.~ .. Bepaal ma.xi ... -:.i1 on miniL1...;. 1;;n ao.rcl vai, da oors(lrong en de raak­
lijn( en) alclic1.r van de :-.:rom,:,1e 

Y = x2 _± )X 
X: + 4 • 

l _5_ •• • ~!.~!!s.J. o;-.~ t i ~ 
Na,':·st elk punt P(x,y) in het platte vlak beschouwen wij een punt 

P 1 (x•,y 1 ), waurin x• = x + a; y• = y + b; ~ierin stellen a en b va.3te 
,'.'5Cta.lle:·i voor. 0:? deze wijze ontstaat een punt-ver.1dntsc:,1ar,, waa.rbij 

t.an elk punt P een nieu,t r,unt P' is toegevoegtl. Deze ver.:antscl1ar> is 
zode..1.1ig dat bij een willE.kcurig punt Q slechts aen r>un·c P te vincl0n 

is dat de eigenacha.9 heeft, t1at het punt P' sn,.:1enva 1:t ;aet P. 

Hen zegt d~t de formulas 
(l) (x• = :x: + a 

(y' = y + b 

een pullt transform.a.tie voorat0llan. Zoals we zagen is dez~ een-Gendui­
dig. De oors_,rong ga.a.Jli over in het ,unt (a, b), torw:i.jl hct punt 

(-a, -b) door do tru:n~,.i'or:.il<.'i·tie overG..1 .. :.t in de oors-:?ron~;. 

}~ot is duidc:l1jJ'.: ft:i:t d0 transformatieforJJula.s ( 1) ecn verschui­

v'in6 of trans.L.ltio vc,ort;telJ.en. 

Do tr,,.nsfor,n.atic la.J.t gcen enkcl punt op zijn 91.:..ats. 

·~nj kuruuim aan de fornulcs (1) oak nag een g\~:::-i.c0l andcre bete­
kenia he;chton. Denken \1.::. het a.ssenste:lsel Jt0y zoclanie; ev1:lnwijclig aan 

zichzelf verschovcn, dat ~1ot in de stand x 1 0' y' ko.:..1t, VJ;J.arbij O' 1rnt 

punt (--a.,-b) is, dan k.:..n men de coordinaten (x,y) Y,m ecm )1Ult P t.o.v. 
het stelscl xCy v~rgelifcen niet de coordine.ten (x' ,Y') van hctz~lfde 

punt P 1 t.o.v. bet stelsel x•O•y• • !-[en vindt t1an dat het vorband tuasen 

(x,y) en (x• ,Y') evencer..a uordt gegcvcn door do fornules (1). 

De formulea (l) hc':)ben dus twoe betekonissen: 

le. Bij eenzolfde aasonetclsel oen transforms.tie van puntu11 

2"e. Hz.t voroond tusaen a..:: coordinatcn van e"'lzufdo punt bi;: verschil­
lGnde aasenstolsels. 

De :f'ormules (1) hebben de t;!igenschap de.t fi3"J.ron e:i: door ovor­
g...an in nieuw~ :f'igurcn, die con,it'Uent zijn M.et de oors,.?ron1~elijke • 

.Datzelfdo geschiu<lt ook bij eun gohcol anlJr type v-c:..n -c»::i.nsf'or­
;,atio forri.N.lus, diu \tij thana gaan bc;)alcn,. 

Besohouw twee assenstclaels navt i'aaacnho~kou W e.,w: di"l de 
oo:rsr,ron.,z geueen hobbl.in. Om. hot vurb..ind tuascn de ooordinaten (:x:,7) en 



(le* .,y') van eenzelfde punt P bij 
tl~ide stelaels op te :.,:o:re:n, i:;.orten 
:::1,e op dat de scheve ( in cle rich:tin.; 

van Oy' ) projectievc vi:1n. Q..,J? op ,le Ox• 
as gelijk is 8.€.:;:i OJ = x' .. ·J)Ua heeft 
men aJ.n L yOx = <ll en Ly: Ox· = c(/ is on 

tie hoek tussen <le ovuret:.m!con1sti:.;,e 
assen v~u beide etelsels ~ bedraagt 

:X:. 1-- OC. t- C13 = 0/}(:,..,'... w '+-()() + A1> s,;.(:,., ➔ w ~<--.) 
'5J.,,., :.} I _s·,.:,.., WI 

_ ~!:~+Ol) + ySh-l(!X~W!._W) • 
- ~n,( .•. J' .s~w' 

en A? 
. r 

OA s-;;.,.ex I rt.==- ~, .... (<.~ :J;, - -Y. 
Si,, (,4.) s~ c.,J 

De transformatieform1lea luiden dus 
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'(' 

1. I\( 
i // p 
I / I 
! / X. , I 
I l 
l !/ r 
l .. ' .. .;;.1 . - ~ 
-~~ ;1 

0 A ---X 

\ l>r ,..,,_. l.·--.(W-1)() ...,L /:f .J;,...:, I ,S:-i.;,,. C,j / ,:,., 
' 

":( s,;.. ( C-.) +c.: ) ll SJ~ ( e,( + (.,,) ,_ w ) ___ , --- + g_ 

(2) 

4 '-::: a 

~ (.,,JI .S:rn WI 

x ~ ~ + J. $,;.. I w-r::x) 

~,:..w' s~ w' 

Behalve alri trarisf'ormatieiori:.ule van ooordinaten l-:c,r: :r.en dE: f.'ormulea 
( 2) in het {;eval w = w1 ook opvatte1: ala punt tr,.1nnfo1.·::.2.t:i.cformules 1 

wa..:~rbij aan een punt P met coordinaten (x,y) te:i opziohte vnn een aa­
senstelsel yCr..c r10rdt toe.sevoegd ee~. nieu,-; punt P 1 met coordinaten (x· ,1'; 
te:n opzichte van hetzelfde assenstelaeL p• on-tatar..t dd.1, ui t r door een 
rotatie c,, :m.. 0 over een hoeli, - 'X • Het is va~ oelan:, het s:peoi2J.e s;eval 

rr te beschouwen, <lat w1 = •·- iti en t..J willel;eti.ri;.:. i11 ·,·e.L'.: .... ~::val de for~~!u-
~ ~ 

les (2) luiden 

{J} 
) ~ 1-::::- X (,f'I 0/ + .. '/ (,,J l t,)-·'f:11) 

1 J '= - ')(J~c,., ~d C~:J 0( ' 

Dit is due de overg,ln::_, van rec):ithoel ·ib0 11aor achoefho-s}: it,e co~rdim~t~r.. .. 

Ie boTend:1 en w = Jr dan li:rijgen wij 
,. 1) 
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(4) 

Wij merken nog even o~ dat bij elk der transformaties (1), (2), (3) en 
(4i opgevat ala punt transformaties,een rechte lijn weer overgaat in 
een reohtc lijn. Dit is meetkundjg evident. Om te berekenen in welke 
reohte de lijn y = mx + n b.v. door de transformatie (3) overgaat, 
gs.an nij eerst iets anders doen. 

":ij. bepalen de inverse o:f omgeI:.:eerde transformatie van transfor­
matie (3) 1 dus die transforniatie, die x en y uitdru.kt in x 1 en y;. Deze 
is te vinden tloor oploascn van x (resp. y) uit de beide vergelijkingen 
(3). Het resultaat i.s cchter ook direct te voorspellen., want (3) geeft 
het verband w,eer tusscn de ooordinaton (x,y) en (x 1 ,y1 ) VEJ.rl oen punt P 
waarbij LYCx' :;:1X •~Hot omgckeerdo verband tussen (x' ,Y'). on {x.y) 
vindt men door ui tgaande van het stelsel x' Oy' over een hoe!, oc terug 
-te draaien., wa2..rdoor men het stelael yOx vindt. Verwis~el t L1en dus in 
(3) x en x1 , ook y en y; en vervangt mon IX door -r,x., dan ontstaan de 
iormules van de omgeke~rde transformatie 

(5) 

Hct is nu duid0lijk dat du rechte y == mx + n door (4-) overe;aat in een 
rechte, rant de vcrgelijkingan (5) gevcn na substitutie in y = mx + n 
direct de in x• en y 1 li:l:102.irc betrekkine:; 

t • I I 1 , X SM 0.- ➔· f1 C,#yJ ._Y :;,c::. ?)-1..., .,,..,._. "-~ .._.... '-I r.....__ 
0 -i ....... VV'JV\, - ,,,0 0-~ ot + -,. .... ., 

die oen rcchte voorstelt • 

. 92C•, J-.!. Toon algobraisoh aan dat door de transformatie ( 1) en oak door 
de tr2.nsfiurmatio( 4) een lvillekeurige cirkel 

· . (x-a) 2 + (y-b) 2 = r 2 

weer ovorgaat in een cirkel. 

PPZ~~ G0gcvon zijn de punten (2 9 4) en (3,6). ~a2r komt bet middvn 
vun dG vcrbindiugslijn dezer punten te liggen na de transfo~ruatie (4) 
met rx: 1;--~ ! ? 

Do m-ees.t algeme.ne verplaatsing in hot platte vlal;: is ontstaan te 
don:; E.:n ui t een transl a tic on een rotatiG .. ":"~erken we verder met recht­
hoct.ige coordinaten, dan gaat eon punt (x,y) door de rotatie over in 
het :pu.nt (x cos ex - y sin(X , x sinfX + y ooscx. ) , waarna de translatic 
hot ovorvoert in het punt (xv,y1 ) met 



( 6) 
X f'..:l:::-• ?I. - J ·;1--.-, o,: 

ic s.-: Ore ➔,. / u--:i o< 
\.I 

Een transformatio van h,..:t tYJ)t: 

(7) 

stcl t cchtcr niot stJ,..;do u(:Jn v .... r:::;l.:atsin[_; -voor, 17:i:mt vcr6elijkt men 
de transfort.-,at:i.c (7) met ( 6), <lc.:.11 zj_0t .en dat 

(8) a= o; b = -di a2 + b2 = 1. 

Is hieraan volclaru.1, dc.n bostaat ,.,r a.ls .:-., b, c, d r~eel zijn ecn hock 
t.p met Crtx)f= a; sin<f = d, dus dan stcl t ( 7) voor ecn dra.ai!n3, en togc­
lijkcrtijd oen vurschuivin3. 

Aan eon z.H.)r .:11.,l':1...:1:to.ir vi;.crb0cld is ool':. tlir£,ct te zien, dat 

in hct ale,cmE.:tm ( 7) ,sGon tra11s::torrr~t:ti0 voo:rstcl t, die als aon ver­
:pla.:.itsi.ng !~an ,:"Tordcn o~:i~,cvat. lmnc1--s bij con verpln....:1toint1 moot de af­

star1d tu~son 1t~1ow pm~·t-t-,_C~y-¾J--:::~(:x:2 , y2 ) dozclfdo blijven. :Ooze 
afstand is \I (x1 - x2) + (y1 -- Y2) • 

mot 

Na di..: transform.:,:tic (7) vindt men de puntcn (x1 ,y1 ) on (x\! ,y2 ) 

en 

Do af stand dor niom-:c puntcn ia 

Cl?c + ~ v + c... .;t v 2. 

4x, -4-Jt..,!Ji-+f. 

on hiorvoor vindt m&n na invu11£n 

Daer doze gclijl;: moet zi,jn a.an do oorspronkclijko ,~~fstur .. d voor olke 
kouzo van c'ie puntc11 (x1 ,y1 ) en (x2 1 y2 ) vindt m.on 

a2 + d2 = 1; b2 + e2 = 1; ab+ de= O. 

Uit de laatste b~trc>Lin.3. vol'"'t ir; ver~1._ wl net de oersto en twcodo 

rolatio 

dus a = :t c. Ia o. = <.:, da11 vir:te. t ncm b = -d, juist ovoruenkomsti(:, ( 8). 

Is a = -c, dua b = d on etol t r.10n cos 'f ::: e, sin <f = ti, dan 
b:rij.:;t mon voor uo tra11efor,.;.ii,tie ( 7) 



:x '-=- - ':t (,Orj 4' r J S~ ({' t- C 

X. s,,.;, y> ~r Uj Cf t· f > 
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dan vindt men, afgezien van een ti.raaiing bept.ala. door cp en een ver­
schuiving be:paald door c en f, r=elke transfor1-:iatiee tezamen luiden 

' JI X. -::=. 

cf II:=:· 

x en r_p - J 3 ,;.,_ 9' -t- ~ 

x- .),,,;..(f + J c-n cp + f .'> 

da.t nog een trausforlilatie 

dient te i:mrden toegevoegd. De meest algemane line;;:ire transfor£1£ttie 
in het Eu.clidiache platte vlak, die ficuren r.1et behoud van afstanden 
transf ormeert, best a at ui t een combinati e v a11 een rotatie, translatie 
en een spiegelin0 • 

...,.ij geven tenslotte een zeer belan(;rijke toepaasing van de gevon­
den transformatieformules. 

Beschou•:r een in rechthoeki.3,e coordinaten gegeven kromme van de 
tweede grae.d 

F(x,,y)-= ax'·~- €-x..y-t-c.Jl. t d)(..+ -e.y+ {. 

\1ij wensen te onderzoeken of er transf orr.laties bes-ta.an., die deze krom­
me brengen in een der drie vormen, die wij in § 3 ala verg~'l ijki:neen 
van ellips hyperbool en parabool vonden. 

Stelt :f(x,y) een ellipa of hyperbool voor, da.n bezit de l:romme 
een middelpunt. ":'."ij verachuiven het coordinatenstelael door een trans­
forms.tie 

{ 9) 

~o, dat de nieuue oorapron,g in in het middel1,unt van onze krmr.ma kornt 
te liggen .. In het nieuwe aasenstelael is de t:romr.1.e aymmetriscb ten 
opziohte van de oorsprong, due de terr.1en van de eerste graad in x' en 
7' moeten daarin ontbreken. "Jij pasaen nu de transformatie (9) toe op 
f(x.yi en vinden a.la resultaat dat f(x,y) de gedaMte 

f ) 
('. t I 'l:.. r I I 

'J::J I-::;:. Q':x'+ X,. +;r:1' 4r))(--+f:J-+-f 
aanneemt, waarin 

O{-:. Q., ,r:s ... . . ) > c , b-:: ~iC,~ ➔ ..i"'l?-td> E- ..;..ic">? +. e.) 

I'....., 4,,,. t + .£ ?Hn + c. ,-, l. + p/ m i- -2 'n + f "Ill:. F (?rt,?)) .. 
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'.De ~erste ~.asd.stermen o:ntbrel:cen dtn en alechts dan 
ale f • £ -: o 1 dus 

(10). \. ,£(\"h") + '.(...,., + of -=c 0 

l .,e.,..,,, + 2c ,,., _,_ ,f_ = o . 

Rieruit kan men men n berekenen mita deze betrekkingen niet strijdig 
of afl;:tankelijlt zijn. Wij gaa.n eerst npart deze ui tzonderingsgeva.llen 
na. De vergelijkineen zijn afha.nk:elijk a.ls 

Stel t :c:en elk de~er verhoudin§;,en gelijk aru.1 s, dun vindt men 

F (x,y) * c (s'Y::+!f ) 2 + e.(sx-;---y)-+ f-== c (sx+.y+t,)(s x.-t-y+l.2.)> 

".'':·a.arin t 1 en. t 2 de ,1ortels zijn va .. 1 de vierl:.:i..ntsver6elijking c:r2 + 

+ ex + :r = o. In di t geval stel t de geseve::::. kromm.e twee { al of niet 
sa.menvallende en al of niot reolc re ch ten voor). 

Zijn de verJelijkingen (10) strijdig dan heeft men 

Er is geen middelpunt te Vind.en. \lij ver·.·1aohten "dusn een parabool. 

Stcl weer 2a : ,ti.=:::. s , dan vindt t;,~on 

Hierop par:nen ".7e de transf orrr;.atie 

X -

// -:::. 

toe. Daardoor 

dua 
.t 

")(_ I + 

due ala men 

s '.>C 1_ 
I 

. ;j I 

\/s~..,..; v~ I$,"'-+ } 

I I ..Ji,.. 'X 

Vs.~+ , 

x,y) over i:n 

1 ) 'l. "){ -t 

.s 
\/ s/·+, 

c/sie. 

\{$ t.i I 

:; 

ds+e 
c(,. t+., )~i 

; .e s-d 
:x ➔ -----

t( 5 '+ I)''.\~ 

X t' ~ 
d,-¾ .e. 

2e.(~i+,)¾ 

'+ _£_ s~+ * 

J 

4'+ L<;c. 0 . 
V $ ~_, I .> 

stelt 
) 



A •. lf, 20, 

- > 

II 2. e.s-d 
l:. + ----- lt "--= 0, c( s~,) .3/.._ d 

~od.at dus na een dreaii:ng en een verscbuiving wij inderdaad een ps.ra­
bool vindan. 11ij m.erken nog op de overgang van y' op y•' mogelijk is 
daar in de noemer dezer transformatieformule het getal es-d optreedt, 
dat, 0 is, daar d : e fo sis. De coefficient van yn in de laatste 
vergelijking is dus eveneens ~ o. Men kan zich overtuigen dat als 
c = d, dua ~egena 2a : b = b : 2c ook b = O, de vergelijking F(x.y) = 
m a.x.2 + dx + ey + f met 2a: b t d : e, dua e ~ 0 eveneens een para­
bool oplevert. In dit geval is draaiing van het oo~rdinatenstelsel 
overbodig. Men kan volataan met veracnuivingen. 

De beide uitzonderina.sgevallen treden opals 2a: b = b : 20, dus 
als o2 - 4ac = 0 is. 

Nu keren we toruc, tot 1.1.et geval, dat het stelsel (10) wel oplos .... 
baar is naar de onbekenden men n (dus b2 - 4ao ~ o. Heeft men hieruit 
op de norm.ale wijze men n bepaald, dan viildt men de tranaformatiefor­
laU.les (9} •. Hierdoor gaat F(x,y) over in de gadaante G(x' ,y•) • 
= ax' 2 + bx' y• + oy• 2 + F •. 

Het getalF ia te berekenen door substitutie der gevonden waarden 
van m en n in f= F(m,n). Het kan echter iets vlugger gevondan worden 
op de vol~ende w13ze 

F (1n, ti J-. am .... +- ( ~ n...,. c,-,z. + &/-,.,,,, +-e'Y> + f 
'= f 'tr1 I <It 'In ;- € '>'J) + i ?1 (8 ,.,,, + 2 C.,, ) + "M + "" ..,, + f 
- -f rrn"' -t .,,,e. +otm + "'.,.. + r tt: i ""'"-+ f..,.,.f!.. + F 

en bierin aubatitueren we paa de uit (10) gevonden waarden van men n 
waarna men vindt 

c: ol 1 +- a e t _ "9d e + f .(, a - 4 a e f 
F =:::. --t t - c; A C 

Ret gevfll .f'= o, due cd2 + ae2 - bde + :tb2 - 4,aof • O kan apart wor­
den bokeken, want dan luidt de vergelijking na de gedane versohuiving 
van bet uaenstelsel 

, 0 I I \ 
ax'+ -t>'X!:f +c!j' =o, 

welke vergelijking zoale we al weten twee reele of twee toegevbegd 
ooaplue rttcb.ten door de nieuwe ooraprong o• voorstelt. Deze reohten 



kunnen wegens b2 - 4ac /:- 0 niet sa.menvallen. 
1:lu beschou:nren nu het geval j=/::. O, daa.r cd2 + ae2 - bde- + fb 2 -

- 4acf /- o. 
Onze vergelijking 

5 ( )' ~ ':JI) = a 'X ; 'Z -4- € '!i; l;J' It- C!:J I 2 i· F­
gaan we nu transf orn-;eren door een draaiing 

(11) 
,c 1, Cti-;J c,( -:1 IJ ['h~ O(' 

:X I/ _J'~ o< +JI/ C-o-;j O(_, 

waarna zij overgaat in 

Hierin is 

a t'.;f)·'l i ex.. + .,g S~O" C,v.JO,( + C s-ii...,Zo< 

-=o 

- 2A S-'h- ()I. ur::JO( + -e ( Cc-:> 1 ol - _r,,;, 2.cx) +- < C. $-,,~ ~ ~ o{ 

,,... s·-~ 2-J £> (' • 
'--1. TT. ~ - v ~--'I-,.-. o< en Ct( + c r~ z O<. 

J--. 
·Jij merken op dat in de bekende standaard-vormen der vergelijk:ing van 

el lips en hy:perbool de term .met x.,y ontbreekt. Derhal ve zullen v;e de 
draaiingshoel;: C( zo kiezen dat B = 0 1.n. dui:; 

dus 

Hierdoor vindt men tv7ee hoeO-en 2o:. met O ~ 2o< <.2Tr, (zelfs als a = c; 

hoe groat is ~dan?), die rrverschillen, dus wij vinden twee hoeken 

ex , die i verschillen (verklaar dit). 
Is 0( gevonden dan zijn 1-1. en C be:paald, dus ook de vorm H(xz:,yu). 

Voor de berekening van A en C gaan w•ij als volgt te 1Nerk .. Uit 

.11<0(-:. {volgt et.,"'<cx==- tt-<! en 0-~ .2.o< := -I, _, dus 
ti-~ Yf,1-c.t- ... -&"' v'~-e>i+~l. 

A = 4 ( I -r (_g: ~ o< ) + C. ( I - U!"J: UC. ) + 4 ~ 2 ot 

o. ➔~C Ct (!! ·-C.) ➔- ~ 2- C.. ( a. - C) 
--- - + 

...... -

a. 

-
~v ~-c..)'l.. +~ °L 

4 (et-c.)1.. +..e"l.-
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.t1.naloog vindt men Cl+ C ·--?.. 

De vorm A II 7.. ' C JI '2 l='" 
- X +- .J +,J = D 

stel t cGn ellips voor als A en C hetzelfde teL.en hebben, een hy-perbool 
als A en C vcrschillond tekcn hcbbun. 

In hot ccrste gcval is 1i.C pos1tiof, in het tv1eode negatief., \Jegens 

AG = l.). :_c.) i.. _ ( ((", - c.)~+-6)-::::- -; ( g~ '-!etc) vinden ':Y~t-1ellips., als b2-4ac < O 

en eGn hyperbool als b2-4ac > o, terwijl 'tiIG een parabool vi:nde:n als 

b 2-4ac = O. 

ryij gcven tenslotte de gevondon resultatcn nog even tezamen weer. 
•.'ij voeron ter afko:r.ting in 

'Jij m0rk011 op dat in het geval 2a ~ b = b ~ 2c = d : e geldt LJ = O, 

ter~·,ijl bij 2a : b ;:: b ~ 2c /:. d : c gcldt /: O. 

~Jij zie:;n dus dat onze vorm F(x, y) = O voorstel t in hot geval: 

I. D = 0 a) Ll= 0 TV!OG ovcnwijdigc rechten 
b) uJ 0 Eon parabool 

II., D > 0 a) 11= 0 Twee snijdende :rechtcn 
b) l)j:. 0 Eon hypcrbool 

III. D < 0 a) 4:::: 0 TV7Ui:J s11ijd0nde (i:maginairG) rechton 
b) Al= 0 Ecn ellips. 

In geval Ia val t nog Ol) te ~:1crhe11, dat de r0cht0n ku:nnensamenval-

len. 
In goval 

J: ?,.. _;j_ 't.. 
a._l- + ~~ = / 

IIIb kan natuurlijk naast een krommo van het type 

oak OJ?tred011 ;: +-t-:: -! ,hetgeen men een imaginaire 

cllips noomti 

0-pmcrk~ng_. 
'Wil men bij de cirlrnl Jt2+y2+dx+by+f = O het coordi:natenstelsel zo 

kiezen dat do standaard-vorm :x:2+y2 = p optreedt, dan kan men volstaan 
met ecn v0rschuiving. Uil men toch draaien, dan vindt men voor de 
clraaiingshoek 0( 

dus 0( is onbe:paald ( verklaar di t ! ) 

C> 
1- I 

0 
- 0 ) 

0:1_& • ....J_._ Breng in de standaardgedaante en teken daarna de kromme 

S-2 X 1. .,.. 7 2 :x.·:; + '13,y 2. + 7? x:. - I 4 b J + St -=. 0 . 

Qpf1~ Hetzelfde voor de kromn1e xy = i:l. 



(1) 

'Jenst r;1on de vcrgelijking,on 

-~ C? )(_ + ~ 'I = C. 

l Dhr. -t·· J; y -= 0 

A.H. 23 

op t0 losscn, dan vint-t mGn door do gebruiJ::elijkc :met.iwdc van opt0llen 
en aftr(;;:l;:kc11 

X = pc. - fy <Y'a. - Cot~ 

/3 a. - -l, ix _; J t:.. /3 (Jl - ~ ex > 

mits 1~c:.. - ,e o< -j-O is. De uitdrukLing po~ -~O< s:pcel t blijkbaa.r cen 
bcl2,ngrijkc rol bij het stelsel (1). 

( 2) 

~onst men hot stolscl 

a )t +- ,€.!j +- C <' -a:- d. 
rx--x ~ A!J + 0 z - £"" 
Ax+ By+ c·~ -=- 2> 

op ta lossen, dan kun men weer zijn toevlucht nemen tot de mothodc van 

optcllen en aftrel;:lrnn en vindt o. a .. 

dj3C-clJ3;r -1- J'Bc-cf ~C +-l>.-t:2L-:JJ/3s. 
a /3 C -- c. Ba- + o( Be - o<-€ c +- A .ecY -A /3 c.. 

De noemcr var.. dczo brcuk is voor l~ct stelscl (2) van dezelfde betcke­

nis als do vo::-ri1 /3 ... _ t ex voor hot stelsel ( 1}. ~ovens merken v;o op, 
dat Z0'.7Gl bij da · oplossinE:, x vo..n stclsel (1) als bij -:J.ic van stelsel 
( 2) do teller oon · £::,:1c:1oge structuur heeft als do noomer. Voor ui t­

dru.kkingo11 als doze gaan 1Nij nu ecn .J.nd0r0 schrijfwijze iI~roeron. 
Buporkon ·i;;rij ons 00rst tot hot stelsel (1), dan schrijV(;;r~ wo 

do gcvondon waardcn vcn x en y ecmvoudiger door hot symbool / ': ~ J 

in to voercn •. Di t · nocnon ;:;_rij oon dcter.dinant van de twoedo orde. "Je 
kenncn er d0 1"'laard0 ps - qr aan toe, zodat de oplossin[;en van stelscl 

(1) luidcn 

.)C = 
) 

Voor de voor (1) bcla,rijke uitdrukl.ing aj!,- €0{ hebbon we dus nu 

do schrijfwijzc J ~ /2; ) ingevoerd. 

Alvorens we een betcLenis heohten aan hot symbool 



voe:ren we oerst het begri~ ;perraut~tie in. 
Den 1)eroutatic V.:4"1 cen aant ... l objeaton a1 , ~, ••• , an ia de in 

willeteuri.::,e vol;J,01"tie op~aachrevcn :rij <lozer objeeten. 
:nij t,:-100 objeoton a1 en ..:;2 zijn twee peri.iutatiea mo:;ol.1jlc n.l~ 
a 1 , a? oh a2 , a1• Het aantaJ. mogelijke :permutat1es VJ.ll n objeoten is 
aoma!_:_ clijt tc bcrel: enen. Immers op de earste plc;:.ats l:an elk der ob­
jector. ~apluatat TTorden, het~aan n mogelijkbeden geeft. Nadat de eerato 
pln.:i.ta bezot is, blijvon er voor de n·-1 overi.ge o'bjecten n-1 pla.atsen · 
over, r12.arover zij "TTillcl-:eurig ger.,ermuteord kun,.--ien wordeu. Hot aantal 
pcrr.1Utaties van 11 objeotcn is dus n m.:i.al zo ::,root ala dat v2,n n··-1 ob­
jcoton. Dit laot_ritc aa.'1tal is wocr n-1 maal zo groat ala het aantal 
permutatics van 11-2 objocton enz., zodat men uitcindelijk voor het 6e­
zochtc aantal_ ~Jorrt1utatios ven ll objcote .. 1 het getv.l n(n·•l)(n-2) ••• 3.2.1:::: 
= n! vindt. 

B.Jschouvrt man con aantal ~cnumm.erdc objiJoton a.1 , a.2 , ••• , an, dan 

kan .-.~on do p~rmutatics hi..::rvan vorclolen in ovene ,m oneiTono. Men lot 
n.l. op de optrodopdc intlicos un t~lt hot aantal index-p~ron, waarbij 
o~n ho.;oro index voora1g,aat aan eon lago:..-e. Mcl1 z..;.et da.t zo• n paar 
e3n invorao vormt. Is dit even, dan hoot dc·pormutatic evon; ia hot 
aan~al onuvon, dau onoven. Zo is b.v. dit aantal bij de permutatie a1 , 
a4 , e·2 , a5, e3 gelijk aan 3 (immers mon hoeft a4 voor a3 , ook a4 voor 
a2 en a5 voor a3), dus do pormutatio is oneven. 

ilvorcns tot do dofinitie van determinant over to gaa.n, loidon w~ 
nog c...vn oit,cnschap van pormutatias $f. Dezc luidt: 

ii_t$!!l._i.M.i, Vorrn.saol t men twc.Hl elcmcnton in een ~)t:rill'Utatie, dan voran­
dort de par1teit {= hot cv0n o:r onoven zijn) hierva.n. 
Voor h(,;t bo".1ijs bcachouvmn -we oen pcrnutatio 

• • • ar •. • • - • . • as • • • on de verwiaseldc 

Hot vorsob.il in kurakter vatl. dcze rorr.:.utaties wordt gevonden door sleoht, 

to lotton op du &odeLltcn ~ ••••• a8 on a8 •••• ar (waarom?) 
Ondarstal dater tusscn ar en a 8 juiat n ~otru.len stami, ~an 

or n1 zijn die eon &rotcrc index dan r h~bbcn en °2• die ean kloinore 
ind.ox dnn r hcbbon; voorte n3 die oen 8l"Otoro iud<.;x hebben dan sen 
n4, diu oon kle:L .. cro ind.ox bcbboll dan s. Men baoft do.n n1+n2=n3+n4=n. 

Ilvt aantal invoreios in ~ •••• a 8 ia dan gelijk aan n2+n3 of n2+n3+l 
al neo.r r < s of r > s. In a8 ••• 8r is di t n1+n4t1 of n1+n4 al naar 
r < 3 ot r > s. Hot vorschil der aantallen is dus ~+n3-n1-n4-l of 
~+n3-n.,-n4+l, dus 2n-2n1-2n4:;t. 1, dus onoven, wuurmeo do stelling be­

~Ulhln is. 

Nu naan wil ovor tot do dofinitio van een determinant van de n8 

ordo. ton dotorminont van do rl' orde is eon q\U!t4ratisoh gotallenschcma 



an f,.2. • • • ~ ,.., \. 
~:,, tl~2 •.. "'">, 
' . . . ,. .. . 

QWI Q ,,le •• • (f W)? 

J..:I. 25 

(ltortweg geschreven la..i,.J) 

waarei...in con gctallcr1waardo word t toegakend, die men do waardo van do 
dotominant noomt. 
lloso TTaard..:: dofiniorcn ~.m ala volgt. 
Vorm alle prod1.i.ctcn van e6n olomcnt uit do eoratc rij, een uit do 
t;1oodo tij on een uit de dcrd.c rij en r10l zo, dat zo' n product juist 
een cloi~wnt uit iodcrc kolom bevnt. (E.v. voor hot getal n = 3 doot 
hct 1,roduot a.11 a32a23 ml.Ju, mt1.a.r hot prod net o.21 a32a~3 niet). !lij gov on 
a.c.n olk dic.:r }lroduot011 vole,cns cc~! nader a.an to &ovon regal con token 
on tollon do zo vorkrcgon producton op. De &evo1xlcn som noomt mon de 
11curd0 vu.11 de doturuinant. -::"ij hebbon nu noc do tol:enrogal aan to go­
vont die ons uitaluitsol co-:ft of voor condor govormdo produoton bet 
+ tul~11 of hct - token moct r.·ord~n 110::laatst. Hiortoe beschouwcn we 
zo · n produot Jll r~1.ngsch1J·kor1 do f E:.ctorcm zou.z.niJ dat de oeratc indiooa 
resp. 1, 2, 3, ••• • n zijn. Zo schrijvoa wij in htlt goval n = 3 de 
torra a11 a32o.23 dua in do godnanto a11 o.23aj2• nu letten wij op do tweedo 
indioos van alko factor in do opgoschrovon term. In het beaohouwdc 
bijzondorc ~ovel zijn dit dd gatallon 1, 3, 2. VoNon die twoade ill-"" 

die ... s 00~1 ov,3n pormutatio, dan zotton wo voor do boachouwdo torm het 
+ tc 1 .(.;n, is die pcrmutatio onovo:o. dan eon · • tekon. 

V'oorbceld,i: 

want in do cc,;ratc term vort1c11 du twocdc indices 1 on 2 oen even permu­
t<;J.ti,;, in d.v tuocdc tori;, zijn doze ochtor 2, 1, dus die permutatie 1B 
o.nevon. 

QJul._h Borokvn ck: rr1:J.ard;.:.i vm1 d.J dotcrmin::mt 

a,, 4'1 ,_ a,J 

Q.;, Q,~ Ql.l 

• 

Sar1"Us .:;t:.f <..on ro~ol o.ru1 om d1root con determinant van de 3 e 
ordo to b~rokenon. Hij sohrcof n.l. bot vol&c.ildo gotallanaoho~..a op 
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en vormdo er de 6 door lijnon 8.8ngogcvcn producton uit. De dric pro­
duct;;n in de richting a 11 u22a33 krij_;:.,on elk het + tckent de nndcrc. 

dric J ,ct - te:kon. Do som dor 6 zo gevondon :product on is juist do waardo 
vam do determinant (Re:gel vun Sarrus) .. 

012g. 2. BoroJ.con do ·wae.rdG van de determinant 

a,, 0 0 0 0 
n,, a ., i. 0 0 0 

a~, ~32 Oi 3.S 0 0 

ct';, a. l/2 ~ 1, ~ q f/1.{ 0 
0 s-1 tl '>t as~ Cf~,1 Cle;~ 

Opp~.___.h Borok.en 
fl 1, 0 qJ~ 0 

0 Cl:n 0 q•~" 
'13, 0 4 l,3 0 

0 a,42. 0 Q 'l<,J. 

0:;g. 4._ Borokcn 

\ 

Opg._ 2-• \Joor dt in ~ ,;- l~ "><' h ou\.v' c! e. 

me.'h 

)2~ .2c.o. 1 2. CL .e. ol. 
1)::. • /j ~-.!.. I!:, '2.c ..e. 

:> i 
cl. -e z( 

oli..t. Bew_b·~ 
Beschom,rt men cen willckcurigo term a, ,. a'l ..,. • •.. a_ ,.. ,=>, 1 ... 2. '-->,.:>-,., 

u:l t 

de ontvn.kkeling van de determinant van do n ° ordc } a. ) dan 'z:. $ ) . is hot 

om hct te\:en van dezc term to bcpalon, ni0t nodig do factoren zo to 
rangschikken do.t de ecrste indices resp. 1, 2, ••• , n worden. 7lij bo­
_1,1ijzcn n.l. dat hct tcken in_ dcze term gelijlc is aan do som van het 
aantel inversies van de indices r en het aantal invcrsies van de indi~ 
cos. Hiertoo verwiss0len wij eons in het beschouwde product twee facto­
ren a ... ,., 011 a 1 ~ • Hierdoor verandert het E:.a:ntal inversics in de in-

~v ~v )4 .... ,t«.. 
dices r on ook in de indices s met een oneven bedrag hun som dus met 
0en even bodrag. Door nu net zo lnng factoren te verwisselon ~otdat 
de volgorde der eerstc indices gclijk gewordon is aan 1, 2, .... , n, 
is de sol1l. der aantallen inversies van de indices r en van de indices 
s met een even bodrag vera.nderd. Daar in het nieuw g:pgcs.chrelten pro-
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duct de indices r g0en inversies bezitten, is du.a hat aantal =i:nversies 
in dE:. indices s da.arom ( a:f'gezien van een even getal) gelijk aan de eom 
de:r aewtallon inversies in de indices r en de indices sin het oorspron­
kelijke product zodct deze son het tek:en bepaalt van dit product in de 
berel::ening van de waarde der doterminant .. 

Voorbseld: De term ~ 1 a44 a32 a13 heeft in de eerate indi.ces de 
1nversies (2, 1), ( 4$3), ( 4, 1), ( 3 1 1) en in de tweede indices de inver­
s:i.es (4 1 2), (4,3), het totale aantal is dus 6. Zou men de factoren 
rangsohikken d.:u vindt men a.13 a 21 a32 a44 , waarin de tweede indices 
de inversi~s (3 > 1), (3 1 2) bezi tten dus. een even aantal minder dan 6. 

In een willekeurie,e term der ui t:.,ew,erkte determinant vo.n de n° orde 
is het te!.:en dus (-)R+S, waarin R 0n i3 resp. de aantallen inveraies in 

d~ indices r 1,, •• ,rn en s1, ••• ,an voorstellen. Het is duidelijk dat 
hieruit volgt, dat ecn dcterminG.nt niGt van Wctarde verandert, als ~en 
hai:.tr om de hoofddiagonaal ( di t is de verbindingsrechte van de elemen­

ten a11 a22 ••• ann) laat w0ntolen (d.w.z. elk tweetal elementcn ars en 

a8 r vcr~isaolt). Immera hierna ontstaat een determinant die allo ter­
mt.n van de oorspronkolijko bcvc..t en wel mot een teken (-)S+R,. dus met 
h.::tzelfdc tcl~~n als do oorsi:,ronkelijkc determinant. 

Zo is dus I ; "!\" I~ : I- Bij wentelin& om de hoofddiagonaal blij­

vcn de elementen daarvan natuurlijk op hun plaats. 
:Oefinitiu: j;cn determinant hcet aymmetrisoh als zij door wenteling 

om de hoofddiagonaal in ziohzelf overgaat, dus ala ara. = asr voor alle 
combinatics (r,s) met r == 1, 2 •••• ., n en s :c 1, 2, .... ,. n .. z.o is dus 

I~ : ) aymmetriach, maar j: :1 niet. 

Een determinant heet scheaf ayrrunetrisch als voor elk paar (r,s) 

geldt ars = -asr• 

Do determina.nt I-~ !l is in het '1.1.;e:nean niet scheef-symmetrisch 
(waarom?). 

~6. Bereken de waa.rde van de schC;; ·symmotrisohc detarminanten 

l D 
< 3 ! 0 ~ .{. c.. 

-~ 0 9 on -ct. 0 -e d.. . 
-J -3 O -e -4 0 0 

-e -el. Q 

P-i91Jil'l8• Eon eohaot-syrmnot:riache dotcrminant van onaven orde is 
.. 

s: Daar do determinant bij wentelen om de hoofddiagonaal has.r 
bohoudt, hoeft men voor ham- w•aarde D 



0 11,2 , . . ()t'n 0 -4,z. . , 

-(i_,i 0 , a.~,., «,1, 0 ]) = . - ==-~ "' 

-a, .,,_; . - 0 ll,_,_,-,.., .,. 
.) 

-Cf,,,, -~ . ·-1, 0 o,n ct .. - ... . 
t-n -'/1'1 .... -,,. 

0 

In de lt.latsto deterL1ipant heeft elk ele; 10nt een teken dat tcge11.ge-. 
steld is aan dat van hot overeenkomstige element in de oorspronkelijko 
dw'lierr:inr,nt ~ elk der optrodendc termen in de laatste dotorminant is 
dan golijk aan do overee11.komstize :ln de oorspronlcelijko, afgezien van 
n factor(.;m ~1, dus d8 niou•:o detcrmin~mt is gelijh: aan (-)Du. "Je weton 
coh.tcr a.at I'.iij L,Jlijk is aan D, dus D=(-·) l1:o. D.:.,ar n oneven ondersteld 
•··.1as, hceft a0n :0=·-D, dus 2D=0, dus D=O. 

In hot voorgaando hebbon r.rij gebruik gcmaat:t va.n. het f 0i t, dat als 
men alle olcmc:11tun va11 00n dct~rminant mot -·1 v0rmenigvuldigt, de 

wao.rcl0 dor dcterr.i.inant met · (-) n wordt v0rmcnigvuldic;d. Goheel an.aloog 
geldti Vorm~ni6rvuldist men olk element van cen determinant met c, dan 
wordt do wafard-e orvan Dot en vormenig~uldigd ( bor.,i j s di t). 

Qpg. ~ 1-Ioo vorandort de wac:trde van 0en determinant, als men elk 
clement van een bepD.alde rij mot o vormenigvuldigt? 

8. Berol~c11 ·-
0 

-Ct. 

6~ 
0 

-'2.c ~ I. 
ryij {;aai."1. the.ns na ho~ de ~:marde van een d0term.inant verand~r-t. ala 

I 

m0n twe0 rijon vcrll'risscl t. Bescho:uw dus de determinc1.11ten · 

o,, . . . a ht,, ti,,. a ,-n 

j) : a,, . • at-n a!• 1 . 1) -:::: e"·) 2 . 

- ... 

c~, . q.t '>) af, .. 
.. 

.. 
• . 4 1'1-n q,,,, . &l ,,,; ,. . 

Hctis duidolijk dat uGn willekeuriec torn a 18 •••~s ••• a 48 •••~s 
I 1 11 :t. ..,,,. 

van n.1 ook in n2 optrocc1t en omgok:0urd. Eot tel::cn d?zcr ·ljerm in D1 is 

(--) 8 wa2:.rin S het aa.ntal invers:i.es in de ind5.cos s 1 •• sp••sg_••sn aan­
gooft. De bcschouwde terr.a. treedt ook in D2 op. ·.nj geven tijdelijk 

a.qi,.•.: aqn aan resp. door b:P1 , ••• , bpn on 3i,1 , ••• , apn door 'bq1 , ••• , bqn• 

Onzc torm treedt dan in D2 op ala: a18 -·• b48 •• bps •. e,... .Het a;;,ntal 
. 1 .,, ' .,., . 

·.·. . . . d d . . ~-all . . . d le 2° · a.nvori:lica h1or1:n is _f; som · . er a.an,-, . en invcrsies. in e . on in-
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dices. Do 1° indio~e zijn 1, 2, ••• , p-1, q, p+1, •• • > q .... 1, P, q+1, 

•• -t nt du1'3 no 1 ruilin,;:; 1, 2, •• , p-1, Pt p+1, .... , q-1, q, q+1, • 

!•·• n. Do 2° indices :tijn s 1 .... ap_1 , sp, ap+1 ,.. .. , sq_1 , a4 , Bq+1 t 

.... 1 sn on b,.;vattcn dua ~ invcraiea. De: bBachou"P.de term in D2 W'Ordt 

due voorzten van hct tel~cn ( -) s+1 • Iede:·o torm in n2 is dcrhal vc togen­
gost...::ld aE:.:1 d.c corrospondcrc:ado term in D1 , dua n1 = -n2• 

'TTo vin.6.011 zo diu:; de zc0r bol .. merijke stelling: 
Ver· issc.lt m~n twee rijcr1 van ccn daterm.in2J:1t da11 vorandori; 

dcze vm1 to1::on en natnurlijk ook. vorriis::;ol t men tvrce l:olocw.J.on van 

ocn dotorr1inant I dan vcrandcrt de:::;-.:: Vall tcl:en. 

rijen, d.::H vorandcrt 

die dotcr.i...i11ant { dt:.s ook d.:::: vraa.rdc D ervaii;.) 11iet, als .mon doze vcr­

wias;;l t. ~indorzijds gua:t bij dia vcr·.1isseli115 de waard~ D over in 

-D, dus r,1en hccft D 1:: -D s W8.arui t vol~t 2D = 0, dus D = O. :01-~ lcvert 
do 
§_tollil11.t I~cn determina:.-1t met tvmo g0lijke rijon ( of met twee gelijke 

kolommcn) is geliji: a.::.n nul. 
Zijn d.o ..,l(.l::lenton van &en rij con vast veelvoud a va11 die van een 

and.ere rij van o.;u dctsrminant, dau vindt m.en dat de oorspronkelijke 
dotcrn1inant een a,"(; zo grote w.iardc krijgt, ala in die a:."'ldere rij allo 

alemanton F~t a ~orden v0rmonigvuldi3d. Dan ontstaat ochter ocn de­
terminant met t'>:7co gelijkc rijen, die volgc~lS hot bovonstaande nul is .. 

De oorspronkelijke dotcrminant is duu oak nul. (Geldt het resultaat 
ool;;: als a = 0 is?). 

:Oit reaultaat is nog iots a.'ld.crs te fOrtnuleren: 
StclliA~· tfoeft. cen deterninant tw,.;:o (:::vc:rircdit:::.'~ rijen (of twee even­
rodie,e kolomi :en), dan ia ha2:r wc:v.rde nul. 

Toe::eaas:i,Bf, .. 
3 I./ 

6 l \ I -I } 8 < ~ ~ 0 -I I -= o 
tf 6 

nlk elcu1ont van ocn dotor:i.ninant troedt lino.air op in do ui tdx-tuc-
king, di.a de waardE:.l vm1 de d0tcrminant ,.,,............. • Van deze opmorking 

zullcn rro verachillcndo lrnron gabruik makon. Julcreorst blijkt hicr­
ui t dat gcldt 

Q 1, . . . ch, I"" ... I? 17', a,, , . . Q f1't.,. ... 
41: i, i· '-' n 

- .. ~ - .. 
-l'l, : r·· ... • 't ... + 4, {.,._n . . . 

- . - .. a,..., Q ..,,., 
(t • * """"'I a,,,,, i . . - Q""~ • I 

: raen bij een rij van con e'term1.na:m; een voclvoud van eon 

rij 1op, dan blijft waarde ongewijsigd. Immars men heeft 
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l'l.u ••. a,,., J-a . .. tt 

<.,,+-f.a:n ... ' •. 4~~-+-z'a.s:-,., -\ ;:,-••• ~:~ 
4,., . . . c:?,--nr, ;:,, .-•. -~:.,..., 

·+ 
• ♦ -

4_'71' ' • ' Q )I YI 

0 In do l,aatstc dctermina.nt luidt do r rij ta61 ••• ·tasn' welke cvenro-

dig is m0t de olemontcn van do s0 l!'ij a81 ••• asn' dus de laatste deter­
minant is nul, waaruit· de b0wcrin3 volgt. 
~2~1assi;ng_. Vcri:ficel'.' ollc dcr vol:.::;cnde gelijl:tekcns bij .. do borekcning 

van de determinant 19 q s · 1 
Z :! 8 
'I 6 I • 

Mon hooft 

':/ 'I - i I 2 'l ~ -:::: 

" 6 J 

\ 
":/ ff s- \ I 7- -6 i 
2 '3. g -= i. 0 
O o .... ,s O 0 

s-·i (-'i r 8 -,:: - c_J 
-I~ 0 

- - (-6 £) . 2. (- IS ) ~ - Q S° · 

Zo kan men b. v. de <l.etorminunt 1) J ~: 'g 1
1 j 

--fc 1 c., f 
als volgt 

0 
I 
C. 

D0 berG1rnning va11 aezc laatstc determinant kan ook gohc::el anders 

gcschiedon. Lien morko n.l. op, dat, als a=b is, de determinant twee 
gclijk0 rijcn hcoft, dus nul is. De determinant is dan wogens de rcst­
st-alling duGlbaar door a--b. Evonzo ziot men, dat zij doolbaar is door 
b-c en a-c. Dus 

Daar D van do dordo graad is in a, b, on c te~amcn, mo0t do factor 
f 0011 conataj.:i.to zijn, Bokijkt men do hoofddiagonaal van D dan ziet me.n 
dnt in D oen term a2b o:ptreodt. Deze.trccdt ook in hot uitgowcrkto 
product (a-b)(b-c)(a-c) op dus f = 1. 

·0p ana.loge v1ijzo vindt men 



a_l.fbll't 1 tt I 

~'l,ti ti_g I 

c4 c'i c 1 c. i 
of¥ d 1 tl"-c:J.. I 

-e,'f-€t~'>z.,t, l 

- ( a- t){t1.-C!)('1-cl)(4- -e) ( ~-e_)(.f;-d)(t- eX c -cl). 
- (c ... ·e')(d-e,, ). 

(Van der l\lI011dc). 

Q.Eg. 9. Bowijs 

l , ? 3 l 0 I Z -:::.0 
- I O l 

QQnz. 10., Borek,:m 

3 4 <; 2 

( 
I 0 0 I ·c-11). I J t I 

2 I -4 2 

Opg. 11 •. Borckcn 

. e~ € I J
c(>(.{_,) 
. C-3 C. I • 

(atltc) ( 1r- e )(11 -~)/I- e ). 

Opg. __ 12. Berc];:cn 

lo 2~-41 2 0 - I ~ tl , o b - . r l.J ... s- -6 o 

Opg. 13. Berol--.:cn do dctcrr,1inantcn 

l / 0. 
I ,e 
I c. 

9:Eg •• lj...!. Los x op uit de vorgclijking 

a+ X I;, C o(_ 
(Ji. &4->c C o( 

lk.. ,g c+ )t d. ~ 0. 

t:ic. .& c d+x 

Opg._ 12,. Los x op ui t 

If' i X ) 
9:_ X ~ -::::() 

I I l 

~oals wij reeds 0crdor opm.orl®n, treed t in de waa:rdo dor determinant 



(
a, a,n 

I - - -

() n t · - • 4'7,,., 
bevat on zijn van 

; hct olc~-iont 

do gcdaan-cc 

/ )R. l- a"4?z.,_ •--a,,..,~,,.,-> 

a 11 lincair op. Allo tcrmcn, dio ~ 1 

1.?aarin 71 h0t a£mtal j_nvorsics is dat 011trccdt in do rij 1, r 2 , r 3 , ••• , 

ru, dus in de rij r 2 , 

,tc:rmon (-·)R a 2r a3r 
t 3 

• • • 

... , r n. rforkon ·irij op dat de som van de 

a.1r juist g0lijk is aai1 J.,.,.., 

• . .. q ~~ l 
. . . •"'1-n > 

dar. zicn uij dat de f'actor van <-.11 juist die determinant is, die men · 

krij;t door in d0 oorspronlrnlijko determinant de 00rste rij on de cer-
- stc kolom. to schrappon. 

Schrapt ri1on in ocn determinant \ ars \ van de n° ord0 de p O rij en 

ci0 kolom, dan ontstaat oc.c niGuwo determinant van de ( n-·1) e ordc, die 

men do minor noc.m-t var1 hot olomont ap-g_. "Jij schrijvon hiorvoor ~q. 

'.:"ij vondon dus bovcn dat do factor v&n hGt 8lemont a 11 in do ontwil:ko-

lins van c.1o clotorminant ~ars \ juist gclijk is G.a.n rn11 • 

~cnst mon d0 factor to vindon, 9c:armoc cc11 willolccuric, clement a:pq 

in du ontv.1i1:l-.::eling van \ ars \ optroodt, d~n {;;a211 wij 3orst de :i;:,0 rij 

achtoroonvolgons mot de ( p-1) 0 , ( p·-2) e, ~ •• , 2°, 1 e ri j veriri ssolcn on 

de.e.:rna do q0 kolo;:11 uchtorocnvolcso:..1s pot do ( q-1) e, ( g_-2) 0 , ••• , 2°, 

1 ° kolorn. :Jr ontstaat dan con determinant, die (- fP+q_ maal zo groot is 

als do oorsi,ronkolijko dotcr1:1ina.nt. De nieuwo dctcrminnnt heo:ft de go­

dao.nto 

a/'1 a 12 a~ 
lJ->1 . a, It If~/ 

> 

dus hiGrin is O? grand van hot r00ds afgcloido rosultaat de factor·va.i1 

a:pq juist 5.;.;J_ijk aan do minor n1pg_ van hot clement ~::ui de oorspronkc-

lijkc dctorminEtnt; in do oor(:1pronkelijk<;; doterrdn&nt zel vo is do cocffi­

ci0nt van a dus golijk aan (- )p+q m • :Ie zullen de factor (-fP+q ,n"-pq pq . ~ 

voortaan mot Apq aanduidon. 
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'iknst men do dctormin~mt lars \ tc borckcnon, dun morko men op dat in 

clkc term procios een olom;,:,nt van de p 0 rij optrcodt. Dus mon hecft 

l a'l; I == (1),f.1 + 01'~ ~ -1- ... + ~n f-n ) 
ternijl wij n1..~ i:7otan, dat {t= A;>i> -{;-:::A;:>,~~,,. ") 

I 4.•ts l-==- ~'111 Ai, -t- a.1 'l Al<- ..\- · ·' + 0,;;n Afan=­
Mon nocmt dit laatstc rosultaat de ontwikkcling van do determinant 
\ ars J naar do ulcmonton van de p 8 rij. 

= - 2 - B 'J-:- ~3 o . 

4 
5; ~ ~z (-

) -II 
/;>- f::, rJ r // b IJI \-// 3 () J 0 0 = I• - I 3 b =- -I 

-?7- -9g) 
2 I .3. Lj - -· I I 3 6 0 
(; 1 4 5' -~ I 4- f - 3 4 t - 3 - S' -IJ 
~✓ .... __ __.:i, 

~~ 
- ~l(. + 2..~ ~-~ 

6')<. 

(-I). 1-"1 -", I = 23 t - 2 9 $"-=- S-.2. 
--::::;- --$" -}/ 

O~g. l!h, Berokon de determinant 

I i ~ \ I 
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1:Jij vonden hierboven dat voor de waarde A van de determinant 

!ars i geldt 
A ·=;t -n.-L ,i ~- 11') A 't. ..,.,., • 

-?'/):: I 

tlij kunnen nu ook direct de ?aarde bepalen van de soro die 
.::nen trijgt als Den de elementen van een rij met de minoren 
van een andere rij vermeniJflUldigt en die 1-,roducten optelt. 
I1,1Eiers men vindt dan T c:tt· A~ en deze som is gelijk aan 

.. ,,,")':: I i'Y') • ,')I 

! a11 • · • • a1 n. 

. . . . . . . ~ . 
a 1 · 1 • • • r-- ' . 

a r··1, n 

e 1 • t, ., 

I ~r+1, 1 •• 

t • • • 

I an 1 • • 
I J 

• a 1 . r+- ,n. 

• • • • i 
i 

• a n I n, I 
In de laatste determinant 

deze is nul. ·· 
zijn de.re en te rij gelijk, dus 

Dus men heeft 

~1 $ 

Van dit resultaat zullen we later nog vaak gebruik maken. 
Soms is een determinant van bepaalde o.rde gemakkelijk te bere..-

kenen door deze over te voeren in een determinant van hogere orde, ti.v. 
ia+x b+2x c+3x 110 a b c i I 1 a b .o J 
1 a+x b+2x c+3x 1 .. -1 x 2x 3x . 

D = 1::~ :::~ ::~: =; \; O a+y b+2y c+3y ! =; 1-1 y 2y 3y I 
t \ O a+z b+2z c+3z ! ;-1 z 2z 3z , 

en de lao.tste determinc,nt blijkt bij 011twikkeling naar de elementen van 

de eerste rij de ~.,.aarde nul te bezi tten. 1\~en noemt het verhogen vah de 

orde van een determinant door toevoegen van nieuwe rijen en kolommen 
het.ranaen van een determinant. 

.Q.r&-1.§..,_ Be•Nij s \ ac-b2 bd-e. 2 \ _ 
bd-c2 ce-d 2 . -

f@.b cl c1bfi) d. ,. 

, ~ rat e I 

Opg. 17., Beschou'\.~, een determinant f ars\van de 36 orde. 

Bereken, de waard.e van 
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, gpg, , j 81, Beralcen .de. waarde der determ:lnan:b 

X '1 IS U 
a.3 a2 a 1 
b3 b2 b 1 
c3 o2 0 1 

Qpg. 13:. .Bereken de determinant 15a+b+c 
-la a 
-!.a 

t 

Ql?s, gQt Berel:an 
a4 4a3 b4 4b3 12b 
83 3a2 b3 3b2 6b 
a2 2a b2 2b 2 

a 1 b 1 0 

1 0 1 0 0 

2RG• COS()(. 

'-"1 . l -jO 
<I, 

a+ib+o --~ 
~b~½c --1b 

f 

- 0080( 

21,Berel<en\ -1 
-1 oos·o OOB~ \ 

,ala 'l<-+f,+ J' = rr . 
COS($ coar -1 

I 

!mS• gg. Berel.:en 1 1 1 1 

a b C d 
a2 b2 02 d2 "' 

bod ode. dab abc 

i-2.L!!~!r!..~!S!ru!!::~!ll!!LI!!!!-S!~~~!~!!!. 

• 

Om verdere eigensohappen van determinanten af te leiden, stel­
len ,nj eerst de vraag op b.Deveel verschillend.e wijzen men k elementen 
kan l~iezen uit een verzameling van n elementen a1, 8 2, • •., 8n• Het 
is duidelijk dat men voor bet 18 der k elementen n mogelijkheden ~en, 
ie bet eerate aenma.al gekozen, dan blijven er n-1 mogelijkheden over 
voor het 2° element, onz,; voor het k8 element blijvon nog n-k+1 moge-
11jkbeden over. In totaal vinden 'ITij dua n{ n-1) • • • { n-k+1) = ( n-~) t 
iaogelijkheden. Ilct 1e ocbter duidolijk dat onder alle gevonden k-tal.l.eu 
oen groat aantal is,dat uit dezolfde elomanten bestaat die oohter in 
verschilleDde volgorde opgeecAreven zijn; zo heeft men b.v. 8 1 - ¾·. 
a4 ••• en ook a2 a1 a4 ••• onz. Vrangt men naar het aantal k-tallen, 
W81lrbirtweo k-tallen met dozelfdo clo~enton, dio eohter 1n versobil­
lende volgordo zijn opgeschroven, niet als versonillond rekenen, dan 
mooten m.j hat gevonden aantal {~~11 verkleinen, Aangezien men een 
w:Uletourigo groep van k: alementon op kl manieren kan ordonen (1naore 
voor hot 18 oloment heeft men de keuzo uit k elementon, voor bet 2• 
element de keuze uit Jt-1 elomonten en.z.), ia dU8 hat aan'tal versohil-. 
lend te rakenon k-tallen van elementen, die uit n•gov•n elomG11ten 
worden getosen, 3u1at gelijk aan ~1(~£,1~ 
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~oepaaa~ Om do ooeffioient vo.n akbn-k in de ont'ifikkel1ng van 
(a+b)n te bcpalon, markon 'r'1U op dat men dozo vindt door bet aantal 
.raanieron to bcpalon, waa.rop m0n ui t k dor n factoren a+b eon factor 
a noemt (en dus uit do overi6o n-k vanzelf oon factor b); dit B.mltal. 

is dua kl(~iJt ,.oen r~sultaat, dat reeds in do algobra op and.ore 
wij~o is eevonden. 

~ij beaohou~on om tot do dctorminant-ontwikkoliDB van Laplace 
te gerakon, thane eerst oen bijzondcr goval biervan. 
T'fil men do ~aarde dor determinant 

n .. ,, 4,2. "l,3 t:t 141- '?is-
Qt, ct2l ~.?;) q~v q c-~ 

A -=::. c.?31 tt.32, t1u G?.3' a.}s-

Cf111 '1 'no Q'f.3 a.~, q.,~ 

~ S-J q Sl q S'l ct SV Q i'i" 

borakenen, dan merlcon we op dat "'Tij di t op twee voraohillende wijzen 
kunnen doon, n.l. door A direct uit te x-okencn ala som van termon 
a . a.. ~ . « . '< . , waarbij. de gotallen, i 1 , 12, 13 , 14, 15 tt..., . 1< 2 lt. ~ ~ ,., ~ ~ 

eon :1illoteuriso pormutatio vormon van de getallon 1, 2, 3, 4, 5 on 
1-"aa.rbij door die pomutatio tevons bepa.nld wordt wolk taken vcor bet 
boachouwde product gezat moot ~ordcn. Eon and.ore wijzc was do ont­
wili:koling naar de elemGnton Vail con '1'7illokourigc rij. 

. -rt.. 

Dan vond men A == ~~ a't.l,.. . A-r.t.- , ,-,aarbij r willckourig cokozen kan 
wc.~n uit de 'Vl'aardcn 1, ••• , n. -ij morkcn op, do.t do borekening van 
onzo determinant van de 5c ordc hicrr1oc is teru,sgcbr.:.oht tot de bero­
kening van do dotcrm1nunton ~k van d.:: 4° vrdo. Do vx-aag is of bet 
ook mogolijk is om do baschou.td,e determinant te verokonen door gobruik 
t~ m.a!:.:on van bopa:alde Jltinoren van ~o dordo ordc. Bet is 
Lnplaod gowaost, dio hiorop bevoetigond heeft goantwoord. Zijn ro­
sul tnat is hot volgonde. Kies 2 wi.llokcmrigo rijen in A ui t, b. v. do 

2° on 3'-'. Vorm nu oon willokou.rigo determinant J :t: a.~· ) • Vormo.nig..: }, "'v 
vuldi d t d 1 t 1 d t mi t t:lrk "-,t a,,.,, ' -ar•- d"" · 3 ezc miJ a comp Clilon a ro a or nan ffG .LU ~ 

'\i 't ~.,, 
~* '¼st "("--., 

sotallon 1, j, k, l, m ocn willokoUJ:"igo permute.tic dor gotallen 
1, 2, .3, 4, 5 vormen. zot voor dit product hot to!~on (--) 2+3+i+j on 
vona al dcraclijko uitdrukkingon voor allo vo~sohillondc kcuzon van 
do t'7oo gotallon i, ~ uit de 5 gotallen 11 2 1 3 t 4, 5. Dan is do som 
4or mo govonden tormon juist .:1elijk aan A. Do b.:;rokoning van A is . · 
d'Ga. torugaobraoht op dio vau minoren van J.. -van do 2° on 3'-
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A= L { _) 2 t- 3 + i +j f a2, ¢u J · 
f.l,k a.,e a,m 

'-.>j . aJ, a.:y· '~ t:u,I tl.11'1'>? 

fl.s,{ ct., e q&'>n 

::ten t:rillel:eurige term in he. t !'ocl:t-tcrlid heeft de c;edaante a I a I'> a l( 
) .~ ffl}I 0( t~-, Jy 

a. 10 a SL, wa2..rin «,/-;), :'{, o,E :p0rr.1t·tatie is de:,' geta.llen 1,2,3,4,5, en 
trecdt d1~a zeker op in .:\.. Lot reo:1.tcrlid bev,1t ook evenveel termen ala 
1.. 1 tta.nt de ee::ste dett::rsni:i.1ant acl1tcr hcd; oomtel.:e;.1 be:at.J.~tt ui t 2 ! termen, 
htm 1:>rodt:.ct cl.1.1s ui t 21 3 i ·terr,1en. llot c::.antal termen in Z:. is gelijk 

'✓-
aan het 8.i(ntal ~ijzen, '""Taarop men de 2 getallen i,j l::an kiezen uit d' 
getallen 1,2,3,4,5 en dit is, zoa~s wij zoeven zaGen, gelijk aan -iH-r• 
llet rechterlid bevat dus 2!31 ·1!""1-:ff = 5! tarmen, dus juiat evenveel 
termen als A zelf. Daar 1edere torm in het rechterlid eventueel af6ezien 
van het teken, in A optreedt, zal de iormile van Laplace voor dit geval 
beryezen zijn, ala '11.j a.::ulCetooJlld hebben, dat een willekeurige te~~ in lin­
ker - en rechterlid vru.1 deze formuJ.e hetzelfde teken heeft. Dit doen 
,;,,ij voor hot algeiaene __ eval. Zij A = /E\ 5 f een determinant van de n'~- orde .• 
l iep hieru.:tt k vaste rijen r r r • • • ,r,_. lloeti de overige rijen r.t', ·· 

I I \ ' ~ ' ·S' n.; 

r, , .•• ,rn-k• Dan is 

A ::-: L_ c-5'"' .. ,+· ·c;, ts.+ ... +-~k 

s,, ... ) :/4--

.. a.. ' 
tr: .. 

·-1 

I 

• 

r- I 
.., .• Ir 

ft I < I O'l f. I 
,,,,. .J, :., .,.. . Ir .,,., ~ 

Hierin vtord~ B8S0Ll);;1oorcl ov:;r all '3 coubinatics c.cr k uetallen sf ••• , s~ 
vi t de t;,etallor1 1, ••• , n. JJe ovorie,e C Jr cetallon 1, .•• , n uorden 
e;, .... 1 a~.,. :,onoemd. · 'ij o:lderatellcn hiorbij, dcit de Jet all en r , ••• rL 

·• ... ~.1.1. I . I 'f ,..- > 
de eetallen e, , ••• 1 a~ 1 <'1.o _,c·~allen r.,,. •• rn:.l;: en de ~e·i; .. u.lcn a1 , .... o~lt 
naar opltlil11.11mtlc groottu .... ~:::~ochiLt zijn. 

Hot :la "."'eer duidulij:::, d .. 1t de n. ntallen t--rmcn in linker- en reohter­
lid 5olijl: zijn wont links :.:.iijn er nl en reohts icIT~-k:) r kl (n-k) ! - .,,. ! 

~on willckauri&o term rochts in u~ ont~ikkeling der dlterminanten be­
stn .. t nit n faotoren cl.rs-, ~aari11 d.o illdioee r en ook do indiooa s 
oon of andoro permutatic s1jn v~n de getallen 1, ••• ,n, ~odat deze term 
in .i-. ook optroodt. Rest one dus, avonale in het bovenbeschouwde apeciale 
.:.,eval, t.J vorifi?:Jren d.:..t het teken in die term links en reohta in onse 
formula ovoreenstemt. La.at deze term de a,edaante 
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C?,, cr- ••. a't tt-: a.,. '•S- l I •• a t I !:T" I 
i I .(. k I ; ,,...,.J.:. ...... k 

bezi tten .. Hierin is a:;, .•• , ~ een of andere permutatie der getallen 

s 1 , ••• , sk; tr;\ ..... , 0-.,:...,1_ een of andere permutatie cl.er geta.llen 
" 1 1, • • • • "' .. ~. ,. • Is .-.:- '!',.o+ t 1 · ' ' d · ' l."'r":-" crT . ., _ , J,, ,,.. "" ~""' ., a.an a• inversies in · e r1J -r , ,. ... , k 

en o- 1dat in de rij, ·-:;-;,', ••• , -r;;;.4: dan heeft deze tern1. dus het teken 
(-)rl+ .... +z:k+s,+ ••. +sk+o-+t"'. Is r het aantal inversies in de indices 

r1' .... , rktr~, ,H, r;_k ens dat in de indices ~, ••• ,IJ'~ ,t!""..;' t-••,q;!,._ 
dan he8ft dezelfde t9r,.,1. in het linl;::orlid het teken (-)r+s. Wij hebben 

dus te bewijz:em dat het verschil :r 1+ .... +rk+s 1+ ••• +sk+"J+!T"'-r-s even is. 

Hiertoe bepc.lcn wij e~rst '.:~et aantal inv,i:ersies in de rij r 1 , .... ,rk, 

r { , ••• , rn:k. Elk getal r 0< is klejner dan de opvolgende getallen rib 

en e;lk t,;etal r;. is kleiner da.n dE: opvolgende getallen r J, • Er zijn dus 

a.1l-3en inversies mogelijk tusse·c. 6etallen rt,,{ en rj • De.ar r 1 het klein­

st€ is <l~r getallen r 1, ••• , rk, zijn de getallen r 1-1, r 2-1, ••• , 2, 1 
alle: begrepen in de groep r 1', ••. , r~-k' du.s r 1 geeft aanleiding tot 
r 1-1 invcrsies. Het getal r 2 is het op een na 7tleinste der getallen in 

de groep r 1 , ••• , rk. De getallen r 2-1, r 2-2, 2,1 liggon dus allen 

afgezien vwi het ene getal r 1 in de groe~ r{, ••. , rn~k- Derhalve geeft 

het getal r 2 aanlciding tot r 2-2 invcrs~es. Op analoge wijze ziet men 
dat hot ~atal r~ aanleiding ~eeft tot r -~inversiea. De getallen 

I ~ ~ 

r 1, ••• ,rk, r 1, •.. , rn~k geven dus a.e.nleiding tot 

r::: r 1+r2+ ••• +rk-1-2- ••• -k=r1+ ••• rk-ik{k+1) 
invera.ies. Derhalve is r 1+ ••• +rk-r;:::'}k(k+1).. 

Op analoge wijze bepale11 wij het aantal s der inversies in de rij 
q;, ••. 1 1'.ik , q;; ', ••. , ¾. r . Na een aantal ruilingen kan men de getallen 

ct;, •·•>~ in do volgorde s 1 , •.• , 8k brengen. Dit aantal is, a.fgezien 
van oc:m even getal, gelifc a.an rr. 'Na. (a.f6ezien '11"1'.m een even geta.1) cr-1' 

· 1 · .. . d . j a: 1 . .-r 1 · b · d 1 d ' 1 rui :i.ngen 1s e ri 1 , ••• , v .,,. ;,_ ,:;e rengen 1n e vo gor e s 1, ...... , ~.,..k. 
Het a.antal inveraics in de rij s 1 , •.• , 8Jr, a 1', •.• , sn~k blijkt op 

analoge wijze als hierbovon gclijk te zijn aan 
s 1 + ••• +9k-1--2- .... ·-k=s1 + .... +sk-i-k(k+ 1), 

dus af,guzien va."'1 een even getal heeft rn.en 

s = ,r+o- '+s 1+ ••• +8k-½k(k+1) 
zodat :rn.en ui.toindelijlr., afgezicn van ccn even getal, vindt 

r 1+ ••• +rk+s1+ .... +5it+ :::» +;; ~r-s= k(k+1) 

en deze ui tdrukking is inderc'.!.aad oven, want van elk paar ppeenvolgando 

getallen ken k+1 is er juist eon da.t even is .. Hi~rHe€ is de 'formule van 
Laplace aangctoond. 
Qp&__1-t. Le.at zicn dat de ontwikkeling van een deter.:ainant naar de ele­

l'lt:mtcrn van een ba,aalde rij een bijzon<lcr geval if:.1 vem het thcorema vs.n 
I.a.place .. 



2RS1. .2 •• ,. &reken 

l 
I I (J 

1 l. 
I I I 

0 ' J 
0 0 I 

gu. J. Berokonde waa.rde ,.,-an de determinant Mp,;. 

/+t;l 

I 
I 

' 

I I 
N-1 I 

I l+C 

I I 

I 
I 

I 

1+ol. 

t.l.,, qn 41J O 0 
0 ~, 'ln C:\23 0 0 

£ts, Q. 12 ctll O 0 

tl11, "ly2 a,-vl a,; q"S" 

t:i,, Qt> qSl QSII tt~ 
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~C?l!S· _,5. Zijn alle minoran van de twaude orde van een deter!!1in.:.nt gelijk 
rum nul, dan is die doter-~inant zclf ook nul. 

Wij ma.ken thane gebru.ik van do ontwi~i.:kclingeregel van Laplace 
om een bcla.ngrijkc otclling af te lciden over hot product van twee 
determinanton. 

Zijn A =\arsl on B = \brsl bcldc determinanten van de n 8 orde, dan 
kan men hun product AB schri jvcn ala cen determinant C = f crs I , die 
evcnacns van den° orde is. Men heeft n.l. te nom.en 

,-ri 

C ~s .. L ai,,., ..g'7'JvS. 
?n,,r I 

Bewijs: Op grond van de ontwil.:~cling van Laplace ziet men direct in dat 
het product Al3 gelijk is aan 

A,_ , .. (t ,.,., 0 0 . . . . . . 
,c,., ... "~ 0 . , . 0 

AJ$ - _, 0 - .. 
' 

0 I," e"" o· , ' 
' ' . . . ' ' . • ·o &,.,, ,.,, ' 0- · · 0 - , .. ' 

Vormonigvu.ldig do oerste kolom mot b11 en tel die op bij do (n+1) 8 

" u Ii ti u 
b12 

M n .. M II ,: (n+2)'', ena1 
• .. II II II b1n N .. .. ti II II 2ne • 

Yen1onigvuldig de tweede kolom met b21 en tol die op bij de (n+1)8 

If .. fl .. II 
b22 

.. t; .. ti .. .. (n+2) 8 1 eMI: . .. 1 

It Ill " " ll b2n " a II .. .. • (2n) 8 • 
, xl 
"tfl 

C ~· 
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I .. h.a. Verm.enigvuldig de Je kolom. met bsr en tel die op bij de (n+r)• 
(r,a=1, • .,. , n}. , 

Het is duidelijk dat hierdoor het rechterondervak van de determinant 
AB gehoel uit nullen ge.at bests.an. In het ~hterbovenvak vinden we in 
de r 8 rij en (n+s) 8 kol'om de uitdrukking ~ a... C, , dus juiat 

- ..... .,..,Jt ,,,,,,,, 

ors• Ontwikkalt men de gevondon determinant volgens Laplaca, dan 
vindt men 

f l+l.+ ... +?-1+("'1+') +·--t{~) 1-I oJ ??(2,.n-ti)+p 
AB = \_-) o· _, lc"ts.l ·(-) 1 C;,s 1 

= l C-rs.l, 
waarm.ee de stalling bewezen is. 

Natuurlijk kan men het product AB op meer dan een wijze ala een 
dete:rJidnant van de n° orde scbrijvon. Zo kan men b. v.. eerst de deter­
:m.inr.mt B om de hoofddiagonaal laten draaien en daarna de Jroductstel­
ling tocpaaaen. Dan vindt men 

C ?'l 
"ts • ~ a,._ ( s.,.., '?11?..-I --, 

on ook zijn natuurlijk de formules 

juist • 
.Q:2&.J..!. Sahrijf h~t product der detorminanten 

/ ~ ! \ en I ~ -; I 
op de bcvonaangeguven 4 wijzen als cen determinant van de twoede orde .. 
. Qpa. 7..:.. Door 

op twee versohillende manicren te berekenen (rochtatre4'!ks en met behu.J.p 
van het gevonden thoorama) bewijze ~en 

( 11.c +-l./)l+- {a..J- lc) 2 - {cl+-t'2.)(cl'+d 2 ). 

Wij bewijzen thans nos een aantal results.ten, waarbij hot vermenic­
vuldigiu.gatheorema gebruikt sal wordon. 

Boaohouw bij d<; determinant f ars \ tevcns de determinant IA:rs I waar­
van olk uloaent de minor1fan hot corrosponderonde olomont\ar~ van de OQJ)lo 

sprontelijke doterminant. Ken beeft 

~-\•I~,,\ • \ Prs~ 



...p... a A , ,Jo, ala rla 
k'=o r 1, s,,._ ( a; a.ls r=s. 

Hierin is a de waarde van de determi:na nt 

hee:ft dus de gads.ante \ o· ~( 

A .. M.41 

J a.rs \ . De determinant \ Prs ) 
en bez:it 

derha.lve de waarde an. Wij vinden derhalve 

a \ Ars I = an. . . 
Is s;/.O, dan volgt h ierui t } Ars I = an-l. Ook al.s a=O is, ge ldt dit resul taat, 
hetgeen dan inhoudt dat /Ars\ = O. Dit toren wij aan door op te merken, 
t'lat a.ls een determinant geli.ik is a.an nul, voor elk viertal r minoren 

r· · ...... 1 Ars' Art' Aus , Aut galdt 

Ars= Art= Aus: Aut· 

Is di t beweEn, da.n zijn in Ars o.lle .~ mino:rell.l. i v1.n de 2e orde 

,~elijk a.an nul, zodat wegens een La.place ontwikkeling die determinant 

zelf nul is. 

Wij 'tonen thans de gezochte evenredigheid a.an .. Door verwisseling van 

rijen en verwisseling van kolomrnen kunnen wij volstaan met het bewij zen 

van de relatie A11:A12 = A21:A22 • Volgens T.,apla.oe is 

I A.II t)il /. _ f'i,1 I--\"; ,q I":, • • • A1n.J, 
)\ f:. f- l}H /)~ £l ,. A.,.,_, 

r1:, I t·l2r, \ ''"'). • 

0 0 / " () 

0 o O - I 
.) 

dus 
1 

/ o .. 0 

! 

A II A 12 Ar~ , .. /:J JY) 

R2, An A~ ·, · lq.: -n 

0 0 
I '. () 

0 0 0 ) 

VoeM men de vermenigvuldiging uit, dan vindt men da.t bet 189.t eto pro-

duct ijk is aan 

'Ev'enzo 

4,, D · • · 0 
A~, o · - o 

. ' 

() 
) 

- D 

derhalve 
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Wij vinden due I Ara\ = \ 9ref n-.l • 

Br gelden ook dergelijke rela.ties tussen complementaire llinoren van 

\Arsl e:q~ ~a J . Wij onderstollen in bet vo~ende da-t Jars I rJ O is. 
Saschouw bijv. de minor 

M« lA,,A,~ J ~ \i\.,._\ . 
.J\t. I-la I 

Men hee~t, wederom gebruik makende van he"t ver:raen;tgi:ngstheorema 

t-1 A. 
.4 ,, - . - A,n rn .. ~~ ) ct 0 a'!. • •. a,,... 

== A2, .... A 
2'1'1 0 Q.. Q. l . .. ~ 

~? I,_ Q O•n~ • .• .. ~ 1m 
s: i t 'n ~ \"" ... "~"} 0 0 all .. C1 3Y1 -=::A • • " ... 

~ b O 'I • <\..:,.• •. (If,,,, 

0 0 a ... a,._ 
'n.) n. 

~ 4 -:=:. 6t t ••• 

11 n a · 
I /i II A ,i. ) ' 1 ls • • a 3.,., ) 

>11, • •• Q.., )'1 

Op ans.loge wiju vindt • n een overeenlcomstig resultaat voor willekeu-

rige compleaenta.ire ll'd.noren van ~rsf en la.rs I • 
Opg. a. Bewij a op a nel~ wij ze 

l ,Q., All A,~ n I 
A I\ ,1.1 . -. a"'-'>'> 

I\ rt-.... -- n 2. ,..'<, ~, " ,JI "'l, • , • • 

A3, Ah. A3l ~" •.. 't,m 
en laa.t zien dat deze relatie m.m. ook geldt voor willekeurige comple-

mentaire minoren van de orde 3, resp. n-3 van JArs f en \ars l . 
iMen ziet in het alge~en dQ.t een minor van de orde le . van I & 8 \ , .tel:ijk 
s aan de complemet>.taire minor van de orde n-k van ~areh ·--r v•'t'-

menigvuld igd mt rJ.<- 1 • Zo heeft man in het biji&onder= De a:i.nor van Ars 

tn de determinant \ Arsl is gelijk a.an an-2ars" 

Men schrijft voor de deteriimnt 

(l I . ,. Cl -11. 

'· ... t-..: 

wel vaak kortweg (ab ••• k). wenst men aan te geven welke indices optre-
&an, dan achrijf't men wel (ab ••• k} 12 n• Zo geeft men due de minor 

, 

14:~: I wel tortweg aan met (ab)~: Bij dese n.rtaU• achri;l:tt - , 

voor de minor van bet element ~ -..1 Ar em:. Zo vo:rden we dua 
A.,=-/&: ... k) ,· (~a). •(J ... Jr; Xct{ • .. /r ).,.... ,· 1Azc' .. (o..1- ... k)2·(111c ... k, • 13, .. .,.. ... ..rw ... ,..,. (.' :.In.\ ~ 

( A::a ... j) • (J ... ,)"'·2 J'>"I ; (AB··· k) :. (,.,f, ... k) ..,._: t.ii 
J::l•··.•-1 ti• •. ..., 
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Wij vinden dus \ Ara{ == \ arsl n-l • 

Er gelden ook dergelijke relaties tussen c0111ple:mentaire minoren van 

\Arsl eni a.rs/ . lij onderstollen in bet vo~ende dat } ars I -1 ~ is. 
Besebouw bijv. de llinor 

M .. l A,, A * 2. ) .., \,q 'f .. \ • 

I\.,, r1 i, I 
Men heeft, wederom gebruik makende van het vermen;igingstheorema 

t"I l'.l 
.A,, - .. A,n r,. .. •,~ ) ct 0 a,, • ... et ,n 

== A.c, . ~. A 
211 

a~~ .... . a.·,,.,,, 
0 c.t a. .. $ ••• ~ '" r,.--· a,,.} ~ ~ I,_ Q -= C tn 
0 0 al~ ... C{ 3-n =- a. • . . "' 

~ i> O··, , '\..:?,• •. '-'h•r 

0 0 a ... ~ 
7}~ >\, 

l .ft,,Att. l •l3~ a3'1'>) 
~-/4. -=-~. '*. 

lJ n: ;::; . 
,,~ .•• Q~l"'I 

Op an.a.loge wijse vindt men een overeenkomstig resultaat voor willekeu-

rige oomplementa1N m.no:ren van ~rsl en I ars I • 
Qm. 8. Bewijs op ans.loge wijze 

~, An A21 ~ t::t 2 • • • . ?') l ~ u fl 1z A , ~ n ,.,,., . _ • a'-' l 
A3, Ah.. A3l q,..1.,/ ••. 't,m 

en lae.t zien dat deze relatie m.m. ook geldt voor willekeurige comple-

mentaire minoren van de orde 3, resp. n-3 van JArs f en \8rs l • 
Men ziet in het alge~en da.t een minor van de orde k . van f i \ , ttel:ijk 
is aan de complementaire minor van cte orde n-k van \areh ·-:rs v~i-
menigvuld igd met ~- 1 • Zo heeft men in het bijeondera De no.nor van Ara 

in de determinant \Aral is gelijk aan an-2ars· 

Men achrijft voor de detertina.nt 

fl 1 , • Cl "n. 

'· ... .g 'l-7 

If,, " '~ 
wel vaak kortweg (ab ••• k). wenst men ean te geven welka indices optre-

den, dan schrij:t't men wel (ab ••• k)12 . n· Zo geeft men due de minor It t: I wel lcortweg aan met (ab)~;: Bi.j dese n<Rati• sohrijt't man 

, 

voor de minor van bet element ~ wel Ar em. Zo Yorden we dua 
A .. :::/&: ... k) ,· (~:a)_ •(J ... I,; X,.ctl ... /r ),.1 , >' l,tfE,c\ o(t'JA~ •• Je:)2. (tit• ••k) • . , l3 • .. n. ... _,,. · · T'lif \.' :.In ,1 15-ti 
( A.:a ... J") - (o./, . .. ,)'rl•l -I,,,, ; (AB• .. k) =r (,.,,/, ••. k ) ~-: 

12•"•"·' ~ .•. ...., 
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In de volgende opgaven geven wij hiervan enigetoepassingen en gene-
ralisaties: 

Opg.9. Bewijs 

Opg.10. Bewijs 

Opg. 11. Bcwij s 

I • l ( ax ) ( ay) \ _ ( ) 
( bx ) ( by ) \ - ab 

Ii;~~~ f:~~ ~:~;~\ 
(zbc) (azc) (abz) 

lf ;~~g~ ~~~~~! = 

(xy ). 

= {xyz) (abc) 2• 

(abed) (xycd). 

De ontwikkeling van Laplace ka n men in de gl:':daa nte 

(a,b<::de) = "F ((:{.£)y (r-cle)kt»t.-
schrijven, wan.rin gesommeerd wordt over allerlci indices i,j,k,1,m; deze 

getallen zijn een permutatie der getallen 1,2,3,4,5, die verder nog aan 
de bekende e isen voldoen. 

Ow. 12.P,-. .-(:, 2.. (ab) .. (acd)kl = o. __ m - ., J.J m 

Opg;12. Bewijs 

(~b )13 (ab) 14 (ab) 23 (ab) 24 (ab) 34 

(ac)l3 (ac)14 (ao)23 (ac)24 (ac)34 

i 
(cd )34 ! 

Men kan dit resultaat ook schrijven in de ged~~nte 

((ab)(ac) (ad)(bc )(bd)(cd~ = (abcd) 3• 
Dit resultaat is an8.loog aan het resultaat 

(ABCD) = (abcd) 3 , 
wn.arvoor men ook ka n schrijven 

((bed) (acd) (nbd) (abc)) = (abcd)3 •. 

Opg.14. J3ewijs j (ab) 12 (ab) 13 (ab)14 (ab) 23 

I (ac )12 

(ad)12 

I (bc)12 (bc)23 

= (abcd)3 • 
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§ l• BiJzond&~e 'determina.nten. 

In bet vooratgasnde beschouwen wij reeda eymm.etrische deter.mina.n­
tent d.w.s. determinanten waarbij ars = asr• Wij kam1eneen symm.etrisohe 
determinant D ook op andere wijze karakteriseren, n.l. door de eis, dat 
de determinant D gelijk is aa.n zijn toegevoegde D1 • Hierbij veretaat 
men onder de toegevoegde determinant D' van een determinant D die de­
terminant, die uit D ontstaat door de determinant Dom de hoofddiagonaal 
te wentelen, d.w.z. door elk: elem~nt ars te vervangen door het element 
asr• Een determinant Dis das symruetrisch als Denn• overeenstemmen. 
Ook de waa.rden van Den D' stemmen dan overeen; dat is echter bij iede­
re deteninant ( ook bij niet-sy.u1i'i.etrische determinanten) het gevaJ.. 

Een determinant is scheefs;ylllt!letrisch als elk elelt1ent ~rs het te­
gengestelde is van het element asr• Bij een scheefsymmetrische deter­
minant D zijn due alle ele~enten van Den D' tegengesteld. Hieruit volgt 
cat de waarde a van een scneefsym,~etrische determinant voldoet aan 
a= (-)na, waarin n de orde der determinant is, Is n oneven, dan volgt 
hieruit a= O. Elke scheefaymmetrisehe determinant van oneven orde is 
du.s gelijk aan nul. 

Wij bewijzen tha.ns dat een acheefaymmetrische determinant van 
even orde gelijk is a.an een volkoMen vierkant, d.w.z. aan het kwadraat 
van een veelterm in de elementen. 
Voor n = 2, dus voor de soheefsymuetrische determinant I~ -;1= a2 

is dit evident. Onderstel thane dat het even gctal n groter is dan 2 en 
de stell1ng voor n-2 in plaats van n reeds bawezen is. Dan heeft men 
voor de waarde a van de scheefsymw.etrische determinant \ ars j van de 
n8 orde de relatie 

\ 
A /I A 12. ) t a.. 
A,ll A,:;_ l r·~ . . . 

.:t 3"1'\,. 

. . 

l Q . • • a..,.,')") ,,~ 

De minoren A11 en A22 zijn acheefsymmetriache determ.inanten van oneven 
orde, dua gelijk aan nul. Verder hceft men A12 = -A21 • 

Opg.1. Bewijc dit. 
Bovenstaande relatie levert dus 

A,: : ~ 14~3 ... ~ tt.3.--., I 
"'- ••• Q "!I .,,.,. 

De tweede taotor in het rechterl1d is een scheets;paetrisohe determi­
nant van de orde n-2, dus wegens de inductiaonderatelli.ng, een volkomen 
vierkant. Dan is dat ook het geval met a. 
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025.2. Bereken 0 a b C \ 

-a 0 d e 

-b -d 0 f 

-o -e -t 0 

~g.J. Bewijs a,1 a12 a,3 u, 
s 

a21 a22 8 23 u2 ~ ui'uk Aik• = 
8.31 8.32 8 33 U3 ' Ir::- I ) 

u1 u2 U3 0 

Tot een ander bijzonder type determinanten behoren de circulaire de­
term.inanten. Bij deze is voor alle r ens ar+ 1, a+i = ar, s; de be­
doeling is dat een index, die groter is dan J met n verm.inderd wordt. 
Zo luidt de c1rculaire determinant van de derde orde 

,~ : : 1. 
Om deze te berekenen vermeerderen we de eerate rij met de tweede en 
de derde, waarna alle elementen der eerste rij, dus ook de determi­
nant zelf, door a+b+e deelbaar blijken te zijn. Verm.eerdert men de 

~~ 2 ( eerste rij met p x de tweede met p x de derde rij met waar-
bij p een der complexe derdem.a.chtawortels uit de eenheid is), dan 
blijk:t uit het resultaat dat de determinant deelbaa.r is door a+p2b+pc, 
enz. Men vindt tenslotte, dat de beschouwde determinant gelijk is aan 

(a+b+o) {a.+fb+f c)(a+p2b+pc). 

OI?!•!• Bereken de waarde dcr circulaire determinant 
1 i -1 -i 

-i 1 i -1 

-1 -i 1 i 

1 -1 -i 1 

Q:eg.5. Bereken eveneens de wa.arde van de determinant 
a. b o d e 
e 

d 

0 

a b o 
e a b 
d c a 

d 

C • 

b 

b C d e a 
Tenslotte behandelen wij een zeor belangrijk type van determi­

nan.ten, n.l. de orthogonale doterminanten. 
Een determinant a.rs heet orthogonaal ala ge14t are= ~s. 

a 
Hierin stelt a ~•er de waarde der determinant l•ra\ voor. Men heett 
dam voor een ortho1onale detendnant 



Verder is voor r ! t 

Op geheel analoge wijze ziet men in 

ala a It. 
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Verder heeft man door toepassing van het vermenigvu.J.digings­
theorema. 

= 
1 
0 

0 

1 

••• 0 

••• 0 

0 0 .... 1 

= 1, 

dus a=± 1. Is a* +1, dan heet de determinant rechtstreeks.orthogo­
naal, ia a= -1 dan indirect orthogonaal. Bij een orthogonale deter­
minant heeft men dus are= Ars of -~8 al naar de determinant al of 
niet rechtatreeka orthogonaa.l is. 

Opg.6. Bewijs dat bij een orthogonale determ.i:nant lar8 \geldt 
">'L f 1, a.ls s = t 

"r.[ A"c i. A--rt = o, ala s I t. 

Is omeekeerd van een determinant \ars \ gegeven 

~ _ . ( 1 , als r = t 
s. :, a\:.' ct l ~ - l O, al s r I t , 

dan is deze orthogonaal, want vermserder do ztet a. 11 verm.enigvul-
digde eerste kolom met a 12 x de tweede, a 13 x de derde, ••• , Aln x 4a 
ne kolom, narna de determinant de gedaante 

1 

I l "n2 • • • aDll 

a.anneemt .. Dus a 11 = A11 • Evenzo blijkt ars = 
a 

~s ... 
a 

"?> I\ 11 ala a • t .2PA•l:. Ala bij een determinant }arsl geldt "t ~ ,-,-, , I\{ - \0; als 8 I, t, 

clan is die determinant orthogonaa.l. [:1ij beschouwen thans het product 
I era' van twee orthogonale determinant en l ars I en I brsf • Hiervoor 

geldt 
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,,,,,, 

L. _.e ~ = o ( s + t ), 
J,..,,,1 hs hf. 

zodat de productdeterminant in verband met het bovenstaande ook ortho­
gonaal is. 

§ 8. Matrices. r.1: • • • a1n \ 1 a11 .... :1l Een ma.tri.x is een getallenschema A.:- • . • I = • .. . . 
\:3-m1 • • • am:n./ am1 . . .. amn 

dat nie~ kwadratisch beheoft te ziJn en waaraan geen getallenwaarde 
behoeft te worden toegekend. l\lien schrijft wel kortweg \\arsll. Is m=n 
dan behoort er bij de matrix A= fiarsl een determinant jarsl , waarvan 
wij de waarde weer met a aanduiden. 

Men definieert de :productmatrix C = \Jcrsl! van twee matrices 
A = \\a.rsl en B = ~ brs\\ , op grond van het gevono.ene bij. determinanten 
door de form.ules ~ 

C-rs == k~ 4 '°'k i.4-!:. · 
Men schrijft C = AB. 

Voorbeeld: C 2 !) (12 1~) ( 64 45) 
3 11 = 97 68 

10 1 1 

C !) . ( ~ -~) = (! -1) 
-1/ 

( a11 
a.21 

a1a) 
8 22 

( x1) = 

\ x2 

/ a11x1+a12"'2) 
\ a21x1+a22x2 

, 

Opg.1. Onder welke voorwaarden is het product van twee matrices gede­
finieerd? 
Opg.2. Bepaal in welke gevallen het prodµct van twee matrices een 
kwadratische matrix is. 
0:32g.J. Als de kwadratische matrices A, Ben C voldoen aan C=A.131 dan 
~$#~~k~•~t::'VJ~~•~n. a, 'b ·e~ o de:i;- ~~;b.p:rende ,dete~izianten c=al;l. 
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P.illEi tie. Hebben- de matrices A= /jarslf en B: N brs If evenvecl kolommen. 
dan definieert men C=A+B, indien cr5 =ar8 +brs· 

.9P6d:. Bewij s A+B=B+A. 

Vc1rder definie<~rt men voor ieder getal k B=kA, indien brs=kars" 

.OPE..• 5. :Bewij s k(A+:B) = kA+kB; 

.Ql?~ Is A een kwadratische matrix van de ordc n en B=kA, dan geldt 
voor do wa.arde d;;r bijbchorende determinanten b=kna. 

Opg-:..l:.. Bewijs C{A+B) = CA+CB. 

O-eg. 8._ La.at door ecn voorbceld zJ.on dat nict steeds behoeft te gelden 
AB = BA. Is biJ' een kwadratischo :matrix a = ( 1 voor r = 8 dan noemt men 

rs 1o voor r Is' 
deze eenheids:matrix I. \ 

0::pg.9. Is de lllatrix I van de orde n en heeft de matrix An kolommen, 

dan is AI=A; heeft A echter n rijen dan is IA=A .. Heeft An rijen en n 
kolomm.en, dan is AI=IA=A. 

QF.s.-10. Bewijs voor ieder natuurlijk getal m de relatie Im=I. 

Verv·angt m~m in een matrix A elk element a door rs 
element a~r' d3.n ontstaa.t de toegevoegde matrix, die :men 
aan.geeft.'":a.v. de toegevoegde matrix van(; ~ ~)is(~ 

( a1) \ 3 
(a1 ••• an) luidt de toegevocgde \ : • · 

\ an 

~.lh Bewijs (A+B)'=A'+B'; (AB)'=B'A•. 

0pg.12.. Is A=.flJ, 13::B', dan is AB=(BA):. ~1 ft ~ 

het toegevoegde 
veelal met A* 

i\; van 
1) 

\
.I ·1 ,! n-~·r Ii • 

Is A :::: ~\ars J dan definieert .. wr, A- ~.~ ,•;--a~~n ' u. V'. z. de eler,ienten 
\· -'1 ' . JI 

bra van B=A hebben de geCJ.ac:.n i.;e brs== .1~ • .:>.T • T:ie in..!-{r 1>< 
J I r 1)' Et 1ve,Qy,,t i'-C l 'l'tro-na~•·t,t'" '"'. 

/'\ w,.rd.{ hie,·~~ 

. -1 -1 {)_pg. 1 J . Bew i J s A. A = A • A = I 

Opg. 14 .. Bewi j s (AB) - i = B- 1 A - 1 • 

Voert .. nen nog in de null.iatrix O, wi.,,arvan a.lle elementen t,;elijk zijn aan 

nul, dan vindt men dat voor :-wadratJ.sche .matriceB de vol.;ende reken­
regels gelden: Bij elk tweetal w.atrices A en B met gelijk aantal rijen 
en gelijk aantal kolom.cuen bestaat een matrix, die de sorn. A+B wordt ge-

noemd. Deze aom voldoet uan . • 
A + B = B + A 

A + (B + C) = (A + B) + C 

A + 0 = 0 + A :::: A. 
Bij elke A bcrntaat een matrix B met A + B :::: B + A = O; voor deze 

matrix B sohrijft ru~n wel •-A (geheel in overeenstemm.ing met de defini-
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tie van kA). 

Bij elk paar kwadratische matrices A en B bestaat een matrix, 
~ie het product AB wordt genoemd. 

Di t product voldoet a.an 
A(BC) = (AE)C 
AI = IA = A 

A(B+C) =AB+ AC 
{A+ B)C =AC+ BC. 

Bij elke A met at O bestaat een .matrix B, zodanig dat AB= I. 
De matrix B ',1eet de inverse matrix. Men schrijft B = A- 1 en heeft 

-1 -1 AA = A A= 1. 
Men definieert A-n = (A-1)n voor gehele positieve n en A0 =I. 

Opg .. 1 .2 • Bewi j s 

QP,g_.16-!. Bewijs voor willekeurige gehele men n 
AmAn = Am+n. 

0pg.17,.!. Bewijs (A' )- 1 = {A-1) 1 .. 

0pck1.§_~ Is bij een matrix A de determinant a al of niet gelijk aan 

nu.l, dan geldt voor de :matrix: B met brs = Asr de relatie 

IA} 0 . 0 . . . 
BA = AB = 0 IA!••· 0 =f A\ I . 

0 0 I A ii 
Naast de bijzondere determinanten, die wij in § 7 beschouwden, 

beschouwen wij de corresponderende bijzondere matrices. 
Een matri:xA is symmetrisch a.ls A= A• en scheefsym:metrisch ala 

A = -A'. 
-1 Een matrix A is orthogonaal a A' = A • Dus A1 A-:: AA'= I .. 

Beachouw een n1atrix X = (x 1, ••. , x11 ) en een ortJ:,ogonale :matr1x A van 
de orde n. Zij Y = XA, Y' = A1 X1 , is .L-;j/a = YY' = XA(A'lt'J= 

~ c~, 
X(AA')I• =XIX'= "';;"" -...,'l! = .< ... ,f(, ~ 

De gevonden e zullen j later meetkundig interpreteren. 
Is S een scheefsymm.etrische ru.atrix, dan is de matrix A = ( I+S)(I-S)- 1 

orthogonaa.L Imm.er wegens S' =-S he men 
AA'= (I+S) (I-S)- 1 {(I+S)(I-S)-1}' 

= ( I+S) ( I--S 1 ti( I-S)-1 i, ( I+S): 

= (I+S) (r-s,- 1 (I'-S' )- 1 (I*+S') 

a (I+S) (I-S)- 1 (I+S)- 1 {I-S) 
= (I+S) (I+s)- 1 (I-S)- 1 (I-S) (want (I-S)(I+S) c: I 2-s2 = 

= {I+S) (I-S)) 

= I.I= I .. 
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Is S soheefsym.a.etriach en Q symill.etrisoh, da.n is A= (I+SQ){I-SQ)~~ 

orthogonaal, want wegens S •. :::: -s, Q • i=: Q heet't men 
AA• = (I+SQ) (I-SQ)-1 }(I+SQ){I-SQ)-1j' 

= (I+SQ) (I-SQ)-1 (I+SQ)-1 (I-SQ) 
= (!+SQ) (I+SQ)-1 (I-SQ)-1 (I-SQ)= kl= I, 

wegens 
( I+SQ) ( I-SQ) = I+SQ-SQ-SQSQ = ( I-SQ) ( I+SQ),. 

Tenalotte definieren wij nog het belangrijke begrip rang van 

11 • • • 1n een :w.atrix. · a a ' 
Eeechouw een :matrix •·*•······· .• Deze bevat a.llcrlei onder-

. am1 • ·'" amn. 

deteno.inanten van diverse orde; in het geva.l n ~ m bevat de ::ilB~ix 
b.v.(~) onderdetermina.nten van de orde m; de matrix bevat mn onderde­
termina.nten van de orde 1. Onder de rang der !1;,trix verstaat men de 
orde der determinant van de hoogste orde, die in de ~atrix bevat is en 
van nul verschilt. 

Opg.19. De rang der nulmatrix 0 
heidsmatrix I van de n 8 crde? 

is nul; wat is de rang van de een-

.Ql!g • ..sQ.:_ Bepaa1 de rang der matrioea 

n 3 !) c: 3 4 

D 0 
1 0 \ 

(2 1 0 ,) .. 4 J 7 1 • 0 ~) t ' 
3 -1 7 1 

I 1 1 
' J 

OJ25. 21 .. A.ls de deter,minant a van de :matrix A gelijk is a.annul, bepaa.J. 

dan de rang van de matrix B met bra= Ars· 

§ 9. Stelsela lineaire vergelijkingen. 

Wij gs.Fill th.ans de in de vorige paragra~hen behandeldo eigen­
sahappen van determinanten en r.tatrioes toepat'IAen biJ het o-pJ.nRAen va:tJ 

stelsela lineaire vergelijkingen. 
Beschouw bet stelael 

) a11'"1 + 8 12X2 + • • • -t a,nxn = b1 

a21x1 + 8 22x2 + .. ,. t a2nxn = b2 
(I) 

l ~,x; • • • . • • • 

+ 11n2x2-+- ••• + a X = bn• nn n 

11j kunnen hiervan onmiddellijk de o,lossing vinden in bet geval 
dat de deter.ininant a e a ~ 0 is. In dat 6eval verm.enigvuldige men 

e rs e e { n.l. de 1 verg. met A11 , de 2 met A21 , ••• , den m6t An.1 wac.rin 
wedarom 1ra 4e minor van het element ar• in de 4eterm:inant \8x,8 \ voor­
,9'Q. t) ~ waa.rtia -.en. Yindt ,. 

,~, ' ,;. . .. ,,. 

•.I 

. 
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• • • 

• • .. 
.. . • 

• • • 
bn an2 ••• ann. 

Noemen wij de determinant, die uit are ontstaat door daarin de a 3 

b 
kolom te vervangen door b1, voortaan a8 , dan vi.odt men 

• • • 
bn 

a 
=-;fen op gelijke wijze 

.a 
1x- = -;f (r =i2, ••• , n) (re~el van 

Hiermede zijo de fo.rmules teruggevonden die ill de gevallen n = 2 en 
n = 3 hat uitgaagspunt voor de theorie der determinanten waren. 

Hat is. duidelijk dat iD bet geval,dat a= O is,op deze witze geen 
oploasing wordt gevonden. Omgekeerd voldoen de gevonden waarden van 
x1 , ••• ,.xn aan bet gegevel'l e.telsel vergelijkingen. deze zijn da.arvan 
bovendien de enige oplossing. In het geval a j O heeft bet gegeven 
stelsel dus eea ondubbelzimlig bepaalde oplossing; gege•en door de regel 
van Cramer. 
Opgave 1. Los op bet atels.el 

( 24.x + 
< 2% + 

l 13:x -
\. 

stelsel 

11y - 1oz = 5 
2y + 2Z = 10 

2y - 7z = - 10. 

/- :x:: + 'I + z + u = 1 
\ x-y+Z+U::s2 

i X+y-Z+U:3 

( X + y + SI - U m 4. 
Tb.ans gaan we besohouwen bet algemenere geval van p .liaoaire verge­

lijking 1n q onbekenden-

) 8 11%1 + ••• + a1qx~ ~ b 1. 
(II) • • • • • • • • • • • • .. 

{ . 8J>1X1 + ••• + -»qxq = bp 
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i11 • .. a1q 11 
Eeachouw de matrix A =, - - - - - /j•Onderstel dat 

\\ap1 • • • 8pq I 1 . 
~ . . . 

dtze rang k bezit en la·ten de onbekenden en vergelijkiogan so genummerd 
zijn, dat een der in A bevatte van nul versohillend.e determinanten van 
de orde k, juist de determinant}a11 ... a 1k' is. 

f • • • • • • 

I 
i8 k1 ••• 8kk 

J.llereeret beschouwen we het geval k = 
sohrijven in de gedaante 

p. Door de vergelijkingen te 

\ a11x1 + '"• • + a1k ~ = b1 - 8 1 ,k+1 ••• 

) . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
•,. 8t,1 x1+ • ... + ~k1' = bp - 8p,k+1xk+1 - • • • - ~qxq' 

blijkt uit het voorafgaande dat hiaruit ( met behulp van de regel van 
era.mer) de onbekenden x1 , ••• , xk zijn op te lossen, d.w.z. uit te 
drukken in de grootheden ~ 81 b8 en de willekeurig te kiezen groothede.n 
Xit+1, ••• ,xq• Op grond van het laatste zegt men wel dat het besohouwde 

stelsel CO q-p stellen oplossingen bezi t. 
Vervolgens beschouwen wij het geval, dat k <.P is. liicrooder val t 

dus tevens het in hat begin van deze pe.ragraaph niet behandelde geval 
a= o, p = q = n. 

. .. 
Wij kunaen de determinant ,,ederom 

• • . .. 
••• 

van nul verachillend onderstEillen. 

{ 
a11x1 + • '• + a1qxq = b1 

Het stelael 

Bit1X1 + ••• + 8 kqxq = bk 

is den op grond van bet bovenstaande oploaba.ar en bezi t zelfe CO q-k 
.etellen oploeeingen. Het is de vraag of zo•n gevonden oplossing ook 
voldo.et aen alk der overige p - k vergelitkingen. 

1 a.11 • • • 8 1k a1l 1 

I 
:Beachouw daertoe de determinant D = 1 • • • • • • • • , 

i ak1 ·" • ¾:k 8 kl' 
f 
l8 m1 • • • 8m.k !\al. 

waaritl m een dar getsllen k + 1, • • • , p en f. tfen der getallen k + 1, ••• 
is. Daar elk dezer d~t~rminantan orde k + 1 be~it en de matrix la.rs I 
de rang lt be;&it, ie elk deser te;rminanten nul., J)uidt men de minoren 
der elementen a11, . .. • , 8ml in leterminant wear a.an door 



'1 t, .. . , Am--t• dan bee.t~ men 

r 8ra Art =So voor s 1: e 
l D = 0 voor s = f ., 

zodat bet linkerlid van de vergelijkfi:l.s -8m.1 x1 + ••• + a..nqxq = bm 
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wegene J..,ae~ 0 een lineair oompositum. ia van de linkerleden der eerete 
k vergelijkingen. 

Hieruit volgt dat een gevonden oplossing der eerste k vvrgelijkingen 
dan en sleobts dan ook aan de me {m = k + 1, •-• , p) vergelijking vol­

. doet, ala het reohterlid bm dier vergelijking eenzelfde linoair ~ompo­
situm is van de reohterleden b1 , ••• , bk dier ~erste k vergelijkirlgeo. 
dua ale 

\
8 11 • • • 8 1k b1 

Z:. b r A,,-[ = 0 , dus ~ • I• . • • . • . • = 0 

\81t1 • • • 8 kk bk 

i~1 •· • 8mJt bm r 
WiJ zien dus dat bet gegevon stelsel coq-k oplossingen bezit, als ellt 
der determinanten Rk+1, ••• , ~ gelijk-is aan nul en geen oplossing 
bezit, zodra een dier det~rminanten van nul verscbilt. In bet eerato 
geval noemt men de beechouwda gergelijkingen afhankelijk, in het tweede 
gevlll. strijdig. 
Wij vatten de gevonden resultaten eam.en. 
Bij bet steleel (II) van p lineaire vergelijkingen in q onbekenden, 
wa.a.rin de rang der ooeif1o1enten matrix gelijk is a.an k, beeft men de 
volgende gevallen: 

1 o k = Pf q •.k Er 1a een--stel oploaa ~en. 
2° k = Pa q> k Er .zijri CD q-k atelle.n op.lo.ss ingen. 

3° k < Pa q = kt Rk+1 a•••=~= O. :l:r is een e\el oploeei.ogen. 

1,.0 k < Pl q > kt Rk+1 = ••• = ~ = 0. Er z1jn 00 q-k stellen Opl.os-

siJ:l&en. 

5° k < p a q J: k1 tenminatc ,eo der u1tdruk.k1ngon Rit+1 ' •.. , ~ 
varsohilt van nul. Er zijn geen oplosa1ngen. 

71j ku.onen de gevonden reeultaten nog ieta aodere tormuleran door 
n88Bt de ooetfioienten matrix A ook te besobouwen de 

8 11 • • • 8 1qb1 
I 

matrix D • 821 ·•• 8 2qb2 • 

• • • • 
••• • • • 
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Io geval 1° 1e de raQg ven A en Belk gel1jk aan k. 
In geval 2° ie det evtne~ns bet gsval. 
lo geval 5° is de rang van A gelijk aan ken die var.i '.8 gelijk a.an k + 1. 
WiJ laten zien, dat itl d6 gevallen 3° en 4° d~ rangen van A en B gelijk 
si~n. Wes dit n.l. n1et .zo, dan was de r9ng van B gelijk a.an k + 1, 
dll8 er b~stond e6n determinant 

a .... a br r1e1 r1sk 1 
D = • • • • • . • . • • 

a s· ••• a b 
rk+1 1 rk.+1 Di~ rk.+1 

ven de orda k+~die van nul v~raohilde, d.w.z. op ~rond van eeo ont­
wikkeliog naar de elementen der laa.tete ldcm, warbn niet alle de~lter­
millanten hi~rvan, waa.rin de aerate k kolommen optr~den, galijk 68JJ 

nul. Laat nu de onbekenden en vergelijki.ngen zo gsnumm.Grd zijn, dat 
die deelt&:rminant juist de doterminant'a11 ••• a1kl 

•••••• 1 is. 

ak1 ••• 8 kk; 

naar D /:- O is, verkeE:rt dan ons stEilsel in geval s0 an heE;ft dus gee.n 
oploseing, in etrijd mttt de onderetelling, dat wij met geval 3° o:f 4° 
te ma.ken hebben, en bet stelsel wel ecn oplossing bezit. 

Wij zien dus, dat het etelsel (II) den en sleohts dan tetm1inate eda 
oploeaing bezit, ala de r~ngen der matrices A en B gelijk zijn. Dit 
resultaet is afkomsti~ v~n den matnamatious Capelli~ 

Heoht men voorts aen het aym.bool (Dq-k voor hbt gevql q.::::: k de waar­
de 1, den kuanen de gevallen 1° en 2° en evonecns de gevallen 3° en 4° 
saman worden g~nomen. 
Opaav~ 4. Los op het stelsel 

1 
x + ay + a2z = a.3 
X + by + b 2s = b3 

y + 2az = 3a2 

Opf!!ve 2• Los op bet stulsel 

J 
X + 1 + Z - U = 1 
X + y - Z + U • 2 

X - y + Z + U = 3 
\ e.x + y + z + u • a 2 - a 

Opgaye 6. ile a~,n de vorgttlijking 
a1x1 + a2x2 + ••• + a4xq. b 

voldo-n de beide atelleo oplossingen x1 • o1 , ••• x •of q q 
:£.w • 41, ••• , x4 • 441 dan voldoet hitireen ook iedere lineai*•·•otlbi-

~<; +r',1, Ac J 
aatiie vR.O de gedaaate x1 • A ~ • - • ~ x • . f +-.I"'- """:t 
' -t_;>t 1 ).. +,M- . 

ll&Pe11 4• ioboaoacne etelael gau •1~ thau bet bomogene etelsel v~ 
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gelijkingen 

_(III) } ~1~x: : : •: ~ :1?x; : ~ 
( 8p1x1 + ••• + ~qXq = 0 

b~sobouwen. liierbij zijn de rengen der matrices A en B gelijk, modat er 
ete::..ds et1n oplossing b~etaet. Men is eoht4.,r gcwoon sleohte de.n een stel 
(x1 , ••• , x4) e~n oploesing van hot homogene stelsul III te noemen, 
els niit elle x1, ••• , x4 gelijk zijn ~ru:i nul. Het is n.l. direot 
duidelijk dat aan (III) oud-..r allc omEtr..ndigheden ht.t stul oplosai.ngen 

x1 = ••• = xq = 0 voldoet. Vcrdcr morkcn we op, d~t cle aan (III) e~r 
oplossing (x1 , ••• , x) voldoet, r.an (III) t;;V006e:ns de, oploseing 
(Xx_,, ••• ,A xq) voldiet. Men is echtcr gawoon de oploaeingen 
(A x1 , ••• , /\ xq} voor V(.:rsohillonde waerden v<:n (/. 0) ale dez&lfde 
te rekenen. Zo zijn du.a de atellan x = 2; y = 3 bll x = 4, y = 6 een 
zelfde oplossing van de vurgelijking 3~ - 2y = O. Wij verstaan dus onder 
een oplossing ve.n h~t st~lsel (III) etn atel g~tellan (l½, ••• • xq), 
niet allen gelijk ee.n nul, of alle dar.rmede avenredige etellen. BiJ 
homogene steleols vergolijkingen ~omt bet due sleohts op de vorbouding­
en d6r onbekenden aa.n. 

Evenala bij bet etelsel (II) •oeren we weer do rang k ven de coijffj­
oientenmatrix in. 

Besobouw eeret h~t geval p > k1 q > k. 
Dan is, ele wij de numrnering dar onb~kondon en vergolijkingen zo kie-

a11 • • • a1k 
zen, dat • • • • • • JO is, de determinant 

t e.11 • • • c.1 k 8 1-e 
I . . . , . . . . ( m = k + 1 , • • • , p ; f = k + 1 , • • • , q) , 
I 

I ¾:1 • • • akk 8ic.-€ 
I a 1 • • • e_l, 1'l ,_ 
1 m -m 1 

die van de orde k + 1 ie, galijk een nul dus ~le wij de mino~on hierin 
weer op de gebruikelijke wijze a~ngeven 

~ are J.rl = 0, zowel voor s == .e ala voor s I= .f. . 
Dit hou.dt in wegens 'm_fr O, dat de me v~rg~lijking van bet st6lsel 
(III) e~n lineair compositum. is vrn de eerste k, zodat iedGr stel op­
loasingen ,an de eorste k ,ergelijkingen tevene voldoet &fl..n de m8 ver­
geli~king (m • lt+1 1 • • • 1 p). Hit)rm.ede is bet gaval p > k; q > k 
t<:iru&,gebreoht op bE..t geval p • k; q) k. 

Hot is verder duidelijk dat men biJ bet oploaaen der eer•te k vergeli~­
kingLQ de getalle.o Xic:+1 , •• ,. • x4 willekeurig kat.t kiezen , ( aobter niet al""''. 
le.n geliJk e.en nul) on d,m, zoe.le in het vooratgnende is 81\llgegr.,ven, 111t · 



A.ll. - 56 ... 
die vergelijkingen de onbeke.nden x1 , ••• , Xit k:an oplossen, d.w.z. 
linea.ir uitdrukken in de grootheden xk+1 , .... , x4 • Men vindt dan niet 

00 q-k, maar slechts 00 q-k .... 1 etellen oplossingen daar elk stel evenre­

dig met een vast stel, tot ee.nzelfde oplossing aanleiding geeft. 
Is q = k+1 dan vindt men juist e~n oplossing, die bepaald'i•wordt door 

f 811x1 + ·•· + a1kXit = - 81 k+1~+1 
\ . , 

< . 
(: 

'-1:1 x1 + •·• + 8 kk~ - -

1
8 1,k+1 a12 ••• a1k 

:~k :k:1 • ~2 • •; • • a~k • 

, enz. 

Stolt men · 

(wat mag want wij moga.c alle oplosaingen 
x1 , • . .. , x tegelijkertijd met een constant~ . q 
die van nul vereohilt, vermenigvuldigen) 

dan vindt men 

\:1~ • • • 
a1 ,k+1 \. "t~":3. . .. . ": •~+~ t x1 = • • x2 • • • •• • . . . . ' ' 

8k:2 . . . 8 k,k+1 . 1 ¾.3 • • • ak,k+1 

. . . 

. .. 

De onbekenden zijn dus 
orde k, men uit de 

gelijk a.an of evenredig met determi.aanten van de 
matrix 

\:1: : . : 
Jo 
ii''"k1 • •" 

a ~ 1,k+1 l 
t 

.. • • • 1 
'l 

8 k,k+1 J 
verkrijgt, door daa.rin aohtereenvolgena een kolom wag te laten en de 
zo verkregen determinanten op de ju.iate wijze van een + of - teken te 
voorzien. Men schrijft in dit geval wel kortweg 

~
a11 • • • a1, k+1f i 

x1 :x2:x3: ••• :~+1 cc . . . . .... n 
1~1 • • • 8k,k.+ft 

taken uit te apreken ala "evenredig mat de minoxen van•) .. 
,x + 2J' + Jz = 0 

Bvb. het atelsel) heeft de oplossing 
\3X + 2y + S := 0 
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x '1 :z« \~ : ~ ~ • l ! ! I ' -I ; ~ I ' l ; : I~ -4' SH = + 1 ,,z, 1 ' 

Bet geval ;p ~ k ; q = k kan direct worden bebandeld. Iltlmers na ge­
SOhikte n~ring der onbekenden en vergelijl::ingen 

heeft men {4
; 1~1. ~ -~•+. 81~ ~ =_O · 

l~1x1 + •·• + 8pk xk = o. 
Jesoho'UiV bet stelsel der eerste k vergelijkingen van dit atelael. Dit 
ia een atelsel van k ve::.,gelijkingen met k onbekenden en rans der matrix 
= k, viel!t atelsel een en aleol:.ts c.en oplossing bezi t t die r,1e11 vindt met 
behulp van de reg.el van Oram.er. Hen ziet direct in, dat wet$ens bet nul 
zijn van alle rechterleden1 elk der 011Qekenden nul is, zodat de gevonden 
oplossiQG niot ala oploaaing van het homogene stelsel wordt aa.Ill:,emerk.t. 

Samenvattend zien ~ij dua dat p homogene lineaire ver0elijki~en in 
q onbe~enden, wanrbij de rang der oocfficionte:nmatrix gelijk ia aan k. 

geen o:ploesing bezit als ;;: = q,. 
een oploaai.ng bezit als 1~ = q - 1. 

mq-k-·1 oploasing bezit ala k<q - 1. 

Qpsavc 1• Los op het stelsel 

Opga:ye a. 

Qpeavo .2.• 

l X + y + Z - U = 0. 
X + Y - Z + U = 0 • 

. X ... Y' + Z + U = 0. 
Loe op het stelsel 

~ x + a:, + a2z = O 
x +by+ b2z = 0 
X + oy + o2z = Q 

.Los op bet stelsel 
x1 + x2 + x3 + ••• + x0 = O 

+ 2 + hr' + 2 n-1 x.._ = o. ::::1 :x:2 """."J .. • + --n 

• • • + 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • 
x1 + (n-1)x2 + (n-1) 2x3 + ••• + (n-1)n-1xn • o. 

~ij zien uit het voorgaa.nde dat ala het stelsel 

\ 8 11:x:1 + •·• + 81nxn = O 
{IV) <• • • • • • • • • • • • 

(°n1X1 + ••• + 8nri,Xn = 0 

een oploas1116 bezit, de rang der matrixflar8 lkleiner is dan n, dus is de 
d&tcrmina.nt(8rel• O, zodat h&t stelsel 
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I a11 x1 + • • • + 'ia=''n = b 1 
. . . . . . . . - . . . 
an1x1 + • • • + ann::~ = bn' 

waa.rin niot al.lo br nul zijn, dau 6een oplossinG bezit. @eaohoU11 verder 
het B<::v..:.l dat e..:.:n quadratiache raatrix \lar8 ~van de ne orde do rang n - 1 , 

heGft. :Jus do dcteJ mina.nt ars = O. Het stJlsel (IV) heeft dan juist 
een o:;losaing; 

• . . . .. J-\.1n• 

::J.:lzo o:}lor:rnin.G vindt men ook door de minoren van een and.ere rij te ne­
men, dau vindt men 

:x:1 .x2: • • • · xn = "'-x-1 : .i~2 ~ • • • · .... rn• 

Riermedc is de vroeger af5eleide ci~enachap teruggevondcn die zegt, 
dat a.la een doteeminant ~s = 0 is, elk v:iertal minoron Ax-a ,ltrti~s,~t 
een evenl"edigheid vormt J"'rs : ~t = ~): 8-: "\t 

""."ij bosp:reken tonslotto no.:1 hot begTip el:tminatie. 
'.lenst men ui t de botrckkingen (IV) de &rootheden x1 , • • • , xn, die 

niet e.llen nul ~orden onderstcld, to elimineren d,:n hourlt dit in, dat 
men ocn l'CJ.ati~ y,ockt, die dM en slcobts dan gcldt, ale er eon st~l 
s~tallen x 1, •• , , xn (niot allen nul) bostaut, ds.t aWl de. botro~i;ingen , 

(IV) voldoet. In de gezochte relatie trodon slechta do groothedcn 8rs 
op, maar do gro'othoc.on x1, ••• , xn niet woor~ die zijn clOOliminoerd. 

Hot is duidelijk wat in het beschouwde gaval het eliminatie .rcsul­
taat is. Immers, ala (IV) ocn oplossin.g bozit, is de ran& dor matrix 
ars kloiner dan n, dus is de determinant \~8 \= O; is omsokoord 

Jars\= o, dan lcort heit hiorboven bchandelde ono t clnt or eon stol t,Otallen 
x1 , ••• , xn (niet allon nul) bostaat, d~t nun (IV) voldoat. Hot olimi­
natic rJsultnr.t is dur~ru.ve\~s\= o. Jij o~n stolsol (r/) ho~ft man 
dua hctzij x1 = ••• = x0 = O, h~tzij Inrsl= o. 

Uot '.i.s duid~lijk da.t uit hot stl;)lscl {III) in hot geval p <q geen 
elimin~tio rcsulte~t tc vurkrijgon is. Immera, hoo men de cooffio1enton 
°re ook l~iest, steeds bostnat oen O}:)loasing van (III). Het geval p • q 
is zojuiet b:handeld en uit hot govondono blijkt dat hot geval p)q 
leidt tot het nul zijn van olko d::torminant vun do orde q, die in de 
coefficionton matrix l8ra! bcvat is • 

. Boschouw 0011 stalsel lincairc vormon 

J ~1 •==•a: 1 ~1. • +_-•:•.+.a~ q. x; 
tLp = ~1X1 + ••• + 8p~Xq• 

r.ion noemt doze p vorman lino air nfhankolijk ala or got all on °A1 •.•.•,ti,, 
niet ~len nul, te Vind.on zijn, zodanig dat idcntiok in de o.rootbeden 
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x:1 , • • • , xn gcldt 

'¼L1 + ,. .. + )>Lp = O. 
Sohrijft men daze ralatio vollodig ui t, da.n zict men dat de lincairo 

a:fh.sn...'tclijkhoid dDr p 8ug0vc.11 vormcn a.equivalent is mot hct bostaan van 

COil oploasillC van hot homogcnu stclscl v...:rgclijkingon 

~ ::~~ ~ : ·: ~ :': ~ 11. =t ' 
a1 A 1 + .. • + a A , - O q pq p 

Is k du rans dcr cocffici~nten matrix )\°rs U , dan zicn wij d ... 1t voor 
k = p hot stclsol 0ccil oplos3ing bozi t on voor k_ < p wcl. Zijn nic:t 

nlla d,.:-i;L~:minantcn van de ordo p bcva·c in de matrix U 8rs U , 3olijk 
nan nul, dnn ia hot ctclacl lincairo vormcn onafhankolijk. 

Is 1J = q, dun zi;::;t men ddt de vormon afha:nl::olijk zijn als do dctcr­

i;1:innnt vn11 do pi..: ord0 /~8 / = O is, dus juist in hct ~oval, dat het homoeo11 

stolsel L1 = O; ••• ; LP= O oploebaar is. 
Is p <c,:: ;;n zijn do vormon L1 , • • • , LP af'hanl;:olijk, dan hecft mon 

) 11 1 + .... + \Lp = O, dus als r.1cn q - p ltillokourigc vormcn Lp+1 , ••• ,l&q 

toovo..i.'.}.t, zi,:.rt men dat er con stol gotnllcn -:\1 , • • .. , ) 4 bcstnat ( nict 

o.llcn m:!i.), "''u::.u:·voor geldt 

~111 + ••• + ~ L = O. 
Immc·rf; :1;;..,;:n. :p+1 = • • • = A: ~ O; daar niot allo ge,tallon \, . • • • t A p 

solijlr. z:Ljn uc..n m .. :1, ia dat ook nict mot allo GGtallcn "';\1 , • • • , -:\ q 
hl;lt 6-:..:Val~ 

Zijn de vormcxl L1 , • • • , LP onanfhanl1::clijk, den is 
18 11 • • • a1p \1 i o, 
I 
'~1 ••• ~p ! 

dus als .nc:n nc;.;mt L - ""' · • • • .. L - x • llcoft de coc'fficiontcu p+1 - -\1+1 ' ' q - 'i.' 
dotor1riin11rt v:.~.n do vormc11 1 1 , • • .. , L tltczclfdo vr:1£1rdc ala die dc.r vormct q 
L1 , •••. u, t)n vcrs.chil t dus van nul .. 

})o vor::1,.:n 1 1 , • • .. , LP zijn dua voor r;i,. > r cL.:n 1_;rt ::;L,,chts dan onaf­

banlwlijk, nls hot mogclijlt ia q ·- p vormcn 1p+1 , ••• L4 too t.::i vocgen 
nnn hot stolaol, zodani.:., d~tt ook hat st0lsol voroun 1 1 , • .. .. , L4 onaf­
hankclijlt is. 

§ 10. 

Do rcchtc ... lijn. 

Thnns 6cvon we nogmncla de thcorio v.:-.n de r;;cbto lij:r::, ,:-rcarbij i1u 

(:.vbruik 3,Jm.c,:l:t r•oudt vnn do th-:orie de;r 1.ot"'rminanton c;,._1 ~.1.t:1:trrices. 
'.':i.j ,rnton uit hot voorc:f;;aandc, dnt de vorgolijk:t:.:ig 

ex+ by+ o = O 
oon r-:;ichte: lijn voorstol t, tcnzij e. cm b boido nul zijn.. In ha-t govnl 

b j:. O is, ill do vorgoliJ.ldng to brcn'"'cn in de e,cdaantc 
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y = mx + n. 

Jij gevraa.gd de rechton in vorgolijki:n,g t-: brongen, diu door ocn 
gogcvon punt (:x:1 .y1) gaun .. Substitutio lovort da.n y1 = mx1 + n, dua 
na aft:roklfon y - y 1 = m( x - x1) • 

7onst men do rcchto to bopalcn, die door tr,oo gogovon punton (x1 ,y1 ) 

on (x2 ,y2) gout dan hccft do gezoohtc lijn in iodur gcv3). do godaanto 
y - y1 = m(x - .. x1) du.a nu substitutio van hot twocdo pm1t y2 - y1 == 
= m(x2 - x1), wn.aruit na .Jliminatio vnn m als gozochto v ..... rgclijking 
govondcn •·rordt 

Y2 - Y1 
Y Y - --- { -v - ....- ) •n4ta X 1 "" ~- 1 - X - X \ .. , "'"1 ·. ' la.<. 0 1 F ""'2· 

2 1 
(1) 

Is x1 = x2 , dan luidt die: v-::.rc;clijkint; :x = x1 • 

dus 

.Mon kan hct rc.isu.ltant (1) ook anders schrijvont 

(y-y1) (x2 - x1) - (y2 - f1) (x ~- ;ic;:1) = o, 

x2 ·· x1 Y 2 - Y 1 J 

l = O, 

Y - Y1 i 
1 

dus na r2.ndon 
\X 

0 = o, dus { x1 

0 ;X2 

y 

Y1 

Y2 

Ook in hct ECVul x1 = x2 lcvcrt do 
vo· golijking, 1!7Mt doze luidt dun 

la:::itstc uitd:ru.kkiJJg ons 

I :1 ; 1 ~ I : I ~ -x1 

l l : x1 y2 1 ! 0 

y 1 

Y1 1 = o, dus X ::: x1 

Y2 1 Y1 j. Y2• 

1 
t 1 = o. 

1 

do e;czoohto 

uogans 

:Cr is no£; 0011. 0oho.::il undt.ro '\1ijzc om tot do cozocht..:: vcrgclij 1•.ing tc 

r.;e;rnkon .. Zij <k guzoch. ~ v.;r:;<.:lijLing 

ex+ by+ c = o. D~n hccft men na subatitutio vn.n hot corste 
punt a.x1+ by1+ c = C, .;;n :nusubstitutio vnn hot 
tv:roodo y,unt a. x2 + by2 + o = o. ~.'illen dc:zo 3 llomogono vc:cgolijkingon 

in do grooth0dcn a, b,o, con van nul voraohilL .. mdo oploasing bczittM 

\x y 1 
dun moot do cooffioiont,:;ndctcrmina.nt, in CO.SU :x:1. Y1 1 , 

:x2 Y2 1 

GQlijh zijn can nul. 
Do v-:::rgcltjlti1lg d.,.;:r :r,;cht.J, die vc.n de x- r.Jap.. y--o.s con stuk a:f­

anijdt tor longtv a rusp b, luidt duo 

I ~ ~ } C, dua bx + cy = ab of ~ + f = 1 • 

. :ij govon tho.ns nog oon vooretclling voor do vorgolijking vc.n oon 
rooht~, nf tc loidon uit hot lnatsto rosultoat. Lent do lootllmju uit 
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O op de reohte een hoek~met de positieve x - as maken en een lengte 

d hebben dan heeft men ~ = oos 0c; % == sinoc, dus de gezochte ver&elij- .· 
king luidt x cos ex + y sin~ = d ( norma.alveraelijking van Hesae). 

Een rechte m~t vergelijking ax+ by+ o = O is steeds in de~~ 
vorm te brengen. Immer~ _ _.En~n dele beide led.en door e, waarin : = Ya2+b2 

ala O < 0 en e = - v?+b2 ala C > o. Stel i = cos Ot; dan is i ain!X; 
stel - ; = d. Dan is d >Oen men heeft juist de gedaante · · 

• x,,,:i,"x+ :J s,;.., ec-=- d. 9e.k1·<:..3tn. 
De normaalvergelijking van Hesse is van belang bij bet bo:palen van 

de afstand van een punt tot een rechte. lij hct punt P (x0 ,y0) en de 
rechto f x cos 0<. + y sino.::.= d. Om de af stand van J:' tot f te bepalen 
trekl-=en we door P een rechte m //i, die dezelfde richtinG als t heoft 
en dus een verselijking 

x oosO< + y sinoc = f 

bezit. Daar Pop m ligt)he~ft men na aubstitutie 
x0 oos r:x. + y O sin c,( = f. 

De afstand van P en / is gelijk aan de sf stand der rechten. I! en m., 
dua colijk a.an het verschil van hun afstandcn d en f tot O. Derhalve 
is de afBtand van P tot _; e;elijlc aan 

) f - d } = ! x0 ooa 1:-.,,.. + y O sin ry - d \ • 

Laat man de abaoluutstrepen in het reohtorlid negt dan leert het taken 
van dat lid ona aan welke zijde vun /! het punt P lie,t. Is n .. l. dat lid 
negatiof, dan ligt P aan dezelfde zijdo van..f. ala O; is het positief, 
dan aan de tegengestelde en is hot nul, dan is, zoals trou"fens al be­
kend ia, die afstand nul, d.w .. z. ? ligt dan op [. 

~ Th~s beschouwen we de figuur van twee reohten f, en l.2 met verge­
lijkingen resp. a1x + b1y + o1 = 0 (i • 1,2). Onderstel b1b2 /:. O, dan 
l=unnan "!78 de rcchte verGolijl:ingen schrijvon in de gedaante y = '¾:x: + 
+ n1 (i = 1,2). 

Allcraerst vrawen wij naar de hoek, die deze met elkaar ma.ken. Deze hoal 
0( is &elijk a..1.n °'2 - tX1 , ale 0t1 , c<. 2 de hockon zijn, die 1.1 reap -~ 
mot de~ :i: oai ti~ve x-as maken. Uon heeft . ~ _ m1 

tg •:)( 1 = m1; tgcx 2 = ~ ; dus tg Ot' = tg (D< 2 - .:i-.1} = 1 · + 111 ~ • 
nij C?vonwijdige stand is DC = o, due m1 = Il32, zoale ook diroot du1dd­

lijk ia. Dij loodrechte stand is ex= :g:, dus m1~ + 1 = O • 
.QJ2.&9XLl• Depaal de afetand van hot punt F(1,2) tot de reohte -t, 
3x + 4y = 5. Bopaal ook de vorgelijking dcr loo~lijn m uit Pop~. 
Depaal bet enijpunt S van m on len lt::e.t zion dat do afstand HJ golijk: 
is aan de al oardor gcvondon of stand. Thans goao wij in h..:t slgoJIOon 
do ondcrliJJ30 li&ging van twoe rochton t1 ,i 2 mot vorgol:ljkinge:c 

"ix+ b1y + 01 = 0 (i = 1,2) 
u. ~:i;J beaohoutl'en om hun snijpuntcn op to sporon do matrioos 



A c: 1 a1 b1 I\ 
e.2 b2 L 

1° Hcs3ft A de ranlg a;:~ 

In dit geval is 
a2 b 2 , 

2° He0ft /-.. dG rang 1 

en B 

TI ool:: 

fa o. 
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t' a b1 c1 ' 1 
= 

1\a2 

• 

b2 02 

en dan vindt men 1 snijpunt. 

a1 b1 I 

(dus a 2 ·p2 f = 0), dD.n l:an B de rang 2 bozittcn. In de.t geval 

hebben d0 r~chtcn geen snijpunt. Dit treodt dus opals 

a1 : a 2 = b1 : b2 fi o1 : o2 • 
o . 2-1 1 

3 Hebben A on B beidc rang een, dan hoeft men ro = oo snijpunten. 
In dit 5eval is a1 : a2 = b1 : b2 = c1 : c2, zodat dan do r~chtcn sa­
mcmvallen. 

~ij zien dus dat behalve in gcval 2°, twee rochten steeds ecn snij­
punt hobben. Hct is duidclijk dat wij ons van dit uitzondoringse,oval 
wensen tc ontdoon. Hiortoe zullcn wij niouwG puntcn aan het complexe 
~uclidische:: vlak mocton toovoogon, die als snijpunt kunnon dicnen van 
trree reohten, die i11·geval 2° v.:irkercn (dat ztjn, zoals mon gomakkelijk 
inziet, evcmnTijdige re ch ton). Reeds cerdcr hobbcn wij ons gebied ui t-

.,'\~n 
gebreid, n.l. tocnwij er punt0n mgit niet reelo coordinaten toevoer;dcn. 
De gang van zaken is dus~ Uit hot z.g.n reele ~uclidische platte vlak 
ontstaat na tocvoeging dor niet rcele punten het complexo Euclidische 
vlak. Voegt men aan dit laatste nog do hierondor te bcschouwen oneigen­
lijko punten toe, dan ontstaat het complexe projoctieve vlak._ Had men 
aan hot reelc Euclidische vlak 0orst de oneigenlijke toegevoegd, dan had 
men hct reele projectieve vlak gekregen, dat na toovoogmng van com­
ploxe punten eveneens het complexe projectieve vlak had opgeleverd. 

Het is thta,ns onze taak om, uitgaando van het comploxo Euclidisoho 
vlak, de gewenste uitbreiding hicrvan tot stand to br0ngen. 

In plaats- van getallenparen (x,y) to boschouwen waardoor in het com­
plexe Euclidischo vla~ ocn punt is vastgelegd voeren we getallcn tripels 
(x,y,z) in. ·1ij eis0n, dat x,y,z, niet allen gelijk zijn a&n _nul •. We 
nocmun twee tripels (x,y,z) en (x' ,y' ,z') gelijk als x : x 1 = y ~ y·, = 
~ z ~ z', dus als hun elcmenten ovonrodiG zijn. Verdor identificercn 
we met eon punt (x,y) in het CO.illl)lexe :J:uclidische vlu...1{ hot 1ripcl 
(x,y,1) of alle er aan gelijke tripels. Dij ocn punt (x,y) behoren dus 
allc tripcls van de gedaanto (tx,ty,t), waarin t fa o. De verzamoling de::C' 
punten van hot Euclidische plattc v~ak (dcrhalvc dit vlak zelve) be­
hoort dus tot ( is een dccl verzamcling van) de verzarneling dcr hic..rboven­
bechouwdo tripels. Echtor behoort 9mgokecrd niet bij iedcr.tripe1 
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(x,y,z) oon punt in het oomplaxo Duolidis¢he vlak. Is z po, dan oorres­
pondoort dit tripol, dat mon ook !:an achrijvon in do godaante (~,;,1) 
mut hot punt(~,;), maar is z = C, dan bostaat or goon punt (p,q)dat 
met het tripol (x,y,O) corrvspondccrt, want men heeft dan p.x=q:y=1 :O, 
du.a x=y=O, ma.ar in hat gc~ovon tripul (x,y,O) zijn volgens afspraak 
niat alla olem.Jntcn nul. Hen is gowoon de gotallcn x,y,z, waaruit een 
tripol (x,y,z) is opgcbourm, de homo6cnc coordinat~n van oon punt te 
nocmen in hct projc.:ctiovo :)latt.~ vln!::. 

:2vcnmin a.ls hot mogolijk ia om in h .... t roolo :Suclidischo vlak de 
com:plo:xc pu11ten nan to ~.,even, li:an m..;;n crin d~ 0.:.1'-'lGcnlijke punt0n aan­
t;evc:n. 

neschouw ccht~r de rcchtQ y = 2x en bukijk do hi~rop gulogen rij 
punton (2 1 1); (20,10) ; (200 1 100); (2000,1~00); ••• , div wij in horaogono 
coordinaton kunnon aangcvcn met (2,1,1); (2,1,0.1); (2,1,0.01); 
(2,1,O.OO1), ••• I.Ion zict dat dv dwrdc coordinaat nadcrt tot nul, hct-
~cen rcdcn is om to zegaon dot de bijbchorondc puntcn nadoron tot hot 
onoig~nlijke punt (2,1,0). Men ziot due, hoc m~n dit zou mo~ton"inpas­
scn11op onzo roohto. Icdor op do rcchto golcgon punt hcoft de eigcn­
schap, dat zijn a.fatand tot O h:loincr is dan die van hot onoigonlijko 
punt tot o. ~ij morken op dat nij evonoens tot dit oncigonlijko punt 
nad~ron door do rij punton (-2,-1); (-20, -10); (~200,-1oo);T •• to. 
boschouwcn, ~olke in homogono coordinaton do Lodaantc (+2, +1, -0.1); 
(2,1, -0.01); ••• bozitton. Dat de rochtc y = 2x maar ein onoigonlijk 
punt bczitt sullen wij zo mctoon in ccn andcr vorband inzion. 

3orst morkcn wij op, dat allc onoigonlijko puntcn gokunmcrkt wordon 
door z=O, dua door ocn vvrgclijking van do eorsto &re.ad, die homogcsn 
ie in do vcrandorlijkcn. Dit is do rodun dat men ~egt dat do onoi~cn­
lijk0 punton op een rochto, de on(.;ig..:.nlijko r:.;cbtu · .. -.maamd, gcr'gon zijn .. 
Ook is n.l. de vergclijking van con nillckouri&o ruchto: ax+by+c=O, 
in homogono coordinatcn -3csc:1rov011, v;.:.n de uorsto graa.d want dan dione 
men, zoals bovon is &'.!ll.,ctoond, x en y resp. tc v~rvan&cn door~ on~, 
maarna de vorgolijking na vormuni0vuldi~ill8 met z do homo3onc 6od~nto 
van do ocrsto ~raad ax+by+cz=O aa11ncomt.Door die vormonigvuldiging 
is ingovoord z=O, dua juiet hot op de rochtc 6clogon onoi3~nlijko punt, 
dat in hot iuclidisoho vlak uitcraard nos niut tot do rcchto bchoordo • 

.. ~ij kunncn nu inzicn dat con willc.l::ourii.;o rc:ohto ax+by+o=O ( a en b 
niet boidc nul) sloohta een onoie;,onlijlc punt bozi t. Immcra in homo&ono 
ooordinatcn luidt de VQrgclijkinh d~r rcchtc o.x+by+oz.:-0 on om da.al."Y'an 
onci~onlijko punton to vindun moot m~n bet atols~l 

{ ax+by+oz•O• 

\ z-0. 
o:ploeson. 
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Do rang d~r ma.tri.f b 0
\f vun dot atolsol i~daar a on b niot boidc nul 

iloo11 
zijn, 6clijk aan 2, dus hot st-.;k.11 hooft con Ol)lossing. 

~unst men in h0t al~omGcn hJt snijpunt tc bcpalon va;.1 t~oo willckou­
rigc.:- r..:..ohtcn 

l u1x + b1y + c1z = 0 

a2x + b2y + c2z = 0 

dan mc.rk\; ucn op, dat men steeds een punt vindt, zodra de oocifficionton 
matrix de rang 2 hocft. Is die rune achtcr 1, d.:m vallcn, zoals men 

0cmaltkclijk inzict, die r;:;ohton a&1on. -::ij murkob. nog oven op, tiat men 
d(.. g-::11oont~ hooft ollc tripuls ov011r..)dig met .con bopaald tripol (x,y,z), 
idontick tc vorlclaron bij hot baachouwon van o.lo5ainc,an van homogcnc 
vcrsolijkingon en v0rdcr hot Dripcl (O,O,O) ni~t too to laton. ~chtor 
is h~tzclfdc hvt goval m~t hot anngcven van ocn punt in homog0no coor­
dinntcn, zodat indcrda.ad mut 6en oplossing van hot bcachou'\Vdc homogone 
stulscl juist ~en punt corrospondccrt. Ook in hot Joval 2°, h~t ujJgangs­
punt hiorbovon, hebben dG twee bcschouwdc rechton een snijpunt. Dat punt 
mo~t dus ocn nicuw ingevoerd punt zijn. Indcrdaad hc~ft men in dat geval 
,:-rugons a1 a2 = b 1 : b 2 /:: o1 : c2 voor hc.t snijpunt 

x • y : z ~ la.1 b1 c1 \\ = (b1c2 - b2c1) ; (0182 - o2a1) : o. 
a2 b 2 c2 ,l 

Twoa ovcnwijdigo rcchton hc~bcn dorhalvc ocn onoiGonlijk snijpunt. 
~ij kunncn dua voortru:m mot homo~cno coordinaton,due in hot complexo 

projoctiovo vlD.k, ·,wrkcn en zicn dnn dat twoc v..:::rachillondo roohton 
atooda eon punt e,cmcan hobbon. Bet roclo ~uclidischo vlak is vooriis oon 
deolvorzamoling van hot compl0xc projocti~~lak. 

Ook in hot projcctievc plo.tto vlak is do b...:~rorins juist, dot door 
twou v~rsohillcndo punton een rccht~ bopaold wordt. Immore door de 
punton P1(x1,y1,z1) en P2(x2,y2,z2) g~at do rochtc ax+by+cz=O ala &eldt 

J a:x:1 + by1 + oz1 = 0 

l ax2 + by2 + cz2 = o. 

Ui t do laatst.:: dric rolatica volgt na oliminatio tlor homogocn crin optre•• 
dvll<l.v onbokondo oooff1oiontcn a,b on c 

pc 1 z~ do rolatio 1x1 y1 z1 
,~ 12 z 

= o. 

Ucn merko hioraon op, dat voor oieonlijko punton (waarbij z, z1 on z2 
cclijk a.an 1 t~ mo.ken z1jn) doze rolatio overg~at in oon al eerdor se­
vondonc. Ook lean men a.an dezo vorgclijking (dio van do ocrsto ...,rand ie 
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in x,y en z, dus eon roohtc voorstclt) direct zion, dat do ordoor bo­
paaldo roohto door hot punt P1 gaat, want vcrvangt man crin de onbokon­
don (x,y,z) door do ooordinatcn van hot punt P1, dan krijgt de baschouw­
do detormj.no.nt twco golijko rijon ~n is dus golijk aan nul. Evonzo ziot 
mon dat die rcchto door hot punt P2(x2,y2,z2) gaat. 

Aan do doterminant is nog vocl mccr to zion. Daa.r de waa.rdc crvan nul 
is, is de oersto rij eon lincaire combinatio tlcr 2° on 3° rij, dus 
(2) z = A x1 + _,u:x:2 , y = ./\y1 + 1h'- y2 ; z = ~ z1 +fa z2 • 

non kan doze rclatioa, die ons do codrdinatlln van eon willekeurig punt 
der vcrbindingslijn der punton (x1,y1,z1) on (x2,y2,z2) loveren, ook 
ui t hot al 0.;:;rdor govondono o.floidon voor ci.:,.cnlijkc punten, want men 
had tocn 
( 3 ) X = ·,., X 1 +f .i X2 

I\ + ,.bl­

J:i,Jn merke op do.t hier aprake is van de punten (:x::,y), (x1 ,1'1 - ) on 
(x2 , y2), dus in homogono coordinatcn (x,y,1), (x1y1,1) en (x2 ,y2,1). 
Voor de noomors ~ +.fa schrijvc men i'lz1 +_M.z2 on vo.n hot punt (x,y) = 
= (:x:,y, 1) mag men dun allo coordinntcn vormonii::;vuldigon mot ), + )A-= 

I\ z1 + . .uz2 , waarna juiat do voorstelling (2) is tcruggcvo:nden. Ook in 
hot gcval een dor ?unton P1 ~n P2 oncigcnlijk is, goldt (2) natuurlijk. 
In h~t govaJ. men van cig~nlijko puntcn (x1,y1) en (x2 ,y2 ) uitgaat, vi:ndt 
mon,als A +ft= 0 is (juist hot zeval dut wij vroogar mooston buitcn­
sluiten), con onoigonlijk punt. Hiormodo is dus alwcor oon uitzonderinga 
geval voor do &oldighoid van ccn formulc opgchcvcn door het invooren 
va.n homog~no coordinaton. 

Men aohrijft do rolatio (2) ook wcl in de godaanto P = AP1 +µ.P2 , 
waarbij bot dan do bedooJing is, dct doze bctrokking voor elk dur ooor­
dinaton dor boschouwde punten gc~dt. In hot Duolidischo vlak hin& do 
vcrhouding A:/' sa1:1on mot do doclv~rhouding PP1 : PP2, waarin hot punt 
P hot lijnstuk P1P2 verdooldc. Hot begrip doolvorhouding hooft, zoo.le 
lator zoJ. blijkcn. in hot projocticve plattc vlak goon zin (cvenmin ala 
b.v. de begrippon af'atand en hook). Eon undor bcgrip dat in hot projoo­
tiovo vlak wol zin hooft on dat wij thans alr~ast willon noomen, is bat 
bogrip dubbolvorhouding. Josohouw op 00n rcchto vior puntan P P1 P2 
on P 3• Zij P= ~ P1 +p.P2 ; P3 = pP1 +O"'P2• Dan dofinicort mon hot quotfent 

}. : ~ ala do dubb~lvorhouding dcr vier punton on mon sohrijft kortwog 
(P1P~3P) = J:. : ~ .. Lator gaan wij hicrop vortlcr in. 

Evonals wij thane aan d~ puntcn dric homogono ooordinaton hobbon 
gogovcn. kunnon wij oak ru:m do rJchton drio homogono ooordinaton goven. 
I~re een roohto ax+ by+ oz ::1 o is bepaa.ld door haro cooffioionton, 
waarbiJ man wodor opmorkt, dat man indion dezo oooffioionten allon 
1'f0rdon vormonigvuldigd mot conzolfde van mu vorsohillcnd getal, dozolt- .· 
do rochtc tcrugvindt. Do gotnllon a,b,o nu ltunnen dus dionen ala homogono 
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gone ootlrdinaten van ocn r.;;chto, al hebbcn zc, :zoo.ls blijkon za.l, go­

h.001 andorc aigenscha.;?pen den de hot10;~0.ne coordi110.ton van ocn punt. 
tfon ia voclal gcwoon do homo6cnc eoordinatcn van con pu11t aan to duiden 
mot (:x:,y,z) of (:x:1 ,x2 ,x3) of (x0 ,x1,x2) waarbij mcne in het twocde gcval 
voor hot gotal z do nanduiding x3 gcbruikt. :Dij di schrijfwij:ze is hot 
~ctal z 1 thans gcsohrcvcn als x0 t voorop~czot. Do ooordinatcn van 0en 
rcohtc gacft men voclo.l a.:.i.n mot ( u, v, w), ( u1, u2 , u3) of { u 0 , u1 , u2)" ...-;'ij 

znllcn ons voorlopig, om dubbelzinnie;hoid to voorkomcn, bop0rkcn tot 
do ocrst.:: un t~m0de acbrijfwijzc. 

Opf>avo 2. Bcpnul hot snijpunt van do r0ch.tc door do punton (2,3,4) en 
(1,0,1) mot do rechtc (2,3,4). 
O½~ay..£....l. nerokon dJ hock diode rccht~ door de punten (2,-1) en {1,2) 
.1.1ru1l::t met de r.:ichto door hot pu:1t ( 4, 2), die loodrccht staat op do rcoh­

to 6x + 3y = 8 •. 

. O].f~?lY.£...!• Bopa&l de: vorgclij 1.-ing dcr tiscctricos van de rcchten 
3x + 4Y = 7 en 12x + 5y = 10, 
Qpgo.vo _ _h ~Lschou,v con A. ;..BC m..:;t hock;>unton ( -7, 0) , ( 7, 0) en ( 2, 12). 
Dopa.al de coordinnton vo.n hot.hoogtcpunt, hvt zwac.rtcpu:nt, h.et middcl­
,unt van do oma~schrevcn cirkcl en hct middolpunt van de ir.,_gcschrovcn 
cirkcl. 

Oe~~YP.?..:. Bopaal de afstqnd vru1 hvt snijpunt dor Eochton 3x+2y=7 on 
x-y=6 tot de loodlijn uit hot :-;unt (i,7) op de rcchto 8x+15y=16. 
Q:pAavo, ?. Bopaal do vcrgclijming dor roohto door do punton (x0 ,y0 ,1} 
on ( 1,m, 0). llon morkc op, dat het rcsul taat ovorconstcmt met h(,)tgccn 
men had govondcn bij hot bopalon v.:::.n do rcchtc door {x0 ,y 0) mot rich­
tings-oocfficiont m. Hct gevon van eon richtingscoefficiant mis blijk­
baar acquivalont met hot ciscn dat cen rocht .... door hot oncifr,onlijko 
punt (1,m,O) gaat. (Roken dit no.). :Ue stclling dot door c...:.n punt I' 

een r0cht0 ge.nt, die (,vonrdjdii; 109:pt mat ccn c;oc.oven rechte ( dus do 
richting dicr rochto hooft) is in h~t projocticvo vlak nicta andors dan 
con byzond0r gcval van du bowering, dc.t door tr100 vcrachillcndo punten 
een cm aluchts een rccht.:., t:.,obracht ko.n word.en .. 

Door hot anijpunt dor :ccchton t\ (u1x+v1y+,r1z = O) _en ::'2 (u2x+v2y+w2a= 
= 0} '.:;Q.:~t ook icdcro rochtc va11. de g..:daunto '"! 1 + ,.A·• f. 2 , d.w. z. iodoro 
rcchto met coordino.tan ( ~ u1+/~·u2 , ·:\v1+ ,, .. u.v2 , ,,./\w1+Aw2 ), wunt dit punt 

voldoot a.:m u1x+v 1y+w1 z. = O on .::vm u2x+v 2y+w2z == O, dus ook il.an 
A ( u1 x+v 1y+w1 z) + µ ( u2x+v 2y+w2z) = o. 

Dvonru.s oon wille:kcurig punt P dcr vcrbindi11Garochto van twee :punten 
P1 on Pi do schrijf~ijzo P = A P1+ /¼P2 toolict, is eon willekour13e 

roohte ,{, door hot anijpunt vnn t-woe rochton ,.t; on ~ to sohl'.'ijvon in 
do godaanto .f. = i;\ e 1+ ,Pf. 2• l.lon kan nu ook lU.\.'rl 4 roohtvn -f1 , ( 2,~on 
e , gtmndo door ee11 punt, cen dubbolv,,,;;rhoudi~ toc.konnen, waa1"Voor men. 

'findt 
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< -l1.f.2l3t.> =}: ~, ais t= ;\t1+ ~-l2; e.3=pt,+ a--.1!.2. 
Zij ;:avreagd do rochtti door hat punt (a,b,o), die gs.at door hot snij-
p"Wlt d~r r~obton u1x+v1y+w1z = 0 on ~x+v2y+~2z = O, tc bo~alon dan 
morlcon wij op dat de.so van do .c:do.:into 

A(u1x+v1y+w1z) +µ(u2x+v2y+w2z) = O 
is en da .. ir zij door hot J?unt (n,b,o) mo .... t gna.n. diunon do gotaJ.le:n 
A an,J,i.. t:;, voldc :Jn a.an 

7\(u1a+vjb+vr1c) + .,M.(u2.:!+v2b+w2c) = o. 
:.:.!liminatic VO..."'l ,\ enµ. hierui t lcvort ons diruct de eczochto vergelijking 

l u1x+v1y+w1z u2x+v2y+vr2z I 
= o. 

u1~+v 1 b+w1c u2cl'i·V 2b+'::'72c 

~on anntal d~r bov~11gcvondcn ruaultatcn over puntcn en ruohtc..n hcb­
bcn 0011 mcr~uc.rd:i.go OV1Jraonkomst, dia men duc.li tci t noomt. 
]km punt hc..oft driu homor:;;.::.:n0 ooor- JJcn rcchtc. hoc.ft drie homogono 
dinoton (x,y,z), di0 m~n de horaogc-. ooordinat~n (u,,,~), dij man homo-
no punt coordinnton noomt. 

Door tvro.:.i vcrschill~ndc punton go.at 
e'en r..:.obto. 

~lk punt op do roohto door twco 
punton P1 wn P2 bozit de gcdac.nto 

1'tP1+JAP2• 

gone lijuooordinaton noomt. 

:O:p tvrco vuraohillondo r-:olltcn lict 
:een punt. 
I 
iElko roohto door hut snijpunt van 
i twee rochton .t1 on .J.. 2 bozi t do 
! godauntc 7'-€. 1+ AA l 2. 
j:Jlko rcchto. bozit o:::n vorgclijking 
• V<J.n do corste; furo.ad in punt-·coor--: dinc.t..::n. 

Om bij d.:) 4 ° b0,·1crino de corr<:;spond(.;rcndo boi:7criug lints tc t:uru1cn bij­
schrijvi.;;n gr:..'.'\n 'l!dj de bctoko11is na dicr· bo~vrins i·"'cl~ts. :t)c15c luidt: 

::.:.;lk punt o~) iJcn rcohtc i hc0.i. t puntooordinaton. uio voldoq11 o.....n o ... n 
vcr:;-...lijking VE:Ul de 1...C;rGtc ;:,.r .. 1.r-.d. -:·ett \-:-ctc..n nij Job.tor over ru.11.. rcohtvn 
dio door o,m Jc~cvon :punt r(c.,b.,c) i~mn", ~ij ux+vy+,..,z = O zo•n rcchto. 
:Jan voldoon do lijnooordin,"'lt...,u. ( u, v ,,...) 6.ior r-.:chtc .:i.:.1: u.:.+vb+ro = O 
of au+bv+o1.1 = O, dua do lijn__:.coorcli~~..:ti..l'! vo.n oun "i"Tillcl:c.u.rit_.o r.:;obta 

door ocn punt P voldocn a, n (:;OU v.:.ii .. (.!) ... lijkint, vr.n d.::. t.,.;.rotc !j,l'Wld, cn­
dors sczo&d; :Jvn m.llcl:i...uric punt P bczit in lijnooordine.t.Jn oon v.;r­
colijkin:., V.:t.'4 de c0rsto e,ruo.d. Vnn de rochtc 2x+3:,+4z = 0 zijn do lijn­
ooordino.ti..ln (2,3,4h zo blijkt ona thans hot du ... uo rosultant. Van h ... t 
punt 11vt puntooordinnton (2,3,4) is do vorgolijk1ng in lijnoocird:Lna't-Qn 
2u+)V+4'1' • 0. 
Qpa,§~. Borijs dnt do vorg~lijking van oon punt, gologon op do roab.to 
door d~ punton a1u+b1v+c1~ = O on 82u+b2v+o2w •;0 do ooduanto 
) (a1u+b1v+o1w) + f'- (82u+b2v+o2") • O bozit. 

PR~ra.21 Bo"1js do.t du vorc.;3lijki11g vr..1-l h.;t snijpunt dor roohton 
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\u V w 

iu1 V1 V!1 t: o. 
\u2 v2 vr2 

Tot slot g~vcn wij nog onkclc 1::ljzc:tlilcrhoden. 
\ 

M:cn nocmt vi\'.:r punten (vior r0ohton) ha.rmonisch, n.ls hun dubbclvorhouding 

colijk is n~n - 1. 
Bijvoorboold: Zijn gogcvon de 0igonlijkc punton P1(x1 ,y1 ) on 

p2(x2,y2), dan is de dubbclvorhouding (P1P2M~'1.) = - 1, dus P1,P2 ,M en 
.Q. vorm1;;n con hnrmonisch viortal, als men ondcr M v0rs-taut hot midden . 
vc'.n .l1(;t lijnstuk P 1P2 on ondor J2 h-.;t on.:;igcnlijkc punt d...ir rochtc P 1P2 • 

.Q:Eg .J.Q... 13owi j s di t • 
~ Mvn noomt de rcchton met richtingscocfficiont i of ·• i isotroop. 
◊EB•ll• Bcwljs dnt do volg0ndo vier. rochtcn door O oen harmonisch vior­
tcl vormcn: oen rcchto y = mx; do loodlijn crop y = - ~x; du isotrope 
roch·tc y = ix en de isotropc rcchto y = -ix 
Uit d0 lnutsto 0113nvcn zict mon dnt de uit de gcwmnc mcotl::un~&kS~rip­
pcn nls loodrooht en .midden ook to dcfinioron zijn met buhulp van hot 
b;.;::;rip dubbclvcrhouding. Hct is dun ook dit b<.;grip dat in do projectic-
ve mcotkundc con fundamontclo rol s11cel t. 
QEK_..__:!..?_. Bepaal de vergelijking der rechte die het snijyunt 
rechten m1 en m2 verbindt met dat van de rechten m3 en m4 • 

de vergelijking 
u.x+v.y+w.z:::: O 

J. J. J. 
(i = 1,2,314), 

herleid dan de gevonden vergelijking tot de gedaante 

v 1 w 1 \\. I ( vw) 34 x I/ t 
V 2 w 2 1l i (WU) 34 y I I = 0. 

f.(uv)34·z.! J 

van de 

Heeft m.i 

Opg.13. Beschouw drie pu.nten A(1,0,0), B(0,1,0) en C(0,0,1). Kies op 
AC een willekeurig punt Pen op BC een willekeurig punt Q. Laat de 
verbindingsrechte van C en snijpu.nt van PB en AQ de rechte AB snijden 
in T. Zij verder S het snijpunt van PQ en AB. Bewijs dan, dat de pun­
ten A,B,T en U een harmonisch viertal vorm.en. 
Opg¥14. Op de rechthoekszijden AB en AC van een rechthoekige driehoek 
ABC beschrijft men buitenwaarts de vierkanten ABDE en ACFG~ Be~ijs, 
dat de verbindingslijnen CD en BF elkaar snijden in een punt, dat ge­
legen is op de hoogtelijn AH op de hypotenusa. 
0-pg.1,2~ Gegeven zijn drie hi'et door een punt gaande rechten m1, m2 en 
m3• Bepaal de meetkundige plaats der punten, waarvan de afstanden t•t 
tweedier rechten samen gelijk zijn aan de afstand tot de derde r~chte. 
O~g.15. Eeschouw een vierhoek ABCD waarvan de overstaan~~ zijden AB en 
CD· elkaar snijden in-Sen de overstaande zijden BC en DA elkaar snijden 

... in T .. .Bewijs, dat de middeti.s ya,n AC,BD en ST op een rechte liggen. 
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Opg. 17. ~ewija d-stdrie reohten {u1,v1,w1), (u2,v2,w2) en (u3,Y3,w3) 
dan en sleohte dan door een punt gaan ale 

1~;!::1 = 0 I U.3 v 3113 
is. 
p:eg. 18. Wij vonden dat een punt P3(:x:3y3s3) dan en sleohts dan op de 
reohte door P1(x1,y1,z1) en P2(:x:2,y2.z2) ligt, ala 

x:1y 1z1 J 

X~2z2 II= 0. 
X3Y3Z3 

is .. 
Voor eigenlijke pu.nten luidt deze relatie in niet-homogene coijrdinaten 

:X:111 1 
x~2 1 = O. 
x3y3 1 

Het linkerlid van deze uitdru.kking heeft ook een betekenis voor bet geval 
dat P1,P2 en P3 niet oollineair ziJn. Ken bewijze n;. dat die determi­
na.nt, afgez1en van het tekan gelijlt is ean 2maal de oppervlakte van 
AP 1P~3• Dit bewijs is rechtstreeks te leveren of door deze oppervlak­
te te berekenen &ls s•P1P2. d, waarin d de met de normaalvere::;elijking 
van Heese te vinden afstand van P3 tot de rechte P1P2 voorstelt. 

§11. Kromm.en in het projectieve vlak. 

Beschouw een algebraische kromme, dit is de verzameling der punten 
(x,y), waarvan de ooordinaten voldoen aan een betrekkingftx,y)a Oen 
waa:rbij f(x,y) een gehele rationale uitdrukking in x en y vooratelt. 
liet is duidelijk dat wij door x en y te verva.ogeo door-j'- resp.+ na 
vermeo1gvu.ldig1ng met een gesohi.kte macht van z een homogene vergelijkil'l8 
,:p (x,y,z)= 0 vindent die van dezelfde graad in x,y en z is ala /<x,y) 
in x en y. Men heeft dan wetlena de homogeniteit van'? 

<p (x,y,z)• zn Cf(;->+ >1 )= zn f (~,+). 
'f1J z!en tevens, dat voor z= 1 gevonden wordt f(.x,y,1)={(x>y), zode.t 
men door in q:(x,y,m) de ooljrd1naat z gelijk a.an 1 te etellen, de tuaotie 
f(x,y) terugvindt. . 

Ieder eindig punt (x,y,z), dat ligt op de kromme Cf(x.y,z)= O, ligt even­
eens op de oorspronk:elijke kromme. De nieuwe kromme bevat eohter nog meer 
pun1en dan de o,J.det nl. die punten waarvoor Z= o. Yenat men derhalve 
de oneigenlijke punten der nieuwe ltromme te vindea, dan diene men deze 
te ao1jden met de one.t.genlijke reohte z• o. Men baett dUB op te loesen 
bet atelsel 

. \ f (x,y,s)• 0 

l •• o. 
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Nu 1scp(x,y,z) te schrijven in de gedeante an+an_1z+ ••• +9azn, waarbij 
de grootbeden ~ wegens de homogeniteit vencp(x,y,z) homogene veeltermen 
in x en y zijtl van de graa.d 'I ( \/ =1, ... ,n). Wij kun.nen dus in plaats van 
het bovenstaande etelsel volstaan tnet het oplosaen van bet stelael 

S an(x,y)= O 

l z = o. 
liierbij zi.en wij, da~ de ooordina.ten (x,y,O) der oneigenlijke punten 
van de kromm.e rp(x,y,z)= O bepaald worden door an{x,y)= O, dus door nu.l­
atellen van het hoogate graadsgedeelte in x en y van f-{xty,z) of door 
nulstellen van het hoogste grasdsgedaelte van {(x,y). Men zegt vaak kort­
weg. dat men door het bovenstaande de oneigenlijke punten dsr kromme 
/(x,y)= 0 heef't bepeald. 
Vb. De oneigenlijke pun.tender reohte Y= mx+n vindt men uit 
Y= m.x; Z= 0 J dit is due het punt (1,m,O). 
Opg. 1. Bepaal de oneigenlijke punten van de 
- Kegelenede x2-2 xy+y2+3x-21= 10. 

2 parabool y 2= 2px 2. 

hyperbool 7 - -5' = 1 • 
a2 2b 

ellips ~ iJ::..._ - 1 
ac::: ,.7 - · 

.. .. 

In het laatate voorbeeld vinden wij een kromme met oomplexe oneigenlijke 
punten. Dit doet zich veelal voor bij gebeel in het eindige gelegen fi­
guren. 

Onder een asymptoot van een kromme vereta.at men de raak.lijn a.an 
de kromme in ,en van ha.ar 0Deigenlijke punten. 

Zij gevraagd de asymptoten te bepalen va.n de kromme 
x2-4:x:y+3y2+2x-6y-1O= O, 

da.n bepale men eerst haar oneigenlijke punten, waa.rvoor men vindt 
(3,1,0) en {1,1,0). Wij trekken eerst een koorde der kromme door het ene 
ooeigenlijke punt (3,1,0), d.1. een rechte met richtingecoefficient t-
dua met de vergelijking y=lx+n, waarin n willekeurig ie. Vervolgene bepa-

J 
len wij bet getal n zodanig, dat het tweede snijpunt van deze reohte 
en de kromm.e eveneena in (3,1.0) valt. Nu vindt men dit tweede; anijpunt 
bv. door eubatitutie van :,= 1x+n in de vergelij.ltillg der k.romme 1 het6ee11 

- meteen bomogeen geaohreven - oplevert 
-:xa(2n+J) + (3n2-an-10) z2= o. 

Het ene eni.;Jpunt van reohte en k.romme is due zc O i 1• t- x, due (3,1.0), 
•~ale wij al wisten. Het andere voldoet a.an •x(2n+J)+s(3n2-en-10)a 0 
ea wil dit oneigenl1jk zijn, da.n moet dit neerkoui.en op za O, due 110et 
gelden n• -,. De reohte 1= j-- x - ! is due de gezoobte aaymptoot. 
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~~ Bepaal . de ender$ asymptoot der besohouwe2kromm~. 
Qllg. __ .3. Bewlja dat de aaym.ptoten van de hyperboo17 ... ~ a 1 elkaar 
snijdf!n 1.n t middelpunt van die hyperbool. a b 

Opg. 4. Bepaal anijpunt aeymptoten vau de in opgave 2 beschouw ... 
de kromme en zien dat dat bet middelpunt is van die kromme. 
OJ2g. !b_ Alle oirkela van het platte vla.k bezitten dezelfde twee onei­
genlijke pu.nten. Men noemt deze p1mten de cirkelpunten vao het platte 
vlak. Toon aan dat ze en l op de isotrope rechten door'een 
~illekeurig eindig punt van het p te vlak getekend. 
0p5. 6. Toon a.an dat de verbindingarechte van een bra.ndpunt van een el­
lips {hyperbool of parabool) en ee:n der oirkelpunten raakt aao deze el-
lips (hyperbool of para.bool). 2 2 
Opg. 7. Men noemt de op de korte a.a der ellipa ~ + 5 = 1 galegen pun­

a b 
ten (0 ,ci) en {O ,-oi) wel de ima.ginaire brandpunten der ellipa ; 

bewijs dan dat de som der afstanden van ecn willekeurig punt van 
de omtrek der ellips tot deze beide punten eveneens constant is. 
Opg. 8. De brandpunten van een ellips zijn de 4 snijpunten der 4 raak­
lijnen, die men uit de oirkelpuntsn aan de ellips kan trekken. (verg. 
opg. 6.) 

Wij vG.::1den vroeger een kenmerk om uit te maken of een kromme met verg. 

ax2+2bxy+cy2+dx+ey+f= 0 

een el lips, hyperbool of parabool vooratel t. Lettende op het in opg. 1 
gevondene ka.n men deze 3 typeo kegelsnaden ook definieren ala kromm.en van 
de 28 graad, die 2 toegevoegd oomplexe, 2 reeele verschillende of 2 aa­
m~nvallende anijpunten hebben met de oneigenlijke rechte. Vatten wij deze 
karakterisering in het oog, da.n ziet men dat men bij bovenataande verg. 
van de tweede graad slechts behooft uit te maken hoeveel snijpunten er 

l,~1:)"'-", te vinden zijn met z= O, zoals wij zagen, beslist wordt door het aan-
tal nulpunten van het hoogate graadsgedeelte 

ax2+b:xy+cy2 , 

en dit wordt w&er beslist door uit te ma.ken of D= b2-4ac positief, nul 
of negatief is, geheel in overeenstemming met het in §5 gevondene. 
Wij bepalen thans het aantal snijpunten van een willekeu.rige reohte en 
een kro1mne van de graad n in het projectieve vlak. Zij de vergelijking 
der kromme in homogene coordinaten f(x,y,z)= O, waarbij de uitdrukking 
f(xty,z) homogee.n ia en van de graa.d n in de variabelen x,y en z. Wij 
ga.an nu ons a.saenstelsel zo wijzige.n (verschuiven en draaien) dat de 

~!e:::a::: same?ni·a. lt= mid:0g;g. ~J··. :::te; :ze transformatie ie v• 

, X ' )"' '-' 
!i_ - - ~h,C( i- - C.,-J 0( +· -0-
~ 2 z. 



due van de, gedaante 

( p "){" ... 
i f ~1 =­
l f-';r: • 

X ~:-l~ - y ~ O< +-It? 
X $./:,Ill(. + '( c~ Cl( + --I 2 

z 
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waa.rin peen willekew:-ige evenredigheideoonatante voorstelt { imrners x,1 
en z zijn, evenals X,Y en Z op een factor na bepaa.ld) •. Men ziet onm1ddel­
liJk in dat hierdoor de vorm f(x,y,z) overgaat in een vorm l(X,Y,Z), 
die eveneens homogeen en van de graad n is. De snijpunten van onze k.rom­
me en de gegeven rechte (dua de nieuwe X-as) voldoen a.an 

~ F(X,Y,Z)= 0 
( Y:::O. 

Substitutie van Y= 0 in -0e vergelijkiQS F(X,Y,Z) = 0 ge~ft one voor de 
verhouding X: Z juiat n waarden, die bepaald worden door een homogene 
vergelijking van de graad n in X en Z. Yij vinden so juist n anijpunten 
van de gegeven rechte en de gegeven kromm.e, we.arvan er eeo. aantal kan 

samenvallen, (in walk geval raking kan optreden). Ken merke op, dat bet 
heel goed mogelijk is dat een der wortels der homogene vergelijking in 
X en Z het atal X= 1;' Z= 0 is, zodat men dan een oneigenlijk;snijpunt 
van kromme en reohte vindt. 
Bv. De kromm.e -q= x+1 en de x-as hebben een cigenlijk en een oneigenlijk 
snijpunt nl. (-1 10) en (1 10,0). 
Het enige geval dat nij niet op deze wijze kunnen behandelen is bet ge­
val, dat wij het aantal snijpu.nten van een kromme en de oneigenlijke 
rechte wensen te vinden, want wij ku.nnen het cotlrdinat6nstelael niet ao 

versohuiven of draaian dat de x-aa met de onaigenlijke rechte samenvalt. 
Dit geval is eohter vroeger al beschouwd, want wij vonden al dat wij om 
daze snijpu.oten te bepalen, bet hoogstegraads gedael te van de vergel·ij­
king der kromme nul had.den te stellen en dit geeft ons juiet een homoge­
na n8 gre.adevergelijkingi~ en y, was.ruit in bet algemeen n waarden x:y 
volgen, zodat wij n snijpunten (x,y,O) vinden. 
Wij zien du.a dat een kromme van de graad n en een rechte in bet algemeen 
n sn1jpunten ho'bben. Wij gebruiken hierbij de uitdrukking •in bet alge­
meen• omdat bet kan ge'beuren, dater meer snijpunten zijn (minder snij­
punten zijn er zeker niet, mite men maar de meervoudige anijpunten meer­
voudig telt) en wel in het geval, dat de rechte deel uitmaak.t van de kron 
me. Zo vindt men dat de kromme x2-y2c O met iedere rocbte twee anijpun­
ten heeft, afgezien van de rechten x=y en x= -y, die geheel tot de krommc 
beboren en er du.a •oneindig veol• snijpunten m~~ hebbon. 
Qpg, 2, Bepaa.l de oneigenlijke pu.oten van de lemnisoaat 

(:r:2+y2) 2. 2a2c~:2-,2) "" 
le,-i eveaffna 4• anijpunten van daze k.rome m.et de reohte:a 1• x en " 

~~~~,! 
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§12. De oirkel. 

Zoala wij zagen onderscheidt zich de cirkel van de andere krommen van de 
twaede graad door het feit dat in zijn vergelijking hat tweedegraadsge­
deelte van de gedaante x2+y2 is .. Dit houdt in, dat alle oirkela dezelf­
de oneigenlijke punten bezitten. 
Opg. 1~ Bewijs dit. Welke punten zijn dit? 
Oak het omgekeErde is waa.r, nl., dat een krornme van de tweede graad, die 
door de cirkelpunten gaat, een cirkel is .. Wij beschouwen thans de verg. 

a(x2+y2)+2bx+2cy+d= O. 
Om te bcreiken dat deze onder alle omstandigheden een cirkel voorstel~ 
hebben we behalve oirkels met ree~le straal ook cirkels met imaginaire 
etralen of een straal nul in te voeren. Dit is reeds vroeger geschied. 
Echter is het geval a= 0 thans ook toelaatbaar. Maken wij de vergelijking 
eE;rst homogeen, da.n zien ,;,-ij dat dit leidt tot 

2bxz+2cyz+dz2= O 
dus tot twee rechten, nl. de oneigenlijke rechte en de rechte 2bx+2cy+dz= 
= 0, die in het geval b=c= 0 eveneens de oneigenlijke rechte k.an zijn. 
In dit geval krijgen wij de dubbel gejtelde oneigenlijke rechte, die 
tenslotte ook onder de cirkels gerekend moet worden als we de definitie 
gebr·1ik1-::n dat een cirkel een f iguur van de tw&ede graad is, die door 
de cirkelpunten gaat. Met het bovenstaande is tevens de omkering van 
deze bewering bewezen. (Ga dit na!). 
Een willekeu.rige rechte ax+by+c= 0 is dus steeds tezarnen met de oneigen­
lijke rcchte ala een oirkel te besch01::.wen en wel de cirkel axz+byz+cz2=0 • 

. ,; Van groat belang zijn de nu.lcirkels. De vergelijking van de nul­
cirkel, dit ia de cirkel met straal nul, die de oorsprong tot middelpunt 
heeft, lt:tidt :x2+y2= O, dus x+iy= O en x-iy= O. Daze cirkel is "ontaa.rd" 
(gedegenereerd) in de twee isotrope rechten door de oorsprong. Inderdaad 
heeft elk eigenlijk pu.nt (t,it) van de isotrepe reohte Y= ix een afstand 
nul tot de oorsprong. Hat enige reeele punt van een nuloirkel is ~ijn 
middelpunt. 
Wanat men een cirkal te bepalen die gaat door drie pu.nten Pr(:x..~ ,.Y:>) "' ,.,. 
(r= 1,2,3), dan moeten de homogene coeffi-0ienten a,b,c,d in de verge-
lij king van dt: cirkel 

a(x2+y2)+2bx+2cy+d= 0 
zo word~n gekozen dat 

( 2 2) a x1 +y1 +2bx1+2cy1+d= 0 

a.(x2 2+.}' 2 2) +Pl"x2+2cy 2+d-= 0 

a(x3 2+y3 2)-i·2bx3+2(;y 3+d:::: O. 

waaruit doc.1r eliminatie vocr de gezcchte vergelijking direct wordt gevon­
dsn 
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\ x2+y2 X y 1 

I ! ~12+Y12 X1 y 1 1 
::!: o, 

I X2 2+Y2 2 x2 Y2 1 
I 

f f X 2+y 2 :X3 Y3 1 
I 3 3 ! 

.of, als men in homogene coordinaten had gewerkt 

I x2+y2 xz yz z2 
I ' 2 2 2 I x1 +Y1 x1z1 y1z1 z 1 

X 2+y 2 2 = o. 
2 2 x2z2 y2z2 z2 

2 2 
Y3Z3 z3 21 X3 +Y3 X3Z3 

Wij zien hieruit dat door 3 collineaire punten nu ook eE::n cirkel ga.at; 

bij ontwikkeling van e.n der gevonden linkerleden ziet men, dat dan de 
minor van x2+y2 gelijk is aan nul, zodat men iets vindt van de gedaa.nte 
Axz+Byz+Cz 2= O, hetgeen juist voorstel t de :rechte door de drie gegeven 
puntan, aangavuld met de oneigenlijke recbte. 
Dat ce.n cirkel door 3 punten bepaald is, vindt zijn oorzaa.k uiteindelijk 

daarin dat in do vergclijking van de cirkel 4(=3+1) homogene ooeffioien­
ten optrdden. Zo is ee.n rechte, waarvan de vere;elijking 3 homogene con­
stanten bf:vat, bepaald door 2 punt en en een willekeurigc kcgelanede, wsar-­

va.r:i de V-= r,::;f lijking, naar w·ij vroeger afleiddcn, 6 homogene coefficien­
ten bGvat, door 5 pu.nt~n. Een uill8keurige kcgelsnede is du.a bepaald 
door 5 pun.ten; door de eis, dat twee dezer punten dt• cirkelpunten zijn, 
wordt ac:::·c, keg~,lanedn een cirkel, die derha.lve door 5-2= 3 punten be­
paald ifl. 

Wij gevc:.n ook een bet0kenie can de ui tdrukking x1 2 +y 12+2b:x1 +2oy 1 +d voor 
een pun-:: (.x1,:r.1) dat niet op de cirkel x2+y 2+2bx+2cy+d= 0 ligt .• Hiertoe 
gaan .WiJ ui; van het begrip ma.cht van cen punt P t,:m o_;;izichte van een 

cirkel r.:t.t:lt middelpu.nt M en straal R, ME:n verflta.at onder de ma.cht m van 

P t.o.v. cirkel M de uitdrukking m= Pl':o:2-R2 • Het ia e'll'ident dat m= 0 voor 
punten Fop de cirkel, zodat het vermoeden rijet, dat m wel eena gelijk 
zou kun.oen mijn aa.n de beschouwde uitdrukking, die ooknul is voor pun­
ten op C.(;' cirkalomtrek. Inderdaad 1s dit het geval. Het middolpu.nt van 
de cirkal haeft de coordinaten (-b,-c), terwijl de straal R gelijk is a.an 
{b2~7:;i. Derhalve ie PM2-R2=(x1+b) 2+(y 1+c) 2-(b 2+c 2-d) = 

~ ., 2 2 2b . ".),-, d a ~1 +Y1 + x1~'v71+ • 

'i'ij mc-rk~.o nog op, dat m= PK2-R2 voor punt en P buitcn de cirkel positief 
.18 en wal gelijk a.an bet kwadraat van de lengte dar raaklij.n uit Pa.an 
de cir1:el, dus gelijk a.en hot product PS.Pr, ala San T de snijpunten 
zijn van ecn willekeurige reohto door P, die de cirkel in 8 en~ snijdt .. 
L.igt P binnen de oirkel de.n is -m gelij k aan zo 'n produ.ot PS .PT. In dit ~•••al it • .ntu.t ief. 



A.M. 75. 

Haast de figuur van punt en cil'kel beeohouwen wij thane de figuur van 
re,oht;e en cirkel. Een rechte Y= mx+n heeft met "de cirkel :ic2+y2= R2 twee 
verschillende of tvtee samenva.llende pu.nten gcmee.o a.l .naar gelang de doo:r 
substitutie gev-onden vergeli;jk1.ng :x.2+(mx+n) 2:: R2 een disoriminent D heeft 
die verschilt van of gelijk is sa.n nul. In bet e~rste geval ku.onen de · 
snijpunten ook toegevoegd complex zijn, in het tweede geval zegt men 
da.t de rechte as.n dE: cirkel raakt. Dit treedt op als 

D= m2.n2-(m2+1) (-R2+n2) = 0, 

due n=:!: R }~2+1. Wij vinden dus voor de raaklijn aan een cirkel x2+y2:::R2 

met gegeven richtin&--lll., .. de vergelijkingen 
Y= mx ± R Vm2+1 .. 

Dit reaultaat kunnen wij a.a. gebruiken om de raoklijn aa.n de cirkel 
in een punt P(x0 y 0) van de cirkel t§l_.y;i,,nden .. Immers dan moet het getal m 
zo bepa.ald worden, dat y 0= mx0 :!: R \lm2+1, dus (y 0-mx0 ) 2:::: R2 (m2+1), dua 

(wegens x0 
2 +y O 2= R~), (y 0 m+x0 ) 2c: O, dus m=- ~ • 

Opg. 2. Toon a.an dat een ra.aklijn loodreoht staat op de stra.al door 
hat raakpunt. Na subatitutie vinden wij dan y-y0 =- ;> (x-x0 ) dus 

2 0 
xxo +yy o = R • 

Dit roaultaat is ook op andere wijze ta verkrijgen. Een rechte door het 
punt P heeft de vergelijking y-y 0= m(x--x0 ). Hierin is m de nog te bepa­
len richtingaooeffioient. Ia (x1 ,y1) het andere snijpunt van deze re-ohte 
met de cirkel, dan is, zoals bekend, 

Y1-Yo 
ffi:= X -X • 

1 o 
Nu is echter x0

2+y0
2= R2; x12+y12== R2 , dua y 12-y0

2= x0
2-x12 ,dus 

Y 1-y o :x:1 +xo 
m- = - ----- • x1-xo Y1+Yo 

Hadcrt hat tweode snijpunt tot het et:..rste, dan nadert de koorde tot een 
raaklijn, vrnarvan de richtingscoefficicnt gelijk is aan 

X , 
0 =---Yo 

, 

waa,rmede het oorspronk~lijke resultaat is teru.ggevonden. 
Yij oode.rzoeke:n nu de betekenia van de rechte xx0 +yy0 ::: R2 voor het geval 
dat P niet op de oirkel ligt. Trek tlit P de twee raaklijnen a.an de oir-

1, die deze in P 1 (:x:1 ,y 1) en P2(x2 ,y 2) re.ken (ligt P binnen de oirkel, 
dan zijn die raaklijnan niet reael, maa.r dat is voor redenering geen 
be:1nvaar). De verg. der raaklijn PP 1 luidt :xx1+yy 1= R2 .. Daar deze door P 

, heeft men x0 x1+y 0 y 1::: R2 , hetgeen tevena betekant da.t het punt 
P1 (x1,y1) li3t op reobte n 0 +yy0 = R2 • Evenzo ligt hat punt P 2 op 

reohte, :.odat gezochte rechte de ind1.ngslijn van P 1 en P2 
• len noemt de0e de raakkoorde vp bet p'Ullt P. 
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riehtingacoefficient' m de gedaante haeft y-b= m(x-a):i: R V m +1. 

0:pg. 4. Bepa.al de vergel!ljking een raaklijri in P(x0 ,y0 ) (ra.akkoorde 
Va.ti P) ash de cirkel (x-a) 2+(;i-b ) 2:::: R2 , voor het ge'v'al da.t P op {niet op) 

de c1rkelomtrek gelegen is. 
Opg. 5. De verg. der ,re.aklijn (raakkoorde) van een punt P(x0 ,y0 ) a.an de 

t"irkel J1:2+y:11\ax+by+c~ is te sohrijven in de gedaante 

a b 
:n:o+YYo+-(:x+xo)+-(y+yo) +c= O. 

2 2 
PPE~• 6. Bepaal de vergclijkingen der raa.klijnen uit het punt {6,~) aan 

de cirkel x2+y2-2x-4y+3= O. 
"~ Ops. 7.. Bepaal de vcrgelijking van de omgeachren cirkcl van de driehoek 

waarva.n de zijden de v~rgelijkingcn 

Y= O; 8y=15x J 30x+16y= 15 
bezitten. 
Bij gegeven punt P(x0 ,y0 ) en cirkel C(x2+y 2= R2) noemt men de rechte 
xx0 +yy O = R2 de poollijn van P ten opzicbte van C. Ligt P op de oirkel, 
dan is deze poollijn de ra.aklijn aan,C in P, ligt P niet op de oirkel 
dan is de poollijn de raa.kkoorde van P ten opzichte van c. 
Stelling • .Us Q ligt op de poollijn p ,ran P ten opzichte va.n een oirkel 

0, da.n ligt P op de poollijn 1 van Q ten opz.ichte van c. Immera zij 
P(x1 ,y 1 ) en Q(½ 1 y2) t den luiden bij C (x2+y2= R2) de verg. der rechte 

p en q resp .. xx1+yy1= R2 en x..."t2+yy2= R2 , en h~t liggen van P op q of Q, 

opp wcrdt door dezelfde rclatie x1x2+y1y 2= Re. bepa.a.ld. Men noemt twee 

pu.nten, die aa.n deze relatie voldoen (due op elkandera poollijn liggen) 
toegevoegd of poolverwant ten opzichte van C. 
Opg. ~. Ieder punt van een raak.lijn afn een cirkel C is toegevoegd ten 
opziohte van het :ra.akpunt. Hiervan is het gevc.:lg dat de poollijn van een 

punt met de r'3.8.kkoorde van dat punt aamenvalt. 
Wij bewijzen nu dat de verbindingslijn VWl 2 poolve:rwantet niet op een 

cirlte1 r. gelegen, punten P en Q die cirkel C in twee punten S en T snijdt 

die harmonisch liggen ten opzichte van Pen Q. Zij P(x1,y1); Q(x2 ,y2)J 
O(x2+y2= R2z2) Een willekeurig punt van PQ heeft dan de homogone ooor­
dina.ten (;\x1+p.x2 , ).y1+/ty2 , A;-_,+fl.?,J en dit ligt op C als 

Y1 J.../).xJ<~.("'A +·J·J...._!J<J' =. r~<-(1121 +,)A"l::zYl 
,I 

(x? ➔ J/- .a)+ )(;'J· 11,-r/l. yt ::+-1;'---1\~~)::::a. 
Hieruit volgen twee waerden voor : , die de twee snijpunten S en If 

bepalen. Daer de punten P en Q poolverwant zijn, is x1x2+ytyi:=R2z1z 2, 
zoo.at doze vargelijking de gedaante .l 2+Bfl 2= 0 zit. Hieruit volgt , 
d.e.t de aom der wort els .t< nul is, zoda.t wij deza kunnen aa.ngeven met 

en :\:h£.t). De pu.nten 8 en 1' bebben dua e AP+p.Q en ~P-;t.<.Q, 
~~dat de dubbole verbouding (PQST) k is a.an~..:,:: - ~ -1, wa.a..."'mede 

,lit,1•*~4:ICt~ •... ~·._»¥,""'• ll{M P,Q,8 en f b111teMJ1 a. 



A.M. 71. 
~I, 2.. Bew'ija dat bet middolpunt van de oirltel x2+y2= R2 de oneigen­
+1Jke reobta tot poollijn bezit~ Wat is hiervan b6t gevolg van de snij­
JU,llten 8 en T van eon middellijn met de oirkel? Wij zien dus dat men 
het middelpunt van een cirkal kan karakteriseren ala de pool van de on­
eigenlijke reahte, 
4Qn noemt twe~ reobten poolverwant ten opziohte van een oirkel a.ls ze 
elkaars pool bevatten. 
Opg. 19. 'loon a.an dat twee rechten (u1.,v1 ,w1) en (u.2,v2,w2) poolver­
want zijn te~ opzichte van de oirkel x2+y2= R2 ale geldt 

R2{u1~2+v1v2>~ w1"2• 
Q.pg. 11. Twee loodrechte middellijnen van een cirkel zijn poolverwant. 
Opg. 12. De poollijn van een punt P ten opziohte van een oirkel staat 
loodrecht op de verbindingsreon_te van Pen het middelpunt van de cirkel. 
Thans bescbouwan wij de figu.ur van twee oirkels o1 en c2 met vergelij-

kingen \t~ 
x2+y2+2ar,r1+or= O (r== 1 reap. 2). 

Wij wensen eerat de hoek ~dezer oirkels te bepalent dat is de hoek der 
raaklijnen in een hunner enijpunten. Zij a zo 'n snijpunt, zij K1 en K2 
de middelpunten van o1 resp. c2, en sijn R1 en R2 de atralen dezer oirkela 
d&rl heatt men wegena de cosinu.aregel 

2R1R2 oOStf = R1 ~+R2 2_ M1M2 t • 

•en heeft »1= (-a1,-b1), dua M1M22- R22 ( dit is de mcht van M1 ten op­
ziehta van oirkel c2) is gelijk aan 4a12+b12-2a1a2-2b1b2+o 2• Verder is 
R2= al+b12-o2, r:odat men vindt 

2R1R2 cos:,= 2a1a2+2b1b2-c1-02• 

Hiel'1Jlede is de hoek?, bepas.ld. 
Opg. 13 •. ueef aan onder welke voorwaarde de oirkele o1 en c2 elkaar lood­
recht enijde0. 
DRS• 14~ Bepaal een oirkel die de cirkele x2+y2= 4 en x2+y2-ax-4y+20=0 
loodreoht snijdt en gaat door hot punt (3,2). 
QRS· 15. ~ewijs, dater 1n hat algemeen ~en cirkel bestaa.t, die drie 
willekeurig gegeven cirkels loodreoht snijdt. 
Qpg. 16..!. bepaal a.an welke betrekk1ngen de ooeffioienten van twee cir­
kele c1 ea o2 mo~ten voldoen, opdat c1 de cirkel c2 halveert, dn. dat de 
aniJpunten van o1 en c2 uiteinden van eenztlfde m1ddellijn van c2 zijn. 
Uit de reeultaten van cpg. 13 en 16 en het vroeger beechouwde zien wij, 
dat bet gaao door een punt, het loodrecht sniJden van of bet halv~ren· 
van een gegeven cirkel ae.n ebn cirkel een voorwaarde oplegt, die lineair 
le 1n de ooettioienten. Een gevolg hierva.n is dat er in bet algemeen Un. · · 
e1rk•l beataai,.41e aan een willeke.urig drietal ,an d&):'geliJke voo:nnlill2'l•• 
vo14o•t.• 
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LlPS• 17. La&t zien dat bet gaan van een oirkel door een punt P neer­
lomt op bet loodreoht en1Jden van die oirkel en de nulcirkel met P tot 

: 11iddelpunt. 
Oift,.18-:. ·Laat zien dat de e1s dat een cirkel O een oir~el c1 halveert 
ermee e,quivalent is dat C de mat o1 concentrieohe oirkel c2 loodreoht 
snildt, waarbij de atraal van c2 het 1-voud is van die van o1• 
Opgave 17 en 18 verklaren ons hoe het komt dat de beschouwde voorwaarden 
van analoge atruotuur flijn. 

Wtj besohouwen thane bij 2 gegeven oirkels met verg. -C1= O, C2= 0 
de kromme met vergelijking c3= AC1+,~0 2= o. Het is duidelijk dat de 
kromme o3 door elk der snijpunten van c1 en c2 gaat, due in het bizonder 
door de oirkelpunten. c3 is derhalve e~n oirkel, die door de twee overige 
snijpunten Sen T van c1 en c2 gaat. Omgekeerd heeft iedere oirkel 0 1 

die door de enijp'Unten van c1 en o2 gaat een vergelijking die van de ge­
daante Xc1+ kC 2= O ia. Immera laat geldeD 

Cf= o1 (x,1,z)= a1 (x2+y2)+b1:x:~+c1yz+d1z2= ·o 
2 2 2 o2= o2(x.y,s)= a2(x +y )+b2xz+c~_z+d2z = 0. 

terwijl C tot vergelijking hecft 

0= ct (:x:~\y2)+bxz+cyz+dz2= O. 

Kies een willekeurig punt P(p,q,.:r) op C , dat niet eamenvalt 
met een nier en1jpunten. Het is duidelijk aat een kromme van de gedaan­
te ). c1+ j-t02= 0 bepaald kan word en die door P gaat. Imm.era men neme bv. 
/\ = -02{p,q,r) >fl= c1 (p,q,r). (Ga na dat /\ en;.\.niet beide nul zijn). 
De zo gevonden oirkel beeft 3 versohillende punten met O gemeen, nl •. P, 
Sen Ten valt du.a met C ea:men, indien Sen T varsehillend zijn en in­
dien daze punten van de cirkelpu.nten versohillen. Deze gevallen dienen 
nog apa.,.·t te warden besohouwd. 
Vallen ulleresrst Seu T semen, dan beschouwen wij de verzamel1ng der 
cirkel~ ~ die in 8 aan o1 rake.n. Wij tonen aan dat zo 'n cirkel de ge<laan­
te ·>..cf••·/A02=i O bezit. Immers iedere eirkel met verg. A01+ p.o2= O enijdt 
o1 in punten, die eveneena voldoen a.an c2a Oen due aleohta 1n 1 punt,af­
gezien van de oirkelpunten. Omgekecrd neme men op een willekeurige oirkel 
0 ,die i.o 8 aan c1 raakt, een punt P, tone a.an dat door P e~n o1rkel 
gaat die een verg. van de gedaante·~ c1+,JA0 2::: O bezit en dat deze eam.envalt 
met c. 

Tenslotte rest ons bet geval dat Sen T eamenvallen met de cirkelpu.n­
\en. La.at Or weer de vcrg. ar(x2+y2)+brXz+oryz+drz2= O bebben. (r= 1,2). 
Dei k.romm.e 42of•-a.1o2 gaat ook door de enijpunten VM c1 en c2• lJeze krom­
rte ia van de gedM1te z((ab) 12x+(ao) 1~-(flitz)= 0 en ma& o1 eleobts in 4e ·. 
ou:kelpunten ani3den. Derhalve 1a d1t de k.rome •·•• o, dua (ab) 12•(ao)12~ 
-' 0 1 (ad),c~ O. llieruit z1et aen dat O!> de gedae.ote ~01 +µ.s 2- o be•l't, 
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Ne.tuu.rlijk stal1; omgekeerd deze vargelijking een cirkol voor, die c1 
aleohts in de cirkelpunten snijdt. 
Dal:lr van o1 en c2 de vergelijkingen zo te schrijven zijn dat zij slechta 
in de constante term {o.q. de term met z2) verachillen,. ziet men dat c1 
en c2 hetzelfde middelpunt hebben, maar ongelijke stralen. 
Opg .. 12. De isotrope rechten door bet middelpunt van e~n oirkel raken 
deze in de oirkelpunten. 

Als gevolg van opg. 19 zien wij dat de concentrisohe cirkels c1 en 
c2 in de cirkelpunten dezelfde raaklijnen hebben, in welk geval men zegt 
dat ze elkaar raken ( twee krormnen ra.k~n elkaar nl. zodra ze in een hun­
ner snijpuntan dezelfde r.raklijnen bezitten). Concentrisohe cirkela ra­
ken elkaar dus in elk der cirkelpu.nten. 

Vlij kunnen de gavonden resu.ltaten nog iets anders formuleren door 
het begrip bundel in te voeren, Onder een cirkelbundel verstaat men de 
verzameling der cirkels met vorg. /\ c1+;u ... C2= 0, we.arin A en fl- variabel 
zijn en c1Qen c2°gegeven cirkels voorstellen. ~ 

QI!g. 20. Hoe moat men 'Aen~1..kiezen om de cirkel c1 resp. c2 te krijgen? 
Wij vonden due dater de volgende eoorten cirkelbundele zijn, 

1. De verzameling der cirkels die door tvieo gegevt::n eindige 
pu.nten gaa.n. Wij ku.nnen dit gcval splitsen in 2 gevallen: 

1a.Do c1rkels bezitten reele eigenlijke snijpunten. 
1b.De cirkela bGzitte.n toegE.voegd complex1:: eigenlijke anijpu.nten, 

2. De verli:iameli.ng der cirke.la die een geg1:::ven cirkel (of roch-
te ! ) iri ou1 gegeven punt raken. 

3. De verzameling der oirkela, die conoentrisch zijn met een 
geg0ven cirkel. 

De s:iijpunten van twee oirkels c1 en c2 bepae.lt men het tienvoudigste 
door d,:·'; r:::i·smpiar.r C in do bundel op t~ sporen waerin de term.en x2+y2 

ontbr~It ::v:i: lh::'l:;geen door E:en passonde keuze van~ en/lsteeds mogelijk is. 
Di t r xc•nr '.'. :::£tr C bestent da11 ui t de oneiger:il ij ke rcchte en nog een rachte 

m.. De .._",:;:::-tt1:J ?r, hoE:it de machtlij n der cirkela. Men beGft een bu.ndel van 
bet ty:p;., 

1e. A.ls m en c1 twee eindigu ::mij1mnten t;c11H:-ien hebben 
1b alo m on c1 twee toogcvoegd cornploxe em:Ljpunten gcma11:.n hebben 
2 a.la m aan c1 r~,akt 

3 ala m o.naigenlijk ia. 
De mAoht van ee11 punt (p,q) tan opzichtc van 1::h,n ci!"kel Cr x2+y2+a.rx+br3+ 

+er= 0 ie p2+q2+erp+brq+or= 0 (r= 1, 2). 
Daer m •1e verselijking (a1-a2)x+(b 1-b 2)y+o1-c 2= O bezit, heeft ieder 
p11"lt (p ,q), dat op m ligt 1 gelijke ml¼ohten ten opziohte van de t,.ee g6-

g~:,~,1n1 11irkels o1 en c2 t1n om,gektH~rd. D crbalve is m de meetkundige pla.~ta 
der pu.nten die gelijke machten hebben t.o.v. twtte gegeven "lirkela. 
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OPS: 21. Hoe groot is de macht van de anijpunten 8 (en T) van c1 en o2 
ten opz1chte van c1 en c2 in de gevallen 1& en 1b en 2? 
Opg. 22. Bewijs dat de dri~ m~oht~ijnen van 3 willekeurige vereohillenda 
oirkela hetzij srunenvallen betzij elkaer in 1 punt snijden. Yanneer val­
len ze samen? 

Dit laatste resultaet leort one een Genvoudige oonstruotie van de 
maohtlijn van tweo oirkels c 1 en c2, die niet elkaar in reele.,PUriten 
enijden. Teken een willekeurige cirkel c3, die c1 en c2 wal reeol snijdt. 
Bepnal de machtlijnen van c1 en c3 ~n van c2 en c3• De gezoohte maoht~ 
lijn gaat den door hun snijp'mt en stant loodreoht op de centraa.l van c1 
en c2• 
Opg. 23. De middelpunten der cirkels van een bundel liggen op een reohte. 
Opg. 24. Ale een oirkel C loodrecht eta~t op twee oirkels dan eta.et C 
ook loodreobt op iedere oirkel van de bundel bepaald door c1 en c2• 
Qpg. 25. Alle oirkela die loodrecht etaan op twee oirkela o1 en a2 
vormen een bundel. Van deze bundol en de bundal bepaald door o1 en c2 
liggan de tniddelpunten der exemplaran op loodreohte racbten. Men noemt 
deze bundels orthogonaal. 
gpg. 26. Bewijs dat de baaispunten van eon bundol de centra zijn van 
de nuloirkela van de ortbogonale bundel. 
ORS• 27. Bawijs dat bij een raakbundel de centra der nuloirkels van de 
bl.llldel en de orthogonale bundel in eenzeltde punt samenv~llen. 
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§ 13. Meetkundige plt;r".tsen. 

Wij wenscn thr:ns ,n,:,_ te grr.n hoc mt.n met dtl metho..-1Gn der ,...,n!>lytieohe 

mcetkunde k,:,n komcn tot he t opstellcn Vf'.n de vergE;lijking der meetkun­

dige pl-r-ta v,.,.n punt an met e€n voorgc.;schrevtn eigenschr-.p. 

ln aommigc g€:.v":llen is bet mogelijk de coordio":':.ten ven e1:::n wille­
keurig punt o_ls functios ve.n ~bn pF.rr.meter te: bep""len, wr'."'rnP. men door 

elimir.lrtie vr>n diE. p'."r .. m6ter de v£r,;~lijking dor gevrr:Rgde meetkundige 

pl,..P.:ts vindt. Wij gcvon hh,rva.n con vo0rbE;;.E:ld. 
Zij g0vr"""g'1 dtJ mectkundige plr.rts dcr snijpu.ntcn vAn twee lood­

rl!oht o::, E.lk"rr stc.nnde rcchton, diu 1oor twco gegeven v::-.st0 punten A 
en n gr.nn. 

W1j kiozon hc.t '"..'.'uenstelsel zo Jr>,t men hceft .. i(-c,O) ;B(c,O). Een 
rtchte door A hc~ft tot •.,rergelijking y=m(x+o) el'l de dn!"'rop loodrecht 

str.r.nde rechte door B bezit de vcrgelijking y=- ~ (x-c). Wij lossen het 
stolsel 

(1) ~ y=m(x+c) 

( Y=- i (x-o) 

op ao vinden 
1-m2 2m 

X= ~ 0; Y= 2 c. 
1+m 1+m 

fh,r,..ns oliminaren wij m uit dezo .b~trc.:kkingon en vinden x 2+y2=c 2 • Hier­
b!j zij evcnwel opgemerkt de.t de gcvolgdo weg nodeloos gecomplioeerd is. 
De ge.vr" F..gde m.p. wordt gevondon door eliminntie v~n m uit de betrekkin­

ge.n ( 2), mP.a.r het stole el ( 2) is e.equivnle.nt met het stelael ( 1), dus 

viodt men de gezochte m.p. ook door elimi.n::;,.tie vo..n m ui t hut stelsel ( 1) r 
hctgeen ons direct leert y 2 ::::<J 2-x2 • 

Met is deze bekorting dio mer, ve~lP.l k::m toop'.".sse.n om ae ~,P.rgelij­
ki.og der gezochte m.p. te vinden. Wij gaven nog cen voorbc~ld. 

In ccn driehoek JJ3C trekt men ccn willekeurige rechte DE//I.J3.(D op 
~:.c; E op BC). Bepf'.".nl do m.p. ve.n hot aniJpunt vnn 1..E en DB, a.ls deze 
r0ohte zich (;lV:,;.owijdig ~E'.n ziohzelf V€rplr>.P.tst .. 

Lies htt ~eacnst~ls~l zo, d~t men heoft L(-n,O); B(b,O); C(O,o). 
l king vnn .LC is dr>.n - ! + l = 1, due -cx+ay=P£ en evenzo dio a C 

Dt. V 

vrn BC 
mon D( 

cx+by:bc. Du vergalijking v~n DE zij Y=P, dus n~ anijding vindt 
r:i,ptisi:),C ,p) 1 E( bc~bp ,p). D(: ver~elijkingen vP.n .i~ reap. BD luidan 

Y-= po (x+nh - pc (x-b). 
bo-bp+oo ~p-ac-cb 

Elim1n~.t vP.n de pi:-.r,:).meter p hit,I'lJ.1t lev(;rt one direct 

....i"\ X .. . l - 1 
7 """"' J J ('b-a~ + o - · 
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Ol?S, 1. Vot-klA.e.r het optreden VP.Jl y=O en bewije meetk.undig de juistbeid 
der P..ndere gevonden vorgolijking. 
OJ?S• 2 .. :Sepr.~1 de m.p. dcr middens dcr koordon ven de cirltel x2+y2:::e.2 , 
welke gnr.n door het punt (b,O). 
Meo vindt beb~ive x=b als m.p. de cirkel x2+y 2-bx=O. In bet gevel dat 
b .> e. oa de.t men sleohta op roele pu.nten ( •oohte koorden") let, treedt 
sleohta het.gedeelte vcn de cirkel x2+y 2-bx=O, dat bi.nnen de cirkel 
x2+y2=a2 ligt 1 ale m.p. op; het overige gedeolte noemt men d~..n pP..rasi­
tisch. 
Qpg. 3. Bepe~l de meetkundige pleats der snijpunten der diagon~len 
der reohthoeken PQRS beeohreven in een gegeven driehoek J~C, war..rbij 
PQ op AB ligt en Ren S reap. op BC en JJ.O liggen. 
Opg. 4. Door de punten A(a,O) en B(O,b) trekt men loodlijnen kP,BQ op 
een vere.nderlijke reohte door o. Bepael de m.p. van bet midden van PQ. 
Soms kan men de m.p. gemakkelijk bapalen door invoeren van meer parame­
ters welke dan uit &en voldoende aa.ntal betrekkingen dienen te worden 
geelimineerd. 

Zij b.v. gBvr~e.gd de m.p. van de middens der koorden LB door een 
cirkel, die ge~t door Oen een vast punt P(p,q), afgesneden van de assen. 

Zij zo •n cirkel x2+y2+e.x+by=O. Dner P or op ligt heeft men 
p2+<?+np+bq=O. 

Verder vindt mon voor A (b.v. op de x-n.s gelegen) ale coordinaten 
(-a,O) en voor B(O,-b), du.a voor M heeft men 

a. b 
X=- ~ ' Y=- ~ • 

lien eliminero du.s e. en b uit 
2 2 n. b 

p +q +o.p+bq=O ; xo:- ~ J Y=- ~ 

en vindt direct 

2Px+2QJ'=P2+q2 

voor de vergelijki.cg der m.p. 
Opg .. 5. Bepael de m.p. der middens der ltoorden van de parabool y 2=2px, 
welke door bet brandpu.nt gr.an. 
Opg. 6. Vnn een reohthoekig trapeziUI.t is de reohthoekszijde gege,en. 
Bepnel de m.p. v~..n bet snijpunt der di~.gonalen ala bet produot der even­
wijdige zijden constant is. 
Opg. 7~ Jen rechthoak .I.BCD heeft een oonet~nte omtrek. Hot hoekpunt ~ 
ligt vr~t, Ben D bewegen zioh over twee vaate loodreohte rechten die 
door A gr.an. Bepan.l de m.p. van het anijpunt van BC en de loodlij.a uit 
A op de diAB,onr.al BD .. 
Sou kP.n men direot de betrekking tuseen de co8rdinaten van een will~ 
1tev1g punt ve.o een m.p. bepalen zonder parameters in te voeren,. 
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Z.!j gevr~r>.gd. de m.p. der puoton, "'E,\':"1.rven de afstanden tot twee gegeven 
punt~n eon oonetante verhouding (k) hebben. 
Xiea bet asaenstelsel ZOt dat de gegeven punten zijn E(-o,O) en J(o,O). 
Toor een willakeurig punt P{x,y) der m.p. heeft men dan 

Vcx+e) 2+.,2 = k vG~> 2+,2, 

ttearuit na herleiding volgt x2+y2+2o 
2 

1+k x+o2=0.(Cirkel van Apollonius). 
1-k:2 ' 

g;eg. a. Ga ook bet geval k=1 ne. 
Opg. 2• Bepeal de m.p. der pu.ntan w~r..rvan d& P..fstand tot de basis van 
een gelijkbenige driehoek middenave~redig is tuasen de efste.nden tot 
de benen. 
Ope;. 10. Bepaal de at.p. d.er punten wP...arva.n de som der quadra.ten der 
a.tatanden tot de hoekpunten v~n een gegeven drieboek constnnt is. 
Opg. 11. Gegeven 1a een punt P(p,q). Een willekeurige reohte door P 
anijdt de ooordina.atassen in A en B. Op KB bepe.alt men een punt Q zo­
de.nig dat PA=QB ia. Bepael de m.p. ven Q ale die reohte om P draait. 
Opg. 12. De pU!'lton A. en B liggen zo op de parabool 12=2px, dat hoelt 
AO» reobt ie. Bepaal de m.p. VP..n bet vierde hoekpunt C van de reoht­
hoek /iOBC als 04 om O draait. 
Opg. 13. Gegevon is 6~n cirkel e~ een punt P erbuiton. Door P trekt 
men een recbte die de cirkel o.~. ink snijdt. Op AP bEpaalt men een 
punt Q zodenig dRt 4,P.~Q conetr.nt is. Bep~al de m.p. van Q ala /;p om 
P drc.e.it. 

§ 14. n~ kegelsncden. 

Wij besobouwen thnoa nogmP.a.ls de algemene vergelijking van de twee­
de grand, die '1ij schrijven in de g€de.ante 

( ) 2 · 2 
!' ,X;Y = e.11x +2a12'.XY+822' +P'3.,iX½~23,Y+l!.:u,=O. 

De anijpunten met de one1genlijlte reohte wordeb ne:ee.ald door 
a11x2+2a.,~+822'2:0, dus deze zijn reeel veraoh~llend, r~el samenval• 
lend of toegavoegd complex al naar d~ disor. a12 -a11a22 van ~,~e kwa­
dratieobe u.itdrukking positief, nul or negatief is. Yij beeohouwen ~. 
determinant 

8 11 e.12 8 13 
821 e.22 8.23 

8.31 &32 8 33 

. 
(hicri.n veret~&t men onder n21 hetzelfde a.ls 
a12en verder is a31 =a131 a32=a.23). 

ep merlten op da.t de besebouwde d1sorimilmnt juiat gelijk 1.a 88D de m.1-

: DOr .&33• 
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Wenat men de vergc:lijking door transform.a.tie v~n bet asaena.telael 
in eun eenvoudiger gedae,0te te brengan, dan kl.:"..n men beginnen met bet 
assenstelsel zo tE: verachuiven 1 dat do oorsprong in bet middelpunt 
(x0 ,y0 ) voo de kromme (indiea deze elthe.ns een middelpunt bezit) komt 
te liggen, d .. w.z. dat de tcrmen VP.n de otJrste grae.d in x en y in de ver­
gclijking ontbrekon. De vcrschuiving had ·zo 0 1a wij vroeger (zie § 5) 
zP.gen, de gedAP.nte 

x=xt+xo; Y=Y'+Yo' 

w2.arbij :x:0 en y O bepc:r,ld worde.n door 

j a11 xo +a1 'zY o +a1 3 =O 

{ 8 21 XO +a.2~ 0 +a23 =() 

Wij merken nog op det men deze vergelijkingen ook wel ke..n schrtj~en in 
de gedeante ll =O I t-Yf =O. Het etelsel is oploabae.r a.ls de ooef'fi-

?iXo 'J o 
oientendeterminant, welke juist gelijk is aan A33 , ongelijk is aa.n nul .. 
Is :..33=0 dr.n heeft de kromme slechta da.n een m.iddelpunt ( maar dan ook 
oneindig vele) ala ook 

·1 a.11 a.1 3 \ = 0, d. w. z • A12= 0. 
a21 a.23 

De vergelijking der kromme is d~.n te hcrleiden tot 
2 2 2 2 

411 x +2a11a12xy+a12 y +2n.11a13x+2a12a13Y+a11a33=0, 

dus 

( a11x+a12Y+<ll1) ( n11x+a12-1+'~2) =O' 

wae.rin :.:<1 en i)'. 2 de w ortcls zijn der vergelij king ,-::i?+a13,x +a11 a33=0. 
Ken krijgt twee evenwijdige (of aamenvellende; dit treedt op ala ook 
a.132=a.11 a.33' in welk gevP,l de me.trix /l a 1 j f , zoals men gemakkelijk. 
inziet, do rf'..ng 1 bezit) reohten. 

Opg. ~. Verklee.r hoc men ar>..,n deze figuur oneindig vecl middelpunten 

ka.n toekennen. 
Het geval Ji.33=0; li.1,j: 0 levart geen (e1genlijk) middelpunt op. Het heeft 
geen zin van orrnigsnlijke middelpunten te epreken. O.cder d1t gevP..l vo.lt 
ook do kromme met e.11 ==a12::::a22=0; a13 of a.23;i O, zodat men de.n twee recb­
ten vindt, wne.rvan er een oneigenlijk is. Zijn a13 en a23 beide nul, 
dnn bee.ft I a1J J weer de rr_ng 1 en krijgt men de dubbelgetelde oneige.n­
lijke rechte. Wij gA.an nu .nog even na wanneer de kromme ontbindbaar is. 
Ken heeft dnn hatzij twee alk~.r in het eindige enijdemle rechten, of 
twee rechten we~rvan er een onoigenlijk iet of twee evenwi.jdige of twee 
sam.envellende reohten. In hat tweeds., derde en vierde gevr\l, dat wij 

rec.de beachou.wden, is et-0. 'iij tonen aan dat aat oolt in bet eerste geval 
zo 1e. ,zij nl. (x0 ,y0 ) bet so1jpunt der rochten, waaruit de kr<>mm• bestaat. 
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~at dezo resp. richtin.gacoofficic;ntcn m1 en m2 hebber.i dP..n heeft de 
kromme tot vorgelijking op hE1t sti:;;lsel met (:x0 ,y0 ) tot oorsprong 

_J 2 2 ' ' t 2_j\ a.11 ;1.: + a.1 2:x: y +a22Y =v 

vmari.a m1 en m2 de, wort&ls der ViE;rkentsvE.rgelijking 

2 
a22m +2a12m+a11::::0 

zijn. Nu vonden wij in§ 5 (en in verband met§ 6, opg. 5) dat na die 
verschuivi..ng da kromme de vergelijking 

(1) a :x:• 2+2a DC'y'+a -v• 2+ -r!L. =O 11 12 2e ~33 

bezat. Wij zien dus det ook in het bsschouwde gev:al geldt a=O. 
De gevonden resulte.ten va.tten wij samen: 
1 °: Rang fl a1 . 1/ is gelij k aan 3. Men krij gt eon kromme, die niet ui t 

J h~! ) rtchten bestaP_t (of 1 zoals men dat noemt,~gedegenereerd of ontaard is. 
2°: Rang J!n1 j/l is 2. Men krijgt twE;e verschillendo rechten. Hen kan 
bet aseenstelsel zo transform"'l'en dat de kromme tot vcrgelijking krijgt 
x2-y2=0 of x2+y2=0. Is 1133=0 den lopon ze evenwijdig of een van ben is 
oneigenlijk .. Men kan het e.ssenstclael zo transformeren dat de kromme 
tot vergelijking krijgt x2-1:::.0 of x:2+1==0 resp. x=O. 

3°: Re.ng itaijft ia 1. Men kri;jgt tweo al of niet onc;igenlijke samen­
vallende rechten, die wij de vergelijking x2=0 resp. z2=0 kunnen laten 
krijgen. 
Rest one nog het geval 1° ta behandel€n, waarbij de krornme de vergelij­
king 

,2 2 , , ,2 '-" 
6 11:x: + a12x Y +a22Y +a33 -v 

bezat mat 
a33 •= C (wearin aA33; O). 

33 
Wij vonden vrooger ( § 5) dat dc.:or een draaiing over een boek :x:. met 

2a 
"1q ~I:.'. = 12 de kromme de gedaanti:::: 
0 a11-e.22 

kreeg, waarin 
2 

a11 • +a22' = a11 +a.22i e..; 1 n' 2:t 8 11 a22-a12 "' 

De nieuwe coeffioienten a 11 • en a 22 1 zijn due direct 

tels van de vierkantsvergelijking 
2 . 2 

8 -(a11+a22> a+a.11a.22-a12 =O' 

'Welke wij sohrijven in de gedaante 

'· 
8 1· 1-s a12 l =O. 1 a 12 a2:2'"'8 I 

vinden a.le wor-
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Wij krijg€;n eon 0llips ala ~i11 • en a 22 ' hotzelfde teken hebben en a.33 • 
een hie:raan tegcngesteld tekEin. H€bben deze 3 oooffiei~nten alle het­
zelfde teken, dan krijgt men een imagine.ire ellips (zgn. nuldelige 
kegelanede). Deze gevallen tred€-.n op bij e.11 'a22 • > 0, dus A33 > 0 ~ 
Bij 1a.33 < 0 danrentegen hebben a 11 • en u22 ' verschillend taken on ltrijgt 
men een hyperbool. 

'l'enalotte m.erkan wij op dat door verschuivingen en draaiiI1Ben de 
uitdrukkingen a, Ji.33 en a 11 +a22 ongewijzigd blijven. Behalve door uit­

q_ij .feren is dit direct in te zien, gelet op dG bete;kenis vr,n a=O, en, 
wat betraft A33 en a11 +a22 , blijk.t dit o.a. uit het fcit dat dcze groot­
heden resp. het product en de som der grootheden a11 • en a22 • zijn, wel­
ke direct met de aslengten der kegelsnede samenhangen. 

Wij laten nu zien dat een aantal der beachouwde kegelsneden hun 
nat>m ten rechte dragen d.w .. z. dat zij els doorsnijdingen van een plat 
vlak en eon omv:ontelingskegel kunm::n worden verkregen .. 

Een re.akvlak a.r.m een kEigel gecft ala doorsnijding twee sEtmengeval­

lon rechten, to~vijl een vlc.k d,:or de top, 1at de kegel snijdt, ala door­

snijding twee reohten gt.eft. Later zal blijk~m dat een vla.k. door de top," 
dat de kegel verder niet (raeel) snijdt een dooranijdings.figuur van 

twee toegevoegd com.ploxe rechten oplevert. 
Wij beschouwen nu een vlak V dat niet door de top T van de kegel 

gaat en een hoE:k met de as maskt, die groter is dan do halve tophoek 
van de kegel en geven het bewijs van Dandelin dat hierbij een ellips 
ala doorsnijdingafiguur optreedt. :}:" 

Bepaal de twee, <le kegclman- / 1 \ 

I ' tel volgena aen oirkel rakende bol-
len, die V resp. in E en F rak.en. 
Een willC::,keurig punt :P van de: door-
snijdingsfiguur hebft de eigensch~p 
PF:::.PG(G op TP en op de bol die Vin 
E re.a.kt;. im:m.ers twee raaklijnen uit 
P aan eenzelfde bol zijn even lang) 
en PE:;PH (H op TP en op de andere 
bol}, dus PE+PF=PG+PHaGH. De lengte 

van GH ie onafhankelijk van de keuze 
van het punt P, en wel GH:=CJ"=BF+BE= 
::il\ f+AF=lu3. Da d ooran ij d ingskromme 

voldoot dus ecn PE+PF=l...B en is dua 
ee.in ellips brandpunten in E en F. 

:' \ 
' \ 

,\ ,• ,• / 
- ... ...I ' 

-~/ ,I ~ 
F tt~' -

/ . , l,,~ I ~ ,{~·: _'-,/:' ·- . , I "'#,I' . ......,.,~ .... 

'r:: ./ .~..,,,--/ «;--:::::.. / -...__, 

)/_~~-:-__ \ __ ~~~: ' 
/~--- .. -

1' ,, 

I 
I 

I 

Wij leiden uit figuur nog ecn aigtrnachap a! .. Last bet vlak V het 

vl&k van de, oirkeltGC anijden volg~ila een reobte d. Dan is d lABT want 
d1t is het geval met V en vlek:tGC, dua d l L.B. Trek PP' in V loodr{X)ht 

4. is Pl>'tPJ.r.PP':PG. Zij P1 project vsaP op .&:Ben laat hilt 
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vlak door P evonwijdig met vleJc GC de beschrijvende TJ snijden in K. 

Dan bee.ft men PP':PG=P1S:KC=illS:BC=.i.S:JJ):(i..S-BS):(JJl-BC)=J~~EF, du.a 

PP':PF:::JJ3:Ef, d.w.z. de afstE<.nder~ van ee.n punt der ellipa tot een brand­

punt en eBn richtlijn verhouden zich ala de brandpuntsafstand en de la.n­
ge a.a. 

Kiest men bet vlak V evenwijdig met een beschrijvende 11!, dan bljjft 
de a.fleiding PP' :PF=PP' :PG=P 1s:KC=BS ;cs gelden en wegens BS=CS viodt 
men PP'=PF, zodat de doorsnijding een parabool is met F tot brandpuot. 
Op analogc wijze blijkt de doorsnijding van de kegel en een vlak niet 
door de top, det met de kegelas een hoek meakt, die kleiner is dan de 
halve topboek van de kegel, een bypt:rbool op te loveren. Wij merken nog 
op dat de verhouding PF:PP' bij do ellips gelijk is aan c:a hetgeen men 
wel de excentriciteit e der ellips noemt, dus PF <PF' (vandaar de naam. 
ellips; t~A £1 m:.u = tekort schieten); 
bij de paraboal gelijk is aan 1 ( 'ht.:1f0i.~";'i11w = gelijk zijn aan) 

bij dE. hyperbool gelijk is aan c:a. (hetgeen men we.,er de excentriciteit 
e noEJmt), welke verhm:i.ding nu > 1 ia ( 0nrfPo.:A /iv} = overtrsffen). 

Opg. 2. Bepaa.l de meetkundigo plaats der toppen T der omwentelingske­

gela, die cen gegevBn vlak V volgcns een gegeven ellips snijden. 
Wij leiden nog even in poolcoordinaten de verg. der 3 beschouwde 

I 
kegelsoeden af. Kies de poolas door het 
brandpunt Fen loodreoht op de bij F be-
horende richtlijn i. Dan heeft men voor 
een punt P(r,b.) der kegelsnede r=PF=e.PP'= 

I 
=e(d+r oosf ), du.a 

de 
r::::: "' • ,-e COS<p 

,-

-,/ 1-' ---✓-.. --; 'P 

C ;\'' 

Deze vergelijking atelt de 3 kegels.neden tegelijkertijd voor. Is e > 1 

da.n bestaan er twee richtingen<r• met e cos9 ,=1, dus de kromme bezit twee 
oneigenlijke punten; is e=1, dan heeft de krornme juist een oneigenlijk 
punt 7 bepaald door cos</=1, dus <p=O, a.us di t punt ls het onaigenlijke 
J)unt der I:-ae. Vo0r e ~ 1 is er gc0n (reele) hot::kq> met e cos<p =1, dus 
de k.romma betit geen reele oneigenlijke punten. 

lfij zetten nag 1::ven de gevond~n vergelijking om in 1:::en met reoht­
hoekige ooordinntt:n en vinden dan 

:ic2+y2:::(.:2(d+x) 2' 

due 
de 2 2 2 

{x- ~) + ,y~ -
1-e 1-e 

derhalve krijgcn wij bij e < 1 de de eea cllipe met assan a 2 an b-=v:•• 2, 
1-a 1-e 

do2 
dus o= --x en met m1ddalpunt (c, 

1-ec:: 
) .. 
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Qpg. 3. Herleid in de gevallen e=1 en e > 1 de gBvonden poolvergelij­
king tot de2beke~de vcrgelijkingen van parabool en hyp0rbool. 

De ellips ~ + ~= 1 is in verbam1 te brengen met de hoofdcirkel 1 :x:2+y2= 
a. b 

= ·a2 • Bij een willekourig punt ( a coacp , b sin<.p) der ellips beschou-
wen we het punt (a cosq;i, a sin<p) van de hoofdcirk€l en merken dat men 
uit G,;n punt (x,y) van die cirkel het bijbehorende punt (x' ,y 1 ) der 
ellips direct vindt door de transformatie x'=x; y'= i y. Deze transfor­
matie is niet als een verpls.atsing (verschuiving of • .:draaiing) op te 

vatten. Het is een dilatatie in een bepaalde richting. Door deze trans­

formatia gaat de cirkel x2+y2=n2 ovsr in d0 ollips 2'~+ ~ =1, waaruit 
a b 

men kan afleiden dat de oppervlnkte der ellips gelijk is a~n ~ TT a 2=Ti ab. 
Onderwerpt men het gehele platte vlak P.an dezE- transformaties dan 

ge.an punt0n in punten en rechten in rechten over. Slechta ieder punt 
van de X-as blijft op zijn plaats. Dit leert ons hoe een raaklijn £an 
een ellips te treklcen in 8on punt P' der ellips. J3eschouw , di t punt 

P' nls het getransformcerde ve,n een punt P aan de hoofdcirkel; trek de 

raaklijn in P aan die cirkel, die de X-as in S snijdt. Dan is P'S de 
raaklijn in p• aan de ellips. 
Opg. 4. Construeer de raaklijn&n uit -e"'n punt op een 
dergelijke wijze. 

Beschouwen we de constructie der raak­
lijn in P' a.an de ellips nader. Zij 
P 1 (a coscp , b sincp), dus ____ S 

P{ a cos ·f , 
1
a sin cp), dus OS= c~s ff • 

Men heeft PE= a+c coscp ; FF=a-c cos(f, ·1 

dus :PE:PF=( 0 a + o):( aos - .o)=(OS+OE):(OS-OF)=-ES:FS, dua S li.gt op 
C sq, . C q> 

de buitcnbiseatrix van [KP' F. 
Dit resultaDt is ook anders in te zien. Kies G willekeurig op de 

buitenbisectrix van die hoek EP•F. Maak BJ?':::F:E'(H op KP'). Dan is voor 
ecn willekeurig van P'- verschillend punt Q van die buitenbiseotrix 
QH=QF, dus QE+QF=QE+QH > EH=EP' +J?' H=EP 1 +P' F=2a, dus QE+QF > 2a voor alle 
punten Q/;P' van die buitcnbisectrix. Deze bevat dus slechts een punt 

(nl. P') dat op de ellips ligt en rae.kt dcrhalve a!?.'.n de ellips. 
q~g. 5. Bewijs ecn overeenkomstige eigenschap voor de raaklijn in ~en 

punt aa.n een hyperbool. 
0Eg· 6, De raaklijn in een punt P van een parabool halveert de hoek 
tussen de v0rbindingsrechte van Pen het br?tndpunt en de rechte door P 

evenwijdig aan de as. x2 ~ 

Evenals bij de cirk~l kunnen wij bij de ellips ~ + ~2= 1 de ver­
a b 

gelijking der raaklijn met gegeven richting bepalen en vinden dan 

3-::. mx± V:,2m2+b2 • 

:Sij de hyperbool ~ - 5 = 1 vindt men y=mx ± Va2m2-b 2 en bij de para-
a o . 



bool y2=21)x vindt men y=m.x+J • 
O;g5. 7, Bewijs daze formulea. 
Opg~ e. Twee loodrecht op elkaar staande raaklijnen van een para.bool 
snijden elkaar op de richtl:Ljn. Bij de beschouwde ellipsen anijden zij 
elkaar op de cirkel x2+y 2=a2h 2 (orthoptische cirkel of·c1rkel van Monge). 
Evenals bij de oirkel kan men de vergelijking der raaklijn in een punt 
( . . x2 yg_ . · · xxo Un 

x0 ,y 0} van de ellips a2' + ·oZ =1 bepP.len en vindt da.n az- + ~ =1. 
Ligt (x0 ,y0 ) niet op de ellips dan geeft deze lineaire vergel~jking 
ons weer de raakkoorde. 
Opg. ~. Bewije deze twee eigenschappen. 

Men noemt de rechte ~~+ ~= 1 de poolijn van een punt (x0 ,y0 ) on-
a b 

geacht de ligging van dit punt t.o.v. de ellips. Het punt heet de pool 
dier rechte. Men heeft weer: De maetkundige plaats der punten,die op 
hun eigen poollijn ten opzicht van een ellips liggen. is de ellips zeJ. ... 
ve. De rechten die door bun eigen pool gaan zijn de raaklijnen aan de­
ze ellips,. 

Verder heeft men: ligt l? op de poollijn van een punt Q, dan ligt 
,Q op de poollijn van P~ 
Opg. 10. Bewijs ook deze eigenschappen. 
Twee punten noemt men poolverwant, als ze op elkaars poollijn liggen. 
Twee reohten heten poolverwant, als ze elkaara pool bevatten. 
Tenslott€ heeft men Weer de eigenschappen: 

Twee poolverwante punten 1.iggen harmonisch met de snijpunten van 
hun verbindingalijn met de ellips. 

Twee poolverwante rechten liggen harmonisch met de raaklijnen uit· 
bun snijpunt a.an de ellips. 
Opg. 11. Bewij~ deze eigenschappen. 

De gehele pooltheorie der ellips levert ons meteen de analoge pool­
theorie der hyperbool door overal b 2 door -b 2 te vervangen. Ook voor de 
parabool geldt de pooltheorie. Het uitgangspunt hiervan vindt men door 
bij de parabool y 2=2px de raaklijn in een punt- (~0 ,y0 ) te bepalen, waar'."'" 
voor men vindt 

yy 0=p(x+x0 ). 

Opg. 1g. Bewijs dit. 
QES· 13. De pool der oneigeolijke rechte ten opzichte van een ellips 
of hyperbool is ztjn middelpunt. 
Opg. 14. Brandpunt en bijbehorende richtlijn bij ellips, hyperbool of 
parabool zijn poolverwant. 

Wij voeren verder nog in het begrip toegevoegde middellijnen bij 
ellips en hyperbool. ,, 

Beschouw een etel evenwijdige rechten y=mx+n, allen met dezelfde 
door m bepaalde richting en verschillende n. Wij vragen naar de meet-

, . ~ ~ 

·-k~ndige -plaata der middens van de koorden die zij van de ellips ~•~=, 
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De uiteinden van deze koorden vindt men ala snijpunten van reohte 
en ellips. Hun x-coordinaten x1 en x2 voldoen dus aan 

. ~ +•(mx+n) 2 =1 dus (a2m2+b 2)x2+2a2nmx+a2n2~a2b 2= O. 
a~ b 2 

De· x-coordinaat 
a2mn t . ·1 = - 2 2 2' erwiJ 
am +b 

X1+X2 
vaa het midden dier koorde is dus X- 2 - = 

de bijbehorende y-coordinaat van dit midden voldoet 
,. 

aan y=mx+n. De m.p. v~ het gezochte midden vindt men na eliminatie van 
n waarna men krijgt 

b2 
Y= - ~ x. 

a. m b2 
Het is dus e.en reohte y·=m' x door de oorsprong met m' = - ~ • Gaat men 

omgekeerd uit van een stel rechten lilet richtingscoefficient m' dan vindt 
men voor de meetkundige plaats der middens van de door afgesneden koor-
den 

b2 
Y= - ~ X= mx, dus men vindt 

a7Il' 
de middellijn, die tot de eerste 

groep koorden behoorde, 
Twee midd.ellijnen y:::mx 

b2 
en y=m'x die voldoen aan mm'= - ~ noemt men toe-

a 
gevoegd. 
Opp;. 15. Een middellijn .val t met zij n toegevoegde samen ala deze aan de 
ellips·raakt. 
Ops. 16. De raaklijn in een punt P van een ellips loopt evenwijdig aan 
de aan OP toegevoegde mildellijn. 

Bij de toegevoegde middellijnen gelden de stellingen van Apollonius. 
Beschouw de 4 uiteinden P1(x1 ,y1) (1=1,2,3,4) van twee toegevoeg­

de middellijnen. Men tekene in de punten P1 de raaklijnen aan de ellips, 
welke een ongesohreven parallelogram vormen. De stellingen van Apollo­
nius zeggen nu dat voor alle dergelijke parallelogram.men de oppervlak-. 
ten en ook de som der quadraten 
~ewijs: Beschouw de matrix 

II? ~ 
x2 Y2 
a- o 

der zijdelengten constant zijn. 

X 2 Y12 x22 Y22 
Daar P1 en P2 op de ellips liggen, heeft men++ -::-T =1 ; -z + ::z=1, 

a b a. b 

en daar OP1 en OP2 toegevoegde middellijnen zijn, heeft men 

Y 1 Y 2 b 2 x1 x2 Y 1 Y 2 
- • - = - - 2 , due - • ~ ,t:"- ~ - O x1 ;x:2 a a . a u • o - • 

De besohouwde matrix is dus orthogonaal, waaruit volgt 
X2 X 2 y 2 y 2 

1 2 1 · 2 2 2 2 2 7 + 7 = 1 I ·b2 + ~ = 1, dua OP 1 +O:P 2 = a. +b , zodat de som 
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der quadraten der zijdelensten van bet omgesch.reven parallelogram. ge­
lijk is aen ea2+8b2, terwijl de oppervlak.te ervan gelijk is aan de ab­

solute waerde van 

4 I X1 y 1 I :4a.b I ? 
X2 12 ~ -a. 

~ l , dus gelijk 
12 
'o 

is a.an 4ab, want 

de waarde van een orthogonale determinant is± 1. 
De gehele theorie geldt m.m. ook voor hyperbolen. Men kan eohter 

daarbij niet spraken van de 4 punton Pi' aa.ngezien het zo is dat ale 
een middellijn de hyperbool 1 -5 =1 in P1 en P3 snijdt, de snijpun-

a b 
ten der toegevoegde mi,ldellijn met de hyperbool imaginair zijn. Om aen 

reeie stalling te krijgen, tekene men ook de toegevoegde hyperbool 
x2 ~ 
~ - ::-2· = -1 en vinde P2 en P4 ale snijpunten der tweede middellijn met 
a b 
deze hyperbool. 

· Bij de parsbool 1 2= 2Px gelden geen stellingen van Apolloniua. 
Wal ia de meetku.ndige pla.ats der middens van evenwijdige koorden 
(y=mx+n) weer een rechte, wasrvoor men vindt 1= i. 
Opg. 17. Bewije dit. 
ppg. 18. Toegevoegde middellijnan van ellips ot eyparbool zijn poolver­
want. 
Qpg. 19. Bij de parabool y 2=2Px zijn de rechten y::::mx+n en 1= ~ pool­
verwa.nt. 
ORS• 20. De assen van een ellipa of hyperbool zijn te beechouwen ale 

' loodrecht op elkaar staande toegevoegde middellijnen. 
02g. 21. De raaklijnen in twee pu.nton P1 en P2 van een parabool enij­
den elkaar in een punt P. Het midden van P1P2 zij M. Bewijs dat PM 
evenwijdig a.an de as der parabool is en dat het snijpunt N van PK met 
de parabool het midden is van PM. Deze e:igenschap is door Apollonius 
geb:ruikt om te bewijzen dat de oppcrvlakte van het parabooleegment 
P1HP2'4P1 gelijk ie aan foppCJl'P1P2 • 
2RS• 22. Bepa.al de top van de parabool 9x2-12:x,y+4y2-3ox-4y-2.i::O. 

§ 15. Verdere eigenachappen van kegelaneden. 

Reeds vroeger merkten wij op, dat een kegelsnede, aangezien deze 
Yoorgesteld wordt door esn vergelijking met 6 bomogene ooeffioienten, 
door 5 punten bepaald is. De vergelijki.Jlg v.an de kegels.oede door 5 pun­

tan P1{x1,11)(1•1t2,3,4,5) luidt 
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x2 xy y 2~ 
X y 1 

X 2 x1y1 Y1 
2 

x1 Y1 1 
1 

2 
X2Y2 Y2 

2 
x2 Y2 1 x2 

= 0 
2 

Y3 
2 ..,.. Y3 1 

X3 X3Y3 =3 
2 

X4 X4Y4 Y4 
2 

X4 Y4 1 

·2 
. X:5 X5Y5 Y5 

2 
X5 Y5 1 

Een analoge relatie is op te schrijven in homogene coordinaten, waartoe 
. 1>1.Wd e,_1-)..., • 

men moet overgaan, ala o.a. onder de gegevenroneigenlijke voorkomen. 
De eerste rij der determinant lu.idt dan x2 xy y 2 xz yz z 2 . 

Het gaan door een punt legt aan de coefficienten van een kegel­
snede een lineaire voorwaarde op. Men drukt dit uit door te zeggen 
dat het gaan door een punt aan een kegelanede e~n enkelvoudige voorv{aar­
de oplegt. Er zijn natuurlijk andere enkelvoudige lineaire voorwaarden 
aan een kegelsnede op te legge.n, waarvan wij bv. noemen het geven van 
een asymtotische richting (hetgeen in feite neerkomt op het geven van 
een oneigenlijk punt) of van een asrichting. 
OJ28. 1· Bepaal de relatie waaraan de coefficienten hebben te voldoen 
opdat de kegelsnede een asrichtin~ y=mx bezitte .• 

Een hyperbool van het type¾ - ½- = 1 heet een gelijkzijdige 
. a a 

hyperbool. Vlij bew:e zen dat bij verschuiving en draaiing de s◊m der co-

efficienten a11 en a 22 van de kegelsnedevergelijking constant is; bij 
de hyperbool x2-y2= a2 is deze som gelijk aan nul, dus dat is ook het 
ge_val met a 11 +a22 bij de vergelijking der orthogonale hyperbool op een 
willekeurig assenstelsel. De eis, dat een kegelsnode een orthogonale 
hyperbool is, is dus een lineaire enkeltJ01.1dige vooryvaarda. 
◊Eg. 2. De eis dat een kegelsnede een parabool is, is een quadratische 
enkelvoudige voorwa2rde in de coefficienten. 
Opg. 3. Onderzoek de eis dat een kegelsnede ontaard is. 

Aangezien door 5 lineaire enkelvoudige voorwaarden Ben kegelsnede 
bepaald is 1 bestaan er oneindig veel kegelsneden, die aan 4 lineaire 
enkelvoudige voorwaarden voldoen. Deze verzame1ing kegelsneden bestu­
deren wij thans nader. 

De 6 homogene coefficienten voldoon dus aan 4 homogene lineaire 
betrekkingen, zodat elke coefficient aij een vast lineair compositium 
',\ aij+ l'- aij is van twee oplossingen ( a11 ' , ••• , a33 ') en ( a11 ", ••• , a33 "') 

van ons stelscl vergelijkingen, welkE; twee kegelsneden r-::' en k. tt bepalen. 
Wij kunnen dus voor een vrillekeurige kegelsnede K van onze verzameling 
schrijven I(= Ah-'+ ,.Mk". Zijn K1 , K 2 en k 3 drie -willekeurige verschil­
lande kegelsneden van onze verzameling dan bestaan er getallen ~en~ 

zodanig dat k1= rk 2+ 1Tk:3 • Immers v-1ij bewezen het bestaan van 6 getallen 
) 1 ,;ttt- 1 ; i\2 ,~; ?-3 ,),(3 , zodanig dat k:1= 11 K1 +;«1 ktt; k 2= 1i 2k1 +p. 2 k••; 
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1' 3= 'A3 k:" '+ )A-3 kn; waaruit dan na enige 
' . . f).._,,«..2 K = pt( + o-k met p= 1,_jJ_ ; u= --- . 

1 \. 2 3 .. \ . ( /\_;U ) 23 (°AA) 23 

herleiding volgt 

. (AJA 221 

OJ2g.- -\· Waarom mag men onderstellen ( ty-A-) 23/: O? 
Wij nocmen de verzameling der kegelsneden/(1 met 

K1 = rk- 2+ fl"t'\3, 
wa~;rin K2 en ½ gegeven kegelsneden zijn en de parameters fen o'willekeu­
rig zijn, ee-n bundel. Een bundel kegelsnede.n wordt dus door twee exempla­
ren, welke men de basisexem!)laren noemt, bepaald •· De verzameling der 
kegelsneden, die a.an 4 lineaire enkelvoudige voorwaarden voldoen, is 
dus een bundel. In het bijzonder is de verzameling der kegelsneden, die 
door 4 gegeven punten, welke men de basispunten noemt, gaan, een bundel. 
Snijden d8 baaisexemplaren van een bundel elkaar in 4 punten,· dan 
krijgt men omgekeerd een bundel met 4 basispunten. Het is echter moge­
lijk dat de basisexemplaren minder dan 4 punten gemeen hebben. Zo heeft 
b.v. de bundel kegelsneden (bestaande uit concentrische cirkele) · 
11 (~2+y2)+_,,uz2::.0 slechts twee basispunten (1,i,O) en (1,-i,O). Uit het 

bovenstaande blijkt voorts: Hebben iwee kegelsneden vier snijpu.nten,dan 
is iedere kegelsnede die door die 4 punten gaat een exemplaar van de 
bundel, die door die twee kegelsneden wordt bepaald. 

Wordt b. v. gevraagd de vergelijking van de parabool te bepalen_, die 
door de snijpunten d~r kegelsncden sx2+2y2= 10 en Y..Y= 1+x gaat, da.n 
merken wij op dat deze parabool een vergelijking moet bezitten van de 
ged~ante 

t\ (sx2+2y 2-10)+_)--l (xy-1-x)= O 

en.) opdat dit een parabool zij-> kieze men-;\ en;..t zo dat 

}(. 2-64 t\ 2=0, 

dus 

µ = ± 8~ , waarna men vindt 

8x2 ± 8xy+2y2-10+ Bx+ 8= O, 

zodat de gezochte parabolen zijn 

ax2+8xy+2y2-sx-18=0 
sx2-sxy~2y2+sx-2 =O. 

Wij merken nog op dat in een bundol in bet algemeen 3 ontaa.rde 
exemplaren optreden, want opdat een kegelsnede (waarbij in de verg. van 

K1 enK 2 de coefficienten a 1j resp. bij opt:rrnden)f( =')..k1+p.K 2 
van de bundel ontaard zij1 is nodig en voldoende 
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" 8 11 + fl b 11 J\ a.12+ ,Mb 12 '\a13+_}'-.b13 

/\a21+f'·b21 Aa22+ ,Mb22 "~ a23+,A,t. b23 =O, 

).a31+,,..V-:b31 ia32+ fa. b32 Aa33+ .. M b33 

hetgeen een cubisch~ ·vergelijking in ~ ~ op.levert, welke in het a.~ge­
meen. 3 oplossingen bezit, die aanleiding geven tot 3 ontaarde kegelsne­
den. Heeft d:e bundel 4 basispu.nten A,B ,C en D dan is het duidelijk,• dat 
deze 3 ontaarde kegelsneden de lijnen paren AB, CD, AC,BD; .AD,BC z~jn. 
Omgekeerd zijn deze lijnenparen vaak- nuttig bij qet opstellen van de 

' 
vergelijking van een kegelsnede(nbundel). 

Zij gevraagd de kegelsnede, die gaat door de punten A(O,1}, B(Ot2), 
0(2,O}, D(3,0) eb 1(4,3). Men heeft voor het pa~.r AB, CD de vergelij­
king (x+y-2)(3x+y-3)::::0, de bundel op A, B, C en D heeft dus de verge­
lijking (x+y-2)(3x+y-3)+'i\xy"::(), dus opda.t een exemplaar door (4,3) gaat, 

krijgt men 5.12+12A. ~, dus -- "=-5. 
De gezochte kegelsnede hee.ft dus tot vergelijking 

3x2-xy+y2-9x-5y+6=0. 

Opg. 5. Bepaal de orthogonale hyporbool door de punten (1,2); (2,3); 
(3,1); (0,0). 
Opg • . § .• Bewija dat er in het algemeE;n een pare.bool gaat door de vier 
hoekpunten van eeo trapezium. 
Q;es •• 7 •. Ala een bundel twee orthogonale hypc,rbolen lJovat, be vat deze 
uitsluitend orthogonalt hyperbolon. 
Qpg. ~- De hoogtelijnen van t;;On driehoek ga~.n door een punt. 
'opg. 9. Bepaal de vergelijking der kegelsnede, di€ in het punt (6,0) aan 
de x-as raakt en in (0,2) aan de y-as raakt. 
Opg. 10. Door ecn punt l' van e;e,n orthogonale hyperbool trekt men twee 
loodrecbtc koorden, die de hyperbool verder in A en B enijden. Bewijs 
dat AB loodrecht staat op d~ rae.klijn in P aan de hypcrbool. 

Aangezi~n ook bij overgang van rechthoekige op scheefhoekige coor­
dil_laten een tWE.:edegraadsvorm haar grae,d behoudt, heeft E:en ellips indien 
de coordinaatassen langs twee toegevoegde middellijnen worden gelegd, 
~en VB!'gelijking van d·e tweede graad, welke echter v-rij eenvoudig is, 
eengezisn de termen met xy. met x en met y ontbreken. 

O;ps.~.1J• Bewi;Js dit. 2 2 
Derhalve bezit de ellips dan de vergelijking ~ +...Y2 =1, waarin a' an 

e1 b' 
b• de lengten der toeg&voegde middellijnen zijn. 
Q.,Eg. J2. Bewijs een nnaloge eigenschap voor de hyperbool en voor de pa-
rabool .. 
OP£•;J..J. Bo~ijs dat de snijpuntan van twee parabolon mot loodreoht op 
elkaar staand0 asrichtingen gelogen zijn op can cirkel. 
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Hoewel wij hier later op terugkomen, geven wij nog even 8.8.n hoe men 

bij de willekeurige kegelsnede K f(z)= a11 x2+~ •• +~3z 2 = 0 de poollijn 
.~an een punt P(x0 ,y0 ,z0 ) vindt. La.at Q{x1,y1,z1) een punt dier DO0llijn 
zijn, dan moeten de snijpunten s1 en s2 van PQ en K harmonisch liggen 

met P en Q. Zo 'n snijpunt S bezit• coordinaten van de gedaa.n.te 

( )x0+1Hx1 , AY0+,AA-Y1 , t\z0+)lz1) want S ligt op PQ. Daa.r Sook op K ligt 

heeft men ook 

In deze ~etrekking zijn de coef~icienten a1 j en de coordin~ten x0 ,y0 , 

z0 ,x1 ,y1 ,z1 bekend te denken en dan volgen hieruit twee waarden voor de 
v~rhouding A :,M- , die corresponderen met de 2 snijpunten van PQ en K. 
-Zea.ls wij vroeger za.gen, liggen die snijpunten harmonisch met P en Q 

als de som der verhoudingenfa, die deze punten be;;,alen, nul is, dus 

als de som der wortels van (1), opgevat als vierkantsvergelijking voor 
): gelijk a.a.n nul is, Deze vierkantsvergelijking (1) heeft de gedaante 
A A 2 + B l\}l- + C µ 2 = 0 en wij nebben dus de voorwaarde B = o. Deze voor­
waarde zegt dus dat in (1) de coef'ficient van ¥1- nul moet zijn en na 
uitoijferen vindt men daarvoor 

Deze uitdrukl;ing, die symmetrisch is i!\ de drietallen (:x:0 ,y0 ,z0 ) en 
(x1 ,y1 ,z1) is te schrijven in de gedaa.nte 

";j:t'(xo,Y o' zo) ~f(4'o,Y o'zo} df(::::o,Y o' zo) 
Xl O XO + y 1 0 :;; -- ··- + z]_ -----~-z;- --- - = 0 

of .. 

• 

Opg .. 14. Laat uit de voorlaatste betrek1.cing zien, dat c!.e m.p. der pun­
ten Q bij gegeven P, die aan de voorwaarde der harmonische ligging der·· 

4 punten :P, Q, s1 , s2 voldoen, een rechte is. 

Qpg, 15. Toon uit de gevonden resultaten nogmaals de stelling aan: 
Ligt Q op de peollijn p van P, dan ligt P OJ? a.e :.poollijn ·c!. ve.n Q. 


