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In het eerste deel van deze cursus is de projecticve meetkunde
opgebouwd van axiomatisch standpunt, Ve zijn daarbij uitgegaan van
de bekende "gewone" meetkunde van Zuclides en hebben een aantal ei-
genschappen gevonden, die bestand bleken tegen centrale projectie,

Om deze eigenschappen algemeen geldig te doen zijn, was het nodig, het
Buclidische vlak uit te breiden met oneigenlijke of "oneidig verre"
elementen.

Sommige van deze eigenschappen hebben we daarna als axioma's ge-
nomen voor de op te bouwen projecticve meetkunde. In de bekende meet-
kunde van het met oneigenlijkc elementen aangevulde Euclidische vlak
wordt aan deze axioma's dan vanzelf voldaan. De meetkunde van het
Euclidische vlak vormt c¢en model van de hier opgebouwde projectieve
meectkunde. Omdat in de meeste lecrboeken der elcmentaire Euclidische
meetkunde het leggen van ecen strenge en los van de aanschouwing
staande grondslag niet mogelijk is, hebben we hier de projectieve
meetkunde autonoom opgibouwd, er echter voor zorgend, dat de bekende
projectieve eigenschappen van het Zuclidische vlak niet verloren zijn
gegaan, Later zal blijken dat omgekeerd de Zuclidische meetkunde
streng gefundeord kan worden, door van de projecticve mectkunde uit
te¢ gaan,

Met bepzalde soorten projectiviteiten (translatics en dilataties)
hebben we bewerkingen (optellen en vermenigvuldigen) leren uitvoeren.
Daarbij bleken deze projcctiviteiten ecn commutatief lichaam L te
vormen met karakteristick £ 2, Dit lichaam L - het “grondlichaam" -
is van fundamenteecl belang voor de meetkunde. Zo is bewezen, dat de
axiomatisch opgebouwde projectieve meetkunde isomorf is met de analy-
tische projectieve meetkunde over het grondlichzam L, Het bestaan
van dit analytische model toont aan dat het stelsel axioma's niet
strijdig is.,

Opgave. Is met het bestaan van het Tuclidische model deze niet strij-
digheid van de axioma's niet reeds voldoende bewezen?

In het voorgaande werden aan I geen verdere eisen opgelegd: bi
elk commutatief lichaam met een van 2 verschillende karakteristick
behoort ecn projectieve mectkunde, Van nu af zullen we onderstellen,
det L het lichaam der complexe getallen is, in verband met de toe-
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passingen van de projectieve op de beschrijvende meetkunde beperken
we ons ook wel tot de redle getallen,.

Eveneens met het ocog op de toepassingen in de beschrijvende meet-
kunde zullen we aan constructies in de projectieve meetkunde veel aan-
dacht moeten besteden, Daar het vel tekenpapier eindige afmetingen
heeft, zullen we moeilijkheden ondervinden van lijnen, die elkaar in
punten buiten het papier (ontoegankelijke punten) snijden. We geven
daarom eerst enige constructies, die met deze moeilijkheden in ver-
band staan,

a) Een punt P te verbinden met het ontoegankelijke snijpunt van twee
lijnen 1 en m.
Oplossing.

Kies Q,Q' op m; R,R' op 1 en maak de driehoeken PQR en P'Q'R' lijn-
perspectief (as ABC = s).
PP!' = x is de gevraagde lijn.

Een bijzonder geval van deze constructie ontstaat, als we s in
het oneindige kiezen; we kunnen dan m.b.v. twec tekendrichoeken even-
wijdige lijnen trekken.



™
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b) Ten punt P te verbinden met het ontoegankelijke snijpunt ven een
lijn 1 en een ontocgankelijke lijn AB: de lijn AB is gegeven door het on
toegankelijke punt A (snijpunt van a, en a2) en het ontoegankelijke
punt B (snijpunt ven b, en bz), :

Oplossing: \\///Aéﬁxifi\‘/ ‘/
\ > 04
SN /

We construeren eerst de lin PB = b3 op de zojuist beschreven wijze;
ter besparing van het aantal lijnen is a, als perspectief as van de
driehoeken PQR en P'Q'R' genomen,

Stelt x de gevraagde lijn door P voor, dan is de drichoek, die
84 h1, 1 tot zijden heeft lijnperspectief met de driehoek, die 8oy b3,
x tot zijden heeft (Contrdleren !). Daar deze driehoeken dan ook pers-
pectief zijn, is van de lijn x, een tweede punt te construeren.
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c) Twee ontoegankelijke punten 4 en B te verbinden.

Verbind het snijpunt P, van a, en b1 met het snijpunt P2 van a, en bz;
Kies O op deze lijn, Qq op a; en Q2 op a, liggen op één lijn met O,
evenals Ri op by en RE op b2. Daar P,Q R, en P2Q2R2 puntperspectief
zijn, snijden Q1R1 en Q232 elkaar in een punt X van AB, Een tweede
punt Y van AB is anz2loog te construeren.

Opgaven,

1) Bewijs dat in onderstaande figuur de lijn PQ door het snijpunt van

1 en m gaat, Pas dit toe om een nieuwe oplossing van a) te vinden,

{

2) Construeer een oplossiné van ¢) als a, en b, elkaar niet snijden,
3) Verbind een punt P met het ontoegankelijke snijpunt van twee lijnen
1l en m, die beide door 2 ontoeganrkelijke punten gegeven zijn,

Al deze constructies zijn uitgevoerd met de lineaal alleen,
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Volgens de hoofdstelling van de projectieve meetkunde wordt -en pro-
jectieve betrekking tussen twee puntenreeksen eenduidig gegeven door
drie punten A, B, C op 1 en hun becldpunten A',B',C' op 1',

a C _“,ﬁﬂwf“ 2ij D een punt van 1, dan wordt

i\/ .
- een constructie van het correspon-

1

e

~\ﬁl~ﬁ4§_ ¢’ E. derende punt D' van 1' gevracgd.

.,

Door centrale projectie vanuit twee centra O1 en O2 van AA' gaan de
projectieve puntreeksen (ABCD....), (A'B'C'D'....) over in de pers-
pectieve lijnenwaaiers 0,(ABCD....), O,(A'B'C'D'....). (Waarom pers-
pectief®) D' wordt gevonden door de projectie D" wvan D uit O1 op 1!
vanuit 02 te projecteren, De constructie kan worden vereenvoudigd
door 01 = A, 02 = A' te nemen,




P.M, blz, 47

A'D en AD' snijden elkaar op de perspectiefas 1'',

Zij S het punt van de puntreeks van 1, dat op 1' ligt S'' = S' is
dan het snijpunt van 1'' met 1', Is T' het punt van de puntreeks van
1' dat op 1 ligt (de punten S en T' vallen uiteraard samen), dan is
T*'* =T het snijpunt van 1'' met 1, De perspectief-as 1'' verbindt dus
de punten van 1' en 1, die overeenkomen met het snijpunt van 1 en 1°',
eenmaal alsc punt van 1 en eenmaal als punt van 1' beschouwd, Hieruit
volgt dat 1'' alleen van de projectieve puntreeksen zelf afhangt en
niet van de keuze van A en A' als projectie-centra, Zin X en Y dus
twee punten van 1, X' en Y' hun corresponderende op 1l', dan snijden
XY' en X'Y elkaar dus op de vaste lijn 1'', Passen we deze stelling
drie maal toe op de punten A,B,C en hun becldpunten A',B',C', dan
ontstaat de vroeger op enigszins andere wijze afgeleide stclling van
Pappus

.
o

A B
/@/ a

1 = Pappusrechte,

Het bewijs van de hiervoorgenoemde constructie en van de stelling van
Pappus is niet meer geldig, als de 1lijn 1'' door de punten S*' en T
niet ondubbelzinnig bepaald wordt, dus als S' =T, dus S = S'= T = T',
De puntreeksen zijn dan perspectief: AA' en BB' snijden elkaar in het
perspectiefcentrum 0. Het punt D' ontstaat door D vanuit O op 1' te
projecteren, Dat ook nu XY' en X'Y elkaar op een vaste rechte 1'!
snijden blijkt als volgt:

In de volledige vierhoek XX'YY'
zijn U en O twee snijpunten van
paren overstaande zijden, Hieruit
volgt dat OU en PP' harmonisch
liggen, dus SU, SO scheiden de
stralen SP, SP' harmonisch,

SU is dus een vaste lijn 1'',

; O
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Ten belangrik geval van projecticve puntreeksen doet zich voor
als de dragers samenvallen {collod:ile puntreszksen), Door één der
puntreeksen op een hulprechte tc projecteren, wordt de constructie
van beeldpunten tot het vorige teruggebracht. Bij collocale puntreeksen
kan het voorkomen, dat een punt et zin beeldpunt samenvalt. Valt de
projectieve transformatie van de rechte lijn niet met de identiteit
semen, dan kunnen er hoogstens 2 van zulke dekpunten zijn (Waarom?)
Om het aantal dekpunten nader te onderzoecken maken we van codrdinaten
gebruik,

Volgens (12) (pag 29) wordt een solldcale projectieve transformatie
van puntreeksen analytisch gegeven door de homogene lineaire trans-

formatie, L. -
3/ = 9( 'y 4 /5 j
! 4 g w OJL!'J:NL ] ‘x {3 ,;f' o
- X J, ] X u
i t
. N Lot
Een dekpunt ontstaat wanneer E' = x}. s 3;-X30

zodat voldaan moet wnrden aan
(0 =N} + (35 =
5’ § +{-Ni, = 0

Dit stelsel heeft alleen andere dan de (onbruikbare) nuloplossing

3
als J’ $ Ex‘ =0¢ deze vierkantsvergelijking in k bepaalt het
aantal dubbelpunten., Is L het lichaam der complexe getallen, dan heeft
elke vierkantsvergelijking precies 2 wortels, die eventueel kunnen
samenvallen, Twee collocale projectieve puntreeksen hebben dus altijd
twee dekpunten,

Opgaven.,

1) Hoe luidt bovenstaande stelling, indien voor L het lichaam geko-
zen wordt,

a) der rationale getallen

b) " reele getallen
c) % algebraische getallen
@) ¥ restklassen mod. 5 ?

2) Wat zijn de dekpunten van de volgende transformaties van de ge~
tallenrechte?

a) x' = ax
b) x' =x + b
1
LI -
e) x' ==

Zﬁn de verhoudingen van codrdinaten van ecr punt P de toegevoeg-
de complexen van die van de codrdinaten van het punt Q, dan heten de
punten P en ¢ zelf toecgevoegd complex; zijn de verhoudingen van de
cobrdinaten ven P reéel, dan heet P een regel punt, Zijn van twee
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projectieve collocale puntreeksen de rcéle punten aan clkaar toege-
voegd, dan is de transformatiematrix reéel,
De vierkontsvergelijking in A y waaruit de dckpunten bepaald worden
(de zg. eigenwaardenvergelijking) hceft dan reéle cocificienten, zodat
de twee wortels (de zg. eigenwaarden) verschillend en resdel, samen-
vallend en reéel, of toegevoegd complex zijn., Ook de dekpunten zijn dan
verschillend en reéel, samenvallend en reéel of tocgevoegd complex,
Een projectieve vetrekking tussen twee collocale puntreeksen
kan gegeven worden docr de twec dekpunten D1 en DQ en een punt A met
zijn beeld A', (Waarom is de transformatie hierdoor ondubbelzinnig
bepaald?) Van een punt B wordt dan het becld gevraogd,
Oplossing:

’
1A

Vanuit een punt O, projecteren we de puntrecks (D1DEA B....) op een

rechte 1'', De ontatane puntreeks (D{' D2" A''B'' .,,) is perspec-

tief met (DT' D2' A'B'...,), omdat de correspondercnde punten D1" en

DT" samenvallen, Heeft men het centrum 02 geconstrueerd, dan is B!

de projectie van B'' op 1.

In bovenstaande figuur is (D,DZAA') B (D2"D20102) zoals blijkt door

1l vanuit A'' op m te projecteren, Projecteren we terug op 1 vanuit

B'' dan blijkt (D2" 320102) = (D1DQBB‘) Hieruit volgt: Zin X en X'

twee toegevoegde punten in de projectieve betrekking, dan is (D1D2XX')

constant, Door D1, Dz en die constante i3 de betrekkxing omgekeerd in

het algemeen ondubbelzinnig bepaald, daar X' eenduidig uit X volgt,
Bovenstaande constructie geldt niet als de dekrunten samenvallen.

Hiervoor dient onderstaande figuur:
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)...,,.,;r'

Opgave: Ga na dat Dy= D2 inder-
daad het enige dekpunt van de
0., transformatie is,
Daar de transformatie hier niet gegeven is doer drie puni:n en hun
beeldpunten, moet bewegen worden, dat B' niet van de keuze van 01,
02 en 1'' afhangt.
Bewijs: We projecteren 1 eerst uit B'®' op OQA", dan de projectie weer
uit 0, op 1 terug. Zo blijkt (DA' BB') = (AA' BD), zodat de ligging
van B' alleen van D, A, A' en B afhangt,

Ook hier is (D1D2XX') constant: deze constantc bepaalt de pro-
jectieve betrekking echter niet eenduidig.
Opgave: Bepaal de waarde (D1D2XX‘) voor het geval dat Dy = D,.

Een transformatie T heet involutorisch, als T = o1
Definitie 1: Een involutorische projectieve betrekking tussen twee
collocale puntreeksen heet een involutie: de dekpunten
‘ van een involutie heten de dubbelpunten,

Is in een involutie A' het beeld van A, dan ic A het beeld A',
Heeft de involutie 2 verschillende dubbelpunten, den is (D DQAA') =
(D1D2A 4), zodat deze DV gelijk aan -1 is, -~ . . .

Vandaar def, 2: Een involutie is de verzameling van puntcnparen, die
met één vast puntenpasar harmonisch liggen, De itwee punten van elk paar
heten in de involutie aan elkaar toegevoegd,
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We zullen onderzoeken in hoeverre deze definities gelijkwaardig
zin, Zijn de dubbelpunten verschillend, dan volgt uit def, 1 zeker
def, 2, maar ook omgekeerd, Gaan we nu dus na in hoeverre involuties
met samenvallende dubbelpunten mogelijk zijn.

Volgens def, 1, moet A' het beeld van A en A het beeld van A' zijn,
d.W,2Z,

AA''' moet door 02 gaan, Daar
volgens de constructie X en 02
harmonisch liggen met 01 en D12

vallen volgens axioma D (blz, 8
vorige cursus) X en O, niet sa-
men, Dit betekent: een met
zichzelf dinverse projectieve
betrekkdng tussen twee collo-
cale puntreeksen kan geen sa-
menvallende dubbelpunten be-~
zitten,

V0s

Is D1 = D2 en A een willekeurig onder punt, dan is het enige
punt A', dat aan (DD, AA') = -1 voldoet het dubbelpunt zelf. {(Voor
elk ander punt is deze D.V, nl, +1). Zelfs is (D1D2A D12) volkomen
onbepaald, Volgens def, 2 bestaat een puntenpaar uit een involutie
met samenvallende dubbelpunten dus uit dit dubbelpunt, aangevuld met
een willekeurig ander punt van de rechte. Aan elk punt van de rechte
behalve het dubbelpunt D, wordt D toegevoegd; het toegevoegde van D
zelf is onbepaald, Deze transformatie is ontaard: D heeft geen beeld-
punt en de transformatie heeft geen inverse, dus valt zeker niet on-
der def, 1, Toch beschouwen we ook deze ontaarde transformatie als
involutie, zodat def, 2 alle gevallen omsluit, def, 1 echter niet ge-
heel,

Voegt een involutie aan reéle punten reéle punten toe, dan heb-

ben we de volgende drie mogelijkheden:

a)Twee verschillende reéle dubbelpunten hyperbolische
involutie,
b)Twee samenvallende reéle " Parabolische
{Ontaardeyinvolutie.,
c)Twee toegevoegd complexe " Elliptische

involutie,
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Analytisch,

De transformatie ? \§: =& §’ + 13 Eo
i
Plo =03,

is door eliminatie van f te schrijven als

b by 3
Q{E {3)‘9 K t '"'J(YON"O
Zijn orlnlnuel— en boeldpunt te VerlSSLlen, dan moct dit hetzelfde zijn
als
5, §5.5, =
« Y ‘*'r’),) f%va\S1\o*G:
zodat ‘
@+ 855~ 5.5 ) =0
Is de tweede factor nul, dan is de transgormatie de identiteit, zodat
cen involutic gckenmerkt wordt door X+ O =0. Dec transformatic wordt
(in cnigszins andere schrijfwijze) dan gegcven door
(N i ' oy ! 1
a‘m%o Yo O‘m(}o%r + §'§o ).,y O’”Su\sn =0 (A‘)
d.w.z. dooxr cen symmetrische bilineaire betrekking.

De dubbelpunten volgen uit
2

Q. -Q.,a,>0 — hyperbolische involutie.
Qo = Que 0, =0  — parabolische involutie
a} — Qu, 2, (O  — .lliptische involutie.

In het parabolische geval is (A) te ontbinden:
(acﬂko + GO!‘E')(.QQCE; +- Oc'k J"-m

Is de ecerste factor mul, dan valt het origineel in het dubbelpunt,
het becldpunt is onbepaalds; is de 1° factor #0, dan is het becldpunt

in het dubbelpunt gelegen.

Opgaves Ga na dat door aoo§o+a01 §=o inderdaad hat dubvbelpunt van dec
parabolisch involutie bepaald wordtl.
’ Gegeven: A1A' en BB' zijn twec puntcnparcn van ceccn involutie. Men vraagt
het tocgevocgde van een punt C te construeren. (Waarom is door twee
puntenparen cen involutic rccds bepaald?)

Oplossing:

R,

A C 'Cl AI -B :B,
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door projectie van 1 uit P op m en daarna uit Q terug op 1 blijkt

(AA" BC) = (XA' SR) = (AA' C'B').

Daar echter (AA'C'B') = (A'AR'C') is blijkbaar de D,V., van de 4 punten
AA'BC gelijk aan die van de 4 punten A'AB'C', zodat C' het beeldpunt
is van C,

Uit bovenstaande constructie volgt een belangrijke stelling be-
treffende de volledige vierhoek, Beschouwen we nl, de vierhoek PQRS
als gegeven, dan snijdt 1 de overstaande zijden PQ,R3; PS,QR en PR,QS
in de puntenparen A,A'; B,B' en C,C', Dus:
Een willekeurige rechte 1 snijdt de overstaande zijden van een volledige
vierhoek volgens drie puntenparen van een involutie,
Opgaven:

1) Formuleer én bewijs de duale stelling,

2) VWeaarin gaat bovengencemde stelling over, als 1 door twee

diagonaalpunten van de volledige vierhoek gaat,

Gevolgen van bovenstaande stelling:
I) zijn P1P2P3P4 en Q1Q2Q3Q4 twee volledige vierhoeken en liggen van
de 6 snijpunten van de zijden P,P) en Q;Q, (i,kx = 1,2,3,4) er 5 op één
rechte, dan ligt ook het 6de op deze rechte (eerste vierhoeksstelling)

II) Zijn P1P2P3P4 en Q1Q2Q3Q4'twee volledige vierhoceken en liggen
van de 6 snijpunten van de zijden PiPk en QlQm (ikim = perm 1,2,3,4) er
5 op één rechte, dan ligt ook het 6de op deze rechte (tweede vier-
hoeksstelling)
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%

Z

Opgaven,

1) Bewijs beide stellingen.
2) Laat zien, dat de twee stellingen niet identick zijn, dus dat door
andere nummering der hockpunten van één der vierhocken niet de ene
stelling in de ander kan worden overgevoerd,
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Zijn twee projectieve lijnenwaaziers gegeven met de punten P en P

tot top, dan vormen de punten, die corresponderende stralen uit beide
waaiers gemeen hebben, een kromme 3’ We onderscheiden twee gevallen:
I, De waaiers zijn peerectief De straal PP' uit de waaier (P)

[ komt overeen met de straal P'P
uit de wasier (P')., De lijn PP
behoort dan geheel tot (X. Cor-
responlerende stralen van de
waalers snijden elkaar steeds
op een vaste lijn 1, die dus
eveneens geheel tot J behoort,
4 bestaat hier dus uit twee
rechte lijnen, is ontaard,

II, De waaiers zijn niet perspectief; J“bevat nu geen rechte lijn.
Opgave, Bewijs dit volledig.

P e , Daar geval I voldoende beckend
I S ey is, beschouwen we virder uit-
R ;?\\,/’ Ef\ ” sluitend geval II,
L € Op een willekeurige lijn s, die
" j geen der punten P,P' bevat

e O e
j:f\\égﬁw”ngﬁ;f” wordt door de waaiers (P), (P')

‘P! - twee projectieve puntrecksen
uitgesneden., Daar deze twee

(al of niet samenvallende) dekpunten bezitten, heeft s met ,Yjuist
twee (al of niet samenvallende) snijpunten, Met de lijn PP'= p komt
een zekere straal p' uit de waaier (P') overeen; met de lijn P'P =
komt een zekere straal g uit de wazier (P) overcen, De punten P en P!
behoren dus ook tot :y; we noemen deze punten de fundamentaalpunten
van d’.

De lijnen p' en q noemen we raaklijinen aan'y; een P en P' niet
bevattende lijn s heet een raaklijn, als de twee snijpunten van s
met | samenvallen. We hebben dan bewezen:

'Elke rechte snijdt :gin twee verschillendc punten of raakt aan

X . We noemen.l(daarom een kromme van de 2° graad,
Opgave, Wat is de gedaante van a'als de twee lijnenwaaiers recht-
streeks congruent zijn?

Een kromme a'van de 2%orde wordt door de 2 fundamentaalpunten
P,P' en drie andere punten A,B,C ondubbelzinnig bepaald, daar dan
immers de projectiviteit tussen de lijnenwaaiers (P) en (P') door
drie stralen met hun beeldstralen gegeven is, Willekeurig veel punten
van 5’zijn nu te construeren, Om de met een straal d vanﬁde waaier
(P) corresponderende straal &' van de waaier (P') te construeren,
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snijden we de twee waaiers respectievelijk met AC en BC, Daar in de
aldus ontstane projectieve puntreeksen het punt C met zichzelf over-
eenkomt, 2Zijn deze recksen perspectief; X is het perspectiefcentrum.
De snijpunten Y en Z van 4 met

AC en van 4' met BC liggen dus

op één rechte met X,

De paren overstaande zijdén van
de zeshoek PBCAP'DP snijden el-
kaar in drie punten van een
rechte lijn., Deze ligging gcven
we hier asan met het symbool
(PP'C), om overstaande zijden
van de zeshoek te verkrijgen moe-
ten we twee punten van het boven-
ste drictal kruiselings verbinden
met de er recht onder staande

punten van het onderste drietal.

We hebben dan de volgende stelling bewczen:

De punten ABCDPP' liggen dan en slechts dan op een kromme van de

tweede graad, die P, P' tot fundamentaalpunten heeft, als (PP Cy.

Daar dit gelijkwaardig is met (PP'C) liggen de 6 punten dan ook op

een kromme van de tweede graad met A,B tot fundamentaalpunten, Daar

beide krommen door A,B,C,P,P' eenduidig bepaald zijn, zijn ze iden-
tiek, Dit betekent dat de fundamentaalpunten geen hijzondere rol
spelen, dus dat elke twee punten van een kromme van de tweede graad
als fundamentaalpunten gekozen kunnen worden, om de kromme voort te
brengen, Tevens hebben we bewezen de stelling van Pascal.

Zlgn ABCDEF 6 punten van een kromme van de tweede graad, dan geldt

(DEF) en omgekeerd.

De rechte, die de snijpunten van de overstamnde zijden van een in d’

beschreven zeshoek verbindt, heet de Pascallijn van die zeshoek,

OPGAVEN,

1. Als de volgorde van 6 punten van'“ niet gegeven is, hoeveel Pas~
callijnen behoren er dan bij deze 6 punten?

2. Laat zien, dat de stelling van Pascal ook geldt voor ontaarde
krommen van de tweede graad,

3., Bewijs: Als van twee drichoeken ABC en A'B'C' de corresponderende
zijden elkaar in drie punten van een rechte snijden, dan snijden
niet-corresponderende zijden elkaar in 6 punten van een kromme
van de tweede graad.

Ook bij dec definitie van raaklijn hebben de fundamentaalpunten een

speciale rol vervuld, We zullen laten zien, dat het raaklijnbegrip

onafhankelijk van de keuze der fundamentaalpunten is,
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We onderscheidden twee soorten raaklijnen:
1) door gecn der fundamentsalpunten,
2) door &én der fundamentaalpunten (stel door P!),
Een raaklijn s van de cerste soort is een lijn, waarop de projectieve
puntreeksen, dic ontstaan door de punten van ﬁ”vanuit de fundamentaal-
punten op s te projecteren, twec samcnvallsndé dekpunten hebbens; s
heeft met 5'juist één punt gemeen, Eon reaklijn s van deo tweede soort
door P' is het beeld van de lijn PF' door P, P is het cnige punt op
8 van X, want anders zou de lijn s met twee verschillende lijnen
uit de%iaaier {(P) overcen mocten komen. Een andere lijn door P' komt
overeen met ecn van PP' verschillende lijn door Py deze lijnen snij-
den elkaar in een van P' verschillend punt van d“.
We kunnen dus de volgende equivalente rasklijndefinitie opstellen:
Len lijn s raakt dan en slechts dan aan een kromme zfvan de tweede
graad, als s met g}juist ¢én punt (het raakpunt)gomecn heeft, Inder-~
daad blijkt dit onafhankelijk te¢ 2ijn van de fundamentaalpunten,
OPGAVEIN,
1, Bewijs:door elk punt van a”gaat precies één rasklijn,
2, Zijn de twec boven gegeven raaklijndefinities ook equivalent, als
het grondlichaam L dat der retle getallen is?

Het voorgaandc isg gcheel te dualiseren door d¢ woorden punt en
1ijn te verwisselen, De verbindingslijnen der corresponderende punten
van twec projectieve (mzar niet perspecticve) puntrecksen op twee
verschillende dragers, vormen een lijnenverszameling, die we een krom-
me van de tweede klasse nocmen, Door c¢lk punt P van bot vliak gaan twee
lijnen van de verzameling, dic al of niet samenvallen; vallen de 1ij-
nen samen, dan hcet P een raskpunt van de kromme van de tweede klasse,
Verder geldt:

Behoren van een zeszijde abedef alle 6 zijden tot ecen kromme van de .

tweede klasse, dan gaan de verbindingslijnen van de 3 paar overstaande

hoekpunten door één punt (Brianchonpunt), Deze stelling van de Brian-

chon is het duale van de stelling van Pascal.

OPGAVEN.

1. Bewijs de stelling van de Brianchon, door het bewijs van de stelling

van . Pascal te dualiseren,

Wat is een ontazarde kromme van de tweede klasse?

3. Formuleer en bewijs het duale van de stelling, genoemd in opgave 3,
op blz,. 56,

n
v
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De definitic van cen raaklijn in cen punt P van ecn kromme
van de tweede gread is het eenvoudigst te geven, wanneer dit punt
tot fundamentaalpunt is gemaakt., Belangrijk is hierbij op te merken,
dat deze definitie nict stcunt op ecen limietovergang, doch zelfs op
dezelfde wijze gegeven zou kunnen worden, indien hct grondlichaam
slcchts ecn eindig aantal elcmenten bevat, waarbij het begrip conti-
nuiteit geen zin hceft.

De in dc vorige figuur gedemonstreerdc constructic van de cor-
respondercnde stralen d en d' uit de projectieve waaiers (P) en (P')
leert ons ook de ranklijn in P vinden, als we d' = P'P kiezen, In
dat geval valt D in P; overigens is de figuur hetzelfde, We zullen

X¥YZ ook hier de Pascallijn van

Y de¢ zeshock PBCAP'DP noemeng we
e

gpreken hizrvocr of dat we met
de zijde PD, die twee samenval-
lende punten van awwu%indt, de
razklijn in P bedoelen. De stel-
ling van Pascal voor een in §
beschreven vijfhoek ABCDE luidt
dus ( )
Opgave. Gelden (CDE) en (ADT)

hier ook?

Behalve door 5 punten is een kromme van de tweecde graad ook een-
duidig te bepalen door 4 punten cn de raaklijn in &En dier punten,
Zijn n,1, P,P',A,B on de 1ijn & gecgeven, dan is cen punt C op een
gegeven lijn door A als in de vorige figuur te construeren., De kromme
a’*van de tweedc graad, die P,P',A,B,C bevat, zal volgens het voor-~
gaande 4 tot raaklijn hebben, Het is bovendien de enige kromme met
deze eigunschap., Kiezen we n.l, cen ander punt ¢! van AC, dan veran-
dert 2, dus dan zal ZX de 1lijn AC in een van Y verschillend punt
snijden, Hieruit volgt dat de stclling van Pascal cok kan dienen om
van A’, gegeven door 4 punten ¢n de raaklijn in één dier punten, an-
dere punten te construeren., Hadden we voor de¢ gegeven lijn door A de
reaklijn in A gekozen, dan had de constructie dus € = A op moeten
leveren, '




o
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Blijkbaar geldt de stelling van
Pascal ook voor ccn in J“beschra~
ven viarhoek ABCD en wel in de
vorm ( )

Door cenzelfde redencring toe te passen op het geval det J’door 4
punten en de raaklijn in &én dier punten gegeven is, echter niet

AC doch BC als g.geven beschouwend, blijkt. Veor een in.érbeschreven
vierhock ABCD gcldt ook ( )

emnnon

OPGAVEN,

1. Werk dit bewijs volledig uit

2. Gelden in dit geval ook ( ), (BOD) en (cms)"

3. Welke andere mogbliJthden doen zich voor bij zeshoeken met twee
paar semenvallcnde hockpunten?
Geldt de stelling van Pascal in dcze gevallen ook?

Een kromme van de twecdc graasd is eenduidig bepeald door drie
punten en de raaklijnen in twee dier punten,
Z2ijn A,B,C gegeven, alsmede de raasklijnen in A en B, dan is het snij-
punt D van een willekeurige lijn door C met behulp van de stelling
van Pascal te construeren. De (volgens het vorige gevel eenduidig
bepaaslde) twecde graads kromme door A,B,C,D, die in A de gocde rask-
lijn heeft, heeft ook in B de goedc raaklijn; het is de enige kromme

met deze ecigecnschap,
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Tenslotte kunnen we ook voor CD nog ecn raaklijn kiezen, De
constructiec voor het punt D moet dan weer C opleveren, zodat de
volgendc figuur ontstaat.

De stelling van Pascal gceldt dus ook voor een in g”beschreven drie~

hock ABC en wel in de vorm (éﬁg).

Opgave.Ga na welke anderc vormen hier mogelijk zijn en of de stelling
hiervoor ook geldt,

Opmerking, Bij al onzc vorige beschouwingen is slechts gebruik ge-
maakt van de definitie van reaklijn als een lijn, die behalve

het raskpunt, gecen punten met 3‘gemeen heeft, Hoewel limietovergangen

onnodig bleken, is voor het geheugen en voorstellingsvermogen een

"continue beweging" wvan punten over J’tot de stand waarin twee der

punten samenvallen een eenvoudig hulpmiddel,
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Beschouwen we nog eens het geval, dat op een kromme ) van de tweede
graad vier punten ABCD gegeven zijn. Is P het snijpunt van AD en BC,
Q dat van AC en BD en R dat van AB en CD, dan levert de stelling van
Pascal, voorgesteld door het symbool (gﬁg), dat de raaklijnen in A en
B aan ) elkaar in een punt van PQ snijden.
Op dezelfde manier bewijst men:
Stelling A:
PQ bevat het snijpunt van de raaklijnen in A en B en van die in C en Dj
PR bevat het snijpunt van de raaklijnen in A en C en van die in B en Dj;
QR bevat het snijpunt van de raaklijnen in B en C en van die in A en D,
Opgave,
Ga na welke Pascalzeshoeksymbolen hicr steeds bijhoren,

De volledige vierhock ABCD heeft de 6 zijden AB, CD, AC, BD, AD,
'BC, die twee aan twece overstaand zijn. De 3 snijpunten PQR van de

parcn overstaande zijden heten de diagonaalpunten van de vierhoek, het
zijn de hoekpunten van de diagonaalclriechock PQR van de vierhoek ABCD,

Stellen we de raaklijnen aan ¢ in A, B, C, D, resp. voor door a, b, c,
d, dan ontstaat ccn vollcdige vierzijde abed. Deze heeft 6 hoekpunten,

die tweec aan twec overstaand zijn. De wrbindingslijnen ven paren over-
staande hockpunten zijn de diagonalen p, q, r, die de diagonaaldrichoek

(eigenlijks diagonaaldriczijde) pqr van de vierzijde abed vormen,
Volgens stclling A hcbben ABCD en abed nu dezelfde diagonaaldrichoek,
(stclling B)

B D — -

Daar de stelling van Pascal, ook in alle grcnsgevallen, omkeerbaar is,
is ook bovcnstaande stelling B omkeerbaar, Ze 1s uiteraard ook duali-
seerbaar, zodat we haar in de volg:.le gcdaantc kunnen brengen:
Zijn de¢ hoekpunten van de volledige vierhoek ABCD incident met de cor-
responderende zijden van de volledige vierzijde abed, dan hebben ABCD
en abcd dan en slechts dan dezelfde diagonaaldrichoek, als A, B, C, D,
vier punten en a, b, c, 4, vier rsaklijnen van cen kromme van de
twcede graad zijn; ook dan en slechts dan als a, b, ¢, 4 vier lijnen
en A, B, C, D, vier raakpunten van ecn kromme van de twsede klasse
zijn., (Stelling C)

Deze twee duale stellingen C worden identiek, als we de volgende
hoofdstelling,der kegelsneden bewijzen:
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De rasklijnen aan een kromme van de tweede graad vormen een kromme

van de tweede klasse; de raskpunten van een kromme van de tweede
klasse vormen ecn krommec van de¢ tweede graad, Daar het tweede deel

van deze stelling het dualc van het eerste deel is, bewijzen we slechts
het ecrste deel,

Bewijs van de hoofdstelling,

Leat A, B, D drie vaste punten van
een kromme ¥ van de tweede graad
zijn, a, b, d de raaklijnen in
deze punten, Is C een verander-
1ijk gedacht punt van ¥ (het in
de figuur gestippclde is verander-
1ijk) met raaklijn e, dan gaan
volgens de vorige stelling (ver-
gelijk ook dc varige figuur) YP",
ZP', BD en AC door één punt P,
Doorloopt P de puntrecks met dra-
ger BD, dan doorloops € de kromme
J . De puntrecksen dic P' op b
en P" op 4 hicrbij doorlopen zijn
beide perspecctief met dc puntrceks dic P doorloopt, zodat P' en P
projectieve puntreckscn doorlopen, W¢ schrijven dit: P' A P",

De meklijncn aan ¢ verbinden dus inderdaad corresponderende punten
van projecticve puntrecksen op b en d, zodat zij een kromme van de
tweede klasse vormen,
OPGAVEN,
1. Laat zien dat A' = Y, A" = Z; ook B' = B, B" = X; ook
D= X, D" = D, IR —
2, Bewijs dat dc Pappusrechte van elke zeshoek, die drie
punten van 4@ en de drie corresponderende punten van b
tot hockpunten heeft, met DB samenvalt
a) m.b.v. de stelling 4,
b) m.b.v. de theorie van blz 47,

We zullen in het vervolg steeds het woord kegelsnede gebruiken
om niet-ontaarde krommen van de tweede graad en van de tweede klasse
aan te duiden. De punten van een kegelsnede vormen een kromme van de
tweede graad, de raszklijnen een kromme van de tweede klasse, Dit
geldt alleen als we met het niet ontaarde geval te doen hebben, im-
mers een ontaarde kromme van de tweede graad bestaat uit een 1lijnen-
paar (beter: twee puntreeksen), een ontaarde kromme van de tweede
klasse uit een puntenpaar (beter: twee stralenwaaiers),

Door een kegelsnede vanuit een punt buiten zijn vlak op een
ander vlak te projecteren, ontstaat wederom een kegelsnede, Projec-
tieve stralenwaaiers gaan bij projectie nl, weer in projectieve stra=-
lenwaaiers over; analoog voor projectieve puntreeksen,
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Daar ook cirkels kegelsneden 2zijn, kunnen kegelsneden speciaal ont-
staan door een rechte cirkclkegel (omwentelingskegel) met een plat
vlak te snijden., Op deze wijze zijn de kegelsneden door de Grieken
bestudeerd,

Poolverwantschap.

Definitie: Twee punten P en Q heten poolverwant of geconjugeerd ten
opzichte van een kegelsnedegy', als de lijn PQ ¥ in twee punten snijdt,
die harmonisch door P en Q geseheiden worden,

De paren poolverwante punten wvan een lijn s vormen een involutie,
de poolinvolutie op s, die de snijpunten van s erx)’&&t.dubbelpdnten
heeft.,

Zo definiéren we duaal: twee lijnen 1 en m zijn poolverwant of gecon-
jugeerd t.o.v,') , als 1 en m harmonisch gescheiden worden door de
twee stralen uit de door deze lijnen bepaalde waaier, die aan 7 raken,
De paren geconjugeerde stralen van een waaier vormen een lijnen invo-
lutie, die de raaklijnen aan 7 tot dubbelstralen heeft,

Is 7/ reéel, dan is de poolinvolutie op een reéle drager s hyperbolisch
als s ;? in 2 reéle (en verschillende) punten snijdt, parabolisch

als s aani]'raakt en elliptisch als s met /) geen reéle punten gemeen
heeft,

Zeggen we dat een reéel punt P buiten )‘ligt, als twee reéle rasklijnen
aan 7 door P gaan en binnen ¥, als de raaklijnen aan )  door P toe-
gevoegd complex zijn, dan geldt nog: De poolinvelutie in ecn waaler
(P) is hyperbolisch, parabolisch of elliptisch, @l nanr gelang P
buiten, op of binnen ¥ ligt.

Zij P een niet op g’gelegen punt; twee lijnen s en t door P
snijden ) resp, in A, C en B, D.
Volgens stclling A ( blz., 61)

b i
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snijden de raaklijnen in A en C, evenals die in B en D elkaar op QR,
Volgens constructie is het paar PX harmonisch met AC en het pear PY
harmonisch met BD, zodat P poolverwant is met de punten X en Y van p,
De lijn p = YT is echter door t alleen al eenduidig bepaald (Waarom?);
kiezen we s variabel, dan doorloopt X blijkbaar deze 1lijn p. Dus:
Stelling: De meetkundige plaats der punten, die met een vast punt P
geconjugeerd liggen t.o.v. Y is een rechte p, de poollijn van P,

Het hier gegeven bewijs is alleen van kracht als P niet op g
ligt, Ligt P op a’, dan snijdt een willckeurige lijn s door P )’nog
in een tweedc punt A, Is A # P, dan heeft de poolinvolutie op s de
punten P en A tot dubbelpunten, zodat het op s liggende geconjugeerde
punt van P met P zelf samenvalt, Kiezen we voor s de raaklijn in P,
dan wordt A = P, zodat de poolinvolutie op s parabolisch is en elk
punt van s met P poolverwant is, Ock nu geldt dus de stelling: de
poollijn van een punt P vnn.”yﬁs de raszklijn in P,

De dualc stellingen luiden: olle lijnen, die met een gogeven lijn
1 gceonjugeerd zijn vormen een stralenwaaier met top Lj L heet de pool
van 1. De pool van een ranklijn 1 van'z is het razkpunt op 1,
Opgave.Ducliseer ook de bewijzen ven de laatste stellingen geheel,

Van de diagonaaldriehoek PQR van de in ’ beschreven volledige
vierhoek ABCD is p = QR de poollijn van P, Op dezelfde wijze blijkt
g = PR de poollijn van Q en r = PQ d¢ poollijn van R t.o.v. J te zijn,
Driehoek PQR heet cen pooldriehoek van ) ¢ elke zijde is de poollijn
van het ovecrstaande hockpunt,

Is abed de om.y'beschreven volledige vierzijde der raaklijnen in
A, B, C en D, dan heeft volgens stelling C (blz 61) de vierhoek ABCD
dezelfde diagonaaldrichock als de vierzijde abed., Van deze diagonaal-
drichoek is blijkbaar nu ook el¥ hockpunt de pool van de overstaande
zijde, Dit volgt nl, uit het bovenstaande door toepassing van het
dualiteitsbecginsel, Zo is dus P dc pool van p, Q de pool van g, R de
pool van r. Daar P ecn willekeurig punt was, is hiermee bewezen: Is

p de poollijn van P, dan is P de¢ pool van p.

Ligt A op de poollijn b van B, dan 7zijn A en B geconjugeerde punten,
dus den ligt B ook op dc poollijn a van A, Het snijpunt C van a en ®
is geconjugeerd met A en mct B, dus heeft de 1lijn AB = ¢ tot poollijn,
Driehoek ABC is dan een pooldrichoek,

Snijden de poollijnen van twee punten X en Y elkaar in een punt Z,
dan is Z de pool van XY, immers Z is zowel met X als met Y geconju-
geerd, Zijn X en Y twee punten van 2’, dan zien we, dat de poollijn
van Z niet anders dan de lijn, die de raakpunten verbindt op de
raaklijnen, die uit 2 aan?’ getrokken kunnen worden,
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Zijn A, B, C, D vier punten van een lijn s, dan gaan hun poollijnen
&, b, ¢, @ door één punt S en wel geldt (ABCD) = (abed),

Bewijs: 2ij S de pool. .,y van s, Omdat 4, B, C, D op s liggen, gaan
a, b, ¢, d deor S, De vi:r lijnen a, b, ¢, 4 spijden s in vier punten
A', BY, C', D*, die geconjugeerd zijn met 4, B, C, D, dus die aan

L, B, C, D toegevoegd zijn in de poolinvolutie op s.

Dus: (abed) = (A'B'C'D') = (ABCD).

Opgave, Formuleer de duale stelling,

Aan elk punt P van het vlak is een rechte p toegevoegd, de pool-
1ijn 1P = p van Py aan elke 1ijn 1 van het vlak is een punt L toege-
voegd, de pool M1l = L van 1, Deze toevoeging is eenecenduidig, behoudt
incidenties en dubbelvecrhoudingen en heet de poolcorrelatie t.,o.v, de
gegeven kegelsnede,y.

Bij elke figuur F4 kunnen we een figuur‘ﬁF1 = F, vinden, wearven
de punten de polen zijn van de lijnen van F1 en de lijnen de poollijnen
van de punten van F1. F2 heeft dan alle duale eigenschappen van F1.
Naast ﬂF1 = F, geldt ook fiF, = F,, Om deze reden heten ¥, en F, reci-
prook polaire figuren: ze worden door de poolccrrelatieT?in elkander
overgevoerd,

Is een kromme 3’van de tweede graad in een lijnenpaer (1112) ont-
aard, dan heet het snijpunt S het dubbelpunt van a. P en Q z2ijn ge-
conjugeerd, als H(S132, Q).
Blijkbaar is SQ de poollijn
van P, zodat P geconjugeerd 1s
met elk punt van het vlsk, Van
elk punt P gaat de poollijn
door S¢ van punten van 11 is 11
zelf de poollijn, analoog voor
12. De pool van een willekeurige
l1ijn 1 is S3 de pool van 11 is
onbepaald: elk punt van l1 vol~
doet, analoog voor 12. De pool
van een willekeurige lijn m door S is onbepaald: e¢lk punt van de lijn
n voldoet, als n de lijn door S is, waarvoor H(1112mn). De poollijn
van S is tenslotte geheel onbepaald. We zeggen dat de poolcorrelatie
ontaard is,

Opgave, Ga na hoe de poolcorrelatie t.o.v, onteaarde krommen van de
tweede klasse ontaardt, _
Stelling. Zijn van een volledige vierhoek twee paar overstaande gijden
geconjugeerd t.o,v. een kegelsnede Zr; dan is-dit ook met het derde
paar het gevel, ‘
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Bewljs,

A { B; ;C\' - ’\r

)
Laat van vierhoek PQRS gegeven zijn dat QR cn PS cvenals PR en QS ge~

conjugeerde lijnen zijn; 2zij vcrder s dc poollijn van S, De pool van
PS 1ligt op de hiermee geeconjugeerde lijn QR, evenals op de poollijn
s van S, Blijkbaar is A de pool van PS, zodat (A,A') een paar voor=~
stelt van de poolinvolutie op s. Zo vinden we analoog de pool van QS
als het snijpunt B van PR on s, zodat ook (B,B') cen paar van de pool=-
involutie op s is, Hieruit volgt dat dan ook (C,C') een paar van desze
involutie is, zodat dec poollijn van C door C' gaat en dvs met RS
samenvalt, Ook SR en PQ zijn dus geconjugeerd,
Opgave, Formuleer de duale stelling, (Deze is genoemd naar Hesse,)
Stelling, Twee reciprook polaire drichocken %,0,v., cen kegelsnede
zijn perspectivisch,
Bewljs. Laat PQR en P'Q'R' de¢ twee polaire drichoecken zijn., Beschouw
=) y de vierhoek PQRS (S is het
f% i o) o QJ snijpunt van PP* en QQ'). PS.
H
9

j;//// gaat door P' en is dus gecon~

m“%m Jugeerd met p!' = QR; 2o is
Af// ﬁbuﬁz

.

QS geconjugeerd met gt = PR,
Volgens voorgaande stelling is
dan RS geconjugeerd met PQ,
dus gaatdd¢r le pool R! van PQ,
d.w.z, RR!' gaat eveneens door
S. De pool van PP' is het
snijpunt van p en p'y dit

FD snijpunt is dus zeker gecon=-
Jugeerd met S, Daar hetzelfde geldt voor de snijpunten van q en q' en
van r,r' is hicrmee tevens bewezen: Het perspecticfeentrum S en de
perspectiefas s zijn pool en poollijn t.o.v. A.

Stelling, De hoekpunten van twee pooldrichocken ABC en PQR van Zrlig-
gen op eenzelfde kegelsnede,
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De lijnen PQ = r en PR = g heb-
ben resp. de punten R en Q tot
pool, De pool van PC = x is het
snijpunt X van QR en AB; de pool
Y van B = y is het snijpunt van
QR en A&, Blijkbaar is:

(arxy) = (QRXY) = (RQYX)= (zubc),
Door deze projectieve betrekking
tussen de waaiers (P) en (A)
wordt een kegelsnede gedefini-
eerd, dic de punten P en A tot
fundamentaalpunten heeft en door
R, ¢, C, B gaat,

Definitie:s
Een correlatie van het vlek ch het vlak W is een eencenduidige

afbeelding met de volgende eigenschappen

a) is P ecn punt van ),dan is P eecn 1ijn van V,

) zijn A, B, C, D vier punten, gelcgen op de 1lijn 1 van \/, dan
gaan de lijnen ¢4, B, yC, WD door &én punt van W (ait punt
noemen we Yil), en wel is (ABCD) = ( YA, ¥B, pC, ¥D) .

Hieruit volgon:s

e) is 1 een 1lijn van \/, dan is xfl een ondubbelzinnig bepaald punt
van W,

d) =zijne, b, ¢, d, vicr lijnen, geande door het punt P van l/, dan
liggen de vier punten ya,xpm,tpc,yﬂd op de lijn.?P van W en wel is
(abed) = ( a, ¢, Yo, «.Pd).

Opgave, Bewijs c en d ,

Omdat de corrclatle eenecenduidig is heeft ze een inverse; ook dit is

een corrclatie, die nu aan het punt ?& van W de 1lijn 1 van Ven aan

de %ijn wP van W het punt P van Y tocvoegt, ?yf4 leat W inveriant,

LF"' 12at \/ inveriant,

Kiezen we V = W, dan kunnen we het geval beschouwen dat {f= ?9"1,
zodat we met een involutorische correlatie te doen hebben, Dan moet
blijkbaar steceds VAPP =P en Y”Fl = 1 zijn. Elke poolcorrelatie is
inveluteorisch, Het omgeckeerde geldt echter ook:
elke involutorische correclatie is de poolcorrelatie t.o,v. cen zekere
kegelsnede, Het bewijs hicrvan verloopt in enige stappen.

Zij Yy een willekecurige involutorische corrclatie, ‘

Is P incident met ¢PQ, dan heet P met Q geconjugeerd, Daar incidentie

volgens b en 4 behouden blijven bij toepassing van Y, zijn dan ook

. 3)? en L?'PQ = Q geconjugeerd, dus dan is ook Q met P geconjugeerd,

‘;y ?1pgnmreak§, dierde stralenwassier {99&& uit een rechte 1 witsnijdt ;g
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is projectief met de puntrecks {A& op 1 volgens b, Deze projectieve
puntrecksen bepalen een involutie op 1 van geconjugeerde punten; de
dubbelpunten van deze involutie zijn zelfgeconjugeerde punten, Elke

1lijn bevat dus twee (al of niet verschillende) zelfgeconjugeerde pun-
zen. We zullen aantonen, dat deze zelfgeconjugecerde punten een kegel=—
nede vormen, waarvan de paolecorrclatie juist met de gegeven involu-
torische correlatle samenvalt,

OPGAVEN,1, Definiter geconjugeerde lijnen t.o0,.v,. $7en zelfgeconju~
geerde lijnen, ‘
2, Bewijss Is P een zelfgeconjugeerd punt, dan is LfP een zelf-
geconjugeerde lijn cn omgekeerd.
3. Bewijs: Het is mogelijk vier verschillende zelfgeconjugeerde
- punten te vinden, Hiervan liggen geen drie op één rechte, .

Is PQRS een volledige vierhoek met 4 zelfgeconjugeerde hoekpunten
en met een diagonaaldrichock UVW, dan is U = VW, WV’: UW en (PW = UV,
Daar immers H(PS,YU) en H{QR,XU)
1s U geconjugeerd met X en met Y
dus lpU = X¥ = VW enz, 7
Is PQR een drichoek met drie
zelfgeconjugeerde hockpunten, dan
snijdt een met QR geconjugeerde
1ijn de zijden PQ en PR in ge~
conjugeerde punten, (zie figuur
hiernaast). Elke met QR geconju-
geerde liin 1 heeft nl, (fl op
QR, Stel dit punt U. Is S het
tweede zelfgecénjugeerde punt
van UP, den is volgens vorige stelling 1 een zijde van de diagonaal-
driehoek UVW van PQRS, Daar dan ook 1fV’= U¥, zijn V en W geconjugeer-
de punten, '

Na dcze voorbereidingen bewljzen we onze stclling:

Elke involutorische correlatie (fis de poolcorrclatie t.,0.v. cen ze-~
kere kegelsnede éy, dic de zelfgecconjugeerde punten van qﬁbevat‘

Bewijs: Laat P, Q, R drie zelfgeconjugeerde
punten zijn, S = 5[}8’ waarin

s = QR en laat t een vaste lijn
door S zijn. Daar t door S gaat,

is ¥ met s geconjugeerd, zodat
volgens vorige stelling t de zijden
PQ en PR van driehoek PQR in de
geconjugeerde punten V en V' snijdt,
V,V! is dus een paar van de in-
volutie van geconjugeerde punten
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Laten we nu P de verzameling van alle zelfgcconjugeerde punten door-
lopen, dan doorlopen V en V! projectieve puntrccksen op s, zodat tus-
sen de waalers QV en RV' ccn projecticf verband bestaat en blijkbaar P
een kegelsnede d’doorloopt, dic alle geconjugeerde punten van qabevat.
De definitie van geconjugecrde punten in de correlatie (P'is dezelfde
als dle van gecconjugeerde punten t,0.v. (F(op elke lijn vormen geconjus
geerde punten dezelfde involutie, zodat de gegeven involutorische
corr.latie ?)mat de poolcorrelatie?f%.o.v.(a’samenvalt.

Stelling van Desargues,

Gaat ecn kegelsnede D"door de hockpunten A, B, C, D van een volle=~
dige vicrhock, dan snijdt ecn willckecurige rechte s de kegclsnede
in een puntenpaar, dat behoort tot de involutie, die door .de paren
oversteards zljden van ABCD op s ingesneden wordt

i

Bewijss ¥ies A en B tot fundementaalpunten van J°, dan is DV(AC, AD,
AX, AX:®} = TV(3C, BD, BX, BX!'), waaruit door snijding met s volgt:
(ROXX*®) = (Q'R'XX"):= (R'Q'X'X).
Er bestaat dus ecn projecticve relatie T, zodat:
TR = R'y, TQ = Q', X = X', TX' = X,

Daar T &in puantcnpaar (nl, X,X') verwisselt, is T cen involutie, zodat
ook TR! = kK en IQ' = Q.
Deze involutic heeft met de deoor de¢ paren ove-sitaande zijden van ABCD
op s uitgesneden involutie de puntenparen Q,Q' ¢n R,R' gemeen, zodat zc
er gcheel mee samenvaiha
Definitic: Do verzamcling kcgelsncden door vier vaste punten ABCD
hect ecn algemenec kegelsnedenbundel, De vier punten, die alle kegel-
sneden van dc¢ bundel gemcen hebben heten de basispunten van de bundel,

Het is duidelijk, dat twec kegelsneden van ccn bundel, buiten
A. B, C. D geen punten meer gemeen hebben, daar een kegelanede door
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dat door ieder punt van het vlak (dat van de basispunten verschilt)
Juist een kegelsnede van de bundel gaat, Een willekeurige rechte s
snijdt alle exemplaren van een bundel volgens puntenparen van een in-
volutie, Daar deze twee dubbelpunten bezit geldt: aan s raken twee ke-
gelsneden van de bundel, Deze twee kegelsneden zijn i.h.a. verschillend;
ze kunnen slechts samenvallen als de involutie op s parabolisch is, dus
als van elk puntenpaar één der punten in het dubbelpunt valt, dat dan -
dus een der basispunten van de bundel is, Slechts aan een lijn door een
basispunt raakt dus slechts één excmplaar; het raakpunt is dit basispunt
zelf,

De bundel bevat 3 ontaardingen, nl., de paren overstaande zijden
van de vierhoek ABCD, De dubbelpunien U, V, W van deze ontaardingen vors-
men de diagonaaldriehoek UVW van de vierhock ABCD, UVW is pooldrichoek
voor alle kegelsneden uit de bundel, Het omgekeerde geldt echter ook:
heeft een punt X dezelfde poollijn x t.0.v. alle exemplaren van de
bundsl, dan moet X met &én der punten U, V, W samenvallen.

Bewijs

a) Onderstel X is niet op één der ontaardingen van de bundel gelegen,
De poollijn van X t.c,v. elk der ontaardingen moet daz:1 door het
corresponderende dubbelpunt der ontaarding gaan, Daar UVW echter
niet codllincair zijn is dit uitgesloten,

b) onderstel X ligt op minstens twee der ontaardingen. X ligt dan op
alle ¢rie en is basispunt. De poollijn van X aan 1ig de raaklijn in
Xy dit kan echter iedere lijn door X zijn, daar door 4 punten en de
raaklijn in een dilcr punten een excmplaar van de bundel bepaald
wordt,

¢) X moet den op één der ontaardingen liggen. Zullen de poollijnen

t,0.v, de ande

]

e twoe ontaardingen semenvallen, dan moet deze pool-
lijn kun Jbbelpanten bevatten, Hiermee ie hetl oude geval weer ver—
kregen: X 1z zeld het duvbelpunt van de dorde cnbtaurding,.

Opgaven.

1. Duaal tegenover bundel kegelsneden staalt schaer kegelsneden, Defi-

niger de algemene kegalsnedenschear, Wat ziin 32 ontaardingen ult de

schaar? ‘

2. Bewije déat alle kegelsneden van een schaar cen gemeenschappelijke

pooldrichock hebben, Bewijs dat dit de erige 73 (dualiseer het voor-

gaande beowiiz geheel),

Ten algemence bundel kegelsneden wordt door twee exemplaren bepaalds
deze hebben vier srijpunten, nl, de basispuntcon. Twee kegelsneden be-
hoeven echter niet altijd vier punten gemeen te hebben, In de analytische
meetkunde worden ook bundels kegelsneden beschouwd, dle bepaald worden
door twee kegelsneden die minder dan vier punten gemeen hebben (enige

der snijpunten "vallen dan samen"), We zullen op deze bijzondere typen
hevmAnlo hiorn miot in oaan evenmin als ov de hiermee duale bijzondere
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scharen, Bij deze bijzondere typen ontmoeten we voor het eerst andere
soorten ontaardingen, nl., cen dubbelgetelde rechte als ontaarde bundel-
kegelsnede. en een dubbelgeteld punt als ontaarde schaarkegelsnege,

Valt het punt P niet met één der hoekpunten van de gemeenschappe-
1ijke pooldriehoek UVW van een bundel samsih,.dan heeft P t.o,v. twee
exemplaren.J},zfz van de bundel verschillende poollijnen P4 €1 Py
Snijden deze elkaar in P', dan zijn P en P' geconjugeerd t.o.v. dﬁ en

Zf2‘~IS P £ P' en is s de verbindingslijn PP', dan wordt het punten-
paar PP' harmonisch gescheiden, zowel door de snijpunten van s met 3’1,
als door die met(yg. P,P' zijn dus de dubbelpunten van de involutie die
op s door de bundel uitgcsneden wordt, waaruit omgekeerd weer volgt
dat P en P' geconjugeerd zijn t.0.v. alle exemplaren van de bundel,
Dus: De poollijnen van een vast punt P t.0.v, de exemplaren van een
bundel vormen een stralenwaaier met top P'; P! en P zijn hierin verwis~
selbaar. Is P = P' dan is P een zelfgeconjugeerd:punt, zowel van J&, als
van 3&, dus een basispunt van de bundel., De poollijnen va- P t,0,v, de
kcgelsneden van de bundel (de maklijnen aan deze kegelsneden) vormen
de wasier met P' tot top, Valt P in één der hoekpunten van de pooldrie-
hoek, dan is P' een onbepaald punt van de overstaande zijde.

We hebben hier te doen met een eeneenduidige involuterische trans-
formatie (met drie uitzonderingspunten U, V, W, waarvoor de transformatie
onbepaald is), die echter geen projectieve transformatie is. Dit is een |
voorbeeld van een Cremona~transformatie, '

De poollijn van ecen punt P t.0.v. een geschikt gegeven kegelsnede
kan moct de lincaal allcen worden geconstrueerd, Ook de pool van cen
gegeven lijn 1 is met dec lineaal alleen construeerbaar.
Opgaven,
1. Construeer de poollijn van een punt P t.0,v, de kcgelsnede door §
gegeven punten A, B, C, D, C,
2. Construeer de pool van een lijn 1 t.0.v, dec kegelsnede die aan drie
gegeven lijnen &, b,.c, raakt en ecn vierde 1lijn 4 In een gegeven
punt D raakt.

De poolcorrelatie t.o.v., een kcgelsnede ¥ kan, behalve door Zrzelf,
gegeven worden door 4 vrij gelegen punten en hun poollijnen (op dezelfde
wijze als een projectieve transformatie van het vlak gegeven wordt door
4 vrij gelegen punten en hun beeldpunten), We behandelen alleen het be-
langrijkste geval, waarin de poolcorrelatie YT gegeven is door een pool-
driehoek UVW en een punt P met poollijn TP = p, Men vraagt de poollijn
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van een ander punt X te construeren,
Constructie.

Als PX de zijden VW, UW van de pooldrichoek resp, in U1 en V1
snijdt en als p de lijnen UX, VX resp, in U2 en V2 snijdt, dan snijden
U1U2 en PU elkaar in cen punt X1 on V1V2 en PV clkaar in een punt Xé,
dle beide op gevraagde lijn x gclegen zijn,

Bewljs: Passen we de stelling van Hesse (zie pag. 65) toe op d¢ volle-
dige vierzijde, dic U, U,; X, Xy en P, U, tot overstaande hockpunten
heeft, dan blijkt, daar U en U1 ¢venals P en U2 geeonjugeerde punten
~zijn, dat ook X en X1 geconjugeerd zijn, Op dezeclfde wijze blijken ook
X en X2 geconjugecrd te zijn, zodat x inderdaad de poollijn van X is,

Laten we in de laatste figuur de 1lijn p om een vast punt P' draaien
dan zullen de punten U2 en V2 projectieve puntrecksen van UX en VX
doorlopen, dus X1 en X2 projecticve puntrecksen van UP en VP, Deze punt-
recksen zijn echter perspectief, daar X1 en Xé beide met P samenvallen
als p door X geckozen wordt, De rechte X1Xé = x draait dus om een vast
punt P',

Een verzameling poolcorrclaties {ﬂz} met gemeenschappelijke pool-
drichock UVW heet ecn bundel poolcorrelaties, als voor elk punt X de
poollijnen TTigeen 1lijnenwenier vormen (met uitzondering van X = U,
X=VenX=W), Hicr is dus bewezen, dat hiervoor voldoende is, dat dit
voor &&n punt P het geval is, Bovendien zijn de waaiers poollijnen voor
alle punten projectief, Ook geldt dus: de poolcorrclaties t.o.v, de
kegelsneden ven een algemene bundel vormen cen bundel., Zijn 5}... 5A

vier kegelsneden van de bundel, dan is (pyPpPyP,) = (x112x3x;) als p,
—ow v swpewsesits paslldinen wvean P en Y £ .oa.w. Y. wooratnllen. We noomen
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deze constante DV ook de dubbelverhouding der vier kegelsneden‘d&,zré,

o oo

Stelling.

De meetkundige plaats der polen van een vaste 1lijn 1 t.,o,v, de
kegelsneden van een algemene bundel is een kegelsncde,

Bewijs: De pool van 1 t,0.v. een kegelsnede Ejuit de bundel wordt ge-

vonden als snijpunt van de poollijnen van twee punten P en Q van 1

te0.v, <5. Doorloopt Z(de bundel, dan beschrijven volgens het voorgaande

deze poollijnen projectieve stralenwaaiers met P' en Q' als top. Deze
stralenwaaiers brengen als mectkundige plaats der snijpunten een kegel=-
snede X voort,

We kunnen eenvoudig enige bijzondere punten van & aangeven,

10) 1 snijdt de bundel kegelsneden in een involutie puntenparen, De
dubbelpunten hiervan behoren tot &, immers in deze dubbelpunten
raken exemplaren van de dundel aan X ; het raakpunt is de pool van
1.

20) de pool van 1 t.o.v, het ontaarde exemplaar AD, BC is het dubbel-’
punt U (zie fig, blz.68). De hockpunten van de pooldriehoek UVW
van de bundel liggen dus op &.

30) Snijdt 1 de lijn AB in S.1 cn is T, het punt wvan A3, waarvoor geldt
H(AB,S1T1), dan zijn S1 en T1 geoénjugeerd t,0.,7. alle kegelsneden
van de bundel, De poollijnen van T, t.0,v. 2l desc kegelsneden gaan
door S1 cn vormen de stralenwaaier'met 81 als ton., We kunnen zeker
een kegelsnede aangeven ten opzichte waarvan 1 juist *c poollijn
van T, is,

Opgave.. Te het niet mogelijk, dat slechts een deel van de stralenbundel

door Sq optreedt als poollijnen van T1 t.0.v. kegcleneden ult de bundel?

Op elk der zes zijden van de volledige vierhoek vinden we dus cen punt

van O nl. S4,8,,...5..

Van & zijn nu elf punten bckend; X draagt dearom de naam van
elfpuntskegelsnede van 1 t,0.v, de kegelsnedenbundel,

Volgens de laatste stelling van pag. 65 zijn twee pooldriehoeken van

een kegdelsnede in een tweede kegelsnede beschreven. We kunnen deze

stelling omkeren: Als twee driehosken in eenzelfde kegelsnede beschreven
zijn, dan bestaat er een kegelsnede ten opzichte waarvan beide pool-
drichoeken zijn. Dit bewijzen we als volgt (vergelijk dit bewijs met

dat van pag. 66):
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Volgens het gegeven is

(arxy) = (zubc), zodat

(arxy) = (RQYX) = (QRXY).

We beschouwen nu de poolcorrelatie

n

T, waarvoor PQR een pooldriehoek is
en waarvoor C =TWc¢ (volgens de con-
structie van pag. 71 is 7w hierdoor
ondubbelzinnig bepaald), Daar X nu

de pool van x is, volgt uit (qrxy)
(QRXY), dat Y de pool van y is, De
poollijn van B gaat dus door Y,

i

Daar hij eveneens C bevat, is b =T B,
dus ABC eveneens een pooldriechoek voor 7 .
Stelling,

Iiggen de 6 hoekpunten van de driehoeken ABC en PQR op een kegel-
snede | , dan raken de 6 zijden van deze driehoeken aan een kegelsnedegf

.

Bewijs: Beschouwen we A en P als de funda-
mentaalpunten voor f‘, dan blijkt
ﬁ P A(B,C,Q,R) = P(B,C,Q,R) of zoals
door snijding met QR en BC hieruit
ontstaat:

(XY'QR) = (BCX'Y),
Op de dragers QR en BC worden dus

projectieve puntviertallen uitge-
T B snedent de 1lijnen, die correspon-

R \j‘ derende punten verbinden, raken aan
een kegelsnede ¥ , die aan QR en BC
raakt, Dit is juist hetgeen te be-~
wijzen was,

Bovenstaande stelling is één der z.g.n sluitingsstellingen van
Poncelet, De sluitingsstelling voor n-hoeken luidt algemeen: Liggen de
n hoekpunten van een enkelvoudige n-hoek op een kegelsnede 7'en raken
de n zijden aan een tweede kegelsnede X , dan is dit voor oneindig vele
n-hoeken het geval,

Elk punt vaen [ kan daarbij als hoekpunt genomen wordenj we trekken
¢én der raaklijnen uwit dit punt aan ¥ . Deze lijn snijdt [ in een tweede
hoekpunt van de n-hoek; hieruit trekken we weer een raaklijn aan ¥ . Dit
is de tweede zijde van de n-hoek, 20 gaan we door: beurtelings ontstaat
cen hoekpunt en een zijde van de n-hoek., Na n stappen sluit de n-hoek
zich dan vanzelf,

We geven van deze belangrijke stelling alleen voor het geval n=3
nog een ander bewijs m.b.v, de theorie der kegelsnedenbundels.,
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Eerst cen hulpstelling: De kcgelsncden van cen bundel snijden op twee
lijnen door ecnzclfde basispunt projceticve puntrecksen uit,
Bewijs:

Laat A,F,C,P de vicr basispuntcn van de bundel zijn., Een willekeu=
rige kcgelsnede r’van de bundel zal de gegeven lijnen 1 en m door P
in de punten Q ¢n R snijden.
Volgens de stelling van Pascal, aangeduid door (
ecn rechte,

PBC s
AQR) liggen X,Y,Z2 op

De punten X en Y hangen nict van het
gckozen bundelexemplaar r,, doch
slechts van de basispunten A,B,C,P
en de lijnen 1 en m af,
Veranderen we de kcgelsnede [, dan
doorloopt Q de 1lijn 1; Z is de pro-
jectie hiervan op XY uit C en R
 tenslotte is weer de projectie van
Z uit B op m, Inderdaad is dus
QX R,
Uit bovenstaande hulpstelling volgt
nu onmiddellijk het bewijs voor de
sluitingsstelling. De lijnen QR
omhullen een kegelsnede ¥ , wanneer
™ de bundel doorloopt; ¥ raakt aan
de dragers 1 en m, Beschouwen we de
drie ontaardingen (AB,PC), (AC,PB)
en (BC,PA) uit de bundel, dan blij-
ken ook AB,AC en BC tot de raak-
lijnen aan Y tc behoren,

Fen kegelsnede, ten opzichte waarvan een gegeven driehoek pool-
driehoek is heet een poolkegelsnede van dic driehoek. De volgende drie
uitspraken zijn aequivalen :

a) ABC cn PQR hebben eenzelfde poolkcgelsnede X

b) ABC en PQR hebben ecnzclfde omgeschreven kegelsnede r

e) ABC en PQR hebben cenzelfde ingeschreven kegelsnede Y

Vroeger is het bewijs van de stelling a > b gegeven; boven gaven we
de bewijzen van b—> a en b —> ¢, De stelling a = ¢ is het dusle wvan
a ~>bj de stelling ¢ w2a is het duale van b —> a; de stellingen b—> ¢
en ¢ —»b zijn elkaars duale, Strikt genomen waren beide bewijzen van
de sluitingsstelling b — ¢ dus overbodig,

Van de kegelsneden ¥ en [ wordt wcl gezegd, dat ze cen poristisch
stelsel vormen, Een omgeschreven kcgelsnede en een ingeschreven ke~
gclsnede van cen drichoek vormen dus een poristisch systeen,
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" heet harmonisch omgcschreven aan X , Een omgeschreven kegolsnede
van ecn drichoek is dus harmonisch omgeschreven om cen poolkcegelsnede
van dic¢ drichock,

¥ hcet harmonisch ingeschreven in% ., Een ingeschreven kegelsncde

van cen drichock is dus harmonisch ingcschreven in cen poolkegelsnede
van dic drichock,

Hulpstclling,

Is ABC cen pooldrichock van de kegelsnede « , dan snijden de raak-
lijnen PX en PX', die uit cen punt P van BC aan o gctrokken kunnen
worden de lijn AB in twec punten Q,Q', zodat H(AB,QQ')

Bewi js:

P ligt op BC, dus dc poollijn XX' van P gaat door A, Wegens
H(YA,XX') gcldt ook H(CY,CA; CX,CX')., Ook hun vier polen liggen dus
harmonisch, zodat H(AB,QQ').

Stelling:

Is | harmonisch boschreven om €, dan is & harmonisch beschreven
in [,
Bewijs:

Volgens het gegevenc~in [ beschreven om een pooldrichock ABC van

X .

(Zic voor beschrijving van volgende figuur de volgende bladzij),
Zij r cen willekeurige rasklijn vanX , die BC in P snijdt. D¢ tweede
raaklijn uit P aan & snijdt AB in ecen punt Q', zodat volgens vorige
hulpstelling H(AB,QQ'). De nog niet aangecbrachte rasklijnen in Q en Q!
aan ® snijden volgens dezelfde hulpstelling BC in hetzelfde punt P!,
zodat H(BC,PP'). We hebben nu vier raasklijnen aan X j volgens een
vrocgere stelling vormen deze een volledige vierzijde, waarvan de dla-
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P,P' en Q,Q' paren overstaande hoekpunten, zodat B een hoekpunt van

de diagonaaldrichoeck is, PQ en P'Q' snijden elkaar dus in een punt R
van de poollijn van By P'Q ¢n PQ' snijden elkaar in R' op dezelfde 1ijn,
Nogmaals dezelfde hulpstelling tocpassend blijkt ook H(AC,RR').

Laat u en v de rasklijnen zijn in de punten, waar r r‘snijdt; 0 is hun
snijpunt. De poollijn van P t,o.v. { gaat door P', daar P en P' gecon~
jugeerde punten zijn, Daar genoemde poollijn ook door O gaat, is het
de 1ijn OP', Hieruit volgt dat OP en OP! geconjugecerd zijn t.o.v. .
Om dezelfde reden zijn ook 0Q en CQ' gececonjugeerd t.0,ve | , evenals
OR en OR', De poolstralen-involutie om het punt O bevat dus de paren
(op,0P'), (0Q,0Q') en (OR,OR'); de racklijnen u en v zijn de dubbel-
stralen van deze involutie,

Pagsen we de gedualiscerde steclling van Desargues toe op de kegelsnede
o en de vier boven aangebrachte raaklijnen, dan blijken de raaklijnen
uit 0 aangy tot dezelfde involutie te behoren,

De raaklijnen uit 0 aan % worden dus door w en v harmonisch gescheiden

dus liggen geconjugecerd t.o0.v. 7 . Nocmen we deze raaklijnen s en t,

dan vormen r,s,t een drichoek, waarvan de zijden alle aan  raken, S en
5 zijn volgens het bovenstaande geconjugeerd t.,0,v. [ ; elk dezer lijnen
echter ook geconjugeerd met r, omdat ze door de pool O van r t.0.V.
gaan, We hebben dus met een pooldriechoek van ™ te doen.

Hiermee is dus inderdaad bewezen: Is I harmonisch beschreven om &, dan
is o harmonisch beschreven in [ .

R
T
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Door tocpassing van het dualiteitsbeginascl (een andere naamgeving van
de kcgelsneden) volgt hieruit: Is O harmonisch beschreven in T”‘, dan
is rﬂ harmonisch beschreven om W . We hebben hier dus met aequivalente
uitspraken te doen: " ['om een pooldriehoek van X " acquivalent met
"% in een pooldrichoek van [ ",

Projectivitciten tussen kcgelsneden,

2ijn A,B,C,D vier punten van cen kegelsnede Ey en zijn S en T
twee willckcurige anderec punten van A , dan is S(ABCD) = T(ABCD).
Dit gcldt ook wanneer de punten S of (en) T met een der gegeven punten
samenvalt, als we onder dec lijn, diec twee samcnvallende punten van
verbindt de raaklijn in dit punt verstaan, Blijkbaar wordt bovenstaan-
de dubbcelverhouding door de 4 punten A,B,C,D reeds ondubbelzinnig be-
paald, wc nocmen daarom S(ABCD) de dubbelverhouding (ABCD) der vier pun~
ten,

Opmerkingen,

1. De dubbelverhouding van 4 puntcn op een rechte wordt door deze
punten alleen rceds bepaald, De dubbelverhouding van 4 punten op een
kcgelsnede lf wordt nict alleen door die punten bepaald, maar de ke-
gelsnede zj moet gegeven zijn,

2. De formule S(ABCD) = (ABCD) geldt voor 4 punten op een rechte
voor elk punt S van het vlak, Voor 4 punten op een kegelsnede geldt het o,
alleen, als S ook op deze kegelsnede ligt,

Opgaven.,

1. Definieer zelf de dubbelverhouding van 4 raasklijnen aan een kegel-
snede,

2. Bewijs: Zijn a,b,c,d vier raaklijnen aan af, met raaskpunten
A,B,C,D, dan geldt (abecd) = (ABCD).

Zijn op de kegeclsnede ;y drie punten A4,B,C cn op dc kegelsnede ﬁ“ drie
punten A',B!',0' gegeven, dan is bij elk punt D van @"juist één punt

D' van [f' te construeren, dat de DV (ABCD) op {)' gelijk is aan de
DV(A'B'C'D') op 6'. We zeggen, dat we cen projectieve afbeelding of
projectiviteit tot stand gebracht te hebben tusscn G“en zj'.

BEr is altijd één en juist één projectieve transformatie van het
vlak, die vier vrij gelegen punten in vier anderec vrij gelegen punten
overvoert (zie onder aan pag. 10). Deze transformatic voert kcgelsneden
in kegelsneden over cn laat dubbelverhoudingen invariant,

Stelling.

Er bestaat juist een projectieve transformatie van het vlak die

ecn gegeven kegelsnede aAvan het vlek in een andere gegeven kegelsnede
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7f ' overvoert en drie punten 4,B,C van 3’1n drie voorgcschreven
punten A',B',C' van é”
Bewijs:
Zij D de pool van AB t.o,v, 5‘cn D' de pool van A'B' t.o.v. Zf‘.
We beschouwen de projectieve transformatie S, die A,B,C,D in A',B!,
¢',D', ovecrvocert, gaat door A,B,C en raskt in A en B, resp, aan
AD en BD, Hieruit volgt dat Sg" door A',B',C' gaat en in A' en B' resp.
aan A'D' ecn B'D' raakt. Sd‘ is dus a“', zodat de gevraagde projecti-
vitelt bestaat. S is ook de enige die voldoet, omdat poolverwantechap
op projectieve wijze gedefinieerd is en dus elke projectieve trars-
formatie die voldoet tevens D in D' moet overvoeren.
Het belangrijkste geval is dat, waarin | ‘cn Y'Y samenvallens
;8 Is (ABCD) = (A'B'C'D'), dan zijn
' de stralenwaaiecrs A'(ABCD) en
A(A'BYC'D!') perspectief, De snij~
punten van corrcsponderende stralen
behoren dus alle tot een rechte 1,
83 De snijpunten S1 en 82 ven 1 met a”
zijn blijkbaar de dekpunten van de

g

projectieve puntrijen (ABCD...) en

¢ f (A'B'C'D'.,,) van Gﬂ Een projece.
N ~i~»~”’1 ticve transformatie van een kegelw-
i D snede op zichzelf bezit dus twee

dekpunten (dié eventueel samcnvallend of complex kunncn zijn).

Hieruit volgt dat 1 allcen van de transformatie afhangt en niet wvan

de keuze der fundamentaalpunten A en A'. Dit betekent: voor elk
puntenpaar X,Y van}f met hun beecldpunten X',¥Y' geldt: XY' en X'Y snij-
den clkaar op 1,

Opmerking,

Dit bewijs is gcheel analoog aan het overecenkomstige bij projce~
ticve puntreeksen op ontaarde kegelsneden, Evenals uit het vroegere
bewijs dc¢ stelling van Pappus werd afgelcid is uit het bovenstaande
de stelling van Pigcel te bewijzen,.

Opgave:
Werk dit nader uit,
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Ook als de punten S, en 82 samenvallen, gaat de voorgaande redenering
nog door; 1 1s dan een raaklijn aan Y - 1 heet de as van de projec-
tiviteit.

Een involutie op een kegelsnede 1s een involutorische projectieve
transformatie van deze kegelsnede op zichzelf. Is T zo 'n involutie,
dan is TA=A' gelijkwaardig met TA'=A, Is verder TB=B', dus TB'=B, dan
snijden AB' en A'B elkaar op de as 1 , evenals A'B' en AB., Hieruit
volgt, dat AA' en BB' elkaar in de pool L van 1 snijden. Daar 1
alleen van de involutle en niet van de
gekozen punten A,B afhangt, is L een voor
de inveolutie vast punt. Uit (LXAA')=-1
volgt S, (IXAA')=-1 , dus (S,SQAA')=-1
Een involutie op ¥ heeft twee dubbel-
punten: elk paar punten van de involutie
wordt door deze dubbelpunten harmonisch
gescheiden., Voor involuties op kegel-
sncden bestaan dus analoge definitles
als voor die op rechten; bovendien kan
cen involutie gedefinieer? worden als
de verzameling puntenparen van Y , die

met L op één rechte liggen.
Definitie. 1 heet de as en L het centrum van de involutie op § . Is

J re¥el, dan is de evolutie elliptisch, als L binnen en hyperbolisch
als L buiten Y 1ligt. Ligt L op ¥ , dan is de involutie parabolisch en
ontaard: van elk puntenpaar valt één punt in L,

Lineaire en kwadratische constructies.

b

Lq. De verbindingslijn te bepalen van twee gegeven (niet-samenvallende)
punten,
L2. Het snijpunt te bepalen van twee (niet-samenvallcnde) 1lijnen,

Volgens de theorie zijn de m.b.v. L,en L2 construeerbarc lijnen en pun-
ten ondubbelzinnig bepaald. We denken deze constructies voorts onbe-
perkt uitvoerbaar. Voor sommige constructies i1s het nodig min of meer
willekeurige hulplijnen aan te brengen of hulppunten aan te nemen, b.v.
blj de constructie van het vierde harmonische van drie gegeven punten
van een rechte. Vandaar:

L?3. Een rechte lijn te construeren, verschillend van een eindlg aantal
gegeven rechten en nlet incident met een eilndig aantal gegeven
punten,

L4. Een punt te construeren, verschillend van een ¢indig aantal gege-
ven punten cen niet incident met een eindig aantal gegeven 1lijnen,

Dc volgens L3 en L4 te construeren lijnen en punten zijn niet ondub-
belzinnig bepaald. De postulaten Lyen L2 zijn, evenals L3 en L4 elkaars
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KI . De snijpunten te bepalen van cen rechte 1ijn met ecen cens voor
altijd gegevene kegelsncde Y .

K2' Do raaklijnen te bepalen, die vanult een punt aan )' getrokken
kunnen worden,

Voor toepassing van K1 en K2 moet J gegeven zijn. We clscn dus nlet,
dat de snijpunten van een rechte lijn met cen willckeurige gegeven kegel-

snede te bepalen zijn, doch allecn als deze kegelsncdc met ¥ samen-
valt, Hetzelfde geldt voor K2, het duale van K1 . Ook deze constructies
denken we onbeperkt uitvoerbnar; ze loveren een eenduldig resultaat.
Onder lincaalconstructie of lincalrc congructie verstaan we ecn con-
structie, waarbij slechts d¢ postulaten L71...L4 zijn toegeclaten., Wor-

den ook K1 en (of) K2 gebruikt, dan sprcken we van ecn kwadratische con-

structie. Alle vroeger besproken constructics (met dc lincaal alleen)

zljn lineaalconstructics volgens onze nieuwe betekenis., We noemen nog

chciaal: het construcren van het tweede snijpunt van cen rcchte 1,

dic door een gegeven punt P gaat, mct een kegelsnede, die door P en nog

4 andere punten bepaald wordt.

Stelling. L4 is ult te voercen, alleen door toepassing van L2, L3,

Bewijs. Zijn Py (i= ,...,n) de gegeven punten en 1 (k=1,..,,m) de ge-
geven lijnen, dan bepalen we volgens L3 een rechtc 1 , verschil-
lend van ¢lke 1k cn gaande door geen der punten Pi' Is Qk het
snijpunt van 1 met 1, (bepaald volgens L2), dan iz met L3 ecn
lijn m te vinden, die van 1 en alle lk verschilt en door geen
dur punten Pi’Qk gaat.

Het snijpunt S van 1 en m voldoet (bewijs dit!).

Duaal geldt dus ook: L3 is uit te voeren, alleen door tocpassing van

L1, L&,

' Stelling. K2 is uilt te voeren, allecen door tocpassing van L7...L4 en

K1.

Bewids. Zij L het gegeven punt. Stel cerst dat 1 nict op ¥ ligt.

Kies P#L (L4) en trek LP (L1). Deze lijn snijdt 3 in twee punten
AAY (K1),
Kies nu Q niet op LP (L4) c¢n trek LQ (L7).
Stel deze 1lijn snijdt ¥ in B,B' (K1)
AB' en BA' snijden elkaar, cvenals AB en A'B' op de polliya 1 van
L (toep.van L7en L2). Snijd 1 met ¥ (K1) en verbind deze pun-
ten met L (L1).
Is bij toeval A=A' of B=B', dan kiezen we wecr cen dcrde punt R
niet op LP en op 1LQ, ¢nz,

“pgave. Werk zelf cen constructie uit als L op ) 1ligt.

Duaal geldt: K1 is overbodig, als Lt.,.L4%, K2 toegelaten worden,
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We geven nu enige kwadretische constructies.
7. D¢ dekpunten te bepalen van twec collocale projectieve puntreeksen
van een lijn 1 ,
Constructie. Kies een punt S op § c¢n projectcer de recksen beide
vanuit S op j . D¢ projcetiviteit op Y hueft twee dckpunten: terugpro-
Jecteren uit S op 1 levert de gevrangde dekpunten.

2. De dekrechten te bepalen van twee projectieve stralenwaniers met
zelfde top S.

Constructie. dec duale van de¢ vorige.
3. De snijpunten te bepalen van cen rechte 1 met cen kegelsnede ¢,

die door 5 punten becpaald is.

Constructie. Neem twee der vijf punten tot fundamentanlpunten, zodat
A door projectieve waaiers wordt voortgebracht. Op 1 snijden deze
rrojectieve waalers projectieve puntenrceksen uit, waarvan volgens de
cerste constructie de dekpunten geconstrueerd kunnen worden.

l!pmerkingen. a) Gaat 1 door één der gegeven punten van X , dan gaat
d¢ kwadratische constructie in een lineaalconstructic over,
b) Voor tocpassingen van K qmogen we achteraf voor J dus
ook andere kegelsneden nemen, mits 5 punten van ¥ bekend zijn.
4. De raaklijnen vanuit ecn punt P aan cen kegclsnede te bepalen, die
door 5 raaklijnen bepaald is.
Dit is de duale constructic.
5. Dito, als ¥ door 5 punten bepaald is.
De constructie volgt uit de vorige op dezelfde wijze als K2 uit K1,
6. Het gemeenschappelijke paar te bepalen van twee involuties op dezelf-
de redhte m , beide gegeven door dubbelpunten.
Constructie. Denk de eerste involutile gegeven door de dubbelpunten
15 A2 en de tweede door dc dubbelpunten B,, BQ. Het gevraagde gemeen-
schappeliljke paar P,Q ligt harmonisch, zowecl met A, A2, als met B4, Bg.
P,Q zijn dus de dubbelpunten van een derde involutle, die Aq, A2 en

B1, B2 tot paren heeft., g\
i};f/ /,//’777/ In de figuur is A}, het raak-
e -

4

_,////,/r punt van cen der raaklijnen,

e / ”

' g ult A aan ) getrokken
A {:Ag"B-f’Bg' ontstaan,
door A1,A2,B1,B2 vanuit
A?', op Y te projecteren.
Dc as 1 van de involutie,

1 H ] 1

waarvan A T,A2 en B1 ,B2
paren zijn snijdt 3’ in P!',
Q': dezc worden op m terug-

NS

geprojecteerd.
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7. Zelfde constructie, als beide involuties gegeven zijn door twee
puntenparen.
We brengen weer door projectie vanuilt een punt van 7{ de twee in-
voluties op‘j over, Van beide zijn de centra onmiddellijk te construe-
ren. De verbindingslijn van deze centra is nu 1

Hiermee zijn de voornaamste kwadratische constructies wel gegeven. In
de practijk kunnen we Zf door een willekeurige, eenduldig bepaalde ke-
gelsnede vervangen en kiezen dan hiervoor een geschikt gekozen cirkel.
Kwadratische constructies zijn dus ultvoerbaar met passer en lineaal.

Van het middelpunt van de met een passer getekende cirkel mag echter

geen gebruik gemaakt worden!
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Gemengde opgaven,

. Buwijs de eerste vierhockstelling m.b.v. de stelling van Desargues,

ol

. 2ijn D4 en D2 de twee dekpunten van twee collocale projectieve pun-

tenreeksen, P' en Q' de beeldpunten van twee willckoeurige punten
P,Q, dan vormen de paren (D1,D2), (P,Q'), (P!Q) cen involutie,

. Bewijs (ABCD)=(BADC) door een projectivitelt te construcren, die de-

ze viertallen punten in elkaar overvoert, Doc hetzelfdce voor
(ABCD)=(CDAB) en (ABCD)=(DCBA).

. Als de zijden van een veranderlijke drichoek door drie vaste colli-

neaire punten gaan, terwijl twce hoekpunten over vaste rechte lijnen
bewegen, dan beweegt het derde hockpunt eveneens over een vaste rech-
te 1iJn, die door het snijpunt gaat van de eerste twec.

. Als H(AC,BD)ewoarde projeeticve transformatie T geldt 7 A=B, 71 B=C,

17 C=D, bewijs dan dat 774=I.
Gegeven: H(BC,AA'), H(CA,BB'), H(AB,CC'). Tec bewijzen: ap' ,BB',CC!
zijn paren van een involutie.

Aanwijzing: Beschouw de transformatie Y met 77 (BCA)=(ACB), breid 7
over de gegeven punten uit en bewijs dat (ABCC')=(A'B'C'C).

. Als driehoek ABC zowel pempectivisch is met drichock B'C'A' als met

driehoek C'A'B', dan is ABC ook perspectivisch met A'B'C'. Bewljs dit!

Censtrueer cen driehoek, als de omgeschreven cirkel gegeven 1is, en
e¢lk der zijden door een gegeven punt moet gasn (werkstuk van Castillon).
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Een constructie in de synthetlsche meetkunde heeft tot doelleen onbekend
punt of onbekende 1ijn, die aan bepaalde voorwaarden (incidentievoor-
waarden) moet voldoen, te bepalen uit een aantal gegeven punten, lijnen,
enz. waartussen bepaalde relaties (incidentierelaties) gegeven zijn.
Het analoge probleem in de analytische meetkunde leidt tot de bereke-
ning van de codrdinaten of vergelijkingen van de onbekende punten of
lijnen, als die van de gegevene bekend zijn. Er bestaat een belangrijk
verband tussen de oplosbaarheid van beide problemen:
Stelling. De synthetische constructie 1s dan en slechts‘dan met de
lineaal alleen (dus door toepassing van Lw"'Lu) oplosbaar, als het
bijbehorende analytiszhe probleem slechts aanleiding geeft tot vergell]-
kingen van de eerste graad.
Bewljs. We brengen eerst L1...L4,in analytische vorm; we gebrulken
projectieve of driehoekscobrdinaten.

Zijn A en B twee gegeven punten met coBrdinaten (ao, aq, ae) en
(bo, o, , b2), dan zal de rechte 11jn pyXy+ PiXp+ PyX, = O door belde
punten gaan als {“poa. + pqaq + p2a2 =0

pobo + p7b7 + p2b2 = 0

De verhouding der onbekenden (po, pj, pe) volgt ult dit stelsel linealre

vergelijkingen. ‘

Zijn 1 en m twee gegeven rechten met.vergelijkingen

lOXO + l7x1 + 12x2 =0 en maX, + myxy + m2x2

codrdinaten van het snijpunt S moeten voldoen aan
1g8g + 1481 + 1,8, = 0 '%
moso + myS4q + m2s2 = 0

= 0, dan zullen de

zodat (so, ST’ 32) ult dit stelsel lineaire vergeliljkingen volgt.

Lossen we bovenstaande stelsels lineaire vergelijkingen op, dan
z1jn de onbekenden steeds veeltermen in de bekende grootheden met geheel-
tallige co&ffici&nten.

Passen wij L3 of L4 toe, dan worden de gegevens ultgebreid met
(willekeurige) constanten, die slechts voldoen aan de eis, dat bepaal-
de ongelijkheden gelden. Is het eindresultaat van de keuze der hulppun-
ten en -l1jnen onafhankeli jk, dan komen in de co¥rdinaten van het te
construeren punt deze willekeurige constanten niet meer voor.

Door de gehele synthetische constructie analytisch te "vertalen",
wordt een analytische berekening gevonden, geheel berustend op het op-
lossenwan vergelijkingen van de eerste graad. De helft van de stelling
is hiermee hewezen; Is de constructie met de lineaal alleen uitvoerbaar,
dan 1is de analytische berekening ult te voeren slechts door het oplossen
van lineaire vergell jkingen.

We zagen reeds, dat door éénmaal toepassen van Lyen L2 de codrdi-
naten van de dan geconstrueerde punten en 1ijnen geheeltallige veelter-
men ziJn in de cobrdinaten der gegeven punten en l1lijnen. Dat dit ook na
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volledige inductle: Is in totaal Lqen L2 samen n maal toegepast, dan
zijn de co¥rdinaten van alle in de figuur voorkomende punten en 1ijnen
geheeltallige veeltermen in de gegeven codrdinaten (inductieonderstel-
1ing). Dit 1s dan ook bij de {n+1)® toepassing nog juist, omdat een
geheeltallige veelterm in geheeltallige veeltermen weer een geheeltal-
lige veelterm is.

Voor eenduldig oplosbare lineaire vergell jkingen in homogene ver-
anderlijken geldt zeker, dat de onbekenden geheelt:llige veeltermen
van de co&ffici¥nten zijn. Onze stelling is nu geheel beweczen, zodra
we gantonen dat een punt of 1lijn, welks cobrdinaten gehecltallige veel-
termen zijn van de codrdinaten van gegeven punten en lijnen, met de
lineaal alleen construeertaar is.

De verhouding van twee co8rdinaten van eenpunt is meetkundig als

dubbelverhouding te interpreteren:
x
1

% (X,Ex000; ) -

We behoeven dus slechts te bewijzen
dat het punt X2 met de lineaal al-
leen construeerbaar is, als boven-
staande dubbelverhouding een geheel-
tallige ratiocnale functie 1s van een
aantal gegeven dubbelverhoudingen.
Daar dergelljke rationale functies
E)? ontstaan door op de gegevens een
eindig aantal malen de bewerkingen:
optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen uit te voeren, is het
voldoende te laten zien, hoe we cen dubbelverhouding kunnen construeren,
gelijk aan som, verschil, product of quoti¥nt van twee gegeven dubbel-
verhoudingen. Wij zljn hierbij aan de vaste punten OO, 045 E2 niet gebon-~
den, omdat door een lineaalconstructie blj drie collineaire punten
A, B, C altijd een punt Y tc construeren is met (XEEQOOO?) = (YABC)
(pag. 46).
Is (ABCD) = ), dan is (BACD] z%— en (ACBD) = "-)
Is 4 een tweede DV, dan is 4 te schrijven als (ABDE). In dat geval
is (ABCE) = 2 4 (formule (15) pag. 30). Het product van twee dubbel-
verhoudingen is dus contrueerbaar. Dan is ook é-,,:::fgl te construeren,
dus het quoti¥nt. Uit igfvolgt | - —g?, hieruit bepaalt men 3 ( / - fi) =
Auyx . Ook het verschil is dan geconstrueerd. De DV-1 is met de line-
11l construeerbaar, dus naast » - //« ook ?\4./4 , dus de som.
Uitgaande van de uitkomst van een analytische berekening is op
deze wijze een lineaalconstructie afgeleld, waarmee onze stelling ge-
heel bewezen is,
Stelling. Een synthetische constructie 1s dan en slechts dan met passer
en lineaal oplosbaar (d.w.z. door toepassing van Lqo..Ly, Kq, Ke), als
het bijbehorende analytische probleem voert tot vergelijkingen van niet
hogere dan de tweede graad,




Bewi;s. De analytische "vertaling" van een constructie m.b.v. de postu-
laten Lj.. L&’ K7, K levert onmiddellijk stelsels vergeliljkingen van
de eerste of de tweede graad, waarmee de eerste helft van de stelling
bewezen is, ‘

Om de tweede helft van de stelling te bewljzen, kiezen wij een
co8rdinatendriehoek met twee hoekpunten op )y ; het derde hoekpunt is
de pool van de overstaande zijde. Bovendien kiezen wij het eenheidpunt’
B op'y . De vergéljking van‘z wordt dan X Xy = xe. We moeten aantonen,
’ dat m.b.v. K 1 en K, ledere vierkantes-

) vergell jking oplosgaar is, waarvan
,/’”*:}\ K de verhoudingen der co&ffici&nten
\\R\\\\\\$>&\ gegeéen dukbelverhoudingen zijn.
oy (Waaromejuist dubbelverhoudingen?)
Laat at® + bt + ¢ = O een dergelljke
Q”___/O VKV zijn. Z1J 1 de rechte 1ijn
- L ‘ (b,c,a), dus met vergelijking

bx, + ¢xq + ax, = O; deze lijn 1is

met de lineaal alleen te construe-
ren. Snijden we 1 met'{ , dan vinden wlj door eliminatie van X5t
axg + bxox1 + cx$‘= 0, zodat de ;% van de snijpunten de wortels van de
VKV voorstellen. Hiermee is de stelling bewezen.

Als we van rééle gegevens uitgaan, zullen de m.b.v. lineaalcon-
structies bepaalde punten en 1lijnen ook alle re¥el zijn. Dit is nilet
meer het geval als we ook K-+ toelaten. De twee snijpunten van 1 met
if kunnen dan toegevoegd complex worden: op een vel tekenpapiler bestaat
geen beeld van deze complexe punten. Met het oog op de praktijk van
het tekenen vervingen wij K reeds eerder door het geli jkwaardige postu-
laat: de snijpunten te bepalen van een gegeven rechte met een gegeven
kegelsrede (dle danals cirkel getekend werd). Nu beperken we dit als
volgt: de snijpunten te bepalen van een gegeven reéle rechte met een
gegeven retle kegelsnede, mits deze snijpunten retel zijn (Kfﬁ). Com~-
plexe punten worden daarblj noolt geconstrueerd; de gehele constructie
blijft regel, dus op papier te verwezenli jken.

Toegevoegd complexe punten worden daarbilij op geschilkkte wljze bepaald
door re&le punten; bijvoorbeeld als dubbelpunten van een elliptische
involutie, waarvan twee retle paren gegeven zijn.

Als voorbeeld enige constructies, waarin complexe elementen .geme-~
den zijn.

1. Een kegelsnede 7{ gaat door de drie re&le punten P,Q,R en door

Ao Lo YYUMPISRE] lsee oot van een elliptische 1nvolutie op een
rechte 1, die door twee elkaar schelavuwae ., . ____ . .2.) en (B,,B )
95

gegeven 1s. Men vraagt enige re¥le punten van 7P te construeren
Uplossing. Laat QR, PR en PQ de 11jn 1 resp. in de punten Py, Q1’ R4 8snij
den, Men bepaalt de punten P., Qz, Re, die aan deze punten toegevoegd

zijn in de gegeven involutie op 1 (lineaalconstructie!). Als D 7en D,



P.M. 86

£

de complexe dubbelpunten van deze involutie zijn, dan 1s dus (D7D 2)=‘

= (D,D,0.Q,) = (DD R4R,) = ~1. De vierstralen Q(D;D P4 P,) en P(D D2Q, Qa)
zijn dan projectief, zodat de punten P, Q, R, Dy, D2 op één kegel~
snede liggen met het snijpunt R' van QP2 en PQQ‘ Zo vinden wij op ¥
dus drie re&le punten: P' = (QR,, BQ,), Q' = (PR,, RP,) en R' = (QP,, PQ,) -
Dit is een constructie met de lineasl alleen.

gL Op de rechten 1 en m zijn twee elliptische involuties gegever,

waarvan de dubbelpunten resp. L, L2 en M7, M2 zijn. Gevraagd wordt
het snijpunt S te bepalen van L;M,met LQM2 en het snijpunt T van L7M2
met LM, . Beide snijpunten zijn resel. (Waarom?)

Oplossing. Projecteren wij de involutie op 1 vanuit S of T op m, dan
ontstaat de gegeven involutie op m; S en T zijn de enige projectliecentra
met deze eigenschap. Het snijpunt A van 1 en m b1lijft blj deze pojectie
invariant. Het met A corregponderende punt van de twee involuties duil-
den wij resp. met Al en Am aan; deze punten zijn met de lineaal alleen
construeerbaar. De rechﬁ AlAm bevat de gevraagde punten S en T. Er is
op 1 juist één paar van de involutie, dat harmonisch ligt met AsAy.

Dit paar P.1,P2 is m,b.v, een kwadratische constructie te bepalen en 1s
altlijd regel, Op dezelfde wiljze bepalen wiJj het paar Q-,,Q2 van de invo-
Jutie op m, dat harmonisch ligt meb'A,Am. Dan gaan P1Q7en P2Q2 door S
en P7Q2 en P2Q7 door T.

3. Een kegelsnede Y gaat door het re#le punt P en deor de dubbel-
punten D1, D2 en E1, 32 van twee gegeven elliptische involutles resp.
op de rechten 1 en m. Enige re&le punten van 7 worden gevraagd.
Oplossing, Snijden 1 en m elkaar in A, dan is volgens vorige construc-
tie de diagonaaldriehoek STA van de volledige vierhoek IW'DQ'ET'EQ te
bepalen. Op elk der lijnen PS, PT, PA is het tweede punt van 7y te be-
palen, omdat STA pooldriehoek is. Zo ontstaan 4 retle punten van ¥
meer punten zijn m.b.v. voorbeeld 1 te construeren.

E; Van twee kegelsneden en‘g zijn twee re&le snijpunten 8,

T gegeven; van beide kegelsneden zijn nog drie eztia punten bekend.
Men vraagt de verbindingslijn der twee overige snijpunten.

Oplossing. Snijd.*j en ZS met een willekeurige 1ijn 1 en pas de stelling
van Desargues toe., De gevraagde 1lijn snijdt 1 in eern punt, dat direct
construeerbaar 1s. Kiézen wij voor 1 een 1lijn, die door reeds bekende
punten van'?{ en‘ﬁ gaat, dan is dit zelfs een lineaalconstructie, ook
al zijn de twee onbekende snijpunten complex.

Tot slot bewijzen wij de stelling:

Zijn van een kwadratische constructie-opgave alle gegevens reel en
zljn de te construeren lijnen en punten eveneens redel, dan 1is de con-
svructie uit te voeren m.b.v. L1...L, en K{T

Bewljs. Analytisch zijn de colrdinaten van de te construeren punten en



Affiene meetkunde.

Definitie, Onder het affiene vlak verstaan we het projectieve vlak,.
waaruit een (re8le) reohte is weggelaten, Door toevoeging van deze
rechte is omgekaerd uit het affiene vlak het projectieve vlak te ver-
krijgen,

De weggelaten rechte 1 yheet de oneigenlijke rechte; punten van
loo heten -"aneigenlijke punten, of richtingen.

Twee rechten, die elkaar op lgy snijden, hebben geen snijpunt in
het affiene vlaky we nocmen deze rechten evenwijdig, Twee evenwd jdige

rechten hebben hetzelfde oneigenlijke punt., Door een punt bulten een
1lijn bestaat altijd juist één 1lijn, die met de gegevene evenwijdig 1s,
Een projectieve transformatie S tussen de affiene vlakken V en V' zal
niet altijd de oneigenlijke 1lijn 1lpp van V in de oneigenlijke lijn llw
van V' overvoeren, Is Sl,, = 1%, , dan heet S een affiene transfor-
matie van V op 'V ', De affiene transformatie van V op zichzelf vor-
nen een groep (de affiene groep), die alle projectieve transformaties
bevat, die 1, tot dekreehte hebben, Een affien begrip is een begrip
dat invariant is tegenover affiene traensformaties; de affiene meetkunde
houdt zich alleen met affiene begrippen en stellingen bezig, De begrip-
pen parallelogram en trapezium zijn affiene begrippen, evenals het be-

grip "tussen" (van re€le punten op een rechte),

Definitle, Een affiene transformatie, die alle oneigenlijke punten
invariant laat en geen eigenlijk dekpunt bezlt heet een translatie,
Ook de identitelt nemen we in de verzameling translaties op.

Is T een translatie en is TA = A', (A £ AY), en is P het oneigen-
1lijke punt van AA*, dan is TP = P, dus T(AP) = A'P, Elk punt van AP
wordt dus in een (ander) punt van AP overgevoerd, Ligt B niet op AP, is
TB = B* en is Q het oneigenlijke punt van BB', dan is T(BQ) = B'Q.
Snijden AP en BQ elkaar in S, dan is blijkbaar TS = S, zodat S op 1,
moet liggen, Daar verder het oneigenlijke punt van AB invariant is, dus
eveneens op A'B' ligt blijkt: |
Een translatie is een quasi perspectiviteit; waarvan centrum en as beide
oneigenlijk zijn (zie de vroegere def., pag. 19), _

De translatie, die A in A' overvoert, duiden we, evenals vroeger aan

met TAA" We beschouwen in het volgende geordende puntenparen van het
affiene vlak, We definidren: (4,A') < (B,B') (spreek uit: aequivalent)
als TAA4B = Bt,

We mogen dit eerst een aequivalentie noemen, als bewezen is, dat aan de
eisen, die aan de aequivalentie-relatie gesteld worden (zie Analyse
pag. 11), is voldaan,
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OPGAVEN,
1., Bewijs dat bovenstaande aequivalentie-~relatie reflexief, symmetrisch
en transitief is,
2, Iiggen A,A%,B niet op een rechte en is (4,A') <~ (B,B!) dan is AA'B'B
ireen parallelogren.
Definitie., De verzameling vanr alle onderling aeguivalente geordende
puntenparen noemen we een vector,
Veetoren geven we aan door a,b,c, enz, Behoort het puntenpaar (A,AY) tot
de aequivalenticklasse a, dan zeggen we ook kortheidshalve dat (A,AY)
gelijk is aan de veotor 2,
De verzameling translaties is eencenduidig af te¢ beelden op de ver-
zameling veetorens aan TAA' is de vector a tocgevoegd als (A,AY) = &,
Op pag. 20 is bewesen, dat de translaties cen commutatieve groep vormen,

Definitie. Is T,,; o Tpgy = Ty, €0 is
(A,4") =2 )
(B,B') = b % , dan zeggen we a + bk = ¢
(¢,0") = ¢
Aan de identicke transformatie voegen we de nulvector O toe:s (A,A) = O.
OFGAVEN,
1, Bewdljs: a+b=D0b+a
a+(b+o)=(a+b)+¢
a+0=2
2, Bewijs: Alsa+x=Dbena+y="0, dan is x = y. Deze vector
| X is het verschil van a en kj we schrijven x = ¢ - a,
Voor 0 - a schrijven we - 2 (tegengestelde),
3, Bewijs: a + (=2) =2 - b
~(-1) =1
~(a+2) =-2-2
-8=9
4, Bewijs: Is (4,8) = a2 en (B,C) = b, dan is (A,0) = a + b,

5. Is ABCD een parallelogram, dan is (4,0) = (4,B) + (4,D).

Definitle, Fen affienc transformatie, die alle oneigenlijke punten
invariant laat en bovendien nog e¢en eigenlijk dekpunt O heeft, heet een
dilatatie met centrum O (verg. pag. 20). Vroeger is bewezen: de dilataties
met eenzelfde oecntrum vormen cven commutatieve sroep.

Aan clke dilatatic wordt een getal toegevoegd (de faotor van de
dilatatie), dic gedefinieerd wordt alg de D,V ,(OFA'A), 2als O het cen~-
trum, A en A' cen paar tocgevoegde punten en P het oneigenlijke punt
van AA' is,

Opgave.Bewljs dat k niet van het puntenpaar A,A' afhangt,
De identicke transformatie geven we de factor 1,

Voert de dilntatie D met factor k het puntenpaar (A,B) op m over
in het puntenpaar (A',B') op m', dan is m//m'. We schrijven dan
(A',B') = k(4,B)
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Opgave., Bewijs dat (A',B')= k(4A,B) gelijkwaardig is met (4,B)= %(A',B’)
en met (B',A') = k(B,4).

Zij Q het oneigenlijke punt van m en m'., Ism £ m', dus P £ Q, dan
» snijdt BP de lijn m' in een punt C.
” Nu is k = (OFA'A) = (0XB'B) =
; (A'QB'C) of (A',B') = k(a',C)
Dit betekent: Is (A',B') = k(4,B)
en is (A',C) is (A,B), dan is ook
(A',B") = k(A",C)ei . oo (1)
Ook het omgekeerde van I is geldig.

Dit bewijs geldt alleen, als m'
niet met m samenvalt,
‘ sls m =m', is de stelling voor
o k = 1 triviaal,
"Voor k Z 1 onderscheiden we drie gevallen.’
1, het centrum is 4. De stelling is triviaal.
2. het centrum is B,

B=8 A ¢ o' Uit (4',B') = k(4,B) volgt
" 7 T (B',4") = k(B,4).
o \X/// Wegens (B,4)¢? (X,Y) is dan
20 ////‘\ (B',4") = k(X,Y) (volgens het om-
Z A ' gekeerde van I) of (A',B') =
/// )&/// = k(Y,X), zodat volgens I
f;\ /// 3 (4',B') = k(4,0)
yd
‘I'S. het centrum valt niet in A of B, Uit A,4A' en B wordt B' geconstru-
n eerd door eerst bij een willekeu-
/é rig punt D het toegevoegde D' te
// \ bepalen &D//i'T', dan B'D'//ED,
p ( X}i Maak (4,B) 0 (D,X) en dan
) (D,X) ¢~ (4',0) door parallelc-

{
™ 1 /x gramconstructies, Volgens Pappus
, / AYBCy .
1‘\/}( Gon) 1_s CY//BD,
\/ Uit (4',B') = k(4,B) volgt nu
| (A*,D') = k(4,D) en dus (4',D'") =
///\ k(A'Y) volgens I, Hieruit volgt
\
\

echter (4',B') = k(4'C).
Hiermee is bewezen dat I algemeen
geldt,
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Opgave, Bewijs zelf de omgekcerden van I volledig,

Stelling. Is (4,B) = k(P,Q) en is (X,Y) (/1 (P,Q) den is (.4,B) = k(X,Y).
Bewijs, Construcer een punt R op 4B, zodat (P,Q) ) (4,R), dan is
(+,B) = k(a,R). Omdat ook (4,R) (s (£,Y) is dan tevens (4,B) = k(X,Y).

Stelling: Is (4,B) = k(F,Q) en is (C,D) (.Y (4,B), dan is (C,D) = k(P,Q)
Het bewijs volgt uit het voorgaande door op tc¢ merken dat
(4,B) = k(P,Q) gelijkwaardig is met (P,Q) = %(A,E).
Blijkbaar mogen we beide puntenparen door aequivalenten vervangen, zodat
we met een betrekking tussen vectoren te doen hebben. We schrijven
a = kKb, als dit voor representerende puntenparen geldt.

Voor alle getallen k £ O is het product van cen vector met k nu
gedefinieerd; we definitren apart: Ob = 0 voor alle b.

——

Opgaven.
1. Bewijs: fk(1la) = (k1l)a
' (k+1)a = ka + la
k(a+b) = ka + kb
’A/ kKO =0
Ila=2a
L (-k)a = -(ka) = k(-a)
(vergelijk hiermee pag. 23).
2, Bewijs: Is ka = 0, dan is k = 0 of & = Q,
3. Bewijs: Is ka = kb (k#40), danisa =1»
Iska =12 (a #0), dan is k = 1,

Definitie, Is (4,M) = (M,B), dan heet M het midden van (4,B), Is
P het oneigenlijke punt van 4B, dan geldt blijkbaar H(MP,A4B).
) Opgaven.
1. Bewijs dit.
2. Bewijs: De "diagonalen" van een parallelogram hebben hetzelfde
nmidden.
RBewi]js ook het omgekeerde,

De relatie & = kb kan den en slechts dan bestaan, als de vectoren
2 en b evenwijdig zijn, k heet de verhouding 2 #n b. Nemen we een be-
paalde vector in een gegeven richting als eenheidsvector =an, dan ken

aan e¢lke vector a in dezelfde richting een getal k worden toegevoegd,

dat de verhouding aangeeft tot de eenheidsvector. Dit getal k noemen we
de maat van vector & en we schrijven k =4(a), Slechts bij vectoren in
deze vaste richting kunnen we van maat spreken, Hiervoor geldt: /k(g) = 0,
HMlka) = k u(a), mla +12) =x(a) + #(b). Willen we aan elke vector

een maat toekennen, dan zullen we met elke richting (dus met elk punt

van 100) een eenheidsvector moeten laten corresponderen, We mogen deze
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in elke richting opniecuw weer willekeurig kiezen, De verhouding van
vectoren of puntenparen (d.w.z., gerichte lijnstukken) in verscthillende
richting heeft geen zin; de formule M(a + b) = A (z) + #(b) geldt
niet als a A/b., Voorts kunnen alleen die formules zin hébben, waarin
de/u -symbolen homogeen voorkomen, omdat derze onafhankelijk zijn van
de keuze van de eenheidsvector,

Stelling. Voor 4 punten op(eun rechte 1 geldt:

. A, C “u(B,C

D.V. (4iBCD) = "‘T‘L’} : c—é-gué ‘

(ABCD) yaee <TE
Bowijs, Zij X het oneigenlijke punt van 1. Neem/ﬁL(A,B) =1,

Dan is bij definitie /L(A,G) = D.V. (LiXcB)
"//(A,D) = D.V. (4XDB)
/u(B,C) = -D,V.(BXCAL)
/a(B,D) = -D,V, (BXDL)

Dus: -/1-((‘34%%- = (4XCB)(AXBD) = (4XCD)
en 20
2 (B _C) = (BXCD),

= (BXC4i) (BXAD)
4 (5D) i

zodat inderdaad de verhouding van deze twee gelijk is aan
(4XCD) (XBCD) = (ABCD).

Stelling, Is M het midden van (4,B) en geldt H(4B,CD) dan is

s (M,C)f(M,D) = 2(u,B)

l " " - I
+ + .|

A N ¢ B D
Bewijs. Volgens het gegeven is /u(AM) = M(M,B) en (ABCD) = - 1

of /u(fx,C),/“(B,D) + /‘(A,D)~/(B,C) = 0,

Substitueren we hierin:

(i, 0) = (800 + K(,0) = 4 (M,C) + #(L,B)

o+ (B,D) = p(B,N) +/a(l‘vﬁi,iD) = 4 (M,D) ~#(},B)

A (4,D) g/u(A,M) +/M(M,D) =/ﬂ(M,D) 4/H(M,B}

A(B,0) = A(B,M) +4(M,C) =A(M,C) /4 (1,B)
dan ontstaat het gevraagde,

Zijn speciaal 4L en C de dubbelpunten van een involutie, dan geldt

voor elk paar X,X' van de involutie://x(MXz/u(MX‘) = constant,
Deze constante (die nog van de eenheidsvector langs 1 afhangt) heet de
macht van de involutie; M heet het middelpunt van de involutie, Ien in-
volutie is reéel, als middelpunt en macht reéel zijn; de involutie is
¢lliptisch of hyperbolisch al naar gelang de macht <0 of > 0 is.
Opgave, Hoe groot is de macht voor parabolische involuties? Valt één
dubbelpunt ven een involutie op 1,,, dan bestaat de involutie uit alle
puntenparen met cen vast midden,
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Opgave., Als H(AB,CD), bewijs dan

1 + 1

2 _ .
4 (aB)  #(AC)  (4D)

Definitie. De pool van 1, t.0.v. een kegelsnede ¥ heet het middelpunt
van ¢ L.Een lijn door het middelpunt M van ¥ heet een middellijn van

7 : hiervan ligt de pool op 1, . Twee punten op 1., , die geconju-
geerd zijn t.o0.,v. Y heten geconjugeerde of tocgevoegde richtingen van ¥
Opgeve. Bewijs: een middellijn van 7 halveert alle koorden in de toe-
gevoegde richting,

Definitie, Een kegelsnede, die aan de oneigenlijke rechte raakt, heet
een parabool; het middelpunt heet de asrichting. |

Definitie. Is de poolinvolutie op 1l t.0.v, een retle kegelsnede 27
elliptisch, hyperbolisch of parabolisch, dan heet Y een ellips, hyper-
bool, resp. parabool,

Oggave. Toon aan dat deze definitie van parabool met de vorige over-
eenkomt. De raaklijnen aan ¥ in de oneigenlijke punten van Yy heten
de asymptoten van ¥ . Een hyperbool heeft twee reéle asymptoten; desze
gaan door het middelpunt.,

Opgaven. .

1. 'Het middelpunt van een ellips ligt binnen de kegelsnede, dat van

een hyperbool erbuiten,

2. Ezn koorde door het middelpunt M van een kegelsnede wordt in dat
punt gehalveerd,

3. We noemen de puntreeksen (4,B,...) en (4',B',...) op de dragers
m en m' gelijkvormig, als er op m een eenheidsvector e en op m' een
eenheidsvector e' te vinden is, zodatJAL(P,Q) =/M‘(P‘Q’) voor alle
punten P en Q, Bewijs dat de lijnen PP' in dat geval alle aan een
parabool raken of alle door één punt gaan,

Opgaven,
1, Bewijs dat de meetkundige plaats der middelpunten van alle kegel-

sneden, die aan de zijden van een volledige vierzijde raken, een rechte
is, die gaat door de middens der drie diagonalen, '
2. De meetkundige plaats der middelpunten ven alle kegelsneden, lie
door dc hoetkpunten van een volledige vicrhogk gazn, is een kegelsneds,
diec door de 6 middens der zijden van deze vierhoek gaat en wearvan de
asymptoten middellijnen zijn van de Iwee pa55531€h uit de kegelsneden- .
verzameling. .
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Stelling van Menelaiis,

Drie punten AY,B",C' op de zijden BC, CA, AB van een driehoek zijn
dan en slechts dan colineadir als

A (A'B)  ANBIC) HN(CHA)

A (410) A Y(BYA) " (C'B)

Bewijs.

R

..........

}a-(A’C‘) P
LU(BIC) _ (BB, Ch) = (4'A4CX)
A2 (B'A) P
AN(CA) (C'C, AB) = (A'h,,XB)
P (C'B)

Het product der rechterleden is inderdasd 1.
Opgave Bewijs zelf het omgekeerde,

Stelling van Ceva, De drie punten A',B',C' op-de zijden BC, CA, AB ven
cen driehoek hebben dan en slechts dan de eigenschap dat de lijnen AAf,
BB',CC' door één punt gaan, als

A(A'B) , #M(B'C) a4l (ClA) _ .

CHA(A'C) AT(B4) A4t (C*B) T
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Bewijs: Leat A'B' de zijde AB in C" snijden. Volgens de constructie
geldt dan

H{4B,C'C"), zodat ~4f;%§;%% = - ;ﬁ;%%;%% .
b f‘ /U

Ne toepassing van Menelalls volgt hieruit onmiddellijk het gestelde,

Stelling vean Carnot,
De drie puntenparen A',a"; B',B" en C',C" resp, op de zijden BC,

Ch, AB van een driehoek, liggen dan en slechts dan op een kegelsnede
¥ , als

/'*(A'B) x ‘_MQ(ElC) . /‘"(C'A) « /‘((AHB) ¥ /ﬂ(BHC) « /f“(C"A) _
A10)  p(B'A)  a"(C'B)  # (a"C) s (B"A) M (CVB)

Bewijs., Is de kegelsnede in twee rechten ontaard, dan volgt het onder-

stelde uit de stelling van lienelalls, We onderstellen dus nu dat ¥ niet
ontaard is,

¥

Voor het lijnenpaer BIC! = 1 en
B"C" = m geldt de etelling reeds,
Volgens de stelling van Desargues,
toegepast op y en de vierpunt
B!',B", C',C" vormen de puntenparen
(A%, 4"),(X*'X") en (B,C) een invo~
lutie, Dus
(L'X*BC)=(A"X"CB)=(X"A"BC), of

A (4L'B) . M (X'B) - MA(X"B) , M(A"B)

p(810) T (x0)  w (xVC) T L)

zodat
"B

//// ~ (i'B) ‘ A(a"By _ o (X'B) . e
A pLLre) o (an3) (R s (R
De stelling van Cernot geldt dus
ook voor Y .
Opgevern.

. Bewijs zelf het omgekeerde,

1

2, Bewijs de stelling van de Brignchon voor een in een drichoek be-
schreven kegelsnede met behulp van de stellingen van Menelalis, Ceva
en Carnot.

3. Bewijs dat de kegelsnede, die de zijden van een driechoek in .=
middens raakt, het zwacrtepunt tot middelpunt heeft (ingeschreven al-
lips van Steiner van de driehoek).

4, Bewijs det de kegelsnede, die om een driehoek beschreven is en 1,
tot rechte van Pascal heeft, het zwaartepunt tot middelpunt heeft (ou-
geschreven ellips ven Steiner van de drichoek).

5. Bewijs dat de ellipsen van no, 3 en 4 dezelfde (complexe) asymp-
toten hebben
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Affiene conStrueties;

In het afficne vlak laten we dezelfde constructiepostulafen toe

als in het projectieve vlak, Omdet 1, een bijzondere rol speelt, moet

deze (ontoegankelijke!) rechte op de een of andere manier gegeven zijn,

We kunnen dit bereiken door het volgende affiene postulaat:

Al, Door een punt P buiten een lijn 1 een lijn te trekken //1, We
hoeven slechts te eisen, dat A1 twee maal uitvoerbaar iss 1., is dan
als ontoegankelijke rechte voldecende gegeven, We kunnen 1 ,, dus ook

bepalen, door een parallelogram te geven, Ook door van de vaste kegelsnede
¥ het middelpunt te geven wordt 1l als de pool hiervan ondubbelzinnig

vastgelegd, Dit laatste is minder bevredigend, omdat den voor lineaire
constructies, waarin 1., optreedt, kwadrgtische postulaten moeten worden
gebruikt,

Opgaven,

1, Construeer het midden van (4,B)

a, als &1 gebruikt wordt
b, als een parallelogram gegeven is
c, als ¥ met zijn middelpunt gegeven is,

2, Construeer onder onbeperkt gebruikmaking van A1 van een parabool

die door 4 reaklijnen gegeven is

a, de asrichting '

b, de raakliijn in een gegeven richting
¢, het raclpunt hiervan,

Zijn kwadratische postulaten hiervoor nodig?

3. Van =¢n kyperboel 7 zijn de asymptoten my en m, gezcven, alsmede
een punt 3. Zonstrueer het tweede snijpunt D van ¥ met cen reshte 1
door C,

4, Bewijs aan de hand van bovenstaande construetis, d:t als OF exn DF
de snijpuunten zijn van 1 met m, en.m2 geldt:

H(6,6') = = u(D,D') en_u (G,D') = = #(D,0")

5. Construeer het middelpunt van een hyperbool, als 3 punten en de
asympioctrichtingen gegeven zijn, ;

6, Construeer de p© asymptoot van een hyperbool, wazrvan 4 punten cn
de richiing van de 1€ asyﬁptoot gegeven 1is,

Ti Construeser (zonder de dubbelpunten te bépalen) het middelpuns van
een involutie, die door twee puntenparen gegeven is,
(Lineaalconstruectie!) :

8. Construeer het nog ontbrekende snijpunt van twee hyperbolen S‘f emn
by o die dezelfde gegeven asymptootrichtingen hebben en wasrvan

nog door S,A,,By en Eiz nog door S,4,,B, gaat.

»
i

(lineaalconstruotie).
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Metrische (Euclidische) meetkunde.

In de affiene meetkunde treden reeds bekende begrippen uit de ge-
wone meetkunde op, zoals evenwijdigheid, midden, cwaertepunt, middelpunt
van kegelsneden, parabool, De verhouding van lijnstukken in dezelfde
richting is gedefiniéerd., Het heeft echter nog geen zin tu spreken van
de verhouding van lijnstukken in verschillende richting, Dok komen in de
affiene meetkunde begrippen als: loodrechte stand ven twee lijnen, de
grootte van een hoek, cirkels, handpunten van een kegelanede, nog niet
voor, Dit zijn alle begrippen ult de metrische meetkunde, We voeren
het begrip loodrecht bij definitie inj de overige worden hieruit afge-
leid,

Definities, Onder het Euclidische vlak verstaan we het affiene vlak,
waarin een elliptische involutis op de oneigenlijke rechte is vastgeleg?d.
Deze involutie noemen we de orthogonale involutie; twee lijnen, wasar-
van de oneigenlijke punten paren in deze involutie zijn, noemen we
loodrecht of orthogonaal, De complexe dubbelpunten van de orthogonale
involutie heten de isotrope punten of cirkelpunten van het vlak en wor-~
den aangeduid met J1 en J2.

Doeor in het projectieve vlak twee punten als cirkelpunten aan te
wijzen, is een Euclidisch vlak ondubbelzinnig vastgelegd. Volgens def,
geldt onmiddellijk: is 13 m en 1//1', m//m', dan is ook 1' . L m', Lijnen
door de isotrore punten heten isotrope lijnen, Deze staan loodrecht op
zichzelf,

Definitic, zZon Legelsnede door de cirkelpunten heet een cirkel, De pool-
involutiec t.n.v, cirkel op 1., is dus de orthogonale invaluile, Anders

bgezegd: Toeg:evoegde middellijnen van een cirkel staan altijc leodcwcht
op elkaar,

Is ABXY een -n cen xegelsnadic

% beschreven visrhoek, dan is
de diagonaaldriehoek PQM een pooli-
driehoek van 7y ., Kiezen we voor
PQ de oneigenlijke rechte el
voor 7Y een cirkel, den wovrdt M
het middelpunt, dus A cr B zen
paar diametraalpunten van , .
Dit levert de stelling: Ziin £ on
B twee diametrasalpunten van wen
cirkel” , den is voor elk punt
X van 7 : AX 4 BX, Ve kumnen (it
ook als cirkeldefinitie neumen en
er de oude definitie uit afleiden,

Qgggzg. Werk dit uit.
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Daar in de affiene meetkunde de rasklijnen in de uiteinden van een
middellijn van een kegelsnede de toegevoegde richting hebben, geldt voor
cirkels specizal: Len raaklijn staat loodrecht op de verbindingslijn
van het raakpunt met het middelpunt. Len cirkel is door 3 punten of door
1 punt en het middelpunt volkomen bepaald,

Len koorde AB van een cirkel r met middelpunt M wordt gehalveerd
door de toegevoegde middellijn; deze staat volgens definitie loodrecht
op AB, In & MAB is de hoogtelijn uit M tevens zwaartelijn; A MAB noemen
we in dat geval gelijkbenig.

Opgave, DBewijs het omgekeerde, Is MAB een gelijkbenige driehoek, dan is
er een cirkel met M als middelpunt, die door A en B gaat,
Definitie. 1Is MAB een gelijkbenige driehoek, dan zeggen we
(d,4) = (M,B).
De relatie (M,A) = (¥,B) betekent, dat A en B punten zijn van een
’cirkel, die M tot middelpunt heeft, Daaruit volgt, dat we met een aequi-
valentie te doen hebben: de relatie is reflexief, symmetrisch en tran-
sitief.
Stelling, Is (M,A) « (N,C)
(M,B) «? (N,D)
en is (M,A) = (M,B), dan is (N,C) = (N,D)
Bewijs. De translatie Ty, die MAB in NCD overvoert, veoert middens in . .
middens en loodrechte lijnen in loodrechte lijnen over.
Stelling, Is (M,4) k.(N,C) .
(M,B) = k.(N,D) (e £ 031)
en is (M,A) = (M,B), dan is (N,C) = (N,D).
Bewijs. De dilcotatie met factor ;E’ die M in N overvoert, voert MAB in
'NCD over en voert cirkels in cirkels, middelpunten in middelpunten over,

i

i

We nemen nu een vast re€cl punt 0 aan en definiBren:
(P,Q) = (R,S) als er twee puntenparen (0,A) en (0,B) bestasn, zodanig
dat (P,Q) +»(0,4), (R,S)< (0,B) en (UVA)=(0B).

Opgaven.
1e Bewijs dat dit ean uitbreiding is van de oude congruentiedefinitie.

2. Bewijs dat de uitgebreide congruentierclatie reflexief, symmetrisch
en transitief is, Bewijs dat ze niet van O afhangt.
3, Bewijs: (P,Q) = (Q,P).

We hebben nu alle puntenparen verdeeld in klassen van congruente
paren. Aan elk dezer klassen gaan we nu een getal toevoegen op de vol-
gende wijze: We nemen een vaste regle cirkel, die O tot middelpunt heeft
aan als eenheidscirkel ¥ . Is (P,Q) een gegeven puntenpaar, dan trek
ik door O de lijn 1 // PQ, die ¥ in A en B snijdt, Een van deze punten
wordt uitgekozen, bv, A, het puntenpaar (0,A) kies ik dan als eenheids-~
vector in de richting vem 1. Zo is dus 2 (0A) = 1, «(0B) = -1,
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Tk definieer nu het kwadraat van de afstand van P en Q als het getal
P (P Q) = M 2(P Q), dus het kwadraat van de maat van (P,Q).
Stelling. Is (P,Q) = (R,S), den is {02(9 Q) = p 2(R,S).
Bewijs., Stel (P,Q) v (0,X) en (R,S) «~(0,Y), dan is (0X) = (0Y).
Is L het midden van XY, dan is dus
OL L XY, Stel de eenheidscirkel
snijdt OX ergens in A, zij AB//XY.
X Uit OL L XY volgt den OK

( 4
A Ook is —&Y}/« X% —-é—o—g-}/ X ”:(OY
! _ ”(LY;
/‘ : -

Hieruit blijkt tenslotte dat K het
midden is van AB, dus ook B op de
eenheidscirkel ligt, terwijl

LL(OX) N (OY) dus

(P Q) [ (R s).

Opgeve. Bewijs omgekeerd dat pz(P,Q) = P2(®,S) alleen als (F,Q) =(R,S)
Voor retle lijnstukken is PQ(P,Q) steeds positief en alleen nul als
P = Q. De positieve vierkantswortel uit dit getal, P (P,Q), noecmen we
dan de afstand van P en Q, deze is ecnduidig bepaald als de eenheids—
cirkel gegeven is, Is FJ (P Q) complex, dan kunnen we clk der vier-
kantswortels hieruit de afstand P (P,Q) noemeny een tekenafspraak wordt
niet verder gemaakt,
Stelling. Is (P,Q) = k(R,5), den is PZ(2,Q) = ¥, P2(R,5),
Opgave, Bewijs dit,
Stelling. Is de lijn PQ isotroop, dan is f)z(P Q) = 0,

Bewijs. Stel(0,X)w (P,Q), dan is P (P Q) = 2§0 x)
A <(0,4)

waarin A het snijpunt is van de lijn door O//PQ met de eenheidscirkel,
A is dus één der cirkelpunten J, zodat

A (0,X -
/—“—é-o-j-x} = (OJXJ) =

Definitie., Is Q de orthogonale projectie van het middelpunt M van een
cirkel ¥y op de poollijn p van P, dan heten P en Q invers t,o0.v,. /7’.
Stelling,Is r de straal van 7 , den geldt: a«(M,P). &(M,Q) = r? "
Bewijs: De poollijn van het oncigenlijke punt van p is MP = 1, Daar d4it
de toegevoegde middellijn is van de richting van p is 1.1 p, zodat Q
het sntjpunt van 1 met p is. P en Q behoren dus tot de poolinvolutie
t,0.v. § op l; daar M het middelpunt van deze involutie is, is de
stelling hiermee bewezen,
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Opmerking, Met behulp van elementaire analytische meetkunde is een-—

voudig te bewijzen, dat inversie t.0.v. een cirkel ¥ een Cremona—trans-

formatie (birationale cencenduidige transformatie) is van de graad 2,

die rechte lijnen in cirkels overvoert,

Stelling, Is ABC ecen driihoek, wearin AC_L BC, en is CD.L AB, dan geldt:
P?-(A,c.) = « (4,D) - #(4,B).

Bewijs: . De cirkel 7" , dle 4 tot middelpunt
/:i<3\ heeft en door C gaat, hueft CB tot
P rasklijn. De poollijn van het oneigen-
//// FN lijke punt van CD is AB, zodat B

/////// ! \\\\ de pool is van CD, Daar D en B blijk-
)

baar inverse punten zijn is het ge-
A D
stelde bewezen,

vy

Stelling van Pythagoras:
In bovensteaande driehoek geldt:

0%(4,0) + p%(3,0) = (2(4,B).

Bewijs,
SR 2(3,0) = n(4,D) 4 (,3)

P2(z,0) = 4 (B,D) #(B,A) = ~(D,B) # (4,B)
Wegens//‘(ﬂ D) +'}4(D,B) _/&‘(A B) volgt het gestelde door optelling.
Is ABC een reéle, willekeurige driehoek, en stellen we Q(B,C) = a,

P (4,C) = b, P (4,B) = ¢, dan is volgens afsprask a> O, b >0, cc> 0.
De hoogtelijn CD is dan eenvoudig m.b.v. Pythagoras als. in de elemen-
taire meetkunde te berekenen. Men vindt:

ﬁ,z(C,D) = z%g'(a+b+c)(~a+b+c)(a~b+c)(a+b—c).

Daar het rechterlid positief moet zijn, is vlijkbear het product
(-a+b+c)(a-b+c) (a+b-c) positief. Is bijvoorbecld a de grootste der drie
zijden, dus a 2b, a > ¢, dan zijn de laatste twee factoren reeds posi~
tief, zodat dan ook -a+b+e.” 0, In een reéle driehoek is de som van twee
zijden dus groter dan de derde zijde. Volgens deze driehoeksongelijkheid
is het refle Euclidische vlek dus een metrische ruimte,

Stelling. Is d de afstand van een punt P tot het middelpunt M van een
cirkel Yy met straal r en snijdt een rechte door P 7 in de punten A

en B, dan is o
/M(P A). #(P,B) = 8%~ r°,

Bewijs. Zij L het midden van (A,B), zodat ML -LAB, den is'/“(P A). 4(P,B)
T M(p, L)+/“(LAﬂ Let (o, ) -/-"(LA)} (02(:9 D~ pA(L,8) =
_df[p (M,L) +§ (LA)] = a®- ¥°,

Dit getal heet de macht van P t.o.v,jy .

1



Len cirkelbundel bestaat uit alle cirkels door 2 punten S1 en 82; het is
een kegelsnedenbundel met 81,52,J1,J2 tot basispunten, De lijn c=S182
vormt met lpg = J4J, een ontaarding uit de bundel,

Een rechte m snijdt de bundel volgens puntenparen in involutie. Het snij-
punt P van m net ¢ is het middelpunt ven deze involutle; de mocht vaon deze
involutie is de mncht van P t.o.v. 2lle oirkels uit-de bundel, Dus:

de meetkundige plaats der punten met gelijke macht t.o0.v. twee cirkels

is de¢ koorde ¢ van deze cirkels; deze lijn heet de machtlijn. Alle cir-
kels van een bundel hebben dezelfde machtlijn.

Hoeken,

Zij A en B de oneigenlijke punten van de rechten 1 en m, dan definiéren
we de hoek }ﬂ tussen 1 en m door de formule

HO ~§—-log (J1J2AB)
We scrijven Y =[{1,m),
Daar log z op veelvouden van 27 i na bepaald is, is/ (1,m) op veelvouden
van 77 na bepaald,
kls de lijnen 1 en m re€el zijn, is/.(1l,m) redel, Immers, stellen we
z2 = (J1,J2ﬁ3), dan is % = (Jz, Jy,4,B) = z {toegevoegd complexe), zodat
121 = 1,
Volgens formule (25,17)(4nalyse peg. 95) is den log z = log|z + 1 arg z =
= i arg z, zodat Y =% arg z,
Daar log {~1) = iT (mod 27i), is| (1,m) = 47 den en slechts dan als
14 m,
Stellingen. L(1,m) = o (m,1)
1..1(1,1) =0
L(1ym) +L(myn) =L."1,n)
Is 1//1' en n//m*, dan is| (1,m) =L.(1',m")
Opgave, Bewijs deze stellingen.,
i :j; A Z,“, A L B Definitie, De lijn a heet een bis-
j L -~ sectrice ven het lijnenpaar (1,m),
- als(_(1,a) —Lkafm)a
Blijkbear is dan (J1J21A) =
¥ = (J4d,A1). Dear het product van deze
dubbelverhoudingen (J1J21M)= z is
is elk +\/z. Er bestaan dus twee
bissectrices & en b, zodat (J1J2LA)=
= ¢(J1JZIB). Blijkbaar is dan
(J132A:B)=(J1JEAL)(J1JZLB) = =1, zodat
a | b. De punten A en B worden op
1 oy zowel harmonisch verdeeld door
L,M, als door J1,J2; zij worden hier-
door tevens ondubbelzinnig bepaald,
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Stelling, De hoogtelijn (tevens zwaartelijn) uit de top van een gelijk—
benige driehoek 13 tevens bissectrice.

Bewiis, Is in de g=li/kbtenigce drichoek MAB het pan® K het midden van AB, «
dan is MK A4 AT,

Is L het oneizerlijke punt van AB, dan geldt M(XIAB) = -1, Daar verder
ME_ L ML is indc¢rdasd I'K en ML het paar bissectrices,

Stelling, Zijn 4.B,C,D vier punten van ecn cirkel y , dun is/ (C4,CR) =
=|,(D4,DB).

Bewijs: Volgens de stelling van De-
sargues vormen de puntenparen
(d4,95),(C4,D5),(Cy,D,) een involutie,
zodat

(919,0,C,)=(J,3,D,D,)=(J,J,D,D,)

b
N

Defﬁnitie.‘zuen projzcuieve transformatie, die J1 en J2 tot dekpunten
hecft, heet esn (dirsote) gelijkvormigheidstransformatie, Beze vormen
een grovp., Translatics en diletaties zijn voorbeelden van gelijkvormig—
heidstrensformatice, NDaar alle metrische begrippen m.b.v. J1 en J2 gede~
fini€erd 2ijn, z2)n 2i] tegenover gelijkvormigheidstrersformaties inva-
rient, Cirkels worden in cirkels overgevoegd, hocken in gelijke hoeken,
enz. Verhoudingen van afstanden zijn eveneens invariant:

pch,cz) ©°(R,S) = p2(P1,Q") p?(rt,5"),

92(’“ Q1) _ pz(ﬁe' 1) _ 42

e 42,0 © °(R,S) )

Llk der getallen k heet de factor van de gbli3kvormigheidstransformatie,

Opgaven.
1. Bewijs dat een dilatatie met factor k een geld jkvormigheldstrans-

formatie is met factor k.

53

zodat

2., Bewijs dat er in het algemeen precies één gelijkvormigheidstransfors=:
matie is, die twee gegeven punten A,B in twee gegeven punten AV, B' over-
voert. Wat betekent hier de uitdrukking "in het algemeen"?

Een gelijkvormigheidstransformatie met factor + 1 heet een congruentie
of verplaatsing of beweging.

Opgave, Bewijs dat de bewcgingen een groep vormen,

Een projectieve transformatie, die J.I en J2 verwissclt, heet een tegen-
gestelde gelijkvormigheidstransformatie.

Opgaven.
1e Vormen deze een groep?

2. Bewijs dat hoeken in hun tegengestelden worden overgevoerd,

3. Bewijs dat ook dese transformaties een factor k hebben,
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Metrische eigenschappen der kegelsneden,

Definitie, Len as (symmetrieas) van een kcgelsnede Y is een middellijn
die de loodr.cht efop staande koorden halveert, Anders gezegd: een mid-
dellijn, die loodrecht op de tocgevoegde richting staat,

Een middelpuntskegelsnede ) (dus geen parcbool), die geen cirkel
is, heeft twee assen, Deze gaan door de oneigenlijke punten, die zowel
door de asymptodirichtingen als door de cirkelpunten harmonisch worden
gescheiden, De assen zijn dus de bissectrices van de asymptoten, Is de
kegelsnede Y retel, dan is de poolinvolutie op de oneigenlijke rechte
retel, Projecteren we deze involutie vanuit een willekeurig punt P op
een cirkel door dat punt, dan ontstaat een reéle involutie op deze cirkel
iﬁet centrum C van deze involutie is een retel punt (binnen de cirkel als

¥ een ellips is en erbuiten, als ¥ een hyperbool is.)
Het centrum van de involutie, die Jy en Jo tot dubbelpunten heeft is het
middelpunt M van de cirkel, De lijn MC snijdt de cirkel in twee reéle
punten, waarvan de verbindingslijnen met P de asrichtingen vany leve-
ren, Een retle middelpuntskegelsnede heeft dus twee reile assen,

Een parabool, die in 0 aan 1, reskt, heeft slechts één as; dit is
de poollijn van het punt van 1y in de richting _[ die van O,

Het snijpunt van een kegelsnede met een as heet een fop van een
kegelsnede,

Opgave., Bewijs dat alle middellijnen van een cirkel assen zijn,
Definitie. Is de involutie van geconjugecerde lijnen door een punt F
orthogonaal, dan heet F een brandpunt ven de kegelsnede ?( . F is een
'punt, waaruit de resaklijnen san ¥ isotroop zijn,

Stelling. ZEen parabool heeft één Dbrandpunt; dit ligt op de as.
Bewljs., ' De raaklijnen J1P1 en J2P2 snijden
elkaar in F. Volgens Brianchon voor
£5J1J2F gaan J,P,,J,P, en OF door
één punt S. Volgens constructie is
H(J,J,,0Q), zodat OF de poollijn
ven Q, dus de as is,

Stelling. Van een cirkel is het
middelpunt het enige brandpunt.
Opgave, Bewijs dit,

Stelling Een middelpuntskegelsnede
(geen cirkel) heeft 4 brandpunten,
twee op elke as,
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" De volledige vierzijde von de vier
isotrope rasklijnen aon ) heeft
J1,JE en de vier brandpunten Fq,Fe,
G1,G2 “ot hoekpunten, De diagoraal-
driehoek OPQ is dan een pooldriehoek
van ¢ , zodat OP en 0Q geconjugeerd
zijn. Dear verder H(J,J,,PQ), is
OP -l 0Q, zodat dit de assen van Y
zijn, Is 7 reBel, dan is het toe-
gevoegd complexe van een isotrope
raaklijn weer een razklijn, echter
door het andere cirkelpunt. Zo is b,v.
J1G1F2 het toegevoegd complexe van
J2F2G2 en J1F1G2 dat ven J2F1Gz.
Aldus blijken F1 en F2 regel zijing
G1 en G2 zijn toegevoegd complex,
Definitie. De poollijn van een brand-
punt heet een richtlijn,

Stelling, Ligt het brandpunt F op de as a, dan staat de bij F behorende

richtlijn r L 2,

Opgaven.
1. Jewiis dere stelling voor een parabool.

2, Bewiljs de stelling voor een middelpuntskegelsnede,

b _

Stelling, Is X de orthogonale projectie van een punt P van een kegel-
snede Y op de richtlijn r, en is F hetbbij r btehorende brandpunt F, dan
geldt F'Z(P,F) : 0°(2,X) = constant,

De wortel uit deze constante heet de excentricitelt van }’ .

4
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Zij s de lijn //r, die zo aangebracht is, dat D het midden is van (F,E).
We pasmen een involutorische quasi-perspectiviteit T toe met F als
cen*rum en s als as, Wordt P daarbij in P' overgevoerd, dan gekdt
H(PP',FS)., De kegelsnede g wordt overgevoerd in een kegelsnede Cr‘.
De raecklijnen uit F aan g’ zijn isotroop, de raakpunten ‘liggen op r,
Daar fTr = lg volgt hieruit: de raaklijnen aan ' zijn isotroop en
de raakpunten liggen op 1l , dus zijn de cirkelpunten. 2{' is dus een
cirkel, Langs FIM en FD legfen we nu twee eenheidsvectoren, zodat een
puntehpaar langs FM een maat;fa en een puntenpaar langs FD een maatj/vt'
heeft,
We stellen verder: M (F,P) = x, M(F,P') =a,

//A(M,P) = z en M (P,X) = J, //A}(F,D) =D,

Daar M het midden is van (F,S) geldts

AAUP), pA(W,PY) = MEQLT), of z(x + a) = x°,
Verder is J/ELM’P) - 2(2.X) , of

/MA(M,F) S(F,D)
a

iElimihatie van z levért ay = - bx, of % = =3

Daar a en b van de ligging van P onafhankelijke constanten 2zijn, is het

z(y - b) = xy

gestelde bewezen,

.Bevat 8fhet oneigenlijke punt van de as FD, dan bevat Zy het midden
van FD, Een parabool heeft dus de excentriciteit 1,
We behandelen nog enige stellingen voor parabolen, ,
Stelling, Twee loodrechte raaklijnen van een parabool snijden elkaar op
de richtlijn r,. _
Bewijs. Zijn A en B de oneigenlijke punten van de raaklijnen 1 en m, dan
i 14 m gelijkwasrdig met (J1J2AB) = -1, Daar 1l,, zelf raasklijn is, zijn
de vier raskpunten van de raaklijnen FJ1,FJ2,l,m eveneens harmonisch,
De twee eerste raskpunten liggen 2332, De involutie op 2(1net P en Q als
b "7f;j dubbelpunten heeft S tot centrumj

# paren van deze involutie ontstaan
Loz //// door jﬁ‘te snijden met lijnen door
S. Inderdaad gaa’t r dus door S,

Stelling. De projectie van F op
een rasklijn 1 1ligt op de topraak-
lijn van a‘, _ ,
Bewijs. is FP' L 1 en FQ'.L m, den
is in rechthoek SP*FQ' het punt
V het midden van P'Q', of
H(VC,P'Q'). Daar ook H(FT,PQ) en
deze viertallen cnderling pers-—

pectivisch zijn, gaat TS door 0.
Daar V het midden is van SF is
P'Q' de topraaklijn,.
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tulatern gerruist worden de crthogonale involutie op 1o moet echiter op

. . - -
te een ¢i andere wijzce gegeven zijn. Fiervonr testarn verschillende me-
thoden

ko, - N halah SIK] . . y I wpm e Yt a7 4y s
1. Eon vierkant 20D is gegeven. Nu werdt 1m bepaald zls verbindingslijn

o

der snijnunten van de overstaande zijden .3, D en AD, BZ. Verder ig

AB | BT en AC A ED, zedat op leo tuee paren ven de orbtogonale inrclutie

gegeven zijn,.

Opgavs. Construeer on deze wijze de middelloodlijn van een gegeven punten—

vaar (1, Q) {Iineazleconstructie !).

2. Aannmercn van een nieuw Euclidisch constructiepostulaat FEt: Toor een

gegeven runt I een loodlijn m te construeren op een gegeven 1lijn L.

Dazr iecere 1lijn.l m venzelf // 1 is, is hiermee postulaat A1 uitvoer-

baar gewcrden. Omdat door twee stel evenwijdige lijnen loo bepsald is en

door twee paar onderling loodrechte lijnen 51 en Jz, zijn lineaire Iu-

clidische constructies uitvoerbaar, wanneer toepasbearheid van Z]1 slechts

een beperkt aantal nalen ondersteld wordt.

Opzave. Construeer m b.v. E1 het middelpunt van de angesclreven cirkel van

een gegeven Adriehoek ABC.

3. De cirkelpunten kunnen ook gegeven worden, door een cirkel 5’te geven

met zijn middelnmunt. We kunnen dit in de vorm van twee postulaten geven:

2. Ten cirkel "fte construeren.

E3. Het niddelbunt van een gegeven cirkel te construeren.

vannee2r we in het postulaat K1 voor de kegelsnede g'de zojuist gepostu-

leerde cirk:zl kiezen, fden behoeven we slechts te veronderstellen , dat

B2 en T3 ééwnsl witveerbaar zijny alle linesire en kwadratische Bueli-

digole constructies zijn dan uitvoerbaarin b.v. L1, 12, L2, EZ, T3, X1.
Dazr L en de orthogonale involutie nw niet met de lineaal alleen

kunnen vorien geconstrueerd, worden na invoering van IZ2 en E2 sommige

lineaire Zuclidische ccnstrunties eerst uitveerbaar met lineasl en nasser.

is uiteraard het zeval, als we onbeverkte toepashaarheid toe-

da"zevone” postulaten.

laten wvan :
E S . o4 m " s e :
Ez. et een gegeven middelount een cirkel te heschrijben, waarvan
de strazal (als de afstarnd van een gegeven punteapaar) gegeven is.
¥

untel te bepalen van een gegeven rechte met sen gogee
ren cirﬁel.

4. Ben methode om linezire constiructies uit *e voeren zonder van de passer
gebruik te maken of van te voren figuren in het vlall te geven, testaat in
het =2anneren van een nievw hulpmiddel: de duhbellineasl. it instrument
gtelt ons in stazat twee evenwijdige lijnen te construeren op een coustante
afstand % ; de breedte van de lineaal. We noemen zo'n lijnenpaar kort-

heidshalve §~ﬁistante lijnen.
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Postulaten: I1. Construecer twee é;—distante lijnen, waarvan de één door
wee gegeven junten gaat (2 oplossingen).

D2. Construeer tvee EFdistante lijnen, waarvan elk door een
gegen punt gaat (2 oplessingen).

In verband met Pythagoras is D2 slechts refel uitvoerbaar als de afstand
der gegeven punten 2O is.

Opgaven.l1. Bewijs dit volledig.
B

ewijs dat lineaire Fuclidische constructies kunnen vorden
uitgevoerd in b.v. L2, L3, D1.
3. Construeer een vierkant in b.v. L2, L3, Di.
4. Construeer door een punt P een lijn evenwijdig aan een lijn
1 in be.v. 12, L4, Di.

Op de hietboven gelegde grondslagen kan de gehele Fuclidische meetkunde
op de bekende wijze worden afgeleid. ’'e geven nu enige Euclidisclie spe-~
cialisaties van vroeger afgeleide projectieve stellingen.

Definitie. Ien orthogonale of gelijkzijdige hyperbool is een hyperbool
met twee loodrechte asymntoten.

Stelling. Bevat een kegelsnedenbundel een cirkel, dan hedbben alle exem~
plaren dezelfde asrichtingen.

Bewiis. Zijn P1, P2 de dubbelpunten van de door de bandel op loo uitge-
sneden involutie, dan geldt H(J1J2, P1P2). Zijn A1,A2 de oneigenlijke
punter van een cndere kegelsneden uit de bundel, dan geldt dus tevens
H(A1A2, P1P2)’ zodat P1,P2 de asrichtingen voorstellen van de gekozen
bundelltegzlenede. Het zijn tevens de richtingen van de assen van de pa—
rabolen van de bundel.

Stelling. Bevat een kegelsnedenbundel twee orthogonale hyperbolen, dan
zijn allz eremplaren orthogonale hyperbolen.

0

Bewiis. ©
invelutie tvee puntenparen gemeen, dus valt er geheel mee samen.

Is d het snijpunt van de hoogelijnen AH en BH van driehoek ABC,
dan bestaat volgens de vorige stelling de kegelsnedenbundel, die A, 3B,
C,H tot basispunten en dus AH, BC en BH, AC tot twee ontaardingen heeft,
geheel uit orthogonale hyperbolen. Ook de derde ontaarding is dus een or-
thogonale hyperbool, zodat geldt: De drie hoogtelijnen van esn drihoek
gaan door één punt.

2 op loo ingesneden bundelinvolutie heeft met de orthogonale

De nmeetkundige plaats der middelpunten van de orthogonale hyperbolen
door A,B,C,H is de elfpuntskegelsnede van loco. Deze gaat door de dubbel-
punten van de op loo ingesneden involutie en is dus een cirkel. Deze ne-
genpuntacirkel bevat de middens van AB,BC,CA,AH,BH,CH en de diagonaal-
punten van de volledige vierhoek ABCH. Daar blijkbaar de negenpuntscirkel
de beeldfiguur is van de omgesdireven cirkel bij een dilatatie met H als
centrum en factor % is het middelpunt F het midden van (M,H) als M het




middelpunt van de omgesdreven e¢irkel is.

Opgaven.1. De negenpuntscirkel ic beeldfiguur van dée omgeschreven cirkel
bij een dilatatie met het zwaartepunt Z van .3C als centrum en factor
- 3.

2. De punten M Z F H liggen in deze volgorde op één rechte 1lijn
(rechte van Tuler) en wel geldt

A0 (2, T) 0 i (TUH) = 2 2 1 2 3.

3. Zijn A4,B,C,D vier willekeurige punten, dan gaan de negenpunts-
cirkels van de driehoeken BCD, ACD, ABD en ABC door één nunt.
Stelling. Is een parabool J’in driehoek ABC beschreven, dan ligt het
brandpunt I van 3‘0@ de omgesclreven cirkel van de driehoek.
Bewijs. ABC en 1“J1J2 zijn twee angeschreven driehoeken van J, dus 4,3,
C,F zijn vier punten van eenzelfde cirkel.
JDe athronale nroiecties van F op de zijden van driehoek ABC liggen op
één rechte (n.l. de tonraaklijn van 5’). Teze rechte drazgt de naam:
rechte van Simson of rechte van Tallace van F.
Stelling. Is een parabool 5 in driehoek ABC beschreven, dan gaat de
richtlijn r van J‘door het hoogtepunt H van de driehoek.
Bewijs. De in driehoek ABC beschreven parabolen vormen een schaar met
loo als vierde basisrechte. De raaklijnen vanuit H aan de exemplaren van
deze schaar vormen een straleninvolutie. Hiertoe behoren de lijnenparen,
die H verbinden met de diagonaaslpunten van de volledige vierzijden der
basisreshten. Daar dit drie paar loodrechte lijnen zijn, is de involutie
orthogonanl, zodat ook de raaklijnen vanuit H =2an 5’loodrecht op elkaar
staan, dws H op r ligt.
Opgave. Revwijs: de rechte van Simson van een punt F op de omgeschreven
cirkel wan criehoek ABC gaat door het midden van (H,F). Dit midden ligt
op de nzzcunpuntscirkel.

T2 I et middelpunt van een poolcirkel van driehoek ABC, dan moet
AX loodrza-ht staan op de poollijn BC van A enz. X moet dus met het hoog-
tepunt I samenvallen. Inderdaad heeft iedere driehoek een poolcirkel.
Opgave. Is ? de straal van de pooleirkel, bewijs dan, dat QZ gelijk is
aan Ge helft van de macht van H t.o.v. de ongeschreven cirkel.

Is O het middelnunt van een orthogonale hyperbool a”, dan is
OJ1J2 een nooldriehoek van 5‘, zodat iedere cirkel door O harmonisch
om 5‘beschreven ig. Anders gezegd: de omgescireven cirkel van een drie-
hoek is de meetkundige plazats der middelpunten van de orthogonale pool-
hyperbolen van die driehoek.

Elke cirkel door het middelpunt van een orthogonale hyperbool 2r
is harmonisch beschreven om 5“ Zr is dan harwonisch in ieder van deze
cirkels beschreven. Hieruit volgt: de poolcirkel van een driehoek is de
meetkundige plaats der middelpunten van de ingeschreven orthogonale hy-



perbolen van die driehoek.

Opgaven. 1. Dewijs met behulp van elerentaire reet'tundige methoden de
volgende stellingen:

gl; Ten cirkel Tﬂ(ﬁidﬂEZFHHt M, straal R) en een cirkel d’hniddelpunt I,
straal r) vormen een poristisch stelsel, zls ijz(l,ﬁ) - R° + 2Rr (het
plusteken staat als U4een aangeschreven cirkel en het minteken =2ls (7
de ingeschreven cirkel is). ‘
). Fen cirkel | (middelvunt U1, Straal ) is hormonisch beschreven on
de cirkel & (middelpunt H, strazl ? ), als §32(U 1) = R 4 2§32.

)
¢). Een cirkel ™ (middelpunt I, straal r) is harmonisch beschreven in
de cirkel A(middelpunt H, straal P ), als §>2 (H,I) = ?2 + 2r°.

2.Bewijs onder gebruikmaking van opgave 1 door toepassing van de
zwaartelijnfornule in driehoek HI: de negenvuntscirkel van een driehoek
rzekt aan de in- en zangeschreven cirkels van de driehoek (stelling van

Feuerbagi).

J
.

. Is T een vast punt op een kegelsnede J'en zijn A1 en A2
twee veranderlijke punten van 5 , Gie zo gekozen zijn, dat PA1 __LPAZ,
dan gaat Ayhy door een vast punt Q (het punt van Irégier van P).
Bewijs dit

7ii P een niet op de kegelsnede g“gelegen punt. Door P trekt men
een variahele rechte 1. Zij M de richting L 1: de poollijn m van II
snijdt 1 in een punt X.

'@ ~ragen naar de meetkundige plaats van X.

e
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Is K het oneigenlijke punt van 1, dan is H(XKM, J1J2). De poollijn m van
van M gaat door het middelpunt O van J . Draait 1 om P, dan geldt:
I17TK 7" M A me 1 en m doorlopen dus projectieve stralenbundels; het snij-
runt X beschrijft dus een kegelsnede’“ met O en P als fundamentaalpunten.
De poollijn x van X gaat door M, zodat x L 1. Hieruit volgt: [ is de
meetkundige plaats der punten X, waarvan de poollijn loodrecht staat op
PX. De oneindig verre punten en de assen vantj behoren tot fﬂ, immers
de poollijnen hiefvan vallen met de andere as samen. " is dus een gelijk-
zijdige hyperbool, d&e hyperbocl van Apollonius. Deze gaat door P, en door
O; de asymptoten zijn evenwijdig aan de assen van J'. Is Q een snijpunt
van a’en rﬁ, dan staat de rasklijn in Q loodrehct op PQ, m.&.w. PQ is een
normaal van de kegelsnede 5’. Door een punt P gaan dus vier normaleng
deze zijn niet noodzakelijk alle re€el en niet met passer en lineaal
.construeerbaar.

D¢ proj.ctive moctkunde van de ruimtc.

Voor du projccticve muvtkunde in dc dricdimensionale ruimte stellen we

de volgun ¢ axioma's op

a) Door twce verschillende puntun gaat één lijn.

b) Door dric verschillcnde punten, dic nict op eenzelfde lijn liggen,
gaat ¢én vlak.

c¢) Ligt cen punt op cen lijn en dcze¢ 1lijn in cen vlak, dan ligt het punt
in dat vlak. '

d) Liggen twee verschillende punten van een lijn in ecn vlak, dan ligt
de 1lijn zc¢lf in dat vlak

'e) Bij een 1lijn cn een vlak bestaat altijd ten minste een punt dat op
beide ligt.

f) Op elke lijn liggen ten minste 3 verschillende punten.

g) In elk vlak liggen ten minste 4 verschillende punten waarven er geen
3 op een lijn liggen.

h) Fr bestaat een vlak en een punt dat niet in dat vlak ligt.

(vergelijk de axiocma's van pag. 6)

Grondbegripnen zijn dus: punten (sangeduid met A,B,...P,...), lijnen
(aangeduid met &,b,+..1,...) en vlakken (aangeduid door A , f , A yees),
benevens het incidentiebegrip.In feite hebben we met drie verschillende
incidenties te maken: punt incident met lijn, punt incident met vlak,
lijn incident met vlak. 7e gebruiken voor deze drie begrippen hetzelfde
woord incident en dezelfde uitdrukking "liggen in® of '“gaan door".
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In het platte vlak bestond een zekere dualiteit: door in de vlakke
axioma's de woorden “punt" en *1ijn" te verwisselen ontstonden uit de
oude axioma's afleidbare stellingen. In de nlaats van dit viakke duali-
teitsbeginsel treedt hier een ruimtelijk dualiteitsbeginsel: de stellingen,
die uit de axioma's a...h kunnen worden afgeleid door de woorden "punt”
en “vlak' te verwisselon, zijn uit dic axzioma's bewijsbaar.

Ovmerking. Voor we die verwisselingen uitvoeren vervangen wec eerst alle

uitdrukkingen "liggen op", "liggen in" en “"gaan door" door "incident zijn

met“, Het woord “lijn' laten we staan.

Bevijs van het ruimtelijk dualiteitsbeginsel:

a') Twee verschillende vlakken & en . hebben altijd een lijn gemeen.
Immers; volgens b kunnen A en 4 geen drie niet op één lijn gelegen
punten gemeen hebben. Volgens g) bestaan in X vier punten, waarvan

. geen drie ov een rechte liggen. De 6 zijden van de door deze punten
bepealde volledige vierhoekr snijden volgens e) alle het vlak 4 .
Daar de 6 snijpunten niet alle kunnen verschillen hebben X en 3
tenuinste twee verschillende punten, dus volgens a) on d) een rechte
gemeen.

b') Drie verschillende vlakken & , s , Y , die niet door eenzelfde lijn
gaan, hebben één punt gemeen.

Immers: De snijlijn ( & . /%) snijdx Y in één punt.

c') Gaat een vlak A door een lijn 1 en gaat 1 door cen punt P, dan gaat

X door P,

Dit is het oude axioma ¢).

d') Gaan de twee verschillende vlakken & en s , die een lijn 1 gemeanhebben
beide door een punt P, dan ligt P op 1.

. Immers de vlakken X en /3 hebben 1 tot snijlijn en hebden

buiten 1 geen punten gemeen (volgens b) en f)).

e') Bij een lijn 1 en een punt P bestaat altijd tenminste één vlak dat
door beide gast.

Ligt P niet op 1, dan is er volgens b) en f) juist één zo'n
vlak. Ligt P op 1, dan voldoet volgens 4) elk vlak door 1).

') Door elke lijn 1 gaan tenminste drie verschillende vlakken.

g') Door elk punt gaan ten minste 4 vlakken, waarvan gscn drie door een
lijn gean.

De bewijzen hiervan verlopen door een redenering uwit het

ongerijmde.
h'} Zelfde als h).

Opdat de ruimte-mectkunde een uitbreiding is van de vlakke meetkunde, is
het nodig een bewijs te geven van de volgenie.



Stelling: In ieder vlak A van de ruimte gelden de vroeger opgestelde
vliakke axioma's. (pag. 6).
Bewijes A is hetzelfde als a)

A'; zijn 1 en m twee rechten in het vlak o« , dan bestaat er een
punt P buiten A . Het vlak 4 door P en 1 snijdt & volgens
1, en m volgens een punt S, dan blijkbaar op 1 ligt.

B is hetzelfde als f).

B': in « liggen 4 punten volgens g), zodat door 2 hiervan te
verbinden een lijn in & ontstaat en nog 2 niet op deze lijn
gelegen punten.

C is het axioma van Desargues. Ock dit is met behulp van de
ruintelijke axioma's te bewiizen.

Zijn n.l. ABC en A'B'C' de gegeven puntperspectieve driehoeken in « , zo-
dat AA',BB',CC' 2lle door O gaan, dan kiezen we een punt 5 buiten A en
en punt S', eveneens buiten & , godat 0S3' een rechte lijn is. De lijnen
SA en S'A' liggen beide in het vlak door 0SS' en CAA', dus snijden elkaar
ergens in A, niet in o gelegen. Zo bestaan ook de punten B"(snijpunt

van SB en S'B') en C"(snijpunt van SC en S'C'). Stel het vlak , door

AU"B"CY" snijdt A volgens de lijn 1.

A"B" ligt met AB in het vliak SAB, dus =snijdt AB in een punt R van 1. Ze
snijdt A"B" ook A'B' in een punt R! van 1. Daar R het enige punt van 1

is dat op A"B" ligt, is R = R', zodat AB en A'B' elkaar op 1 snijden.

Om dezelfde reden snijden ook AC en A'C', evenals BC en B'C' elkaar op 1.

Het op pag. 8 ingevoerde axioma D nemen we ongewijzigd over; dit
axioma hebben we nodig om van het te construeren grondlichaam te bewijzen
dat de karakteristiek # 2 is.

Ock in de ruimtemeetkunde ncemen we de verzameling van alle purtten van
lgen lijn een puntreeksy de lijn heet de drager. Snijden de lijnen 1 en m
elkaar, dan kunnen we vanuit een punt C van het door 1 en m bepaalde

vliak de puntreeks van 1 projecteren op m. Twee op deze wijze samenhangende
puntreeksen staan in persypectief verband tot elkaar. We noemen de punt-

recksen op twee dragers 1 en m (in het algemeen kruisend!) projectief,
wanneer een aantal puntreeksen met dragers Xq9XpgeeeXy bestaat, zodat |
1= X, en m = X, terwijl X5 met xH1 perspectief is woor elke i=te.en~1.
e nemen in de rulmte het ax1oma E*van de vlakke meetkunde over (vel.
pg. 18): Hebben twee collocale projectieve puntreeksen drie punten ge-
meen, dan vallen ze geheel samen. Het axioma E, dat in het platte vlak
niet gebruikt wordt nemen we in de ruimte niet over, we hebben aan het
minder eisende axioma E¥ genoceg.{In de re&le vlakke projectieve meetlkunde
is E tegelijk met E" geldig: in de complexe vlakke projectieve meetkunde
geldt EX wel, doch E niet, zodat hieruit volgt dat E geen comsequentie
van E™is!). Axioma E “kunnen we ook in de volgende vorm brengen: Voert
een projectieve transformatie 77 de puntreeks van 1 over in de puntreeks
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van 1' en worden daarbij de punten A,B,C van 1 op de punten A',B',C!
van 1' afgebeeld, dan is 7T de enige projectieve transformatie met deze
elnen?chap. Immers, stel dat 7”1 en T7, beide voldeden, dan was

Mo, 774 een projectieve transformatie van 1 op zichzelf, die A,B,C
tot dekpunten heeft en dus volgens E ™ de identiteit is. 772"1771 =1 be-
tekent TTQ = Tr,. Volgens Je redenering van pag. 47 blijkt dat de stel-
ling van Pappus in het platte vlak een gevolg is van E™,

In de vlakke meetlkunde geldt verder (Hessenberg):

Het axioma van Desargues is te bewijzen met behulp van de stelling van
Pappus.

Beviiis.

ya

Laat ABC en A'B'C' de puntperspectieve driehoeken zijn met centrum O. Is

P het snijpunt van BC en B'C', Q dat van AC en A'C* en R dat van AB en

A'B', dan moet bewezen worden dat P,Q,R op &én 1lijn liggen.

Laat X het snijount zi n van QR met OBB'y; AX snijat A'C' in L, LB' snijdt

AB in N. Uit Pappus (B'NL) volgt dat ON door Q gaat. Beschouwen we nu

de Pappus stellingen  (gog) en (Gogy), den blijken zowel BC als B'Ct

door het snijpunt van QR met MN te gaan. Hiermee is de stelling bewezen,
Een eenvoudig direct bewijs dat het axioma van Desargues uit E**afw

te leiden is, zonder tussenkomst ven de stelling ven Pappus, is het vol-

gendes
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Het puntviertal OBB'B" wordt in 0CC:'(C" overgevoerd door eerst vanuit R
te projecteren op OAA'A" en dan vanuit Q op 0CC'C". De viertallen zijn
dus projectief. De projectie uit P voert reeds OBB! in OCC' over en
valt dus met de vorige projectiviteit samen, zodat B"C" door P gaat.
In het platte vliak kunnen we na invoering van het axioma E"het axioma
van LDesargues btlijkbaar missens in de ruimte is Desargues ook zonder
E " afleidbaar.

In de ruimtemeetlunde zijn grondbegrippen: punt, lijin, vlak (nulde trap).

vy

Je definieren wverder

1) puntreeks (alle punten van een lijn) figuren van
2) stralerwaaier (alle lijnen in een vlak en door een punt)} de eerste
3) viakksrwaaier (alle vlakken docr een lijn) trap

4) runtveld (alle punten van een vlak)

5) stralenschoof (alle lijnen door een punt) figuren

6) stralenveld (alle lijnen in een vlak) van de

7) vlakkenschoof(alle vlakken door een punt) tweede trap

figuren van

8) puntruimte (alle punten van de ruimte) }
de derde trap

9) vlakkenruimte (alle vlakken van de ruimte)

Tengevolge van het ruimtelijk dualiteitsbeginsel staan deze vexrza-
nelingen paarsgewijze duaal tegenover elkaar.
Oagave. Geef deze teoevoeging aan.

In de ruimte staat naast het vlakke dualiteitsbeginsel in elk vlak
het schoofdualiteitsbeginsel in elk punt. Dit ontstaat door eerst het
ruimtelijke, dan het vlakke en dan weer het ruimtelijke dualiteitsbe~
ginsel toe te passen.
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Ongave. Laat zien dat 5) en 7) schoofduale tegrippen zijn. De belang-
rijkete bewerkingen in de nrojectieve meetkunde zijn: verbinden en
snijden. Verbinden met een punt en snijden met een vlak zijn duale be-
werkingen. Verbinden met een lijn en snijden met een lijn zijn eveneens
duaal. Deor bovenstaande verzamelingen 1)...9) te verbinden of te snijden
met een punt, een rechte lijn of een plat vlak, ontstaat weer één der
verzamelingen.
Qvzaven.
1. ‘at krijgen we achtereenvolgens als we een puntveld verbinden met
een punt en dan snijden met een vlak?
2. In wat als we een puntreeks verbinden met een lijn, vervolgens snijden
met een vlak en nognaals snijden met een vlak?

Daar in ieder vlak de vroegere axioma's gelden, bezit ook de ruim—
telijke projectieve meetltunde een grondlichaam, waarvoor we weer het
lichaam der complexe getallen nemen.

Het begrin "dubbelverhouding van vier punten" wordt op dezelfde manier
ingevoerd als in het platte vlak. Door een viertal punten A1,A2,A3,A4
van een lijn s te verbtinden met ecen punt P ontstaat een viertal 1lijnen
17,12,13,14; docor deze nogmaals te verbinden met een punt Q ontstaat
een viertal vlakken “’1, A 2,¢X 3,6\ 4t le G@efinieren nusg

1 N A i
DJ(11121314, = DV(A1A2A3A4)
en

DVCX1920§u4 = DV(A,AAA,).

17273

'We spreken dus ook van de DV van vier stralen van een waaier (evenals
in het platte vlak) en van vier vlakken van een waaier. Dat de DV(11121314)
niet van s afhangt, is vroege» opgemerkt (zie pag. 30 regel 8 v.o.).
Opgave. Bewijs dat de DV(M1m2m3mﬁ) alleen van de vier vlakken en niet
van s afhangt.
Definitie. Onder een projectieve transformatie van de ruimte verstaan
we een eeneenduidige transformatie, die punten in punten, rechten in
rechten en vlakken in vlakken overvoert, en die elke puntreeks in een
dacrmee projectieve puntreeks overvoert.
Stelling. De dubbelverhouding van vier nunten van ecn puntrecks, van
vier lijnen van eun waaier en van vier vlakken van een waaier is inva-
riant tegenover projectieve transformatie van de ruimte.
~rgave. Bewijs dit.

Vroeger hebben we een projectiviteit gedefinieerd tussen twee vlak-
ken o en z 3 dit is een projectiviteit tussen twee puntvelden ew tussen
twee stralenvelden. ®ok is gedefiniec«rd een correlatie tussen een punt-
veld en een stralenveld. Op dezelfde wijze kunnen we een projectieve
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butrekking definiéren tussen twee wiliekeurige figuren van de twecde
trapg zijn dit verschillende figuren, dan noemt men dit algemeen een
corrclatice.

‘uaal tegenover de nrojectieve transformatie van de ruimte staat
de ruimtelijke correlatic tussen een  puntruimte en een vlakkenruimte,
wazrover later mecr.

Ongaven.

1. Definieer de correlatie tussen een stralenschoof met top S en een
viakitenschoof met top T. Bewijs dat d-ze e n correlatic indicourt tus-
sen de vlakienschoof S en de stralenschoof T (vgl. pag. 66).

. Definieer de correlatic tussen het puntveld van het vliak X en de
vla

[AS]

ot
L)

wenschoof doer het punt S. ''elke correlatie wordt hierdoor geIndu-~
o)

4

£

Den kegelsnede‘{'in ecn vlak X kan opgevat worden als kromme van
de tweede graad (puntenkegelsnede) en als kromme van de tweede klasse
(lijnenkegelsnede). In de ruimte komt er nog bij de beschouwing van J‘
als vlakkenkegelsnedes c¢lk vlak door e.n ra&klijn.y‘noemen we een raak-
vlak aan Y.

Puntekegelsnede en lijnenkegelsnede zijn duaal in het vlakke du-
aliteitsbeginsel. Krachtens het ruimtelijk dualiteitsbeginsel staat
dvuaal toegenover een pwiunkezelsnede een viakkenkegel ; tegenover

cen lijnenkegelsnede een liinenkegel en tegenover ewn vliakkenkegelsne-

de ecn nuntenkegel,
0

DZAVEN.
1. Definiecr de vlakkenkegel, lijnenkegel en puntenkegel.

2. Hoc luidt de stelling van Pascal resp. Brianchon voor kegels 7
3: Bewi]s dat vlakkenkegel cen lijnenkegel schoofduaal zijn.
4. Beschrijf de poolverwantschap t.0.v. kcgels (het duale van de vlak-

ke poolverwantschap). at is e.n pooldrievliakshoek.?

Ten ruimtelijke corrclatie is e.n eeneenduidige afbeclding ¢ van
eun puntruimte op een vlaklkenruimte met de volgende eigenschapnen (vgl.
pag. 66):

a) aan elk punt P is eun vlak # P toegevoegd.

b) zijn A,B,C en D vier punten,door een lijn 1, dan gaan de vier vlak-
kenigA,th, C, ¢ D door één lijn (die we met ¢l aanduiden), en wel is
(ABCD) = (QFA, L]&B, ({}C, K{D)‘

Uit deze definitie volgt: de lijngl is door de punten A en B
van 1 re.ds ondubbelzinnig bepaald, n.l. als de snijlijn van gaA en pB.
Voor twee ander ¢ punten C en D van 1 wvalt de snijlijn van.yc en ¢ D
met die van ¢A en ¢B samen. Dus:
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¢) aan elke lijn 1 is ecnduidig e.n lijn 'fl toegevoegd. Hebben 1 en m
nu e<n punt P gemecn, dan ligzen zowel yﬁl als ym in het vlalcyP. An~
ders gezegd, liggen 1 en m in eun vlak, dan gaan yl enym door ecn
punt , dat we mct yxacnduiden. Zijn 1,m,p,q vier vrij gelegin lijnen
van vlak « , dan zijn¢1l, ym, ¢Py yq vier lijnen, die clkaar alle twee
aan twe. snijden. Ze kunnen niet alle in eun vlak ¢ X liggen, daar dan
imaers l,m,p,q door X zouden moeten gaan. Dus ¢l, ¢m, 4D, ¢q gaan door
Zén punt (/o«f, Daar het snijpunt vanfl en?‘m dit punt recds bepaalt,
geldt:

d) aan elk vlak & is ecnduidig een punt ¢ X toegevoegd.

Ten correlatie is blijkbazr e:n afbeszlding, die aan elk grondele-
ment van de ruimte het ruimtelijk duale toevoegt: daar incidenties be-
houden blijven, geldt dit tevens voor figuren van de esrste, tweede en
derde trap. De eigenschap, analoog aan b) geldt ook voor vier stralen
ven ecqn waaler cn voor vier vlakken van een waaier.

Ovpzave. Bewijs dit.
et begrip correlatie is dus met zichzelf duaal.

De inverse van eun correlatie is wesr een correlatie; de corre-~
latic heet involutorisch, als4ﬂ=<y’1. e besehouwen in het volgende
uitsluitend involutorische correlaties.

Leg invelutorische corrvelatiey , met de eigenschap dat elk punt P in
zijn eigen beeldvlak ¢T 1ligt, heet een nulcorrelatie. e onderstellen,
dat in het volgende ¢ geun mulcorrelaties is, dus dat ten minste één
punt bestaat, dat niet met zijn be:ldvlak incident is.

Ligt Q in het vlaky;?, dan heet Q met P geconjugecrd. Dan is
VQ,met y;%P = P incident, zodat dan ook P met Q geconjugeerd is. Deze

relatie is dus symietrisch. Alle punten, die met P geconjugeerd zijn,

vormen het puniveld in y:P. De punten, die geconjugecrd zijn met alle
punten van een lijn 1, vormen de lijn.fl. Er is slechts één punt ge-
conjuge.rd met alle punten van een vlak ¥ , n.l. het punt @x

Gaat « door het puntyg@ , dan heten o( en 3 geconjuge rdy dit is
een symmetrische relatiec tussen vlakken. De vlakken, die geconjugesrd
zijn met een gegeven vlak «X gaan alle door het punt {/(; de vlakken,
die geconjuge-rd zijn met alle vlakken door een 1lijn 1, gaan door de
lijng'l; er is juist één vlak geconjuge rd met alle vlak'ien door een
punt P, n.l. het vlak ¢P.

Snidt 1 de lijn ¢m, dan heten 1 en m geconjugevrd. Ook dit is
een symletrische relatie. De lijnen, die geconjuge.rd zijn met alle
lijnen door een punt P ligzen in het vlaky‘P; de lijnen, die geconju-
geerd zijn met alle lijnen van een vliak X , gaan door het punt y%x.
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De involutorische ruimtelijke corrclatie y'(diu gevn nulcorrelatic is !)
gebruiken we om ruimtelijhke figuren te definiéren, analoog aan de kegele-
sncéen in het platte vlak (vgl. pag. 67, regel 13 v.o.) . £ bepaalt n.l.
oon kwadrick U7, dic als volgt gedefinicord wordt:

¢en punt van T’ is ¢un zoelfgeconjugecrd punt van @

c.n raaklijn vanT' is c.n zilfgeconjuge.rde lijn van ¢

¢.n raakvlak vanl is c¢.n zolfgeconjugeerd vlak van ¢
T¢ spriken rosp. van 10 als puntonkwadrick, lijncnkwadrick on vlakken-
kwadrie; ¢ heot de poolcorrclatic te0ave I ',

Is o gue.n rackvlak van |’ , dan is aan o1k punt P van & e.n vlak
P £ tocguvougd, dat o volgens con lijn .*74«"" P snijdt. p“ P bevat alle
in « liggende on met P geeconjugo.rde puntene Blijkba.r is yJ“ inX eun
viakke involutorische corrclatic; deu zelfgeconjuge rde punten van %“x
(dic ook zelfgeconjuge.rd zijn voor ¢ ) vormen c.n kegolsnede JO‘ Dit
levert de volgende
Stelline. Blk vlak o dat | nict rackt, heoft mot de puntenkwadriek
cen koegelsnede &K”‘ gemeen.

Eun rasklijn 1 aan {fyis cen zolfgeconjuge.rde lijn in d¢ vlakke corrc-
latic gﬂ*. Is P het razkpunt, dan is 1 = ¢°‘P, zodat het vlak ¢P door
1 geat. Hicruit volgt, det ¢ 1 door P gaat, dus 1 snijdt un bijgevolg
zulfgeeonjugecrd is. Dit is do
Stellins. Flk vliek o dat | nict raskt, he £t met de lijnenkwadrick de
lijnenkogelsncde J”%gumubn.

Door tocpassing van hit ruimtelijk dualitcitsbeginscl ontstaan
uit bovenstaande stellingen:
Ecn vlakkcenschoof, waarvan de top P nict 0p‘r7ligt, heeft met de vliak-
kenkwadrick con vlakkenkogel TF gumeung
Zen lijnenschoofy, waarvan d¢ top P nict op P ligt, heoft met de lijnen-
kwadrick c.n lijnenkogel mF gemeen.
Andcrs gezegd, de raakvlakizen, uit e¢on punt P aan c¢on kwadrick aange-
bracht, vormcn tovens de raakvlakken aan eun kegel met P als top; de be—
schrijvenden van deze kegel zijn de raaklijnen uit P.

Is 1 e¢en raaklijn aan Tﬁ, dan is 1 ze¢lfgeconjugeerd, m.a2.w. 1
snijdt gl. Is A het snijpunt, dan zal het vlakspA door 1 en,ﬂl gaan, dus
tevens A bevatten. A is dus cen punt ven [ vn ¢ A oun raakvlak. A is het
cnige punt van‘T7, dat op 1 ligt. Im.ers buvatte 1 nog c.n tweode zelf-
geeonjuge.rd punt B, dan gingz{B door B ¢n door fl, zodatch het vilak
door 1 cn.?l.was, dus mutgpA samenvicl, hetgeen nict kane Ten raaklijn
bevat dus slechts Sén punt van‘r”; door c¢lku raaklijn geat slechts &én
raakvlak van j + D¢ lijnen 1, dic geheol met @1 samonvallen, hobben
we tot nu too buiten beschouwing goelaten.
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Op elke lijn m in X die geen raaklijn is wordt door de vlakke correlatie
?°‘ een involutie van geconjugeerde punten bepaald, die de twee snij-
punten van m met 5”x tot dubbelpunten heeft, Deze involutie bevat ook de

varen punten, die geconjugeerd zijn ten opzichte van de ruimtelijke
correlatie ¢ , De lijn m snijdt 7*1dus in twee punten, die samenvallen
als m raa?lgjn is; de geconjugeerde purrten van m vormen een involutie
die deze snijpunten tot dubbelpunten heeft. Duaal: door elke lijn gaan
twee raakviaklzn aan T_’, die samenvallen als de lijn raaklijn is; de
geconjugeerde vlakken door m vormen een vlakkeninvolutie, die deze rask-
vlakken tot dubbelvlakken heeft,

Als een lijn 1 met y*l samenvalt, dan noemen we 1 een beschrijvende
van I . Is X een punt van 1, dan gaat er door /cl, dus door X, zodat
X zelfgeconjugeerd is, Alle punten van een beschrijvende zijn dus punten
van 7_}. Duaal: alle vlakken door een beschrijvende zijn raakvlakken van

T

Zij o een raakvlak aan 7_7; het punt A = (o< ligt in e+ Is 1 een
lijn van K , riet door A, dan is y’l een lijn door A, niet in o¢ . Het
beeldvlak ng van ezn punt P van.l gaat door 991 en snijdt X volgens
een Hjn p door A, De toevoeging p = soaiP is nu een ontaarde correlatie,
omdat de beeldlijn p van elk van A verschillend punt P steeds door A gaat,
Stel p snijdt 1 in P'. Als P de lijn 1 doorloopt, drasit =P om ¢ 1,
dus p om 4, zodat ook P' de lijn 1 doorloopt, Hierbij is P :I,.xPF('p'ﬂP‘,
zodat op 1 twee collocale projectieve puntreeksen ontstaan, met twee dek-
punten S en T, De 1lijn SA = s is nu een beschrijvende van i s immers g)s
is de snijlijn van é S met ?)A = (* , waarbij /) S het vlek door s en 1l is,
Elk raakvlek bevaet dus twee beschrijvenden.
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Duaal: door elk punt van 7r1gaan twee beschrijvenden, Het vlak o door twee
elkaar snijdende beschrijvenden is een raakvlak, hun snijpunt A is een
!punt van T . A= Yo( heet het raakpunt van ok § X = f}. heet het
raakvlak in A,
T -1

Het raakvlak o in en punt A van [ snijdt l volgens twee beschrij-
vienden 84485, Is R een niet in ¢ gelegen punt van “Tﬂ, dan snijdt het
raakvlak £ in B )ﬁvvolgeni_jweb teschrijvenden b1’b2‘ De poollijn @1
van de 1lijn 1 = AB snijdt | 'in de punten P en Q, Daar 1 door A en B gaat,
is ( 1 de snijlijn van oL en fﬁ , zodat P en Q beide op (a1,a2) en op
(bj,bg) liggen. Stel P is het snijpunt van a, en by, dan kan Q niet op
e, liggen, daar anders het vliak APQB de twee raakpunten P en Q zou moeten
ifzitten. Om dezglfde reden ligt Q niet op bz, zodat Q het snijpunt is van
=, en b, De 4 punten 4,B,P,Q liggen zeker niet in één vlak, daar dit
vlak dan elk der & hoekpunten van de
gevormde volledige vierhoek tot
raakpunten zou moeten hebben, Dus:

de beschrijvenden a1,b1 kruisen
i
C}! £, /EB elkaar, evenals a,,b,. Door het
punt B over [ ' te variéren blijkt:
door elk punt van M gaat ¢én beschrijvende die a5 snijdt en a, kruist

en €én beschrijvende die 2, snijdt en 2, kruist., Zo ontstaan twee
stelscls van beschrijvenden of regelscharen, Twee lijnen van eenzelfde

stelsel kruisen elkaar; lijnen van verschillende stelsels snijden elkaar,
Een regelschaar wordt door drie (elkaar kruisende) beschrijvenden
I’astgelegd. De andere regelschaar bestaat uit de transversalen van de

drie gegeven lijnen.Zijn a1,a2,a3,a4 vier lijnen van een regelschaar

P 9 en p en q twee lijnen van de andere
regelschaar van dezelfde kwadriek,
dan is het vlak door p en ai het
poolvlak van Pi' zodat de waaier
van raakvlakken door p projectief
is met de puntreeks der ragkpunten
op P, De 1lijn q snijdt het raskvlak
van Pi in het punt Qi’ zodat
(PyPoPP,) = (QQ3Q3Q,). Bus:
Een regelschaar bestaat uwit alle

lijnen, die corresponderende punten

verbinden van projecticve puntreeksen

op kruisende dragers.
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Duaal:
Len regelschaar bestaat uit de snijlijnen van corresponderende
vlakken uit projectieve vlakkenwaailers met kruisende dragers,

Een rechte 1lijn, die meer dan twee punten met een kwadriek- 7~ﬁ
gemeen heeft, ligt geheel op T ¢n is een beschrijvende, Een 1lijn, die
geen beachrijvende van Tﬁ‘is heeft twee punten met Tj gemeen, die samen-
vallen als de lijn raaklijn is,

Als Tﬂ re€le punten, raakvlakken en raaklijnen bezit, zijn de
beschrijvenden van meniut neoodzakelijk reéel, Bevat‘T_'reéle regelscharen
dan noemen we 7“1een hyperbolische kwadrick, anders cen elliptische
(of ovale) kwadriek, Len kegel is te beschouwen als een parabolische

(punten-)kwadriek met twee samenvallende (ontaarde) regelscharen; een
l&egelsnede is een (vlakken-)kwadriek met twee samenvallende (ontaarde)
regelscharen,

Opgave. De vier hoogtelijnen van een viervlak zijn vier beschrijvenden
van een regelschrar, De vier lijnen, door de hoogtepunten der zijvlakken
loodrecht op die zijvlakken opgericht, behoren tot de toegevoegde regel-
schaar,

Elk vlak snijdt ecen kwadriek volgens een (eventueel ontaarde) punt-
kegelsnede, Ook het omgekeerde geldt: wordt een oppervlak Twﬁdoor elk
vlak volgens een kegelsnede gesneden, dan is dit oppervlak een kwadriek,
Bewijs., Een lijn 1 snijdtﬁfﬂ i.h.a. in 2 verschillende punten (Waaros.?)j
de punten A en A' van 1 heten geconjugeerd t.o.v.’ww‘als A en A' behoren
vxﬁidﬁ involutie, diec de snijpunten van 1 met T ' tot dubbelpunten heeft,
Allc met A geconjugeerde punten liggen in ecn vlak W A, dat de poollijnen
bevat van A t,o0.v., de kegelsneden, volgens welke “e vlakken door A L
snijden,

Zijn verder A,B,C,D vier punten van een lijn 1, en snijden de vlakken

? A en V?B elkaar volgens de lijn m, dan gaat het poolvlak QCP van een
variabel punt P van m zowel door A als door B, dus door 1., Elk punt van

m is dus geconjugeerd met e€lk punt van 1, m.a.w. de poolvlakken van C en
D gaan eveneens door m, Snijden de poolvlakken van A,B,C,D de lijn 1
resp, in A',B',C',D', dan #¥in deze punten asn A,B,C,D toegevoegd in de
poolinvolutie op 1. Dan geldt: ( VA, yfh fG, ?D) = (A',B',C',D',) =

= (4,B8,C,D).

Aan de definitie van pag, 115 is voldaan, zodat g,een correlatie is,
Dear verder de voorwaarde voor geconjugeerde ligging van twee punten
symmetrisch in die punten is, is involutorisch, zodat q een kwadriek
bepaalt, welke met | & samenvalt, Het gestelde is hiermee bewezen,

Stelling. De meetkundige plaats T der snijpunten van de lijnen van een
lijnenschoof (met top S) en de corresponderende vlakken van een daarme
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correlatieve vlakkenschoof (met top T) is wen kwadriek door S en T(de
fundamentaalpunten).

Bewijs, We bvewijzen allereerst dat elk vlak o door S bet oppervlak
volgens ecn kegelsnede snijdt, Een vlak o« door S correspondeert in de
correlatie nl, met cen lijn a door T, die X in een punt P snijdt, De
stralenwaaier in o met S als top correspondecrt met de vlakkenwaaier
door aj deze snijdt o volgens een lijnenwaaier met P als top. Beide
waalers zijn onderling projectief, zodat een kegelsnede wordt voortge-
bracht, die door S en P gaat,

Uit het bovenstaande volgt nog, dat de door de gegeven caowrelatie
geinduceerde correlatie tussen de vlakkenschoof S en de lijnenschoof T
hetzelfde oppervlak voortbrengt., Ook elk vlak door T snijdt 17 dus volgens
een kegelsnede, De stelling zal bewezen 2zijn, als we aantonen dat het-
Zelfde oppervlak i“’verkregen wordt, als we T door een willekeurig ander
gﬁnt van T“'vervangen, mits we de vlakkenschoof gnred aanbrengen,

Lagt U een van S en T verschillend punt van [ zijn. We brengen door
S twee vlakken oL en (3 2an (niet door U en T), die 1 tot snijlijn hebben
en 1 volgens de (niet ontaarde) kegelsneden KO‘ en a{ snijdens zij
P het tweede snijpunt van 1 en W—1. Een willekéurig vlak door Uen P

snijdt ?'o‘nogmaals in ecn punt A en  y /> in een punt B, De correlatie
tussen de lijnenschoof S en de vlak-
A kenschoof U construeren we nu 21s
volgt:
(1 Is X een variabel punt van O“; dan

voegen we aan de lijn SX toe het vlak
UAX; is Y een variabel punt van fé ’
dan voegen we aan de lijn SY toe het
vlak UBY, Aan SP wordt blijkbaar het
vlak UAB toevgevoegd, Daar zeker van vier "vrij gelegen" lijnen uit S de

b.eldvlakken door U gegeven zijn, wordt hierdoor inderdaad een correlatie
bepaald, Deze brengt een oppervlak 7' ' voort door de fundamentaalpunten
S en U, dat door elk vlak dat door S of U gaat volgens cen kegelsnede
gesneden wordt., |  heeft met T°' de kegelsneden oL en {5 gemeen en het
punt U, We zullen tenslotte asantonen dat T ' = 717 ', 2ij daartoe Q een
willekeurig punt van 1!, Het vlak 23 = UTQ snijdt 1 ' zowel als | '' vol-
gens een kegelsnede, Daar deze kegelsneden behalve U nog de snijpunten
van 55 met 5”% en G'ﬁ gemeen hebben vallen ze geheel camen, zodat Q
op T'' ligt.
Elk punt van T‘1is dus als fundamentaalpunt te kiezen, zodat elk vlak
Yﬁ'volgens cen kegelsnede snijdt en I"een,gﬂgggigg is,

Tevens is hiermee bewezen: elke kwadrick kan op 30,7

manieren voort-
gebracht worden deor twee correlatieve schoven,
De duale stelling luidt:



Y.M, 1<

Len vlakkenkwadrick besteat uit alle vlekken die een punt ~an een punt-
veld 04 verbindin met 4c¢ correspondercnde lijn uit het correlatieve
lijnenveld f& ; de vlakken ox en § zijn zelf raakvlakken, De geindu~
deerde correlatie tussen het lijnenveld o« en het puntveld F brongt de—
zelfde vlakkenkwadriek voort,
Stelling, Wordt de kwadriek 1" door de correlatieve schoven S en T
voortgebracht, dan is het raakvlak in T het vlak dat in de schoof T
overeenkomt met de lijn ST van de schoof S,
Bewijs: Het raakvlak in T is dat vlak o( dat Tﬂ'volgens een ontaarde
puntkegelsnede snijdt. De snijkromme <7°‘ wordt voortgebracht door twee
rrojectieve stralenwaaiers in ¢X , waarvan T de ene top is en waarvan de
andere top A gevormd wordt door het snijpunt van X met de corresponderende
lijn a door S, Kiezen we voor a de lijn ST, dan is A = T, zodat de twee
projectieve stralenwaaiers dezelfde top hebten (collocaal zijn), De twee
dubbelstralen behoren dan geheel tot | ', zodat oK inderdaad raskvlak is,

We geven nu het bewijs van Gergonne voor de stelling vun Puscal,
gebruik mulzende van de eigenschimien van regelschuren.

2ij } em Xkegelsnede, gelegen in een vlak & en waarin een zes-
hoek A132333;iE33 beschreven is. ‘¢ lunnen 5’ontst;an denken wls product
van twee projectieve lijnenwaaiers in & . Brengen we door de fundamentaal-
punten twec (niet in & liggende) kruisende lijnen, dan worden deze pro-
jectieve lijnenwvaaiers door deze lijnen geprojecteerd in projectieve
viakkenwaailcrs, die een kwadriek'r’voortbrengen.'Tjwordt door & volgens

gesnecden.
Door de punten Ai brengen ve de lijn a, aun, behorende tot de

i
ecrste regelschaar van | ‘en door Bi de lijn bi van de tweede rcgelschaar.

Elke 8y snijdt elke bk; speciaal beschouwen we de snijpunten voor i # X,

die een zeshoek on [ vormen. Laat O(1 het vlak zijn door a, en b3, f31
dat door ay en by, zij verder sy de snijlijn van O<1 en /31. De lijn s,
snijdt a, en b2 beide. Onderstel, dat S, in het vlak door a, en b2 ligt.
Zeker is S # 8oy omdat S, 00k a3 snijdt. Het vlak door 84 en a, zou dan
zowel b2 als b3 bevatten, hetgeen uitgcsloten is. De onderstelling is

dus onjuist, zodat S niet in het wvlak door a, en b2 ligt, m.a.w. door
hun snijpunt gaat. Op dezelfde manier (32 en sy ontstaan door in de defi-
nitie van S 4 de indices 1, 2, 3 cyclisch te permuteren) bewijst men:

S, gaat door het snijpunt P2 van a, met b, a ar het, anijpunt P3 I dy met .b3

32 1] i i it P3 I a3 " b3 4 1 i1 it P1 i a1 " b1
W it 1 i ™ I3 i it i ] i i i

De drie punten ?1, P2, P3 zijn twee aan twee verschillend: P2 £ PS’ om=-
dat a, en ay elkaar kruisen. Door Pi’ Pg, P3 gaat zeker een vlak 5,
dat & wvolgens een lijn p snijdt. p bevat de drie snijpunten Si van 8y
met K . Daor S, de snijlijn was van de vlakken °k1 en (31, zal 81 het

snijpunt zijn van de lijnen A233 en A3B2. Dat de drie punten S1, SQ, 83
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op één lijn p liggen, bewijst de stelling van Pascal aangegeven door

A1A2A3).

(B1B2B3

In het platte vlek ontstond ecn involutie van runtenparen oOp
een kegelsnede 5/, door vanuit een vast punt van drie kegelsneden een
involutie van puntenparen van een rechte te projecteren op a’. Do paren
punten van ecn involutie op 5’liggen dan steeds op één lijn met een vast
punt, het centrum van de involutie (zie pag. 79).

In de ruimte geldt een analoge stelling: Is in ecn vlak & ecn
kegelsnede ¢0 gegeven, en projecteren we de hoekpunten van een variabele
pooldriehoeck A1A2A3 van ¢&J) * vanuit een vast punt S op een kwadriek Tﬁ
door S, dan gaat het vlak, dat door de drie beeldpunten wordt bepaald,
‘door een vast punt, het centrum van het pooldriehoekenstelsel.

Bewijs: D¢ projectie vanuit S op 1 ' van een punt P van € noemen we DP.
Op de 1lijn a, = A2A3 wordt door <D een poolinvolutie vastgelegd; door de-
ze involutie vanuit S op | 'te projecteren, ontstaat een involutie van

puntenparen on de kegelsnede 6'1, die de doorsnijding is van | 'met het
vlak SA, A

<
o
S

d
oy Q1 nes centrum van deze involutie, dan wordt Q1 (gelegen
in het vlak K1Ké§3) reeds door A, alleen bepaald.
Het raskvlak in S aan T ' snijdt &€ volgens cen lijn s, zij T de
pool van s t.0.Ve (O EN S1 het snijpunt van s en 8y Laat P1 het snijpunt
van A1T en a, zijn. De poollijn van S1 te0.ve o is de 1lijn A1P1T, zodat

. s

P1, 81 puntenparen zijn in de involutie op e Dit bvetekent, dat P1S
door Q, gaat; omdat SS, raaklijn aan [ 'is, is §1 = S, zodat ?{§1 mnet
SP, semenvalt. De lijn K1Q1 ligt in vlak SK1Q1P1 en snijdt dus ST, zeg
in X. Diai.i niet in vlak A1A2A3 ligt, is diﬁ Egﬁt X het snijpunt van
ET met A1A2A3a Het snijpunt van ST met vlak A1A2A3 is dus gevonden dooxr
A1 te verbinden met het centrum van de kegelsnede-involutie in het vlak
SA2A3‘ Als we de pooldriehoek A1A2A3 van «Jdus zo laten veranderen, dat
het hoekpunt A1 vast blijft en A2, A3 de poolinvolutie 09 a, doorlopen,

Gan V1ijft het punt X vast. Twee pooldriehoeken A1A2A3 en B1BZB3 van

J

(> kunnen echter altijd in elkaar worden overgevoerd door achtercenvolgen-—
de veranderingen, waarbij een hoekpunt vast blijft. Het punt is dus wvoor
alle pooldrichoeken dezelfde. Dat inderdaad twee pooldriehoeken A1A2A3

en B1BZB3 0» bovenstaande wijze in elkaar kunnen worden overgevoerd,
blijkt uit de volgende figuur,
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Aghphy  BLTESR gy K VASE y o B1788tsp p 8
Doorsnijding van twee Irradrickene

De punteon, die twee kwadrieken | ' en A ~emc:n hebben, vormen
Ao snijkromnc van T7en A . Een plat vliakcX snijdt 7 en A volgens
twee kegelsneden Zﬁ*en bd~, die in het algemeen vier punten geumeesn heb-
ben. De snijkromnuc heeft dus vier punten in elk vlak; het is een ruimte-

kromme van dc vierde graad. Ondercocken we eerst, welke verschillende

gevallen zich ltunnen voordoen.
Geval A) T en L hebben twee kruisende beschrijvenden a, en a, gemeen.
Is S een verder gemeenschavnelijk punt van_Tjexlzg , dan he:zft de lijn
' door S, die a, en a, snijdt, zowel met Tﬂals met A drie wunten gemeen,
dus ligt zeheel ooV en op A . In dit geval valt de snijkrom:c uiteen

in vier lijnen, die een scheve victhoek vormen; twee beschrijvenden
™
{

van ellk stelsel. en £ raken elkaar in de hoekpunten van de scheve
vierhoek. De¢ vier lijnen, waarin de snijkromme kan ontaarden, kunnen
ook gedecltelijk samenvallen; dit kan uiteraard slechts het geval
zijn met twee beschrijvenden, die tot hetzelfde stelsel bechoren. De
kwadrieken raccorderen elkaar dan volgens de betreffende beschri jven-

de. Geval A wvelt dus uiteen in de volgende typen:

A 1. vier lijnen a4 25, b1, bg,
A 2. dubbellijn en twee enkellijnen B4y 84y b1, bgﬁ
A 3. twee dubbellijnen 84y 24y b1, b1.

Geval B) [ 'en 4 hebbeb twee (snijdende) beschrijvenden a en b gemeen en
geon verdere lijnen. Zijn P, Q en R nog drie verdere gemeenschappe-
1ijke punten vanwﬂjen A, dan heeft het vlak PQR met Tﬂen met O
dezelfde vijf punten gemeen, nl. P, Q, R en de twee snijpunten met
a en b. Door deze 5 punten wordt &één kegelsnede bepaald, die Dblijk-
baar zowel op | 'als op A ligt. De snijkromne ontaardt in ecn kegel-
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snede met twee snijdende beschrijvenden. Tﬁen4g raken in drie punten.
Geval C) T 'en A hebben ecn kegelsnede gemeen. Om dezelfde reden als bo-

ven is de recstdoorsnijding evenecns een kegelsnede.

C 1. De snijkromme ontaardt in twee verschillende kegelsneden, die

twee punten zemcen hebhen. Tﬂen‘ﬁ raken elkaar in die twee punten.

£ 2. Twee samenvallende kegelsneden.‘rjen A raccorderen elkaar hierw-

langs.
Geval D) [ ' en /| hehben één rechte a gemeen en geen verdere rechten of
kegelsneden. De¢ restdoorsnijding is een kubische ruimtekromme. Ilk
vlak door a is rzakvlak aan | 'en aan A ; de raakpunten zijn in het
algemeen verschillendc punten van a. Draait het vlak om a, dan door-
lopen de raakpunten twee collocale projectieve puntreeksen op a met
twee dubbelmunten. In deze punten raken Tﬁ en A aan elkaar: het

b zijn tcevens de punten, die a met de restdoorsnijding gemcen heeft.
Geval E) T en A hebben geen rechte of kegelsnede gemecn. De doorsnij-
ding is e.n niect-ontaarde bikwadratische ruimtclkromme. Deze hecft

hoogstens ¢één dubbelvunt: in dat geval raken T en A elkaar in dat
punte

Bundels kwadriclken.

-

e oas c . T . . .
Definitie, Zijn | en A twee kedrieken, dan vovmer alle kwadrieken, die
met | dezelfdc snijkromne hebben als A en | een bundel. Te snijkromme
heet de basishromic.

Stelling. Ien »lat vlak X snijdt de kwadrieken van e.n bundcl in een bun-
del kegelsncden. »
ﬁ‘ gwijs: De doorsnijding is een verzameling kegelsneden, die alle af in
dezelfde punten (en met dezelfde multipliciteit) snijden als bm.
Hieruit volgt: clke rechte lijn snijdt de kwadrieken van c¢-n bundel
volgens puntcocnparen van een involutie. Evenals in het platte vlak geldt:
Door c¢lke punt buiten de basiskromne gaat juist €én exemplaar van de bun-
del.
Ovgaven. 1. Bewijs dit volledig voor het geval A 1.

2. Dvencens voor het geval A 2.

3. Dveneens voor het geval C 1(vgl. hiervoor pag. 121).

In een vlak & wordt door de kwadriekenbundel een kegelsnedenbundel
uitgesneden, met drie ontaardingen. De ontaardingen zijn de doorsneden
van X met kwadrieken, diec aan X raken. Dus: aan een willckeurig vlak ra-
Zen L.hsae drie kwadrieken van de bundel.

Opgave. Aan een rechte lijn raken i.hsa. twee exemplaren van dec bundel.
Bewijs 4dit.

Het bovenstaande kan gehecl worden gedualiscerd: het begrip kwadriek
is daarbij met zichzelf duaal.



Opgaven. 1. Duaal tegenover de cnijkromme vun twee kwadrieken, staat de
orhullings-torsus van twec kwadrieken (een torsus is cen verza-—
neling van oo1 vlakken). Onderzoek de verachillende gevallen,
Gie zich bij de omhullings-torsus voordoen.

2. Tefinieur een schear kwadrieken (duaal tegenover bundel).
Hocvecel schaarcxemplaren gaan er door ¢.n gegeven punt; hoeve .l

raken er aan een gegeven vlak en hoeveel azn cen gegeven 1ijn?
De dubbelpunten van de involutie, die op ecen lijn 1 door een kwadricken-
bundel wordt uitgesneden, zijn geconjugeerd t,o.v. all? ¢Xemplaren van
de bundel., Anders gezogd: als twee punten geconjugeerd zijn t.o,v, twee
excvmplaren rﬁen‘d van een bundel kwadricken, dan zijn zij geconjugeerd
t,0.V. alle exemplaren, De poolvlakken van een punt P t.o.v.‘wwen FAN
hebben een lijn p gemeen, die de punten bevat, die geconjugeerd zijn
met P zowel t.0.v.| als t,0.v. A . Dit le ert de stelling:
De poolvlakken van een punt P t.o0.v. alle exemplaren van een bundel kwas .
drieken, vormen een vlakkenwaaier, De drager p van deze waaler noemen
we de poollijn ven P t,0.v, de bundel,
Opgave., Formuleer en bewijs de duale stelling.
Stelling. De poollijnen van alle punten van een lijn t,0.v. een bundel
kwadricken vormen een regelschaar, De poollijnen van 1 t.o,v, alle
exemnplaren van de bundel vormen evenecens een regelschaary dit zijn de

twee regelscharen van eenzelfde kwadriek,

Bewijs, De bundel is door twee exemplaren\’ﬁ1 en r"z bepaald, Is Tri

het poolvlak van het punt P van 1 t.o.v.'rwi, dan zal, als P de 1lijn 1
doorloopt, TTi om de poollijn 1; van 1 %.0.v. \‘i draaien, Daar tevens
7ri K P, vormen de vlakken ?T1 en ﬁrz twee projectieve waalers, De
snijlijn p van ﬂ”1 en 7T2 doorleocopt een regelschaar; deze snijlijn is
julst de poollijn van p t.o.v. de bundel,

De poollijnen van 1 t,0.V, fﬁ1 enfrwé zijn de lijnen l1 en 12, de dragers

van de projectieve vlakkenwaaiers, die bovenstaande regelschaar voort-

brengen. l1 en l2 behoren dus tot de toegevoegde regelschaar,

Onderzeeken wij of er punten zijn, waarvan de poolvlakken t.,o0.v,
alle exemplaren van de bundel samenvallen, Is <?1 de poolcorrelatie
t.o.v.]ﬁﬁ1 en ﬁpz die t,o0,.v, F“Q, dan is q32"14'1 een projectiviteit,

Is X $en punt met de eigenschap dat 9{1X = ?fZX, dan is blijkbaar

9%2" §ﬁ1x = X, De gevraagde punten zijn dus de deckpunten van de projec—
tieve transformatie 952'1 g Een projectieve transformatie op de rechte
lijn heeft i,h.a, 2, in het platte vlak 3 en in de ruimte 4 dekpunten.
Er zijn dus i.h.a, vier punten, waarvan de poolvlakken voor alle bundel-
exemplaren dezelfde zijn,

De lijn, die twee dezer punten verbindt, snijdt de kwadriekenbundel
volgens een involutie, die deze punten tot dubbelpunten heeft, Elk tweetal
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der bedoelde 4 dekpunten is dus geconjugeerd: we hebben met een pool~
viervlak te doen, Zij (“X de kwadriek uit de bundel, die door het hoek-
punt X van ons poolviervlak gaat, Elk vlak X door X snijdt de kwadrieken-
bundel volgens een kegelsncdenbundel, De poollijn van X t,0.v, alle
exemplaren van de bundel is de snijlijn van X met het tegenover X liggende
zijvlak van het poolviervlak, Daar X dezelfde poollijn heeft t.o.v. alle
exemplaren van de kegelsncedenbundel is X het dubbelpunt van een ont-
aarding (zie pag., 69)., Elk vlak X door X snijdt de kwadriek | X volgens
een lijnenpaar. f“x is een kegel met X tot top. Len bundel kwadrieken

bevat i.h.a., dus vier k.gels; de basiskromme kan ook gevonden worden als
doorsnijding van twee kegels ult de bundel,

Kubische ruimtekrommen,
Een kubische ruimtekromme k is gedefinicerd als de restdoorsnijding

A o
| van twee kwadrieken | 4 en ! oy die cen beschrijvende a gemeen gibben.

Zij b een teschrijvende van b 1 die a kruist, evenzo c één van | o die
- -
a kruist.f . wordt voortgebracht door twec projectieve vlakkenwaalers
i
door a en b, f“é dcor projectieve vlakkenwaaiers door a en c¢. De gemeen—

schappelijke, niet op a gelegen punten vormen de kromme k, Dus
Een kubische ruimtekromme is de meetr. plaats der snijpunten van

corresponderende vlakken uit drie projectieve waaiers,

We beschouwen nu twee projectieve vlakkenschoven met toppen S1 en 82’ De
snijlijnen van correspondercende vlakken uit de schoven vormen een ver-
zameling van.002 lijnen, een zg. lijnencongruentie. (Een verzameling
van¢393 lijnen heet een lijnencomplex). S1 €En 82 zijn de fundamentaal-

punten van de congruentie,

Door een willekeurig punt A gaat i.h.a. é€n lijn van de congruentie,
Immers de vlakken door AS, vormen een waaier, die overeenkomt met een
vlakkenwaaier in de schoof SQ. Er is i.h.a. juist een vlak X, van laatst-~
genoemde waaler, dat A bevat; het corresponderende vlak 0{1 is ondubbel-~
zinnig bepaald, dus ook hun snijlijn door A, Slechts als de dragers van
bovenstaande vlakkenwaaiers beide door A gaan, :2an door A oneindig vele
lijnen van de congruentie, Dit zijn dan de snijlijnen van twee rrojectieve
vlakkenwaaiers met snijdende dragers, dus de beschrijvendenvan een kegel
met A als top,

Definitie, Een punt, waardoor méér dan €én lijn van de congruentie
gaat, heet een singulier punt van de congruentie, Volgens het boven-
staande is een singulier punt blijkbaar snijpunt van twee elkaar snijdende
corresponderende lijnen van de twee schoven, De meetk. plaats der sin-

guliers punten noemen we de singuliere kromme k van de congruentie.
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Stelling, Elke lijn van de congruentie bevat twee (al of niet ver-
schillende) singuliere punten.

Bewijs, Is 1 een lijn van de congruentie, dan zijn de vlakken (¢ = 151
en O<2 = 182 correspondere; 4, De stralenwaaier in 051 met S1 als top is
projectief toegevoegd san de stralenwaaier In Xy met 82 als top. Deze
twee waaiers snijden op 1 projectieve puntreeksen uit. De zo ontstaande
collocale projectieve puntreeksen hebben twee dekpunten, waarmee de
stelling bewezen is,

Elke 1ijn 1 van de congruentie is blijkbaar een bisecant van kj
vallen de twee snijpunten van 1 met k samen, dan heet 1 een raaklijn,
anders een koorde.

Het omgekeerde geldt ook: wnlke bisecant van k is een lijn van de congru-
entie, Verbindt men 1 nl, met de singuliere punten 4 en B, dan is S1A
aan 82A en STB aan SQB tocgevoegd, zodat blijkbaar het vlak S1AB met het
yvlak SZAB correspondeert, Len lijn behoort dus dan en slechts dan tot

de congruentie, als het een bisecant is van k.,

De projectieve schoven snijden uit een willekeurig vlak, dat niet door
81 of 82 gaat twee collocale projectieve puntvelden uit, Deze hebben
i,h.a. drie dekpunten, m.,a.w., k snijdt elk vlak in 3 pun’en, De verbins
dingslijnen van deze 3 punten zijn koorden, zodat elk vlak 3 lijnen van
de congruentie bevat, We zeggen dat de congruentie de veldgraad 3 en de
schoofgraad 1 heeft; we schrijven dit als de congruentie (1,3)

S1 en 82 liggen op k., Immers met de lijn 8182 van de schoof S1 komt
een bepaalde lijn uit de schoof 82 overeen, zodat 82 singulier punt is,
Uit een limietovergang blijkt de 1lijn uit de schoof 82 raaklijn aan k te 7 :

zijn.,

Door elk punt van k gaan oneindig veel lijnen van de congruentie:
Mieze vormen cen kegel, de projectercmade kegel van k., Twee projecterende
kegels van k, die twec verschillende punten A en B van k tot top hebben,
2ijn beide gcheel ult congruentiestralen opgebouwd, De beschrijvende AB
hebben zij gemeen, dus hun restdoorsnijding is een kubische ruimtekromme.
Is C een verder gemeenschappelijk punt van de twee kegels, dan gaan door
C de twee verschillende congruentiestralen CA en CB, Dit kan alleen als
C een singulier punt van de congruentie is, Dus;

De singuliere kromme van een congruentie (1,3) is een kubische ruimte-~
kromme,

Stelling, Zijn 1 en m twee bisecanten van k, dan bestaat er cen kwadriek
door k, waarvan 1 en m twee beschrijvenden (van eenzelfde regelschaar)
2ijn,

Lewijs. Stel C¥1 = vlak S1l, O<2 = vlak S2l,

(3’1 vlak S,m, F)Q

1l
i

vlak Szm.
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De snijlijn van (><1 en @1 stellen we door 8y, die van (x’2 en @2 door
a, voor, Pe lijn a, gaat door Si, omdat C%i en.fBi beide door Si gaan,

Daar verder in de twee schoven S1 en 82 de vlakkenb(1 en X evenals

b}

[3 4 en ng aan elkaar zijn toegevoegd, is a, aan a, toegevoggd..De
vlalkenwaaier om ay is dus toegevoegd aan de vlakkenwaaier om a3 deze
projectieve vlakkenwaaiers brengen een regelschaar voort van een kwadriek
T . Deze regelschaar bevat blijkbaar 1 eh m. Is P een willekeurig punt
van k, dan is PS, toegevoegd aan P82 dus het vlak Pa1 aan het vlak Pa,,
zodat door P juist één tot de congruentie behorende beschrijvende van

{wﬁgaat. Het ene stel beschrijvenden van!  bestaat dus uit bisecanten
van k. De andere regelschaar van{‘“bestaat zeker niet uit bisecanten,
immers, dan zou elk punt Van{ﬁq, als snijpunt van twee congruentiestralen,
singulier moeten zijn, k snijdt elk raakvlak aan_rﬂin drie punten, Een
der beschrijvenden in dit raakvlak is een congruentiestraal en bevat dus
twee van de drie snijpunten, zodat het derde op de andere beschrijvende
1ligt., Resumerends
Een kwadriek door k en de twee bisecanten 1 en m heeft twee stelsels

beschrijvendehr. Het ene stelsel bestaat uit bisecanten van k (hiertoe

behoren 1 en m): de beschrijvenden van het andere stelsel hebben één punt

met k gemeen.,(unisecanten).
Alle kwadrieken door 1 en k vormen cen bundel; 1 en k vormen samen de basis-—

kromme,

Van een kubische ruimtekromme hebben we dus de volgende definities
gehad,

1. restdoorsnijding van twee kwadrieken met gemeenschappelijke be-

schrijvende,
2., product van drie projectieve vlakkenwaalers
3. singuliere kromme van een 1lijnencongruentie (1,3), voortgebracht
door twee projectieve vlakkenschoven,

We hebben reeds laten zien dat uit def, 3 def, 1 volgt en dat def, 2 uit
def, 1 kan worden afgeleid, Blijft over te bewijzen, dat elke kubische
ruimtekromme, die verkregen wordt als product van drie projectieve vlak-
kenwaaiers, tevens de singuliere kromme is van een geschikt geconstrueerde
1ijnencongruentie, behorende bij twee projectieve vlakkenschoven, We zullen
tevens bewljzen, dat de twee fundamentaalpunten willekeurig op k gekozen
kunnen worden.
Bewijs, Denk k gegeven door de drie projectieve vlakkenwaaiers met dragers
1,1',1", De vlakkenwaaiers door 1 en 1' brengen een kwadriek [ ' voort, die
door 1 en 1" een kwadriek rﬁ". [T' en (" hebben 1 gemeen en k tot rest-
doorsnijding (d.w.z., uit def. 2 volgt def. 1), Laat S1 en 82 twee wille—
keurige vaste punten van k zijn. We bewijzen allereerst, dat k restdoor-
Snijding is van twee kegels, die S1 en 82 tot top en 8182 tot gemeenschap-
Pelijke beschrijvende hebben, Door het punt Si gaat een beschrijvende Si
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™t die tot hetzelfde stelsel behoort als 1 en l'; ook gaat door
dic tot hezelfde stelsel behoort als

van
S, een beschrijvende sg van [ ",
1 en 1",
Doorloopt P het oppervlak | '', dan geldt:

vlak (P1l) & vlak (P1l') = vlak (Ps! ),
doorloopt P het oppervlaek F’" dan geldt°

vlak (P1l) A vlak (P1") x vlak (Psg).
Als P dus de doorsnijding k van |T' en 7" doorloopt, dan geldt: vlak
(Ps! )'K‘vlak (Ps ) Deze twee vlakkenwaaiers met snijdende dragers (beide
door S ) brengel een kegel voort, die k geheel bevat, Dit is de projse-
terende kegel met S, als topj de twee kegels (i=1,2) hebben de beschrijvende
S132 gemeen en k tot restdoorsnijding.

Een vlak & , dat niet door S, en 32 gaat, snijdt 5,85, in een punt
L en de projecterende kegels in de kegelsneden.j’1, 512' Is P een variabel
punt van k, dan snijden de lijnen SqP,SzP het vlak X resp. in de punten
Q1,Q2 van 3/1, sz, die op een l1lijn liggen met L, Doorloopt P de kromme
k, dan lopen Q, en Q2 resp, over J’1 an 2/2 en wel op projectieve wijze
(zie pag. 77). ‘Het projectieve verband tussen de kegelsneden 2 4 en a/
is uit te breiden tot een projectiviteit over het gehele vlak (stelling
onderaan pag. 77). Projectic uit S1 en 82 levert twee projectieve schoven
die een congruentie (1,3) voortbrengen, De punten van ¥ zijn daarbij
snijpunten van coprresponderende snijdende stralen, dus singuliere punten,
Opmerking, g/1 en 5/2 hebben vier punten gemeen, waarvan één in T valt,
De drie andere snijpunten zijn de punten, die X met k gemeen heeft,

Stelling, Een kubische ruimtekromme wordt door 6 punten i.h,a., eenduidig
bepaald,

Bewijs, Twee der gegeven punten maken we tot fundamentaalpunten S1,S2.
'Zijn A1,A AB’A4 de vier overige punten, dan zijn van de projecterende
kegels uit S en 32 elk 5 beschrijvenden gegeven, nl. 8182 en S1Ai resp.
S,8, en S, A, (1 =1,2,3,4). De kegels, en daarmee hun restdoorsnijding zijn
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hlermee ondubbe121nn1;Avastgelegd.

Is A een willekeurig punt van de kubische ruimtekromme k, dan kunnen we de
raaklijn is A als volgt vinden: met een vast punt S van ¥ als top brengen
we de projecterende kegel van k aan, SA 18 een beschrijvende van deze
kegel; het raakvlak aan de kegel langs deze beschrijvende bevat de ge-
vr=agde raaklijn a in A, Door S over k te laten lopen ontstaat een vlak-
kenwaaier van raakvlakken, die de gezochte rasklijn tot drager heeft, Elk
vlek door a noemen we een raakvlak van k.,

Een raakvlak in A heeft met k twee samenvallende snijpunten A en nog
een derde snijpunt S, Door A en S elkaar te laten naderen blijkt, dat in
A één raskvlak bestaat, dat k in drie samenvallende punten snijdt, het
osculatievlak in A, Dit verkrijgen we door de projecterende kegel aan te



trengen die A als top heeft en door de raaklijn in A san k (die een be-

schrijvende van de kegel is) het raskvlak aan deze kegel aan te brengen.,
Stelling., 7ijn A,B,C drie punten van k, dan gaan de osculatievlakken

in deze punten door ¢&én punt van vlak ABC,

Bewijs. We brengen de projecterende kegels ?NA, i“B, r“

resp. A,B,C tot top hetben, Zijn a,t,c de reaklijnen in A,B,C 2an k, dan is

B -.C
en |77, analoog voor b

¢ van k aan, die

a een beschrijvende van ™4 ¢n cen raaklijn aan |
en ¢, De osculatievlakken in A,B,C noumen we¢ resp, X .. O"b’ ’T.Xc; ‘X'a is
het raakvlak aan {A door &, enz. Het vlak door A en b noemen we X o,

dat door A e¢n ¢ is X v Zo gaat er een vlak //3 o door B ¢n a, /’30 door B

€n ¢, ¥, door C ¢n a, Crb door C en b. Het vlak (X b is het raakvlak

aan P K langs AB, analoog voor de andere vlakken, De 1lijn AB is snijlijn
van de vlakken "X p €0 4. Zij verder ¥ het vlak door A,B en C,

De drie vlakken a1 Xpr g raken aan A volgens de besehrijvenden
'a,AB,AC, ¥olgens de stelling van Pascal voor kegels liggen dan de drie
snijlijnen van ¢lk dezer raaskvlakken met het vlak door de twee niet daar- -
in liggende beschrijvenden in é&n vlak, De eerste dezer lijnen is de snij~
lijn van o(a met het vliak door AB en AC, d.w.2z. de lijn X o X & . De tweede
lijn is de srijplijn van cx o met het vliak door a en £C, Nu is echter

a de snijlijn van /5 o €8 / en AC die van X o en (fa Het vlak door a en

a
AC is dus het vlak &’ o zodat de twecde 1ijn is C*»bx A ar Op dezelfde
wijze blijkt de derde 1lijn te zijn o<cx /%a. Op analoge wijze kunnen we de

stelling van Pascal toepassen op de andere kegels I“B en | . We krijgen

dan steeds drie lijnen, die in een zelfde vlak liggen, nl,

) ’ : o
X X £, dbxéfa, dcx.;ja in vlak <

BpX e, [ﬁ XNy /.’aaxO(b in vliak &,
{CXE«, {aX{ﬁcy J/bx{/jc in vlak Z ..
Nu hebben de drie vlakken X, 3 a/a €én punt P en de drie vlakken



Koo ﬂ)a’ b’b €én punt Q gemeen. P en Q leggen beide in elk der drie
rlakken Eeﬂ g—bg E‘c’ zodat deze drie vlakken tot een waailer behoren
net PQ als drager, Is S het snijpunt van PQ met ¢ , dan ligt ook S op
= o E_b en & cr dow.z, S ligt op de drie osculatievlakken XNy O(b,CKS.

4ijn A, B en C nu drie vaste punten van k on laten we een punt P over
¢ lopen, dan passen we bovenstaande toc op de vlakken ABP en ACP, Als P
rariecrt, vormen deze vlakken twee wasiers, die de bisectnten. AB en AC
tot dragers hebben, Deze waalers brengen dus een kegel voort, nl, de
orojecterende kegel f“A,

De osculatievlakken o¥ .jb, 2{ liggen vast, dus ook hun snijlijnen,
lie we lab’ lac cn lb noe-.men° De vlakkenweaier door AB snijdt op 1“b
zen daarmec perspectieve puntreeks uit, hetzelfde geldt voor de waaier
Joor AC en de 1lijn 1&0' Het osculatievlak in P snijdt lab en lac blijk~-
csaar in projectieve puntreeksen, In het vlak<>(a, dat lab en lac beide
oevat, vormen de verbindingslijnen van corresponderende punten dezer
puntrecksen cen 1lijnenkegelsnede., Deze kegelsnede, die raakt aan lab en
1,, heeft de doorsnijdingen van a, met het osculatievlak 7T‘P in het
variabele punt P tot rasklijnen., Dit betekent: De osculatievlakken van
cen kubische ruimtekromme k snijden een vast osculatievlak volgens een
lijnenkegelsneds,

Snijden we de osculatievlakken van k met twee osculatievlakken CYé
en F b dan ontstaan in beide vlakken 1lijnenkegelsneden, die de raaklijn
1ab gemeen hebben, Dit levert de
Stelllng De osculatievliakkentorsus van k bestaat uit alle vlakken, die

en 3 snlgden volgens raaklijnen aan vaste kegelsneden, die beide
&' aan lab raken,
Een belangri jke conclusie uit
= W“\\\ het bovenstaande is: de verzame-
ling van osculatievlakken aan een
. kubische ruimtekromme is duaal

met de verzameling punten van

cen kubische ruimtekromme. Immers:
om de punten van k te verkrijgen,
nemen we twee kegels S1 en 82

waarvan de verbindingslijn der
toppen voor beide een beschrij-
vende is, Wanneer twee beschrij~
venden van de kegels elkaar snij-
den, dan is het snijpunt een punt ven k., Voor de duale constructie gaan
we uit van twee kegelsneden, gelegen in de vlakken cAen ﬁ), die 2zodanig
gelegen zijn, dat de snijlijn der vlakken een raaklijn ié aan beide ke-
gelsneden, Als twee rasklijnen aan de kegelsneden elkaar snijden, dan is
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het vlak erdoor een osculaticvlak ean k.
Bij een kubische ruimtekromme staat dus duaal tegenover elkaar:

punt ————— osculatievlak

reaklijn --- racklijn

bisecont --- snijlijn van 2 oseulatievlakken,

De bisecanten-congruentie is van het type (1,3); de snijlijnen van tel-
kens 2 osculatievlakken vormen blijkbear een congruentie (3,1).
Opmerking. Een plat vlak X snijdt k in dri. punten; de osculatievlakken
egan k in deze punten gaan door €én punt A van o . De afbeelding A = QDCK
van vlakken op punten is een correlatie, Het punt WX ligt altijd in

C{ . We hebben hier met een z.g. nulcorrelatie te doen (vgl. pag. 116).
Stelling, De meetkundige plaats der polen van een vlak & t,0.v., de kwa-
drieken van een bundel is een kubische ruimtekromme k,

Bewijs. De pool van (X is het snijpunt van de poolvlakken van drie punten
DP,Q,R van & . Doorloopt de kwadriek de bundel, dan doorlopen deze pool~
vliakken projectieve waailers, waarven de dragers de poollijnen zijn van
P,Q,R t.0.v. de bundel. Hieruit volgt het gestelde, doch tevens dat de
poollijnen van de punten van het puntveld o de bisecantencongruentie van
k vormen., Volgens pag. 127 is aan elke rechte van & door deze bundel-
poolverwantschap een regelschaar toegevoegd. Met alle rechte lijnen van
X komen dus kwadrieken overeen, die alle door k gaan,

Netten kwadrieken.

Twee wadrieken hebben een @1 of niet ontaarde) bikwadratische
ruimtckromme gemeen. Deze ruimtekromme snijdt een derde kwadriek, die
niet tot de door de eerste twee bepaalde bundel behoort, i.h.a, volgens

8 punten. -

Definitie. Als drie kwadrieken /jT’/zv /3 niet tot één bundel behoren,

dan vormen alle kwadrieken, die de snijkromme van /"'1 en /HQ in dezelfde
punten snijden als /ﬂg, een kwadriekennet (Een exacte definitie is ana-

lytisch cenvoudig te geven).

Een kwadrickennet heeft dus i.h.a. 8 basispunten.

Lr kan zich echter ook een ander geval voordoen, nl, dat de door-
snijdingskromme van /ra en /"2 ontazrdt, waarbij /ﬂs door een deel van
deze ontaarding gaatt zonder tot de door f} en /"2 bepaalde bundel te
behoren. In dat geval heeft het net een basiskromme. Zo vormen b,v, alle
kwadrieken door een gegeven kubische ruimtekromme cen net. Met elk paar
bisectanten is de kromme aan te vullen tot een kwadriek van het net,

Analytisch blijkt eenvoudig: Door 9 punten gaat i,h,a. één kwa-
driek, Door 8 punten gaat i.h.a. een bundel kwadrieken; door 7 punten
gaar i.h,a. een net kwadrieken., ken 4e~graads ruimtekromme wordt dus
door 8 punten Ybepsald, liggen 7 hiervan‘op een kubische ruimtekromme,
dan is deze een deel van de kromme. De rest bestaat dan uit de bisee¢ ant
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door het 8° punt. Deor 7 punten gaat een kwadriekennet; dit heeft echter
i.h.a. nog een 8% basispunt, dat uit de andere 7 volgt. We noemen de 8
basispunten van een net daarom 8 geassocieerde punten. Door 7 van de 8
punten is het laatste i,h,a. cndubbelzinnig vastgelegd; behoren de 7
punten echter tot een kubische ruimtekromme k, dan is het 8% een onbe- .
paald runt van k,
Het duale van een net heet een weefsel, Alle kwadrieken, die san

7 vlakken raken, vormen een weefsel; zij raken alle nog aan een achtste
vlek, dat met het vorige geassocieerd is,

Stelling. Is [Meen kwadriek, gaande door de hoekpunten A1,A2,A ,A4 van
een poolviervlak van de kwadriek A, dan is elk punt van Fhoekpunt van
oneindig veel poolviervlakken van A, die alle in [" beschreven zijn.
Bewijs. Vlak AoAyA, snijdt [Ten A resp. volgens de kegelsneden Xen 0;
@' is teschreven om de pooldriehoek A2A3A4 van 8 ; d,w.2, harmonisch be-~
schreven om é . Is 181 nu een willekeurig punt van ﬁ, dan snijden we
vlak A,A,A, met het poolvlak van B, t.0.v.Z\ ; één der snijpunten van
deze snijlijn met af- noemen we Bg. Er bestaat dan een' in a’beschreven
poocldriehoek BQPQ van (S . A132PQ is dan een poolvier¥lak van £, beschre-
ven in /—1

Vlek PQA, is het poolvlak van B, t.0.v. A . Daar B, en B, gecon-

jugeerd zijn t,o.v,Q\ gaat vlak PQA, door B,. Dit vlak snijdt Fvolgens
gen kegelsnede (Y' en A volgens S', zodanig dat a/‘ weer harmonisch om

8’ beschreven is. Er bestaat dan een pooldriehoek 8133}34 van 5', waar-
van B, een hoekpunt is, beschreven in a". 13113233}34 is dan een in | 'be-
schreven poolviervlak van A Houden we het hoekpunt ]31 vast, dan kunnen
we in vlak 323334 nog oneindig veel pooldriehoeken vinden, waarven de
,hoekpunten op [ liggen, waarmee de stelling bewezen is,

Definitie. De kwadriek / heet harmonisch beschreven om /. De duale
stelling luidt: Is é‘een kwadriek, rakende aan de zijvlakken van een
poolviervlak van de kwadriek A , dan is elk raakvlak van ézijvlak van
oneindig veel poolviervlakken van 4, die om ébeschreven zijn., In dat
geval heet @harmonisch beschreven in A.

Uit het bovenstaande blijkt: Zijn A1A2A3A4 en B1BQB3B4 twee pool-
viervlakken van eenzelfde kwadriek .4A, dan gaat elke kwadriek, die door
7 der 8 hoekpunten gaat, eveneens door het 8¢ hoekpunt.

Bewijs. Elke kwadriek /" door A1A2A3A4“1B2B3 is harmonisch om A beschre-
ven, Het poolvlak B,B,B, van B, t,0.v. 2 snijdt [Men A volgens de kegel-
sneden Jen 8 , zodanig dat ?{harmonisch om 8 beschreven ::LS. De pool-
lijn 33}34 van B1 t.0.V,. (S snijdt }volgens twee punten, dse geconjugeerd
zijn t.o0.v, ~ Daar 333 het ene snijpunt is, moet 134 het andere zijn,
m.a.w, 34 ligt op f’

Daar alle kwadrieken docor 7 punten een net vormen, kunnen we deze
stelling als volgt formuleren:



De Hoekpuntenlvan twee poolviervlakken van eenzelfde kwadriek zijn 8 ge-
associeerde punten,

Stelling. Gaat een kubische ruimtekromme k door de hoekpunten A1,A2,A3,
A4 van een poolviervlak van een kwadriek &\, dan is elk punt van k hoek-
punt van een poolviervlak van A\. "
Bewijs, Het poolvlak van een willekeurig punt B1 van k t.o.vu,éXsnijdt
k neg in drie punten BQ,B3, 4 Alle kwadrieken door k vormen een net,
waarvan alle kwadrieken harmonisch omwékbesohreven zijn. Deze kwadrieken
snijden vlak B2BBB4 volgens alle kegelsneden (een ggﬁ) door BZ’B3’B4;
A wordt gesneden volgens de kegelsnede 5~. Alle kegelsneden van het net
zijn harmonisch om & beschreven. B2 is-een hoekpunt van pooldriehoeken
t.0.v, 5 , die elk in een kegelsnede van het net beschreven ziﬂn. Valt
de poollijn 1 van B2 $.0.V. 5 niet met BSB4 samen, dan zouden de paren-
snijpunten van 1 met de exemplaren van het net de poolinvolutie op deze
lijn moeten vormen, Daar echter door elk paar punten van 1 een exemplaar
van het net gaat, is dit onmogelijki B23334 is dus een pooldriehoek van
& , dus B,B,B,B, een poolviervlak van £ .

1727374
Definitie. k heet harmonisch beschreven am /\ .

Opgaven. 1) Formuleer de duale stelling.

2) De poolvlakken van de punten van een kubische ruimtekromme
k¥ t,0.v. een kwadriek A vormen de osculatievlakken van een
kubische ruimtekromme k'. Bewijs dit. k' heet de poolfiguur
van k t.0.v. ).

3) Bewijs dat omgekeerd ook k de poolfiguur van k' is.

4) Bewijs: Is k harmonisch beschreven om A, dan is k' harmonisch
beschreven in A en omgekeerd.

Stelling. Als van twee viervlakken de verbindingslijnen van overeenkom-
stige hoekpunten door eenzelfde punt O gaan, dan liggen de snijlijnen
wvan correéponderende zijvlakken in eenzelfde vlak X .
Bewijs. We duiden de twee gegeven viervlakken aan met A1A2A3A4 (zijvlak~
ken (X, X;0L,) en By,B,,B5,B, (zijvliakken (3, @2 (33 @4). Elke lijn
A B, gaat door O. Zij 1; de snijlijn van CKi met {Bi. Daar 4,B, en A;B,
beide door O gaan, liggen ze in één vlak, zodat A1A2 en B1B2 elkaar
snijden in een punt P12. Dit punt 1ligt op A1A2 (snijlijn van N.B en 0(4)
en op B1B2 (snijlijn van p 3 en (34), dus in ieder der vlakken CVB, Ok4,
@3, !34, zodat P12 ook op 13 en 14 ligt. Op dezelfde wijze blijkt dat
elk der lijnen li elk der andere snijdt, Daar ze niet alle door een
punt gaan (waarom niet?) liggen ze in een vlak,
Definitie. Twee viervlakken, die bovenbedoelde ligging t.o.v. elkaar

hebben, noemen we perspectief; dit begrip is met zichzelf duaal.

Twee perspectieve viervlakken hebben dus de volgeﬁ@? eigensohapperns
a) Verbindingslijnen van corresponderende hoekpunten gaanfdoor één punt O,
b) Snijlijnen van corresponderende zijvlakken liggen in één vlak W .
c) Snijpunten van corresponderende ribben liggen in X,



d) Verbindingsvlakken van corresponderende ribben gaan door O,

Uit elk der 4 eigenscharpen (die twec man twee duaal zijn) volgen
de drie overige.
Stelling. Als van twee viervlakken de verbindingslijnen van overeenkom-
stige hoekpunten tot eenzelfde regelschaar behoren, dan behoren de snij-
lijnen van overecenkomstige zijvlakken eveneens tot eenzelfde regelschaar,
Bewijs. Laat A AqA A4cn B, B2L%B4 weer de gegeven viervlakken zijn met
zijvlakken X 32 M3od, en f1 :‘32 ;33 (34. 1, is weer de snijlijn van O(;
en {31’ m, is de lijn AiBi i=1..4).

' We beschouwen de driehoek A1A2A3 en de driehoek, die ontstaat door

0/4 t¢ snijden mLZ CF (32, {’33. ' :

Stel dus Cy is het snijpunt van Xy {32, (33,

04 " 1" n " 0(4, @3’ {31’
X ; '
G ' n A Q—w ﬁ?'

(Op analcge wijze definieren we Ck algemeen,)
k

Lt = PO

We zullen allereerst bewijzen dat uit het gegeven (m1,m2,m3,m4
behoren tot een regelschaar) volgt, dat de driehoeken A A2A3
C? 04 C3 perspectief zijn. Laat A2 o En A C% elkaar in P4 snijden., De

. = 4 -
llgn B4P4 snijdst my, in B4. De lijnen = -2 4 en A2P402 snijden elkaar in

€n

Cg, zodat B4 4 met A,B, = m, in één vlak ligt en m, dus snijdt, Op de-

zelfde wijze blijkt dat B4 4 ook my snijdt. Daar de lijn B4P4 de drie

1lijnen Dy, M 39y van de gegevoen regelschaar snijdt, zal B4P4 ook m, moe-

ten snijden, Het vlax door deze snijdende lijnen bevat dus B4,P4,A1, 19
zodat ook A1P4 en B1B4 elkaar snijden. De lijn A P4 ligt echter in Q&l,
welk vlak met BTB4 slechts het punt C4 gemeen -heeft, zodat A1P4 deor
C% gaat, De persrectieve ligging der driehoéken A1A2A3 en C% Cg Cg
is hiermee sangetoond.

Het perspectiefcentrum van deze driehoeken hebben we P4 genoemd:
de perspectiefas stellen we door Py voor (op analoge wijze zijn Pi en

snijdt 14 4

Het snijpunt van A2 3 met C%C% is een punt van Dy~ Daar A2A3 de snijlijr

is van X, en @\4 en CéCé die van (31 en 044, ligt dit punt in de vliak--

Py algemeen te definiéren). p omdat beide lijnen in X, ligg~r

ken 0/1, 014, {:‘1’ dus op de snijlijn van 0&1 en ﬁ, d.w.2. op 11. Op
deze wijze bewijst men dat Py elk der lijnén 11,12,13,14 snijdt. Daar
hetzelfde geldt voor p1,p2,p3 plijkt dat 11..14 tot eenzelfde regelscnasr
behoren.

Definitie. Twee viervlakken die bovenbedoelde ligging t.o0.v. elkaar heb-
ben, zullen we pseudo-perspectief noemen. Ook dit begrip is met zichzell

duaal.

Stelling. Twee viervlakken, die elksars reciproke poolfiguren zijn
t.0.v, sen kwadriek [_1 zijn pseudo-perspectief,

Bewijs. In dezelfde notatie als btoven is nu B het poolvlak van A, en

Cxi dat van Bi‘ Het vlak &y snijdt ' volgens een kegelsnede Zﬂ*



De pool wvan A Ay TooLV. 5’4 is het snijpunt v3513(4'met de poollijn BjB
van A4y t.o.v. /“ Dit punt is tlijkbaar “?. De driehoeken AjAyAy en
ﬁﬁ,i”% zijn dus reciprook polaire driehoeken t.o.v, 6f4, dus volgens
rag., 65 perspectief. In dat geval zijn echter de twee viervlakken volgenc

de vorige vewijsvoering pseudo~-perspectief,

4

Affiene ruimtemeetkunde

Definities. Onder de afficne ruimte verstaan we de projectieve ruimte,
waaruit een vlak u;,wordt weggelaten. u;cheet het oneigenlijke vlsk:
punten van ﬁ{»hﬁten oneigenlijke punten of richtingen, lijnen van & het:
oneigenlijke 1ijnen of stellingen.

Lijnen met dezelfde richting en vlakken met dezelfde stelling
heten evenwijdig., ben lijn 1, heet evenwijdig met (9, als de richting van

-

1 1ligt op de stelling van (3.

Opgavern. 1) Zijn de snijdende lijnen 1 en m evenwijdig aan de lijnen 1!
en m' van een vlak (3, dan is het vlak door 1 en m evenwijdig met (3.
2) Alle vlakken door een punt P en evenwijdig met een lijn 1
gaan door een lijn 1' // 1 door P.
3) De snijlijnen van twee evenwijdige vlakken met een derde
vliek zijn evenwijdig.

Ook in de ruimte kunnen we het vectorbegrip invoeren, Twee geor-
dende puntenparen (A,A') en (B,B') noemen we aeguivalent, als deze vier
punten in één vlak @ liggen, terwijl de puntenparen in ? gequivalent zij:n
Opgave. Bewijs dat dit ruimtelijke aequivalentiebegrip reflexief, symme-

trisch en transitief is.

De verzameling van alle puntenparen, die met een gegeven paar
aequivalent zijn, noemen we weer een vector. We definiéren: & = kb
geldt dan en slechts dan als de dragers van g en b evenwlijdig zijn en
als deze relatie geldt in een plat vlak dat van elk der vectoren een re-
presenterend puntenpaar bevat. Op de nadere uitwerking van deze begrip-
pen en op de definitie van de vectorsom a + b gaan we niet verder in.

Definitie. De poel van & t.o.v., een kwadriek heet het middelpunt van die
kwadriek.
Klassificatie der reéle puntenkwadrieken

I) Algemene kwadricken (geen dubbelpunten).
4) /" raakt niet aan o,: middelpuntskwadriek.
1) De doorsnede met ¢ ,bevat geen re€le punten. De kwadriek is ecn
ellipsoide, Deze bevat geen reéle rechten (waarom niet?).
2) De doorsnede met X_1s een kegelsnede met re€le punten. De kwa-
driek is een hyperboloide, Bevat deze geen reéle rechte, dan
spreken we van een twecbladige of elliptische hyperboloide (twee-
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blad), bevat deze wel reéle rechten, dan spreken we van een
hyperbolische of eenbladige hyperboloide (halsvlak).
B) fjraakt aan ¢f : paraboloide,
Het raakpunt is de asrichting.

1) De doorsnede met X bestaat ult twee toegevoegd imaginaire
lijnen. Be kwadriek is een elliptische paraboloide (vaas),
die geen re€le rechten bevat.

2) De doorsnede met X, bestaat uit twee reéle lijnen. De kwa-
driek is een hyperbolische paraboloide (zadelvlak), die 2
stelsels retle beschrijvenden heeft,

II) Kwadrieken met één dubbelpunt (kegels). A
A) Het dubbelpunt van [ﬂligt niet in cxw; We hebben dan met een
echte kegel te doen, Hiervan bestaat slechts één soort!
B) De top van de kegel 1ligt in Ot cylinder.

1) Cﬁosnijdt de cylinder volgens twee toegevoegd imaginaire be-
schrijvenden. De kwadriek is een elliptische cylinder.

2) c%osnijdt de cylinder volgens twee verschillende reéle be-
schrijvenden. De kwadriek is een hyperbolische cylinder.

3) X, ,raakt de cylinder volgens een beschrijvende. De kwadriek
is een parabolische cylinder.

III) Kwadrieken met een rechte 1lijn van dubbelpunten, r1bestaat uit 2
vlakken, waarvan de snijlijn 1 uit dubbelpunten bestaat.
A) 1 ligt niet in o ,. Twee snijdende vlakken.
B) 1 ligt in «,. Twee evenwijdige vlakken,
IV) Kwadriek met een plat vlak van dubbelpunten. fﬁlis een dubbeltellenc
vlak.
Definitie. Een retel punt P ligt binnen de kwadriek fq, als iedere rsele
rechte door P twee reéle punten met fﬁgemeen heeft, P ligt buiten fﬁ,
als P niet op en niet binnen /~1ligt.
Opgaven, 1) P ligt dan en slechts dan binnen fﬂ, als P ligt binnen ie-
dere kegelsnede, die ontstaat door te snijden met een vlak door P,

2) Ligt P binnen [ﬁ, dan heeft het poolvlak van P geen rekéle
punten met /‘1gemeen. Bewijs deze stelling en het omgekeerde,

3) Elk niet op een hyperbolische kwadriek /ﬁ'gelegen punt ligt
buiten [/ .

4) Een vlak dat evenwijdig is aan de asrichting snijdt een za-
delvlak [ volgens een parabool; elk ander vlak heeft met l~‘een hyperboo!
gemeen.

5) De doorsnijding van een echte kegel met een plat vlak kan
een ellips, een hyperbool en een parabool zijn. Hoe moet het snijvlak
in deze gevallen worden aangebracht?

6) Een vlak, niet evenwijdig met de richting der beschrijvenden
snijdt een elliptische, hyperbolische, parabolische cylinder resp., vol-



gens  een ellips, hyperbool, parabool.
=\
{

) De beschrijvenden van ecn zadelvlak zijn evenwijdig aan één
van twee vlakken (de richtvlakken).

Evenales in het platte vlak bi] kegelsneden, kunnen we in de ruimte
tij kwadrieken van toegevoegde middellijnen enz, sprceken,
Opgaven 1) Definieer toegevoegde middellijnen bij een middelpuntskwadriek,
2) definicer evenzo toegevoesgde middelvlakken,
3) de finieer het toegevoegde middelvlak van een middellijn en
de toegevoegde middellijn van een middelvlak,

Klasgificatie der redle kubische ruimtekrommen

I) k heeft drie verschillende oneigenlijke punten,
A) Alle drie retel, Kubische hyperbool (drie reéle asympteten en

drie reéle asymptotische osculatievlakken),
B) Twee toegevoegd imaginair, de derde redel, Kubische ellips (een

reéle asymptoot, een retel asymptotisch osculatievlak),

-
bt
g

k raskt C{Din een punt en snijdt Of_ nog in een ander punt. Kubische
hyperbolische parabool (ecen re¥le asymptoot, twee reéle asympto-

tische osculatievlakken en cen extra asymptotische richting).
III) k raakt ¥uin drie samenvallende punten. Kubische psrabool (alleen
cen asymptotische richting). o, is osculatievlak.

Metrische (Buclidische) meetkunde

De Euclidische ruimte wordt zo ingevoerd, dat in elk reéel vlak van
deruimte de vlekke Euclidische meetkunde ontstaat. Op elke reéle oneigen-
lijke lijn moet dus een elliptische involutie gegeven worden, of de (toe-
gevoegd complexe) dubbelpunten van deze involutie., We denken ons in het

vliek & een kegelsnede wgegeven, waarven de poolinvolutie reéel is,
doch die geen enkel reéel punt bevat (een dergelijke kegelsnede heet

nuldelig)., Deze kegelsnede noemen we de absolute kegelsnede of de bol -

cirkel., Punten en raaklijnen van w(die dus alle oneigenlijk en complex
zijn) noemen we isotroop.

Definitie. Onder de Euclidische ruimte verstaan we de affiene ruitme,
waarin de nuldelige kegelsnede w is vastgelegd,

Twee lijnen, waarvan de richtingen poolverwant zijn t.o.v. W heten
orthogonaal. Twee vlakken, waarvan de stellingen poolverwant zijn t.o.v.
W heten evencens orthogonaal. Is de stelling van vlak de poollijn van
de richting van de 1lijn b, dan heet b de normaal van (3of b.J_{3 .
Opgaven, 1) Zijn 1 en m twee snijdende lijnen in een vlak xen is a L1
en a L m, dan is a L.~ . Ligt verder n in oL, dan is ock a L n.

2) Uit a Lo, b_l_@ en O(.L@ volgt a Lb, Welke omgekeer-
de(n) heeft deze stelling?



) Isadl o en #// a, dan is O/—lﬂ .

Definitie. Een kegelsnede, die de absolute kegelsnede tevat, heet een bol,
Opgaven. 1) Bewijs dat elk vlak de bol volgens een cirkel snijdt,

2) Een raakvlak aan de ol snijdt de bol volgens de isotrope
i Jnen deor het raakpunt.

3) Twee toegevoegde middellijnen en twee toegevoegde middelvlak-
ken van de bol zijn orthogonaal. Een middellijn is de normaal van zijn
toegevoegd middelvlak,

Met tehulp van de tol kunnen puntenparen ingedeeld worden in klassen
van onderling congruente paren., We gaan hier niet verder op in.
Metrische eigenscharpen van kwadrieken,

Definitie., Een middelvlak dat loodrecht staat op de toegevoegde richting
heet een symmetrievlak van de kwadriek. Een middellijn die loodrecht

staat op de toegevoegde stelling heet een as van de kwadriek.
Opgaven. 1) Een symmetrievlak halvecert alle koorden van de kwadriek, die
er loodrecht op staan,

2) Een as revat de middelpunten van de %egelsneden, die de door-
snijding zijn van de kwadriek met alle vliakken, die de as tot normaal
hebben.

3)-Alle lijnen, die cen gegeven lijn 1 snijden en een lijn m
loodrecht snijden vormen een regelschear van een zadelvlak,

Een paraboloide /7, waaraan O de asrichting is, heeft één as. Deze
wordt verkregen door van O eerst de poollijn t.o.v. {J te beschouwen
(dit is de normaalvlakkenstelling) en van deze lijn de poollijn %.o0.Vv,
[jte nemen,

Len middelpuntskwadriek snijdt o _,volgens een niet ontaarde kegelsne-
de d“. Ts P een asrichting, dan is de poollijn van P t.o.v. 5’ de toege-
voegde stelling. Deaar deze loodrecht op de richting P moet staan, moet
dit tevens de poollijn van P t.o0.v. W zijn. P is dus een punt, waarvan
de poollijnen t.o.v. J‘en w samenvallen, d.w,z. het dubbelpunt van é&én
der ontaardingen in de door J‘en.k)bepaalde bundel, Een middelpuntskwa~
driek heeft dus i.h.a. 3 assen, die twee aan twee orthogonaal zijn. De
vlakken door twee der assen zijn de symmetrievlakken.

Metrische specialisatie van projecticve

stellingen uilt de ruimtsmeetkunde

Bevat een kegel /'drie onderling loodrechte beschrijvenden, dan is
de oneigenlijke kegelgnede harmonisch beschreven om W, zodat deze ke-
gelsnede beschreven is om oneindig veel pooldriehoeken van /. Dus:
Bevat de kegel/ﬂ drie onderling loodrechte beschrijvenden, dan bevat[T
oneindig veel van zulke orthogonale drietallen ( i heet dan gelijkzijdig).
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Opgaven. 1) Bevat de kegel rﬁdrie onderling loodrechte raakvlakken, dan

bevat fﬁon&indig veel van zulke orthogonale drietallen,

2) Bewijs de twee voorgaande stellingen ook in het geval, dat
een hyperboloide is.

Len metrische specialisering van de stelling van pag. 123 luidt:
Trakt men door een vast punt S van een kwadriek rﬁdrie onderling lood-
rechte lijnen, die de kwadriek nogmaals in A,B,C snijden, dan gaat het
vlak ABC door een vast prunt X, het punt van Frégier van S (vgl. opgave
3, pag 108), gelegen op de normaal in S aan fﬂ.

Opgaven. 1) Bewijs bovenstaande stelling.
2) Leid uit de duale projectieve stelling af: de meetkundige
rlaats der tepren van de gelijkzijdige omhullingskegels van een parato-

loide rﬁis cen vlak, locodrecht np de as van fj(orthoptisch vlak vanlﬂ).

Is rﬁ een bol met middelpunt M en i1s (X het poolvlak van een punt A,
dan is AM L oX. Immers A is de pool van Xen M is de pool van X, zo-
dat AM de poollijn is van de oneigenlijke rechte van of. Het oneigen-
lijke punt van AM is dus de pool van deze oneigenlijke rechte, zodat
AN {ox .

Als een viervlak ARBCD rpoolviervlak is t.o,v. een bol fﬂ(middelpunt
M), dan is AM { BCD enz, We hebben dan te doen met een viervlak, waar-
van de hoogtelijnen elkaar snijden (orthocentrisch viervlak); het hoog-
tepunt is het middelyunt van de poolbol, De punten A,B,C,D,M vormen een

zg. orthocentrisch vijfrunt: elk punt is het hoogtepunt van het vier-
vlak, gevormd door de vier andere,

Zzij A een kwadriek, gaande door de 5 punten A,B,C,D,M; A is dan har-
monisch beschreven om rw. Elk punt van /A is dan hoekpunt ¥an oneindig
veel roolviervlakken van [ﬂ, die in A reschreven zijn., Nemen we M als
€én dier hoekpunten, dan snijdt het poolvlak t.0.v. [ van M, nl., &,
de kwadriek A volgens een kegelsnede 48, die beschreven is om oneindig
veel pooldriehoeken van ()., Dit tretekent dat 5~harmonisch teschreven
is om (), dus f\is gelijkzijdig. Elke kwadriek, gaande door de hoek-

punten en het hoogtepunt van een orthocentrisch viervlak is dus gelijk-
zijdig.

Een analoge redenering geldt voor een kubische ruimtekromme k, gaan-
de door A,B,C,D,M, dus harmonisch beschreven om de poolbol /7. Elk punt
van k is nu hoekpunt van precies één in k beschreven poolviervlak van
f“. Nemen we hiervoor weer M, dan zijn de drie oneigelijke punten van
k blijkbaar de hoekpunten van een pooldriehoek van [T x is dus een ku-
bische ruimtekromme waarvan de asymptoten loodrecht op elkaar staan,
een zg. kubische gelijkzijdige (of orthogonale) hyperbocl. Elke kubi-

vy

sche ruimtekromme, gaande door de hoekpunten en het hooghepunt van een
orthocentrisch viervlak is dus ee. geliljkzijdige kubische hyperboal.
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De meetkundige plaats der middelpunten van de kwadrieken van een bun-
del is een kubische ruimtekromme k., Deze gaat blijkbaar door de toppen
van de vier kegels uit de bundel. De oneigenlijke punten van k zijn de
punten, waarin de paraboloiden van de bundel aan ngraken. .

Een speciaal geval doet zich voor als de kwadriekenbundel een bol
bevat, of snijdt de bundel dan volgens een bundel kegelsneden, die &)
bevat, zodat de dubbelpunten van de ontaardingen van deze kegelsneden-
bundel de hoekpunten zijn van een pooldriehoek t.0.v. tJ. k is dan blijk-
baar ecn kubische orthogonale hyperbool, De kwadrieken uit de bundel
hebben de oneigenlijke punten van k tot gemeenschappelijke asrichting.
Dus:

- Bevat een kwadriekenbundel een bol, dan zijn van alle exemplaren de
assen evenwijdig; evenwijdig hieraan zijn ook de asymptoten van de ku-
\>ische orthogonale hyperbool k, die de meetkundige plaats is van de mid-
delpunten van de kwadrieken van de bundel.

Elk punt P van k is middelpunt van een kwadriek uit de bundel. De
poollijn van P t.0.v, de bundel ligt dus in cxa; Beschouwen we speciaal
de¢ bol uit de bundel (middelpunt M) en het exemplaar Adat door P gaat,
dan zijn dus de poolvlakken van P t.0.v. deze twee exemplaren evenwijdig,
zodat beide loodrecht op PM staan, PM is dus de normaal in P aan /N,

k is dus tevens de meetkundige plaats der voetpunten der normalen, die
vanuit M op de kwadrieken van de bundel kunnen worden neeegelaten. Is

rjeen willekeurig vast exemplaar van de bundel, dan kunnen we dit ook
als volgt formuleren: k is de meetkundige plaats der punten P, waarvan
het poolvlak t.0.vV. { "loodrecht staat op PM. We noemen daarom k de ku~
sbische orthogonale hyperbool van Apollonius voor M en fﬂ(vgl. pag 109),
Daar k enlﬁ 6 punten gemeen hebben, gaan door een gegeven punt M blijk-
baar 6 normalen aan fﬂ. Deze liggen uiteraard alle op de projecterende
kegel van k met M als top; deze kegel 1s eveneens gelijkzijdig.



