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In het oerste deel van de:ze cursuo is de projecticve meetkunde 
opgebouwd. van axiomatisch st11ndpunt. r·e zi,jn daarbij ui tgegaan ,.ran 
de bekende i:gewone 1: meetkunde van .::ucl:ides en hebben een aantal ei­
genschappen gevonden, die bestand bleken. t;egen centrale projectie. 
Om deze eigenscha:ppen algemeen geldig tc: doen zijn, was het nodig, het 
Euclidische vlak uit te breiden met oneigenlijke of 11 oneidig ve:rre" 
element en. 

Sommige van deze eigenscha.ppen hcbben we daarna als axioma's ge­
nomen voor de op te bouwen projecticve meetkunde. In de bekende meet­
kunde van het met oneigcnlijkc elemcmten aangevulde Euclidische vlak 

wordt a.an deze axioma. 1 s da.n vanzelf voldaan. De mcetkunde van het 
Euclidische vlak vormt 1:;en model van de hier opgebouwde projecticve 
me(.tkunde. Omdat in de: meeste leerboeken der elcmentaire Euclidische 

meE,tkunde bet legge.n van een strenge en los van de a.anschouwing 
staande grond!ilag niet mogelijk is, hebben we bier de projectieve 
meetkunde autonoom opgcbouwd, er echter voor zorgend, dat de bekende 
proj&ctieve eigenschappen van het Euclidische vluk niet verloron zijn 
gegaan. Later za.l blijken dat omgckecrd de Zuclidische meetkundE.: 
streng gefunde::·rd kan worrlen, door van de projectic.vc mec tkunde ui t 
t:.:: gaan. 

Met bepaaldc soorte:n projcctivi tE,i ten ( translatios Em dilataties) 

hebben we bswe:rkingen (optellcn en vermenigvuldigen) lcren uitvoeren. 
Daarbij bleken deze pro j cctivi tE.:i ten ecn commutatir,f lichaam L te 
vormen met karakteristick f. 2. Di t lichaam L - hot ,: 0rondlichaam 11 -

is van fundamenteel belang voor d€: nmetk"Unde. Zo is bcwezen, dat do 
axiomatisch opgE:bouwde projcctievc:: meettunde isomorf is met de analy­
tische projectievo meetkunde OV€r het grondlichaam 1. Het bestaan 
van dit analytische mo~ toont aan dat het stclsel axioma's niet 
strijdig is,. 
O;pgave., Is met het bests.an van het Euclidische model deze niet strij­
digheid van de axioma's niet reeds voldoende bowezen? 

In het voorgaa.nde werden a.an L germ verdere e;isen opgelegd: bi.. 
elk commutatief lichaam m&t een van 2 verschillende karakteristiBk 
behoort ecn projectiove mectkunde. Van nu. af zullen we onderstellen., 
da:\ L J!et liohaam ~el:1 ;!)tmtplexe 6et~len is, in verband met de toe-

<.'·--IL_~-:' 
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passingen van de projectieve op de beschrijvende meetkunde beperken 
we ons ook wel tot de reijlc getallnn. 

Eveneens met het oog op de toepassingen in de beschrijvende meet­
kunde zullen we aan constructies in de projectieve meetlrunde veel aan­
dacht moeten besteden. Daar het vel tekenpapior eindige nfmetingen 
heeft, zullen we moeil.i jkheden ondervinden van lijnen, die elkaar in 
punten bui ten het :papier ( ontoegankelijke pun ten) sni.jden. We geven 
daarom eerst enige constructies, die met deze moeilijkheden in ver­
band staan. 
a) Een :punt P te verbinden met het ontoegankelijke snijpunt van twee 
lijnen l en m. 
Oplossing. 

\ 
\ 

····••······k ,~\ 
\ 

j 

Kies Q,Q' op m; R,R' op l en maak de driehoeken PQR en P 1 Q1R1 lijn­
perspectief (as ABC= s). 
PP' =xis de gevraagde lijn. 

Een bljzonder geval van deze constructie ontstaat, als we sin 
het oneindige kiezen; we ku.nnen dan m.b.v. twee tekendrichoeken even­
wijdige lijnen tr8kken. 



• 

Oplossing: 

''~ 

\ 

\x 
We construeren eerst de lijn PB= b3 op de zojuist beschreven wijze; 
ter bespa.ring van het aantal lljnen is a2 als perspectief as van de 
driehoeken PQR en P*Q•R• genomen .. 

Stelt x de gevraagde lijn door P voor, dan is de driehoek, die 
e.11 b1 , 1 tot zijden heeft ltjnperapectief met de driehoek, die a 2 , b3, 
x tot zijden heeft (Controleren !). Daa.r deze driohoeken dan ook pers-• 
p$etief zijn, is van de lijn x, eon tweede punt te construeren,. 



P.M. blz. 45 .. 

c) Twee ontoegankelijke puntfm A en B te verbinden. 

a, ~ ----

----------
Verbind het snijpunt P1 van a.1 ('n b1 :met hct snijpunt P2 van a.2 en b2; 
Kies O op deze lijn. Q1 op a1 en Q2 op a2 liggen op ~6n lijn met O, 
evenals Ri op b1 en R2 op b2• Daar P1Q1n1 en P2Q2R2 puntperspectief 
zijn, snijden Q1R1 en Q2R2 elkaar in een punt X van AB. Een tweede 
punt Y van AB is analoog te construeren. 
Opga.ven. 
1) Bewijs dat in onderstaande figuur de lljn PQ door het snijpunt van 
l en m gaat. Pas dit toe om een nieuwe oplossing van a) te vinden .. 

t 
•'•,." 

·~.... ; 

." •,,. 

p 

2) Construeer eon oplossin& van c) a.ls a.2 en b2 elkaar niet snijden. 
3) Verb ind een punt P met het ontoega.nke1ijke snijpunt van twee ljj:nen 
1 en m, die beide door 2 ontoegavkelijke punten gcgeven zijn. 
Al deze constructies zijn uitgevoerd met de lineaaL~lleen., 
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Volgens de hoofdstelling van de proje~tieve meetkunde wordt en pro­
jectieve betrekking tussen tweE' pun.tenretksen eenduidig gegeven door 
drie pu.nten A, B, C op l en hun ·tier..ldpunten A' ,B' ,C' op 1 1 • 

Cl C l ---· ZiJ' D een t>unt van 1. dan wordt D __..--- . , 

" -.. -•--~ , er.:n constructie van het correspon-
--A__!_ ____ !,~ __ f derr-nde punt D 1 van 1 1 gevrar.gd. 

--~ 
A ·,,... ,1 1 I 

·. If ..t 
~---···· 

.. ,,,, ........ 
} ·--;· // , ...... 

✓,,.·· 

I I I ~-···/ 
---------.!'7· -71;"/ ,·/ • .... ···/ 

. . 
0:... 

/ 

__ .-;r ...... 

Door centrale projectie vanuit twee centra o1 en o2 van AA' gaan de 
projectieve puntreeksen (ABCD •.•• ), (A•B'C'D' •••• ) over in de pers­
pectieve lijnenwaaiers o1(A:BCD .••. ), o2(A'IPC•D• •••. ). (Wae.rom ~Jl:­
pectief?) D' wordt gevonden door de projectie nu van D uit o1 op 1' 
vanuit o2 te projecteren~ De constructie kan worden vereenvoudigd 
door o1 = A, o2 = A' te nemen. 
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A' D en AD' snijden elknar or de 11er:1pecticfas 1' 1 • 

Zij S het punt van de punt reeks Vl:in 1, dat 01) 1' l igt S' 1 = S I is 

dan het snijpunt vF:n l' 1 met l'. Is '.111 het punt wm de puntreeks van 
1 • da t op 1 ligt ( de pun ten S en T I vt:.llen u:i.teraard samen), dan is 

T' • =T het snljpunt van 1' ' met 1 .. De perspectief-af3 1'' verbindt dus 
de punten van 1' en 1, die overeenkomcn met het sniJpunt van 1 en 1', 
eenmaal al::: punt van l en eenmaal al s punt van 1' beschouwd. Hierui t 
volgt dat 1 1 ' alleen van de projcctieve puntreeksen zelf afhangt en 
niet van de keuze van A en A' als projectie-centra~ Zijn X en Y dus 
twe 13 punt en van 1, XI en Y' hun corresponderende op l •, dan onijden 

XY' en X'Y elkaar dus op de vaste l~n 1• 1 .. Pa.seen we deze stclling 
drie maal toe op de punten A,B,C en hun becldpunten A1 ,B 1 ,c 1 , dan 
ontstaat de vroeger op enigszins and er(~ wijze af geleide st cl ling van 
Pappus 

C 

I I 
1 = Pap:pusrechte • 

. t' 

Het bewijs van de hiervoor genoemde constructie en van de stelli.ng van 
Pappus is niet meer geldig, als de lijn 1 1 • door de punten S' en T 
niet ondubbelzinnig bepaald wordt, dus als s• = T, dus S = S'= T = T'. 
De puntreeksen zijn dan pcrspectief: AA' en BB' snijden elkaar in het 
perspectiefcentrum 0., Het punt D' ontstaat door D vanuit O o:p 1 1 te 
projecteren .. Dat ook nu X'f' en X'Y elkaar op een vaste rechte 1'' 
snijden blijkt als volgt: 

t' 

In de volledige vierhoek :XX 1YY' 
zijn U en O twee snijpunten van 
paren overstaande z~den. Hieruit 
volgt dat OU en PP' harmonisch 
liggen, dus SU, SO scheiden de 
stralen SP, SPt harmonisch. 
SU is dus een vaste lljn 1 1 •. 



J~en bclangrl,k geval Vt'Ul projiDcticve puntreri}rnf3n doet zich voor 

ala de dragors s:urie11vElle:n ( colJ. o(i lle puntre::.1ksm1). })oor een der 
puntreeksen op ei:m hulrr,:;cht8 tc 1,rojci:::teren, wo!"dt, de constructie 
van beeldpunten tot hi;, t vorige tcruggebracht. Iiij coll ooale puntreekaen 
kan het voorkomen, dat een punt et zi_;n beeldp1.mt ci:?menvalt .. Valt d.e 
projectieve tran11formatje van de rechte lijn niet met de identi tei t 

I 

samen, dan kunnen er hoogstens 2 v~n zulke dekp~ zijn (Waarom?) 
Om het aantal dek:punten na.der te onderzoeken maken we van coordinaten 
geb:ruik. 

Volgens (12) (pag 29) wordt een aollOcale projectieve transfo:rm.atie 
van puntreeksen analytisch gegeven door de homoge11e lineaire trans-
fo:rmatie. ' .J \.. ,,., ,.. 

) - '-1. ' f /J )"' 
)1 - )1 /.) C, 

I 
' t.. ";::_Y f .3 0 '} ;, 

. 
tC O . .flr,¼t. 

Een dekpunt ontstaP..t wanneer 
zodat voldaan moet w0rden aan 

((/. _ )., 1 r + ,-:: ~ = o 
)I : )( r r, +f/-~}~o;:: C; 

Di t stelsel heeft alle•:m andere dan de ( onbrui}-bare) nuloplossing 

als l"'t oS I =Ot deze vierkantavergolijkir.g in ~ bepaalt het 
aantal dubbelpunten. Is L het lichaam der c·ompJ.exe getallen, clan heeft 
elke vierkantsverge:lijking precies 2 wortels, die eventueel kunnen 
samenvallen .. Twee collocale projectieve punt:reekscn hebben dus altijd 

twee dekpunten, 
0p8.§:Ven. 

1) Hoe luidt bovenstaande stelling, indien voor L het lichaam ge'ko-
zen wordt, 

a) der rationale getallen 
b) 0 reele getallen 
e) 

d} 

algebraische getallen 
restklassen mod. 5 ? 

2) Wat zijn de dekp•J.nten van de volgende transformaties van de ge­
tallenrechte? 

a) x• = ax 

b) x' = x + b 
1 

a) :x' = X • 
Zijn de verhoudingen van coordine .. ten van E:'Cr! punt P <l~ toegevoag­

de comploxen van die van de coordinaten van het pnnt Q, dan heten de 
punten Pen Q zelf toegevocgd complex; zijn de verhoudingen van de 
coordinaten van P rel:\el, dan heet P ee:n reeel punt. Zijn van twee 



P ,M. blz. 49 .. 

projectievc colloca.lc puntreokseti de roelc pw1tcn ann clka.ar toege­

voegd, dan is de transforma.tiematrix rceel. 
Do viErknntsvcrgcli.iking in A , wa.aru1 t de dckpunten bepa&ld worden 

( de zg. cigenwaa.rdcnYergcliJking) hc(,ft dan recle coc:i fici C;nten, zodat 

de twoe worttls (de zr,. eigc.nwaardcn) vcrschi11€nd en reeel, sa.'l!len­
vallend en reeel, of toeeevoe[;d cot~r1lox zjjn. Ook de dekrunten zjjn dan 

verschillend rm re eel, samenvaJ.1 end en re eel of' tocc:ovoee,d complex. 

Een projecti<:ve betrekking tu::rnen twee colloca.le puntreeksen 
kan gegeven warden doer de twcG dckpuntcn D1 en :D'.•i en een punt A met 
zijn beeld A 1 • (Waa:r-om iR de ·trnn.sformatie hi crdoo·r ondubbelzinnig 

bepa.ald?) Van een pu.nt :B wordt (ian het becld gevr:1.::1.ec'i.. 
Oplossin~: 

I 
II 

. .( 

Vanuit een punt o1 p:rojecteren ,,e de punt:recks (D1D2A B •..• ) op een 

rechte l • ',. De ont3t::2ne puntreeks (D11 n2 1 ' A' 'B 1 1 •••• ) is perspec­
tief met (D1 ' n2 • A'b 1 •••• ), omdat de correspondercnde ~mten n1•t en 
D-1', samenvallen. Heeft men het centru:m. 0,., geconst:rneerd, dan is B' 

I C:. 

de projectie van B1 * op 1. 
In bovenstaande figuur is (D1D2AA') = (n2 nn2o1o2 ) zoals bliJkt door 

1 vanuit A'' op m te projecteren. Projecteren we terug op 1 vanuit 

:an da.n bljjkt (D2 *' D2o1o2 ) = (D1D2BB') Hieruit volet: Zijn X en X1 

twee toegevoegde punten in de projectieve betrekking, dan i~ (D1D2XX 1 ) 

constant. Door n1 , n2 en die constante is de betrrkki.ng omgekeerd j_n 

het algemeen ondubbelzinnig bepaald, daar X' eenduidig uit X volgt. 
Bovensta.a.nde constructie geldt nj.et ala de delr:r,untt"n samenv'lllen. 

H.:le"oor diant ondersta.ande figuur: 
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Opgave: Gana dat D1s D2 inder­
daad het enige dekpunt van de 

o~ transformatie is. 
Daar de transformatie hier niet gegeven is door drie pun·~ Jn en hun 
beeldpunten, moet bewezen worden, dat B' niet van de keuze van o1 , 
o2 en 1 ' • a.fha:ngt. 
Bew~s: We projecteren 1 eerst uit B'' op o2A••• dan de projectie weer 
uit O, op 1 terug. Zo blljkt (DA' BB')= {AA' BD), zodat de ligging 
van B' alleen van D, A, A' en B afhangt. 

Ook hier is (D1D2:xx•) constant; deze constsntc bepaalt de pro­
jectieve betrekking echter niet eenduidig. 
Opgave: Bepaal de waarde (D1D2:X:Xt) voor het geval dat n1 = n2• 

Dei'initie 1: 

Een transformatie T heet involutori!£h, als T = T-1 

Een involutorische projectieve betrekking tussen twee 
collocale puntreeksen heet een invoJutie: de dekpunten 
van een involutie heten de dubbelpun~n. 

Is in een involutie A' het beeld van A, dan io A het beeld A•. 
Heeft de involutie 2 verschillende dubbelpunten, dan is {D1D2A.A•) = 
(D1D2A t A) 1 zodat deze DV gelijk a.an -1 is. · _ .. •... .. . . • . 
Vanda.ar def. 2: Een involutie 1s de verzameling van puntenparen, die 
met e~n vast puntenpaar har:monisch liggen. De twee punten van elk paa:r 
heten in de involutie aa.n elkaar toe5evoeQ!. 
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We zullen onderzoeken in hoeverre deze definities gelijkwasrdig 
zijn. Zijn de dubbelpunten verschillend, dan volgt uit def.· 1 zeker 

def. 2, masr ook omgekeerd. Gaan we nu dus na in hoeverre involuties 
met samenvallende dubbelpunten mogelijk ztjn. 
Volgens def. 1, moet A' het beeld van A en A het beeld van A' zijn, 
d.w.z. 

AA••' moet door o2 ga.a.n. Daer 
volgens de constructie X en o2 
harmonisch liggen met o1 en D12 

vallen volgens axioma D (blz. 8 
vorige cursus) X en o2 ~ ea­
men. Dit betekent: een met 
zichzelf inverse projectieve 
betrekktng tussen twee collo­
cale puntreeksen kan geen sa­
menvallende dubbelpunten be­
zitten. 

Is D1 = D2 en A een willekeurig onder punt, dan is het enige 
punt A', dat aan (D1n2AA•) = -1 voldoet het dubbelpunt zelf. (Voor 
elk ander punt is deze D.V. nl. +1). Zelfs is (D1D2A n12 ) volkomen 
onbepaald. Volgens def. 2 bestaat een puntenpaar uit een involutie 
met samenvallende dubbelpunten dus uit dit dubbelpunt, aangevuld met 
een willekeurig ander punt van de rechte. Aan elk punt van de rechte 
behalve het dubbelpunt D, wordt D toegevoegd; bet toegevoegde van D -., ' 
zelf is onbepaald. Deze transformatie is ontaard: D heeft geen beeld­
punt en de transformatie heeft geen inverse, dus valt zeker niet on­
der def. 1. Toch beschouwen we ook deze ontaarde transformatie als 
involutie, zodat def. 2 alle gevallen omsluit, def. 1 echter niet ge-
heel. 

Voegt een involutie aan reele punten reele 
ben we de volgende drie mogelijkheden: 

punten toe, dan heb-

a)Twee verschillGnde reele dubbelpunten 

b)Twae sa.menvallende reele 

c)Twee toegevoegd complexe 

II 

ti 

hyPerbolische 
involutie. 

Parabolische 
(ontaara.e>involutie. 

Elli;etische 
involutie. 
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Anal_;y_tis.ch. 

De transf ormatie ft:= ex \, + \
1
:'.3 \c, 

ft',$: <J t +- ()-~c, 
is door eliminatic van f te schrijvon als 

~ ~· 'c ~' ~ ~/ \\_ ~1 

0( s, ~,) + 11 )0\,-.:- ~- [ ; 1 \, - (.:,So>\ ;a.Q . 

Zijn origineel- en bceldpunt to vorwissclen, dan moot dit hetzelfdo zijn 
als 

[.{ ~ O t 11 -t- r3 t) \; - J t \' -
zodat 1 

(~+E)(t,~ 0 - ~ 0 \:)-0 

f \._ I_ I 

()\It) ;O, 

Is de tvvecdc factor nul, dan is de transformatiD de idontitoit, zodat 

cen involutie gekenmorkt wordt door CX. + [5 =0. De transformatio wora.t 

(in enigszins andcre schrijfwijze) dan gegcven door 
l (,.' (' 'r' .... 't I) \... 't I 

O.oo ~ 0 \ I'> -+- n O I ) (J) f ➔- S, ) 0 ➔ - 0. II 5 I ) I = C. (A) 

d.w.z. door cen symmetrischo bilinoaire bctrekking. 
De dubbclpunten volgen uit 

o;, - oco 0 11 > o --► hypcrbolische involutie. 
---j parabolische involutio 
--➔ ---lliptischc involutie. 

In hot parabolischo geval is (A) te ontbinden: 
( ~ ~ )' ',..I tjl at:lt:>~o ➔- Oo,~1 (ooL'.~O -+- ao,,,.110 

Is de eerste factor nul, dan valt hct origineel 
hct booldpunt is onbapaald; is de 1° factor jo, 

in het dubbelpu.nt, 
dan is het boeldpmt 

in hot dubbel]?Unt gclegon. 
O:pgave: Ga na da t door a ~ +a 1 ~,=O indordaad hat du.b'ocl:punt van do 
-- 00 >.; 0 •' 

parabolisch involutie bepaald wordt. 
1 Geg~ven: A1A' en BB' zijn twee puntcnparcn van con involutie. Men vraagt 
het toogovoogde van een :punt C to construeren. (Waarom. is door twee 

puntenparen oen involutie reeds bepaald?) 

Oplossing: 
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door projectie van l uit Pop men daarna uit Q terug op l blijkt 
(AA' BC)= (XA' SR)= (AA' C'B'). 
Daar echter (AA' C 'B •) = (A• AB' C') is blijkbaar de D. V. van de 4 punten 
AA'BC gelijk aan die van de 4 punten A'AB'C', zodat c• het beeldpunt 
is van c. 

Uit bovenstaande constructie volgt een belangrijke stalling be­
treffende de volledige vierhoek. Beschou~en we nl. de vierhoek PQRS 
als gegeven, dan snijdt 1 de overstaande zijden PQ,RS; PS,QR en PR,QS 
in de puntenparen A,A'; B,B' en c,c•. Dus: 
Een willekeurige rechte 1 snijdt de overstaande zijden van een volledige 
vierhoek volgens drie puntenparen van een involutie. 
Opgaven: 

1) Formuleer enb'e'Wijs de duale stelling, 
2) Waarin gaat bovengenoemde stelling over, als 1 door twee 

diagonaa.lpunten van de volledige vierhoek gs.at. 
Gevolgen van bovenstaande stelling: 
I) zijn P1P2P3P4 en Q1Q2Q3o4 twee volledige vierhoeken en liggen van 
de 6 snljpunten van de zijden P1Pk en QiQk (i,k = 1,2,3,4) er 5 op een 
rechte, dan ligt ook het 6de op deze rechte (eerste vierhoeksstelling) 

P. '""­
I i \ "'-.., 

I\"" 
\ ~,-p 

1'~, 

t'P, 
II) Zijn P1P2P3P4 en Q1Q2Q3Q4 twee volledige vierhoeken en liggen 
van de 6 snijpunten van de zijden P1Pk en Q1~ (iklm = perm 1,2,3,4) er 
5 op een rechte, dan ligt ook het 6de op deze reohte (tweede vier­
hoeksstelling) 
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P. 
I~ 

\ 

\ 

Opgaven. 
1) Bew~s beide stellingon. 
2) La.at zien, dat de twee stellingen niet identiek zijn, dus dat door 
andere nummering der hockpuntcn van een der vierhoeken niet de ene 
stelling in de ander kan warden overgevoerd. 
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Zijn twee projectieve lijnenwaaiers gegeven met de punten Pen P' 
tot top, dan vormen de punten, die corresponderende stralen uit beide 
waaiers gemeen hebben, een kromme ~, We onderscheiden twee geTallent 
I. De waaiers zijn perspectief. De straal PP' uit de waaier (P) 

') f /!\},, ' komt overeen met de straal P'F 
uit de w~aier (P'). De lijn PP' 
behoort dan gehtrnl tot r1. Cor­
responaerende stralen van de 
waaiers snijden elkaar steeds 
op een vaste lijn 1, die dus 
eveneens geheel tot O behoort. 
ff bestaat hier dus uit twee 

rechte lijnen, is ontaard. 

II. De waaiers zijn niet perspectief; J'bevat nu geen recht8 lijn. 
Op5ave. Bewijs dit volledig. 
Daar geval I voldoende bokend 
is, beschouwen we , ... 1rder u.i t­
slu.i tend geval II. 
Op een willekeurige lijn s, die 
geen der punten P,P' bevat, 
wordt door de waaiers (P), (P 1 ) 

twee projcctieve puntreeksen 
uitgesneden. Daar de~e twee 

(al of niet sa.menvallende) dekpunten bezitten, heeft s met ,)juiat 
twee (al of niet samenvallende) snijpunton. Met d~ lijn PP'= p komt 
een zekere straal p' uit de waaier (P 1 ) overeen; met de lijn P'P = q' 
komt een zekere straal quit de waaier (P) overeen. De punten Pen P' 
behoren du.s ook tot J; we noemen deze punt en de !E:,l'_,!darn.entaalpunten 
van J. 

De lijnen p• en q noemen we raaklijnen a.an ·o; een Pen P' niet 
bevattende lijn sheet een raaklijn, als de twee snijpu.nten vans 
met ,r samenvallen. We hebben dan bewezen: 

'·· 
Elke :rechte snijdt 'o in twee verschillende :punten of raakt aan 

ff. We noemen X'daarom een kromme van de 28 sraad. 
Opgave. Wat is de gedaante van J''als de twee lijnenwaaiers recht­
streeks congruent zijn? 

Een kromme J van de 28 orde wordt door de 2 :f'unda.mentaalpu.nten 
P,P' en drie andere punten A,B,C ondubbelzinnig bepaald, daa.r dan 
immers de projectiviteit tussen de lijnenwaaiers (P) en (P'} door 
drie stralen met hun beeldstralen gegeven 1s. Willekeurig veel punten 
va.:n O zijn nu te construeren. Om de met een straal d van .de waaier 
(P) corresponderende straal d• van de waaier (P•) te oonstrueren. 
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snijden we de twee waaiers respectievelijk met AC en BC, Daar in de 
aldua ontatane projectieve puntreeksen het punt C met zichzelf over­
eenkomt, zijn deze reekaen perspectief; Xis het perspectiefcentrwn. 

punten van het onderste drietal. 

De snijpu.ntsn Yen Z van d met 
AC en van d' met BC liggen dus 
op een rechte met X. 
De paren overstaande zijd~n van 
de zeshoek P.BCAP 1DP snijdcn el­
kaar in nrie punten van een 
rechte lijn. Deze ligging geven 
we hier aan met het symbool 
{~;c); om overetaande zijden 
van de zeshoek te verkrijgen moo­
ten we twee punten van het boven­
ste drietal k:ruiselings verbinden 
met de er rccht owler staande 

We hebben dan de volgende stelling bewaze:n.: 

De punten ABCDPP' liggen dan en slechts dan op een krol!llD.e van de 
tweede graad, die P, P' tot fundamentaalpuntcn hceft, als (~~c). 
Daar dit gelijkwaardig is met (~~0) liggen de 6 punten dan ook op 
oen kromme van de tweede graad met A,B tot fundamentaalpunten. Daar 
beide krommen door A,B,C,P,P' eenduidig bepaa.ld zijn, zijn ze iden­
tiek. Dit betekent dat de fundamentaalpunten geen bijzondere rol 
spelen, dus dat elke twee punten van een kromme van de tweede graad 
ala fundamentaalpunten gekozen kunnen worden, om de kromme voort te 
brengen. Tevens hebben we bewezen de stellin& van Pascal. 
Zijn ABCDEF 6 punten van een kromme van de tweede graad, dan geldt 
(g~) en omgekeerd. 
De rechte, die de snijpunten van de ovorsta.ande zijden van een in O, 
beschreven zeshoek verbindt, heet de Pascallijn van die zeshoek. 
OPGAVEN. 
1 • Als de volgorde van 6 punt en van Af niet gegeven is, ho eve el Pas­

calli jnen behoren er dan bij deze 6 punten? 
2. Laat zien, dat de stalling van Pascal ook geldt voor ontaarde 

krommen van de tweede graad. 
3. Bewijs: Als van twee driehoeken ABC en A*B 1c• de corresponderende 

zijden elkaar in drie punten van een rechte snijden, dan snijden 
niet-corresponderende zijden elkaar in 6 punten van een kromm.e 
van de tweede graad. 

Ook bij de definitie van raaklijn hebben de fundamentaalpunten een 
speciale rol vervuld. We zullen laten zien, dat het raaklijnbegrip 
onafhankelijk van de keuze der fundamenta.a.lpunten is. 
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We ondersche1dden twee soorten raaklijnen: 
1) door goon der :f'undamentaalpunton, 
2) door ean der fundamentaalpunten (stel door' P'). 

Een ra.a.klijn s van de eorste soort is een lijnt wa.arop de projeotieve 
puntreokeen, dio ontsta.an door de punten van .1va:r1ui t cle fundamentaal­
puntan op s te projoctcron, twcu sa.mcnvnllr;nde dC!kpunton hcbben; a 

hoeft met 1~ juist eon punt gomeen. Ecn raaklijn a van de tweede soort 
door P' is het boold van de lijn PP' door P. P 1 is het rnigo punt op 
s van (,, want anders zou. de lijn s met twee vcrschi.llonde lijnen 
uit de waaier (P) ovoroon moeton komen. Een andere lijn door P 1 komt 
overeen met eon van PP' vorschillende lijn door PJ dezo lijnen snij­
den elkaar in eon van P' verschillcnd punt van ,.,;-·. 
We kunnen due de volgende equivalentc raa.klijndefinitic opatcllen: 
Een lijn e raakt dan en slcchts da.n aan een kromme ovan do tweede 
graa.d• ala s met 1] juist c~n punt {hot raak:punt)g0mecn heeft. Inder­
daad blijkt dit onafhankelijk tc zijn van de fundaro.entaalpunten. 
OPGAVEN. 
1. Bewijs:door elk punt van J'gaat precies e~n raaklijn. 
2. Zijn de twee boven gegeven raaklijndefinities ook equivalent, als 

het grondlichaam L dat der re~le getallan is? 

Het voorgaandc is geheel te dualiseren door de woorden punt en 
lijn to verwisselon. De vcrbindingslijncn der corrasponderende punten 
van twee projectieve (maar nict perspectiove) puntrecksen op twee 
verschillenda dragers, vormen cen lijnenvcrzamoling. die Wf, een krom­
me van de tweede kle.sse nocmen. Door elk punt P VP.rt hnt vlnk gaa.n twee 
lijnen van de verza.m.eling, dio al of niet sa.mcnvallcn; vallen de lij­
nen semen, dan heat P oen raakpunt van de kromme van de tweede klasse. 
Verder geldt: 
iehoren van een zeazijde abcdef allo 6 zijden tot een kromme va.:n de . 
tweede klasse, dan gaan de verbindingslijnen van de 3 paar overstaande 
hoekpunten door een punt (BrianchonEunt). Daze stelling van de Brian­
~ is het duale van de stelling van Pascal. 
OPGAVEN. 

1. Bewijs de stelling van de Brie.nchon, door het bewijs van de stelling 
van.Pascal te dua.J.iseren. 

2. Wat is een ontaarde krome van de tweede klasse? 
3. :Formuleer en bewijs het duale. van de stalling, ganoemd in opga.ve 3, 

op blz. 56. 
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De definitie van eon raaklijn in oen punt P van eon kromme 
van do twecdo graad is bet eenvoudigst tu geven, wanneor dit punt 
tot :f'undam.cnta.alpunt is gomaakt. ~elangrijk is hiorbij op te merken, 
dat deze definitie niot stcunt op een limiotovergang, doch zelfs op 
dezolfde wijzo gogeven zou kunnon worden, indien bet grondlichaa.m 
slcchts ecn eindig aa.ntal elcmentcn bevat, wa.arbij hot bcgrip conti­
nuiteit geen zin hceft. 

De in de vorige figuur gedemonstroerdc constructie van decor­
responderende atralcn den d' uit de projoctiove waaiers (P) en (P•) 
leert ons ook do raaklijn in P vinden, ale wed'= P'P kiezen. In 
da.t gov al val t D in P; ovcrigons if:t do f iguur hctzcilfde. We zullen 

r· 

XYZ ook hier de Pascallijn van 
de zoshock PBCAP 1DP noemen; we 
sprekon hi::rvocr of dnt we met 
de zijdc PTI, die twee sa.m.enval-
1(.:ndc punte:n van ~ verbindt, de 
raaklijn in P bedoelen. De stel­
ling van Pascal voor een in .f 
beschreven vijfhoek Al3CDE luidt 
dus (~J}. 
OpS9:ve. Gelden (~) en (~g) 
hier ook? 

Behalve door 5 punten is een kromme van de tweed~ graad ook een­
duidig te bepalen door 4 punten en de raaklijn in een dicr punten. 
Zijn n.l. P,P',A,B on de lijn d gegeven, dan is een punt Cop een 
gegeven lijn door A als in de vorige figuur te construeren. De kromme 
J van de tweede graad, die P,P',A,B,C bovat, zal volgcns het voor­

gaa.nde d tot raaklijn hcbbcn. Het is bovendian de enige kromma met 
deze eigonschap. Kiezon we n.1. e€.n ander punt c• van AC, dan veran­
dert Z, dus da.n zal ZX de lijn AC in een van Y vorsch:lllend punt 
snijden. Hieruit volgt dat de stalling van Pascal ook kan dienen om 
van J , gegeven door 4 punten en de raaklijn in eon. <lier punten, an­
dere punten te construeren. Hadden we voor do gegeven lijn door A de 
raaklijn in A gekozen, dan had de constructie dus C = A op moeten 
leveren. 
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Blijkbaar goldt de stelling van 
Pascal ook voor con 1n 3beschre­
ven vierhoek A.~CD en wel in de 
vorm (~). 

Door cenzelfde redenoring toe te pa.seen op het geval de.t J door 4 
punten en de raaklijn in een diar punt~n gegeven is, echter niet 
AC doeh BC als g~geven beschouwcnd, blijkt. Voor een in Jbeschreven 
vierhoek A.BCD gcldt ook (~J) 

I 
1/ 
\ I c·\ ___ ____,. _________ ......, 

' / 
....._ _____ .,.. .... 

OPGAVEN. 
1. Werk dit bewijs volledig uit. 
2. Gelden in dit geval ook (~~), (~)en(~)? 
J. Welke andere mogelijkhoden doen zich voor bij zashoeken met twee 

paar sambnvallonde hoekpuntcn? 
Geldt de stelling van Pascal in deze gevallen oak? 

Een kromme van de twe0dc gra.ad is eenduidig bepaa.J.d door drie 
pun.ten en de raaklijnen in tweedier punten. 
Zijn A,B,C gegeven, alsm.ede de raaklijnen in A en B, dan ie het snij• 
punt D van een willekaurige lijn door C met behulp van de stelling 
van Pascal "te constru.eren. De (volgens het vorige gaval eendui4ig 
bepaa.lde) tweede graads kromm.e door A.B,C,D, die in A de goede raak­
lijn heeft, heatt ook in B de goedo raaklijn; bet is ae enige krOlllle 
met deze aigenschap. 
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Tenslotto kunnen we ook voor CD nog een raaklijn kiozen. De 
constructie voor het punt D moot dan weer C oploveren. zodat de 
volgendo figuur ontstaat. 

-· •' 

.. ·· .. • ..... ~ 

.. •·· .. 
...... •·· .. 

.. 
....... •·· 

.. 

... •· , . ... 
·"' .,r••' 

.. .. ... 
.. ... ..... ... 

.•· ..... •· ...... 

/,! 
I 

-~ 'i3 
. ..-"// A {---11 

. •· .. • .. ..... 
.. , . 

1 . 
.... •·1·· 

// ---- 7 I -~ 

... ······ .... ,...,------· II 1\ \ I // 0 '"' .-··· ..--- I ._,. _/ ~ 
.:·>---- --.,\,;'......_~--· --· ~ 

C 
De stelling van Pascal gcldt dus ook voor een in f bcschreven drie­
hook ABC en wel in de vorm (~i). 
Op~ave.Ga na welke andere vormen hicr mogelijk zijn en o:f de stalling 

hiervoor ook geldt. 
Opmerking. Bij al onzo vorige beschouwingen is slechts gebruik ge-

maakt van de definitie van raaklijn als een lijn, die ·behalve 
het raak:punt, gcen :punten met ;J gemeen heeft. Hoewel lim.ietovergangen 
onnodig bleken, is voor het geheugen en voorstellingsvermogen een 
11 continue beweging" van punten over O tot de stand waarin tweG der 
punten samenvallen een eenvoudig hulpmiddel. 



Beschouwen we neg eens het geva.l, dat op een kromme O van de tweede 
gra1Jd vier punten .A.BCD gegeven zijn. Is P het snijpunt van AD en. BC, 

Q dat van AC en ED en R dat van AB en CD, dan levert de stalling van 
Pascal, voorgesteld door het symbool (~3), dat de raaklijnen in A en 
B aan :{ elkaar in een punt van PQ snijden. 

Op dezelfde munier bewijst men: 

~~;.,.ling A: 

PQ bcvat het 
PR bcvat het 
QR bevat hot 

Opgavo. 

snijpunt 
snij·pur:.t 

snij-Punt 

van de raal--.1 i j :n en 

van de raaklijncn 
van r1c r a.ak· 1 i. j nen 

in A en Ben van die in C en D; 
in A en C en van die in Ben D; 
in Ben C en van die in A en D. 

Ga na welke Pascalzeshoeksyra·bolen hj_cr steeds bijhoren. 

De voJ.lcdige vi€rhock ABCD hcc,ft de 6 zijdcn AB, CD, AC, BD, AD, 

':ac, die twee aan twee £Y_£Fstaand zijn. De 3 snijpunton PQR van de 

parcn ove:r::itaande zijdsn hct'i.m de diagonaal;punten van de vierhoek, het 

zijn de ho,:1':'pu::r,ten va:n d.e diap;on~1nlfriehoe:k PQR van de vierhock ABCD., t:); , __ ,, __ _ 

Stellon we a~ raaklijnen aan -~ in A, B, c, D, resp. voor door a, b, c, 

d, dan ontst.aat c;;:n vollcdigc vierzijde a.bed. Deze heeft 6 hockpuntcm, 

diG tw·ec az:.:n tw,10 overs ta.and zi jn. De i.crbindingslijnen van paren ovcr­

staP.r:r1 c l_:ockpi;:r:..t(;m zijn de diagonalcn: p, q, r, die de diagonaal~iehoek 

(eigf'nlijk: diagonaalclriGzijde) pqr van de vicrzijdc abed vorme:n.., 

Volgcns ste:l}ing A hcbbcn A.BCD en abed nu dozelfde diagonaaldriohoek, 
(st;·_:;__1ing :B) 

lJ 
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; 
Daar de st;l:.:l:ng van Pascal, ook in allo grcnsgevallen, omkeerbaar is, 
is ook bovonst-e.a:r:de stcl1ing l3 omkcerbaar, Zc is ui teraard ook duali­

sccr"Jaar, zodat we haar in de volft .:le gcdaantc kunnen brengen: 

Zi jn d1J hoekpuntcn van de volledige vicrhoek A:BCD incident met de cor­

responderendo zijdcn van de volledigc viorzijde abed, dan hcbben ABCD 

en abed dan en slechts dan dezelfde diagonaaldriehoek, als A, B, C, D, 
vier punten en a, b, c, d, vier raaklijnen van een kromme van de 

tv.rcede graad zijn; ook dan en slechts dan als a, b, c, d vier lijnen 

en At B, c, D, vier raakpunten van ecn kromm.e van de tvrsede klass0 

zijn. (Stelling C) 

Deze twee duale stellingen C worden idcmtiek, als we de volgende 

hoofdstel~ill~ _der- ke&elsneden bewiJ zen: 



P,M. 62 

Do raa.klijnen aan een kromme van de twoede graad vormen een kromme 
van de tweode klasse; de raakpunten van een kromme van de tweede 
klasae vormen ecn krommo van de tweede graad. Daar het tweeds deal 
van daze stelling het dualo van hct eersto deol is, bewijzen we slechte 
hot ecrste deel. 
Bewijs van de hoofdstelling. 

Laat A, B, D drie vaste punten van 
een kromme ¥ van de tweede graad 

zijn, a, b, d de raaklijnen in 
deze puntan. Is C eon verander­
lijk gedacht punt van 1 (hat in 
de figuur gestippclde is verander­
lijk) met raaklijn •, da.n ga.an 
volgens de vorige stelling (ver­
golijk ook de v~rigo figuur) YP", 
ZP', BD en AC door can punt P. 
Doorloopt Pde puntreeks met dra­
gcr BD, dan doorloop·~ 0 de kromme 
a • De puntroe:ksen dio P' op b 

en P" op d hiorbij doorlopen zijn 
boide perspcctief met de puntrccks die P doorloopt, zodat P' an P" 
projectieve puntreckson doorlopen. We schrijvon dit: P' ?r P". 
De:raaklijncn aan 1 vcrbindcn dus inderdaad corresponderende punten 
van projectiovo puntrecksen op bend, zodat zij ecn kromme van de 
tweedc klasso vormen. 
OPGAVEN. 

1. Laat zien dat A' = Y, A"= Z; ook B1 = B, B" = X; ook 
D • -= X, D" = D. - ----·-

2. Bewijs dat de Pappusrechto van elke zeshoek, die drie 
punten van den de drie corresponderende punten van b 
tot hockpunten heett, met DB sa.menvalt 
a) m.b.v. de stelling A. 
b) m.b.v. de theorie van blz 47. 

We zullen in het vervolg steeds het woord kegelsnede gebruiken 
om niet-ontaarde krommen van de tweede graad en van de tweede klasse 
aan te duiden. De punten van ee~ kegelsnede vormen een kromme van de 
tweede graad, de raaklijnen een kromme van de tweede klasse. Dit 
geldt alleen als we met het niet ontaarde geval te doen hebben, im­
mers een ontaarde kromme van de tweede graad bestaat uit een lijnen­
paar (beter: twee puntreeksen), een ontaarde kromme van de tweede 
klasse uit een puntenpaa.r (beter: twee stralenwaaiers). 

Door een kegelsnede vanuit een punt buiten zijn vlak op een 
ander vlak te projecteran, ontstaat wederom een kegelsnede. Projeo­
tieve stralenwaaiers gaan bij projectie nl. weer in projectieve stra­
lenwaaiers over; a.naloog voor projectieve puntreeksen. 
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Daar ook cirkels kegelsneden zijn, kunncn kcgelsneden spcciaal ont­
staan door een rechte cirkclkegcl (omwontclingskegcl) met een plat 
vlak te snijden. Op deze wijze zijn de kegelsneden door de Grieken 
bestudeerd. 

Poolverwantschap. 

Dcfinitie: Twee punten Pen Q heten poolverwant of geconjugeerd ten 
opzichte van een kegelsnede ;~ , als de lijn PQ "I in twee punten snijdt, 
die harmonisch door Pen Q geseheiden worden. 

De paren poolverwante punten van een lijn s vormen een involutie, 
de poolinvolutie ops, die de snijpunten vans eng ,#)t.dubbelptinten 
heeft. 
Zo definieren we duaal: twee lijnen 1 en m zijn poolverwant of gecon­
jugeerd t.o.v. f, als 1 en m harmoniBch geschoiden worden door de 
twee stralen uit de door doze lijnen bepaalde waaier, die aan 1raken. 
De paren geconjugeerde stralen van een waaier vormen een lijnen invo­
lutie, die de raaklijnen aan / tot dubbelstralen heeft. 
Is ?' reijel, dan is de poolinvolutie op een reele drager s hyperbolisch 
ales/' in 2 reele (en verschillende) punten snijdt, parabolisch 
als s aan f raakt en elliptisch a.ls s met ~ geen reele punten gemeen 
heeft. 
Zeggen we dat een reeel punt P buiten )'ligt, ala twee reele raaklijnen 
a.an /" door P gaan en binnen ~, als de ra.aklijnen ae.n y door P toe­
gevoegd complex zijn, dan geldt nog: De poolinvolutie in een waaier 
( P) is hyporbolisch, pr1rnbolis-ch of bllip"tiseh, nl no.n.r gelang P 

buitcn, op of binnen oligt. 
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snijden de raaklijnen in A en C, evenals die in Ben D elkaar op QR, 
Volgens constructie is het paar PX harmonisch met AC en het pear PY 
harmoniach met ~D, zodat P poolverwant is met de punten X en Y van p. 
De lijn p = YT is echter door t alleen al eenduidig bepaald (Waa.rom?); 
kiezen we s variabel, dan doorloopt X blijkbaar deza lijn p. Dus: 
Stelling: De meetkundige plaats der punten, die met een vast punt P 

geconjugeerd liggen t.o.v. ;J is een rechte p, de ;eoollijn van P. 
Het hier gegev:on bewijs is allean van kracht ala P niet op 'if 

ligt. Ligt P op O , dan snijdt een willckeurige lijn s door P f nog 
in een tweedc punt A. Is A IP, dan heeft de poolinvolutie ops de 
pu.nten Pen A tot dubbelpunten, zodat het ops liggende geconjugeerde 
punt van P met P zelf samenvalt. Kiezen we voor s de raa.klijn in P, 
dan wordt A= P, zodat de poolinvolutie ops parabolisch is en elk 
punt vans met P poolverwant is. Oak nu geldt dus de atellingr de 
poollijn van een punt P vnn J'is de rnnklijn in P, 

De dualc stellingen luidcn: n.lle lijnen, die met een gcgeven lijn 
1 gcconjugeerd zijn vormen een stralenwaaier met top L; L hoot de pool 
van 1. De pool van een raaklijn 1 van O is het raa.k:punt op l. 
Opga.ve.Due.liseer ook do bcwijzen vr:.n de laatste stellingen geheel, 

Van de diagonaaldriehoek PQR van de in Q beschreven volledige 
vierhoek ABCD is p = QR de poollijn van P. Op dezelfde wijze blijkt 
q = PR de poollijn van Q en r = PQ do poollijn van R t.o.v. ""/ te zijn. 
Driehoek PQR heet een pooldriehoek van o : elke zijde is de poollijn 
van het ovcrstaande hockpunt. 

Is abcJ de om/ beschreven volledige vierzijde der raaklijnen in 
A, B, C en D, dan heeft volgens stelling C (blz 61) de vierhoek ABCD 
dezclfde diagonaaldriehoek als de vierzijde abed. Van deze diagonaal­
drichoek is blijkbaar nu ook elk hockpunt de pool van de overstaande 
zijde. Dit volgt nl. uit het bovenstaande door toepassing van het 
dualitoitsbcginsel. Zo is dus P do pool van p, Q de pool van q, R de 
pool van r~ Daar Peen wille;keurig punt was, is hiermee bewezen: Is 
p de poollijn van P, dan is Pde pool van p. 
Ligt A op de poollijn b van B, da:-: :;rijn A en B geconjugeerde punten, 
dus dan ligt Book op de poollijn a van A. Het snijpu.nt C van a en b 
is geconjugeerd met A en mot B, dus hceft de lijn AB= c tot poollijn. 
Driehoek ABC is dan een pooldri~hoek. 
Snijden de poollijnen van twee punten X en Y elkaar in een punt Z, 
dan is Z de pool van XY, immers Z is zowel met I als met Y geconju­
geerd. Zijn X en Y twee punten van l, dan zien we, dat de poollijn 
van Z niet anders dan de lijn, die de raakpunten verbindt op de 
raaklijnen, die ui t Z aan p getrokken ku.nnen worden. 
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Zijn A, B, c, D vier punten van een lijn s, dan gaan hun pooll1jn•~ 
a, b, o, d door &6n punt Sen wel geldt {!BCD)• (abod). 
Bewi~i:u Zij S de pool... ·it/ van s. Omdat A, B, c, D op e lige;en, pan 
a, b, a, d door S, De vj.~r lijnen a, b, c, d snijden sin vier punien 
A', B', c•, n•, die geoonjugeerd zijn met A, B, c, D, dus die aan 
A, B, c, D toegevoegd zijn in de poolinvolutie ops. 
Dus: (abed)= (A•B 1 C'D') = (ABCD). 
Opgave. Form.uleer de duale stelling. 

Aan elk punt P va.n het vlak is een rechte p toegevoegd, de 1001-
lijn ff P = p van P; a.an elke lijn 1 van bet vla.k is eon punt L toege--voegd, de pool ~1 = L van 1. Dezc toevoeging is eeneenduidig, behoudt 
inoidenties en dubbelvcrhoudingen en heet de 200lco,-relatie t.o.~. de 
gegeven kegelsnede 1'• 

Bij elke figuur F1 kunnen we een .figuur'f'fF1 = F2 vinden, waarve.n 
de punten de polen zijn van de lijnen van 11 en de lijnen de poollijnen 
van de punten van F1• F2 heeft dan allo duale eigenschappen van F1• 
Baast '1111 = F2 geldt ook ~F2 = F1• Om deze reden heten F en 12 recj­
prook polair,e f'igu.ren: ze worden door de pooloorrelatie1< in elkander 
overgevoerd. 

Is een kromme ;f van de 
a.a.rd, dan heet bet snijpunt 

tweede graad in een lijnenpaar (1112) ont­
S het dubbelpunt van O. P en Q zijn ge­

J, --
conjugeerd, als H(s1s2, PQ). 
Blijkbe.ar is SQ de poollijn 
V$D. P, zodat P geconjugeerd is 
met elk punt van het vlak. Van 
elk punt P gaat de poolli~n 
door B; van punten van 11 is 11 
zelf de poollijn, analoog voor 
12 • De pool van een willekeurige 
lijn 1 is S; de pool van 11 is 
onbepa.a.ld: el; punt van 11 vol­
doett analoog voor 12• De pool 

van een willekeurige lijn m door Sis onbepaald: elk punt van de lijn 
n voldoet, a.ls n de lijn door Sis, waarvoor H(1112mn). De poollijn 
van Sis tenalotte geheel onbepaald. We zeggen dat de pooloorrelatie 
onta.ard is. 
Op5!ve. Gana hoe de poolcorrelatie t.o.v. ontas.rde krommen van de 
tweede klasse ontaardt. .... 
Stelli¥• Zijn va.n een volledige vierhoek twee paar overstaa.nde ;1~den 
geconju.geerd t.o,v. een kegelsnede 0' dan is•dit ook met het derde 
paar het geval. 
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A\s." . \ i ct ,.c 

l 
// --------fc?__. ---

______ ----;::: I ~ 
A t B' A' 'c, .--o~ 
Laat van viorhoek PQRS gcgDvcn zijn dat QR en PS ~vonala PR en QS ga-
conjugeerde lijnen zijn; zij vcrdr.:r s de poollijn vans. De pool van 
PS 1igt op de hie:rmee gcconjugcerdc lijn QR, eYenals op de poollijn 
s va.11 S., Blijkbaa.r is A do pool van PS, zodat (A,At) cc:n pear voor­

stel t van de poolinvolutio ops., Zo vinden we analoog de pool van QS 
a.ls hot snijpunt :B van PR on s, zodat ook (B,B') ccn paa.r van de pool­
involutie ops is. Hioruit volgt dat dan ook (C,C') een pa.ar van deze 
involutie is, zodat de poollijn van C door Ct gaat en dt'tJ :met RS 
sa.menvalt., Ook SR en PQ zijn dus gC;conjugeerd. 
Opgave. Form.ulcer de dua1e stelling., {Deze is genoem.d naar H~sae,.) 

:3t0llins. Twee reciprook polaire driehocken t.o.v. een kegelsnede 
zijn pcrspectivisch. 
Bewijs. Laat PQR en P'Q'R' de twee polaire driohoekcn zijn. :Beschouw 

de vierhoek PQRS (Sis het 
q/ snijpunt van PP' en QQ•). PS. 

gaat door pt en is dus gecon­
jugeerd met p• = QR; zo is 
QS gGoonjugeerd met q• = PR. 
Volgens voorga.a:nde stalling is 
dan RS geconjugeerd met PQ 1 

dus gaat dq~a:i- ie pool R• van PQ, 
d.,w.z .. HR' gaat eveneena door 
s. De pool van PP' is het 
snijpunt van pen p•; dit 
snijpunt is dus zeker gecon-

jugeerd mets. Daar hetzclfde geldt voor de snijpunten van q en q 1 en 
van r,.r• is hicrmee tevons bewezan; Hot perspectiefoentrum Sen de 
perspectiefas s zijn pool en poollijn t.o.v. t)• 
Stellins. De hoekpu:nten van twee pooldrichooken ABC en PQll van iJlig­
gen op eenzelfde kegelsnede. 
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Do lijnen PQ = r en PR= q beb­
bcn resp. de punten Ren Q tot 
pool. De pool van PO= x ia het 
snijpunt X van QR en AB; de pool 
Y van PB= y is het snijpunt van 
QR en Ae. Blijkbaa.r is: 
(qrxy) = (QRXY) = (RQYX)= (zubc}. 
Door daze projactieve betrekking 
tussen de waaiers (P) en {A) 

wordt een kegelsnede gedefini­
eerd, die de punten Pen A tot 
fundamantaalpunten heeft en door 
R, Q, O, B gaat. 

Een correlatie van het vlak V op het vle.k Wis een eenoenduidige 
afbeelding met de volgcnde c1ganschappen 
a) is P eon punt van V ,da.n is P ecn lijn van w. 
b) zijn A, B, c, D vier pu:nten, gelogen op de lijn l van V, dan 

gann de lijnen f A, 't'l:S, 'fC, tpD door eon punt van W (dit punt 
noc-.men we 'f 1), en wel is (A.BCD) = ( lfA, fB, fC, ym} • 

Hieruit volgJn: · 
o) is 1 een lijn van V, dan is 'fl een ondubbelzinnig bepaald punt 

van W. 
d) zijn a, b, c, d, vier lijnen, gaande door het punt P van V, dan 

liggen de vier punte_n 'fa, 'f'Dt tpc, f d op de lijn f P van W en wel ie 
(abc<'.i.) = ( lfa,tfb, tpc,t[>d). 

~.!~.• Bewijs c en d • 
Omdat de corrclatie eeneenduidig is heeft ze een inTerse; ook dit is 
een correlatie, die nu a.an het punt fl van W de lijn l van Ven a.an 
de _½ijn ~,p van W het punt P van V toovoegt, y,y)-1 l~t W invariant, 
lf ¥'_ laat V invariant. 

Kiezen we V = W, dan kunnen we het gova.l boschouwen dat ff= 'f-1 , 
zodat we met een involutorische correlatie to doen hebbon. Dan moet 
blijkba.ar steeds 'ftpP = P en \{'tpl = l zijn. El!te pooloorrela.tie is 
invo~!i~~• Het omgckeerde geldt echter ook: 
elke involutoriacha correlatie is de poolcorrela.tie t.o,v. een ~eke~ 
kegelsnede. Het bewijs hiervan verloopt in enige stappen.. 
Zij ~1 een willekourige involutorische correlatie. 
Is P incident met ,po,, da.n heet P met Q geconjugeerd. Daar incidentie 

t 

volgena bend behouden blijven bij toepassing van (/J, zi~n dan ook 

;4J:;trtl:, = .:.e gea:o:=:~: w.lr u~:k e~nm:o!t:e~o:;:~a:~ 
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is proje~tief met de puntreeks {Ai op 1 volgens b. De~e projectieve 
puntreeksen bepalen een involutie op 1 van geconfugeerde pun.ten; de 
dubbelpunten van deze involutie zijn zelfgeconjugeerde punten. Elke 
lijn ba~&t dus twee (al of niet verschillende) zelfgeconjugeerde pun­
ten. We zullen aantonen, dat deze zelfgeconj~goerde punten een kcgel­
snede vorm.en, waarvan de pooloorrelutie juist met de gegeven involu­
torische aorrelatie sam0nvalt. · 
OPGAVEN.1~ Definieer geconjugeerde lijnen t.o.v. yJ en zelfgeconju-

geerde lijnen. 
2. :Bewijs: Is P een zelfgeconjugeerd punt, dan is 'f P een zelf­

geconjugeerde lijn en omgekeerd. 
3. Bewijs: Het is mogelijk vier verschillende zelfgeoonjugeerde 

punten te vinden. Hiervan liggen geen drie op een reohte. 

Is PQRS een volledige vierhoek met 4 ze1fgeconjugeerde hoekpunten 
en met een diagonaaldriehock UVW, dan is lfU = VW, 'fV = UW en tpW = UV. 

Daar immers H(PS,YU) en H(QR,:XU) 

van UP, dan is volgGns 
driehoek UVW van PQRS~ 
de punten, 

\Al 

is U geconjugeerd m;t X en met Y 
dus lfU = ll == VW enz. 
Is PQR een driehoek met drie 
zelfgeconjugeerde hoekpunten, dan 
snijdt een met QR geconjugeerde 
lijn de· zijden PQ en PR in ge• 

conjugeerde punten. (zie figu.u.r 

hiernaast), Elke met QR geconju­
geerde lijn 1 heeft nl. fl op 

QR. Stel dit punt U. Is S het 
tweede zelfgec~njugeerde punt 

vorige stelling 1 een zijde van de diagonaal­
Daar dan oak y,v = UW, zijn V en W geoonjugeer-

Na doze voorbereidi.ngen bewijzen we onze ,1te;lling: 
Elke involutorische 
kere kegelsnede (), 
!!,_ewijs: 

p 
K . ,. 

correlat1e· tpis de poolcorrelatie t.o.v. een ze­
dic de zelfgcconjugeerde pun.ten van t.p bevat. 

Laat P, Q, R drie zelfgeconjugeerde 
punten zijn, S = y,s, waarin 
s = QR en laat teen vaste lijn 
door S zijn. Daar t door S gaat, 
is t mets geconjugeerd, zodat 
volgens vorige stelling t de zijden 
PQ en PR van driehoek PQR in de 
geconjugeerde punten Ven v• snijdt~ 
V,V' is dus een paar van de in­
volutie van ~econjugeerde punten 
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La.ten we nu Pde verzam~ling van allo zelfgcconjugeerde punten door­
lopen, dan doorlopen Ven V' projcctieva puntrcekscn ops, zodat tus­
sen de waaiers QV en RV' ocn projectiof verband bestaat en blijkba.ar P 
een kogolsnede O doorloopt, die alle geconjugeerde pun ten van 'f bevat. 
De definitie van gcconjugccrdc :punten in de correlatie f is dezalfde 
als die van geconjuguerd€ punten t.o.v. tp(op elke lijn vormen geconju~ 
gccrde punten dezelfde involutie, zodat de gogevon involutorische 

corr,#latie f mot de poolcorrelatie f(t.o.v. ;rsam.envalt, 

Stelling van Desar@es. 

Gaat eon kogelsnede <l~door de hoekpunten A, B, C, D van een volle­
dige viorhoek, dan anijdt een willokcurige reohte s de kegolsnede O 
in een pu.ntcnpaar, dat behoort tot de involutie, die door.de paren 
overstaar,d3 zijden van ABCD op s ingcsneden wordt 

Bewijs_t K:! es A en B tot fundamentaalpunten van ~-·, dan is DV(AC, AD, 
AX, AX:) :c LV(.3C, BD, BX, BX'), waaruit door snijding mats volgt: 
( RQXX t ) :-.: ( Q I R ! XJC t ) :.-= ( R t Q 1 X t X) • 

Er bestan.t dus eon projectieve relatie T, zodat: 
TR x:. R' , TQ = Q' , TX = X' , TX' = X~ 

Daar T i::~11:n p1.r:.-i-tcnpnar (nl. x,x•) verwissel t, :i_8 T oen involutie, zodat 

ook TR 1 =Ren TQ' = Q~ 
Deze invo1utiG hecft mot de door do paren ovc ·,:;;ta'.lnde zijden van ABOD 

op s ui tge~:r..cdGn involnt:le de puntonpa.re,:1 Q, Q' on R,R' gomeen, zodat ze: 
er g0heel n:,.ee sn.mcmval.t., 
Defini·t~: Do verzf:llilcling kcgclsnoden door viGr vasto punten ABCD 
heat ean algemene E~~olsnedonbundel. De v5.or puntcn, die alle kegel­
sneden V:3.n de bundel gemoen hebben hetcn de bas:isp_unten van de bundel. 

Het is duidelijk, dat tweo kagelsneden van oon bundel, buiten 
.A.. a. o .. » geen pun.ten aeer «•eEtn hebberh 48:&r e,• Jtege~♦."<loll.lt: 
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dat door ieder punt van hot vlak (dat van de basispunten verschilt) 
juist een kegelsnede van de bundel gaat,. Een willekeurige rechte a 
snijdt alle exemplaren van een bundel volgens puntenparen van een in­
volutie., Daar deze twee dubbelp,mten bezit geldt: aan s raken twee ke­
gelsneden van de bundel. Deze twee kegelsneden zijn i.h.a. verschillend; 
ze kunnen slechts samenvallen als de involutie ops parabolisch is, dus 
ala van elk puntenpaar een der punten in het dubbelpunt valt, dat dan 
dus een der basispunten van de bundel is. Slechts aan een lijn door een 
basispunt raakt dus slechts een exomplaar; het raakpunt is dit basispunt 
zelf. 

Do bundel bevat 3 ontaardingon, nl. de paren ovorstaande zijden 
van de vierhoek .A:BCD. De ~bbelpu!.!,!_912: u, V, W van deze ontaardingen vor~ 
men de diagonaaldriehoek UVW van de vi0rhook ABCD. UVW is pooldriehoek 
voor alle lcegelsneden 1 ui t de bundel. Het omgekeerde geldt echter ook: 

heeft een punt X dezelfde poollijn x t.o.v. alle exemplaren van de 
bundel, dan moet X met een der punten U7 V, W samenvallen. 

~,!_!~: 
a) Onderstel Xis niet o:p een der ontaardingen van de bu.ndel gelegen. 

De :poollijn van X t. o.v. elk der ontaardingen moet da1.'1 door het 
oorresponderende dubbelpunt der ontaarding gaan. Daar UVW eohter 
niet c6llineair zijn is dit uitgesloten. 

b) onders~el X ligt op minstens twee d8r ontaardingen. X ligt dan op 
alle 0rie en is basispunt. De :poollijn van X aan is de raaklijn in 
.X; dj_t kan ochtG:;,," iedere lijn door X zijn, daar door 4 punten en de 
raa1:;:lj_ jn in een a~~or punten een exemplaar van de bu.ndel bepaald 

WO:i."d.t • 

e) X moet da.n op sen cl0r ont~ardingen ligge:a. Zullcm de poollijnen 

t.orv~ d,:.: m16.-sr·e ·i:;·wce ontaardingen se.:m.en"'.rallent dan moet deze pool­
lijn bw."1. J·:i.}11.:lcJ.3;-:1nt;cn beyat-ten .• Hicm.ce j_s hot oudo geval weer ver-

O:pgaY,?-1~~ 

1. Du.aal tegenovcr b·u.ndcl kegelsneden staat g1½.?..§'.:I, kogelsneden, Defi­
nieer de e.lgei:n.•2:;.-:1.e kcg::1sn&denscha.ar. Wai,, zi jn. d.'2 on-taardingen ui t de 

schaar? 
2. :SewijE~ oat a11e kcgeJ.sneden van een sci:'mar Ot,n gemeenschappelijke 
pooldr:i.chook ho"bbE::n. :Bewijs dat di t de cm.ige :· .J ( dualiseer het voor­
gaando b0.vd 2 s gehoel) ~ 

.Q:~~~~tl.E.~ ~ 
'Ecm aJ.gemeno b1L'1.dol kegelsneden wordt d0or twee exemplaren be:paaJ.dJ 

deze he:i'ben v:Le:r. sni j~unten, nl. de basisp,.1.ntGn.. Twee kegelsneden be­
hoeven e:ichter niet al tijd vier punte:n gemeen tc h8bben. In de analytischt, 

meetkLlnde wordon ook bundels kegelsneden beschouwd, die bepaald worden 
door twee kegelsneden die minder dan vier punten gemeen hebben (enige 
Jer snijpunten "vallen ·aan samen").We zullen op deze bijzondere ty:pen 
,~ ...... ;r,.,,,:r"''"-tt:>-n niot:' °1'Y'I. n~2.:n Avemnin a.ls ou de hiermee du.ale bijz,ondere 



P.M.70 

~cmaren. B!j deze bijzondere typen ontmoeten we voor het eerst andere ~ 

-soorten ontaardingen, nl. een dubbelgetelde rechte al.s ontaa.rde bundel­
kegelsnede. en een 'dubbelgeteld punt a.l.s ontaarde schaarkegelsnede. 

Valt het punt P niet met een der hoekpunten van de gemeenschappe­
lijke pooldriehoek UVW van een bundel samen,,dan heeft P t.o.v. twee 
exOlllplaren J"1,D2 van de bundel verschillende poollijnen p1 en p2• 
Snijden deze elkaar in P•, dan zijn Pen P' geoonjugeerd t.o.v. ?1 en 
O 2 • Is Pp p• en is s de verbindingslijn PP•, dan wordt het punten­

paar PP' harmonisch gesoheiden. zowel door de snijpunten vans met f 1, 
als door die met 02• P,P' zijn dus de dubbelpunten van ·de involutie die 
ops door de bundel uitgcsneden wordt, waaruit omgekeerd weer vol.gt 
dat Pen P• geconjugeerd zijn t.o.v. al.le exemplaren van de bundel. 
Dus: De poollijnen van een vast punt P t.o.v. de excmplaren van een 
bundel vorm.en een stralenwaaier met top P'; pt en P zijn hierin ve:rwis­
selbaar. Is P = P' dan is Peen zelf'geconjugeerd,punt, zowel van o1 , ala 
van t2 , dus een basispunt van de bundel. De poollijnen va~. P t.o,v. de 
kcgelsneden van de bu.ndel (de:raaklijnen aan·deze kegelsneden) vormen 
de waaier met P' tot top. Valt Pin een der hoekpu.nten van de pooldrie­
hoek, dan is P' een onbepaald punt van de overstaaride zijda. 

We hebben hier te doen met een eeneenduidige involut~rische t~ans­
formatie (met drie uitzonderingspunten u, V, W, waarvoor de transfor.matie 
onbe:paald ia), die echter geen pro;jeotieve transform.a.tie is. Dit is een 
voorbeeld van een Crem.ona-transformatie. 

De poollijn van een punt P t.o.v. een geschikt gegeven kegelsnede 
kan mot de lineaal allcen worden geconstrueerd. Ook de pool VaJl. een 

gegeven lijn l is met do lineaal al.leen construeerbaar. 
QPgaven. 
1. Construeer de poollijn van een punt P t.o.v, de kogelsnede door 5 

gegeven punten A, B, c, D, c. 
2. Construeer de pool van een lijn 1 t.o.v. de kegelsnede die aan drie 

gegeven lijnen a, b,~c, raak:t en een vierde lijn din een gegeven 
punt D raakt. 

De poolcorrelatie t.o.v. een k2gelsnede Xkan. behalve door ozelf, 
gegeven warden door 4 vrij gelegen punten en ~un poollijnen (op dezel~de 
wijze als een projectieve transformatie van het vlak gegeven wordt door 
4- vrij gelegen :punten en hun beeldpunten), We behandelen alleen het be­
langrijkate geval, waarin de poolcorrelat1e rt" gegeven is door een pool­
,<l!'1ehqe~ UV'W(.~~ een punt P met poollijn rfp = p. !{en vra.agt de pooUijn 

,:,,.,u,"-,, '·-' , ~ .. :, ..,., 0 ·;1•,,,,,' , ~ ,, • , 



va.n een ander punt X to const:rueren. 
Constructie. 
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Als PX de zijden vw, UW van de pooldriehoek resp. in u1 en v1 
snijdt en als p de lijnen ux, VX resp. in u2 en v2 snijdt, da.n snijden 
u1u2 en PU elkaar in een punt x1 en v1v2 on PV elkaar in een punt~, 
die botde op gevraagde lijn x golegcn zijn. 
:Bewijs: Passen we de stelling van He.see ( zie pag. 65) toe op de volle­
dige vierzijde, die u, u1; X, ~ en P, u2 tot overstaande hockpunten 
heeft, dan blijkt, daar U en u1 cvonals Pon u2 ge¢Qnjugeerde punten 

'zijn, dat oak X en x1 geconjugcerd zijn. Op dezelfde wijze blijken ook 
X en~ geconjugocrd te zijn, zodat x inderdaad de poollijn van Xis, 

La.ten we in de laatsto figuur de lijn p om eon vast punt P' draaien 
dan zullen de punten u2 en v2 projectieve puntreeksen van UX en VX 
doorlopen, dus X., on .!:z projeotiove puntreeksen van UP en VP. Daze punt­
recksen zijn echter porspectief, daar x1 en~ beide met P samenvallen 
ala p door X gekozen wordt. De rechte x112 = x draait due om een vast 
punt P1 • 

Et1n vcrzameling poolcorrt:ilo.ties {rfJ mat gemeenschappelijke pool­
driohook UVW hcet een bu.ndel pooloorrelaties, als voor elk punt X de 
poollijnen trTi\ een lijnenwenie1• vor.cnen (met u1 tzondering va.n X = U, 
X =Ven X = W). Hior is dus bcwezon, dat hiervoor voldoende is, dat dit 
voor ~en punt P het geval is. Bovondien zijn de waaiera poollijnen voor 
alle pun.ten projeotief, Ook g~ldt dus: de poolcorrelaties t.o.v, de 
kagelsneden van een a.J.gemene bundel vormen oen bundel. Zijn if1 ••• ff4 
rt•r Jt•--~e4e:u van dt bw14el, dan .i• <P1~P3P4) • <1t¾~3X4} ala P1 
on ,: rm CM I ' 1h: c...~1.'l '.lmAft Wlllllli' 11 A'ft T <k. IL.V ~ 1f. Vftft ....... '.:~111111.i.;11.,ilfa :llfWllllllllll 
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deze constante DV ook de dubbelvcrhouding der vier kegelsneden j1, a2 , 

?.f3' ()4. 

Stelling. 
De meetkundigo plaats der polen van een vaste lijn 1 t.o.v. de 

kegelsneden van een algemene bundel is een kegelsncde. 

Bewijs: De pool van 1 t.o.v. een kegelsnede !'.'.)uit de bundel wordt ge­
vonden als snijpunt van de poollijnen van twee punten Pen Q van 1 
t.o.v. Q• Doorloopt (}de bundel, dan beschrijven volgens het voorgaande 
deze poollijnen projectieve stralenwaaiers met P' en Q' als top. Deze 
stralenwaaiers brengen als meetkundige plaats der snijpunten een kegel­

snede <X voort, 
We h--unnen eenvoudig enige bijzondere punten van at, aangeven. 

1°) 1 snijdt de bundel kegelsneden in een involutie puntenparen, De 
duohE:;lpunten hiervan behoren tot ex, immers in deze dubbelpunten 
raken exemplaren van de bundel aan (i...; het raakpnnt is de pool van 

1. 
2°) dG pool van 1 t.o.v. het ontaarde exemplaar AD, BC is het dubbel-· 

punt U ( zie fig. blz. 68). De hoGkpunten van de Jh)oldriehoek UVW 

van. de bu.ndel 1.iggen dus op ~. 

3 °) Sni j a.-~ l de lijn AB j n s.1 on is T1 het pu.,1.1-'c va~1 ~\.13, waarvoor geldt 

H(AB,S1 T1 ), dan zijn s1 en T1 geconjugeerd t~o.;-.'. alle kogolsneden 
van de bundel~ De :poollijnen van T.1 t. o, v ~ al rfo'.:;c, kegclsneden gaan 
doo:t s1 on vormen de stralenwaaier mot s1 als to:9. We kunnen zeker 
een kegelsnede aangeven ten op~ichte waarvan 1 j11ist ~o poollijn 

van ~1 is .. 
Opgav~, Is hot niet mogelijk, dat slechts een dee1. ~Jan de stralenbundel 
door s 1 optreedt als poollijnen van T1 t.o.v. kegclsrn:iden uit a.e bundel? 
Op elk der zes zijden van de volledige vierhoek vjnden we dus een :punt 

van (j..,_ nl. S1 ,s2 , ••• S6. 

Van Ci. zijn nu elf punten bekend; D( draagt de,B.rJro. de naam van 

elfJ2~ntskegelsnede van 1 t. o. v. de kegelsnedenbundel.~ 
Volgens de laatste stelling van pag. 65 zijn twee pooldriehoeken van 
een kegelsnede in een tweede kegelsnede beschreven. We kunnen deze 
stelling omkeren: Als twee driehoeken in eenzE.lfde kegelsnede beschreven 
zijn, dan bestaat er een kegeisnede ten opziohte w~arv~n beide pool­
driohoeken zijn. Dit bewijzen weals volgt (vergelijk dit bewijs met 
d.a.t van pag. 66): 
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Volgens het gegeven is 
(qrxy) = (zubc), zodat 
(qrxy) = (RQYX) = (QRXY). 
We beschouwen nu de poolcorrelatie 
Tr , waarvoor PQR een pooldriehoek is 
en waarvoor C = 1f c (volgens de con­
structie van pag, 71 is Ti hierdoor 
ondubbelzinnig bepaald). Daar X nu 
de pool van xis, volgt uit (qrxy) = 

(QRXY), dat Y de pool van y is. De 
poollijn van B gaat dus door Y. 
Daar hij eveneens C bevat, is b =7rB, 

dus ABC eveneens een pooldriehoek voor rt. 

Stelling. 
Liggen de 6 hoekpunten van de driehoeken ABC en PQR op een kegel­

snede r , dan raken de 6 zijden van deze driehoeken aan een kegelsnede "?f. 

Bewijs: Beschouwen we A en Pals de funda­
mentaalpunten voor r, dan blijkt 
A(B,C,Q,R) = P(B,C,Q,R) of zeals 
door snijding met QR en BC hieruit 
ontstaat: 
(XY'QR) = (BCX'Y). 
Op de dragers QR en EC worden dus 
projectieve puntviertallen uitge­
sneden; de lijnen, die correspon­
derende punten verbinden, raken aan 
een kegelsnede£Y, die aan QR en EC 
raakt. Dit is juist hetgeen te be­
wijzen was. 

Bovenstaande stelling is een der z.g.n sluitingsstellingen van 
Poncelet, De sluitingsstelling voor n-hoeken luidt algemeen: Liggen de 
n hoekpunten van een enkelvoudige n-hoek op een kegelsnede r en raken 
den zijden aan een tweede kegelsnede '?.(, dan is dit voor oneindig vele 
n-hoeken het geval_ 

Elk punt van r kan daarbij als hoekpunt genomen·wordenJ we trekken 
een dor raaklijnen uit dit punt aan ?J'. Deze lijn snijdt f7 in een tweede 
hoekpunt van de n-hoek; hieruit trekken we weer een raaklijn aan ~. Dit 
is de tweede zijde van de n-hoek. Zo gaan we door; beurtelings ontstaat 
cen hoekpunt en een zijde van de n-hoek. Nan stappen sluit de n-hoek 
zich dan vanzelf. 

We geven van deze belangrijke stelling alleen voor het geval n=3 
nog een ander bewijs m.b.v. de theorie der kegelsnedenbundels. 
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Ecrst con hulpstollinJi: De kcgclsncdon van ccn bundol snijden op twee 
lijncn door ecnzclfde basispur.t projl•cti.(:vc puntrcckscn uit. 
Bc·wijs: 

Laat A,:E, C ,P de vier basispuntcn van de oundol zijn. Een willckcu­

rige kc;gc:lsnede r van de bundcl zal de gegevon lijnen 1 en m door P 

in de punton Q en R snijden. 

Volgcns de stclling van :Pascal, aangeduid door (i~~) liggcn X, Y • Z op 

eon rochtc. 

De punten X en Y hangon nict van het 
gokozon bundeloxemplaar r, doch 
slechts van de basispunten A,B,C,P 
on de lijnen l en m af. 
Verandoren we de kcgclsnede r, dan 
doorloopt Q de lijn l; Z is de pro­
=ectie hiervan op XY uit C en R 
tonslotte is weer de projectie van 
Z uit Bop m. Inderdaad is dus 

Q 7\ R. 
Uit bovenstaande hulpstelling voJgt 
nu onmiddellijk het bewijs voor do 
sluitingsstelling. De lijnen QR 

omhullen een kogelsnede ~ , wanneer 
r de bundel doorloopt; t raakt aan 

de dragers 1 en m. Bcschouwcn we de 
drie ontaardingen (AB,PC), (AC,PB) 
en (BC,PA) uit de bundel, dan blij­

ken ook AB,AC en BC tot do raak-
lijnen aan} to behoren. 

Een k€gelsnode, ton opzichte waarvan een gegeven driehoek pool­
driehoek is heet een poolkegelsnede van die driehoek. De volgende dri0 
uitspraken zijn aequivalon • • 
a) ABC on PQR hebben eenzelfde poolkogelsnede d-

b) ABC en PQR hebben eenzelfde omge s chreven kegelsnede r 
c) ABC en PQR hcbben eenzelfde ingeschreven kegelsnede '(! 
Vroeger is het bewijs van de stelling a ➔ b gegeven; boven gaven we 
de bewijzen van b ➔ a en b -"> c. De stelling a -:.' c is bet du.a.lo van 
a ~bl de s telling c -... a is het duale van b -,-:> a; de stellingen b-'> c 
en c -.'!>b zijn elkaars duale. Strikt gcnomen waren beide bewijzen Tan 

de slui tingsstelling b -;~ c dus overbodig. 

Van de kegclsneden ! en r wordt wcl gezegd, dat ze een Eoristisch 

stelsel vormen. Een omgcschrcven kcgelsnede en een ingeschreven ke­
golsncde van oen driehoek vor:men dus een poristisoh systeem. 
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r heot harmonisch omgcschrevcn aan~. Een omgcschrevcn k0g~lsnede 
van ocn drichook is due harmonisch omgcschreven om cen poolkcgclsnada 
van die drichoek. 
l hcct harmonisch ingcschrovcn in-< • Een ingcechrevon kcgclsnede 

vnn ocn drichook is due harmonisch ingcschrovon in oen poolkegelsnede 
van die driohock. 

Hulpstolling. 
Is ABC con pooldriohock van de kcgelsnede ~, dan snijden de raak­

lijnen PX en PX•, die uit con punt P van BC aa.n °' gctrokkcn kunnen 
warden de lijn AB in twee puntcn Q,Q', zodat H(AB,QQ') 
Bewijs: 

P ligt op BC, dus do poollijn XX' van P gaat door A. Wegcns 
H(YA,X:X: 1 ) goldt oak H(CY,CA; CX,CX'). Oak hun vier polen liggen dus 
harmonisch, zodat H(AB,QQ'). 
Stelling: 

le 17 hnrmonisch bcschrcvcn om ~ , dan is o< h11.rmonisch beschreven 

~ r . 
Bewijs: 

Volgens h~t gegeveno~in r boschreven om een pooldrichoek ABC van 
ex • 

(Zic voor beschrijving van volgonde figuur de volgende bladzij). 
Zij r cen willekeurige raaklijn vanCX, die BC in P snijdt. De tweede 
raaklijn uit P aan 0( snijdt AB in cen punt Q'• zodat volgens vorige 
hulpstelling H(AB,QQ'). De nog niet aangebrachte raaklijnen in Q en Q' 

aan ~ snijden volgens dezelfde hulpstelling BC in hetzelfde punt P', 
-

zodat H(BC,PP'). We hebben nu vier raaklijnen aan c,{ J volgens een 
vrocgcre stelling vormen daze een volledige vierzijde, waarvan de dia-
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c;onaaldriehoek een pooldriehoek van o< is. Volgens constructie z1Jn 
P, P' en Q, Q I paren overstaande hcekpunten, zoa.at B een hoek:punt van 
de dio.gonaaldriehock is. en r•Q 1 snijden elkaar dus in een punt R 
van de poollijn van B; P'Q en ' snij elkaar in R1 op dezclfde lijn. 
Nogmnals dezclfde hulpstelling tocpasscnd blijkt ook H(AO,RR'). 
Laat u en v de raa.klijnen jn in de punten, waar r r snijdt; 0 is hun 
snijpunt. De poollijn van P t.o.v. f"' gaat door P', daar Pen P' geeon­
jugeerde punten zijn., Daar gcnoemdo poollijn ook door O gaat, is het 
de lijn OP 1 • Hieruit volgt OP en OP 1 gcconjugc jn t.o.v. f' . 
Om dezelfde reden zijn ook OQ on OQ 1 gc,conjugeerd t.o,v. r , ovenals 

OR en OR 1 • De .E_Oolstralen-involutie om hot punt O bcvnt dus de paren 
(OP,OP'), (OQ,OQ 1 ) en (OR,OR 1 ); do ranklijnen u en v zijn de dubbel­
stralen van deze involutie. 
Passen we de gedualiscerde stolling van Desarguos toe op de kegelsnede 

o( en de vier boven aangebrachte raaklijnen, da.n blijkon de rnaklijnen 
ui t O aan o( tot dezelfde involutie te behoren. 

De raaklijnen uit O aan (l( wordcn dus door u en v harmonisch gescheiden 
dus liggen geconjugeerd t.o.v. r. Nocmen we deze raaklijnen sent, 
dun vormon r,s,t een driehoek, waarvan de zijden alle aan o( raken. sen 
·:; zijn volgens het bovenstaande geconjugeerd t.o.v. r ; elk dezer lijnen 
... s echter oak geconjugeerd met r, omdat ze door de pool O van r t.o.v. 
r·• gaan. We hebben dus met een pooldriehoek van r' te doen. 

Hiermee is dus inderdaad bewezen: Is r harmonisch beschreven £!£ GI(, dan 
1s o<harmonisch b0schrcven in r. 
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Door tocpassing van hat dualiteitsbcgineol {eon andere naamgoving ve.n 
de kogclsneden) volgt hieruit: Is ti harmonisch bcschreven .!n, I, dnn 
is r ho.rmonisch beschroven ,2!!! ti • We hebben hier dus met a.equivalents 
uitspraken te doen: "r,.2!. een pooldriehoek van CX" noquivalent met 
II r.:;,, .!!l een pooldriehoek van r ". 

Projoctivitoiten tussen kcgelsnedQn. 

Zijn A,B,C,D vier punten van oen kegelsnede Oen zijn Sen T 

twee willekcurigo a.ndere punten van ~, dan is S(ABCD) = T(ABCD). 
Dit gcldt oak wan.near de puntcn S of (en) T met een der gegeven punten 
samenvalt, als we onder de lijn, dio twee samonvallende punton van 
verbindt de raaklijn in dit punt vcrstaan. Blijkbaar wordt bovenstaan­
do dubbolverhouding door de 4 punten A,B,C,D reeds ondubbelzinnig bo­
paald, we noemen daarom S(ABCD) de dubbolverhouding (ABCD) der vier pu.n­

ten. 
O;emerkingen. 
1. Do dubbelverhouding van 4 puntcn op een rechte wordt door daze 
punten alleen reeds bepaald. De dubbelverhouding van 4 punten op een 
kegelsnede 6 wordt niet alleen door die pu.nten bepaald, maar de ke­
gelsnede O moet gegeven zijn. 
2. De formule S(ABCD) = (ABCD) geldt voor 4 punten op een rechte 
voor elk punt S van het vlak. Voor 4 punten op een kegelsnede geldt het P.-~: 

alleen, als Sook op deze kegelsnede ligt. 
Opgaven. 
1. Definieer zelf de dubbelverhouding van 4 raaklijnen aan een kegel­
snede. 
2. Bewijs: Zijn n,b,c,d vier raaklijnen aan Q,., met raakpunten 
A,B,C,D, dan geldt (abed)= (ABCD). 

Zijn op de kegolsnede O drie punton A,B,C en op de kegelsnede ?f' drie 
punten A1 ,B 1 ,c• gegevcn, dan is bij elk punt D van () juist een punt 
D' van Q'' te construcren, dat de DV (ABCD) op O' gC!lijk is aan de 
DV(A•B 1 c•n 1 ) op IT'• We zeggen, dat w0 een projcctieve afbeelding of 
projectivi tei t tot stand gebracht te hebben tussen Oen o' •. 

Er is altijd een en juist een projectieve transformatie van het 
vlak, die vier vrij gelegen punten in vier andere vrij gelegen punten 
overvoert (zie onder aan pag. 10). Deze transformatie voert kcgelsneden 
in kegelsneden over en laat dubbelverhoudingen invariant. 
Stelling. 

Er bestaat juiat een projeotieve transformatie van het vlak die 
ecn gegeven kegelsnede O van het vlak in een andere gegeven kegelsnede 
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7S • overvoert en drie punten A,B,C van J'in drie voorgcschreven 

punten A',B',C' van o''• 
Bewijs: 

Zi j D de pool van AB t. o. v. O on D' de pool van A I B • t. o. v. ~' . 
We bcschouwcn de projectieve transfo:nn.atie S, die A,B,C,D in A',B', 
C',D', ovorvocrt. (J gaat door A,B,C en raakt in A en B, resp. aa.n 
AD en BD. Hieruit volgt dat s<r door A',B',C' gaat en in A' en B' resp. 
aa.n A •n• en B 'D' raakt. SQ is dus (/', zodat de gevraagde projecti­
vi tei t bestaat. Sis ook do enige die voldoet, omdat poolverwantDchap 
op projcotieve wijze godefinieord is en dus elke projectieve trat,.3-
formatie die voldoet tovcns Dinn• moct overvoeren. 

Hot belangrijksto goval is dat, waarin LJ~ en 0' samenvallen, 

B 

dekpunten 

e' 

Is {ABCD) = (A'B'C'D'), dan zijn 
de stralenwaaiers A'(ABCD) en 
A(A'B'C'D') pcrspectief. De snij-
punten van corrcsponderende stralen 
behoren dus alle tot een rechte 1. 
De sni jpuntcn s1 en s2 van 1 met 0 
zijn blijkbaar de dekpunten van de 

projectieve puntrijen (.AJ3CD ••• ) en 
(A'B'C'D' ••• ) van ?f'• Een projec-_ 
ticve transformatie van een kegel-
snede op zichzelf bezit dus twee 

samonvallend of complex kunncn zijn), 
Hieruit volgt aat 1 alleen van de transform.a.tie afhangt en niet van 
de keuzc der fundamentaalpunten A en A'. Dit bctekent: voor elk 
puntenpaar X, Y van O met hun becldpunten X', Y' geldt: XY' en X'Y snij­
den olkaar op 1. , 

Opmerkin~. 
Dit bewijs is gohecl analoog aan het overeenkomstige bij projee~ 

ticve puntreekscn op ontaarde kegelsncden. Evenals uit hct vroegere 
bewijs de stelling van Pappus word afgclcid is uit hot bovenstaande 
de stelling van Pcocalto bowijzcn. 
Opgave: 

Werk dit nader uit, 
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Ook els de punten s, en Si:> o:a"!len\1a11en, gaat de voorgo.ande redenering 

o:;; 

nog door; 1 is dan een raakl1 Jn .nan "'/( • 1 hect de .:'.!!. van de projec-
tiv:t tei t. 

Een involutie op een kegclsnede is een involutorische proJectieve 
transformatie van deze kegelsncde op zichzelf. Is 'r zo I n .involutie, 
dnn is TA,-::A' ge11Jkwaal'd1g met TA'-cA. 13 verder TB",B', dus TB'=B, dan 

snijden AB' en A'B elkRar op de aa 1 , evenals A'B' en AB. Hieruit 
vol.gt, dnt AA' en BB' elkaar 1.n de pool L van 1 snijden. !\:,ar 1 

► 

alleen vun de involutie en niet van d~ 
gekozen punten A,B afha.ngt, is Leen vo·:'1 1 

de involutie vast punt. Uit (LXAA')=- 1 
volgt s'I ( LX.AA 1 ) .,,_ 1 , dus ( S1 S2AA 1 ) =- 1 
Een involutie op l hecft twee dubbel-
punten: elk paar punten van de involutie 
wordt door deze dubbclpuntcn harmon1sch 
gcschcidcn. Voor ihvoluties op kegel­
sncden bestaan dus analogc definities 
als voor die op rcchten; bovendien kan 
cen involutic gedofinieer~ warden als 
de verzameling puntenparen van f , die 

, , 1 met Lop een rechte iggen. 
Defini tie. 1 heet de as en L het centrum van de involutie op )i • Is 

J re~el, dan is de evolutie elliptisch, als L binncn en hyperbolisch 
als L bui.ten ~ ligt. Ligt L op 1'. , dan is de involutie parabolisch en 

ontaard: van elk puntcnpaar valt ~6n punt in L, 

• 
Lineaire en kwadratische constructies . 

~!~~~!r~-~2~~~£~£~!~E2~~~~~~~~: 

L1. De verbindingslijn te bepalen van twee gegcven (niet-samenvallende) 
puntcn. 

L2. Het snijpunt te bepalen van twee (niet-samenvallunde) lijnen. 

Volgens de theorie zijn de m.b.v. L1en L2 construeerbaro lijnen en pun­
ten ondubbelzinnig bepaald. We denken deze constructies voorts onbe­
perkt uitvoerbaar. Voor sommlgc constructies is het nodig min of meer 
willekeurige hulplijnen aan te brengcn of hulppunten aan te nemen, b.v. 
bij de constructie van het vierdc harmonische vrm drie gegeven punten 
van een rechte. Vandaar: 

L3. Een rechte lijn te construeren, verschillend van een eindig aantal 
gegeven rechten en niet incident met een eindig aantal gegeven 
punten. 

L4. Een punt te construeren, verschillend van een c:tndig aantal gege­
ven punten en niet incident met een eindig aantal gegeven lijnen, 

Do volgens L3 en L4 te construeren lijnen en punten zijn n:tet ondub­
belzinnig bepaald. De postula.ten L, en L2 zijn, evena.ls L'} en L4 elkaars 
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K 1 • De snijpunten tc bepnlen van con r~chtc 11jn m1:t ecn ,_0ns voor 
nltijd gegev~nc k~gclsncdc l. 

K2 . D: raaklijnen te bap~len, die vanuit een punt nan) gctrokkcn 

kurm"m warden. 

~oor toepassing van K1 en K2 moEt 1 g~g0ven zijn. W2 ~1s~n 4us niet, 
ctnt de onijpuntcn van ecn rcchte 11jn met acn willckcuri~c g~g0vcn k8gel­

sm::-d0 t"" b(;pali..:n zijn, doch allecn a.ls dG·Ze kegel9nc:J,. m. t 'l" samcm­

vnlt. Hetzclfdc gcldt voor K2 1 het du~lo van K 1. Ook d~zc constructics 
donken we onb~p~rkt uitvo0~b~~r; ze 1~v~ren ecn cenduldig resultaat, 

Ondcr lincaalconstructie of linc·r.:i.rc '0cns:ructit: V'-.:rr.tflrm Wl: ecn con­

Atructi0, waarbij slcchts d~ postul~tcn L1 •.. L4 zijn to~gclatcn. Wor­
den oak K1 en (of) K2 gobruikt, d~n spr~kcn we v~n ~0n kwndratische con­
structie. Allc vroeger bcsprokcn cons~1~ctics (m0t dL linLanl alleen) 
zijn lineaalconstruoti~s volgcns onzc nieuwe betekc~is. w~ nocmen neg 

~pociaal: het construcren vnn het tweede snijpunt van ccn rcchte 1, 
110 door can gcgeven punt P gaut, met con kegclsncdc, die door Pen nog 
4 ~nderc punt8n b0paald wordt. 
Stelling. L4 is uit tc voere:n, n.lleen door toepnssing vnn L2, 13. 

Bc.:wijs. Zijn P 1 ( i= , •. , ,n) de gcgeven pu.'1ten en lk (k=1., ..• ,m) d-2 ge­
geven 1ijnen, dan bepalen we volgens L3 een recht~. l , ver::::chil­

lend van elke lk en gaande door geen der puntcn P1 . Is Qk hct 

sni.jpunt van 1 met lk (bepaald volgens L2), dan ls met 13 t::C!n 

lijn m te vinden, die van 1 on nllu lk vcrschilt en door gcen 
d,_·r punt en P j, Qk go.at. 

Hct snijpunt S vnn 1 en m voldoet (bcwijs d1t!). 
Du::i.al geldt dus ook: L3 is uit te vocren, allcen door tocpassing van 

L l, L4. 

J Stelling. K2 1:3 ui t te voc,r0n, alleen door tocpassing vnn L ·1 •• • L4 2n 

K 1. 

Bcwijs. Zij L h~t gcgeven punt. st~l c~rst dat 1 nj~t op~ ligt. 
Kies P/L (L4) en trek LP (Ll). Dezc lijn snijdt ~ in tw0c punten 
A,A 1 (K1). 

Kies nu Q n1et op LP (14) 0n trek LQ (L1). 
Stel dczc lijn snijdt 1 in B,B' (Kl) 
AB' en BA' snijden clkaar., 1.:v8nals AB en A1 B1 op d,.~ polli;i,1 1 van 

L (toep.van L 1 en 12). Snijd l met ? (K1) en v.:::rbind d,::z:0 pun­

ten met L { L 1) • 
Is bij toeval A=A' of B;B 1 , dan kiezen we weer cen J~rdc punt R 

niet op LP en op LQ, cnz • 
. 2._~. Werk zelf cen construe tie uit als L op i ligt. 

Dua1.l geldt: K1 is ovcrbodig, als L1 . .,.L4, K2 to1;;gclntcn worden. 
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:•le gcvcn nu cnigl! kwadrP.tisch-2 con:Jtructis::G . 

. • DI.'. dekpuntc-n te b(;p?.len v.A.n tw,:e ccllocah· projcctic'O'e puntreeksen 
vo.n ecn 1:i.,jn , 

J. • 

Constructic. Kies ccn 

vanuit Sop o' 
jccteren ui t S op 1 lev0rt d .... g ... vr"t:->.gd\.: dekpunten. 

2. Do dckrcchte:n tc bGp::ih.:1~ 

z<.:lfdo top S. 

Conetruetie. de duale van d~ vor1gc. 
3. De sni jpuntcn te bepah:n van cen rechte 

die door 5 punten bopaald is. 

, 

Constructie. N<2em twl:."e der vijf punten tot fundamcntn~,lpuntcn, zodat 

~ door projectieve waaiers wordt voortgcbrncht. Op l snijden dcze 
projectieve waaiers projecticve puntenrceksen uit, wnarvan volgens de 

ecrst2 constructie de dekpunten gcconstruecrd kunncn warden. 

~\pmerkingcn. a) Gaat 1 door een dcr gcgeven punt en vnn ,;,,; , dan gaat 

de· kwadratische constructie in een linen.alconstructie ov0r. 

b) Voor toepassingcn van K 1mog1:;n we achteraf voor o· dus 
'}-' ook andere kegelsncden nemen, mits 5 punten van ?J bek0nd zijn. 

4. De raaklijnen vanuit e~n punt P aan cen kegolsnede te bcpalenJ die 
door 5 raaklijnen bepaald is. 

Dit is de duale constructie. 
5. Dito, als l door 5 punten bcpnald is. 

De constructi.e volgt ui t de vorigc op dezelfde wtjze als K2 uit K 1. 
6. Het gemeenschappclijke paar tc bcp~len van twee involutles op dezelf­

de redhte m, beide gegeven door dubbelpunten. 
Constructie. Denk de eerste 1nvolutie gegeven door de dubbclpunten 

f1, A2 en de tweede door de dubbelpunten B1, B2 . Het gevrnagde gemeen­
schappelijke paar P,Q ligt harmonisch, zowel met Ai, A2 , ~ls met B 1, B2 .' 
P,Q zijn dus de dubbelpunten van een derde involutie, di0 A1, A2 en 

B7, B2 

\t 

In de figuur i.s A~, het raak­

punt van cen d0r raakl1jnen, 
ui t A aan '{ getrokken 
A 11 ,A2 ' ,B 11 ,B2 1 ontstaan., 
door A1 ,A2 ,:a, ,B2 vanuit 

A 71 , op 1 te projecteren. 
Do as 1 vnn de involutie, 
waarvan A 1,A2 1 en B1 .,B2 1 

paren zijn snijdt '{ in P 1 , 

Q 1 : dezc warden op m terug.~ 

gcprojecteerd. 
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7. Zelfde constructie, als beide involuties gegeven zijn door twee 

puntenparen. 

We brengen weer door projectie vanuit een punt van -Y de twee in­

voluties op --d over. Van beide zijn de centra onmiddellijk te construe­
ren. De verbindingslijn van deze centra is nu l . 

Hiermee zijn de voornaamste kwadratische constructies wel gegeven. In 

de practijk kunnen we 1 door een willekeurige, eenduidig bcpaalde ke­

gelsnede vervangen en kiezen dan hiervoor een geschikt gelcozen cirkel. 

Kwadratische constructies zijn dus uitvoerbaar met passer en lineaal. 

Van het middelpunt van de met een passer getekende cirkel mag echter 
geen gebruik gemaakt warden~ 

► 
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Gcmengde opgaven • 

• B..:wl,js de 1Jers te vierhoekste:lling m. b. v. de a telling vr::n Dcs:1rgucs. 

2. Zijn D 1 en D2 de twee dekpunten vnn twee colloc~l~ projccti0ve pun­
t.:mre1.;ksc~n, P I en Q' d..: beeldpuntc·n van tw0c w:i llc:kouri2:s, punten 

F,Q, dan vormE:n de paren (D1,D2 ), (P,Q 1 ), (P!Q) e<:n invo:.uti12. 

:L Bew1js (ABCD)=(BADC) door cen project:l.viteit te construt:rt:n, die de­

ze viert~llen punten in elkaar overvoert. Do~ hetzt·lf10 voor 
(ABCD)=(CDAB) en (ABCD}~(DCBA). 

4. Als de zijdcn vnn een vcrnnd~rlljke driehoek door 1r1e vnste colli­
ncaire punten ga~n, terwijl tw~e hoekpuntcn ov0r vnstu rcchte lijnen 

b0wegen 1 dan beweegt het derde ho~kpunt ev~neens ov~r dun vaste rcch­
te lijn, die door het snijpunt gaat van de eerst0 tw2~. 

5. Als H(AC,BD)a1i00r& projeoticvc tr~.nsfo:rmatie 1f g,.;1dt Ti A=B, rr B=C, 

W nC=D, bcwijs dan dat rr 4=r. 
6. Gegeven: H(BC,AA'), H(CA,BB'), H(AB,CC'). Tc bew:ljzc,n: AA' ,BB' ,CC 1 

zijn paren van een involutie. 
A:mwijzing: Bt:schouw de tranl!lformatie 1f met rr (BCA)""(ACB), breid if 

over de gegevan punten uit en bewijs dat (ABCC')=(A'B 1 C'C). 

7. Als dric·hoek ABC zowel J;Enipectivisch is met driehook B I C I A' Rls met 

driehoek C'A'B 1 , dan is ABC ook perspectivisch met l\ 1 B 1 C 1 • Bewijs dit! 

8. Construcer cen driehoi;;k, als de omgeschreven cirkel gegevcn is, en 
elk der zijden door een gegeven punt meet ga2n (werkstuk vnn Castillon). 
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' Een constructie in de aynthetiacbe m11etkunde heeft tot doel een onbekend 
punt of onbekende lijn, die aan bepaalde voorwaarden (incidentievoor• 
waarden) meet voldoen, te bepalen uit een aantal gegeven punten, lijnen, 
enz. waartussen bepaalde relatiee (incidentierelaties) gegeven zijn. 
Het analoge probleem in de analztische·meetkunde leidt tot de bereke­
ning van de cotlrdinaten of vergelijkingen van de onbekende punten of 
lijnen, als die van de gegevene bekend zijn. Er bestaat een belangrijk 
verband tussen de oplosbaarheid van beide problemen: 
Stellin~. De synthetische constructie is dan en slechts dan met de 
lineaal alleen (dus door toepassing van L1 ••• L4 ) oplosbaar, als het 
bijbehorende analyt:irohe probleem slechts aanleiding geeft tot vergelij­
kingen van de eerste graad. 
BewiJs. We brengen eerst L1 ... L4 in analytische vorm; we gebruiken 
projectieve of driehoeksco~rdinaten. 

Zijn A en B twee gegeven punten met coBrdinaten (a0 , a1, a 2) en 
(b0 , b7 , b2), dan zal de rechte lijn p0x0+ p1 x 1+ p2x2 = o door be1de 

punten gaan ala (Poa• + p1 a1 + p2a 2 = 0 

l Pobo + P7b1 + P2b2 = o 

De verhouding der onbekenden {p0 , p1, p2) volgt u1t dit stelsel lineaire 
vergelijkingen. 

Zijn 1 en m twee gegeven rechten met.vergelijkingen 
10x0 + 1,x1 + 12x2 = o en m0x0 + m1 x1 + m2x2 = o, dan zullen de 

co~rdinaten van het snijpunt S moeten voldoen aan 

loso + 11 s1 + l2se = o 1 
m0 s0 + m1s1 + m2s 2 = o 

zodat (s0 , s 1, s 2) uit dit stelsel lineaire vergelijkingen volgt. 
Lossen we bovenstaande stelsels lineaire vergelijkingen op, dan 

zijn de onbekenden steeds veeltermen in de bekende grootheden met geheel­
tallige co~ffici~nten. 

Passen wij 13 of 14 toe, dan worden de gegevens uitgebreid met 
(willekeurige) constanten, die slachts voldoen aan de eis, dat bepaal­
de ongelijkheden gelden. Is het eindresultaat van de keuze der hulppun­
ten en..;J.ijnen onafhankelijk, dan komen in de co~rdinaten van het te 
construeren punt deze willekeuriga constanten niet meer voor. 

Door de gehele synthetische constructie analytisch te 11 vertalen11 , 

wordt een analytische berekening gevonden, geheel berustend op het op­
lossenvan vergelijkingen van de eerste graad. De helft van de stelling 
is hiermee bewezen; Is de constructie met de lineaal alleen uitvoerbaar, 
dan is de analytische bereken1ng uit te voeren slechts door het oplosaen 
van lineaire vergelijk1ngen. 

We zagen reeds, dat door eenmaal toepasaen van L 1 en L2 de co~rd1-
naten van de dan·geconstrueerde punten en lijnen geheeltallige veelter­
men zijn in de cotsrdinaten der gegeven punten en lijnen. Dat.dit ook na 
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volledige 1nduct1e: Is in totaal L1 en t 2 samen n maal toegepaat, dan 
z1Jn de co6rdinaten van alle in de tiguur voorkoniende punten en lijnen 
geheeltallige veeltermen 1n de gegeven ooCrd1naten (1nduct1eonderatel-
11ng). Dit is dan ook biJ de (n+1) 8 toepassing nog juist, omdat een 
geheeltall1ge veelte:rm in geheeltall1ge veelterm.en weer een geheeltal­
lige veelte?1tll is. 

Voor eenduidig oploabare lineaire vergelijkingen in homogene ver­
anderl1jken geldt zeker, dat de onbekenden geheel ttrlliga veel termen 
van de coijffic1~nten zijn. Onze stelling is nu geheel bewezen, zodra 
we aantonen dat een punt of lijn, welks co~rdinaten geheeltallige veel­
termen zijn van de aotlrdinaten van gegeven punten en liJnen, met de 
lineaal alleen aonstrueercaar is. 

De verhouding van twee eotlrdinaten van eenpunt is meetkundig als 
dubbelverhouding te interpreteren: 

/ 
/ 

o.., 

x, 
x • (X2E20o01). 

0 

We behoeven dus slechta te bewijzen 
dat het punt x2 met de lineaal al­
leen construeerbaar is, ala boven­
staande dubbelverhouding een geheel­
tall1ge rationale tunct1e is van een 
aantal gegeven dubbelverhoud1ngen. 
Daar dergelijke rationale funoties 
ontataan door op de gegevens een 
eind1g aantal malen de bewerkingen: 

optellen, aftrekken, vermen1gvuldigen en delen uit te voeren, is het 
voldoende te laten zien, hoe we een dubbelverhouding kunnen construeren, 
gelijk aan aom, versch11, product or quot1~nt van twee gegeven dubbel­
verhoudingen. Wij zijn hierbij aan de vaste punten o0 , o1 , E2 niet gebon­
den, omdat door een lineaalconstructie bij drie collineaire punten 
A, B, C alt1jd een punt Y tc construeren is met (x2E2o0o1 ) • (YABC) 
{pag. 46). 

1 
Is (ABCD) • ~ , dan is (BACDI • i en (ACBD) = 1 -A 

Is~ een tweede DV, dan is)' te schr1jven ale {ABDE). In dat geval 
is (ABCE) • )_)-( (formule (15) pag. 30). Het product v~n twee dubbel-

, _,;1✓ 

verhoud1ngen is dus contrueerbaar. Dan is ook ';"' ·J' == - te cons trueren., 
~ ~ r . > ~ 

dus het gu,oti~nt. Uit 7' volgt / .. -;:-, h1eruit gapaalt men ) ( 1 .. 7 } m 

A-~_µ . Ook het verschil 1s dan geconstrueerd. De DV-; is met de line­
.nl conatrueerbaar, due naast ). - / ook )I -1-,IA,, , dus de !.£!!!· 

U1tgaande van de uitkomst van een analyt1sche berekening is op 
dcze wijze een l1neaalconstruct1e afgeleid, waarmee onze stelling ge­
hGel bewezen is. 
StelliPS· Ben synthetische construot1·e is dan en slechts dan met passer 
en l1neaal oploebaar (d.w.z. door toepasaing van L1 ••• L4, K1 , K2}, als 
het b1jbeborende analytiache probleem voert tot vergelijkingen van niet 

i beltrt:MP M btdl m&d. 



Bewijs. De analytische ''verta.lingn van een constructie m. b. v. de postu­

la ten 11 .. , t 1+' K1, K2 levert onrniddellijk stelsels vergelijkingen van 
de eerste of de tweede graad> waarmee de eer$te helft van de stelling 

bewezen is. 
Om de tweede helft van de stelling te bewijzen, kiezen wij een 

co~rdinatendriehoek met twee hoekpunten op"'( ; het derde hoekpunt is 
de pool van de overstaande zijde. Bovendien kiezen wij het eenheidpunt" 
E op '"'t . De verge]. jking van Q wordt dan x7 x 2 = x~. We moeten aantonen, 

dat m.b.v. K-1 en K2 iedere vierkantE\,­
vergelijking oplosbaar is, waarvan 
de verhoudingen der co~ffici~nten 
gegeven duabelverhoudingen zijn. 
(Waarom juist dubbelverhoudingen?) 
Laat at2 + bt + c = 0 een dergelijke 

VKV zijn. Zij 1 de rechte lijn 
(b,c,a),. dus mot vergelijking 
bx0 + cx1 + ax2 ~ O; deze liJn is 
met de lineaal alle0n te construe­

ren. Snijden we l met o , dan vinden wij door elimina.tie van x2 : 
ax~+ bx0x1 + ex~'= O, zodat de~ van de snijpunten de wortels van de 
VKV voorstellen. Hiermee is de stelling bewezen. 

Als we van re~le gegevens uitgaan, zullen de m.b.v. lineaalcon­
structies bepaalde punten en lijnen ook alle refJel zijn. Dit is niet 
meer het geval als we ook K1 toelaten. De twee snijpunten van 1 met 
6 kunnen dan toegevoegd complex worden: op een vel tekenpapier bestaat 
geen beeld van deze complexe punten. Met het. oog op de praktijk van 
het tekenen vervingen wij K reeds eerder door het gelijkwaardige postu­
laat: de snijpunten te bepalen van een gegeven rechte met een gegeven 
kegelsnede (die danals cirkel getekend werd}. Nu beperken we dit als 
volgt: de snijpunten te bepalen van een gegeven re~le rechte met een 
gegeven retne kegelsnede, mi ts deze snijpunten reEicl zi jn ( K ~ ) . Com­
plexe pun,ten warden daarbij nooit geconstrueerd; de gehele construot1e 
blijft re~el, dus op papier te verw<:.:zenli,jken. 
Toegevoegd complexe punten worden daarbij op geschikte wijze bepaald 
door re~le punten; bijvoorbeeld als. dubbelpunten vD.n een elliptische 
involutie, waarvan twee re~le paren gegeven zijn. 

Als voorbeeld enige constructies, waarin complexe elementen.geme­
den zijn. 

l:_ Een kegel5nede p' gaat door de drie re~le punten P,Q,R en door 
_, .,_ .,,.,v .. ,1-1.1.t?XeJ ti........ , , •.1..e ,,, ••. , ~ ' · ~ ----~,,..."' ~n een elliptische involutie op een 
rechte 1, die door twee elkaar scheia1::w ....... , .... _, .. ---~ --, .. 1 r:,, 11 ) r-,n (B B ) 

,.,.I-'.,..,,~. "' t'.) 

gegeven is. M~n vraagt enige re~le punten van O te construeren. ~ 

Oplossing. Laat QR, PR en PQ de lijn 1 resp. in de p~nten P1, Q1 , R1 snij 
den. Men bepaalt de punten P2 , Q2, R2, die aan deze punten toegevoegd 
zijn in de gegeven involutie op l ( lineaalconstructie ~) . Als D 1 en D2 
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de complexe dubbelpunten van deze involutie zijn, dan is dus (D1D2P1 P2)= 

= (DiD2't-,Q2) = (D7D2RtR2) = •1 · De v1eratralen Q(D1D:;l-1 P2 ) en P(D 1D2Q,1Q2) 
zijn dan projectief, zodat de punten P, Q, R, D1, D2 op een k~gel- · 
snede liggen met het sn1Jp.unt R' van QP 2 en PQ2 • zo vinden wi j op '1;"' 

dusdrie ret:He punten: P' = (QR2 , RQ,2 ), Q' = (PR2 , RP2 ) en R' = (QP2 ,PQ2 ) · 

Dit is een constructie met de lineaal alleen. 
2. Op de rechten 1 en m zijn twee elliptische involuties gegeven: 

waarvan de dubbelptmten resp. L1., L2 en M7, M2 zijn. Gevraagd wordt 
het snijpunt Ste bepalen van L1 M1met L2M2 en het snijpunt T van L1M2 
met L2M.-i. Beide snijpunten zijn re~el. (Waarom?) 

Oplo,ss,ing. Projecteren wij de involutie op l vanuit S of T op m, dan 
ontstaat de gegeven involutie op m; Sen T zijn de enige projectiecentra 
met deze eigenschap. Het snijpunt A van 1 en m blijft bij deze p:ojectie 
invariant. Het met A corresponderende punt van de twee involuties dui­
den wij resp. met A1 en Am aan; deze punten zijn met de lineaal alleen 
construeerbaar. De rech~ A1Am bevat de gevraagde punten Sen T. Er is 
op l juist een paar van de fnvolutie, dat harmonisch ligt met A,A1 . 
Dit paar P1 ,P2 is m.b.v. een kwadratische constructie tu bepalen en is 
altijd re~el. Op dezelfde wijze bepalen wij het paar Q 1 ,Q2 van de invo­
lutie op m, dat harmonisch ligt met·A,Am. Dan gaan P1Q1en P2Q2 door S 
en PJ Q2 en P 2Q,1 door T. 

,2.:_ Een kegelsnede d gaat door het re~le punt P en door de dubbel­
punten D1 , D2 en E1, E2 van twee gegeven elliptische involuties resp. 
op de rechten 1 en m. Enige reijle punten van Y worden gevraagd. 
0J21...<?...S.!3.!E.~, Snijden 1 en m elkaar 1n A, dan is volgens vorige construe­
tie de diagonaaldriehoek STA van de volledige vierhoek n.,~n2,E1,E2 te 
bepalen. Op elk der lijnen PS, PT, PA is het tweede punt van)/ te be­
palen, omda t STA pooldr1ehoek is. Zo onts taan 4 retne punt en van o ; 
meer punten zijn m.b.v. voorbeeld 1 te construeren. 

4. Van twee kegelsneden o en~ zijn twee re~le snijpunten S., -- . 

T gegeven; van beide kegelsneden zijr1 nog drie ezt:;. a punten bekend. 
Men vraagt de verbindingslijn der twee overige snijpunten. 
Oplossing. Snijd '/ en 6 met een wiJ.lekeurige lijn 1 en pas de stelling 
van Desargues toe. De gevraagde lijn snijdt 1 in eer. punt, dat direct 
construeerbaar is. Kiezen wij voor 1 een lijn, die door reeds bekende 
punten van 7 en b gaat, dan is d1t zelfs een .lineaalconstru,::tie, ook 
al zijn de twee onbekende snijpunten complex. 
Tot slot bewijzen wij de ~telling: 

Zijn van een kwadratische constructie-opgave alle gegevens re~el en 

zijn de te construeren lijnen en punten eveneens re~el, dan is de con-
- . * s~ructie uit te voeren m.b.v. Lr···L4 en K1. 

Br>.wijs. Analytisch zijn de cot1rd1n.aten van de te construeren punten en --~,.~ 
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Affiene meetkunde. 

Definitie, Onder het affiene vlak verstaan we het projectieve vlak,. 
waaruit een (reele) reohte is weggelaten. Door toevoeging van deze 
rechte is omgek~erd uit het affiene vlak het projectieve vlak te ver­
krijgen. 

De weggelaten reohte lo()heet de oneigenlijke rechte; punten van 
l 00 heten ·t1eigenlijke punten, of richtingen. 

Twee rE:chten, die elkaar op 1 00 snijden, hebben geen snijpunt in 
het affiene vlak1 we no8men deze rechten evenwijdig. Twee evenmjdige 
rechten hebben hetzelfde oneigenlijke punt, Door een punt buiten een 
lijn bestaat altijd juist een lijn, die met de gegevene evenwijdig is. 
Een projectieve transformatie S tussen de affiene vlakken Ven V' zal 
niet al tijd de oneigenlijke lijn 1 oo van V in de oneigenlijke lijn l~\J 
van· V t overvoeren. Is Sl 00 = 1 •00 , dan heet S een affiene trans;for­
inatie van V op 'V 1 • De affiene transformatie van V op zichzelf vor­
nen een groep (de ,§Jfien~ groep), die alle projectieve transformaties 
bevat. die lo0 tot dekre~hte hebben. Een affien begrip is een begrip 
a.at invariant is tegenover affi.ene transformaties; de affiene meetkunde 
~oudt zich alleen met affiene begrippen en stellingen bezig. De begrip­
pen parallelogram en trapezium zijn affiene begrippen, evenals het be~ 
grip "tussen" (van reele punten op een rechte). 

Definitie. Een affiene transformatie, die alle oneigenlijke punten 
invariant laat en geen eigenlijk dekpunt bezit heet een translatie. 
Ook de identiteit nemen we in de v~rzameling translatiee op. 

Is T een translatie en is TA = A 1 , (A -/; At'), en is P het oneigen­
lijke punt van AA'', dan is TP = P, dus T(AP) = A1P. Elk punt van AP 
wordt dus in een (ander) punt van AP overgevoerd. Ligt B niet op AP, is 
TB= B' en is Q het oneigenlijke punt van BB', dan is T(BQ) = B'Q. 
Snijden AP en BQ elkaar ins, dan is blijkbaar TS= S, zodat Sop loQ 
moet liggen. Daar verder het oneigenlijke punt van AB invariant is, dus 
eveneens op A'B' ligt blijkt: 
Een translatie is een quasi perspectiviteit, waarvan centrum en as beide -
oneigenlijk zijn (zie de vroegere def. pag. 19), 

De translatie, die A in A' overvoert, duiden we, evenals vroeger aan 
met TAA'• We beschouwen in het volgende geordende puntenparen van het 
affiene vlak .. We definieren: (A,A') <./' (B,B') (spreek uit: aequivalent) 
als Tu1B = B' •. 
We mogen dit eerst een aequivalentle noemen, als bewezen is, dat aan de 
eisen, die aan de aequivalentie-relatie gesteld warden (zie .Analyse 
pag. 11), is voldaan. 
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OPGAVEN. 

1. Bewijs dat bovcnstaande aequivalentie-relatie reflexief, symmetrisch 
en tranAitief is. 

2. Liggen A,A' ,B niet o:p een reohte en is (A,A') i.--i (B,Bt) dan is AA'B 1B 
:een :parallelogram. 

Definitie. :Oe verzameling van alle onderling aequivalente gecrdende 

:pu.ntenparen noemen we een vector, 
Ve~toren geven we aan door ~,l,£, enz. Behoort het pu.ntenpaar (A,At) tot 
de aequivalentiekle.sse .£;, dan zeggen we ook kortl:1cddshalve dat (A,A') 

gelijk is aan d€ veotor !~ 
De verzameling tran::1laties is een,2enduidig af tE: beelden OJ) de ver­

zameling vectc,ren; aan T AA, is de vector ~ tocgevoegd als ( A rA t) = ~-

Op :pag. 20 is bevvcz8:n, dat de trar..slaties een co:mr.:mtatie,ve groep vormen~ 

Defini t!.'~• Is r;: 
TBB I = Tcc1 en is .,_AA l • t 

(A,A') = a 
!~ 

(] J3') = b d,1n zcggen WE: a + b = e ' ' I ' -
(C,O') = fl 

J 

Aan de identit:ke t:ransformatiE:i vocg0n ·.vs de m1lv1:ctor O toG: (A!A) = g_. 
OPGAVEN. 

1. Eewijs: 

2, Bewijs: 

3. Bewija: 

a+b=b+a 

a+(£+~)=(!+ b) + c 
a + C = c -
Als a+ x = b en!+ X = ~, dan is~= z~ Deze vector 

x ts he t verschil van a en fJ we schri jven :! = t !• 
,r O h . . ' t: , .. ~ ) v oor · - ~ sc .:TJ.Jven we - ~ , .,egengest:e.uie • 
a+ (-£)=a b 
~-(- ]2) = b 

' . -l! + ~) = - a - b 
-0::-0 

4. Bewijs: Is (A,3) = a E:n (B,C) = t, d~n is (A,C) = ! + b. 
5 I o A...,b_~,~-r, ;<·en .,..,ar~J1·0.L'"'\r,,,...,......_.,,"I!"' a~a- 4 S / A !'"'I!\ ( ~ ·p\ ' (1 D\ • ~• U.Li ~ i. l:' , "~ . t; ,,; t:."' c:. ,. , u ... \ .!\, 1 L J = i. lt t ,;.; / -r l. , ; • 

l)efini ti§:, Ben '.lfi'iE:n\;,, :::r·cm~f or::::ia tie, dh: all,: onei.genli jke punt en 

invariar~t laat bn rcvc.n,1h:n nog l,t:::n eieenlijk dE;,kpunt O h1;;eft, hl;'t::t e(:;:r., 

dilatatie m8t 00ntrmn O (ver~. paR. 20)~ Vroe~er is bewezen: de dilntn~j0c 
- • -- _... ........ 0 

met eer.zE::lfdc Oimtru."1 vorr:en ten com1nutc:tit:V(;; ,,<Tovp. 

trum, A en A' 
van AA 1 is. 

pr~ar tccge:voc~.:;dc 

~~.EcwijiJ dnt k nii:t YL:.n hot punt0r..pac,r A,A' ::i.fhn.ngt,. 

'.De identi,,k0 transfor:=..atie gllven wu de factor 1 • 

Voert de diLttatie D met factor k het pun'tenpe.ar (AtB) op m over 
in het puntenpEu1r (At ,Il 1 ) op m •, d1:1n is m//rr.'. We sohrijven dan 

(A',B') = k(A,B} 



.. 
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Op.tav..!:,. Bewijs dat (A' ,B')= k(.:';. 1 :l?) gel.ijh'"\'.'aardig is met (A,.B)::: .;!_(A' ,B') 
.K 

Zij Q het oneieenlijke punt van men m'. Ism/: m', dus P J Q, dan 

snijdt BP de }ijn ~• in ee~ punt C. 

~ - I 

\~ 
,1j 

"' \,..,~/ ✓ ,., / /'' 

'\ /,./''/ 

\ 
✓,✓, 

/t .., 
\, A , .. , ., . / ' 

~/ 

( • I "'i~ I _,., ') f ( & I "!) I ' • ( • I C ') p .1;1. ',!1 \,· _ 0 . ri. , LJ ) = K .H , , 

Di~ beteken~: Is (A',B 1 ) = k(A,B) 
en is (A',C) is (A,B), dan is ook 
(A 1 ,B 1 ) = k(A 1 1 C) ... , ..•. {I) 

Ook het orr!gekeerde van I is geldig~ 

Dit bewijs geldt alleen, als m• 

niet met m sa"!lenval t. 
~ls m = m1 , is de stelling voor 
k = 1 t:ri vi.aal. ·o 

evoor k /: 1 or.der3i.:,hejden VH:. drie gevallen. · 

1 • het centrum is A. De ote1ling is triviaal. 

2. het centru.m. is B. 
B~ e} I-) U it ( .A 1 , B ' ) :::: k ( .A , B ) Vol gt 

(B',A') == k(B 1 A). 

We gens (B, A)< .. .✓'.:> (X, Y) is dan 

(B 1 ,i 1 ) = k(X,Y) (volgens het om­
gekecrde van I) of (A 1 ,B') = 

= k(Y,X), zodat volgens I 
(A',B') = k(i,.,C) 

-3. het centr1ur: veJ.t niet jn A of B. Uit A,A' en B wordt B' geconstru-

0 'O 

)_, l 
L 

D' 

eerd door eerst bij een willekeu­
rig :punt D het toegevoegde D' te 
bep,:,,len .·-.n//L'I', dan B 1 D1//BD. 

~,leak (L 1 E) t,J) (D,X) en dan 

(D,X) e,1"'1 (A' ,c) door parallelc­

grarr:.constructies. Volgens Pa1n:ms 

( i, 'EC) . CY//nD XY1fD is , . .l.) • 

Ui t U:.' ,B') = k(A,B) volgt nu 
( A 1 ~ D' ) = k (A, D) en dus (A' , D' ) = 

k( A' Y) volgens I. Hierui t vo1gt 

echter (L',B') = k(L'C). 

Hiermee is bewezen dat I algemee_11 

geldt. 



_9pgave. 
Stelling. 

:guwijs. 
( •• ,B) = 
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Be:;-. ij s zt.lf d.:; omgek'-· t;rdem vnn I volledig. 

Stt1ling: Is c·,_,B) = k(P,'~) en is (C:.D) t.•) (.:.,B), dan is (C,D) = k(P,Q) 

He:.t bewijs volgt ui.t hBt voo::::·gaande door op t,.:; mer.ken dat 
~ 

(;.,B) :::: k(P,Q) gulijkwaurdig is JLct (P,Q) = fC.: .. ,B). 
Blijkbaar ~ogen ·wo b.,j.de puntE:nr,a.ren door aequivulenten vervangen, zodat 
WE met een b&trekking tussen vectoren ts doen hebbbn. We schrijven 
.§:.=kb, als dit voor represcnt1::rendo:: puntenparen geldt. 

Voor allc gGtalll-n kt- 0 js hEt product van Gen vEctor met k nu 
g~defini~erd; w~ dbfini~ren apart: Ob= O voor alle b. 

t'lpgav~. 
1. Bewijs: , k ( la) = ( kl ) a 

\ (k+l)a = ka : la 
\ -
I k(a+b) = ka + kb 
J - -

·. kO = 0 
I 
/ 1 ·£ = .§:. 
l (-k)~ = -(k~) = k(-~) 

(vergt:;lijk hiermee pag. 23) .. 
2. Eewijs: Is ka = Q, dan is k = 0 of.§:.= o. 
3. Bewijs: Is ka = kb 

Is ka = la 
(k IO), dan is a= b 

(~ / 0), dan is k = 1. 

Defini tie. Is {A,M) = (M,B), dan heet :M het" midden van (A,B). Is 
P het oneigenlijke punt van AB, dan gE::ldt blijkbaar H(MP ,AB). 

f Opgaven. 

1. Bewijs dit. 

2. ~ewijs: De II d.iagonalen'; van "-::en :parallelogram hebben hetzelfde 

midden. 
Eewijs ook het omgekeerde.. 

De relatie ~=kb kan dan en slechts da.n bestaanr als d8 vectoren 
a en b evenwijdig zijn. k heet de verhoudins ~ ~n b. Nemen we een be­
paalde vector in een gegE:ven richting als eenheidsvbctor i;.an, dan krm 

aa.n Blke VE:tctor §;_ .:h!l_ d1,;.;zelfde richting een getal k warden toegevoegd, 

dat de verhouding aangeeft tot de eenh~idsvector. Dit getal k noemen we 
de maat van vector a en we schrijven k =f'(a). Slechta bij vectoren in 

- - I -

deze vaste richting kunnen WE: van ma.at s:preken. Hi&rvoor geldt: jt(Q) = o, 
/" (k§:.) = k /' (£:), / (~ + b) = / (.§:) + .}'· (!1_). Willen we aan elke vector 
een maat toekennlbn, dan zullen Wb met elke richting (dus met ~lk punt 
van loa) een e:enheidsvector moE:ten laten corresponderen, We mogen dBZE:;l 
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in ~lke richting opnituw wuer willtk~urig kiezen. De verhouding van 
vectoren of puntt;nparen ( d. w. z. gerich tb lijn1.:1tukken) in vers-chillemde 
rich ting heeft gt. en zin; de formule /'- (£: + E) = l' (!,) + /' (:£,) g~ldt 
nit;;t als £ )(/£,. Voorts kunnen nlleen die formul~s zin hebben, waarin 

de)' -symbol~n ~2mog~voorkomen, omdat deze onafhankelijk zijn van 
d\;: kt:!uZE:. van di:; etnheidsvector. 

Stellinii• Voor 4 punten op e1:;;n re0~te 1 eldt: 
D V ( . -con) - µ ~ ;,. z C ~ • u B C 

• • J1..0 - J.! 1~, D • ,,µ. , · 
Bewijs. Zij X het oneicenl~jke punt van.1. Neem/(A,B) = 1. 
Dan is bij defini tie ;t-<,~,C) = D. V. (,tXCB) 

/ (A,D) = D. V. (li.XDB) 

Dus: 

en 

zodat 

;t(B,C) = -D.V.(BXCA) 

/(B,D) = -D.V.(BXDA) 
~(b.,C) 
/" U~,DJ = ( J .. XCB ) (AXED) = ( .AXCD) 

~ (B,C) 
/' CS,n} = (BXCk.)(BXAD) = (BXCD), 

inderdaad de verhouding van deze twee gelijk is aan 
(liXCD) ( XBCD) = (ii.BCD) • 

Stell ins; .. Is M het midden van (A,B) en geldt H(AB,CD) dan is 

/ (M,C) / (M,D) =/ 2(M,B) 

1---------~i------+----+-------+--
A M C B D 

Bewijs. Volgens het gegeven is _)A'(AM) = _)A-(M,B) en (ABCD) = - 1 
of ,.P (11.,C) .)" (B,D) + )<Ui.,D) .)<(B,C) = o. 

Substitueren Wb hierinz 
/(1~,C) =/((11.,M) +)t(M,C) =jdM,C) +,}J(M,B) 

/ (B,D) = jl(B,M) \.P (1'1,D) =/< (M,D) -/ (M,B) 

_,,....(A,D) =/(11.,M) +_1-{(M,D) =)-'(M,D) ➔~(M,B) 

,/(B,C) =j«,(B,M) +j'(M,C) =/(M,C) ~(M,B) 
dan ontstaat het gevraagde. 

Zijn speciaal A en C de dubbelpunten van een involutie, dan geldt 
voor elk paar X,X' van de involutie: /(MX)/,(MX') = constant. 
Deze constante (die nog van de e~nheids~ector langs 1 afhangt) heet da 
macht van de involutie; M heet het middelpu.nt van de involutie. ].:en in­

volutie is reeel, als middelpu.nt en macht retel zijn; de involutie is 
1:::lliptisch of hyperbolisch al naar gela.ng de macht < 0 of> O is. 
Opgave. Hoeg.root is de macht voor parabolische involuties? Valt een 
dubbelpunt ,van een involutie op llX1, dan bastaat de involutie uit alle 
puntenparen met een vast midden. 



P.M. 92 

Opgave. Als H(AB,CD), bewijs dan 

2 = 1 + 1 • 
/ (AB) _)/ (AC) /Uill) 

Defini tie.. De :pool van 1~ t. o. v. eE;n kegelsnede Y heet het midde,l:pu.nt 
van o .Een lijn door het middelpunt M van Y heet &en middellijn van 

7 ; hiervan ligt de pool op 1 00 • Twee punten op l ,;,)Q f die geconju-
geerd zijn t. a. v .. 0 heten _g_econjugee~ of toE:Jgevoegd,e richtingen van·,­
Opgave. Bewijs: een middellijn van 7 halveert alle koorden in de toe­
gevoegde richting. 

Definitie. Een kegelsnede, die aan de oneigenlijke rechte raakt, heet 
een parabool; het middelpunt heet de asrichting. 
Definitie. Is de poolinvolutie op 10\1 t.o.v. een reele kegelsnede Y 
e11iptisch, hyperbolisch of parabolisch, dan heet -y een ellips, hyper­
bool, resp. parabool. 

Opgave. Toan aan dat deze definitie van parabool met de vorige over­
eenkomt. De raaklijnen aan ?f in de oneigenlijke punten van 't h&ten 
de·asY!P:Etoten van 't • Een hyperbool heeft twee reele asymptoten; deze 

gaan door het middelpunt. 
O;pgaven,. 

1. Het middelpunt van een ellips ligt binnen de kegelsnede, dat van 
een hy:perbool erbuiten. 

2. Esn koorde door het middelpunt M van een kegelsnede wordt in dat 
punt gehe.J.veerd. 

3. We noemen de puntreeksen (A,B, .... ) en (A 1 ,B' t ••• ) op de dragers 
men m' gelijkvormig~ als er op m een eenheidsveotor ~ en op m' een 
eenheidsvector ~ • te vinden is, zodat ?-(P, Q) =_,,PC·' (P • Q ·) voor alle 
punten Pen Q. Bewijs dat de lijnen ppt in dat gev3.l alle aan een 
;parabool raken of alle door een punt gaan .• 

o;pemven, 
1. Bewijs dat de m8etkundige plaats der middelpunten van alle k8gel­

sneden, die aan de zijden van.e-en volledige vierzijde raken, een rechtE 
is, die gaat door de middens der drie diagonalen. 

2. De meetlrundige plaats der middelpunten var. alle kegelsneden, 3.ie 

door de hoekpunt&n van eE:m volledige vi(:_,rhoek gaan, is een kegelsnerls :, 
di-.; door de 6 middens der zijden van deze vierhoek gaat en ws~arvan de 
asymptottin middell:i.jnen zijn van de twee pa:f°aboteh ui t de kegelsnederr-, · 
verzameling. 
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Stelling van Menelaus. 
Drie punten At,Bt,c• op de zijden BC, CA, AB van een driehoek zijn 

dan en slechts dan colineair als 

? (A 1 B) 

//A. (A'C) 

/A t(B'C) 
"------- 'II. 

,,,V '(B'A) 
J""(C'A) = 1 
)'" (C'B) 

Bewijs. 

A' 

I 

I 

i 

! ec,(J A 4.,,--.... -..... -... _____ __...:1c--~---r------
··········-·· 

,,UtArB) 
= 

)'-. (,AI Q) 

M 1 (BtC~ = 
.P'(B'A) 

e.n.iC'AL = 
i°'(C'B) 

·······­····-· 
······•· .. ···-··············••..... ! 

;: ·············-·····-/ 'i'.,. 

i c;f; 

(A' A00 BC) 
pi,() 

(B 'B"'° CA) = (a•A~ CX) 
p 

QJ 

(C'CQ\l AB) = (A'A~XB) 

Het product der rechterleden is inderdaad 1. 
Opgave Bewijs zel:f' het omgekeerde. 

Stellin& van Ceva. De drie punten A•,B•tct op·de zijden BC, CA, AB van 
een driehoek he~ben dan en slechts dan de eigenschap dat de lijnen ..AJ.~i, 
B:B t , CC• door een Pl.Ult ga.an, ale 

,,.(i((A'B) 'A M•(B•C) x µ"(C'A) = ..,1 • 
. JJ(A'C) .,«•(B'A) ..#tt.(C'B) 
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Bewijs: .L.""nt 
geldt dnn 

H(AB,C'C"), 

A'B' de zijde A:B in C" snijden. Volgens de constructie 

zodat ,.U"f C'Ai .4 11 ~C"Aj 
I"'" c'B = - ;,,11 c":S . 

Na toepassing van Menelaus volgt hieru.it onmiddellijk het gestelde. 

Stelling van Carnot. 

De drie :puntenpa.ren A' ,11. 11 ; B' ,B" en C 1 , C" resp. op de zijden :SC, 
CA, AB van etn driehoek, liggen dan en slechts dan op een kegelsnede 

( , a.ls 

,;M(A'B) r<'EB'C) ;,<"(C'A} J<(A"Bl Jt1 (:B 11 C) t::"(C 11 A) -
------""- A. ---.-.. .... 'J<. ---- X --- ')( ---- X. _ _.__..., - 1 • 

;J-(.b.'C) /'' (B•J~) JA 11 (C 1B) / (A"C) /( 1 (B"li.) /' "(C"B) 

Bewijs. Is de k~gelsnede in twee rechten ontaard, dan volgt het onder­
st&lde uit de stelling van Menelaus. We onderstellen dus nu dat cf niet 

► ontae.rd is. 

O;e&:ve~ .. 
1. Bewijs zelf het omgekeerde. 

Voor het lijnen:pri.e.r 13' C 1 = l en 
B"C" = m geldt do stelling reeds. 
Volgsns de stelling van Deeargues, 
toagepast op -., en de vier:punt 
B • ,B11 , C •, cu vomen de puntenparen. 
{A'tA"),(X'l11 ) en (B,C) een invo­
lutie. Dus 
(J1.'X'BC)~_(A"l~tCB)==(X11 A"BC), of 

,I' (.b. 'B) ; ,...« (X'l?) = _ _,.M (X11B ~ : .Jo< (lt"Bl 
/' ( A' C) / ( X' C) ,t-< ( X11 C ) /' ( A II C) 
zodo.t 

. ~\ 

~"' {ii. 1:B) l( )< (A"Jil :;:: .::_~ (X 1B)~ I(. l'{X''B) 

,tt(A'C) ;,c. (li. 11 ,;) .i' (X'C) """(:X11 C) 

De stalling van OE:~:rr.ot gelc.t 11.1.s 

ook voor ·y . 

2. Bewijs de stalling van de Bri~nchon voor een in een driehoek ba­
schrev6n kegelsnede met b~hulp van de stellingen van Menelaus) reva 
en Carnot. 

3. Bewijs dat de kegelsnede, die de zijden van een driehoek in 1,,1.;: 

middens raakt, het 2:we.e.rtepunt tot middelpunt heeft ( ingeschreven cJ.­

lips van Steiner van de driehoek). 
4. Bewijs dat de kegelsnede, die om een driehoek beschreven ia en l;X' 
tot reohte van Pascal heeft,. het zwa.a.rtepunt tot middel;punt hE-eft {1,J,t:­

gesohreven ellips van Steiner va.n de driEthoek). 
5. Bewijs dat de ellipsen van no. 3 en 4 dezeltde (complexe} asY)!l.p­
toton hebben 



Affiene ~onstructies.· 

In het affi~te vlak laten we dezelfde constructiepostulaten toe 

als in het projectieve vlak. Omdst lr;,0 een bijzondere rol speelt, moet 

deze ( ontoegankelijke ! ) rechte op de een of andere manj.er gegeven zijn. 

We kunnen dit bereiken door het volgende affiene postulaat: 

A1. Door een punt P buiten een lijn 1 een lijn te trekken //1. We 
hoeven slechts te eisen, dat A1 twee maal uitvoerbaar is; lv('j is dan 

als ontoegankelijke rechte voldoende gegeven. We kunnen 1 ;y.J dus ook 

bepalen, door een parallelogram te geven. Ook door van de vaste kegelsnede 

j het middelpunt te geven wordt 1.-Q als de pool hier"'lan o:::id.ubbelzinnig 

vastgelegd. Dit laatste is minder bevredigend, omdat d6.n voor lineaire 

constructies, waarin l ,~ optreedt, kvvadr~tische post,1laten moeten worden 

gebruikt .. 

Op,gav~. 
1. Construeer het midden van (A,:B) 

a. als _p_·1 g~bruikt wordt 

b. als een parallelogram gegeven is 

c. als )f met zijn middelpunt gegeven is. 

2. Construe er onder onbeperkt gebruikmaking van A 1 van een parabool 

die door 4 re.aklijnen gegeven is 

a. de asrichting 
b .. de raak:.:.:i.jn in een gegeven richting 
c,. het :r~:i,,-,J::punt hiervan. 

Zijn h"VITadTatieehe postulaten hiervoor nodig? 

3~ Van •::c.1n hyperbool cf zijn de asymptoten m1 en m2 gegoven, alsmede 

een p1..'.nt G. 0onstrueer het tweede snijpunt D van ?{ met OPn r2oht€' J. 

door 0.~ 

4~ Bewijs aan de hand van bovenstaande construct:i.i:-: 1 a..J·t als G 1 '.-,:r.! 111 

de snijpunten zijn van l met m1 en m2 geldt: 

/ ( C , C ' ) = - ,P ( D , I> ' ) en /I ( G , D 1 ) = - / (]) , C 1 ) 

5·. Oonstrueer het middelpunt van een hyperbool, als 3 punten en de 

asym:pi;ootrichtingen geg0ven zijn. 

6. nonstru~er de 2 6 asym:ptoot van een hyperbool, waarva!l Li. pu:n:td:i1 er.. 
· de ric,hting van de 1 e asyn;.ptoot gegeven is. 

7. Construeer (zonder de dubbel:punten te be:palen) het micldr;lpun'; va1~ 

e6n involutie, die door twee :puntenparen gegeven is~ 

(Lineaalconstructie!) 
8,. «lonstrueer het nog ontbrekende snijpunt van twee hy:pe:rboJen 

f 2 , die dezelfde gegeven asymptootrichtingen heb1rnn en ~7aaJ"'Va11 

nog door S,A1 ,B1 en t"_ 2 nog door S,A2 ,B2 gaat .. 

(lineaalconstructie). 

(" . ,,... 
j ~ ~ ..... 

r ' 
\ 

·; 
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Metriache (E~clidieche) me~tku.nde. 

In de affi6ne meetkunde treden reeds bekende begrippen uit de ge­
wone meatkunde op, zoals evenwijdigheid, midden, zwaartepunt, middelpunt 
van kegelsn~den, perabool. De verhouding van lijnstukken in dezelfde 
richting is gcd~fini~erd. Het he~ft echter nog geen zin tc spreken van 
de verhouding van lijnstukken in versohillende richting, Ook komen in de 
affiene mectkunde bcgri~ptin als: loodr~cht& stand ven two~ lijnen, de 
grootte van een hoek, cirkels, handpunt~n van een ktg~lanede, nog niet 
voor. Dit zijn alle begrippen uit de metrische meetkunde. We voeren 
het begrip loodrecht bij det'ini tie in; de overige ,~•orden h~.erui t afge­
leid. 
Definities. Onder het Euclidische vlak verstaan we het aff!ene vlak• 

► waarin een elliptische involutia op de oneigenlijke rechte is va.stgelegd., 

Deze involutie noemen we de orthogonale involutie; twee lijnen, wa&r­
van de oneigenlijke punten paren in deze involutie zijn, noemen we 
loodreQht of orthogonaal. De oomplexe dubbelpunten van de orthogonale 
involutie heten de isotrope punten of cirkelpunten van het vlak en war­
den aangeduid met J1 en J2• 

Door in het pro~ectieve vlak twee punten als oirkelpunten aan te 
wijzen, js een Euclidisch vlak ondubbelzinnig vastgelegd. Volgens def,. 
geldt omniddellijk: is 1..l m en 1//1', m//m' t dan is ook 1' ...L m'. Lijne~'l 
door de isotrope punten heten isotrope li~nen. Deze staan loodrecht op 
zichzelf. 
Defini tt1:.: .. :£,1n kegelsnede door de cirkelpunten heet eE-n cirl::eJ. De pool, .. ______ ,...... _....., ___ ___, 

involutie t. 0. ,r. cirkel op l;,o is dus de orthogonale invu:t~.n~.e. An<1.t;rs 

► gezegd: Toeg,:.voegde middellijnen van een cirkel staan. aJ t.t;i d 1c-o:t,~i.,t.+ 

op elkaar. 
Is ABXY een :..r. c.>e-:i l:ogeJ ::.1~1,?,: c • 

'?J beschreven. vierAo~k, dan is 
de diagonaaldriehoek PQi.~ een pool­
driehoek van ) • Kiezen we voor 
PQ de oneigenlijke :rechte e:.~ 
voor y een cirkel, dP.n wot'di; :-/1. 
het middelpunt, dus ~ sr- Been 
paar diam.etra.alpunten van 1 • 

Di t levert de stell:i.l'!J-l' Z! jn 1, ~:! 

B twee diametraalpunten van ~e.n 
cirkel 7 t dan is voor elk pt:.:r..t 
X van 7( : AX .J- BX., We kunn.a1). c","i' t 
ook a.ls eirkeldefini tit:- rJa:i.'le::'l e1~ 

er de ou4e definitie ui t a.flsjtl.en ., 
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Daar in de affiene meetkunde de raelclijnen in de uiteinden van een 
middellijn van een kegelsnede de toegevoegde richting hebben, geldt voor 
cirkels speoiaal: Ben raaklijn staa.t loodrecht op de verbindingslijn 
van het ra.akpunt met het mi.ddelpunt. ben cirkel is door 3 :punten of door 
1 punt en het middelpunt volkomen bepaald. 

Een koorde AB van een cirkel )f met middelpunt M wordt geha.lveerd 
door de toegevoegde middellijn; deze staat volgens definitie loodrecht 
op AB. In 6 MA.B is de hoogtelijn ui t M tevens zwaartelijn; ll, MAB noemen 
we in dat geval selijkbenig. 
O~gave. Bewijs het omgeke~rde. Is MAB een gelijkbenige driehoek, dan is 
er een cirkel met Ma.ls middelpunt, die door A en B gaat. 
Definitie. Is MAB een gelijkbenige driehoek, dan zeggen we 
(M,A) ::: (M,B). 

De relatie (M,A) = (~,B) betekent, dat A en B punten zijn van een 
.cirkel, die M tot middelpunt heeft. Daaruit volgt, dat we met een aequi­
valentie te doen hebben: de relatie is reflexief, symmetrisch en tran­
sitief. 
Stellin5. Is (M,A) G4 (N,C) 

(M,B) v-, (N,D} 

en is (M,A): (M,B), dan is (N,C)-::. (N,D) 
Bewijs. De transla.tie TMN, die MAB in NCD overvoert, voert middens in .. 
middens en loodrechte lijnen in loodrechte lijnen over. 
Stellin5. Is (M,A} = k.(N,C) (k / o;i) 

(M,B) = k. (N ,D) 

en is {M,A) $ (M,B), dan is {N,C) :(N,D). 

BewiJs. De dil~tatie met factor½, die Min N overvoert, voert MAB in 
~NCD over en voert cirke~s- in cirkels, middelpunten in middelpunten over. 

We nemen nu een vast re~cl punt O aan en definiijren: 
(P,Q):::. {R,S) als ~r twe~ puntenparen (O,A) en (O,B) bestaan, zodanig 
da t ( P, Q) V) ( 0, A) , ( R, S ) c..-:. { 0, B) en ( OA) :a ( OB) • 

O;e5a.ven. 
1. Bewijs dat di t ean ui tbreiding is van de oude oongruentiedefini tie. 
2. Bewijs dat de uitgcbreide oongruentier~latie reflexief, symmetrisoh 

en transitief is. Bewijs dat ze niet van O afhangt. 
3. :Bewijs: (P,Q) = (Q,P). 

We hebben nu alle puntenparen verdeeld in klassen van congruente 
paren. Aan e1k dezer klassen gs.an we nu een getal toevoegen op de vol­
gende wijze: We nemen een vaste reile oirkel, die O tot middelpunt heeft 
aan ala eenheidscirkel Y .• Is (P,Q) een gegeven puntenpaar, dan trek 
ik door Ode lijn 1 // PQ, die O in .A en B snijdt. Een van deza punten 
wordt uitgekozen, bv. A, het puntenpaar (O,A) kies ik dan ale eenh~ids­
vector in d1::i riehti:ng vaa l. Zo is due /A (01) == 1, ~(OB) = -1. 
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Ik definieer nu hat k:wa.drae.t van dt, afstand van P en Q ala hEi:t getal 
2, ) . 2( p \:P,Q = }' P,Q), dus het kwadraat van de maa.t va.n (P,Q)., 

Stellins.. Is (P,Q) ::=;; (R,S), dan is p2 (P,Q) = tJ2 (R,S). 

BewiJs .. Stel (P,Q) Ln(0 1 X) t.n (R,S) V"l(0,Y) 1 dan is (OX):::. (OY). 

!s L het midden van 'X:'f, den is due 

OL...L XY. Stel de e1::nheidscirkel 
snijdt OX ergens in A, zij AB//n. 
Ui t 01 XY volgt da.n OK J..AB• 
Ook is -;~,4,- = ·14 f 8ij = /<~~~ = .,t, l< . ;1. 

= /I ~fij • 
.!" \ . 

Hieruit blijkt tenslotte dat K het 
midden is van AB, dus ook B op de 

een.11.eidscirkel ligt, te~ijl 
\J r-t- ( OX) = J< { OY), dus 
J ~ 2 ' 2 f (P,Q) = f (R,S) .. 

Op~ave. B~wijs omgekebrd dat p2(P,Q) = p2(R,S) alleen als (P,Q) ::::(R,S) 
Voor re~le lijnstukken is p2(P,Q) steeds positief en alleen nul als 
P = Q. Dt:: positieve vierkantswortel uit dit g(.;talt p {P,Q), noe.mE;n WE-

dan de af stand van P en Q; deze is Enmduidig b &paald a.ls de et:nheids­

cirkel gegl\;;ven is. Is p 2 (P,Q) complex, dan kunnen we 1:;;lk de:r vier­

kantawortels hi&rui t de afstand p (P, Q) noemen-J een ttkenafspraak wordt 
ni6t verder gemaakt. 
Stelling. Is (P,Q) = k(R,S), dan is p 2{:P,Q) = k2 • f 2{R,S). 

Opgave. Bewijs dit. 
Stelling. Is de lijn PQ isotroop, 
Bewijs. Stel(O,X) !./) (P,Q), dan is 

dan is p 2 ( P, Q) = O., 
2 p (P,Q) = ~ 2(0,X) 

/A 2(0,A) ' 

waarin A he:t snijpunt is van de lijn door o//PQ met de eenheidscirkel,. 
A is dus fender cirkelpunten J, zodat 

~ tg:f~ = (OJXJ) = 0 

Definitie. Is Q de orthogonale projectie van het middelpunt M van een 
cirkel O op de poollijn :p van P, dan heten :P en Q invers t.o.v. ·?'. 
Stellins.Is r de straal van 7 , dan geldt; _,,,u.(M,P). )1-(MfQ) = r2 • 

Bewijs: De poollijn van het onbig:Gnlijke punt van J? is MP= 1. Daar dit 
de toegevoegde middellijn is van de richting van p is lJ... J?, zodat Q 

het snli.j::punt van l met pis., Pen Q behoren dus tot de poolinvolutie 
t .. o. v. o· op l; daar M het middelpunt van deze involutie iet, is de 

stalling hie:r:mee 'bewezen. 
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OFmerking. Met behulp van elementaire analytischa m.eetku.nde is een­
voudig te bewijzen, dat invcrsi~ t.o.v. een cirkel )' een Cremona-trans­
formatie {birationale een~enduidige transforaatie) is van de graad 2, 
die rechte lijnen in cirkels overvoert. 
Stellins. Is ABC een drL.hoek, waa.rin AC ...J_ BC, en is CD...L AB, dan geldt: 

f 2 ( A , C ) = ,... (A, D) " ti (A, B) • 
Bewijs: 

c 
De cirkel ";,', die A tot middelpu.nt 

.. f\ 

/1\ 
L I,\ 

heeft en door C gaat, h~eft CB tot 

raaklijn. De poollijn van het oneigen­
lijke punt van CD is A:B 1 zodat B 
de pool is van CD. Daa.r Den B blijk­
baar inv~rse punten zijn is het ge­
stelde bewezen. 

A D B 

Stelling van Pytha5ora~: 
In bovenstaande driehoek geldt: 

f2(A,C) + f2(B,C) = f 2(A,B). 

f-' 2 (A, C) = //' (A,D) /' (A,B) 
2 . ' fl (B,C) = /~- (B,D) ,)" {B,A) = ,P(D,B) ~ (A,B) 

Bewijs,. 

Wegens /.1. (A,D) + /µ (D,B) =./· (A,B) volgt het geatelde door optelling. 
Is ABC een reele, willekeurige driehoek, en stellen we P(B,C) = a, 
f (A,C) = b, p (A,B) = c, da.n is volgens afspra.e.k e.> O, b >o, cc)- 0,. 

De hoogtelijn CD is dan eenvoudig m.b.v. Pythagoras als:in de elemen­
taire meetkunde te berek&nen. M~n vindt: 

It> 2 (C,D) =-:-½, (a+b+c)(-a+b+c){a.-b+o)(a+b-o). 
I 4c 

Daar het rechterlid positief moat zijn, is blijkbaar het product 
t (-a.+b+e)(a-b+c){a+b-c) poaitief. Is bijvoorbeeld a de grootste d~r drie 

zijden, dus a ~ b, a & c, dan zijn de laatste twee faotoren reeds poai­

tief, zodat dan ook -a+b+c)o. In een reele driehoek is de som van twee 
zijden dus groter dan de derde zijde. Volgbns deze driehoeksongelijkheid 
is het reijla Euclidisohe vlak dus een metrische ruimte. 

Stallins. Is d de a:f'stand van een punt P tot het middelpunt M van een 
cirkel '"'6 met straal r en snijdt een reohte door P 7f in de punten A 
en B, dan is 

jt(P,A).JA.(P,E) = a2- r 2• 
Bewijs. Zij L het midden van (A,B), zodat ML J..il, da.n is /(P,A) • ..,t-<{P,B) 

;:: ~(P,L} + /<L,AU c/ .. (P,L} -~.,.(L,An= f 2(P,L)- f2(L,A) == 

= d - [f 2 (:M,L) + f 2 (L,A)J = d2 .... ·1:2. . 
Dit getal heet de maeht van P t.o.v.7, • 



Een cirkelbundel bestaat uit alle cirltlls door 2 :punten s1 en s2; het is 
een kegelsnedenbundel m~t s1 ,s2 ,J1 ,J2 tot basiapunten. De lijn c::::S1s2 
vormt mGt loo= J 1J2 een ontaarding uit de bundel. 

Een r,;,chtb m snijdt d1:: bund\..l volgt:ns ;:untt-npt1..r<.;n i.'l involutit:. Hut snij­

pu.nt P vcm o ue:t c is ht. t midilelpunt van deze involu:tii.i:J dEt mr.cht vc.n deza 
involutie is dt: mr¥cht vcm P t.o.v .. nlle oirkals uit•dtt bu:ndel .. Due: 
de meetkundige plasts der puntt.n met gelijke macht t .. o.v. twee cirkels 
is dt: koord1;.; c van dez1:; cirkcls; daze lijn ht:et de :ma.chtlijn. Alle cir­
kels van een bundt:l hebben dez(;:lfde machtlijn. 

Hoeken., 
Zij A en B de 

we de hoek f 
oneig~nlijke punten van de rechten 

tussen l en m door d& formule 
1 

l en m, dan definieren 

lf = Ti log (J1J2AB). 

We scrijven ({' = L. ~ l ,m). 

Daar log z op veblvouden van 21T i nu ~paald is, isL(l,m) op veelvouden 

van 7T na be:paald. 
kls de lijnen 1 en m reeel z13n, isL-,(1,m) reeel. Immers, stellen we 

z = (J1 ,J~.Ap), dan is~= (J2,J1 ,A,B) = z (toegevoegd complexe), zodat 
}ZI = 1~ 

Volgens f'ormulE: (25,17)(Analyse pag. 95) is dan log z = loglz I+ iarg z = 
= i arg z, zodat <f =½erg z. 

Daar log (-1) == i iT (mod 2 lTi), is L(l,m) = ½Tr dan en slechtei dan als 

1 J.. m., 
Stellinsen. L(l,m) = -Jjm,l) 

L(l,l} = o 
~(l,:m.) +L.(m,n) =L'l,n) 
Is 1//1' em m//m'1 , dan isL(ltm) =L(l' ,m 1 ) 

Opsave, BE-nvijs deze stellingen., 
i Ji · A 1,__ A"I LX) B Defini tie. De li jn a heet een bis-

. / ·-+-,.1,.... _____ __,. sectrice van het lijnenpaar (l,m), 
.I ,-/ 

/ // als L(l,a) = L ia,m),. 
1 / £ Blijkbaar is dan (J1J 2LA) = 

a I f ~ ~ = (J1 J 2AM) • Daar het product van deze I ! ,// 
, / dubbelverhoudingen (J1J2LM)= z is t ,.,,/ is elk .± vz. Er bestaan dus ( tJweJe,. A) 

bissectrices a en b, zodat 1 2J.lij. = 
= -(J1J2LB). Blijkbaar is dan 

(J1J2AB)::::(J1J2AL)(J1J 2LB) = -1, zodat 
a J... b. De :punt en A en B worden op 

1 ()I:) zowel hamonisch verdeeld door 

L,M, als door J1 ,J2; zij worden hier­
door tavens ondubbelzinnig bepaa.ld. 
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Stelling. De hoogtelijn (tev~ns zwaflrtelijn) uit de top van een gelijk­
benige driehoek is tevens bissectrice. 

Bewijs, Is in dt gi.:li .;tbenigc driE;hCH~k MAB het p.l!'l"':: K het midden va.n AB, ( 
dan is UK .J.. AB. 
Is L het cn..:ir;crlijk~.l runt van A:B, dan gt:!ldt M(KLA:.B) = -1. Da.ar verder 
MK..L ML is indt:rda.e.d I:K en ML het :paar bissectrices. 
Stelli2tS.• Zijn 11..B,'J,!) vi~r punten van ecn cirkel ·r da:1 isJ_(CA,CB) = 

~ =l~(DA,nB). 
:~ C.1, Bewijs: Volgens dt:• stalling van De-

1/' 

sargues vormen de puntenparen 
(J1 ,J2),(c1 ,D2),(C2,D1) een involutie, 
zodat ·,.'- 4c 

-~ 
(J1J2C1C2)=(J2J1D2D1)=(J1J2D1D2) 

13 
Definiti€:. Een projt:(~ttE·ve transformatie, die J1 en "'r2 tot dek:pun:ben 
h~(;ft, heE:t e::;n ( dire::ite) ,e;elijkvormigheidstransfo~.!l-.. :t~.£:.• Deze vormen 
een group. Translaties en dilataties zijn voorbeelden van gelijkvormig­
heidstrar..sformntics .. Daar alle metrische begrj.p:pi.:.n m. b. v. J 1 en J2 gede­
fini~erd zijn, z~in zj.j tegenover gelijkvormigheids+,rarisformaties inva­
riant. Cirkels worden in cirkels ovargevoegd, ho~ken in gelijke hoeken, 
enz. Verhoudingen van afstanden zijn eveneens 

p2 (P,Q) ; f/(R,S) = p2(pt ,Q•) 
invariant: 
: 102(R'1St), 

I 

e 2 < P ; J..9.2 - e 2 < R • ' s , > - k2 
p 2(P;Q) - f 2(R,S) - • 

zodat 

Elk der g~tallen k heet de factor van de gblijkvormigheidstransformatie. 
Opgaven .. 
1. Bewijs dat een dilatatie met factor k een gel:! jlrrnrm:l.gh.eidstrans­
formatie is met factor k. 

2. Bewijs dat er in het algemeen prEJcies een gelij!tvormigheidstransforp.:1, 
matie is, die twee gegeven punten A,B in twee gegtven punten A1 ,Bt over­
voert. Wat betekent hier de uitdrukking "in het algemeen 11 ? 

E~n gelijkvormight:.idstra.nsforma.tie met factor .:t 1 heet een congruentie 
of verplaatsing of beweging. 
Opgave, Bewijs dat de bewegingen een g.roep vorr~.en, 
Een projectieve trans:f'ormatie, die J1 en J2 verwiss1;.l·t* heet een tegen;­
gestelde gelijkvo:rmigheidstrans:f'ormatie,. 

O;pgaven. 
1. Vormen deze een groep? 
2. Bewijs dat hoeken in hun tbgengestelden worden overgevoerd. 
3. Bewijs dat ook deae transformaties een factor k hebben. 
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Metrische ~15enschappen der kegtlsn~den. 

D1::;:finitie. B1:-n ill'i!. (symm~trit.:P.s) van e12m ke,gclsnede ;r is een middellijn 
dh: de loodr,.,cht erop st:1~nde koorden hr:.:.lv~ert. Ande:rs gezegd: E:en mid­
delli jn, die loodrecht op db tocigbVObgde richting staat. 

Een middelpuntskcg1;;lsnede )' ( dus gE?E;n parcbool), die geen cirkel 

is, heeft tw1:.E: assen. :Dezc gnnn door,.'dt oni;igt.nlijke puntE:n, dia zowel 
door de asy:m.ptootr±:Ohtingt:n els door dt. cirkt:lpunten harmonisch worden 
gt:scheiden .. D11;. assen zijn dus de bissectrices van de asymptoten. Is de 
kegelsnede ·y rei;:el, a::::.n is de poolinvolutie op dE; oncigcnlijke rechte 

r1;;eel. Projectertm w1;:; deze involutie vanui t een willekeurig punt P op 
een cirkel door dat punt, dan ontstaat een :reelE::i involutie op deze cirkel 

~et cGntrurn. C van deze involutib is ec.n rei;;cl punt ( binnt:::n d1;, cirkul als 
"( ben ellips is en erbui ten,. a.ls '/ ben hyperbool is .. ) 

Het centrun. van de involutie, dit1 J1 en J2 tot du.bbel:punten heeft is het 
:middel:punt M van de cirkel. De lijn MC snijdt de cirkel in twee reele 
pu.nten, wa::J .. :rv-an de verbindingslijn1:m met P de asrichtingen van 1 leve ... 
ren. Een rel'.:le middelpuntskegelsnede heeft dus twee re:.He assen. 

Een parabool, die in o aan l,JO raakt, hE::eft s1<£;chts een as; di t is 
de poollijn van het punt van 1 ~ in de richting ..Ldie van o. 

Het snijpunt van oen kege,lsnede met 1::1:.;n as beet een .!.2.J?. van een 
keg~lsnede, 
Opsave. Bewijs da.t alle middellijnen van een cirkel assen zijn. 
Definitie. Is de involutie: vsn geconjugberde lijnen door een punt F 
orthogonaal, dan heet F een brandvunt van de kegE"lsnede )' .• F is een 
~unt t waarui t de rca.klijnen a.an "a is.otroop zijn. 
Stellin~. Een parabool heeft een brandpunt; dit ligt op de as. 
Bewijs. De raaklijnen J1P1 en J 2P2 snijden 

elkaar in F. Volgens Brianchon voor 
AJ1J2F gaan J1P2 ,J2P1 en OF door 
een punt s. Volgens constru.ctie is 
H(J1J2 ,0Q), zod~t OF do poollijn 
van Q, dus de as is. 
Stellin5. Van een cirkel is het 
middelpunt het enige bra.ndpunt. 
Opgave. Bewijs dit. 
Stelling Een middelpuntskeg~lsnede 
(geen cirkel) heeft 4 brandpunten, 
twee op elke as. 
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q 1 ·-~ ·t~-----71"",.;· .(.. ______ . __ ::-:::--· 
u . ,/ 

~, 

? '- F., .... 

re vallcdige viorzijde •r~n je vier 
isotrorc raaklijnen 8~n r hRsft 

G~ • G2 •.:rrt hoeknunten, ;'·e di2.~ori2.al-
1 • ~ -

driehock OPQ is dan e8n ponldriehoek 
van o' , zodat OP en OQ geconjuge~rd 
ffii• Dror verd-~ H'J T P~) 4 s ;i.." "' • .1.., c'.c~ ,;:; .., • \ 1 <,, I"\ ' ... '-' 1 .,i.. 

• i::. 
OP ..l. OQ, zodnt di t rle asr1en van '/ 

zijn. Is 'l reeel, dan is het toe­

gevoegd complexe van een isotrope 
raaklijn weer een raaklijn, echter 
door het e.ndere cirkeJ.runt. Zo is b.Y. 
J 1 G 1 F 2 ht t toegevoegd c:omplexe van 

J 2F2 G2 en J 1F1G2 dat vnn J2F1G2 • 

Aldus blijken F1 en F2 reeel zijn; 
G1 en G2 zijn toegevoegd complex. 
Definitie .. De poollijn van een brand­
punt heet een richtlijn. 

Stelling. Ligt het brandpunt Fop de as a, dan staat de bij F behorende 
richtlijn r -La., 

,Opgmre1;. 
1,. :38vrijs de?,e stelling voor een parabool .. 

2. Bev-j.ja de stelling voor ~er. middelpuntskegelsnede. 

~ 
Stell:.r:.e:. L, X de orthogonale projectie van een punt P van een kegel-
sr ... ede )" o):: de rj_cr.tlj_jn r, en is F het;:ibij r behorende brandpunt F, dan 

geldt f' 2 (F,F) : f 2(P,X) = constnnt. 

D& worte! uit deze co~stante h~et de excentriciteit van r . 
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Zij s de lijn //r, die zo aangebracht is, dat D het midden is van (F,E). 

We pas.Ben een involutorische quasi-perspectivi tei t ~ t'oe met F als 

cen-i:iru.m. en s aJ.s as~ Wordt P daarbij in pt overgevoerd, d&n ge]:dt 

H(pp: ,FS). De kegelsnede t wordt overgevoerd. in een kegels:nede Q 1 • 

De rae.k1ij::isn uit F aan O zijn isotroo:p, de raakpunten liggen op r. 

Daar TT r ::-:: 1 00 volgt hieruit: de raaklijnen aan O t zijn isotroo:p en 

de raakpunten liggen op lo,e. , dus zijn de cirkelp\l.Ilten. ?5 1 is dus een 

cirkel. Lan.gs FM en FD leggen we nu twee eE:rn.heidsvecto:r-An, zodat ee.n 

puntehpaar langs FM een maat r en een punten:paar langs ]'1) een maa.t .,.,J-"--. r 
heeft, 

We stellen verder: ~(F,P) = x, /CF~Pt) = a, 
/'{ (M, P) == z en ~ 1 ( P, X) ==- J, r' ( F,])) = ':J, 

Daar M het rrridden is van (F,S) geldt: 

~~(M,P). /A (M,P') = /'- 2 (M,F) ~ of z(x + a) = x2 • 

Verder is ~·4M,t)_ = ..::Mt (P,X) , of z(y - b) == xy 
. _/"li(M,F) .,,M' (F,D) 

~liminatie van z la~mrt ay = - bx 1 of;= - % . 
Daar a en b van de ligging van P onafhankelijke constanten zijn, is het 

gestelde bewezen • 

. Bevat Jhet oneigenlijke punt van de as FD, dan bevat (/ het midden 

van FD. Een parabool hee:ft dus_ de excentrici tei t 1. 

We behandelen nog enige stellingen voor parabolen. 

Stelling. Twee loodrechte raaklijnen van een parabool snijden elkaar op 
de richtlijn r. 

~J.22.~ Zijn A en B de oneigenlijke punten van de raaklijnen 1 en m, dan 

i!lJ 1 J.. :m gelijk"'Na8-rdig met (J1J 2AB) = -1. Daar 1~1 zelf raaklijn is, zijn 

de vier raEtk:punten van de raaklijnen FJ1 ,FJ2 ,l,m eveneens harmonisoh. 

De twee eerste rc:1.akpunten liggen op r. De involutie op rJ met P en Q als 

t /4 dubbelpunten heeft S tot centrum1 

;~· ! t ~.;- / :paren van d.ezs inYolutie ontstaan 

i rt ,.,.,..,,0 S. Ind·:irdaad gaat r dus door s. 
: ,, i' ;~ I door er te sni;jc.len met lijnen door 

! . / 

\,~..,.iK'j,'v //~I\< Stellin~, De projectie van Fop 
\ een raaklijn 1 1igt o:p de to:praak-

l \ " \ lijn van d . 
. I' \ r Bew:i .. ~ • ..'.-S FPt ~ 1 en FQt .• t m1 dan 

~ \ . ,,,,,.1~"; is in reC:hthoek SP! ]'Q ! het :punt 

F 

j
1 

~' \ V het midden van pt Qt, of 

H(VC,P 1 Q1 ). Daar ook H(FT,PQ) en 

I ~\\-
111~ 

Ceo ~- e.:i0 

deze viartallen onderling pers­
pectivisch zijn, gaat TS a.oor rt 

Daar V het midden i.s van SF is 

P'Q' de topraaklijn. 
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Vooz· ':),..c1ichsche cc:1l:!-t::.."l1.ctics 1-."J.\l:!1~-:1 r~e ou1~ :r::·•:j ,1ctj c·,:.: 1:<:nctructiepos­

tulci.tm. ,:~otrui ~t ·,-:-or-1'.!€:'n d':? c:=-thogor-.,11~ in-:rnlL-.ti~ op 1 c.J ;1/"lpt ec}iter op 

ae een cf andore ~iJ:e gegever. zijn. Fjervonr ~esta~n verachjllende me­
tboden . 

.1:.. Eer. \~ier;cJ.nt .... B::r:: j s gegeven .. Nu v:crc.t :;_<"I) bepaaJ.c. r1ls ·:::;r1,inu.ingslijn 

der ,sni,j:9unten van fie overstaar1de zij<ler. .• :3. en At, BG .. Verd:::.· ::.s 

AB ..L ::S1J en .\C J. BD 1 zc dat op lco t,,1ee p.::~r,q.~1 ven de o:rhtog,JnalG irnvl1.:tie 
gegeven zijn. 

~Y1.!. Cons·~rueer op deze wijze de midoellooe.lijn van e~n gegeven punten-
( -r, '"I' ("·· 1 . ') paar , .• '".: : 1.!H:aa oonstructie . • 

2. Aa:1:r:c·r.1 ~::i ·,an een nj.eu71 Euclidisch constructiepostulas.t E1: I'oo::.."' een 

gegevi:::n :runt I-' een 1006.lijn m te conntrueren op een gegeven lijn 1. 

Da:s..r iPeer-e lijn J. m Yanzelf // l is, is hierni.ee postulaat A1 uit-•tl'.'ler­
ba.ar gev,crden. Omda t door twee stel evenwij dige lijnen loo bopa?.ld is en 

door twee panr onaerl ing lood:rechte lijnen J 1 en J 2 , zijn J.ineaire Eu­
clidische constructies uitvoerbae.r, wanneer toe:pasbearhaid van El slechts 

een beperkt aantal ;:ualen ondersteld wordt. 

O:pgave. Construeer m b. v. E1 het middelpunt van de an.gesclreven cirkel van 
een gegeven d.riehoe1c ABC. 

l!. De cirkelpunten kunnen ook gegeven warden, door een eirkel O te geven 

met zijn middel:9\-.nt. We kunnen dit in de vorm van twee postulaten geven: 
E2. Een cirkeJ. 0 te construeren. 

E3 .. S"="t; rniddol:1-..ir..t van een gegeven cirkel te construeren. 
r.anne:.•::- we in J·,.et pontulaat K1 voor de kegelsnede ,J c1e zojuist gepostu­

leerde ~~rk,:fl. lri,ezen, den behoeven we slecl:ltr. te veronderstellen , dat 
fE2 en :3 ee:r,1.:-:..,-;l ui t~.rcer·baar zijn~ alle li:n~r.ire en kwadratische Eucli­

dieo:1c ccr .. st:i.:--w.cties ~ijn aan 1litvoerbaarin b.v. 11, I:?, L3, E2, r:3, K1. 

Dr-:::r loo e-n de orthoiSorn:tle involutia nv. niet met de lineas.1 alleen 
kunnen ·.icr5<?.n gE"cc-nstrui::er:, worden na invoe::.:•ing v·2.n J-:2 en E.~ som."'.llige 

lineaire I:u.oJ.idiricr ... e ccnEJt"'.'ucties earst u.i·~vc,erbaa.r met lineaal §.:"1,._!)asser~ 

Di tzelf c1e is ni tE.•,: aa-=.·d het ,~eval, als ·we onbe:pcrkte i_;oera.s::iee.rheid toe­

laten van d9:'$ev:one:1 postulaten. 
'r;' 'l{­
.i.;,2. 

de straa.J. 
~r * .r..,;. 

' 

l[et een gegeven midael:;,unt een cirkel te bc~chrij'!J'en, w:1s.rvan 

(a.ls de afstand van een gegeven pur~'tt~i.paar) gegeven is. 

De s;:1ijpi.:r:rt~1: te be-palen van een gcscven :r'"1chte m':'\t een gogE.-

,ren cirkel. 

4,. Een methode om line;lire constructies ui t +.e Yoeren ~onoar ve.n de passer .. -
gebruik te me.ken of van te vo:ren figuren in hr=<~ v:'~~1= ~e g:?.V')n~ besta.at in 

het aannerr..en van een nieuw h".:l.J..pmiddel: d.e @~Jl,.i~lli.¥•,J..• Di t instrumer..t 
stelt ans in staat tw':!e evenwijoige lijnen te const"'.'u.eren op een oonstente 

a.:fstand l,, de breedte van de lineae.l. We noemen zo'n lijn1;npaa.r kort­

heidsha.lve ti-distante lijnen. 



'Pos•1l"' r"t"'.,.,., ,.,.1 C t t 0'\ • . ... t ... , ,. ..1.--1. •,.a.: ... , • .,ens ruoer wee -01::i t.,an e de ~1.§n door 
twee ~e~even ,~nten gaat r2 onlosrin~en). 

- •~-' .,. \ - ., . 1-,i I ,-~ 

D2. Conatrueer t'."1ee 0-distante lijnen, waarvan elk door een 
gegen punt g2.~1t ( 2 oplcssingen). 

In verbar.d met Fythagoras is :D2 elechts reeel uitvoerba.ar a.ls de afstand 
der gegeven punten ~S is. 

Onga ven..-1.:.. .:se,;.,ij s di t v1)lledig. 

£.!. l\ev:ijs dat lineaire E-..2.clidische conr.:tructies kunnen norden 

uitgevcerd in b.v. 12, L3, 
3.-:.. ·'.::onstrueer een vierkant in 1::: ....... 12, I.3, D1. 

t.. Construeer door een punt Peen lijn evenwijdig aan een lijn 

1 in ~.v. 12, 14, D1. 

Op de ~ietboven gelegce grondslagen kan de gehele Euclidische meetlrunde 
~ op de be!rnnde wij ze warden afgeleid. · 'e seven nu enige Euclidisc'tl-e spe­

ci2.li sa t.i. es vs:1 vroec,,:er af ~.,.eleide -oro iectieve s-t:ellingen. 
• , 0 ~- U 

Defini ti~ I:e::1 .91·:t_~'.op-onale of g~]..i;ikzijdige hyperbool is een hyperbool 

met tv,ee loodreahte asym:9toten. 

Stellin~~ Bevat een kegelsnedenrr~ndel een cirkel, dan hebben alle exem­
plaren dezelfde asrichtingen .. 
p_ewij s. Zijn P 1 , P 2 de du. bbelpunten van de door de btimd.el op loo ui tge­

sneden involutie, dan geldt H(tT 1J 2 , P1P2 ). Zijn A1 ,A2 de oneigenlijke 

punter. v,1.n een :.ndere kegelsneden ui t de bundel, dan geldt dus tevens 

H(A1A2 , P1P2 ), zodat P1 ,P2 de asriohtingen voorstellen van de gekozen 

bundel:-c•::L~:,~lcr.ea.e .. !-Iet zijn tevens de richtingen van de assen van de pa-

~ ra boler. -tJ.n a.e bundel. 

Stellif}I:. 3e·tat een kegelsnedenbu.ndel twee ort!1ogona.le hyperbolen, dan 

zijn a::. l '.:: .;,zer,:?13.ren orthogonale hyperbolen. 

BewiJ.~!, ::-; o:p lco ingesneden bundelinvolutie heeft met de orthogonale 

involu.tie tvee punten:paren geme.en, dus val t er geheel mea samen. 

Is }! }~et snijpu.nt v"an de hoogelijncn AH en :BH van driehoelr ABC 1 

dan bestaat volgens de vorige stelling de kegelsnedenbundel) die A, B, 

C1 H tot basis:::)Unten en dus AH, BC en BH, AC tot tY1ee onta.ardingen heeft, 

geheel uit orthogonale hyperbolen. Ook de derae ontaarding is dus een or­

thogonale hyperbool, zodat geldt: De drie hoogtelijnen van e!:':'n drmoek 

gaan door een p> • .:mt. 

De ~ieetkunc'!ige plaats der middelpunten van de o:rthogonale hyperbolen 

door A,:S, C,H is de elfpuntskegelsnede van loo. Deze gaat door de dubbel­
punten van de op lco ingesneden involutie en is dus een cirkel. neze !llt: 
genpuntacirlr:el bevat de middens \,.an AB,BC,CJi,AHtBHYCH en de diagonaal­

punten van de volledige vierhoek ABCH. Daar blijkbaar de negenpuntscirkel 

de beeldfigu.ur is van de ~even cirkel bij een dilate.tie met Hals 

centrum en factor ·} is het middelpunt F het midden van (M, H) a.ls 1\! het 



middelpunt v1:1n de cmge~vt::·:1 eirkel is. 

On~.,.a ve::.. 1 . :Ce ne;rnnuun tac irke 1 i u :"'.eo::l df in~1·.:.r v:':l.n t.e omgescr.J:Wer. c irkel 
~--·- !,,,.i:... ...., 

bi j een diL:i.-tn tie met het zw:·,.1:.:i.rtepunt Z var: .~ i:\('. c1ls cer: trur:: en f::i.ctc:r 

2. re J:rti.Lten !,'1' Z '£:' H .liggen ir: deze ·volgorde op een rechte lijn 

( recr.. te van ::-:'::J.:.fil'') en wel geldt 

_,,M (· ,::\ :_,.1H(Z,P) : }'1 (?,H): 2: 1 : 3 • ., 
punten, dan gaan de negenpunts-

cirkels van ae r:r:i.ehoeken BCD, AGD, ,!,,BI' e:1 A:SC doer eib ~?unt. 

Stelling. Is een paraboo~ Jin driehcek ABC beschreven, dan ligt het 
brandpu.,.1t ? vaD. ? op de ~cl'reve!-: cirkel v;:m de driehoek. 

]ewi.4 s. ABC en ::'J 1J 2 z .i.jn twee cmgeoohre .. ren driehoeken v-an ~ , due "··, B, 

C,F zijn vie:r· pu.:~ten va.:n eenzelfde cirkel. 

tDe ath;,;.~,1~r:.le :n·c;:ecties van F o, de zijden van driehoek ABC liggen op 

eer. rer;J::tr:: ( r:. l. e;.e to::,raaklijn v'.ln ~, ) • I'e:3e rechte draagt de naam: 

recli:tf; ·\rG.n 5irrrsor~ o.:f :recl1te ·\l'·an ::·rallc:~ \J~ar: 7. 
'"'+ ~ 1 · - ,., ., v · -' · ' 1 'B~ · · d t d .::,.,e.1 ... 1np: • .Ls ee:::l vcra..,00.1 11 in a.r1enoe1~ ,-•. L: cescnreven. an ga2. e 

-··- ~ V , 

richtlijn r van~, door het hoogtepu~t H van de driehoek. 

Bewij ~ De in driehoek ABC bescr.reven parabclen VO!'l).1.en een schaar met 

loo als vierde basisrechte. De raaklijnen vanuit H aan ae exemplaren van 

deze so!1aar vormen een straleninvolutie .. Hiertoe behoren de lijnenparen, 

die H verci::1den met de diagonaalpunten ;,ran de volledige vierzij den der 

basisre0:1ten. :iJ3.ar di t drie paar loodrechte lijnen zijn, is de involutie 

ortho?:1:1::,y_J_, :: :::d:·:.:t ook de raal{lij:nen V?.,nui t H 2.an O loodrecht op elkaar 

staa,r~, C1:n fi :>p 1"9 ligt. 

► Op a:.£.§.._,_ ·y.,•,c:·i ,~ s: de re~r..-te van Simson van een pl.mt F op de omgescl-1.reven 

cirkeJ ·r,'"c::~ crte~:oek ABC gaat door het midden van (H, F). Di t midden ligt 

op de r: 2 ~::·::::c;;iunt s cir1{el. 

"::'2 :•: ::et 1.:idcel:pu1it van een poolcirkel van driehoek ABC, dan moet 

AX looc:- ~ ·~ht staan or de poolli jn BC van A enz. X moet dus met het hoog-

te::punt :{ ·JrJr::.env::::'.lJ.er.. Inderdaad heeft iec.ere c1riehoek een poolcir1cel. 

2.Ihl.a...If . .:A :::: 8 ,? c.e s·~raal van de 
I 

? 
poolcirkel, bewij2 dan, dat f- gelijk is 

aa.n cie h8lf·~ v:·.n de m.acht van H t.o.v. de O°:~::;e2chreven cirkel. 
Is O 1:Gt ,:,idc7e2.9unt van een orthogon2.le hy:perbool ir j dan is 

V 

OJ 1J 2 ee:n :)O0lc.r·ieh0ek van 0, zcdat iedere cirkel door O ha.rmonisch 

om~ beschreve~ is. Anders gezegd: de omgesc~reven cirkel van een drie­

haek is de r?1eetk,..i .. ndige pla::tts der middelpu:nten van de orthogons::tle pool­

hyperbolen va.n die driehoek. 
Elke cirkel door het i:1iddelpunt van een orthogonale hyperbool d 

is harmonisch beschreven om J • 0 is dan har;1~.onisch in ieder v2..n deze 

cirkels beschreven. Hier.;i.it volgt: de poolcirkel van een driehoek is de 
meetkundige plaats der middel9unten van de ingeschreven orthogonale hy-



perbolen va~ die dri0h,ek. 
0no-o, ve.,.. " ~,. e· · .: .: ~- ,~ i:::, t 'hn r " 1 -o .Z-~....:..:..~•.. .. .. ,- '' ... ~J ,. J.t.\. .. ::, ' ......... ••i..4.J... .1,,. 

volgcnde stelli:1Jen: 
, :.f1ct':und i.ge r.1et".1cden de 

a). "Pf"''• ,..,;r1rel r(;,·i ,-;,:,e: ,..,,,,,, ➔- .,~ <'+-T'."~t .. 1 ~-', e~'\ P(l'••·, ,,_;r•kpi X ( 1P1' ..:l,'r>ln1 •n·+· ·, 
~ ... --, ..... ...... .1.. .r~.. _ .. ,~ 1.,,. 1 .... _,...... .... •. , .. , 1>,.~ ................... ,.... ·"", ~-" ,,.. .. .i-,.4 ,.., .J.. _. _ U.. ...... ... ...... ,..,6 .• ,: .. -,., 1.i1 • , 

,.., "l 

s+ra!:11 .,,., "l,.,..,..,....,,.,el~ ~""''"' p01"ie:!+·,,,,..,,, c:·► "'7<1el ,•,,1,:• (j,t./•~ •,.·:) -- R'" 2Rr 'l,pt ~ -· ,;. l • '- - 4- •• <., '-' •• • • ·~- • l ··•· . ., •• •, \,·,:; -·· t ,,,, .~ ) 1, .l f,. ... • ± t ~ ,,L~ 

"•' pluste\ce?: Sta.at ,:tlS () 0en clr:r:geschreve~'. c:irkel en hi'.:!t ;;1inte 1rnn 8.] S () 
a.,CJ. -~~"'€r::,_n,.~~e:-:re1··· 1".,..,--:rol ,; ~\ 

·~ -J..{;:, ...... •••·• ·, .l C ~ h.-.- ... .1,..:,1 • 

"h,) F.en Cl.; r'.r""' r / "" 1· Cl.,,:; E·' '"" · --+ • ". '~ -·r·aa·J.~ ..!::--!.., . .. ~ ..i. ~---- '""' ,J,... \ ~'..:. ' .,.A, ,., ,.J.. >I -..i .. Ll .... - .. ' .... .J l,, 

de cir1r:el bl! (,;1iC:c:e1pur.t H, straal f' ) , 
c). :2en cirkel fj,, (rnidcielpur..t I~ straal 

~1) is l1:?.r:Jon:iscl1 besc11.rever1 _om 
"') .~ 0 

:::tl n ,:)'· 1: ~ •.r) -R<'.'. ... 2 ~:) .c. -- .,_, \ \"··ljl••·/ _, _.. I 111 ., I . 

r) is harL:onisch beschreven in 
de l"\'1 v-i.- "'l ('l ,' ·:,-i dr1 1 + tr at.,., " ,"'I ' r,. 2 ( rr T'\ ,")2 2'1"'2 ,... ___ ,.1:= ,"\\.L.i. .. e pun_, .. , ~- ~aa ... r' ;, als ')"" ,!, ... , ::. y + _ • 

?.!.Bev,ijs onder gebruikmali:ing Yan O}?[;C.ve 1 door toepassing var;, de 

zwaartelijr:i'or:·1~le in driehoek iJiI: de negen:91 ... u:tscirlcel van een driehoek 

rie.kt ::Ci.an c1 e i1:- en :,:angcschrever. cirkels van de driehoek ( stelling van 

Feu· Pr"·'' c ... , \ _.., ..... ...__L_,·C,i. ·',."I* 

.1~. Is ? een •.,-3,st punt op een kegelsnede O en zijn A1 en A2 
tviee V€!.'':1.oerlijke punten van O, die zo gekozen zijn, dat PA 1 _L, PA2 , 

dan ~:a':lt A1A2 door een vast punt Q (het '!.:mnt v::m Fr~g,i..@.£ von P). 

Bewijs :1.:..t : 

'.3ij ? een :niet op ae kegelsnede 1f gelegen punt. Door P trekt men 

een variai,ele reel: te L, Zij n de richting _L l; de poollijn m van E 

sni j Ct l, in een pu.nt X" 

2 -rr2,ge:1 r..aar de meetkundige l)laa ts van X. 

,/ 
/ 

/ 

Ic/1 



Is K het oneige:nlijke punt ,,an l, dan is H(E:M, J 1J 2). De po(>llijn a van 

,ran M'. gaat door hat middelpunt C van J' .. Draai t 1 om P, da.n geldt: 
1 7t' K 7'., M 7' m .. 1 en m doorlopen dus projectiEr.re st:ralenbundels; het snij­
punt X beschrijft dus een kegelsnede r met Oen Pals fundamentaal:punten. 

De poollijn x van X gaa.t door M, zodat x .l l. Hierui.t volgt: r is de 

meetkundige plaats der punten X, waarvan d.e -poollijn loodrecht staat o:p 
PX. De on.eindig verre punten en de assen van l behoren tot r J i:mmers 
de poollijnen hiefvan vallen met de andere as samen. r is due een ge~ijk­
,?ijdige hy:perbool, de hyperbool van Auollcnius. Deze ga.at door P, en door 
O; de as:ymptoten zijn evenwijsig aan de assen van 3'. Is Q een snijpunt 
van tJ en r, dan staat de raaklijn in Q loodrehct op PQ, m. a.w. PQ is een 

normaal van de kegelsnede t . Door een punt P gaan dus vier normalen; 

deze zijn niet noodzakelijk alle reeel en niet met passer en lineaal 
.construeerbaar. 

Voor d;.; :proj '-icti..._ v-..; m,..:utkundu in d;., driudimvnsionalo ruimto stvllun Wu 

de volg~n o axioma's op 
a) Door twcu vurschillundo punt;.;n gaat con lijn. 
b) Door drio vcrschillcndc punton, dio ni~t op conzolfdc lijn liggen, 

gaat Son vlak .. 
c) Ligt cen punt op con lijn en doz~ lijn in een vlak, dan ligt het punt 

in dat Ylak. 
d) Liggcm twee vorschillenae punten van een lijn in ocn vlak, dan ligt 

do lijn z.::lf in dat vlak 
~c) Bij een lijn en een vlak be~taat altijd ten minste een punt dat op 

bcidc ligt .. 
f) Op elke lijn liggen ten minste 3 verschillende punten. 
g) In elk vlak liggen ten minste 4 verschillende punten waarva.n er geen 

3 op een lijn liggen. 
h) Er bestaat een vlak en een punt dat niet in dat vlak ligt. 

(vergelijk do axioma 1 s van pag. 6) 

GrondbegriJ,)"pen zijn dus: punt en ( a.angeduid met A, B, ••• P, ••• ) , lijnen 

(aangeduid met a,b, ••• 1, ••• ) en vlakken (aangeduid door,)(, 0 , O , ... ), 
benevens het incidentiebegri:ra .. In feite hebben we met drie verschillende 
incidenties te ma.ken: punt incident met lijn 1 punt incident met vlakt 
lijn incident met vla.k, ·7e gebruiken voor deze drie begrippen hetzalfde 
woord incident en dezelf de ui tdrukking 11 liggen in 11 of 11 gaan door 11. 



In het platte vlak: beaton.d een zetere dualitei t: door in 4• ~aldce 
axioma•s de woorden "puntu en ~lijn" te yerwieu,elwn ontstonden uit de 
oude axioma's afle1dbare etellingen. In de ,1aate van dit vlakke 4Ya~i­
teits~c__g,insol treedt hier een ruipl.telijk dualiteitsbegi~selt de etellingen, 
die ui t de axioms' s a ••• h ku.nnen word en af geleid door de woorden ":punt 11 

en "vlak 0 te verwisselon, zijn uit die axiom.a's bewijsbaar. 
Ovme~k~n,g. Voor w~ die verwisselingen uitvoeren vervangen wo eerst alle 
uitdrukkingen "liggen op", "liggen in 11 en "gaan door" door "incident zijn 
met::. Het woord "lijn II la ten we staan. 
Bo,;;ij s van het ruimtelijk duali tei tsbeginsel: 
a') 1'rlee verschillende vlakken ()(en~ hebben altijd een lijn gemeen. 

Immers; volgens b kunnen ~ en t:\geen drie niet op een lijn gelegen 
punton gemeen hobben. Volgens g) beataan in o< vier punten, waa.rvan 

t geen drie op een rechte liggon. Da 6 zijden van de door aeze punten 
be:9aalde volledige vierhoo!r: anij den volgens e) alle het vlalc /.l • 

Daa.r de 6 snijpunten niet alle kunnen versehillen hebben 0( en ~ 
teniainste twee verschillende punten, dus volgens a) on d} een reoht• 
gemeen. 

b') Drie verschillende vlakken ~ , ~ , ){ , die niet door eent:elfd• lijn 
gaan, hebben een punt gemeen. 

Immers: De snijlijn ( ol , (!; ) snijd't O in ~6n punt. 
c') Gaa.t een vlak &( door een lijn l en gs.at l door oen punt P, dan gaat 

'X door P. 

d I) 
Dit is het oude axioma o). 

Gaan de twee versohillende vlaldcen tX en ~ , die een lijn 1 se•.e.enhebben 
beide door een punt P, dnn ligt Pop 1. 

Immers de vlakken o< en {') hebben 1 tot snijlijn en heb'ben 

buiten l geen punten gcmeen (volgens b) en f)). 
Bij een lijn 1 en een punt P bestaat altijd tenminste een vlak dat 
door beide gaat. 

Ligt P niet op 1, dan is er volgens b) en f) juist ,en zo•n 
vlak. Ligt Pop 1, dan voldoet volgene ~) elk vlak door 1). 

f') Door elke lijn 1 gaan tenm.inste drie verschillend& vlakken. 
gt) Door elk punt gaan ten minste 4 vlakken, waarva.n getin drie door e&n 

lijn ga.an. 
De beHijzen hi~rva.n verlopen door een redenering uit hat 
ongeri jmde. 

h 1 ) Zelfde als h). 

Opdat de ru.imte-meetkunde een uitbreiding is van de vlaklte meatltwl.~, is 

hat nodig een bewijs te geven van de volgen:l.e. 



Stelling: In ieder vlak t';;i( van de ruimte gelden de vroeger opgestelda 
vlakke axioma's. (pag. 6). 
Bewijs: A is hetzelfde als a) 

A I s zijn l en m twee re ch ten in hat vlak ?( , dan bestaat er een 

punt P bui ten t'( • Het vlak /4 door P en l snijdt .,< volgens 
l, en m volgens een punts, dan blijkbaar op 1 ligt. 

Bis hetzelfde als f). 
B': in ex liggen 4 pu.nten volgens g), zodat door 2 hierva.n te 

verbinden een lijn in ct ontstaat on nog 2 niet op deze lijn 
gclegen :punten. 

C is hct axioma van Desargues. P~k git is met behul] van de 
!',B.imtelijke axio~' s. ,te bewijze.n... 

Zijn n.l. ABC en A•B 1 C' de gegeven puntperspeotieve driehoeken in 0( , zo­
dat AA' ,:BB' ,CC' alle door O gaan, dan kiezen we een punt S bu.item .;?( en 

1en punt S', eveneens bui ten tx , zoda t OSS' een rechte lijn is. De lijnen 
SA en S1 A1 liggen beida in hat vlak door GSS' en OAA', du.s snijden elkaar 
ergens in A·:, niet in o( gelegen. Zo bestaan ook: de pu.nten B11 ( enijpu.nt 
van S:B en S'B') en C"(snijpunt van SC en s•c•). Stel h&t vlak /;i door 
A 11 B11 C11 snij dt cJ... volgens de lijn l. 

,A"B" ligt met AB in het vlak SAB, dus snijdt AB 1n een punt R van 1. Z• 
snijdt A11 B11 ook A'B' in een :punt R1 van 1. Daa.r R het enige punt \ran l 
is dat op A11 B11 ligt, is R = R', zodat AB en A•B' elkaar op 1 snijden .. 
Om dezelfde reden snijden ook AC en A'C', evenals ~C en B1 C• elkaar op 1. 

Het op pag. 8 ingevoerde axioma D nemen we ongewijzigd over, dit 
axioma hebben we nodig om van het te constru.eren grondlichaam te bewijzen 
dat de karakteristiek / 2 is. 
Ook in de ruimtemeetkunde noemen we de verzameling van alle punten van 

len lijn een Ru.ntreekaf de lijn heet de drager. Snijden de lijnen 1 en m 
elkaar, dan kunnen we va.nu.it een punt C van het door 1 en m bepaalde 
vlak de puntreeks van l projecteren op m. Twee op deze wijze samenhangende 
pu.ntreeksen staan in persEectief verband tot elkaar. We noemen de punt­
reeksen op tv1ee dragers l en m ( in het algemeen kruiaend!) :a,ro_j,ectief, 

wanneer een aantal puntreeksen met dragers x1 ,x:2 t ••• xn bestaat, zoda°' .. 

1 = x1 en m ~ xn, terwijl x1 met x1+1 perspectief is voor elk~ i=1 ••• n-1. 
We nemen in de ruimte het axiome. E • van de vlakke meetkunde over { vgl. 
pg. 18): Habben twee collocale projectieve puntreeksen drie punten ge­
meen, dan vallen ze geheel semen. Het axioma E, dat in het platte vlak 
niet gebruikt wordt nemen we in de ruimte niet over, we hebben aan het 
minder eisende axioma E -I' genoeg. ( In de reele vlakke projeotieve meetkunde 
is E tegelijk met E.., geldig~ in de cQ1D,,p±exe vlakke projeetieve meetkunde 

geldt E* wel, doch E niet, zoda.t hierui t volgt dat E geen consequentie 
van E *is!). Axioma E ;.ku.nnen we ook in de volgende vorm brengen: Voert 
een projectieve transformatie ,,.. de pu.ntreeks van l over in de :pw,.treeka 
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van l' en worden daarbij de punten A,B,C van lop de punten A',B',C' 
vo.n l' af'gebeeld, dan is Tr de enige projectieve transform.a.tie met deze 

eigenechap. Imm.era, stel dat Tf 1 en Tr 2 beide voldeden, dan was _, 
TT 2 TT 1 een projectieve transforn:i.atie van lop zichzelf, die A,!,C 

tot dekpunten heeft en dus volgens E JI!, de identi tei t is. 1i 2 _, TT 1 =1 be­

tekent TT 2 = -rr,. Volgens de redenering van pag. 47 blijkt dat de st•l• 
ling van Pa.ppu.s in het platte vlak een gevolg is van E ~. 

In de vlakke meetlcu.nde geldt verder (Hessenbers)s 
He·t axioms. van Desargues is te bewijzen met behulp van de &telling Tan 

Pa:ppus. 

13ev,i,js. 

IJ 

t 

0 

Laat ABC en A•E 1 C' de puntperepeotieve driehoeken zijn met oentrwn o. Ia 
P het enijpunt van BC en B'C', Q dat van AC en A•c• en R dat van AB en 
A1B•, dan moet bewezen worden dat P,Q,R op ,en lijn liggen, 
La.at X het snijpunt zlln van QR met OBlPi AX snijdt A10' in L, LB' ,mijdt 
AB in N. Uit Pappu.s (B•iri:) volgt dat ~N door Q gaat. Besohouwen we nu 
de Papp11s stellingen <~Wc) en <'f::0~), dan blijken towel BC ale B'C' 
door het snij:pu.nt van QR met ?ffi te gs.an, Hierm.ee is de stalling bewezen. 

Een eenvoudig direct bewijs dat het axioma van Desargu.es ui t E..,.. af .. 
te leiden is, zonder tussenkomet van de stelling van Pappu.s, is het vol­
gende: 
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\ 

Het puntviertal OEB 1 B11 wordt in OCC I en ove:-gevoerd doer eerst va.nui t R 

te pro;jE',cterer.. op OAA 1 A11 en dan vanuit Q op OCC 1 C". De viertallen zijn 

dus pro~ectief. De projectie uit P voert reeds 0BB 1 in OCC 1 over en 

valt du;:, met de vorige :projectiviteit samen, zo~at .B'1C11 dC1or P gaat .. 
I " + ~ ...... 1 k 1 • • h .,_ . -n ,ii,1i "' .,_ • n l:.e v J:.1 a,, ... e: Y a i:unnen we na invoering van e .. a:n.oma t. r.e .. ax1oma 
var. l~esarg,J.es 1::lijkbaar missen: in de ruimte is Desargues ook zonder 
"r< 1 .-.1 · 'b .t, a:t eia. aar. 

In de r~~ir::temeet1ru.ndc zijn grondbegri:.ppen: punt__, ~li_jn,, .Yill (nuJ.de trap). 
,.--re defir~ieren ~te:·~_·c1er: 

: ) tn.r::1t:re€'ks (alle u:m.ten van een liJ'n) 
______,,_ - ·- - -- ..I. 

2) str::i=-.212.Eaa;er ( allc lijnen in een vlak en door een 

3) v:..a:-:'<~,~.n73,ai =c:-::' ( alle vlakken door een lijn) 

4) ~-E:<: .. q_ (alle ::punten van een vlak) 

5) str::i.lE.:.:sch9of ( alle lijnen door een punt) 

6) ~:r:.::,:_eld ( alle lijnen in een vlak) 

7) vlakk,eJ.:.:=iS.£.£9f(alle vlakken door een :pu...11t) 
8) puntruimte (alle :punten van de ruimte) 
9) vl~l~k_e.r.._rui!!lte ( allo vlakken van de ruimte) 

] 
figuren van 

punt) <la eerste 

_) trall 

l 

~ figuren 

j van de 

tweede trap 

figuren van 
de derde :trap 

Tengevolge va.n het ruimtelijk du.ali tei tsbeginsel staan deze ve:i:-za­

t.wlingcn paarsgewij ze duaal tegenover elkaar. 

0·),::;aE.. Geef deze tcevoeging aan .. 

In de ruirnte staat naast het vlaklce dualiteitsbeginsel [n elk vJ.ak 

het schoofdualiteit_sb~ginsel in elk punt. Dit ontstaa.t door eerst het 
ruim.telijke, dan he·, vlakh:e en dan weer het rt:i.imtelijke dualiteitsbe­

ginsel toe te passen. 
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De belang-
rij;:ste bewerkingen in de :,roject:ieve meetkundc ::ijn: ver-binden en 
::mij der ... Ver bin den met ecn ::nm t en sni,j don :net ee:n. vlak zijn duale be­

verkinGen. Verbinden ~et ecn lijn en snijden met een lijn z1jn evenaens 
e.11:ial. Door bcvenstaande verza:11clingen 1) ••• 9) te verbinden of' te snijden 

met ccn :punt, ee:r~ rechte lijr:. cf eer. :plat Ylak, i;ntstaat weer e~n der 
vcrz,amelingen. 
0~)•.;a ven., 

1. .a:; .kriigen we aol::tereenYclgens als we ee:1 puntveld. Yerbinden met 
een rr:.mt en dan sni j den met een vlak? 

2. :8n wat als we een puntreeks verbir.den met een lijn, vervolgens snijden 
met ecn vlak en nog;:mals snij den met een vlak? 

Ilaar in ieder vlak de vroegere axioma•s gelden, bezit ook de r..:i.im­

telijke projectieve mcetkunde een grondlichaam, waa:r·voar we weer het 
lichaam der comple:;,;:e gctallen nemen .. 
Het begri:p 11 dubbelverhouding van vier punten" wordt op dezelfde manier 
ingevoerd als in het platte vlak. Door een viertal punten A1,A2,A3 ,A4 
van een lijn s te verbinden met een punt P ontstaat een viertal lijnen 
l-; 1 12 ,13 ,14 ; door deze nogmaals te verbinden met een punt Q ontstaat 
een viertal vlakken !)I' 1, .,< 2 , .;)( 3 , q 4• '7e d.efinieren nut 

Ti•;/ 1 1 i ~ ) :::: DV( ' /J ,·. ", 1 
~\~ ~ ~-~~•• ,h 11 A?A)A4, 

l ~ --' '+ ~ 
en 

DV(.X.,()c.?Q(.,O(,) = fiV(A 1A2A3A4 ). 
i - .5 it 

- 1c'1e spreken dus cok van de DV van vier stralen van een waaier (evenals 
in het platte vlak) en van vier vlakken van een waaier. Dat de DV(l112~314) 
niet van s afhangt, is vroege:,· opgemerkt ( zie pag .. 30 regel 8 V• o.). 
Opgave. Bewijs dat de DV(o<f"2n:30<4 ) alleen van de vier vlak;cen en niet 
vans afhangt. 
Definitie. 0:nder een projectieve transformatie van de ruim.te verstaan 
we een eeneenduidige trans:fon:natie, die pu.nten in punten, rechten in 
rechten en vlakken in vlakken overvoert, en die elke puntreeks in een 
daarmee projectieve puntreeks overvo.ert. 
Stellin5 ~ De du bbel verhouding van vier :9unten van eon punt:reGks, van 
vie:r lijnen van EL:,n waaier en van vier vlakken van een waaier is inva­
riant tegenover projectieve transformatie van de ruimte • 
. ::.."Qg§..Y.~.. Bewi j s di t . 

Vroeger hebben we een projectiviteit gedefinieerd tu.ssen twee vlak­
lren 01.. en ;: ; dit is een projectiviteit tussen twee puntvelden e• tussen 
ti;;e0 stralenvelden. tok is gedefinie&rd een correla.tie tussen een :punt­
veld en een stralenveld .. Op dezelfde wijze kunnen we een projectieve 
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bvtreltking definieren tussen twe1.. wil.:.ekeurige figuren van de tweE.:de 

trap, zijn dit verschillcndc figuren, dan noemt men dit a.lgemeen een 
corr-clatie. - .. "-"·---·•-..... 

Du.aal tegenover de ,rojectieve transformatie van de ruimte staat 
de ruirntelijke correla_tJ.~. tussen e.:.:n punt.ruimte en een vlaklcenruimte, 
waarover later me~r. 

OpgEtv:._e_n-!. 
1. Definieer de correlatie tussen een stralenschoof met top Sen een 
vlak::;:enschoof met top T. Bewi j s dat d.:. ze e n cor:r·elatic ind.Jc.;1.;rt tus­
sen de vlak1._enschoof S en de: stralenschoof T ( vgl. :pag. 66). 

2. Definiee:r de corr-t:datie tussen het :puntveld van het vlak ex. en de 
vlale:rnnschoof door het punt S. r1clke corTelatie wordt hierdoor geindu­
ce~x·d? 

Eon kegelsnede "fin e0n vlako<. kan opgevat worden als kromrne van 

de t"lirncde gra.-;1,d ( puntenkegelsnede) E:n als kromrne van de tweede klasse 

(lijnenkcgelsned~). In de ruimte komt er nog bij de beschouwing van 0-
als vlakkenkegelsnede: olk vlak door e~n raaklijnf noemen we een raak­
~ aan r·. 

:?untekegelsnede en lijnenkegelsnede zijn duaal in het vlakke du­
aliteitsbeginsel. Krachtcns het ruimtelijk dualiteitsbeginsel staat 
duaal togenover een pm.t1.;nkegelsnede een vlakkenkegel, ~ tegenover 
c0n lijnenkegelsnede e~n h,jnenkegel en tegenover e0n vlakkenkegelsne­
de een _2Untenkegele 
Opga_ye.n.. 
1. Definieur de vlakkenlcegel, lijnenkegel -en pu.ntenkegel. 
2. Hoc luidt de st el ling van Pascal r~sp. Brianchon voor kegels ? 

3. BeHijs dat vlakkenkegel en lijnenkegel schoofduaal zijn. 
4. Beschrijf de poolvernantschap t.o.v. lregels (het duale van de vlak­
ke poolverv.iantschap). '.7at is e,:;n pooldrievlakshoek,? 

::::~en ruimtelijke corrE;latie is e ,n eeneianduidige afbetolding cp van 
evn :puntruimte op een vlak1rnnruimte met de volgende eigenschap9en ( vgl. 
pag. 66), 

a) aan elk punt P is e1..n vlak 'f P toegevoegd. 

b) zijn A,B,C en D vier punten,door een lijn 1, dan ga~n de vier vla.k­
k0n •tiA., <f·B, !pC,!f,D door ~en lijn (die we met<fl aanduiden), en wel is 

( ABCD) == ( If A, If B, Cf C, '{' D) • 
Ui t deze defini tie volgt: de lijn, l is door de punten A en B 

van 1 re"ds ondubbelzinnig bepa.ald, n. 1. a.ls de snijlijn van r A en pB. 
Voor twe1:: ander c punten C en D van 1 valt de snijlijn van y-c en fD 
met die van 'f A en fB samen. Du.a: 
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c) a.an ~lke lijn 1 is e0nduidig e0n lijn fl toE:gevoegd. Habben l en m 

nu e"'n punt P g1.;meGn, dan lig;;en zowel f 1 als l/m in het vlak }' P. An­

ders gezegd, ligJtm l en m in e,-'n vlak O{, dan ge.an yl en tf m door ei:ln 
punt , dat we m ... t y .'I< aanduiden. Zijn l ,m, p, q vier vrij geleg-:.n lijnen 

van vlak .:I. , dan zijn ~ l, y m, '/P, 11 q viE:r lijnen, die elkaar alle twee 
aan twc .. snijd8n. Ze ku.nnen nh:t alle in e-.:n vlak yx liggen, daa.r dan 

im.;o,.1ers l,m, p, q door X zouden moeten gaan. Dus fl, f•m, f p, fq gaan door 

ien punt r"': ! Daar het snijpunt van y1 cnrm dit punt rewds bepaalt, 
geldt: 
d) a3.n elk vlak o< is ecmduidig een :punt fo<. toegevoegd. 

Een corr·elatie is blijkba:.::..r e .:;n afbealding, die aan elk grondele­

ment van de ruirate het ruimtelijk du.ale toevoegt· daar incidenties be­

houden blijven, geldt di t tevens voor figuren van de e,Jrste I tv,eede en 

derdc trap. De eigenschap, analoog aan b) geldt ook voor vier stralen 

van e,"n waaier en voor vier vlakken van een waa.ier. 
_Opga v~. Bewi j s di t. 
Het bogrip correlatie is dus mat zichzelf dua.a.l. 

De inverse van eun correlatie: is wear een correlatie; de corre­

latic heet involutorisch, als (f = y:- 1• We beaehouwen in het volgende 

uitsluitend involutorische correlaties. 
Ee)j involutorische correlatie f , met de eigenschap dat elk :punt P in 

zijn ei gen beeldvlak ff P ligt, heet een nulcorrelatie. '.".'e onderstellen, 

dat in het volgende ~ ge .. m nulcorr-elaties is, due dat ten minste een 
punt bestaat, dat niet met zijn be:ldvlak incident is. 

Ligt Q in het vla.k (f P, dan heet Q met P geconjugeerd. Dan is 

yQ met V1/ P = P incident, zodat dan ook P met Q geconjugeerd is. Deze 
relatie is dus sym;.1etrisch. Alle punten, die met P geconjugeerd zijn, 

vormen het puntveld in lf 1?. De :punten, die geconjuge0rd zijn met ,!lli 
punten van een lijn 1, vormen de lijn fl. Er is slechts een punt ge­

conjuge, .. rd met alle punten van een vlak o< , n.l. het punt <fl°'. 
Gaat o< door het punt</''(:> , dan heten 0< en /:J geconjuge rdt di t is 

een s;yrnmetrische relatic tussen vlakken. De vlakken, die geconjugeerd 

zijn met een gegeven vlak o<. ga.an alle door het :punt '{,;!..: de vlakken, 
die geconjuge.rd zijn met~ vlakken door een lijn l, gaan door de 
lijn q-, 1: er is juist een vlak geconjuge. ,rd met alle vlak\en door een 

punt P, n .. l. het vlakfP• 

Sn:ijjt l de lijn f m, dan heten l en m geconjugeurd. Ook di t is 
e1;;n syr,1.u.etrische relatie. De lijnen, die geconjuge·,rd zijn met ~ 

lijnen door een punt P lig3en in het vlakf P; de lijnen, die geconju­

gc0rd zijn met ~ lijnen van een vlak o< , gaan door het punt tfo<. 
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Do involutorische ruimt1.:lijko corrolatie <f (die ge-.m nulco:rrelatio is ! ) 

g~bruiken We om ruimt~lijkw figur~n t~ d~finier~n, analoog aan de kegol­
snt.:di...n in h1..t platt1.: vlalc (vgl. pag. 67, r0gt:l 13 v.o.) • p b1.:paalt n.l. 

"-11 kw2.dri1.;.k \ 1 , di:.,; als volgt gi.:d1.:finiw .. rd wordt: 

l.,),..n J2_unt van -r is c,.;n zvlfg1.:conjugeurd punt van ff 
1.;..,n raakli_jn van 7-, is -..:,..n Zi..;lfg...;conjug..:'"'rd"' lijn van i;t 
~~n !.§1.akvhl vanT' is ~~n zwlfg1..conjug~ .... rc vlak van~ 

··c spr-..lc1.;n rvsp. van l"1 a.ls ..P.H,nt;.;nkwa.drii::k, lijn\;;nkw,adr~ wn vlakkon­

:kJv,adr_i ... ~; <f h0.., t du 12oolcorr0lati1;;; t. o .. v. T' . 
Is o( g1;.; _n rac:.kvlak van T' , dan is aan ill punt P van C>( e ... n vlak 

(/) P IO', to..:.g,,;V01..:gd, dat o-:.. volgwns \:--n lijn </-x P snijdt. Je'()(. ~ bt:vat allo 
in ot ligg1.mdi:.; ,,;n m1..::t P goconjug ___ ..,rd1.. puntun ... :Blijkba,,r is '/ in o< (h..;n 

f vlaklrn involutorischt: corrulatic; d0 zelf geconjug1;; .rd..: punt on van 'f' .x 

( div ook Z1Jlf g1,.;conjugi..;..;rd zijn voor p ) vormcn 0~n kug.;;lsncdo df)(.. Di t 

lDv0rt do volg~ndu 

Sti..;llin_g. Elk vlak O{ dat ;-r nL ... t rs.2.kt, ho--ft mvt dE: puntunkwadriek 

C:,..;n kvge:lsn1,.;dG Oc,,.. gl)m1..:1..,n. 

E\;;n raaklijn 1 aan JD'-is i:.:0n zvlf guconjugu-;rd1.:: lijn in d-.: vlakke corru-
' ;f" ()I. latio ''f' • Is P hvt raak'punt, dan is l = t/ P, zodat hut vlak r, P door 

1 gaat. Hh.ruit volgt, dc:.t tf l door P gaat, dus l snijdt 1..;n bijguvolg 

zulfguconjug~ord is. Dit is du 

St0llin,3.. Elk vlak c,,,: dat f1 niut raakt, h..;,.,ft mut d.J lijnonkwadriok dw 

lijn1..;nk-..;gvlsn0d1..: /r.1- g0m~.n .. n. 

Door toopassing van h1..t ruimtvlijk dualituitsb0ginsol ontstaan 
uit bovvnstaandu st0llingun: 
Eon vlakl{.:.mschoof, waarvan dw top P ni1.:t •P T1 ligt, h1,;uft mut d1.:: vlak­

kcmkwadriuk (;;...;n vlakkunlcvgol 1'p gvm1;-.:nf 

Eon lijn0nschoof, waarvan du top P niut op P ligt, hu0ft mot d~ lijnen­
kvvadrivk 0vn lijn~nkwg1,,;l l'p g1.;m~~n. 

Andurs g0z0gd, du raakvlak::un, ui t O,..;n punt P aan u.:;;n k\vadriok aange­

bracht, vorm~n tuvuns dv raakvlakk~n aan e~n k~gul met Pals top; de be­

schrijvondon van d~zu kugul zijn d~ raaklijnGn uit P. 

Is 1 e~n raaklijn aan f"l, dan is 1 zulfguconjugecrd, m.a.w. l 
snij dt lf 1. Is A h ... t snij ,)Unt I dan zal hut vlak <f A door 1 on f 1 gaan, dus 

tovons A bavatt,::n. A is dus cun punt van r un 'f A oun raakvlak. A is hut 

i . .migu punt van T1 , dat op l ligt. Im. 1.ors buvatt1J l nog o .. n two-.:do z1-;lf­

guconjug0'-'rd punt B, dan ging e(B door B .:.:n door y1, zodat <.fB h1Jt vlak 

door 1 en y1 was, dus mot ff A samunviol, hutgo ... n niwt kan. E1:.m raaklijn 
bvvat dus sluchts i:~n :punt van T"" ; door ...:lk...: raal{lijn gaat sl..;chts ~ln 
raakvlak ve.n O • D1.:1 lijnun l, di .... g..;hu ... l mut 'fl samvnvallon, hubb1.m 

wu tot nu to~ buit~n b0achouwing gvlat~n. 
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Op elke jn min ex die geen raaklijn is wordt door de vlakke correlatie 
1/ i:.x. een involutie van geconjugeerde punten bepaald, die de twee snij­

:punten van m met °" tot dubbel:punten heeft. Deze involutie bevat ook de 
:paren punten, die geconjugeerd zijn ten opzichte van de ruimtelijke 

--, 
correlatie ¥-. De jn m snijdt I dus in twee punten, die samenvallen 
als m jn is; de geconjugeerde pur.rten van m vonnen een involutie 
die deze snijpunten tot dubbelpunten heeft. Duaal: door elke lijn gaan 
twee raak:yl,~V}r::m aan T7 , die samenvallen als de lijn raaklijn is; de 

geconjugeerde vlakken door m vormen een vlakkeninvolutie, die deze raak­
vlakken tot dubbelvlakken heeft. 

Als een lijn l met tp l samenval t, dan noemen we 1 een beschrijvende 

van .. Is X eE:n punt van 1, dan gaat f X door f 1 1 dus door Xj zodat 
X zelfgeconjugeE:rd is. Alle punten van een beschrijvende zijn dus punten 

-7 
van I • Duaal: alle vlakken door een beschrijvende zijn raakvlakken van 

r. 
Zij DI.. een raakvlak aan I' ; het :punt A = 'foZ ligt in o( •· Is 1 een 

lijn van o<. , riet door A, dan is 1 een lijn door A, niet in o< • Het 

beeldvlak </ P van e;:sn punt P van. 1 gaat door ~ 1 en snijdt o<. volgens 
een lijn p door A. De toevoeging p = l/o( P is nu een ontaarde correlatie, 

omdat de beeldlijn p van ill van A verschillend punt P steeds door A gaa.t,. 
Stel ? snijdt 1 in P 1 • Als P de jn l doorloopt, draait ,'? P om (~ 1, 

J 

a.us p om At zodat ook P* de lijn 1 doorloopt. Hierbij is P ]\'- 1F P,tp 7iP1 • 

z:odat op l twee collocale projectieve puntreeksen ontstaan, met twee dek­
punten S en T., De lijn SA = a is nu een beachrijvende van ·t·· , immars tp s 

is de snijlijn van ~ S met A ~ v. , waarbij ;j) S het vlak door s en i is. 

Elk raakvlak bevat due twee beschrijv,mden. 
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Duaal: door elk punt van -r'gaan twee beschrijvenden. Het vlak o<. door twee 
elkaar snijdende beschrijvenden is e~n raakvlak, hun snijpunt A is een 

1punt van T1 . A = yc,<. heet het raakpunt van ~ J IX'.'. == f A heet bet 
raakvlak in A. 

--, --, 
Het raakvlak l:X. in ~€n punt A van/ snijdt I volgena twee beschrij-

V8nden a 1 ,a2 • Is ~1 een niet in o( gelegen punt van I', dan snijdt het 
raakvlak p in B J volgen~1twe1;,; b1:;schrijvenden b1 , b2• De :poollijn y;> l 
van de lijn 1 = AB snijdt / in de punten Pen Q. Daar 1 door A en B gaat, 
is 11 de snijlijn van o( en (3, zodat Pen Q beide op (a1 ,a2) en op 

(b1 ,b2 ) liggen. Stel Pis het s~ijpunt van a1 en b2 , dan kan Q niet op 
a1 liggen, daar anders het vlak APQB de twee raakpunten Pen Q zou moeten 
i1rzitten. Om dezelfde reden ligt Q niet op b2 , zodat Q het snijpunt is van 
~ en b1• De 4 punten A,B,P,Q liggen zeker niet in een vlak, daar dit 

ft. vlak dan elk der 6 hoekpunten van de 
gevormde volledigt' vierhoek tot 
raakpunten zou mo~ten hebben. Dus: 
de beschrijvenden a1 .b1 kruisen 
elkaar, evenals a2 ,b2• Door het 
punt B over 11 to varieren blijkt: 

door elk punt van ·r gaat 8en beschrijvunde die a2 snijdt en a1 kru.ist 
0.n een beschrijvende die a 1 snijdt en a2 kruist. Zo ontstaan twee 
!!_.telscls van beschrijvenden of reselscharen. Twee lijnen van eenzelfde 
stelsel kruisen elkaar; lijnen van verschillende stelsels snijden elkaar. 

E8n reg~lschaar wordt door drie (elkaar kruisende) beschrijvenden 
►stgel~gd. De andere regelschaar b~staat uit de transversalen van de 
drib ebgevbn lijnen.Zijn a1,a2 ,a3 ,a4 vier lijnen van een regelschaar 

p en~ en q twee lijnGn van de andere 
regelschaar van dezelfde kwadriek, 
dan is het vlak door pen a1 het 
poolvlak: van P1 , zodat de waaier 
van raakvlakken door p projectief 
is ~et de puntreeks der raakpunten 
opp, De lijn q snijdt het raakvlak 
van Pi in het punt o1, zodat 

(P1P4P3P4) = (Q1Q2Q3Q4). !ms: 
Een regelschaar bestaat uit alle 
lijnen, die corres~onder~~de punten 
verbinden van projectieve puntreeksen 
op kruisende drager,s. 
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Duaal: 
~en reg~lschaar bestaat uit de snijlijnen van corresponderende 

vlakken uit projbctiev& vlakkcnwaaiers met kruisende dragars. 

Een rechte lijn, di~ m8br dan twee punten met een kwadriek~ I' 
ge:me€n he:(:ft, ligt geheel op I en is ebn beschrijvende. Een lijn, die 
gbbn beachrijv~nde van T' is hbeft tw~~ punten met T1 gemeen, die samen­
vallen als d~ lijn raaklijn is. 

Als / reblc puntcn, raakvlakk~n en raaklijnen bezit, zi~n de 
bbSChrijvenden van r·1 niet noodzakelijk r~eel. Bevat I reele regelscharen 
dan noemen Wb T1 een hzyerbolische kwadribk, anders &en elliptisch~ 
(of ovale.) kwadri~k • .t.ien kt:gel is te beschouwen a.ls f:ien parabolische 

~puntbn-)kwadriek met twe~ samenvallende (ontaarde) regelscharen; een 
~egelsnede is een (vlakken-)kwadriek mbt twel':: samE.lnvallende (ontaarde) 
re ge 1.s charen. 
Opgave. De vier hoogtelijncn van een viervlak zijn vier beschrijvenden 
van een regelsch~.ar. De vier lijnen, door de hoogtGpunt~n der zijvlakken 
loodrecht op die zijvlakken opgericht, behoren tot ie toegevoegde regel­
schaar. 

Elk vlak snijdt een kwadriek volgens een (eventueel ontaa.rde) punt­
kegelsnede. Ook het omgekeerde geldt: wordt een oppervlak !door elk 
vlak volgens een kegelsnede gesneden, dan is dit oppervlak een kwadriek. 
Bewijs. Een lijn l snijdt T' i.h.a. in 2 verschillende punten (Waarm-.?); 
de punten A en A• van 1 heten geconju~eerd t.o.v. T 1 als A en A' behoren 
fot de involutie, die de snijpunten van 1 met I' tot dubbelpunten heeft. 
Allo m1::t A geconjugeerde :puntE:in liggen :i.n ebn vlak f A, dat de poollijnen 
bevat van A t.o.v. de kegelsneden, volgens welke ~e vlakken door A r-1 
snijden. 

Zijn verder A,B,C,D vier punten van een lijn 1, en snijden de vlakken 
~ A en l/ B elkaa.r volgens de lijn m, dan gaat het poolvlak ff P van een 

variabel punt P van m zowel door A als door B, dus door 1. Elk punt vr;Ji 

mis dus g~conjug~erd met elk punt van 1, m.a.w. de poolvlakken van C en 
D gaan eveneens door m. Snijden de poolvlakken van A,B,C,D de lijn 1 
resp. in A1 ,B' ,C' ,D', dan f,!~:iH dr.ze puntein aan A,B,C,D toegevoegd in de 
poolinvolutie op 1. Dan geldt: { yA, rB, pc, fD) = (A' ,B' ,C' ,D' ,) = 
= (A,B,C,D). 
Aan de definitie van pag. 115 is voldaan, zadat If een correlatie is., 
Daar verder de voorwaarde voor geconjug&erde ligging van twee punten 
symmetrisch in die punten is, is lf involutorisch, zodat (f een kwa.driek 
bepaalt, welke met I eamenvalt. Het gestelde is hiermee bewezen. 

Stellins. De meetku.ndige plaats p der snijpu.nten van de lijnen van aen 
li~nenschoof (met top S) en de corresponderende vla.kken van een daarme 
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correlatiev~ vlakk~nschoof (m~t top T) is ~en kwadri~k door S ~n T(de 
fundamdntaalpunten). 
BE:wijs. We bewi.jzen allerf::lt:rst da.t elk vlak rx. door S h&t oppervlak 
volgens €~n kegelsnede snijdt. Een vlak C)( door S correspondeert in de 
correlatie nl. m1-..;t een lijn a door T, mie ex' in een 1,unt P snijdt. De 
stralenwaaier in ex.. m€t S als top corresponde~rt met de vlakk~nwe.a.ier 
door a; deze snijdt ex volgens een lijn€nwaaier met Pals top. Beide 
waai1:;;rs zijn onderlin~: projectief, zodat een kegclsn(;lde wordt voortge­
bracht, die door S ~n P gaat. 

Ui t het bovenstaa.nde volgt nog, da.t de door de gegeven co:.·relatie 
gbinduce&rde correlatie tussen de vlakkenschoof Sen de lijnenschoof T 
hetzelfde oppervlak voortbrengt. Ook elk vlak door T snijdt T' dus vol5ens 
een kegelsnede. De stelling zal bbwezen zijn, als wt: aantonen dat het-

. ..., 
i6lfd~ oppervlak I verkregen wordt, als Wt T door ~en willekeurig ander 
llf,u.nt van r vervangen, mits we de vlakkenschoof g~~d aanbrengbn. 

La.at U ecn v~n S ~n T v~rschillend punt van I zijn. We brengen door 
S twee vlakken of... en ~ aan (niet door U en T), di~ l tat snijlijn hebben 
en r volgens de (niet ontaarde) kegelsnE::den Oo,c. en Qf> snijden; zij 

P het tVtt.cde snij:punt van 1 t:n T1 • Een will8keurig vlak door U E.:n P 

snijdt a c,1-. nogmaals in een punt A en O (i;. in et:;n punt B. De corr(;jlatie 

... -·- -~,B tussen de lijnenschoof S en de vlak-

. - ~ kenschoof U construeren we nu ~ls 
&- /" . / t volgt: 

\· I 'i~ // / Is X ef:ln variabel punt van x- CJ'-.;.: dan 
0 ~ (_: voagen we aan de lijn SX to.Uhet v11ik 

__ . _... UAX; is Y een variabel punt van O , 
► dan voegen we aan de lijn SY toe het 

vlak UBY. Aan SP wordt blijkbaar het 
vlak UAB tot::gevoegd. Daar zeker van vier "vrij gelegen" lijnen uit S de 
b~eldvlakken door U gegev6n zijn, wordt hierdoor inderdaad een correlatie 
bepaald., Deze brengt een oppervlak --r, • voort door de fundamentaalpunten 
Sen u, dat door elk vlak dat door S of U gaat volgens een kegelsnede 
gesnE::lden wordt. I heeft met r ' de kegelsneden o1.. Eln t-> gemeen en het 
punt U. We zullen tenslottt::i aantonen dat r = r '. Zij daartoe Q een 
willekeurig :punt van T1 .. Het vlak Z> = UTQ anijdt 1' zowel als T7' vol­
gens een kegelsnede. Daar deze kbgelsneden behalve U nog de snijpunten 
van f mbt Qc,t. en Q [=' gi::meen ht:b'ben vallen ze g~heel ::amen, zodat Q 

op I'' ligt,. 
E:lk punt van f1 is dus ala :fu.nda.mentaalpunt te kili:.lzen, zodat t.ilk vlak 

f1 volgens E;en kegelsnede anijdt en \ een kwadri€k is. 
Tevt:.ms is hiermee bewE::.zen: &lke kwadriek kan op ,xJ 7 maniE::ren voort­

g~bracht worden door tweb correlatiev~ schoven. 
De duale stalling luidt: 



Ei:ln vlakkbnkwadri&k b1;,sta.at ui t all1::; vlak.k~n di& aen punt ·,an t:=en pu.nt­
Vbld o( verbind~n m~t d~ corr~sponder~nde lijn uit het correlatieve 

lijnenveld f-> ; de vlakken 0< en ~ zijn zelf ra.a.kvlakken. De geindu­

deerde correlatie tussen het lijnenveldo< en het puntveld p b~tnt~ ~--· 
zelfde vlakkenkwadriek voort. 
Stelling. Wordt de kwadriek T~'door de correlatieve schoven Sen T 
voortgebracht, da.n is het raakvlak tn T het vla.k dat in de schoof T 
overeenkomt met d€: lijn ST van de schoof s .. 
Bewija~ Het raakvlak in Tis dat vlak ot dat i'volgens een onta.a.rde 
puntkegelsnede snijdt. De snijkromme 0~ wordt voortgebracht door twee 
projectieve stralenwaaiers in o<- , waarvan T de ene top is en waarvan de 
andere top A gevormd wordt door het snijpunt van o<.. met de corresponderende 
lijn a doors. Kiezen we voor a de lijn ST, dan is A= T, zodat de twee 
projectieve stralenwaaiers dezelfde top hebben (collocaal zijn). De twee 

1 dubbelstralen behoren dan g1:;heel tot T7 , zodat o( inderdaa.d raakvlak is. 
We geven nu het bewijs v ... n Gergonne voor de stelling v~n P~so~l, 

gebruik m ... kcnde v<1n de eigensch:.:;:,)en Vc:J.n regelsch .... ren. 

Zij ,,· e ·m kogi::l::mede, GOlegen in een vlult f.. en vmarin een zes-,. 
hoek A1B2A3:c1A2:s3 beschreven is. ·,e :.cunnen f ontstc.an denken o.la product 

va.n twee projectieve lijnenwaaier·a in E • Brengen v11;;; door de fundamenta.a.1-
pu.nten t;,1130 (niet in~ liggendo) lcru.ieunde lijnen, dan v:orden deze pro­
jectieve lijnenwaaiers door deze lijnen geprojecteerd in projectieve 
vla.kkenwaaiers, die een kwa.driek T"' voortbrengen. \ 7 v1ordt door 1 volgens 

O gesnoden. 
Door de punten A1 brengen we de lijn a 1 aun, behorende tot de 

eerste regelschaar van T"1 en door B1 de lijn bi van de tweede r~gelschaar. 
, Elke ai snijd·t elke bk; speciaal bcschouvven ue de snij:punten. voor i -/. k, i 

die een zeshoek 0:1 T'vorrnen. La.at o<. 1 het vlak zijn door a2 en b3, (-3 1 
dat door a 3 en b2 , zij verder s 1 de snijlijn van rx 1 en (3,· De lijn s 1 
snijdt a 2 en b2 beide. Onderstel, ~at s 1 in het vlak door a2 en b2 ligt. 
Zeker is s 1 f a 2, omdat s 1 ook a3 snijdt. Het vlak door s 1 en a2 zou dan 
zowel b2 als b3 bevatten, hetgeen uitgosloten is. De onderstelling is 
dus onjuist, zodat s 1 niet in het vlak door a2 en b2 ligt, m.a.w. door 
hun snijpunt gaat. Op dezelfde manier (s2 en s3 ontstaan door in de defi­
nitie van s 1 de indices 1, 2, 3 cyclisch te permuteren) bewijst men: 
s 1 gaat door het snijpunt P2 van a2 met 'l:! oo mor mt. srrljpun~ P3 V'ul'l ~ mot ~b3 
s2 " :. n u p 3 a.3 n b 3 n u n n p 1 :r a1 n b1 

s 3 " " " " J:) 1 .. a 1 u b1 " u u u P 2 u a2 " b2 

De dr1e punten P1, P2 , P3 zijn twee aan twee verschillend: P2 I P3, om­
dat a 2 en a3 elkaar kruisen. Door P1, P2 , P3 ga.at zeker een vlak ~ y 

dat ~ volgens een lijn :p snijdt. p bevat de drie snij:punten Si van s1 
met o< • Da.:1.r s 1 de snijlijn was van de vlakken o<... 1 en (31, zal s1 het 
snijpunt zijn van de lijnen A2B3 en A3B2• Dat de drie pu.nten s1, s2 , s3 



op een lijn p liggen, bewij st de stelling van To.seal aangegeven door 
A1A2A3 

(BBB). 
1 2 3 

In het platte vlak ontstond eon involutie van puntenparen op 
een kegelsnede J, door vanuit een vast punt van drie kegelsneden een 
involutie van puntenparen van een rechte te projecteren op o• Do paren 
punten van eon involutie op olig0en dan steeds op een lijn met een vast 
punt• het centrum van de involutie (zie pag. 79). 

In de rui:rnte geldt een analoge stelling: Is in eon vlak [ een 
kegelsnede (:.0 gegeven 7 en proj ecteren vrn· de hoekpunten van een variabele 
pooldriehoek A1J\.2A3 van CJ ~ vanui t een vast punt S op een kwadriek T1 
door S, dan gaat het vlak 1 dat door de drie beeld:punten wordt bepaald, 

ldoor een vast punt, het centrum van het pooldriehoekenstelsel. 
Bewi_is: De projectie vanuit Sop T7 van een punt P van£ noemen we P. 
Op de lijn a 1 = A2A3 wordt door 0 een poolinvolutie vastgelegd; door de­
ze involutie 'ranui t S op T'te proj ecteren, ontstaat een involutie van 
puntenparen oi, de \:egolsnede O 1, die de doorsnij ding is van T' met het 
vlak SA2A3 • Is Q1 :11;_;-'.::; centrum van c1eze involutie, c1an wordt Q1 ( gelegen 
in het vlak A1A2A3 ) reeds door A1 alleen bepaald. 

Het rac,kvlak in S aan r snij at E volgens Gen lijn s, zij T de 
pool van s t. o~v. wen s1 het snijpunt van s en a 1• Laat P1 het snijpunt 
van A1T en a 1 zijn. De poollijn van s1 t.o.v. w is de lijn A1P1T, zodat 
P1 , s1 puntenparen zijn in de involutie op a 1• Dit betekent, dat P1s1 
door.Q1 gaat; om.dat ss 1 raaklijn aan r is~ is s1 = S, zodat P1s1 met 
SP 1 samenvalt o :Oe lijn A1 Q1 ligt in vlak SA1 Q1P 1 en snij dt dus ST, zeg 

~in X. Tiaar S niet in vlak A1A2A3 ligt, is dit punt X het snijpunt van 
ST met A1.A.2A3 ~ Hot snijpunt van ST met vlak A1A2A3 is dus gevonden door 
A1 te verbinden :met het centrum van de kegelsnede-involutie in het vlak 
SA2A3• Als we de pooldriehoek A1A2A3 van c....)dus zo laten veranderen, dat 
het hoekpunt A1 vast blijft en A2 , A3 de poolinvolutie op a 1 doorlopen, 
~an 0lijft het punt X vast. Twee pooldriehoeken A1A2A3 en E1B2B3 van 
w kunnen echter altijd in elkaar worden overgevoerd door achteroenvolgen­
de veranderingen, waarbij een hoekpunt vast blijft. Het :punt is dus v9or 
alle pooldriehoekE;;n.q_ezelfde. Dat inderdaad twee pooldriehoeken A1A2A3 
en B1B2B3 o:pbovenstaande wijze in elkaar kunnen worden overgevoerd, 
blijkt ui t do volgende figuur. 



Doorsnij ding ~_twee J~_:_c.driekcp.. 

B1 vast ) B B B 
1 2 3 
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De punt rm, die twee kwadrieken T°1 en .D. r:12m;:; m hebben, vorri1en 

fl.o -~~ijkromr:!,_C van T7 en ll • Een plat vlako( snijdt r on I:::.. volgens 
twee kegelsneden '(' en ~~ , die in het algemeen vier ~unten gemeen heb­

ben. De snijkrorn:::10 heeft dus vier punt en in elk vlak: hct is een ruimte.,­

kromme van de . vi_erde .Q:aad. Onder~oeken we aerst, vrnlke verschillende 

gevallen zich ln1nnen voordoen. 

Geval A) r on A hebben twee kruisende beschrijvenden a 1 en a2 gem-een. 

Is S een verder gemeenscha:p!)elijk punt van T7 en J.1 , dan he,:::ft de lijn 

► door S, die a 1 en a 2 snijdt, zoHel met T1 als met Di drie gunten gemeen, 

dus lig-c geheel op r en op fJ. • In di t geval val t de snijkrom:1e ui teen 

in vier lij~n_, die een scheve vill?h.oek vormen; twee beschrijvonden 

van elk stelsel. T"7 en A raken elkaa.r in de hoekpunten van de scheve 

vierhoek. Do vier lijnen, waarin de snijkromme kan ontaardon, lrunnen 
ook gedeel telijk samenvallen; di t lean ui teraJ.rd slechts het geval 

zijn met t~ee beschrijvenden, die tot hetzelfde stelsel behoren. De 

kwadrieken raccorderen elkaar dan volgens de betreffende beschrijven­

de. Geval A vclt dus uiteen in de volgende typen: 

!...J..!_ vier lijnen a 1 , a 2 , b 1 , b2 • 

!....k_ dubbellijn en twee enkellijnen a 1, a 1, b1, b2 , 

!....b,. twee dubbellijnen a 1, a 1, b 1, b 1• 
Geva.l. B) f"' en 4 hebbeb twee (snijdende) besohrijvenden a en b gemeen en 

ge~n verdere lijnen. Zijn P, Q en R nog drie verdere gemeenschappe­

lijke pu.nten van r en .il , dan heeft het vlak PQR met \'en met i:::> 
dezelfde v:i.jf pu.nten gemeen, nl. P, Q, Ren de twee snijpunten met 

a en b. Door deze 5 pu.nten wordt een kegelsnede bepaald 1 die blijk­

ba.ar zowel op fi als op .a ligt. De snijkromme onta.ardt in ecn kegel .... 
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enede met t,1ee snijdende beschrijvenden. T' en~ raken in drie punten. 
Gev;al CJ r en a hebben een lcegt::lsnede gemeen. Om dezel:f'de ·reden a.ls bo­

ven is de restdoorsnijding evenecns een kegelsnede. 
Q....h De snijkromme ontaardt in tue~ verschillende kegelsneden, die 
twee punten gemcen hebben. r en tl raken elkaar in die tv1ee punt en. 
~ TwcG s.::;.1envallende kegelsneden. "f1 en Ll raccordE:ren el]caor hier­

langs. 
~cval D) r en Ll hcbben een rechte a geme8n en geen verdere rechtcn of 

kegelsneden. De rE:stdoorsnijdinc is e1::n kubische ruir.1tekr9..!!E!.~.• Elk 

vlak door a is raakvlak aan -r' en aan ~ ; de raakpunten zijn in het 

algemeen vorschillendc punten van a. Draait hct vlak om a, dan door­
lopen de raakpunten twee collocale projectieva puntr6eksen op a met 

-:--"I twee dubbcl:·)Unten. In deze punten raken I en Ll aan elkaar; het 

zijn t ovcms de punt en, die a met de restdoorsnij ding gem('jen hee:ft. 

Geval E) T1 en A hebben ge,.m rechte of kcgelsnede geme6n. De doorsnij­

ding is e:.n niet-ontaarde bikvmdratische ru.imt0kromme. Deze heoft 

hoogstcns een dubbel~unt: in dat geval raken r-i en l:l elkaar in dat 
punt. 

Bundels kwach:t2J~~· 
Defini tie. Zijn r en A tr1ec: ki.1c1drielcen, dan vorr:10r al.le lrwadrieken, die 

met T' dezelfde snijkromme hebben als 6 en leen bi.l_119J:J..- De snijkromi-:1.e 
he et de basi s::ro1;.1a0. 

Stelling. Een 2_:,lat vlak o<. snijdt de k\i1adrieken van e, .. n bundol in een bun-
del kegelsncden. 

Cl( 

~ewijs: De doorsnijding is efi:ln verzameling kegelsnedent die all~ O in 
dezelfde punten (en met dezelfde multipliciteit) snijden als b . 
Hieru.i t volgt: clke rechte lijn snij dt de kwadrieken van l~ m bundel 

volg~ns pu.nton,aren van een involutie. Evenals in het platte vlak geldt! 
Door e:lke punt bv.i ten de basiskrollli:J.e gaa t juist 8en exemplaar van de bun­
del. 
Opgaven. 1. Bcwijs dit volledig voor het geval Ll· 

2. Eveneens voor het geval Ll• 
3- Bvcneens voor het geval .Q._j_(vgl. hiervoor pag. 121). 

In eon vlak: Ot wordt door de kwadrieken'bundel een ke gelsnedcmbundel 

uitgesneden, met drie ontaardingen. De ontaardingen zijn de doorsneden 
van CX met kwadrieken, die aan 0( re.ken. Dus: a.an een willckourig vlak ra­
~en ~.h,a, drie kwadrieken van de bundel. 
PEgave. Aan een rechte lijn raken i.h,~. twee exemplaren van de bundel. 
Bewijs dit. 

Het bovenstaande kan gehe1.;l ,,orden gedualiseerd; het begri:p kwadriek 
is daarbij met zichzelf duaal. 



Onga!§.J!.• .l.!. D.2.aal togeno•,rt-r di.:: :. r:i,jkromme Vt .. n t-Hee k\1adrieken, staat de 

.QEJ:i:.,ul:: . .:.hr.z§-~.:9-1!. van t•uec kwadrieken ( ecn torsue is c1:;1n verza­

r::olin,; vrJn oo 1 vlakken). Onderzoek de verschillendt:! gevallen, 

(:i::.! :::ich bi j df o:1hul1.inss-torsus voordoan. 
2 ... \:::finict:r e1:;n scha,:r k,;adriekcn ( duaal tcgenover bundol) .. 

Eoi.,;vo~l schaarc:r..:::-.1)1:u·cm ,~.:i.o.n 0r door 1; n gE;gcven :punt; hoeve .. 1 

ra}:cn er aun. ecrn. ge:;:;E;vcn vl:::.k tn hoev;.;,~l a,,J: ccn gc:;c.vcn lijn? 

De du.bbe,lpunten van dt invclutie, di\;.; op 0cn li~n 1 door cen kwadrit;:ken­
bundel wordt ui tge:!moden, zi jn g1.;;conjugE-erd t. o. v. al:,;, t::Xomplaren ,ran 
de bundel .. Anders gtcZbgd: als tweta punt,::;n gE-conjugE...,rd zijn t .. o.v. twee 
E:Xumplaren l--.E.:n t. van E,EJ!1 bund6l kwadrit-kbn, dan zijn zij ge;conjuge:erd 
t.o.v. alle ~Xii;;mplar8n. DE:: poolvlakk~n van f:H,n punt p t.o.v. r·Eln 6 
hGbbEn ~en lijn p g~mben, di~ de punten b&vat, di~ geoonjugbbrd zijn 

m1:=t P zowel t.o.v.T-: als t.o.v. 6.,. Dit 11:;;·_ert d€:: stelling: 

De poolvlakken van eE.in pu..."lt P t. o. v. alle t:XemplarEin ven een bundel kwae11 A 

drieken, vormbn 8bn vlakkenwaaier. Db drager p van deze waaier noemen 

v;e de ;eoollijn van P t.o.v. db bundel, 

Opgave. Fo:r:muleer en bEiwij:.:i db duale ste:;lling. 
Stelling. De :poollijnen van all& :punten van een lijn t.o .. v. een bundel 
kwadribken vormen een rege::lschaar. De poollijnen van l t.o .. v. all1::: 

~:XE.tmplaren van de bundE-1 vormen even1eens een rE;gelschaar; dit zijn de 
twe~ regelschar~n van eenzelfde kwadriek. 
Bewijs. De bundel is door twee exemplaren r-----1 
het poolvlak van het punt P van 1 t.o.v. r i' 

en f" ..... 2 b~paald. Is lti 
dan zal, als Pde lijn 1 

doorloopt, Tri om de poollijn 11 van 1 t. o. v. ,---,i draaien. Daar tevens 
7r i 7' P, vonnen de vl.akken rr 1 en 7T"2 twee proj0ctieve waa:iers. De 

snijlijn p van rr 1 en 112 doorloopt een regelschaar; deze snijlijn is 
1 juist de :poollijn van p t.o.v. de bundel.. 

De poollijnen van 1 t.o.v,. l--.1 enr- 12 zijn de lijnen 11 en 12, de dragers 
van de projectieve vlakkenwaaiers, die bovenstaande regelschaar voort­
brengen. 11 en 12 behoren dus tot de toegevoegde regelschaar. 

Onderzeeken wij of er punten zijn, waarvan de poolvlakken t .. o.v. 
alle axemplaren van de bundel sarnenvallen. Is cr 1 de poolcorrelatie 
t.o.v .. 1 1 en f 2 die t.o.,v., r 2 , dan is <f 2- 1q- 1 eenprojectiviteit. 

Is X e1:::n pun-t met d€:I eigenschap dat Cf 1 X = r 2x, dan is blijkbaa.r 
(f 2 - 1 9'1X == X .. De gevraagde punten zijn dus de dbkpunten van de projec­

tieve transformatie t.( 2 - 1 y' 1 • Een projectieve transformatie op de rechte 
lijn heeft i.h.a. 2, in het platte vlak 3 en in de ruimte 4 dekpunten., 
Br zijn dus i .. h.a. vier punten 1 waa.rvan de poolvlakken voor alle bundel­
exemplaren dezelfde zijn. 

De lijn, die twee dezer punten verbindt, snijdt de k:wadriekenbundel 
volgens een involutie, die deze :punten tot dubbelpunten heeft,. Elk tweetal 
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der b10doelde 4 dekpunten is dus gbconjug{;erd: Wf:: hebben met een pool­
viervlak te dof::n. Zij r·~X de kwadriek ui t de bundel, dit:: door h1c..:t hoek­

punt X van ens pool.vi~rvla.k gaat. Elk vlak ..:.x door X sni.jdt de kwadrieken­

bundel volgcns Eit:.n kegt:lsn ... d8nbundel., :De poollijn van X t. o. v .. alle 
exemplarer: van de bundel is dt= snijli~ir. van C\ met h&t tcgimov~r X liggende 

zijvlak van ht:t poolvicn:-v::ak .. l'aar X dezelfde ;ooll::.jn h1;:;;eft t.o.v. ~ 
exe:mplaren van de k1;:;g8lsn;_de!"lbundel is X hct dubbclpu:.:t van etm ont­

aarding (zie rag. 69). Elk vlak o., door X snijdt de kwadriek 1-•x volgsns 

em1 lijnenpaar. !x is E:~c1: kagt::1 met X tot top. Zt:n bundel kwadrieken 
r,0va t i .,h. a.. dus vier k, gels; de: ba.siskrcm.~E: kan ook g1;;vonden warden ala 

doorsnijding van twee: k8g1.ls uit de bundel. 

Kubis che ruimtE.kror:a.111en. 
Een kuris,~ht: rui::r.tt:;kromn18 k is gew.efinioerd als de restdoorsnijding :'--, ,_..... 

1 van twee kwadrieken I 1 en i 2 ,, di8 ~en bcschrijvende a gemeen hebben. __.., 
a kruist, 8venzo c ~,n van\ 2 die 

► 

Zij been beschrijvende van f 1
1 die 

--, I 

a kr:.dst. I -1 wordt voortgebracr.t door twee projE:ctieve vlakkenwaaiers 
j ,..._ 

door a 1::n t, 1 ~· dcor r,ro j e ctiev8 vlakkenwaaiers door a en c. De gemeen-,_ 

schappelijke, r.d.1:::t op a gE;legen punten vormen de kro:m.-rne k. Dus 

Len kubische ruimtekromme is de ruEoeti". plaats der snij:punten van 
corresponderende vlakken uit drie projectieve waaiers. 

We beschouwen nu twee projectiEc:ve vlakkenschoven met toppen s1 en s2 • De 
snijlijnen van correspondertcnde vlakken uit de schoven vormen een ver-

" zameling van ex.-:/::. lijnen, een zg. lijn0nconsruentie. (Een verzameling 

vanw3 lijnen heet Gen lijnencomplex),. s1 en s2 zijn de fundamentaal­

punten van de congruentie. 
Door een will&k(;;urig punt A gaat i.h.a. elf~ lijn van de congruentie. 

I:mmers de vlakken door AS 1 vor:r.ien een waaier, die overeenkomt met een 
vlakkenwaaier in des choof s2 • Er is i.h.a. juist een vlak o< 2 van laatst­

g8noemde waaier, dat A bevat; het corres:ponderende vlak o<. 1 is ondubbel­

zinnig bepaald, dus ook hun snijlijn door A. Slechts als de dragers van 

bovenstaande vlakkenwaaiers beide door A gaan, ~.:c.o.n door A oneindig vele 

lijnen van de congrucontie. Dit zijn dan de snijlijnen van twee :;;,:-'Jjectieve 
vlakkenwaaiers met snijdende dragers, dus de beschrijvendenvan een kegel 
met A als top,. 

I)efinitie. Een :punt, waardoor meer dan ~en lijn van de congruentie 
gaat, heet een sin5L::lier ;eunt van de congruentie. Volgens het boven­
staande is een singu.lier punt blijkbaar snij:punt van twee elkaar snijdende 

corresponderende lijnen van de twee schoven. De meetk. plaats der sin­

gulier"' punte:n noemen we de singy.liere kromme k van de congruentie. 
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Stelling. Elke li jil van de cong:ruenti e bevat twee { al of ni.et ver­

schillende) singuliere punten. 
-:'.lew1· ,·s -r,,. ., e--·~ ., .: ~n V'""'" de ·"'ongrue,..,+-i e 4 ar. z~ it' de ~·lakken ,.,, - 1c: ~· • W • _,. ,;,-, .J. t;; 1 l J. ,l. ~! L C_., I. "' • •• V •'- ? U. ~ ~ ,J • V vi_ 1 - '-' 1 

en O<,.., = lS,-, ,~orrespondere1 rl. De stralenwaaier in o< 1 met s1 ala top ie 
.:: .::: 

"Pro~ e ::!tief -:;oei;;evoegd aan de otralenwa.aier in ex. ·J met Sf"\ ale top. Deze 
- I; ,, C. (_ 

tv.·ee ·waaier~ sni i::ien or; l 1:ro.iectie·,n:: L'u:r..treeksen ;..,it. :De zo ontstaande 
~ .... . - , .. 

collo.::-ale rroje-=:tiev8 ;·,ur:::.re;:.:kser: hebten tvrnc dekpunte:r., waar:mee de 

stelling bewezen is. 
Elke lijn l van de congruen~ie is tlijkbaar een biseca~t van k; 

valler. de twee .snijp1.rntEm Vfan l r.:et k narr:en 1 dan heet 1 een raaklijn, 

anders een koorde. 
Het omgekeerde: geldt ook: 1::..lke t:is\:!cant va:1 k is een lijn van de ;)Ongru­

entie. Verc:i .. nd: :r:',E::n l nl. mt-t d.e sing1tliere punttn li &n B, dan is S1A 

aan s2.A en s1 B aan :s 2B to,:..gevosgd, zodat clijr .. baar het vlak s1AB met het 

~vlak s2AB correspondeert. Len lijn tehoort dua dan an slechts dan tot 

de congrubntie, als het sen bisecant is van k. 

D~ proj~~tiev~ schoven snijd~n ui~ een willekburig vlak, dat niet door 

S of S., gaat tvvee collocalE:: proj1:::etiev'8 puntvslden ui t. Deze hebben 1 .::. 
Lh.a. drie d6kpunt&n, :::r:.a.w. k snijdt elk vlak in 3 :pun"en. De verbin,-

dingslijnen var.: d.ezt: 3 :i;:unt.sn zijn koorden, zodat elk vlak 3 lijnen van 

de cong:ruentie bevat. We zeggen dat db congruentie de veldgraad 3 en de 

8choofwaad 1 heeft; we schrijven dit als de congruentie (1,3) 
s1 en s2 liggen op k .. Immers mE::t de lijn s1s2 van de schoof s1 komt 

een bepaalde li,~n u.i t de- schoof s2 overeen, zodat s2 singulier :punt is. 

Uit een limi~tovergang blijkt de lijn uit de schoof s2 raaklijn aan k te 

zijn. 

Door elk punt van k gaan ont:indig veel lijnen van de congruentie: 

►aezE. vorrrwn eE:n kc gel, de proj1:;;ctt:Jr{ ·1de kegel van k. Twee projecterende 
kegels van k, die tv.'eic: verschillende :pun ten A en B van k tot top hebben, 
zijn bEoide gehcel ui t congru0nth:stralen opgt; bouwd. De beschrijvende AB 

hebben zij gemeen, dus hun restdoorsnijding is E::en kubischc ruimtekro:mnie. 

Is C een verder gemE-.:enschappelijk punt van de twee kegels, dan gaan door 

C de twee:: verschillende congruentiestralen CA en CB. Dit kan allt::en als 

C een sin~~lier ~unt van de congruE::ntie is. Dus; 

. -

De s:i.nguliE::re kromm8 van eE::n congruentie ( 1 , 3) is een kubische ruimte­

kromme. 

_St&lling. Zijn 1 €11 m twee bisecanten van kj dan bcstaat er een kwadriek 

door k, waarvan 1 en m twee beschrijvenden (van eenzelfde regelschaar) 

:Ji jn, 

1-<.ew-i is - •w • Stel O< 1 = vla.k 

(3 1 = vlak 

S1l,CX.2= 

Sim, r 2 = 
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De sni j li jn van C>( 1 en ~ 1 stellen W8 door a 1 , die van ex 2 en ~ 2 door 

a 2 voor ~ J)e li jn ai gaat door Si~ omdat (Xi en f3 i beide door Si gaan. 
Daar verder in de twee schoven ~1 en s2 de vlakken ex_ 1 en C>< 2 , evenals 

pi 1 en f 2 aan 0lkaar zijn toegevoegd, is a1 aan a2 to&gevoegd. De 

vlalkenwaaier om a 1 is dus toegevoegd aan de vlakkenwaaier om a2 ; deze 
projectieve vlakkenwaaiers brengen een regelschaar voort van een kwadriek 
r-: I)eze regelschaar bevat blijkbaar 1 eh m. Is P een willekeurig punt 

van k, dan is PS 1 toegevoegd aan PS2 dus het vlak Pa1 aan het vlak Pa2 , 

zodat door P juist een tot de congruentie behorende beschrijvende van 
(--.gaat. Het ene stel bE::schrijvenden van I bestaat dus ui t bisecanten 

van k. De andere regelschaar van\-, bestaat zeker niet ui t oisecantEm, 

immers, dan ZOU elk punt van r-' als snijpunt van twee congruentiestralen, 
singulier moeten zijn. k snijdt elk raakvlak aan \in drie punten. Een 
der beschrijvenden in dit raakvlak is een congruentiestraal en bevat dus 
twee van de drie snijpunten, zodat het derde op de andere beschrijvende 

ligt. Resume~: 
Een kwadriek door ken de twee bisecanten 1 en m heeft twee stelsels 

beschrijvende~:,._, Het ene stelsel bestaat ui t bisbcanten van k (hiertoe 
bchoren 1 en rn) i de beschrijvenden van het andere stE:,lsel h.Pbben e~n punt 
met k gemeen. ( unisecanten). 
Alle kwadrieken door 1 en k vormen een bundel; 1 en k vormen samen de basis­
kromme. 

Van een kubische ruimtekromme h8bben we dus de volgende definities 
gehad. 

1. restdoorsnijding van twee kwadrieken met gemeenschappelijke be­
schrijvende. 

2. product yan drie projectieve vlakkenwaaiers 
3. singuliere kromme van een li jnencongruentie ( 1 , 3), voortgebracht 

door twee projectieve vlakkenschoven. 
We hebben reeds laten zien dat uit def. 3 def. 1 volgt en dat def. 2 uit 
def. 1 kan warden afgeleid. Blijft over te bewijzen, dat elke kubische 
ruimtekromme, die vernregen wordt als product van ~rie projectieve vlak­
kcnwaaiers, tevens de singuliere kromme is van een geschikt geconstrueerde· 
lijnencongruentie, behorende bij twee projectieve vlakkenschoven. We zullen 
tevens bewijzen, dat de twee fundamentaalpunten willekeurig op k gekozen 
kunnen worden. 
::Sewijs. Denk k gegeven door de drie projectieve vlakkenwaaiers mst dragers 
l, 1', 1 11 • De vlakkenwaaiers door 1 en 1 t brengen een kwadriek r' voort, die 
door 1 en l" een kwadriek I-, 11 • r' en 1----" hebben 1 gemeen en k tot rest­
doorsnijding (d.w.z. uit def. 2 volgt def. 1). Laat s1 en s2 twee wille­
keurige vaste punten van k zijn. We bewijzen allereerst, dat k restdoor­
snijding is van twee kegels, die s1 en s2 tot top en s1s2 tot gemeensohap­
:pelijke beschrijvende hebben. Door het punt Si gaat een beschrijvende st 
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van r ', die tot hbtzelfde stelsel behoort als 1 en l'; ook gaat door 
s. een beschrijvende s~ van r 11 , dib tot hezelfde stelsel behoort als 

l 1 

1 en l". 
Doorloopt P het oppervlak I--, ', dan g6ldt: 

vlak (Pl) .7\ vlak (Pl 1 ) 7' vlak (Ps ! ) , 
-., 1 

doorloopt P het op:pervlak I 11 , dan geldt: 
vlak (Pl) Avlak (Pl 11 )7\vlak (Psi). 

Als P dus de doorsnijding k van I-.' en \~ 11 doorloo:pt, dan geldt: vlak 
(Ps ! ) Ji" vlak (Ps~•). Deze twee vlakkenwaaiers met snijdend.e dragers (beide 

1 .. 
door Si) brengen een kegel voort, die k geheel bevat. Dit is de proje•-
terende kegel met Si als top; de twee kegels (i=1 ,2) hebben de beschrijvende 

s1s2 gemeen en k tot restdoorsnijding. 
Een vlak ex._ r dat niet door s1 en s2 gaat, snijdt s1s2 in een punt 

Len de projecterende kegels in de kegelsnedenf 1 , O 2 • I~ Peen variabel 
punt van k, dan snijden de lijnen s1P,S2P het vlak c:.x·resp. in de punten 
Q1 , Q2 van '{ 1 , j,,,. 2 , die op een lijn liggen met L. Doorloopt P de krorome 
k, dnn lopen Q.1 en Q2 resp. over 6 1 ~h O 2 en wel op projectieve wijze 
(zie pag. 77). Het projectieve verband tussen de kegelsneden J/1 en ,r--2 
is uit te breidEn tot e6n :projectiviteit over het gehele vlak (stalling 
onderaan pag. 77). Projecti,, uit s1 en s2 l0vert twee projectieve schoven 
die een congruEmtie ( 1 , 3) voortbrengen. ])e pun ten van y izijn daarbij 
snijpunten van cprresponderende snijdende stralen, dus singuliere punten. 

Opmerking. 'J'" 1 en r 2 hebben vier punten gemeen, waarvan een in T valt. 
Tie drie andere snijpunten zijn de punten, die ex- met k gemeen heeft. 

Stelling, Een kubische ruimtekromme wordt door 6 punten i.h.a. eendu1dig 
bepaald. 
Bewijs. Twe1;;:; a.er geg8ven punten maken we tot fundamentaalpunten s1 ,s2 • 

1Zijn A1 ,A2 ,A3 ,A 4 de vier overige punten, dan zijn van de projecterende 
kegels uit s1 en s2 elk 5 beschrijvenden gegeven, nl, s1s2 en s1Ai resp. 
s2s1 en s2A1 (i=1 ,2,3,4). De kegels, en daarmee hun restdoorsnijding zijn 
hi8rmee ondubbelzinni2· vastgelegd. 

Is A een willekeurig punt van de kubische ruimtekromme k, dan kunnen we dE-­
raaklijn is A als volgt vind_en~ met een vi:ist punt S van Jr. als top brenger1 
we de proj ecterende kegel van k aan~ SA :ts een beschrijvende van deze 
kegel; het raakvlak aan de }r!;i 6 4iil langs deze beschrijvende bevat de ge­
vr1'•.agde raaklijn a in A. Door S over k te laten lopen ontstaat een vlak­
kenwaaier van raakvlakken, die de gezochte raaklijn tot drager heeft~ EJ.k 
vlak door a noemen we een raakvlak van k. 

Een raakvlak in A heeft met k twee samenvallende snijpunten A en nog 
een derde snijpunt s. Door A en S elkaar te laten naderen blijkt, dat in 
A een raakvlak bestaat, dat kin drie samenvallende punten snijdt, het 
_o_s_c:i;i]..~~j;ievlak in A. Di t verkrijgen we door de projecterende kegel aan te 



tr~ngbn di.t A als top heeft en door de raaklijn in A aan k (die een be­
schrijvcnde ven d8 kegel is) htt raakvlak aan d1;,Zt kE.gt;l aan tt: br1:mgen. 

3tclli.r:£:. '.:'.i~r. A,B,C drit: puntE::n van k, dan gaan d~ oscula.tievlakken 
• ., ..f,, ,., ,. ·" . ' t ' ... .. # ....... ~ in '.lez..: :run,.;d1 acqr i;;;v!l J.,ll.Il van v.1ax Abt. 

A "A ·"' .,., . . d ' d ' - ,·- .--. - r·-, 1., • d_, ,...,,.,-, 1~ u,.,_ ,,._~~i-r,~-,.,r e ..--ro' :-..••t .,.,,:_.r, e ,("c .. n-.:....1..c- I I van K aan. J.e ,...t;H_,\,;~• H;.~ 1,, • .l.-~-•F!-..1- .. J. l-"·· rdc!w ·t...,""" .. ""' ,,.."" .. "'r.:;.'-- .... , J ' 1 , 

Zijn a,t,c d;;;; raaklijnt"::n in .A 1 B,C aan k, dan is 
p ·"'I 

k 1 ' • ,--,.. I - 'V 1 1,., ~n t~n raa ~iJn aan I en 1 , ana oog voor ~ 
I 

\;;n :::,, I1;; cscu.1·-::t:icv1akkl,n j_n A,.B,C: no1.;m,,:;n Wee, ri.;,Sf::. CX ,,1 C>\, 1~X.,; ,):: a is 

het raakvlak a:1n f""' A ·100:r a, ~nz .. Ht:t vlak door A .J:r: b nocmc,n wZ o< ", ..., 

de.t door A er: c is 'X • Zo gaat er sE:n vlnk 6 a door 
e I c 

.,.-, 
:S en a, /::, door B 

I C 

E-n c, ya door -''. 1;:n i:~, /, door C tn b. Hl:lt vlak () 1:: 
-, Jr.,! t/ t) . 

is hBt raakvlak 

aar. / langs AB, nnaloog voor dt. and ere vlakken. De lijn AB is snijlijn 

van de vlakk1:;;n 'X, en a• Zij verder '€" het vlak door A,3 1:;;n C. 
o ~A 

Db dric: vlc..kk(;r. °',.., c:x., , ()< rakE:n aan I • volgens d8 besehrijvend1;;;n 
ci r C 

a,AE,AC. Tolgens dC; □ telling van Pascal voor kegels liggen dan de drie 
snijlijnen ven ii:.,lk dezer raakvlakken met h1;;t vlak door de twe0 niet daar­
in li.ggende bt:,cchrijvenden in £r;;n vlak. Do;;; eerste dezer lijnen is d5 snij.:... 

lijn var. ex<::: r:1,::::-:: r:t::t vlak door AB c::n AC,, d.w.z. de l.ijn o< ax £. De tweea.e 
lijn is de sr:,;:1~i:jn vs.r.c-;- b ::r:&t het vlak door a en t:-. Nu is E:c:hter 

e. de snijlijn van 1(; ... en Y ~ en AC dib van ex _ en X'1 • Het vlak door a er1 
c:. (lt.J. C (/a 

AC is dus htt vlak Y , zodat de twee.de lijn is CX, x ,'(.., .. Op dezelfde u a c ,, "' 
wi j ZE: b1i jkt de derde lijn te zi jn o< x 11~... • Op analoge wij Zfc; kunnsn W8 d.:: 

C . a .,.., 
stelling van Pascal toc:passen op dt: andere keg8ls 1-.n en 1·-,C. vfo krijgen 

dan ste~ds drie. lijnen, die in een zelfde vlak liggen, nl. 

0( ;c,x e. , (.,( r ... x _Y,I a I ex x /3 in vlak ~ -- - u c ;- a a 

Nu 



X c, f a9 0 b een punt Q gemoen. P en Q leggen beide in elk der drie 
rlakken f. a' E b, ~ c~ zodat dezo drie: vlakken tot een waaier behoren 
a.et PQ als drager. Is S het snijpunt van PQ mEJt ~ , dan ligt ook S op 

~aY E.b en EC, d.w,z. s ligt op de drie osculatiBVlakken C(a' o<b,cxc. 

Zijn A, Ben C nu drie vaste punten van ken laten we een punt P over 
c lopen, dan passen we bovenstaande toe op de vlakken ABP en ACP. Als P 
rarieurt, vormen dE.ze vlakken twee waaiers ~ die de biseccn tbn. AB en AC 

Got dragers hebben. Deze waaiers brengen dus een kegel voort, nl. de 
?rojecterende kegel j""'A. 

De osculatievlakken o( a' 
1
3b, 0 0 liggen vastj dus ook hun snijlijnen 1 

iie we lab' lac en lbc noemen. De vlakkenwaaier door AB snijdt op lab 
~en daarmee perspectieve puntreeks uit, hetzelfde geldt voor de waaier 

ioor AC en de lijn lac• Het osculatievlak in P snijdt lab en lac blijk­
::iaar in pro jectieve puntreeksen. In het vlak 0( ~ dat 1 b en 1 beide a a ac 
::ievat, vormen de verbindingslijnen van corresponderende punten dezer 

puntresksen een lijnenkegelsnede. Deze kegelsnede~ nie raakt aan lab en 

lac hbE:Jft de doorsnijdingen van a r.x met het osculatievlak VP in het 
~ariabele pu~t P tot raaklijn6n. Dit betekent: De osculatievlakken van 
ben kubische ruimtekromme k snijden een vast osculatievlak volgens een 
lijnenkegelsned8. 

Snijden we de osculatievlakken van k met twee osculatievlakken O<~ 

en 3 b~ dan ontstaan in beide vlakken lijnenkegelsneden, die de raaklijn 
lab/ gemeen hebben. Di t levert de 
Stel~ing: De osculatievlakkentorsus van k bestaat uit alle vlakken, die 
ol a en (3 b snij den volgEms raaklijnen aan vaste kegelsm::den, die beide 

-;~ aan lab raken. 
-------- ~ "" Een belangrijke conclusie uit ---------r""-, ,----~~ het bovenstaande is: de verzame-

/ ' ling van osculatievlakken aan een 
kubische ruimtekromme is duaal 
met de verzameling punten van 
een kubische ruimtekromme. Imrnersi 
om de P,untep. van k te verkrijgen, 
nemen we tweE:: kegels s1 en s2 
waarvan de verbindingslijn der 
toppen voor beide een beschrij­
vende is. Wanneer twee beschrij~ 
venden van de kegels elkaar snij= 

den, dan is het snijpunt een punt van k. Voor de duale constructie gaan 
we ui t van twee kegelsneden, gelegen in de vlakken o<.. en /~ , die zodanig 

I 

gelegen zijn, dat de snijlijn der vlakken eEJn raaklijn is aan beide ke-
gE:;lsneden. Als twee raa.klijnen aan de kegelsneden elkaar sni jden, dan is 
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het vlak erdoor e&n osculatievlak aa.n k. 
Bij ~en kubisch~ ruimtekromm~ staat dus dua.a.l tegenover elkaar: 

punt ----- osculatievlak 
raakliln --- raaklijn 
bis~cnnt --- snijlijn van 2 osculati~vlakken. 
De biseccnt~n-congruentio is van het type (1,3); de snijlijnen van tel­
kens 2 osculatievlakken vorm~n blijkbaar een congruentie (3,1). 
Opme:rkin5. Een plat vlak ex snijdt k in dri"' punten; de osculatievlakken 
aan k in deze punten gaan door ~en punt A van o< • De e.fbeelding A = <p ex. 
van vlakken op punten is een corralatie. Het punt (/:x. ligt altijd in 

o(. We hebben hier met e~n z.g. nulcorrelatie te doen {vgl. pag. 116). 
Stellin5, De meetkundige plaats der polen van een vlak oc t.o,v. de kwa­
drieken van een bundel is een kubische ruimtekromme k. 
Bewijs. De pool van (Xis het snijpunt van de poolvlakken van arie punten 

~P,Q,R van ex. Doorloopt de kwadriek de bundel, dan doorlopen deze pool­
vlakken projectieve waaiers, waarvan de dragers de poollijnen zijn van 

PYQ,R t.o.v. de bundel. Hieruit volgt het gestelde, doch tevens dat de 
poollijnen van de punten van hat puntveldO( de bisecantencongruentie van 
k vorm~n. Volgens pag. 127 is aan elke rechte van()( door deae bundel­
poolverNantschap een regelschaar toegevoegd. Met alle rechte lijnen Tan 
tX komen dus kwadrieken overeen, die alle door k gaan. 

Netten kwadrieken. 
Twe.ie , .wadrieken hebben aen ftl of niet onte.arde) bikwadratische 

ruimt~kromme g6meen. Deze ruimtekromm.e snijdt een derde kwadriek, die 
niet tot de door de eerste twee bepaald& bundel behoort, i.h.a. volgens 

.a punten. 
Defini tie. Als drie kwadrieken r1, I~, G niet tot ~an bundel behoren, 
dan vorm~n alle kwadrieken, die de snijkromme van r1 en r2 in dezelfd~ 
punten snijden als r;, een kwadriekennet (Een exacte definitie is ana­
lytisch 0envoudig te geven). 

Een kwadriekennet heeft dus i.h.a. 8 basispunten. 
Lr kan zich echter ook een ander geval voordoen, nl. dat de door­

snijdingskromme van ~ en /·'2 ontai:irdt, waarbij r 3 door een deel van 
deze ontaarding gaatt. zonder tot de door r 1 en r 2 bepae.lde bundel te 
behoren. In dat geval heeft het net een basiskromme. Zo vormen b.v. alle 
kwadrieken door een gegeven kubische ruimtekromme een net. Met elk paar 
bisectanten is de kromme aan te vullen tot een kwadriek van het net. 

Analytisch blijkt eenvoudig: Door 9 punten gaat i.h.a. een k:wa­
driek. Door 8 ~unten gaat i.h.a. een bundel kwadrieken; door 7 punten 
gaar i.h.a. een net kwadrieken. Een 48 -graads ruiJnt&kromme wordt dus 
door 8 punten bepaald, liggen 7 hiervan ·op e~n kubische ruimtekromme, 
dan is deze een deel van de kromme. De rest bestaat da:n ui t de bisef.r..ant 



door het ae punt. Dnor 7 punten gaat een kwadriekennet; dit heeft eohter 
i.h.a. nog een 88 basispunt, dat uit de andere 7 volgt. We noemen de 8 
basiepunten van een net daarom 8 geassooieerde punten. Door 7 van de 8 
punten is het laatete i.h.a. ondubbelzinnig vastgelegd; behoren de 7 
punten echter tot een kubische ruimt ekromme k, dan is het 88 een onbe- .. 
paald runt van k. 

Het duale van een net heet een weefsel. Alle kwadrieken, die aan 
7 vlakken re.ken, vormen een weefsel; zij raken alle nog aan een achtate 
vlak, dat met hat vorige geaasocieerd is. 
Stelling. Is reen kwadriek, gaande door de hoekpunten A1,A2.A3,A4 van 
een poolviervlak van de kwadriek ~, da.n is elk punt -van f1 hoek:punt van 
oneindig veel poolviervlakken van A , die alle in r beschreven zijn. 
~wijs. Vlak A2A3A4 snijdt ren/l resp. volgene ,de kegeleneden rf en~; 
Q is ~eschreven om de pooldriehoek A2A3A4 van & , d.w.t. harmonisoh be­

schreven om ~ • Is B1 nu een willekeurig punt van r, dan snijden we 
vlak A2A3A4 met het poolvlak van B1 t.o.v.4; een der snijpunten van 
deze snijlijn met O noemen we B2• Er bestaat dan een in abeschreven 
pooldriehoek B2PQ van 6. A1B2PQ is dan een pool~ierllak van Ll, beschre~ 
ven in r. 

Vlak PQA1 is het poolvlak van B2 t.o.v • ..cl. Daar B1 en B2 geoon­
jugeerd zijn t.o.v • .li gaat vlak PQA1 door B1• Dit vlak snijdt rvolgens 
een kegelsnede a ' en,b volgens O I ' zodanig da.t O' wee.r harmonisch om 
b' beschreven is. Er bestaat dan een pooldriehoek B1B3B4 van 8', wae.r­

van B1 een hoekpunt is, beschreven in o'• B1B2B3B4 is dan een in J1be­
schreven poolviervlak van~- Houden we het hoekpunt B1 vast, dan kunnen 
we in vlak B2B3B4 nog oneindig veel pooldriehoeken vinden, waarvan de 

1hoekpunten op rliggen, waarmee de stalling bewezen is. 
Definitie. De kwadriek l~heet harmonisch b~schreven .QI!I. /:).. De duale 
stelling luidt: Is f een kwadriek, rakende aan de zijvlakken van een 
poolviervlak van de kwadriek .6 , dan is elk raakvlak van ':? zi jvlak van 
oneindig veel poolviervlakken van .a!l , die om (ti beschrt:!ven zijn. In dat 

...L. 

geval heet ~ harmonisch bcschreven .1,.Q A. 

Uit het bovenstaande blijkt: Zijn A1A2A3A4 en B1B2B3B4 twee pool­
viervle.kken van eenzelfde kwadriek -Cl, dan gaat elke kwadriek, die door 
7 der 8 hoekpunten gaat, eveneens door het 86 hoekpunt. 
Bewijs. Elkti kwadriek / .... door A1A2A3A4"'1B2B3 is harmonisch om A beschre­
ven. Het poolvlak B2B3B4 van B1 t, o .. v. A snijdt r en .A volgens de kegel­
sneden ten t , zodanig dat '( harmonisch om S beschreven 7s. De pool­
lijn :s3B4 van B1 t. o.v. O snijdt j" volgens twee punten., die gecon;iu.geerd 
zijn t.o.v. 0. Daar B3 het ene snijpunt is, moet B4 hat a.ndere zijn, 
m .. a.w. B4 ligt op r. 

Da.a.r a.lle kwadrieken doot- 7 punten een net •ormen, ku.nnen we der.e 
stalling a.ls volgt formuleren: 



Tie Hoekpunte~ van twee poolviervlakken van eenzelfde kw~driek zijn 8 ge­
-~,_£c_~eerde punten. 
Stelling. Gaat een kubische ruimtekromm.e k door de hoekpunten A1 ,A2 ,A3 , 
A4 van een poolviervlak van een kwadriek A, dan is elk punt van k hoek­
punt van een poolviervlak van.L'.).. 
Bewijs. Het poolvlak van een willekeurig punt B1 van k t.o.v. ~snijdt 
k neg in drie punten B2 ,B3 ,B4• Alle kwadrieken door k vormen een net, 
waarvan alle kwadrieken harmonisch om~beschreven zijn. Deze kwadrieken 
snijden vlak B2E3B4 volgens alle kegelsneden (een net) door B2 ,B3 ,B4 ; 
h. wordt gesneden volgens de kegelsnede 6 . Alle kegelsneden van het net 
zijn harmonisch om~ beschreven. B2 is·een hoekpunt van pooldrie~oeken 
t.o.v. & , die elk in een kegelsnede van het net beschreven zijn. Valt 
de l,)oollijn 1 van B2 t.o.v. 6 niet met :s3B4 samen, dan zouden ae paren­
snijpunten van 1 met de exemplaren van het net de poolinvolutie op deze 
li_jn moeten vormen. Daar echter door~ paar punten van 1 een exemplaar 
van het net gaat, is dit onmogelijk~ B2B3:s4 is dus een pooldriehoek van 
& , dus B1B2B3E4 een poolviervlak van £:::;. • 

Tiefini tie. k heet harmonisch beschr,even ,.flPl: 6 • 
OJ)gaven. 1) Formuleer de duale stelling. 

2) De poolvlakken van de punten van een kubische ruimtekromme 
k t.o.v. een kwadriek .6,vormen de osculatievlakken van een 
kubische ruimtekromme k'. Bewijs dit. k' heet de poolfiguur 

Van k t. 0 • V. ~ . 
3) Bewijs dat omgekeerd ook k de poolfiguur van k' is. 
4) Bewijs: Is k harmonisch beschreven om A, dan is k' harmonis~h 

bes chreven in l::,. en omgeke erd. 
Stelling. Als van twee viervlakken de verbindingslijnen van overeenkom­
stige hoekpunten door eenzelfde punt 0 gaan. dan liggen de snijlijnen 
-van corr8sponderende zijvlakken in eenzelfde vlak C>I.... 

:Bewijs. We duiden de twee gegeven viervlakken aan met A1A2A3A4 (zijvlak­

ken 0< 10:. 2 Ol3 ,~4 ) en B1 ,B2 ,B3 ,B4 (zijvlakken (3 1 ~ 2 ~J (d4). Elke lijn 
.AiBi gaat door O. Zij li de snijlijn van o(i met fi· Daar .A.1B1 en A2B2 
beide door O gaan, liggen ze in een vlak, zodat A1A2 en B1B2 elkaar 
snijden in een punt P12 • Dit punt ligt op A1A2 (snijlijn van ct 3 en 0<.. 4 ) 

en op B1 B2 ( sni j li jn van r 3 en (-3 4 ) , dus in ieder der vlakken (j/ J, Cl<.. 4 , 
@3 , ~ 4, zodat P12 ook op 13 en 14 ligt. Op dezelfde wijze blijkt dat 

elk der lijnen li elk der andere snijdt. Daar ze niet alle door een 
:punt gaan (waarom niet?) liggen ze in een vlak. , 
])efinitie. Twee viervlakken, die bovenbedoelde ligging t.o.v. elkaar 
hebben, noemen we perspectief; dit begrip is met zichzelf>duaal. ,. {, 

Twee perspectieve viervlakken hebben dus de volgen4e eigensohappen: 
,t/ 

a) Verbindingslijnen van corresponderende hoekpunten gaan door een punt O. 
b) Snijlijnen van corresponderende zijvla.kken liggen in een vlak r:t,J,. • 

c) Snijpunten van corresponderende ribben liggen in CX. 



d) V t:rb 1r:di.r.gsvlakken va.::1 corresponderr,nde ri bbt::n gaan door O. 

U::. 't elk der- 4 si.gensohar:ren ( d1e twtG aan twee duae.l zijn) volgen 
di:.; dri c cY1::r:.ge. 

Stellin~;z;. Als van twet: viervlakken de verbindingslijnen van overeenkom-
+· . k ... . ,.,j • . . . d . h d 'j suig~ nae pun~en ~at EEnzo~1, ~ r~g~iscnaar cenoren, an De oren e sn1 -

lijr:,:n var:. OV(;!'Genkon:stj.ge ~:.i~vJakkE.n 6VenE:ens tot eenzelfdt: regelschaar, 

Bewi j s. Laa t A1 A9 A,A 4 en F 1 B--,B ~B 4 weer de gegevtJn v:i.er.rlakken zi. jn met 
. ·- ..I -;- . C. _, 

zijvlakken ')/. 1 !Y.., t.ii. ~ t:,i. _4 er. 1~ 1 :,3,, (j. 1,3 4 • 1, is wet:r d8 snijlijn van CX . . ; 
~ ~ .. ~ .... _,~ ~,,.. }. \:-:j' ..l ~~ 

en (l:l, mi :u3 d8 11Jn A1i\ \1 = ; •• 4). 
' We buschouwen db dri8hoek A~A,A~ &n de driehoek, di~ ontstaat doo~ 

' - j 

(1p(32,(33• sn:i.j deri :::net 

St12:l dus c1 is het anijpu.nt 
' ,,,4 II H n \..·2 

.,4 
l' J ll I. ll 

van 

Ii 

0<4, !'3 2' (33' 
0'.4, {33, ('31' 

?1,4, (31, (32· 
(Op analog€ wijze defini(;.ren we C~ a1ge:m€en.) 

We zulltn allareerst bewijzen dat uit het gegeven (m1 ,m2 ,m3 ,m4 
behoren tot een reg~lschaar) volgt, det de driehoeken A1A2A3 en 
·"' 4 "'4 ,..,4 p1.e.rq....,, c+ ~ : ""' z1· ;.,,, Taa+ A :-, 4 c.-n A ,., 4 elkaar ~ n P sni ·id ""' De 
·:·'. _~2-·-~ '"'.~ . .t-d•tl::: u.d;;~ B.., .... D.w 1~. 2'·"'2":,"'B'- /".~v3 . .A~"" c4.,_ -~d -ul•kca •. 
.t:LJn btii: 4 snJ..J . m, 1n 4 • b 1.Jnen __ ,,.., •"' en ,.,r4 '".) sn1J en e ~aar 1n 

-t 4 . .::'. 4 ~ ,:;, 
c~, zodat B4P4 met A2B2 = m2 in eln vlak ligt en m2 dus snijdt. Op de-
zelfdG wijze blijkt dat B4P4 ook m3 snijdt. Daar de lijn B4P4 de drie 

lijnen m2 ,m3 ,m4 van de gegev&-n reg1::1lschaar snijdt, zal B4P4 ook m1 moe~­
ten snijden~ i!et vla~ door deze snijdende lijnen bevat dus B4 ,F4 ,.A1 ,:B 1, 

zodat ook A1P4 en B1B4 elkaar snijden. De lijn .A1P4 ligt echter in O+.+, 
welk vlak met B1E4 slechts het punt ct gemeen,heeft, zodat A1P4 door 

ct gaat. De perspectieve ligging der drieho~ken A1A2A3 en ct C~ ci 
is hiermee aangetoond. 

Het perspectiefcentrum van deze driehoeken hebben we P4 genoemd: 
de p~rspectiefas stellen we door p4 voor (op analoge wijze zijn P1 en 

p 1 algemE:en tt dtfir..i.~ren). p '.t sni jd t 1 4 omdat heide li jnen in C< 4 ligg .... ,r. 
Het snijpunt van A2A3 me! C~C~ is een punt van p4 . Daar .A2A3 de snijlijn 

is van f;J I E.n 0:, 4 en CiCJ die van r 1 en ~ 4 , li.gt di t punt in de vlak-~ 

ken ()11 , ()( 4 , (1' dus op de snijlijn van Dol. 1 en 'f~, d.w.z. op 1 1 • Op 

d8ZE wijze tewijst men dat p4 elk der lijntn 11 ,12 ,13 ,14 snijdt. Daar 
hetzGlfde geldt voor p1 ,p2 ,p3 blijkt dat 11 •• 14 tot eenzelfde regelscha~r 

behoren. 
Definitie. Twei:;; viervlakken die bovenbedoelde ligging t.o.v. elkaa.r heb­
ben, zullen we pseudo-perspectief noemen. Ook di t begri:p is met zichzeL: 

duaal. 
Stelling. Twee viervla.kken, die elkaars r&ciproke poolfiguren zijn 

t.o.v, ten kwadriek r, zijn pseudo-perspectief. 

Bewi~s. In dezelfde no ta tie als boven is nu A. het poolvlak van A.: en 
-, ' 1 J. 

O(i dat van Bi .. Het vlak o<4 sni jdt / volgens' een kegelsnede ()4 • 



De pool van A2A3 t.o.v. a' 4 is het snijpunt van 0( 4 m~t d6 poollijn B1B4 
van A?AJ t.o.v. r. Dit punt is blijkbaar C~. De driehoeken A1A2A3 en 
ctc~c1 zijn dus reciprook polaire driehoeken t.o.v, if 4, dus volgens 
pag. 65 perspectief. In dat geval zijn echter de twee viervlakken volgenc 
de vorigc bewijsvoering pseudo-perspectief. 

AffiE-ne ruimtemeetkunde 
Definities. Onder de affi~n6 ruimte verstaan we de projectieve ruimte, 
waarui t eE-n vlak f'.X"° wordt weggelate::n. ()(.~he£;t het oneigenlijke vla.k; 
punt en van <X.oia he ten oneigenli jke punt en of richtingen, lijnen van ~hetc;;'(, 
oneigenlijke lijnen of stellingen. 

Lijnen met dezelfde richting en vla.kken met dezelfde stelling 
h~ten ev~nwijdig. ten lijn 1, heet evenwijdig met (3, als de richting van 
1 ligt op dE. stelling van (3. 
Opgaven. 1) Zijn de snijdende lijnen 1 en m evenwijdig aan de lijnen l' 

en m' van een vlak ~, dan is het vlak door 1 en m ev1::nwijdig met (3. 
2) Alle vlakken door een punt Pen evenwijdig met een lijn l 

gaan door een lijn l' // 1 door P. 
3) De snijlijnen van tweb evenwijdige vlakken met een derde 

vlak zijn evenwijdig. 

Ook in de ruimte kunnen we het vectorbegrip invoeren. Twee geor­
dende puntenparen (A,A') en (B,B 1 ) noemen we aequivalent, als daze vier 
punten in een vlak ~ liggen, terwijl de puntenparen in~ aequivalent zi~~ 
Opgave. Bewijs dat dit ruimtelijke aequivalentiebegrip reflexief, symme• 
trisch en transitief is. 

De verzameling van alle puntenparen, die met een gegeven paar 
aequivalent zijn, noemen we weer een vector. We definieren: ! ~ kb 
geldt dan ~n slechts dan als de dragers van! en £ evenwijdig zijn en 
als deze relatie geldt in een plat vlak dat van elk der vectoren een rew 

presenterend puntenpaar bevat. Op de nadere ui twerking van deze:; begrip•· 

pen en op de definitie van de vectorsom a+£ gaan we niet verder in. 

Defini tie. De :pool van 0/...,. t. o. v •. een kwadriek heet het middelEunt van d:'..6 

kwadriek. 
Klassificatie der reele puntenkwadrieken 

' 

I) Algemene kwadri~ken (geen du~belpunten). 
'1r) r raakt nict aan ot.,_: middelpuntskwadriek. 

1) 'De doorsnede met O<.o beva.t geen reele punten. De kwadriek is e1:.n 
ellipso1de. Deze bevat geen reele rechten (waarom niet?). 

2) De doorsnede met()( is een kegelsnede met reele punten. 'De kwa-
CIP 

driek is een hyperboloide. Bevat deze geen reele rechte, dan 
spr~ken we van een twe1:;;bladige of elliptisohe hyperboloide ct;-'18€1-· 
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blad), bevat deze wel reele rechten~ dan spreken we van een 
hyperbolischE:: of eenbladige hyperbolo:i.de (halsvlak). -, 

B) J raakt aan C/:00 ~ paraboloide. 
Het raakpunt is de asrichting. 

1) De doorsnede met ()(~bestaat uit twee toegevoegd imaginaire 
lijnen. :Os kwadriek is een elliptische paraboloide (vaas), 
die geen reele rechten bevat. 

2) De doorsnede met CX.00 bestaat ui t twee reele lijnen. :Oe kwa­
driek is een hyperbolisohe paraboloide (zadelvlak), die 2 

stelsels reele beschrijvenden heeft. 

II) Kwadrieben met een dubbelpunt (kegels). 
A) Het dubbelpunt van r1igt niet in (X ; We hebben dan met ~en 

I;,/(> 

echte kegel te doen. Hiervan bestaat slechts een soort! 

B) De top van de kegel ligt in ex,.~} cylinder. 
1) aloC>snijdt de cylinder volgens twee toegevoegd imaginaire be­

schrijvenden. De kwadriek is een elliptische cylinder. 
2) 

3) 

CY snijdt de cylinder volgens twee verschillende reele be­
.::c 

schrijvenden. :Oe kwadriek is een hyperbolische cylinder. 

C)(°'°raakt de cylinder volgens een beschrijvende. De kwadriek 
is een parabolische cylinder. 

III) Kwadrieken met een rechte lijn van dubbelpunten. i'bestaat uit 2 
vlakken, waarvan de snijlijn 1 uit dubbelpunten bestaat. 

A) 1 ligt niet in ()I oil. Twee snijdende vlakken. 
B) 1 ligt in ao4. Twee evenwijdige vlakken. 

IV) Kwadriek met een plat vlak van dubbelpunten. r is een dubbeltellen0 

vlak. ,.., 
Definitie. Een re'8el punt P ligt binnen de kwadriek / , als iedere re8lc 

rechte door P t~ee reele punten met rgemeen heeft. P ligt buiten r, 
als P niet op en niet binnen /' ligt. 
O:pgaven. 1) P ligt dan en slechts dan binnen I, als P ligt binnen i<~-· 

dere kegelsnede, die ontstaat door te snijden met een vlak door P. 

2) Ligt P binnen r 1 dan heeft het poolvlak van P geen reele 
punten met /...., gemeen. Bewijs deze stelling en het omgekeerde. 

3) Elk niet op een hy:perbolische kwadriek /'"' gelegen punt ligt 
bui ten /-, • 

4) Een vlak dat evenwijdig is aan de asrichting snij-dt een za~ 
delvlak /-, volgens een parabool; elk ander vlak heeft met I-, een hy:p.e.rboo.: 

gemeen. 
5) De doorsnijding van een echte kegel met een plat vlak kan 

een ellips 7 een hyperbool en een parabool zijn. Hoe moet het snijvlak 

in deze gevallen worden aangebracht? 
6) Een vlak, niet evenwijdig met de richting der besohrijvenden 

snijdt ebn elliptische, hyperbolische, parabolische cylinder resp. vol-



gens e~n ellips, hyp~rbool, parabool. 
7) De beschrijvenden ve.n etn zadelvlak zijn evenwijdig aan e~n 

van tw~t vlakken (de richtvlakken). 

Evenals in het platte vlak bij k~gelsneden, ku.nnen we in de ruimte 
bij kwadrieken van toegevoegdb middellijnen enz. spr(;ken. 
Op5aven 1) Definieer toegevoegde middellijnen bij een middelpuntskwadriek. 

2) dtfinieer evenzo toegevoagdb middelvlakken. 
3) de finieer het toegbvoegde middelvlak van een middellijn en 

d~ toeg8VOtgde middellijn van een middelvlak. 

Klassificati.e der reele kubische ruimtekrommen 
I) k heeft drie verschillende oneigenlijke punten. 

A) Alle drie re~cl. Kubische hyperbaol (drie reele asymptoten ~n 
drie reele asym~totische osculatievlakken). 

B) Twee toegevoegd imaginair, de derde reeel. Kubische ellips (een 
r&ele asymptoot, een re~el asymptotisch osculatievlak), 

II) k raakt ~in een punt en snijdt O< ... nog in een ander punt. Ku.bische 
hyperbolische parabool (een reele asymptoot, twee reele asympto­
tische osculatievlakken en een extra asymptotische richting). 

III) k raakt CY,,_ in drie samenvalhmde punten. Kubische pe.rabool (alleen 
een asymptotische r~chtin5). at.Ott> is osculatievlak. 

Met,rische (Euclidische) meetkunde 

De Euclidische ruimte wordt zo ingevoerd, dat in elk reeal vlak van 
de rJ.imte de vlakke Eucli.dische meetkunde ontstaat. Op elke re~le oneigen­
lijke lijn moet dus een elliptische involutie gegeven worden, of de (toe­
gevoegd complexe) dubbelpunten van deze involutie. We denken ons in het 
vlak CX00een kegelsnede w gegeven, waarvan de poolinvolutie reeel is, 
doch die geen enkel reeel punt bevat (een dergelijk& kegelsnede he&t 
nuldelig). Dezc kegelsnede noemen we de absolute kegelsnede of db bol -
cirkel. Punten en raaklijnen van w(die dus alle oneigenlijk en complex 
zijn) noemen we isotroop. 
Definitie. Onder de Buclidische ruimte verstaan we de affiene ruitme, 
waarin de nuldelige kegelsnede u.l is vastgelegd. 

Twee lijnen, waarvan de richtingen poolverwant zijn t.o.v. W hete:n 
orthogonaal. Twee vlakken, waarvan de stellingen poolverwant zijn t.o.v. 
W heten evbneen~ orthogonaal. Is de stelling van vlak ~ de poollijn van 
de rich ting van de lijn b, dan heet b de norms.al van (3 of b ..L (3 • 
Opgaven. 1) Zijn 1 en m twee snijdende lijnEm in een vlak °' en is a j,.. l 
en a ..L m, dan is a l.. '::il. • Ligt verder n in (J... , de.n is ook a ..L n. 

2) Ui t a .J._ t.."'X , b 1-(3 en ()I.. ..Lt3 vol gt a J_ b. Welke omgeke&r-
de (n) heeft deze stblling? 



3) Isa.LO< bn PIie., danis~J.(3. 
Definitie. Een kegelsnede, di~ du absolute k~gelsnede bevat, heet een bol. 
Opgaven. 1) Bewijs dat elk vlak de bol volgens e~n cirkel snijdt. 

2) Een raakvlak aan de bol snijdt de bol volgens de isotrope 
lijnen door het raakpunt. 

3) Twee toegevoegde middellijnen en twee toegevoegde middelvlak­
ken van dL: bol zijn orthogonaal. Een middellijn is de normaal van zijn 
toegevoegd middelvlak. 

Met behulp van de bol kunnen puntenparen ingedeeld worden in klassen 
van ond0rling congrul:nte 11aren. We gaan hier niet verder op in. 
M8trischE::: eigenscha;n1en van kwap.;riE,ken. 
Definitie. Een middblvlak dat loodrecht staat op de toegevoegde richting 
heet een SY!!l£18trit!v,lak van de kwadriek. Een middellijn die loodrecht 

1 staat op de toegevoegde stelling htet een ~ van de kwadriek. 
Opgaven. 1) Een symmetrievlak halvebrt alle koorden van de kwadriek, die 
er loodrecht op staan. 

2) Een as bevat de middelpunten van d~ ~egelsneden, die de door­
snijding zijn van de kwadriek met alle vlakken, die de as tot normaal 
hebb£n. 

3)·Alle lijnen, die E;en gegeven lijn 1 snijden en een lijn m 
loodrecht snijden vormen een regelschaar van een zadelvlak. 

Een paraboloide r, waaraan Ode asrichting is, heeft een as. Deze 
wordt verkregEm dc,or van O eerst di:: poollijn t. o. v. W te beschouwen 

(dit is de normaalvlakkenstelling) en van deze lijn de poollijn t.o.v. 
f1 te nemen. 

Een middelpuntskwadriek snijdt ~""°volgens een niet ontaarde kegelsne­
de O. Is P een asrichting, dan is de poollijn van P t. o, v. 0 de toege­
voegde stelling. Daar deze loodr~cht op de richting P moet staan, moet 
dit tevens de poollijn van P t.o.v. 1..0 zijn. Pis dus een punt, waarvan 
de poolli jn(:n -c. o. v. ~ en w samenvallen, d. w. z. h&t dubbelpunt van een 
der ontaardingen ind~ door ten W bepaalde bundel. Een middelpuntskwa­
driek h~eft dus i.h.a. 3 assen, die twee aan twee orthogonaal zijn. De 
vlakkc,n door twee der assen zijn de symmetrievlakken. 

Motrische specialisatie van projocti~Vb 

stelline;en .u~ t de rtt~b~eetkunde 
Bevat een kegel /,drie onderling loodrechte beschrijvenden, dan is 

de oneigenlijke kegel$nede harmonisch besohreven om iJ, zodat deze ke­
gelsnede beschreven ia om oneindig veel pooldriehoeken van w. Dus: 
Bevat de kegel I drie onderling loodrechte beschrijvenden, dan bevat p 
oneindig veel van zulke orthagonale drietallen ( rheet dan gelijkzijdig). 
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Opgaven. 1 ) Pevat de kE:gel rdri.£ onderling loodrechte re.akvle.kken, dan 
·rcvnt I--,, on0ir.d:.g vee1 van Zi,.;.lke ortho6:cnale drietallen. 

2) 30wijs de twee voorgaa~de stellingen ook in het geval, dat 
~en typerbolo1de is. 

i:.;e:n m12tri£=chc: s;1E::C'l.alJsE::rtng '7a?: de stellir:.g van ::pag. 12J luidt: 

Tr-~.kt r::•.::r. :ic-Jr ee:r. vast p:u:t S var; een kwadrj ek r drie onderl.ing lood­

rE.:ci: t1;;; lijnE:.n, diE: d(; kwa.driek x:og;r.aals in AtB,C :mijden, dan gaat :llet 

vlak A.Bt: door l~t;'n vaGt rur.t X, 1'~Et p:.mt var: Fr6gieY' van S (vgl o:pt;ave 
~ l'"' Q g -'! ,·) Fl \ . ..,.. r., ] ·:·t rt>(:;,... 0 r1 ·'1 ·"• ),j ri. ~ 0 11'."t 1 .:; n (~ t"'l a '!"'I r ,..,., J .W """'" , . .,.. I \..,• ,,.; / ' 5 t:;; ~ t: ~~\ ,_ ;., .t:-.- t. ... t: •"' U . ..i.. u~ ~.-1,, ,:,-:t, - . ....., ._..,. i._; C.:. C,t,J1."' ., 

0.,....1 '"'!',..·v eY°' 1 ) P e: .. ~!P ·1 -~ I:"! r"l O""'V ~\r·: i:::- + ,a., !" ~ ... ,:J --,. C'.; + ~::.' ·i ., ,....1 ,,. ....J;~• l / ..i...,Vv~,..i.,.,\)V I....< ~ .... ,i.~ ,1,..., ._,:(,,11,1,.,J.t:; 11>.., \.<t:..-.J.. .. J.-.4•1!:~• 

2) le~d uit de duale ~roje~t~eve stalling af: de meetkundige 
r.iaats der top.;: en var" de geli j kz i j di ge omhullingskeg&l:::: van 6en parabo­

lo:ide r is 8en vlak, lcodree:tt nr, de as van r( ortho1;tisch vlak van r). 
Is r een col met :niddelpunt M er. is fX het poolvlak van een punt A, 

dan is .A1!; -Lex. IICT:.er2:1 A i.3 de ; .. ool van o<.en M ::;_s de pool var. CX<:>C, zo­

dat 1J1l de poo1Iijn is van de or:eigenliJke rechte van 0(. Het oneigen­

lijke punt van ANl is dus de pool van deze oneigenlijkE:: rechte 1 zodat 

A:,1 _J_cx • 
Als een viervlak ABCD poolviervlak is t. o, v. een bol r(middelpunt 

M), dan is AM -L BC]) enz. We hebben dan te doen met een vier.rlak, waar­

van de hoogteli jne:r1 elkaa:r sni j den ( orthocentr:isch vienlak); het hoog­

tEapunt is hc;t rr:iddelpunt van de poolbol. De punten A,B,C,D,:M vormen een 

zg. ortr.oc:Entrisch vijfpunt: elk punt is het hoogtepunt va.n het vier­

vla.k, g-21ror:nd door d~ vier andere. 

Zij /:::;_ een kwadri8k, gaande door de;, 5 punten ArB,C,D,M; bis dan har­

monisch bE:schreven om r. Elk punt van 4 is dan hoekpunt van oneindig 

veel roolviervlakk8n van /', diE in 1::::.. beschreven zijn. Ne:rten we M als 

etn dier hoekp1.a:ten, dan snijdt het poolvlak t.o.v. rvan M, nl. Cx.u.o, 

de kwadriek D volgens een kegelsnede 6, di.8 bE::schreven is om oneindig 

veel pooldriehoeken van tJ. llit retekent dat 6 harmonis,:h reschreven 

is o:r:1 w, Elke kwadriek, gaande door de hoek-
:punten en het r:.oogtepunt van een orthocentriseh viervlak is dus gelijk­

zijdig. 

Ee:: analoge redener:i.ng geldt voor een kubische ruimtekrornme k, gaan­

de door A,B,C,D,M, dus harmoniser. beflchreven om de poolbol /-,. Elk punt 

van k is nu hoekpunt van precies ~en ink beschreven poolviervlak van 

r. Ifomen ;ve hiervoor weer M, dar~ zijn de drie oneiga:iijke punten van 

k blijkbaar de hoekpunten van een pooldriehoek van r. k is dus een ku­

bische ruimtekromme waarvan dt asynptoten loodrecht op elkaar staan, 

eE:m zg. kub is che gelijltzi j dige ( of orthogonale) hyperbool. Elke kubi­

sche ruimtekrc,r..m.e, gaande door de hoekpunten en het hoogt-epunt van een 

orthocentrisch viervlak is dus ee: geli jkzijdige kubische hyperbool. 
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De meetkundige plaats der middelpunten van d6 kwadrieke~ van een bun­
del is een kubisc~e ruimtekromme k. Deze gaat blijkbaar door de toppen 
van de vier kegels uit de bundel. De oneigenlijke punten van k zijn de 
punten, waarin de paraboloiden van de bandel aan °'ocraken. 

Een speciaal geval doet zi0h voor als de kwadrie'kenbundel een bol 
bevat. ol.. snijdt de bundel dan volgens een bundel kegelsneden, die M..) 

oc 

bevat, zodat de dubbelpunten van de ontaardingen van deze kegelsneden-:. 
oundel de hoekpunten zijn van een pooldriehoek t. o. v. 1-AJ. k is dan blijk-: 
baar e0n kubische orthogonale hyperbool. De kwadrieken uit de bundel 
hebben de oneigenlijke punten van k tot gemeenschappelijke asrichting. 
Dus: 

Bevat een kwadriekenbundel een bol; dan zijn van alle exemplaren de 
assen evenwijdig; evenwijdig hieraan zijn ook de asymptoten van de ku­

':iische orthogonale hyperbool k, die de meetkundjge .:plaats is van de mid-: 
delpunten van de kwadrieken van de bundel. 

Elk punt P van k is middelpunt van een kwadriek uit de bundel. De 
poollijn van P t.o.v. de bundel ligt dus in ex. • Beschouwen we speciaal 

00 

de bol ui t de bundel (middelpunt M) en het exemplaar /)!. dat door P gaat, 
dan zijn dus de poolvlakken van P t.o.v. deze twee exemplaren evenwijdig, 
zodat beide loodrecht op PM staan. PM is dus de normaal in P aan ~-
k is dus tevens de meetkundige plaats der voetpunten der normalen, die 
vanuit Mop de kwadrieken van de bundel kunnen warden neeBgelaten. Is 
reen willekeurig vast exemplaar van de bundel, dan kunnen we dit ook 

als volgt formuleren: k is de meetkundige plaats der punten P, waarvan 
het poolvlak t.o.v. 1-.loodrecht staat op PM. We noemen daarom k de ku-

~bische orthogonale hyperbool van Apollonius voor Men r(vgl. pag 109). 

Daar k enr 6 punten gemeen hebben, gaan door een gegeven punt M blijk­
baar 6 normalen aan J'. Deze liggen uiteraard alle op de proje~t-e.renda 
kegel van k met M als top; deze ke.gel is eveneens ,gel;i.jkz.i j,dig. 


