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MATHDIIATISCH CFNTHlP~, 
2e BoerhaAv0 ~+rp~ ♦ ~G ', ' ....... ~0.., , ...... _.,. \,,♦ •·:, .. ,,:, ' 

:~ 1- ·: C":' T 'T: ·p r·~: .\ f~,~ 
·""-:·, ..... , ~"'~'.:..::.. ...... .:. ... 

th_,;: t:::;-fu r1ct i eD • ... , ______ ,, __ ,,_ 
Inleidinc acer 1~ i. van der Bl!j. 

t 11 .,. t · th + ·· · ~ ~• .'a is een ... e ,.,.:::.-l·u.nct1e 't 
'lt ••-----•-•-v<•--•"-•---••••••••••-•••--••---.... -

dat 

Het se~voudig2te 
+ O::J L .,, ,.' 1:· ·n 

+,....i "'. ... ' P ·. l _... e. W,.i. ••• ~ •. T/ 1 .. , .. ,,., ..... 

vocrbecld 

is niet to berekenen, t~r~ijl 

immers 

.,halve van de theta-f'uncties 

oak r-og 
,­

same n met Ce eindice som~en ~ 
· 1'1 .,.. • ., 1t, 

de z .'g. sommen van 

Gsusz, die voor gegeven wa2rdan van pen q te berekenen zijn. 

De e0nvoudigs~e m~.n1er 0~ 

te tabr~iken, is wel c:e t1·i. vic:le 
,'.)<..• '" u 
~ :'11(,v 

theta-functiaa in de getallentheorie 
t:: . , ..,. ""I l $' 

I ,:::- rf (. L f, ) 

rclhtie l L ~ = 
- ('.Cl 

l . .,... , N) "' = ~ • f e:: 
~ . , V,'e.: rin (: (N) het a:,ntal oplos::::ingen van de Diophan-

2 2 tische vergelijkin~ nA + n 0 
l ~ 

2 + ••• n = N voorstelt. 
G 

We ga2:n nu voo:r- taan be se:houwen: 

e 

deze reeks is absoluut convergent voor --;/711 1: > 0. '.7e onderzoeken deze 

functie van 7. en 't' • 

~ 2 • He ~ls f1.£1. ~tie -2._fill._Z_!_ 

Uit ae definitie v·let direct, dat: 

De functie J is els functie van z e~n kwasi-dubbelperiodieke. Als we 

aer.ken aaa het gedr~:g v:.::,n "~nkelperiodieke functies ala sin z, dan be­
grijpen we, dat er analoge, e.nderA functies kunnen ontstae.n als v;e z 

-ze1,neerderen met e:e:n 11~) .. Y.§. perioc:e .. "1e on:::0r·zoeken due 



~ ~ = i. I'',•·,, a ' ..... • ,.. '"'') ) ·- ,/ / 1 \ •-i • flf ,; .. ,. ... •. if>:f , ... ,,,,,,_, , 
, •·· -4-\-i/ C e 

Voortas.n WEtrken we met vier ·;t:,rschJ.llende thete.-funi::;tiee. 

(1.2.1) 
·1···1 J ,., ''\, ';E . I I. . }': .l, 11' I .t• ,.., 

.... e e 

( 1 ,. 2 • 2 ) 

( : .. 2.3) 

(1.2.4) 
i'") !t 

{ ,n ii', dn+1)'· J . .1" 1 .Z{n+~',· -1)11. ·· ~, G .. 

SOITtS zin ct~ re;::ksan als volgt 

(1.2.5) 4 9 
2 Tf z+2q'~ cos 4 rr z+2q cos 61'T' z+ ••• . 

( .. ·"' r ) l.i:.~, 1-2q 'C0:3 
r,--f' ' ' ,, ,i -
t.:'. fl Z 1" ,.:::q COS 4 JI Z - 2q9 cos 6-rf z + ••• 

(1.2.7) ,., ,,( 1"'f 1.,? r( . 2-3 5 = .::q. C0::1 i • Z + Cl COS 3 Z + q COS . if Z + 

(1.2.3) = 2 i q ¼ ( sin 1T z - q_ 1 " 2 sin 3 7f z + q 2 • 3 sin 5 7f" z-

~c vergelijken d&ze notatie met die gevolga 

}~ (z1-c) .. <; ( j 7'·) ') C, ( ) I,, O Z I t, ::::: V ., T( Z 1 q 
( -1 ri9) 0 5 

I•,:'.., ' "~ o/ 
'JI 1<zrt):::: 1, ,(rrz:,q) 

0 tr 

,o 
~Q.. ( ~·) 
;/11 ZiL. = 

ITij defini~ren zelfs algemeGn do f::nctio: 
0 -r.--- n"' 8 -rrtt(n+}g) 2 

0 .2,,iii'z-(n+·}g) .. (1 .. 2.10) v gh(zlr) ::c 2- (-1) i., 

Uit deze definitie volct direct: 

'Y ('"'''t: 1 -· ( 1,hl 'ify tz)'C). g+21,h+2m LJf " -- - 1 ./gh' 

... 
••• 

Volledigheidshalve geven we noc de algE:mene transformatieformulcs bij 
vE:rschui ving over hcl,3 of hal v0 p.;ri. od0n. 

( 1.2.12) 

~J. Het gedrag ala fu.nctie vaI?, t . 
Hat ligt voor do hand, dE~t WD die: transformatios van "l: onderzoe­

kon, die hat halfvlak ; 7:.,>0 in zichzelf' overvoeren .. Dit zijn de li-
. t J> ti -l·, ::i (}( T +--J' t ~· 0 D t f t. neaire rans.1.orma . es - -i\ +$ m(;• .t ~i - r. ¥ > • e rans orma ies 

!DJ:ti::(f-(:t:::::: 1 worden Yoortgobracht door Y ✓.l'L +1 en 't-'> =-). We on­

d.erzoeken nu 
v9' (z l-C ). 

o1 



Algemeen geldt 

(1.3.1) 
l) 

r., ¼111<:. ti 
).1 (\ z ! :f'·+ 1 ) ,::: ;. . g J / { "' \"t ) 

TF ) 

,, gh I ' l , ..... , g I g+h+ 1 ~ ,1, J • 

Da tre.nsformstia t ··> ~
1 berekt:nim Wf. ftl.1 een voor •{) ( z ft.). 

00 
We geb:ruilr:E:n a~~ bekendo formt1l1:: 

+ ,·.-.t 

,:- ) . ( ,), '71 l n x ( \ 
L f(n) ... -· , f: f.:v,dx. 

' We vinden dan 

1') ~' ( 2 l .:.!. ) 
•-' oo f' I T ... 

~I 
L.} 

. 
L"ft ~JI.'. ···•-.-·-

e ' d.x 
.l ;. ; ir.. f ) .....;. .. -:::.·-· ';ll"..,.m7 c.. '(I., ', ,; • 

e dx 

.,., 'I .z - ·--i ' )( . .t - r, tJ 
e dx 

De gezochte transforma.tic form.ule luidts 

(1.3.2) 
'Tr,,.('; ;i ,, 

V·-·r· '" y ... •/'ioo( z1'-r) -1 ·- - I,, 

Ui t deze transf orma ti1.. formul 1: voor )/ is die voor Jgh direct af te oc 
leiden, door over e~n c0nchikt 
te schuiv0n. 

gc.:kozen ar.mtal halve perioden van z op 

Natuu:t1ijk kan mdn cok direct m0t de sommatie formule van 
:?oisr on werken.. ;e vind0n dan 

.--•"'\ 

V-i'C 

§4 Nulpunten voor 11' (z). 
Wt2 gaan uit van de fermuls:.: (1,.2.13) en differontHiren dcze lo-

gari thmisch naar z. '.7e vind,:n dan: 
,,,c:,I . 

v i.b.(z+Xt +,µJr) 
~ :::= -211i~+ 
vf!;b.(z+At+rl-C) 

;}~h(z IC) 

)' gh ( z /t) 

'tie berekenen nu het aantal nulpunten van z binnen een per lode par. 

met hoekpunten ( ~ 9 ) +1, ~ +1+ "'C t ; + t). Di t aantal is gGlijk, aan 

fh,.) , -· .-=: j~ .,lr 'ft~ ( z+ Z ) . V ~h ( z) ( dz + I 
---- Ct Z - L ;I'-· .. _._.c;i_,___ 

flt 1,) :~ ·fJ gh ( z+ ''C' ) 1) gh ( z) 



I 
+-

.2.;1 i. 

Er is dua ,en nulpunt por periode par. 
Het 1a ui t de f ormule ( 1. 2. 8) direct duidelijk, dat t~ 1 ( 0 rt ).o. 

De nulpunten liggen dus voor 

P11 (ztZ:) congru<;nt me:t z = o, 
J}01 (z1r) congruent met z = 

(1.4.1) ,..q 
v10(z1!) coneru,ent met z = 

.t.T 
~ . , 
i, 

'l,?00 (z1f) congruent met z = i + ½'t. 

.§,5. Voorbeuld van productontwikkelingen. 
Wanneer wu van cun functie allc nulpunten kennen, lrunnen we vol­

gc:no Weierstrnss de functi(.; voorr::ti:.,.lli..:n in do vorm van een oneindig 
product. We proberen nu langa olinksc v,egen zo eenvoudig mogelijk een 
convorgent oneindig product voor ')!11 ( z I'!':) op te stellen. · We zullen di t 
zo doen, dat we e.;rst wat knot:ifn op huuristischo wijze en later bewijzon 
dat het "i3nelotte toch goed is gekom8n. (Dit is trouwens een g~liefde 
m0thod~ bij dit aoort problGm~n). 

w~ b~schouwon V 
f(s) = 11 (~0 ~ ~ It) • 

.,}, TI { 'YI t: 
Nul9UI1t:mn van f( s) zijn d(; war0.rd~n s = e (n willvkeurig geheel). 
~o beschouwen nu het product 

rr <1-

~ Dit is alleen convergent als n ➔ - {)(JI • We beschouwen nu e\,;rst 
«, 

7f 
,;.., • I 

2. Tt i "·' r 
(1-e s). 

Voor de overige waarden van n converge\,;rt het pr•duct 
,.)12 · J.'1fih1t' 

IT < ,_ e s > • 
'r""•1 ()(> • 2,7Tt'},y)t )T11't>lt" 1 

In het product 7T ( 1-e s) ( 1-e s- ) zi tten e.lle wortels behal-
1 

ve s = 1 verwerkt. Daze vorwerken we z• symmetrisch mogelijk door eon 

factor (si ~ s- i) bij te voegen. Allaa te■amen vind~n we,dat 

~ 11 (zlt) eb 

(1.5.1) 

dezelfdo nulpuntan hebbon. Hieruit volgt dat de functie 

) ( 1_ 01,11 i. ir,'t'0 .. J.f lz) 

'}911<z It> 
f (zit) gu~n 



·JJ 11 ( z+ 1 l -r) 

Cf' ( z+ 1 I L) 

·if11 (z+T/t) 

tf ( z+f[ rt) = 

TF 5 

,~- 1 ( z It) 

r (zi-C) 

HGt ~uoti8nt is dus GGn zuivur dubb0l periodiek0 functie, daar hij 
geGn pol0n heGft, is de, fu:nctiti woglmS de :puriodici tei t begrensd 8n 

dus constant. Dat wil zeggon 
'".>ii 

.. er ( ) ( )( rri.2 ~rriY...) /-/ ( j,7t1tY)r :L-,,·t.t) 
'V11 z I 1: == G T e - e 1-\;; e 

. 2Ti1<"f]{ -:J.iri;>;. 
(1-e e ). 

Mot behulp van wat rekL:nwerk me:t elliptische functies kan men bewijzen. 

a.at G( t) 
00 . • -

TT ( J..JTl.'Yil) I 1-e , zodat dus geldt, 
I 

(1.5.J) 

. . J, 1T l' rn 17' - 2_ T/ 1 '.:t 
(1-e e ). 

Voor ae andere if functies bestae.n analoge productontwikkelingen •. 
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Hoof dstuk II. Periodiuke :f'uncties. 

§ J, ilgomone eigenschappon. 

'8F 6 

Eon getal tJ he..,t eon :periodu Yan e..:n funotie f( z), ale voor iu­
dorc z, waarvoor f ( z) gedo:finie~rd is, ook f( z + W ) en f( z - £,;.)) ge­

dofinieerd zijn on a.ls voor iedore z, waarvoor f(z) gedcfiniocrd is, 
geldt f(z + W) = f(z). 

Ala W ~n u,1 pt;riodon van th;n fu.nctie f( z) zijn, is dat ook hot 
goval met k tJ + k I iJ' (k, k' willekeurig gehe1.;l).. . 

Van ~on niot-constanto eenwaardigu analytische functie bezit de ver­
zamoling der periodcn goon verdichtingspu.nt. Immors, was dat wel het 
geval, dan was in iodore omgeving van dat verdichtingspunt d een punt 
to vindcm, waar du beschouwdu functie f(z) gulijlc vw.s aan f(d), zoda.t 

do roeksontwikkoline van f(z) in de omgeving van d slechts e~n term, 
n.l. de: constante term, zou bovatten <.tn f(z) derhalvo zolfa in h..:t ge­
holo compluxa z-vlak constant zou zijn, in strijd hlot do vurond~rstel­
ling. 

'.lij onderzo,:::k....:n nu ho1.1 a.:: puriodun van oJn niut-constant1: uenwaar­

digo s.nalytischo fun ct ic f ( z) kunnun liggen. 

Alh:rourst is O 00n poriodi, van zo tn ( trouwuns van icdoro) funotiu. 
Ondorstl,l dat du functio vcrd0r eon pariodc; W bczit. Allo punten 

n W ( n guh'""ul) d0r ruchto zijn dan ook puriodon var. f( z). Omdat niet 

in icdoro omgeving van O Chm punt ligt, dat ala pc.:riode optreedt, is 

or oun punt vJ , dat hot dichtste bij O ligt ~n poriodo van f(z) is. 

Ook h(lt pu..."1.t - W , hooft doze oigenschap. Allu op de rcchtt::1 0 W 1 gela­

eon punton, di(; pcrioden van f(z) zijn, zijn dus van de gedaante 

k w 1 (k geheel). Hot gotal l.J1 noemen wij DE fundamuntcle poriode 

van f( z). 

Er zijn nu twb0 gevallun mog0lijk: 
J..9.!.. Onze fu.nctie bezit bchalva de hierboven gevondon gotallen k w 1 
goen verdere perioden. Men noemt haar dan (enkel):poriodiek met 1>eriode 

lJ 1• 

2e. Onze functie bezit ton minste een niet op O w1 gelcgon poriode 

t>J • Zij nu W 2 het punt mut minima.le modulus, dat periode is van :f'(z), 
dat niot op O t.o 1 ligt. Onze functie he0t dan dubbolporiodiek met DE 
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:f'undamcntalo pcriodon tJ 1 on tJ2 • It:dur gt1tal k 1 W 1 + k2 LJ 2 (k1 , 

k2 gohool) is dan eun p..:riode van f(£). Da.ar iodor punt binnen driohoek 
0 uJ1 tJ.2 awn afstand tot do oorsprong buzi t, die ,: tiJ 2 is, is af ge­

zion van do hoekpunton, goun punt van dil;J drieho(:k, 01..;n p"'riodo van :r( z). 

Hutzolfdu goldt voor d0 driohouk mut hovkpunton O, - uJ1, - W2 , dus 

wagons do poriodicitoit voor do drit:ho1.;k mt.:t houkpunton W 1 + W 2 , 

t-0 2 , 1..J 1 , zodat afgczicn van d(I 4 hotikpunten ge ... ,n punt van het paral­

lelogram O, lwp t,J 1 + w 2 , w 2 u,;n puriode van f{z) is,, Eon zodanig 

parnllologra.m heut uon fundamentei...-1 pvriodeparall~logro.I:l van f(z). On­

zu functie f ( z) hevt in di t go val dubbelp1,;riodiek. A.lle punt en ve.n de 

.:;oc1a~mt1' k 1 cJ 1 + k 2 uJ 2 ( en ook goon anderc) zijn dan perioden van 

f(z). 

§2. Enkelperiodi~k~ functios. 

Wij boschouwon thnns c~n willekeurige enk~lporiodick0 funotie, 

wanrvan wij mogun aannomon dut DE p~riodo gelijk is aan 1, .omdat dit,. 
a.ls hot nog niet hot geval is, door e.::m dilatatio in hot z-vlak te be-

reiken is: Stel nu ~ == c21r iz; de.n is ~ 1 == ~ 2 als z 1 ii!: z2 (mod 1) 

en omgekeerd. Bij govolg io de besohouwde poriodiokc functie f(z) 

oun oomm::rdige fu.nctiu van \ • Di t is_ dus b. v. hvt goval met de go­

niomutrische functi&E sin 21T z, cos 211 z, tg rfz en -::ot 1Tz. 
B0sohouw thans cc.n onkclpt.:riodivke analytisch0 fu:1r:tie f( z) mut 

DE p__,rtodu 1, dio slucbts gelsolo1JrdB singulari t0:. ton b0ci t. Er bostaat 

da.n o,_;;n r(;chthook, waarvan du basis uvenwijdig loorit m.Jt do r1;;0lo as en 
uon lungtc 1 buzit, wao.rbinncm goen singu.lariteiten van f(z) liggen. 

La.:.~t tlv basis (bov1,;;nlijn) de ordinaat y 1 (r~sp. y 2) "r8zitton. Dan h00ft 

do functi,.;:, bcscho1rnd L:.ls functie van 3, ge~n singulari tei ton in het 

gcbicc: c - 2 ri"y2 < i \1 / < c - 2 1'fY1 e(.;n Laurentontwj_kkoling van de ge-x-; ,. 
,--- a ;;- n 

daanto ' cm :::;oldt aus binnon do genoemuc r0onthoek de 
L- n) ',. .. ~' 

Fouricrontwikkoling 

f(z) = 211 inz 

De coefficiUnten d0r Lau.rontontwilrkuling, dus dio •tc:1• ] 1ourierontwikk0-

ling zijn oondu.idig vastgolegd. In het geval, dat f(z) = sin 2Tfz is 
f( z) rationaal ui t te drukken in .~ • Voor dergelijko functies goldt 

oon belangrijko eigensoha.p; iedere i:'.erGeli,ikE: fm:i.ct:Lc~ f ( z) bezi t n. l. 
,:;1.;n algebra.!sch additiethooroma., d.w.z. voor iedure keuze van u on v 
bosta:::~t er een algcbrarache relatiE.i tuas.::n f(u + v), f(u) en f(v)., 

Stvi n;l. 3 = e 21fiu, 3' = 1 21fiv, dus ~ ~1 == o 2'1i'i(u+v). 
17ij woten, da.t de funotio f(u) o,_;in rationale functio is van } , evenzo 

f(v) van ~• an f(u+v) van l ~1
• Du.s 



f(u) = F( 5 )~ f(v) = F( s')J f(u+v) = F ( ~ ~1
). 

Door oliminatie van ~ on\' uit doze 3 relaties vindt man dG gewenste 
algobrarsche relatie tuss0n f(u). f(v) en f(u+v). Verdor goldt: Tuason 
iodor twootal enkelp0riodioke functies f(z) en g(z) van hot spociale 
boschouwdo type bestaat 00n algebraische rolatie. Im.mers, men heeft, 

alsmon 5= (:; 2 fliz stolt, 

f(z) = F( 5 ); g(z) = G( ~ ), 

waarin Fun G rationale functies zijn van (5 • Eliminatie van \ 
voort tot het gGwonste algobrafsche verband tussen f(z) on g(z). 

Aangozien de afgoleido van e~n poriodieke functie iodere periode 
bozit, die de functie zolf bezit, bestaat er dus evonoens een algebra-
5:sche relatie tussen zo'n functie en zijn afgoleide. 

_§J •. Dubbel,,:eeriodieke functies. 
vVij beschouw0n nu oon dubbelperiodieke functie f( z). Zoals wij 

zagen, bezit zo'n functie oen fundamenteel periodeparallelogram.. Een 
parnllelogram, dat hieruit door verschuiving ontstaat over een afstand 
-J k 1 t.J 1 + k 2 1 .. ..J 2 (k 1, k 2 gohcel), noemon wij eon poriode:parallelo- .. 
gram of col. Men is gewoon ecn deel van d0 rand van de eel mut.J taro­
konon bjj do eel on wol 66n hoekpunt en de tweu daar uitkomende zij­
den. Eun poriod0parallelogram van twee dubbelpuriodioke functios is 
ook pc::ciodeparalle:Jogram voor hun som, vorschil, product en quotient 
on cfo af goluick van oJ.k hunner. 
1 u. StrJ_lling van. Liouvilloa Eon gi..:h(h.;l dubbolporiodioko functie is con­
stant, Tmmers de:: fu.nctie is g0hc0l Gn bozi t dus in bet :fundno.entele 
porio 1luparalleloe.ro.m geen polen; zij is daar en wegens de periodici­
tei ta.us zelfs in het gehele complexe z-vlak begrensd. Een gehele 
begrenscJ c functie is echter constant. Iedere niet~-co1J.stante du.bbelpe­
riodieke functj e b2'3i t cl.us in elk pcriodeparalleJ 0::sram, dus in elke 
eel ten minste, U::n sineulari tei t. 
Definitie: Een analytische functie, die in het gehele z-vlak slechts 
regu.liore punten of -,)olen bezi t ( een meromorphe functie dus) en die 
dubbelperiodiek is en niet constant, noemt men e~n elliptische functie. 
Onder de orde van eon elliptische functie verstaat men de som der mui­
tipliciteiten der in ~on eel g~legen polen. Deze som is kennelijk on­
afhankelijk van de keµze der eel. Hebben twee dubbelperiodieke func­
ties hetzelfde periodeparallelogram, dezelfde ~olen en in die polen 
dezelfde hoofddelen, dan is hun verschil een gehele dubbelperiodieke 
functic, dus constant. De oors:pronkelijke functies zijn dus op een 
constante na gelijk. 
2e Stelling van Liauville; De som der residuen van een elliptische 
functie in een pcl7iode:parallelogram is nul. :Seschouw n.l. de integraal 

1 J' 21Ti . f( z) dz, genomen over de rand van het parallelogram. Liggen 
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<:r polen op do rand, den 1ntwgrer',;i mon ov&r (h,n zc,daniga col, die geen. 

:polon op zijn rand he..:ift liggon. Zo 1 n eel beataat en is steode te vin­

dun. Anngozien in corrospondorende punten dor ovo:tstaand.o zijden ae 
funotie f(z) dezelfde wo.crdu e.anne.Jmt, is do som der bijdragen van twev 
ovorataandG zijden tot do oontourintegra.al nul, wa.armvdG do stalling 
buwoz1.;n is. 

Als gavolg hiervan bostaet iar ge..in elliptisohe funotie van d.e 
ordo 1, want zo'n functiu bozat in iGdero cul 1 pool van de eerste or~ 
do, waarvun hot rosidu uchtur ni...it golijk kan zijn a.an o. Eon ellipti­

scho functie van du ordo 2 kan hGtzij 1 :pool van do 2e orde hebbon, 

hctzij 2 polun van do 1o ordo met teg,.m§esttild residu. 
)e Stelling van LiouviJ:J_oJ. Ifot aantal binnen eon col C gelcgen punten, 

wao.r con .Jlli:ptische f\:mctic, f( z) u'8n gogeven wa.ardo c aannoemt, is 

gclijk nan do ordu dcr functie. 

tal 
du.a 

Im.more, beschouw de elliptische functie g(z) = f(z) - c. Het aan­

dcr ge:zocht0n punten is gelijk a.an het aantal nu.lpunten van g(z), 

gelijk aan r 
21-rrI ,, ~( ~) 2 dz• 

waarbij weer over de rand van C wordt geintegreerd. Nu is zow~r g( z) 

als g'(z), dus ook ~~+ elliptisch, derhslve is de geno-am.de integraal 
volgens de 2e stelling van Liouville gelijk aan nul. De nulsom van 

g(z) ten aanzien van C is dus gelijk aan de poolsom, dat is de orde 
van g(z), dus de orde van f(z). 

Bes ho"clv: verder c.e in een periodeparallelogram gelegen punten, waarin 
een dubbelperiodieke fu.nctie f(:x:) een gegeven we.arde c aanneemt. D,e som 
deze:r punten is, .:,C'als wij gaan aantonen, afgezien van gehele veel­
vouden ,Jnr per'ioden '...Ji en ~, gelijk aan de som der polen. 

Men l,eeft nl. volgens de residuenswlling dat het verschil dier 
. . .. . 1 Jptf'~z) d D . sommen -~e.1.lJK is aan - . z. eze contourintegraa.l is weer 

? [l j , C Z -C 
de som van 4 rcchtli j\1j_ge integralen. 
Beschou,, allerecrst: 

=/ J +.r· 
PQ RS 

~ 
= -t., 1· 1( ( )) dz 2 z -c 

p 

= -W2 log tf ~j=~ • 
Omdat f(Q) = f(P) is de logarithme van het laatste 

duij 1-..t -r ... I ) = m ~; 

? w1 G.( 
quotient een geheel 

21Ti :f!o RS 2 

ovenzo ziet men in dater een geheel getal m1 bestaat zoda.nig dat do 
::wr1 der andere twee beschouwde rechtlijnige integralen gelijk is aan 
;~ i•i m1w1 , wa.aruit tenslotte volgt dat de som der nulpunten van f(z)-o 
,,m der :pol en van f ( z) een versohil heeft van de gedaante m1w1 + ~fta.12 • 



Stelling. H,ebben twee dubbelperiodieke functies f(z) en g(z) 

dezelfde perioden, in een pcriodeparallelogram dezelfde nulpunten en 
polen (en d.ezelfde multipliciteit in ieder dier nulpunten resp. polen) 

. t f(z) . 
dan is hun verhouding een c~nstante. Immers bun quot1en g(zT 1s even-. 
eens een dubbelperiodieke functie, die nergens in een periodeparallelo­
gram polen bezit en dus volgens de 18 stelling van Liouville een eon-

stante moet zijn. 

Ten slotte vragen wij ons af of een niet constctnte analytische 
funetie meer dan twee perioden kan hebben. Wij laten zien dat als zo'n 
functie drie perioden w1,~ en (.i)3 (alle ~ 0) bezit, er getallen n1 ,n2 , 

n3 (niet alle nul) bestaan, zodanig dat 

n1 tJ1 + n2 uJ2 + n3 tJ3 = O 
is. 
Immers omdat de beschouwde niet constante functie perioden bezit, bezit 
zij zeals boven werd aangetoon:J, een"kleinste 11 1=eriode fl 1• Is iedere 
and.ere periode van de gedaante nJl.1 (n geheel), dan geldt uiteraard 
een betrekking van het gewenste type tussen elk drietal (zelfs elk 
tweetal) perioden. Bezit de funotie buiten de rechte oJl1 nag perioden 
dan is er zoals wij boven zagen een getal Jl 2 met minimals modulus, nie· 
op oJl. 1 gelegen, dat periode is van de functie, die verder binnen het 
parallelogram met hoekpunten O, ,.0 1 , .£1.1 + ... n 2 , .f12 geen enkele periode 
heeft liggen. Is nu uJ 1 een willekeurige periode van de funotie dan 
moet w1 va :i de gedaante a 1 Ji. 1 + b1 .112 ( a 1 , b1 geheel). zijn, want an­
ders bezat de functic toch een periode binnen het genoemde parallelogr~ 
Voor twee willekeurige perioden vJ 2 resp (~J 3 van de functie bes ta.an er 

evenzo gehele getallen ~, b2 ,a3 ~b3 met S') 
<.J)2=a2Jt1+b2.,.iL2; t.J3=a3fL1+b3 L.2• 

Eliminatie van J11 en ~.f1 2 levert 

W 1 (ab) 23 + kl 2 (ab) 31 + LJ3 (ab) 12 = O, 

waarbij opgemerk:t zij dat als een der coeff.bv~-(ab)12 in de laatste trek­
king nul is, reeds een eenvoudiger betrekking van het gewenste type in 
casu b1 •.J 1 - a1 w 2 == 0 of b2 W 1 - a2 uJ 2 = 0 geldt, waarbij dan 
in een der beide betrekkingen beide coefficienten van nul verschillen, 
want anders was een der gegeven perioden u.\ of Lt.J2 zelf nul. 



MATHEMATISCH CENTRUM 
2de Boerhaavestr. 49 
Amat er dam 0. ------~~-------~--~-

Colloquium over theta-tunct1es. 

Voordracht door c.o.o.van Herk. 

12 December 1951. 

Enkele epeciale Functies. 

(Motto: ell1pt1sche rune ties +. r. .. , thetaruncties). 

1. ~!!~!~!!L!!!!_~~-f~£~!!! __ iL.1. _ _:;__, .. J·~- · 

TF 11. 

De tr1gonometrische functies staan in nauw verband met het eendimen­
sionale rooster, dat gevormd wordt door de punten.n'· (n geheel). Zij 
kunnen worden afgeleid uit een gehele functie die deze roosterpunten 
tot enkelvoudige nulpunten heeft, nl. uit sin z . Immcrs 

cos Z= sin( z+ ½), cot z= d lo~z sin z . 

Bij de funct1e cot z zijn de rooaterpunten polen van d~ eerste orde 
geworden. 

Het 11gt voor de hand naar een tweedimensionaal analogon te zoeken, 
in de eerate plaats due naar een gchele functic waarvoor de nulpunten 
enkelvoudig zijn en samenvallen met de verschillende roostcrpunten 

(3.1.1) 

We weten nu immers dat het tweedimensionale rooster van fundamenteel 
belang is voor de theorie van de elliptische functies .(Liouville 1847). 

Om een reden die aanstonda zal blijken wordt de onafhankelijke com­
plexe veranderlijke bij een aantal functies niet door z, maar door de 
letter u voorgesteld. De symbol en T {' en ; .. ' zullen aangevcn dat een 
product resp. een som loopt over alle waardeparen (n1 ,n2),i(O,O); r. zal 
over alhi pnren (n1,n2) lopen. Gesteld wordt nog 

(3.1.2) 1d) 
1• = ~ , Im ·: _, 0, 

l, 7 

het laatste in overeenstemming met de beschouwingen over thetafuncties, 
waarbij ook alleen waarden in het bovenstc halfvlak voor i waren toe­
gelaten. 

Stelt men 

(3.1.3) 

dan is het product in het reohtcr lid volgens 
Weierstrass (wa.arover aanatonds nog nader) in 
gebied van het u-vlak gelijk.matig convergent; 

een bekende stelling van 
ieder e1nd1g afgesloten 

6 (u) is dus geheel, 
heeft de roosterpunten w tot enkelvoudige nulpunten en is overal elders 
van nul verachillend. 



Stelt men 

(}.1.4) 

dan is dus, alweer volgens We1er3trass, 

(u)• - ·· 1 (u) 

(3.1.5) .. (u)• .: (u; i,:l, •: ··2)= _ul + ... , (..1.... + .! + ~), 
U-W W WC 

(3.1.6) ~)'(u)• J·(ultJ\_,·• 2 )= + +sr: 1 1 1 2 --½"~· , 
u · {u-w) w J 

(3.1.7) ,/'(u)m ,t''(ur:l,11 '.\'2>• -2 .}' 1 ., I 

(u-w) 
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terwijl de reeksen ind~ rechter leden 1n ied~r eindig afgesloten ge­
bicd van het u-vlak, dat geen roosterpunt w bevat, gelijkmo.tig con­

vcrgeren. i"Scherper: deze reeksen convcrgeren gel1jkmat1g in iedcr cin­
dig afgesloten gebied A, ala de (eindig vele) termcn die in A oneindig 
worden buiten beschouwing blijve~l-

Omdat de nulpunten van .-:;- (u) enkelvoudig ziJn en met de rooster­
punten w sam.envallen zijn dezc roosterpunten wegens (3.1.4) polen van 
dt; eerste orde van ~~ ( u) , van de tweede ordo van ,: ( u) en van de der­
de orde van J, '(uL zoals ook direct uit de reeksontwikkelJ..ngen blijkt. 
Andere singulariteiten van ~ , p of p 1 zijn niet mogclijk en deze 
functies zijn dua meromorf. 

Uit (3.1.7) volgt direct 

(3.1.8) J' '(u+r.,".j)= ;i•'(u) (j==l,2), 

zodat r' (n i fl) l' (/4)2) een elliptiscl'e functie is met de pcrioden ·~: l en 
',•~ 2 , en dan van de derde orde {namcn we ('--'i en 2 t.J. 2 ala pcrioden., dan 
was V' weer elliptisch, maar dnn van de zesde orde enz.) Aan de andcre 

ikant is ~:(ult,\,<.., 2 ) zeker niat elliptisch. Immers in iedere pool 
u=w hceft ·:· (u) volgens (3.1.5) een constant reaidu 1., zoda.t de aom 

' van de rcsiduen in een parallelogram, dat ten minste een pool bevat, 
steeds v~n nul verschilt, hoe dit parallelogram verder ook wordt gekozen. 
Dena.am "clliptische zetafunctie" (b.v. bij Bieberbach, Funktionentheo­
rie I, 274) is dus enigazins misleidend. 

Wcgens (3.1.3) is 'i' ecn oneven functie van u. Immers in het product 
i:' beantwoordt de prime.ire factor, die van een zekere w afhangt, cen ... 

eenduidig aan de primaire factor die van -w afhangt, en het product 

u2 2 
( 1- ~) exp(~) 

'W w 
van dezc beide factoren is een gehole funotie van u2 . Bijgevolg ia 
•;~'(u) even, en ·4 (u) volgens (3.1.4) oneven, ,; (u) even en /P '(u) weer 

oneven. 
Verder volgt uit {3.1.3) 

(3.1.9) 



zodat ~. ecn homogene functic 1e va.n u , , 1 icn 2 voor hut gewioht l 
Evenzo zi.Jn 7,, .r en 1., 

1 homogcne funct1cs vnn u, •. 1 on -~,: 2 , resp. 
van de gew1chten -1., -2 en -3. 
Stelt men 
(3.1.10) z: u 

!) 11 

dan is in het b1.jzonder, met het oog op (3.1.2), 

{ 3 .1.11) 

In het vervolg zullen dus steeds homogene trivar1.nb.:il,; functies, zo-

:>,ls ~, , ). , •. on .r, • naE".et inhomogenc bivar1nbele f'uncties in z (;n 

·• , zoale de thetafunctice, kunnen worden beschouwd. D:! vvrmind.aring 

v:m hct nanta.1 variabelen in de inhomogl!:nc g.:-:daante gnat natuurlijk 

ten koste van ecn zeker verlies aan aymmctr1e 1.n de: div0rsc formulca. 
Op dezelfde wijzo kunncn naast de modulaire vormen, die: homogcen zijn 

in 1• 1 en ,,., 2 {en waarover aanstonds nad,2:r), dtJ modulairc functies 
worden gcstcld di0 uitsluitcnd van "'t afhangen. Is F( u\, :,., 2 ) ,:!en mo­

dulaire vorm van hct gewicht g, dan is 

(3.1.12} 

waarbij f ccn modulaire functie 1s. De sommcn 

(3.1.13) 1 
2k ( n 1 ,., i 1 +n2 ', , 2 ) 

( k .·~ 1) 

leveren een voorbeeld van modulaire vormen, wnarme0 w~ ons nog uitvoe-
rig hebben bezig te houden. 

Van de vier functica die hierbov0n wcrden vastgcl0gd schrijft men .1, 

.f.· en r- 1 toe aan Weierstrass, ·:·:· a.an Halphen. Het schijnt niet geheel ., ,.,. 

duidcl:I jk te zijn wannecr de ,? -functic door Wcit:rstrnss werd gcivonden. 
Waarschijnlijk is dit na 1860 en zeker v66r 1881 gebeurd; 1n dit laatste 
Jaar word nl. met het uitgcvcn van de colleges van Weierstrass begonnen. 

In tegcnstelling tot de oudere elliptische functies v~n Abel en JRcobi 
is ; ( u) d(: moderne elliptische functie bij uitstck; wie d~ _t, -functie 
beheerst doorgrondt tot op zckere hoogte hct gehele gcbied dEX clliptische 
functies. Tussen de oudere periodc (1825-'30) en de nieuwcre (1860- 1 70) 
ligt de ontwlkkeling van de complexe functietheorie. Niet dat problemen 
op hct terrein van de elliptische functies dezc ontwlkkeling in bij­
zondorc mate hebbcn gestimuleerd; andere ond.::irwerpon (potentiaaltheorie, 
Abe]sa integralen) waren in dit opzicht wcrkzamer. Maar wel heeft de 
functietheorie gemaakt dat de uitvoerige bcrokcningen over ellipttsche 
functies geleidelijk vervangen wcrdcn door algemener;_; beschouwingen 
van grotere draagkracht. 

Tegenwoordig gaat men meeata.l uit van de functie 1¾1'. HiE::r:van wordt 
dan bewezen dat deze een elliptische functie van de derde ort.c ia" en 
met behulp van een drietal integrntics worden achtereenvolgens /1, : en 
6 verkregen en hun eigenschapp<:n afgeleid .. 



TP 1, 
Een dergel1Jke atleiding 18 natuurl1Jk,volkomen in de haak, en tooh 

kan men er een.zeker bezwaar tcgen hebbon. 11genl1Jk 18 •; (u) ale ge­
bele runctie eenvoudiger dan de meromorre tunct1ea .f"', 1? en :: ; wm 
zou daarom van ,;· willen uitgaan. 

Overigena 18 dit a1nds de onderzoek1ngen van R.Navanlinna ook al 
weer tw1Jfelacht1g geworden. Nevanl1nna merkt op (l.a. p.100) dat de 
~envoudigste meromorfe tunct1ea, die geen u1tzonder1ngswnnrd~n bez1tten, 
Ju1at de dubbelperiodieke zijn. Het ordebegrip van een ell1pt1sche 
runct1e b.v. is a.an geen enkele spcciale tunotiewaarde gebonden. Do 

z1ensw1Jze die a:> en de e1nd1ge oomplexe groothed~n als aequ1valent 
beschouwt vere1st eohter, dat men zich ~erst tot de verre van elemen­
tnire 1nz1chten van Nevanl1MR opwerkt 

Bovend1en z1Jn ook de thetafuncties geheel: men mag dua een eenvou­
d1g verband tussen 6' (u) en do versoh1llende theta's verwachten. Om 

1 dit verband op eenvoud1ge wijze te kunnen leg.gen zullen eerst enk:ele 
begrippen en e1genschappen uit de the:orie van de gchele tuneties worden 
besproken. 

I 

2. Toepa.ssing van de thcor1e dcr gchelc functies. De . ., -functie ve.n. 
Weierstrass. 

La.at z een complexe veranderlijke ziJn on f(z) een gehele r-.mctie 
met een aftelbaar aantal (van nul verschillende) nulpunten z1,z2, ••• , 
(meervoudige meervoudig geteld). Zonder beperking van de algemeenheid kan 

c~.2.1> (n•l,2.,. •• ) 

worden genomcn. Indien ook z=O een nulpunt van f is zal de multipli­
citeit hit.:rvan worden aangegeven door ~-1 • 

De thBorie van de gehele functies is eigcnlijk in 1876 begonn~n 
met een cnJcrzoek van Weierstrass naae d~ mogelijkheid, eon gehele 
functio f(~) op eoortgclijke w1jze 1n factoron te ontbinden, nls waarop 
dit met can veelterm kan gcbeuren. Weierstrass bewe~s ongeveers 

Stelli~ Laat f aan de hierboven gesteldc voorwaarden voldoan. 
laten de niet-negatiovc gehelc getallen kn voldocn ann 

~ t z I kn <:..«? I z ,kn+ 1 . 
(3.2.2) l.. z == co , ,,~ 1 ~ •·• ~- kn!"·~ kn+i, 

n==l n 1 n=1 I n 

{wat steeds mogelijk is, b.v. door kr{~n te nemen)~ on zij 
2 k 

(3.2.}) Pk(z)•(l-z) exp ( T + ;-+ ... + \- ). 

Dnn is 00 

( ,. ) c > s< z > \I TT < z . > 3.2.-. f Z • e .z . Pk - J 

n•l ""ll. z n 
wnarbiJ g(z) een nieuwe gehele tunotte ls en het product in het rechter 
lid gelijkmatig oonvergeert in l,3dcr eindig afgesloten gebied van het 
z-vlak. 



De ui'tclruklciag (J,.2,l) ie door f•i~•tra•• ••n m:w1n f'tsrlR:, 
door Laguerre een prilla1re faotor 1'8n bet alJ.!9bi k pnoeaa. Ziet ..a 
af van 4e factor exp g(a}, dim heet «• u1t4nltkine 1n het reohierl14 
van (3.2.4) een Ja,p.gpit):: ll'9&Rt• De ftrder• theorie p.at 1n 4• ••r•t• 
plaata over die tuactiea t, waarbij g ••n neltel"'.11 ie en de grooth•4•n 
kn een zeker natuu:rl1jk getal q niet onraohrijdenJ dit zijn de tu.no­
tiee van eindig gealaoht. Drie begrippen aoeten h1er worden inge'90erds 
de grensexponent, het geslaoht ei:i de orde. 

P,fip1:t1! J. De gren.sea;poa,nj (91:4£9 rf!l) ftn de rij ·t•~ 11~ 1 
is bet ge'tal g ~-~ O, dat voor iedere : ;,.-0 voldoet a.an 

(3.2.5) X. _l_f •n) p,-£ • (I), ~ \sl\ , 1 !:'.. •~: Q;lii. 
n-1 n:::1 'D t 

De grenaexponent lean convergenti► of divergepti1i;P.9ntnt m1jn, al near 
0) 

r 1 
11';;1 \ znl t", 

convergeert or divergeert. 
. (X) 

Indien de rij {zn) ·n=1 een eindige grensexponent hteft, bestaat er 
eon geheel getal 4 >. O met de ,·eigensohap 

(3.2.6) 

zodat 

(3.2.1) q~ B sq+ 1. 
Indien ft niet geheel ie, is q • [ p,) ; is ~ geheel, dan is 6f 

q = f-~ -1 6f q = f', , al naar p, oonvergentie- dan wel di vergent1ekpo­
nent is. Voor ~. < IL ookan (3.2.4) tot 4e eenTOud1gEr vorm 

(3.2.8) :t(E) = eg(z) z .,J ff. P (..!..) 
· · n=1 q zn 

worden herleid. Definittren we het geelacht van een kanoniek pro<lu..et. 
dat aan de norm.ering (3.2.2) voldoet, ale de bovengrens voor de geslaoh­
ten der primaire faotoren, dan he~ft het kanonieke bestanddeel van het 
reohterlid in (3.2.8) het geslaoht q. Deze bovengrena van de getallen 
~ in ( 3. 2. 4) ia . co ala ~ = oo i we stellen dan q = ·.) • t hoewel een 
ontwikkeling (3.2.8) da.n. natuurlijk niet geldt .. 

Vporbeeld I. Ls.at van ,a funotie f(z) = sin T{S bek.ond zijn, dat 
deze geheel 1a en behal ve a;, enkel voudige nulpunt en a = O • ± =, ;t 2, .••• 
geen andere nulpmten 'Nait. Dan heeft de rij {•n}··n~1 de grenaexpc:,­
nent 1, die tevene divergep.tiehponen~ is~ <N.8 q = 1. Volgene (),2,8) 

is dan <D a 
sin 1r m • •g(s). a. TI (1 - f, ) • In, 

n=1 n 
on, oa4a1. a.an een nul.JUI1t ~ 1 • • een.eendu.id1g het nulp,urt •2a • 4 
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kan worden toegevoegd, 

eg{ z)_ 00 z2 
(3.2.9) sin 7t z = z . n ( 1 - 2 ) . 

n=1 m 

Voorbeeld II.Van de gehele functie 

t 00 ( ... )n e n.:iT (n+½) 2 e 2TT. iz(n+½) ,,., 11<z \-c) = L 
n=-CD 

(1.2.4) 

is bewezen, dat deze de enkelvoudige nulpunten 

(n 1 , n2 geheel), 

en ge~n andere nulpunten bezit. De grensexponent (tevens divergentieex­
ponent) van daze verzam.eling nulpunt-an is ?, = 2, dus q = 2. We gens 
(3.1.1), (3.1.2), (3.1.10) is dan 

z z 2 
't- 8 g* ( Z )• •nl Z w·IC.· + • 2w·A 2 

v 11 (z\t) = z. (1- vii"") e 

- I,\ -1 
- w 1 

of 
(3,.2.10)~ 1(z \"("") = eg(u) (S-

waarbij g(u) weer geheel is. 
Voorlopig weten we van de gehele functie g in (3.2.9) en (3.2 •. 10) .. 

niets af, en een eerste indruk zou kunnen zijn, dater met dit soort, be-
\ 

schouwingen slechts weinig te winnen valt, De theorie gaat echter veel 
dieper, zelfs reeds in de vorm, die deze in de negentiende eeuw heeft 
aangenomen door de onder-zoekingen van Laguerre en Poincare (1880 - 1890), 
en vooral door die van Hadamard ( 1893 - 1897). Laguerre, die als eerste .. 
het wekk van Weierstrass op dit gebied voortzette, voerde in 1882 het ge­
slacht int 

Definitie II. Indian in (3.2.4) de gehele functie g(z) de graad 
[gJ heeft (waarbij we [gJ = a:> stellen als g(z) transcendent is), en het 
kanonieke bestanddeel va.n het rechterlid het geslacht q heeft (waarbij 
q = CD niot is ui tgesloten), heet 

p = max ( r gJ , q) 
het g_eslacht (genre) van f. 

Dit begrip, dat op het eerste gezicht iets gekunstelds heeft, is~ 
later zeer vruchtbaar gebleken. Zo kunnen functies van het geslacht nul 
practisoh als polynomen worden behandeld. Het volgende resultaat kan ens 
bij de besqhouwingen over thetafunoti0s nog van dienst zijn: 

Stelling. Het geslacht p' van de afgeleide f'(z) van een functie 
van eindig geslacht p vol do et aan p' -:::: p. 

lDaarbij is in het algemeen p' ~-P; men kent echter voorbeelden .. 
van functies, waarbij p' = p· - ,~ het is n.l. mogelijk, dat het toevoe• 
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gen van een constante bet geslacht met 1 doet "l:ioen$men (Wiman 1903). 

Definitie IIl. De~ (ordre apparent) van: een gehele functie f is 

:"let getal ~ ~ O dat voor alle f_, > 0 en voor voldoend grote \ z \ = r 
~?ol·doet aan ~ + c 

\f(z)j < er 1 

terwijl er ~•n rij onbepaald aangroeiende w~arde~ ~- ia waar,roor 

als 

max 
IZ\ = r 

. ~ -E. 
lf(z)\ / er • 

Men kan d;.,.:~~ ko1.;ter schrijven . '.· 

0 = lim sup log log M(r) 
"\ r➔ <...---O log r 

M(r) = max )f(z)\ • 
\Zl =r 

Stelling~ ~ <: p+1 • (Poinoare 1883) 

. . . 

Stelling. Voor kanonieke producten is ~ :!f. ~ 1 (Eorel 1897; ook 
direct uit Poincare 1883 af te leiden). 

Alle functies van eindig geslacht zijn dus van eindige orde. Maar is. 

00k het omgekeerde waar? Op deze moeilijke vraag heeft Hadamard een ant­
woord gegev;.en: 

Stelling. '2 1 <. ~ • ( v:oor kanonieke product en is dus ~ 1 = (Q ) • 
Stelling. Voor niet-gehele ~ is ~ 1 = (2. 

Alleen voor gehele e kan dus € 1 < e Zl.Jn; b. v. voor f( z) = ez is 

(2 1 == O, E? =1 (hier is f = 0 een ui tzonderingawaarde van Picard!) Men 

kan gemakkelijk inzien dat iedere waarde (; 1 < E: kan voorkomen. Ten 
t slotte: 

Stelling. p < € . 
[ en wel is p = L!(] voor niet gehele ~ , wegens ~ s p+1: is E;' geheel 

dan is 6f p = -~ of p = ~ -1 .] 

Met behulp van de laatste stelling is het nu mogelijk de gehele 

functies g(z) in (3.2,9) en (3.2.10) aan vergaande restricties te onder-
werpen. 

Voorbeeld I. De fu.nctie z-1 sin 7t z is geheelJ men heeft 

; , . sin "JC. z = 0 ( 8 _I z \ ) , 
···, ·: . .. _:-/,. / ... ;. z . .. 

is. tun hoogste 1. ( an inderdaad · 1). Nu is· daze -f~ctie eyen; · ·~-·us •de orde 

pitelt men 
(3.2.11) 

·.· •,.,, 

sinzirz = h(~2) -:·. ·. 

de.n is h weer een gehele functie, nu ech~er van de orde ½, dus van het 
geslacht o. 

~Volg:ens (3,2.9. hee:ft h(w) de:nulpunten w = m2 (m = 1.,2~ ••• )J: eodat 



00 

h(w} = c n 
m=1 

,,-aarbij o een oonetante ie. Voor w 

( 1 - ;.> 
m. 

2 == z 'YOlgt 
\3.2.9) sn i].2.11) ~ 2 

Sill 1t Z ::: CZ f-f ( 1 - ~ ) t 
m=1 m 
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hieruit aet behulp van 

zodat de e"'l1'it]e functiE:i g(z) in (3,2.9) Eh:m constants is. Door de limie-t-~ 

overga.ng z -i O te beacl'.\ryuwen verkrijgt men t6n elotte 
ex., 2 

sin 7t £ ::: Tr s 17 ( 1 - ;. ) • 
m=1 m 

Voorbeeld II. Ket behulp van de reeks (1.2.4) kan de orde van 

,}11 ( z) naar boven worden geschat. Zij 

( J • 2. 12) t ::: X + iy (y > 0). 

Dan is 

\ 
~ \ ~ -11y(n+i) 2 (2n+1)7r f zl 

--.J (z) < L- a • e 
n n=-C(l 

co - 1'' y ( t +½) 2 + 1t" \ z \ ( 2 t + 1) 
= 0( J e dt) = 

= e 

-QO 

1r1z1 2 
y JC'O - -rry( t+t- 2!!..) 2 

0( e Y dt) = e 

= 

' 
71:" \ !, \ 2 

y 0(1). 
-"4 

Dus is .J-- 11 ( z) ten hoogste van de orda 2, en van aen gesla.cht 

p ~ 2 .. Dit houdt eohter volgans Hadamard in da.t g(u) in {3.2.10) ten 
hoogste van de tweede graad kan zijn: 

Q ( , ) a+bu+cu2 ( ) ,J 11 . z) r = e o · u t w 1 , w 2 • 

tr­AangBzien , 11 en o 
dus schrijven 

beide oneven 
. ., 

.,/ 1 u··· 

= A e 
~ .. ~w, 

functies zijn is b = O; we .mogen 

omdat 0J 1 eindig en van. nul verschillend is, daarbij is 11 1 een groot­

heid die alleen van w 1 en w 2 afhangt. De ui tdrukking in het rechter 

lid moet homogeen zijn van het gewicht nul; dit geeft 
2 1,u 

~ 1r - 2w, v 11 (z1r) =w1- 1:(1:) e €" (u\ w 1 ,w 2 ), 

waarbij 1 1 een homogene functie van (w 1 ,w 2 ) moet zijn van het gewicht 

-1. Volgens (3.1.,10),(J.1.11) kan dan worden geschreven 

b(z \ 1,-c-l 
!', ' 

waa.rui t voor z --:, O volgt 



v.odat ten elotte 

1 11 (z\'t) 

~ 11(o.~-r 
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waarmee een betrekking "iussen de fu.ncties J 11 en ~ ie ..-erkregen. 
Opgemerkt kan •orden dat de afl&iding van (3.2.13) nauwelijka re­

kenwerk heeft verei•t• en dat (achijhbaar) eleohts weinig gegevena ()'Ver 
.:r 11 warden ge1-,"\.likt, nl.: 

(a) }- 11 ie geheel; 
(b) de nulpunten vah .J 11 ~ijn enkelvoudig en vallen semen met de 

roosterpunt&n n1 + ~ "C ; 

( c) de ree,ks ( 1. 2. 4) voor } 11 laat de sob.at.ting 

.J- 11 ( f&) = 0( e ~ l m \ ~\ 

toe, waarbij Ci.. niet van z afhangt1 
( d) ~ 11 is oneven. 
In w~rkelijkheid vergt de co~binatie van dese vier •1genschappen z6 

veal, dat 3-- 11 hierfldor op e&n ex:ponentHUe factor :na ie bepa.ald. 
In (3.2.13) heeft de exponent1ijle uitdrukking een exponent van de 

graa.d 2; bet ka.nonieke product voor G" (u) is volgens (3.1.,3) van het 

gealacht 2. Volgena de definitie van Laguerre is dan ook ,- 11 (z l"t:') van 
het gealacht 2. 

~ 3. De grootheden 1 1• Primitieve p~riodenparen. 

Volgens Liouville ka.n de niet-constante gehele functie G" (u) niet 
Jubbelperiodiek zijn. Zoals aanatonds zal blijken is o in hat elgemeen 
zelfs niet enkelvoudig periodiek. De parallel met de trigonometrische 
functies gaat hier enigszina man.le, want sin z is wel periodiek. Ook wordt 
het analogon van de periodieke meromorfe functie 

ex, 

cot z = d lo~ sin z = .!. + L ( 1 + 1 ) 
· z z •=1 z+ 1ft: m z- rr m 

minder door ~ ( i1) ala wel door de elliptische f\motie tp ( u} gevormd; 
deze laatste ontstaat echter eerst door twea differentiatieprooessen uit -

6' ( u) • 

Wel kan uit 6' (u) blijkens (3 .. 2 .. 13) een enkel~oudig periodieke 
funotie worden afgeleid door o van aen geachiltt gekosen faotor te voonien. 
In het al~een kan (3,2, 13) dienen om het gedrag van IS" {u) t .. o.v.,· de 
tranefonae.t:lsa u ➔ u + w 1 en u ➔ u + w 2' na te p&;nJ immers <leze transfor.,,. 
matiea bea.n:t;waorden in. het inhaaogem geb1ed a.an s ➔ • + 1 reap. a ➔ 1 + ~ ..• 
DQqr ~•n e~~ip b-J:ekeniJlS volgti uit (1 ~2.13) • (3.2.13) 
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{3.3 .. 1) 

v oor j = 1 , 2, waarbij ~7 2 bapae.ld is door 
().J.2) 1-; 1 UJ 2 - 7 2u.1 1 = 2 7( i. 

Evens.la de thetafu...'lctiee is 5~ ( u) due "quasidubbel1n,riodiak1t 1 

-::;f, volgenb de terminologie van Hermite~ Gltln Glliptiache t'unctie van de 

darde soort. 

Ofschoon Legendre onder ''fonctions elliptiquee" dE:: integralen ver­

stond en niet wat tf:;genwoordig ell.i:ptisch& functies worden genoemd, eta;;1t 

(3.3.2) bekend a.ls de b_<i:ltrekking van Legendre; (3 .. J .. 2) 1.a nl. aec;:uiva.lernt 

met dti relatie 
'3 3 3) E' K 1 ~·, KK' 1't". \.. • K + .t:; - = T 

uit de "Trait~ dt!S fonctions elli:ptiques" (1825-'28). Daarbij stellen K 
en E complete integra.len voor van de eerste resp. van de tweede eoort: 

K = j,. / p.e:e ''F E = j !\ j ]-. k2. 2t2 dt' 
\F{1-:t-c,( 1-k2 t'~) ' \J 1-t 

() Q 

terwijl K' en E 1 de overebnkomstige complete integralen z1jn van de com-
plementaire modulus k'(k2+k' 2=1). Zoals later bewtzen wordt,. kunnen do 
groothedt:n wj en >"1 j nl. in complete integralen van de eerste resp. van 

de twet.de soort worden uitgedrukt. 

La.at een detde paar grootheden ( w 3 , r; 3 ) bapaa.ld E-ijn door 

(3.3.4) w1 +w2 +u.>3 = o, "11 +~2 +173 = o. 
Uit (J.3.1), (3.3.2) volgt dan direct 

1J (u+ ~3) 
C- ( U+ W3) = - e J o ( u), 

zodat (3.3.1) algbmeen geldt voor j = 1,2,3, :E..'venzo kan da betrekking 
van Legendre worden uitgclbreid tot 

(3.3.5) \ 71 j , ·1 j + 1 ). . 
= 2 K:L 

Lt.j' w j+1 
(j = 1,2,3) 

als de indices zo nodig modulo 3 worden gereducetird. Er kunnen dua geen 
twee grootheden ''JJ tegelijk nul zi jn. Wel is het in bijzondere gevallen 
m.ogelijk, dat Ben grootheid 1) j verdwijnt. Zoals later zal worden bewe­

zen, heeft men nl. 

(4.6.7) 
0.) 

n:2 , n q2n "1., w, = -r- ( 1 - 24 .c_ 2 ) , 
1 .> n=1 1-q n 

waarbij JtiT 
q = e • 

Indian "'t'." zuiv~r im.aginair wordt gekozen is O < q < 1, en men kan q 



TF 21 

:2. 1;c1eru ·wa1::~rde tussen O E:n 1 latEm aannemi:ln. Is q nu voldoonde klein, dan 

~A hut rechter lid van (4.6.7) positiuf; is 1-q voldoundo kluin, dan 
·-·1ordt di t lid nega tiGf. Br is dus e"n waardl:; q wa2,rvoor YJ , w 1 = 0, 

dus Ym2,rvoor 11 1 = O. Volgl_;ns (3.3.1) is o(u) dan enkul-roidig p\.;:riodiek. 
Do algomene formul1:,; ( 3. 3. 5) geldt 9 blijkcns du afluiding, zodra cu2 : w 1 
in hot bovunste halfvlak ligt. 

Du invouring van e"n dordu pC;rioda c....v 3 is allerminst ahalytische 
li'S:pielerei". Zoals woldra zal blijk1.:;n bC;antwoordt uon drietal Pdriodcr: 

aan een zeer wezenlijke trek van de theorie• Misschien is het l:I.aarom 
I 

GOed hier op de vroegere beschouwingen over het periodenparallelogram 
terug te momen en deze enigszins uit te breiden. 

In veol gevallen zijn de drie peridden w. f6rmeel gelijkwaardig; 
J 

dit was b.v .. in (3.3.1), (3.3.4) en (303.5) hot geval: dezc betrekkingeri 
v~rande:-den niet als hetzij de grootheden <_0. 9 hetzij de grootheden c0. 

i J ' -jl,, J 
en de groothedon 1 j cyclisch werdeh vervnsseld • ..orengt men een homoger..:-; 
functie, zeals tr , ~ of o, die o.m. van twee onafhankelijke 11perioden 11 

w j, wk afhangt, in de inhomogene gedaante., dan tre,,.::dt noodzakelijk een 
periodenquotient w j * wk alt3 nieuwe veranderlijke op. Eon eerst0 
vraag is dus hoe de 6 thans beschikbare periodenquotienten van elkaar 
afhangen. Volgens (3.1.2), (3.3.4) is 

(3.3-6) :~ = T, :; = -1 - ~' ~; = - 1 1r• 
zodat eun periodenquotient door cyclische verwisseling van de indices 
in hetzelfie (i.e. bovenste) halfvlak blijft. Ook hierin zijn de drie 

~ 

porioden c0 • dus formeGl aequi valent. Men kan de vectoren c,..>. van de oor-
J J 

sprang af uitzetteni en in positieve zin om de oorsprong lopen. De vol-
gorde, wa~rin deze vectoren warden aangetroffen komt dan overeen met een 
even per-.mutatie van de indices 1,2,3. De reciproken van de quotienten 
(3.3.6), die in het onderste halfvlak liggen, zijn voor ons eigenlijk 
niet van belang. 

Tie negatieve quotienten 
(JJ. 

- _,]_ (j f. k) 
Wk 

zijn gelijk aan de 6 mogelijke waarden 

) 1 1 d 1 d 
(3.3.7 a, d' 1 - d' ci:: 1' 1 - d' 1 -

van de complexe dubbel verhouding ( w 1- w 2 , w 2- w3 ., w 3- uJ1, o, ) • Hoewel 

het hier eigenlijk niet ter zak:e doet, is het tooh enigszins irr:itant. 
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,, .. ··-, 

~~ ~~ ~ <.D j W ,1 (,T -1).J ~ + ~ J + 144: = o 

.,•i.,•.rbij du 11absolute invariant;; .. T door (3.5.21} bepe.ald is. De 24 inte­
~~r-a.lan die Ku.mmer van een dergelijke diff. verg. gs.f, verkrijgt 11.en dvol· 

1-~iist de ona.fhenkelijke ve1 andorlijke J , en niet cp j, a.an de 6 trans­

~~'.)r:.:.:.aties te onderv.,erpen, die met de waarden (3.3.7) overeenkomen. 

Overigens voldoen ook de grootheden 'J j aan een hypergeometrischo 

1:i.ff. verg., die et:?rk met (3 .. 3.8) overeenkomt. In veel opzichten zijn <!c 
7ootheden 't') j gelijkwaardige :partners van de perioden w.t. Zie {3.3.4)t 
' ) J 
1_3.3.5 en de vooratelbaarheid door complete integralen. 

La.at nu een elliptische functie f(u\ w 1, w 2 ) de onafhankelijke pe­

oden ( w 1, c,.J 2 ) bezi tten en la2i. t de volgorde van deze perioden weer zo 
t,sel::ozen zijn, dat vJ 

r3.1.2) Im -r:::: Im__?_ >0· 

J 

oJ 1 
ils dan de getallen a, ..... d geheel zijn en 

:3.3.9) n:::: ad - be j 0 

zijn ook 

<3.3.10) 

t;v1ee onafhankelijke perioden van f, en de functie 
().J.11) g(u \w1? ,.D 2) = f(u\ w1,w 2 ) 

i.s weer elliptisch, nu met de perioden w 1, w 2. Voor n )' 0 (waa:raan bij 

~1rm geschikte volgorde van f1;, w 2 ste, de kan worden voldaan) geldt dan 
c.u2 c + d"t" 

-c ' = uJ ' = a· + b r t Im t • / 0 ~ 
1 

.~odat voor het nieuwe periodenquoti~nt -c- 1 van g dezelfde normering geldt 

'.ls voor t. De transformatll (3.3.10) van de :perioden (w 1,w 2 ) kan 

•-iymbolisch worden voorgesteld door 

·:3.3.13) T = (a, b). 
C' d 

Is 
r,,11 - 9.tr.,I + b',.1t .,..,J1 - '-'-'1 '-",/2' 

,een tweede transformatie T1 , dan is 

W II 
1 = (a 1 a + b'c)w1 

(;.) II 

2 = (c'a + d'c)w 1 
o:1· 

(Jj II 
2 = c'<.v1 + d 1 w 2 

+ (a'b + b'd.)w 2 , 

+ (c'b + dtd)w 2, 

· ) mtm _ (a.*b')(a b) (a'a + b•c a'b + b'd) 
l3•3• 14 LL - o'd' o d c · c'a + d'o: c 1 b + d'd' 

?.:odat twee transform.a.ties steeds en eenduidig oomponeerbaar zijn volgens 
het schema. van de ~trixverm.enigvu.ldiging. Deze compositie is associatief 
maa.r in het algemeen niet cODI!?:ru.tatief. De identieke transfonlll.a.tie 
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'.~.~:-d..1.""aagt zich als eenheidselement: 
ET r.: TE:. T. 
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De determinant n cad - be hi,et de &!&d van de transformatie 
t 3 • .3.13). Is T van de graad n en T' van de grae.d nt, dan is T'T van de 

:~raad nn 1 • Een transformatie van de gra~d 1 heet ~A~, zodat het 

product van twee unimodulaire transfcrmaties weer unin1odulair is. Ia 

T = ( e., b) 
c, d 

:.:nimoduJ.air, de,n bezi t T een inverse transformatie 

2et de eigenschap 

(3.3.18) T- 1T = TT- 1 = E. 
De unimodulaire trensformaties vormen dus een groep, de z.g. modu­

la;p_e _g_roe~. Aangezien de transformatie~ 

( 1, n) 
0, 1 

'J.nimodulair z~.jn, is de rn.odula.ire groep aftelbaar. 

De transform.a.ties van hogere graad bezitten geen inverse met gehele 
coefficienten, en vormen dua gesn groep. 

Stel nu weer, dat het periodenpaar (cv 1,w2) uit (w 1,w2) ontstaat 

::loor een trA.nsformatie van de graad n. Dan is het door (w1,w 2) beschre-

0.ren parallelogram n ma.al zo 13;root ala het door (w 1 ,w 2) beschrevene. 
0::1.der de oneindig vale perioden:pa.rallelogrammen, die een elliptisohe 
functie bezit, zijn er nu met een kleinste oppervlak. Zulke parallelo­
gramm.en, en ook de bijbe~1orende periodenparen, heten Rrimi tief. 

Orn bet bestaan van primitieve periodenparen ta bewijzen, gaan we 
uit van een pe.ar (.r2. 1,D. 2) dat voldoet aan 

(a) J1.1 -J. 0, \ fl 1 \ minimaal; 

(b) :(22 I n n1, n geheel;I r22l minimaal. 

Vroeger is bewezen, dater een dergelijk :fU.ndamenteel paar bestaat, 

en ook dat iedere periode w de gedaante n 1 n 1 + n 2J2 2 bezi t, waarbij n 1 
en n 2 geheel zijn. Een willekeurig periodenpa.ar ( w 1' w2 ) ka.n dus wor­

d.en voorgesteld door 
(3.3.19) w 1 = af21 + b.112 , w 2 = cJ21 + aJ22 , 

wai':trbij a, .... ,d geheel zijn. Nu ia het door (,n 11 oJ 2) beschreven paral-

1 el ogra.m. n == ad - be ma.al zo groot ala hat doo·:- ( fl 1 , fl 2) beschrevene, 

m .. a.w .. dit laatet• parallelogram is een kleinste. De funda.mentele peri-­
oden (J11' .Q2) VQrmen dua een primitief paar. 
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·ui t onze defini ~ies vol.'.,rt, dat een primitief periodenpe.ar door 

~J!l uni!'lodulairo tra::iaform::..tl::i w~er in een prim.i tief pae.r overgaa.t, i~­
::,~;;1·s de bt=.cchra~.,<Jr.. ra . .r~.ll elog:rrumnen v66r en na de trans.formatie si jn 
.~f:lijk. Om.gcke · ... rtl kunnen twe:_: :prin,i ti ewe period.enpiren ( c.d 1, u,2 ) en 

~o.> 1,u.> 2) steeja unimom:.lrdr jn tlkaar worden getransfornteerd .. Immers, 
t..v 1 on w 2 ku.nn~n i:.oor mid<'~l ve:ti (3,3.19) in een funde.ment.eel paar 

,Jl. 1 ,It. 2 ) wor1an uitgejrul~t, on omd'lt (<u 1 ,t<l 2 ) ean primitiat pe.ar is, 

.l.B deze tranaform.at1•J unim.odu1 .air. Hetzel!de geldt voor de transforme­
tie die {IL 1 ,J2 2 ) in ( u;;, rAJ 2) overvoert. De u.nimodulaire trans:forms­

·'·ips vormen ec':.t0.r ee::1 groep, m.a.w. ~.et 'f:lS.!' ( w 1, w 2) k:an unimodulair 

:i.n (t.A.J 1,w;p worden gi=Jtrarisformeerd. Hier volgt tevens uit, dat iedere 

:,>eriode homogeen lineair, en net geheile coefficienten, in de perioden 
.1r~n eo:-i. r1illeke1'!.:,.·::.g primi tief paar kan warden ui tgedrukt. 

Als voor1Je::.;ld zij ( c.u 1' c..0 2 ) een primi tief periodenpaar en 

CV1 + <...)2 + l,)) ::::: Q. 

Dan zijn ook (w 2 ,w 3 ) en (w 3 .,w1 ) primitieve IS-ren, imrilers 

(w2,u,3) = ( 0~ -~)(wpw 2 ), -1, 
;, 3 .. J. ~o) c-1 t -J)( w1,<.D2) • (Q3'u)1) = 1 • 

lJoor :cyclische vervJiaseling van de indices blijft e .m primitief perioden­

paar ( w j, w j+i) dus primi tief. 

In het bovenstaartde was het eesentiel dat van een fundamenteel 
;;c~riodonparallelogram gebruil;: kon warden gemaakt. Het begrip 11 fundamente~3J. 

parallelogr-a.m. 11 heeft echter ook in ander opzicht betekenia, nl. voor het 

1.1.i tvoer-en van numerieke berelceningen. 

Verschillende groothcden in de theorie der elliptische functies 

!runnen worden ontwikkeld in reeksen waarvan de term.en afhangen van 

(3.3.21) Q Tti "(" 
= e , 

;velke e:;rootheid ook reeds in de thetereeksen optrad. Het ka.n dan van be­

lang zijn, b.v. in het geval van maohtreeksen naar q, om het bedrag 

\ q \ = e 
-TC Im -c-

zo klein mogelijk, du.a Im r zo groot mogelijk te kiezen. Zij 

wj = tX. j + i p j ( j = 1, 2), 
cian is 

en 
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• 

• 1egens Im "t.* > 0 :i a dt deterrr.inant in ae teller van bet rechter 110 
._;,,si tief. Omdiit e.eze d~tPrminant g~lijk is ae1n het oppervlak O van bet 

'.-;or (w1, c.) 2 ) bcschr::,von pa!'a:..lclogram kan dan voo:- (3.3.22) worden ,;;e-
1t.'hrevan 

0 
Im "t: = - 12. 

~ w1l 

Schematisch gaaproken zijn er nu twee wegen om Im.,: zo groot mo-

_:o1 ijk to ma!cen. 'Ien eersto lean men I w1) constant la ten en het oppervlak 
•) Yergroten, wat door eon ·transformatie van hogere graad ka.n wox-den be­
~•cilrt. Di t verk1aart de betckcnis van de transformatietheorie voor nwner­
~.t'ke doe:lcinden. De oudst bokende transform.a.tie, - van Landen ( 1775) -, 

Jicndo inc!.erdaaci voor de borokning van elliptische integralen; ze komt 
:-vereon met een transformatic van de tweedo graad volgens de hier ge-

:1:--uikte terminologie. 

Het kan eohter zijn, dat men de barekeningen, die aan een trans­
.:ormatie vcrbonden zijn, Ylil vermijden. Een tweede weg is dan O constant 

~-e hou.den en Jw1\ minimaal to m.a.ken. Aan de e'"'rete eis wordt voldaan door 
~~.lleen primitieve perioden:paren toe te le.teni aan de twee4e door ((A,J 1 ,w2 ) 

~:1:clijk te nemen aan de hierboven gedefinieerde perioden (Jl 1 ,112) van een 
i'undamenteel pear. Tegelijl:: kan dan zo een ondergrens voor Im r., en daar­

i:.ee een bovengrens voor f q I worden verkregen. 
Imm.era, zij ex de hoek tussen de in de oorsprong e.angrijpende vec­

+:oren c:;11 en ~ 2 J dan is 
1 0 = I c.J{.-1; 2 \ sin ~ , 
,:..,1s volgens (3.3.23) 

Im T = \ ~ ~ \sin 0\ • 

Omdat (()J 1'w2 ) een fundam.enteel paar is, heeft men 

(a) w 1 ,/; O, \ w 1\ minimaal, 

( b) w 2 ,/; n w 1 , \ w 21 minimaal, 

dus 

\: ~\?. 1 

en 
(3.3.24) 

driehoek, die ontstaat door een punt aohtereenvolgens de In de 
➔ 

Yectoren w 1 , 
~ ➔ ➔ 
lo 2- w. 1 en -w2 te la.ten beeohrijven, is ot de hoek t~gen-
_. ~ 

over de zijde CJ.1 2- w 1 • ·:egena\w 2- w 1\~fw 2)is0( een grootste hoek van 
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"J'(""' 
ieze driehoek, du• ot. 2. ,-. Voor het geval 0( n1et stomp 1a, geldt aan 
'3.3.25) sin o,,. ~ i vf". 

Is q.... daarentegen stomp, dan is 1r- 0( een hoek van de d,riehoet, die 

•1ntstaat door een punt achtereenvolgens de ~ ~ ;1 vectoren w1 , w 2 en 3 te 

•. :iten beschrijven; Tr -ot ligt dan tegenover de 

\w 3tz..tw 2\ is nu 7t - o1. een grootate hoek, dus 

-. 
zijde w3, Wegena 

it 2n-
2 < °' ~ T• 

7.odat (3.3.25) ook in dit geval geldt. Uit (3.3.24) en (3.3.25) volgt den 

:3.3.26) Im -e- ~ ½ Y3 
·if 

: .. 3. 3. 27) \ q ) ~ exp ( - f \[j) = 0, 06 58 ••• , 

;~odat opklimmende machten van q anel tot nul naderen in absolute waa.rde. 

Afwijkend van de hierboven gegeven definitie kan een fundamenteel 
periodentripel (w1,w 2,w3 ) z6 worden gekozen, dat 

(a} w 1 ,l o, \ w 1\ minim.a.al, 

(b} w 2 ,l !1 w 1 ( n geheel), w j+1 w + w +w :: O arg ... , .. 
1 2 3 ' wj 

(c) ten minste ~~n der grootheden fw~, 1w 3\minimaal. 

"'II{" ( \ L 2 j=1,2,3J, 

Zoals direct kan worden ingezien is het bij ieder rooster mogelijk 
➔ -+ -+ aen dergelijke tripel aan te geven. De driehoek met zijden <..-v 1, w 2, w 3 

is dan scherphoekig. Aan de eis dat \w2\ minimaal is, ala w 2 /. nw1, 
kan echter niet steeds worden voldaan. Voor bepaalde vragen heeft een 
nergelijk fundamenteel tripel echter voordelen (vgl. Jordan, Cours d 1 Ana­
:t.yse II p. 421). 

Laten c.0 1, w 2 en f door de tra.nsformaties (3,3.10) en (3.3.11) in 

w 1, w 2 en g worden overgevoerd. Als f de orde m heeft, heeft g de orde 
mn; het door (w 1,w2) beschreven parallelogram is immers n ma.al het door 
(w 1, w 2) beschrevene. Hier wordt het ordebegrip dus niet, per se op een 
primitief periodenpaar betrokken, en bet verdient ook geen aanbeveling 
dit te doen. Deed men dit nl. toch, dan zouden in verschillende stellin­
g~n uitzonderingsgeva.llen moeten worden opgenomen. B.v. zou ,de orde van 
het product van twee elliptische funoties f 1 (u\w 11 w 2) en f 2(u \wp w 2 ) 
wel in het algemeen, m.aar niet steeds gelijk sijn a.an de s<>m der orden 
van t 1 en t 2 • Ala b.v. (w 1,w 2) een primitief periodenpaar was van een 
functie f van de orde n, zou 

g(u) .'7 f(u) f(u + IJ ) 
w 

evene~ns de orde n (en niet de orde 2n) bezittin, qa4at (.:;i, eu 2) &en 
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prim.1tief periodenpaar van g sou zijn. 
De orde van een elliptisohe funotie ia due invariant voor uniaodu-

13ire transforms.ties van bet periodonpaar. 
Door een unimodulaire transf'ormatie (3.3 .. 10) gact de veraameling 

der roosterpu.nten 

in zichzelf 

(3.3.28) 

w = Dfv ~ + n2 w 2 , (n1n2 ) I, (0,0). 

over. Wesens (3.1.3), (J.1.5), ••• ,(3.1.7) heeft men dus 

6" ( ul w 1, w 2) = CS-- ( u \ <o 1 , w 2}. 

? (u)w1,w2) = ~ (ufW1'<v 2), 

,cu,w;,w2) = tP(u1w,,w2), 
tJ>'(u1w 1,w 2} = cP'(ufw1'w2). 

~lean een toepe.esing worden gemaakt bij het onderzoek van de 
parameters ? j. Volgens ( 3. 2. 1) is 

waarbij 
(3.3.29) 

een homogene funotie 1a van w 1 en w 2 van bet gewicht -1, zoala hierbo­
ven is bewezen. Cyolischo verwisseling van de perioden geeft 

w2 
H(w 2 ,w 3) (u+ 2 ) 

o(u+w2 t w2 ,w 3) = - e O (u\w 2,w 3). 

Nu :it de transformatie ( to 1 ,w 2 ) ➔ ( w 2 ,w 3) volgens (3.3.20) unimodulair; 

uit (3.3.28) volgt dus 

H(w ,w )(u+ ~) 
b(u+u.1 2 ) = - e 2 3 G"(u) 

ala we de G' -functie weer stilzwijgend van de oude perioden ( CoJ 1 ,w 2) 

laten af'hangen. Wegens (3.2.1) is dan 
( 3. 3 • 30) '7 2 = H( w 2 , w 3) • 

Door cycliache verwisseling van de grootheden wj worden due ook de 
grootheden? j cyclisch verwisseld. 

Hot is mogelijk de grootheden '?j op grond van d&ze eigensohap in 
een zeer eenvoudig gaval, het z.g. a.equianharmonisobe geval, te bereke­
nen. Hierbij is 
(3.3.31) w 1 = 1, ~ 2 = t, w 3 = E 2 

waarbij 

(3.3.32} 

Wegens 

~) -l + "Y3 E =up(~ = ~· • -. 

(3.3.29), (3.3.30) is 4a.n 

..., 1 = H( 1, £ ) ' ~ 2 • H( c 'a_ 2)' 

en om.aat B homogeen van het gewioht -1 is, 

'} 2 = € _, H( 1 , f ) • E 2 "J 1 • 
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Met behu.lp van de betrolcking (3.3.2) .van Legendre levort dit 
,.., 3 33' " 27t ,, 2n·E 2 "7 27r<£. 
\.)• • l ) 1 ::::: '"yj) '/2 ::: •-'VI)•-~ I 3 :,:: ~• 

.t..L... Do :fu.n_c_!!,e,s _o ~n ~.....Y..~fl. W:e.i_ers~ 
Nao.st de aigm.afunctie, die door het kanonieke pro du qt ( 3. 1. 3) word~. 

voorgesteld, heuf't Weierstrass drie "sig,ma:functies met inde:x 11 ingevoerd-, 

..... . -¥ o(u- ~;.) · 
(3.4.1) ,,;..(u) :::6"1 (uj:-.,,J 11 lv2 ) =-e . eJ - (j = 1.2,3) .. 

J ,; 0 <-?) 
Een zou deanoods deze functie kunnen ontberen on met bet :functie­

tekcn o kunnen volataan, evenale men dosnoods de functio cos zou kunnen 
~kl.l 

miasont'alleon de sinus gobruiken. Zowel in het one a.ls in het and.ere 
geval rcchtvaardigt en een kortere notatie en een verheldering van het 
inzicht de invoering van functietekens, die van een form.eel etandpunt 

bezien miaschien overtolli& zijn. 
Or.1dat o(u) geheal is, zijn ook de functies 6"".(u) gaheel. Omda.t 

J 
6' (utw 1't,l.) 2 ) homogeen is in zijn argumenten gelclt dit ook voor iedere 

G' j(ujc,0 1 ,{. ... ) 2 ). Im tegenstollingJot 6" is G"j eohter van. bet gewioht 

nul tengevolge van de nocmer G" ( T) in ( 3. 4. 1). Verder is 
l'} , U . . _ ~_j n .;.U _::'_j_ , ... ...Lf- 6(-u- -y) - -'f- 6" (u+ -y-) 

(3.4.2} · 6 .(-u) == ... e ---- = e ----
J G(,02.,i) 6'(wj) 

2 
c..0 • 

Door u in ( 3. 3. 1) te v~rvangen door u - ~ verkrijgt men 

w. ~ .u ~ 
G ( u+ ~) = - e J CS- ( u- 2 ) • 

wat ingezet in (3.4.2) geeft 

7] ~u G ( u- 11) 
( 3. 4. 3) G"J. ( -u) = -e _ ___,;,;;;..._ = G" / u) • 

6"(~) 

De sigmafuncties mot index zijn dus even. Uit (3.4.1) volgt nog 
(3.4.4) 6"j(0) = 1. 

Analoog a.an (3.3.i) hooft mende transformatie:formulos 
w 

~ . .,.; ( u+ --1&) 
(3.4.5) oj(u +DJk) = (-) jk e k 2 oj(u) (j,k.:: 1,2,3) 

wa.arbij 6jk het symbool van Kronecker voorstelt: 

S _ J 1 voor j = k 
jk -1..0 voor j;;. k • , 

J.angezien <f (u) dG :punten w = n 1w 1 + n2 w 2 van het rooeter (w) 

a.la ( enkel vou.digf) nu.lpun:ten bemi t, he aft 6"' j ( u) 1 voor een bepaal.de waa:r­
de van j, de enkel voudige nulpunten . 

"J = w + ;i. 
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Deze vorm.en edn nieu.w rooster, dat kortheidahalve door (w3) cal wor~ 
voorgesteld. Het rooster (wj) cntstaat door (w) un een tre.nslatie T 
te onderwerpen, en is i!us met (w} congruent. leder punt van (w3) ligt 
hal~erwege twed rooster:nmtan van (w), zonder dat (w) en (wj) punten ge­
meen hebbon. Door de tw&edim~nsionaliteit van (w) zijn er~ roosters 
(wj) mot deze eigenschap. Het is vooral dit eenvoudige meetkwldiga feit, 
dat de invoering van drie porioden Gv 1, w 2 en w3 reohtva .... rdigt. 

In bet J6ndimeneiona.le analogon is er slechta ~,n rooste~ a.at de 
interV"Sllen tu.seen de opeonvolgende pu;nten van het rooster (nlt') hal­
veurt. Dit maakt data.an de oneven :tu.netie sin z, ut de nul.pmta 

n1t ,, alaohts e,n even funotie cos s beantwoordt, waarvan de nulpunten 
mot bet :.ha.lverende 11 rooster sam.envallen. In ons tweedimenaionale ge-
val beantwoordt de oneven :funotie cs- (u) aan het fundwnentele rooster (w} ~ 

maa.r er zijn nu drie halverende roosters (wj), die met do drie even tune­
ties ,;- j(u} oorreaponderen. Het volgonde echema geeft hiervan rekeneohap. 

Aa.ntal dimenaies: 1 2 
Oneven funoties: ain z G'(u) 

Even tunotiess ooa z 6J(u) (j=1,2,3) 

Om.dat 6(u) ten hoogste van de orde 2 is, geldt dit wegens 
(3.4.1) ook voor de :t'unctio 6'j(uh 6"'j is dus ten hoogste van het ge­
slacht 2. Om.gekeard vormon de nulpunten van oj een twe~dim.ensionaal 
rooster, zodat het geslaoht van oj ten minste 2 1a. De sigmafu.noties 
met indox hebben dua het geslaoht 2. 

Uegene (1.2.12), (3.2.13) correspondeert met iedere oj een J-kl 
op zodanige wijze, dat de nu.lpunten van elk :funotiepe.ar·homothetiaohe 

t roosters vormen. Deze corrospondentie kan a.ls volgt worden voorgestelds 
) On.even functioeu .,._. 11 ....,,, €' ; · 

(3,.4.6) l Even funotiea: .J 10 rv o1, 3- 01 r... <r 2' J- 00......., o 3• 

Tot op mekere hoogte maakt di t schema. duidelijk 11,ar.,om er vier 
thetafunotiea zijn. Wil men ,&n bepaalde theta uit het viertal onder­
soheiden, da.n is het redelijk h.iervoor ...,'4- 11 te nem.en. Jacobi koos· ..,_.. 01 
als fundam.entele theta (wa.e.rom?), en in dit opzioht werd sijn notatie 
gevolgd door Weierstrass, Halphen, Briot en Bouquet o.a. Jordan indi­
oeerde de theta's• ala de corresponderende sip.afunoties: 

J 11 = 1 .:r, ...,,.10 = J-,. J-01 • >2, >oo = J-'3, 
wat evonoons een logl.sohe notatie geeft. 

Het verband tuasen de indioes in (3 .. 4.6) tan VQor 4e even f'uno­
ties worden wee:rs~geven 4Qor 
(3.4,..7) . · ,- k,l"' 6"' h' b. 1l!- k + 21(3)11 : 
[vg1.. (4-.2.2), nu aeaelfdo fl•tre1dd.q en1&s,;ina anders wor41i pf~:, 
leord ~ Ov.-tsena katl de Wiakwld1p -.aar4• van (3,.4.7} W$t-«,n: ~-t,~!t!f 

~ ,., • , , A ~ ~,.:; •., ·r~,.;r,.::~%~!· 
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ne exaote betrekk1n6en tuasen de eigmafuncties met inde:r: ·on de ·even 
t'.1eta•a volgen direct uit (1.2.12), (3 .. 2.13), 3,3,2) en (3.3 .. 4): 

2 
-rt i ~ 181 ~1 u 

= w 11G(~)e- 2 - -~ €" 1(u), 

Deze formules zijn niet geheel symi~etrisoh, blijkbaar omdat de 
theta's beha.lve van z ook nog afhangen van 't::', wat hat :periodenpasr 
(c.u 1,uJ 2 ) in een uitzonderlijke positie pla.a.tst. Nu is reeds bewe~en, 

dat de grootheden ·r) • tegelijk met de grootheden w j oyolisoh worden 
J 

,rerwisseld. Dit toegepaet op (3.2.13) en (3.4.8) levet·t e,en twaalftal 

formules, die weer tot een t-."1eeta1 kunnen worden samengevat, nl. ·~~n 
betrekking voor de even en ~~n voor de oneven functies: 

t\.- "'1 u2 
,., ,,(zjp:.) -1 - ~ 
,.,, (Op;j = uJ j e j €'(u), 

V 11 j '7 U2 

{3.4.9) :J'k l(zj\'-.j) , -1 -S, ~ 
J-"f~lt5ti·j}- = 61c,1w j 8 JG"j+h-1(u) 

. . . 

(j == 1,2,3). 

Hier moeten de indices van de 6~ -funotiea zo nodig modulo 3 wor­

,aen gereduceerd; his door (3.4.7) bepaald, en verder werd geschreven 

(j = 1,2,3), 

Tti 

E10 = -i, to1 = -1, f oo = eT . 

.,\.f gezien van de numerielce faotoren f, kl is de SYJ1lllletrie in deze l).e­

trekkingen bevredigend. 
,De funoties ~(u} die bier op ongedwongen t1ij1Z.e VQor de d&g k~eit 

verschillen van de f'Unetiea bj(u} alleen door een ander• n<>X1lleringr 

i.p.v. (3.4.,4) heeft men 
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Evenala de f'Unctiee Ii' /u) zijn ze geheel, crnren, en homogeen in de ar~t-­
mon-ten, maa.r nu van het gewj.oht 1, todat z.e zich in di t opzicht geheel 
als 6 (u.) gedragen. De traneformatiefo:rmules waarbij 1-t argu,ment met 
een gebel~ periode wordt verm.eerdetd, zijn na"rJ.urlijk demel:fde ala wel:::c¼ 
voor G"j(u) geld~n [zie (3.4,5)]. Wordt hat argument echter met een Q§J.­

.Y.! periode vermeerderd, dan verkrijgt men ee:i:nroudiger betrekkingen dan 
bij de funotiea G j het geval is: 

_,.._ W · .2p(u + OJ_j) 

f\. G j ( u + --i1-) = ~e . 4 G" ( u) , 

. w ... 1t i 4t.1c u + w j+ 1) * 
(3.4.14)lC .. j(u + ~+ 1) = .... e Te 4 oj+2(u), 

~ "'l~+2(u + U} j+2) 
c~( Wj+2) _ T .:::: 4 r* (· ) uj u + 2 - ~e e o j+ 1 u. 

Stellin..g. Iedere elliptische functie f(u. \w1,w2 ) kan door een quo­

ti~nt van twee sigmaprodu.cten worden v-oorgesteld .. 

Bewijs. Laat f van 

bewezen), en laat fin 

nulpunten a 1, a 2 , • .. ~,an 

meervou.dig getel(\}. Dan 

de orde n zi jn ( furn n :?. 2, zoa.le vroeger werd 
( ➔ --- ) het door w 1, c.v 2 beschreven parallelogram de 

en de })Olen b1, b2 , .... , bn be!i!.i tten (meervoudige 

is (vgl. T.F. 9): 
n n 

(3.4.15) L.. 7c E. ~ ~~ 
k= 1 k=1 .. 

Men kan dus 6ok een stel nul:punten a:_ 1, e<. 2 , ••• , ~ n en polen 

B. 1 , • • • , f:> k i e z en z 6 da t ,.. nn n 

(3.4 .. 16) ~ O\k = 1::.. Pk· 
1 1 

Dan heeft de meromorphe fu.nctie 
n c;-(u - a. k) 

g(u) = 11 tftu. -f, ) 
u.=1 k 

dezelfde nulpunten en polen als f(u), met dezelfde mul ti:plioi tei ten. 

Bovendien is g(u) elliptisch, imm.ers wegens (3.4.16) is 
n (o 

exp ~-1 Y)j(u-«'k+ -r-) n G'(u. -<\) = ___ ..... _____ TT -.---..... - g(u.) 
n . S(u-"' ) -
- .. ( A <:,oj) k=1 k 

exp t;"1 1/j u-rk+ 2 

voor j = 1,2. Volgena de eerste stelling van Liouville is het quotient 
van f en g du.s een oonstante, q. e.d ... 

Omgekeerd vo:.gt u1t dit bewijs de existenti~ van elliptiaohe tu.no.,.. 
ties voor iedere orde n ~ 2, zelfe m.et wi11ekeurig voorgeechreven nul­

pu.nten en polen, voor zo ver deze a.an de betreklting (3 •. 4. 15) voldoen. 

:Bij gegeven orde n kan men dus 2n-1 polen en nulpu.nten willekeu.rig ki& .. 



zen (meervoudige meervoudig geteld). 
In de verkregen ontuikkeling 

"I'~ G" ( u.- '.X k) 
f(u) ~ c ~=l1 .fi'"'(u- J.>k)' 

waarbij c een conetante is, is de elliptische :funotie f door een quo­
tient van twee gehele functies voorgesteld. Derselijke voorstellingen 
komen al bij Gauss en Jacobi voor; Jacobi definieerde de elliptische 
functies eerst a.ls omkeerfuncties van elliptische integralen, laterals 
quotHfaten van thetafuncties. Uit (3 .. 4.9) en (3.4.17) kan lhnmid<:iellijk 
een dergelijke vooratelling van f ala thote.guotie'nt worden ,rerk:regen .. 

_§ 2· De fun,.Ptiea i .~n J,, • 
Uit (3.1,.4) en (3.3.1) vrnrat onmiddellijk de traneformatieformule 

van de zetafunctie verlcregen: 

(3 .. 5 .. 1) < (u+wj) = < (u) +-r;j" (j = 1,2,)). u.' 

Omda.t 7i (u) oneven is, volgt hieruit voor u = - Ts 
(3.5.2) 1 j = e ~ < '¥) (j = 1,2,3). 

Wegens (3.1.5) is due 

(;J I 2 2 u.)1 ) 
11 - 2 ! (--1) :::: ....!.... + 2_'1 . + . + ------\, .. 
11- ') 2 (d1 l~-1.)1 2 1 

\2-~u>1-D:f'2 n1u.'1+n2"'"12 (n1w1+ni"'12)) 

Splitat men deze absoluut convergente reeks volgens het schema 
CD 

00 C,.) 1 

+ N~~ 0< \~\1.N n~m (n1w1+n2<<l2>'~' 

of, omdat de tweede aom in het laatste lid verdwijnt, 
ro 

( 3-5. 3) 11, C w, N 1 .. 1:, P12t- N n ~~ ( n, .... ,+n2"'2) 2 I 

wa.armee een ex:plio;l ete vooratelling van ~ 1 is verh"eeen .. 
Voor de juJ.,athetd ~ ( 3 •. 5 .. 3) ia het nQdii, - e.r 11og,e nos etne •~, 



worden herin:nerd -, 
(,,)2 

t:" l:11 w / Q. 
1 

Het is ongeaorloofd 
selen; deed men toch zou. een L"ldere ui tkomst worden verkre-

gen. Dit kan ala volgt ,vorden ingezien: de grootheden '}j worden tegs­
lijk met de grootheden CQj cyclisoh verwiseeld, zodat volgens {3.5.3) 

= lim I,.. 
N ~ oo \n 1\~ N 

--s;­
,,c:.._ 

= lim I n 11~ :tf 
N ➔ ro 

a) 

Z' 
n2=-oo 

co 

1 

2- I I . . .~ ::: 
n2-c:-ro { n 1iu1 + (n 1- n2 )r..12 \ 

1 ~­( n1,.v1 +n:f'2 ) 

Ui t de betrek'ring van 

"'J 1 I ''""1 2. 

Legendre volgt ec'hter 

u 1 L,,) 2 

Zij (w1,c.; 2) een primitief periodenpaar, cat uit (<A.> 1,w 2 ) ontstaat 

door de transform.atie 

(3 .. 3.10) w 1 = a.w 1 + bt...i 2 • w 2 = cw 1 + dw2 (ad - be = 1), 

en wa.araan de constanten ( "') 1,-,-, 2) bem.1twoorden. Volgens { 3. 5 .1) is dan 

( 3 • 5 • 5) < { U + Cv j l U) 1, W 2) .:: ~ ( U \ W 1, W 2) + '1 j ( j ::. 1 t 2, 3) , 

te:i:wijl volgens (3.3.28) voor unimodulaire trans:formaties: 

~(ulw1,w:P = ~(u\evpc.0 2). 

Voor ( 3. 5 .. 5) kan dan worden geschreven 

(3.5 .. 6) ~ (u+ac~ 1+bc.o2) = ? (u) +-, 1, ~ (u+ow 1+dw 2) = "? (u) +-r, 2. 
Door inductie na.ar n 1 en n2 volgt uit (3.5.1) 

(3.5.7) ~(u+n1w.i+nt~) = ~(u) + n 1,71 + n2"72 , 

zodat wegena (3.5 .. 6) 
(3.s .. 8) ,,,H = a. 1 + bj2• )2 = c '11 + d,,_,2· 

Bij unimodulaire tra.nsi'ormaties worden de grootheden ( ry ,.~12) dus 

cogrediint aan (w p w 2) getra.nsformeerd. Itiet een bijzonder geval van 

unimodulaire tranaf'ormatie hebben wij reeds kennia gemaakt, nl.,. met de 

cyclisohe verwias•:'.Li:ng. De etel.lill-8 da.t de grootheden ( ·11 j} tegeli jk 
de grootb$den (c.,,, j). e7olisoh word•n verwiseel.d, is een 9tjzonder g~.val 
van de nubevi@me:n stelling .. 

Uit•h-t· f~it•·••t _,•. ~• ... (~ 1 ,~.J)··••en·.· (1}''la) un~•<>duled.r 
z.i:i~. mld .. · QRlid.idel:lltUt lat •.. aa -- '~i& . 4iff~.i :~121.aal~ •-'•->d.~~~ 



D = - 2 
" :i C "h ) 
~ + 121w:' 2 

voor unimodu.laire ies invariant r.1 • Deze prooessen sijn 
niet onafhankelijk van • men van de onafhankelijke w.riab.,_ 
len ( 1·, 1' ">) dan heeft mon 

" 
D( f) ::: )_J,_f_ + 

1 ~'>11 

en volgens Th.F. 4,11: 

(3. 5.10) D(t) = D~ (f). 

Voor transformaties van hogere graad zal de operator D echter in bet 
algemeen niet invariant zijn. 

Na al deze voorbereidingen is het onderfioek van de f-functie niet 

moailijk meer. Differentia.tie van (3.5,.1) 1evert~ wegens (3.1.4), 
(3.5.11) (u+<.>J,j);:: (f (u) (j = 1,2,3), 

en omdat r meromorf is, is eF (u }c..o,,w 2 ) een elliptieohe functie met do 
perioden (~; 1, e,u 2 ). Eerst moeten we aantonen d.at (lo pc~ 2) ook een pri­
mi tief periodenpaar is, zowel van ;y:; a.ls van ,f •. Di t volgt echter di-

-\. ➔ 
rect uit het feit dat zowel t-, a.ls r:, 1 in een door (w 1"cv 2 ) beschreven 

parallelogram., w~.;ens (3,1.6) en (3.1.7), s1echta een pool (van hogere 

Ot'de) hebben, nl. u;:: o. Men kan het ook langs een min of meer getallen­

theoretische weg inzien, nl. met behulp van de 'V'Olgende 

Stellin_g. Als een elliptische functie f(u},~.> 1,t-02 ) de orde p bezit, 
waarbij p priem, dan is ( OJ 1, <,,J 2 ) een primitief periodenpaar. 

Imm.era, de orde n van fin een kle~ parallelogram. zou, volgens het 
vroeger bewezene, een echte deler van p, dus gelijk 1 moeten zijn, wat 
onmogelijk is. 

Volgens (3.1.6) en (3.1.7) is de totals multi:pliciteit van de polen 
-,; ~ 

van h" resp. (f ' in een door ( w 1' c ,: 2 ) beachreven :parallelogram 2 resp. 
3, waa.rui t de bewering volgt. h:. een 1.)rimi tief periodenparallelogram 

is r dus van de orde 2, ~ ' van de orde 3 .. 
Aangezien .f'' ( u) oneven is,, heeft men 

( 3 • 5 • 12) -~ 1 ( C~j ) : Q ( j =: 11 2 , 3) ? 

(,I) • 

en omdat J, t van de derde or~ i~ zijn d.e nulpu.nten ~ de enige nul-
punten van ~ ' in het door (-:.:) 1 , c.., 2 ) beschreven parallelogram. Stel 

}° (~) = ej (j = 1,2,.3). 
·~ 

Wegens (3 .. 5 .. 12) wordt de waarde ej voor u = 2 ten minste tweemas.l 

door 8' aangenom.en; maa.r omda.t p de orde 2 hee:ft wordt de wa.arde ej tNi 

hoogate tweemaal, dus ook preciea tweem.aal aangsnomen. _De grootb.a3.en . 

ej nt,oeten du.a onderling versohillend zijn: 

() .. 5. 14) ej I. 8k (j i k} • 
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We gene ( 3. 1 .. 6) zijn de grootheden ej homogene f'unctiee van <JJ1, w 2 
van het gewicht -2 .. 

In ( eindige of oneinJige) grootheid o< heet een ,!.Q.il!,?dig Ji1!l.:tipelt 
2aarde van een fu.nctie f(u), ala alle wortels van, de vergelijking · 

f(u) ="' multiyel zijn. Door Ne,ranlirma (l.c .. p. 102) is bewezen dat 
een meromorfe functie f( u) ten hoogste 4 volledig m:u.l ti pale waa.rden br>­
zi t ~ Ui t het bovenstaanae volgt dat de . .13-fu.nctie precies 4 volledig 
m.ultipele waarden hoeft, nl. (e1' e2 , e3, c.o). De grena 4 van Nevanlin­
na kan dua niet doer een li:.leinere fforden varvangen. 

Voor \u l < !W} geldt 
1 1 2u 

- ~ - 2 = -1 + 
(u-w) w· w 

!tl2. :_,~ + ••• , 
w 

du.a, volgene (3.1.6), 

Y (u) = -½" + 
u 

of 
1 2 1 1 4 '1 . 

if ( u) = 2 + Ju Y -4· + 5u 4> . h + • • • • 
u w w 

Deze reeks is absoluut convergent binnen de cirkel om de oorsprong. 
die ga.at door het (c.q. een) dichtst bij de oorsprong gelegen rooster­
punt w f O. De coefficienten zijn op een constante factor na de vr038Cr 

ingevoerde module.ire vormen. Met behulp van de notatia (3.1.13) kan gc­

schreven worden 

(3.5o15) ,J:) (u) = ➔ + 3G2u2 + 5G3u4 + 7G4u6 + •••• 
u 

Differentiatie gecft 

f 1(u) = - 1 + 6G2u + 20G3u3 + 42G4u5 + ••• 
u 

en een eenvoudige berekening levert 

tJ> 1 2 (u) - 4 tf 3 (u) + 60G2 J:, (u) + 140G3 = u2 1f.(u2), 

waarbij f. (u2) een machtreeks in u2 voorstelt. Het linkerlid van deze 
betrekking is een elli:ptische functie die alleen de rooster:punten w tot 
polen heeff. Uit de uitdrukking in het rechterlid blijkt evenwel dat 
u = 0 een regulair punt is, m.a.w. de beschouwde elliptisohe functie 
is overal holomorf, en dus identiek gelijk a.an een constante. Dit levert 

f t 2 (u) - 4f 3(u) + 60G2f (u) + 140G3 = o. 
Stalt men 

, .1_ , 1 
(3. 5.16) g2 = 60G2 = 60 ;[. . 4' g3 = 140G3 = 140 L ~· 

• • 
dan is hiermea de differentiaalvergelijking 

(3.:;.17) r'2(u) 1:;I 4f3(u) - g2tf (u) - g3 

voor de f-:funo~ie verkregen. 

De· grootheden g2 en g3 heten de 1iiva;rian.tsm van t ·· Otadat he't ro<.etaY-



{w} voor unimodul.aire transform.aties invariant is, zijn ½ enig3 we­
gens (3.5.16) unimodulair invariant. Verder is t½ van het gewicht -4, 
s3 van h$t gewioht -6 in de perioden. 

(J.) 

Voor u = T gaat (3_.5.17), -wegens (3.5.12) en (3.5.13) over in 
3 

4ej - g2ej ~ g3 = O I 

l 
(j = 1,2,3), 

zodat de onderling verschillende grootheden e. de wortels zijn van de 
J 

vergelijking 

(J.5.18) 4(x-e 1 )(x-e2)(x-e3 ) = 4x~. - .. g2x - g3 = O. 
.. -

. Men heeft du.s ook 

l3•5~19) e\ + e~ 
Volgens (3.5.14) 

schillen: 
(3.5.20) 

g2 
+ e3 = O, e 1e2 + e2e3 + e3e 1 = - 4 , e 1e2e3 

moet de discriminant b-. van (3.5.-18) van nul ver-

De ei~crininar-t is du.seen homogene functie van de perioden van het ge­
wicht -12, die invariant is voor unimodulaire transformaties. 

Zij tenslotte 

(3.5.21) . { 
' I 

Omdat zowel de teller als de noemer van het rechterlid unimodulaire 
f 

invarianten zijn, is dit ook met J het geval. Maar bovendien zijn deze 
teller en noemer beide homogeen van het gewicht -12 in de perioden 
(w1,~2 ), m.a.w. J is een unimodulaire invariant vao het gewicht nut, 

:de zgn. absolute invariant. Bijgevolg is J een functie van ~ a11,~n, 
I 

'die voldoet aan 

·( ) d t"+c ) 3.5.22 J( i.-')=J(-r) ( -c-'= b--r-+a, ad-bc=1. , 

Twee punten ( r, T') die door een unimodulaire transformatie (3 .3 .10') 
in elkaar _overgaan heten aeg,uivalent (Hurwitz 1904). Blijkbaar behoort 
er bij ieder punt r uit het bovenste halfvlak een aftelbare verzameling 

'\_ T n 1 van met r aequivalente punten. 
Een functie f( r } heet een modulaire functie als ~ 
(a) fin het bovenste halfvlak eenduidig en op geisoleerde singulari­

teiten na analytisch is; 
(b) f slechts eind1g veel waarden aanneemt wanneer "C eea verzameling 

{r n~ van aequivalente punten doorloopt. . 
J ( -c ) is dus een modulaire functie; zelfs kan J ( r ) tot op zekere . 

·hoogte als de standaardvorm van de modulaire functies worden beschouwa; 
zoals p{u) dit voor de elliptische funeties 1s. 

Een homogene bivariabele funotie F( w 1 , w 2) heet een modt;llaire ;'orm , 
als: 

. (a) F voor allewaardeparen (w,1,w 2), wa~rvoor Itn--Z:->0, op geI$,ql,,~;r.:.." 
de singulariteiten na analytisch is; 

(b) F voQr unimodulaire tran_sfortn1;1ties van { w1.- u> 2J 
' . 
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Het quotient van twee modulaire vormen ven hetzelfde gew1eht in w1 
en W 2 is due 1n 1eder geval een modula1re fu.nct1e,, als beide vomen 
voor dezelfde trensformat1es invarltmt z1Jn. Zoela we zagen doet eon der­
gel1Jk geval z1ch voor bij de modula1re vormen s23 en A • 

De volgende ( be lsngri Jke ! ) problemen tul len lster word en beham'.h~l,:h 

(a) J(-r) is een holomorfe funct1e van q voor O < lqJ< 1. Oevreagj 

wordt de aard van de singulariteit van J voor q-0 aan te geven. (De sin•• 

gulariteit is een pool van de eerste orde.) 
(b) Bij ieder per:iodenpaar { c.._> 1 .. w2 ) behoort een tlliptische ft.nctie 

p(u \<tj1 ,w2 ) met een tweetal 1nvar:1anten g2 ,g3. Oevra.Agd wordt of )m,ge­
keerd voor 1eder pasr (g2 ,g3) { wsarvoor ..6 ,'o) een elliptische turctie 

p (u I w 1 , <A-'> 2 ) bestast die di t paar tot invarianten hteft (het antJfoor<i 1s 
bevestigend). 

Met het oog op de tebellering van _,,(u) gaan we nog na in weJce 

gevallen J, (u) re~el is voor re~He waarden van u. Zij w een willekeu­
rige periode van f' • Ui t 

/f (u+w )= J (u) 

volgt dan 

if (u+uJ )== f (u), 

m .a .w. tegelijk met v.J moet de toegevoegd complexe grootheid w eveneem1 

een periode zijn. Dan zijn ook <A.) + w en w - w perioden, r.a .w. f b~­

zit zowel een re~le ala een zuiver 1magina1re periode. 
Laten W 1 en w 2 de absoluut kleinste re~le resp. zu1vert imagi­

naire periode zijn van J-:1 (waarbij b.v. w 1 -;:,o, Im w 2 ;>0). Eeachouw de 
➔ ~ . 

door ( c.~, 1., w 2 ) beschreven rechthoek. De hoekpunten van de.ta rE:chthoek zijn 

perioden; op de zijden lit;gen volgens deze afspraak geen ande:;-e perioden. 

Is u) een periode uit het inwendige van de rechthoek, den moet t-J + t.0 

een geheel veelvoud zijn van ,A) 1 en <-t) - ZJ een geheel veelvoud van W 2 • 

Blijkbaar is dit alleen mogelijk als uJ =t(w 1+w2). Br zijn dus twee 

gevallen mogelijk: 
(a) het zgn. rechthoekige geval; in het inwendige van de rec'hthoek 

( w 1 , Cu 2 ) ligt geen periode, en deze rechthoek vormt een primi t1ef 

periodenparallelogram; 
(b) het zgn. rhombische geval; behalve w 1 en Gv 2 is ook o.> = 

=½ ( ctJ 1+ ,o2 ) een periode; de door ( ~, ~) beschreven ruit vormt een pri­

mitief periodenparallelogrem. 
Is omgekeerd aan de voorwaarde voldaan, dat tege11Jk met een primi­

tief periodenpaar (w 1 ,,w 2 ) ook (;;: 1 ,~~) een perioden paar ia (wsarb:1J 

uiteraard de mogelU<neid w 2=w1 niet is uitgealote:n, zoale net rbom­
bische geval leert), dan zijn volgens (3.1.13) alle modulaire vonaen Gk 

reeel,, en is dus ook ,f'> (u) wegena (3.5.15) :relel. 



Volgens de laatste stell1ng van 9 4 ken de functie ,t (u)-,p(v), d1e 
voor eind1ge wsarden van 1;) (v), dus voor 

v ~ O ( mod ~.> 1 , w 2 ) , 

beschouwd ken worder1 ale een elliptiache tunct1e vsn u, worclen voorge .. 
steld door een quotient van sigrnafuncties .. Deze runct1e heeft het punt 
uaO als dubbeltellende pool, terwijl de punten Uf•'v en u2- -v nulpunten 
zijn. Wegens u1+u~t"O heeft men dan de voorstelling 

(3.5.23) ·f (u)-p, (v)=C ~(u+v~C(u-v) 
: . et { u) 

waarb1j C een van u oraft'Brkelijke groothe1d is ( vgl. het bet1ijs van de hi.e1· 

gebru1kte stelling!}. Ontwikkelt men beide leden van (3.5.23) naar opkl:tm..,. 

mende machten van u, en vergelijkt men de co~ff1c1enten van de termen die 
-2 u bevatten, dan blijkt 

1 1 
C= _S_{_v_) 6"-( --v-) = - _6 __ 2_( v-) 

zodat 

(3.5.24) J°(u)-f'(v)= - b~u+v)6""2(u-v) • 
~J · 6 (u),; (v) 

Voor v:i:: · · volgt hieruit volgens (3.4.1), {3.4.2),(3.5.13): 
o 2 (u) 

y> (u)-ej"" -...,r,,-~-
, f: (u) 

, 

en men kan de vortel uit deze uitdrukkingen zo normeren dat 
r . ; (u) 

(3.5~25) ~if (n)-ej= j (j=1,2,3); 
6-(u) 

in het u-vlak is het linkerlid van (3.5.25) dan een eenwaardige functi~. 

Wegens (3.5.13),(3.5.17) hceft men 

ir'2(u)=4 {&(u)-e1'1 {f(u)-e2~ { er(u)-e3\ J) 

zodat uit (3.5.25) volgt 
2 4 61 2 ( u') 6"" 2 2 ( u) 5 3 2 ( u} 

k>' (u)= 6 
o 6' (u) 

o1(u) 6' 2<u)6-3(u) 
.F-> • ( u) = ± 2 ------------ • 
J 6" 3(u) 

of 

Om het teken te bepalen ,·rorden beide leden weer 1n de crngeving vc.1n 

u=O naar opklimmende machten van u ontwikkeld, en de c.o~fficicnten vnn de 
term.en in u-3 vergeleken. Rekening houdend met (3.4.4) 'bl1Jkt dan 

6"1(u) 6"'. · 2 (u). o ~.(u·)· ( 3 c "'·6 >.rt.. 1 { U);= -2 _______ :l..,_.,.... • 
. .,:,, • c. . o 6""l(u) ~ 

of, wegens (3.5~25), 

~ •tu)a -2 ffflu)-e1) {f(u)-e2} {j> {"}~l~ ·~ 
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Met behulp van de 1n (3.5.25) 1ngevoerde nonner1ng van de wortela le­
vert d1t l r(u) 

u-u • -t da 
o • ( uo) ~" ,-;=.-( ==) (==)=( =·· =· ::,..,,) • , Y s-e1 e-e2 a-e3 

(J.5.27) 

zodat de inverse van de l'-functie een ell1pt1sehe 1ntegraal 1a ,-.n 
de eerete soort met var1abele bovengrens. ()n het cmgekearde te kunnen be­
w1Jzen moet eerst eangetoond worden dat bij ieder 1nvar1antenpaar (g2 ,g3) 
een f-functie behoo~t (zie probleem (b) hierboven). 

U1t (3.5.24) kan het optellinastheorema van de ;,, .runct1e worden ar­
geleid. Logarithmisehe different1at1e naar u levert 

t'(u) ,. ~(u+v)+~(u-v)-2?{u). 
;(u)-J'(v) 

Verwisseling van u en v hierin geeft 

- i (~}~';(v) • < (u+v)-? (u-v)-2? (v), 

z;odat ook: 

½. ,.,.;f~~=; (l)) -~ (u+v)- Z(u)- 5 (v). 

Different1eert men opn1euw nasr u dan 'ttordt het optellingstheoremB 
in statu nascendi verkrcgen: 

tf t"(u) _ <P '(u)( ~ '(u)- P 1 (v))f.,. -Jc>(~+v)+Jt(u). 
{ i(u)- r(v) ( J, (u)-J, (v)) 2 - J 

Om er een handige~ gedaante aan te geven wordt eerst weer u met v 
verwisseld: 

½ [- I" It ( V L + t 1 { V) { t t ( U }- i' l ( V) '\ l a - r ( u+v) ,+- i { V) 
r (u>-(,;; (v) {ct (u)-r Cv> l 2 J 

zodat 

(3 5 28) ½ft"())-/) "(v) - ( i>• (u)- d' 'tv~1 2l= -2 L. (u+v\+ J-(u)+J> (v). 
• • 13(u - ;, {vJ ~ 11 (u)- i' v J J <T , 

Nu volgt uit (J.5.17) door d1fferentiat1e: 

J:,"(u)=6 J-2 (u)-½g2 , 

zodat 

½.r;:,l1!;·~~~ = 3tj(u)+<f<v>s 

wat ingezet in (3.5.28) geeft 

(3.5.29) r (u+v}+r(u)+(P (v)- if ~f~~=tii1>1 2 -

Stell1!!i. Een even elliptische runctie f(u) kan rationaal worden u~t .. 
gedru.kt in de '° -functie jo (u) met dezelfde prtm1t1evc perioden • tr ➔ _., 

BewiJs. Beschouw ee11at de nulpunten van r in het door ( c.u 1 ,<Al 2) be ... 

schreven parallelogram, en hiervan weer eeret die nulpunten die van h~le 
of halve perioden veraohillen. Is o£ een dergelijl: nulpunt., dan is e::- N.i,1 



ender dergel1Jk nulpunt 0( 1 met de e1genschap 

cl 1 ~ - .(. ( mod w 1 , w 2 ) • 

Men k:an deze nulpunten dus 1n peren groeperen, en van Plk paer etln repre­
sentant nemen. 

lt\t Vervolgens: 1e eer. nulpu.nt een helve per1ode, zeg ~ , dan 1c 

f(u+ ~J.).f(-u+ 23) , 

zodat een ontw1kkel1ng van f (u+ ~) in een machtreel:s naar u met een :.:•1..,:. 
macht van u beg int. E~r~ dergel1Jk nulpu.nt heeft dus een eves mu.l ~:i.~lia1-
te1t. 

Men ken dus de helft ven alle nulpu.nten ( "1" ot 2' ••• , 1 n>, die n1et 
aen een periode gel1Jk zijn, z6 kiezen det de endere hclft congruent 
( .. OC: 1 ,- ,< 2 , ••• ,- 1Xn)modul1s perioden is {meervoudige nulp'mten m~ervo~d1g 
geteld!). Voor de polen geldt m.m. hetzelfde els voor de nulpunten; ziJ 
(f.i 1 ••• ,~m)een analoge helft van de polen (det m-n blijkt eenstonds). Dan 
is de funetie 

m 

() () '[{;Cu)-~(Pt>\ F u =f u _n _______ _ 

TT t ,f ( u) - ,; ( •-w. r. ) 3 
1 ➔ ~ 

ellipt1sch. In llet gehele door ( u> 1 , w 2 ) beachreven pr:tmitieve perio-

denparallelogram, met ult::.i:ondering misschien Vf.Il d:te -.:aa:-den V8n '•~ di:::: 
geliJk zijn aan een pf::r~.ode, d .w .z. met uitzondering m1elchien van d; .. 

waarden u=O, heeft F. noch een pool, noch ecn nulp-..mt. Dtc· !.s e~htcr a 1-

leen mogelijk ala r een ".!onstante is ( en m==n volgens L10,1ville). Dt.s ia 

, _n j(u)-,p{ol,t} 
r,u)...c fT -----. 

1 t ( u) - 3' ( ft ) 
Stelling. Iedere e111ptisehe functie f(u} lean retionntil worden uit:;e-­

drukt in de functiea ~ en Jo ' met dezelfde perioden. 
BewiJs. Men kan f(u) splitaen in een even en eeu on.even func~ie f'.1 

reap. r2 • Dan is 

even; volgens de vorige stelling ia dus 

!'(u)=R1 f jo(u)1 + f '(u)R2{~ (u)} 

waarb1j R1 en R2 raticn"lle functies zijn. 

De tune tie b° (mu), ffll!arbij m geheel rationaal.,, l:ieeft ~ r. ellc ce,•!ll dr: 

perioden w 1 en w 2 , en is bovendien even; men ken chis ,+, (mu) r&ti0m.iPl 

in I' (uJ u1tdrukker.. De explieiete formules kunnen b.v. nwt bi1hulp van 
het optellingetheoTeme w~rden gevonden. 

Z1Jn er nog andere mult1pltcatoren m, waarbij r (rnuj n:rtlonr.el v~n 

f (u) afhangt? Daze vreag is door Abel ( 11Reeherohes sut- !~e fonctivna 
ell1pt1ques,. 1827) be•1est1gend beantwoord; m moet dim tot een quadrat:.i.tHlh 



imag1na1r getallenl1chaam behoren. Ben voo~beeld van deze ccae~exe •~me­
n1gvuld1g1~,. aan een pract1sch probleem ontleend, zal nog 1n het k:Dot 
behandeld. 

Z1J 

(3.5.30) 

zodat E 

(3.5.31) 

~ -1+1 vi CA> 1•1 ,..w 2•c= 2 , ;(u\1,( )•t(u), 

een pr1m1t1eve derde eenheidswortel is: 

E 3-1,. c2+E.+1-o. 

De homogeniteit van de ;, -funct1e levert 

( 3 • 5 . 3 2 ) /' ( c u,,:, l-2 )- t. -2 ~ ( u \ 1 , l )- E i4> ( u) .. 

Daarnaast heeft men 

(3.5.33) 

omdat de J> -functio invariant is voor un1modula1re tranefomatie van de 
perioden. Uit (J.5.32) en (3.5.33) volgt den 

(3.5.34) 

waaru1 t bl1Jkt dat l. een complexe mul tiplicator is. 
Er moge nog even nader op dit zgn. aequianham9n1sche geval ven de 

;-runctie worden ingegaan. Stelt men 

(3 .5.35) 0( 1m ¥ 1 o( 2• 1+j (. 
den is 

o/. 1 + d 2 ;:_ 0 ( mod ( 1 ., t )) 

zodat ult het even karakter van Jo (u) volgt 

( 3 • 5 • 36 ) j:> ( °' 1 ) • j ( ~ 2} • 

Verder is wegens (3.5.30), (3.5.35), 

t:o<1l! -'<'1 mod ( 1,e. ) 

dus ook 

en volgens {3.5.J4) 

zodat 
(:.L5.37) 

In het door (1~e) beschreven parallelogram heeft J> (u) dus de en­
kelvoudige nulpunten ol 1 en vt 2 • Wegens 

€ • -1-~ {;" • -1- E 

is ook de toegevoegd <,anplexe waarde ?: een periode van s, . Volgena h4it 
vroeger bewezene is dua t, (u) re@el voor retne u; in het b1jzonder si.jn 
g2 en S.3 dui,, re@el,. 



D1fferent1et1e vnn (3.5.34) geeft 

(3.5.)8) r'(t u)= )0 1 (u). 

Met bchulp van de d1fferent1aalvergcl1Jk1ng van de f -runet1e ver ... 
kr1jgt men clan 

f •2 (u)u4~~ 3(u)-g2 .y: (u)-g3 :,= 4 l)( E u)-g2 er (£ u)-g3 , 

waaruit wegens (3.5.34} volgt 

(J.5.39) g2m0 • 

De differentiaalvergclijking wordt dua 

( 3 • 5 • 40) Jo I 
2 ( U) =:4 f j ( U )-g3 • 

Voor u pos1t1ef en voldocnde klein is f (u) wegena (3.5.15) positief; 
omdat Jo ( u) op de rand van hct door ( 1, E. ) beschreven parallelogram geen 

nulpunten heeft., is p (u) in het gehclc interval O< u<: 1 dus pos1t1ef. 

Aan de andere kant is volgens (3.5 .. 12) 

8° l (½ ):eO , 

zodat weg~ns (3.5.40) 

(3.5.41) f 3(½)= ~. 

Bijgevolg moet g3 positicf zijn: 

(3.5.42) 

Tenslotte zoeken we nog uen ui tdrukking voor Jo (j'). Ui t het even 

karakter von } ., resp. het oneven karakter van i1· 1 volgt allereerst 

(3.5.43) Jo(J)=t~(¾> , ~•(J)= -; '(t> · 
► Het optellingstheorema (3.5.29) levert 

.. I" . '(1)- '(2t..)"') 2 
( 3 • 5 • 44 ) L ( 1 ) + ~ ( 2 £ ) +. L. ( 1 +2 .f,. ) = 1 -I f,> j" ~ T t . ,r ) o T 11- 3 1f l t ( j} _ jo ( ¥- ) ) 

Volgens (3.5.34)., (3.5.37), (3.5.38) en (3.5.43) heeft men 

~( 1+je )=O' ~(~)=E &=i(t)= .f.J~(!)' r~'{4)=r'(f)= -(t•(j), 
wat ingezet in (3.5.44) geeft 

' '(1} ·12 
(1+ f} to(j)=~ ~ 2 . 1 . ( <1- f}ra<1")· 

Substitut1e van (3.5.40) g8eft dan 

(3.5.45) ~ 3(f)=g3 · 

Uit (3.5.41) en (3.5.45} volgt nog 

&o 3cf >= 4 r 3<i> 
of 



'7Ji. " 'i> . 
. ~ (,z) 

mogel1Jk de elgebretsche g~oothe1d ~I'; te berekenen, ale Het is dus 
~en een tebel van de j -f'unctie voor het ae'2u1enhanru:m1ache geval tel' 
besch1kk1ng heeft (en deze tahel bestsat). Niemand zel er over denken de 
wortels van de elgebraiache vergel1Jk1ng 

x.3 .... 4. 0 

te gsan berekenen met behulp van ell1pt1ache runct1ea. Het 1a echter 
du1del1Jk dat b1J 1ngew1kkelder ve~gel1Jk1ngen ~e theor1e van de ell1p• 
t1sche functies van grote wait-de ltan 21Jn. 

92merkingen en yerbeteringep. 
p. 14, al. 2: Z1e R.Nevaul1nnai Le theoreme de Picard-Borel et la theorie 

des fonct1ons meromorphes (1929). 
p. 14, al. 6: Het is ju1.:.ter de defin1ties van de functies van e1nd1ge 

en oneindige orde afzonderlijk te geven. Aan de voor,,aar­
den (3.2.2) kan nl. niet steeds gel1Jkt1Jd1g worden vol­

p. 34: 
daan (opmerking Prof. Korevaar). 
Omdat p(u) drie gelijkwaardige perioden ~J heett en 
alechts twee nulpunten in een periodenparallelogram is het 
niet mogelijk de ligging van deze nulpunten op eenvoudige 
wijze aan te geven. 
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Col loq,J1um over theta-funct1es. 

Voordracht door J. Berghuis 

2} Januari 1952. 

1 • Enige bee;informule s. 

!f..., 1" 

Mijn voorgangers hebben reeds enige formulas a.:rgele1d, welke wij 

thans zullen gebruiken. 
U1 t ( ) val t at te le1e1.en 

-~.,u a2(u4'1) 
/~ (u) .. e j ., e 2 ;J2 ~ • 
"' 1f (u) ( · ) 

(4.1.1) 

Een kleine omzetting geett due 

? (u+;:J-) 
tf{u~)- ej = e j (4.1.2) 

dan geldt 

l&(u1JL}- e j1 [&(u)- e j] (4. 1.:,) 

en in •t bijzonder 

(e1 - ej )(ek ... ej)• ~ . 
uj 

(4.1.4) 

Stellen we tenslotte in (4.1.1) 

De exponent is nu gelijk aan 

I 

Door oy~l1sene venr1sael1ng •~ de in.die&$ kan men , gel1j~Nl;ge 
1:)etr,eldc.1.~gen atl~td&n en optf.tlltng de••~ betre~•n ~tt den 4, 

' ,., ' ' ,: ,, .. ,,., ' ''•", < ' ' ·--,.-,J _,,_[ 



nieuwe: 

IJ4 + u4 u4 
1 J + k • O · 

Een andere uitdrukking voor de e J 

3 ej • ej ~ ek +(ej - e 1) 

af te leiden: 
·14 u4 

e j = ¾ l k - ,i exp 1- r jk] ¥-) . 
u2 u2. u2 

i j k 

2. Enige re la ties met theta-tune ties. 

(4.1.5) 

gemakkel1jk uit 

(4.1.6) 

Het z1J mij nu vergund, nadat we zovele malen - op d1t colloquium 
theta-funet1es - in hoofdzaak de elliptische functies voorgescboteld 
kregen, weer eens ale hoofdgereoht de theta-funeties te mogen opd1enen. 

We voe:ren nog even wat symbolen in: 

Reeds bewees mijn voorganger (zie no.( 
sigma .. en de theta-funotiea: 

exp 

)) het verband tussen de 

(4.2.2} 

Hierin betekent cj de binaire repreaentat1e van het complement van j 

t.o.v. 3. 
Uit de eerste gelijkheid van {4.2.2) vinden wij door te ontwikkelen 

naar z de relatie 
1 ;;!HI (0) 

~1 t.t,1 = - J ,r!1o) . . (4.2.3) 

Het is nu eenvoudig om de elliptische .functies om te zetten 1n uit­
drukktngen., welke thetafuneties bevatten en zo is volledighe1dshalve 

(4.2.4) 



en 
r" 

<f(u)= e j + \ - 1
-

LIJ)1 
(4.2.6) 

Weer pas sen wij reeksontw1.kke 1 ing near z toe en waar wij we ten, dat 
~,(z) een oneven - , de andere theta-functics even funct1es van z zijn, 
kunnen we schr1jven 

en 

:f (z) 
~ - '7 ~A:tUJ - a., 

.flt ' 

,o/cj ( z ) ~ 1 + z2 f j ~ o ~ 
l~Cj(o) 2, C,j 0 

Wegens het feit, da.t de reeksontwikkeling voor kleine z van (t(u) 
geen constante kan bevatten,is nu 

II 

r 1 ;1;·;c 0 ) Jcj~op 
L 15 : :Jo) - ,;re .1 ° J · 

11 

(4.2.7) 

Weer geeft 
trekkingen en 

de cyclische verwisseling van de indices 2 n1euwe be­

de optelling van deze geeft tenslotte 

C) 1~( 0) 
,'VJJ 
9' 'A( 0) 
N 11 

q. ll ± ~CJ~O; • (4.2.8) 
j=1 cj 0 

3. De d1fferent1aalvergelijking. 

Zeals U reeds bemerkt hebt tijdens de eerste lezing van dit collo­
quium, bestaan de theta-functies uit sommen over termen van de vorm 

T = a exp trr1 o? --C + 2 A z} J . 
Deze T voldoet a.an de volgende partiele differentiaa.lvergelijking :. 

(4.3.1} 

De theta-functies voldoen dus ook aa.n (4.~.1). Bovendien voldoen al 
hun afgeleiden er aan, daar deze afgeleiden weer bestaan uit sommen 
over termen van de vorm T. 

4. Weer enige relaties. 

De differentiaalvergelijking leert ons onmiddellijk 

q111 . )2 Q' . . J Cr 
Nik(z) == ~ ,J ik (z)== 4 :,ri rf Nik(z} 

voor alle waarden van z, in het b1Jzonder dus voor z == O. 



Deze'betrekking, gecombineerd met (4.2.8), leidt tot een belangr1jke 
gel1Jkhe1d, want 

d log .,r;{o) 
a,i:'" ffoo ( O )rSr.,..o-,-c-o ,--~-,-0 (-o--, • 0 

or 

waarin de constante C (zowel voor z als--t;een eonsta.nte) nog nader te 
bcpalen is. 

Stellen w1j dus in (1.2.5) tot en met (1.2.8) z gelijk aan nul en 
q inf1nitesimaal klein, dan vinden w1J voor C • Jr 1 en 

(4.4.1) 

Uit de definitie van de Uj en (4.2.2.) volgt nu verder 

er (~> 'f) IJ ~, ~~ 
uj == w1 t'i:l ' exp {- ~J.. + ~ ) :r: (0) w, 

11 

• LcJ ~ 1(~) evp ( (Jj [ '·"' '·' .1 ) 
1 J '(0) .... trw;'" '/1 wj - ~j w1l • 

11 

Voor j = 1 volgt hieruit mede wegene ~{½)• Lj10(o)) dat 

jJ° 10<0 > I.di 1 
u, = tJ, i ~ ;,{o) == ir . ~oo(o!f"o,(ll) (4.4.}) 

Evenzo O-

U = -~ rv'o1(0) <.J1 1 
2 1 a,, '(o) == 1r' : 10 to)9"00{o) 

rv 11 

(4.4.2) 

a,- ( ) . Tfi 
NQO O 1JT1 ~ exp T u, a t.J1 ;JI exp (~) ;:: - if ,. (o), (OJ • 

1 ,< 0) 10 01 

en 
(4.4.2) 

Deze gegevens ingezet in (4.1.5) geven gemakkelijk de identite1t 

Enig gereken leidt tot de volgende resultaten: 

e1 =} c~/[.j~1(0)+:~0(0)], 
.. 

e2 == - ½ (~)2 l~60(0)+ i.to(O)l , 
e, • ½ (~)2 [Jto<o)-,~1 (o)J' 

(4.4.4) 

(4.4.4) 

(4.4.\) 



48 
(4.4.4) 

terwij 1 de g3 = 1+ e 1 e 2 e; gemakke l tjk door vermen1gvuld1ging ui t de· 
eerste 3 geli_jkheden (4 li.~4) af te leiden is. 

en 

Verder ge1dt noc 

"6 .4 l"!..,8 
A:::;:: l'-11,,, ,J'. (0), 

(w_ ,12 11 
\ ~ J 

,/ r 9'·6 98 °f 8 .., 3 
..._" L .. ,. o,.,(O)+,..,,,.,,, .. ! (0)+ N 1,._(o)I J ,,. t- ,'..,,J ,..1 t V ~ 

= 51r - L~/,1(o)j8 

5. En5~e pro-memorie pcsten. 

Op pag. 5 van de eerste syllabus staat aangegeven 
tC 

,/4 ·l1 2 
G ( () = q ., . nlJ 1 ( 1 - q n ), 

en verder 

~ (z/-t-1= G(-!1 (c-/riz_ e-nz) 11 (1-q2n e2n-iz)( 1-q2n e-2Triz) 
1 ·1 · n=1 

..0 

= 2 1 G("C) sin•rrz :o; ( 1-2 q2n cos 2 rf z+q 4n). 

Hieruit leidt men direct de volgende af: 

9-" . c;,.:) 

tv 10 ( z/11~ 2 G(--C)cos 1f z nU, ( 1 + 2 q2n cos 2 -rrz + q 4n), 
I/ oO 

'J - l'f r,- ( 2n-1 .4n-2} 
,1 (z/-r"- o(-ll ,., , 1 - 2 q · cos 2-n-z+ q · . 

I 0'1 ' "/- --1. 11=1 ~ 

- t/'t ·root Ci-- ( .1..,,,..., ( ) ( 2n-1 1!.n-2). rJ 00 Zn. J = G ·--c· q n=1 1 + 2 q cos 2--rrz + q . 

(4.4.5} 

(4.4.5) 

(4.5.1) 

(4.5.2) 

(4.5.2) 

(4.5.2) 

(4.5.2) 

Door z = O te stellen en gebru.1k te maken van ( 11-.4.1) vinden we dan 

uit bovenstaande gelijkheden 

-~r 2 -½. ft- ~ 2 1 7 2 
nL:¼{1 - q n)2 = G2(1.'.') q II (1+q2n)(1+q2n-1)(1-q n- )1 • 

n=i . ..l 

H.et product in het rechterlid van deze betrekking 1s identiel: ge­

lijk aan een. Dat wil zeggen 

(4.5.1) 

want het minusteken is uitgealoten. Lim gee ft n,l. een contradict1e 
C1 ➔ 0 

tussen de formules (1.2.5) en (4.5.2), wenneer wij het min-teken ge-
bruiken. 



4,6. 

Nu zijn de~\(o) en de~cj(O) uit te drukken in productontwikke­
lingen naar q en dus ook de ejrs, de gjrs, det en de J. 

Nu is het gemakl{eJ.ijk te bewijzen, dat 
<X1 

) 
1 --i- ~ 

( u) = w1- !'1')1 0.,'>1 z + -rrcotg 1,z + 411 L:_ 
L1 n=1 

en 
1T2 OQ 

sin~rr z. - s-u2 if1 

q2n sin 21i z ] 
1-2q2ncos2rrz+q 4nJ 

(4.5.3) 

q2n(1+~4n)cos21TZ-2q4n 7 · 
(1-2q ncos2rr~+q4n) 2 J · 

(1+.5.4) 

Ontwikkeling van (4.5.4) naar opklimmende machten van levert nu, 
waar wij weten, dater geen term kan zijn onafhankelijk van z 

2 r, l?.Q.. 
(, 1·' 1T Sn·c.' 11., U.11 = 7f" - L 
C, ..,. n=1 

(4.5.5) 
... 

de twe8de pro-memorie post. 
Nog geeft een ont'l'trikkeling voor de e 1 , s een laatste re la tie: 

1 ~1j) d2 / Wj d 2 fi 1Jwj (t ,u+ 2 = - du2 loga (u + 2 )= - du2 logLUj°J(u) .exp(7r -

= - ::2 log '½ (u) = - (~/ b 1 i,}1 + ::2 logj;J";,j (z )]] , 

dus 

Stellen we nu in deze laatste formule u = O, dan vinden we gemakke-

lijk 2[ ~ 2n-1 ] 
e 2 = - ( ..J--) '1)1 [il_l + 8 rr2 L q . ~ . 

'v-1 { . n=1 ( 1 -q2n-1) 

Op analoge wijze kan men afleiden 
c>O 

e1 == (-_1 ) 2 [ - '1) {J 4 + n-2 + 8 ll2 >--. --

t..h . 11 · . n=1 

2n 1 __ q;s~ 
( 1 + ,;.'.[l) C. j \ q I • 

en 2n-1 .., 

~2n-1 )2 J ·. 
Na toepassing van (4.5.5) vlndt men weer ult (4.i.S): 

(4.5.6; 

( 1.J. .,.. 6 . .. , .. 9.) 

( 4. 5. 6) 

(1.l-.5.7) 



6. Fourierreeksen voor verecheidene tunct1ee. ----------------------- ~1{z/() 
We zullen htg:J.tin.en met de· Fo•irie·rreeks voor ? '7:::T · 01l.z,i:, 

De t:-anoformatiefl')!'rrrl...1~3 zi,1n :Jnn we lbekend u1 t de eerete 

'r( 1t~, D't/) ,,v o 1 z+ , ,_ • ,1 01 ' -~ - r -
~01 (z+f;7-T • -~01 lz/c) 

en 

4,7. 

ar te le iden . 

lezing: 

ZiJ C nu deals volgt aangegeven weg: van - ½ langs de reele z-Rs 
naer ~, van daar nae.r 1 + <., evenwijdig aan de reelP. as naar - ! +1" 
en te r\lg naa~• - ½ • 

Ui t bovenstaande vc,lgt onmiddellijk: 

uV 

r a,, .. j, 
I "-101 (z.lt) 2nrr1z 2n ;½, 01 {z/r) 2mr1z 
, ~ -1-,::::,:,- e dz == ( 1-q ) ff 01 (z/r) e · dz, 

··\1 "'' 0 1 · '?. 1 ·C; 
(4.6.1) 

wattrbtj n ;ehn~l is. -½ 
De 1ntegro.al a.an de 11nkerz:l.jd.e van het geli,1kteken is eohter gelijk 

a.an 2,: t maal het residu van de integrand in het nulpun.t z • T /2 van 

~ 01 ( z/-r:) · 
Of: ½ c.,., • j i/ 01 ( z/r; ?n'T11.z 211'1 9.n 

q;; (z?,r~ e· dz = 2n. indien n ," o . 
.. ½ f\. 01 ' · 1 1 -q 

(4.6.2) 

Is !"l. = o, dan is ~>1egens het oneven karakter ven~~ 1(z/r)/,.)~1 (zk): 

Jr½ ~:1 (z/() 
·~~~ (zl!T dz = o 

~-½ 
n = O (4.6.3) 

We ku.nnen duf3 de volgende Fourierreeks opschrtJven ender de voor-
waa.rde, da.t 

} tm z l ( ½ \ Im-r) , 

;:l ~ 1 ( Z /,:-') 1• l n 2 Wi , ) -·2Tfi __g__ e ... n z, 
1~01 \Z/-( - 71 ._ _:-_,. ~ 

(4.6.3) 

waa.rbi,j het acccrlt w~:;er aangeeft., dat de term n "" C n1et voorkmnt. in 

de som. 
Deze rotks ls treer 1t:t.~ ele:;nr:.tll!r te schrijven: 

(),, I 

t\.101{z/,c) 
i~Zifzi1-il ~. ?. TT i 



4,8. 

Op ana.loge wi.jze 1s weer af te leiden: 

M 

41r '>-· , __ 
n ·:11 

(4.6.4) 

sin 2r. r.z, (4.6.4: 

~· .0 
11111 ( z/t") "- 0 2n 
~ . -r-=-r --- = :Tc o t"' Y1· z + J+ 1T ✓-1 • e in 2n rr z . ; z 1 ... ··, • ,.,, n111 ".)n 
/\'11 ' ~ · 1-qc; 

(4.6.4) 

De la.atste relat1e {4.6.4) levert gecombineerd met (4.:L4) en (4.?.5;: 
0\) 

r ~ 2"' · 
l(u)= -11-l n1 w,. z +Trcotgrrz + 4Tf L-1 ~q_-:-~ stn 2;1trzl, (4.6.5) 
/ " ·1 !_ t 1 nc ~ .l 

1 1 2[ 2 "'° 2n , 
,c'> ( u) = i - •-' - ~ 1 i.J + J..,..r- - 8 Tl"2 L ~---=- cos 2,1 rr zj. 'I ' • •) I 1 . fl ...., ltll 1 .JO' 
J "1 ' sin'~ITZ '" 1••q-·· 

Met behuJ.p van de betrekking 

IJ·· ( 1 )2, w d2 
rP(v + ,,.f)= - - L 1J + -'i'J 
1., c. '·'1 t 1 1 dz "" 1 og \ "-t C j ( Z ) .\ J 

afgcl~id op pngina no. vinden we nu gemakkelijk: 

en 

lu2 /4(u+ --=-)= (,' ' l2. 

Het be hoe ft geen betoog, da.t al deze reeksontw:!.k.'•:1:;J. ~.ngen slechGs 

gelden and.er rle voorwaarde )Im z/ < ½ j Im-r/. 
Verder z:.:i.1. het wel een iedereen duidelijk zi;Jns d;1,~. de relaties 

(4.6.6) ontu.Lkkeld zullen word.en naar macht.en vrm z. wr:..e.rbi,1 de g•?·• 

lijkstelling van de constante termen aan hun werkeliji:c v-·aar>den het 

n q2n 
2t1 ,, 

1-q 

, '. ~ 8'' Vi-. b ., , : 



Soortgeli,ike betrekkingen ziJn eveneena af te leiden voor de g2 , 

g3 e.d. Zo weten wij bijvoorbeeld, dat 

') 83 4 (w1z)~ + ~ (u1 z) + ... 

en dus vinden we uit de coefficienten van de tweede en derde ma.chten 
van (4.6.6) de overeenkomsttge uitdrukkingen voor g2 en g3 . 

Het is nu mogelijk nteuwe 1dentite1ten ar te leiden, door de resul­

ts.ten van de§~ 4, 5 en 6 te vergeliciken. Deze 1dent1teiten varmen 

een graag gewild uitgangspunt voor getallentheoretici e .,a. Zij zullen 

dan ook pas een volgende keer aan de beurt komen, maar z1j zijn tevens 
de reden, waarom dit arsenaal van formules thans is afgeleid. 

7. Differentiat1e naar de andere parameters. 

Tot nu toe werd onder een accent verstaan de differentiatie naar de 
parameter u eventueel z. Edoch de beschouwde functies zijn tevens nog 
van de parameters w1 , w2 resp. -c, w1, afhankelijk. De differentiatie 

naar deze andere parameters zal warden aangegeven met?~ enz. 
1 

Zij nu f een of andere func tie, homogeen van de graad A in u, W 1 
en W 2 . Er ge ldt dus volgens Euler: 

(4.7.1) 

Het is voldoende om twee van de drie partiele afgeleiden te bepalen, 

de derde is dan ook bekend. 
Desgewenst kunnen wij als nieuwe parameters kiezen u, g2 en g3 of 

z,/l. en J in plaats van u, £J 1 en cJ 2 . 

Het is duidelijk,dat tussen de partiele afgeleiden een direct ver­
band zal bestaan. 

Stellen wij u 1 = u + m1 w 1 + m2 lJ 2 ., dan volgt uit de periodicite:lt 

van de functies (f (u) en (I''(u) en 

~ (u1 )= S (u)+ m1 I 1 + m2 'Tl2-" 

J(f (u1) = ~f{u) i 

') W 1 + m1 (f i ( u1 ) ~ w1 

6<f(u1) ( ) W&· u 
+ m.... IP r u1 ::::: ''2 , ·}w2 cv <v 

dat deals volgt gedefinieerde functie 

F(u,v, •"'2l~ '21 ~~~~ + ')2 il.f<~; + d''(u) r (u). (4 '7 ri\ 
• ' '"· I 



4,10. 

een elliptiache functie 1s. 
De functie 

F{u.,w1 ,w2 )+ 2J 2 (u)- j g2 

is zelfs een elliptische functie zonder polen., zodanig dat voor u • 0 
deze functie de waarde nul aanneemt. 

Hieruit volgt 

F(u.,w1.,"12 )+ 2J2 (u)- j g2 • o. (lL7.3} 

Voert men nu nog 1n het symbool 

a ) 
D = -2 ~ 1 ~ - 2 '12 6 W2 I 

dan vindt men gemakkelijk: 

DJ(u)= -2 F + 2 J' 5 == 2ytJ)• + 6(/2 - j g2 • 
= 2'JJ)• +(!fl -tg2. 

{4.7.4) 

Ontwikkeling van deze gelijkheid weer naar opkli!lll'lende maehten van 
u., levert als resultaten a.a.: 

of 

Zij nu f een tunctie van u, g2 en g3., dan geldt algemeen: 

~, !ff ) 2 2 I 
D f = ~ D g2 + 1f.j D g3 = ( 12 g3 ) ½ + ~ g2 J 83) y . 

Hieruit volgt onmiddellijk 
2 2 2 

DA = 12 g3 • 3 ~ - ~ g2 • 54 g3 = 0., 

2 3 6 2 12g3 . 3~ ~ D.6. 3 g2g2 
DJ = b - 1::,,2 = A 

DJ = 4 0 (J -1 )'~ J '-h h.11'. 

Verd.er volgt uit de definitie 

D wj = .. 2 Y( j, 
w1 D~ -4>2D(.&)1 

D-<= . 2 
ti,1 

(4.7.5) 

( ::. '"'t ~ ': 
\ t e • \,,.,, I 

Is nu f{u.,<J1 ,c..,2} weer een of a.ndere funetie afhankel1jk van de <i:::•1e 

parameters u., (,e) 1 , t.J 2 en u1 een waa.rde van u a.fha.nkelijk van l.J 1 en 4i ~,~ 

dan geldt dus 

D r (u1 )• In r(u)} + r, (u1 )nu, . 
( U=U1 



4, 11. 

Na enig gereken vinden we nu 

waarbij gebruik is gemaakt van de r+::laties 

Nemen wij nu eens de differenti.atie naar de A , J en z bij de kop. 

f zij een functie van deze parameters. 

D f = Jf D J + )r D z., i>J rz 
a.angezien D b.. == 0. 

Zij nog verondersteld., dat f bovendien onafhankelijk is van z, dan 
gelden dus 

ir Df=r;r.DJ, 
en \ 

n2r = ~:j~(DJ) 2 + f§, 'f~ DJ. 

Vanwege (4.7,6) is nu geldig 

~ = 4 y·-;'~6 [½(J-1)-½ /Ir-+; (J-1 )½ J-'/J] 
en dus 

~f} .DJ = 8 A1i J 11~ ( 7 J-4). 

(4.7.7) wordt nu 

{4.7.7) 

(~.7.8) 

We kiezen nu 2 voorbee lden, ten eerste f = Wj en ten tweede f :, f/1, 
'J 

In het eerste geva.l berekend men weer onder gebruikmaking van vro,.-,,;,-·~~ 

verkregen resul ta ten, dat I.J j voldoet a.an de differentiaal verge ltj~~Lnr; · 

(J-1)J•:~~+~ 1i"J +1~.\l~o, (1',7-!J) 

terwijl men tn het tweede geval voor ~j afleidt: 

(J-1)J{~+¥¼ +J¾=o. ( l.l. - •' i. •• 
' • ' ., • < • 



4., 12. 

8. Enige formules met Bernoulli-getallen. 

Tot slot leiden we nog reeksontwikkelingen af voor de volgende uit-
drukkingen 

oO 

G = L 
n l=-o::> 

n > 1, geheel (4.8.1) 

en wel door uit te gaan van de bekende splitsing in partieel-breuken 
voor de cotg ~ 

Trcotg 1T a = ~ + ;; (a!k + a~k). 

Het is evenwel ook gemakkelijk ircotg 1fa te ontwikkelen naa.r op­
klimrnende machten van v = exp( 1T ia) en wel vindt men dan: 

00 

l + ~ 
a . k=1 

( 1 1 r_ 2k 
a+k + a-'.tc) = - lf i ( 1 + 2 k=1 v ) • 

En door herhaald differentieren naar a krijgt men 

~ 1 n Wi ~ L. ( ) = (-1 )n 2Tri L--
k=-~ a+k n- I k=1 

v2k. 

De som aan de linkerzijde van het gelijkteken convergeert voor elke 
niet gehele a mits n > 1, terwijl het convergentiegebied van de reeks 
aan de rechterzijde bepaald wordt door \v I ( 1. 

Stellen we nu 

a = 1-< 
en voeren we bovendien de sornm~tie uit over alle gehele positieve waar­
den van 1, dan vinden wijt 

q2k 
2k' 1-q 

waarin q weer dezelfde betekenis als vroeger heeft. 
Hieruit volgt 

(-1 )2nr 
Gn = l.71 L 

oC 21:<: -
\ k2n-1 1--· I L ,,.. /;· 

k=1 1-q ... J 

of ook 

= (21f)2n 1 [ + (-1 )n 4n ~ k2n-1 9.2k ] 
Gn w1 72n) i B2n L- 2k ' \ k=1 · 1-q 

(4 () ,.., 
• , ., u' i::. I 

met B2n als Bernoulli-getal, (even notatie) • 
. Iets uitvoeriger opgeschreven is dus: 

2n 
n. q 2n). 

1-q 
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(21f) 4 
oO q2n 

60 G2 (~ + 20 E n3 g2 = = 2n) ·W1 n=1 1-q 
(4.8.2) 

( 21f) 6 1 7 00 n5 
2n 

g3 = 140 G3= (216 - 3 £-1 q 2n) 
01 1-q 

(4.8 .. 2) 

G = _1 (211")8 ( 1 + 2 ~ n7 9.2n 
4 7! lv1 ~ n= 2n) 

1-q 
(4.8.2) 

De uitdrukking voor ~1/ w1 was ons al reeds bekend, zie n.l. (4.6.7). 
Het was dus ook mogelijk geweest als uitgangspunt van de differentiatie 
de G1 te gebruiken in plaats van ilcotg -r(a. 
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~e modulairti s;oep. 

§ 1. Al_g~ bra:rsch1;; vooz·berGidingen. 

D~ modulaire groep bcstc~t uit dcl transformaties 
~ (5.1.1) dT + C 

I'= br + a' 
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wa.arin o.,b,o,d g1:;:hul1:1 gt1tall...:n zijn 1:::n ad,. be= 1. '.,?u kunnun dazu trans­
form.a.tie ook mot de matrix 

kare.kteriseren. Vermenigvuldiging van alle matrixelementen met deselfde 
factor IO ge~ft dezelfde transformatie. Wegens ad - be= 1 kan deze fac­
tor alleen +1 of -1 z1jn. '}e kiinnen daarom bij een bepaa.lde transform.a.­
tie van een der matrixelementen, dat JO is, het teken vastleggen. 

Door T = W 2 en T' = j te stellen gaat de tra.nsform.atie over in een 
(__,, v-,1 

trans:f'ormatie, die het paar (tJ1, lJ2 ) in (~;, w2) overvoert: 

t ( w; = aw.i + b(J2 
( 5 • 1 • 3) t tJ2 = c~ + d~ 

Laten we rent' alle complexe waarden en oo door)q)en 1 dan stelt 
(5.1.1) een projectieve transformatie van de eomplexe projectieve reohte 
voor. Laten we de beperking, dat a,b,c end geheel zijn, vervallen, dan 
wordt het de meest algemene projectieve transfo:rmatie. Voor deze geldt, 
dater een en slechts een transformatie is, die drie gegeven willekeuri­
ge punten in drie gegeven willekeu.rige pu.nten overvoert. 

Voert men twee module.ire transformaties :X: en Y na ellcaar ui t, dan 

krijgt men de matrix van YX door hun matrices in deze volgorde :met elkaar 
te verm.enigw.ldigen- De inveree transforms.tie van (5.1.1) is d~rom 

( 5 1 ) ( a -c) 
• • 4 -b d • 

Een projectieve transform.a.tie Qeeft twee (eventu.eel samenvallende) 
invariante punten (polen), die bij (5.1.1) sevonden worden uit de TIiie-



lijking 
(5.1.5) b-z-2 + ( a.-d) T" - c = 0. 
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1:'ie gaan nu na wslke orden een modulaire transform.a.tie ka.n hebben. 
r.'e kunnen een proj ectieve traneformatie zo transformeren, dat de polen 

in voorgeschreven punten komen te liggen. De orde vera.nde:i:,t daarbij niet, 
ma.2.r de transformatie behoeft natuu.rlijk niet modulair te blijven. 

Nemen we eerst het geva.l, dat de polen samenva.llen (p_§raboli_sche 
transform.a tie). Brengen we de pool naar co, dan wordt van de getransfor­

r:i.eerde matrix b' = a'-d' = O, c' /. o. Uit 1 = a 1 d'-b'c' = a12 volgt 

d 1 = .± 1. f/e mogen d 1 = 1 kiezen. Van de matrix 

(5.1 .. S) P = (' c') 
0 1 

tis de n~· macht 

( - 1 7 , nll __ (1 n c') 
'• • I ~ - Q 1 • 

Dit kan voor geen enkele natuurlijke waarde van n de identieke transfor­

matie uorden. De pa.rabolische transformatiee hebben dus orde ro • 

Als de polen verschillend zijn, ku.nnen we deze naar O en oo brengen. 

De transformatie wordt dan 

(5.1.8) 

Als 
d' van al is 

deze orde n heeft, is ( f )n =1 en gen lagere posi ti eve macht 

1, m.a.\v. ~ is een primitieve n~ eenheidswortel E. Verder is 

V-· 1 a 1 d 1 = 1, dus d' = f , a'=~- Dit zijn ook eenheidswortels. Verder 
~ ~. 11-- 1 

is het spoor d+a van een 1!latrix invariant, dus d+a = r ;. + ~• maar 
~ 1 r 1 V<◄ 
d+a is een geheel getal .. Ui t VI + --:::::- geheel en V f--;-.::::- = 1 vol gt, 

,1- VE Vf 
dat \' f voldoet aan een vierkantsvergelijking met rationale coefficien-

ten. Nu voldoet een primi tieve m~· eenheidswortel aan een irredu.ci bele 

vergelijking met rationale coefficienten van de gra.ad q: (m.). Daar 
q- (m) .S 2 alleen voor a= 2,3,4 of 6 is V[ ec:n eenhei.dswortel van een 

van dcze orden en dus ~ een eenheidswortel van orde 2 of 3 (1 geeft de 
identieke transformatie) .. De enige eindige orden, die een modulaire 

transformatie dus kan hebben, zijn 2 en 3. Als ~ orde 4 heeft, is zijn 

ve:_ golijking x 2+ 1 = O, dus a + d = 0 is voon1aarde voor orde 2. Als ¥( 
orde 3 of 6 hBeft, is zijn vergelijking x 2± :x: + 1 = O, dus \a+ d!= 1 

is voo!"Waarde voor orde 3. 
':Te beschouwen nu de reali tei t van de polen van een transfo:n:aatie, 

die be:paald wordt door de discrin1inant van (5,1,5), d.i. (a-d) 2 + 4 be;:: 

= (a-a) 2 + 4 ad - 4 = (a+d) 2 -4 • 
I>e polen zijn dus niet reeel ( elliptis .. oh,.e tranatormatiea) als 

le.+di ::;_ 1, dat zijn juist blijkens het voorafgae.nde de transformaties 
van eindige orde· • Als la.+dl ~ 3, zijn de polen reeel (hlEer;g9,;t,..;!,..9qp., 



tra.ns!ormatiee), dese transforms.ties hebben oneindige orde. Als 
I a.+d I = 2 zijn de trans:f'on.1aties pe.rabolisch .. 

~e bepa.len nog de polen van de elliptische transformaties. Daar de­
ze voor olke transform.a.tie toegevoegd complex zijn, ku.nnen we one tot 
hot bovcnste halfvla.k J T > 0 beperken. 

Als a+ d = 0 (ordc 2), da.n is de pool d~i. Hierin kunnen den b 
2 

nict willekeu.rig worden gekozen, omdat c = -db1 geheel moet zijn. Dus 

meet gelden d2 :: -1(mod b). 
Als {a.+d\ = 1 (orde 3), da.n kunnen we zonder beperking van de al-

gemeenheid a+ d = 1 stellon, dan is de pool 2d-~~i 'V:l, TTe kunnen deze 

bok in de derde e>.:.nheidswortel ,J= - ½ + ii '{3 ui tdrukken en vinden dan _,, 

d+bQ • Hier geldt e~n analogo opmerking als zoeven. 
Y!c bewij zen nu, dat de modulaire groep voortgebracht wordt door 

de twoe transforms.ties S : "C' 1 ::: [ + 1 ( van oneindige ordG) en T : f' = 

= - f (van orde 2), d.w.z. iedere modulaire transformatie is te eohrij-
n n n 

ven in de vorm S 1 TS 2 T •••TS k 
len zijn. De matrices, die bij Sen 

, waarin n 1, ••• , ~ 
T behoren, luiden als 

gehele getal-
volgt: 

(5.1.9) S = (J ~), T = (~ -1) 
0 . 

~:e bewijzen nu eerst, dat de n1, ••• , nk in bovenstaande vorm. ~ 0 

ku.nnen worden gemaakt. Hiurtoe beschouwen we 

(5.1.10) TS=(~ -~), 

hetgeon blijkbaar een transformatie van orde 3 is, dus (Ts) 3 = I, dus 
s-1 = TSTST. Hierm.~u zijn de negatieve exponenten in bovenstaande vorm 
weg te werken. 

Laat n~ U edn willekeurige modulaire transformatie in de vorr.n 
(5.1.1) zijn. Als U het punt min zichzelf transforme~rt, is b = o, due 
ad = 1, dus a =;; d = ,±. 1. \.'e ku.nnen het pluateken aannemen. Blijkba.ar is 
dan U = s0 • Laat nub~ O zijn. Dan transformeert U het punt co in e~n 
ra.tionaal getal r = %• rle kunnen r schrijven ala eun afbreke:o.de ketting­
breuk 

(5.1.11) r = a1 + 1 
a2 + a3+ 

. ·+e.k 

1 

a1 -a2 a3 
Dan transforme~rt V = S TS TS T ••• 

( )k-1 
...m a 1 . a 1 - ~ 

r. Dua U = V.s = S = S T ••• S T 

verd is. 

(~)k-1a. 
S k T het punt oo in 

s111, waePJ.nee het 'oewi~s gels-
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§ 2.. Pu11_~,a:,mentele .. gebi..,e d.,i.:.A• 
·.re beschour.en het bovenst& ha.lfvlak van het comJ:)lexo vlak. Twei.; 

'!)Un ten he ten aequi wl1.mt, als er ei,.;n modulaira transfortna.tie bestaat, 

c:ie hot cne in het and ere tri:nsf ormei.::rt. Blijkbsar Hordun do pu.nten 

van he:t bov1.mstE1 halfvlak hit!irdoor in klassen aequi val1:,rnto pun ten vcr­

d . ..1-..:ld. :Jc d,.;fini;:Jren e-:n fundam,.mt .. Ll gebie::d ala de v0r1...,niging G van 

i:.:1,.;n OlHm puntv1Jrzamuling on uun dv ..... l van haar rand, zodat ui t i1:1dorl:;i 

klas:::u acqui valwnt;.;; fJ'U.nt,m :...::;n 1.;n sl(;chts ~~n in G ligt. Baur en Levi 

(J·,ath. ~ • .l4. (1931), 110-130) h-.:bbtm ondur Zi.:L,r zwak.1ct.: voorwaard1;;:n voor 

transformati'--groe:p ..... n dv axistuntio van el.,n fu.nda.m.0nte-.;l gobiod aang1J­
toond. Voor de modula.iru gros.:p zulh .. n wij do existuntio a.antonan door 
11...,t gobiod ex:plicit:t a.an ·~0 gcvun. 

l Laat '"C Ci.;n compL,;x: gotal zijn m'"'t posi tii.::f ima.ginair de:..;l. Kios een 
'Nill...,kuurig compl(;x: geital W1 -:f. o <.,n net:m W2 = uJ 1 -C:. Be:schouwcn we 

(W 1, W 2 ) als :Primitiof pwriodLnpa.ar, dan is vroegl:ir bcwczon dat voor 

~ot door (w 1,u.>2 ) bupaaldu periodunrooster evn primitief poriodenpaar 
(w 1,w2) kan worden govondcm, zodat W 1 d..:: korstit e.fstand tot da oor­

sprong he~ft van alle period~n en w 2 de kortste afstend tot de oorsprong 

Yan a.lle pt:riodt::n op w1 on - t.01 na. Verder kan gezord worden da.t 

W2 
·w • e8n primi ti1Jf imaginair de_l he-.::ft. Dan geldt dus 

1 
(5.2.1) \w~H)lw1\,/w2 +u? 1f)..jw2_J jw2 - W1\~wM• 

De betr€:kking tussen ( W 1, w2 ) en ( w 1, w2) is van do vorm ( 5~ 1 .J). 

w' 
JToemen we w 4 = "'C ', dan zijn r;, en "'[; 1 a~quivalent 'm geldt 11oor "C •: 

(5.2.2) 11;1{~1, !T 1 + 11~1, Jr - 11t1 .. 
betrekkingen (5.2.2) bepalen e<;:ln gE:bied G metals rand de e0nh0ids-

l cirkul om de oorsprong un d~ rechte11 '2ti 1:: =- ½ bn 

r.. '1 ff ,tT = - ½ ~n wel ligt hut gobicd buiten de eenheids-
cirk0l. '.!-.; h10bbun dus gevondon dat bij itidor punt 

e , ' -J f-t-1 in hot bovcnste halfvlak e..;n aoqui valent punt in G 
// \_. 1 ("· \.. of op zijn rand t1.; vindun is. Do rand beschouwen WiJ 

f 1 \ wat nadcr. Door do tra.nsformatic S gaat d0 link0r 
--------·~·-- . d d _1 ~1/L o ~ 1 randrccht~ in do rechtor randr~cht0 over, oor e 

transformati0 T gs.at do linker holft van de cirkelboog in de; rochtor helft 

over. Yiij rekenon nu bij G hot gGde,.;l tD van 9-e rand 1 waarvan het rcele 
dcwl ~O is me~. We iullon bewijzen, dat Geen funda.nionta0l gebied is. 

Dat bij iGdor :punt in het bove:nste halfvlak: o\.;ln aoquivalent punt in 
G te vindon is, h<;:1b"ben we al beY'li.;:Zen. We mo~ton dus alloen nog aantonon, 
dat or binncn G g~~n twov vorschillundo aequivalentu punton to vinden 
zi jn. \70 ml;:rkun op, dat van a.111::1 :punt,.m van G du i:m.aginairv dulen ~ ¼ VJ 
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zijn. La.at nu '"C vn,: • door du modulair~ transfonnatio (5.1.1) v~rbonden 
zijn -.;n stt.:l dat -c. 1.11,:' b..:idu in G ligg1,,;n. No1.tm,:: = x +iy, -c• = x•+ iy' 

(x,y,x',y' r~~vl). Danie d:x: + c + ;dy = (cbc+o)(bxta) + bd~2 + iz, Dus 
bx+ a+ iby (bx+a)~ +by~ 

(5.2.3) y' - ~ ~ 2 
- (bx+a) +by· 

De..: transformatit::a sn (n-/: 0) -::n T !cunnun Wo,.; buitun bueohouwing la.­

tun, omdnt duzu klaar1iijkulijk u~n punt binnun Gin u~n punt buitun G 
transfor-filurun. Wu mog~n dan b j O vorondurst~llun (du idvntiuk~ trans­
formatiu blijft ook buitun buschouwing, omdat 7:: = C'). Als\b\~ 2, dan 
volgt ui t ( 5. 2. 3), dat y' ( ~:-¼ ~ J ~ t V3' hutgu .... n onmogolijk is. Er 

4Y 
blijft dus allo~n b = 1 ovur un wv mog~n dan b = 1 stollon. Dan geldt: 

~ 5. 2 .4) 1 
,::' - d = - 't+ a • 

Als lC + a\.> 1, dan \,:-1 - d l <1 h~tgo .. m onmogulijk is. 
) T + aJ < 1 onmog.:;lijk, dus ur blijft alleun \Z:+ a\= 1 ovor. 
kan alluon voor a = 0 of a = 1 • Als a = 1 , kan 1: all1.;un = e 

Vurdi.lr ia 
Dit laatst'-= 
zijn. Dan 

1 
is "C 1 - d = - f = e + 1, hutge,_Jn aDaen -i;' = p kan opluve:ron, dus t: = t:'. 
Ale a= o, dan is c = -1. O:ndat \r• - d\= 1 moot d = O of -1 zijn. Als 
d = O, krijgon we T, di0 we al afgBhanduld hL.bb1;;n; als d = -1, kan ?: ' 

allc.;.:n = e zijn un dan is t' ook = e , dus i;. ' = 1:, • Daarmee is het bo-
wij s voltooid; dat ur in G gu-..n twt:'l,.; aoquivalent\J -puntun liggcn un dat 

G dus o~n fundam-.Jnteel gebiud is. 

Daar dw polvn van d~ transformatios van ord0 2 do vorm d~i hubben, 
is d~ vnigu d0rgulijku pool 1 diu in G ligt blijkbaar hut punt i. Dus zijn 
lllu polvn van tra.:nsform.a.tivs van ordv 2 a~quival~nt, dus door modulairu 
transform.atiu uit i tu krijgun: d'i + 0 ' = a'c' + b'd' + i. Uit 

b'i'~ a• a• 2 + b 12 

(5.2.5) 
a'c' + b'd' 

a'2 + b'2 : : } 
zijn a',b',c',d' a.ls guhulu gutallun m~t a'd' - b'c' = 1 op to lossun, 
mits a2 := -1(mod b). Wu vindL.n hut bukund ... rasultaat uit di.: gutallonth~­
oriu, dat d1.,; gohcl~ getall~n ton opzichtu waarvan -1 kwadraatrost is, 
dldZ\..ilfdo zijn als de gehclo gotallon, di(:: als eommen va11 twc0 kwadraten 
to schrijvon zijn. 

Daar do pol~n van transfo:rmaties van orde 3 de vorm S ~e h~bben, 
is du onigc pool in G van aan transformatie van ordo 3 hat punt f>. Dus 
zijn allc polon van transform.a.ties van orda 3 a~quivalont. 

De transform.a.ties van do modulair~ groep voercn Gin gobiedon ov~r, 

d::.o door lijnstukkcn vn cirkulbogen bogrensd zijn. De snijpunten zijn 
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0 1 
juist de pOlGn van do transformatius van-ordu 3 en do bo0ldpunten van 
h.ut punt ro , dat zijn d .... rational~ punt1.;n op do rucltJ as. Door deze ge-­
biodun wordt hGt hulu bovvnste halfvlak opgovuld (wu noumcn dit de modu­

lair(;, vlakvcr·d1.1ling). >et olk gubiod corrusponde .• rt c._.n t:r,;.nsforma.ti1.::: 

van de modulair-.:: groop. 7c ku.nn(;:n di:.1 figuur opbouwun ui tga.2.ndu van G 

d.oor su':lc..::ssiuv ... lijk d1J transformati-.:s S on T totl to pe.sson op di..: r.J .. ds 

v~rkr~gun g~bi~dun. Iud~r dor g~bivd~n had ook als fundamvntu._.l gubi~d 

divnst kunnvn doun. 
Do traneform.atiu Sis ~Jn spi~guling in du imaginairv as gQvolgd 

door l;;un spi1.;::gvling in d-.;: lijn ll "C == ¼. Du transformatio T is <J,;n spitJ­

~wling in du imaginairu as guvolgd door ucn spi~guling in du ovnhoids­
~irk-.:.1 .. Daar G, als Wu de rand bui t1.;n beschouwing la.tun, SymJ 1tutris_ch 

t.o.v. de imaginairw as is, kunn~n wu voor d~ opbouw van d0 modulairu 
vlakvurdoling d0 spi0gulingcn ind~ imaginaire as wvglaton. Du •odulairo 
vlakvc:r•di.;ling is bli jkbaar ook symm.;;;trisch t. o. v. du imaginairt:: as.. Op 
d1.; lllodulair.::: vlakv1::rdvling komun wv nog tc..rug. 



'.7e benijzon nu. dat de puntvarzam13ling govormd door oen lclasso ae­
quivalente punt~n in het bovenstu halfvlak ale verdichtingapu.nten alle 
pun~en· van do rcHlo as en goen anderu bczit. 

Om tc. bcvijzcn, dat de 1.1unten v.:1n de reele as vordicht1ngspuntan 
zijn, kunn~n wo ons tot do rationale pu.nt~n b~perkcn. Le.at r cen ,1illo­
lcuurig r::i.tionaal getal zijn en r = %, b en d gch1;1el, (b,d) = 1, b > O. 
Laat T = x + iy ocn punt ui t dv lclaosi.:: a.equi va.lentl:l punten zijn. 'ffe pas­

sen op r du tra11sformaties ( 5. 1. 1) r.ict de zouvcm geguven wac::.rdo van d en 

d d t" +o 1 b tot. Nu is b - bt""+a = b{bt+ar ♦ Dit moot willokcurig kloin gem.a.akt 

worden .. ·.·:0gons de voorwaardt. ad + be = 1 kan, bij gegeven b en d, a ge­
hocl HilLJrnurig in (jen bepaa1de restklasse mod b gekozen worden, dus 

in icder geval kun lat willekeurig g:t"l170i gcmaakt worden, hetgaen voldoen-
1 ~de is om b{b"( +a, willekeurig dicht bij nul t~ krijgen. 

Nu bewijzen we nog, dat eon .7u.nt met positief imaginair deal goen 
verdichtings:!?U,nt van do klasse aoquivalente punten kan zijn. Daartoe 
pass en \,e op ras :1U G..,h..(l]. ~-illd~uri:;i.i uod\llo.iro a n.st'cr:m.a:ttle ,5, 1.. ~}toe, A.ls 

a en b gcg~ven zijn mot (a,b) = 1 en c0 , d0 zijn dusdanig, dat ad0- bo0= 
= 1 , dan zi jn de mo est a.lgomene c en d ·waarvoor· ad - be = 1, gegoven 
door d = d0 + nb, c = c0 + na met ,1illckcurige gch0le n. Vullen vie de2ie 

d0 1 + c0 
d on c in { 5.1 ~ 1) in, dan komt or -b t + a + n. Voor du beschouwing van 

vordichtingspunton kunnen wu do r:1e..::r·duidigheid in o en d bij gegovan 
a en b du~ echeol bui ten beschouwing la ten. '7e besehouwen nu het ima.gi­
naire deel van hot b~eldpu.nt, dat in (5,2.3) expliciet staat aangegeven. 

Ala b = o, dan is {5.2.3) ~ hotgoon zich alleen bij O verdioht. 
tSt81 nub# 0 on nocm ~ = s. a Dan is de no0mer in (5.2.3) gelijk 

aan N = b2 ( (s+x) 2+ ;i-2). Kies ecn 'i: > O. Ala \bl> V2._ dan ie N .> f~ = 
f... y 

~ T· Er zijn fus slechts eindig veal waarden van b waarvoor N ~ 7• Er 

is een rcoel gctal Ste vindcn, zodat voor Isl> S geldt -f-< (x+s) 2+ 

+ y2 ~ b2( (x+s) 2+ y2 ). Allo,.m voor ls\~ S ka.n dus N c::: -f zijn. Di t 
gc.11.:ft dus slcchts eindig ve-::1 wa .. ~rdenparen (a, b) met (a, b) = 1, naa:r­
voor N < f- en dus waarvoor (5.2.3)) l, is. Daaruit volgt, dat er geen 

verdichtingsyunten buiten de rcclo as liggen. 

§ .3. De mo,d,_ula,i_r,e_ in!iriant J(T) • 

. De funotie J = t{. is ala een funotie van w 1 en w2 homogeen van 

-het gawioht Oen is dus e~n tunotio van t. J is invariant t.o.v. mo-
dulaire transforms.ties van 't'. Uit do op blz. 4.13 in formules {4.8.2) 
gi.:igevon ontv,ik:.::olingen van g2 en g3 nae.r q volgt 



dus 

r~ 3 2' 
\'• • ,I 

A 3 "l? 2 .. ,2l°)12( 2 4 ) u = g2 - ,:;; g 3 = l W 1 q - 2-t q + ••• 

( 1 2 ) 3 12 + 204 + • • • 1 1 2 
J = ·2··--~ ~ 2( :::J' + C 1 q + • • • ) • 

q ( 1 - 24q- + .... ) q 12 

Omdat de rci.:ksontwik\.:lingen voor g2 ,.;:n g3 convergent zijn voor 
nit' lq:l ( 1 en omdo.t 4 /. O, gcldt (5 .. 3.2) voor \41~ 1 .. Omdat q = o is 

J( r) (H;in in hC;t bovenstG halfvlak analytischu fu.nctie. Voor t"-J. i oo is 

q __.o, due J ...._. m. Verd er is J ecn even fu:nctii;:: van q. 

Onze hoofdst;.;lling is nu, dnt voor h::der complbX gctal a de verge­
lijking J( t") = a f~:n cm slechts .$en oplossing buzi t in het fundamcntelc 

eobied G van§ 2.(Hieruit volgt nogmaals de tweudo helft van h~t bowijs, 

dat G ecn funda:w.cntt;~l gebied is, want als er in G t·,ve(: aequivaJ.ente 

~ten lagen, zou J in dio twee ;pu..."'ltcn dezclfde waarde aannemen.) 

A A' We snijden van G door een lijn A..A.. 1 evenwijdig met de 
i-----~ 

j) 

. 

re:ele as ctm bogronsa. stuk af. Om.dat J __,....oo voor 
t _.,. ioo, kan de lijn zo hoog words:::n gelegd, dat o:p 
of boven die lijn zcker J(r) ,/. a is. Alle oplossingen 

van J(f) = a liggen dan in het gedeelte G' van G be­
noden AA'. 

'Je nemen o"'rst a.an, dat J( t) ,/. a op de rand van 

G. Als wu C' do rand van G1 noemen 1 en N het aantal 

nulpunten van J(-C) - a = 0 in G ( elk nulpu.."'lt zo vaak gesteld a.ls zijn 
mul tiplici tc,it bod:raagt) dan geldt 

l'T = --1-:--f {Jt(Z,)_ dl= ri"~/ d log(J(t) - a.), 2 vi J -r) - a ,::. rr i 
v 1 C' 

als C' met con pcsi ti eve omloops~n doorlopon wordt. Omdat J( r +1) = 
1 ,. 

J(t) en J(- T) = J(r) h1,;ffun do in-tc.graties over· AB en B•A• on de inte-
graties ever BD en DB' 0lkaar op, Dus 

A,,. 

N = 2 ~-i f, d log(J(f) .... a). 

Als l= x + iy h~t lijnstuk AtA doorloopt, doorloopt q2 =e-2lfYc2 ITT.x 
in het q2-vlak 0Gn in negatieve zin doorlopen cirkel om de oorsprong, 
·waarvan de straal tot nul nadert, als AA' naar boven naar en goschoven 
wordt (y-.-.+co). Uit (5.3.2) volgt dan direct dat N = 1. 

Nu nemen we hct geval. dat J(T) - a nul:punten heeft op de rand van 
G, maar niat in oen of me~r van do :punten B, Den B'. Op de rand van G1 

lig.~en da.n eindig ve-..:1 nulpunten van J('f) - a. Met ieder punt op AB van 
dezo soort corrosponde,.;rt een dorgolijk :punt o:p gelijke hoogte op A'B' 
en evenzo mot BTI en B1 D. 



I 

! 
i""'\ I 

..J../ I ···~,1 
l 

f• I :) 

m t; 9 ... ., ' 

Mo.li::(.;n wu nu oun contour, di~ de nu.lpunten van 

J(r) - a op d1.,: rend vermijdt op do w1jze ale in du 
figi.:i.u:r hiurnaast geschutst, hi,.:rbij zorgonda, dat 
i.11 d.., inst~ll ::,i11r;1.m gu..,r1 verdere nul::punt,m w.n 

J(~) - a liCiOn ~n no~mun w~ hut door d~=u con­
tour 0,:1.slot ;.,;;'.1 1;,:bi0d c;:r, dan bt::TTij zwn ii<J uvunals 
zoCven, dat; i:.\ G;, ~Sn ,,:1 Sli-chts ~an nul::_,iUnt m1Jt 

,,.r..tl tiplici t(;i t 1 van J(t') - a ligt. Ui t d0 af­

epraak di.:.: \iU o•rn~·• d,;; rand van G gw:.1.;~2.1::t h"'bb...:n volgt dan, dat oo!:: in 

G ~~n 1.,;c r:1L .. ;t;':to ,.$6n nulpunt m1.,:-t u1ul-tiplicitE:it 1 van J(-c) -.e li6 t,. 
1:i\.,:1sl0t-,:-:. h...;'t g1..Nal, d;:t J(-z:) - c. i.:0n nulpunt h.:;_ft in (..:(;n der pun-

6 

~ten B, Tl o: ::3 1 • VoorT. = i is u,, 1~ - I_~ 1 -• ~-~,. J.. . ·- ::.- >·,.:::::-· 1 t5~ 
r 14-. - '(J.l.+~'b- ✓-\-m1 1~1½}~ fr--v.u1+~i}-

= ot du.s g-:i:;::P, du~ J( i) 
.J 

I 

= e1 I { -!:l O ~.:;, +m I .. ~ = 
h · ·1 2' 

= J( p + 1) ~ (i • 
..., 

C1 1 
= L frii;-+-m-2e-· )..,..if = 

In D h,,,_,ft J( r:) - a allu"'n 0un nu.lpunt als a = 1: dan hc-.,ft 

J(t.) - 1 g1;;0n nulpunt in J3 \jn B• •.. 'u wijzig,,m de contour nu zo, dat (;lr 

C::..,n instulping c1 wordt gBmuakt, YH12.rdoor D ui tgt-sloten wordt. Voor h0t 

dan v1;.:rkrug'-n g0bi0d wordt 

~~1 A f 
--~-•--;.__ 2 TT iN = f d log( J( C) - 1) + d log(J ( Z:) - 1) .. 

► .,.- t). . At c1 
Passen w0 oy C.,1 C...,; transformatie: z;1 = - ~ to;;:, dan ga.sit c1 in c2 over en 

f d log(J(T; - 1) = f d log(J (?:") - 1) = ½ j a log(J([) - 1. 
c1 c2 c1-c2 
De laatstG in•~cg;raal v,ardt ui tgcstr>Jkt OV1;;:J. 1.,:._;n contour di..:. D 06nr:1ae.l 

in n ... gatie:v,:; zin oaloo:9t .. Noomwn ww ·a de mul ti:?lici t..,i t van h0t nulpunt 

van J(Z:.) - 1 in :D, dan is dus N' = 1 - 1in.. Omdat N gi;;hc-.... 1 ,m ~ 0 0n m 

g.:::hvi;;l en ~ 1 is, gsldt m = 2, N' = O .. Bui t~n Il h00ft tT(Z:) - 1 dus in G 

ge...;n nul:punt 0n in D 8Gn nulpu...l1t van mul tiplici tei t 2. 

In B on JP he . .,ft J(l:") - a all..::;:;n ...::""n nulpunt a1s a = O; dan h'-'uft 

J(z:;) geen nul;:,Jtmt in D. \t'"' wijzig,...:n d0 contour nu zo, aat er inatulpingan 

c3 en c4 wordcn gemaakt, waardoor Ben B1 uitgesloten 

r1orden .. Dan ',::ordt voor het dan ver·kregen 'gebied: 
A 

2 rr iN = ( d log J(Z:) + f d log J(t) + f d log J(,:) .. 
A' C3 C4 

13 
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'C 
i-=i"° gu.::ft c4 -:P C7 , X: -1 gt:_ft <\ ~ c8• Als W1,, n du 

multiplicituit van h~t nulpu.nt van J(t) in B no~m~n, 
is blijkbaar N :;; 1 - j"n· Omdat N gl;.'!hul.:$1 un >.;., 0 ~ n 

gr;,;h1;:l;,ll t::n ).,,. 1 is, g1:1ldt n ::: 3, N = 0. Bui ten B ht.h,ft 

J( r) dus in G g01,,.;n n'..llpunt ~n in B t:s;:1n nulpunt van 
multiplicitvit 3. 

Wu gubruikun dit rt.isultaat 0::1 t..: b ... wijz.;n, dat, als a 2 ,.m a3 com­

pl(;Xu gt.:talL . .;n zi jn waarvoor a~ - 27a~ = a I C, ur waarchlln van W 1 vn 

w2 t8 vindl;n zijn, waarvoor g2 (uJ 1 , w2 ) = a 2 , g3(w1, w 2 ) = a'3. 

len 

w,..,, 
Als a 2 = O, dan is~ t.:.wt::. = e z0kur g2(w 1, e w 1) = O. ·.7o bepa-

1 1 
. t 6 140 W 1 UJ. w, = 

a.3 2 (m1 +~2 e )tS·• 
W2 

voor Z:: :::: w = i Zt=ker g3 ( w 1, i w 1) :::: o. Yie Als a3 = o, dan is 

b ... :t;alen uJ 1 ui t Wt = !~ LI . 1 : 
rm,+m21j2!- a3 

Als a 2 IO, a 3 I 0 b(;lpalun we T zo, da t J(?:) == f. Voor deze 'C 

b1:;,palo11 we W 1 ui t w~ 

§ 4. Enigc o_r-,dergro..:pen van d1.;: moe,ulair..-: gr:oeJ2. 
We buschouw-.;;n d1;;; modulair...: vlakverdi..::ling. !1:;dor g,c..biua van dez~ 

~v8rd1.;ling vmrdt ui t hut fundamont..,l;,; g0bitjd G door E::\Jn modulair...: trans­

formatio vurkrog8n. Als duz1.,; transformati1.; U is, dan nouml:;n v10 hot g(;­

bied U. '..To n'-'mun nu G~n ond1.;rgroop H van de modulair1.:: groe:p E. Twe:\';! ge­

biGden U ..,n V zijn dan ~n slechts dan aclquival\,,;nt t.o.v. Hals U un V 
in dezwlfdu ruchtur novunklassu van H ligg~n. Imm'--'rs als U un V aoqui­

valunt zijn, is er \,;s,;n V{E H, di.o U in V transformo0rt. Als H'u = v, 
u EU, v f: V, dan is or c,,..n x E: G zodat U:x: = u, Vx = v, dus i.7Ux: = Vx, 

dus WU= v. Als omg0ku1.,;rd U wn Vin d1,.;z0lfde ruchter ni,;vcnklassc liggcn 
en u E. U, v ~ V, u 0n v a<.:quivaliunt t.o.v. M, dan is 1;;r e,m x €; G, zodat 

Ux = u un Vx = v, dus v = Vx = vu-1u, maar \ru- 1c H1 dus U en V zijn av­
quivalont t.o.v. H. 

We lru.nnon dus ~~n fundam0ntG~l gobied voor H krijg~n door uit ~1-
k0 ruchtur novcnklassc van H Gen rt2:pruaentant tu n0men 1.;;n als vereniging 

van du bijb0horend1.. gebicden tt.:. nomen .. 

We buperkon ons nu tot ondargroep,m van M van cindigo index in M. 

Dan is hot mogolijk d~ ri:;ipr(;,svntantcm ui t dcl nClVt;nklassen zo ti..; kie z0n. 
da t hut g1.: biod sa.mi,;nhangund wordt. ··.re vo0run nl. dd volgond0 construe-
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tii.;: ui t. ·to b1,.;ginnon m .. t G 1;:ll num, .. .n zo m.ogolijk uun gubivd ui t dv :r.10du­

lair" v1.:rduling, dat langs .... , ... n kror:i:.:.h.: bij G aanslui t ,1..n dat t. o .. v. H 

niut mut G g0oonjug1,;, .rd is 1.,r bij. Yurvolg..,ns n<,Jm-:;n w.., zo mogvlijk w1..n 

gubi ... ,d uit d-.: r:1odulair_ v..,rd, ... li,ng, dat langs v._,n kr•mm...: bij hut rv,.,ds vv.r­

kri.;gun gi.:biud aansluit 1..n dat t.o.v .. H ni. . .:t m..:t vun Our gubiudvn ui't hvt 

r._,."ds v1.-rkrog1...n g'"' biud g-.conjug'-' .:rd is vr bij. Di t zuttun wu voort tot 

hut ni. .. t v'"':;: d'"'r 1mn .. Na uindig Vi.:,.;l ( tvn heogst..., d...: ind ... x van H) stappvn 

br1Jukt di t procus af., Laat h'-'t dan v.:.;rkrvgun gvbh,d G1 hutun. Ewn gubiud 

U ui t du modulair"' vlakvurd.;:ling dat bui tvn G1 ligt i.:n langs .Jun krommt.:i 

bij G1 aansluit, is a'--.,uiva.lunt nh,t o-.:n V binnun G1• La.at d..., transforma­

tio di1..; U in V transform1.;1._rt J zi jn.. Busohr:ij:t -.:vn krommv K, di-.; binncn 

U b,;;:;gint ..,n ov(.;:r d1,; gr..;nskrom:m\,.; G1 binnuntru'"'dt. Dti b;.,;,_,ldkrommu van dczu 

bij d;.; transfor:natit:: YI bL:gint in V 1..:n mout, als K in G1 bin::1unkomt, G1 
v\Jrla.t0n. Das ?:.00ft V GL;n randkro:wJJ.h.: mot d0 rand van G1 gi.:m1.h.:n. De: rand-

►:ro:r.,:'.J, die U mvt de rand van G 1 g0n11...:;,.;n hu ... ft, is a ... quivalt'int m'--t du rand­

lcrcmmu, dio V mt..1t di,,; rand van G1 gomG0n huuft .. Van boifl.J rsndkrom:m.on re­

k:untJn w1.1 ur sl1..:chts ~Jn mi.:;,., voor h..;t funda.mt:ntule gobi.::d. Dit do...:n wo 
voor d1;; holu rand. In hct zo ve:rl:r ... gcm gobii.;d zijn zek,:;r gu1Jn tweu t-o.v. 

H auqui val en t"" punt""n t~ vind!L.!n• ·,:..::: :ro.oGten nu nag aantont.1n, dat bij iedor 

punt 1: in h1::t bovvnste halfvlak '"'1..;n au,:;:uivalcnt punt t.o.v .. H in G1 tu 

vind .. m is. V0:·bind 1: m1.;;t 0un punt 'C' in G1 door EJi::)U uit lijnstuklren op.. 

gebouwde kro:mme in het bovenste hn.lfvlak, die d1:: hoek:punte:n van de gebie­
den van de r~oclulaire vlakverdeling vermijdt. Deze kromme heeft met slechts 

eindig ve0l Je: bL.:den van de x;iodulaire vla.kverdeling punten gemecn .. Doar­

lope:n we de: kromrn.e van -c ' ui tgaande, da.n verlaten we op een geg0ven ogen­

blik G1 via cen :}u.nt op (?.E- rand. Dac:~r met het dan betreden gebied een ge-

fied binnen G1 aequivlent t.o.v .. I-I is, lrunnen we e0n met net voJ.gende stu.k 

van de kror.ar1e aGquivaltnt stuk binn~n G1 vind~n, dat urg8ns op do rand b~­
gint. We lo:pcn nu verder tot dG beuldkromnie G1 W..:i.;r verlaat en sta.ppen da.n 

w.a vr ovi,;;r op cvn binni;;;:n G 1 gelogon aoqui valt::nto krommb. Di t kan sluchts 

eindig va:..ik gi..:bC:uri::ln, daar bij elk ovcrstappen d1:;; oorspronkelijlcc krom-

me een randkronr.:.10 van d;.;;: modulair0 vlakverdeling overschrijdt. Tenslotte 

vinden we e'-'n met r' aequiva.lent :punt binnen ~ 1af' op.ne rand "lit.l'.~ C';,maar 

in ht)t laatsto gcval is 1:;:r e_n acquivalent randpunt, dat bij G1 moogetold 
is. 

Hiermee hebbe~ wt: bij iedar·c ondergroep H van eindige index j in 

M een samenhangend fundamente.;:;l gebied gevonden, dat opgebouwd is ui t j 

fundamentele g0bieden van M .. 
Daar e~n fundamente0l gcbied van H opgebouwd is uit fundamentale 

gebieden van i,:, die rt.:;prusentanten zijn ui t rechter nevenklassen ve.n H, 

is, als H eGn normale andergroe:p is, de faotorgroup G\H op te vatten als 

e1::1n :,ermutatiegro0p van deze gcbiodon. 
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Een uit driehoeken opgdbouwde veulhoek mat randident1fioat1es is 
topologisch op t<: va.tten a.ls het netv,erk van eun geslote:n op:H.lrvleJc. 
Het geslacht van h&t oppervlak, dat zodoendu bij een :funda.munte~l gs~ 
bi~d van ~en ondergroep H behoort, hwut h~t geelacht van H. Hot go­
slacht van II is blijkbaar nul ( bol). 

·.-re: gcan nu trlkele ondersroopcn van M a.ri thm.E=tisch ka.rakteriee:ren. 
Laat n eun natuurlijk g~tal zijn. Twee modulair~ transformatiee U = 

d1 r.: + c1 d2-C + c2 
= b en V = .,,..... __ ....,.;;, h1;.:ten congruent mod n, als d1 : ± d2 , c1 s 

1 r; + a 1 b2 r; + a2 
::-.±. c2, b 1 ::: .±. b2, a1 = .±. a.2 allbs mod n, mi ts overal hut pluste:kon ot o­

vcral het mintck0n staat. HBt is dan duidelijk uit du formulas van m.a­
trixvermonigvuldiging, dat ale U.:;: V(mod n) en U' ;:: v• (mod n), dat OU'= 
!!£ V'I' (mod n). Hit:rui t volgt, dat do klasst.ln congruento trans:formatiea 

ltdw nevenklasscn vormen van e1..;n norm.ale ondergroap van M, die bestaz;t uit 
de transform.aties, congruent met de identieke transformat~e. Doze norm.a­
le onde:rgrocp ~ he..:t c.e boofdc9~'=::b.tiegro,p o.od n •.. Nu is 1\i van ein­
dige index, m.nt 'VB.l'l eerJ. :matr.l:x (5.1..2) van een modulaire transformatie kan 
men de elenenten mod n zo reducoren, dat ze ~ 0 en ~ n-1 zijn, wa.::~rbij 
ad - be = 1 echter in a'd' ... b'c' 'E. i(mod n) overgaat; da.J.r deze laatste 
congru.entiu echter kla..:.rblijkclijk slechts eindig veul mod n i:.tC.cngruante 
oplossingen bozit, zijn ~rook slachts eindig ve;l klassdn congru.ente 
transform.a ties. Overig1;;ns behoort bij ieder·e oplossing van o.' d' - b!c'= 

:1(mod n) een modulaire transformatie, d.w.z. zijn er a, b, c, d te vin­
den, die resp. congruent a', b', c•, d' mod n zijn ~n waarvoor ad - be =1 
geldt. Da2.r ochter bij a, b, c, d en -a, -b, -c, -d dezelfde u1om".lo.ire 
transform.a.tie behoort en deze stelsels ala n .> 2 incongruent zijn, is de 

e.ndex van H11 voor n) 2 de helft van het aantal incongru.ente or,lossingen 
van a'd' - b 1 c 1 ~1(mod n). Dit laatete aantal is makkelijk te bepalen 
(we zullen ~et niet afl0iden) en zo vinden we voor de index van rrn, als 

k1 k2 kr 
n = :p 1 P2 .... Pr de kanonieke ontbinding van n is: 

(5.4.1) j(n) = ½n3(1 - -½-) ••- (1 - -½->· 
P1 Pr 

Verder is j(2) = 6. Uit (5.~.1) volgt j(J); 12, j(4) = 24; 
j(5) = 60. 

Uit de groepentheorie is bekend, dat, als H een normale on6er­
groep van IT is, met it:dere onderbToep H1 van M\H een groep R! tu.seen H 
en M oorresponde.:,rt, zoda.t R1 isomorf is mat H~ \H en omgeke1,;1rd. Verd.er 
is H1 dnn on sJ.echts dan een norm.a.le ondergroep van GIH ala H1~een nor­
male onddrgroep van M is en MI H/ is isomorf met ( G lH) I H1, anders ui tgo­
drukt M\H~ is isomorf met (M}H) \(H;IH). In z~keru zin bch~~rson wv d~ 
a~ groepon tussen Hon M als we du ondergroep~n van M(H b~ho~rsen. De 
groep~n tuss~n I\ en M hutvn ~~}'l.m{~ntieg;;:o~Ran ,mod n. 
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Da.a.r lI door dt:: tranaformnties S en T voortgebraoht wordt, geldt, 
dat Mi H voortgobracht wordt door do :-.;.c.n S en T tottgavoegda alam.enten 

S ~en TX}. -.... an n\Hn. Nu het.ift S,,... blijlcbanr ordo n, T1... ord.e 2 un T,._S"" orde 

.3. Voor n = 2, 3, 4 ,.m 5 is d1.: abstract'-' grot.1p voortgubracht door e....,n t;le­
m1..:nt van ordt: n wn i...;"'n van ordl.,; 2, zoda t h0t product ord,:.; 3 h~, .. ft, iso­

m.orf r'"'sp. m0t ·---~~ ( symm0trisch0 group van 3 1.:ilem(jnt<Jn), Ol 4 (al turn~rt:1n­

d0 grot.:p van J~ '-'l ... ·mentcm) 1 )~ en Otr~• Uit dt; indices van d~ groopen F.,.,,, 
'Y ;:..1 ~ 

H3, H4 ~ H5 volgt direct, dat hun factorgro£::pen ook isomorf zijn met 
rt::sp.. J 3, 01. 4 , Y 4 'i:n 5• Het gesloten op,ervlak, dut bij het funda-
menteel gebied van dezo groepen behoort, is e,..,n bol en de :permuta.tie­
groepen vun de pun ten van de gel, die. ·b:ij do factorgroepon behorcn, zijn 

juist de polycdergroepen: dHldere,rroep behors.:ndu bij een driehook, te­

traed~rgroep, octa.0dergro1;;:p en icoszi.odergroep. 
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De hoofdcongruent1egroep mod 2 beschouwen we nog wat nader. 
Deze heeft index 6. Voor de representanten uit de nevenklaasen kunnen 

·we kiezen: 

r-(6 ~), s-(~ i), T-(~ -~), ST•(i -~), STS•{i -~), STST•(~ :i). 
Als fundamenteel gebied kupnen we dus het volgende k1ezen: 

-

_ ___i. ______ ......_ ________________________ _ 

I 

In de factorgroep beschouwen we de ondergroep K van orde 2, bestaan­
de ui t I en T. Deze heeft index 3. De ondergroep '; · 3 van M die bij K 
behoort, heeft index 3 in Men bestaat uit de transformaties die 

( 1 0) -(0 1) (d c) ~ 0 1 of ::::. 1 0 mod 2 zljn, d. w. z. de transforrnaties b a , waa.rvoor 
bc!O(mod 2) of adfO(mod.2). De nevenklassen van Kin M/H2 zijn de 
volgende:\1,Tt, 1s.,STSTj, ~ST,STSJ~ Ala funda.menteel gebied kunnen we 
dus kiezen het gebied bestaande uit T, 'S" en 'ST': 

I. 

'-

\ 
\ 

I l·-
r 

I :.:> 

0 

Door op het gedeelte rechts van de stippellijn de transformatie 
s-2=(~ -f), die tot ,-3 behoort, toe te paas~n vinden we een fundamen­
teel gebied~ dat begrened is door de eenheidaeirkel en de rechte lijnen 
'l{f =1 en £11T ~ -1. 

De aanliggende gebieden van het fundamentele gebied bevatten resp. 
~. -1(1-1) (0-1) (10) 82 8 ,1-2) gebieden behorende biJ S = O l, T= l O, STS= l l, TT• l -l, 

S2=(~ i). 
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Het eerste dezer gebicden ontata.at uit het funcla.ruentele gebied 
door de transformatie (~ -~)=S-2 , daar s-2s=s-1, het tweede door T, 

0 1 \/ ,.., .. 2 , 
het dcrde door (1 :,~)=TS-~, daar TS- ST=TS--'-T::sSTS., het v1erde door 

(:f ~)mS 2T, daar (S~T){ST)-:,S2TST, het vi,jfde door s2 ., hetgeen allen 

transformaties uit r;; zl,j:1. Deze brengen r 3 voort, dus s2 en T brengen ., ,, 

! 3 voort: S ... is T '"" T +2 en T is T 1 = - f . 
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§ 1. I{et gedrag van theta-functies bi j wil 7 ekeurige modulaire subst~:tu- _. 
ties. 

Reeds bestudeerde v.a. Blij het effect van de substituties 
t' = !"" + 1 en t""' = =-..; op b. v .. de functie ,l. 00 ( z: T) • Thans willen we na­
gaan, water gebeurt bij een willekeurige modulaire substitutie 

o/...,.. 2 ( r 

ft' = ~~: is (o<',f ,J,-b.geheel en~r) -(i O = + 1). 
Wegens (1.2.12) geldt: 

Q i.-2 "hJ 
V gh ( z / r) = e~ifi tg e 7,iz 00 ( z+½g-c+½h/ r) 

en lrunnen we ons rustig beperken tot de bestudering van het gedrag van· 
V 00 (z /r). 

We zullen ons nog een beperking opleggen, n.l. alleen de modu­
laire substituties beschouwen, die totl-3 behoren, dus de substituties 

(6.1.1) I'= rf::i met cxt=0(2)s r3S::.0(2); 

het zal blijken, dat hierdoor de berekening op verschillende punten 
vereenvoudigd wordt. 

Verder is het geen beperking te onderstellen: 

( > o. 
I. 

We gaan nu herleiden: 

(6.1.J) 

'7 c::::J [ + t ry.. 1 
. egens Or + ~ = 0 - 0·<1 ~ +"T) 

.ext'+~ 2 
Ti}- +!D m 

kan de factor e () l geschreven vvor-

,r . 0< 2 7r· m 
den als e 1d . e- 1 J(/L +E); het ligt dus voor de hand in de (absoluut 

convergente) reeks in (6.1.3) te som.m.eren volgens restklassen modulo(• 
Stel: 
( 6. 1. 4) m = { n + k ( n, k geheel en 1 ~ k <t::: f) . 

°' 2 2 ex 2 - c< 2 ) ) 
Nu_~:. ~(!n:k) =o:,0n + 2dJnk + Jk = {k (mod 2 wegens (6;1.1 en dus 

krlJaell we. - -±.m. c-L --~ 2 - . ,- n+k) 2:Ti7.!¥n+k~ 
Q ( z l·rJ_l + t3>-_ . - ) \ , // 1 l k tri_ X b T + d / [+ t 

lJ o o f-c + S J t + 'j;) -~ ~ e , . e fl ~ • e 'I • 

Toepassing van de son1111atieform.ule van Poisson (zie TF 3) levert: 



We stellen nu kortheidshalve: 

(6.1.5) 
~ Tfi~2 

S(7) = L_ e rf , 
k=1 

(6.1.6) 
rr if z2 

w = e • r + t. V -i rr;s 
en vi nden da.n tenslotte: 

\Q ( z /._~ +!>) = W ~ t-. :i ~ (k-fn)2. e2Jfizn+Jirn2 = 
v oo 1r+l p ~ k= 1 

+t'Y\ a'" iii~2 - . 2 . 
= w C > e · r - e2ilizn+K:tfn = WS(~) /r (z/r). 

n=-CO k= 1 0 oo 



Hiermee is de voorlopige vorm van de transformatieformule gevonden. 

We moeten nag de sora { 6.1. 5) berekenen, een som van g_~~· Hierbij 

apeelt een belangrijke rol het begrip kwadraatrest, dat ,,e nu eerst 
bes:prek:en. 

§ 2. Kwadra.a.tresten. S_y:rnbool van Leger~. 

Zij p een oneven priera.getal. De gehele getallen 1runnen ingedeeld 
warden in p restklassen modulo n. Die restklassen vormen een lichaam 
en kunnen gerepresenteerd worden door de getallen 1,2, ••• ,p. 

Zij nu l' een willekeurig geheel getal, waarvoor geldt: (r, p) = 1, 
d.w.z. p J. r. We noemen r een _llrnagr.aat)rest modulo p, indien de rest­
klasse van r een kwadra_,t bevat, dus indien de congruentie 

(6.2.1) x2 = r(mod p) 

oplosbaar is. En r heet een niet-rest a.ls (6.2.1) niet oplosbaar is .. 
Uit de definiiie vloeit onmiddellijk voort: is r k~1adraatrest modu­

lo pen r':: r(mod p), dan is ook r 1 kv1adraatrest. En omgekeerd. Rest 
zijn of niet-rest zijn 1 is dus een eigenschap, die aan een restklasse 
als geheel toekomt. 

Uit x2 ~r(mod n) volgt (x+hp) 2 =r(mod p) (h een geheel getal). 

Dientengevolge leveren de kwadraten 12 ,22 , ••• ,(p-1) 2 ons ree4s a.lle 

resten. We la ten zien, dat onder deze getal 1_en juist ~ 1 incongruente 
getallen voorkomen, en wel ellc t'ltvecmaal. ':le hebben nl. 

➔) ( • )2 - .2( ~ ) 
1 p-1 -::::.. i moa p 

2) . 1 < . < . < n- 1 d . 12 :::J:. •2 ( d ) t ·t · 2 -· j 2 . is ~ 1, J ..... 2 , an is T J mo p • vvan ui 1 -::: 

zou volgen (i-j)(i+j) ==· O(mod p) en dus, omdat peen priemgetal is, 
hetzij i-j = O(mod p), hotzij i+j := O(mod p); dit kan niet wegens 
0 < j+i < p-1. - \~ 

Van Legendre is de volgende notatie afkomstig: 

r (~) = +1 indien r een kwadraatrest is modulo P, 

(6.2.2) ~ (~) ·- -1 indien r een niet-rest is, 
j 

l <~) = 0 indien geldt: p/r. 

Gomakkelijk ziet men in, dat het door (6.2.2) vastgclegde symbool 

multiplicatief (in sterke zin) is t.o.v. de teller in het symbool. Want 
allereerst is r 1r 2 een rest, als r 1 en r 2 dat zijn. Is verder (r,p) = 1 
en r- 1 de inverse van i~, d,.w.,z. de oplossing van ~ r ::::, 1{mod p), dan 

geldt: is r een kwadraatrest , dan ook r- 1, en omgekeerd. Hieruit volgt 1 

dat het product ,ran r 1r 2 van twee getallen r 1 en r 2 dan en slechts dan 
kv1adraatrest is, indien r 1 en r 2 beide rest of beide niet-rest zijn. 
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We willen het sym.bool van Legendre ook definieren voor het geval 
dat de noemer geen priemgotal is. We interesseren ons hicrbij niet me,;r 
voor hot verband met kwadraatresten, maar verlangen een symbool, dat 
ook t.o.v. de noemer multiplicatief is. We krijgen zo nl. juist het 
symbool, dat we bij de sonm1en van Gauss nodig hebben. En wel, als n 
ccn positief oneven getal is met priemfactorontbinding 

k1 ks 
n = P1 ••·Ps (k 1, ••• ,k8 ~ 1)~ 

dan dcfinieren we: 

(6.2.3) 

§ 3. :Serekening van S(\; l• Afhankelijkheid van o<. • 
. Zij '() 0 en onev~n. Wegens (6.1.1) is dan 0( even, dus 0<= 2a (a 

gchocl). In de som (6.1.5) mogen we dan n een .wil1ekcurig restsysteem 
mod O laten doorlopen. Verder is (o<, 0) = 1. We zullen bewijzen: 

(6~3-1) s(;) = S(~a) = (t)S( }) • 

Deze formule houdt in, dat S(c;.) op factor ±1 na gelijk is aan S(f). 
De bepaling van deze factor was voor Gauss de hoofdmoeilijkheid bij het 
berckcnen van de som (6.1.5). Het bewijs van (6.3.1) geschiedt in drie 
stappcn. 

h ~ is een ( onevcn) -pri1Jmgetal. 
Dan is 

dus 
= > «-f-)+1)e ti(r = 

r modO v 

_.<X l rr·cx 2 
. Jlir -- ir 

= 1 + 2 t... " --,:,--- e ,_____ c , 
r mod/ 4-, (7) =+1 n mod O 

aangezien bij het doorlopon van een volledig 
2 restsysteem n, modulo ( 

gerekend, eenmaal de waardo nul aanneemt, en verder tweemaal als waar­
dc elk getal, dat een kwadraatrest modulo 'f is. Dus: 

.• ex 
~ - ;f'J.~ 

S(~) = _£ ____ (..!'..) e 0 
0 r modO r 

In de som rechts mogen we natuurlijk r vervangen door br, als maar 

( 6 • .3 .2) ( O een oneven priemgetal). 

(b, O) = 1 is. Nu is op grand van § 2: 

< y) = c ; ) . < t L 
dus 

~-o<. 
oL- \ r 111--r 

S( X) == I , ( T) e . d rs 

V r mod f (} 
- I _Q_ \ <:' I _c,(. b \ 

L ,,. .cx'b br fl 1.-r 
:::: c.--- (~)e r 

r moo Q 
= 



Dua in het bijzondor 

s(L) = (.L)s(2a), 

(6.3.1).d t f da.t is 

( is macht VS.Jl._~en priemge__t_,a).. 2. -r 
r= PK met p oneven, k ~ 2. Formu.le (6.3112) geldt nu niet meer. We zetten -
doorlocpt hierbij n1 ecn volledig reatsysteem mod pen n? een volledig 
restsysteem mod pk-i , dan doorloopt n een volledig rest;ysteem mod pk. 
Dus geldt, als we nog letten op 2k-2),. k: 

"'Z---. 2 r 111..n 2 
S(_gg_) = L ___ .-1 e d = 1· n mod p· 

··---·, -:-- . a ( 2 2k-2 k-1 2) 
= / ,/ i( lV n 1 p +2n 1n2p +n2 = 

. k ~ 

nimod p,n2mod p -i 

De som over n 1 is alleen van nul 
aan p, als p/~2 is. In dat geval 

lr-2 ledig restsysteem mod~ laten 

verschillend, en dan met name gelijk 
kunnen we zetten n2 = pm en m een vol­
doorlopen. Dus geldt: 

S(~) :-: p \ 
K L---·•··k-2 

p m mod p 

Voor k even vinden we zo: 

- s( 2~) = pk/2 en ook 
PK 

voor k oneven daarentcgen wegens 

en 

lc-1 
~ = p 

k-1 
S(·2k) - p·-2-- S( £). 

p 
D 

2 -:- . m 
2 It ia k-2 2 

e p = p S( k:2) • 

S( t>= :pk/2; 
p 

p 

het in 1 afgeleide: 

k-1 
= (!!)pT s(2) 

p p 

Hieruit volgt ( 6. 3 .1) c.ls vie slechts bedenken (zie (6.2.J)): 

( 8k) -- + 1 voor k even, 
p 

voor le oneven • 

.l!_. Het alge:mene--'5.~-,'"al. 

Zijf= /1/2:met d1)02) 
gezette methode volgt nu: 

= 



dus ook 
2 

S( ''1 i 2) = 

Indien (6 .. J.1) met noemer 1 en met noemer '( 2, is 

1 
i 2 1 ) -S( 

a 
= ( a ) ( ~ 1 ) S( 2 ) 
~½ -r; 

sc-fa '{ )= ( 
1 , 2 

= { Ya~ )s( ~ ~ ), 
1 2 1 . 2 

o.a. (6 .. 2.J) en (6.3.5) .. Dus geldt (6-3.1) ook met noemer 

Zo is (6.3.1) or vollc inductie te bewijzen. 

§ 4. Berekenir:il, vap __ '.il:~·J_y:gor o' on€Lt,.{ill.• 

D fi · ·· ,...(-cl{) S( :x) ~ bl'j b 1.11 1 d e nieren VYC neg .::, -::-r = 1 , aan l. Ven . 8 u8 0 en van 

{6.1 .. 7) tz ce als we C( ,(3, "(, o allen van taken veranderen, omdat 

1,,:0 een even f\mctie is van z. Dus geldt (6.1.7) voor 'ti O. 

De volgen ovcr·,eging zal een bran van inf ormaties blijkgn te zijn. 

Voert men achter elkaur uit twee module.ire substituties 

dan is het resultaat we0r een modulaire substitutie 

-.1it - n'I- ,,,,.,. t'l.lll -/ /J <?{ I". 
'T' A (. + f.) "' I .., ( ~ 2 / ~2) 1 f "'1 
l, ( y1- I"'"~) = ' ( ( ) ; 

• 2 1' L + t I I] ~ 0 2 0 2 (( 1 0 1 

door toepassing van (6.1.7) voor z = 0 wordt ·11:0 (0/[2) op twee ver­

schillende manieren drukt in ~o ( 0 / [) cm verkrijgen we relaties 
tussen sommen van Gs,uss ( z,ouden we niet z = 0 invullen, dan zouden au­

tomatisch factoren met z tegen elkaar weg moeten vallen). 

Als eerste toepas ezen wij ( o( /. 0, ~ /. 0): 

( ~ 1 /31 ) ( - ":, - ';- 1 ,;t 2 ,1'32 .:X (3 
1 1~1 = ~ ~·" ()'2b2)=(y<i), 

zodat -1¥< * 
..,., I?, 0 

( ~tf 1{)1( ) : ( 1 
., 

- I\ 
0;' 

We hebben enerzijds (vgl. 

( 6. 4. 1) 1,,r~ 0 co I- r 
ande:t·zij ds 

(6.4.2) 

r '1 = - ·!. is • 
I'.'.. (.. 

(1 .. 3.2)): 

= V-ir;, bri (OjT) 
00 
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• S(~) '/i tl;+t tr_ (ol -~?: -~) • 
?{ V Jl 00 I <>( '[; + ( 

= s ( °' ) \ T --1 ~ l:1 + b s ( - t1) V-1 e( r + r' 1'. ( o \ t") 
7 V a' " ____ «- oo 

met Re V-1 'I! :;f ) O, Re V-1 "',7:; i) o. 

Nu is 

?Jr,,+ b _ i.L-:!1i-~> +S(«r+t). r 
( i 11"t +y) 1.5'{ ot'C' +~} 

~ t:, + b 
Omdat --- kenneliJk positief imaginair deel heeft en we -0?( __ 

Re Y-_ 1-· or,+ b d 
_ _. ___ positlcf moesten nemen, gel t zelfe 

o'. . 

I \ I o'r1 + r ( < " arg V -i -,-- · /4. 
Evenzo ~ 

\ arg v~ \ < TT/4, larg V-:t o<c; 1 ) ( 71"/4. 
Schrijven we dus 

V-!~1+ \I.~ ,,,,,,-r + :o- v-=- ,r-:-::-
-1 ~-r . V --1 ... ... a,( 

0 == ~ ~ = ~ - 1 t y~ :[; :1 • 
dan geldt · a 

/ O?g v:;0 /< 3 v;4, 
en dus --arg V ;,< Cl. i =-= ± ii/4, 
al naar gelang ="\ ;f > O of< O is. Door vergelijking van (6.4.1) en 

(6.4.2) krijre~ WP du8: 

(6.4.3) S(~.) 2.(-}-) = Vt;;>{ '"ef 1, 

waarbiJ arg (';,( :,-'-1 = ± T:/4 is en .:JI( , /3, lf, 5 gehelegetallen zijn met 

I>( /. O , ~ -/- 0 , o( '; - ,":J Y = 1 . 
Gevolgen van (6.4.3). 

h Zij j-= 3(mod 4) , 1 > 0. Dan mogen we kiezen 

( ~ ~ ) = ( 2y.. ·t , 
0 0 y +-1 J; 

---:,)-

immers l-,f-2 is gehecl ::n c1e determinant is 2 !;! - / = 7. Du,. 

{6.4.4) 

II. Zij 

s(f·) = :1 fr 
u ~ ~ 2 

'f = 1 (;11~d 4), 75 > 0. Nu kiezen we ( d O ) = ( '6 

vinden dan wegens S(~) == 1 + i: 

(6.4.5) S( ~) = yt · 

- 1 
1- i) en 
7·-



We kunnen (6.4.4) en (6.4.5) aldus samenvatten 

(6.4.6) S( i) • e./1tY ( '( oneven, positier) 
met 
(6,4,7) 1 voor t ;; 1 ( mod 4) 

e Y • i voor )' = 3(mod 4}. 
~ Op dezelfde man1er v1nden w1j 

(6.4.8) s(.:j) •~ff (¥ ?neven, pos1t1ef). 
t 

We kunnen nog ala volgt e~ in e,n formula uitdrukken: 

<Y)2 

'l'1' 6,f 9 

(6.4.9) e 7 • i . 

Uit (6.4.5) en (6.4.8) 
mag negatief zijn ! ) : '6 _1 

volgt op grond van h 3 (het getal a aldaar 
.) 

(6.4.10) <=j> = (-1 )~ ( ~ oneven posi tief). 

5. Vol 1:x:oiing van de berekening. De kwadrati.sche, reciproci tei tsnt. 
We passen nogmaals het i_n f 4 genoemde principe toe en wel met 

ex 1 8 1 o< ;·~ o<. 2 /3 2 o -1 
(01 /J1) = (q S ), (02 /12) = ( 1 0),0<'. ;_ O,f ,' O. 

< ~ t ~~ > = cJ -J ) 
~, tf,t f ' -

~f col -a: -r _s > = V-1 off+ /3.s<~> -V-· (r +r c. < I > 
00 ~ l 0( 7: + 13 ( z + "3 r J. r V 00 0 7: 

V <o/-l' - [) = V -· ot('+/3~s(::...L).J (o/r) 
oo cl- z + f 1 ol.. o<. oo • 

Dan is 

en 

Dus geldt 

c 6. s., > s c .f1 = V ~-1 s c ~a::) voor_ o1. ;r = o c 2) , 

waarbij f arg V ~i IL 3 4 r, due arg V ~i = !. T/4 is. 

We willen thane berekenen S(-y-) voor f even, posi tief, dus o( on-
- k ' even. Stel Y = 2 c met c oneven , k ,;f 1. We hebben allereerst: 

0 Ti i o<.. _ ) icx 

(6.5.2) S ( ~) = 1 + e· 2 == ~ V 2 e 4 

waarin ~ = .:t, 1 zodanig bepaald moet worden, dat 
'lfio< \ 

\ arg f o< e 4 <. T/2 is. Voor IX=.!. 1 (mod 8) is duw fo( = 1 t 

voor o/ ~ !. 3 (mod 8} is ~ = -1 • Dus kunnen we achrijven: 
o( 2_1 o<2-1 

( 6. 5. 3) f C'J. = (-1 ) B = ( -1 )- 8 • 
Verder is ;,r1ot . 9 Jr 1o< 1r1~ 
( 6.5 .. 4) s(f):c 1 + e T + e Tt icx + e T = 2e 4 • 

Terloops rekenen we het •J'llbool Cf) voorol.. oneven, :positief \lit, 

a.an de hand van (6,5.4} en {6.5.1): 



-- -'., 

due 

t 

(6.5.5) ( ex oneven, positief). 

Tenslotte herleiden we, eerst voor c::,<,) 0: 

s(2L) = , r:, i s(.:..J:..) = ,;·1 1 (2k-1 c) s(,::g_) = \/~ (2k-1c) o V "0< '::' , x o< :x rJ 6( 
2 * + ;I _, <¥)2 + 

a Cf) \Ji" 1 4 - = (+-> \f:j 1 • 

1 
-= 
eo( 

Voor Ci<< 0 gaat de herleiding e;_er,¥• Samenvattend geldt: 

(6.5.6) S(y-) = ( f~. 1 ) \/if e ( 'if' even, positief}. 

We hebben ook nog voor ?f oneven, posi tief, met (~ = 2a, lettend op 

(6.5.5): ...:L.:.=1. (£.::.!.)2 
s(f-) - s(2a) - (li..) e \:;:- - (7.J. ) Vi i! _4 ___ + ~ 

iJ - o - r ,r u - . (J ' 

- - ¥<0-1) 
(6.5.7) s<f> = <f) v0- e < 0 onevan, pos1t1et). 

Door (6.1.7), (6.1.6), (6.5.6) en (6.5.7) is de vorm van de trans­
:f'ormatie:formule voor ,.9-00 ( z I "t ) volledig bepa.ald. 

Het symbool van Legendre bezit een merkwaardige eigenschap, waar­
va.n het bewijs na de voorgaande analyse geen enkele moeilijkheid meer 
biedt, en dat we daarom bier reproduceren. Het is de z.g. quadratische 
reciprociteitswet, die als volgt luidt: 

Zijn u. en ,f .. twee posi ti eve oneven getallen, dan geldt: 
o<-1 )f-1 

(6.5.8) (S!L)(L) = (-1 )---r ~ a 0( 

verder is voor Y oneven, positief 
r/ 2 

~ ¥-(6.5.9) (f) = (-1) , (~) = (-1) • 

Met behulp van deze wet en de definitie (6,2.3) kan een willekeurig sym­
bool (~) snel uitgerekend worden. 
Bewijs,van (6.5.8): We hebben s(y-) = (y) e0\/j e'lf 

= 

~ [ - rr1,j&-n2 ~--· -Vi*(2n1+~~:f 
S(~)= e = L.___ · e = 

,-
L- 8 

n1mod :){ ,ntn,od 2 

n mod 2« n1mod.x ,~mod 2 

-1Ti 2 -;rn,2 - 7T1~ 
o( = sc-~0 ) s(T). Nu is 

-7TiA.ff- r- +¥ 
S(- '12o< ) = 1 + e = 1 + 1 = V 2 e met minteken voor 

o<o'!.1 (mod 4) en plusteken voor ,,q-- .;..J(mod 4). 



Dus 

s(Tf) == <f > ~ Yi« 
-77"1 +-r 

e • 

Uit (6.5.1) volgt dan: 
7Ti - "1T'i (7) a 3-- = eT (4) e'J< e + T = <:;f-) 

d-1 r'-1 
(-1 )--r·-r-_ 

dus 
..., .J e,.,Y 

(6,, 5. 1~ ("' ) ( ~) = -""--L- = T e :it. e.J 
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De formulas (6.5.9) warden reeds bewezen ala (6.4.10) en (6.5.5). 
Opmerking. Het verband tussen theta-functies en sommen van Gauss blijkt 
ook nog duidelijk ai t de volgende overweging. Zij r:r ,l-O(:mod 2) en D 

ex. . 
een driehoek uit de modulaire Tla.kverdeling met 7" tot hoekpunt. Er is 

een modulaire substi tutie l' = { f :·j . Ui t de tra.nsformatieformule en 
~ I 

ll' 00 (0 i [) -->1 voor l" ~ ioovolgt nu: 

voor l ._,., 7· r 'i: D ie 1.rooc~ r,,,,' S( ti V-1([ + -,i ,-,, sc:r Vjly ?•+on., 
zodat de sommen van Gauss in zekere zin bepalend zijn voor het gedrag 
in de buurt van een rationaal punt van de re~le as. 

16. Verband tussen theta-functies en modulaire vo:rm,en. 
We brengen enige definities in de herinnering: 

Een functie f( [) heet modulaire functie, indien: 
1l f( t) is op polen na a.nalytisch in 7: voor Im [ > O, 

£2. f( r) is invariant voor de modulaire transformaties uit G, 
21T · T 2 ,ll ala functie vane 1 = q = x heeft f(r) hoogstens een pool 

in l" = ioo , anders gezegd: voor [-} ioo geldt een reeksontwikkeling 

f ( [ ) _ ~ 21/ in T - /_an e • 
fi=7-' 

Een gehele modulaire fundtie is een modulaire functie, die analytisoh 
is in het hele gebied Im [ > 0, l eindig. 

Een functie F(c...) 1~) heet modulaire vorm, indien: 
11 F( G.) 1 , w2 ) is homogeen in O 1 , G.J2 , zeg met dimensie -k en 

w 
CJ 1 k F(W 1 , <.,.J 2) is als f'unctie van r: = u)~ CJ> palm ne. ana.J.yt:iaJh .voar Im ·l> 0, 

il F(W 1,w2) is invariant voor de modulaire substituties 

G.) 2 I = ()( w 2 + f (.J 1 ' G.) 1 I = , w 2 + J u.)1 f 

Jl G . .) 1 k F(CJ 1 , G.)2 ) heeft als functie van • 2 ir it hoogstens een 
pool in l = ioo • 

Een gehela •odulaire vorm is een modulaire vorm zonder eindige polen. 
Men onderscheidt ook modulaire funotiea en vormen van hogere trap. Zo 
verstaat men onder een modulaire vonn van trap N een functie F(W1 , G..)2), 
die voldoet aan: 



'J:.t'OI I 
· B 2 

1l F( (,.,) 1 , w 2 } is ho:mogeen van dimensie -k in t,J 1, w2 enl.J~F( LI 1 .~ 
W2 

is ale functie van ( = - op polen na analytisch voor Im!'") 0, 

il P(w 1 ,,J 2 ) is fn~ariant voor de transform.a.ties 

<02 = t)(W2 + f c.J1, Cu-j = {lJ2 + bw1' 
behorend tot de hoofdcongruentiegroep van de trap N. 

ll In de spi taen van het fundamentaalgebied heeft w ~F(w 1 ,t,J 2) 

hoogstens een pool, gerekend in de bijpaseende variabele 
27ii :ir+1 

e ! r + • 

De hierboven gedefinieerde vormen zijn dan van de trap 1. 

We kunnen gemakkelijk een overzicht krijgen over de modulaire 
functies en vormen van trap 1. 

Stelling. Een modulaire functie f(r) is een rationale functie van J(r); 

een gehele modulaire functie is een geheel rationale functie va.n J(t). 
Bewijs. Zij J een willekeurig complex getal ~ 0,1,oo. Er is een punt,:: 
in het fundamentaalgebied van de modulaire groep, en wel geen hoekpunt, 
zoda.t J = J \Z:); de a.ndere pun ten --r ui t het bovenhalfvlak zijn daa.rmee 
a.equivalent. Een en ander houdt in, dat Teen meerwa.ardige analytische 
functie r = t' (J) is van J, zola.ng J ~ o, 1,m. Door overgang op f(r) 

wordt die meerwaardigheid weer te niet gedaan; f(C) is een op polen na. 

eenduidige analytisohe functie van J, 

Beschouwen we nu J = 0, dus r = f . Neemt f(r) in een cirkel tje om 

r = f een bepaalde waarde aa.n, dan wegens de modulaire eigensohappen 
3m keren (m een natuurlijk getal), due of t(r) - f(f) heeft een 3m-vou­
dig nulpunt in l = p, of f([) heeft een 3m-voudige pool in r = ~ (m een 

lna.tuurlijk getal). Verder heeft J(r) een drievoudig nulpu.nt in =f 
( zie TF 5, 10), zodat ( f - f) 3 analytisch is in J. In de buurt van l =1-1 
is f(r) te ontwikkelen in een afbrekende Laurentreeks naar (r-p)3 , dus 
ook naar J in de buurt van J = 0. Hetzelfde geldt in J = 1. Voor J --;,,oo , 

T->' ioo heeft f(l") een afbrekende Laurentreeka als funotie van e2 if i r 
en J(!) een pool van de 18 orde; weer is f(T) te ontwikkelen near J. 

Het resultaat is, dat f(f) met inbegrip van het punt J = oo op po­
len na analytisch is in J. Dan is f(l") een ration~e functie van J. Dit 
wordt een geheel rationale functie, ala we bovendien a.an f(r) de eis op­
leggen geen eindige polen te bezitten. 
Stelling. De dimensie van een modulaire vorm is een even geheel geta.l; 
de gehele modulaire vorm.en van negatieve dimenaie -k worden geleverd door 
een N-ledige lineaire sohaa.r, waarbij N gegeven wordt door 

:. \,~ voor k i; 2(mod 12) 

( 6 .. 6. 1 ) B = (2k] 
~T21 + 1 voo:r k. f! 2{:mod 12) • 
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2 2 II\ 1) 
~- De functies 1, g2 , g3 , g2 , g2g3 , g2g3 , aame!l8evat g 2 g3 met 

.k = 0 1 1,2 en.~ = Ci, 1, :zijn k1::.nnelijk gehele modulaire vor.men, resp. van 

din£neie O, -4, -6, -8, -10, -14. 

Zij g 1 = g~(t,i1't,J 2 ) een willekeurige gehele modulaire vorm van 

negatieve dimensi6 -\J. Substitutie: va.ntJ 2 = -l..)2 ,t .. 0 1 = -w1 levert 
V 

wegeY1.s 2) gv (-~ 1 ,-,J 2 ):::: g./<....1 11 w 2 ).
1
Echter is:~ 1g,v w~gens 1) inva-

riant ~oir deze subati tu tic, dus (- t.,..,1 t e;_, (- ,.,J 1 ,-tJ2 ) :::: (.,,,_J 1 g 11 ( w1 • (.J2 ). 

Dus (- i) ;z. = g, 1 , v even gehoel. 
-.... :, K. ,) 

We ver.mGni gv-uldigen nu g \i met een de:r vormen g2 g3 , zodat een ge ..... 

hele modulaire vorm ontstaat, waar,iran de dimensie 1:..en 12-voud ie, zeg 

-12 J(. Bij del:i.r:g door t:./._ ( (.,} 1 , {.t.i2 ) ont~taat een gehele modulaire func­

tie, o.a. &mdat~ f 0 is. Deze heeft Bbn pool van hoogstens de orde: 

/J .. in 
I 

L= ioo: 
CT /1. I) ll _l<- I Tr ) ~ 1 .Jil 
e v g2 g 3 = ;.J, I , a)... u + • • • + a o ' = L- b 1m g2 <:s 3 ' 

tn v;elk8 som gesommeerd wordt over ~ ,m geh1:;;el en ~ 0 met 41 + 6m = 12 /-. 

DiE:: som bevat zeker de factor gf gj'. I:m.'!lers de hier voorkomende func-
'\.12 l,.: 2 

ties blijven alle eindig;voor t.J.j = f is g2 = O, g3 JO; voor L_) 1 = i 

is g2 -/. 0, g3 = 0; dus voor t·( > 0 ( )) ) 0) moet het rechterlid minstens 

/" factoren g2 , resp. 11 :factoren g3 bevatten. Conclusie: 

(6.6.2) g =) c1mg~gm3 (elm constanten). 
V 1 m g· h ·.·., "l ·n~O , .1 l C.1. C t:t ~ -.~· 

21 + 3m = "\J/2. 

Om_gok~erd stel t ( 6. 6. 2) zeker een gehele modulaire vorm van dimensie 

-\I voor. 

Gevolg. Voor k = 2 is er geen modu.lair,:, vorm,. De modulaire vormen met 
resp. k = 4,6,8,10,14 zijn op E::en constante na gelijk aan g2 ,g3 ,g~, 

2 
g2g3' g2g3 • 
Toepassingen. We stellen in het vervolg kortheidshalve 

Jgh(o/7.:) = l't) gh(T). 

tis -..a "8 I B (- ) I~ ( T ) c- ) (,,_ ( r) • eschow.v de functie f 1 L = • 00 .. +/ 01 , + 10 L. 

Wegens f I~ oo( ~ +1) = l~o1 (t) V oo<~) = \Ni J- ooCC) 
~i O 1 ( L + 1 ) = v 00 ( t ) 1' 01 ( ~ ) = V ~- J-- 1 0 ( t:) 

l.9 1 o ( r + 1 ) = e¼ If i t· 1 o ( T) t\ o ( ~) = v-=rr 0- o 1 ( r) 

is nu f 1 (r+1) = f 1([), f 1(y) = T 4f 1 ([). Dan is F1 (tv 1 ,t..>2 ) =l...>14f 1(r). 

invariant voor de substituties 

[ w 2 = (,..)2+ CJ 1 

LlJ1 == W1 

dus een (gehele) module.ire vorm. ven dimensie -4. Dus 



Je van '"' b " 
voor L 00 

re voor (0 ) . 

) 

overeenst met 

we door 
tot 

Dus C = 

2 

te 

8 
10 

letten op t 

• 1 C) (4) 

4 

v1 e ie (4.4.4). 

beide laden 
C ( • 

1 ' ) ' 

II. Voo::r de = - t9 ;o n + i 1 ) +) 1 o (~) v:l.nden we evenzo 

( 

( f) 

+1) :::: 

een ( 

( l ( - ~) = - L 2 f 2 ( [) • 
l 

voor [-4-> ioo dt 

in overeenstermni 

0 
( .,. ) /) 4 , -

.., +i:;"1'(, \.I 

modulaire vorm van 

(.· 4 
' i ( + V 1 A v 

e -4. 

III. B0schouwen we de functie f 3 ( = ~0{t ~1 (7) 1:~0(r). Voort--,1>ioo 

f 3 (r) zich s (2 ) 8 = 28q2 = 28e2 ~i r. De functie w 112t 3(f) 

is een gehele modulaire vorm van dimensie -12. Nu is er een tweeledige 
l schaar van gehe modulairE.: vormen van dimensie -12, en wel 

voortgebrach t door g~ en g~. Lett en we op de derde en vierde rela tie 
,~ k 

(4.8.2), die we m.b.v. de functie vk(n) = j__ d nog eens opschrijven 
. d/ n 

g,., = (2 ii: )4( 1 + 20 ~©. (i' (n)q2n) 
.::: U 17 L__ 3 

1 n=1 

a.ls 

( ,,, ,. 5' 0 • C • 1 

dan bli jkt da t g~ en g~ et tot nul naderen voor [ ~ ioo , echter 

~ - 27 wel. We hebben nu: 

(,,) 11 2 f J ( f ) = C ( ~ - 2 7 g~ ) 

en 

g~ - 2 7 g~ ·"v ( ~ if ) 1 2 ( 3 • ~. 2 0 + 2 7 • 2 • ~ • t) q 2 = 
w 1 .12 

du.s 
".)8_,..(2-r.--112 
.c... - V • IL I ' 

( 6 6 ~ \ -~ 8 ( .-) ~ 8 t,.. \ C 8 ( f) 1 ( f.>1 ) 1 2 /\ 
• • b J ii 00 L . II 01 \l• I' u 10 = T'6 T l,;.l 

in overeenstemming met (4.4 .. 5) en (4.4.1). 

(2Tr)12q2, 
l,.) 1 

7. Een algemene opmerki11g. Naar aanleiding van het bovenstaande wijzen 
we er op, dat de theorie van de theta-functies en modulaire functies onaf•~ 
hankelijk van de theorie van de elliptische functies opgezet kan worden, 

natuurlijk voorzover men ch niet interesseert voor het verband met 
elliptische functies. Zowel hierboven als in de voordraeht van Dr Pere­
mans wordt allee11 gebruik gemaakt van de relaties (4.8.2), ofwel (6.6~5) 



·-- -, .. 

en van het feit: 
,- I 

(o.7.1) ~ = ~ - 27g~ /; 0 voor Im'r ·) O:~ t""eindig. 

1oor de relaties (4.8.2), die de Fourierontwikkeling van de reeksen Gn 
geven, heeft Berghuia reeds etn rechtstreeka bewija gegeven. De relatie 

( 6. 6. 7), een gevolg van de eenvoudigste eigenschappen van de o' -:func•• 
tie, kan ook aldus ingezien worden: de functie 

6.~ = 16 (L)12~a Cr)J8 (D)B (r) 
· W1 00 · 01 10 

is een gehele module.ire vorm van dimensie -12. Deze functie wordt niet 

(,.)2 12 'If 
nul voor Im W > 0, op grond ve.n ( 1 • 5. 2), en W 1 JJ. wordt voor 
- 1 2 ~ ~ 
l ~ ioo nul van de eerste orde in q • De functie -:-::, = J voldoet de.n 

A 
aan dezelfde eigenschappen als J; met J"" i. p. v. J blijven de beschouwin-

gen van ~r; 6 geldig, in het bijzonder is ,b.~ = ~ - 27 g~ = A . 
Vervolgens la.ten we zien, hoe de functie G(r), in de eerste syl­

labus ingevoerd bij de afleiding van de productfo:rmule voor if 11 ( z/ r), 
rechtstreeks berekend kan warden. We hebben '. 

J/'t 11 (z/[) = G(r)(e lfiz _ 8 -Jriz) {f( 1 _ 42n8 27fiz)( 1 _ q2n8 -21(iz.), 
n=1 

dus wegens (1.2.12): 

.~ ( ) ¼lit -JTiz .9 ( .i.-r-t-) I/ 01 z/'C = e e V 11 z - iJ (.. <- = 

= e¼7r i T G(-Z-)(e-½fi T _8 -21iz+tifi7) if< 1_42n-1e2ii~(1_g_2n+1 8 -2fiz) = 
n=1 

= q-t G(t) -fr (1-2q2n-1 cos 27fz + q4n-2 ). 
n=1 

We benutten nu de afhankelijkheid van z in de vorm van de differentiaal­

vergelijking (4.3.1): 
u .Q. , 

1
- 1 J 2 ~ :-i 

'"\,- log v 01 (01r) = m i) (z ;r) ~ V Ol(z/1; )J = 
u <. - 01 u z Z=O 

-q2n-1 · l- oo q_2n oo qn j 
= 2 ,r i 2n 1 2 = 2 ,- 1 ? 2n 2 - L 12. 2 • 

n ( 1 -q - ) ff= I ( 1 -g_ ) n= 1 ( 1 -q ) 

Reeds is hiermee G(T) in :P&;incipe bepaald. De verdere herleiding kan 

als volgt geschieden. Ui t I=" nxn = x 2 (\ x \ ( 1) volgt: 
n=1 ( 1-x) 

(6.7.2) ~ nxn_~ oo mn_~ xm L---ri- . nx····-..£-_ 2' 
n=1 1-x n= l=~ m=1 (1-:r-1) 

dus 

"J (J [ ' n n ~ 2n 2nJ·---= log Y 01 (z/r) = 7ri 2L-~ - L - ~n = 
'tJ l 1-q 1-q 

£) ~ (1-qn)2 
= ·"'\ -· log l I 2n , 

o l n=1 1.:..q 
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f 01 (T) = q-¼G([) rr- (1-q2n-1 )2 = C n- (1-9,n)2 • 
n=1 n=1 1-q2n 

Lett en we op het gedrag oij t ·➔ iro , dat is q ~ O, dan blijkt c = 1 te 

'.3ijn. Dus 

(6.7.3) 
1_Q2 1 2n 2 ( 1 n)2 1.co 2 

G(,) = q4 / r (-=-~) . -q2n = q4TT (1-q n). 
n=1 1-q 1 -q n=1 Q 

De formule 1,7 11 (-J/f) = ffi ~00 (o/r) 501 (0/r) v10 (o/r) 
dellijk te verifieren. 

Uit (6._6.6) leiden we nu een formula voor6 af: 

levert 

(6.7.4) 

-J oo(r) 

(_ 

l/ ( z:) 
01 

q 
:.1 10(I) 

= 

= 

= 

q--¼G-(r) 7T (1+q2n-1 )2 
n=1 

q-¼G(-Z-) // ( 1-q2n-1 )2 
n=1 

co 
2G(r) 7T(1+q2n)2'. 

n=1 

De arithmetische functie T (n), vastgelegd door 
co 24 _s:t;)_ 

( 6. 7. 5) xl]~( 1-xn) = i:1 r ( n) xn 

heet de T -functie van Ramanujan. We hebben dus: 

(6.7.6) (~"i) 12 6 (l...> 1 ,w2 ) =i:_r(n)e2 1Cin,. 

is. nll onmid 



MATHEMATISCH CENTRUM, 
2de Boorhaavestraat 49, 
A M S T E R D A M - 0 . 

Colloquium over theta-functies. 

Voordracht door Dr Ir A. van Wijngaarden. 

21' Mei 1952. 

ARITIWiETISCHE ASPECTEN VAN DE THETAFUNCTIES 

1. Delerfuncties. 

T 7, 1 VI 

De delerfunctie ~q(r) is gedefinieerd als de som van de q-de 
machten van de delers van het natuurlijke getal n (met inbegrip van 
1 en n). In formule: 

<S (r)= I_ dq. (7.1.1) 
q dlr 

Zo is dus bijv. ~ 0 (r) het aantal delers van r en 6 1 (r) de som van 
de delers van r. Als de factorisatie van r bekend is., is 0-q(r) ge­
makkelijk te berekenen. Men behoeft echter niet alle delers te bere­
kenen en tot de q-de macht te brengen. Immers, als r = pn (p = priem) 
dan is blijkbaar 

( ) (n+1 )q 
CT (pn)= pnq + p n-1 q + ..• pq + 1 = p 1 -1. (7.1.2) 

q pq-

Zijn voorts a en b onderling priem, (a,b)= 1, dan zijn alle delers 
van ab juist de termen die men bij termsgewijze vermenigvuldiging 
van Ld(a). L d(b) krijgt. Hieruit volgt, dat 

als (a,b) = 1 . (7.1.3) 

Men zegt dan, dat r:s (r) een multiplicatieve functie is. Zo is 
bijv. 6 3 (2)= 8 + 1 = 9,qe13(32 )= (39-1)/(33-1)= 19682/26 = 757 en 
dus is cr3(18)= 9 x 757 = 6813. 

Natuurlijk slingeren deze functies wild, maar een vrij scherpe 
schatting is gemakkelijk te verkrijgen. Immers 

6q(1)= 1 

G"q(r);;;i,r(\+ 1, als r>1 



waarbij hier en in het vervolg i(q) de zetafunctie van Riemann be­
tekent. Dus 

crq(r) ==~rq, met 1 <~ <'s(q) als r;;,-1, en9= 1 als r = 1. (7.1.4) 

Als q groot is, is de schatting van~ blijkbaar bijzonder scherp. 
Een aanvullende definitie voor r = 0 luidt 

(7.1.5) 

Speciaal van belang is het geval, dat q een oneven natuurlijk getal 
is. In dat geval kan men blijkbaar ook schrijven~ 

k:;> O, 

waarin B2k een getal van Bernoulli is, dus B0 = 1, B2 = 1/6, 
B4 = - 1/30, enz. 

(7 .1 . 6) 

Hier en in het vervolg zullen verder met x steeds grootheden wor­
den aangeduid, waarvoor geldt Ix/< 1. Functies van x zullen met hoofd­
letters worden aangegeven en de variabele wordt dan niet neergeschre­
ven. 

Voor qi -1 wordt dan gedefinieerd de genererendefunctie H: q 

C,Oe>O 

½ i (-q)+ n m 
1 1 

00 

= ½~ (-q)+ r :(5 (r) xr = 
1 q 

r 
X • 

Voor q = -1 luidt een aartvullende definitie 

1 00 
H_1 = - 21t" log x + n 

1 

-1 n 

nq xmn = 

00 

r 0_1 (r) 
1 

(7.1.7) 

r 
X • 

(7.1.8) 

De keuze van de singuliere term is zo gemaakt, dat de afgeleide een 
eenvoudige gedaante aanneemt. Immers, wanneer hier en in het vervolg 
de operator x £x aangegeven wordt met een accent, geldt: 

1 c.oe.o mn 
H~1 = - r!1+° + ~ ~ m x = H1 • (1.1.9) 

De differentiatieregel voor Hq met q ~ 1 is niet zo eenvoudig. Voor 
een oneven natuurlijk getal q zal in het volgende een regel worden 
gevonden. 

Door in (7.1 .8) onder het rechtse somteken te differentieren en de 
uitkomsten te vergelijken, vindt men <51 (r) = r o_1 (r), wat slechts 
een bijzonder geval is van de ov~rigens triv1ale relatie 

(1.1.10) 
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Voor practiache doeleinden is het vaak beter de term met r • O apart 

te houden. Bovend1en ia het vaak hand1ger ~k- 1 zo te normeren, dat 
de constante term 1 word.t voor q .,;.. -1. Das.rem z1j nag gedefin1eerd de 
functle P2k_ 1 doc,r 

2 
P 2k-1 ""' ;((1-2k) 

,,) 

4k 0<, 
- ~ r <:s 2 k_ 1 (r) xr, k,> O. 

0 2k 1 
(7.1.11) 

Voor toekomstig gebr-11ik zijn ·enige d1er functies hieronder uitge­

schreven; 

24 
00 s 1 (r)xr (a) p 1 ""' 1 - r 
1 
co 

C>3(r)xr p3.,. 1 + 1 O .24 r {b} 
1 
' 

00 o5(r)xr P5 = 1 - 21 .24 r (c) 
1 

20.24 
00 

6 7(r)xr (d) P7 = 1 + r 
1 (7.1.12) 

11 . 24 
1'.'0 cr9 (r)xr (e) P9 == 1 - r 
1 

p 11 = 1 + 2z~o .24 '; <S (r)xr 
1 11 

(f) 

P .. -::r.= 1 24 oo r 
(g) - r 6 13 (r)x 

I .,J 1 

P15= 1 + 1080 24 oo r 
(h) )017· r <515 (r)x 

1 

In speciale gevallen kan Hq ook in een andere vorm word.en geschre­
ven. Zo is b1jv. 

zodat ook geldt: 

00 00 

n m 
1 1 

m-1 xmn 
00 00 

= r 6'_1 (r)xr = n 
1 1 

1 00 n H_ 1 == - 21+ log x - n log ( 1-x· } . 
1 

-1 n 
n 

X 
-- J 

1-xn 
(7.1.13) 

(7.1.14) 

Vervolgens kunnen delerfuncties van hogere orde word.en gedefinieerd, 
waarbiJ de tot nu toe 1ngevoerde als delerfunctiee van de eerste orde 
word.en bestempeld, door als genererende functie het product van een 

aantal genererende functies te nemen. Voor de tweede orde bijv. 

eo 
= r 

0 
on. n (r). 

'i-1 ' "t2 
(7 .1 .15) 



Blijkbaar is 
r 

CS (r)= k oq (k) c;q (r-k). 
q1,q2 0 1 2 

(7 .1.16) 

Bijvoorbeeld is 6 1 , 3 (4)= o1 (o)6'3 (4)+61 (1)63 (3)+61(2)d3(2)+ 
+o1 (3)63 (1 )+0'1 (4)cf3 (o). Het zal nu blijken, dater merkwaardige rela­
ties bestaan tussen delerfuncties van gelijke en verschillende orde. 
Deze zijn oorspronkelijk ontdekt door Ram.anujan. Zijn gedachtengang 
is echter zeer moeizaam en daarom kan beter warden aangesloten aan 
een gedachtengang ontwikkeld door van der Pol. 

2. De logarithme van 9 11 (z/~). 

Onder invoering van de notaties 

s =211:z 

= e 
2TC 1 't' 

en onder de aanname, dat Im 't""? O, dus Ix/< 1, geldt de productontwik­
keling 

(7.2.1) 

dus ook 

Nu is 

loge 11 (z/r)= log 2 +; i + ½ log x + log sin ~ + ~ log(1-xn)+ 
1 

+ h log ( 1 - 2xn cos s + x2n) . 
1 

s 8 log sin~= log~+ 2 
cc 

k 
1 

log 2 + log sin f =logs - 2 
00 

k 
1 

(7.2.2) 

(7.2.3) 

Voorts is 

log (1-2xn cos s + x2n)= 2 log\ 1-xn e18I = 2 Re log (1-xn e16 )= 

= -2 Re 
oo mn 
m ~ cos ms. 
1 m 

(7.2.4) 
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t (7.3.3) en (7.3.4) 
00 

l 2 + l s 8 + n 1 
1 

logs -
co ( \k3 2k 

2 ~ {~k)I cr2k-1(o) 
l 

en dus tenslotte 

oo (-)k8 2k 
i + log s - 3 H_ 1 (x)- 2 ~ wr ~k-1 (x) 

(7.2.5; 
Dit kan sy,nbolisch worden geschreven in de vorm 

(7.2.6) 

waarin iedere term tussen accolades eerst naar h moet word.en ontwik­
keld en vervolgens hq door Hq(x) moet word.en vervangen. 

Men kan nu gemakkelijk naar s en x differentieren, bijv. 

"c)L 1 s } ts= 8 + 2 2 sin hs (1.2.7) 

'2i 2L 1 ~ = - 7! + 2 1 h cos hs} 
ds a . 

(7.2.8) 

x ~ ~ = _ 3 { hj + 2 x ik- { 1-coh hs} (7.2.9) 

De andere ontwikkeling van 011 (z/i;), die in onze notatie luidt: 

e11(z/z:)= ~ (-)n x½(n+½)2 ei(n+½)s 
-OQ 

(7.2.10) 

toont., dat 011 (z/-t) voldoet aan de differentiaalvergelijking 

-;,2e11(z/T) ?ie11{z,h) 
2 +2x 6 =O. 

~S X 
(7.2.11) 

Maar * = e1~(zfi) -h 9 11(z/,:-), 
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en dua geldt d.e d1fferentiaa.lvergel1jk1ng 

(7.2.12) 

Substitutie van (7,3. 7,8,9) levert 

s 2 x * r1-ch~ hsJ + {hs - sin hs} + ½ { hs(1-cos hs}}= s~ein hs} 2 . 

(7.2.·13) 

Door gelijkstelling van de coefficienten van gelijlmamige machten 
vans.., volgt h1eruit d-.: differentiatieregel van de functies H9 1 , nl.: ,:..n-

d H x---.2 ~ a.x n-1 
2n+3 

= 2(2n+1) 
n-1 

k 
0 

(2~~1) p12k+1'H2n-2k-1; n)'O. 

(7.2.14) 

Dan is in de gewijzigde normering volgens (7.1 .11): 

(a} 

3 P~ + P5 = P1P3 (b) 

40 Pt+ 27 P~ = 20 P~P~ + 7 P23 (c) 
:) I l :J 

9 Pf+ 10 Pg= 6 P1P7 + 4 P3 P5 (d) 

420 P9 + 691 P11 = 350 P1 P9 + 231 P3 P7 + 110 P§ (e) 

691 F11 + 1575 P13 = 691 P1 P11 + 455 P3 P9 + 429 P5 P7 (f) 

3600 Pi 3 + 10851 P15 = 4200 P1 P13 + 2764 P3 P11 + 2600 P5P9 + 

+ 1287 p~ (g) 

......... .o••·······-·••II'••······ 
(7.2.15) 

Iedere vergelijking geeft een arithmetische stelling, bijv. geeft (a) 

2 - 12.24 r o 1 (r) + 10.24 o 3(r) == 24 . 6 1 , 1 (r), 

r-1 
0' 1 (r)+ 5O 3(r)= 6 rcr 1 (r)+ 12 ~ G" 1 (k) cr 1 (r-k). 

Afgezien van de directe betekenia vclgt hieruit, dat 

(mod 6). 
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D1t echter is triviaal, want d + 5 d3 • o(mod 6) voor iedere d. Maar 
er volgt ook 

(mod 12), 

en dit geldt niet voor 1edere deler afzonderlijk. Immera 1e b1jv. 
2 + 5.23 = 42 • 6 (mod 12). 

3. De & -functie van Weierstrass. 
w1 

Vergel1jk1ng (4.2.5) luidt in onze notaties met u • w1z • a a: 

(7.3.1) 

en vergelijking (4.5.5) luidt dan 

(7.3.2) 

zodat geldt 

(~)2 tj> (u)= s-2 + 2 l h( 1 -cos hs}1. (7.3.3) 

Men ziet h1er nog eens duidelijk de pool van de tweede orde en het 
ontbreken van over1ge termen van even orde in de ontwikkeling van 
~ (u). Tevens echter ziet men, dat de H-functies eigenlijk niets 
anders zijn dan de ontwikkelingscoefficienten van t;> (u). Inderdaad 
uit 

volgt 

00 

&(u)= u-2 + n c y.~n-2 
2 n 

w 
( )n (~)-2n 2 

en = - ~,. (2n-2) 1 l½n-1' 

zodat in het bijzonder 

w1 4 w, -4 1 
g2 = 20 c2 = (~)- 20 H3 = ('2f°) ~ P3, 

(7.3.4) 

(7.3.5) 

(7.3.6) 

(7-3-7) 

Door nu (7.3.3) te substitueren in de differentiaalvergelijking 

(7.3.8) 

verkrijgt men opnieuw een re la.tie, in aymbolische vorm: 

{½ (ha)3 - (1 + ~ (hs)2 )hs(1-oos hs)} - s { hs (1-cos hs)J 2 • 

(7-3-9) 



Na gelijkstelli.ng van de cceff!.c1enten van gelijkna.mige machten van 

s volgt dan 
12n(2n-1) n;2 2n-2 

~n+i "''tn-:m2n+3) ~ ( 2k ) H2k+1 H2n-2k-1' n:)3. (7.3.iO~ 

In eerste instantie is dtt dus een recursieverge11jk1ng voor de 

r-Ln_ 1 • Men zl.et., dat 1edere ri,..,.,,_~ (n,4) rat1onaal in H3 en H,.. kan 
'"'C, ,C.1,s1,. I J 
word.en uitgedrukt, of wat hetz:elfde 1.s,cn in g2 en g3 . 

Uitgeschreven in de P-notatie lutden enlge van de bovenstaande 

identiteiten: 

P..., "" 
p2 (a) 

{ 3 
p 

"" P3 P- (b) '"9 ? 

691 p = 441 P3 P7 + 250 p~ ( C) (7.3.1~:, 4,,,, 
l I :) 

20 p13 = 9 F3 0 + 11 P5 p ( d) J.9 • 7 

. ~ . . . .. . . - . . 
Dit systeem is niet onafhankelijk met (7.3,15), maar veeleer 

wordt een volledig systeem gevormd door vergelijkingen (a), (b) en 
(c) van (7.2.15) tezamen mBt (7.3.11) of ook door (7.2.15) met 
verge11jking (a) van (7,311). Nu kan men omgekeerd trachten zoveel 
mogelijk de producten PhPk te elimineren en dan vindt men 

p1p1 = 12 p1 + P3, (a) 

p1p3 = 3 P3 + P5, (b) 

p1p5 = 2 p~ + P7, (c) 

p p 
• 3J. 3 = P7, (d) 

p1p7 = ~ p~ 
,:;_ I + P9, (e) 

P3P5 ::a p 
... 9' (f) 

p 1 p 11 
l 

+ p13' = p11 (g) 

P3P9 = P,3, (h) 

P5P9 = p13' (i) 

maar verder vindt men niet zulke mooie relaties. rs de som der 

indices bijv. 10 dan vir.dt men elechts: 

(7.3.12) 



350 P 1 P 9 + 231 P3P7 + 110 P5P5 = 420 pf 
9 

441 P3P7 + 250 P5P5 = 

en er is blijkbaar iets loos. 

4, Ramanujants tau-functie. 

Uit (7.3.12, b,c,d) volgt: 

dus 

Anderzijds is 
(X) 

r 1 = 1 - 24 n 
1 

nxn 
n 1-x 

en dus, als men stelt 
00 

-3 ,,,.......{' g --= 12 G = x " 
1 

geldt 

P3P7 - P5r 5 =Cg. 

d = X ax 
00 

log 1 X T[ 
1 

+ 691 p11' (a) 

691 p11' (b) 
(7.3.13) 

(7.4-.1) 

(7.4.2) 

(7.4.3) 

De coefficient van x in g is 1 en die in P3P7 - P5P5 is 240 + 
480 + 2 x 5C4 = 1728 = 123 . Bus is C = 123 en 

(7.4,4) 

En passant merken wij op, dat 1729 = 13 + 123 = 93 + 103 het 
kleinste getal is, dat zich op twee verschillende manieren la.at 
schrijvea als de som van derde machten van twee natuurlijke getallen. 

Tezamen met (7.4.4) levert (7.3.13) nu de manier om P1P9, P3P7 en 
P5P5 te schrijven in eenvoudige vorm. Eliminatie levert: 

P1P9 
6 I 

+ p11 
132 G, (a) = 5 P9 - 5,691 

P3P7 = p 11 
+ 250 

o§T G, (b) (7.4.5) 

P5P5 = p 11 
441 G. ( C) - o§T 

Blijkbaar speelt Geen rol analoog arui die van de genererendl'.' 

functies P2k_ 1 . Wij zullen haar daarom ook als .genererendE;. functie 
opvatten en schrijven 

G = 1 2 3 ~ ~ ( n ) xn . ( 7 . 4 . ,S J 
1 
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De ar1thmet1ache fu.notie 't" (n) heet de tautunetie van Ramanuja.n. 
Men kan bewijzen, dat 't" (n) ook mult1pl1cat1et 1e., zodat de verwant­
schap met de delerfuncties van de eerste orde evident is. 

Ui t de voorgaa.nde formules kan men natuurlijk weer direct tot 
1dent1te1ten betreffende de delerfunctiea zelve komen. Door er een 
van ( 7. 4. 5) te nemen., v ind t men dua formules voor 'r (n). Bijv. zegt 
{7.4.5, b), dat 

't (n)• <511 (n)-~ \ 3 6"11 (n) - 2 G" 7(n) - 20-3{n)-

een relatie, waaru1t direct twee congruenties volgen., nl. 

't (n) = <5"11 (n) (mod 691)., 

n-1 
'911 (n) - 2 6 7 (n)- 2 <5 3(n) • 480 k 6 ,(k) <5"7(n-k) 

1 

Evenzo leert (7.4.5, c), Qat 

(7.4.8) 

(mod 1800) 

(7 .lL9) 

,: (n)• 611 (n) - ~ {"11 (n~;5 (n) + n~l G" 5(k) O" 5 (n-k)} . {7 .4.10) 

OVerigene is Geen allang bekende groothe1d. Imm.ere uit (7.4.4), 
(7.3.12, d), (7.3.6) en (7.3-7) volgt: 

3 2 w1 12 3 '.5 2 G = P3 - PS= (N) .12 (~ - 27 g3), 

dus een oude bekende duikt op, nl. 
w 

g .,,. (J)126. 

8. Nog een verband met thetafu.ncties. 
4 PT 

(7.4.11) 

Zij Mic een functie van het gehele getal ken de drie getallen 
x., y, z., gedefinieerd door 

(7.8.1) 

zodat M0 - 3., en l~ten x, y., z zod.anig zijn, dat Ml Q o. Denk.an I\; 
ui tgedrukt wol:'d.4an met behulp van ~ en M;. Immers dan is 

~ .. x2 + I + z2 a - 2 (;x:y+yz+zx)., 

M; • x3 + ~ + z3 • :,, xyz. 
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Dus 18 

¼ M3f\ • xyz(xk + yk + zk), 

of 

(7.8.2} 

De oplossing van (7.8.2), die voldoet aan de voorwaarde M1 • 0 
1a expl1oiet op te schrijven. Na wat gereken vindt men, ala gesteld 

wordt ~ M 
I= (~) 3 {~)-2 (7.8~}) 

Mo= 3 k 
1'2 k l~] 

t,Lk ... (~) h 2k (k-h) I-h , 
""2 ::. O K-"'fi' 2h k > O, 

Bijzonder eenvoudig worden de functies ~ M_k: 

k ;;a O, 

k > 0. 

(7.8.4) 

(7.8.5) 

(7.8.6) 

(7.8.7) 

M0 Mo= 9 . (7.8.8) 

tJL M Ik-l~]-[~J [~h 2k (k-h) I[~-h [~hkJ( )h 2k (2k-2h)I~],.):. 
""2k -2k= K-ri 2 h • - 2k-2h h t ,. 

0 0 
k)'O, (7.8.9) 

k-[k•1J-[2k+1J l¥J l¥]-h T ~ 2k+1 (k-h) 
~k+1M-(2k+1)=I g lc-n 2h+1 I 

[2~+1j l2kt1]-h 
. h (-)h+1 2k+1 (2k-2hh+1) I k o 
- 0 2k4hl1 ' ~ 

(7.8.10) 

Hier ataat dus n1et alleen maar., dat ~M-k een polynoom 1n I van 
de graad (~] is, ma.ar expliciet de vorm van het polynoom. Zender meer 
ziet men, dat alle ooefficienten geh.ele getallen zijn en bovendien, 
dat Y-k voor I = O gelijk is aan o als k ~ O (mod 3)., en pl1Jk is 
aan 9 als k a o (mod;). 
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Een 11jstje van enige d1er polynomen luidt ale volgt: 

Mo Mo "" 9 

Mi M -1 = 0 

M2 M -2 = 0 + 2 I 

M3 M -3 = 9 - 3 I 

M4 M -4 = 0 - 8 I + 2 r2 

M5 M 0 + 25 I 5 ... 2 
-5 

::::, - .1. 

~ M_6 = 9 12 I - 9 I2 + 2 r3 

M7 M_7 = O - 49 I+ 49 r2 - 7 r3 
(7.8.11) 

Ma M_g = O + 96 I - 40 r2 - 8 r3 + 2 14 

M M = 9 - 27 I - 135 I 2 + 78 r3 - 9 I 4 
9 -9 

M10M-10= O - 150 I+ 355 I 2 - 100 r3 - 5 14 + 2 r5 

M11M-11= 0 + 242 I - 121 12 - 242 r3 + 110 r4 - 11 r5 
M12M-12= 9 - 48 I - 828 r2 + 892 r3 - 201 r4 - o r5 + 2 16 

M13M-13= 0 - 338 I+ 1521 r2 - 507 r3 - 338 r4 + 143 r5 - 13 16 

Nu kennen wij al een waardentr1pel x,y,z, da.t voldoet aan de eis 
x + y + z = O uit de theorie van de thetaruncties. Immers volgens 
(4.4.3) geldt 

,...,4 0 4 1,4 
- t;I 00 + 01 + 0 10 = 0 

In hft volgende stellen wij daarom 

( (\ 4 k A 4k 8 4k 
~ = - 0 00) + ~01 + 10 (7 .8.12) 

Voorts volgen uit de formules (4.4.4) e.d. gemakkelijk de relaties 

(7.8.13} 

( 2 2 9 (w1 12 
g2-27 g3)= 10 "i"") 6 .~ 

(7.8.14) 

(7.8.15) 

De gevonden relaties (7 .8.11) zijn dus evenzovele re lattes tussen 

thetafu.ncties en Klein rs modulaire invariant J(,:);:: J., 
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Omdat M4 • ½ ~' geldt voorts de eenvoud1ge relatie 

(7.8.16: 

9. Klein's modula1re invariant. 

Tenslotte zullen wij nog eens J bezien, ook ala genererende func­
tie beschouwd: 

J = 123 J -= k c (k)xk. 
-1 

(7.9.1) 

Wij hebben in het voorgaande al twee eenvoudige vooratellingen gevon­
den, nl. 

j = 128 ~M-2 ""64 P3M-2., (7.9.2) 

(7.9,3) 

Ala bijv. (7.9.3) uitgeschreven wordt, onder gebruikmaking van 
(7.4.5),volgt de recursievergelijking voor de c(k)i 

k- 1 720 
n 't (k-n} c (n)= 0911 i 91 <5 11 (k)+ 600 't (k)}., 

-1 
(7.9.4) 

wat een bruikbare relatie is om de c(n) te berekenen. Er zijn wel ve~i 
aardiger formules te bedenken, want een meer geraffineerde afleiding 
levert bijv. 

k-1 
n n 't' (k-n) c{n1= 24 0 13 (n). 
-1 

(7.9,5) 

Langs deze weg kan men c (n) al heel geschikt berekenen en bovend.ic>L 
leveren dergelijke formules aanknopingspunten om eigenschappen van 

c(n) te bepalen. 
Wij hebben evenwel speciaal (7.9.2) gebruikt. Daarvoor moesten dus 

d ~-8 -8 0 -a e ontwikkelingscoefficienten van M_2 = "'oo + 0 01 + 10 word.en 
uitgerekend. De methode waarop dit gesohiedt is op zichzelf aardig 
genoeg om te vermelden. 

00 
Zij gegeven een macht'l'.'eeks n a(n)xn, met a(o) ~ o, en gevraagd 

de coefficienten b(n) van O 

00 n 1 oo } m-1 
n b(n)x =l n a(n) xn • 
0 0 

Door links en rechts logarithmisch te different.ieren ,en u1t te 
vermenigvuldigen, volgt 

00 00 ()0 CO 

n n b(n)xn n a(n)xn == (m-1) n b(n) xn n n a(n)xn, 
0 0 0 0 



dus 

of 

n n 
k (n-k) a(k) b(n-k)= (m-1) k k a(k) b(n-k), 
0 0 

n 
k (n-ml{) a(k) b(n-k)= 0. 
0 

Dit levert een recursievergelijking voor de b 1s: 

n 
n a(o) b(n)= k (m k-n) a(k) b(n-k). 

1 
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In de eerste plaats bevat deze wijze van berekening haar eigen 

controle, omdat de som blijkbaar deelbaar moet zijn door n a(O), als 

de optredende getallen tenminste geheel zijn, wat in onze arithme­

tische toepassingen bet geval is. Maar verder is het procede bijzondeJ' 

geschikt als de uitgangsreeks a(k) lacunair is, omdat dan slechts 

enkele termen van de som werkelijk optreden en dit is nu juist bij 

de thetareeksen bij uitstek het geval. 

10. Partitiefuncties. 

Tot nu toe hebben wij samenhang onderzocht met de delerfuncties 

en verwante functies, die een multiplicatief karakter hebben. Er 

bestaat evenwel ook een verband met de partitiefunctie3., dus met 

additieve eigenschappen van getallen. 

Zij p(n) het aantal partities van n in gehelen, bijv. p(4)= 5, 
nant 4 = 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1. Voorts ziJ 
~u(n) het aantal partities in ongelijke gehelen, bijv. pu(4)= 2, 
~venzo pu0 (n) het aantal partities in ongelijke oneven gehelen, blj'J. 

::iu0 (4)= 1, enz. Voorts pEu(n), resp. Pou(n) het aantal partities tn 

=!'en even, resp. oneven aantal verschillende gehelen bijv. pEu ( 4 )=-· 1 

~n Pou(4)= 1, enz. 
Hiervoor zijn enkele genererende functies in de notatie van 

:::1annery et Molk: 
co co 

qo (q)= 1f ( 1 _q2n) = Jr ( 1 -xn) = ~ 1 PEu (n) - Pou (n)} 
n 

X , 
1 1 0 

co co 

q1 (q)= ]' (1+q2n)= 1f n = 
Pu(n) 

n ( 1 +x ) = n X , 
1 

( 7 ·1 0 0 ·. 
(I " ,. ,t.- ... 

~ 0 

00 00 

q2(.q)= JT (1+q2n-1)= 1 (1+xn+½)= ~ ( ) qn, 1 1 0 Puo n 
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{7.10.5) 

En passar:t, voor q0 (q) geldt een stell1ng van Euler: 

00 k >'~k(3k+1) qr, ( q) ,~ k ( - ) .. ., 
\.I •·"<('CJ 

die niet diep ligt en een van Jacobi: 

(7.10.7) 

die wel d:.ep ligt. Voorts gelden ervoor nog enkele zeer ourieuze 

stellingen van Ramr.mujan: 

(7.10.8) 

3 7 4 "' 7 7 -8 00 n 7 qo(q) qo (q)+ 49 q,::: qo(q) qo (q) = n p(7n+5)x. 
0 

Deze genererende functies hangen direct met de nulthetas srunen. 

Immers is, zeals men gemakkelijk verifieert: 

800 qo(q) 2 
= q2 ( q), 

f\ 

qo(q) 2, ) 
tJ 01 :::, Q3\.Q, 

e ... ri 
1fo.1 2 

:::::: 2 q qo(q) qi ( q), 
i'-' 

8~1 2 'Ii 
14 q3r ) ::::: q 0 \ q ., (7 1·, '"'.'°'• .w<111_,,,: 

waarin e 11 :::::: iz e 11 ( z/t) voor z = 0. 

In de q-functies zijn al onie formules nu weer vertaalba.ar. De twf'c 

fundamentele relaties tussen de nulthetas luiden bijv. 

q1 ( q) q2 ( q) q 3 ( q) = 1 ., ( 7. 1 0 . : 4; 

8 8 8 16 q q,(q)= q2(q) - q3(q), (7.10.~~} 

en ook M3 bijv. wordt eenvoudig: 

~2 
M3 = - 48 q q b ( q). ( 7. 1 o . ., C) 

Voorts leidt men gernakkelijk enkele rekenregeltjes af voor negatief 
argument 

qo ( -q) = qo ( q) , ( 7 . 1 o . 'I 7 : 

q,(-q)= q,(q), (7.10 .18) 



q2(-q)• q3(q), 

q 3 ( -q) • q2 ( q) ' 

en voor gekwadrateerd argument: 

qo(q2)= qo(q) q,(q)~ ~(iq) q1(1q), 

~(q2)= q2(iq) q3(1q), 

en tenslotte 

8oo(q2)= qo(iq) q;1(iq), 

eo,(q2)= qo(q) q;1(q). 
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(7.10.19:: 

( 7. 10. 20) 

(7.10.21) 

( 7 .10 .22) 

{7.10.23) 

(7.10.24: 

(7.10.25) 

Met behulp hiervan kan men nu allerlei ar1thmetische en andere 
stellingen vinden. Zo vindt men nu bijv. gemakkelijk 

e-a{ > 8 -8( ) -4 -s( 2) 8( 2) 10 q + 10 iq = - 2 qo q q1 q ' 

maar anderzijds ook 

r, -8( 4) -8( 2) 8( 2) 
0 01 q = qo q q1 q ' 

zodat geldt: 

(7.10.2C: 

een stelling, die naast zijn functietheoretisch karakter ook een 

arithmetiach resultaat levert. Immers, zij leert, dat de ontwikke­

lingscoefficienten van 0 0~ eenvoudig gevonden kunnen word.en uit die 
e -8 van 1 n. Voorts ziet men direct, dat afgezien van tekens de coeffi-

• v D, -8 Cl -8 cienten van o 00 gelijk zijn aan die van or 01 . Het resultaat is, 

dat om de coefficienten van M 2 te vinden, zoals in sectie 9 nodig 
- 8 

bleek, men zich kan beperken tot de coeffic ienten van e 10 . 
Uit de menigte relaties, die men kan afleiden, zullen wij er nag 

een zeer merkwaardige lichten: Hoe gedraagt c (n) zich modulo 71? 

;J = i5 ~ M32 = ~ (~ M3) M33 = i Mg M33 - 'tft , 

J + ~ = i Mg ~3 = 2-,0 3-s q-3{qJ2(q)- q~2(q)-2:;6 q9 qr2(q)}, 

24 <;i3\:;cr2+35-71+3+:5 ~ c{n)/n}::: ½ qJ2 (q)- ½ q;2 (q}-235q9q;2 (q) • 
1 
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Nu is (i = 1.,2,3): 

dus 

qI2 <q)= qi(q) qI1 <q)= qi(q) qi(q71 ) {mod 71), 

235 = 1 (mod 71), 72 = 1 (mod 71), 24,35.71 = 0 (mod 71), 

q+q3+ ~ c(n)q2n+3 5 ½{q2 (q)q2 (q71 )-q3(q)q3(q71 )} -q9q1 (q}q, (q71) 

(mod 71). 

Als men stelt ci(n)= c(n) voor n ~Oen ct(O)= 1, is dus 

~ ci(n) q2n+3 = ½{~ Puo(n)qn. ~ Puo(n)q71n_ ~ (-)nPuo(n)qn. 
1 0 0 0 

(mod 71). 

Door vergelijking van de coefficienten links en rechts van q2n+3 
vindt men dan 

l~nt3J 
c•(n)= k 

0 

(7.10.27) 

Zeals men ziet., omvat de rechterzijde maar weinig termen, voor 
n~ 2 een term, voor 3-:s; nE 33 twee termen, voor 34~ n~ 69 drie termen.1 
voor 70~ n ~ 73 vier termen, voor 74~ n~ 109 vijf term.en., enz. 

Modulo 71 geldt dus bijv. 
C (-1) - 1 

cr(o) - 1 

c(1) = 1 
c(2) - 1 
c(3) = 2-1 = 1 

c(4) = 2-1 = 1 

c(5) = 3-1 = 2 
c(6) = 4-2 = 2, 

enzovoorts. 
Soortgelijke eigenschappen gelden modulo zekere andere priemen. 

Door M6 te gebruiken i.p.v. Mg vindt men bijv. een volkomen a.naloge 

congruentie modulo 47. · 
De voorbeelden van deze laatste paragraaf waren op grond van de 

numerieke gegevens gevonden en pas kort geleden bewezen. 
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Coll29u1um over theta-functles. 

Voordracht door Dr F.van der Blij 

4 Jun1 1952. 

Theta-functies en aommen van kwadraten I. 

1. Twee_kwadraten • 

.. 
Le.ten we beginnen met op te merken dat de bepaling van het aantal 

epresentaties van een natuurlijk gctal N door de som van twee kwadraten 
van gehele getallen ook zonder thetafuncties plaats kan vinden. We doen 
het echter nu met thetafunct1ea. We zullen eerst nog een identiteit be­
wijzen, en wel 

. (8.1.1) 

,. 

We bewijzen deze 1dent1teit door de thetafuncties els functies van z te 
beachouwen. Allereerst merken we op dat 

C 

ii 01 ( z) 

~10(z) 
in zijn 

J2.. (z) 
illgengestelde overgaat. Hetzelfde geldt voor het quotient Q... ~O 1l'.. , , 
.- 1/ OO ( z) U 11 { z ) 

zowel bij de transformatie Z ➔ z+1 als bij z ➔ z+ r 

zeals direct met de form.ules (1.2.13) te verifieren is. Hieruit volgt dat 

~~o(z) J~1(z) l1o<z)- J01(z) f1~(z) 

i;o(z) ff11<z) = lfoo(z) ll11<z) 
\ io/ 01 ( z) }' • 

l. V1o(z) 

invariant is, bij transformaties z -+ z+ .>i +/Ar , 
~e enit.· rnogelijke polen van deze functie: kunnen enkelvoudige zijn, gele­
tfen in punten congruent met Z=O of 2=½+½r modulo (1, r). Het punt z•O 

: is ec~ter geen pool daar de teller voor l=O gelijk aan nul wordt, l/ ; 1 ( z) 
en ·J10(z) zijn immers oneven functies van z. De beschouwde functie ka~ 
due alleen polen hebben congruent met z=½+½! en een elliptische runeiie 
met een pool per per1odepar. is een constante. Cm de waa~de van de con• 
stante te berekenen bepalen we met de regel van L'Hopital de limiet ve.n 
de besohoulf<ie functie voor z ....o. Deze wordt 

(l.. I (;. 't- 0. I 

V 01Cz) L11o(z)- Vo1Cz) V 1o<z) 
lim , 14- == lim 
z-+O LI 00(z) iJ 11(z} z-.o 

V ;1 l10-ll o; V~o 
- p ti 

,.i.~-, •.. .at:l. ti u 
• 



We schreven ale afkorting 
We gebruiken nu (4.4.1) en 

't-" G ; , 

a \ / 01 j/~ 10 / 1 
\ l r ·-u; :t. 
( ~,:i- 01 l, 10 J Tf i rr: oo 
/,.)~ (e1-e2) 

C,.L 
;/ 00 

Nu is dus {8.1.1) bewezen. 

We vonden dus 
I 

<+- ~ 
ii , ( 0 ) "" ii gh . gn 

vinden 

(8.1.2) ·," 01(z) 
4 

1-,.1 

1/ 10{z) 

Ii' 01 ( z) i, 10(z) 

'r 8,2 

(4.2.7) 

(4.4.4) 

(4.4.3) 

syllabus numero 4 en wel (4.6.4) 

~-- qn ( 1 )nq2n 
= ir tg iTz+4/r z___ .. -2n sin 2n 'if z. 

n=1 1-q 

Nu substitueren we hierin z==1/4.> em merken op dat uit (1.2.5)t/m(1.2.8) 
volgt J 10(-J-)= -i ·}·11 (-J-) en i/00 (;})= ) 01 (J), en vinden omdat voor even 

n geldt • 7r n O t 1 tt · s i.n ~ =~ ens· o e. 

(8.1.3) 
41 o;;- n 

-J , · . ffn 
} 00 =1+4 ) .. ~ sin --. 

n=1 1--q 2 

We schrijven beide leden als machtreeksen in q: 

() J, \.±CO n2 i 2 ,JlD.. N 
1/ 00 = 1 ;_' q <' = 1 + ,,( . r.2 ( N ) q , 

i =·tx'.) j N==1 
~ ' 

waarin 2 2 t 2 (N) het aantal gehele oplossingen (x,y) van x +y =N voorstelt. 
ro 

1 +4 ~/- )oo - qmn i n rr 1 4 2 . N ~ . 7r n "--- s n ~ == + q L_ sin~. 
n=1 m=1 N=1 d {N 

GelijksteU.l;_~:.,, van de colfffici~nten van q geeft 

( 8 • 1 • 4) r 2 ( N) ::=4 L sin ¥ . 
dlN 
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2 2 6 r (,.. . ) 4 , . n s rr 13 1r 65 ,r l 6 Voorbeeld: x +y = 5. 12 b5 = l s:tn -"2"+sm.T + s1n ~- +si~ J •1 • 

Het zijn (±4) 2+(~7) 2365; (t7) 2+(t4) 2265; (±1) 2+(±8) 2-65; (±8) 2+(±1) 2=65. 

2. Vier- kwadra.ten. 

z,e cerst de eerete regels vnn 1. Meer nu gaat het sncller: 
;1 •.,41 t;-, 2 
ro1+ loo=3( ·~) 0 1 (4.4.4) 

We comb1neren met (4.6.8) en vinden 

-~ 4 4 i"' 3 ' 2 2 _m_ ( -1 ) nnq 2n > • 
VO 1 + V 00 = ~Jf ). - 1 / 1 l.,J 1 + rr -B 71 L-- 2n ) 

Uit (4.6.7) volgt nu 

,c.. 1./ S· '1 3 t 2 
V 01 + ;• oo = ~ i J 

~ 4 q. q 
(8.2.1) Vo1 + 'oo= 

n':::11 1-q 

') 2 oo { 1 ( 1 ) n) 2n 1 ii'"c +8 7T ~-··- .. - nq > 
,L._ 2n \ 
n=1 1-q ., 

~oo_ . 2( 2k+1) 
2+48 ~ ..... (2_.k_+ __ 1+-,)9 __ ...,,..,..,__ to- '1-q2(2k+1) 

We ontwikkelen weer near machten van q • 
. 4 1 I q l/ ~ N . N _Q;)_ 2N 
'V 01 + 11 00 =2+ 2.- (1+(-1) 1 ) r1+(N)q =2+2 2 ___ r 4 (2N)q • 

N=1 N=1 

De ontwikkeling van het rechterlid van (8.2.1) geeft 

2+48 f'. t. (2k+1)q21 ( 2k+'1) =2+48 ~ q2N 2 --~~- cL 
k=O ... =1 N=1 d t'N 

d=1(2) 
We vinden zo dus 

(8.2.2) '· ./ - ·--··-- a . 
d}N 

d":=1(2) 

Om r 4 (N) ook voor oneven N te berekenen merken we op dat 
q '/ q l/ " -~ 'I 

V 00 = V 01 + V 10 (4.4.3) 

Indien ~ 4 (N) het aantal gehele x,y,z,t voorstelt met (x+~) 2+(y+½) 2+ 
+(z+,) 2+(t+½} 2=N kunnen we uit (4.4.3) afleiden 

Voor even N is dit triviaal, voor oneven N vinden we 

2 r4 (M)= f 4(N). 

Elernentair is in te zien dat 

mits N oneven is. 
Voor oneven waardenvan N vinden we dus 

(8.2.3) 
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3. Acht kwadraten, 

Uit de formules (4.4.4) en (4.8.2) kan men direct afleiden 
. s -, 8 ( 8 

(8 -3 · 1 ) -~00 + ~01 + J10 
-::--CQ_ r:- 2N = 2+480 2-. 1) 3 (N)q • 
N=1 

Vergelijking van de coefficicnten van de verschillende machten van q 

geeft ons de relatie 

(8.3.2) 2 r 8 ( 2N ) + y g ( 2N ) = 4 80 \T 3 ( N ) • 

Daar de afleiding van de formule voor 'g(N) hieruit nog al wat reken­
werk eist gaan we hier nu niet verder op in. We mogen verwijzen naar 

1 0' J,. ' 

het artikel van Prof. B.van der Pol: On~ non-linear partial differential 
equation satisfied by the logarithm of the Jacobian theta-functions, 

with arithmetical applications II. Kon.Ned.Alc.v.Wet.Proceedings Series A 

Vol LIV (1951) pg 272-284. 



1UTHEMJ1 TISCH CENTRUli, 

2do Boe~h~aveatr. 49, 
A ru a t e ~!_m_j_gJ 

C01} 0ani1.1m ov'-'r tf'~-:t"\-:Puncties • . ,...,, __ ...._ ____ - - -·-- ~ .... --
Vocrdr'lch t doo:.:.· Dr F. van der Blij 

18 Ju.ni 1952 

Th'.:lt:::i.-fun::ties e~ sommen ,ran k°1Nad:raten IL 

1. Inlsiding, 

T 9, 1 

Wa beschouwen de geh~le 
2 2 

xi + x2 

oplossingcn van de vergelijking 

2 
+ ••• + X = N n 

We stellen net a,,'lnta.l oplcssingen voor doer rn(N). De nogal guccmi:;li-,­

ceerde me-thode (een conglo:m.eraat van het werk van Siegel, Hardy, 
Li ttlev1ood en Dickson), hee:ft het voo't'J.eel een inzicht te geven :r.oe 

verschillende methoden te vH:rk gaan en hoe in het algem.een het prob leet"l 

van de reprE;ssntatit:- door kwadra.tische vo1men aangepekt kan worderi. 

rn(N) e rtir N. (9.1.1) r. n f·-·,1 == 1 + 
"00 . !i:1 

Verscl:illend._; cnderzoeki::1gen wijzen in de richt:::ng ve.n e2n r-5:i;..t.Y 

verba:nd tussen kwadrc.tischc vereelijkingc.:n en congrum1ties. WE, bE:,rtiH .. ml'.-.Y­

het aan tal op las siuge:::i ot n ( N,:?) van de congruGntie x~ + x~ + • ~ ., + x; .. 

-:=N(mod p), met ee::1 natu.u.rlijl-c getal P• 
\ r-· ~--·-- 2Trih( 2 2 2 N) . \ --- x1+x2+• •• +xn-1 

o<n(rt,p) = p-1 J_ ) ___ e P 
~ p ~p 

l. 

i:::: ·i, o ~ , 7 n 

'\''•-·~--·-
\\ 

L-- e 
h raod ri 

2 7i."ih 2 
--·-- ii" 

1:!e definieerden S( 2Ph) = ')~---_____ e P -- en merken op d9.t e;sze J<;finj J,:.,· 
X mod l) 

afwijkt van { 6. 1. 5) , -;1aarin van ce tv;eP getallen ?h en p geeist werd fta t 
ze onderling ondeelbaar moestcn zijn. In het symbo·,l Vlerd dan een bre~.1r­

streep geschreven- Vervolgens nor·merl3n we cxn (N. p). Er is VOl')r iec.er·e 

x:. een waaroe tereHc van p geta.l !.en. totaal du.a rl en voor de N even­
e!ns p vsaard,en,. 1Pe bestuderen ,;erder p-n+1 « n (N p). Nae.st deze ui tdruk-

king beschou.wen we: 

( ) 1 , -n+ 1 ( 'l\T ) ci< n N *" im p , o-:. n ., , p • 
n~ro 

We zullen in§ 5 bewijzen, dat deze limiet b~ataat, als Peen 

(9.1 .. 3) 

gekozen getalrij doorloopt b.v. de rij 1!,2! 3!,4!,5!, •·• • 



_Nu meet ook het getal rn(N) genormeerd worden. We doen dit analy­
tisch en normeren met het differentiaal-quotient van het volume binnen 

L xf = N naar N. We berekenen eerst het volume van een n-dimensionale 
bol I (R) = a Rn (~x~ = R2 = N) n n i 

lR 1: ½11" 
I (R) = I ( V R2-x2)dx = R I 1 (R cos fl cosp ar= an-1R~cosnye n R n-1 ,r n .. 

2 

,r½n ar 7(½n 
1 

d N½n = 77.zn ½n-1 Hieruit volgt a = r- (½n+1). dus dnn = dN itin+1 ~ rFfri; N • n 
We beschouwen nu als het genormeerde aantal oplossingen· 

rn(N)1(½n) · 

Jr°~n N -frn- 1 • 

We zullen bewi jzen dat voor n = 5, 6 7. 8 de ui tdruk:1dngen ( 9.,. 3) en 
(9.1.4) gelijk zijn. Hierio ligt de rechtvaardiging van de ietwat wille­
keurige normering van rn (N). Om de gelijkheid te bewijzen is no gal wat 
rekenwerk nodig. We weten nu al het een eh ander over 

(9.1.1) 

We bestuderen daarnaast 00 

e ~· it½nN½n- 1 (N) it i r N (9.1 .. 5) n = , + 0 r:1 r (in) IX. n e -

We bewijzen eerst dat-~ invariant is tegenover transformaties uit r;, 
,8-00 ... ·•····,c 8 

in het bijzonder r ➔ r +2 en r__,, ~. Vervolgens bewijzen we ~ be-
oo 

grensd is in het fundamentaal gebied van r3 • Hieruit volgt, dat het 
quotient constant is en gezien het gedrag voor [~ ioo moet B n = &~0 • 

De invariantie is algemeen te bewijzen (voor n ~ 5)* de begrenzing alleen 
voor n f 8. 

2. De funotie 0n. 
Uit de definitie volgt 

e 7r½n 2 
n = 1 + j( in) p :;:, h mod 

n(2h) 
S p ~ 1 1 Tf i ( t" - 2~) N 

L._ Nzn- e P 
p ? ~, . 

De verwisseling van de somm.aties over hen N is geoorloofd als de reeks 
absoluut convergeert; dit blijkt het geval. te zijn als ½n-1 > 1, d.w.z. 

n ~ 5. 
We gebruiken nu de volgende formule van 

(l) 

(- ;ti)g ~(l+u)g-1 e Ttit.(l+u) r .{g} l=o 

Lipschitz. 
+oo 2 TC.inu 

= L <t-2n)g • 
n=-oo 

We veronderstellen O ~ u ~ 1, g > 1 en Imt > o. Bet bijzondere geval u=1, 
g is geheel vinden we al bewezen in de 48 syllabus op pag, 12. 

/ 
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".'Te beschouwen nu de funotie w( z) 

Je integreren over C+D C is een 
cirkel met atraal 2N+1, D omoluit 
0 en ligt geheel ender Im{z)=Im(t). 
De enige :polen binnen de contour 
zijn r;=t-2n, -N ::::. n t N. De aom van 

de residuen in deze punten is 
+N 

,~- 8 2 it inu 
t / .... , ( )g • Als N ~ . nadert n=-N t-2n - -··-···---r--------'---4---+'-_...._.....--.i._,_--&..._.___._-1,._ __ 

de integraal over C tot nul, daar __ __.\r------1'--r-..;,--------ir__-

g > 1. Voor de integraal over D \_' 
schrijven we '\ 

~ ,nz-ge 11iu(t-z) fu • 'lfil(t-z)dz = 

]) 

I / I ,/' 
.-/ 

' ~-_.....-

I 

co 
== -(- Jfi)g 2 ~ (l+u)g-1e 7!"i(l+u}t 

l=o 
£1 .. T\iE(u+l)] -g e- 1t iz(u+l~j~z(u+l)·j·I. 
;~~ ~ 

Wanneer N .-:, co , nadert de integraal over D tot de integraal van Hankel 
voor de gamm.a-functie. De bekende relatie tussen contourintegraal en 
som.msiduen geeft nu voor N-'11-'ro precies formul~ (9.'."'.~). 

Passen we deze formule nu toe. aan vinden v1e 

.l 2-+cp_ sn(~k) 
( 9 • 2 • 2) t) = 1 + i :.rn Lim * in • 

n p .,.oo k;-...:-oo p 2 n ( p T - .. 2k) ·. 

Nu beschouwen we de breuk 2;~ en vereenvoudigen deze tot t· Dan geldt 

S(~k) = ~b S(~b), mits ab=. O(mod 2). Als echter in 2k en p even hoge 
J;' ti "l'i 

machten van 2 opgaan, berekenen we,. (p::::2 p1' 2k=2 k1, A )J, 1, k1 en p1 
oneven) ;r1.k1 2 

2-.r·k 2 -- P1. (x+p1) :::: 7r"k ~ 21ikx2 
S( 2k) --)_. 8-4-x __ "-.. e 1 11?1 p"" . •2i::· 

J:!' · L e e ==-f: , ,,.. .; 
p X moap· X mod p X rn.od p .i 

Dus is in dit geval ff:) = O .. Nu definieren we S(~) = 0 ala (a, b) > 1 

of als ab ·==- 1 (mod 2). Dan vinden we 

0 = 1 + 11n L L _ sD<t) -_ • 
n a:;:-OO b= 1 bin( b T-a) iii 
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). Het gedrag van 0n onder tranaform@:ties uit [ 3• 

Vervangen we a in de sommatie van (9.~.3) door a-2b, dan vo 1.gt di­
rect 
(9.3.1) 

We berekenen nu verder 

+..QL a, 8n(a) e <::.1) - 1+1¼n ~ L ___ ..... b __ _ 
n 1 - ✓----- n/2c-'6 )n7~· a=-a:> b= 1 b - - a r 

We gebruiken nu de reciprociteitsformule voor somm.en van Gausz (6.5-1) 

s(~) = s<=!> V ¥-· 
We beschouwen eerst de term met a=O; deze levert (-it }in. De term.en 
met a) 0 leveren: 

.JD- ,,.$J.. sn(-b) (121) in 
1½n ' \ a a 

L-··· L n/2(-b )n/2 = a=1 b=1 b T -a 
De term.en met a ( 0 leveren: 

_,__ ~~ f_-- sn ( l!) ( ll1);,, .1.... .1.... \..£.l <!"- s" (!l) 
1 --g-n a -a _ -1ru( . r ) +1,Ju. L a 

a= b=1 bn/2(;.b +a)n/2 - 1 ... l fu b=1 aii72(at -b)¼n • 

Nemen we nog de term 1 erbij, dan vinden we 

[ 
....m. 92 $11( ~) ., 

en<i> = (-i ')+in 1+i;,, /. - ~-=- n/2( iiiiJ 
a=1 b=-a:> a a 'C -b 

oftewel 
(9.3.2) 

We vonden al eerder 
,, 00 ( t + 2 ) = J 00 ( ! ) 

iJ o o c "i-, > = ( - i t r! Joo ( -r ) • 
an r-

Dua~ is invariant onder r 3• 
voo 

4. Het gedra_g van tjn~O in het fundamentaalgebied. 
Het is duidelijk, dat de fu.nctie overal begrensd is met uitzonder­

ing eventueel in de buurt van de pu.nten t • ± 1, de randpunten van het 
fundamentaalgebied op de singu.liere lijn. We beatuderen a.lleen r = 1 .. 
We stellen t = 1 - i en la.ten T ........ ico , zodat r~ 1 binnen het fundamen-

J. Jt'T 
taalgebied. We voeren nog in e 1 = x, zodat x-+ 0 1 a.ls T _.. im • 

1'~0 <1- i> = Jg1c=i>= <-1Trin J~0(T) 

(9. 4 .1) ~ go< 1- ~) = (-iT) be 2x¼) nc 1+:z:2+ ••• Jn. 

Vervolgena be:ekenen;: ~ ~ sn(t) . 

ftn( 1- ¥) = 1+1 L- '--- n/'2( 1 a)in 
a=-m b=:1 b 1- T - b 



1 + 

We bestuderen nu 

S( b-c) \" --·· -· 
_ li"ic x2 

( - 1)x e b (-c) b = / . 
X iJ'l.Od b = 801 b · 

We definieerden s01 analoog met J 01 • Voor 

geldt als analogon ,ran (6.5.1) en (1.3.3) 

daze nieuwe sommen van Ga.uaz 

(9.4.3) 
waarl::ij 

7ti b( x+t) 2 
~ (b' "-, · ·· e c - • 
'-' 1=,1;.: 

10 c x mod c 

Het bewijs kan a.naloog met dat van (5.5.1.) geleverd worden. l~1e redu.ceren 

nu op dezelfde wijze als in de vorige paragraaf. 

1 ~ ~9.L ~CIL- s~ ( B) G (1-~)=i1.m(-·Fr)·;nL /4. 7 ,Oc • 
n .,: c',;f b~=-~ en 2 (cT-b)n/2 

c=1(2) 
Hier voeren we nu in b = A c + ,k , waarin fl alle gehele getallen en ),t.. 

I I 

een restsysteam modulo c met ( ~,c) = 1 doorloopt. Nu volgt uit de defi­
/ 

nitie: ;rj)\ 

S ( )\ c+ IA ) = e T S ( t!:-) 
10 C 10 C 

Het gedrag voor 
~ 

bepaald door (,-iT)"!tn 

T --,.ioo , x ._...Q wordt.,op 
2u bl n x • Het gedrag van Tn 

00 

+oo \ . 

'----­
~ =-<D 

een constante factor na 
dus door x2u-i-n. Di t qu"•-

tient is begrensd ala 2u;. in, d.w.z. voor n ~ 8. 

5. Uitwe:rking van de resultaten. 
We bewezen dat yoor 5 ~ n ~ 8 

,r-:.i"nN·bl-1 
(9,.5 .. 1, rn(N)::; F'[iii) · rXn(N}, 
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of wat hetzelfde is 
( q " r.; • 2) 1'i- n - I' 

- ,., 11 00 - v n • 

We tract.ten nu YOOr r non een eenvoudige ui tdruk':.:ing te vinden .. 

'Ye zouden :n;nnen aa,nirnopen bi,j (9.2.3) 1 hierin Sn(t) invullen en dan 

de optredende Poi:icar0- of Eise:1stein-ree1i;:s omzetten in een Lambert-reeks 

( ve::.·g, :i;eg. T 4, 12) en deze in een nachtre!='kS naar q. Vo~,ral vo "'! n = 8 
wordt dit eenvoufig, Aaar s8 (t) = b4

1 mite (ab)= 1 en ab~ O(mod ?). 
Een andere mogelijlrheid is echter aan te knopen bij (9.1.3). We be­

wijzen eRrst 

( 9 • 5. 3) o( n ( N 1 P1 P2 ) = I)( n ( N, P1 ) IX n (r:r, P2) .> ( P1, P2) = i · 

Laat ))p1+ 
0
!t.p2 = 1 en Laf 2 N(mod p1), ) bf= W(mod p2). Dan zal 

c 1 = ,~ p2ai + A :p 1 bi een oplossing mod p1 p2 zi jn. 
I 

,') P1 rJ~ ) 2 2 2 ~ a2 2 2 2- b? 2 l~A p 1 p2 ~ a i b J_ 
_, 

l.l\. P2 L- + I~ :P1 +· 
. - / 1 l. 

2 2) ? 2 2 ~ b~ (mod P1P2) - }'C P2 - a':' + fl P1 1 J.. 

- IA2 2u ~ 9 2 ) -F-p21~ + ✓ .::.:p1N(mod P1P2 

::: N (mod p 1p2 ) • 

We kunnen ons dus beperken tot de berekening van txn(N,pi'I ), waarin p 

een priemgetal is, Be:."'st rekenen we voor oneven priemgetallen. We begin-­
nen met (9.1.2) 2 Jr ihN L --7--

- >. ( n-~ 1 ) ,, ( rJ A \ _ - tln e p 3n, 21,1,,) • 
p (X n •'Ip } - p --- I') \ 'I 

\Ve schrijven h 
((k,p) = 1) 

· h :no a p' p 
k n - 9 0 -i. ' d' ~ = p ' en somrr1eren over f = , 1 , 1; •• n en ,:e mo p 

= 1 + 

= 1 + 

~ "·-· - /! n , 
p l__, 

y =1 

.-----1 

p -1 n _/ -·--·- e 
k mod pP 

(9~5.4.) = 1 + ) __ 
() = 1 

ii in ( f' . , ) " -.- p -1 •-·:':-rn - 4 P ., , e 

e 

::::: 

2 ifikN 

Ala we in do som O"''l: }.: n:i som:rnatieveranderlijke vorvengBn door k-t-y, 
2-riN 

... p~':T 
koret" er een extra f.1.ctor e ·· • De som over k in dus nul, tenzi j 

p f- 1 / N. Als p u,. de de hoogste in N o:pgaande macht van p is, breekt cle 

som over p dus af bij µ+1. Hieruit blijkt, de.t de limiet voor ll-j> ro 

bestaa t, waarmee een promtmoriepost ui t [ 1 is behandeld. Het ia• nu ncoi,i, .. 

zakelijk de gevalle:1 van even en oneven n apart te beschouwe:m. Het ean*• 

voudigste geval van even n beschouwen we hier. 
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Uit elementaire beschouwingen volgt voor de sommen van Ramanujan: 
2 1tikN 

>-. ... . . 1 
e --;r = pf ( 1- _pi) als f f:,A 

k :iod pf 
A,L. 

=-p. ala p = /<-+ 1. 
Bovendien is nu 

TriYl( C ~\ - --;--- p I •• I J 
A 'T 

dus 

.. 
= l 1 -

Vervolgens 1 )) 

( 9. 5. 5) TT :p- 7\( n-• 1) 
p 

pf2 
Nu hebben we nodig vo,n· !'=6 

En 'lOOr n=8 
( 5 ) - ( 1 _n_,A) ( \ __ .. ··-·· k-4:_ -1 = 
9 • • 7 / I , , J; , -- , / __ • - . _ • J' 

p/.2 _ 1~ .:-1(2) 

•,~1e berekenen nu ve·2der O'. (N 2 J\ ) • n , 

2-A(n-1) ex (N,2(\) = 2- :>in 2.----····~ e n n h mod 2 

--···-' 
•• 'I + -:::--· r;i-p ::1 "· l- (. ) ________ •· e 

(. = 1 k l'lO r1 2 1 

l 

= j + 

(9 .. 5.8) 

2 

= 

= 

(b.vo Bro1:1v1 ick~ Irifj_ .. 
nite Series p.300). 

We beperken ons nu wec3r tot n=S en n=8 .. 
Voor n=6 Js 1e SOTil ov~r k geli;ik nul, tenzij 2 P-lN-2 r-2 _:) \. 

Dit kan als N - ·<"'Jr,, net oneven M:, alleen gebeuren alo e = f-"+ 2 .. Do..:1 
vinden we dus 



(9.5.9) 

1 + 

= 1 -

\------ I 

2-3 <r- + 1 ) 2. ---··:--M, 2 
k mod 21 + 

CM1)2-2(;u+1). 

Voor n~g vinden we daarentegen 

e 

T 9,8 

TTtk (M-3) = 

>, . 
2-'h(n-1 ) (X'.n(N,2 1') = 1 + 5-_ 2-4 ( f - 1) ."- e 

f =2 ,u. k mod 2f 
De som over k is nul voor f >/U+1, is -2' voor f =,A-+1 en is 2 f-1 
voor p <;U- • 1 

(9.5.10) 

We vinden dus voor n=6, gebruik makend van 
(9.5.5), (9Q5.6) en (9.5.9) 

als ,"'1 ) 0 
I 

als )/'- = 0 

(9.5.1), (9,5,3), 

r (N) = rr-3 .N2 ._lg. ( 1-(::.1) 2-2;.,(-2). L (=1) a-2 = 
6 2 y3 M d\M d 

= 4. f 22 f+2 -C=-1)j.., • (=-1.). L c::J.) a2 • (N= 2fAM), l M M d!M d 

en voor n=8 1 gebruik makend van (9.5.1), (9.5.3), (9.5.5)) (9.5.7) en 
(9.5.10) 

als N oneven is. 

Tie berekening van r 5(N) en r 7 (N) kan ge'mgUJ:"&n uitga.ande van (9.5.4) 
en ( 9. 5. 8). Er zijn geen wezenlijke moeilijkh;~;;~r,--alleen warden de 
resul ta ten minder overzicht lijk. -._______._ 
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