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Analytische getallentheoric.

e stelling van Dirichlet over de priemgetallen in een rekenkundige reeks,
(Litt. Landau: Zahlentheorie I p. 79 = p. 97).

Algemene beschouwingen.

In 1837 1is door Dirichlet het eerste strenge bewijs geleverd van de stel-
ling:
In_een rekenkundige reeks, waarvan het verschil en de eerste term onder-—
Tling ondeelbaar zijn, komen oneindig veel priemgetallen voor, (Dirichlet,
Abh. Berl, Akad. 1837). De juistheid van deze stelling was reeds lang
vermoed (Gauss, Legendre). Het is duidelijk dat in de reeks
u, =2+ nv
de voorwaarde (a,v) = 1 (a ond. ondeeclb. met v) noodzakelijk is, opdat er
primgetallen in deze reeks kunnen voorkomen. Of deze voorwaarde voldoende
is, zelfs om te bewijzen, dat er in deze rij ten minste 1 priemgetal voor-
komt, is bij algemene a en v tot nu toe met elemembaire hulpmiddelen niet
gelukt. Wel zijn bijzondere gevallen elementair bewezen, o.a.
U, = én - 1,4n - 1, mn + 1
(vgl. Polya-Szegd, Aufg, und Lehrsdtze II p. 134). Lejeune Dirichlet
heeft de stelling volledig en streng bewczen, maar dit bewljs vereist
diepgaande en verfijnde analytische hulpmiddelen.

Wij beschouwen de rekenkundige recks

u, = 1 + nk (1,k) =1,
In laatste instantic komt het bewijs van Dirichlet neer op het bewijs,
dat

R
L08R 5 o als s — 1. (1)
=T pﬁ N

(p doorloopt de priemgetallen = 1 (mod h)). Hieruit volgt n.l.; dat deze
som niet leeg kan zijn, en ook niet slechts een eindig aantal termen
kan bevatten. (Er is hier nog meer bewezen dan nodig is, want ook bij
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N
L
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oneindig vele termen zou nog ithigﬁaE begrensde waarde kunnen

zijn). [ ¢ p”
Het bewijs van (1) wordt teruggedbrecht tot de beschouwing van
de reeks - _A(2)
_nﬁ.wﬂ?ﬁyw
fzy

waarin a alle positicve gehele getallen =
Hierin stelt

N\ ()
het gymbool van Dirichlet veor, gedefiniecerd door

A (2) z/log p voor a = p° ¢ > 4
0 voor allc andere a> 0

;
4 (mod k) doorloopt.

¢ -J‘ Log ~ T a -
2 A8 = c==hgB g 5 legp ST logp o+ ...
azé a” /Jf/ P 4 4 /T/ p3%
e - e e 4 5
Neem s recel »1, P"/ .
log_ - log p 4 )
/Dl-—‘/ 33‘/ P /A P p
>Q
> / X1 " log =&
< lo {}—w A LS F g 08 p_ og_a
2 loee (L s by S PeTY C 4o Eeh
5 p p f
oY) 4wl
4{ 2;_ 2—£9%~9 (vegrensd 1)
a=] &
Het is dus yoldoende, als bewezen wordt :
fg:; J“éa) -2 &7 yoor s 1, (B)

Aa = &

De som in (B} wordt in verband gebracht met de reeks:
w -
j;w ,Agal
(o au

a':—/ 0 " 3 .
wacrin de rekenkundige functie l‘(a) aan verschillende eisen moet vol-

doen, wasrven de voornasmste iz

X (a) =0 ()
als a e¢n k een deler gemeen hebben, dus (=,k)> 1.
De functies Y (a), diec in de beschouwingen van Dirichlet een hoofdrol

Dirichlet stelt a2lle karakters X (2) op, welke behoren bij vastggegeven
k., Dit geschiedt met behulp van de primiticve wortels modulo F /4F>7)
Yiet dezce Weschouwingen zullen wij onze systematische behandeling begin-
nzn, Om de bovengenocmde karakters'x (a) te kunnen definieren, is het
nodiys de theorie der primitiewe wortels (mod n) te kennen.



§4, Primitieve wortcls (mod n).

Definitie: m geheel 2 0, (2,m) = 1.

T

Mcn zcgts 2 behoort tot de cxponent £ (med m), als

£ =1 (mod m); en "k‘§31 (mod m) voor 1 < k < f,
m,a.w, £ is de kleinste gxponcnt > 0 wasrvoor b = 1 ( mod m) wordt.
<A) = 1 (Fermat-Eulcr).

b O

f besteaat zeker, omdat &’

Stellingg?:“A % o tot f behoort, drn is veor b1} 0, b22 0
1 — 2 —r A
a ' = a (mod m) - bq\,_ 5 (mod ).
i.h.b.:1) ap, a1, e af"1 zijn incongruent (mod m)
2) 8° =1 (mod m) =2 £ | b (d.i. £ deelbasr op b).
3) ¥ (m) (Fermet-Buler)

Bewijs:1) Neem ean b, 2 b1:2/0

b b, - b
) 1" e (mod m) —> a e T =4 (mod m)
1@2-1)1 —af +r, g0, 0§ <1z,
dus b =b ‘
-2 1= _af + 14, T .
1% a = 2 b, ’z’s-ﬂb; +(r(3%d m)b1 r=0, flb 50
2) b,=b, =qf — =2 = = (mod m)
Stelline 2: q is esn priemgetal, - > 0, qv | p-1.
Dan is er een a, die tot ql (mod p) behoort.
Bewijs: Het aantal wortels van de congrucntie X T =1 (mod p) is

B A e ]
| et -_-———-———--

‘-——‘S E—i {p-2 (omdat p .5,2)

L
ETQE? gte °t dus zeker ten minste één cy 1 L e p -1 met
c 4 #1 (mod p). Q;%
Stel o =o 4

7

ad = Pl = g (mod p).
Als ~ %ot f behoort —> f lql, dus als £ #£ q1 moet £ | g
Aug 1 b1

ad =c 4 = 4 (mod p) (tcgenspraak), dus f = gl.

1-1

Stelling 3: Er is altijd ten minste 1 getal g, dat tot p-1 (mod p) behou
(p is altijd priem).

Bewijs: 1) Als p = 2, dan voldoet g = 1.
2) Als p > 2 is, ontbinden wij p - 1 in priemfactoren

r 4

por = I b7

Nz
Voor r = 1 zie stelling 2.

Voor r > 1 kiezen wij op grond van stelling 2 voor iedere
n=1,2, ... reen 8 behorende bij pi?



Dan bewijzen wij :
r\

g = 7r &, behoort bij p-1.

ME/}
Stel g bohoort blg f. flp-1. 41s £ £p -1 = gonder
beperking £ | P

1= gB21 ::a-E:i Pzl = aB=1 (yant pin / D=1 e
T =& /?za%p =23 (went P = (n = 2,3-7.

Dusg p'l, ; p-1 (st. 2) tegensprazk.

i
Definitie: Tedere g, behorende bij p-1 (mod p) heet primitieve wortel
(mod p).
De mechten g%, g, .. £P~2

s stcllen a2lle gereduceerde restklassen voor.

Stelling 4: p > 2, 1 » 0. Er ias eccn g, die tot ¥ (pl) (mod pl) behoort,
Bewijs: Voor 1 =1 zie stelling 3,dus verder 1 > 1.
Stel g is primiticve wortcl mod p. Dan iy ¢ zo te bepalen, dat
27V 34 (moa p?)

want als de primiticve wortcel g zou voldoen aan gp_1 = 'I(mod.p2)
dan voldoet de primitieve wortel g+p =2an

(e+p)P T =g & (p-1)gP%p =1 + (p-1)2""% F= 1 (mod p?).
Wij zullen nu bewijzen, dat iedere g, die voldoet aen gp 1% 1( mod p )
tot (/(pl) = pl 1(p—1) behoort.
oo i "2 (p-1) 1-1
Vollcdige inductie: Als gP P =1+ hyp” D f hy (zeker waar
voor 1 = 2, Femat en kcuzc van g), dan is
1=1
g? (p-1) =(’l+hlpl he - 1+pl£ h

21-3 1
3

+ b, ° 9-51 91'1 + mp

1 1

1+1° » f By 41

wanner g tot £ (mod pl) bechoort —2 f / pl'1(p—1).

g behoort tot p=1 (mod p), dus gf =1 (mod p) met p-1| f, waaruit
volgt: £ = p™(p=1), 0 < m £ 1-1. 4ls dus f £ pl"1(p-—1) is, dan is
f | pl"z(p—‘l) dus gpl_g(p"” = 1(mod.pl).Te-genspraak !

Op deczc wijze is het bestaan aangetoond van ten minste 1 getal g

bij iederc modulus pl(p >2, 1 >0) met de eigenschap, dat alle
machten

g™ (1 &n et e-1) = ¢ (1)
twee aan twee incongruent mod p~ zijn. Zc¢ zijn bovendien alle on-
deelbaar door p. Zij vormen dus ecn gereduceerd restsysteem mod pl_
Het even priemgetal 2 gedreagt zich, zoals in de meeste dergelijke
gevallen, afwijkcnd. Hier is geen enkel getal g aanwézig met de
elgenschap, dat alle machten

g™ (1 <m\<2l— -9”(2
twee aan twee incongruent mod p zijn, wanneer 1 > 3 is. (wvoor
1 = 1 en 2 voldoet het getal g = 3).
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Voor ieder oneven geheel getal g geldt cchteur de stelling:

: -2
g%%?(zl) = gzl :gg 1(moa 21),
Deze stelling geldt inderdesd voor 1 = 3, g2 = (42 + 1)253 1 (mod 23).
Inductie: Aangenomen de stelling gclét voor ccnm willekeurige exponent
1> 3 dus
-~ -
gzl LEE 1(mod 21} of g21 ) = 1 * h.Zl

dan geeft kwadratering:

21-1

g =1 + h.21+1

+ h2.22152 1{mod 21+1).

Er is dus gecen primitieve wortcl mod 21.
Er zijn wellicht getallen, die behoren bij de exponent
% ‘f(?l). Zijn er inderdaad zulkec 7
Ja !

Stulling 5: Voor 1 > 2 behoort 5 tot q><21> = 2172 (moa 2%

Bewijs: Voor 1 =3 is 5 % 5 nod 8
525 1 mod 8,
Neem aan, det de stelling geldt voor zekere 1 2> 3 dus

21~3

5 =1+ 2t 2.f’hl
dan is
o1-2 1-1 2 1 1-1 1
5 = (1 + 2 = 12t (ny 2t ny) = 14ny 2 2 41,
dus:
o1-3 1-2

57 % 1(moa 2b), 59 = 1(moa 2%)
LAls 5 tot £ behoort, dan

1-3 1-2
f 7L2 R f‘? dug f = o+=¢ . w.t.b.ow,
De getallen 5°(1 < m §;21-2) behoren dus tot '%.%7(21) rest-

1
klassen mod 27, 1m0

De getallen 51, 52, . 52 (&)
zijn dus twee aan twce incongruent mod 21.Evenzo zijn de getal-
len 1-2

_51, -52} ° v _52 (b)

twee aan twee incongrucnt mod 21.

Alle getallen van de 1° soort zijn = 1 (mod 4)

die van de 2° soort = -1 (mod 4),
De getallen uit de beide rijen (2) en (b) vormen dus samen een
gereduceerd restsysteem (mod 21).
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Analytische getallenthecorie II.

Uit de laatste opmerking in de vorige syllabus volgt de stelling:
Stelling 6: Voor 1 > 2 voldoet ieder oneven getal a voor een bepaalde
wazrde van b aan de congruentie

— a-l b 7
a = (-1)"¢ 5° (mod 2%) b > 0.
Deze congruentie gc¢ldt voor een bepaclde waarde van b uit
een bepaalde restklasse mod 2172,

§2. Karakters.

We zullen nu zien, hoe met behulp van de primitieve wortels de
vroeger vermelde karakters van Dirichlet kunnen worden gedefinieerd.

In deze paragraaf stelt k > 0 een vast gegeven gehecl getal voor
(het verschil uit de rekenkundige reeks: u, = 1 + nk). het aantal ge-
tallen <k en onderling ondeelbaar met k, dusy'(k), wordt verder h
gesteld, Wij zullen nu nagaan of c¢r getallenthecretische functies be-
staan, die aan de¢ volgende eisen voldoen, Getallentheoretische functies
zijn functies, die allecen Ttepaald worden voor gehele waarden van hun
argumecnt.
Definitie: Een getallentheoretische functie ) (a) heet karakter mod k,

als deze voldeoet aan de volgende 4 eisen:

K (a) =0 voor (a,k) > 1 (voornaamste eis),
% (1) 70, dus ¥ (2) nict steeds = 0,
04 (a,.85) = x (a1).'l,(a2) voor (a,,k) = 1, (ayk) = 1

(dus wegens I geldt deze multiplicatieve cigenschap
voor gechele waarden van 8y, a2),

—
el L

—
H
i

v X (a1) =) (a2) voor a, = ag(mod k), (a1,k) = 1
(dus wegens I altijd voor a, = az(mod k)).

o'
@©

Voorbeel

[=58

Voor kK = 4 voldoet aan deze eisen:
voor a = 0(mod 4). A (a) =

l
!



a=1 (mod 4) Y (a) =1,
g =2 " A (a) =0,
a =3 ( " ) 7Z(a) =1,

Uit bovenstaande 4 eisen zijn reeds verschillende eigenschappen en

ste 1lingen voor de karakters (mod k) af te lediden.

Stelling 7: Voor ieder karakter is X (1)

Ee js: ITI— /4 (1) =7 (1.1) = A (1)1 (1), dus wegens II — 1. (1) =

Ste llnﬁ 8: Als (a,k) = 1, dan is:

o (a)}k =1, m.a.w. 1 (a) is een kdemaohtswortel uit de
eenheid en}%_(a)i: 1, dus [ (a) £ 0.
Bewijs: a®= 1 (mod k) (Fermat - Buler)
P = A = 1 () =
Stelling 9: Bij iedere gehele k behoren een eindig aantal karakters,
¢n wel minstens 1.

Bewijs: Volgens stelling € behoren bij iedere a uit 1 & a.é k de karak-
ters A (a) tot een sindige waardevoorraad, n.l. O of een h9®-
machtswortel uit de cenheild, Wegens IV geldt ditzelfde voor
alle waarden van a, Dat het aantal karakters minstens 1 bedraagt,
volgt uit het feit, dat

A ey = § yoor fadi> 1 (1)
aan alle eisen I ... IV voldoct.

Het speciale in I gen0pwde karakter wordt hoofdkarakter genoemd, en voor-

gesteld door )

In het algemeen zullbn karakters complexe getallen zijn.

Onmiddelijk duidelijk is:

Stelling 10: Als X (2) een karekter i1s, dan 1s ook het toegevoegd com-~

plexe getal A (a) cen karakter.

Bewijs: De voorwaarden I ... IV zijn vervuld.

Stelling 11: E::l(a) b voor %’O
o /7 0 in alle”andere gevallen.

Hierin betekent E:,, dat a ecn positief volledig restsysteem (mod k)
a-
decorloopt.

Bewijs: _ )
T Vbor‘x Oigg;{(a) = >4 =nh.
w fa K= 1

Vanncer er nog anders dan hoofdkarskters bestaan (dit zal later blijken),
dan sluit dit in, dat er een getal b > 0 moet bestasn met

(b,k) = 1, A (v) £ 1.
Vet & doorloopt ook ba een volledig restsystecm, dus
=S f(a) = Zhma) = Z AN (a) = 4 () Z27h(a) =5 %(b)
o 2 a a

dus
S(1-A4(v) =0 ~—> 5 =0.



Stelling 12: llet 7L1(&) en ;42(a) is ook %41(a))42(a) een karakter,
i.b.b. % 2(a), & 3(a) cte. zijn karakters.

ijs:s I tot IV zijn vervuld.

In stelling 9 is bewezcn, det het aantzl verschillende kerskters (mod k)

1dig is. Noem dit arntsal voorlopig c. (Later zal werden bewezen,

dat ¢ = h).

Stelling 13: Doorloopt 7, (2) de¢ rij ven 2llc ¢ verschillende karakiers

A4y Asla)y on A (o) ()

¢n is 7im(a) cen willekeurig cxemplaar uit deze rij, dan
A

is de rij]
Kl®) 4o X () A ple)s oo X (@) B () (3

op de volgorde na gelijk arn de rij (A), m.a.w, met A (8)

doorloopt A (=) 7 "

Bewijs: De exemplaren uit (B) zijn alle verschillend voor (a,k) = 1
want uit

Anle) Bra) = Ao (2) Xy ()
volgt, wegens Xnga) £ 0 (s%.8)
;L l1(a) . 12(3), dus 1, =1

(2) de¢ rij van alle karskters,

1 7 72°
Vancelfsprekend geldt dit ook als (a,k) > 1 is.
Ne ¢ functies 7im(a) ?ﬁl(a) (L =1, 2, ... c) zijn alle karakters

(st. 12). 2ij vormen dus ¢ verschillende kerakters, dus alle karakters,

Nu komt de belangrijkste steclling over de karakters, wearin de ka-
rekters worden geconstruserd. In de voorgaande stellingen was niets
o

nodig uit § 1. In deze stelling wordt het in § 41 behandelde apparaat
der primitieve wortels in volle omvang toegepast,

Stelling 14: Voor iedere 4 > QO met (d,k) =1
d # 1(mod k)
bestaat een karakter ]3(d) A 1.
Bewijs: Wegens d # 1 (mod k) bestast er

Hx p>2 120

p

of
o)k 1>0
zodat

d ;;1(mod pl) of (mod 21).

a) Reschouw eerst 4 & 1(mod pl) p>2, 1> 0, pllk, dus p,% d (wegens
(d:k) = 1)- s
Neem nu een primiticve wortel g(mod p~) (st. 4).
Wannecer a een getal is met (2,k) = 1, dus p * a, dan is er een be-
naald getal b g 0, zodat

-



o = éb(mod pl).

Wij zullen nu bewijzen, dat
27Ti.b
f (n) = BTTTD=TT
een karskter is (pl"q(p~1) = %)(pl)).
Went:
II 7 (1) = 1, wegens b = 0.

IITI Als (a1,k) = 1, (ﬂz,k) =1 ¢n b1 en b2 worden bepaald door

Y

e _ Vo,
61 5 ny = g°2(moa pl)

—

i

dan is 2T i(b4+ bo)
— ; L

a4 :igb1+b2(mod pl) en %/(a132) = e v{p)

= A (2,) X (ay)
IV geldt vanzelfsprekend, wont a1if az(mod k)— ¥ ;-az(mod pl)
" dus b, = b,
Tenslotte is er, wegens 4 ;;1(mod pl) en p.% d een getel r te be-
nalen, zodat
a = g%(moa ph), RP(pl)/} r
2 7T ir

X/ (d) = e—wm ;é 1. w.t.b.w.

b) Stel dEE 1(mod 21), 1>0 Bllk, dus 1 > 1 (w=nt k cven, dus 4 on-
even, dus d = 1 (mod 2)).
Nit geval wordt weer gesplitst inc b1) d = 1(mod 22)
b,) 4F -1(mod 29),

b,)d F 1(mod 2°) due 1> 2.
Volgens stelling 6 geldt voor iedere = met (e2,k) = 1 dus (2,2) = 1
=1
a = (=1) 2 Sb(mod 21)
voor een bepaalde b-> 0.
2T ib
Nu is A (&) = e € ° gen kerakter, want:
II A (4) =1, omdat b = 0,
IIT voor (a1,k) =1, (ag,k) = 1 bestaan bij a, en a, bepaelde
getallen h1 em b, met

zZ
- <~1>%:'1 501

a

I

1 , (mod 21),
62—1
2, = (1) 27 502
aus a1a2-1
agey = (1) 5°1%P2(moa 2%)

want
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o — \ bl -
(t1 1,(m2 1)
is ¢en vicrvoud,
2Tri(b1+b2)
b (nymp) = e eme = X(P ) L (e,).

IV geldt vanzelfeproekend: 2, Eizag(mou k) e,

Dus

Tenslotte is wegens
a EE 1(mod 27) met d = 1(mod 4)

— T 1 1-2 |
d =5 (mod 2 en 2 r
2gir (

o “51':'2'
L) =« # 1. e
bz}diﬁ -1(mod4). Dan is X (&) = (-1172 c¢on karokter voor (=2,k) = 1,

want

1 X (1) = 1. 400~ a4-1 4+ az-1
111 )((a12)..(1>’j""2‘“ (-1) ¢ 2 =%<a1)7ﬁ(a2)

IV veanzclfeprekend, omdat 4}k
Tenslotte is

A(a) = -1 #1.
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Analytische getallentheorie ITI.

Stelling 15: Wanneer bij gegeven vaste a>0 over alle ¢ karakters wordt
wordt gesommesrd, dan 1s

Dz js Als a=1 (mod k) bestaat de som uit ¢ termen 1eder 4.

&
Als (a,k)> 1, zign

o)

lle termen nul (volgens def.)

o =
— S N

%) Als (a,k)ﬂ, a;f.’-ﬂ is, dan kan in verband met stelling 14 een
karakter A , worden gekozen met /)/ (a) F1.
Dar. o
< \ . -
P Al = 2 A ()= A, 2 A= Afa) Y
2
dus . ,dus
(X (a)-1)970 Y=o

Stelling 16: ec¢=h Tr zijn dus pr-ecies h= if(k) karakters mod k.

Bewijs: Beschouw de dubbelsom ;r 7( (a), waarzn a een positief volledig
restsysteem mod k doorlcopt, termgl A alle h karakters doorloopt.

S Ala)s S A(a)= G0+ e = c (st. 15)
4o oo A
*j; 7 (a)- ‘;‘ SO (a)= R0+t e 0 =h (st. 11).
R &L
~1~>lllng 17: (L.,k)=1, 1 >0, a>0
Dan is .
<~ 2). § hvoora=l (mod k)
T A1) i o " a#1l (mod k).

wegens A (1). /L (1 )=1 kan men cok schrijven:

— ¢ aE 10d k
S A1) A(a)- § hveora=1 (mod k)
L 0 azl (mod k).

Bewijs: j}i.‘; bepaald uit jiz 1 (mod k) (mogelijk wegens (1 k) =1).
; . : 1
<J>>{ (1= 7 (1) =1 A W=y

. 1 i f a od k
) TN (=Z AL )= | P ovoor Ja tofa 1 (mod k)
7% @) { 0 in de andere gevallen (st.15).

7i,

Hiermede is de algomene theorle der karakters veltooid:, en men kan



7 gerust de ingcewikkelde structuur daarvan, bencvens de theorie der pri-
- mitieve wortels vergeten, als men maar in ~edachie houdt de ecnvoudige
cigenschappen, speciaal die van de stelluingen 15, 16 ¢n 17. Voor de ver-
dere beschouwing is het van boelang, de karakters in 3 soorten te verdelen.
Definitie:
Men noemt cen karaktcecr van do cerste soort, als het cen hoofdkarakter
is (zile onder bewijs stolling 9).

Men noemt een karakter van de tweede ccoort als het redel, maar niet
hoofdkaraktcr is, dus steeds 0, 1 of -1, waarbij -1 werkelijk moet
voorkomen.

Men noemt een karakter van de dorde soort, wanncer A (a) niet voor
voor alle waarden van a redel g

Voorbecldens: k=4 A (a)=0 voor a=0 (mod &)
Ala)r =t ) 2de soort.,

n(a)___o 3 a ¥0 ( 1 )

Ma)- -1 az3 (")

k=5 A(a)=0 voor a =0 (mod 5)

%(&)=1 " a =1 ( i )
A(a)=21 "azo (") 3de soort.

Ma)= -2 " a=3 (")

Ma)y= =1 " azd (" ).

Na deze 'slementaire” voorbercidingen begint het eigenlijke analytische

gedeelte; het voornaamste.

Theoric der L,—rceksen.

Onder [ -reeks.n verstaat men recksen van de gedaante

]

PN

,> J&éﬁl (speeinle reeksen van
Sl Dirichlet )

Hierin stclt s con gegeven complex getal voor,
Stelling 18: Voor icder van de h karaktcrs mod k is de receks

o0 ~ 7.
—— 7 a
> Ege Lite)
gy 2
absoluut convergent voor s>1. (Dus s rctiel in dit geval.)
. Gy s §
Bewljs: }){ (a)] 1, dus !%g"' S oan 0
¢ l

, S
dus absoluut convergenit wegens convergontic van 2. E

=t
Stelling 19: Als A nict hoofdkarakter is (dus van 2de of 3de soort), dan
15 voor vu 2> 1:

‘\/‘ /
2 M) 1€
a=y
Bewijs: Volgens stelling 11 is ;g, ﬁ;(a)=0 bij sommatie over volledig
restsgst@em. ’ '
In X} X (a) bchocft men slechts het grootst mogelijke aantal volledige
@ T
rvstsystemen er af te nomen, of e¢ventueel te completeren tot het naast-gro-
terc aantal volledige restsystemen. Men houdt dan een aantal termen over,
h

of mur komt cen aantal te kort, dat in beide gevallon Q{ = 1s.
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e o o o s s e e 1200 2 s Dl . . s . S S . S e S, O . i i S S

Stelling 20: v 3 u Xa willekeurig complex voor ug a\( V.

\
7 Y= R(W) (u€wgv). Mex[R(W)|= ¥
a=u ulwgv
5& >”guﬂ 2 By X0

Dan is: v
£ < V
‘2% RAREN

Bewijs: Een lege som als R(u-1) betekent O,
v

- v w1
n=zu1£n7'n= r?\;,fn{ R(n)—R(n-1)} =n.2.; EnR(n)—h=§1 E,nHR(n)
V= Y v-1
= e (E-6 DR(m) + £ R(V) aus |3 gy [C V(S (€ -6, )4 e )=

ls‘ &ny

Stelling 21; Als X geen hoofdkarakter is, convergent de reeks L(S,X)
gelijkmatig voor 8 31,

.

sensge |3 42T U Tl ) Lk G,
=0

dus v

n n=u

& BF
log n

oo ‘ 20
Stelling 22: 1) 2: ﬁﬁn)s @onvergeert absoluut voor s> 1
n=1 D" en gelijkmatig voor s 1+§ ( £) 0 willekeurig)
2) voor sd>1 is

L'(s,%)= - S X(n)log n
n?l ns

— h ..
< voor v yujpu ( ¥)= =~ (onafhankelijk van s).
0 7 ? o} 5%

)
Bewijs: 1) voor s>1 +¢ istX(n)iog n}s'l?§ f-en zi:lgéjﬁ convergeert,
n n n=1 n

2) is vanzelfsprekend.

»
Stelling 23, Als X geen hoofdkarakter is, oonvergeert }g Xn io n
23 g ® ‘~i—i——ﬁ-*

gelijkmatig voor s>1, en |soml<h,
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Bewijs: d 1o 1 ¥
a g} 1-s log . .8
;3E~ S B <0 voor ; ) e
>

a Neem s>1,
d
Z

dus zeker voor §/3, dus voor v.»u2 3 is

Y

\ E: Zﬁﬁ)lﬂﬁ__{g h 12552 < h lgé;ﬁ (gelijkmatig convergent),
u

S
n=u 2

l+.l}.<h’
3 2 2

b Neem u=3, v <09 .Lz 3’»(n)lgg l’l!é log 2 . B log 3¢
= n 2 2
Definitie: De arithmetische functlg/u(n) (Symbool van Mébius), wordt
gedefinieerd door:
"1 voor n = 1
(--1)k als n het product van k verschillende priemgetallen is,
/}t(n)= z 0 in de andere gevallen, dus als n tenminste door het gua-

draat van 1 priemgetal deelbaar is,

Stelling 24: | (n) <1,

Bewijs volgt onmiddellijk uit de definitie,
Van groot belang is de volgende eigenschap van/ﬂ(n), waarop het voor-
naamste gebruik van dezec arjthmcti sche functie berust,

Stelling 25: S ou(a) = 1 ; voor n.;11
voor n »1,

(In deze som doorloopt d dus alle delers van n).,

Bewijs: 1) voor n = 1 is d%;KK(d) =/u(1)

LA = K .
2) Neem n 1, n = Dy Do eseeaDy (kanonische ontbinding),

Volgens de definitie zullen de enige van nul verschillende
grootheden/L(d) behoren bij de delers van PqePoeseePpi

1°. voor ieder van de m dclers PqsPoseesPy is/»((d) = =1,

2
2°, voor ieder van de (m) delers p,p (a) = (=1)
ete. k1 /M

1l

Dus: E/M d) 1+(m)("'1)+(m)("1)2+00-(m)( 1)111_(1 1)171__0, want m >O'
W13 beschouwen nu de recks f%;‘¥£~lfﬁigl, welke zal blijken, ten

nauwste met L(S,%) samen tc hangen (zie Stelling 27),
Ten eerste geldt hiervoor:
Stelling 263

:E X&Blﬁ%&&l convergent absoluut voor s> 1,
n=1
X(n) # (n) < 1
S AN s °
n n
Stelling 27: Voor s> 1 is:

HeX. S Mol - 1, aus 15,0 £ 0.

n=1

Bewijs:

Bewijss Wegens de absolute convergentie van beide recksen is



Xm) S oawsm . T T xmam Ak
n=1

m = n k=1 mn=k (mn)®

Met behulp van het voorafgaande is het nu gemakkelijk een fundamentele
identitelt te bewijzen, waardoor verband wordt gelegd tussen de priem-
getallen en de functie L(s X).

Stelling 28: Voor s) 1 is

ij (1= XLE_ ).
L@ X) P p°

(in het product worden de factoren gerangschikt naar toenemende p, P
doorloopt de »ij der priemgetallen).
Deze identiteit is de uitbreiding van de productformule van Euler voor
de reciprokeg ~functie
1

T7 (1= “g) = =

P P 5 (s)
Bewijs: Door uitwerking van het product in de volgende uitkemst vindt
men voor iedere & > 1 .

T (1- X&El) ﬁ’ n)/:(n

p(g p n=1 n

voor s> 1,

waar in de som 2 van het rechterlid n de rij van alle natuurlijke ge-
tallen doorloopt, die niet deelbaar zijn door een p. g .
Dus evenzo geldt:

T -2 s BTGNS CEI6)]
p <& =1 n® n_}% n
(in de eerste som ;echts doorloopt n alle natuurlijke getallen 1&£ng k),

Voor ¥ o0 il_(_n_)_/ﬁ‘_ﬁzl_l_._> —1 .,
n=

m

n®° I{s,X).
it
Verder is: EZ? l.Eli.LEl)( S; —> 0 voor i —
ny¢ n ns ¢ n®

Stelling 29: Voor s >1 is
S A @) | _ Li(eX)
n; n® L(s,X)
Hierin stelt./\ (n) het vroeger vermelde symbool wvan Dirichlet voor
n,1, Z(1og D voor n = pk(k>/1)
A(R)=1 o voor alle andere ny 0

De rij in het linkerlid convergeert dan absoluut voor s> 1,

(wegens ‘1xn)JA~(IQ}-‘ log n.)



ngijs:
Als m = P1

E/\(m) =

e Bim

I w
L2 JXKPT T
WT=3

H

Yoor s >1 is: L(d,

Z(mn)

(mn)s

IS

= - L'(s,k).

k

16—

Ao S
Ae A 6"+
W1= W2...
k1 log Py + k2 log ) +...kr log P, = log m.
o0
iz: /\n)/N (n) 'EL X(m) jzj X(n) A (n) _
- S S
m=1 n n=1 n
1o o0
S B OSTA ¥(k) log k
(n) = -, (n) = =
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Stelling 30:  Voor s —1 (van rechts) is
L'(sy, A o)

— ——— -2 DO
L(s, A O)
Berijs: In stelling 29 is bewezen, dat voor s > 1:

- L'(s, A) ’:Z % (n) /\ (n)
L(S, A) Z ns

n=71
-~ wij nu voor"x_een hoofdkarakter ;1 or dus A (n)=+1 voor (n,k)=1
A (n)= O voor (n,k)#l

das vinden wij:

"\ O\
T g) .S A(n> L/\(m So> e og P 5: A
L(S,'XO) n_1 n® n®  pik m=1 p" n=1 n®
B (n k) =%
- AR
1z pPad

™

72 n2tste som bestaat ult een eindig aantal termen, die ieder voor
s -1 tot een eindige grenswaarde naderen. Men behoeft dus sleehts aan

e '“onen, dat o4
;Z‘ lﬁiéﬁl — o0 voor & 1,
n=1 n

Dar ~toe passen wij stelling 29 toe voor k = 1,

Dus A (n) = 1 voor alle waarden vau n, (= %’O(n)).
Lis. ) = 7::—1——ﬁr— = - 1 (s> 1) (stelling 28).
T (- =) 5 (s)
i P P>
VS N logn
L=
_L'(s,*) _ n=l _n
L(s, %) S
. S
o0 n=1 n
;?’ —%‘s(,&% = EéT —> > voor 8 = 4 1,
e n / "’1_ g O()
n=1 o ) < ;
Tocwsy1is > MEZS S LEAN g4, 1o
n="1 n n=g n n=g n
Cco n= -
. < 1 1
Sl g (3L L - > 1))
no.o ¥S n=1 n®
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waarin g cen willekeurig gecheel getal > 1 voorstelt,

Dus g~1 1
pa s
' : — n
£_£§Ll;l :> log g (1 - ?;1 >>' 1 log g
L(S, 'X,) < _l
n=1 n°

als s dicht gecnoeg bij 1 ligt,

‘want 1 - -B=] :> 1= -1ﬁi—~ =1 - g(6~1>7}

0

~ :2‘——-— g —
=1 Voor willekeurig groot gekozen g is
1-g(s-1) » % als 1 <s {1 4 %g )

Stelling 31: Voor O <<‘@>< 1, %9 willekcurig rectel is
) 14 12
(1"W)3,1”7(3%1‘ i%-?02¥1‘ T
Bewijs: Het linkerlid is

e= {1-7)° (1= e T 12 (1= pem V12 (129 2 1) (12 9 21Y)

e - v - ; . : . - o
log g = “ZE: 1LE % 3+2(ekl{l+ & k“fl)+(92k\F1+e 2kﬂP1)}
k=1 i .
S A . S g gy
= -2 g (3+4 cos ki + 2 cos 2 k)= - > (2 cos ky +1)°< O,
k=1 k=1

Stelling 32: Voor s> 1 is
{2, 1 )} (2o, 1] * | nle, 1 5% 2 1.
Bewijst In stelling 31 wordt gesteld voor p,% k.
e({)i=7i(p>; 7:: }-}S‘
ps | ps ps < ®

Voor plk krijgen wij voor hot linkerlid = 1

Dus

Dus voor alle p is linkerlid < 1.

Dus

-3
TT(1_ 2£9£Bl) 1
P pS

PS

{L(s,f;(off’ | o(s, 4 ees, 13 “ 1.

Mu komen de beide hoofdstellingen, die de¢ oplossing van het probleem
woltooien, De cerste is vri] eenvoudig tc bewijzen, Beide stellingen
bctroffen het geval s = 1,
Stelling 33, Voor ieder karakter van de derde soort is

L(1, {) # O.
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- 2 .
Bewijs: 7~ is een karakter, maar guoen hoofdkarakter, want dan zou )
stecds +1, =1 of nul zijn, dus rcgcl, Volgens bewijs stelling 21 is
dus (v =1, v-=» & ) voor s > 1,

Voor X3 =
1<sd 24s (s, X )= L o2 1 14— = B 2
! 0 =1 SE n2 g1 s=-1 s=T1T °
(n,k):i
Volgongs de ongelijkheid uit stelling 32 is dus
. 1 3/4 3/4
| (s, 2\ 2 ' “ y =)ol Ly (a2

o 7 T R T

L'( S, X ) is contiru voor £ > 1. (stelling 23) Aus

5:‘ L, A04% = L(s, A)- (1, %),
Dus 1
‘L(s,xw)— L(1,K.ﬂ < n(s=1). voor s > 1.

oem nu aan, dat L(1,A) =0

' is voor alle s uit het gebiecd 1 < s < 23

(s=1)¥* < L(s,%/)l < n(s-1).

cf 2 VFE—

(5_1)1/4 o

N 1
% ,S/>1+———-—6-——.

2n° 16h
Hier komon wij tot cen tegenstrijdigheid.

Conclusie L(1, X) £ O.

Tenslotte krijgen wij de hoofdstslling, waarvan het bewijs het diepst
verborgen ligt, n.l.
Stelling 34: Voor ileder karaktcr van de 2% soort is
L(1,A) # O,
(Opmerking: Uit stclling 28 weten wij recds L(s, ¥ ) 2 0 voer s > 1
De reeks is continu voor s > 1 (stclling 21) dus L(1,))))> 0)
Bewijs: Voor een vereenvoudiging van de bewiJsmethode is door Mertens

ingevoerd de getallcnthcorctische functie
, f(n) :Z_. 7\ (d).
dln

(Mertenss: Crelle's Journal 1894, p. 169-184),
Voor 1> 0 is



=20

14+ 0 +...+ 0 = 1 voor A(p) =0
f(pl) = 1+'X (p) +,..+—;%(pl) = 1T 4+ 1 4+,,..+ 131 voor % (p) = 1
. 1
* g‘o steeds 1T =1 +...(=1)"={0 voor 7 (p) = -1, 21
v (D )'> voor 21 (1) j 1 voor K,(p) = -1, 2{1

\Veor a1j>‘0,m2 >=O,(a1,a2) =1 ontstaan alle positieve d]a1a2 door ver-

menigvuldiging van de positieve d1]a1 met de positieve dplap
s )

t(aa,) = > A (@) = > Alaay= S X <a1>Z: 7 () =
dia1a2 dla, dj\a1 \a
dz\a2

= f(ay) f(az).
Dus f(a) is multiplicaticf, Wegens (1) is dus:

(0 stecds
fla)> (2)

1 bij kwadratische a,

N\

7 = i%iZ(m-n)f(n) = :Zﬂ_. 2(m-ab) A (v).

fi=1 ab<m
a»ov,b
it (2) volgt:
Vo Hm ym
2y > 2mvf)y = 20y = 2(m- §) - 2 03/% Lam)?
b=1 b:1 b:1
A Uit de figuur blijkt, dat uit
“ sb<m, a> 0, b >0,
ol volgts
of: a < m /3, b > 1112/3 (gebied I}
of: b & m2/3 (gebied II),

Dus z = z, + %, waarin:
/3 @

Z-5 > . 2(m-ab)  (b)
L= X ajq m-
T &1 n?/3 ol T |
a 2/3 -
S-S 2 Z(mead) A (v),
')J“ N . "\ - AN 2y . S
Ef! e ) . < o | h

Hierin is S 2(meap) X (0)| ¢ 2m Max [T 7G| L myp

ma3<b<%

(zie stelling 20)

1

Dus 0 /3 L3
Z, é > _ mh=m h,



- 21 -

Verder 1s: 2/3
m \iﬁ—'
Zy = > )Lﬁb) 4ﬁw¢~m (2m - 2ab)
=" 04345

Hierin is:

m b b
b | |
=2m<%—@>—b{(%—« @>2+%-9} (0 ® < 1)
2 2
_'%T - m + b - €§5,§ E%T - m + %
Dus
Z5 £ m2<L(’],7‘\) - %ﬁ ié_ﬂ}+m%+%m4/3
b=m
Z Y
Hierin is - A®) ﬁ—“ D (stelling 20).
b=m2/3+1 B m2 3 e ( ° )
Dus:
zg'ﬁ n° L(ﬂ,/X) b at/3 % + /3 % 4 /3 h =m L %L) + 5 mt/3 h
Dus
z = 2, 2,4 mgL(1,>£) + %-mM/Bh 4.m2L(1,>{) + %%(Mh)b
of

7 ()7 Lz (5 ()7 P Y

2L(1,/L) »o=(4n)7 >0 w.t.b.uw,
Ten slotte nog een kleinigheidje.
Stelling 35: Voor ieder karakter van de 2% en 3e soort is

L%%%fér% vVOoOor 8 ;%1 begrensd.
Bewijs: L(sﬁ)i) is continu voor s 7 1. (stelling 21)
" #0 wvoor 14 s 4§ 2 (stelling 27)
" £ 0 voor s = 1 (stelling 33 en 34)
Dus + 517 is begrensd voor 1 & s & 2,
\ en ook voor s % 2 (stelling 26 en 27)
Ook 1is: L‘(s,){) begrensd voor s 3 1 (stelling 23)

Dus:
L£ :’71) begrensd voor s >» 1.
s\‘
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Bewijs van de stelling van Dirichlet,

Wij hebben in stelling 29 bewezen voor s> 13

oo
L' (s _ Zi( (n)/\(n)
L(s,#A) n=1 n®

Vrijwel onmiddellijk volgt hieruit:
Stelling 36: Voor (m,k) =1, m>0, s> 1 is

3Tty ekl 3 A 0

L(s,X) nEm n

(In de rechtersom wordt gesommeerd over alle n= m (mod k) in opklim-
mende volgorde),

Bewijss Volgens stelling 29 en stelling 19 is
o)
1 Lt(s, %) _ < 1 A A () _
-3 -y > ()

% X (m) L(s, %) 5 % (m) n=1 n
SIS SEAS €V R i B A (n) = > Al g w.t.b,w,
n=1 n° = X (m) n=m n®

Hieruit volgt direct het bewijs der slotstelling,
Stelling 37: Wanneer (m,k)= 1, zijn er oneindig vele priemgetallen

p=nm (mod k).
Bewijs: Wij kunnen zonder enige beperking nemen m >0,
Beschouw de uitkomst (1) uit stelling 36

1 3"‘ 1 L'(s,A) _ E_‘: A (n) .
h “;(’"” 7(m) IL(s, A) n=m n°
Het rechterlid (dus het linkerlid) is re8el voor regle s, lLaat nu s
tot 1 naderen en beschouw het linkerlid,
De term met 7{0 dus

1 1 I".(S{XO) _ 1 L' (s, )CO)
n Xo(m) L(s:io) = L(Syxo)

De overige n-1 termen van het linkerlid van (1) blijven begrensd voor
s« 1, (Stelling 35),

—> o0 (Stelling 30).
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Dus ook het rechterlid Zm.,,._ '-L\’—{-—l voor s ~» 1,
n=n
A _
> 4Ll > 2 > o0 (2)
n=m n P=m p P,Tr
r>1
Pr=m

De laatste som, met r.> 1 blijft begrensd als s — 1,
want voor s >» 1 is:

oo
> e ( > logp_ 3 logp ¢ loaan
)
P,r D p,r P p p(p-1)  1n=2 n(n-1)
r >l r>1
PE D
Lo o] OQ '
=.:£_ log n ( J -1 ) = ;E. (log(n+1) - lqg¥n)
n=2 n-1 n n=1 n n
Q) 1 o
= log (1+ =) 2
-z n > L.
n=1 n n=1 n 6
Dus de eerste term van het 2° 144 van (2)
Z ___g__p_los —> 92 voor s — 1,
P=zm P

m,a,w, deze som kan niet leeg zijn, of ean: saindig aantal termen bevat-
ten,

Het aantal priemgetallen p = m (mod k) is oneindig groot als
m,k =1.

Wij willen deze beschouwingen besluiten met enige aanvullende
opmerkingen, zonder bewijs (dat komt eventueel later).

De stelling van Dirichlet levert slechts een kwaliitatieve uit-—
komst, die als zodanig de uitbreiding is van het resultaat van Euclides
dat het aantal priemgetallen in de natuurlijke getallenrij oneindig is
(speciaal geval van Dirichlet m=k=1),

De la Vallée ~ Poussin en Hadamard hebben gelijktijdig in 1896 het
asymptotisch bedrag van het aantal priemgetallen in de reeks n=m(mod k),
(k,m) = 1 bepaald en gevonden,

1im -TT(X) = ! = 4

X2 log X ¢ (k) SR

als |l (x) het aantal prlemgetallen in de reeks n = m (mod k) voorstelt
(vgl, Ch de la Vallée — Poussin, Recherches analytiques sur la théorie
des nombres premiers en génédral, Deuxiéme partie: Les fonctions de
Dirichlet et les nombres premiers de la forme linéaire M¥ + N,




Y

Ann, de la Soc, scientifique de Bruxelles, Bd 20, deel 2, p. 185-256
1896).

Bij de gelegenheid van zijn bewijs van de stelling van de priemgetal-
len in een rekenkundige recks heeft Dirichlet het volgende vermoeden
uitgesproken, maar niet bewezen, |

Voor (my,k) = 1,(my,k) =1 is T o
i AE
1

1im
x—voo [ (%)
vl

als 77‘m1§x?:respo _Tr

n=my, 1E m, (mod k) voorstelt,

o (x) het aantal priemgetallen in de reeksen
2 .
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De stelling van Vinogradow over het Drobleem van Varing.
Spreker: Dr 7. Verdenius.

%

iitt.: E. Landau, Ueber einige neuere Fortschritte der additiven Zahlen-
theorie. (famb. Tracts no 35)

§ 1. Inleiding

Narxqg vermoedde in 1770 (Meditationes Algebraicae p. 204 ~ 20%5),
ﬁat aan ieder natuurlijk getal k een getal s = s(k) is toe te voegen,
zodat ieder natuurlijk getal n te schrijven is als

L S P
ns=) my + met mh;x 0.
h=1

Het kleinste getal s(k) met deze eigenschap wordt in de litteratuur aan-
geduid met gl(k).

Dit vermoeden werd pas in 1909 door Hilbert bewezen. (Math. Anna-
len, 67 (1909) p. 281 - 300). Rerds eerder was het door anderen voor
1<k £9 en voor k = 10 bewezen. Ik noem daarvan:

Het geval k = 1 is triviaal: g(1) = 1.

Lagrange bewees reeds in 1770, dat g(2) = 4.

Lioyville toonde in 1859 aan, dat g(#)  53. Thans is bekend, dat

19 <gly) < 35.

Maillet bewees in 1895, dat g(B) Z 21. Tieferich verscherpte dit in
1909 tot g(3) = 9 (mangevuld door Kempner in 1912). Alle genoemde be-
wijzen maken gebruik van zekere identiteiten._In vele gevallen moet
men bovendien, wil men de grens voor g(k) klein haden, de stelling
voor een groot aantal getallen numeriek controleren.

In verbamd hiermede zal het duidelijk zijn, dat het wenselijk
is. ook een onderzoet in te stellen naar het kleinste getal & = G(k)
zodat ieder voldoend groot natuurlijk getal n in de gedaante (1) ge~
schreven kan worden. Men is dan minder afhankelijk van de gedragingen
van één enkel speciaal getal, terwijl uit het bewijs dat G(k) eindig
is tevens Qe stelling van Hilbert volgt. Het blijkt, dat voor k > e
geldt G(k) < g(k); zo is b.v. thans bekend G(3) = 7 (Linnik 1943) en
G(4) = 16 (Davenport 1939). |




Deze laatste resultaten zijn evenwel bereikt met geheel andere
methoden, waarbij de analytische hulpmiddelen op de veorgrond treden.
De stootr hiertoe gaven Hardy en Littlewocd in 1920 met een serie arti-
kelen: Seme problems on ‘partitio numerorum”. Een van hun eerste resul-

taten 1s

6(x) < (x=2)251 4 5 = eM(w). |
Rovendien leiden ze een asymptotische formule af voor het aantal oplos~
gingen L(n) van (1) als s = G' (k). In hun resultaat komt een gecompli-
ce.rde reeks Bm(k,n) voor, die bekend staat als de singuliere reeks
{singular series’). Ook wordt hij wel aangeduid als de arithmetische
factor, omdat hij alleen afhangt van rekenkundige eigenschappen van k en
n. In §2 en 3 komt B“uitvoerig ter sprake. Daczr zal bewezen worden, dat
er een constante 01(k)‘> 0 bestaat, zodat 6ﬂ(n)’> c . Bij vele analoge
onderzoekingen schuilt hierin de grootste moeilijkheid.
: Het uitgangspunt van deze onderzoekingen is hierbi}]

Lin) = 2§: : S?% ;Eﬁﬁx(m1k F oaee + msk - 1) x|

o

Het bewijs verust nu hierop, dat van de integratieweg slechts die ge~
deelten van belang 2zijn, die dicht bij een onvereenvuudigbare bre.k

met kleine noemer liggen (de é.g. "major arcs"), terwijl de overige ge-
deelten (de z.g. “minor arcs") een bijdrage leveren, die in de rest-
term kan worden opgenomen,

In 1934 gelukt het Vinogradow een veel scherpere grens te vin-
den, n.l.

G (k) < 6k log k + cyk,

waarin C, een niet ter zake doende positieve constante is. Het bewijs
berust op vrijwel dezelfde principes als dat van Hardy en Littlewood.
¥ij zullen in deze serie voordrachten deze stelling bewijzen voor het
geval k ) 3, op de wijze als Heilbronn en Lendau het vereenvoudigd heb-
ben.

Naderhand is deze methode ook zeer vruchtbaar gelbeken bij het
onderzoek van analoge problemen. Dit is o.m. gebeurd door Van der Cor-—
Rut en Loo Keng Hua (+ 1939). Een merkwazrdig resultaat bereikten
Dickson Pillae e.a. ten aanzien van de functie g(k) met behulp van.
deze methode. Zij leidde tenslotte tot de mogelijkheid om g(k) te be~
rekenen voor k > 5.

§ 2. Stellingen over eenheidswortels.
Enkele afspraken:
Kleine latijnse letters behalve e en i stellen gehele getallen voorj;
Py Py enz. zijn priemgetalleny
m1, G, enz. stellen geschikt gekozen 9031tleve constanten voor, resp.
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positieve functies van de achter ¢ genoemde variabelen;
k 2 3.

s .- 2 (fio¢
Definitie 13 Voor ieder getal &« stellen we e(X) = e .

Definitie 23 Veor iedere onvereenvoudigbare breuk % stellen we

S(%r k) = 2__..1 e(% mk) y
L , m

waarin 2:1 uitgestrekt wordt over de getallen m van een willekeurig.
volledig restsysteem modulo q. Omdat (m+q)k£EEmk is S onafhankelijk
van de keuze van het restsysteem.

In deze paragraaf zul en we bewijzen
- =
a k.
[s(2, ©)|<ey(0) @ 5

Stelling 1s Voor 1 > 1 is

1 1)1{-—.. k

X+ kxkh1p1“1(mod pl).

(x+yDp

-~

Bewijs: Rechts staan de eerste twee termen van de binomiaalontwikkf&.

ling van het linkerlid. Alle volgende termen zijn declbaar door p,

omdat voor hu> 1 geldt h(1-1) > 2(1-1) > 1. .

Stelling 2: Als t het aantal factoren p van k voorstelt k Op (Qus
T’k ) en L > k is, geldt

1-1-tyk _ X k-1

(x + yp =x+ kX l).

yp=  (mod p

Opmerking:s 1 -~ 1 -« t > k - ¢ z.zt -t > 0.

oy

ﬁBewijsz_ Het geval t = O is een speciaal geval van stelling 1. Zij dus
verder t » O. Voor k = 4, p = 2 krijgen we ¥t = 2 en 1 } 5. Dan is

(x + Iﬁln1pt)k = (x + y21’3)4 =
xt+ wyet=ly 3xPy%22l- 5, xy323l“5+ y4241“123;
< Byl oy kTt (moa ph).

Er resteert nog het bewijs voor k # 4, t > O.

Uit de binomiaalortwik'eling ' van het linkerlid. blijkt, dat we kunnen
‘volstasn met te bewijzen 2(1 ~1 ~t) > 1, dus dat k > 2t+1. Dit blijkt
aldus: , " -
1) Voorp}Zisk)p} )
2), Voor p=2 en t =1 of 2 is J> 5:} 2t+1s
3). Voor p=2 en t> 2 is k 2 t1> 241, ’ |
Stelling 33 Voor (a,9) = tenp¥Tk, 1L>1of plk, 1> k geldt

3y 2
2
k
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1
-1
S a k
>, e(=2z) =0,
z =0 1

ptz
Bewijs: Zij t weer het aantal factoren p van k en k = kopt.

1-1-t t+1

Als p TX, OLx gy -1en0<&y<yp ~1 vormen de getallen

x4y pl-/l—t

juist het systeem van de getallen z waarover gesommeerd moet worden.
Voor de in de stelling genoemde som o is dus

Fe

3 = Z (2 (x + ¥ p1"1"t)k);

1
Z X,y P
Uit stelling 1, resp. 2 volgt nu

Y=y e(:B5 T e B 2Ty
4 X 0 ¥y D

o

Omdat p Takoxk"1 is > = 0, want er wordt gesommeerd over e=n aantal
volledige restsystemenymodulo p. Dus is 2’_; = Os
Stelling 43 7ij (a,p) = 1 en 1 ) k. Dan is

a L a
S(=) = S(—£5)
Y P
1 1
=1 v ~1 .
Bewijs: S(«%—_—) =5 -—%—_ zk) = e(u%_- zk) (stelling 3)
| P z=0 D Z=5 P
X 1 1p[z
-1 -
-1 p-_1
K1 a_\
) e Bp®) = L el u) = BT s( 2y,
4 u=0 ) u=0 §o) | 19
want in deze laatste som doorloopt u juist bk"1 volledige restsystemen
1-k

modulo p .
Stelling 53 Zij (a,p) =1, P T’k, 2 <1 £k. Dan is

' a 1-1
b | ‘
Bewiis: Uit p fl{, 1 > 1 volgt volgens s*belllnf ?
o= ik =1 ik 1
S(2) =0 o(E 2N = e(F ) =2 _elepTh) = v,
pl E:.O © Z= %} =

p‘ ’ 1 1
o o~
Stelling 6: Zij p ¥ 2, g primitieve wortel modulo D (dus g, & 5 +++98

stellen alle gereduceerde restklassen modulo D voor). De volgende
(k, p-1) getallentheoretische functies Xm(h), ov<n < (k, p-1) zijn
verschillende karakters modulo p:




{0 voor plh
>(m(h) =i°

G(TEQ%:Ty) voor p-f h;wwaarbij X bepaald is door
¥

=g%(mod p), 0 X x L p-1.
(;{;(h) is ook nu het hoofdkarakten)

Bewiis: De vier eisen, die aan een karakter gesteld zijn (zie pag. 6)
zijn vervuld; I, II, IV zijn duidelijk, en III geldt, omdat uit

X X
— 1 . 2
a,)::_g ,8_»2.;—:% ,X1,>,O,X2>,O
X1+X

volgt a8,= g 2(mod p), zodat aan a8, 1s toegevoegd x,+ x, of

X+ K= (p=1). Dat de karakters verschillen blijkt uit hot feit, dat

v _ n 3
‘de m getallen ){m(g) = e (T§?§:TT) verschillen.
Stelling 7: Zij » > 2, h YO. Dan is

(k,p=1)=1
G20

~/ (k,p-1) als p‘r h en h een k-de machtsrest
A o(B) = { mod p isy
Q in de overige gevallen.

Bewijs: Zij g een primitieve woftel mod p en laat voor p:&*h gelden
gxszsh(qu p). Volgens dz in stelling 6 gegeven definitie is dus

> als p{ﬁ;

-
< n) =J L
t\{-ﬁi.X m( s\> ) e(@—%) als prh-

Deze laatste som is gelijk aan (k,p-1) als (k,p~1)\x en anders is gze
nul. We moeten dus nog aantonen, dat h, met p f’h, dan en alleen dan
een k~de machtsrest ®els(k,p-1)}x. Om pa te gaan wanneer h = K(moa -
oplosbaar is naar y, kunnen we y == g&(mod p) stellen en nagaan wanneer
g} E;ggk(mod ) dplosbaar is naar z.Dagrvcor is nodig en voldoende, dat
x = zk(mod(p~1)) oplosbaar is naar z. Dit is dan en alleen dan mogelijk
als (k,p-1)}z- ,
Stelling 8: 2ij p > 2. Doorloopt h de getallen van 1 Yot en met p~1,
dan doorloont ¥ modulo p alle klassen k-de machtsresten == 0(mod p) en
wel iedere klesse (k,p-1) maal.
Bewijs: 1). Dat iedere klasse voorkomt is duidelijk.

2). Zij d= (k,p-1). Eenvoudig is in te zien, dat iedere wortel
a = 1(mod p) en omgekeerd, omdat

van x3:521(mod p) tevens voldoet aan x

volgens Fermat geldt Xp—15£ 1(mod ).
Stel nu xP~1 -1 = (xd~ 1) f(x),

den is f(x) = xP1md  gp-i-2d CoH x4 1,
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Nu heoft x° L = O(mod p) juist p-1 wortels en g(x) = 0(mod P} hoog-
stens p~1-d. Dus he.ft xdm‘l = O minstens d wortels, dus juist d. De
congm\.ntlc X1--- 1 (mod p) heeft dus ook d wortels. Bijgevolg heeft ook
K= (Xk )k k(mod p) voor isdere n ==0(med p) juist d.wortels in z.
Stelling;B S'tc.l /}/(h/ is nlc,t-.hoofdkarakter modulo p. Dan is voor

(a1p> = :p_,l
Dy (I RRIC ST IR
N -1 m$ 2 _ 2 any 0 Ly L ehy
Bersde: 1= Y () o (17 - Y e (P 2 X e (-
-1
_ ’ . ¢sah ahl
=2 A(n) e (B2 >*"")(<h1> (- 225
-1 < -1 - p-1
S V(1) 5 e (ar(d=l)y _gT )(mf: 22 *"1 ah(1=1)y _
1=1"" h=1 p 1=1

¢

Stelling 103 Zij P >2 en (a,p) = 1. Dan is

‘ S(’-' .L{ \‘ T e
Bevvl;[s~ Ste,l r doorloopt alle k-de machtsrusten met O #xr < p. Dan is
o--1 -1
S(E ) =5 e (B =143 o (B0 =
»’ o P =1 P

i

* ' 1+ (k,p=1) 5 e (% r) (stelling 8)
T

- 1 k, P~ 1) 1 '
Py e (% h) )( (0 (stelling 7)

i
—
}.
"1}
i

l ( 3y
=3 e(En) N )(mm) t X, is hot hoofdia~
h=1 Tmo= 1 ’rakter)

Volguns stelling 9 is dus

- (k,p=1)=1 | .
‘ls (= l"}%{\_ "Z.,_.. Vo= (Ggype1)-1) Vo <xVp .
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De stelling van Vinogradow over het probleem van Waring IT,.

Spreker: Dr W, Verdenius.

We gaan nu met behulp van de stellingen 4,5 en 10 aantonen:
Stelling 11, Zij 1> 0 en (a,p)=1., Dan is

1
'pl“"E) als p> k6;
S(&,k) | «
1 ;.I lQ ( kpl“'{'{) steeds.

Bewijs: Stel 1 = kgq + r, waarin 1{r<k is, Door q maal stelling 4 toe

te passen blijkt

palE=T)g 8y,
pl"

mogen we z.d,a,t.s. verderop aannemen,

s(=9)
(k=1)_r(1-d) _ 3(1-1)
Omdat p3\E*7 ' /pTV TR - ptV X

dat 1€ 1<k,
We ondersohelden nu vier gevallen:
) pdk, dus D k(k Dan is

a1 1
1 1(1-= 1(1—=
|s(=9] < 2t Lot TR TR
p
2) p)[k, 2<1< k. Volgens stelling 5 is

1
s(-2) = p7 ),
D

) pT X, p»2, 1=1. Volgens stelling 10 is 1
1

1
1 -3 1 -
D= 3@ <EVE = xp E S <x ' E N
D
k pl(1_]?'f) steedss

N 1
A plm"k') als p;k6.

4) pfk, p=2, 1=1, Dan is
S(-—?j) = S(3) = elF) + (1) =
b

Stelling 12. Zij 94> 0, a,>0, (ay,a5) = (a4,a4) = (ay,q,) = 1. Den is

a a a a

1 2 1 2
" S(—=.k = S o ek .
S(q1 9k-) (qzy ) ((11 qzs )
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Bewijs: Doorlopen h1 en h2 opvolgend volledige restsystemen mod 44 en d,,
dan doorloopt h1q2 + hgq1 een volledig restsysteem mod UqQce Dus 1is

q q
a, a 1 2 a,  a,
gk v g2 = L S el(gh ) (ngage mpa®) -
1 2 ny=1 hy=1 44
S 12 84 &y k K
= > T et + =2)((n a5)" +(hya)7) =
ﬁﬁ;1 ho= a9 9 1 2™
bl 1 X
TSI S IO L P (h 20,05 )= s( L3(:2).
h1=1 hz';'] . 4 Iz

Stelling 13, Als (a,q) = 1 is \s(%,kﬂ < 03(k)q1-E,

1 1
Bewijss 41ij q = Py 1...pr T de ontbinding van q in pgiemfactogen, Omdat
(a,q)=1 is het mogelijk r onvereenvoudigbare breuken “ll ,...,—% te
2 I o4 Py
vinden, zodat i > F
=T
»F
P
Uit stelling 12 en 11 volgt dus
1 1
r a, T T 1o(1-=) 1
s@l= TT |s(—) k p K ea(x)g F
\ X b =1 p N }z'l PT—L 10 \<
f 18 P
p. <k

§3. De arithmetische factor of singuliere reeks.

Het getal s stelt een natuurlijk getal voor,
Definitie 3, Voor iederc g >0 stellen we

Namks) = ke,n) = a7 2y s5(EK) - B,

waarin EE 5 uitgestrekt wordt over de getallen a van een willekeurig
gereduceerd restsysteem mod Q.

Omdat Q(E) = 5(353) en 3(«'%&':&(— é%g n) is A(q,n) onafhankeli ™

van de keuze van het gereduceerde restsysteem,
Definitie 4, Onder voorbchoud van convergentie stellsn we

BN(nvkss 3 (n) = Alg,n,k,s).

In deze paragraaf zullen we o.m. aantonen dat E/’ reéel is en dat
voor s 2 4k geldt:

v . ;
}{ (nsakus)% ““(“"—"64 K. 5] °
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1.2
Stelling 14. Voor gq) O is \A(q,n,k,s)f45'05(kys)q K,

Bewijs., Uit stelling 13 Dblijkt

1-s s (1_%) 1“%
Pale,n)f £ @77 ¢3%(k)a = cg(k,s)q .
Stelling 15. De recks ZZ, }A(q,n)) is voor s 2k convergent.
o0 q“1 1._._5..
Bewijs: De recks Z 05(k,s)q Koy convergent en volgens stelling 14
a=1
cen majorante van Ef; IA a,n )).
q.__

Stelling 16. 2ij a4> 0, a,> O, (qj,qg) =1, Dan is

A(Q1sn) A(Q.Qyn) = A<Q1q29n>o

Bewi js: Doorlopen a, en a, opvolgend gereduceerde restsystemen mod Q4
en Qo dan doorloopt 8,4, t 2,94 €en gereduceerd restsysteem mod 4195
Dus is volgens stelling 12

a
1 g~+ 2,5q a~+ a~a
-8 = Ef 1 2 2+ 1 2 21
et S s e e b =
A(Q1Q2sn) (q'i Q.2) 8?:1:1 —1 ( 1 q2 ) q1q2 n)

(a,, 9Q.—] )=<32’q2):1

- (a;,n) Algy,n).
Stelling 17. Zij s> 2k, Dan is_,

V() = ”‘TZ A(p", n)

Bewijs. Omdat s> 2k is ;E: A(ph,n) voor elke p absoluut convergent,

h=0
(Stelling 15). In verband met stelling 16 is dus voor iedere N »2
AN N
TT <~ Al S*““
a A(phsn) = 2___ H(Q.yn> + Ly H<Q.9n)s
p<N h=0 q=1 q

waarin EZ.3 uitgestrekt wordt over alle g 2 N, die geen priemfactoren
> N bevatten. Uit stelling 15 volgt verder

lim 2 H(g,n) -0 .
N —>co 3

Uit deze beide relaties volgt de stelling.
Stelling 18, Zij 12 0 en N(pl,n,k,s) het aantal incongruente oplossingen

D(o+hk
8

(h1,..,,hs) van h k +. n(mod pl).

1
Dan is

t

1
pl(q—S)N(pl,n,k,s) = %:5 A(ph,n).



Bewijs., We merken eerst op

1 1 1

In(ol oy - = & P a ., x X

P N(p7,n) =S S ... S5 e = (5, 4. #h "= n)).
a=1 h1:1 hﬁ,1 D S

Voor 1=0 is de stelling triviaal, want N(1,n)=1=A(1,n),
Zij nu 12 0. Dan is dus

p102) w(pt n) = A(pt,n) +

1= 1-1 o L=~1
~ls+s & £ L a k Xk
+ D = .. 3D e ( —~(h, " +...+h_"=-n)) =
a=1 = ho=1 piT s

= h(pT,n) + 7 ) (1-s) N(p~
Met behulp van volledige inductic naar 1 t1lijkt dus de juistheid van
deze stelling,

Thans is ons probleem dus teruggcsbracht tot het onderzoek van het
aantal oplossingen van de congruentie

k k

hy+...+ b T n (mod pl).

1
Met de grote priemgetallen kunnen we nu het reéel zijn van de factoren

vanvﬁ‘ vaststaat (gevolg van stelling 18) reeds heel eenvoudig afrekenen-

Stelling 19,

Voor s/, 2k is <

o —

8

=
2 A(p%n) ) 1 - clk,s)p K.
h=0
Bewijs. Uit stelling 14 volgt
Q) X7
S S h
> A(p®,n) > A(1,n) - > lA(p ,n)\é
h=0 ’ h=1
A <) S
el h(1-=2) ce(k,s) -
51 - P o (k,8)p o -“"“"“"'Z 2 1= 2e5(k,8)p 7.

& “1_1
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We gaan nu stellingen afleiden over het aantal oplossingen N(p*,n)
bedoeld in stelling 18, Het geval p=2 moet ook nu afzonderlijk behan-
deld worden,

Stelling 20. Zij p > 2, s » 2k, k = D'ky, D | ky. Dan bezit de congru-
entie

g=1

z th:;, n(mod pt+1)

h=1

minstens één oplossing (X‘l soeesXg_q)e
Bewijs, Het geval n = 0(mod pt+ ) is trivieals x, = 0(h=1,...,8=-1) vol—

. t+1
do-+., We nemen nu verderop aasn 42t n=t O(med p~ ')

We verdelen de getallen 1,2,...,Ept+1-—1 in klassen, waartij we twee
getallen n, en n, in dszzelfde klasse opnemen (n1 mnz) als er een x te
vinden 1is, zodat geldt
(1)... .. .. an1 = nz(mod pt”) en p 1 X.

Dit begrip geeft inderdaad een klasseindeling:

1) 1~y n, want san anr_; n, p } x voldoet x=1,
2) Uit n, ~» n, volgt het bestaan van een x met (1), Bij deze x is eeny

t¢ vinden met xy =1(mod p°71), p Ty. Mu is dus
1y, Dus is n, VN,

—_ k= _ Kk
n, = (xy) n, = n2(mod P

3) Uit ny AU N, en n,cu Ny volgt het bestaan van een X met (1) en eeny

unet yknz"i n, (mod Pt+1), P T y. Dus geldt
| (xy) n, =y ny = nyimod p . [ Xy,
Dus is n, 3
We willen nu het aantal van deze klassen bepalen. e merken eerst
>p, dat alle elementen van dezelfde klasse evenveel factoren p bevatten.
Dit blijkt uit (1) omdat geen der te beschouwen clementen meer dan t
factoren p bevat., We tellen eerst het aantal e%erjnenten van iecdere klasse.
+ Juls to-
Zij n, een getal uit het systeem (1,...,p° =1) da%ﬁ: Juah.ht d fae
ceil p o bovat. We vragen nu naar het aantal getallcn 1, uit dit systeem
lat ook juist de factorcn p bevat en waarvoor (1) een oplossing X bezit.
e 1
We mogen nu evengoed het aantal getallen 1o

-~ n

1 _ d _ooa4d
>tel n,= n1'p en n,= Nsp . ‘
seralen, net 1K n, & pt+1-8_1 en waarbij ecn x te vinden is, zodat

ka' =n} (mod o519, p Tx



- 36 -
Zij nu g primitieve wortel mod pt+1_d. Stel
m

m
x =g, n} =g T en n) =g 2(mod pt'”"d).

We mogen dus 00k nagaan hocveel getallen m, er zijn met
: t+1-d t-d
0< n, £ Plo ) = p " (p-1)

en waarti] een y te vinden is, zodat
ky + m, = m,(mod p " 4(p-1)).

Dit laatste is vervuld als m, in een bepaalde restklasse mod (k,pt—d(p—T))
ligt. Het gezochte aantal is dus

% (p-1) -1

(x,p" " %(p=1)) kg pT)

Onder de getallen 1,...,pt+w—1 bevinden zich pt~d(p—1) getallen

die juist 4 factoren p bevatten. Het aantal klassen waarvan de elementen

juist 4 factoren p bevatten is dus pt—d(ko,p—T). Het totale aantal klas-

scr r 1s dus
: t+1 t+1

t-d/.. _ p =1 «p -

D (koyp“1>~(koyp"1> = < = kO =

Md—

r =
d

Kk < % x < 2k.

J3 I
Lj‘d O

Zij nu v(n) het kleinste getal v, waarvoor

v
551 xhk~; n(mod pt+1)

ten minste één oplossing (X1,...,XV) bezit, Als n, CVn, is voor geschikte
keuze van x de relatie (1) vervuld, dus volgt uit het bestaan van een

oplossing van
m

<=k _ | < k
ZoxT = nj(mod o) dat ook >_ X,
h=1 h="1

een oplossing bezit en omgekeerd. v(n) hangt dus alleen van de klasse
af, waarin n ligt. v(n) neemt dus hoogstens 2k-1 verschillende waarden

t+1
t+1 ) )

?E.nz(mod o

aan,
Uit v(1) = 1 en v(n+1) < v(n)+1 volgt dus ?at
v(n) L 2k-1 voor 1€ n < pt+ -1,

Hieruit volgt de stelling.

Stelling 21, Zij p > 2, k = p°

t+7
)

Ky D f k5,1 > 841, a= 1(mod p . Dan is

er cen x met XX = a(mod pl).
Bewijss Stel g is primitieve wortel mod pu voor iedere u> 0, (Het bestaen
niervan blijkt uit het bewijs van stelling 4 op pag. 4). Omdat .
a = 1(mod pt+1) is pt a. Stel a = g% (mod pl). Dus is zeker
g” = 1(mod pt+1), dus z = 0(mod pt(p—T)).

De congruentie z =vk(p-1)(mod pl-T(p—1)) zal nu een oplossing
v en dus ook een oplossing v > O bezitten, omdat

(k(p-1), pT (p=1))= p"(p=1).
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Dus cal gelden gz = (gv(p-1))k (mod Pl)9
v(p-1
zodat x = &

Stelling 22, 21ij p > 2, s } 2k, k = p

gekozen kan worden,

t
ko, T ko, Voor 1 > t+1 is het

aantal incongruente oplossingen (X1 goeo ,xs) van

S .
S ox K = n(mod pl)

n=1 &
ten minste p( 1-t-1)(s=1),
Bewijs: De congruemszie
> x K = pno (rod pt”)
h=p B

bezit volgens stelling 20 ten minste één oplossing, Lr zijn dus zeker
p(l—t"1 ) (s=1) systemen (X2 pooe s Xy ), die voldoen aan
s
n- > th = 1 (mod ptH) en 1< Xh\< pl(h=2,...,5).

h=2
Volgens stelling 21 kunnen we bij leder dergelijk systeem (xz,...,xg)
het getal X4 20 bepalen, dat

k

= k(
X, . =n - > X

mod pl)
D¢ eldus verkregen systemen (x,,...,x) voldoen aan de gegeven congruentic

_ 542
Stelling 23. 2ij k = 2"k, k, oneven, 13 t+2 en & = 1(mod 2°7°), Dan
K _

is er een x met x = a(mod 21).
Bewijs. a= 1(mod 4), Dus is de congruentie a = 5%(mod 21) oplosbaar
naar z. (Stelling 6 pag., 6) Hiervoor is dus ook

1 = 5%(mod 2t+2).
Omdet 2z=0 hicraan voldoet is z = O(mod 2+')(Stelling 6 vag. 6).
Omdat (k,zl'"z) —

is de congruentie
z = vk(mod 21—2)
oplosbaar naar v en dus is er ook een oplossing v 2 0. Dan is
(5V)E = V% = 5% = a(2h),
want aan 5% = a {moad 21) voldoen alle z van een bepaalde restklasse
mod 21_2(stelling 6 pag. 6).
Stelling 24, 7ij s > 4k, k = Ztko, ko onevern. Voor 1> t+2 is het aantal

incongruente oplossingen (X‘l R vXS) van
n "

Z% x £ n(mod 21)
h=1
2(l-t—2)(s—1)

tenminste cap
+ B ,
Bewijs: Stel n-1= m(mod 252y en 0 gm g 27751 Sdk-18 =1
Jmdat » . oo
S k. s of = n-t(med 2°79),
h=2 h=m+2 -
cezit <
k t+2
b3 = n-1 (mod 2°7°)
h=2 *n
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ten minste één oplossing (Xz, A ,XS) .

1-t-2)(s-1)

Er zijn dus minstens 2¢ systemen (xg,‘.‘,xs), die vol-

1oen-aan S
k t+2 1
n—}gx =1 (mod 2°7%) en 1 Tx, £27(h = 2,...,8). Volgen:

stelling 23 kunnen we bij elk dergelijk systeen (X2,...,x ) een X, be-

3
palen met S
x1k =n - > xhk(mod zl).
h=2
Alle aldus verkregen systemen (X‘t yooo ,XS) voldoen aan de gegeven con-
gruentie,

stelling 25. Zij s > 4k, k = D'k, D + ko. Dan is
20
> a(pt,m) » pllms)(e+2)
h=0

Bewijs: 21ij 1 > t+2. Volgens stelling 18 is

S a(p%,n) = o178 w(ptn),

h=0
waarin N(pl,n) het aantal incongruente oplossingen is van
5,,& x, £ = n(mod pl).
h=1 h

et behulp van stelling 22 (p > 2) en 24 (p = 2) blijkt hieruit dat

S a5 pt(1m8)+(1-t=2) (s=1) | (1-8) (142),

h=0
Hieruit volgt de bewering.

(Opm.: Dat we voor p > 2 scherpere grenzen tot onze beschikking hebben
is voor ons doel van geen belang.) ]

A
Stelling 26. Voor s > 4k is (n,k,S)Zm :

Bewijs: Met behulp van stelling 19 ©blijkt

< 1 6 1
Z A(Pl,l’l) > 1 - 06p k> 1T - —-3- >1 - -
h=0 ) D
als p > Cg is. In verband met stelling 17 en 25 geeft dit

Yimz TT 0208 11 (-2 &,
Do D> cg P 4

wegens de convergentie van dit laatste product,
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De stelling van Vinogradew over het probleem van Jaring IV
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 § 4. Voorbereidende stellingen.
? In deze § geven we enlzele stellingen, die in het analytische deel
van het bewijs gebruikt zullen worden.
Van fundamenteel belang is hierbij de Fareyverdeling van het inferva
(0,1).
Definitie 5. Onder de Fareyri] T ven de orde n(n > 1) verstaan we de

~stijgende rij van onvereenvoudigbare breuken % met
Oé%é_1enq§n.
us % behoort tot F , als 0 a{ qg& nen (a,q) = 1. Zo is Py de rij
gl 112122341
70 59 4v 3y 53 27 57 31 4v 59 1‘
Alles wat we nodig hebben omtrent Fn nemen we op in de volgende

SStellin@:

1

"Stelling 27. Als % en %T twer opeenvolgende breuken zijn van Fn’ is
a'qg - aq' = 1en g+ q'>n.

Bewijs : Omdat (a, g) = 1, is de vergelijking

gx - ay = 1
oplosbaar in gehele getallen X en y. Als (xo, yo) een onlossing is, dan
worden alle oplossingen gegeven door (XO + ha, o * hq), wacrbij h geheel
~is. Je bepalen h zo, dat n - ¢ < Vo hg < n. e hebben nu een oplossing
(x, v) gekregen met
(X,y)z‘l 0¢C n-q <y <n.

Te breuk § behoort dus tot Fn. Omdzt

X

Cean ...‘ _{., e

a QY > . X
omt % na % in F . Als het niet or is, 1is L

<

z _ _xg' = a2y’ y L
N q‘ ya' = yu’

erwijl



Fieruit volgt

] X a 1 1 v + q n 1

s = &R, em ——— —_ = w—

59 ¥ " a2 7a qq’ yaa' /7 vyaq' 2 ya’
hetgeen onmogelijk is. Dus is % = 3%, zodat a'q - aq' = 1.

Uit de ongelijkheid watrmee y vastgelegd is, volgt nu g + q' > n.
In het analytische deel van het bewijs treden verschillende groot-—
heden Ogi die we nu in het kort samenvatten. We stellen N is geheel 2'6

en P = Nk, Op het interval 0 < cX_i 1 markeren we nu alle Fareybreuken
i

k-% . .
met noemer P°T %, Ve brengen vervolgens de medianten van twee opeenvol-

a a' + .
gende breuken aan, dus tussen = en ET noteren we 5——~9. Volgens stelling

a'+q'
27 is dus

1
2 ST
a +a' a _a'g-~-aagl _ 4
a+ao" " g aqla+a") T qlq +q")
]
4 —T
L__qua
ern evenzo
| ) S
= 2q' PEE
a'! _a+ta' _ 1
a' a+q" " q'lg+q') A
1
=
.._.qlP 2

—

#e veschuiven nu het interval van O tot de eerste mediante (O ) over
de eenheid naar rechts. e laten nu de Fareybreuken weg en beschouwen
alleen de medianten. Door deze »Hunten wordt het 1nterval'ﬁ«<o<<i 1 +l
in deelintervallen verdeeld, die de gedaante

oA=24+f,
* L9 S |
met (a,q) =1, 1< a<qgi?P e U y < Fi\/ , hebben, waarin geldt
. 1 ’9; - 1-
gz < < k="
2q P - Ll — q P

Zeker is dus

\/3[ ““"”“l< = < q2

De deelintervallen met 1S g P
2 1 )
met PAL q‘é_Pk"z duiden we aan met m (“Minor arcs®).

Je voeren verder voor ieder natuurlijk getal 1 de verzameling Hl
in bestaande uit de verzameling der natuurlijke getallen z, die te

1 i
2 noemen we M ("Major arcs").en die

Schrijven zijn als

= ZE: X% met x, 2;0 (h = 1,e00,1).
h=1
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Het aantal elementen van Hl , die_é Q zijn, noemen we Hl(Q).

Voor s nemen we voortaan 4k; voor 1 zullen we later een seschikte
keuze Goen, afhankelijlt van k.

e cefiniéren verder

: b X
(o) = T(on,k,M) = L e(xu2),
Tex<H
i >
R(KX) = B(X ,k,1,N) = Lg—wlk e(ux ),
US &y
u in Hl o
N > k
S(L) = 8(e,,1,0) = £ L e(yt ue),
Kys :L--E uf%Pk—-;j

7= in H
u in Hy
e geven nu een korte schets van het bewijs.
liet aantal oplossingen in gehele getallen XygoneyXyy Ugy Uy, u3, v,

die voldoen aan

1< x <P (h = 1,.0.,8)
u, in H u, < 2pk (h = 1,2)
1y in Hy 3 < ELPK"';;
1<y < PPE
van s
N = hZﬂ xif U, U, yku3

1s zelijk aan
!

)

/

/ o=k N)T%(x )RE((,\ )S(eX )dae.

‘e leiden nu eerst een ondergrens G,af voor Re 2. / en dacrna een boven-
St id

. J
& T

b {

o ot T
Sreas le a7’ veor .{Re 2. ! ’ .. Deze grenzen bepalen we zo scherp, dat;
Lk m 'n‘]_‘

voor geschikt gekozen 1 en voldoend grote N geldt

.y e — - —
/ :Re/ = Re 2_ / + Re / > Gy = G > O.
é = M 1 m m
Pe stelling van [ilbert is hiermee dan bewezen. Tevens vinden we
(zie § 1) G(x) < s + 31. Deze laatste ongelijkheid zal de stelling van
Vinogradow opnleveren.
On de ondergrens Gy; te Dbereiken, maken we behalve van de stellingen
13, 14 en 26 gebruik van de volgende stelling:
3telling 28. Zij T, <05 Voor T, < T < 72 zij 0 & ¥(7) £ B,
DL Y(T) £Cen 0L PHT)
Dan is



7

s .
L elr(t) ——/ell(f) dr < 4(1 + B + BC).
i.!\/“tgg ¢

Zewiijss Te onderscheiden drie gevalleny I r‘l en Tg gchecl, Dan is

¢ +\ S& LiR(8)_ 2 1F(T1)_ 2 3F(Tp)

Ry ' SR
Z
2
_/eiw') g _
{y o Z, o
(1) =1 +\[(F—L7J-—:§)F'(U elF(()dt\
Voor iedere T s
f [7]- 2)dc_<__%.
Stellen we voor T, £ ég T

2
/ T-lz]-%) r(7) av =yj(§),

~ L]
dan is volgens de tweecde stelling van het gemiddelde

‘s&z(%)lf_%—(}voor? g<£2
Het rechterlid ~ran (1) is dus
|y ) (AP(L2) -/ %(c) i O pi(Dar

8
L !
Sisge +/ £ CE(T)as = 1+ gC (1 + B)(<4(1 + B+ BO)).
!

<

iI iLLd =|_T2}- Dan is L2 - L 1( 1 en derhalve

-~ o _
/ elF([)d‘S )V
1

ST . -
| 2 iR _ [ AR(T) o] < 41+ C o+ B0).
- r

{ 1('t < 5
i1 IQ( [72‘} . Dan is \g)lgens het b?w'enstaande 75[
‘Z: eiF(t) _ eiF(Z)dt < Z__,ﬂ eiF(t) _ eiF(TER s 3<
'T,heT [T +1¢s4]0,) :
’ (G 4

< +%C(1 + B) + 3 4(1 + C + BC).
Om de bovengrens Gm te bereiken, bewijzen we de volgende drie hipste’
1*1”""”11. Allecn stelling 31 zullen we later gebruiken.

Stelling 29. Stel q D 1, (2,q) = 1, oxtn&’ regel, | of - ‘C‘f(_(ig Met (b
" q- 1

wordt voor reélefg de afstand van/@ tot het naastbijgelegen gehele ge—

tal bedoeld. Min (q, %) stellen we gelijk aan g.



Tan 17 N
- . 1
\ { . 2 - e ~
Lo Lo, 3/-}—'1'}’:') < ¢ g log 7.
lrm I
7 J
s - ~ e 7 Ixd A +
newliss [& 1 1 Zogant ,, Gt
\X ;:'\/___1\.
{ 3‘; ')‘( 3

IFANIRCERS

K -

L

X**K“@*—&ﬂzl(x - g

[

2q

”

)<~L+:;~J§=73—
|

(
codat y+qwx o Pl EASL e B (x)i(’%.

}&\ hecoft dc periode 1; omdat (a,q) = 1, doorloopt m + ax cen vol-
!
l:dig restsystcem mod g. Dus lmunnen we

' v B (-
g X +z%xj:{fJQ§L€?MS£l§

stellen, waarin y(x) voor x = 0, ..., g-1 de getallen O, <s., q=1 in
gen ~olere volgorde doorloopt.
"1j redeneren nu als volgt

C}:_'_? e ( 1 ) 4 7- \/ 1
> Min (g, o= A Q+ L T TR
= SRV s X8 e

-

. N . : . .
' hid owe 1n4;~1 die weaarden van X nemen, Wa:rvoorlﬁ + X x dicht bij

Vday
zen gehecl getal ligt en in 2,,2 de overige waarden van x. Voor ons
—
dcel is het voldoende om 4— , uit te strekken over die x, wa.rveor
(<4

zeldt

/ /“7\ "

(2) . 3¢ y(x) X g - 3.

Cm te bereiken, dat dit voorkomt, nemen we voorlopig aan g » 6. e

7

streklken dus ZL. slechts uit over 5 waarden van x, zodat %71 g = 5q.
Voor de x met (2) zeldt
r{ - G = YX
:\L’gﬁiy(}c) ~-%<:v(::) + B (x) < y(x) +%:/_Q~"‘*2‘lus

dus is
J Xlx’iiél;LﬁiK),/q g = v(x)
29 ™ q S 2q ’
moan
1 Tier 1 i 1 )
W“L‘XXE- <2q liax (y(x)v q - y(x) < Q< (X g - y(x))
Hieruit volgt :
— 1=3 1
2*? v <_2q ZL (L +;:f¥-ﬂ < 4q SL - 4q log q.
PR f " Jooo-=3 /v

Samen geoft dit

=1 )
2_ Vin (3, 77——=)< 5a + 4q log g £ (s=2 = + 4)q 1og q  8q log q-

7=0 Y {X'+ AXp ~ 'log
Toor -
Voor qq(.” het bewijs eenvoudi
Ll 1 - . lox g
2. Min (g, - ) & D < DU =3 £ 8q log a-
=0 1 )g-+tx~} £ LS Y4 Tos2



stelling 30.
_2
an is > in (q,
A=ta 1
Hevidme e veidelen

Stel b —a > >, ()

06 q-

setallen a+1,

e 0y

4 . 1
ol i N o 1
1, X redel un}ﬁ‘u:;}i»Tp
: g
b in de volgende ;roe-

L+ hg+ 1, ..., & + (h+l)g (h = b:a] -
- e}
.‘. b'.‘:j- !

IS L""‘""“Nl q + 1., LI b-
Lz te beschouwen som valt nu uwiteen in [Egé} [ Eaé}+ 1 deelsommen,
wa rvan de laatste hoogstens gelijk en de overigen gelijk aan ecn som
in de¢ zin van stelling 29 zijn. Dus is

> L (=== +01) 8 log q € 16(v-a) log q.

Z=a+1 4 —
Stellinyg 31. (Vinogradow) Stel z > q > 1, (a,q) = 1, X reiel en\x’~ é\[
Dan i~ | - -

2 el £ 32 XYZ log g

L, 5 -

hierin wordt in\Z het getal

XY

< o en y over Y verschillocnde natuurlijke getallen &

X uitzestrext over

ateods

Bevijse Voor reéle/u is
PXICYRI
x=1

en vls/A niet geheel is, ge

e (‘//1 % )(

4
=

A
\x=1

X natuurlijke getallen

7
Lie

>"e’<‘?‘+‘%4 T

1

- sm(?T m )é 2;—m§<

1 °
;/t,d

el “1)\ igm /{ u{

Hieruit volgt in verband met de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz (y' door
loopi lezelfde waarden als vy ia het voorafgaande).
\ h
> elxyel)| % (Z z e(xy(x)) }> e(xy %) | <
y — hid N
J X > XZ SQF e(x(y-y')ol) <
- X=1 y y,y' x=1
U 1

{ XL Min (q e 2)‘

= v,y R ESCE AN
Stel nu y-y' = z, dan is

in ledere z komt hoogstens Y maal als y-v'

z 41[2] -1

VOOIX.

-.[z"; + 1L

21u1—1_>_”c.q~1>i

unnen we stelling 30 toevassen bij de

L e(Xyd)‘g ny %\v« Min (q, .‘....5.7:}.
Xy ¥ - “L"’ i

somaatie over

Cmdat
Ditv levert

2.

32 XYZ log q.
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De stelling van Vinogradow over het probleem van /aring V

Svrelzers Dr 7. Verdenius.

§ 5. De "lMajor Arcs®.

Aan de reeds op pvag. 40 en 41 ingevoerde notaties - deze worden
in het vervolg bij voortduring gebruikt - voegen we nog de volgende
toes

Voor reéle /3 stellen wvie

ol f5)

-
v

il
Rl

U f,7,1) =/ e(w®d)ac,

(]
i

PR
V(ﬁ) = V(;ﬁ ,}",N> = %{--4' X\. G(X {'j)'

Voor een natuurlijk getal n stellegn we

/

S

D(n) = D(k,n,N) = /[ e(-np)V(2)ap.

Voorlonig stellen we ong ten doel om acn te tonen, dat voor
n< N geldt

I

Verder zal blijken, dat voor N 4 n < U geldt
A ~ 1 3};\:
) : ;o o,
L(n)) (n) / CS(ET
Voor wvoldoend grote N (d. .z. groter can een alleen van It afhankelijk

te
B , 1 "o
getal) ~n iedere n met & n LN is dus

Paniiasd ”~ ~ : },
ST e(enx )0%(o)as > =y PN
Lo AN G-

bl M 7

Met behuln hiervan bepalen we tenslotte een voor voldoend grote N gel-

dige bovengrens voor

- 7 IS 2 ) R
Re 7 [ e(=tw )T(o IR () S(> ) acx.
MM
Om (3) te bereikem, brengen we T(« ) eerct in ve:band met U(/5)9
daarna pas met V(). Door intcgratie over alle major arcs rzullen we
/

1) De voordracht d.d. 12 Maart 1952 is abusievelijk eveneens als 1le

. s et
voordracht aangekondigd. Dit moet zijn 10e voordracht
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voorlonly nog niet (3) vinden, ma.r een onceliikheid, die vwit (3) ont-

- N - L
staat door  (n) te vervangen voor < _"n(:“,IZ)e Evenwel zal “1ijken,
gV
¢t de reeks § (n) voldoende snmel convergeert ou tot (3) te komen.

Stelling 32. Ligt<x op de M(major arc) met bijbehorende breuk 3 dan is

} o) - -1 Q ‘a;_ PR é | k) a
O B ) KA L

Bewijss Zij ¥ = % + . 7e brengen ©(x ) in de gedaante (N = z’" < )
R
M) = 3 L e((Ti-»r}k(g + L)),
r=1 1, . Pt g
- % ;*‘"‘
q ¢
Dit kan omdat voor M geldt ¢ £ ». Verder 1is
\~1‘
g P a
D / ] —
uCe) 1y e(w¥ 2)aw =/  e((Tq) s e .
R a /s | Jr 4
Hieruit volgt c
() - q“1 s(&) u( ¢) = Py
4. 1 / R 1q T
RGN T oe((wgen)® 2) -1 e((Tgrr) T€)a T,
T=1 q v, Tex J ’r
o] < G q Py
zodat _ . [ 4 )1{
Q - ' ey 1ot
- T e t+r)f~f>~} & (g7
n(ex)- o7 S(BuC 9)‘13 I P (gen TR =) |
- : _
Op de termen van de som 2_._ in het rechterlidr passen we stelling 28
r=1
toe. We kiezen
- - P-r a T T Lo l
- L T o EEE en (T ) = 27 ( JgHr) .
L, o et ( £
foor L, & L §<Z’2 is dan . 1
. - =pZ Tl
0L T(T) & WP plg 2T BI& 20F,
0 <F(T )L aMkgP [YgaTxP ™",
Ve T .\’
0g! (T).
e vinden dus c B o oA ‘
7 - T {1+ T KPTERA TTKT) ¢ eanlkig.
(o) T8 )Um){t ST 4127 kT ¢ eqplie
S rE .
rs . e . - h} . '!. .
Stelling 33. Tigt ¢ op de M (major arc) met bijbehorende breul % dan

is
, _ N ]
(00 - g7 = B ogy (e
Bewijss Omdat i S(--r‘) § g, kunnen we op grond van stelling 32 volstaan
- a

.L
met aan te tonen (;.3 =N - P

i U({}) - ¥ P){(cm(k)
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Dit blijkt aldus -
‘ };‘4 ‘-‘A‘ iX 1 .
1 / il \ 1 i !
\ U( !.C }—-.V( p)’:‘xg J/ /\\ ™ e\/, / a - -:: X el{ X 4_<
J / x=1 N
T 1 1
-.....__'] -——
/ — /3\ k \ 1 1 T}: ‘
“ 3 d N o+ o= o+ == +
‘§ k'o [} 1\'
-'"N 1 1 i [ 1 ;
i1 k- . 1 ! o W
K / N el 57) = Iifé x5 e sw)e mr e(@) & e IMWE | &
i ‘/1 X=1 4}{ -
N 1 .
1) \ N ; S T{"“ PN |
1z | \ —_ 1A \ yr e P4
é 013(";) + ki"«} IST/\ Col ,:)G(/ 1 el 1})’§
;f. o= a4 ~2s
Coga(k) + 5=/ 12T Be(f  ANT 4 e( )= DAE Ta ) o
x %13 2k,."1 / I/« \/ ) : , i <
C N1,
ot = N N P N .
Dpl | Ak ANET )
c + v, -+ ) /1 <
§ 13(k) k{.ij1 d/\A//1 ; a g
1
51 k
- ! /-,} N
$eqplk) +7 /| N c (k).

Stelling 34. Ligt X op de II (magor arc) met bijbehorende brew: =, dan is

“

S/ o —SaS;2y1S ay! () gl phi=1
(T%W) ~q °S (};)\/ (x - -;)(/\_ 015U{)q phk-1
1L 5! |
Bewijse: Uit :
[us- VS(= U=V }{us—' PN i AT T {é s|u-v{Max® (lul, |v])
1 ] \‘

volgt ({3 =x- &
gt (f 2)
\ TS(Q() _ q~SS VQ( A \}( b‘ll ) _ q"‘1q( )V( \ITaXS~1((T(r‘a(>£}q-13'a‘>"vr(.
DN i q
Volgens stelling 33 is dus ‘
(63 %) - o %8%(R)VE(B)] ¢ cqg(K)a Max®"T([T(e)1, [q7 s(EIV(2) ).

£

Cmdat N

(5) \0“15(%)\[(/3) §~Cw(l’:)q .
Uit stelling 33 volgt dus l

]T(i&()‘g‘T(u\) _ ql'ls(i)V(B)g .

Op M is P > 02, dus q

(6) - [m@)] Loy (k) + cB(nx)q o,
Uit (4), (5) en (6) volgt nu

1= | '
[TS(O() - q—sss(%>vs(6)’< 15(1{)(; kops=1y 015(1c)q T
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Stelling 35. Voor iedere ' (.njor arc) en ieder natuurliik setal n geldt
- f 3=
Jy SCnA JVE(RYag - Dle,m) Loy (009D
Bewiis: Uit de definities(p. 40 en 45) bliskt
[
. ey
/! { / o L
. o [ S/ . AT 3 oy, 2 | ..8 SR
(7) l/ e(-n LIV A)as - 2adig j, |77 (a ) ase [ ]n (prlas.
L ] ! 1 2
Om dit te benutten, bepalen we een bhovenirens voor *r( » )|, waarbij
0 L }(ﬁ( {Z. e merken eerst even op, dat (a < 1:)
b
} 2 ela x)} =le(aa) © o2 Q(«-aw\), ; T
i T - N gin Al X2 Ty T PR
x=a L © /‘” sl s = IR Y
e schrij n »
e sc jven nu Q 1 I 1
- \ i s /““\"‘;~_~ -
v( (5) 11 xE e(bx) + 7 x* e /’“‘K>) = ;1:( £, 3 57
x=1 ‘ x=Q+1 : ; -
waarin Q een straks te kiezen natuurlijk getal £ N is.
Voor 2_. bepalen we een tovengrens als volgt
G Q 1 Q 1 1
> Jg3 1 ET L ok
hianah \\? L— X \ 1{1") K4 an = L{\Q_ -
x=1
7 o gaan vie partiedl sommeren (Abel). Tordt 3(Q) = O en voor Q+1 X‘\’:
x ‘
N gesteld S(x) > (/611), dan is .
_— N A N1 = 1 |
i‘ > I‘—{‘-‘ ! 4 7 !; T E-“a o <M’ \.‘E—‘é o/ ‘l"‘
z o= X LS’\:J-S(X-—‘J){-«::,-.m x S(x) -2 (xz+7] Slxp
X:Q-}—'} :{:Q 1( :Q '
Yzi"‘.l l 1 ’L-—‘u ;L__",
1D (= (x+D)F )s(x) - W S(MJ <
X:\\-F'l 1 1 1 § 1
-1 1—{-—1 o= P :@-1 o1 E«-'}
< ! : (x% =(z+1)™ ) + —— I < — (+1)™
X \(:St X=0+1 1@2 \X:}
.l j‘-.--‘q| .‘ Y 1
) s - o
Derhalve is |V( () l(Qk + —ﬁ;,—(gﬂ}'* . Kiezen we Q =Phln(--—-—-\1ﬁ‘ , N1, dan
! 1 > " > i
: . Lk | |
vinden we \ V( ijﬁ)( 2 ;H .
Gebruik makende van (7) en de o» ». 40 genocemde grenzen voor

' ‘q’ s
&1 en V., ! trijgen we

k/N e(-—n']%)vs(f@)d(b - D(mx(

S
2/ 2" i Can
,»/ ; (1 { <
I D.l{"—;f
(.O‘LA.
k)qBP:ﬁku‘}%é 917(1{, '?31{'—5



Stelling 36. Voor ieder natuurlijl getal n is

Z / e(-no )T () = D(e,n) £ Mq,n)’( oo (1) PIK=T,
T Ju - ©18

H
1 \ P |

Bewijs: De lengte van iedere [ is <& TRt 0D iedere M i3 voligens gtel-

ling 34 (A = % +5)

Sy, ~Sa8/2 _oany oo yuSy o /o (%) .
\e(-n0<)T () = ¢”78 (!\.)e( Je( n}L,,’u ( ju?)}(\u15&1>_x ,

Dus is voor iedere M
/ e(-nN)T3()adu = 7% (He(- ) [ e(-n S)VS(,A)GKG}(
i)

=
< 019(k)q_3133k =,

Uit stellinz 13 en 35 volgt nu, dat voor iedere M geldt

- i

4 - -5.8,ay_; any|
j e(~-no) T () o = D(k,n)q 775 (He(- )| ¢
L o1

s(1- )
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0.l.ve Prof. Dr 3.C. van Veen
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De stelling van Vincgradow over het probleem van aring VI

Sprekers Dr . Verdenius.

Om stelling 36 te kunnen benutten, moeten we eerst de functie
D(k,n,N) nader onderzoeken.
Stelling 37. T Voor ieder natuurlijk getal n geldt
D(k,n) < c,. (k) p3k,

IT Voor ieder natuurlijk getal n % s met ﬁN’g&n <\N1) geldt

\

(.n) Y el p3K
(kym) o c,)?(kj PR,

-
i
i

Lewijss e ?rengen eerst D(k,n) in cen andere gedaante

+3 +% 1
D, m) (o) v(ap - L e - )
J.X’n -—/ J:_ e —n/a /Ir«’ (“J B ] é} / kA /:_..*; s 0 0 /L';“<x1 .o -.}(S e( —n+x1+ono +xs:ﬁﬁf=
—~3 Tt X1_. XQ"-}
N N 1,
T N -
(8) = wj—S- 4:_~ ...L_" (X"]"‘XO)K
X + oo ot+X ‘:.n
1 s

7ij Q = min(n,N). Bij de sommatie in (8) is Xqteea Xy = Mo Ten

wD

minste een der x; voldoet dusc aan xij} = 2;8. Alle x, voldoen aan
=4

X15; n. Omdat ook Xif§ N is dus xi:§ Q. Op grond van de symmetrie van
N ~ ~
(8) is dus 1 121 1
s < 8- QK KT K et
= = o~ - £
Dlk,n) € 5 7 eee o (xeexg 03 L opy(k)Q (2 = <
k X1—1 Ag~1~1 x=1
g 2 5.1
AKy 51 kL Kk
<'023(k)Qk (2@ = 0y, (005 £ cpq (ION? = 0y, ()P,

waarmede I bewezen 1s.
Veor het bewijs van II merken we oo, dat voor n< N uit €8) volgt

1) De grenzen 2N en N zijn slechts in verband met de toepassing aldus

gekozen en zijn niet de uiterste grenzen.
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1
=1

D(k,n) = ;Lw:"AM” Am-““ (XT.. X, )k

Omdat voor positieve getallen het meetkundig gemiddelde niet gro-
ter is dan het rekenkundig gemiddelde, is

S - =(3-1)
D(k,n) 2 wé-%* +}\~_—h(~§(x1+..,+xs)) >
X > 0°
L S 1) e
S Vl“’(k?"” N 1 ns(k ”!p_\ o=
- -~ 7 {
% Coy k %T?TTTIE;Zn 7 Coy I s
Xl>o

Omdat n s en WEN is dus
//
S

1 Kk 1 3 1 3k
D(k,n) nc > N° = — Po%,
9 74 28'.153‘1024(}{) 022“{5 022Z1«_5

Stelling 38, Voor ieder natturlijk getal n is
— . | 3k-%
i> [ e(-no)T%(X) - D(k,n)- (kyni < 025(1{)}?
Bewijs: In stelling 36 bewezen we voor ieder natuurlijk getal n

(9)

— ey < ) i3
S etm0nTe0 - Dlem) L A < eqgiE

M q< S
We moeten dit resultaat mu zoveranderen, dat z__,,_____ A(q,n) vervangen werdt
S g < V
. AN

door ¥ (k,n) = o Mg,n). Uit stelling 14 volgt

q=1 5

\ . P 1__..':).. e s
)%m>—g Al L o) 2 q F = egl) 2 g

q< VP - q;\/, q 2P h

,)-‘

< sz(k)p -I\ c 6(1{)P
In verband met stelling 37 I vinden we dus
(10) lD(k,n) > a(g,n) - D(k,n)” (k’n)i< cer (k) on. (x)p3K~%
‘ 21 26
g« VP
Uit (9) en (10) volgt de bewering.
Stelling 39. Veor N 027(1:) en iedere n met INg n <N is

Re 4___,/ e(~nw) T () dx >
TR 28(k)

3k

1) Als dus n ¢ N mogen we schrijven D(k,n) i.p.v. D(k,n,N). Daarom is
reeds in het voorafgaande de afhankelijkheid van I niet steeds uit-
drukkelijk vermeld.
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Bewijs: Velgens stelling 37 is D(k,n) reéel en volgens stelling 26 is

P

/}'L(k,n) regel. Uit stelling 38 volgt nu dat voor iedere n geldt

} < 7 -
| e Zﬁ ’/M o)1) do: - D,n)7" (k,m)|< C~5(k)P3kJ"

en dus ook
Re?}\—n: / e(-n':X)’TS(:»)d(_\ /\ D(k,n){j((k,n) - 025(1{)P3k-%.

M
In verband met stellinz 26 en 37 II zien we dat voor N2 4s en N <n<
<N geldt

p3k-% _

ST L ymS oS 1.
Re /,_M~ /M e(=nx)T"(X)dwx 7 04(}(7022(1{) p3k _ 025(}:)

3k c.~(k) 3k
P 30 . _P
- 0293}f5 (1 - Vo ) > 2c29(k)'
als bovendien Y P > 203O(k) af‘N)(Z’cjl(kﬁzc

in fTimece 19 het bewijs slloverd.

Stelling 40. Voor N > 027(}{) is

S 8,2 U 1 3k, .2
Re /. e(=Nx) TS (6) R () S (%) aix p3kpi2g,
M Ju e '

waarin R' en S' het aantal termen van R(X) resp. S(X) voorstellen.

Bewijs: Te beginnen met on te merken (verg. p. 41)

e(-N)TP(ORZ(0)S(X) =, el{ug+ upr youg= M%),
u19u233r1u3

waarin u, en u, de R' getallen u van R(™) en Y3sdy de ' getallenparen
y,u van S(X) doorlopen. Stellen wve

n=~N - Uy = Us - VkuB,
dan geldt voor ieder svsteen Uy Us, Vo1, wa rover gesomnmeerd wordt

N 1 R 1pipk=3 _ N

N>n N - 20 - 20 - 3PP = 7

Is dus N ) 027(1c), dan is vol_ens stelling 39

Re /,,.,/ e(=No) TS (W) R (X) () d X =
M M

o S AN k 2
Re /. / e(=nd) T (o) dx ! - p3KR1 251,
T / Top (k)
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De stelling van Vinogradow over het probleem van Waring VII
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_9 6. De "Minor Arcs",

In deze paragraaf wordt de stelling van Vinogradow (stelling 31)
toegepast.
Stelling 41, Op iedere m is

"s(m)k c 1(k)lD \/s' log P,
waarin S' het aantal termen van S( ) voorstelt.
Bewijs: Stel m behoort bij de Fareybreuk %. Dan is dus

a ) 3 k%
\o(—-—\<“2‘, (a,q) = 1 en P §Q§P . .
o K . . 2k

In de som die S() defl‘rileert, doorloopt y Jjuilst [P
lende natuurlijke getallen (:Pa, die dus alle £q zijn, Verder wordt

verschil-

u uitgestrekt over S‘[P%k] -1 yerschillende natuurlijke geta.llen.{ th_%
Stelling 31 geeft

1 1
- -1
|s(e)]2¢ 32LP7E]S'th 1P5F 10g q.
Hieruit volgt de stelling omdat g { P.
Stelling 42,

Pt T
Rel _ / (=N )T%(x JRZ (o0 )S(X )d ek -031(1{)sz r'V S'log?,
m “m

als R' en S' het aantal termen van R(x ), resp. S(&) voorstellen.
Bewijs: Uit de definitie van T(X) blijkt

| T(et)| ¢ ®.
Stelling 41 geeft dus

1
-3 ,
)2 ] e(=No )T (o )R (¢ )S(ck )dm}(cm(k)l’?k Vg:log P/ \82{0( )\dp{.u

De¢ hierin optredende integraal bchandelen we even afzonderlijk

1 .
) - o = R'.
R (o()ldo( ) [ e((u1 ug)o()d
/O P ou ¢ I

1
Uy in Hl U in Hl
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Uit het voorgaande volgt de stelling door nog te bedenken, dat voor com-
plexe getallen A geldt Reﬁ 2 - sl
! 2 [5 ;.

.
{))7. De stelling van Vinogradow,

R' en S% atellen weer het aantal termen voor van R((¢) ,resp, S( ),
We verenigen vooreerst de resultaten van Q/S en éeﬁ.
Stelling 43, Voor N) 027(1:) is

1 3
Ref e(‘-No<)TS(o()RQ(~f)8(c><)cm<>-——-(k-71 P3ER1251 (1=cq, (k) Z - \ 10g »
O WA 028 "032 ) R! VE| ),

Bewijs: Omdat 1
|

___R<‘[
Reé eLﬁM+Re%/z;1

N :
geven stelling 40 en 42 de bewering als 032(1{) = c31(k)028(k) genomen
wordt. '

1
|
Indachtig aan ons doel - te bewijzen dat[ >O - , hebben we nu

nog een bbv_engrens nodig voor R! V—E'. Hiervoor dient de volgende stel-
1i¢ '

¥ .
Stelling 44, Z2ij 1 » 1,Q ;1, Dan is

Ty1
Hl(Q) > W Q .
Bewijss: Voor 1 = 1 is
. % 1=(1- 112)1
, k 1
B (Q) = H(Q) =[] ) % - ¢ :

Zij mnu 1 1 en de bewering juist als we 1 door 1-1 vervangen,

We onderscheiden daarbij twee gevallen:
b1) 745 1 £ Q< 85, Omdat 1 tot Hy behoort, is

—
~

1 1 ATk
E1(Q) 3 1% oF 9 = 55Tw 92 Tt ¢ :

2) 2ij Q ;} 8¥, De getallen vk+z, met

1 1 1
3F L v -1, 2 ¢ (355", z inH_
= = = 1-1
13 verder zijn ze & Q en verschillend, omdat
vk/\" v oz (V54 vk"1< (v+1)¥ L Q.
1 1

K K 1 7 F «
Hi(Q) 3 (@7 1) - 3Q°- 1)Hl_1(;;fcz ) 2

liggen in H

Dus 1is

1 1~ 1 1_‘(1_ 1)1-—1
N 1 1 k ' k
% (%QE" 2) 033(1{’1_1) (‘ka_—l Q ) %
1 1,1 1,1
_— 1E 1 Q}- T —(1" E) _ 1 ‘1"(1"‘ E)
Z zQ T—1 - 033 . *




In de nu volgende stellingen wordt 1 = Lk log(ékzz/ +1 gesteld,
Stelling 45, Voor N > 036(k) is ' j
1

fgh e (=N )8 (o K20 )sp) aee > 0,
Bewijs: Uit de definities van R(g%) en S(X ) bvlijkt
Rt Vs = m (%Pk>(fP D (353,

Met behulp van stelling 44 volgt hieruit

k(1-(1- 2) 1y + 2 ‘ (1. 1y
V) ot JO-0= DY+ e+ 3eh 0-0- DY)

1 3 ki g ~(B-h) (- D

= P *
c37(k)
(mdat 1.1 1 log(1- %) -—é - log 6k 1
(1- )7 = e {e® e =7
is dus . 3 1 _ 1 1 3. 1 1
r' s >} 1 P?k"%+ Ik T I% T o2 sz “t SI%Z .
°37
Voor N (k) is dus
) °38 g — o
¢35 (k) E — v_éfg £ Lo 39 (k)P 4k Jplog P 1.

Dus is volgens stelling 43 voor N >>036(k) = max(c27(k), c38(k)} de
stelling juist. '
Stelling 46. G(k) £ 6k log k + Cyoke

Bewijs: Uit1de definities van T(X ), R(X) en S(¢x) volgt, dat
/W e(-No&)TS(&)R2(0<)S(><)du;

o

gelijk 1s aan het aantal A der oplossingen in natuurlijke getallen
KyseeesEyy UgylUp,lUyy ¥ die voldoen aan
k k
eo FXg F Uyt Uyt Y Uy,
(h= 1'0‘-,8)’

N = .
Py
2k

A4S
1N+

R AINISSN
P
av)
b
Y
by
1l

1,2),

e
e
o

g

!
(-

1

= 1,2,3).

&
m
fed
[
!

S o

Dus is = Re , en volgt uit stelling 45 dat A ) 0, als N S 036(k).
A forti@ri is” “dus dan ook het aantal oplossingen in niet-negatieve

gehele getallen XyseeesXg 3y VAR

k k
N = X1 + * o0 + XS+31

positief, dus ten minste één. Dus voldoet G(k) (zie J1) aan
6(x) € 8431 = 4ks+3 ¥ 1og(6k?ﬂ +3 {6k log % + ¢yok-



