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I, Toepassing der projectieve meetkunde,

1. Het Euclidische vlak wordt uitgebreid tot het projectieve vlak,

door de volgende oneigenlijke elementen toe te voegen:

a) aan de verzameling van alle lijnen, evenwijdig aan een gegeven
lijn, een oneigenlijk punt, dat op die lijnen, en op geen andere
ligts

b) aan de verzameling van alle vlakken, evenwijdig aan een gegeven
vlak, een oneigenlijke 1lijn, die in die vlakken en in geen ander
vlak ligt, terwi]l zij de oneigenlijke punten van alle in die vlak-
ken gelegen lijnen, en geen andere bevat;

c) een oneigenlijk vlak, dat alle oneigenlijke punten en lijnen en
slechts deze bevat. '

De volgende eigenschapnen gelden nu zonder uitzondering:

&) Twee verschillende punten bepalen één en slechts één 1lijn, die
zc belde bevat.

8) Twece verschillende vlakken hcbben één en slechts één lijn ge~
meen, .

") Een vlak en cep lijn, dic niet in dat vlak ligt, hebben één en
slechts één punt gemeen.

5) Twee verschillende lijnen in een vlak hebben één en slcchts
één punt gemeens

£) Dric punten, niet op één rcchte lijn gelegen, bepalen één en
slechts één vlak, dat ze bevat,

Door centralc projectic gaat de oneigenlijke rechte van een vlak

X over in ecen gewone rcchte., Omgekcerd kan men door geschikte keuzc
van projectiecentrum en tafcreel T icdere rcechte van « in de onei-
genlijke rcchte van Z overvocren,

Dec stelling van Desargucs.

a) Zijn twee drichoecken ABC en A'B'C' zo in ccn vlak gelegen, dat
AA', BB' en CC' door cen punt gaan, terwijl AB//A'B' en AC//A'C',
dan is ook BC//B!'C'!

Het bewljs is zcer cenvoudig mct cvenredigheid van 1ijnstukken.




.

b Ziin twee drichooken ABC cn A'BIC! zo in cen vlak gclegen, dat

Apt, BB' c¢n CC!' door ccn punt gaan, ¢n zijn P, @ cn R de snijpunten

ven BC met B!'C', van AC met A'C' c¢n ven AB met A'B'y dan liggen

2, ) en R op con rechte 1lijn.

Bewiis. Projeectcer de figuur zo op cen ander vlak, dat PQ in dc on-
cigenlijke reehte overgocts; pas a) toc cn projecteer terug.

¢) Door ccn anderce rechte in de oncisenlijke rechte te projeeteren,
leidt men ult L andere bijzonderc gevallen af,

1) D¢ figuur ven b) vormt cen configuratic (103), dic opgevat kan
we2don, als o doorsncde van con volledige ruimtclijke vijfhock met
cen plat vlak, Ticruvlt volet, dat de¢ configuratic in zichzelf over-
c32t Joor cen proep, dic isomorf is met de symmetrische grocp van

5 clenenton,

De_stclling ven Pannius,

o) Lizgcn op 7 de pmmten Ay B, C cn op m dc punten A', B'y C'y zo-

Cog ABY//0 72 en C'//A'Cy dan 1s ook BC!'//B!'C,
3 Io i/, don ig het bowijs zeer cenvoudig. Snijden 1 cecnm
c¢llacr in S. don volgt uit SA:SB = SB's SA' cn SA:SC = Sd':S&; dat
SA,0A" = 53 CE' = ZC.5C'y, dus SB:SC = SC' s SB!',

N, Donr rnoclceteren leidt men uit a) af:

Brwilise

-

Ii-con Jc ieclipvnten van cen cnkelvoudige zeshock beurtclings op
fwoe rechte lijnen 1 cen m. dan liggen de snijpunten van overstaande
Z'3don op ocn veehite lijn,

¢, IDventls oncder 3c¢) worden andcre bijzondere gevallen behandeld,
a4} D2 Prprusficvue vormt cen configurante (93), die invariant is
Legonover ecn procd van 108 perrutcties,

¢) Do stolling van Pappus is identick met haar duale stelling:
Gran de zljden van cen cnkclvoudige zeshock beurtelings door twee
centen P oen Q, dan gaan de verbindingslijnen van overstaande hosk
nraten Coor een punt R

_contrale collinealic,

¢.. Trojcetren” ron de punten ven cen vlak x uit twec centra O1 en
02 on vlal: 77, dan bestaat tussen de projecties P1 cn P2 van P cen
tetrelking mot de volgende cigenschappenst

£ 2i] 7s cen - cendulidigs
IT) ziJ veors rechic lijnen in rechte lijnen overs

ZII) vorbindingelijnen van overcenkomstige punten gaan door cen vast
»mt 0 ( saijpunt van 0,05, met )s

Z7) snifpunten van overzenkomstige lijnen liggen op cen vaste lijn

d (enijlijn ven o« met 7).

Zen betrekking mot deze vier eipenschappen heet centrale collincetic,
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b) Stelling. Er is cen n slcchts cen centrale collincatie met ge-
geven O en d, die A, in A, overvoert ( A, en Ay buiten 0 cn 4)
mits A1A2 door O gaat,
Bewijs,. Men construcert dc betrekking, door een vlak « door d te
brengen en 0, willekeurig te kiezen. 0,A, snijdt & in Ay AR snijdt
OO1 in 020 '
De betrekking 1s eenduidig bepaald, omdat met de elgenschappen
I/-1IV/ het toegevoegde punt B, van ieder punt B, geconstrueerd kan
worden,
c) In plegats van toegevoegde punten A1, A2 kan men ook toegevoegde
lijnen }13 l2 geven, In het bijzonder is efBentrale collineatie,
die de oneigenlijke rechte W1 overvoert in een 1lijn WZ//d9 of omge=
keerd een lijn v1//d in de oneigenlijke rechte v,.
d) De bewijzen van 3b/ en 4b/ kunnen dus in plaats van door pro=-
jecteren ook met behulp van een centrale collineatie uitgevoerd
worden, Dit geeft de mogelijkheid, de methode tot de ruimte uit te
breiden, .
e) Neerslaan van een vlak X in T komt neer op projecteren uit het
oneigenlijke punt Ogilgeen bissectrixvlak van ® en T . Tussen de
projectie en de neergeslagen figuur bestaat dus een centrale colli-
neatie., Bij parallelprojectie (OT oneigenlijk) wordt O oneigenlijk.,
De betrckking is dan een axiale affiniteit. Ook tussen de belde pro-
Jectics bij de methode van Monge bestaat cen axiale affiniteit.
De ruimteli jke centralc collincctile,
a) De definitie is als 5,I-IV; slechts moet de as d door een vast
vliak S'vervangen worden.

b) Stelling. Er is een en slechts cen centralc collineatie met gege-
ven O en 55 die A1in A2 overvoert ( A1 en A2 buiten 0 en 5 ), mits
A1A2 door O gaat .




Bewijs, In deder vlak door OA1A2 construeert men een centrale collineatie
volgens 5b). Laat B1C1 een lijn zijn, die OA niet snijdt, B1—**B2, ¢1~%02.
A1B1 snijdt A2B2 in Rj A101 snijdt A202 in Q3 B,‘C1 en B202 gaan door het
snijpunt P van BC en QR. De 1lijn BTC1 voldoet dus aan II en IV,

De centrale collineatie in vlak OAB gaat nu door projecteren uit P
over in die in vlak OAC. De verkregen betrekking is dus ook op OA eendui-
dig. We hebben nu een betrekking geconstrueerd, die aan I-IV voldoet,

Dat zij de enig mogelijke is, blijkt als onder 5b).

,a) Stelling. Zijn drie lijnen 8,, a, en 8y evenwlijdig aan Vlak/S en wor-
den zij gesneden door de lijnen b, bg//c<, dan zal iedere lijn b3//o<,
die a, en ao snijdt, ook ay snijden.

Bewijs.

Het snijpunt van 2, met bk noemen wij Pik‘ Projecteer 32’a3’b29b3 in de
richting van a; op o ; de projectie van &y
van Pik is Qik' d3 snijdt Cq in Ry R i1s de projectie van S op ay.

P3p Q3p t B8R = Pyy Q3p ¢ Pyq B = Ppy Qpp # Ppq Q3p = Pop Upp & Ppy Gy,
dus SR = Pp3 Qpy. S ligt dus in het vlak door P13//cx en in het vlak door
b3 en a,, dus op b3. )

i . i b. 1s d.; die
is ¢y, die van b, dl,

b) Stelling. Worden vier lijnen 8ny8q38p,8y, Waarvan geen twee in een vlak
liggen, gesneden door drie lijnen bo,bj,bg, dan zal iedere lijn b4, die
2gs8q,8, Snijdt, ook ay snijden. 16-puntenstelling.

Bewijs. Door een centrale collineatie, die het vlak door 8y en bo in het
oneigenlijke vlak overvoert, brengen wij deze stelling terug tot a), waar
245 de oneigenlijke rechte van o« en bo de oneigenlijke rechte van 3 1is,
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¢) De 16-puntenstelling staat in nauw verband met de stelling van Pappus.
Van de zeshoek P13P12P32P31P21P23, gevormd door de lijnen aj,bz,a3,b1,
a2’b3’ snijden elke twee overstaande zijden elkaar, dus de verbindings=..~
lijnen van overstaande hoekpunten snijden elkaar twee aan twee; daar deze
lijnemaniet in een vlak liggen, gaan zij door een punt Q. Projecteert men
de zeshoek uﬁ;POO op een vlak T~ , dan gaan de projecties van 8158558
door het snijpunt van bo met T , die van b1,b27b3 door het snijpunt van
aq met T . Men vindt dus de figuur van 4e). De 16-puntenstelling en de
stelling van Pappus kunnen zo uit elkaar afgeleid worden.

,Involuties.

a) Stelling. Wanneer van twee volledige vierhoeken A1B101D1 en A23202D2
vijf paar overeenkomstige zijden evenwijdlig lopen, dan loopt ook het

zesde paar evenwijdig. Het bewijs gaat zeer eenvoudig met gelijkvormig-
heid van driehoeken.

) Stelling (Eerste vierhoeksstelling)., Wanneer van twee volledige vier-
hoeken A1B1C1D1en A2B202D2 vijf paar overeenkomstige zijden elkaar snij-
den op een lijn 1, dan ligt ook het snijpunt der zijden van het zesde
paar op 1. Dit volgt onmiddellijk uit a) door projectie of door toépas-
sing van een centrale collincatie.

c) Stelling. Liggen de volledige vierhoeken A1B1G1D1en A2B202D2 zodanig,
dat A1B1//02D2, 01D1//A2132, A101//BZD2, 131131//1&202 en A1ZD1//B202, dan
is ook B1C1//A2D2.

Bewijs. Door evenwijdige verplaatsing en vermenigvuldiging verandert

men de tweede vierhoek zo, dat 02 met A1 en B2 met D1 samenvalt, De stel-
ling volgt dan uit 4a).

d) Stelling (Tweede vierhoeksstelling). Wanneer van twee volledige vier-
hoeken A1B1C1D1 en A2B202D2 de volgende paren zijden elkaar snijden op
cen lijn 1: A1B1 en C2D2; CTD1 en A2325 A1C1 en BQD2; B,ID1 en AZCZ;

A1D1 en Bzcg, dan gaan 00k 31C1 en AZDZ door een punt van 1.

Bewijs uit c¢) door centrale projectie of centrale collineatie,.

e) Snijden de paren overstaande zijden 1 in P1,P2; Q17Q25 31’325 dan
zeggen wij dat (P1P2; Q Q53 R1R2) een vierhoeksdoorsnijding is. Elk der
zes punten is door de vijf overige eenduidig bepaald,

f) Stelling. Zijn (P1P2; Qq Q3 R1R2) en (P1P2; QqQ53 5152) vierhoeksdoor-
snijding?n, dan is ook (P1P2; R1R2; 8152) een vierhoeksdoorsniiding.
Bewigs. \In de figuur is voor 1 de oneigenlijke recchte genomenti ABCD
gecft de eerste vierhoeksdoorsnijding. Trek AE door S1, EF door Qg; dan
levert ABEF de tweede., Trek nu EG door RZ; volgens de stelling van Pap-
bus, toegepast op BDCGLF, gaat CG door 82. ACGE geeft dus de vierhoeks-

doorsnijding.
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g) Is bovendien (pqu; Qain} T1T2) cen vierhoeksdoorsnijding, dan is ook
F{R1E2; 5152; T1T2) cen vierhocksdoorsnijding.

Bepaling. De verzamelirz der puntenparen, die met twee gegeven puntenpa-
ren een vierhoeksdoorrsijding vormen, heet een involutie. Uit het voor-
jgaande volgt nu: Twee puntenparen op een rechte lijn bepalen één en slechts
&én involutie, waart>¢ zij beide ltehoren,

h) Bijzonder geval, Neem een der zijden van de vierhoek langs de onelgen-
liike rechte, zoda:.P1 oneigenlijk 1s, Men vindt dan: P2Q1 X P2Q2 =

= TL.Ry X FZRZ. P2 heect het centrum van de involutie, het constante pro-
duct hect de mach®.Gevolg: Een rechte lijn snijdt de cirkels uit een bun-

[

del in puntenparen van een involutie.
i) Len involutie gaat door centrale projectie over in een involutie. Dit
volgt uit het Tfeit, dat een volledige vierhoek door centrale projectie in
gen volledige vierhoek overgaat.
j) Een straleninvolutie kan op 2 manieren ontstaan:
1. Door de paren van een puntceninvolutie uit een punt te projecteren,
2. Door de paren overstaande hoekpunten van een volledige vierzijde met
gen vast punt te verbinden.

Dat beide methoden op hetzelfde neerkomen, blijkt uit de figuur.

N

\b
Y
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De volledige vierzijde wordt gevormd door de zijden van drieloek ABC en
de oneigenlijke rechte 1, De verbindingslijnen van D met de raren over-
staande hoekpunten snijden op 1 de puntenparen P1P2, Q1Q2 en R1R2 uit,
die ook door de volledige vierhoek ABCD uitgesneden worden.

k) Liggen de vierhoeken, bedoeld in de tweede vierhoeksstelling, in ver-
schillende vlakken, dan hebten de viervlakken AqB1C1D2 en A25202D1 de
eigenschap, dat ieder hoekpunt van een van beide in een zijvlak van het
andere ligt (Mdbius-viervlakken),

9.Harmonische ligging.
a) Bepaling. Vormen de puntenparen AA, BB, CD een vierhoeksloorsnijding

dan zi/n AB en CD harmonische paren.
b) Voorbeeld, De zijden en de diagonalen van een parallelogram snijden
op 100 harmrnische paren uit.
Door het parallelogram te beschouwen, dat de middens der zijden van
Y het eerste parallelogram als hoekpunten heeft, zien wij dat de paren
verwiseeld mogen worden. De methode van Desargues levert ons nu:
Stelling. Zijn AB en CD harmonische paren, dan zijn ook CD eh AB harmo-
nische paren,
c) Uit 81 volgt, dat harmenische paren door projectie in harmonische pa-
ren overgaan. Men kan dus ook van harmonische stralenparen spreken.
Trekt men uit het middelpunt van een parallelogram lijnen // de zij-
den, dan vormen deze en de diagonalen volgens b) harmonische paren. Door
deze paren met een zijde te snijden, vinden wij: Het midden van AB er
het oneigenlijke punt van AB vormen met A en B harmonische paren. Dit
geeft een eenvoudige constructie voor harmonische paren.
d) Uit 8g volgt: Alle puntenparen, die met A en B harmonisch liggen, vor-
men met AA en BE een involutie. A en B heten de dubbelpunten van de in-
volutie, Niet iedere involutie bezit (reéle) dubbelpunten.
10.Projectieve meetkunde.
Bepalingen. Een transformatie, van een plat vlak in zichzelf, die door
herhagld projecteren tot stand komt,heet een projectieve transformatie.
Tot de projectieve meetkunde behoren al die begrippen, die invariant
zijn bpij projectieve transformaties. Hiertoe behoren: punt, rechte lijn,

incident, involutie, harmonische puntenparen.

Een stelling behoort tot de projectieve meetkunde, als er alleen
projectief meetkundige begrippen in voorkomen.
Voorbeelden: De stellingen van Desargues en Pappus.
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Een nrojectieve transformatie, die de oneigenlijke rechte invariant

laat, heet een affiene transformatie, Affiene begrippen en stellin-

gen worden analoog met de procjectieve gedefinieerd, Affiene begrip-

pen zijn: evenwijdige 1ijnen, middens van een lijnstuk, affiene

stellingen‘bijvz de diagonalen van een parallelogram delen elkaar

middendcory de zwaartelijnen van een drichoek gaan door een punt,
Zowel de projectleve als de affiene transformaties vormen een

groeps; de twecede 1s een ondergroep van de eerste,

De dubbglverhouding,

Projactcer de punten van 1 uit O op 1's de projectle van Xoois X!

Trek C' P//1.

CA _C'P_cCctp _ C'aQ C'A! B!

= D s

CB-Crg ~Xro " X0~ X7 ° XY e

Bepaling., Dc laatste uitdrukking is de dubbelverhouding ( A'B'C'X!').
Stelling. De dubbclverhouding is invariant bi] projectie.

Bewijs.

" . cropne

Trek 1''//0Ds dan is (ABCD) = TR T (A1B'C'DY),

B
6/
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Men kan nu ook spreken van de de.ve van twce stralenparcn uit cen
waaler.,

Dc¢ dubbelverhouding (ABCD) van dc¢ harmonische paren AB con CD is

-1; dit blijkt, door D ncar hoet oncindige te projectercen.
Projecticve puntcnrecksen on lijnenwaaicrs,

a) Definitic  analoop met 10a,

b) Stelling. Tr is cen on slcehts cen projecticve transformatic,
dic dric gegeven punten van cen 1lijn in dric andere gegeven punten
op ccn lijn transformccrt.

Bowiis. Laat Ay By C op L en A", B! C' op 1' gegeven zijn,

Wanncer 1=1', projceteren wij ccrst A', B'y C' uit S, op 111# 1
dit goeft A''y, B'', C'', Als A # A'', projecteren wij A'', B!, C!!
uit S, op AA'! op 1''" door Aj3dit geeft At': = A, B!, C''!,

BB!''! gnijdt CC!''! in 833 door projcctercn uit S3 gaat A''', B''!,
C''! over in A, B, C.

D¢ ecenduildigheid volgt uit de gelijkheid der dubbelverhoudingen,

c) Voorbecclden van projccticve recksen cn waaicrs,

I. Zen verschuiving van cen lijn in zichzelf wordt doox twee rarale
lelnrojecetics verkregen.

II, Ecn draaiing van cen 1lijn om ccen van zijn punten is cen paral-
lelprojectic,

ITI, Zen vermenigvuldiging ven cen lijn t.o.ve cen van zijn punten
wordt door ccn parallclprojcctic cn cen centrale projcctic verkregen
IVe. Velgens I, II cn III zijn twec willeckcurige gelijkvormige recite
scn projcctict,

Ve Congrucnte waaicrs zijn projccticf, faar zij door 1lijnen cven-
wijdig aan overcenkomstige stralen door gclijkvormige puntenreckscn
gcsneden worden,

a) Stelling, Zr is cen cn slechts cen projectieve transformatic in
het platte vlak, die vicr vrij gelegen punten in vier andere vzi
gelegen puntcn overvoert,

Bewijs. De transformatic is door herhaald projecteren te construeren,
Dat ze eenduidip bepeald is, blijkt uit het invariant blijven der
dubbelverhoudingen,

b)Voorbeeld. Congruente velden zijn projectief. Zen congruente vor-
plaatsing C induceert op de oncigenlijke rechte 1 een projectieve
trensformatie Dy die in het oneigenlijke vlak V door herhaald pro=-
Jecteren verkregen kon worden. Door alle daarbij gebruikte 1ijnen
in V door vlakken met een vast punt O te verbinden, ontstaat een
projecticve transformatic in het gegoven vlak U, dic een gelijk~
vormighecidstransformatie is. Door zo nodig cen verschuiving en cen
vermenigvuldigingstransformatic toc te voegen, wordt dc gewenste
congruente verplaatsing verkregens
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15.

16;

10~

c¢) Stelling, r is een en slechts een projectieve transforﬁwtie,
die vier gegeven vri]j gelegen lijnen in vier andere vrij gelegen
lijnen overvoert.

Bewljs. Pas stelling a) toe op vier der snijounten van de lijnen.
L~at P en Q de toppen zijn van twee projectieve waalers, zodat aan
1 door P, 1' door Q toegevoegd is. P) = a3 wij onderctellen a' # a,
QP = b', nan ¢ door P is c¢' door | toegevoepd., P1 en Q1 zijn de
toppen vo.n twee der;~lijke waaiers,

Stelling. Er is een projectieve transformetle, die de waalers P en
q in de waaiers P1 en Q1 overveert, zodat overeenkomstige stralen
in overeenkomstige stralen overgnan,

Bewljs. Men behoeft slechts aan a',

/

by, ¢, c' resp., toe te voegen
as'y Pyy Cq cyle

In het bijzonder zijn twee projecticve waaiers steeds projectief
met congruente waaiers.

De meetkundige plaats van snijpunten van overeenkomstige stralen
in congruente waaicrs is een cirkel,

Zen kromme, die projectief is met een cirkel, heet een kegelsnede.
Een kegelsnede 1s dus volgens 14 de meetkundige plaats van de snij-
punten van overeenkomstige stralen in twee projectieve waailers,
Twee willekeurige punten van de kegelsnede kunnen als toppen van
de projectieve waailers genomen worden, Zijn P en Q de toppen, dan
is aan PQ de raaklijn in ( toegevoegd.,

a) Stelling, Er is een projectieve transformatie, die een kegel-
snede ¢ in een cirkel ¢! en een gegeven punt P binnen ¢ in het
middelpunt M!' van c¢' overvoert,.

Bewijs. Trek een middellijn ~'B' in C' en een lijn door P, die c
in A en B snijdte De raaklijnen in A en B snijden clkaar in D, die
in A" en B' in D', PD snijdt ¢ in E, M'D' snijdt ¢' in E'. Voeg

Ay By, By Daan A', B', E', D' toe.

b) De stelling: iedere 1lijn door i1' is middellijn van de cirkel,
gaat nu over in:

Stellings Bepaalt men op icdere 1ijn door P het harmonisch toecge=-
voegde van P t.0.v, de snijpunten met ¢, dan vormen deze punten
cen rechte 1ijn p ( poollijn van P).

c) De stellings cen middellijn deelt alle koorden loodrecht op die
middellijn middendoor, geeft:

¢ snijdt, het harmonisch toegevoegde van Q@ t.o.v, de snijpunten met
¢, dan vormen deze punten cen segment RS op een lijn g ( poolliin
van Q)3 R en 8 zijn de raakpunten van de raaklijn uit Q.
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d) Pool en poollijn zijn projcctieve begrippen.

e) Stelling. Ligt Q op de poollijn van P, dan ligt P op de poollijn
van (.

Bewijs. Pas de rnler a) beschreven transformatie toe. Er zijn 4 ge-
vallen, al naar de ligging van P en Q binnen of buiten c,
Bepaling. Punten, die op elkanders poollijn t.o.v. ¢ liggen, heten
poolverwant t.o.v. C.

volutie ( poolinvolutie)

Bewijs., Wenneer 1 de kegelsnede snijdt, volgt dit direct uit de
definities. Snijdt 1 de kegelsnede niet, dan volgt het ult de stel<
ling, dat de puntenparen op de oneigenlijke rechte in loodrechte
richtingen een involutile vormen ( orthogonale involutie), en dit

is een gevolg van het feit, dat de hoogtelijnen van een driehoek
door een punt gaan.

18, Stelling van Pascal. Is een zeshoek in een kegelsnede beschreven,
dan liggen de snijpunten van overstaande zijden op een rechte lijn,
Bewijs, Dit is een onmiddellijk gevoly van de Stelling: zijn van
een in een cirkel beschreven zeshoek twee paar overstaande zijden
evenwijdig, dan 1s ook het derde paar evenwijdig.
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b) Dit bewijs geldt allcun, als ¢¢ lijn van Pascal de kegulsncde niut

~enijdt. Een algemecn bowijs kan wen loveren met de stelling van Menelaos.

Snijdt ¢.n 1lijn 1 de zijden IC, Ci, AB van drichock ABC in P, Q

¢gn R, dan is

oten, geoft, wannpbr men rekening houdt met AP

BE 0Q AR _
CP * AQ ® BR ~

en omgekecrd. Voor het bewijs treklzic men door C won hulplijn cvenwijdig

met 1.

9) Lozt nu P, P, P3 Py P5 Pg ¢on zcshock in e.n cirkel zijn; P, Py,

?3 P4 on P5 P6 vormen drichock ABC (P P, langs AB, P3 P4 1angs B,
35 6 langs CA). P, P, snijdt 14 Fg 1n Qs P 3 .4 snijdt P P, in Q3
5 6 snijdt P P3 in Q3. Menclaos, tocgepast op deze drie transversa-

4 X sz = AP5 X APG’ CNZ.,

gat
' L 1: ) | AQ1 CQ2 BQ3
) - ' ﬁBQ1 uQ2 CQ3

=1,

sodat Q,, Q, ¢n Q3 op ven rochte lijn liggen.
1) Door e.n proj.cticve transformatic breidt men duze stelling uit tot
%illukcurige k.og.lsncden.
5) De mothode van Desargucs voert van dc stolling ven Menclaos tot Qe
?TOJthleb stelling:

Snijden twee rechte lijnen 1 oen m de zijden BC, CA, AB van drie-

;ock ABC in P,1 wn Pg, Qu en Qy, By cn RQ, dan is

| (P1 PZBC)(Q1 QgcA)(R1 RzAB)
fen projucticeve transformatiec, dic dc oncigenlijke rechte in zichzcelf
jrensformecrt, heot eon afiicnc transformatic. Mot behulp hicrvan defi-

ficert men de afficne me.tkunde.
$

Hic¢rtoc behoren uit de clementaire mectkundc de hoofdstukken over
iet parallc¢logram e¢n de ¢venrcdigheid van lijnen, cn cen groot decl van
lc theoric der oppervlakken. Ook de stellingen van Menclaos on de Céva
3ijn afficne stellingen.

?ocrbcgld. D¢ zwaartclijnen van cen drichock gaan door cen punt. Hierbij
schoort de projcctieve stelling: Snijat de lijn 1 dc zijden BC, CA, AB
ran drichock ABC in P,Q,R vn zijn PP, met BC , 0Q, mut CA, en RR, met

KB harmonische puntenparcn, dan geen AP1, BQ1 en CR1 door ¢un punt.

!Lt bechulp hiervan leidt men gemakiielijk do stilling van de Céva af uit
ilp van Mcnolaos.

&) Een spi-~geling in con lijn 1 is oun involutorische centralce collinca-
§1c met 1 als as en het oneigonlijke punt in de richting loodrucht op 1
%18 centrum, Iedere congrucente verpluntoing io door spicgelingen te

f riirijgen,
3) Geeft men de oneigenlijke rcechte en dazrop de orthogonale involutie,
gan kan men de groep der verplactsingen definiéren cn op grond daarvan

¢ definitic van metrische mootlundc geven.
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¢) Vervangt men de orthogonalc ravolutic docr cun willckeurige involu-
tie op e.n willckeurige lijn, dan gaat icderc metrische stclling in
cen projecticve stelling over.

21.Voorbeelden.

a) D. hoogtulijnen van son drichouk gaan door eun punt. Hicrbij be-

hoort d¢ projccticve stulling: Snijdt de 1ijn 1 do zijden BC, CA, AB
ven drichock ABC in P, Q, R ¢n zijn PPT’ QQ1, RR1 PArLn van e.n invo-
" lutic op 1, dan ga'n AP1, BQ1 wn CR, door :.n punt,
b) De middc¢lloodlijnen v ¢en drichock gaan door een punt,
Zijn 4,B,C,1,P,Q,R,P,,Q.,R, 2ls onder a), turwijl BC mut PP

QQZ’ AB m.t RR2 harmonische parcn gijn, dan gasn P

o CA met

1Fpr Q4Qy on R.R,
door een punt.
c) Do zwazrtclijn op d¢ hypotunusa AB van de rechthockige drichoek

7 ABC is gclijk man de helft van de hypotenusa.
Zijn A,B,C,P,Q,R als onder a), terwijl AB met RRZ harmonische paren
zijn, dan gaat ARZ in CR2 over docr de involutonische centrale colli-
neatie, die Q als centrum c¢n PRZ als as heeft,
d) Overstaande zijden van cen parallelogram zijn gelijk.
Zijn AB, CD, EF de paren overstazndc hoekpunten van ecvn volledige
vierzijdeg, Ej cen willekeurig punt op EF, tcerwijl AD met EE2 harmoni-
sche paren zijn, en voert men dc involutorische centralc collineatics
uit met E als centrum en achterconvolgens E1E2 en E1A als as, dan
gaat BD over in CA.
¢) De diagonalen van cen rechthook zijn gelijk. Valt in het voorgaan-
de E1 mct F samen; dan voert de involutorische centralc collineatic
nct T als centrum en FE2 als as, zowel BD in CA als BA in CD over.

22.a) Bepaling. De bigsectrices van cen hock vormen het lijnenpaar, dat

zowel orthogonaal is als harmonisch mct de benen van de hoek.
b) Door sriegeling in ¢un van dc¢ bisscctrices worden de benen van cen
"~ houk verwisescld.
C)Stelling. De bissectrices van de hocken van cen drichoek vormen de
zijden van een volledige vierhoegk.
Projectieve vorm van deze stelling: Laat de zijden van driehock ABC
dc lijn 1 snijden in P,Q,R. Bepoel van ecn op 1 gegeven involutie
het pasar SS', dat harmonisch ligt mct PQ en trek CS en CS'. Doc¢ ana-
loog met A en B, De zus verkrcgen lijnen vormen de zijden van een
volledige vierhocok. .
?23.a) Bepaling. Een kegelsncde, waarvocer de poolinvolutie op de oncigeq—
T lijke rechte met de orthogonalc involutic samenvalt, hect ecn cirkcl.
De pool van de oncigenlijke rcchte hoeut het middclpunt van do cirkel.
b) Stelling. Twee stralen van cen cirkel zijn gelijk.
Bowijs. Door spiegcling in een van de bissectrices van de hoek tussen
die stralen, gaat de cirkel in zichzelf over en worden de stralen ver-

wisgeld.
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24, Invoering van metrische begripren.
a) Om de verhouding van twe. lijnstukien CA en CB te bepalen, zoecken
wij ceret op CB het punt A', zodut Ch = CA': dit zelukt door spiege-
jq y R P ling in bissectrix van hoek
5 ‘ T ACB. Zijn nu 7,Q,R de oneigen-
é . - lijke punten van BC, CA, AB,
2 N \ en 3,5' die van de bissectri-
: 13 R ces van hoek ACB, dan is

/ L _(;C.% _ %%;’ = (A'BCP) = (S'RQP).

:‘//fffi””'. | Hierdoor is een definitie

Ch é van afstand op grond van pro-
~ jectieve begrippen gegeven,
waerbij alleen de oneigenlijke rechte en dasrop de orthogonale involu~
tie I gegeven verondersteld worden.
b) Een andere methode is de volgende. Is hoek ACB recht en CD L AB,

zijn Q,Q',H,R' de oneigen-

Q\/

lijke punten van CA, CB, AB,
CD, dan is

: 2y = 2 BD _ BD _
~. Sin & =gFxoc BC T PR T

s = (DABR) = (R'QQ'R).
| A S R ‘ Laat nu van driehoek ABC, P,
V! SR Q,R de oneigenlijke punten
van BC, Ci, AB zijn en P',Q',

71~ A(Q‘ R' de dazrazn in I toegevoeg-
de punten, dan is
\ 2 2

b K. CA® _ sin°B _ (R'PP'R)
? Lo B  sin4  (R'QQ'R)
N c) Stelling van Pythagoras.
\\\yiﬂ Zie de voorlaatste figuur.
2
CA - (R'QQ'R). & (i),
AB AB
, ca?y op° .
Q — 2 (R'QQ'R) +

+ (R'Q'QR) = 1.
2 .

()
" >
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26,

IT Niet-Euclidische Meetkunde.

a) Bepalingen. Laat een kegelsnede W gegeven zijn, Onder een verplaat-
sing verstaan wij een projectieve transformatie, die (v in zichzelf
overvoert, Onder de spiegeling in een lijn 1 verstaan wij de involu=
torische centrale collineatie met 1 als as en de pool L van 1 t.o.v,
(w als centrum.

b) Iedere spiegeling is een verplaatsing. Twee lijnen, die poolver-
want zijn t.0.v. w (door elkanders pool gaan), heten onderling
loodrecht. Door spiegeling in een van beide, gaat de andere in zich-
zelf over.

Stelling. Bestaan twee paar overstaande zijden van een volledige
vierhoek uit onderling loodrechte lijnen, dan geldt dit ook voor het

derde paar, A Gegeven: AB _L CDy AC . BD,

Te bewijzen: AD L BC,
Bewijs: Zij a de poollijn
van A en laat de gzijden in
bovenstaande volgorde a
snijden in P, P', Q, Q', R,
R'. De pool van AB is P';
de pool van AC is Q'., De
paren poolverwante punten

’ a op a vormen een involutie

27,

28.

P P R Q' Q R (§17), waartoe PP' en QQ'
behoren, dus ook RR' (§ 8e). Nu is R' poolverwant met A en met R, dus
R' is de pool van AD, Wij hebben nu bewezen, dat de hoogtelijnen van
een driehoek door een punt gaan.

a) Bepaling. De bissectrices van een hoek worden gedefinieerd als in
§ 22a.

b) Stelling. De bissectrices van de hoeken van een driehoek vormen

de zijden van een volledige vierhoek.

Bewijs. De Dbissectrices var hogk A snijden die van hoek B in P, Q, R
en S. Stel D is het snijpunt van PQ en S. Volgens § 9 liggen AB en AD
harmonisch met AP en AQ, dus AD valt langs AC. Evenzo valt BD langs
BC, dus D valt in C, Volgens § 26b is QC _L RS, en bovendien liggen CQ
en CR harmonisch met CA en CB; het zijn dus bissectrices.

9

a) ILaat de lijn AB wwsnijden in P en Q. Het puntenpaar MN, dat har-
monisch ligt zowel met AB als PQ, bestaat uit de middens van AB,
Deze definitie wordt gerechtvaardigd door de

Stelling. Door spiegeling in een midelloodlijn van AB worden de pun-
ten A en B verwisseld,

b) Stelling. De zes middens van de zijden van een driehcek vormen de
hoekpunten van een volledige vierzijde (duaal met 27b).

c) Stelling., De zes middelloodlijnen van een driehoek vormen de zij-

~den van een volledige vierhoek.
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Bewijs. Deze zijden zijn de poollijnen van de ges middens der zijden,
d) Stelling. De zes zwaartelijnen van een driehoek vormen de zijden
van een volledige vierhoek,

Bewijs. laat P en P' de middens zijn van BC, Q en Q', die van AC, R en
R' die van AB. Stel dat P', Q', R' op een rechte 1 liggen (stelling b),
De driehoeken ABC en PQR liggen perspectief (§ 3), dus AP, BQ en CR
gaan door een punt. Evenzo voor de andere drietallen,

a) Is P een punt buiten w , 1 een lijn door P, die w snijdt, en m

een lijn door P, die w niet snijdt, dan kan er geen verplaatsing zin,
die 1 in m overvoert, Wij beperken ons daarom tot de punten binnen

w , die wij (eigenlijke) punten noemen; de punten opw heten onei-
genlijke punten, die buiten w heten pseudopunten.

b) Stelling. Zijn A en B eigenlijke punten, 1 een halve lijn door 4,
m een halve lijn door B, dan is er een verplaatsing, die A in B, 1

in m en een bepaalde kant van 1 in een bepaalde kant van m overvoert,
Bewijs. Door spiegeling in de middelloodlijn van AB geat A in B over,
1 in 1' door B. Door spiegeling in de bissectrix van 1' en m gaat 1'
in m over. Zo nodig spiegelen wij nog eens in m,

c) Stelling. Een verplaatsing, die een punt A en een halve lijn 1
door A in zichzelf overvoert, en de beide kanten van 1 niet verwis-
selt, is de identiteit.

Bewijs. Laat M het snijpunt van 1 met w zijn; het verlengde van 1
snijdt w in N, De loodlijn in A op 1 snijdt w in P en Q, Daar M, N,

P en Q invariant zijn, is de projectieve betrekking de identiteit
(13a).

d) Volgens c) is er precies één verplaatsing, die aan de in b) gestel-

de eisen voldoet.
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e) Uit c) blijkt, dat geen analogon bestaat voor de theorie der ge-
lijkvormigheid, '

a) Bepalingen, Twee lijnen, die elkaar in een oneigenlijk punt snij-
den, heten parallel. Twee lijnen, die elkaar in een pseudopunt snij-
den, heten hyperparallel,

b) Twee hyperparallele lijnen hebben een gemeenschappelijke loodlijn,
namelijk de poollijn van hun snijpunt.

c) Bij beperking tot punten binnen(u moeten de stellingen uit § 27
en 28 anders worden geformuleerd. Zo komt in plaats van 28c:
Stelling. De drie middelloodlijnen van een driehoek gaan 0f door een
punt, df zij zijn evenwijdig, df zij hebben een gemeenschappelijke
loodlijn.

a) Bepaling. Twee figuren, waarvan de ene door een verplaatsing in de
andere overgaat, heten congruent (=),
b) Stelling. Laat de lijnstukken AB en A'B' congruent zijn, laat AB
w snijden in M en N, terwijl A'B' ) snijdt in M' en N',6 dan is
(ABMN) = (A'B'M'N'),
Bewijs. De verplaatsing, die een projectieve transformatie is, voert
A B,M,N over in A' B' ,M',N',
c) Stelling (omkering van b). Als (ABMN) = (A'B'M'N'), dan is
AB Z A'B,
Bewijs. Volgens 29b is er een verplaatsing, die A in A', M in I',
N in N' overvoert, Daar (ABMN) = (A'B'M'N'), voert zij ook B in B!'
over,
a) Op grond van 29b en 4 kunnen de bewijzen voor de congruentiege-
vallen, die door verplaatsing geleverd worden, onveranderd overgeno-
men worden.
b) Stelling. Een buitenhoek van een driehoek is groter dan elke niet-
aanliggende binnenhoek,
Bewijs. Zie Euclides I 16.

Verleng een zwaartelijn met zichzelf, dan ontstaan twee congruen-
te driehoeken.
cl Stelling. Twee driehoeken zijn congruent, als zij een zijde, een
aanliggende en een overstaande hoek gelijk hebben.
Bewijs. Als bij Buclides I 26, met behulp van b).
a) Stelling. Is van vierhoek ABCD, L A =L3 = 90° en AD £ BC (Saccheri-
vierhoek), dan zijn hoek C en hoek D scherp. De middelloodlijn van
AB is tevens middelloodlijn van CD,
Bewijs., Voer door een projectieve transformatie W over in een cirkel
en het midden M van CD in het middelpunt van die cirkel. AD en BC
gaan door de pool P van AB, Uit de figuur blijkt, dat L Cen LD
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scherp zijn. Doa spiegeling in MP
gaat C in D en A in B over,
b) Stelling. De som van de hoeken

D M c van een driehoek is kleiner dan
{ 180°.
f/ Bewijs. Laat M en N de middens zin

4 van AC en BC, Trek de loodlijnen
AD, BE en CF op MN, A ADM £ ACFM
(ZHH), dus L Ay =LC1‘ Lvenzo

LB, =/.02. Verder is AD = CF = BE,
P dus ABED is een Saccheri-vierhoek.
De som der hoeken van A ABC is ge~
1ijk aan £ DAB + L EBA; volgens a)

/I/;J/
\\w

C zijn die hoeken scherp,

71 c) Stelling. Twee driehoeken, die
de drie hoeken gelijk hebben, zijn
congruent.

D " i N E ??wijs, Leg?.men de driehoeken me.
B! r - ¢en der gelijke hoeken op elkaar,

dan kunnen de overstaande zijden
elkaar niet snijden. Zouden zij
geen punt gemeen hebben, dan zou er
een visrhoek met hoekensom 360°

ontstaan, wat niet kan., Zij valle»
dus samen.
34. Constructies.
a) Alle constructies met lineaal en pasier, waarvan het bewijs met
congruentie van driehoeken geleverd wordt, kunnen onveranderd uit de

euclidische meetkunde worden overgenomexn.
b) Uit een punt A de linen parallel met een lijn p te construeren.

Constructie (Engel).

|-

/}D A "

/,

M B (

C N
\ >-__,»/

9

Iaat uit A de loodlijn q op p neer; voeipunt B, Trek door A de lijn
rl g. Kies C op p en trek CD L r. Trek een cirkel om A met strasl

BC; deze snijdt CD in L en F. AL en AF zijn parallel met p.
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Bewijs. Voer door een projectieve transformatie (D over in een cirkel
en A in het middelpunt., AN is parallel met p; bewezen moet worden,
dat BC £ AE, dus dat (BCMN) = (AEIN). Dit volgt direct uit het feit,
dat AB, EC en IM euclidisch evenwijdig zijn.

c) De gemeenschappelijke loodlijn van twee hyperparallele lijnen a
en b te construeren.

Constructie (Hilbert), Kies op a de punten A en P en laat de loodlij~
P A ¢ o nen AB en PB' op b neer. Stel
?FL:)-(:%F\& dat PB' > AB; maak A'B' = AB, Er

L is een verplaatsing V, die AB in
= o D 4 A'B' overvoert; Va = a', a' is
door overbrengen van de hoek bij A te construeren. Pas op a het stuk
AC = A'C! afy dan is VC = C', Iaat de loodlijnen CD en C'D' op b neer,
V voert CD in C'D' over, dus CD=(C'D', CC'D'D is een Saccheri-—vier-—

O —

hoek, dus de middelloodlijn van DD' is de gevraagde lijn (33a).
'Bewijs voor het bestaan van het
snijpunt C'. Voer door een

projectieve transformatie w in

een cirkel over en wel zodanig,
dat a en b in euclidisch evenwij-

' dige lijnen overgaan en b een
M‘\J middellijn is., AB snijdt w in K
en M, PB' in K' eé?M'. KK' snijdt MM' in S op b, SA snijdt PB' in A"
dan is (ABKL) = (A'B'K'L'), dus AB=A'B', V laat H en N invari-c.:,
dus verplaatst L in dezelfde richting als K. a' = A'L' moet a dus

snijden,

d) Een gemeenschappelijke parallel van twee lijnen te tekenen,

Hulpstelling. Zijn M en N oneigenlijke punten, dan is de bissectrix

van [ MAN loodrecht op MN, Bewijs. Door spiegelen in de bissectrix
worden AM en AN verwisseld, dus ook I en

ST N, zodat MN op zijn plaats blijft.
Constructie, Laat M e m oneic~

van a, N e~n oneigeriijk punt van b zijn,

A :
//////<, Kies twee punten A en B, Trek AM en U
- (b) en de bissectrix c van L MAN, Con-
M 7N _
‘////// strueer evenzo de bissectrix 4 van £ N3N,
i De gemeenschappelijke loodlijn van ¢ en
d is de gevraagde lijn.

Litteratuur over niet-euclidische meetkunde:
H.J.E. Beth, Inleiding in de niet-euclidische meetkunde op historische
grondslag., Noordhoff, Groningen, 1929.
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J.C.H, Gerretsen, Niet-euclidische meetkunde, 2% druk, Noorduyn,
Gorinchem, 1949.
H.S.M., Coxeter, Non-euclidean geometry. University of Toronto press,
' 1942,
Elliptische meetkunde,

Wil men het parallelenpostulaat vervangen door het volgende: "Elke
twee verschillende lijnen snijden glkaar", dan kan men niet alle ande-
re axioma's handhaven., Er zijn twee mogelijkheden:

I. Men vervangt het axioma: Twee verschillende rechte 1ijnen hebben
hoogstens een punt gemeen, door het volgende: Bij ieder punt A be-
hoort een tegenpunt A', zodat iedere lijn door A ook door A' gaat:
twee verschillende lijnen hebben twee tegenpunten gemeen,

Men verkrijgt zo de meetkunde op de bol,

ITI, Men laat het axioma vallen, dat een rechte 1lijn het vlak in twee
delen verdeelt, en stelt hiervoor de ordeningseigenschappen van het
projectieve vlak in de plaats, Men verkrijgt dan de meetkunde in de
schoof, d.w.z, van de lijnen en vlakken door een punt P. Een punt is
een lijn door P, een lijn is een vlak door P, de afstand van twee
punten is de hoek tussen de lijnen, de hoek tussen twee lijnen is dr
tweevlakshoek tussen de vlakken, een verplaatsing is een draaiing n-
P.



Meetkundige constructies.

I. Constructies met de lineaal alleen.
1. Constructiepostulaten.

I. Een punt P willekeurig aan te nemen, hetzij in het vlak, hetzij
op een vroeger geconstrueerde lijn (of kromme); aan P mogen verder de
voorwaarden worden opgelegd, dat het van bepaalde vroeger geconstrueerde
punten verschilt en buiten bepaalde vroeger geconstrueerde 1ijnen (of
krommen) ligt.

ITI. De verbindingslijn van twee vroeger geconstrueerde punten te
construeren.

III. Het snijpunt van twee vroeger geconstrueerde 1ijnen te con-
strueren. (De gegevens worden beschouwd als bij het begin reeds gecon-
‘strueerd.)

2. Alle lineaalconstructies ziljn projectief; slechts vraagstukken uit
de projectieve meetkunde kunnen met de lineaal worden opgelost. Zulke
constructies zijn:
a) Het overbrengen van een dubbelverhouding: (ABCD) = (EFGX).
b) De constructie van harmonische puntenparen: (ABCX) = --1.
c) De constructie van een involutie uit twee paren: AB, CD, EX
in involutie.
d) De constructie van het tweede snijpunt van een kegelsnede, die
door 5 punten gegeven 1s, met een 1lijn door een van die punter
(Pascal).

5. Het snijpunt van de 1ijnen ax+by=c en ex+fy=g heeft als codrdinaten
(1) x = SL-be. ;= 2g-ce

- af‘be’ Y= afpe-
De verbindingslijn van P(xl,yl) en Q(xzyyg) heeft de vergelijking:

(2) (y1-v5)x + (x,-x)y + (x77,-%57,) = O.

Zowel de coBrdinaten x en y in (1) als de co&fficiénten in (2) worden
uit de gegevens (a, b, ¢, 4, e, f, resp. X1s Y15 Xps yz) verkregen door
een eindig aantal malen de volgende bewerkingen toe te passen:

1) optelling; 2) vermenigvuldiging; 3) nemen van het tegengestelde;

4) nemen van het omgekeerde.

(4 kan weggelaten worden als men met homogene codrdinaten werkt.)

Stelling 1. Opdat een constructie met de lineaal alleen 1s uit te voe-
ren, i1s nodig, dat de cobrdinaten van het gevraagde punt door een eindig
aantal toepassingen van de bewerkingen 1)-4) uit de gegevens worden ver-
kregen, d.w.z. zij moeten rationale functies met gehele co&fficiénten

van dle gegevens zijn.

ggg}lingwg. De voorwaarde uit steiling 1 is ook voldoende.
Bewijs. Ieder gegeven kan als dubbelverhouding van 4 punten geinterpre-
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teerd worden. Wij moeten dus de bewerkingen 1)-4) met dubbelverhoudinee-
uitvoeren.
2) Als (ABCD)
%) Als (ABCD)
1Yy Als (ABCD)
1) Als (ARCD)

It

x en (ABDE)

en (ABDE)

x, dan is (ABDC)

x, dan is (ACBD)

x +y = x(1 (- éy)).

vy, dan is (ABCE) = xy.
-1, dan is (ABCE) = -x.

il
i

Il
I

=
M °

Il
it

L Constructies in bepervt gebied 7

In de constructiepostulaten mecet voor "punt" overal gelezen wor-
den "punt binnen 7 ", III wordt:
ITIa. Het snijpunt van twee vroeger g cconstrueerde 1ijnen te construeren
indien dit snigpunt binnen i ligt.
Een punt buiten 7" kan gegeven zi1jn door twee 1ijnen, die c¢l!lvaar binnen

Ji' niet snijden.

Een 1lijn buiten /77 kan gegeven zijn door twee punten buiten 77

a) Gegeven twee lijnen 1 en m, die elkaar buiten 7T in C snijden,

twee punten A en B op 1.

Gevraagd D op 1, zodat (ABCD) = -1.
e Constructie: zie de figuur;
o ,/V : de cijfers geven de volgorde
a \\\‘ﬁk;h/ ; ! aan.
! / : \\[ ThA— - ..'\
! ,./ L uh I ~

‘ /‘ . ./.,-v.,):\ l o L T

b) Gegeven A,B. D op 1; P buiten 1.
Nevraapd m door P, dle 1 snljdt in C, zodat (ABCD)= -1

Constructie: zle de figuur.

L
I

¢) Gegever ecen punt P binnen 7T en eén punt Q buiten 7
Cevrangd de 1lijn PQ.
l¢ methode: conbineer a) en b).
2¢ methode: met de stelling van Desargues.
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3e methode (geen lineaalconstructie):

driehoek.
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d) Gegeven een lijn 1 buiten 1T
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Zie de figuur.
n is willekeurig
/ 1s willekeurig op 1, 3 op m,

~

O op 1.

met de hoogteli jnen van -~~~

e e = = e T

, een lijn m binnen TT en ecn nunt

P. 1 is gegeven door de punten R en S.
Gevraagd P te verbinden met het snijpunt Q van 1 en m.

I

SV

e) Gegeven fw~e lijnen 1 en m buiten 7T ; 1 snijdt m in Q; P

binnen 71 Gevraagd de lijn PQ.

Constructie. Kies B op m;

trek BR (geval c). Kies A

op BR; trek AS (c). Biy
geschikte keuze van A 1igt het
snijpunt C van AS met m binnen
m.

Bepaal D en E, zodat (ABDR) =
= (ACES) = DE
gaat door Q. Nu is PQ te vir
den volgens c).

-1 (geval a).



Constructie. R en S op 1,

T en U op m zijn gegeven.
Trek PR, PS, PT, PU. Trek
een lijn, die deze vier
lijnen snijdt in A,B,C,D.
Bepaal E,F,G,H zo, dat
(PARE) (PBSF) = (PCTG) =
( PDUH) -1 . EF snijdt GH
in K. PK gaat door Q.

u

Il

5. Affiene lineaalconstructies.

Constructiepostulaten als onder 7 , maar aan III wordt toege-
voegd: als die lijnen niet evenwijdig zijn. De resultaten van ¢ 4 zijn
van toepassing, als men de oneigenlijke rechte beschouwt als bﬁiten
het tekenblad gelegen.
a) Als twee evenwijdige 1ijnen gegeven zijn, het midden van een
op een van die 1ijnen gegeven lijnstuk te bepalen,
b) Als een lijnstuk AB met midden D gegeven is, door een punt P
een lijn evenwi jdig aan AB te trekken.
¢c) Als twee evenwijdige lijnen 1 en m gegeven zijn, door een punt
P een 1ign evenwijdig met 1 te trekken.
d) Als een parallelogram gegeven is, door een gegeven punt P een
lign evenwijdig met een gegeven lijn 1 te trekken.
Dikwijls is de methode uit ? I niet de eenvoudigste. Uit ¢) en 4d) volgt,
dat alle constructies, die &et I, IT en III mogelijk zijn, ook met I,

IT en III' uitgcuocerd kunnen worden, mits een parallelogram gegeven is.

6. Metrisch-lineaire constructies.

Postulaten als in . 5.

Behalve een parallélogram zijn nog twee paar onderling loodrechte
lijnen gegeven. De volgende opgaven zijn dan met de lineaal alleen
oplosbaar.

a) Uit een gegeven punt de loodlijn op een gegeven 1lijn neer te

laten.

b) Een gegeven hoek te verdubbelen.

Is een vierkant gegeven, dan zijn de opgaven a) en b) met de
lineaal uitvoerbaar, maar bovendien bijv.

¢) een willekeurige rechte hoek middendoor te delen.,

ITI. Kwadratischz -onctructies.

7. Wi] verstaan hieronder constructies, waarbi] de coSrdinaten der
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gevraagde punten uitde gegevens verkregen worden door een eindig aan-
tal toepassingen van de bewerkingen 1)-4) ( 5 3) en 5):

B
5) De vierkantswortel uit een positief getal te trekken.

Stelling. Is een kegelsnede A gegeven, dan zljn alle projectief-kwa-
dratische constructies met de lineaal alleen uitvoerbaar.
Bewijs. Kies het codrdinatenstelsel zo, dat de vergelijking van de

kegelsnede wordt xg = XX, - Sonijd deze met de lijn x = aXgs voor de
snijpunten geldt Xy -
o=+ \/a
X
0
Voorbeelden.

a) De raaklijn in een punt van a/ te construeren. (Met de stel.
ling van Pascal.)
b) Een kegelsnede + is gegeven door 5 punten A,B,C,D,E. Con-
strueer de snijpunten van & met een 1lijn 1.
Oplossing. Construcer cevst de raaklijnen AF en BF aan 5
Kies A'",B",C' op 5o oen construcer de»raaklijnen A'F' B'F',
Beschouw de projectieve betrekking, die A,B,C,F in A',B',C',F’
overvoert en construeer de beeldlijn 1' van 1.
1" snijdt K in P',Q', die de beeldpunten zijn van de gezochte punten
P,Q. .
3. Uit § 5 en §r7 volgt: In de affiene meetkunde kunnen alle kwadra-
tische constructies uitgevoerd worden, als een kegelsnede en een para-
lelogram getekend zijn.
In plaats daarvan kan ool een kegelsnede met middelpunt gegeven
zijn.
9. Uit §r6 en é:B velgt: in de metrische meetkunde zijn alle kwalra-
tische constructies ultvoerbaar, als een kegelsnede met middelpunt en
twee rechte hoeken (niet met evenwijdige venen) gegeven zijn.
In plaats daarvan kan men ook ecn cirkel v met middelpunt M geven.
(Steiner.) Hct trekken van evenw: jdigce lijnen kan dan volgens % oo, d
geschieden .en het construeren van loodli nen is zeer genvoudig. De
volgende constructics worden nu zcer eenvoudig door parallelverschui-
ving naar het middelpunt uitgevoerd.
a) Ben gegeven hoek naar cen gegeven been over te brengen,
b) Een gegeven hoek middendoor te delen.
¢) Een gegeven hock te voerdubbelen.
d) Op een gegeven 1lijn van ecen gegeven punt uit een gegeven af-
stand af te zetten. P AR e
e) In een gegeven punt van E" de raaklijn aan 5’ te construeren.
f) Uit een gegeven punt P de raaklijnen aan X’ te construeren.
Trek een 1ijn door P, dic Vv in A en B snijdt. De raaklijnen
in A ¢n B snijden clkaar iﬁ C. De locdlijn uit C op PM snijdt
Ef in de gezochte raakpunter..
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Uit cen gegeven punt de raaklijnen aan een cirkel (g te constru-
eren (65 gegeven door het middelpunt O en ecen punt Q op de
omtrek) .

Verplaats de figuur parallcl tot O in M gekomen is. Breng daar-
na door cen vermenigvuldigingstransformatie de opgave terug tot
.

De gemeenschappeli jke raaklignen van twee cirkels te construe-
ren.

Construecer cerst de som e¢n het verschil van de stralen.

De machtlign van twec cirkels te construeren.

le oplossing: de machtlijn deelt de gemcenschappell jke raak-
ligjnen middendoor.

2e¢ oplossing: zie de figuur. AC = BC. DE 1s de machtli jn.

\L .
) B
1,
I
2
L
M, D M,

Door constructie i wordt het bepalen der snijpunten van twee
cirkels teruggebracht tot

De snijpunten van cirkecl 5 (0,Q) met de lijn 1 te bepalen.
Trek MR // 0Q, zodat R op B/ ligt. QR snijdt OM in G. Pas nu
de gelijkvormigheidstransformatie met centrum G toe, die O in

M overvoerd.
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Is het middelpunt M van h/ nlet gegeven, dan zljn nlet alle genoemde
constructies mogelijk. Dit blijft zelfs waar, als twee elkaar niet
snijdende cirkels, zonder hun middelpunten, gegeven zljn. Het is
dan niet mogelijk, de middelpunien met de lineaal te construeren,dus
ook niet, evenwijdige lijnen te trekken, P
Bewijs. In de cirkelbundel, waartoe de cirkels 4/ en ¢ behoren, komen
twee puntcirkels P en Q voor., De punten P en @ zljn poolverwant t.o.v,
¥y en t.o.v. <"; P heeft dus dezelfde poollijn p t.o.v. beide cirkels.
De involutorische centrale collineatie met P als centrum en p als as
laat )~ en o invariant. Een constructie van M zou dus overgaan in een
dergelijke constructie, slechts uitgaande van andere willekeurig te .
kiezen punten, en zou dus weer M als resultaat moeten geven, wat niet
kan, want M wordt door de collineatie verplaatst,
Zijn twee snijdende cirkels gegeven, dan kan men de middelpunten
met de lineaal ccnstrueren. Stel, dat ) en é( elkaar ;p A en B
snijden. Kies P en Q op 27 FA, QA, PBLen QB snijden ¢ weer in de
hoekpunten van een gelﬁﬁﬁenig trapezium. Hierdoor vinden wij een
middellijn, en door herhaling een tweede middellijn.

Ook als drie willekourige cirkels gegeven zijn, kan men de mid-
delpuntenmet de lineaal construeren. De ccnstructie 1s ingewikkeld.
(Caner, Math. Annalen 74, blz. 462).

~ILI. Constructies met de passer alleen.

De Romeinse cijfers verwijzen naar de constructies in S.C.van Veen,

Passermeetkunde, Noorduyn, Gorinchem, 1951.

De volgende constructies zijn zeer eenvoudig met de passer alleen

uit te voeren:

a) Het vierde hoekpunt te construeren van een parallelogram, waar-
van drie hoekpunten gegeven zijn. (I)

b) Een gegeven lijnstuk met zichzelf te verlengen. (II)

Veel ingewlkkelder is reeds:

c) Het midden van cen gegeven cirkelboog te vinden, (V)

Met behulp van c) lost men op:

d) Een gegeven lijnstuk a met een ander gegeven lijnstuk b te ver-
lengen. (VII)

Verrassend eenvoudig is:

e) De derde evenredige bij twee gegeven lijnstukken te construeren.
(XL1)

Als bijzonder geval Hervan vindt men, door eerst na te construeren

met b),

f) Een gegeven 1lijnstuk in n gelijke delen te verdelen.

Eenvoudige constructies bestaan ook voor:

g) De vierfe evenredige bij drie gegeven lijnstukken te construeren
(vI)

h) De middelevenredige bij twee gegeven lijnstukken te construeren.
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1) Het voetpunt te bepalen van de loodlijn, ult een punt neergelaten
op de verbindingslijn van twee andere punten. (XI)

WijJ zijJn nu in staat, de Vijf hoofdbewerkingen uit §'7nwt de cobr-
dinaten van gegeven punten ult te voeren, Het codrdinatenstelsel is
gegeven door O en een punt E op de X-as; wilj nemen OE als lengte-
eenheid. Is P gegeven, dan construeren wij de codrdinaten met 1) en
a). Zin de codrdinaten gegeven, dan vinden wij de projectie Pl van P
op de X-as met d); vervolgens zoekt men een punt van de loodlijn, in
P, op OE opgericht, en vindt P met d).

De optelling is mogelijk volgens d), het tegengestelde vinden wij
met b). Vermenigvuldiging en deling gaan met g), worteltrekking met
h).

Hiermee 1s bewezen, dat alle constructies, die met passer en lineaal
mogelijk zijn, ook met de lineaal alleen uitgevoerd kunnen worden.

Enige mooie constructies:

j) De snijpunten van een rechte lijn en een cirkel te construeren
(IX)

k) Een cirkel in 2,3%,4,6,8,12 gelijke delen te verdelen. (XXXV, XXXVI)
1) Een cirkel in 5 en 10 gelijke delen te verdelen, (XXXIX)
Constructie van de regelmatige zeventienhoek, (LXXXV)

Neemt men in het complexe vlak de omgeschreven cirkel als kz\:l, dan

zl1jn de hoekpunten de oplossingen van zl7=l, voor te stellen door

2 16
zl’zl ""’Zl > 2116,2117:_1,

Daar de som van alle wortels O is, is de som van de eerste 16 wor-
tels -1.
) 10 5 11 14 7 12 6_
Stel z4 +z1 t24 +Zl gzl +z1 +z1 +z1 = Uy
9., 13,15 1
27+2 7424 +2Z4
E de exponenten in uq zijn de oneven machten van 3,mod.l7, die in Uy

8§ n o T
+Zl +Zl +Zl +Zl— u2

de even machten van 5].
Uy tu= -1 Uy U= -4 (door uitwerken!), dus u; en u, zijn de wortels

van

(1) %2 +x-4=0 uy= -343 V17,
Stel

zl+214+zll6+2113= tl B

z12+zl8+2115+219= tz.

titto= uys tyte= -1, dus t, en t, zijn de wortels van

(2) xz—ugx—1=0 ty= %u2+%\/u22+4.
Stel

213+215+2114+2112= t},

zl6+zl7+zlll+zllo= t#,

dan 1is t3+t4= uqs tjtﬂg -1,
dus t3 en th zijn de wortels van

JU—
(3) X2~u1x~1w9. t3m %u1+%\/u£§+&.
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16 4 13
Stel zl+zl = Sl’ zl +z1 = 8

dan 1is Sl+S2= t13 slsg= t3,_

2,

dus 54 en s, zijn de wortels van

(%) xe—tlx+t5= 9 5=kt 43 V%12-4t32.
zl voldoet nu aan:
(5) ' xg—slx+1= 0.

85 is de zljde van de regelmatige 34-hoek. Uit 84 is de regelmatige
17-hock gemakkelijk te construeren.
Inversie,
Bepaling. De punten P en P' liggen invers t.o.v. de cirkel C (mid-
delpunt M, straal r), als P' op MP ligt en PP':rg.
(pmerkingen. In de theorie der inversie rekenen wij de rechte 1ij-
nen onder de cirkels, terwijl het oneindige als één punt geldt.
Stelling 1. P' 1s het snijpunt van alle cirkels door P, die C lood-
recht snijden.
Stelling 2. Door inversie gaat een cirkel in een cirkel over.
Stelling 3. Een cirkel, die C loodrecht snijdt, is bij de inversie
t.o.v. C invariant.
Stelling 4. De hoek tussen twee rechte lijnen is gelijk aan de hoek
tussen de cirkels, waarin zij door inversie overgaan.
Stelling 5. Zij D een cirkel, die door inversie t.o.v. C overgaat
in D', Twee punten, die invers zijn t.o.v. D, gaan door inversie
t.0.v. C over in twee punten, die invers zijn t.o.v. D!
Bewijs. Volgens st. 2 en 4 gaan loecdrechte cirkels door inversie
in loodrechte cirkels over. Fas nu st. 1 toe,
Stelling 6. Zij D een cirkel, die door inversie t.o.v. C overgaat
in D', en M,P,P' de middelpunten van C, D,D'. laat M en Q invers
zljn t.o.v. D, dan zijn Q en P! invers t.o.v., C.
Bewijs. Volgens st. 5 is het beeldpunt van Q invers met het cnei-
genlijke punt t.o.v. D'; het is dus P'.
Toepassing op .de Mascheroni-constructies.
Een configuratie van rechte lijnen en cirkels kan door een inversie
in een configuratie van cirkels alleen omgezet worden, Hierdoor
gaat een constructie met passer en lineaal over in een constructie
met de passer dleen. Aangetoond moet worden, dat het beeld van een
punt, 1ijn of cirkel met de passer geconstrueerd kan worden.

Het beeld van een punt vindt men met de constructie van een derde
evenredige ( § 12 e).

Het middelpunt van het beeld van een cirkel of rechte 1lijn vindt
men met st. 6.

Op deze wijze kan men b.v. oplessen:
m) het snijpunt van twee rechte lijnen te bepalen. (Dit kost hier
16 airkels;Mascheronl geeft een constructie met 13 cirkels),
n) Het middelpunt van de zmgeschreven cirkel van een driehoek te

construeren.



IV, Kubische constructies,
17.Uit de algebra is bekend, dat de oplossing van iedere vergelijking van

de derde graad terug te brengen is df tot het trekken van de derdemachts—

wortel uit een regel getal, df tot het verdelen van een hoek in drie ge-
lijkg delen. Reeds in de oudheid is opgemerkt, dat de berekening van
\;/ a neerkomt op het vinden van getallen x en y, zodat 1 ¢ x = x : v =
=y : a.
18.De genoemde constructies zijn met passer en lineaal niet uitvoerbaar.
Zij zijn reeds in de oudheid opgelost met behulp van inschuifconstruc-
tiss, d.w.z. met behulp van de postulaten: I, II en III zie blz, 23.
V. Ben lijn te construcren, die door esn gegeven punt P gaat en waar-
van door twee gegever lijnen 1 en m een segment van gegeven lengte ¢
wordt afgesneden.
Op primitieve wijze wordt V uitgevoerd met een lineaal, waarop door
twee streepjes de lengte ¢ is aangegeven. Een beter instrument is de
- conchoidepasser van Nicomedes, Een lineaal a is draaibaar om P; in a
bevindt zich een sleuf, waardoor cen pen Q kan rowegen, die evencens
door een sleuf in een tweede lineaal b steekt. Op de vaste afstand ¢
van Q is aan a een potlood bevestigd, Legt men b vast en draait men a
om P, dan beachrijft het potlood en conchoide van Nicomedes,
Ligt P op b, dan beschrijft het potlood een cirkel. Het gebruik van
de passer 1s dus bij deze constructies overbodig.
19.Inschuifconstructie van Newton voor L;/pé .
Beschrijf een cirkel met middellijn CD = 1 en middelpunt A; verleng AC
tot AB = 1. Bepaal E op de cirkel zodat CE = a., Trek een lijn door 4,
waarvan CE en BE cen stuk FG = % afsnijden, Dan is: AB : EF = EF : AG =
AG : CE, dus EF = |25 .
Bewijs. Volgens Menelaos (blz., 12) is

? AB CE FG _ ;
CB'TE'EG -
dus, daar CB = FG,
(1) AB x CE = FE x AG.

De macht van F t,0.v. de cirkel is

FE.FC = FA%- AC? = (AC+AG)2— AC? = AB.AG + AG.

FE(FE+EC) = AG(AB+AG)

FEZ(1+ 258) = AG.AB(1+ 25),

dus volgens (1): FEZ = AG.AB.
AR : EF = EF : AG = AG : CE.

20, Inschuifconstructie van Newton voor %'*. Beschrijf een cirkel met M als
middelpunt en middellijn AB; bepaal C op de cirkel zodat £ ABC = 7 e
Trek een lijn door M, waarvan AC en BC een stuk DE = AB afsnijden. Deze
lijn snijdt de cirkel in F. (L CBF = %{

Bewijs. Zij G het midden van DE, EG = GD = GC = CM = MB, dus, als
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£ CEM = <, dan is,/ . .CG =", [ CGM 2, L CME = 2 X, / BCM = 3,
,/ CBH = 3(X, dus X = 23'-?-,- maar ./ CBF = % £ CNMF = .
o1.Inschuifconstructie van Archimedles (?) voor %—%& Zij <« BAC = }ﬂ. Trek
door B een 1lijn 1 // AC en een lijn m L AC, Trek een lijn door A, die 1
in F enm in E snijdt, zodat EF = 2AB. £ FAC = %y’.
Bewijs., Z2ij G het midden van EF, FG = EG = BG = BA, Stel 4L CAF = X,
L BFE = , £ FBG = &, £ BGA = 2, (BAF = 2,
22,.Constructie van de regelmatige zevenhoek.

I

z6+ 25+ z4+ 23+ 22+ z + 1 = 0,
: 1 _
Stcel z + - = X.
x3+ xz— 2x -~ 1 =0,
Stel x =y - %.
y3—j7;y—§77=o.
Stely:roos?ﬂ cos?ﬂ %cos3§0+4cos;ﬂ.
Men vindt: r = Vf%, cos 3‘?

Teken ewn cirkel met straal 1 (mlddelpunt M; middellijn BG). Verdeel BG
in 3 gelijke delen: BP = PO = 0OG, Beschrijf een cirkel om O, die door B
gaat; middellijn BA., De cirkel om B met straal BG snijdt laatstgenoemde
cirkel in C. AC = %—WZ.
Beschrijf een cirkel om A met straal AC; dez. snijdt BA en zijn verlengde
in F en D, De cirkel om D met straal % snijdt laatstgenoemde cirkel in
L, cos 4L EDA = ——%77. Verdeecl boog FE in drie gelijke &len door de pun-
ten H en X. e T
Trek AE' | DH. DE' = y.
Pas PQ = y af op PA.
Cirkel uit Q met straal 1 om op de eerste cirkel; dan vindt men 2 hoek-
punten van de¢ zevenhoek.

23.Het punt (x,y), waarvoor a ¢ x = x 32 y =y ¢ b ligt op de krommen:

(1) x° = ay.
(2) y2 = bx,
(3) Xy = ab.
(4) x° + y2 = bx + ay.

Menaichmos (-300) gebruikte (1), (2) en (3); Descartes (1) en (4). Neemt
men a = 1, dan blijkt, dat i} b met passer en lineaal te construeren
is, als de vaste kegelsnede x = y getekend is,.

24.Uit de algcbra is bekend,dat d-oplossing van een vergelijking van de
vierde graad teruggebracht kan worden tot die van een vergelijking van
de derde graad, de kubische resolvente. Meetkundig kan men dit als volgt
inzien. D¢ vergelijking x4+ ax3+ bx2+ cx + d = O wordt opgelost, door de
snijpunten te zoeken van de kcgelsneden

x°= v, y2+ axy + ¢x + by + d@ = 0,



=34 -
In de bundel, hepaald door dezo kegelsneden, komen 3 ontaardingen voor,
die bepaald worden met cen vergelijking van de derde graad. De rechte
lijnen, waaruit een ontaarde kegelsnede bestaat, kunnen met vierkants-
wortcls bepaald worden, Dan zijn ook de snijpunten bekend.



