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I• _1;1g_e_p_a_9_s_ipg_ d_e_r _p;r_o j_e_c t_i~.V§J __ lP-~.e_t~u;n_g~ 
1. Het Euclidische vlak wordt uitgebreid tot het projectieve vlak, 

door de volgende oneigenlijke elementen toe te voegen: 
a) aan de verzameling van alle lijnen, evenwijdig aan een gegeven 
lijn~ een oneigenlijk punt 1 dat op die lijnen, en op geen andere 
ligt? 
b) aan de verzameling van alle vlakken 7 evenwijdig aan een gegev~n 
vlak~ een oneigenlijke lijn 7 die in die vlakken en in geen ander 
vlak ligt 1 terwijl zij de oneigenlijke punten van alls in die vlak­
ken gelegen lijnen, en geen andere bevat; 
c) een oneigenlijk vlak~ dat alle oneigonlijke punten en lijnen en 
slechts deze bevato 
De volgende eigenschappen gelden nu zonder uitzondering~ 
<X) Twee verschillende punten bepalcn een en slechts een lijn, die 
ze beide bevato 
(3) Twoe verschillende vlakkon hcbbcn oon en slechts oen lijn ge­

meeno 
() Een vlak en oop lijn~ dio niet in dat vlak ligt, hebben e6n en 
slechts 66n punt gemeono 
S) Twee vorschillende lijnon in oon vlak hobbon e6n on slcchts 

e6n punt gomo0no 
E) Drio punton, niot op 66n rochto lijn gologon? bepalen een en 
slochts 66n vla.k? dat ze bovato 

2. Door contralo projectio gaat de onoigonlijke rochte van een vlak 
~ over in oon gowone rochtoo Omgekoerd kan men door geschikte kouzo 
van projoctiocontrum on taforoel -C iodoro rochte van o<. in do onei­
genlijke rochte van -C overvoorono 

3o Do stellin.E..,_van Desarguos" 
a) Zijn twee drichookon ABC en A'B'C' zo in eon vlak golegon~ dat 
AA 1 ? BB' on CC' door eon punt gaan 1 torwijl AB//A 1B I on AC//.A 'C' ~ 

dan is ook BC//B'C' 
Het bowijs is zoer oonvoudig mot ovenredigheid van lijnstukken. 



-2-. 

,... ,_ Z:L j:1 t;\,lUC d1:--:~ch-o-t.1kcr1 ARC c11 l-i 1FJ 'C 1 zo .in oon vlak gol0gon, da t 
.lA 1 7 BB' on CC 1 doo!" oe:n pur~t r:a.an, un zijn P, (i: on R do snijpunton 

v:::in BC mo'..; B 1c •; ih'.n AC net A 1c I en v:::.n 1\B mot A 1B ', dan liggon 

~J) •~ on H o~) v::::n rochtc li.jn,. 

P5'~v:ij_s_o P-:-ojuc·cc,o::., (1(.: ficuur zo op v..:..n P.ndor vlak, da t P:1 in do on-• 

(,igonl.ijk\..; :r\...e::tc C'Vl~ri ,,,: tj pr.s a) toe en projcctocr torug. 

c) Door 00~ 2n~ar~ ~cchtc in d0 on~i~anlijkc rochtc to projcctoron, 

'l) Do figt'-1...1.T.' 7'..:.n b) vormt con c0nfi.guratio (103), dio opgcVRt kan 

,,1c.,di:-:~1, "}s (, doo:rsncdo 1r:=m o: n vollodigc.; ruimtclijko vijfhook mot 

ocn ;.,l.J. ~ 1,, r:1.c:n:~1• t vol(: t, da. t d\.; conf igur.a tio in zichze: lf over-

0::;:: t .. 1 0:..:::.' ccm :'rocp~ dio isomorf is met do symmotrischo grocp van 

~-) L:',_:::;c, ~r, :. ,-J.~; :;,·:.n-t·nn 1\~ B; C en op m de punton A', B', C 1 1 zo­

;~n 'C'//.\ 1C, dan is ook BC 1//B 1C. 

11::·.~i_:) .. ~.o Is ~:/ :-.1, cl,.n is hut bcwijs zoor ocnvoudig. Snijdon 1 on m 
' oJ.~:ae.r jn S. cJ: .. n volg;:~ uit SA.:SB = SB': SA 1 on &\:SC= SC 1 :Sl/ dat 

s.::;.., bA: :'.'. c:7 . 2E '. :..: 8C O oc I ' dus SR: SC = SC I : SB t. 

~: ~~~~ r:c~cctcron laidt men uit a) af: 
1 =-.:r,:::r. ;o ·:ccl:,..1-...·ntc:::1 1.ra.n ocn onkclvoudieo zoshook bourtolings op 

+,_•::::, r•a.:::h·'-:: :-..i,jncn l on m; de.n liggon de snijpunton van ovcrstaando 

c E:·.ror.~.ls o;:.ccc 3c) wordon andoro bijzondorc gevallon bohandeld. 

-~) D.J Pf)_:;r:,1s:j_ r:1.·\:t:.' vo:".'mt oen configuranto ( 93 ), die invariant is 

i~c§:'.-:.1e1,•_r cc:1 1:rocp -\.:i.n 108 porrutc:tiosc 

o) n-: st:::ilJ.inc va:·1 ::=i.::ppus is idcntick mot haar dualo stolling: 

J~an jo z~-~~a~ ,an ocn onkclvoudige zoshook beurtolings door two0 

~l- nto:1 P c n •~, dar:. go.nn do vcrbindingslijnon van overstaande hoek 

r . ..:;n de pun ten van con vlak ,x ui t twoc contra o1 en 

dnn bostaat tussen do projecties P1 on P2 van Poon 

t otro':!dnc rr::t: c~.u vo}.gcndo oigenschappen: 
T '; ,..,.~ i ·" s ·~ c..v, -~ nnnr,·,i d-1 er. -· .:...i .... "ii;." ~. \,,. J.,. .... - ___ ._ __ ..... t-::;, 

II) :'.::. j ,; ::,:;r ~~ rochto lijnon in rochto lijnen over; 

=~JI) vo1·b:'. .. :.1c.:Ln:;E; li jnon vc:~n ovoroonkomstigo pun ton gnan door oen vast 

::~mt O ( s,,ij :pLlnt V.'.1..n o1 o2 mot -c· ) ; 

::.. :) s::.i ;~ p-,_1::1.ton 'itt1n o\-or::cmkomstigo lijnon liggon op con vasto lijn 
d ( '"r ·'L ·: l" .'111 ,,..., n · ' "l'I,'.', -i- r· 'I • • - v ~" v c. Oi L,v L, •• . , o 

:::c:1 botrok:,c:-r:g IL t nr,ze •1ior oigonschappon hoot contra lo collinc,atio. 
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b) Stelling._ Er is con c.n slochts con contralo collinc.atio met ge­
gcvon O 0n d, dio A1 in A2 overvoert ( A1 on A2 buiton O on d) , 
mits A1A2 door O gnat. 
J?.owij s.o. Hen construoert de botrokking, door een vlak CJ... door d te 
brengen en o1 willekeurig te kiezen. o1A1 snijdt ex in A; A2A snijdt 
001 in o2 o 

De betrekking is eenduidig bepaald~ omdat met de eieenschappen 
I/-IV/ het toegevoegde punt B2 v~n ieder punt B1 geconstrueerd kan 
worden, 
c) In pl~~ts van toegevoegde punten A1 , A2 kan men oak toegevoegde 
lijnen ~1 , 12 geven. In bet bijzonder is e~9 Pentrale collineatie, 
die de oneigenlijke rechte w1 overvoert in een lijn w2//d, of omge­
keerd een lijn v1//d in de oneigenlijke rechte v2 • 

d) De bewijzen van 3b/ en 4b/ kunnen dus in plants van door pro­
jecteren ook met behulp van een centrale collineatie uitgevoerd 
worden. Dit geeft de mogelijkheid, de methode tot de ruimte uit te 
breiden, 
e) Neerslaan van een vlak ~ in--C komt neer op projecteren uit het 
oneigenlijke punt o2 .J_·een bissectrixvlak van o< en -C. Tussen de 
projectie en de neergeslagen figuur bestaat dus een centrale colli­
neati0. Bij parallelprojectie (~. oneigenlijk) wordt O oneigenlijk. 
De betrokking is dan een ~xJ..~i~. ~1%1.:rl.i~e:lto Ook tusson de beide pro­
jectios bij de methode van Monge bostaat oen axiale affiniteito 

6 I) Do_.]'.'}l.]IP,.l_J,g_l_ij}{_c~_..£.~Jltra lo _c_ollinc c tj.~~ 

a) De dofinitie is als ?~I-IV; slechts moet do as d door oen vast 
vlak S" vervangon wordeno 
b) .$.t_e)._li~o- Er is eon en slechts cen contralo collineatie met gege­
ven O on 6 , die A1 in A2 ovorvoort ( A1 en A2 bui ten O en S ) , mi ts 
A1A2 door O gaat o o 



Bewijs. In ieder vlak door OA1A2 construeert men een centrale collineatie 
volgens 5b). Laat B1c1 een lijn zijn, die OA niet snijdt, B1-+ B2 , if~c2• 
A1B1 snijdt A2B2 in R; A1c1 snijdt A2c2 in Q; B1c1 en B2c2 gaan door het 
snijpunt P van BC en QR. De lijn B1c1 voldoet dus aan II·en IV. 

De centrale collineatie in vlak OAB gaat nu door projecteren uit P 
over in die in vlak OAC. De verkregen betrekking is dus ook op OA eendui­
dig. We hebben nu een betrekking geconstrueerd, die aan I-IV voldoet. 
Dat zij de enig mogelijke is, blijkt als onder 5b). 

, a) Stelling. Zijn drie lijnen a 1 , a2 en a3 evenwi jdig aan vlak (3 en wor­
den zij gesneden door de lijnen b1 , b2// e>< , dan zal iedere lijn b3//cx , 
die a 1 en a2 snijdt, ook a 3 snijden. 

•Bewijs. 

S' 

Het snijpunt van ai met bk noemen wij Pik' Projecteer a2 ,a3 ,b2 ,b3 in de 
richting van a 1 op ex. ; de projectie van ai is ci, die van bi is di; die 
van Pik is Qik' d3 snijdt c3 in R; R is de projectie van Sop a3 , 

P32 Q32 : SR= P31 032 : P31 R = P21 022 : P21 Q32 = p22 Q22: P23 Q23' 
dus SR= P23 023 • S ligt dus in het vlak door P13//cx en in het vlak door 
b3 en a 1 , dus op b3 , 
b) Stelling. Worden vier lijnen a0 ,a1 ,a2 ,a3 , waarvan geen twee in een vlak 
liggen, gesneden door drie lijnen b0 ,b1 ,b 2 , dan zal iedere lijn b4 , die 
~0 ,a1,a2 snijdt, ook a3 snijden. 16-puntenstelling. 
Bewijs. Door een centrale collineatie, die het vlak door a0 en b0 in het 
oneigenlijke vlak overvoert, brengen wij deze stelling terug tot a), waar 
a0 de oneigenlijke rechte van D( en b0 de oneigenlijke rechte van f is. 
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c) De 16-puntenstelling staat in nauw verband met de stelling van Pappus, 

Van de zeshoek P13P 12P32P31 P21 P23 , gevormd door de lijnen a1 ,b 2 ,a3 ,b1 , 

a2 , b 3 , snij den elke twee overstaande zi j den elkaar, dus de verbindings,- .. · 

lijnen van overstaande hoekpunten snijden elkaar twee aan twee; daar deze 

lijnmniet in esn vlak liggen, gaan zij door een punt Q. Projecteert men 

de zeshoek uit P00 op een vlak -c-, dan gaan de projecties van a1 ,a2 ,a3 
door het snijpunt van b 0 mot T, die van b 1 ,b 2 ,o3 door het snijpunt van 

a 0 met T . Men vind t dus de figuur van 4 e) . De 16~puntenstelling en de 

stelling van Pappus kunnen zo uit elkaar afgeleid warden. 

, Involuties. 

a) Stelling. Wanneer van twee volledige vierhoek@n A1B1C1D1 en A2B2c2n2 
vijf paar overeenkomstige zijden evenwijdig lopen, dan loopt ook het 

zesde paar evenwijdig. Het bewijs gaat zeer eenvoudig met gelijkvormig­

heid van driehoeken. 

b) Stelling (Eerste vierhoeksstelling). Wanneer van twee volledigs viGr­

hoeken A1B1C1D1 en A2B2C2D2 vijf paar overeenkomstige zijden elkaa~ snij­

den op een lijn 1, dan ligt ook het snijpunt der zijden van bet zesde 

paar op 1. Dit volgt onmiddellijk uit a) door projectie of door toe~as-

sing van een centrale collineatie. 

c) Stelling. Liggen de volledige vierhoeken A1B1 C1D1 en 

dat A1B1//C2D2 , C1D1//A2B2 , A1c1//B2Dt, B1D1//A2c2 en 

A2B2c2D2 zodanig, 

A1TI1//B2C29 dan 

is ook B1c1//A2D2 . 

Bewijs. Door evenwijdige verplaatsing 

men de tweede vierhoek zo, dat c2 met 

ling volgt dan uit 4a). 

en vermenigvuldiging verandert 

A1 en B 2 met D1 samenvalt. De stel-

d) Stelling (Twesde vierhoeksstelling). Wanneer van twee volledige vier­

hoeken A1B1C1D1 en A2B2c2D2 de volgonde paren zijden elkaar snijden op 

een lijn 1: A1B1 en c2D2 ; c1D1 en A2B2 ; A1c1 en B2D2 ; B1D1 en A2c2 ; 

A1D1 en B2c2 , dan gaan ook B1c1 en A2D2 door een punt van lo 

Bewijs uit c) door centrale projeotie of centrale collineatie. 

e) Snijden de paren overstaande zijden 1 in P1 ,P2 ; Q1 ,Q2 ; R1 ,R2 ; dan 

zeggeq wij dat (P1P2 ; Q1Q2 ; R1R2 ) een vierhoeksdoorsnijding is. Elk der 
zes punten is door de vijf overige eenduidig bepaald. 

f) Stelling. Zijn (P1P2 ; Q1Q2 ; R1R2 ) en (P1P2 ; Q1Q2 ; s1s2 ) vierhoeksdoor­

snijdingen, dan is oak (P 1P2 ; R1R2 ; s1s2 ) een vierhoeksdoorsnijding. 

Bewijs. lln de figuur is voor 1 de oneigenlijke rochte eenomen.J ABCil 

geGft de eerste vierhoeksdoorsnijding. Trek AE door s1 , EF door Q2 ; dan 

levert ABEF de tweede. Trek nu EG door R2 t volgens de stelling van Pap­

pusi toegepast op BDCGEF, gaat CG door s2 • ACGE geeft dus de vierhoeks-
doorsnijding. 
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,.: 

1/ 

e~n vierl1oeksdoorsnijding, dan is ook 

~--(I~ R " -~ ~ : ; 1r,.) ec11 "'\"J..(::r.hoc·kt3dooT'sr1ijdi11g-. 
i '-1 j. 2 \' k~-' 1 1-.,,,, 2 ' . •1 ~: '-
,\°, -,, • .... r~ , --. ·r -t~ ""~ ...,. .. , .,. v~ ·l' ,-. + -f ..t.. n fa:..:.:.p5:1_Iir~. 1)e verzamfu.ic. ue1 i 1un.,e111.,art11 9 c 1.t 1:1e s.: ~wee gegeven punLenpc,.-

Cr•.Jr. ecn vierhoeksdoor1·3ijding vormen, heet een involutie. Uit het voor-

fkannde volgt :u: Tvrnc i,untenraren op een rechte lijn bepalen een en slechts 

een invo.lt~tie, wanrt)e zij b2ide behoren. 

h) Bij zonde1~ :"{~Y.~..l· Neem een der zijden van de vierhoek langs de oneigen­

l i ;Jkc ro,·rdc:.', zoda-~ .P 1 oneigenlijk is. Men vindt dan: P2Q1 x P2Q2 = 

~ r,n 1 x L,R?. I':;, heet het centrum van de involutie, het constante pro-
-- C::.~ '-

duct hel:t ck :;:r;aeL-:. Gevolg: Een rechte lijn snijdt de cirkels ui t een bun-

del in runten1mren van eon involutie. 

i) Ben involati,2 go.at door centra1e projectie over in een involutie. Dit 

,clgt uit het f0jt, dat e~n volledige vierhoek door centrale projectie in 

ecn volledigo viertoek overgaat. 
) ) Een straler:;.involutie kan op 2 manieren ontstaan: 

1. Door de paren van een puntminvolutie uit cen punt te projecteron. 

!. Door de paren overstaande hoekpunten van een volledige vierzijde met 

•en vast punt te verbinden. 

Dat beide methoden or hetzolfde neerkomen, blijkt ui t Cle:: figuur. 

/ 

' /< ,A/ . 
. ·. / .. --··· -····--- ·---

' i// 
P., I 

I,,, 
P . . i 
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De voll1::dige vierzijde wordt gevorrnd door de zijden van drier.oak A:BC en 
de oneigenlijke rechte 1. De verbindingslijnen van D met de faren over­
staande hoekpunten snijden op 1 de puntenparen P1P2 , Q1Q2 en R1R2 uit, 
die ook door de volledige vierhoek ABCD uitgesneden worden. 
k) Liggen de vierhoeken, bedoeld in de tweede vierhoeksstelling, in ver­
schillende vlakken, dan hebten de viervlakken A1B1c1n2 en A2E2c2D1 de 
eigenschap, dat ieder hoekpunt van een van beide in een zijvlak van het 
andere ligt (Mobius-viervlakken). 

9.Harmonische ligging. 
a) Bepaling. Vormen de puntenparen AA, BB, CD een vierhoeksioorsnijding 
dan zi:n AB en CD harmonis0he paren. 
b) Voorbeeld. De zijden en de diagonalen van een parallelogram snijden 
op 100 harmnnische paren uit. 

Door het parallelogram te beschouwe:n,dat de middens der zijden van 
het eerste parallelogram als hoekpunten heGftt zien wij dat de paren 
verwisseld mogen warden. De methode van Desargues levert ons nu: 
Stelling. Zijn AB en CD harmonische paren, dan zijn ook CD eh AB harmo­
nische paren. 
c) Uit Bi volgt, dat harmunische paren door projectie in harmonische pa­
ren overgaan. Men kan dus ook van harmonische stralenparen spreken. 

Trekt men uit het middelpunt van een parallelogram lijnen // de zij­
den, dan vormen deze en de diagonalen volgens b) harmonische paren. Door 
deze pnren met een zijde te snijden, vinden wij: Het midden van Jill er 
het oneigenlijke punt van AB vormen met A en B harmonische paren. Di:; 
geeft een Asnvoudige constructie voor harmonische paren. 
d) Uit 8g volgt: Alle puntenparen, die met A en B harmonisch liggen, vor­
men met AA en BB een involutie. A en B heten de dubbelpunten van de in­
volutie. Niet iedere involutie bezit (reele) dubbelpunten. 

,o.Projectieve meetkunde. 

Bepalingen. Een transformatie, van een plat vlak in zichzelf, die door 
herhaald projecteren tot stand komt,heet een projectieve transformatie. 

Tot de projectieve meetkunde behoren al die begrippen, die invariant 
zijn bij projectieve transformaties. Hiertoe behoren: punt, rechte lijn, 
incident, involutie, harmonische puntenparen. 

Een stelling behoort tot de projectieve meetkunde, als er alleen 
projectief meetkundige begrippen in voorkomen. 
Voorbeelden: De stellingen van Desargues en Pappus. 
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Een projectieve transformatie 1 die de oneigenlijke recbte invariant 
laat, heet een affiene transformatieA Affiene begrippen en stellin­
gen warden analoog met de projectieve gedefinieerdo Affiene begrip­
pen zijn: evenwijdige lijnen, middens van een lijnstuk 1 affiene 
stellingen bijv: de di2.gonalen van een parallelogram delen elkaar 
middendoor; de zwaartelijnen van een driehoek gaan door een punto 

Zowel de projectieve als de affiene transforma.ties vormen een 
groep; de tweede is een ondergroep van de eersteo 

·J 1 o De_ 2:}1-_9-b_g_l_y§J'.P.9.ll.9-1-11.R.!. 
ProjGctoer de punten van 
Trek C' P//1. 

.gt = g .:.{- == fi-t ~ ~ :---8 = 

1 ui t O op l 1; de projectie van x00 is X 1 

C 'A I C 1B I x,1-; = x 11rr • 

1?.9..PllJ.ip_g_~_ Do laa tsto ui tdrukking is de dubbolverhoudin_g ( A 'B 'C 'X '). 

fil~11lFL• Do dubbolvorhouding is invariant bij projectie. 
;s_e}'l_i _Js •.•. 
Trek 1 1 '//OD; dan is (ABCD) = C 11 A 11 

cfi7B11 = (A 'B 'C 1D I) 0 

e' 
0 
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Men kan nu ook sprokcn van do do v. van twee stralenpA.ron ui t een 
waaier. 
Do dubbolvurhouding (ABCD) van do harmonischc paron AB on CD is 
-1; di t blijkt, door D n2.ar h,.;t onoindigo to projcctor(.:n~ 

•j :'.'I. Projoctic vo puntonrooksen en lijnonwaaicrs. 
a) p_i;,.f_i_n_i_:ti.c ___ analoog mot 10a. 

b) _Stc]-_lJn_g_._ Zr i~ uon en slochts ocn projoctiovo transforma. tic, 
die drio eogovon puntcn van oon lijn in drio andcro gogovon punton 
op ocn lijn transformcort. 

BoyJJ.§..!. La.A. t .A., B ~ C op 1 on A', B' C' op 1 1 gc..:gcvon zijn. 

Wannoor l=l', projcctcron wij oorst A 1 , B ', C I uit s1 op 1' •~ l; 
di t gooft 1A. 1 1 , B 1 1 , C 1 1 • A ls A -1- A 1 1 , projoctoron wij A 1 1 , B 1 1 , C 1 1 

uit s2 op AA 1 1 op 1 1 1 ' doo::' .IA.;di t gocft A 1 1 : = A, B 1 1 1 , C 111 , 

BB'" snijdt CC 11 1 in s3 ~ door projcctorcn ui t s3 gaa t A 1 11 , B 11 1 ~ 

C''' ovor in A, B, c. 
De oonduidighoid volgt uit do golijkhoid dor dubbclvorhoudingona 
c) .Y..<;:>p_r_b_c_c_l_d_o.n. van projoctic.,vo rockson on waaiors. 
I. Eon vorschui ving van con li jn in zichzolf wordt doo::- twee pa:=al•~ 
lol9rojoctios vorkrogon. 
II. Eon draaiing van con lijn om oon van zijn punton is con pa.raJ. ... 
lolprojoctioo 
III. Eon vormonigvuldiging van oon lijn t.o.v. oen van zijn punto~ 
wordt door con parallolprojoctic en oon contrale projoctio vorkrogo~1 
IV. Volgcns I, II on III zijn twoo willekcurigo gclijkvormigo rco;{­
sun projoctiof. 
Va Congruonto waaiors zijn projoctiof 7 raar zij door lijnon ovon­
wijdig e.an ovoroonkomstigo stralon door golijkvormigo puntonrookson 
gosnodon wordono 

13 o a) §J.9.l]._i_fl&_ Br is con on slcchts con projectiovc transforms. tic in 
hot platto vlak, die vier vrij gclcgon punten in vier andero v:-ij 
gelegcn punton overvoorto 
~o~js~ Do transformatio is door horhaald projecteren te construeren. 
Dnt ze eenduidie bepe.ald is, blijkt uit hot invariant blijven der 
dub be 1 verhoudinf;en o 
b)Jooyb_o_eJ_d_. Congruente veldon zijn projectief o Een congruente vor­
plaa tsing C induceert op de onoigonlijke rochto 1 een projectievo 
trhnsformatie D, die in hot oncigenlijke vlak V door horhaald pro .. 
joctoron vorkrogen Jro.n warden. Door alle da.arbij gobruikte lijnon 
in V door vlakken mot een vast punt Oto verbinden, ontstaat een 
projoctiovo transforma.tio in hot g&eovon vlak u, dio een golijk­
vormighoidstrnnsformatie is. Door zo nodig con verschuiving en een 
vermenigvuldigingstransforma.tie toe to voegon1 wordt do gewonste 
congruente vorplaatsing varkrogen~ 



c) .$...t_eJ_lJPB.,. ~_;r is een en slcchts ec~n p:r'ojectieve tra.n3for!Ilc. tie, 

die vier gegeven vrij gelf1Een lijnen in vier :indere vrij gi::ilegen 

lijnen overvoert. 

;s~e_wi.j_s,. Pas stelling a) too op viBr der snijpunten van de lijnen. 

14. Lr-.a t P en Q de toppen zi jn vc.n twee nro Jectl13·Je waaiers, zoda t aan 

1 door P, l' door Q toegP.Vaegd is. P·J = a; wij onde:rstellen a 1 -/. a. 

(~P = b 1 • \an c door P is c I door J toegevoegd. P 1 en Q1 zijn de 

toDoen v·.n twee deir li jke wr,aiers. 

JJ_teJ.l.ip...R_ ... Er is een projectievc tr,H~'.;formctie, die de waaiers P en 

,1 in de w!ou1iers P 1 en 1~ 1 overvoert :i zod2 t overeenkoms ti.ge stralen 

in overeenkomstire stralen overroano 

Bew.ijs,. Menbehoeft slechts aana 1 ? b, c, c 1 l"'esp. toe te voeeen 

ai ', b1, c11 c1 'o 
In het bijzonder zijn twee pro.jectiove waaiers steeds projectief 
met congruente waaierso 

1 5. De meetkundige pla,,. ts vrcn sni jpunten van overeenkomstige stralen 

in congruente waaiors is een cirkel., 

Sen kromme, die projectief 1s met een cirkel, beet een kegelsnede. 

Een kegelsnede is dus volgons 14 de meetkundige plaats van de snij­

punten van overeenkoms tige stralen in twee projectieve waaiers. 
Twee willekeurige punten wrn de kegelsnede kunnen als toppen van 

de projectieve wo.aiers eenomen wordeno Zijn P en Q de toppen, dan 

is aan PQ de raaklijn in Q toegevoegd. 

16. a) -~te~lJP£.. Er is een projectieve transformatiej die een kegel­

snede c in een cirkel 0 1 en een gegeven punt P binnen c in het 

middelpunt M 1 van c I overvoert. 

]3_e)L_i_j_s_. Trek een middellijn r 1n I in C I en een lijn door P, die c 

in A en B snijdt., Df, raaklijnen in A on B snijdon olkaar in D, die 

in A 1 en B' in D1 • PD snijdt c in E, M'D' snijdt c' in E 1 • Voeg 

A , B 7 B, D aan A 1 , B 1 9 E I j D I toe • 

b) De stelling: iedere lijn door i·i 1 is middellijn vnn de cirkel, 

gaat nu over in: 
St_qJ._l_:!p_g_i_ Bopaalt men op iodere lijn door P bet harmonisch tocge­

voegde vRn P t.o.v. de snijpunten met c, dan vormen deze punten 

cen rechto lijn p ( iJP,Ol_lJj_n van P). 

c) De stalling: 00n middollijn doelt alle koorden loodrecht op die 

mlddellijn middendoor, geeft: 

~tel+JJl_g_~ Ligt Q bui ten c en bepc1.e lt men op iedere lijn door Q, die 

c snijdt, hot harmonisch tocgcvoegde van q t.o.vo de snijpunten met 
c, dan vormen doze punten een segment RS op een lijn q ( Jl.OQ.llij;n 

van Q); Ren S zijn de raakpunten van de raaklijn uit Q. 
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d) Pool en poollijn zijn projcctieve begrippeno 
e) Stei11_~go Ligt Q op do poolli jn van P, dan ligt P op de poollijn 
van Q. 
Be~!"JJ.§ .• Pas de rnler a) beschroven tra.nsform--itie toe. Er zijn 4 ge­
vallen, al naar de ligglng van P en Q binnen of bui ten c. 
!3~_.Rali_Ilf.. •. Pu.nten, die op 6lkanders poollijn t.o.v. c liggen, heten 
poolm:irwant toOoVo Co 

17 ... fileill~ De paren poolverW!mte punten op een lijn 1 vormen een in­
volutie ( _£0_0].j.1_1...Y_Oluti~). 
Bewtl§ .. .2. Wanneer 1 de kegelsnede snijdt, volgt dit direct uit de 
definities. Snijdt 1 de kegelsnede niet, dan volgt het uit de stel­
ling, dat de puntenparen op de oneir,enlijke rechte in loodrechte 
rich ting en een involutiG vormen ( orthogonale involutie), en di t 
is een gevolg van het feit~ dat de hoogtelijnen van een driehoek 
door een punt gaan. 

18. ~t~_l.,l~n_g__~~n_J?_~~alo Is een zeshoek in een kegelsnede beschreven, 
dan liggen de snijpunten van overstaande zijden op een ~echte lijn. 
BeJ'IJ.1.§ .. !. Di t is een onmiddellijk eevolg van de Stelling: zijn van 
een in een cirkel beschroven zeshoek twee paar overstaande zijden 
evenwijdig, dan is ook het derde paar evenwijdig. 
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b) Dit b~wijs g~ldt all~un, nls CG lijn van Pascal do kugulsnod~ ni~t 

sni j dt • E..;n algumE::0n b-.:wi j s kan m<.:n l1.,;vur~n met d1..; stolling van Munalaos. 

Snijdt u..;n lijn 1 de: zijd.en BC, Ci'1., AB van driuho0'k ABC in P, Q 

R, dan is 

BP QQ AR 
CP. AQ •BR= 1, 

omgokourd. Voor h0t b-.,wijs trck;cc m0n door C 1,;~n hulplijn ovenwijdig 
1. 

La,3.t nu P1 P2 P3 P4 P5 P6 evn zc.:shoi..,;k in ELn cirkcl zijn; P1 P2 , 

3 P 4 un P 5 P 6 vormC;n drh:ho uk ABC ( P 1 P 2 langs AB, P 3 p 4 langs Bf", 

5 P6 langs CA). P 1 P2 snijdt P4 P5 in Q1 ; P3 P4 snijdt P6 P1 in'¾; 

5 P6 snijdt P2 P3 in Q3. Mun0lo.os, toe::g.:.:ps.st o:p dezc.: drio transvt::rsa­

"c.::n, guoft, wanneer m6n rekuning houdt m;_,t AP1 x AP2 = AP5 x AP6, enz., 

"' i 
f 
i 

( \ j 

ll l'"odat Q1 , Q2 ;:in Q3 op ._;un rvchtG lijn liggen. 

··~ Door e~n proj~cti0v0 transformatiu bruidt m-.:n duzo stulling uit tot 
1lluk0ur1g0 k~g~lsnGdun. 
' J) Do m-.,thodu van Dosarguus VO1,;rt van du st1.,;lling van Mun0laos tot d0 

yoj 0cti0vi;;: stblling: 

l Snijdun two~ r~chtu lijnen 1 un m d0 zijdun BC, CA, AB van drie­

Jo0k ABC in P1 -.;n P2 , Q1 en Q2 , R1 on R2 , dan is 

j (P1 P2BC)(Q1 Q2CA)(R, R2AB) = ,. 

en projuctiGVG transformatie, diu d0 on(.:igunlijku rvcht0 in zichzulf 

2.nsforme::0rt, ho0t 1..::vn affic.:nG transformati(.:. Mut b0hulp hi0rvan dGfi­

·o~rt men do affi1,,;ne me,.,tkundv. 

Hierto~ b~horun uit du (.:l0mvntair0 movtkundo du hoofdstukken ov0r 

ct parall0logram 8n de 0v0nrc.;dighuid van lijnen, Gn con groat de0l van 

o thuori(;;; der oppervlakk,.m. Ook du stclling0n van Ifom.:laos 1.,;n du Cova 

lijn affi0n0 stelling~n. 
)f 

.. oorbc.;ld. Do zwaartvlijnen van r.,;on drioho.;k gaJ.n door e:-.:n punt. Hierbij 

\:;hoort de projcctieve stolling: Snijdt dG lijn 1 do zijdon BC, CA, AB 

n drioho~k ABC in P 1Q1R 0n zijn PP1 m0t BC, QQ1 mut CA, en RR1 met 

harmonischG puntenpart.m, dan gaen AP 1 , BQ1 en CR 1 door (h.:n punt. 

t buhulp hi,:Jrvan leidt m.3n gom.ak::ulijk d,., Sti..lling van de C0va af ui t 

· u van M,.m1,,;laos. 
1
) Eon spi--;::;elin_g in uvn lijn 1 is uvn involutorischv cuntrale collinva­

',. o mut 1 als as i.m h1,;;t on0ig(;nlijko punt in d.:; richting loodrocht op l 

Ied..;re congruc.nto v...;rplu.r~tsing in door spicgclingen te 

;rJ:ri j gen. 
Go~ft mon de onoigenlijkc rochto en daaro:p do orthogonale involutie, 

kan mend~ grocp dcr v0rplaatsingen defini~run un op grond daarvan 

o dvfiniti~ van motrische mo~tlru.ndu g0vcn. 
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c) Vervangt men dG orthogon8lo i~volutio door oun will0kourige involu­
tic op e,.;n will.Jk,mrig'--' lijn, dan gaat i1.;dt;r0 motrischo stalling in 
0Gn projuctiov~ st0lling ovor. 

~1. Voorb(.rnldon. 

a.) D\_.; hoogt"'lijnen van (ji_;n drie:ho...Jc gaan door e-..:n punt. Hi 0rbij be­

hoort du proj0cti0v'--' st0lling: Snijdt du lijn 1 d0 zijden BC, CA, AB 
vsn driuho~k ABC in P, Q, Run zijn PP 1, QQ 1, RR 1 p~r0n van ~vn invo-

,... lutiu op 1, dan ga·:.n AP 1 , BQ1 vn CR 1 door ,i,.m punt. 
b) Do midd0lloodlijncn v~ n c,on c1rieho0k gaan cloor E:0n punt. 

•· Zijn .A,B,C,l,P,Q,R,P1 ~Q1,R1 als ond1..,r a), t0rwijl BC mut PP2 , CA m~t 
QQ2 , AB m~t RR2 harmonischu parun zijn, dan gaan PP Q Q 0 n RR 

1 2' 1 2 1 2 

- ~ 

door e~n punt. 

c) Do zwaartulijn op du hypot'--'nusa AB vo.n de r0ohtho0kige driohoek 
ABC is golijk aan du hulft van d1.,; hypotenusa. 

Zijn A,B,C,P,Q,R als onder a), tervvijl AB met RR2 harmonische paren 
zijn, dan gaat AR2 in CR2 over door de involutonische centrale colli­
neatie, die Q als centru.rn on PR2 als as heeft. 
d) Overstaande zijd~n van eon parallelogram zijn gclijk. 

Zijn AB, CD, EF de paren oversta·,~na.e: hoe:kpunton van eun volledige 
vierzijd0, E~ een will~k6urig punt op EF, t8rwijl AD met EE2 harmoni­

scho paren zijn, un voert men d0 involutorische centralc collincatiws 
ui t met E als centru.rn en achtoro,.:nvolgons E1E2 en E1A als as, dan 
gaat BD over in CA. 

•· c) De diagonalen van Gen r...,;chtho0k zijn gelijk. Valt in het voorgaan­

du B1 mot F samen, dan vo ert de involutorische centrale: collineati0 

mot E als centrum en FE2 als as, zowel BD in CA als BA in CD over. 
t2.a) Bepaling. De bissectrices van aen ho0k vorm0n het lijnenpaar, dat 

zowol orthogonaal is als harmonisch m0t de b0nen van du hoek. 
b) Door sriegeling in e0n van de.:: bissuctric\Js warden de benen van eon 

ho0k v...::rwissald. 
c)Stelling. De bissectrices van de hooken vn.n eon clriuhoek vormon de 

zijden van een volledigo vierhoek. 
Projoctieve vorm van d0z~ stelling: Lant de zijden van driehoek ABC 
d0 lijn 1 snijden in P,Q,R. B0poal van e0n op 1 gucuvcn involutie 
hot paar SS', dat harmonisch ligt mot PQ en tr0k CS en CS'. Doe ana-
loog met A on B. De zcs verkrcg~n lijnon vormun d8 zijdcn van e~n 

voll8dige viurhovk • 
• a) Bepaling. Eon k8gelsn0de, waarvoor do poolinvolutie op dG on0ig~~­
lijke rochto met d8 orthogonalu involuti~ sam~nvalt, hewt ecn oirkel. 
De pool van dG onuigenlijkc rochto h~0t het middulpunt van d0 oirkel. 

b) Stelling. Twoe stralen van con cirkel zijn golijk. 
B0wi_js. Door spiegoling in een van de bissectrices van de hoek tussen 

die stralen, gaat de cirkel in ziohzelf over en warden de stralen ver­

wisseld. 
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• Invoering van m1::tri sch8 bi;:;grip:'en. 
a) Om de verhouding vnn twe .. lijnstuk:cen CA en CB te bepalen, zoeken 
wij eerst op CB het punt A', zcd~t CA= CA'; dit gelukt door spiege­

·~. ( 

I ·., 

C A Q 

ling in bissectrix van hoek 
ACB. Zijn nu P,Q,R de oneigen­
lijke punten van BC, CA, AB, 
en S,S' die van de bissectri­
ces van hoek ACB, da.n is 

CA CA I ( ) ( ) Cl3 = c'B'i" = A'BCP = S'RQP. 

Hierdoor is een definitie 
van afstand op grond van pro-
jectieve begrippen gegeven, 

waarbij alleen de oneigenlijke rechte en daarop de orthogona.le involu­
tie I gegeven verondersteld warden. 
b) Een andere methode is de volgende. Is hoek ACB recht en CD .l. AB, 

- I 

I< 

C ... 

Q' 

\ 

t G 

zijn Q,Q 1 ,R,R 1 de oneigen­
lijke punten van CA, CB, AB, 
CD, dan is 

. 2A BC BD BD 
sin = BX • Be' = BA = 

= (DABR) = (R 1QQ'R). 
Laat nu van driehoek ABC, P, 
Q,R de oneigenlijke pu.nten 
van BC, CA, AB zijn en P', Q', 

R 1 de da2.raan in I toegevoeg­

de punten, dan is 

CA2 _ sin2B _ (R 1 PP 1R) 
CB~ - sin2A - (R 1 QQ 1R) • 

c) Stelling van Pythagoras. 
Zie de voorlaatste figuu..r. 

2 2 
CA = (R'QQ'R). CB = (R'Q'QR). 
AB2 AB2 

CA 2+ CB2 
AB2 = 

(R'QQ'R) + 

+ (R'Q'QR) = 1. 



II Niet-Euclidische Mee~kunde. 

25. a) Bepalin5en. Laat een kegelsnede w gegeven zijn. Onder een verplaat­
sing verstaan wij een projectieve transformatie, die G) in zichzelf 

overvoert. Onder de spiegeling in een lijn 1 verstaan wij de involu• 

torische centrale collineatie met 1 als as en de pool L van 1 t.o"v. 

UJ als centrum. 
b) Iedere spiege1ing is een verplaatsing. Twee lijnenj die poolver­

want zijn t.o.v. w (door elkanders pool gaan)~ heten onderling 

loodrecht. :Ooor spiegeling in een van beide? gaat de andere in zich­

zelf over~ 

26. Stelling. Bestaan twee 
vierhoek uit onderling 

derde paar. 
A 

?' p R Q' 

paar overstaande zijden van een volledige 

loodrechte lijnen, dan geldt dit ook voor het 
Gegeven: AB _L C:O; AC J __ B:O, 

a. 
R 

Te bewijzen: A:O...L BC. 
Bewijs: Zij a de poollijn 
van A en laat de zijden in 
bovenstaande volgorde a 
snijden in P, P'~ Q, Q1 1 R, 
R'. :Oe pool van AB is P'; 

de pool van AC is Q'. :Oe 
paren poolverwante punten 
op a vormen een involutie 

( §17), waartoe PP' en QQ 1 

behoren~ dus ook RR 1 ( § 8e). Nu is R' poolverwant met A en met R; dus 
R' is de pool van A:O. Wij hebben nu bewezen; dat de hoogtelijnen van 

een driehoek door een punt gaan. 
27. a) Bepaling. :Oe bissectrices van een hoek warden gedefinieerd als in 

" 9 22a. 
b) Stelling. :Oe bissectrices van de hoeken van een driehoek vormen 

de zijden van een volledige vierhoek. 
~ 

Bewijs. De bissectrices var hoek A snijden die van hoek] in Pi Q, R 
ens. Stel :0 is het snijpunt van PQ en S. Volgens § 9 liggen A] en AD 

harmonisch met AP en AQ, dus AD valt langs AC. Evenzo valt ]:0 langs 
BC j dus D val t in C. Volgens § 26b is QC _L RS, en oovendien liggen CQ 

en CR harmonisch met CA en CB; het zijn dus bissectrices. 

28. a) Laat de lijn AB uJ snijden in P en Q. Het puntenpaar MN: dat har­
monisch ligt zowel met AB als PQ, bestaat uit de middens van A]. 

:Oeze definitie wordt gerechtvaardigd door de 
Stelling. :Ooor spiegeling in een midelloodlijn van AB worden de pun­

ten A en B verwisseld. 
b) Stelling. :Oe zes middens van de zijden van een driehcek vormen de 

hoekpunten van een volledige vierzijde (duaal met 27b). 
c) Stellin~. :Oe zes middelloodlijnen van een driehoek vormen de zij-

den van een volledige vierhoek. 
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Bewijs. Deze zijden zijn de poollijnen van de zes middens der zijden. 
d) Stelling. De zes zwaartelijnen van een driehoek vormen de zijden 
van een volledige vierhoek. 
Bewijs. Laat Pen P' de middens zijn van BC, Q en Q', die van AC, Ren 
R I die van AB. Stel dat P' , Q' , R I op een rech te 1 liggen ( stelling b ). 
De driehoeken ABC en PQR liggen perspectief ( § 3), dus AP, BQ en CR 
gaan door een punt. Evenzo voor de andere drietallen. 

29. a) Is Peen punt buiten w 1 1 een lijn door P, diewsnijdt, en m 
een lijn door P 1 die w niet snijdt, dan kan er geen verplaatsing z~n, 
die 1 in m overvoert. Wij beperken ons daarom tot de punten binnen 
w, die wij (eigenlijke) punten noemen; de punten opw heten onei­

genlijke punten, die buitenw heten pseudopunten. 
b) Stelling. Zijn A en B eigenlijke punten, 1 een halve lijn door A, 
m een halve lijn door B, dan is er een verplaatsing, die A in B, 1 

in men een bepaalde kant van 1 in een bepaalde kant van m overvoert, 
Bewijs. Door spiegeling in de middelloodlijn van AB gaat A in B over, 
1 in l' door B. Door spiegeling in de bissectrix van l' en m gaat l' 
in mover. Zo nodig spiegelen wij nog eens in m. 
c) Stelling. Een verplaatsing, die een punt A en een halve lijn 1 

door A in zichzelf overvoert 1 en de beide kanten van 1 niet verwis­

selt1 is de identiteit. 
Bewijs. Laat M het snijpunt van 1 metw zijn; het verlengde van 1 

snijdt w in N. De loodlijn in A op 1 snijdt w in P en Q. Daar M) N, 
Pen Q invariant zijn) is de projectieve betrekking de idantiteit 

(13a). 
d) Volgens c) is er precies een verplaatsing, die aan de in b) gestel-

de eisen voldoet. 
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e) Uit c) blijkt, dat geen analogon bestaat voor de theorit der ge­
li jkvormigheid. 

30. a) Bepalingen. Twee lijnen, die elkaar in een oneigenlijk punt snij­

den1 heten parallel. Twee lijnen 1 die elkaar in een pseudopunt snij­
den, heten hyperparallel. 

b) Twee hyperparallele lijnen hebben een gemeenschappelijke loodlijn, 
namelijk de poollijn van hun snijpunt. 

c) Bij beperking tot punt en binnen UJ moeten de stellingen ui t Q 27 
en § 28 anders word en gef ormuleerd. Zo komt in plaa ts van 28c: v 

Stelling. ])e drie middelloodlijnen van een driehoek gaan of door een 
punt, of zij zijn evenwijdig 1 of zij hebben een gemeenschappelijke 
loodlijn. 

31. a) Bepaling. Twee figuren, waarvan de ene door een verplaatsing in de 
andere overgaat, heten congrue£! ( '.::::'.), 

b) Stelling. Laat de lijnstukken AB en A 1B 1 congruent zijn) laat AB 
w snijden in Men N, terwijl A'B' w snijdt in M' en N', dan is 
(ABMN) = (A'B'M'N'), 

Bewijs. De verplaatsing, die een projectieve transformatie is, voert 
A1 B,M 1 N over in A' ,B' 1 M' ~N'. 

c) Stelling (omkering van b). Als (ABMN) = (A'B'M'N'), dan is 
AB """'. A I B 1 , 

Bewijs. Volgens 29b is er een verplaatsing, die A in A', Min M', 
Nin N' overvoert. Daar (ABMN) = (A'B'rJI'N'), voert zij ook Bin B' 
over. 

32. a) Op grond van 29b end kunnen de bewijzen voor de congruentiege­
vallen~ die door verplaatsing geleverd warden; onveranderd overgeno­

men worden. 
b) Stelling. Een buitenhoek van een driehoek is groter dan elke niet­

aanliggende binnenhoek. 
Bewijs. Zie Euclides I 16. 

Verleng een zwaartelijn met zichzelf ~ dan ontstaan twee congruen­

te driehoek en, 
c) Stelling. Twee driehoeken zijn congruent, als zij een zijde) een 

aanliggende en een overstaande hoek gelijk hebben. 
Bewijs. Als bij Euclides I 26 1 met behulp van b). 

33. a) Stelling. Is van vierhoek ABCJJ? l A= LB = 90° en A])(./.) BC (Saccheri­
vierhoek) ~ dan zijn hoek C en hoek]) scherp. ])e middelloodlijn van 

AB is tevens middelloodlijn van CJJ. 
Bewijs, Voer door een projectieve transformatie W over in een cirkel 
en het midden M van CJ) in het middelpunt van die cirkel. AJJ en BC 
gaan door de pool P van AB. Uit de figuur blijkti dat LC en L n 
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scherp zijn. Doer spiegeling in 
gaat C in Den A in B over. 
b) Stelling. De som van de hoeken 
van een driehoek is kleiner dan 
18('\0 u . 

Bewijs. Laat Men N de middens 
van AC en BC. Trek de loodlijnen 
A]), BE en CF op :MN. /1 ADM c,:;, b. 
( ZHH), dus L A2 = Lc1 • Bvenzo 

LB2 = Lc2• Verder is AD = CF = BE, 
dus ABED is een Saccheri-vierhoek. 
De som der hoeken van 6 ABC is ge­
lijk aan L DAB + L EBA; volgens a) 
zijn die hoeken scherp. 

c) Stelling. Twee driehoeken, die 
de drie hoeken gelijk hebben, zijn 
congruent, 

2 

Bewijs. Legt men de driehoeken ms, 

een der gelijke hoeken op elkaar, 
dan kunnen de overstaande zijden 
elkaar niet snijden. Zouden zij 
geen punt gemeen hebben, dan zou er 
een vierhoek met hoekensom 360° 
ontstaan, wat niet kan. Zij va11°­
dus samen. 

I 

A 

34, Constructies. 
a) Alle constructies met lineaal en pas: 1er 1 waarvan het bewijs met 
congruentie van driehoeken geleverd wordt> kunnen onveranderd uit de 
euclidische meetkunde worden overgenome:1. 
b) Uit een punt A de l:ij:1en parallel met een lijn p te construeren. 
Constructie (Engel). 

\ 
\ 

9, 

Laat uit A de loodlijn q opp neer; voe~punt B. Trek door A de lijn 
r J_ q. Kies c op p en trek CTI .L r. Trek een cirkel om A met st:rr.iA 7 

ECt deze snijdt CTI in Ben F. AB en AF zijn parallel met p. 
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Bewijs. Voer do·or een projectieve transformatie w over in een c 

en A in het middelpunt. AN is parallel met p; bewezen moet warden, 

dat BC c,,o AE, dus dat (BCMN) == (AELN). Tii t volgt direct ui t het fei t, 
dat AB, EC en LM euclidisoh evenwijdig zijn. 

c) ne gemeenschappelijke loodlijn van twee hyperparallele lijnen a 
en b te oonstrueren. 

Constructie (Hilbert). Kies op a de punten A en Pen laat de loodlij­

nen AB en PB~ op b neer. Stel 

da t PB ' > AB; maak A ' B ' ::: AB. Er 
p A c~-d A'Et]~[ -ao 

'B' B D' D '-1r A'B' overvoert; Va = a'. a 1 is 

is een verplaatsing V, die AB in 

door overbrengen van de hoek bij Ate construeren. Pas op a het stuk 
AC== A'C' af; dan is VC = C'. Laat de loodlijnen CD en C'D' op b neer. 
V voert CD in C'TI' over, dus CD:::: C1 TI 1 • CC 1D 1D is een Saccheri-vier-~ 
hoek 1 dus de middelloodlijn van DD' is de gevraagde lijn (33a). 

K Bewijs voor het bestaan van het 
snijpunt C'. Voer door een 
projectieve transformatie win 

een cirkel over en wel zodanig, 
data en bin euclidisch evenwij­
dige lijnen overgaan en been 
middellijn is, AB snijdt win K 

enM, PB' inK' enM'. KK' snijdtlVIM' inSopb. SAsnijdtPB 1 in.A': 
dan is (ABKL) = (A'B'K'L'), dus AB,::::A'B'. V laat Hen N invarj-::.. ... :, 
dus verplaatst Lin dezelfde richting als K. a' = A'L' moet a dus 
snijden. 
d) Een gemeenschappelijke parallel van twee lijnen te tekenen. 
Hulpstelling. Zijn 1\1 en N oneigenlijke punten, dan is de bissectr:'..x 
van L MAN loodrecht op MN. !3ewijs. Door spiegelen in de bissectrix 

A 

warden AM en AN verwisseld, dus oak Men 
N 1 zodat NIN op zijn plaats blijft. 
Constructie. La.at M e-·11. on°i:~ 
van a, Ne~~ oneigen~ijk punt van b ~ijn. 

Kies twee punten A en B. Trek AM en ,. 
(b) en de bissectrix c van L MAN. Co:1-

strueer evenzo de bissectrix d van'- 1V3N. 

De gemeenschappelijke loodlijn van c PU 

dis de gevraagde lijn. 

35. Litteratuur over niet-euclidische meetkunde: 
Inlel·a1·ng 1·n de niet-euclidische meetkunde op histo~iPche H.J.E. Beth, 
grondslag. Noordhoff, Groningen, 1929. 
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J.C.H. Gerretsen~ Niet-euclidische meetkunde~ 26 druk. Noorduyn, 
Gorinchem, 1949. 

H.S.M. Coxeter, Non-euclidean geometry. University of Toronto press, 
1942. 

36. Elli:ptische meetkunde .. 
Wil men het parallelenpostulaat vervangen door het volgende: "Elke 
twee verschillende lijnen snijden 8lkaar"~ dan kan men niet alle ande­
re axioma 1 s handhaven. Er zijn twee mogelijkheden: 
I. Men vervangt het axioma: Twee verschillende rechte lijnen hebben 
hoogstens een punt gemeen, door het volgende: ]ij ieder punt A be­
hoort een tegenpunt A', zodat iedere lijn door A ook door A' gaat; 
twee verschillende lijnen hebben twee tegenpunten gemeen. 
Men verkrijgt zo de meetkunde op de bol. 

II. Men laat het axioma vallen~ dat een rechte lijn het vlak in twee 
delen verdeelt~ en stelt hiervoor de ordeningseigenschappen van het 
projectieve vlak in de plaats. Men verkrijgt dan de meetkunde in de 
schoof, d.w.z. van de lijnen en vlakken door een punt P. Een :punt is 
een lijn door P, een lijn is een vlak door P, de afstand van twee 
punten is de hoek tussen de lijnen~ de hoek tussen twee lijnen is d~ 
tweevlakshoek tussen de vlakken, een verplaatsing is een draaiing n~ 

P. 



Meetkundige constructies. 

I. Constructies met de lineaal alleen. 
1. Constructiepostulaten. 

I. Een punt P willekeurig aan te nemen, hetzij in het vlak 7 hetziJ 

op een vroeger geconstrueerde liJn (of kromme); aan P mogen verder de 

voorwaarden warden opgelegd; dat het van bepaalde vroeger geconstrueerde 

punten verschilt en buiten bepaalde vroeger geconstrueerde liJnen (of 
krommen) ligt. 

II. De verbindingslijn van twee vroeger geconstrueerde punten te 
construeren. 

III, Het snijpunt van twee vroeger geconstrueerde lijnen te con­

strueren. (De gegevens warden beschouwd als bij het begin reeds gecon-
. s trueerd,) 

2. Alle lineaalconstructies zi,jn projectief; slechts vraagstukken uit 

de projectieve meetkunde kunnen met de lineaal warden opgelost. Zulke 
constructies zijn: 

a) Het overbrengen van een dubbelverhouding: (ABCD) = (EFGX). 

b) De constructie van harmonische puntenparen: (ABCX) = -·l, 

c) De constructie van een involutie uit twee paren: AB, CD, EX 
in involutie. 

d) De constructie van het tweede sniJpunt van een kegelsnede~ die 

door 5 punten gegeven is~ met een lijn door een van die punte~ 

(Pascal). 

3, Het snijpunt van de lijnen ax+by~c en ex+fy=g heeft als co~rdinaten 

( 1) x = -~L::.££, v - §-.$,::-Ce 
af-be; v - af-be" 

De verbindingslijn van P(x1 ;y1 ) en Q(x2,y2) heeft de vergelijking: 
, 

r (2) (y1 -y2 )x + (x2 -x1 )y + (x 1y 2 -x2y 1 ) = O. 

Zo~el de co~rdinaten x en yin (1) als de coeffici~nten in (2) warden 

uit de gegevens (a; b, c, d, e; f, resp. x1 , y1 , x 2 , y 2 ) verkregen door 

een eindig aantal malen de volgende bewerkingen toe te passen: 

1) optelling; 2) vermenigvuldiging; 3) nemen van het tegengestelde; 

4) nemen van het omgekeerde. 
(4 kan weggelaten warden als men met homogene co<:5rdinaten werkt.) 

St_e_l_lin_g_,J:. Opdat een constructie met de lineaal alleen is uit te voe­

ren, is nodig, dat de co~rdinaten van het gevraagde punt door een eindig 
aantal toepassingen van de bewerkingen 1)-4) uit de gegevens warden ver­

kregen, d.w.z, zij moeten rationale functies met gehele coeffici~nten 

van die gegevens z1jn. 

;:;J""vfa;l.li.ps; 2. De voorwaardo utt sce..i..L.ns 1 is ook voldoende. 

l3e";7ijs. Ieder gegeven kan als dubbelverhouding van 4 punten geinterpre-



teerd warden. Wij moeten dus de bewerkingen 1)-4) met dubbelverhoud1n 

uitvoeren. 

2) Als ( ABCD) :::: X en (ABDE) = Y~ dan is ( ABCE) = xy. 
? ) Als (ABCD) = X en (ABDE) = -1, dan is (ABCE) = -x. 
h) Al::; (ABCD) x, dan ts (ABDC) 1 

:::: = --- . 
X 

1) Als (ABCD) = xj dan .is (ACBD) = 1--x. 
1 

X + y = x( J.. ( ··· ·xY)). 

4 , Construct ies in bepervt gelJ ied 71 . 
In de cons true t iepoB 1:ula ten moet voor 1' punt II overal f~elezen wo:e­

den 1' punt bj_nnen 1r n , III wo1 ,:H:: 

IIIa, Het sniJpunt van twee vroeger t.cronst~ueerde lijnen te construeren 

indien di t sm_ Jpunt binnen i;-· ligt. 

Een punt buiten 7i- kan gegeven z1jn door twee li,1nen, di.e cl :aar binnen 

Ti niet sniJden. 

Een lijn buiten ff kan gegeven ziJn door twee punten buiten 7T . 
a) Gegeven twee liJnen 1 en~. die elkaar buiten Ti in C sniJden, 

twee punten A en Bop 1. 

Gevraagd D op l; zodat (ABCD) = -1. 

7r 

---

b) GeBeven A5 B,D op l; P bu1ten l. 

Constructie: zie de figuur; 

de cijfers geven de volgorde 

aan. 

Gevrnn~ci m door P, 61.e 1 snijdt in C, zodat (ABCD)= -1 

c) Gc:gcrcc:r: cE::n punt P binnen 7T en een punt Q bui ten rr 

CcvP~~gd de 11jn PQ. 
le methode: conbineer a) en b). 
?e methodP: wPt de stelling van Desargues. 
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Zie de f1guur. 

n is willekeurig 

/ is willekeurig op 1, 3 op m, 
6 op 1. --'~·: ~~~ -------- / ,' \\ '\ ' " --z I \ '-

/ )"-._-··-·-' \.--..,) "'- 1·-·--. r· 

"-1.f_i .. -- '-- -------- 7 < \ -
.l , "-,..,,1 
F--'---1=--------·L-----,···-' ··- ·-·~ 

f. /-,, I 
-------'-··'"·--··----------·-·--. 

- .... 
-- -- - - ~~~-, 

3e methode (geen lineaalco11structie): met de hoogteliJnen vRn ~~-· 
driehoek. 

d) Gegeven een 11 jn 1 bui ten 1T ;) een 11 jn m binnen n- en e~·n ,,11,.,+ 

P. 1 is gegeuen door de punten Hen S. 

Gevraagd P te verbinden met het snijpunt Q van 1 en m. 

1----------·-----

I 
\ 

\ 

s 

f~ C5:mst.r:i::t.ctie. Kies B op m; 

trek BR ( geval c). Kies A 

op BR; trek AS (c). BiJ 

geschikte keuze van A ligt het 

snijpunt C van AS met m b1nnen 

7T • 

Bepaal Den E; zodat (ABDR) = 
=(ACES)== -1 (geval a), DE 

gaat door Q. Nu is PQ te 

den volgens c). 

e) Gegeven t:w·"'e li jnen 1 en m bui ten rr· ; l sni jdt m in Q; P 

binnen n . Gevraagd de liJn PQ. 
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\ 
I 

'-.. I 

Constru9.:t_ie. Ren Sop 1, 

Ten U op m zijn gegeven. 

Trek PR; PSJ PT, PU. Trek 
een lijn, die deze vier 

lijnen snijdt in A,B,C,D, 
Bepaal E,FJG,H zo, dat 

(PARE) = (PBSF) = (PCTG) = 

( PDUH) = - 1 • EF sni jdt GH 

in K. PK gaat door~. 

', \ - .,\ - -~) 

5, Affiene lineaalconstructies. 

Constructiepostulaten als onder 1 , maar aan III wordt toege­

voegd: als die lijnen niet evenwijdig zijn. De resultaten van < 4 zijn 
van toepassing, als men de oneigenlijke rechte beschouwt als buiten 

het tekenblad gelegen. 

a) Als twee evenwijdige lj_jnen gegeven zijn, het midden van een 

op een van die lijnen gegeven lijnstuk te bepalen. 

b) Als een lijnstuk AB met midden D gegeven is, door een punt P 

een lijn evenwi,jdig aan AB te trekken. 
c) Als twee evenwijdige l~jnen 1 en m gegeven zijn, door een punt 

Peen liJn evenwijdig met 1 te trekken. 
d) Als een parallelogram gegeven is 1 door een gegeven punt Peen 

liJn evenwijdig met een gegeven lijn l te trekken. 
Dikwijls is de methode ult 0 4 niet de eenvoudigste. Uit c) end) volgt, 

,. 

d8t alle constructies. die met I, II en III mogelijk zijn, ook met I, 
II en III' uitgc:~cr~ kunnen worden, mits een parallelogram gegeven is. 

6. Metrisch-llneaire constructies. 

Postulaten als in~ 5. 
, 

Behalve een parallelogram zijn nog twee paar onderling loodrechte 
lijnen gegeven. De volgende opgaven zijn dan met de lineaal alleen 
oplosbaar. 

a) Uit een gegeven punt de loodlijn op een gegeven lijn neer te 

laten. 
b) Een gegeven hoek te verdubbelen. 

Is een vierkant gegeven, dan zijn de opgaven a) en b) met de 

lineaal uitvoerbaary maar bovendien bijv. 
c) een willekeurige rechte hoek middendoor te delen. 

II. Kwadr8.ti schs :on.:i~rne:ties. 
7, Wij verstaan hieronder constructies, waarbij de coordinaten der 
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gevraagde punten uitde gegevcns verkregen warden door een eindig aan-
r 

tal toepassingcn van de bewerkingen 1)-4) ( 6 3) en 5): 
.,) 

5) De vierkantswortel ui.t een positief getal te trekken. 

Stelling" Is een kogclsnede 5 gegevenj dan zijn alle projectief-kWa­
dratische constructies met de lineaal alleen uitvoerbaar. 

Bewijs" Kies hct 
kegelsnede wordt 
snijpunten geldt 

co~rdinatenstelsel zo, dat de vergelijking van de 

x~ = x 0x 1 • Sni.:Jd cleze met de liJn x = ax6 ; voor de 

x2 ,-, 
= + Va 

XO 

Voorbeelden. 

a) De raakli jn in een punt van r te cons trueren. ( :>!et de stel-­
ling van Pascal.) 

b) Een kegelsnede ~ is gegeven door 5 punten A,B,C,D,E. Con-
( 

s truee1° de sni. Jpunten van c, met een 11 jn 1. 

Oplossing" Construcer ecrst de raakliJnen AF en BF aan ~ 
Kies A'iB'~·C' op r en construeer de.raaklijnen A'F', B 1 F 1 o 

Beschouw de projectieve bctrekking, die A,B 1 C,F in A1 ,B 1 ,C·,F 1 

overvoert en construeer de beeldlijn 1 1 van 1. 

l' snijdt 0 in P' _;Q 1 :; die de beeldpunten zijn van de gezochte punten 

P,Q" 
3. Uit 

. ( 

~ 5 en ~, 7 volgt: In de affiene meetkunde kunnen alle kwadra-
tische constructies uitgevoerd worden, als een kegelsnede en een paral­

lelogram getekend ziJn. 

In plaats daarvan kan ook een kegelsnede met middelpunt gegeven 

zijn. 

9. Ui t f 6 en i', 8 velgt: in de metrische meetkunde zijn alle kwara--., ;\ 

tische constructies uitvoerbaar, als een kegelsnede met middelpunt en 

twee rechte hoeken (niet met evenwijdige benen) gegeven ziJn. 
In plaats daarvan kan men oak ecn cirkcl [ met middelpunt M geven. 

(Steiner.) Hct treklcen van evem,r_ :1<.Ugc lijnen "kan dan volgens ~, 5b,d 

g0schic.dE!n. on het cons truer en vo.n loodli jnen iA zeer ecnvoudig. Do2 

volgende constructi8s warden nu zcer eenvoudig door parallelvcrschui-· 

ving naar het middelpunt ui..tg~vocrd. 

a) 

b) 

c) 

d) 
.. \•:. 

e) 

f) 

Een gegevcn hoek naar cen gcgeven been over te brengen. 

Een gegevcn hoel< middcndoor tc delen. 

Een gegcven hock te Vl.::rdubbelen. 
Op een gegeven lijn van een gegeven punt uit een gegeven af­

stand af te zetten . 
In een gegeven punt van 0 de raaklijn aan O te construeren. 
Ui t een gegeven punt P de raakli jnen aan y te cons trueren. 

Trek een lijn door P, dio \ in A en B snijdt. De raaklijnen 
;) 

in A 0n B snijden olkaar in C. De loodlijn uit Cop PM snijdt 

in de gezochte raakpunten. 
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g) Uit ccn gegcven punt cle raaklijnen aan E:.:en cirkel c) te constru-
'i 

eren ( u gegeven door het middelpunt O en E;;en punt Q op de 

omtrek). 

Verplaats de figuur pa~allcl tot O in M gekomen 1s. Brcng 

na door een vermenir,vuld ings transforma tie de opgave terug t 

f. 

h) De gemeenschappeli,jk,.: raakl L <Jnen van twee cirkels te construe-­

ren. 

Construeer eerst de som en het verschil van de stralen. 

i) De machtliJn van twee cirkels te construeren. 

le oplossing: d0 machtlijn deelt de gemeenschappelijke raak­

liJnen middendoor. 

2e oplossing: zie de figuur. AC= BC. DE is de machtlijn. 

Door constructie i wordt het bepalen der snijpunten van twee 

cirkels t8ruggebracht tot 

j) De sniJpunten van cirkcl ~ (O,Q) met de liJn 1 te bepalen. 

'Tre:k MR / / OQ, zoda t H op O ligt. QR sni iJdt OM in G. Pas nu 

de gelijkvormigheidstransformatie met centrum G toe, die O in 

M overvoerd. 
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• Is het middelpunt M van X niet gegeven, dan zijn niet alle genoemde 
constructies mogelijk. Dit blijft zelfs waa~ als twee elkaar niet 
snijdende cirkels, zonder hun middelpunten, gegeven zijn. Het is 
dRn ri1et mogelijk, de mtddelp~n~en met de lineaal te construeren,dus 
ook niet, evenwijdige lijnen te trekken. 
Bewijs. In de cirkelbundel, waartoe de cirkels 

(' 

en o behoren, komen 
twee puntcirkels Pen Q voor. De punten Pen Q zijn poolverwant t.o.v. 
1 en t.o.v. , ; P heeft dus dezelfde poollijn p t.o.v. beide cirkels. 

De involutorische centrale collineatie met Pals centrum en pals as 

laat J' en [ invariant. Een constructie van M zou dus overgaan in een 
dergelijke constructie, slechts uitgaande van andere willekeurig te 
kiezen punten, en zou dus weer M als resultaat moeten geven, wat niet 
kan, want M wordt door de collineatie verplaatst. 

11. Zijn twee snijden~e cirkels gegeven, dan kan men de middelpunte~ 
met de lineaal ccnstrueren. Stel, dat )' en t( elkaar in A en B 

C ,-

snijden. Kies Pen Q op>./; FA, QA, PB en QB snijden l weer in de 
( / 

hoekpunten van een gel:ijkbenig trapezium. Hierdoor vinden wij een 
mi~dellijn, en door herhaling een tweede middellijn. 

Oak als drie willekourjge cirkels gegeven zijn, kan men de mid­

delpuntenrret de lineaal construeren. De ccnstructie is ingewikkeld. 

(Caner, Math. Annalen 74, blz. 462). 

~II. Constructies met de passer alleen. 
12. De Romeinse cijfers verwijzen naar de constructies in S.C.van Veen, 

Pasaermeetkunde, Noorduyn, Gorinchem, 1951. 
De volgende constructies zijn zeer eenvoudig met de passer alleen 

ult te voeren: 
a) Het vierde hoekpunt te construeren van een parallelogram, waar-

van drie hoekpunten gegeven zijn. (I) 
b) Een gegeven lijnstuk met zichzelf te verlengen. (II) 

Veel ingewikkelder is reeds: 
c) Het mid~en van een gegeven clrkelboog te vinden. (V) 

Met behulp van c) lost men op: 
d) Een gegeven lijnstuk a met een ander gegeven lijnstuk b te ver­

lengen. (VII) 
Verrassend eenvoudig is: 
e) De derde evenredige bij twee gegeven lijnstul<ken te construeren. 

(XLI) 
Als bijzonder geval hiervan vindt men, door eerst na te construeren 

met b), 
f) Een gegeven lijnstuk inn gelijke delen te verdelen. 

Eenvoudtge constructies bestnan ook voor: 
g) De vier::'e evenredige bij drie gegeven lijnstukken te construeren 

(VI) 
h) De middel.evE:nre~tgc bi.j twee gegeven lijnstukken te construeren. 



1) Het voetpunt te bepalen van de loodlijn, uit een punt neergelaten 

op de verbindingslijn van twee andere punten. (XI) 

13. Wij zijn nu in staat, de vijf hoofdbewerkingen ui t { 7 met de cot5r­

dinaten van gegeven punten uit te voeren. Het coordinatenstelsel is 

gegeven door Oen een punt E op de X-as; wij nemen OE als lengte~ 

eenheid. Is P gegeven, dan construeren wij de coordinaten met i) en 

a). Z~n de coordinaten gegeven, dan vinden wij de projectie P1 van P 
op de X-as met d); vervolgens zoekt men een punt van de loodlijn, in 

P1 op OE opgericht, en vindt P met d). 

De optelling is mogelijk volgens d), het tegengestelde vinden wij 

met b). Vermenigvuldiging en deling gaan met g), worteltrekking met 

h). 
Hiermee is bewezen, dat alle constructies, die met passer en lineaal 

mogelijk zijn, ook met de lineaal alleen uitgevoerd kunnen warden. 

Enige mooie constructies: 

j) De snijpunten van een rechte lijn en een cirkel te construeren 
(IX) 
k) Een cirkel in 2,3,4,6,8,12 gelijke del'en te verdelen. (XXXV, XXXVI) 
1) Een cirkel in 5 en 10 gelijke delen te verdelen. (XXXIX) 

14. Constructie van de regelmatige zeventienhoek. (LXXXV) 
Neemt men in het complexe vlak de 

zijn de hoekpunten de oplossingen 
2 16 16 17 

omgeschreven cirkel als \z\=1, dan 
van z17=1, voor te stellen door 

z1 ,z1 , ... ,z1 , z1 ,z1 =l. 

Daar de som van alle wortels O is, is de som van de eerste 16 wor-

tels 

Stel 
-1. 

3 10 5 11 14 7 12 6 
zl +zl +zl +zl +zl +zl +zl +zl = ul 

9 13 15 16 8 4 2 
zl +zl +zl +zl +zl +zl +zl +z1= u2 

[ de exponenten in u1 zijn de oneven machten van 3,mod.17, die in u2 

de even machten van 3]. 
u1+u2= -1; u1u2= -4 (door uitwerken!), ous u1 en u2 z1jn de wortels 
van 

(1) 
Stel 

4 16 13 
zl+zl +zl +zl = tl' 

2 8 15 9 
zl +zl +zl +zl = t2. 

t 1+t2= u2 ; t 1t 2= -1, dus t 1 en t 2 zijn de wortels van 

(2) x2-u2x-1=-0 t 1= ½u2+;Vu?~4. 
Stel 

3 5 14 12 
zl +zl +zl +z1 = t3, 

6 7 11 10 
zl +z1 +z1 +z1 = t4, 

dan is t 3+t4= u1 ; t 3t 4= -1, 
dus t 3 en t 4 zijn de wortele van 

(3) 
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16 4 13 Stel z 1+z 1 = s 1 , z 1 +z 1 = s2 , 

dan is s 1+s 2= t 1 ; s 1s 2= t 3,. 

dus s 1 en s 2 zijn de wortels van 
2 (4) X -t 1x+t3= 0 

z 1 voldoet nu aan: 

(5) 

s2 is de zijde van de regelmatige 34-hoek. Uit s1 is de regelmat1ge 
17-ho~k gemakkelijk te construeren. 

15. Inversie. 
Bepaling. De punten Pen P' liggen invers t.o.v. de cirkel C (mid­
delpunt M, straal r), als pr op MP ligt en PP'=r2• 
(pmerkingen. In de theorie der inversie rekenen wij de rechte lij­
nen onder de cirkels, terwijl het oneindige als een punt geldt. 
Stelling 1. pr is het snijpunt van alle cirkels door P, die C lood­
recht snijden. 

Stellim.g !. Door inversie gaat een cirkel in een cirkel over. 
Stelling 3. Een cirkel, die C loodrecht snijdt, is bij de inversie 
t.o.v. C invariant. 
Stelling 4. De hoek tussen twee rechte lijnen is gelijk aan de hoek 
tussen de cirkels, waarin zij door inversie overgaan. 
Stelling 5. Zij Deen cirkel, die door inversie t.o.v. C overgaat 
in D'. Twee punten, die invers zijn t.o.v. D, gaan door inversie 
t.o.v. Cover in twee punten, d,ie invers zijn t.o.v. D! 
Bewijs. Volgens st. 2 en 4 ga~n lo~drechte cirkels door inversie 
in loodrechte cirkels over. Fas nu st. 1 toe. 
Stelling 6. Zij Deen cirkel, die door inversie t.o.v. C overgaat 
in D', en M,P,P' de middelpunten van C, n,D'. laat Men Q invers 
zijn t.o.v. n, dan zijn Q en pr invers t.o.v. C. 
Bewijs. Volgens st. 5 is het beeldpunt van Q invers met het onei­
genlijke punt t.o.v. D'; het is dus P'. 

16. Toepassing 0p ,de Mascheroni-constructies. 
Een configuratie van rechte lijnen en cirkels kan door een inversie 
in een configuratie van cirkels alleen omgezet worden. Hierdoor 
gaat een constructie met passer en lineaal over in een constructie 
met de passer alleen. Aangetoond moet worden, dat het beeld van een 
punt, lijn of cirkel met de passer geconstrueerd kan worden. 

Het beeld van een punt vindt men met de constructie van een derde 

evenredige ( f 12 e). 
Het middelpunt van het beeld van een cirkel of rechte lijn vindt 

men met st. 6. 
Op deze wijze kan men b.v. opl~ssen: 

m) het snijpunt van twee rechte lijnen te bepalen. (Dit kost hier 
16 oirkels;Mascheroni geeft een constructie met 13 cirkels). 
n) Het middelpunt van de ?mgeschrevep cirkel van een driehoek te 

construeren. 



IV. Kubische constructies. 

17. Uit de algebra is bekend> dat de oplossing van iedere vergelijking van 

de derde graad terug te brengen is of tot het trekken van de derdemachts-

ge-wortel uit een re~el getal, of tot het verdelen van een hoek in drie 

lijke delen. Reeds in de oudheid is opgemerkt, dat de berekening van 
3 --\ Y a neerkomt op het vinden van getallen x en y, zodat 1 : x = x: y = 

18.De genoemde constructies zijn met passer en lineaal niet uitvoerbaar. 

Zij zijn reeds in de oudheid opgelost met behulp van inschuifconstruc­

tiss, d.w.z. met behulp van de postulaten: I, II en III zie blz. 23. 
V. Een lijn te construeren, die door esn gegeven punt P gaat en waar­

van doo:t twee gegeve1 lijnon l en m een segment van gegeven lengte c 

wordt afgesneden. 
Op primitieve wijze wordt V uitgevoerd met een lineaal, waarop door 

twee streepjes de lengte c is aangegeven. Een beter instrument is de 

► c- conchoidepasser van Nicome des. Een lineaal a is draaibaar om P; in a 
" bevindt zich een sleuf, waardoor een pen Q kan rowegen, die eveneens 

door een sleuf in een tweede lineaal b steekt. Op de vaste afstand c 

van Q is aan a een potlood bevsstigd. Legt men b vast en draai t nre.n a 

om P, dan b e.Jchri jft het potlood en conchoide van Nicomedes. 

Ligt Pop b, dan beschrijft het potlood een cirkel. Het gebruik van 
de passer is dus bij deze constructies overbodig. 

19. Inschuif constructie van Newton voor Va . 
Bcschrijf e8n cirkel met middellijn CD= 1 en middelpunt A; verleng AC 
tot AB= 1. Bepaal E op de cirkel zodat CE= a, Trok een lijn door A, 
waarvan CE en BE een stuk FG = 1 afsni j den. Dan is: AB : EF = EF : .AG = 

AG : CE, dus EF = ~ a • 

BEwijs. Volgsns Menelaos (blz. 12) is 

AB CE FG 
TIE" • ru · AG = 1 ' 

dus, daar CB= FG 9 

(1) AB x CE= FE x AG. 
De macht van F t.o.v. de cirkel is 

FE.FC ~ FA2- AC2 = (AC+AG) 2- AC2 = 

FE(FE+EC) = AG(AB+AG) 

FE2(1+ ~) = AG.AB(1+ ~), 

dus volgens (1): FE2 = AG • .A:B. 
AB : EF = EF: AG= AG: CE. 

2 
AB.AG + AG • 

20. Inschuifconstructie van Newton voor f if. Besohrijf een cirkel met iV1 als 
middelpunt en middellijn AB; bepaal Cop de cirkel zodat L...A:BC = /. 
Trek een lijn door M., waarvan AC en BCE-en atuk DE= il afsnijden. Deze 

lijn snijdt de cirkel in F.. /., CBF = j" f · 
Bewijs. Zij G het midden van DE. EG ::i: GD = GC = CM = MB, dus., ala 

1; 
) 

' {,) 



,L CEM = t-'t, dan is: . ,CG = r-,· .. , l..__ CGM = 2 D< , I._ CME = 2 ex, L BCIVI = 3 o<' 9 

L CBM = 3 CX 9 dus <Y, = 1 f1 9• rnaar .1.. CBF = i- L CMF =()( • 

21.Inschuifconstructie van Archimec"es (?) voor 1 f• Zij LBAO = Y. Trek 

door Been lijn 1 // AC en een lijn m ..LAC. Trek een lijn door Af die 1 

in F cm m in E snijdt, zodat EF = 2AB. L FAC = JJ°. 
B~wijs. Zij G het midd0n van EF. FG = EG = BG= BA. Stel L CAF = CX. 

!_ BFE = c< • L FBG = CX • L BGA = 2 o:. !__ BAF = 2 ex. 
22.Constructie van de regelmatige zevenhoek. 

Stolz+ l z 

z 6+ z 5+ z4+ z3+ z 2+ z + 1 = O. 

= x. 

x3+ x2- 2x - 1 = O. 
1 

StGl x = y - 3· 
3 7 7 Y - JY - "'?{ = O. 

Stel y = r cos~. cos3 7° = ¼ cos 3 f + ¾ cos r,I • 
Men vindt: r = 32 V7; cos 3 f.J) - 1 

1 - 2 v11 • 
Tek~n e~n cirkel met straal 1 (middelpunt M; middellijn BG). Verdeel BG 

in 3 geli jke delen: BP = PO = OG. Beschrijf een cirkel om O 1 . die door B 

gaat; middellijn BA. De cirkel om B met straal BG snijdt laatstgenoemde 

cirkel in C. AC=~ V7. 
Boschrijf een cirkel om A mot 

in Fen D. De cirkel om D met 

E. cos L EDA = 1 
I/-· Verdeel 

2 ~-- 7 ten Hen K. 

TrA"k- ti.I;t L. DH. DL' = y. 

Pas PQ = y af op PA. 

straal AC; dez:c 

straal f snijdt 
boog FE in drie 

snijdt BA en zijn verle:o,gde 

laatstgenoemde oirkel in 

gelijke @en door de pun-

Cirkel uit Q mot straal 1 om op de e0rsts cirkel; dan vindt men 2 hoek­
punten van de ztvenhoek. 

23 .H0t punt (x,y), waarvoor a x == x: y = y : b ligt op de krommen: 
,"') 

(1) x~ = ay. 
2 ( 2) y = bx. 

( 3) xy = at. 
(4) x2 + y 2 =bx+ ay. 
Menaichn10s (-300) gsbruiktc (1), (2) en (J); Duscart6s (1) 8n (4). Net:mt 

men a = 1, dan blijkt, dat L~-✓ b mE:t passer en lineaal te construeren 
? 

is, als d8 vaste keg0ls~bd~ x- = y getbkdnd is. 

84-. Ui t de algobra is b£kend, dat a-, oplossing van GEm vetrg0lijking va:n dt1 

vi1,:;rd1:.1 graad teruggcbracht kan worden tot die van een vergelijking van 
de derde graad, de kubische r8solvent8. Meetkundig kan rien dit als volgt 
inzien. Ds vergelijking x4+ ax3+ bx2+ ex+ d = 0 wordt opgeloat, door de 
snijpunten to zoeken van d8 k~gelsneden 

x 2= y, y2+ axy +ex-+ r-y + d = O. 



- 34 -

In de bundel, hepaald door dezc k8gelsneden, komen J ontaardingen voor, 
~ie b8paald warden met een vergelijking van de derde graad. De rechte 
lijnen, waarui t 8Em ontaarde kegelsnede bestaat, kunnen met vferkants­
wortols bepaald warden. Dan zijn ook de snijpunten bekend. 


