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§ 1 In1eidende Oprnerkinge11 over Intuitionistische Wis...1cunde. 

1.1. Het uitgangspunt vtn1 d.e int-u.itionistische wiskunde wordt 
gevonden in de mogelijk.i.~eid d0 natuurlijke getallen 

L 2' ;S 1 4, .•. 
in onze geest op to bol,:wen door ui t te gaan van een eenheids 
daar een eenheid bij te voee:en en di t; proces v'!illekeurig va.ak 
te herhalen [Brouwer 9 1907.] ') .. 

011.der een natuurlijk getal ve:2staat de intuitionist dus 
een entiteit 9 welke op deze vrij¼e opgebouwd is. Dit is geen 
definitie ~,~an het type: ;,een pr:Lemgetc1.l is eon natuurlijk getal, 
dat sle ~hts door cle eenheid er: zichzelf deelbaar is", maar 
eerder een van het type: .:cungen noemen we rood 9 indien zij 
er z6 e11 z6 (h:Ler vJOrdt naar be·paalde rode dingen gewezen) 
ui tzien. 

1. 2. In de klassielrn wj skunde be schcuwt men soms natuurlijke 
getallen, welke n5.et onu.ei ... cl(iz.e defin.itie vallen. Ben voor­
beeld hie:rvan is op de volgcude wiJse te con.strueren: 

E:.:- zijn 'Sen c;root aa11.tal priemgetaltweelingen (d.w.z. 
priemgetal parGJl D.1et verschil 2) bekend, bijv.g 3,5; 5,7; 11,13; 
17 ,19, . . . . . Tiet :i.s een onopge1ost probleem P of er oneindig 
veel priem0et:a1tv12elingen zijn. 

KlD.ssiek ~-H :b...et duEJ :J.:i.et zeke::.·. da:c de definitie: 
•1n D [het g:rootste pr.iemge!:;al, ,.vaaJ'.'\""oor n¼-2 ook priem is]" 

eon na.tunrl 5-jl: 15etal bepaalt ~ ro.aa.r wel zegt men, dat di t 
zeker het geval is 7t.;or de gewijzigde de"C':Lnitie: 
•1 nq :::: [het grootste i;:::iemgetal. waarvoor n+2 ook pl.'iem is, 

D inclien er maar e.:.L=1.Jlig vee· .. l p.riem1etaltweelingen bestaan, 
l .; nc,i' en "l. -1- '"' ., o-!- 'lP i- ·1·e~ral :i.· ,~ 1l ' 
-- , -l,_ L -""" '.,,.,.',__ u l .J. .J_ •..; 1 '~" u o v _ _ . ,J II' 

lo3. Dit f;8te.\ n 1 is echte::i."' niet uit eenheJ.eri op te bouwen~ 
zoiang het prQ ble0m .P :niet opgelost is. J':iia de eerste eenheid 
is het name] i~j]r onbekend, of we hier nog een tweede ac1r: moeten 
toevoeger"" of t'..:i.et. ,. 

Als we dr'.G zo nau.Nlceurig wi ll-:m k5.jken, als de 5.ntuitio­
nist do,~t;, mi__,ct3::~ ·,;e onc\e:c::chcd .. c: mak2r. tnssen ··behoorlijk 
volgens c·:_e c'".::,f5.::icic opger)OUW'J3.i natuu:::.'].ijke e;etallcn (dsze 
zijn de bel:F1 __ :_j:rn-1;P, tm dc.::>:i.'OL: .c'GSE:·1"".rcr-en we de naarn 11:r1atuur-
ll. J0 ke g·--·l··.-, 7 , '",'' 1,i· ,,,,.,.,,-r.o·,..,) r.q, 0' .. At"l 7 c,,1 "'.ls het ce 0 ta-: n 1 Ook , _ ....'.._r:-;' .it...l..;._ __ t._ , .L '-'-:- J ..I }. '--'··•· · .•. -' c.~. -~-v ....... (,,..... ~ J t.:.,:\.• -1.. • 

deze laa+ste , ... • ·i·~ jr 1 1+;uri='.io·,1i ritiscDe ,1isk11nde nn.der te 
l '.J ...I.J- f.) 'L ~ ..... - ~- v -- --·-'·- 1-. • _iw• ~. - ". -, • • · ~ · · ,,. ~ . '"!. 

brengen, nia,u: np ce:.i.1 pl_qr..:.ts, 1vaG.I' zi.7 w.1::.0.eL::.~l~ vo.;.,:. ue oehoor-
lijke na·:unrL.;:!·'.; t;sl2.en t>J 0ncle:rsc11eJ.1en '.0::qn. 

1. 4-. Om ::_:·l st dcl. c ·':,2 '.::ij:1. het tgJ. f'_ • l'.i t een:1ede11. c;,:, te bou-
wen, v1as lJ.et rrci~-;_ t:;t ·c)ro1:i7.e,2u :i? )"[ CE:: los::rnn. 1:ve moe sten 
in staa-::; ZJ. J n t).:;.-c ,:1a},~.3n, wt1.t '.vaar was~ 

of~ c:: be strum orJeinci.:i.R: v:-el 1niemgeta: tiv'eelingen~ 
of: er heE, c;:.u.m c:..1:: 2.ht s __, eJ ncU g veel p:,,j_e:n33tal tweelingen1 

en ,ve woren d2,: 1 1 ni et in stea·1;. 
' D·e lrl,-:,c:•c::~r "i·vr:ec·=,.1.. ... ": '.1...· ('r112.t P::i::_ciD:it;.m tertii exc:usi)9 

).)... C\. ~) •- ~ • _, ..J.. ~, I - , -' _.., \,,. '" , , • ,_ J.;; 

dat iederE:J Fl·'.:;rrr:c'.:c,1/·,,!0.:J.J: riot wae.r J.s, hielfJ,ons nie!,· 
omda:t het WO(;rJ. ;,o:f:'" 1 11ier in een betc?h.cnis ge·b:rm_!{"tj vyor~·1.,, 
welke niet 2;ora::1de·Jrt. Gflt eer_ besL,.os:.ng door een eind~1ge 
berekenin~ tns2'.n) de: ·'.;woe B1ter:1at::,E}.~ren 1i 1ogel:Ljk is. 

t..ret 1 •l -: ·'1:·t·. c' 11s .-, ""+: .L. ·~ ir:tuj_ tior:i is·ci.sche w:L slo.L."'lde 
le, l.J.,-.,J·-'- ..• ~.<:,..., H . ,,:it d t 

een Vo . . e:·~,.,,)0 • ...,;.1 :1,li~: 1 1:::e1. is c.a-c :2,0 p-eb:cuikt z.·01u -, · a 
t,,;;:r . • .... ~·- ........ '" . ~ -· ' w b 

"A of B71 beteken':~ staa'.:; door eon e:i.nc1:~6 e · 2re-
k · ,,t, • ·• ~1 /, '"Il 1) ,,., .. 1.. -l-,::, 1 r1.'"'''8"' en ening Ct;Il VRJ:.'). d0 R1)1.'c1.J,:er, . . ti. d~ .:., _,_.1.._~ v,., .i ..... ,-~ ,i-'s 
van dez3 1.r' 8.S.,,: rle ws.2rhe:.d a.an te to1un"" 

·'[schrijvsrsno.am.1 jae. ]" ,,.e:·. j 
citaten in 1:5. tter::1tuurli~~:s-c ln t~ 

na:1.r de volledJ.ger 
15, . 



Dit sltlit niet uit, evenmin als dit bij het zwakk:.e :1of:1 uit 
de klassieke wiakunde het geval is, dat ook de andere niet 
uitgekozen uitspraak waar kan zi jn, • 
1.5. Om:iat er nu uitspraken F bestaan, waa.rvoor geen construc­
tieve berekening bekend is om tussen Pen niet-P te beslissen, 
is het duidelijk, dat voor dit sterke 1~ota---ren dit is weer 
het belangrijkste aof· 1 , dat in de intuitionistische wiskunde 
gebruikt wordt) het ~rincipium tertii exclu.si niet steeds 
geldt (Brouwer, 1908J. 
1.6. Daarnaast is ook in de inturtionistische wiskunde een 
zwak "o:f· 1 te beschouwen, dat geen beslisbaarba id tu.ssen de 
al ternatieven inhoud.t. Dit zwakke 11 ofd is eehter evena.ls in 
\\e klassieke logics. door middel van •ien". en .iniet·' te defini­
eren (zie § 2 • .3). Daarom is voor d_it •1ofa, waarv-oor het 
principium tertii exclusi ook intuitio~istiseh wel geldt, 
geen bijzonder woord of taken nodig [Godel, 1932). 
1.7. Omdat de intuitionist zich ten doel stelt, wiskunde te 
beoefenen door het opbouwen van wiskundige systemen in de 
eigen geest, wordt hij er toe gebracht, de vraag belangrijk 
te vinden, of hij in staat is een bepaalde constructie inder­
daad uit te voeren, of niet. Hierdoor wordt hij gedwongen in 
de wiskundige begrippen onderscheidingen aan te brengen, welke 
door de klassieke wisKunde verwaarloosd \vorden (voorbeeld: 
abeboorlijk natuurlijk geta1·1 tegenover "getal als n 1 "; 

•1sterk of ·1 tegenover ;1zwak of0 ). De wiskunde wordt hierdoor 
soma gecompliceerder, maar steeds veel inhoudrijker. 
1.8. Naast de intuitionistische opvatting over de wi§kunde 
zijn misschien andere opvattingen mogelijk. Om intuitionis­
tiscl'!e wiskunde te beoefenen, is het niet noodzakelijk de 
intultionistische opvatting als de enig-houdbare te beschouwen. 
Zij is echter zeker een belangrijke en voor de hand liggende 
interpretatie van wat de naieve wiskundige eigenlijk wil doen, 
en geeft aanleiding tot vele sn interessante proble:rren. 
1.9. Een in qe taal geformuleerde wiskundige stelling, is 
voor de intuitionist een 'tTerslag over het opbouwen van zekere 
wiskund.ige s:rstemen in zijn :;eest. Hij hoopt, dat dit verslag 
uitvoerig en precies genoeg zal blijken te zijn, om andere 
wiakundigen in staat te stellen, analoge systemen in hun 
geest op te bouwen [Brouwer, 190?, 1919, 1929, 1933, 19L1-8, . 
1952]. 
1.10. De betekenis van het woord ;'niet·: is daarom in de in­
tuftionistische wiskundetaal (en ook in die der klassieke 
mathesis) afwijkend van degene, die in de dagelijkse taal 
domineert. 

Betekent een zekere wiskundige uit spraak A. namelijk 1 

dat een constructie C uitgevoerd is, dan zou de negatie hier­
van in de dagelijkse taal betekenen, dat de constructie C 
niet uitgevoerd was. 

Dat echter een zekere gelijkheid bijvoorbeeld niet 
berekend is, o.a:rlat de wisbmdige er nog geen tijd voor heeft 
gebad, is geen mededeling van wiskundig belang. Wel var. 
wiskundig belang is de mededeling, dat de aanname~ dat deze 
bere.kening uitgevoerd zou zijn, tot een contradictie, bij­
voorbeeld tot O = 1, zou leiden. 
1.11. We reserveren daarom in de intuitionistische taal het 
woord aE-ill"meestal voor deze betekenis en onderstrepen het 
dan. 

Indien dus weer de uitspraak A betekent, dat de con.­
stru.ctie C uitgevoerd is, dan betekent niet j_ : uit de aan­
na.me. dat de constructie C uitgevoerd zouz"ijn 9 is een con­
tl:-~dictie afgeleid. 



.,, -

, ·Som.a echter, wanneer we alleen eigenlijk buiten de 
wia.kunde, zeggen, dat een zeker probieem niet opgeloat is, 
gebru.1ken we bet dagelijkse ·'nieta. 
1.12: Niettegenstaand,-' deze versehillen tusaen intuitionia­
tisehe en klassieke wiskunde, komen beide uiterlijk weer 'V'rij­
wel geheel overeen voor zoverre bet de elementaire theorie 
van het natuurlijke getal betreft. De ge,tallen, waarvan de 
klassieke wiskunde het bestaan beweert (som, product, enz.), 
blijken in dit gebied namelijk steeds te conatrueren te zijn, 
indien de gegeven uitgangsgetallen abahoorlijk'1 zijn. De 
uitspraken, die de klassieke wiskunde doet (gelijkheden., on­
gelijkheden) 'P.li,iken steeds bealiabaar te zijn. 

De intuitionistische wiscunde beperkt zicb bier bc.bter 
steeds tot behoorlijke getallen en kan pas later e•n analoge 
theorie voor getallen ala n' opbouwen. 
1.13; De constructie van de ge hele getaJ.len a.ls par-en van 
natuurlijke getalren, en van de breuken als drietallen van 
natuurlijke getallen, verloopt ook geheel parallel met de 
klaasieke tbeorie [I~yting, 1935-1939]. De eer~te wezenlijke 
divergenties treden op in de theorie van het reele getal. 

2.1: Te:c afkorting , en ook ter systematisering vaq ,Q.at 
taalgebruik, zullen in de uiteenzetting van de intultionis­
tische wisku.nde zo nu en dan gehele uitspraken door hoofd­
letters aangegeven en voegwoorden door logische voegtekens 
vervangen word.en. 

In deze paragraaf willen we de te gebruiken tekens op­
sommen en hun intuitieve betekenis zo nauwkeurig mogelijk in 
woorden omschrijven. 
2.2: 0 

1 ) . ,. . het gewone nen" uit de dagelijkae ta.al en uit 
de klassieka wiskunde. . 
A,. B betekent: "de door A.en door B bedoelde 
constructies zijn beide uitgevoerd. ;i 
een aal s ••• , dan ••• ·1 , da.t sterker is d~ de 
in de klassieke wiskunde gebruikte ma.t~riele 
implicatie. 
[Hoewel de uit de beide z:il;:l.mn "A" en "Ba op­
gebouwde zin ;1als A, dan B;' of afgekort 
:iA ·.., B· 1 natuurlijk iets 12:eheel anders is dan 
de zin over de zinnen :iA?'f en aB·' naA· 1 impli­
ce-ert ·1B'L;, gebruiken we toch, de gewoonte 
volgend voor de eerste de naam 1'implicatie ·'.] 
.:.t ... _.,._ B betekent; ''ik bezit eeu constructie­
met]1ode, welke mij de mogelijkheid biedt om 
iedere willekeurige mij gegeven eonstrc1ctie, 
welke door A bedoeld wordt, tot een construc­
tie, welke door B bedoeld wordt, te vervolle­
digen [Freudenthal,1936; Hayting, 1936]. 
het sterke aniet•t, dat in (1.10) en (1.11) 
besproken we~ . ~ 
-, A betekent d:us: ;1ilc be zit een constructie­

methode, welke mjj in staat stelt, om iedere, 
willekeurige, mij gegeven constructie, walke 
door A bedoeld mrdt, tot sen constructie van 
een contradictie te,veryolledigen. 
Gebruiken ·we het tekenA om een willekeurige 
cantre.diotie (bzyr .. :to::: 1·1 ) a.an te duiden, dan 
beteken.t •• -i A: 1 hetselfde als ·1A -+A ·•. 



4°) v . het sterke, niet u.itsluitende ·•of" 9 dat in (1. 4) 
en (1.5) besproken.werd. 
_:;. v B b0tekent dus~ •1ik be zit een const~uctie, 
welke 1 , mij een keuze tussen de twee ui tspraken 
.:t en B mo gel ijk m.aakt en 

20: · de door de uitgekozen uitspraak bE · 
doelde constructie bevat. 

5°) p : het b1J o1 .• ; ;i behorende sterke aequivalentieteken; 
;i ••• dan en slect1ts dan, •. • • • ·· • 

is te definieren als: 
A~ B fl (J.~ B) ,. (B --j'A). 

2.3: Opmerking; det in (1.11) genoemde zwa.1dce "niet· 1 is een 
;voo:rd bui ten de wiskundige taal. 

De in d(~ klassieke skunde g?_bruikte zwakk~ voegtekens 
.iof,I en "als •.• , dan .•. ·1 ( •1materiele implicatie'') lcunnen 
intuftionistisch gedefinieerd V10rden als~ 

A V B :;:: --, ( -i A ,_--,B). 
zw D . 

,.---,B). A -- ' B ;; --, ( A zw D 
[Godel , 19 32 ] . 
2.4:0 

6 ) Y:-sc 

7°) 3 X 

het gewone ;1voor alle x ..• ·• ui t de dage lijkse 
taal en de klassieke vd.skunde. 
Vx[A(x)] betekent dus: ''ik be zit een construc-
tiemethode, welke voor iedere willekeUI'ige, 
gegeven entiteit x uit het variabelengebied, 
waarove:c ,ve s-preken :i (bitvoorbeeld; de natuurlijke 
getallen, de reele getallen), lillj in staat stelt, 
de door A(x) bedoelde constructie uit te voeren. 
het sterke ;1er bestaat een x, zodat .... ; . 
3x[A(x)] betel';:ent ~ •1ik ken een constructie, 

welke 1 ° ~ een enti tei t x ui t het variabelen-
gebied, waarover we S;?reken 9 uitkiest~ 

2°: de voor deze entiteit x door A(x) 
bedoelde constructie bevat. 

2.5~ O·pme-rking~ Het zwald:e .;er bestaat een ±, zodat 
uit de !classieke wiskunde is 'Neer te definieren al s~ 

... 
-~· zw X [A(x) J D..., ·,:1 x[ -, A(xn. 

2.6: Uitgaando van de betekenis va.ri de zo juist ingevoerde 
voegtekens 9 1;:unnen we onmiddellijk inzien, dat bepaalde uit­
spraken, die d.m.v. deze tekens uit zekere constituerende uit­
spraken A, B'.) C, ••• Ol)gebouwd zijn, voor willekeurige 'Ni s­
ku.ndige uitspraken A, B, C, ••• waar zijn. Dit betekent c~us, 
dat de door de samenge stelde uit spraak bedoe lde constructie 
steeds uit te voeren is, welke constructies ook met A1 B9 C1 , •• 

bedoeld worden. 

2.7: Voorbeelden van dergelijke op grand van de betekenis 
der voegtekens steeds ware uitspraken zijn; 

A " B -, A 
A ... B __ , 

B ,. A 

A ,.. A V B 
A V B -- ··' B V A .. 

A --~ A 

(A ---·' B) -~~ ( ·-; B .. -:,, ~. A) ·1contraposi tie'' 

A -~ --, --, A 



A(a) 

3 ,r A(x) .~ 

.:.1 .:\(x)' --··x 
\. . r A( ) ) , ~t xl-; X ··• 

Jaa.r in da nu vol;;ende opbouw van d.e intuitionistische 
wiskunde vr:u:1 derc;elij1rn al:;emeen geldende u:..tspraken gebruik 
zal gemaakt worden, zal uteeds di t algemeen gelden, ui t de 
betekenis van de v0e5teke ns afgeleid word.en. 

Voor de zwak]ce voo[;teken.s zijn, naar weer op grond van 
de be-tekenis in te zien is, alle volgens de klassieke uitspraak 
en praed.icatenr~.kening geLlige sa,uengestelde u.itspraken, alge­
meen celdend [Godel, 1932; Kleene, 1952]. 
2. 8; Het is oo!c :mo,sel ijk een :"1ndere me thode te gebruiken om 
derg·el~_jke ale;emeen g~ld.ende uitspraken op te sp?ren. Flt 

1../l. \le heschouwen ln<,;;rtoe twee sa.mengestelde 1.ntspra.ken Vt. 
en;:,-$ uit constituerende uitspraken A, B, C, .•. opgebouwd 
~·:·v· de J,or;isc!:e.)roe~~ek~1;1s, ~n ond~rstellen, ~at,_. ~owe19/ 1 

Cl.lo Gt-, :t',-- \fOO ... v.1lleLeur1ge A, B, G, ••• geldig ZlJU. Dan 
kumen V.'e o,;:i '.:(rend van de b0tekenis van " ___ .., :i inzien, dat 
ook ~ voor vi1lokeurigD A, B, Cs ••• geldi;5 is. 

2.9~ Uitc;aancle va~.een kJein aantal van dergelijke samenge-
st elde uit sprakcn Ul, , ... , Q. u, vvaarvan de algemeen-:;geldigheid 
011- idde llijt: nit de bete1cenis :-.ran di0 voogtekens in te zien is 1 

kunnen wo nu door toepassen van bovenstaande rege1, en even­
tueel va:.1. and.eI·e rcgcJ. s, \vaa.rvan we de algemeengeldigheid 
inzien, verdere algomeun e;el~1ende uitspraken afleiden. 

J;en o .i"oouw vSt.n de Intui ti onistische Logica o-p de ze vvj,ize 
werd gegeven in; [dcqtint; 9 1930, 1930 Al. 

::en uitvocrigo 1;ehandeling van di t onderwerp is te vinden 
in; [h.leene, 1952]. 

Het Rekenen met Intervallen, 

3 .1: In de intuiti onistische wiskunde wordt een reeel getal 
mee stal e;edefinieerd - zie ;) 4 - al s een inkrimpende, conver­

gente rlJ rationale intervallen [L.IB, J. Brouwer, 1918-1919, 

II pac. 3) A, He;yting 9 1935-1939]. Ter voorbereiding behandelt 

cleze paragraaf het rekenen met deze intervallen. 

3.2~ Definitie; ~~n (rationaal) A-Pterval A is een geordend 

paar rrtionale gr~tallen a 1 en a 2 met a1 \ a2 . 

AD (a1 ~ a2 ) 

3. 3, Zi,j JL 
15 (al' a2) en 13 

D (bl' b2)' dan definieren vvij; 

A~B al~ bl/. al~ b2 
I 

D a2 V ·<:..- a.2 V 

V bl 
/ c-. ,· b".l V bl 

/ 

a2 b2 ·, ul ,: . ' ~ ,::: 

(spreek uit; A .. raakt_~). 
A raakt dus B dan en slechts dan, indien de beide afgesl oten 

intervallen een -punt gemeen hebben. Deze karakteristieke 

eigenschap (3,.8) gebruiken we ec..hter niet als definitie 9 

omdat we liever alleen over de paren eindpunten van het inter-



val en niet over de oneindig veel punten in het interval 

spreken. 
AZBi)-i(A~B) . 

( ui ti i huiten B) 
~~~~.., 

A ( B TI 9.2 bl 
A { B D --1. A < B) • 

3.4; Opmerking: relaties en tuasen rationale getallen 

2:ijn reducer-en tot dezalfde relatias tuasen natuurlijke 
getallen. Voor ieder paar gegeven rationale getallen a en b 
is due ui t te maken, welke van de beide reiJ,.a:t1,es .a . . ( en 
-, (a b) vervuld is. Steeds geldt hi.ervoor dus: 

a ( b v - 1 a, b. 

Dergelijke relaties (' (en 011 dezelf de reden ~> en = ) noemen 
we beslisbaar. 

3.5; Uit de bovenstaande definities volgt dan, dat ook de 

rela.ties :::::: , ::j:: , ( , { tussen intervallen beslisbaar zi jn. 
Om dit te la.ten te zien, namen we als voorbeeld A".·,. B. 

Voor ieder van de vier co mponen ten a1 -~ o1 :<" a2 , ... , b1 .": 
~- a 2 h2 van de disjunctie uit het definiens kunnen we uit-

maken of deze waar is of niet. Ook voor de gehele disjunctie 

is dus nit te malcen of bij wa3.r is (dwz,;. of minstens ~~n van 
de componenten waar is) of niet waar (dwz. o:f alle componenten 

niet waar zi jn). 

Analoog laten we zien, dat de relaties ~~ , < , ,..3.: tussen 
rationale intervallen beslisbaar zi jn, tervd jl ook de algemene 
~tel.ling intuitief duidelijk is: 
Stt Ieder:e uitspraak., die uit beslisbare uitspraken opgebouwd 
~ 

is door middel van "', v t -➔ en --, is zelf ook beslisbaar. 
0.mdat we voor een oneindig aantal stuk voor stuk beslls­

ba:re formules Ai niet steeds kunnen uitmaken of zij alle waa1'"' 

z1Jn, behoeft een uitspraa.1.c, welke uit een rij beslisbare for­
mules Ai ontstaat door de generalisatiequantificator -,::/ i voor 

A1 te plaatsen, ze._lf niet besl isbaar te zijn. Evenmin behoeft 
de uitspra.ak met i ervoor beslisbaar te zijn. 

3. 6: Voor een beslisbare uitspraak - neem al s voorbeeld weer 
A ~~B - is het direct in te zien, dat we, indien we we t;en 7 

d$'.t deze ~f-lt p._i_et:_ waar is 7 daarui t kunnen concl uderen, dat 

B en analoge stellingen voor 



Uitspraken, •l-ke op deze wijze uit hW1 d.ubbe"le negatie 
volgeti, n&.•n ,._ ,!ltd)iel [van Dant1ig, 194?]. , 

We ~••· ill, dat de volge~ atell11'lg UL de iJJ.tuf-
tioniatiacillJ,,logica. moet geldexu · · 
St: Iedere bealiabare uiterpre.Elk is stebiel. 

In (4.14) zullan we la.tan zi•n, delt omgekeer<t niet 
iedere atabiele· uitapraak besl1sbaar b.oaft te .mijn •. 

De stellingen, waarvan we hier intuitief de geldigheid 
voor de intuitio~l!tisch3 logica lieten 1'ien, kunnen in bet 
geformaliseerde aysteem hiervan formeel .:tplaid word.en. 

3.7, De rakingsrelatie is refJ;exief en· ~triaeh• matt 
niet trans~tief. 

A i:.: B '""· 
A I-: B 
A' <f B ~· ·--·~ 
A ~, B ,--:: 

a.2 < bl v b2 ( al 
A(B vB(A 

~~bl 
A -!B ... B<f_A 

3.8: Zij peen rationaal getal en A= (a1 , a2) een interval, 
dan Def • : p ·~ A~ TI a1 ~. p / a2 

St: ~! p [ p t. A :.. p r:. B] ~:.:: ~ A ,.~ B. 

Aan ieder rationaal getal pis het oneigenlijke interval 

p = (p, p) 

toe te voegen. 

3.9: Zij A= (a1 , a2) en B = (b1 , b2) dan dafinieren we de 
bewerkingen met intervallen door: 

A, + B = (al + bl, a2 + b2). 
D 

- A D (-a.2, -al) 

A • B = 
D 

(cl, c2) ' 
waarbij 

cl D min (albl' alb2' a2bl' 82b2) 

c2 D max: (albl' alb2' a2bl' a2b2) 

A-1 = ( L, L) 
D a2 al 

[deze definitie aanva.arden we alleen, zo O ¢. A]. 
max-'A, B::5 (ma.-sc '.a1 , b1~, max{a2 , b2J) 

min ; A, B} D (min ~a1 , b1r , min {a2 , b2}) 

I A f D max ~. A, -A, o } , • 
waa.rbij we de af'lmrting· gebruiken: 

max l A,B,C_~fi max {max ~ A,B\ Cl 



- 0 -

zodat geldt: 
·max (A, :a, C ~fl (max {a1 .b1 ,o11,, .inex ·'._~,b2 ,c21). 
Ieder in de rechterzijden als d$finiens gebruikt paar 

rationale getallen (x1 , ½) b~paal t $an interval, omdat steeds 
x1 ~ x2 is. 

3.10: St.; p .--: ., A ,., q .f·•. B -4,. p + q lilliA + B 
p E· A ~ .i..p E-:. ...A 
p E. A .... qE.B ➔ p • qE .A .. B 

p -- A ~ 
-l E A.-1 ,_ p 

qt: .. B t" l . l Bl. p ,.· A ... -+ max ·._Pt q. -.;rt mu" A, .. 
.' .... 

p (:.;_ A -4 lPi ".~ jAi • 

Direct te bewijzen uit do definities 3.8 en 3.9. 
Op dezelfde wijze is aan te tonen: 

St. : .::1 p, qt p ,. A ,. q ::: B ... X = p + q] ... -_- X ~: A + B 

P A 

=! p, q [ p £ A .. g_ If-. B ,. x = p • q] 

3 p,q(p ( 

-{ [p (". -p,q .·-· 

p ':::. A 

pEA 

<., .. -· ;,_, x~A.B 
p-1::::: A-1 

.. B} x E max .:., ,:. 

I ~ f ' I t p \::: •i-J • 

3.11: Uit st. 3.8 en st~ 3.10 volgt onmiddellijk de substi­
tutie eigenschap van al deze bewerkingen met intervallen 
t.o.v. de rakingsrelatie. 
St.: ,, ,. \ ,I 

B ~· B,. ..... ~'4 ,... ~-... ... . .. -
A - ... , 

-4 ... ..;,I, 

\ :.·-; A". B ·..:..✓• B ~ J.,I, ... 
A ,~ .ll~ ---l, 

~ .... I B ,, B ~ ... i. ;~ il ... ~., 

1.. ,. ... , ... B ;::". B -----+ ._,, ... i "' 

A ~At\. -4 

A + 

-
' _ ... ,.. 
.-1 .~ 

B I~ 
:::.:._ • ..d. + 

B,..,. 

... \. • :✓, - \"' ... ,. ... .. 
B::'.~l .B 

::::: A"" -1 
... .., 

max { A, B } ::-: max \ .• i , B '. 
mJ.. n \1 A B I · ... m1.· n .i 1/ B .. ' 

' j •", .' t ' J 'Al .,...,, 1A ... ! i ' ,. ·' i ! • 

3.12: Iedere rekenregel (door een vergelijking uitgedrukt~ 
identieke gelijkheid) welke door variabele en zekere con­
stante ration~e getallen geldt, kan geschreven worden als~ 

F(x1, • .. •~, c1 , •.• , em):::: G(x1 , ••• ,xn, c1 , ••• , cm), 

waarbij de functies F en G door een eindig aantal toepassin­
gtn van de bewerkingen: 

-1 +, -, • , , max , min , f ••• j 



., 

Zijn. nu ·½., ••. , ~\,_ willekeu:rig~ intervallen en 
c1 , ••• , Cm' de aan de conatanten c1 , ••• , C• toegevoegde 
cons ta.nte oneisenli jke interval len ( C j = ( c j , c j)) , dan ku.o.ne n 
we door toepassing van de definities 3.9 de :functies 

F(Al' ••• , ~· cl, ••• , Cm) en G(..ll' .... ½_, 01, ••• , Cm.) 
vormen, voor zoverre nergens door een interval, dat O bevat, 
gedoold behoeft te worden. 

Kiezen wij nu in ieder interval Ai een nationaal getal 
p1 , dan geldt volgens stelling 3.10 

F(p1 , ••• , Pn,cl, ••• ,cm) E: F(A1 , ••• ,~,Cl, ••• ,Cm) en 

G( P1' ••• 'Pn' cl' • •• 'cm) ,z.. G( Al, • •• '-'1i •Cl' ••• , Cm) • 

We veronderstellen, dat F(x1 , ••• ,~,c1 , •.• ,cm)= 
= G(x1 , ••• ,~,c1 , ••. ,cm) een rekenregel voor de rationale 
getallen is. Dus geldt: 

F(p1,··•,Pn,cl, ••• ,cm) = G(p1,··•,Pn,cl, ••• ,cm). 

Uit st. 3.8 volgt dan~ 

F(A1 , ••• ,An, c1 , ••• , Cm) · <- G( A1 , ••• , ~, c1 , ••• pm). 

In woorden geformuleerd luidt het bewezene : 
St.: Iedere rekenregel (door een vergelijking uitgedrukte 
identieke gelijkhGid) welke voor variabele en zekere constante 
rationale getallen geldt, geldt ook, indien de gelijkheids­
relatie door de rakingsrelatie vei"Vangan wordt, voor variabe­
le intervallen en de, aan de constanten toegevoegde, constante 
oneigenlijke iI1tcrvallen, wanneer tenminste hierbij n.ooit door 
een interval dat O bev.at, godeeld wordt. 

Voorboelden: 
1 + l :.:: 2 

. .:,. + ( -~~) -~ 0 

;i(B + C) :·-:: AB + J.C 
I .IB • :.. ' , .~;. , • ! B l • 

I .Ai + 
' ' 

'.B', .: I A ·-.; ,.ti. + 
;'' 

BI . 
Dezc stelling volgt niet onmiddellijk uit St. 3.12, maar is 
uit de definiti0s 3.7 en 3.9 af ~e leiden, om.dat: 

max : a2 , -a1 , 0 _'. + max ~ b 2 ,-b1 , 01 ?, 
' . ' ( ) 1 )' max .. ,_ a2 + b2 , - -a.1 + bl , 0 t . 



4. l I We definieren [L. F.:. J. Brouwer, l918:"'19l 9, II pag. 3 ; 
A,. Heyting, 19;5-1939, IV, V, VI] een ~~e;J; ~ts). ex a.ls een 

~imJ?8nde, convergen~J.ij rationale intervalleXl;, dwz. als 

ala een rij { A!) = { (ai/l, a1 , 2)} van 1.n.tervallen 
A1 = (a1,1, a1,2) die voldoen am~ 

I: 11+1 c Ai ' d.w.z. ai,l~ ai+l,l~ "1.+1,2{ ai,2 

en aan: 
II t l 1m ( e.1 2 - a1 l) = 0 , . d. w. s • 

1➔¢1> ' , 

V m3 k(m)V i(i.f k(m) ➔ -(~i 2 - ai,l)~ 2-m] 
waarbij de variabelen i, k, m da natuurlijke getallen 

doorlopen. 

Het door u3k(m)" uitgedrukte. existentiebegrip is, als steeds 
in de intuitionistische vv.i.skunde (2.4), in de constructieve 

-betekenis gebruikt: bij ieder natuurlijk getal m moet het 
getal k(m) werkelijk te berekenen zijn. 

Uit I volgt; i) k ➔ (a.1 , 2 - a1 , 1 ) ~ (ak, 2 - ak,l). 
Dus kan II vereenvoudigd word.en tot: 

Vm3 k(m) ((ak,l - ¾,2) ~ 2-m]. 

4.2: De .s,elijkheidsr_!.l!.'!?_ie tussen reele ~file~ wordt nu 
ala volgt gedefinieerd: 

h!!!· i Zijn C( = { AJ = { (ai,l' a.1 , 2 )} 

en ~ = { BJ = { (bi,l' b1 , 2 )J reele getallen, dan is: 

ex. = ~ By i ( Ai ~ Bi ] • 

Hat reele getal ex', dat uit ex. ontstaat? dCJor een ein­
dig aantal intervallen weg te la-ten is natuurlijJc aan CX ge­

li3k. 

4.;: Ala eerste stelling over de gelijkheidsrelatie van ree·le 

getallen willen we bewijzen, dat deze, evenals de rakingsrela­

tie van intervallen, stabiel (3.6) is. 
fil.-~ _,-, cet=f?>) ~ ex =f?> . 
. ~ .. wij~~= ➔ : Bet uitgescbreven definities luidt de stelling~ 

..., -, Vi[A. ~ B.] ➔ V.[A. ~B. ]. 
J. 1 l. 1·- 1 

:JJ:i~ V1[A1 ~ B1] volgt voor ieder natuurlijk getal i zeker 

:At~ Bi - Onderstellen we dus 
J:J.J.. · · -, ~1L ~ B. 
~~- 'f'O.lgb. da~ui t -, "r:/1[ A. ~ 1 B. ) • 
-~:·· . l. ]. 



tliaar d.it is strijdig met de praemisse -, --, Vi[Ai ~ Bi]. 

Dus volgt uit de pr.-aemisse 

·-- 1 A.;::::::; B •• 
1 1 

~1Iaar -~1. ~ B. was stabiel, dus uit •·, --, A.~ B. volgt 
l 1 l 

. rv B .~i "'J ' i . 

.Jit alle s geld t voor willekeurige i. 

L>us volgt uit de prae,dsse 

V.[A.~ B.]. 
l. 1 J_ 

(:-- : .1}i t volgt ui t de 011.1:1:iddellijk dL1idelijke loE;ica-

stell j_ng 
A ~ -, -, A_ ( 2.?) • 

4·. 4: Opmeii-z:ing: .In 4et gehele bew:¾,_js hebben ~1€ over .1t. ~ B. 
': l. l 

ni0:ts anders bc'·.end onder;:,tcld, dan dat het een, voor ieder 
•. \ . 

vaste i .3t,:lbi:"ile ui tspraak was. · Hetf. be-w:i js gaat dus door voor 

een willekeurige, vucr iader x stab:iele µ.itspraak P(x). 
voor1 ,)t. ~ ;~en vooT ieder x stabiele uitspraak P(x) gaat door voegen 

v~;1.n een .:'~eneralisatiequantificator V weer in een stabiele 
X 

ui·tsp1"aa},:: over. 

De fZ8li_j)J1E>,idsrela tie tussen reele ,;eta1len is -~-=L!-~2def' 
SY.illi11e tr:isch en transi tief . 

• . .J.£ ···- .. .-..--*•--.. -· .... -....-~ -- ..... , -·~- ---·--·--'" 
I. (X = C( 

II. ex - p --·➔ P-> = 0( 

III. ex. = f..) .... ~ =~ ~ O' =~ 

De eigcnschappen I en :t:r ~jjn onmiddellijke gevolgen van 

c1 e refle-:::iviteit en synr1<::itrie van de rakingsrelatie. 

Voor III :;even v,ij een bevnj s ui t het ongerijmde. 

Cn.derstel, (,_,:-i_t voor een zeJ:er getal i zou gelden: 

0( = j2, " f?:, = ¥ ·"i ~ Ci 

-n.,,.r: a-eld+- ::i ,,, ,..__ b · ..., Vlc ge,.J.S 3.7 
' ,,/ 
Ai " 

Stel Al.< C. 
]_ 

0. 
l 

deld 

Noem 2d ;:: c. 11 
U l,-'-

V ,', > tl.. 
l 

C .• 
J_ 

- het m1dere geval 

dus a. 2 ( c. 11• 
1 9 •·. 1 1 ..L 

- a. 2 • Dus d ) O. 
i, 

2d wec.:;ons L1-.1, L 

v~rdt geheel analoog behan-

Voor j 1 i geldt dan 

c. 1 - a. "> _J,. J92 -1/ 
Volgens L~.1,II is bij deze gegeven d) 0 (dus d) 2-m) 0~ 

claar d eeil rationaal getal is) ·een k(m) te vinden; zodat geld.t 



~tj ~ k -➔ (bj, 2 ;_ bj,i) ~ d]~ 

Kies nu 1 = .m.ax (k,i). Dan geldt dusr 

c1 1. - a 1 2 ~ 2d. 
- ' ' 

b b / d. ·· 1,2 - l,l ~ 

Bovendien geldt CX = ~, d.w.z. ,i\[A1~ B1 ] dus a 1 , 2 ~ b1 ,1 , 

terwijl an.alo uit {3 = k' volgt c 1 , 1 ~ b192• 

Deze vier onge1ijkheden zijn contradictoir. Dus geldt~ 

dus wegens -, ~ A1·. ~ O. ➔ A. ~ C. 
1. l 1. 

ook Cl = ~ ,. f-, = K ~ ;\. ~ C. voor ieder get al i 1 
1. l 

dus ook CX = J2:> " ~ = f ➔ V. [A. ~ C.] of met andere woorden 
l J. l 

ex= f6 A~ =;( 
Asnschouwelijk geformuleerd: we leiden dus uit de aan­

name,dat het ide interval Ai van CX geheel buiten het ide 

interval Ci van l( ligt, een contradictie af met CX = P-, ,,.. 
" fo = (' , door een interval van fo te kiezen 9 dat een lengte 

heeft kleine r ds.n de afs tand tussen Ai en Ci. Di t ka..n dan 
niet met beide intervallen Ai en c1 punten gemeen hebben. 

4.6: De ogg_eJ:_i_jli~J_c!_S£~:tie tussen reele ~.:_tallen kan op 
verschillende wijzen gedefinie'erd worden. 

1°: Ot,ej2> D-,(OC=_p)._ 
dus ex I f6 p -i Vi[Ai~ Bi].' 

2°: C/...J. f2::. D- 3 . [A. ~ B. ] •. J"-' l 1. J.. 

S-preek uitz ()(. is verwij_§.erd van~. 

i, waarvoor de intervallen A1. en B. buiten . l 

Hierbij is de index 

elkander liggen, 
constructief te berekenen, wat bij de vo rige defini tie niet 
het geval behoeft te zijn, 

Boven ( 4;. 3) zagen we reeds: 

4.:,: Verdere betrekkingen tussen .igelijk;;, •1verwijderd·i en 

·~ongelijkn zijn in de volgende eenvoudige stellingen ui t te 
~rei;:>.. 

. CX#~ ➔ CX;tp. 
Uitgeschreven,luidt de stelling: 

3:xf--. Ai~ Bi]-4-, V-i[Ai ~ Bi]. 



Onderstellen we Vi EAi ~ Bi], dan geldt,, voor ieder wille­

keurige i , .Ai ~ Bi. Ui t de praemisse 3 i [-, .Ai ~ Bi] volgt 
echter, dat we een i ku:men bepalen. waarvoor -, Ai-~ Bi 

geldt. De onderstelling V i[Ai ~ Bi) is dus strijdig met 

de praemisse. Uit 3i[-,Ai~ Bi] volgt dus -,Vi[Ai~Bi] 
0£mer~~_gg: Aangaande de uitspraak Ai~ Bi hebben we in het 

bewijs niets ondersteld. Vle hebben dus voor een willekeurige 

uitspraak P(x) laten zien, dat geldt: 

St.~ 3 x[-, P(x) J ~ -, V x[P(x)]. 

4. 8: St . ~ --, 0( # f2:> ~ CX = f?, . 
~,J..js~ De implicatie van links naar rechts luidt uitgeschreven.: 

-,3. [""-1 A.~ B.] -~V. [A.~ B;] 
. 1 J. l J. l ~ 

wegens, d.e s!:..biliteit van .:·1.i ~ Bi (3."6) is dit aequivalent 
met ('.l) -, ,3 . [A. ;;i::: B.] ~ V.. [-, A. ~ B. ]. 

l J. J. J. l J. 

Onderstel nu, dat voor een zekere i zou gelden 

ZOU ook gelden 3 . [.A. * B. J. Dit ZOU met de 
l J. J. 

.Ai ~ Bi. 
praemisse 

i is dus -, A. -, 3 . [A. ;::/:::: B.] strijden. Voor iedere 
J. J. J. J. 

ui t de praemisse af te 1 e iden. Dus geld t (1) en dus de 

ste llin1:5. 
Ook in dit bewijs van (1) is A. ;t::: B. door een 

l J. 

Dan 

willekeurige uitspraak: te vervangen. 

heid laten zien van: 

Dus hebben we de geldig-

St.: -, 3 x[P(x)] ~ ~x[--, P(x)]. 
De implicatie van rechts naar links is.nag eenvoudiger 

te bewijzen, evenals de, daaraan beantwoordende, algemene 

Stelling: 

St.~ V x[P(x) J --=,, --, 3 x[--, P(x) J. , 
Lls corrolarium van de eerste stelling volgt directi 

Olif-:> ~ ~""-t CX l=i p. 
a-1 P R ~ ~ 3 i[Ai ~ BiJ. 

4.9~ \:Jegens ( 4. 3) ex = f-> is stolJ i.n~ 

4.8 aoquivalent met: 

9t. ~ -, ex # ~ ~ -, ex t fo . 
H_oev1el CX. II '{2) een vaak sterkere uits-praak is dan 

CX ;i~ j zijn. dus de on-bkenningen van deze twee uitspraJ-cen 
aequivalent. 

4.10~ Aan het rationale getal a kunnen we eenduidig het 

reele getal Cl...= {Ai} met voor ieder i g Ai = (a,a) 
toevoegeno 



4.11: De h_o.Q.fdl>_e.werkil'~e,a met-:..de .r:~,i'.J:.e. g_e!._8-1]..~ [A. Heyting, 

19~5-i9:39, V §· 3] • 
. ~ijn (X = { AJ en ~ = { Bi/ reele getallen, dan def i-

nieren wij: 

Aj:1 is alleen ean gede~~~~e~ il~:tel".Y'~, zo O (l A1 .. 
Ind:ien er een g.etal 1 t'e bepaien' is, zodat O (j A1 (d. w .. z.,. 
zo 0( J. Ol, dan kunn.en ,'9-j. de ee~ste (;-:--1) iutervallen nit (( 
weglaten en vo6r het resul terende reele ·getal C(' ( waarvoor 
geldt CX ' = CX ) CX 1 -l be pal en. . 

Zo du.s C( /I O is, heeft de· c1:efinitie 

(X-1 TIC( ,-1 = { A,-1 / 

betekenia. Wegens deze voorwaarde is de yerwijderingsrelatie 
van groot belang in de theoric van het ree·le ~;etal. 

~{ex, f->} D {max {:,Bi}] . 
nun {a, J'3 } fl {nun {-ai,Bi} . 

l CX I D { l A1l } • 
~~110 ::-,)chtordjden v:ol"'rlen nu in}::rimper:{de,. convcrgente 

intervalrijen e:1 be·9alen dus reole 0etallen. .i)at de rijen 

irtkrimpend zij:1, volgt on,1icldellijk uit st. 3.10. De con­

vergentie volgt uit~ 

= a 
i,2 - ai,1. · · 1 

I a1 2b. ') -· a. 1t. ". / = l (a. 2 - a. 1 )b. 2 + 
. , J.,.-:;. i, J.,.L i, 1, 1, 

en analoge 
' 

+ a. 1 (b. 2 - b. 1 )1/ 
J., 1, 1 1 ·~ 

( a . 2 - a.. 11 ) f b .' 2 J- + f a . 1. l ('b . 2 - b . ,., ) 
1., .L,.L i, , . J., · J., 1 9 .L 

• ou.c;elij\heden bij andere keuze van ci en c 2 . 

-1 -1 ai 2 - ai 1 
a.i, 1 - ai,2 = --:1.~ :-a-:-::...t..":'...2 · 

1.,.L 1., 

waarbij, omdat O (l. 

blij:f't. 
~ C~L .1 - a. 2 )-J,. be·perkt 
. : 1, 1., 



raax{a1 2 ,b,. 2 } - max {·a1. 1.·'b1. 11}.t.. (a. 2-a. 1 )+(bi 2-b. 1..). , ... , , '.L , i,. J..,, , 1, 

min {a.;. 2 ,b1. 2 }• - min {a1. 1 ,b1. 11 / (a. 2-a. ,. )+(b. 2-b. 1 ) . 
.... ,. t ,· , f~ i, l.t.L 1, i, 

l\-.12: substitutie eigenschap van deze bewerkingen t.o.v. 

de lijkheid van reele getallen volgt uit de analoge eigen­

schap van de bewarkingen root intervallen t.o.v. de rakings­

relatie en uit de definitie van de gelijkheid van ree'le 
getallen. 

4.13: Vol gens De..9-_0k~pd J~unnen de reele getallen afge beeld 

worden op de ene_9-en in de verzaroe ling der rationale getallen, 

of ook, inclien v1e slechts de open linker verzamelingen beschour 

wen, en het gotal O<.. dus toevoegen aan de verzameling van alle 
rationale getallen r met r (CX , op de open, eigenlijke begin­

segmenten hierva . .n, d. w. z. op de verzamelingen L van rationale 

getallenj ·welks voldoen aan: 

=! r [r E L] 
"=I r [r ¢. L]. 

rE L ~ 3 s [ s > r " SE L] • 

Beschouwen wij .hierbij alleen de besli~P,are beginsegmen­

ten L, d.w.z. die beginsegmenten L, waarvoor~ieder rationaal 

get al r ui tgcmaakt kan rrnrden, of r E L of r (l, L is, dan 

kmmen we niet aan alle reele getallen, welke door intsrval­

schakelingen voortgebracht worden, dergelijke beslisbare begin­

segmenten toevoegen. 

Beschouv7cn wij ook de half-beslisbare beginsegmenten, 

d.w.z. die beginsegmenten L, waarvoor bij ieder paar ratio­

nale getallen r ( s uitgemaakt kan worden 

rEL v st!t. L, 

dan is ·wel een (1,1)-duidige toevoeging hiervan aan de door 
interval-schakelingen gedefiniearde reele getallen mogeltjk. 

4.14~ 3en y..92~eld van een reeel getal, dat wel door een 
interval-schakoling is voort te brengen, maar waarvan we niet 

kunnon uitmakon, of het groter dan, kleiner dan, of gelijk 
aan O is, ( - ·1,c1a~_ om O zweeft• 1), en waarvan dus het bijbe-

horende beginsegmnt niet beslisbaar 

volgt geconstrueerd [L. E. J. Brouwer, 

Schrijf de decimal en van TI' op 
b -i -i en epaal ai,l = -2 en a 1 , 2 = 2 , 

deci:m.alen van 11 geen ;1rijtjeu O 1 2 

kan,zijn, wordt als 
1920 ]. 

1 4 1 5 9 . • • 
zolang onder de eerste i 

3 4 5 6 7 8 9 voorkomt, 



an. a .. 1 :;;: a .. , :;;: (-1)k 2-k, indien i ~ k is en k het kleinste 
J., 1.,, 

getal is,. zoda.t onder eerste k decimalen van TI een dergelijk 

x-ijtje voorkom.t, 

ex:;;: { (ai,1' aii2)} 

is dan eon goad gedefi:nieerd re eel ge tal, dat, indien TT geen 

rijtje bevat, voldoet aan O<:;;: 0 , indien k even is, aan 

0£ > O en, en k oneven is, aanO< < O. 
DergelijJw voorboelden bahoren niet tot de eigenlijke 

intuftionistischc wiskunde. 1-Iet zijn slechts waarschuwingen, 

dat ,ve bepanlde beweringen (hier; CX:;;: 0 v C() O v CX. ( O, 

of ookt CX = 0 v (X f. 0) op grond van onze wiskundige kennis 

(zolang nog dergelijko onopgeloste problemen bestaan) niet 

mogen uitspreken. 
·· Wegens het bestaan van deze om O zwevende ree·le getallen, 

was het ook niet mogelijk de definitie van de hoofdbev,erkirl[..;en 

eerst alleen voor de niet negatieve getallen te formuleren, 

(wat voor 0:. {2> eenvoudigor zou zijn) en dan tot de negatieve 

gotallen uit to breiden. 

De relatie ()( = 0 is dus niet beslisbaar. CX = 0 is dus 

een voorbeeld van eeu wel stabiele, maar niet beslisbare uit­
spraak (3.6). 

4.15: St.; Iedere rekenregel (door 8en vergelijking ui tge­

drukte identieke gelijkheid), welke voor variabele en zekere 

constante rationale getallen ci, ... , cm geldt, geldt ook voor 
variabele reele getallen en de aan c1 , •.. , c toegevoegde 

. m { } cons tante ree'lc get all en ~ 1 , ..• , rm ~.met ~ j = C j i en 
Cji = (cj, cJ ) ), indien voor ieder reeel getal ~ , waardoor 
gedeeld word-c, geldt S /10, 
Bewi_js: Zij de rekenregel voor de rationale getallen~ 

F( ~, ••• , an, c1 , ••. , cm) = G( ~, ••• , a11 , c1 , ••• , cm) 

en die voor de reele getallen: 

F( 0(1' 0 • • 'Cf. n' t 1' • . • ' ¥ m) = G( (X'.'.!.' • •• ' ()(n '!1.' . 0 • '~m) ' 

In de opbouw van F en G wordt slechts een eindig aantal malen 

door een ree·e1 getal ( s 1 , ... , ~ met ~,~ = { Y. ; t ) gedeeld. 
. .f SE n.. --k, _., 

Voor 1.eder van deze ~ geld t Sk II O. Dus bij ieder k te 
be~alen een index i(k) zodat 

0 (l. Xi,. . (k). 
J,I. i 1. 

3tel nu i D max (i('.l)~···,i\.s)). Dan kunnen we 3.12 toe-passen 
en geldt voor alle j met j ~ i~ 

F(.i.½_j, ••• 1 .. \ij ,c1 , ••• , Cm) ~ G(l½_j, ••• ,A11j, C1_, ••• , Cm). 



U:tt do 6 Jlijkheidsdofinitie voor reele g~ta.llen volgt dan: 

F(OC1,···,0Cn,~1•···,~ n) = G(C<1,••-,cxn,Y 1•···,¥ m). 

4.16: .Jon ~orate verschil tusscn de klassieke eigenschappen 
van de roele gctallen en hun intuftionistische analoga tre3dt 
op, wa.nncor we for·1ul0s beschouwen, walk.a uit meer da.n e~n 
vorgclijking door .nidde:l van d.::i logische voegtokens zijn op­

gobouwd. 
Zen voorboeld hi~rvoor is het volgende: klasaiek geldt 

0( = 0 v j3 = 0 ~ CX P-, = 0; 

intutionistisch geldt echtor allcen 
0/. = 0 V p = 0 -➔ 0( (2:, = 0. 

0c o·:.-t,;ck0crdc implicatic mogcn v.re niet affirmeren, 

omdat hot intuitio:a.istisch ·'of·• zo sterk i:;einter-preteerd wordt. 

Indion bokond is, dat 0( ... 0 = 0 is, hoef't het nog niet mogelijk 
t<J zijn uit t0 ma'ken, wolk0 vm de uitspraken CX: 0 of~= 0 

waar is. 

4.17: Eon togonvoorbeold wordt geleverd. door de ale volgt 
g0d0finio.:.-rdc roele gotallon 0( = { An} en j3 = {BJ• 
Voor icdcr n is tussen de twee mogelijkhoden I en II te be­
slisscn. 

I: 011dcr de ccrsto n decimalen van TI is geen 
.irijtjo·· ( ·10 1 2 3 4 5 6 ? 8 .9;, ). 

II: ondcr do 00rstc n decimalen van TI is wol een 
•rijtje 11 • 

In dit laatsto geval, II, is hot rangnummer k van de 
· 19a in h0t c,,:;rste arijtje;' van J1 te bepalen en dus weer te 
boslissen tusson; 

II a: k is even, 
II b: k is onevon. 
1Iu dc:::ini:.;ren wij voor ieder n; 

A = (0,2-n) in gcv3.l I. n 
= (O,O ) ;i 17 II a. 

= (2-k,2-k) ;1 II b. 
Bn (0 -n) a ; l I. = .,2 

= (2-k,2-k) ;1 II a. 
= (0 ,o ) ;1 ,l II b. 

llieruit volgt oom.iddellijk: 
-ao. in $eval I. Au,B = (0,2 ) 

. D. 

= (O,O ) ,t ;, II. 
Dus in ieder geval geldt: 

~Bn ~ 0 en dua O<fo= o. 
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(X, :::: () --,, 0 ,. ·,n ,.,., ·,)''S T~'fir,1e·,~,,,n als we weton, dat k z01'::er . l;·-· ~)'""" ~J;,,.,, ·.: < •. -. · .... - i .... ,..,..-.,.,,,. 'I 

niot on'"iv\m ia, Jt) :::: O pas, a.ls v,;e ws.:;ten; d.at k niet even is. 

G,HHl v~1u boidc u.it spra1:en is dus te bevestigen voor rre mo,:;r 

weton ov0r: d.o cfoci1::1nlcm vn..i.'1 TT • 

4.18: 
ex j2> ;:: o ~-· • ➔ ( ex f. o -~ 
lXF:, = 0 --·➔ -1 ( CX.,=' 0 

( zwn.:~ii:e i:1:t,::rpreta.ties van 

Doze b,:;trokking,.m ·.~J:•dcn in L~.21 a1:·goleid. 

f-> = O) en 

A f2> ~ 0) 
;;Of;l) • 

4. 19 : d_i.59}1_s..9;.~r~?2.?A v :m do yQ..r:,fi j_dg r .iPK s£_2,1?-~_i_e -~ ___}'_ e2J.f: __ p; o .­

t al lc: n. ··----··--·· 
Daf.: (-4-.6). 

Vanzclf gJidt, ,:"c:-:;ns L.,,t inkrimpon vt:n de intorv,J.llon, 

11 •• 1 t,.,l \..•1'' ,,1'i· 11i· :-:,,.-,,,1: WO ,i:G 001'1 r0e0 ~::0 u. ..., ~~,, . 

m ~ n --·-) .A. ~ B • 
m m 

D0 hooir,0ie;cnr.c11::T.)·A3n VJ.n d.o vorwijderingsr0latie zijn 

vorv-o.t in du ··ro1gcnd(; dri0 stelli,:1gen: 

---, J3 J:' ex. • 
::lt.: ---) Ci.= /2:, . (4.8) 

. St.; O:Hp ~1; [(X f. ¥ V 0 #'~ ] . 

~~: 11..ies 00n. ind.ox n, zod.at 1\1 ~ Bn • ..:)tel /1n, < Bn 

(B;,1 < An analoog), d.w.z.~ a112 ( bni· Du.s te vindon 2011. 

rutionaal 30tal d, zode.t; bn1_ - an2 > d ) 0 • 

B<)aal uon indGx p, '.3odo.t :? ), n en c1?2 - cpi < d is. 

Dan is diroct te zien, dat, CP ~ AP v OP ;:;f:; BP is_,,._ 
Dus geld t ex I/. ¥ v ~ II ~ .. . 

.:je:n l."\;latio ( ook tussen andore entitei ten dan rec;le go­

tallen), W1.,lke: a::rn cle :;~0 d:i,io uit sprru<::en vo lcloet ~ noem-sn we 

nltijd eon vcrNijderingsrolitio. 

Do substitutie 0igenschap van de v-erwijderingsrelatie~ 

Jt. ~ ex fl p A ~ ;:: K --) ex ,. t 
vol gt on;:,1iddollijk uit; 

ex 11 ~ -~ V [ex# t 
~ 

V p 
4. 20: De v0rrli jde::i.. ... ingsrcl :,ttie is invariant t. o. v. o·ptelling 

on t.o.v. verm.0air;vuldi'-;inr, met een gotal, verwijde:rd van O. 

~ ·. ~ ? _11 0 . ~ °,< + I jJ. p ~:: a . 
.J?eWJ..Js: LilJ CX fl=. J?:,. Dus -co vinden cen 1nd,2x n, zodat 

4n, ~ Bn. Stol -\i < Bn (An > Bn analoog). Dus is een 

ratio:naal get al d te vinden, zodat bn1 - an2 > d) 0 is o 



Bepaal weer een index p, zodat p ~ n en cp2 - cp1 ( d is. 
Dan is direct te zien, dat l 

bpi + cpl ) ~ 2 + d + cp1 > ap2 + cp2 ia. Dus is 

AP + OP< ~ + Gp, en dus CJ + ~ /I f:, + t . 
St.; C( # ii ,. ¥ /l O ---➔ C< X # 0 ~ . 

Ifot bewijs '.ivordt gec;even via het speciale geval; 

;~~. : ~x # o -- , t¥ o --t O' ~ II o • 
-~w.._i_j_El_ hiervan: Zij 0( Ji O en ~ # O. Dan te vinden een • 
index n zodat: 0 € 1\i en O e_ en. Uit (3.10) volgt dan 

O ~ An en u.i t het onge ri jmd.e • 

Ook de omge}.:e erde implicatie 

St.; CX./4' o .,. pd O (--· rx.0 # 0 is met (3.10) te bewijzen. 

De alge1c1ene stclling is nu tot het bijzondere geval terug te 

brengen d.m.v.; ex - f~ i=I O " ~ JI O ·➔ 0, K - 06 fl o. 

L: .• 21: ii~-; ()< + ~ ,,;,, o -~ ex II o v ·~ 11 o. 
;t~~Y2:.si~: Zij (X + }_'~;. F11 0 • 'i)an te vinden een index n, zodat 

O €'.· ·½i + Bn • .1tel O ( 1\ + Bn (An + Bn < 0 analoog). 

Dus is O < 8n1 + b111 , dus ook an1.) 0 v bn.1) 0 
Dus is ex. /I O v f-' II O • 

· JJoven ~:1ebben we reeds bewezen; 

Jt.: ex /4' o ,. ~ /4' o ~~ a~ /:I o . 
iiieru~ t vol~t (?_~0£~ van praemis.'. se 0: # 0) 

D<tl O ·---> ( J~A O ~ C( f,J II 0) en dAaruit weer 

(cont_12_a_posi t~ van ~ ll O ~ CX ~ II 0) 

CX./1 o ~ (-, ex J:') Ji o ~ ~ f-,# o ) of; 
C/...J:/ 0 ~ ( (',X ~ = 0 ~ p = 0 ) . 

Uit de laatste formule volgt (~mport van (X .II O) 

r:x11 0 A ex 0 = 0 ~ 0 = 0 en dusi 

~t~.: Ci ~ = 0 ... fX/4' 0 -➔ J'2:, = 0 en daaruit volgt weer 
op dezelfde wijze~ 

st. : ex~ = o .,., f::i t o 
:3t. ~ ex i o ... -~1 o 

--4 CX = 0. Uit deze laatste weer~ 

~ CX p ;l O en hierui t weer door 
cont ra·)ositie: 

~~t. ; CX p = 0 --4 "-)(CX/0 .. }2,to). 
Tegen de sterkere stelling: 

ex P= o ~ ex= o v 
tegenvoorbeeld aangevoerd. 

~ = 0 hebben we reeds een 

4.22: Voor de theorie van de veeltermen zijn nog de volgende 

stellingen over de verwij.deringsrelatie van belang: 

!Lt•; C;<_p11'6 t} ~ (X # ~ V ·f-> # 0 . 



o # ex {"": - x S = ex \j u 0 + ex S - t J 
::: c~ ( {3 -· J ) + c ex - ¥ ) & . 

ex ( .f~J - S ) JI O v ( ex - t. ) s II O • 
(f:1 - t) ) i/ 0 V ((x - 1 ) j/ 0 

Dus ( 4.21): 

0us ( 4·. 20): 

Dua : CXJt't V pill). 
,. ;-

ti. 23: .:)t.: ..:~ij F( S1' ... ' Sn) D 
~-· . EP~ .. -Pn 

fl . .L, .i CXP. ' ... 'Pn '::> 1 • •. ~ n 

= 

Pi, •. · ,Pn 1. 

een veolterm eri F( l 1 , ... , ~ n) ii F(J ~, ••• 1 ~ n) dan is er 

een index i te vinden, zodat bi II rJ i geldt • 

l~2•!.L1§. ~ }~( t 1 ' • • • , t n) - F ( S 1 ' • • • ' o· n) /:/ O • 
~ P1 Pn ,, P~ ,\ Pn 

Dus: L._, (){ ( X'1 .•• 'X n - U 1 ... Un ) II O. 
n ·p. "P1 ,•••,Pn-. u 
t' , ••• , n 

Dus is rn.inst,ms 6en va11 de termen vcr1Ji..jderd van O ( L~.21) ~ 
P1. P11 f 1?i_ . r Pn • 

C:Xpj_ , ••• 1 Pn ( ';{ 1 • · • in - U 1 ~ • • (j n ) # O • 

~ Pn ., ~ f:' Pn , 
0us is ( 4. 20) : O 1 • • • t n - U '.L ••• l) n fl 0 

., P1.. -1 Pn ., P -1 .\ Pn 
Dus is ( 4. 21): Q 1 fl U 1 v t 1 • • • f n -/. U 1 • • • Un • 

Op dezelfd.e wijze doorEt-aand .volgt hieruit 

t1 ·// l) 1 V 6 2 II D 2 V 

4.24; T,3gem.roorbeelden warden - als ook in ( l\J.7) het geval 

·w·as - dikw\,jls ~geven cl.m.v. re<:;le getallen, waarvan niet 

be}rnnd is, of ,zjj c;roter den, kleiner da.n, of gehjk aan een 

{:!;(::3e::::v0u rationaal gctal r zijn - getallen, welke .iom r zweven•:. 

,~er.t PO:!;ing o:n deze co£11plicaties te vermijden door alleen 

• 1,g_e,~~-8..' .52.t._a:l}.§_:Q. toe te le.ten, d.vr. z. 0eta.llen (X , waarvoor 
biJ ieder J:ationaal [:';cta.l ui t te r11ak0n is, of ()( < r, (X = r, 
da~1 wel (x) r geldt, (~;etallen met beslisbare sneden van 

Dedekind), mishLl-c:t, Oindat de _verzaneling van deze nette getal­

len niet afg.:: .slot on is t. o. v. cle hoofdbewerkingen. Wel zijn 

vele getallen, wolke in cle anal;srse voorkomen, .inet". 

1.~.25: Een voorbeelcl va.!1 een ncttgotal is het getal 
. 1 

· e n ~--r . 
· k=O 1.. 

1fot bcwijs hiervoor volr:;t bet gewone bewijs voor de 

ir:;.~&tionaliteit van e v1'1Jwel op 

Onderstel e ::: ~ , wa;.;1.rbiJ m en n 
n . C-1? 

~' 7 • ~-, 

'Zieker geldt e = ~ f-.- ·+ L 
k J{; 1 .I 1 , = .,{=n+ 

de voet. 

natuurlljke getallen zijn. 
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erbij 

1 1 1 p.+1 1 
= fn+i;T 1--1-••o = rn::)-D7 = --;,- • n n.n. 

n+r 
Dus is n!e - n!sn = (n--i)!m n!sn = n!Qi < ~. },,~a.r het 

l id is 3eheel en niet = O. Dus is uit e = n een contra-
.1 m dictie leid. Dus ,;eldt e. r:. n • 

de sterkare uit spraak e Jl ! te bewijzen moeten we le - ~ I 
naar beneden schatten, 
r:r , ~s 1 < [) < 1 d itr0 .nacto.en: rn:~1Tf ~n = e - Sn n.n! us 

.. J:_. < n ! e - n: sn < 1n. ; n+1 mac1r n! ~ en n!s zijn geheel, dus n n 

n! J e - - = n~ e m I · 1 n 

dus I e - !!!. I > -r ?:-,-.. n 1,.n-1-11 ~ ' dus Dus is e 

Ook de getallenthe orie pre:fereert de ze stelling: ;, e is 

positief irrationaa1· 1 boven •1 e is niet rationaal•i. Zij geeft 
meer •1informatie·· [Goodstein, 1946]. 

L~.26~ Oo>:: v2n de algebraische getallen is O'? een eenvoudige 

ze aa...n te tonen, dat het 11nette;' getallen zijn [Brouwer,1920]. 

Hiertoe bewijzen de 

.3t.: 1'rme wortels van een algebraische vergelijking met ratio­

nale coefficienten ZiJn of gelijk, of er is een poSii.tieve bene­

d.engrens voor hun verschil aan te geven. 

Be•-rijs; Z:i.j de gegeven vergeliJking 
. ( ;;. ) ;:: n f. n-1 f c:. :;::; ':) + a1 ,.,. + . . • + a = 0. ___ , lJ -- n 

.Je discriminant d v,111 cleze ve gelijking is een rationale func­

tie van de co~ffici~nt~µ en dus een rationaal getal. Indien 

d = 0 is, heeft f(~) = 0 een meervoudige wo rte 1. Dai.'l is de 

graad van c;_e ::.e;rootste c;emene deler 

g(~) = G.G.D.(f(r), f'(~)) 

zeker ) 0 , en kunnen we f( ~) door g( ~) delen. 

De resulterende vergelijking f~( s) = 0 heeft dan een discri­

minant d met d f. ·o , dus d # 0 . 

Noem nu de worteJsvan f*( () = 0 resp. W':i, ... ,(um • 

D I an geldt; d = i I (w. - wk)2 
i< k 1 ·· 

We willen nu bevlijzen: ws.:·~ w 2 // 0 • 
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is lijl: eea rr:1cionaal eetal h te vinden, zodat geldt: 

• w C.J. 1 / h voor alle i,k = 1., ••• ,n. 
I .. i - --Kl ~ 

aar l vJ1 - w 2 I 2 ·= r-k,- -,~:J ~-'w~:1 "2 ~ hn-k-d-~n-=-2 . 
'( J_ A J. . 

w,_ .ilw 2 • 

n l<.o:i -wi .. 12 
i<k . ~'-

TT I Ir ,t. - w JT I 2 ontstaat hierbij ui t 
i(k """l '-

door !w1 -w 2 J2 weg te laten. 

we nu uit van tr.ree willekeurige algebraische getallen 

(wortel van f 1 (1) = 0) en (X2 (wortel van f 2 (~):::0)1 

beide -.~ro:rtels van f 1 ( S) .f 2 ( S) = 0 , en dus is 

vorige stelling ui t te maken of CX 1 = CX 2 of 

0(1 ,~:0(2 is. 
· emen we i1u vaor CX. 2 een rationaal · getal ~ dan hebben 

a fortiori aan,5etoand, dat alle algebraische getallen 

·•net:, zjjn. 

4 .. 27: 

door; 

~~og vai."l -vele anclere :s;etallen is bewezen, dat zij posi­

i:rrationaal, of zel:Cs, dat zij -posi tief transcendent 

deze 3etal1en z1jn natuu.rltjk .;net·'. 

}_ane;aande de constante van Euler ~ , gedefinieerd 

V = - lim ( lg n - 1. - ".,.., - 1. /7> - • • • - 1./n) 0 D n➔co . .J/C. , •. 

is het onbeken.d of deze ra.tiona.al is of niet. Ook de· net-

id'' van ¥ is noij niet bewe zen. 
Ii:rger is het, dat we niet kunnen bewijzen, dat geldt~ 

()("net•' "' /2, ••net•' ·--·➔ (>(_ -l- f-; '7net•l • 
tegenvoor·oeeld hiertegen wordt geleverd door~ 

(:X= e 

().,. ~ ~ , wa~i.rbjj echter de rij van de decimalen beeindigd 
}-' jJ 

v1ordt na de 9 van het eer.ste ·1rijtje; 1 , dat daarin optreedt, 

of na de O v-so het eerste .ioliJ.Gekeerde rijtje· 1 

.i9137551;::-_521o·i, met dien verstande, dat in di t laatste geval 

ze O bovenc_ien in een '1 veranderd wordt. 

Zov1el CX. als f:, zijn net, CY + ~ echter zweeft om O . 

28: De orcleninr.; van de reele q-etallen ( (X = {An} en p = i Bnr);e(:·efini;~-;;d-d~~-~~- --- ·--· 

0( < fj ~ _j [· A < B ] • J-- .u n n n 

een sterke, positieve· o.tde-relatie, geheel analoog aan 

ver.-1.ijderingsrelatie, waarrnede zjj dan ook verbonden is 
de 

, CX#f,~7 ex > p v ex <·.P . 
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Oruniddellijk te bewijzen is ook de zwakkere 
St.: t',<'.) /,: ~ CX # ~ " (X < /3 

ex= p --4 cxj0 ... ex ,tf?.> 
l..";i < f-:) ---t ex # f3 -- 0< > 0 • 

De sterkere stelling ex = f. v ex. < ~ v ()t'.) (6 
geldt echter niet. Ieder om O zwevend getal levert een tegen­
voorbeeld. Wel geldt: 

S~.; CX j. 0 ,. 1.X I: j:_ --), ---, (X # J3 . en dus: 

s~. : ex :t 0 ... r-,( 1-':)2:> ~ ex = f-> • 
};laar niet: a/. p ... ():: < ~ --i' ()l ) ~ • 
Uit de twee negatieve praemissen is geen berekeningswijze voor 

de index n af te leiden. 
De substitutie-eigenschappen van deze ordening t.o.v. de 
gelijkheidsrelatie: 

St . ; 0( < {:) ,. 
CX<~--

~=¥ __ _, rx<t. 
ex = o - -➔ ~ ( 1~ 

worden door het zelfde bewij s ::;egarandeerd als da tgene , wat, 
tweemaal toegepa st, CLeze zelfde eigenschap voor de verwijde­
ringsrelatie leverde. 

De transitivitsit~v-an de ordening vol~t onmiddellijk uit de 

in}::ril11pingseis voor d8 reele 0etallen en de transitiviteit 
van de ii.1tei-valordenin6 . 

_3t. = 0( ( r~ -- 0 < t ---> D: < ~ . . . 
.Dvenals de analoge stalling voor de vaI"Wljd.eringsrelatie, geld t 
ook voor deze ordening: · 

i?t • : C( ) p -~ v; [ C;{ ) ~ V ~ ) ~ ] • 

Dezo ei~;enschap wordt woor op geheel dozolfde wjjze aangetoond. 

LI. 29 ~ ,}en orderelatie x < y , ook indien zij in een anclere 

verza~eling dan die van de reele getallen gedefinieerd is, 
noemen we een E.,_seudo-ordep.iJ:IB [Heyting, 1925, pag. 56], 
\'Janneer zij, zo als de besproken ster1:e ordening der reele ge­

t all en, voldoet aan; 

I~ X < y ---1 X -1- y A X i y . 
X = y --) X ,f y ,. X :J:;.y • 

x)y~ x.f::y ,._ x/.y. 
II: x < y ... x = x 1 ,. y = y 1 -..-.4, x' < y' • 

III: x < y ... y < z -➔ x < z • 
IV: x../::y,. x:i,..y-➔ X=Y· 

V: x < y ----? Vz[ x < z v z < y ] • 

4. 30: .IDvenals de ver1rjderingsrela tie is ook deze l?.§_~udo._­

or_q__~_;i.ip.g van de ree·le getallen inv~-~iant _t..!-~Y..!-2J?-~l].~_n en 
t. o_._v..:....~.z11en:L.n.gy.E..:1-_~E,.~1l. me~ -~n. get~l~-+:L2 .. 



• ' (~ > ___ ~---➔ _Cl+ X > .f-; + ~ 0. • 
<J, , R:> ,. t > o -4 ex 't > J.J i 

,r,ordt dezelfcle wijze aangetoond. 

ti. :. Hat analogon van de klassieke rela tie ex_ ( 0 is 

intuftion:lstisch; c.<. l> f~ · 
lijkheid om te beslis.sen~ 

cx.~p --t (X (f:j v CX=/2> 
staat echter niet in het al gemeen. 

Uit Cl. 'j, µ D --, ( CX ) J6. ) D --1 3 n [ An> Bn ] volgt 
on.::liddellljk · 

CX. P }?1 t ·➔ ~\-f n [ An >Bn J · 

Hoewel we niet van ieder paar gegeven reele getallen 

en }·J , J:um1·::m ui tmaken, welk van beide het groot ste, , 
re.spectievel\jk het \:leinste is, kun~en we toch, als in ( 4.11 ), 
definiEiren: 

i ') . . . . 'I 
!~~- --t-~_,_J:.LJ ... TI :: rna.,"( iAn' Bn} r D 

- f ( -ax f a b · l 
D l "' i. n1 ' n1 J ' 

min 1 Ct •. l .3.>J =. linin JA .B l l = 
--- -~------r ·-J- D i ; n ' n : I D r . .. . . I 

D i(nin {an1'bn1f' 

Hiervoor geldt zeker; 
. I) 

mav .1 (' 1··., : ..;· ex. 
"" I , \ ' -· I , ' 

max ~.· (\:. ; (j' ·.: <;Jr r..,,_ I ,, , .1 I F ,, ],., • 

Onderstel -~tl8-X ( ex , ~ ~ < 0( Dan t e vinden een 
index n zooat: max 1 A ,B· t < '1i., .: 

11 n, .l 

en dus ~ aax -{ an2 , b112 } ( an1 ( ¾J.2 . is, 
:. '.la.r dit is contradictoir. 
Oo 1;: ldt; 

• , ---, ( max { Ci , (~ } ) C\ ,. . max { , ). , ft } ) p ) . 
... b.·.~e.v.·.·._'iisi·. 0,1,·"df,I"'Stel: ·11°~r r , .. ,, 0. 1 .... -,, _ _ :-:1.!.,; .i - • Lo..!-. : ,_,, , !--.J 1 ,/ c,. en 

,.nax { ex, p l ) f?J Dan te ·vinden een index 
( ·1 { ~ 

n, zodat~ 
Bfi, dus, zodat zowel; max i A11 9 B11 j ) "'n en max: . A , B 1. ) 

r ) n llj 
max I ani 'bn1 !' ) 3n2 ) ani i al s 

max: f ¾.1, bn1 J ) bn2 ) bn1 is. 
c.Jar dit is wee-:= con'tradictoir. 
Analoog ldt natuurlljk; 

m~n { D(. , 0 J > ex . 
illlll 1_ ()( , )0> J > p . 
( min { t"v , ,(~\ . . ·1 < {",,,' · r ().._ i Q 

-, \A. - f '-A ' " L1~ll \ 0( ' Jv f ( Jv ) 
• ,, a < p -➔ min 1 ex , f:) } = ex ... max { ex 

, en oolc 

f>}=P· 
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Ll-. 33; De in ( 4.11) e;edefinieorde absolute waarde: 

I ex I D {1 J\il} fi { max { ~, - ~,o-}J D --· 

D { ( max \ ¾i , - an2, 0}, max { 8n2, - ao.1, O} ) } . 
heeft de gewone eigenschappen van de absolute waarde. 
Voor ieder n 3eldt; 

( max { ani , - 9n.2, 0 } , max { an2 , - ¾1 • 0}) ~ 
~ ( max { ani, -

Dus is bewezen: 
9n2} , max {~2 , - 8n1}) • 

:.::-t ' .;:?_. fl 10:. I= max {a , - C( }. Verd.er geldt 
.::it. = f c_y_ l < o • 
. 3t. ; } ex f2:>_ t = I ex J • t /3 ) ( ui t 4.15). 
,~t.; f 0.. + Jj I ::6,. ICXl+ t f~I (uit 3.13). 

3. 34: -~-n~t_eE_v.'.:1._l_l~e!l.__i_n __ d_~~ . .Y_e..F._~amelin_g_ der reel!L.&.~.&!..~ 
kunnen op vo:i:schillend.c wijzen 1,-iorden gedefinieerd. 

Indien bokend is, dat ()( < 0 geldt. kunnen we een 

open, res~. gesloten interval bepalen door: 

~E(Cx,/~) D ct < S ( ~ . 
t E. [ a: j ;'j J u ex 'i> s ::i, f> · 

Is de orderelatie tussen CX en f~ onbekend, dan kunnen we 
nog def inie·ren~ 

tc.[ ('( , [3 J fl 

Deze laa tste bepaling stemt, indien 

erboven staande definitie overeen. 

¥ = riin { ex , ~ l "' S == max { Ct , j?,] -? 

~ew!-.1§_: Indir0ct. 
( ~. E [ C( , ?> ] ~ ~ E: [ ¥ , s ] ) • 

Onderstol t. > (X en ~ ) j?J , dan S ) ( en ~) 0 
Dus ~. E [ 'i,, J J ~ § € [ 0: , ~ ] , 
Onderstel ~ ) J , dan t ) 0( en 

Dus t E [ ex , f:::> J ~ ~ e [ Y.. , tS" ] 
Naast het boven gedefinieerde "sterke:1 open interval 

(Cl...,}?) , ku;:men we ook een •1 zwak:'1 open interval bepalen door~ 

~E~cx,_03 n~ e [ex,~] A~"# Ol-- ~ 1ft. 
4. 35; Tot nu toe dachten wiJ otis de rij intervallen { An} , 
welke cen reeel getal CX definieerde, gegeven door een wet, 
die het mogelijk moest maken, ani en an2 te berekenen 

voor ieder index n. 
De verzarneling van alle eindige tekenrijen, welke in 

een taal met eindig veel tekens (of woorden), op te schr~ven 
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, is echter aftelbaar, en de verzaineling van de o·pschrijf-

"Netten moet <laar een deelverzameling van zijn. Dit doet 

ons vermoeden, we, door alleen deze door een wet gedefi-

ree'le gat2.llen te erke1rnen, niet het gehele continuum 

uitputton. 
Naast d~ze> Joor oen wet ~edefini~erde, voeren we 

· " · · - · h t de . t - 1 .. n1cuwe reel.e ;:;etalHm in, waarvan 1 e n in e1.."'Va vr1J 

mag worden uit een zekere verza;neling van intervallen, 

zelf door een Vlet en door de vooraf gaande (n-1) keuzcn 

bepaald is. Bon dergelijke rij intervallen noemen we een 

keuzerij van intervallen [Brouwer, 1918-1919 1 1924]. 

( oudJ door e2~1 wet gedef iniecrcle ree·le get all en krijgen we 

hierb)J te1'ug, indien voor ieder n de verzameling van inter­

vallen, waaruit de keuze '.;emaalct kan v10rden 1 -precies een 
em.ant be vat. ) 

::.teeds moe::ten de ,,retten, die de keuze-vrijheid bepalen, 

zo ;_;efomruleerd Zljn, clat '\,-e een reeel (j8tal krijgen, dwz. dat 

al ti]d een volgend i;'.J.terval in het vorige bevat is, en dat de 

intervallen coavergeert. Ctn di~ laatste te bereiken 1 kan 

bijvoorbeeld gee'ist vvorden, dat ieder volgend interval een 

lengte heeft, hoof~stans selljk aan de helft van de lengte van 

vorige interval. Eebben we narneljjk eens een reeel getal 

CX. ge~even, dan kun1en we door ,;qec;laten van intervallen 

altiJd een intervalr:.j hj_ervoor vinden, zodanig dat de inter­

vcllengten ervan wil1e;~eu:rig snel naar nul coi1vergeren. 

0;,1clat b:j de ~edef iniEie:rde bewerkingen met reele ge­
tallen steeds het n · e interval van het ge zochte getal be­

paald word.t raet bel::ulp vaii de nd.e intervallen van de gegeven 

r;etallen, ku::::men deze bewerkingen even goed met de door 

·!:euzer1jen gedefinieerde reele getallen ui tgevoerd worden. 

De resul ta ten ziJn dan weer d.erge lijke get all en; 

11-. 36; Om het vol1:;ende tec;envoorbeeld te kunnen construeren 
I110e ten \re 

3t .. ; ~".:en 
1•1et reele 

gebru:.i.k mak1;n van de,. oak op zich belangrijke, 

in}·.riE'.gende, convergente riJ afgesloten intervallen 

e:i.nd1)unten beri ... ealt een en slecht1:1. .t..t.n ree"el etal c ~ t::t:: h 1 

in alle in rvallen bevat is. 

~1€:!11_~: N oem de ree·le intervalrij {[ v. , 6. ] } met 
( - · Ill l ' 

)(1 ::: ( cij1' cij2) en ui - (diji' dij2) :3chrap 
zoveel intervallen hiervan en benaderende rationale inter-

vallen voor ii en 6 i I dat voor alle i geldt~ 



I/·. -:\ 

27 

ti!< 2-i 

< 2-i voor alle j . 
voor alle j . 

De ra.tionale rv:Jlri: 

I , ) 
\,_Ciii' aii2' 

bep:i.al t het zc chte rec;le c;etal. Dit getal kun1en v1e nu 

oo;: voorstellen door [ ¥ i , ,5 i] 

1.~. 37~ bll.jkt nu niet; mogelljk te zijn, het gehele continuum, 

of ook een interval hiervan. - bijv. C D [ 0 , 1 ] - , zo in 

tvree niet lege, disjt: . .ncte deel verzamelingen A en ~3 te ver--
1 ..::1 '- • _, f; .(, ·tt k . f f:EA' en, ua·0 voor ieucr ':.:) E: v ui e ma en is o s 

of S E B Ls. Het is deze laatst e, intuitionistisch zo 

st erk te inter";;)re t,::n·e:r1 e is, v1elke het ons mogelijk maakt een 

· 1tegenvoorbeeld: 1 te construeren [Brouwer; 1926, pag. 62]. 

Onc:.erstel n.l., dat CX 1 E A en J3tf E B is. 

Dan ku.men. \"Te. als ,-re reeds Oli E A en fli E. B gedefi-

nieercl :-.i.e I) e,19 \TQj_' :1811 V . = ( (Y. + ()., . ) /2 '. en bepalel\ \V:"".t Q l ~ )~1,. 
g0ldt, uf' v. ~E. A of. Y ... E B • Indien. het 

01. {j l . '-

eerste het geval is 1 definie'ren we; CX.. l'l. = V , A. = f.)..; 

fa~_} J.+..t. . (l i I 1'-'i+"1 _t-J._,_ 
in het tvreede geval~ O:'. '1 = CX.., O. n = V . . voor alle 

1.+..t. A]_ J.+J. 0 l 
i e;elclt dan; CY. i E A en )-:-1 i E B • en 

t o. >1 - f j .. 11 l = 1 I ex. - f3 . I . 
1.+.L <."" l-,-.L l . l ( 

ZiJ nu O = { [ (X n, 0:1] } ( Ll • 36) en bijvoo·rbee ld {) E. A • 

'ile definie0 ren nu O"" = { ~,:} met 6* n = [r.Xn' f2>nJ , indien 
onder de e erste n decinalen van TT geen ·1rijtje '1 voorkomt 5 

C:Xn == [ /2\c,Pk] , indien onder de eerste n decimalen van 
TT wel een riJtje voorkomt 5 en k het rangnU111..mer is van de 9 
ui t het e::;rste r1,Jtje, 

Dan geldt; . ,...~ ( 

U= 0 EA+.:- ➔ 
<l*E BE-➔ 

· 1er komt geen rijtje in TT voor". 

• 1er kornt een rijtje in n voor''. ,....* 
Over bet zo :,;edefinj_e·erde getal O kunnen we dus niet be-

slissen of het: tot B of tot A behoort, voor we weten of 

in n een rijtje voorkomt of niet. 

De mogeliJkheid om een verdeling van .c aan te geven, 

die de vereiste eigenschappen heeft, impli-ceert dus de moge­

lijkheid om alle pro blemen van het type "komt er in TT een 

rijtje voor?· 1 op te lossen. 



§ 5: Lineaire Algebra. -f) 

5.1~ ZJ.jn gegeven n __ ,lineaire vei--:gelij~iYllten_met n onbe­

l~e.."Q§...§-12: x1 , ... ,xn in de vErim 

:Z a. 7 x. = b . vo or i = 1., ... , n , 
Jc=i L.C .K l 

wa?.rvan de coefficie'ntendeter;ninant van O verwijderd is, 

d D det (aH) fl O , 

dan J:cunnen de onbekenden, evenals in de klassieke wiskunde y 

.. ) berekend vvorden met de regel va8" Cramer, 
k 

xk = cI' ' 
waarbij dk de determinant is van de matrix, die ontstaat 

door in de matrix (a. 1J de kde kolon1 door de kolom van de 
l.,.-.. 

bekende termen b. te vervangen. 
l 

Een ietwat abstractere behandeling van het onderwerp 

van deze paragraaf is te vinden in [He3rting; 1941, § 2]. 

Ook is er in dit geval slechts een o-i;:ilossing, en geldt 

dus~ 

3t. I 
n . _ d.k 

V . [ i a.}r Pl,.== b.] ~ V1 (pk = -d--] · 
l k==l l \. '- l { . 

Deze ,stelling ]:an bovendien na contrapositie ( 4.2!) intui­

tionistisch positief ceformuleerd warden, door zowel ante-

cedens als -s ucc G-_d.ens te verscherperi. 

Verscher.12...tf-Ifenduidi111,eidsstellir?:_E~ n 
::it_. __ II: "=! k==i [pk if. . ..:f] ·-➔ .3~=i[k!1 aik pk /=I bi] • 

· --:J n d1,,. 
f_(:;~!}i§. g Zij _J k==i [ pk ii ··l] 
Jtel m.k minor van 

L D 
in de matrix (a.l) . 

l <: 
n n 

Da~1. geld ti ;' 
mil l, a. l xk = dx1 LI • 

i=1 k=1 LC 
11. n n 
z mil 2 a. J Pk = dpl JI dl = z mil b. ] l{ 

i==1 k=1 i==i l 

11 {' n dus; "=t 1 [ Z m. 1 1 a. 7 pk - b 1.} f-1 0] . 
i='.1 l k=1 LC ~ ' 

du,s~ ~l,i[ mil {k!1. aik pk - bi}// OJ , wegens (4.21) 

n 
dus~ 3 .[ . Z a. l PJ - b . i/ 0] 

J.: . k='.1 l { { l 
vvegens ( 4. 20). 

. 

----,------------ ---------------------
') De conventie 9 dat reele getallen steeds door Griekse 

letters worden voorgesteld, wordt niet verder gevolgd. 
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5. 3: .Je theorie ao.!1{;aande 1?.._~y_e_'.!'.'E.elijJci.~_n __ met Jl_S>nl?J,ill-_2.en 
is, ~ven~ls in de klassieke wiskunde, te formuleren rond het 
begrip: ·1ra.ng van een matrix··. De intu.itionistisch verse.harp-
te l~Cfinitie hierva,.1 is: onder/ 

1Een matrix heeft de _f'ang r , indien minstens een/o.e·ter-

linan t van r r1jen en r kolommen daaruit van O verwijderd 

is, t0rvql alle onci.erdetert1inanten van r+l rijen en kolomraen 

aan O e;e 1 \jk zijn. 

Het voorbeeld van ee-.1 uit een, om O zwevend, getal a 

bestaande matrix, waarschu~rt, da.t het niet steeds mogel:ijk 

behoeft te zijn, de rang van een gegeven matrix: te bepalen. 

5 • l~: Indien van de gegeven p vergellJkingen met n onbeken-

den: n 
(i) ~ ·a.k x1 = bi ' 

voor i ;::: 1, ... 'p 
k=1 J.. .{ 

n 
·.velke m0t gebruik van de afkorting L. (x) = 2 aik xk te :schrij-

1 Dk:~ 
v.eh ·zijn als Iii (x) = bi I cle rang r bekend is, en we dus 
een boofddete1'minant h van r r1jen en kolommen kun:1en kie­

zen, zocla t h JI O iD, kan de ze hoofddeterminant door herorde­

:.1.in6 in de linker bovenhoek 6ebracht warden - h = det (aik) 

voor i,k = ~, ••• ,r. 
De verfjcl 0.jkingen (1) zjjn clan te schr:ijven in de vorm; 

r n 
(2) 1i a.k xk = b. - Z aik xk, 

k='l i. 1. k=r+l 
voor i = 1, ... ,p. 

De eerste r vei~u;elljkingen hieruit zijn bij willekeurig gekozen 

x_,, " , ... ,x vol gens (5 .1) met de re gel van Cramer op te lossen . 
.L +.L n 

.De 01)lossingen 

( 3) 

worden li~1.eaire functies van xr+l' ... ,xn ; 
hk(x '.L, ••• ,xn) 

x . = . ..-:..:..-..E.± __ --- , voor k = 1 , •.. , r . 
k h 

JJe oplossin(;en (3) voldoet voor r+1 ~ q ~ n aan 
L (x) - b = 0, indien de qde karakteristieke determinant 

q q 
kq , Helke ui t h ontstaat door randen met de coefficie·nten 

van de qde vex-gelijking (2) (dus met voor k = 1, ... ,r ) 

en mat de kolom van C:.e bekende term.en 
aqk 
b. 

1 
(voor i = i, ... ,r,c:. ), zelijk aan 

[Heytin6 , 195L1 , n°. 11]. 

O is. Zie hiervoor 

De gevonden oplossiag (3) voldoet dus voor willekeurige 

xr+i, .•. , x11 aa.n ( 1) , indien . kr+i = kr+2 = • • • = kp = 0 is. 

5.5; ,:;;-t:;.: Is daar .. ::ntegen k 8 ;i. 0 

s met s = r+1, •.• ,p, dan bestaat 

Bewijs:. Ouder-stel, dat (p1 , • · · ,pn) 

3ubstitutie van xr+IJ. =-Pr+1.,···,~ 

voor rainstens een index 
er geen oplossing van (1). 

een oplossing was. 

= p in (3) moet dan n 
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geven ( we gens 5. 2) x1 = p1 , .•. 9 xr = pr . 3ubsti tu tie 

hiervan in de sde vergelijking van ( 1) voor r+l {. s ~ p 

geeft k 8 = 0. Dit is in strrjd met de onderstelling. 

Dit resultaat is vre8r te verscherpen tot een stelling over 

de ;1Y..i:?£§_9h~;r:-,J?te nood~~rnlijkheid ;vaYl...._d._~ ___ orlossingsvoorwa9-:r-: 
den." 

St~-~ 3 n 1 [k /I OJ ~ V ~ 1? 1 [L.(p) # bi] . 
~- s=r+ s P1. ••• Pn ._ i= 1 

;El~§.~ Weer door hetoplossingsproces te volgen. 

Z1j k fl O . :3ubstitueer in (3) x 1 = Pr "',. • • ,xn = Pn • s · r+ +..L 

8tel, dat dit oplevert~ x 11 = q1 ~ ... 11 :.x: = q Dan geldt 
..L k r r 

Ls(q1' · · · ,CJ.riPr-:-1' • • • ,pn) - bs = ....£ f-1 O ' 
en dus vol0t uit (4.19) ; h 

L (p) - b I=/ 0 v L (p) - b JI L (q,,,, ••• ,g_ ,P 11 , ... ,pr)-b8 , s · s s s s -..L r r+ ..L 

Indien L (p) - b l=/0 is, is het bewijs voltooid. s s 
Indien Ls(:p)_- bsi/L8 (q1 , ..• ,qr,"Pr+'.l'''''pn) - b 8 is, 
moet er volgens (4.23) een index i met i = 1, ... ,r te vinden 

zijn, zodat pi II qi is. Ui t de verscherpte eenduidigheid 

(5.2) van de oplossing (3) volgt dan 

--=t 1:_1 [L .(p) - b. /:/ OJ • , __ J- J J 

5,6: De gevonden oplossing (3) met n-r parameters 

xr 1 , ... ,x11 is volledig, dwz.~ h.(p ... p) 
. , + -'if p · -'vf r 1 r+1' ' n .:it. I~ _· . 71 [L.(p) = b.] --4 · 1 [p.:::- -----~]. 
·---- l::=..L l l l= l h 

E~!~j~ ~ Uit (5.2) St. I. 
Jit bewijs is na contrapositie (2.7) door versterking van 

antecedens en succedens weer positief te formuleren als de 

; 1versche=o2..te .. volled~heidsste1-lin_g;1 : 

, ,_....,r i(pr+1'''" 9 Pn) 3r · , J 
,·)t. IL __ji=1[p!f-·~-·---h . ] ~ i=i[Li(p)/4/bi . 

Bevn.is; Uit (5.2) Gt. II. 

Hoevrel we antecedens en succedens beide versterkt hebben, 

1;:un:nen. wij toch ui t II weer I afle iden, en wel 1 omdat het 

succedens van I stabiel (~~~) is, door 5en indirect bewijs. 
BeW1.7s : Onderstel p1. fl 1 Pr+l ~- .• ' 'Pn . 

h 
Dan volgt uit IIg 3j=l[Lj(p) JI bj] • 

antecedons van I. Dus uit Vf=1 [L1 (p) 

hi (pr+1' · • · 'Pn)] 
-i ;-=1 i [:pi JI -~---- , dus 

h 

Dit is strtjdig met 

= b. ] volgt; 
1. 

-..._._/ h · ( Pr ,i , • • • ~ Pn) 
Vi -,, [pi fl 1 +.L ·] , en dus wegens ( 4. 8) ook 

h 
h. (-p ,, , ••• , Pn) 

'--/. [ P. = - 1. r+..L -· ] • 
l 1. h 
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5.7: De !:'f'hankelij}cheids~n_onafhankel~kh..!J.d~relaties tussen 
vectoren ·~ gvopen vnn n reele getallen, ~ D (a1,·••t8n) -
zijn in de intuitionisti.sche wiskunde in scherpere en zwa.kkere 
te verdelen. 

Def.: ~ ~) -~, 1r D ( 0 ~ ... , 0) . 
(1.1) a= "'S DV i=1[ai = bi] • 

( i . . ) _. ' b=-+· ...,.. rlb 
ii a ::;r:: fl -1 a = • 

n 
(iv) "it#!t D 3 i=l [a1 JI b1 ] • 

(v) afhankeltjk (~1 , ... ,ip) D 
l5 3 i\, ... , "11. [ (I\ j_ /:I O V • , • V \ # 0) ... 

l p ~ ➔ ~ 
.,._ .Z I\ . a1 = u ] • 

• '1 1 
l.=J. 

Di t is een belangr1jker relatie, dan de zwe.klcere, 

welke ontstaat door /\ 1 /IO door /\ i I O te ver­
vangen. 

(vi) onaf:hankelijk (~1 , ••• , ip) fl --, afhankelijk C~1 , ... ,-!\I• 
(vii) vrij (~1 , ... ,tp) D 

n'7-t.. , ... , ?\, c c?\p1 11 o v •.. v 'AP II o) ~ 
1 .) r'). 

~ z /\ i ii # ~] 
i=l 

(viii) tr L., een lineaire combinatie van (a\_, ... ,ip) fi 

D= 3r, '"" [E = j A . t.] . 
/\' • • • ' I\. 1· _JI J. J. l ~ -J. 

(ix) 1t is geen lineaire combinatie van (l1 , ... ,1P) D 

n -·, cs is een lineaire combinatie van C'it1,···,1p)). 

(x) B vrij van Ca1 , •.. ,~) n 
'--/- ,,.-\ ' p "" ➔ ~ v '"\/ /\ [b /, :Z /\ i· a,.· ] • 

.u 1i' . • • ' f=> i=1 + 

N atuurljjk geldt de 

3t. = V rjj ( u\_ ' ... ;Elp) -➔ onafhanke lijk ( ~ ' ... , 11?) 
en : 1> vrij van (1!11 , ••• , 'it ) ~ i ia geqn :imeaire combi-

~-. .J. ➔ 'P 
natie van (a1 , ... iap). 

5 .8; r1e beschouwen E_]lomogene lineaire vergeliitingen in n 
onbekenden: . 
----- \ n 

, (4) z a.k xk = 0 voor i =.1, .•• ,p. 
kdl i ·· 

Indien de rang r van dit stelsel bekend is, kun..'1.en wij, 

omdat zeker aan de oplosbaarheidsvoorwaarden 
kr+~ = kr+2 = •.• = ¾ = 0 voldaan is, een n-r-voudige, 
scherp vol:ledige o-plossing vinden. We zeggen, dat een 
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s-voudige 0·9lossing te vinden is, indien het mo'gelijk is s 

vrije oplossingevectoren te be-palen. Dat we inderdaad hier 

n-r vr~e vectoren kunaen kiezen~ wordt in de volgende 

paragraaf aangetoond. Indien r = n is, voldoet alleen 

de oplossing 1 = ~ indien r < n is, is steeds de 
. ➔ ~ 

xr+l zo te kiezen, dat de verkregen oplossing x van u 

verwijderd is, 

5. 9; Indien een stelsel van homogene lineaire vergelijkin­

gen een z.ekere verzameling van o-plossingen toestaat, dan 

dan z1jn alle lineaire combinatiesvandeze oplossingen v1eer 

oplossL1gen van di t stelsel. 

Hieruit volgt; 

St.; Indien stelsel (4) een (n-r)-voudige volledige op-
J. osoinc:; t;col et.:-rt, 

(5) x1 = ~ i(xr+l'""" 9 Xn) voor i = 1, ... ,r, 
dan kunnen we voor (x.,,.., 11 , ••• ,x) kiezen (l,0,0, ... ,O)~ .... -,-...L n 
·(O,l,0,0, •.. ,0),~ •. ,(0,0 5 Q, ••• 7 Q,l) ten dan zijn alle op-

lossingen van (Li-) ce schrijven a.ls lineaire combinaties van 

de, tiet deze (x 11 , ••• , x ) uit (5) verkregen, vrije oplos-
-) r+.L n 

singen q1 , ... , \_,_-r . Anderzijds zijn natuurlijk al de ze 
l:~neaire comb:Lnatie s o)L'.lssingen van (Li-). 

BevrJ.is; :'.'.,j nameliJ"k (pi, ... , p , 1, ,i •••• , n ) D- ;:t e en ... _ ..... ~·"'--~ . - r t'r+...L, "n t' 

oplos;5inge11 van ( 1+), dci.n stemt 

:?r.•-1 :~di •:• Pr-:-2 02 + • • • + Pn C\i-r met 15 in de laatste 
n--r conrponE:ntea, en dus wegens de volle digheid van ( 5) 

00k :l.n di::: eerste r componen ten overeen. 

Voorbeelu.; a1x1 + a2x 2 = O. 
is bekend, De rang r 

10 

·;;,O 
'-. . 

r = 1 . 2o a fl O 1 is~ dan is 

een van O ve1~njderde ovlossing voor 
x2 met x2 JI O • 

r = 0 

Zo ,a2 fl O 

Ieder van 
is, analoog. 

0 . vervrijderde vector 
is een van CJ verwijderde o-::ilossinP'. 

C 0 

➔ 
X 

is onbekend. Dan is niet steeds van een 
CT verwijderde oplossing aan 
1.resel}voorbee1d: Definieer 

Rls ex en f;!; in (4.17). 

te geven. 

hiertoe en 

Indien a1 = 0 en a2 # O is 1 moet gelden 

x2 _ =. 0 , indien a2 = 0 ..en r¾ I/ 0 is-, moAt gel-
don ~r C ,.., l 

..,1. •"1 ·- · • L10 ans Tre geen van de·ze heide moge:.... 

lijkhed.e...11. :~urt:i .. en u:L tsluiten~ kmmen we gee·n van cJ 
ver~~derde oplossing aangeven. 
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Ook van bet stelsel 

a1~ + 92:x:2 = O 
¾ x1 + a2x2 = O • 

met 09 dezelfde wijze gedefinie.erde 81.. en a2 , kunnen we, 
hoewel zeker alle minoren van de ord.e 2 gelijk a.an O zijn, en 

de matrix dus nooit een rang 2 of groter kan hebben, geen van 
CT verWljderde oplossing aangeven. 

5.11; t;el geldt voor het stelsel (4) de zwakkere 

St. : ZJjn alle minoren van de ord.e s gelijk a.an O met 

s ~ n , dan geldt: ~ --, ( er is een van O verw:ijierde oplos-,, 
sing). 

Bew11s; Onderstel ~ ---
1 °. er is geen van O verwijlerde oplossing. 
2°. de rang van de matrix is a-1. 

Dan bestaat een scherp volledige oplossing met n-s+1 para­
meters, dus zeker een van~ verwijderde oplossing. 
Dus 2° ~ ---, 1 °. Dus 1 ° -4 --, 2° . Dus is de rang niet 
s-1 • Dus ook ieder minor van de orde s-1 is gelijk aa.n O. 

Op deze vv:ijze van s-i op s-i-1 overgaa.nde bewijzen we, dat 
0 •• •• 

in de onderstelling ~ alle coeffioienten aik = 0 moeten 
z,ijn. Maar dan is er zeker een van Lt ~J"erwijderde oplossing. 
Dt.1s is 1 ° ad ab 'll'dum gevoerd. 
Dus -r -, ( er is een van ~ verwijderd.e oplossing). 

5.12: · Klassiek geldt de stelling : 
" rd Jt. ~ Is i1c0der van p+l vectoren o1 , ••. , op+i een lineaire 

combinatie van p vectoren ¾,~ .. ,~p, dan.zijn deze ~... ~ 

b1 , ••. , op+'1 onde~l ing afhankelijk. 
In de intuitionistische wiskunde geldt deze stelling 

niet. ~en tegenvoorbeeld, uit vectoren met slechts een com­
ponent en met p = 1 opgebouwd, is als volgt te construeren: 

11 D 1 , 'S1 n OC en o2 D ~ , waarbij CX. en 0 
de in (4.17) gedefinieerde en in (5.10) gebruikte, om O zwe-

' 
·rende, getallen, (di9-ar ~ en a 2 genoemd) zijn. De in (5.10) 

govolgde gedachtengang leert ook nu, dat we niet in staat ztjn 
de gezochte, van O verwqi~rdet afhankeltjkheidscoefficienten 
)J1 enµ. 2 , welke aan µ 1 0( + JJ-2 ~ ::: 0 voldoen moeten, 
te bepalen. 
Wel is de zwakkere. stalling te bewijzen: 

--.1· p+l " Il '"'.\ ~ 
!it.• : V j,;:;:;1_ [ oi = k!l. I\ ik·· 8k ] ~ 

~ -, onafhankel:ijk ( E"1 , ••• , 'ffp+i ) . 



Bevrljs: Af hanke lijk 

n3µ, ... ,u. 
, :I. / p ...... 

#0) 

·~ [CJJ,i //0 v ..• v j-1 p+i #0) ,. 
....,_JJ\'·· •, r p+1 p+i P f\ ~ 

,. L, )U . z I\ 'k Elk = u ] . 
j=1 J k:::1 J 

"- , t _ I t te bepalen, die hieraan voldoen, is het 
Vlll 11.,•••,r i . 
~eker genoeg 1 Kis we een van 0 verwijderde oplossing van 

p+l 
(6) _i AJ'k/J-j=O voor k=i, ••• ,p 

J=1 

aangeven. 
Maar hierop is (5.11) toe te passen en dus geldt: 
-r--, (er is een van~ verwijderde oplossing van (6)). 
Hieruit volgt direct door dubbele contrapositie 

-, -, ( afhankelijk ( 151 1 , • , , 'Sp+l) ) · 
Dit kan verzwakt worden tot: ... :-. 

V P+~ >M' . p !\ ~] ( (" ri )) St .. : ._T. [ o4 ::: .Z I\ 'k ~ --i · vrij o1 , ••• , bTl+i 0 

- l--.1. . -~ k=1 l. J::' 

5,.13: Ook do inverse i~~,1icatie van stelling ( 5. 8) is 

inturtionistisch geldig. 
St. : Heeft het stelsel ( 4) een (n-r )-voudige, scherp 
voll(S)dige oplussing~ dan is de rang van de matrix (aik) 

oolt r. 
P~t bew:ijs, dat de rang niet groter dan r kan z~n, 

m.a.w., dat alle minoren van de orde r+1 gel~k aan O z~n, 
geschiodt door inductie. · We bewijzen hiertoe, onder zwakkere 

onderBtelline;, : 
St. : H9eft het stelsel (4) een minstens (n-r)-voudige 
oplossing, dan zijn alle minoren van de orde r+i geljjk aan 0. 

5. ]A: Bevrijs: 

A Voor r = n is het bewijs triviaal, omdat er 
gc8n minoren van de orde r+i ztjn. 

B ~ Indu~tie-onderstelling: 
De stelliug ijj bewezen voor alle waarden van r met 

n~r)s. 
Bet b8trijs voor r = s loopt dan als volgt: Gegeven is het 
bestaan van een minstens (n-s)-voudige oplossing van (4), 
a fort:to:ri dt~s dut Yan een minstens (n-s-i)-voudige oplos­
sing va~'.'I. ui t stelsel. Volgens de inductie-onderstelling zijn 



dus alle minoren van de ord.e s+2 geltjk aan O. 
Neem nu aan, dat m.instens ~~n minor van de ord.e s+l van 0 
verw:ijderd. is. Dan was de rang s+'1 , en er zou dus (5.a) een 
(n-s-1)-voudige scherp volledige oplossing aan te geven zijn. 
Dus zo uden vol gens ( 5. 9) ( n-s-1) vrije opl oss ingsvecto ren te 
vinden zijn, zodat alle oplossingen ala lineaire combinaties 
hiervan geschreven kunnen word.en. 
(n-s) van deze lineaire combinaties kunnen niet onafhankelljk 
ztjn. Dus hebben we een tegenspraak geconstrueerd met het 
gegeven, dater een minstens (n-s)-voudige oplossing bestaat. 
Dus is de a.anname weerlegd en moet ieder minor van de orde 
s+l geltjk aan O zijn (4.8). 

5.15: Het be~~s, dat de rang minstens gel~k aan r is, 
m.a.w., dater een van O verwjjderde minor van de orde r te 
vinden is, wordt eYeneens in verschillende stappen gevoerd. 

A: Voor r = n. De stelling luidt dan; 
~. ; Is~ sen scherp volledige oplossing van (4), da.n is 
er een van O verwijderde minor van de orde n te vinden. 

5 .16; Bewijs: 
1°. Vonr n = 1. 
Hot ste::.....,el ( 4-) wordt dan: a11 ~= 0 , voor i= 1, ••• , p. 
Het gegeven luidt: 

V~ [ P /=I o -➔ 3 1 [ ai P II o J J • 
Kies p = 1. • Dan geldt dus 3 i[a1 # 0) • Dus is er 
Pen v"Jr. 0 verwijclerde minor van de orde 1 te vinden~ 

5.17; 2°. Voor n) 1 , in de inductie-onderstelling, dat 
de stelling reeds vuor ieder m < n bewe zen is. 
Het gegeven luidt weer; n 

V jJ [ ~ II O -!' 3 i [k!i a 1kxk # 0 ] ] • 

Dit geldt a fortiori voor alle vectoren p met Pn = 0. 
Dus geldt; n~l 

'd- 'p [ (p // 9 ... Pn = 0) ---;.3 i [ Z aikxk # 0]] • 
k=1 

De inJ.uctie-onders·i:ielling leert nu, dat in de matrix (aij) 

met i = 1, ... ,p ; j = 1, ••. ,n~l, minstens een van Over­
wijderde minor van de orde n-1 te vinden is. 
Dit zij: n D (aij) mot i = 1, ••• ,n-1; j = 1, ••• ,n-1 • 

:n. 
Het stelsel Z a1k:xk = O met i = 1, ••• ,n-1 heeft dus 

k=1 
de rang n-1. 



Du.a is (5.8) een scherp volledige enkel voudige oplossing ( 5. 4) 

hic(xn) 4.c = ~-~--· met k = i, ... ,n-1 
h 

hien-an te vinden. Indien w1j xn fl O · kiezen, is dit een 

van cr vervajderde vector. Dus geldt dan~ 

a. ~-~~~ + a. x J:/ 0 ] • 
1.k h in n 

n-1 
:.:, l? [ z 

1.=n k=l 

Noam de index i, w~arvoor dit geldt; j 

Uitgeschreven levert dit echter: 

. . . 
. . . • . . • . 
8n-1,1 . . . 
aj /l.. . . • 

ai n-1 
' 

• • • . • • 

8n-1'rf-1 

aj ,n-1 

. . . . 
an-i,n 

aj ,n 

I=/ 0 • 

Dus is een van O verwijderde minor va.n de orde n gevonden. 

5.18: B : Voor n> r : 
De Stelling luidt dan~ 

ot.: Heeft het stelsel (4) een scherp volledige (n-r)-
voudige oplossing, dan is in de matrix a.k 

1.. -
min:-

stens ~en van O verv.rijderde minor van de orde 

ervan, 

r te 

vinden. 

5~19: Bew~s; Iedere vector p, met 

1 n <P1,,··•,Pr,o, ... ,o) , waarbJj voor •D.instens een index 

k , met k = 1., ••• ,r , Pie van O verwi.jderd is, is van 

iede~ oplossingsvector q D (q1, ... ,q11 ) van (4) verwrjderd. 

Ir1l.Illers steeds geldt: 

pk # qk v qk // O ' 

1\( qr+1' • • • '¾) . 
Aaar qk == --------~ een homogene lineaire functie 

h 
van qr+l' • • •, ~ • Indien dus qk /IO is moet ook min-· 
stens een van de getallen qr+l' ••• , ~ van O ver,·.1jderd 
zijn (4.23). 

In beide gevallen geldt d:J.S t II q . We gens de scherpe 
volledigheid bestaat er dus een index i, zodat 

n 
.t aik pk 

k==1 . 

Voor het stelsel 
r 
:z aik,xk 

k=1 
scherp~ volledige 

r 
= Z a.kn. /10 

k=l J.. ~K 
is. 

= 0 met i = 'l, ... ,p 

oplossing. Volgens 

is dus cr een : 

A is dus in (aik) 
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met i = 1., ••• , p ; k = 1, •.• , r een van O verwijderde minor 
van de orde r te vinden. Dit is a fortiori het geval in 
( aik) met i = 1, •.• , p ; k = 1, •.• , n • 

5.20: 6t.: Indien in een matrix A 
AD (a1k) met i = 1, ... ,p ; k = 1, ... ,n. 

een van O vervv.i.jderde minor van de orde r te vinden is, en 
indien tevens alle deter!,1inanten, ·welke hieruit ontstaan door 
randen met de sde rij en de tde kolom van A ( s = 'l, ..• , p \ 

t = 1, ••• ,n) aan O gelijk zijn, dan zijn alle minoren van de 

orde r+1 uit .~~ ::::;elijk a2m O en is A dus van de rang . r • 

Be'Wijs: Het intuitionistische bew1js hiervoor loopt 6eheel 
parallel aan het kl?-ssieke. 

5.21: 
St. ~ 

Dit resultaat is weer te verscherpen tot de Stelling; 

Indi en in A een m~nor IJ1 van de orde r en een r 
minor M r+1 van de orde r+1 van O verwijderd ztjn, dan is 

ook rninstens een van de 
met een rtj en een kolom 

minoren, welke uit Mr door randen 
ontstaan, van O verWij:lerd. 

5.22: met i = 1, ... ,r 
k = 1, .. . ~ r . Dan zijn de vergeljjkingen: 

r 

oplosbaar voor 
We definieren nu 

met i = 1, .•. ,r 

1 = r+1, •.• , n . 
met de zo bepaald JJ-. kl • 

r i = r+1,~ .. ,p 
= ,z; 9ik JJ.. kl. voor 

k=1 1 = r+i, ••. ,n . 

ail = ail voor de overige indices. 

Van de matrix Af = (a'ik) z1jn dus de kolommen lineaire 

binaties van de eerste r daarvan. 
Naast M i(a.k) is nu te vormen Mr+1(a·ik) • r+ 1 
i'·iaar M '.1. (a' .k) = 0 . Dus Mr+1(aik) #Mr+1(a'ik) . r+ l 
Dus zijn indices ,$ en t te vinden, zodat geldt: (L~.23) 

ast /I a' st • 

com-

De determinant 
verschilt van 
in het element 
aan O. Dus 
vervrijde rd van 
sde rjj en de 

I aik \ 
la 1 ik\ 

met i = 1, .•. ,r,s k = 1, ... ,r,t 
met dezelfde rijen en kolo:mm.en alleen 

resp • a I t . De ze la 1 • 1 I is ge lijk S 1~ 
(at - a' t)K • Beid factoren ztjn s s r 

o. Dus ~bben we door randen van Mr met de 
tde kolom een van O verwijderde minor gevonden. 



5. 23: Def.: De (vector.,.)rang van een stelsel n--vectoren 

is r D , onder de vectoren 11 , •.. , 1P zijn 

r vr~e vectoren te vinden, waarvan de overige lineaire 

comhinaties zijn. 
~~ ➔ 

Jt. , ~ De vectorrang van het st else 1 ve ctoren a1 , ... , a'P 

( ➔ ( )) _,.....u. rnet ai D aii' ..• , ain is r (-4 de matrixrang van 

de matrix A D ( ai ) (met i = 1, ... , p k = 1, ... , n) 

is r . 

-~ ➔ Ge geven a1 , ... , ar zijn v.rij: 

D V [ I ,//t --4 us; r D (1~,···,1) Fl 
,L , r 

r 
, Z 1.'it. f-1 0 ] . 

• 11 l 1 
l::::J.. 

. . , ,, n r , 
of; \_j ""'I_ (l 1 )[ l #°O ·~- ➔3 k-"[ i 1.a.kf/O ]] . 

V D i' · . · ' r .,, -.1. i=~ i 1. · 

Dus 0 is een scherp volledige oplossing van 

Dus is in de matrix hiervan.een van O "\Terwij::lerde minor van 

de orde r te vinden (5.15). 

All e ove rig e z~n lineaire combinaties 
-i ➔ , A van a1 , ••• , ar • Dus in de matri::t .. zijn alle minoren va.n 

de orde r+1 gelijk aan O (5.20). 

5.25: 

Gegeven de minor h == laikl (met i = 1, ••• ,r; k == 1, ... ,r) 

is verJ,.rijderd van O, en alle minoren root r+'l. rijen kolommen 

ui t .h. zij n ge lijk aan o . 

Dan is IT een scherp volledige oplossing van 

r 
~ xiaik = 0 met k == 1, ... ,n. 

i==1 

Dus vjn de vectoren ~, ••• ,ir vrij. 



tr: 72' 7~-'­l,). .. ) , Ci.at., 

r 
i~l x 1a1~ = aj~ vaor 

... 
i · l :~u. i_ t .Le:· 11.s ti scJ1 n:le t 

( . ·I . ' ' l cm. JL1-:1 tie va::-~ a •.•.• , a J . • • •) l, p . 

·-·> af:·1.nnkel;J:~ <H., ..... 15 11) . . . ~, , P+~ . 
:aat door coiltra)ositie over in; 

o ,1.·J.c ,:o..n1-~e l:jk / .. ":, -·► .... 
l,b 71 , ••• /o._. ,1 J ··• --> 

4- q--

-- ·> .. \-/ p-:-1 r -b) 
·· · · , li:10 1 Lce co:.11binatie .. I . \=1L. ,. 

·::::e L~atste scellin2; vol:;t oc-\: d:'"lor contro.;Jositie uit J.2 

- 1).1..'1 -;-·~[ , __ k=1 11.nu aire co:11binc:1.tie 

c,telsel vcicto:cGi"L 
--) 

a., 
.L 

(;11 
... , 
a,) , Ha}:c-van C::.e ;::i.:~'" an1,:-e l~jk ue id ::)f 

t... 

·,·{ - f"J 'I ".l..) 
C,l ~ \ . .L. ' •• 5 ' .J 

:is (\:, 1re,1a1,,, iu ( 1~.J.7), (5.10), (~'.3.12)). 

;·) ( '1 . ") ;~ = 1,( ,:J, i ., . . :> 

11 
11 
:1 

0 

1 

l+a 

0 ! 
1 1 -J . . I 

1+b! 

is, en d1.rn, indien a f. b is. 

0 

indiea 
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lineaire corn.bins.tie van 

0 1 

1 'l 

4 
a1 

0 

1 

1 1-:-a i+b 

is, 0-:1 d.us, i:1J.iea b -J. 0 is. 
r~ · -,-,,,,en· , .. :,nna·i re co;,1binatie van .,... ,.,,, l ~3 -.,.) ·~~ -' .l ... .l.L .. v ... --

C 0 
1 i 

·) 
ai 

1 

1 

1 1-:-a 1+b 

is 1 eil dus, indien a j O is . 

➔ inC::.ien en a2 1 

.J. 0 r 

➔ 

' 
indien 

!Em a2 

! 

0 ;:. 

. ,olane; dus geen van de ze cfrie w.oge lijkheden be\'2 z2n 

kr.1,1 , 'O rden, is geen 'S. aan te gevenj die niet een line-
-}l ·➔ 

a ire co.·,b:Lna tie van a,,1 en a2 · is• 

5.28: o l ;;eldt een analoge st ell inc; 1 indie n we het vrJj 

z~;;:1 .van (a:f" .•• , it) . mede veron(1erstellen 0n antecedens 

e:o. euccec1ens versterken~ 
➔ ➔ ) ,:,t. : vrij ( ap •.• , ¾ 
3·p+l ~ ~-➔ [ u vrij van •- k=l k 

Lcvr:.1s: .,.:;~; schouw de -,:1a trix; 
,.,, .... -- ... "'· ~ 

M 
TI 

a1 ,n 
o4'eo••••••••"' 

4:1, • 0 • 0 

0000.ioo 

ODO-OOOa•• o• 

D O 9 • b 1 p+ ,n 
-) -~ 
a,_' ... 'ap 
(J:.\.ies c.1eze 

vrij zijn, is in IJl en van O ver­

als h = aij , · met i = 1 1 ••• , p : 

J = 1, ... ,p) van de orde p te vinden 1 en op dezelide 

w,_ ze ee1 van C v,2rw:i.jderde t:1.inor van de orde p+i , welke 

LLl.C olc:,l-3,', te,1 bu~ opgebouwd is. 

:JiT; (:S.21) vole:;t dan, dat wo ook door randen van h 

iwt een r en ):olom van :,I eGn van O verviijde:rde minor van 

('..,; o·cde p-:-1 :·:u1.1.·1en vcrkrijgen. 1~1.j de ze minor uit h 
de . de s rD en de t kolom 

vr.·1.j van 

. ' . . 
••••••ooo••o••• 

aP i . . . . . . . 
.. ' 

[) l •••o•oo .s, 
( ~~ -~ ) 81.' ... 'ap . 

f-/ 0 . 



Deze stelling is ook meetlcundig van :_;root belang, ondat h1.er­
do6r het be 6rip dirnensie van een. lineaire ru.imte t positj_cf 
bruikhaar wordt. 

§ 6; V3elter~n. 

\lerx;elijk voor een gedeeltelijk net deze paragraaf parallel 

10-'_)encle behandelin.g van dit onderwerp (A. l~eyting 1 1941, § 3] . 

. , ( ) n n-1 6. l~ .1.!.ien veelterm f x D 8nx + 8n-i x: + ••• + a0 

heeft de &_T_'.9a4, m , indien am /:I O is en voor ieder i , 

met i ) m , geldt ai = 0 • 

Ind.ien een of meer begincoi:ifficienten V3J1 f(x) 0::1 0 

zweven, is de 0raad van f(x) on.bekend. 

~en maximum z.raad van f(x) is een na.tLmrlijk getal 

zodat voor alle i ) k geldt ai = 0 • Ieder natuurlijk 

get al, dat ~ n is, is dus zeker een !llEJ:!~ g_r~.£· 
~en mip._t~.EFE-9: van f(x) is een natuurltjk ~etal 

zodat er een a1 II O te vinden is, met i ~ h . 

n i m 
b.x1 6.2: Zij f(x) ,::; g(x) z weer D 

a.x en D en 
i=1 J. i=l. l. 

_clan def inie·ren WiJ g 

6.); De algorithr,ms> Ol1.l f(x) op een andere veelte.rm 

g(x) D bmxm + ••• + b 0 te delen, kan alleen 

ui tgevoerd - orden, b 
n / b m .L bo" j! xm-n + anx + • • • + ao mx + • • • .,.. ' \ -n - . . . 9 

indien a # O , e:1 dus de graad van f(x) be 1.cend) is. n 

n 

k 

' .l'll -: 

Het bepalen van de G.G.1). van tviee veeltermen met belrnl,:• 

van de algorithm.us van Euclides> kan, wanneer oen van <Le op• 

tredende re sten een onbekende graa.d heeft, op dezelfcle v:tze 

misl uk1:;:en. 

6.4: In een product van twee veeltermen f(x) - g(x).h(x) 
of uitgeschreven! 

n = ( p anx + ••• + a0 bpx + 

kan het bekend zijn, dat 

uitg~maakt kan wordenJ of 

(4.17). 

a = b .c = 0 
p+q p q 
b = 0, dan wel p 

is zonder dat 

C = 0 q rselm:', 



L;"atuurltjk geldt 001;: intuitionistisch steed,s 

a - b o _._ b 1 C1,- , Ji + • • • -:- bk-q " c q s 
;-: - p k-p . p- .,,_-p-,.1- - . 

i < 0 waarbn als ge\1oonlljk gedefini//e:rd is bi = 0 voor 
· ) ,, c. = O voor i < 0 en i ) q • Jlieruit 

en i ~ , 1 
v-olz~t 01L1iddelliJJ,;: (4.21) de stelling; 

.--, ·n I . .'' 0 7 . .,t.; a ll 1) ~--} --\ c.' 1; LlJ_ 0 1~ T' P. J ffil a,1dersom oolc.: 
k ' ,..__, r= :-q r .. 1_-__ 

··t , b c ;..,i O ---· ·· ....:i . [ J. ~ r + s a.j./0]. 
~? ... -· · r s .,.1 .__i J ' 
])ewiis: Z1. 1 b c /:/ 0 en r -:- s = k 

J 
Dan is minstens 

-----.. --· .. r s 
.~~n va.'1 de drie volgende mogelijkheden vervuld~ 

ex: a,/10. 
_{ 

~: ~j t [ br-t 0 s-:-t .r/ O ] · 
v~r-:1 [b ·c. l:/0], 
d . ,_1 U r-:-U S-U 

o•eval I:., 

[-:::i en 't 
-:x is het bewijs i:~eleverd. 

is te concludoren 9 (4-.20), dat 

In de gevallen 

ook 

b c ·il 0 r s+t ' 
respectievelijk br .... ucs fl O is. 

:.:ieker i3 dus of a Ii O of br 1 c 8 1 ;c/ 0 met r; + 
k 

is weer te concl uoeren of a:r, +s, 

s 1 ) k 

of .t/ 0 

rJ.et 

+ s') k • 

en C· l 
met . \_ 

l / q_ 

,iet vJor\o,0eJ.~ moet dus of voo:i.~ eea index j met 

r- + ,.. / ·J·, ( p + q ·.'' .• _·elden 
"" ~ t - ' 

a. ii 0 
J 

L:t.'.ien V.'e een V,'3.n O verrr'.iderde coefficie,1t en-t 

f(x) ke:men (e:1 dus n-t een minimumgraad van f(x) 

i3), LLnen v'e ee~1. bovengrens a2J1geven voor de graden van 

de facto1·\m g(x) en h(x) , met behulp va.n de stelli:::1.g: 

j•c;, : Jn ·t II O --) V _ [ u+ v ') n+ t ----> b = 0 v c = 0] , 
L - u, \l ,, u V 

,.., . r; " ( ) p_e_:'.:'._:'J~S." .w,J a11_t # 0 en u+v ) n+t • Volgens 6. L\-

,1.L1.-:ien ·:re r- ei1 s be·9alen~ zoclat r+s ::: n-t en 

b_.,c~ /-/0 is. Dan is u + v + r + s) 2n, Dus zeker 
.1. ~ :> 

u + s ) n of v + r ) n . 
-:.itel, 

c~ /I'] u,. 
ti 

dat u + s \ n is. 
/ 

Onderstel nu~ dat 

•·~ we~en (4.20), dat 

bu /I. 0 was. Dan zou er 
120n k , .wt k ~ 

ak/::/0 ,·as (6.4). 
u + s) n te vinden zrjn 1 zodat 

:.aar cli t is niet mogelijk. Dus is 
b O ( /J. p\ . u ::= I ••C..'), 

Analoos is, inclien v + r ) n is, aan te tonen, 
moet zijn. 

I-Iac1.den we dus een ontbi!1ding geprobeerd met 
P+Cl) n+t dan gold b p = 0 V == 0 0 We had.den 



dus een vau beide , ,ir.:.1e.1 schra·,;rpen. Jieruit volgt, dat we 

p + q ~ n + t behoeven te beschou.wen. 

"' 
6. S = ~c:1. voorbeeld zij · 

f(x) - a r5 ' n x4 I- a ~3 .,.. 5·"' ... o.•, . ,:"'-D 11· I 
+ • • • + ao • 

·.:.ndien br:ilrnnd is, dat a3 -:;' 0 is. is het volgens de 

voorai. ·;::ia.nclG fJtcl :_in;_,; 0'.1 •odi:_; b:j h~t zoeken va."1 mo~elijke ont-
1 • ., . f' ( · ) - · ( .,.. ) '· ( ) - p b i 5' q j . d t .. 11nc1.inr;e,1 c ::. ,:;, .... , x :: i, ix • " c .x ver er e 

i=o j=o J 
1.n dau tot en :-riet p + C:. = 5 -:- (5 - 3) = 7 . 

In h0t r3peciaal belani~r1jl.~e :'ieval t = 0 

Is · a:1 ;;::/ 0 , daa ':7:eldt VJor -p + q ) n zeker 
Dus gelc1.t tl9 stellin:~·: 

wordt de steO:ing : 

b = 0 V C = 0. p q 

·~·':;.: ,.;13;,1 eel tern f(x) ,;1_et 1:>ekende grar1d n is alleen te 

ontbindon :i.n t;,n,'1e ve,Jltermen [-;(x) en h(x) , ind.ien g(x) 

en h(x) ))ei1~~.e be;:ende •:;raJ.en J1.ebbe::1 ( p , res·!?• d en 

p -:- (, = ::i. i s • 

s.7; · :.:1.et ~):"'tu]ei-•e,1 v,.-. cle deelba-3.rheid van een veelterm 

.,.,. ( ~,. )' 
"') -'\.. 

Jil 

i='l 

n 

i b.x 
.l 

besc~1oi.P'en vre 0erst het ee-;.1v01digste geval, wa.:i.rin bm ;:/ 0 is • 

• Ja.i.7. is rlc ,:_Glini:::;sal,0~ori tlunus ui tvoerbaar e :i kunn~n we 
sc11rij.ren ~ 

f(x) ~ G(x) . q(x) + r(x) , 
dl-'l 

,marbij r(x) - i c.x 
]. 

een v2elterm met maximumgraad m-1 is. 
i==1 

::.1 r;el :tt o:ujli, (elLJk 

,t;. : r( .½:) :: ·J --,)' Cl;( ;c) I f(x) i rna 0.r ook 

.,·c.; r(::::) ~· 0 -ry 1'(x) Ii. h(x) • g(x) voor iedere veelterm 

iJ(cc) • 

_.t1_Gyvjis. '?; J r(:x) # J • ,aa.r f(x) .::. g(x)q(x) + r(x) 

,.· ;_s f (:c) /¥ ;::;(AJ • q(x) . loor willel::eurige h(x) geldt nu 
( F1.::.lo 1 :; 4.1:); f(x) IF :?:(:::) • b(x) of ::,;(x)q(x) :ii g(x)h(x) • 

Ji·c dit lao.tst0 3.l ter,1c:"tit::f' volgt h(x) fl q(x) , en d ·.3.ruit 
•1,re Jr , .. at 

:;'.icie:1t 

:::'(:::::) - .i.:(::c)b(x) ze1fs een va:i O verwijderde coef-­
va·1 de ·J:.,de macht van x met r) m-1 be zit. 

~ (x) JI. g(x) • h(x) • 

6. 8 ~ L1 l,.et c:e ,ral, 

w1 jdord.0 be :~~incoe:f:i: i 

nl[;ori tb,:~us ·.rer:-':lijde 

lat van de deler g(x) 
'n.t b.m. bP.kend is, 

3een va~ Over­
moeten we de deling!:! -



. t , , 
:;(x) /f ·) , zoclat nunG ens een va..·1. 

(;;:_L~\ 
\ _,I •• J ~ 

I/·• _.. ~ l'.!.1C .. , .. 1 J.6 • 

.; ✓' , '.J. - r . 

" 
,..1us v:rnr 

d.ua q - (') j - ' . 

(. :i: i)uda t nu J.a:1 
n . 
1.; a.xJ. == 

1 i=o 
n - r + l 
'lolgende 

~i=o 
n,c chte 

b bekend is, en -pogen een 
I~ 

p i 
q(x) = :Z qix 

.J i=o 

f(x) ~ ~(x)q(x) geldt 

eldt, o,dat b - 0 iB .. r .'7' • 

k , met k ) ,j + r ,. 
"/ 

7 .• ·•:-e ,, .,c. lden :i + r 
i.,I~~ ~ 4- ·::.J"-"· V 

7 ' f.,) ,/ n - r e·eldt 
1-.) 

v;e stellen 
n-r 

( ·, ' •scr - ) q J.) "'.;'. ,.;., 

.J i=o 

n-r 

zodat 

vvee;ens 

voldaan zrj: moeten de 

= a m+n-r 
::: a,,,, , . .., ·r 1-

.L!11 :..1.- -

b (., 
·o ,.... in ., 
_l•l-C.. -~i. 

. . ovlilOOgOO 

. • . . . . . . . . . . . . . 

b o q.2 + biqi + b2Qo ::: a2 

boqi + bi qo ::: a1. 
b oqo ::: ao 

H3 beschcu,ren vaa c' •" coefficienten-matrix de :cn.inor 

r!1et 11-r..1.1 .r·. 1en e lrnlornrnen, w::i.r.3.rvan alle elem?nten in 

3..c hoofd.di,1:;onaal b1, z ,1. r if, dan 6f zelf verw iderd van 

0 6f minstens ~~~ 
'1 r+ 11 

va1 <le overige tcraen ervan 1 behalve 

b"- ~ is v0Y derd va1 
lb ' 

'.:in3't1:ms c,611 el :;ment I dat 

0. Ieder van deze termen bevat 
boven de hoofddiagonaal c~epla1tst 

is, en dat .:lus, indi:";n die term van O verw1jderd is~ zelf 

ook v,,m O vervr;_:c.i.lH'O. 1>1oet zi.jn. 

b // 0 s 
halen. 

Dus is 6f .:1 J:/ 0 r of te vinden ee~ s ) r t zodat 
is. De~cl1ue ~e ~chtengan~ is dan voor 

In teder gev;;ll ku:1:i.en ',;;e dus een van O 
IvI te her­

s 
ve rwijde rde 

;?inor van M vinden, welke van de orde n-r+1 is. De rang 

van :M is dus n-r+i. 
·voldoende en scherp noodzakelijk voor het be,staan van 

een oplossiJ.lg (qn-r' ... 1 q0 ) is dus (5.L1- 1 5.5), dat de m 



karakteristieke ·Je cerlilinanten K1 , .••• , Km alle gelljk a.an 0 

zi..]n.. ,,e vincl.en tlus de ste Ll int;: 

.St. ~ K" = O ... . • • , K = 0 f.::.2 g(x) I f(x) en 
.l. m 

en 3 ~=i [Ki J:/ IJ] f= =~ f(;;:) Ji g(x) • h(x) 
veel tern h(x) • 

voor ieder 

6.10; L1 (S.8) en (IS.)) }1ebben we dus de vraag of een veelterm 

f(x) <1.eelbaar is door een van O verrrijderde veel term g(x) 
teruc;ge bracl1t tot het ( ecllter niet st8eds in een eindig aantal 

stappen ui t te voeren) o:r.1.derzoek, of zekere, een eindig aantal, 
ree·le cetallen gelijk aan O Z'.1 n. i(et van O verwi.jderd zijn 

va".l ~~n dozer : etalle:c. leverde ook in beide :;evallen een scherpe 
ondeelb2ca:..~J1eid va:-1 f(x) door g(x) . 

§ 7 : Li1nietDrocessen. 
__ ,.. ... ., --·- ------- .----

Oneindige rijen en reeksen van reele getallen . . 
(Zie voor een uitvoJrigere b3ha.ndeling van dit onderwerp: 

[J.G. DDkman, 1952].en de in dit proefschrift aangehaal-
d t • 1 1 l•'f - -,-, 1 • --P t ) e ar -i .rn en van "" • .J. _-:,e 11u i.Ul e . 

7.1; 8::en fundamentele stelling van de klassieke analyse is de 
stellin6 va:i d0 1~leinste bovenr,rens: 

Iedero van boven beperkte, niet lege verzameling V van 

roele getallen bezit een kleinste bovengrens, of in formule·: 

3 x [ x e: v J ., 3 m ·--v· x [x e v --➔ x } m J - ~ 

~-, 3 g \-j"y["\fxlx E V ·-.-➔ x} :r] ~-=z g} y] . 

Intuitionistisch geldt deze stelling nie't voor de in J 4-

in::;evoerde reele getallen. Di t is de oorzaak van sorm 1lige in-
3rijpende verscllillen tussen de klassieke en de, op deze defini­

tie van re eel getal op:;e bouwde) intuitionistische analyse . 
.i.(lassiek volce,t ui t de stelling va:.1 de kleinste bovengrens, 

dat iedere monotone, bet?erk.te rij convergeert, of in formule 

"\-f~ [a. '\ a. "J A ~v. [a. } m] --> 3 [lim aJ.. = a] • 
.,_ J. _.,j--> i+ .L i i a i ➔<Jl 

De J::leinste boven3rens v,:m de verzmalints der getallen a1 kan 

namelijk als limes genomen worden. 



? • :. ; ir.1.tt1ition.istisch is het eenvoudig een j;egeny_g_o):".beJLld 
te con.;:;trueren, tegelijk togen de stelling_ van de kleinste 

poye~9_p.J! tm tog0n dn sta)li_n..£.1. dat it:dere monotone 2 be-

p_~p]s.te_ . .£:lL.£2!~.Ve.r__g~_e_rt,. 
'11t~genvoorb1:;eld ~ 

a = 0 voor 
n J . 

8n = l voor 

n ( k 

n >, k • 
1/ 

.;;.iiarbij kiezen we voor k weer het nmiLmer van de 9 ui t het 
eerate ·t-ijtje.i ·1 O l 2 3 4 5 6 7 8 9 ;, 1 dat in de decimale 

ontwik.k.eling van n voorkomt. k is dan geen, in een ein-

dig aantal stappon te bepalen, natuurlijk get al. k hoeft 

&elfs niat te bestaan, maar wel is voor ieder getal n uit 

to maken of n < k , n = k , dan wel n ) k geldt ~ dwz. 9 

of onder de eerste n dcciri1alen van n resp.~ geen r~jtje 
voorkomt; precies een rijtje vaorkornt, w:t.arvan de ··9· 1 de nde 

d.ecl..111aal van Tl is; eon rijtje voorkomt9 waarvan de ./9,, nog 

v66r de nde dacir:1aal van T1 optreedt. '.;e noemen daarom 

lt het "vJ.ucl:tgetal van 1,ot rijtjesprobleem·· en gebruiken k 

alleen in de combinaties n <., k , n = k , n ) k als 

e-0nv0udigG afkorting, 
Bovengrens en limes kunnen nog 0 

naar de uitslag van het r\jtjesprobleem. 

tieve e:x:j.stentie ervan kan dus noc; niuts 

of 1 warden, al 

Over de construc­

geponeerd warden, 

? • 3; De .=Ln1:.:1itionisti§£ .. he defj.p.rtie§_ van posi ti eve limiet 7 

'Ian 11,4£,_ij;J_ev§__~_~gy_§.f'ge_ntiq_ en van he t posi tie% criterium 

!-8..F._9~~9.fil luiden als volgt~ 

+li:m a = a --\-!- ~ \...-.I. ~L I a n J5 \. p·-: n V r n+r - a I < 2-P] 

+ convcrgant 

+cauchy 

{ an} D 3 a [ +1 im an = a] ,, 

I a 1 = \-; - '-:) \-./ [ i a -
l a f n ·· p-• n \ r · n+r 

Voor de positieve convergentie rnoet dus zowel het 
rue.le getal a , als ook voor ieder -p het natuurlijke 

g0tai n(p) , dat de convergentiesnolheid bepaalt~ con­
structief aan te gev0n zijn. 

7.4; Intuftioniotisch, zowol als klassiek, geldt~ 

§_E.~ +Cauchy {an}~ ) +convergent {anl . 
net bewijs ·1 (- ;i onderschoidt zich niet van het 

trivia.le klassieke bewijs. Van de vele klassieke bewijzen 

,a --,, a is het volgende ook intuitionistisch geldig~ 

Vanaf an(p) liggen alle getallen a ( ) in het inter-n p +r 



val (an(p) - 2·-ps a:i(p) -:- 2-"P) , dus (indien an 
bepaald wordt ged.acht door de ra·cionale interval-­

oak schakaling an ~ (a 11 , a 2 ) , waarbij 
l.J n, 11, .L n, rn, 

m( p) zo c;:coot gekozen lean -~ rden, dat 

a ( ) ( ) -·· a ( , ( ) ( 2-P n p 9 m p ,2 n p/,m p ,1 goldt) ook 

in h0t rationale intorval 

( -p}2 
an(p),m(p),1 - 2 1 an(p),m(p),2 + 

+2 aan de oxponen~ van 2 is toegevoegd om zaker btj sttjgende 
p ee~ inlr:rimpende rij :i.ntervallea ta kr:ijgen. Omdat doze inter­
vallenrij convorg0crt ~ belJi:i.al t zij op constructieve wljze een 

rcecl get al a . Dat +lim o.:i.1_ = a geldt, is nu eenvoudig te 
controlor0n. 

'7.5~ De _s~nduJ.2-_i_gheid en de verw:;.sselba.arheid met som, ver­

.'.?_q_h_i]-_ en p_~o_d_Ect_,1~o_i:_1,~Ll'.l5 z1jn vnor- de ze posi tiev-e limie~ gemak­
kel i.jk door een red.enering, e.n9.looe; aan de klassieke bewijzen 

aan te to11en" 
31:;.; -:-li.t.U an -- a "\ -:-lim an = a' ---) a = a' . 
St.; +lim an -= a ..:.1 • 

bn = b -➔ +1iro (an + bn) = a + b ... .. ,.lm 

St.~ +1:1.m an - 0. ··-> , l . ( -a ) = -a .. im . n 
1St o : -:-1 i,11 an -= a -i-7 • t = b ·-·➔ +lim (anbn) = a b ,, ..,_J_m . n. 

?.6: Indie:n. we de eis, dat de convergentiesnelheid n(p) 

constructief te bepalen moet zijn, laten vallen kunnen we 

parallel met (7. 3) de ~:.~!bE--~:ti~_s_ "Iran f)._egatieve ~et, p.ega­

};ieve co~V~.'f'_g_e.r]._!;J!:". en het n·er:atieve _c.E_i t~2:ium van Gau .. cgy op­
stellen. 

-~/ ·-=1 ·,,-1 r -lim ar._ = a D , p - 1 ---,._ r:. v r'" lar...+r ·· al < 
conver.:,,cnt ~ an'r· = .--=i [ -, im a = a] 

0 ._ I: .__. a ..1. n 

-c l ·1,_,,- .---1 .. • [ l \ / 2-P] 
auehy ; ant ~ \.' p --~ -----i ,_-a n V r. 1 an+r - an 1 " • 

De .:i::dst.:>nti.P ,;.-an 6.e J.i:niet a moet du.s weer construc­

tief aan l:e tonen 7,1J:1.. d.qt tegenvo0rbeeld van ( 7. 2) geld:t 

dus ook ~oo~ nsgeti~ve CJ~vergent1e. 

7. 7 ~ 1.T.:i. tgaande 7cm de bP.tekenis, die we in de intuitionisti­
sche wi.s 1-cur:..d,.3 a2.'.'. de ?10orden ·'voor alle x·, "er bestaat een 
x ", "Gn·· 9 .i0f·1 f ·1nie1,· 1 , an "als • ~., dan ••• ·· (dus aan de 
Symbo l en .,\_/ ., ., -:.• .1 .i :, .. v .1 •• - ., en .i -~ ,, ) 

-· \/ X l ,.:J X ~ .... ' ' I • • • , • • • 

hechten ( ~~ 2), kunnon we onmiddeJ.Jijk la.ten zien, a.at voor wil-

lekeuri.ge wiskllil.dig€ uitspr·aken A,· B, 01 • • • P(x), Q(y) ••• ) 

R(x,y) , , • zekere stcllingen geld.en (2.7~ 3.5, 3.6, 4.4, 4.7~ 

4. 21). 



.l.·-1, •l·°'"''"' nar.1 •n<>n·q l1·~bbe11 we de vol,z:ende stellingen uit 
.!~ ~"' <..:., ,u \..., ?; f ._).L Gl.1:""'-"··• ... ~ . .; '·-' 

deze 0 intuitionistischc loi;ica" nodig. 
,t. l: w- ; A( x) --~·➔ B(:;c J l .... -> ('-r [A(x)] -~ Vx[B(x)]) • 

--·-- " xL . , ~ V X 

Gege;ivcn "'ef x[A(x) -··-) .3(x)] en ~'t'/- x[A(x)] ° Kies 2en 
wille'.;:l~urige 1t,1a1:1.rci.e a \TR".l ce varia~nle x • Hiervoor geldt 

da11 ::i.(a) en ,\(a) --:1 J~(,i) o Dus ook B(a) • 

. Jus geldt "'7 xLB(x)] • 

·t ,, . ,-:i r1..1(v-) ·1 ,,--• ➔ · -f L'--. P(x)] .?.. .. ..:.:£~ -, ,_, x~ -- .i "=--- v x ' . . 
~'!~: ~-'""1' ~ Ge(~even --, 8 x[P(x)] • 
een 2,akere a. tsold J?( a) • Llan gold ook 

is stri.}dig 1r1et h~t gegcven, Dus op grond 

geldt - 1 r(a) , vr)or willekeurige a , 

V :J··-, P(x)] . 

Onderstel 9 dat voor 

~ -J x[P(x)] . Dit 

van bet gegeven 

dus ook 

(-· · :J.ogoven v- x[--, }'(x)] • Dus voor iedere a 

geldt -, P(a) . · as dus voor zekere a bewezen P( a) 9 

dan h>..d.don 1Ne ;:1,:m contradictie. Dus ook ui t ~ [P(x)] ,__, X 

vo1gt t'lG 1 contr-::i,dictie. Dus geldt --i ~ x[P(x)] . Door Gen 

contrapositie volgt uit deze laatste stelling~ 
~1t. ,:,~ ... 7 -1 '"::1 :P(x)] id -, ti- --i [J?(x)] . ........ --.~ . , . .,,__ x- ·· X 

In ( 4-. 7) heb1)en we re1.1ds laten zien~ 

:}_t • 4: : -1 X [ --1 p ( X) J -- -} ~ V X [ 2 ( X ) ] • 

l);~ omgekeerde implicatie~ 

.. -. ., V x[P(x)] -~ ~J x[-, P(x)] geldt natuurlijk 

intu1 tionistisch niet. ·•Ji t het gegeven vol gt namelijk geen 

inethodc o,u in cen e indig aantal stappen een a ~ vmarvoor 

··~ P(a) 6eldt ~ te be pal en. 

7e8; Als toepassine;en ·-ran 3t.3 en St.l r2spectievelijk van 

A--, -·,-"l A (2.7) en 3t.l geldt nu 

,3t.: -lim a = a ~.::.:·:.J \i- -, ~/ -7 V [•a _ a I / 2-P J n p V n r I n+r ' 

-Cauchy J a l r.:.:....} 'd --. \-cf, -- "\-i [Ia a J ( 2-P] 
I. n f -;· '1 p ' V n I V r n+ r - n • 

+1• im an= a--➔ lim a =a. n 

.iGen riJ' { an\, , w,1J.rvooL·" -(',quc1ny f\ an\ ldt h l • v_ . • I ge ' eet ook 
nonoscill0rend . 
..__,,, "'--~,-----· 

7. 9~ .&n Y.2._orbdeld van een wel negatief, m3,ar niet posi tief 

~,.2A,V~_£~ente rjj is als volgt aan te geven. 

an= 0 voor n I k. 
&11 ::: 1 voor n::: k 



f ) 

le wo2:r ··vluci:tge·'.;al vt1.n het rijtjesprobleem' is 

( 7. 2) • De r1j { 

Ond,;rst,;;l namel 
} conv;.::rgeert inderda.~d n,3g;a.tief naar O • 

dn.t voor ecn z re p galdt 

·----.. ,...-:i \--;· -· f I a - o I ( 2-P] 
• ·--·n \ r .. n+r • 

IndL=;n er c::on 

0us uit onzG ondorstelling volgts dater gaen k b0staat. 

11 ... cL::.n :3:Jldt z0lfs vooJ: iGder n 
. . p 
\-;I ~ ta - o I < 2- ] . · r n+r 

Dus is ui t do on.d0rstelling e0n contradicti,3 afgeleid 011 gclldt 
.,,_,- r-:.i -~./ . r < 1) 

'\/ p - - 1 -"' , __ J n V rl l an+r - 0 l 2- · ] • 

11 do 1•;J 

0 

{ a ) 
. ni t1to:jon wo niot bevver.:m, dat de zc -posi tief ne. ir 

di t zou immt)rs butekenen ( voor p = t ) ; d,st 

k 6f nit:;t b.:::stond, 6f cons cructi0f te berekenen was, terwijl 

7.10; 

,St. ~ conve.r '---;e::1t { anl- ---··➔ -Cauchy { an\ 

I\•_v_nis_ triviaa1 (uit hc3t -positieve bawijs)~ 1 ) 

Do o ,,.ge k2 Jrdo .. implicatie -Cauchy { an} --➔ -convergent { aJ 

u:0gun v-ro intuiti.Jni:.:;tisch niet affirmaren. Uit het nagaticve 

cri t0ri Ui.'11 vnn Crmchy kan niet tot een constructief bestaa.n vrm 

do limes a besloten wordon. 
1I10g,mvoorbvold ~ 

:J. = 0 n 
a = 1 a 

voor 

voor 

n < k 

n ~ k 

Il'""t bewtjs van -Cauchy { an} g:::i.nt a.ls 
':Jit -lim an 

voorkomtj uit 

Geen vai"'l b0idc 

= 0 

lim 

is dus 

ZOU volgen, dat 

a = 1 9 dat n 
te affirm.eren. 

in (7.9). 
er geen "rijt j e" in 

dit wel het geval is. 

? • ll ~ rij { an} ui t ( 7 .10) is 2-voudig nogatief convergent 

naar O on 1. 

De d8f:Lnitie van p-voudigc negatie'{_~ limes kunnen W8 

als volgt vastleggon: 

-p-li.m an = (b1 , .•. , bp) D --, V i=i [---, -lim an = b:J 
Il➔ C,:) n➔ CA:) 

Analoog is dt) d0finitie van W-youdig;a negatieve limes~ 

-W- lim a = ( t 1 , b 2 ; ... ) nf -• V ~1 [ -1 -lim an = bi] . 
~~n ~~ 

Ben voorb:}0ld van een CJ -voudig convergente, voor geen 

eindige p, p-voudig convergente, rtj is~ 

d.m.v. dubbele contrapositie (2.7) 
St G ~ (A ➔ B) ~ (-,-, A ➔ -,-, B) 



~l ·11 = 0 voor n < k . 
a = k voor n '-. k . . n ;;:, 

7 .12: Ook het b,:rp0rkt zijn vm Gen r1j { an} kunnen w;j 

2.92 i t_ief__ en ~eJl::\!i_i_eJ.. f orro.ule ~en. 

7 .13~ 

{ an} 

{ant 
m ] • 

an} m J • 

3t.. ..!i,.m ·;?ositief conv0rr;ente 1:~ is posi tief bepG rkt. 

I-Ict bcw~js hi,:;rv::•n is g.eheel ane.loog aan het klassieke. 

,~en nogatief co11·vergente rij behoeft niet+beperkt te 

zi,;n. -r,:g0nvoorb£Jeld~ 

~n = 0 voor n I k. 
an= n voor n = k. 

;.;,t. ~ •~·.::m. naga.tief convJrgente rij is negatief bsperkt, 

139_v,r1·is_; rfat positiove bewijs beruet op de implicatie. 

:..::inV-r( lit1+r - .1,\ < 20 ] -~ 4i V n[an)> m]. 
. -

Joor dllbbGle contrapositi-a (7 .10) volgt daa.ruit 
0 ,/ ,-- -

.. ,--/-::inv-r[ I ?,n+r - r:d < 2 } -,..,. ,...,3 V [a J> m] . . m n n . 
' ',:11 

-;11 clit kv0rt b0t bo;\'sjs voor di;; n.egatieve Stelling. 

7 .14~ D0 y-_J_~.:"h.~.~el b...:.1:'11:~:~j.~c;t_ .. E!O!h: . .1 Y'.~Jsi~h13=_-:-~_product_­

Y"~~l"'Jl;~E:f'i z1Jn oo1t voor de1tc P. ... ~_gp.t:l.~ .. ~l~J.~'tf t~ bewijzen. 
3t. -lim. an = 13. ... -lim bn = b ~ ""'_ib1 ·(a + b ) = a -:- b ··- : · · n n 
&;t tri vinlo b0w:1s voor d.,;: posi tie"V'f! l1inie",. berustte erop ~ 
dat voor iGJ.ur p c;0ldt i 

( 1) ,--_j. \.J ~ 11. - 2- 1 < 2-( p+l)] ,., 
· 11 v r- n+r 

";-:..J ~1V r [ lbn+r - b I <. 2~( ?+1)) . 

~ 3 n V r [ \ a!l+r + bn+r - ( a: + i~I :tf. 2'":''P] 
': . 

7.15; 
}1 • : ·-·, -, ( .\ ,., lj I (: ; ) ·-"' -· A ... -, 

.. 1:.'...1§. ~ • --➔ ~ (k: 1;-3 v::n ... 7 ~, (:1. ,, 13) .. 

0:r.c.lurstol: 1°; --, .1. C;l 2°~ (.\. . D) • 

iJit 2° volgt A • Di·~ ;::cr.Lj:Jt met l O • 

'Jit 1 ° vol:rt dus · -, ( ·;. .. l3) • 
11'.ioruit volr,t due -·, .._:...,. J\. •J:J. n.~10.looc; 

~-• A ... ~-... B .. 
+-- : ft\)'.;avdn: --1 -, A ,.. ~--, B • 

C.\j1derstol l 0 : ' A , 2°; B en. 3°; ~ (A " B)' 

~n B 



, .. +- J 0 U:L t_.r _ u·.:1 

vuJ ___ ,·_:_;t Clllf3 ·----, ;~ C) 

,; i::l 7.,G ·\rol 1·p·f- dll'·~ ' i.:) u .. '.) 

d~'._r.:.::ct d.oo::~· 

( /i A .... ---~ ...... !'-

Jit strrjdt mat 3°. 
Jit strijdt m,.;t h1:;t gegeven. LTit h,at gogev2n 

Dit strtjdt met het gegeven. Uit het 
( ;\_ A ~d) ~ 

l1; con t:r-D.:Josi tie 
'') \.1 

~fit d.eze stelling volgt 

C?.lO). 
T3 U-- ➔ ,-, )' . -~ ---v V 

'? ~ ]_ t.·S ~ . ~ ~-;~ t__·; 3 t \J :L l ~ t O .:; r~ (:j ··p 8. s t O {) ( 1- ) ( 7 0 l L\- ) 1 e V 8 l"lt ~ 

·--•-, '. . .:::\ n\j' :r [ I ~J.i,:•·1.' .. J. \, < 2-(')+i)] 

,, --·t , __ ·-=-, '\._T ' I b - b 1. < 2-C p+l)] ~/ 
' '--- n \7 r · n-:- r · 

\ 

J: o ·o 1·~i , ~ :.1.~ 1_1: ·It; ::.1._; · C voar d0 n0g~ti2ve somstalling. 
:.-. 

. ) '...I~ li:m :.-:: 'I ·--➔ l - D. = -8. • ,1 

o~ Jubn~l~ co~trapositie. 

llm b = b --~ -lim (ab)= ab. n r1 n 
t \TC~1 u.1: d_(.) so··1.st2llinfso 

c7 •17 ( . - . ; 

r1mn. - 0, .. v ·.::chilstulli 

21,) 0:_tJ . .§J.:::Ce __ l_:L!]2i~-~ ktm ,n,,:d:; h:::l 1ulp 

b2 1Nezen vvorden . 
.. +· 
._) • .IC) 

( -n.. ) 
il 

u:Lt 

l ~'C I ) 2 

do 

l:L'il 

= -... ,J. I 

- - 7_ u11 lLn 

ca du.s 
an= 
--lim 

,_;-r ] on 'I LX. = 0 n n 

'J • D1.il is 

( a - a, ) = 1 in 0 
Q .'l 

= ·3.-a i • 

volgt x = 0" 
~.r /../ n l·7 '7 .-, ,_., r,-::i o :::, 'I' ::. 8' T.' _._:.._ N V )' ,._._, .... ,.-.:...i,..o l.- 1...., ;_.L p te bepalen, zodat 

1 il t '.'. - 'l ; = 0 en dus a = a' , 

Htisch noc}} ,;-o 1.'::.' di.:; posj_tievc 5 noch ook voor de rn::,g:atie,ro 

• " ; :, :Jl. _p19p_o_cn . __ _nJ.9_t Q.eJ_Gl?:~l.8-.1- I?,_egatief b0_12_0rktG 2-1:Ll,_s_ .£_1on.:-

0;3cilLn0. (d, .?" voldoet a.aa h,,::t ne,~atievG criteriurn van •• ~ •- - __. ..... '~- ' -•--- "••·•• - •·· ,. •--~ -,.,_,.,.. ___ , .. _, .. ,, ..... ~,._, •-•-"••• .. ••---• •- ·•••M-••••-•----...... -• ----•~ .. •---• ~ ....... ,.--•- --~-.. - ... 
(' ~. 1uc r1,.) -- ) , I<.... - ,J '} 

--\ ... /- r :1. '"Si 
\·· r1L· :n )>· m] ~ 

3 'v/ -
• I a 

n I rL l n+r 
< 2-k] 

7 .L,.~· 
0 - ! (' len ~, oncm, dat voor een willekeurige 

k ldt; 



1) 

'<-·,,· r.:-,.. .... n.._ ~ ~J ,, :·:.1 ·.1'\;f._,·1[ar1 '-l m] .... .;.1 
".l - n .. -· , •+·' - " . ,~ .Y 

•• - C 1r 

·-:i "9 .. ' I "' -l\. J . -· ➔ ... ~.,. -·-, , ' L. i a. - a. -<" 2 , • ,_, n 2 n+r 11. "-

Do t;,) th.:W _,•1,~n st~~11i11°; volgt hidrui t irnii10rs onmiddellijk met 

bahulp van ( A " B - ➔· C) --➔ ( ·-1 --, A ,. ---v --i B -·➔ ··, -• -, C) 

( /. ) C:l ··-·1 -, ... ·, i\. · -- ➔ -7 A • 

\ 

I : "\f [ a., p 
f···-1 ·· r ·· r:-. _ \-' o · 

c'l ... j> 
.. "~ '"'" e l. : ·,11 ,':'"7 ":'\ L '··•"-;• 

-· J., .•• ,i. V , ... -•• 
,r:.o·;c:;1dus ,J..1.n~L.)msn 1 J.at dezo bovcmgrons m0 bd1::-end i.s, 

,!U a.\! lr1l-pnD.d·Jl'STElling ·:?on:~r-:m 

r:::M<: ''d' f n. 'l m 7 • 
. , 11 L- 11 _.-f' 0 ..i 

i-·, - - I ' I 
D.u -·· 1 ·•- ·1 , ... --:J .l:L 'ti r L l a,i-:-r - '.ln 

te bewijzen 

•·.•.:,, d:') h...,s1· r·~o"""\rl ·".::lrci+- Jl .L, i' '1'7 ' - ,, .,, • .::, .J.•.c-., ..:;,u-, .. Jo• •, . 

• 1:r.c ~ -·-·1 '3 V I I e1 - a_ 1 < 2·-h. 7J ,id 3.bsurdun: voeren. 

' .L 

:1 ,, rL ,1+r 11 
·_ir-,. '"\··•!1!--u·p r,.,r;.·1i'n1l,,i1t ('~,. '1 (.)1 +- ?) F1e+: .... v.'~, ... ul..:;J.-. 1,.•~\. . .,':il_,.,. V·.~'--·.~·- r o(o Ve,_ .;.J .• v 

~1.:1r· '.l tijcl lc1 -c ~ 

·-, ~ 11_.L•'-r - n. 1 ) ~~-\-i] ··-➔ [ \a -
r ~ n+r 

a I < 2-k] , 
,1 

:)1·•· '17'0)''1'-'·: :11·t (,7 '7 :~:;-t .. 1) 
..,\.,;:, ,j '1") \_, ,, \ f o I ,o ~ J 0 

V.~ -·-, '. \a - a I > ;)-k-iJ-➔ "\j~ r ~ n+r u · . - · r 
.. ' t . 
l I a , - a I ( 2-' J F) 

n.-r n 

]1:)t S\1c1~odens ;1i2rv1.n is aequivalcnt (7,7, ,~t.3) met 

·iu 'ltooren Ym als hulpondorstelling in~ 

IV~: 3 .,..,[I :1>! - a" I > 2--k-'l] 
.l. .1.+r .l. 

ea :i.ls tweadc hul-ponderstelling 
, ;_, ,,, I ') ".)---k-1 . 
~:'J..+s 1 - ,,.;.1 · c.. 

10r:0!1s I ·:olgt uit IV, g 

lT ' 
\ I • > ".)-k-1 

C\1\ ' " - a~I C.. 
·-·, v I .l. 

c:: hcrh1len d ~ ~,,, ·•t:, i ·c 1, · v '.Jc ;., .. ,t :.1 L,,;eng:·i.ng, 

Ui t; IV \roli;t voor n = 1 + s,, . 
'[\T " 1-·, r .l. 

· · 2· -i: - 1 ~ 1 rL \ ::.1+s 1 +r - a1+s;) > 
· ',) vo2r::: 1 vc :r do lml·1oi1.d0rstellingen in~ 

rv*- :i r \, . ' . 2. '-- ·,~ L i a,, , s '-I.. - a1' .1 ) 
~ .l.T I' +81 

''ln 



Di t nGt V, sa.. :e;:i levert 

- at ) 2. 2-k-1 . 

>e herhalen deze 3ed:::whte:1ga.n1:; t :uaul met t ) 2k+i. (m0 -81_) 
. t IV~"" ··v.,. .. en le.Lden ~~ o ui , , ... , .L ,4.. af • 

v ) t 2-k-'l) 
ai+s, + ••. +st - c'½_ • mo - 811 

a1+s ,+ ••• +st > mo • 
,Ji t gee it .:-en contradictie .:aet .U tE- • 

. e bewoz•J;:1 du2 reeds» voor wille1rnurie;e m , enz.: 
, ~-- ~ ·1•--r"w ... V~ J\. ( 0 A 
.1. A L'- - .. v ; • ... • • • ... .L t --➔ • Het syJibool wordt 
wear ,::i.ls .or:-ting voor du af'.1;el'3ide contradictie gebruikt 
(2.2). J Sicruit vol~t dan 
-- · ·r17 * ·,r * J\ .l no ..L .l.. .,,., ..J- ; "" o ~ • .l Vt · -➔ • 
J:=>u·ui t volr:rt 11c:-t be hulp van ( 7 .15) 
I ... 1i ... ·.Pl,· • • • ., IV t ~ J\. . 
:J!l dus 

I ... :i.C , IL:: ---➔ /\ • 

of 
I A :cc ·-- ·) ~-~ Li.I . 

7.20~ D..; ovn\.~;1.:-1,'; v·n~ de theorie der oneindige r13en, met als 

ccntr1.l0 bog:1.'i?;_)e:1 n ::: ±1im an , na.1r die der 

reeks81. ~ ia(d; de cent rale 15lgt,ippen b = ±.r bn 
•• n. =1 

oneindige 

13aat op de 

ge ,,·o .:..e vr.:Jz-:: vi 1. de r;j van de po.rtiele sommen 

s = 2 b en. b = :t1im s m n m 11=1 lil~Cll 

7. 21 ~ . - . 1 t. 1 1 ' d · ' . ,A, spcc1<1 e convcrr,-::n 1.e,ronm2r .. :rnn voor onein ige rceK-

sen .tot :Josi ti0·rn termen 1 rordc:1 afgeleid door majoreren Jli.3t 

be:rn:-~do ·90s i tief converge:ite reckscn. Zij blijven intuitionis-

tisc~1 lden f:::n lev2ren, posi tief gefonnuleerd 1 de positieve 

co11vcr~cntie vaY'. de reokson, wa-:-.rop zij tae-passelijk zijn. 

. ,'t. ,'i • : 

.:..ls voorboeld hiel'van 
u 

-=I . '-I'. [ _J} .. tl~t1: ( 1 
.__, n v r u · 

n+r 

geldc de stelling; 
c.t, <. 1]-➔ +converg. Z un • 

n=i 

dtel 
m 

s ::: i.: u 
m D n=i n 

Il+r-I\, 
>' ., 

i=ill.+1-n 0 

Door m groot t0 .1.!1-'lken is daze van r onafhankelijke boven-

grens will<yk,,.:urig te verkleine~ Dus geldt +cauchy { sm} en 
dus ook (7.4) 7.20) +converg Z un. 

!1=1 



0-p ~r:.10.logG vrijze }u.m de geldie;heid van het convergen­

tieken:1J1erk van ffo.t1..be en va!l' vele andere kGmnerken aange­

toond warden. 

[ i' ·i' J..!J •• •...:.J • 

Ook hGt· ,~_lgem~me con.y_~_E_g__entiecri terium van Ku1·"mer 

Kwn,ier 1 l'.?.35] bl:ijft 30J.dig in de vorm, waarin Kunner 

het oors-pronk0l1.:k o..fgeleid he oft~ 
dt. ; '-r [ u. ) 0] ., ~/ [b ) 0] .,.. 
-- Vn n uvn n 

,. 3 ''7 ""'-.r [b .J.~j-£_. - b 
n---=i 1 V r ~1-:-r u 1 n+r=ti 

n.+r+ 

+limb u = 0.,. n n 
) 1 ) OJ-~ 

b. 11 ) k)oJ. n +r+.1-
0 

:e la tJn ter vereenvoudiging van de i:i.1dice s de eerste n 0 

termen weg en krijgG:ri do.n: 

-\7,-r[br · ~~+i - 0r+i > k ) OJ t 

en dus voor alle r: 

b u - b u > ku ) r r r+i r+".l r+'.l 
Hieruit volgt door o-ptellen; 

b u - b u > ic( u + r r r-:-p r+p ,. r+i 
of: 

I ~ 

0 . 

... + u ) r+p 

Uit 

ook 

sr+p - sr 

+1i·n b u 
.l r r 

+convergent 
,;«) 

volgt dan direct +cauchy { sr l en dus 

~Ve kUlli'len ook in I de term '" Li Un 
n=i 

niet schrap:)en en krijgen dan~ b u 
r+p r+p 

sr+p - sr = ur+i + • • • + ur+p < ~l'_l:~----~- {~.±.P:1.F.±I?. 
Als we nu in nlaats van +limb u = 0, veronderstellen - r r 
+ converg {trur}, dan geldt ook ~·cauch;y { brur 1 en dus 
+ Caucby { sr 1 en +convergent .Z ui o 

r •i=1 

7.24:-: Klassiek kan de voorwaarde limb u = 0, zonder r r 
toevoegen van +converg bu , weggelaten worden [Dini 5 r r 
1867, pag. 59]. 
Ui t I vol gt da11 voor r = 1. ~ 

p b11½._ 
Sp = 1, . Un<. 

· n=1 k 

De intuitionistisch nd.et.geldige stelling, dat een mono­

toon st1jgende, be-perkte rij convergeert, vol tooi t dan het 

bewijs" , .... 



nt · cliet te affirmeren J.. ,., 
"' > 

i omclat 

diver­
het door .2rin!7.sheim ,.., 

zeJ fde .s el :.in., 

1)16, I,2, 

:;eve:1 be 
El] voor de ze 

illtuitionistisch 
aiet _;elcUc; is. 

1Ji.t )ev:; 1s luiclt; 

:ite l c,l D 1/\1 . Dai1 r1;t het de vorm; 

ll ll ,, 
. :1 n+l - -·~. ·-·--~ 
en cn-i-1 

voor ieder n. 

Dus l<lt; 
' U.,., 'l ) ~+~ 

en-:-1 
of; 

I en dus 

bev1ezen. 
:z; c.,1 converc:ent is, is de stelling 

n=l 

InCien dJ.are 1te n c. 
.l 

zijn, 

t 3agaven wordt dan 

of~ 
u:1. . --~· -u n+i 

of II~ 
U.1 L 

dn 

"' d d / --~:,1+1 n ) 

I"' u • 

J . 

__ ., .. _, __ - cl n 1 '> ( l + a-·--·-) . 0 . '1 
C n+t 

:e stellen nu~ P1 = 1. 

Hieruit volgt direct: 

en 'L + 

lJi tgedr·ukt 

IiI; 
Un 

1\i+i 
Pn - i\1-l 

n+1-

'Pn = (dn + 1-)~n-i 

'Pn > Pn+1 · 
Pn - Pn-1 

Dtel nu __ ,.,_ ...... -.~---.--.,-- ... = 

Dan gs.at l 

of~ 

p p n-'l n 
ove1: :Ln; 

<. 



,,, 
h a n 

cowrergeert ~ is dus voldoende om de 

couirerge:n.tie v.l!l 

Ill 1 :I. :g an = ..,,...., .. - .... -~.,. 

u:::2 I>-1 Pm 

+11:;1 1 0 is. = 
'Pm 

n=l 
u n 

aan te tonen. !:a.ar 

Dus he bben we slechts te beVit:ljzen, da t 

1):Lt volgt ui t ~ 

wa.t geldt, 

va.n .t di 

"1&:"·" { n. } monutoon toeneemt. v .. _,..,_ t l Ui t de clivergentie 

volr.rt; dus lim p, = er:, • 
C ~ },:-)v, ... 

'?.26: Prof. :3:..."ouwer [1.,t.J. Brouwer, 1925, pae;, 6] gaf een 

teG':envoorbee ld. aan, wa::.rui t hlijkt, clat inderda:id het ,9£i t~--...,."' .. ,.,,,.u,:;..: , ... --·•-- __ .. 1 

rium. van Ku .trier ~:,on~~r de extr.'?-_y.9..9rY!~rdE;_ ··1im brur == 0 ___ , ______________ ,_______ r...:;c,,:i 

Of + nt •, u intuitionistisch noch p_ ositieve. noch converge1 or r .,,,.. , 
zelfs ne;,;atieve convergentie van Z ¾ waarborgt. 

n='l 
Zij ¾ n 2-n 

'1n n 1 
(7.2) van het 

voor n f- k 

voor n = k waarbij k weer het vluchtgetal 

z.5 b"I = 4 . 
..t. D , 

rijtjesprobleem is. 
bu . n n ,i 

0n+1 D ·--u--·-- - J. • 

n+i 

Dan is b nU '1 =bu - u ~ n+..1. n+.i. 11 n n+.1. 
) 1 b _ ') 1 1 

b2u2 = - - ~ i 3u3 - c - ~ - c 
Zo doorgaand vinden we; 

b1.. ~ = 2 

1 1 
bk-1'¾t-i = 2 - (4 + 8 + ••• + ~k-1) > t½ 

i 
2 , en verder; 

+ ;k+p) ) o , 

en dus 

e::1 dus ~ 

On.g_fhan}:elljk vaa het al of niet bestaan van k zijn dus 
al le getallen br ) 0 . 
:,Jet deze rret3.llen b 

u r voldoet dus de noch positief, noch 
negatief convergente reeks aan het criterium van 
Kurr.lf.er. 

Ab~olute en onvoorwaardeJ,ijke convergentie van reeksen. 

Def.: + absoluut convergent 

+onvoorwaardeltjk convergent 

voor ieder +herordening (bjj 
bijbehorende ak, te bepalen 

,-..r., 

2 a -k D. k=1 
c.-:i 
~ ak D k=1 

ieder ak 

+ converg 

+converg 
c..-:; 

1.: 
k=1 

ai 
k 

rnoet constructief 
z1jn en omgekeerd) { ak} van 

~ 

de 

{ ak} 



:, ,_ 
~• V o + onvoor,.rs.arrlel ~re 

er.;, -

converg .i a1 • 
k:::i { 

~~:.~kr t1-::i.:101 :.:ut corr•~::,}..,'';cnte reeks is zelrnr converge;1t, 
2 a'.-: -· .. , • Zti ' a ( ,9e 1. +herordening hiervan. ,_, r·i,., t"':'I 

.,, ,.,I_;.._., 

k=i . . .J =1 ~i 
D'l t is Vil, ,r ,;::,;i..1von '~ ) 0 een N te vinden 1 zodat~ 

i1! 
'J 

I s - .:..J 

z < .c. 
/2 is. 

:.LC➔ s nJ. VD Or 11,?t i-.w,::::imm:1 v.s.n (10 setallen j vraarv·oor 

s -~ 
-· _lj ,.J ', .. J. 

' jG -

r .... ::., 

rr f'T 
. IJ 

>' I \ '<;'• .J a, . + ,:,, a, 
:• I I' l•-··11 ,... ],._,i l. 

.• ,-'.J... ·\.-..L 

;, 
.J a ---··- ➔ k 

m 
.... 1 a! 

j=i J 

+ . 7 ' t acscLuuc c:onver.·;c:n ;.:; a.,_ , is noch ee 1 bewijs, noch E,en 

Uit d.e 

·'-

+ convergent a le 

. bc3perkt 2 I 8-1. I J:unnen ,v:.j niet concluderen; 
k=l J\. 

+o;-1voo.c1,>1. ardel\ik convc:rf~ent 

?ogenvoorbi:Jcld; 
1 1 1. 1 1 ".l 

:.3 al • 
k=1 .,{ 

'l 
- ··- ·'· -·-·' - ~--· ' + + - . . . . 4 ~ .. lS 16 16 15 64 

en 

,,,. ··1 ,·•po· ·c,ri hc.,,,1- '·"'Jl_ 'll. ➔; )n-1 t ··rmc-n 1"ed0r absol1uut o-_e1 .. ·.n~ L. ·:;·-'- l.::,:~ ,_.\::.;,_.)·.) .... :;.)..I l-. \ . . C- . V ' l') -!·\, 

r-2~a-1) . . . , . ac'J.1 2 en otl he L:rten me:_; -9osi tief en negatiei. -ceken 

voorzL:m, in,lio::i '''-" nde clecimo.al van Jl niet de laatBtE '7 

uit he~ esrste rDtje van zeve:i ? 1 s is. Indien di t wel h~t; 

val mac.ht zijn h:men 'Ve vuor c·l.e termen ve.n de 
a·)solutc ,va ·t::\i,) .?-(n-l) en \liDer 

_,,de .,...~:; _ 1:i"' t, _3;.,_ c.n: p .t,:; 

(~."'.J 

over de 

wisaelend teken. 
de n :_1:roep is dan 

inclien n g0en 7,even 

indien clit wel het geval 
?'s 
is . 

:Ls~ 

. zeven ? 1 s :_:etal voorkom.t, ... convc;rgt::ert dus 

i, I ak ,! tot do 20n .: • 
~; ' + ~ z.,. 1 a, t bc,1JHr:-~t. K ,. In ieder geval is 

l.::::'l C,A 

,_:; al 
k=1 K «> 

'Ja:c. 

\;==1 ' 
l·~~~r ryQ~ral +cor1•r~r~e-n~ ·1aar 1 t::~l•J. t;,C• , v\.:-b •'-'' · • • 

lrnnnen we echter d.e posi tieve convorcentie 



niet affirr1eren, indien vie voor { ak} de herordening 
l 1 1 1 1 

1 + J+ + 16 + 16 - '4 + 64 + ••• 

:rciezen, wAl ke ontst·.1.at, alB we eerst de posi tieve termen 
van de eerste :_sroep Ol)Schr!jven~ dan de eerste overgeslage·:1 

ne;;~atieve terms ds.n cle positieve termen ui t de h·1eede groep 

en de tweede oversesla:;en terill,' en zo voortgaan. 
De 'tlO ~el .k voor cmbepaalcl l10ge n voorkomend.e nde 

;;roep posi tieve terme,.,.~ wa-=lrvoor n een ze ven 7 1 s 1~etal 
. n-2 -(n-i) 1 , d · t is, heeft de so- L 2 . 2 == 2 • :e ,nmnen us nie 

zeg0en, dat de reeks aan het positieve criterium van Cauchy 
voldoet, e,1 dus evenmins dat h!i positief convergeert. 

7.2): 
1938]. 

Indi.en 
,._, .. 
t eJ: + cGnvergent is i maar Z I ak) 

1c::1 .. k=\ -
+diverc;ent, da;1 is b -i ieder reeel getal t een herordeninr; 

l al~} van de r1j { ak} C/Jte vinden I zodat in de zin van po si­
tieve convergentie i a~= t geldt. Hierbtj gebruiken 
we de clefinitie; k=i -- n 

Def.; +diverc;ent _z ui {Vu3;'ef n '-N[I -~ 
1=1 ~ - . -:{,· i=1. 

."f!e..!'J.1.§: Eet l:lassieke bewijs \moet o-µ drie punten aangevuld 
word.en om intuitionistisch bruikbaar te zijn~ 

1°: De +divergentie van de deelreeks der -pos:Ltieve termen 

en van die der ne[';atieve termen moet -posi tief bewezen 
word.en. 

2° ! Niet van ieder term ak hoeft ui t te maken te z·ijn ~ 
of deze pos:.t~_ef, dan wel negatief, of O is. 

;,0 : ldet V-9.'.'l ieder geconstrueerde partiele som hoeft ui t 
to ma1l::?n t,3 z]jn, of deze bet gegeven getal t over--
t:i.~efc s of niG "'i. 
20 ..,0 1 .. en :-, averen we1n1g moeil1jkheden, omdat de be.:.. 

schomvC:e i::;eta.l J.cn dai1 toch zeer dicht bij o , of bij t ge--
1,~gen zjjn. 

\7 x 1r r;er;even F::. ) 0 e 1 ieder k geldt minstens een, 
nd.sschien twee, van de volge:nde uits-praken~ 

ak < 0 . ak) 0 of ! ak ! < ! . 2-k , 
•e kunnen dus voor iodere E > O d t d J - , e ermen van e ree{s~ 

soms met willekeuri verclelen in een rii ;)ositieve, een r~0 

n-:.:c:atieve Gn cen ri.j uitzoncleringstern1en 
' C..,:;t ' ll 0 

-,,1 I s,•. . n 
noe,-1 nu: .., a1,.. =. s , ,;:; a = s L \ ak\ = S 

k::1 . .. .Ll k==i k D n k=1 1-1. 1 



~Lies r1t1 \~ 3n gI\") :.::t :·;0i::;al 

voor 1. } !i(;), __ , E ) zo c~l 

ld0. 

I := ! 
I s -

-.,cschou,! 

+ s·w -
n 

I c • -- f;' 1 l ( i s i + i (5 l , n c n 

(U ~,;· 11 r·espcictieveliJk alleim over 
nn 6.0 ui tzoncl0:ringster1nen worden 

dan i,n (E en du.s ook I t:5 ni < E. .. 
rx ) 0 en bepaal m({)( , E. ) , zodat 

I s - sn I < E als oolc 
'\. ( . 11u voor n ~ m,C.{ , €. ) 

< ·~ Dus .";eldt; (5 i - .. , l 
<l 

f.: (1.sf+2F 
- ,S ' + f'. ,i + L! '\. 1-.:X en c1t1S; "'t + 8 ' '- rv - C: 

l tl - n. tL / ""n ' n / '-A. 

1)us ~ 2s -~ > Cl. \ st 
.,. ,_ ·- ) 

LJ. 

')("I\~ ' C( - I SI 3 !C: 
'-''n ,,,- - '-

)u::, '.::.,:'l. ·;o,,,c,1 ch.! ,:L'.J:.?l:c0ck.son C!GI' ,,1osi tieve I als die der ru~r,:a­
i~J.1:;'\J.,:; tJLtG0:8. ~:~15~iv Jr.~~:c)r1t o 

cla.t 

bep alen vlij nu als voli:;t; 
Gr.) 

3 al 
k=-:1. .C 

positieve termen van 
q 

'7,() lan,c; >' a I < 
' ,;~,i i ' 

t is. Dok, 
'l .J..•· .L 

1; a! Y t is, ma:1r wel bokend, . 1 J.. -'h 
]_::: 

posi tieve terr"!,;;n toe, 

,i-3./1:1022 Y'Ci rn.ot 1aatste nesatievc term 

S(.:erd 2',Jn 1 1 'c'Jr c,5n uitzon.du.i:in,~;sterm 

a zeker t ;_i:epas-
p'!r.,... f~ 

achter cle partieh, som. 

geldt we-::r; 

negatiave en uitzond0-

toevoJ~end gaan we ~oar tot a 
< c Ps1. 

t,:ri,.:,;:21 :i_n ab sol ut;; we_a:i.."'de ~ 

e;:i al le no::: 

dt s ! t - t 1l <.. ) e . 
i 1 , 

•·J- • - --] ... I ~ • , 1 
~ u ner1:a _,,:;n ,1e cnt 1.;0l1e e 

nma..::- m:..:t ~ ] .• ,,v, E. 
9roces t11ot de over,:~ebleven tern'.:::n 

(ook b~ het bepalen va2 de uitzonde-

ldt voor o.lle n ), n.~ 7,edurig 
het be~iindigen v{n h;t twoode proc2s 
da1.1 wo2r I t - t I <. 3 £;2 . 

' n . 
E./8, . . . lavart dus ,.::en'herordening 

positi0f tot t convGre;eert. 

en 



1....)\...1 

§ H Enk~le Oomer1dnt:;en over Continue Functies. 
-·--~· ·,.:: ..... - "- ... ...li.--- ·---~· -------

· t x I en .1. i Do dcfinitios van ·1continu in een pun 0 

.icontinu in eon interval • ziJn intuitionistisch geheel als 

in cle kL,1rrnL;;Jrn wiskund,3 te geven. 
'), '"'·--,11i· · .. 1 _0-•, 11 dat oen continue functie van een con-
.! t, uvv $.,~)\.,;:..' . ..,.. 

·cLiuc f1mcti,J - cl~t som, -nrschil, product en quotient van 

coii-tinu~; fm1ctL.ls - weer continu zijn: zijn ook op de gewone 
d b .. d clat de deler 

.;r, •. a.,11· .~r t·,·, b•)TT' i "0'1 i'1d i c;1 we e 1Jvoorwaa:c e 7 - ...,, _ t,_.,r,.1.,)/Jv.1., . - -

::;(:;::) /. l) is, v.,rva.,1gen door g(x) // 0 . 
fl.2 , J~,m van d::i aursto klassidce stelliwi;en, waarvan het 

1.''ttuitionistisch0 a.1alogon niJt geldt, is de tussenwa.arde-

stellin~. 
T,.::gt.mvc,,:_,r·oe,~lcL ~;ij f ( 0) = 1 1 f (¼) = a , f ( ¾) = a , 
f(1.) = ~ ..:m f (x) li:h)air vcjrlo-pend tussen de vier aange-

ge:ven \,v.,.ardcm. Dan is voor ieder reeel getal a de func­

tia f(x) voor alla x uit [0,1] gcdafini~erd .(d4w.z. 
willekeurig ufluwkeurig te bepalen) en continu. 111 e kie zen nu 

voor a eon O/' O zwevcncl getal. jEr is dan geen waarde 

x 0 E: [0,1] arm te geven, waarvoor f(x 0 ) = 0 
'1 

indieu a < 0 is, zou x ( -;- moeten zijn; 

is. Irnmers 

indien 
0 + 

a ) O is, zou 'C ) 2 moeten z:Ljn. 
~ 0 4- . 

ordening van a en O ,niets bekend is 9 

Zolang nog over de 

is dus x 0 niet te 

bepalen. 
8,3: Dir~ct in te zien is de volgende stelling: 

3t. Iedere 9 i:i c.,en :'.je:c,:)r interval voor ieder reeel getal 

:1it dat i!rl:ierval ;P,edefL1Liardei (z.g. ·1volle.;) functie f(x) 

is in da:t i•1t•2:rval cont inu. 
Ee.-n_js: (:de oak 1l\-. ;, en 14. 4) Onder de reele getallen x ~ 
i-?l,':i'.:'voor f(x) willekeurig nauwke1..i.rig te be-pal en moet zijn, 

zijn ook die reele gotallen, welke door een keuzereeks gege--

1.ron ziJn. Voor een derr:eliJk getal x kw.11'.1.en we wel iedere 
pl-~ 

a z;.jn nv.e voc;rtbrengende interval aangeven, t'laar we hebben 

(m ov;:.;rzicht :)ver de total i tei t van alle intervallen van x . 
A. 

l OoL a:1e.st iecler reeel getal x , waarvan de intervalrij 

door ecn wet bepa::1.ld -wordt, kunnen we ons een keuzerij van 

:Lnto I'vallcn gegevon donlrnn, vvelke di t zelfde getal bepaal t. 
H:Lervoor kunnen vrij b:.jvo orbeeld die keuzerij gegeven denken, 

w:::1.,1rvan wo steeds bij de i de intorvalkeuze merken, dat hij 

hot interval A. 
l 

levert, zonder dat wij van te voren weten, 

dat di t .:11 tijd het r;ew3.l moet z1jn. 

Onze bepa.l ing-op- E --na van f (x0 ) moet dus ge schieden op 

i:;rond vat1 onze kennis v:.1....11 het nde interval van x 0 (lengte 

011 ) voor zekore van t. afhan1rnlijke n en moet dus gelden 
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voor alle mogcl:jke v,C?ortzettinge:i van deze deelrij der eerste 

n intorvallen van x • B:ij alle punt en x 9 in een zekere 
0 

J·n(£.)-omg2.ving va:i.1. :x.0 behoren dus waarden f(x 1 ) in de 
r;egevon E -o::v,;eving van f (x0 ) .• 

8.L!-; )!v2n:u1in ::i.ls we in (8.2) de mogelijkheid hadden een x 0 

te b,Jpalon, zodat f(x 0 ) = 0 gelden zou, even:min kunnen we 

bij eon willekourige, in een afgesloten interval [a,b] conti­

nue functie f(x) ~ st,J.sds -een punt xm uit [a, b J aan3ever;i., 

zodat f(xm) de maximale wa,'3..rde van f(x) in [a, b] is. 

Van tv-1eo rolatieve maxima behoeft nat'elijk niet uit te maken 

te zijn, wellrn van de twee de grootste waarde levert. 

i=~3n Go;_1vot.1dig taganvo orbeeld wo rdt daarom reeds geleverd 

door: f(x) = -3x4 + 4cx3 + 6x2 - 12cx. 

f(x) = -12x3 + 12cx2 + 12x - 1.2c = 

= -12(x - c)(x + i)(x - i) . 

_c:,'xtr2rria dus voor x = ± 1. en x = c • De waarden 
4 2 hio:cvoor zijn rGst:i• 3 - 8c , 3 + Sc , c - 6c • 

Riozen wa voor c een om O zwevend getal, dan is niet uit 

te maJc::m, well:e van de twee relatieve maxima 3 - Sc en 

3 + 8c h0t grootste is, en dus ook niet of het ma.ximum in 

+1. of in -1. wordt a,:,.ngenomen. 

;·;81 · is hi,;r~d0 maximnle waarde 3 + 81 cl te bepalen. 

8. 5 ~ Dit laatsto is een bijzonder gevan van de intuitionis-

tisch wol te lx,vvUzen st el ling; 

;3t. ~ Bij ieder.J in een afgesloten 

defini0c:::1'de functie y = f (x) is 

van de vurz·a:·,1.13 ling W der door 

nom.en w1:nrden te be-cxuen. 

interval [a,b] continu ge-

4~.kl8inste bovengrens Y 
y = f(x) in [a,b] ~ange-

Voor het bevJijs hiervJ.n maken we ge bruik van de intui­

tionistisch geldige stelling, dat iedere in een afgesloten 

interval [a,b] continu gedefinieerde functie (dus (s.3) 
iedero in [a,b] volle functie) in [a,b] gelijkmatig continu 

is. Ifot kl9..s~ieke bei.vijs voor deze stelling kan intuitionis­

tisch aiet gehnndhaafd 1ivorden. Het intutionistische bewijs 

veroist veel dieper liggende hulpmiddelen en wordt daarom 

eerst 1J1n het einde van dit college gegeven. 

Bewijs: Gegeven z\j dus~ y = f(x) is in [a,b] gelijkmatig 

continut d.w.z. . · -v n3 n-'v'~ x [ I x1 - x2 I"{ 2 -:-Pn --? I f(xi )- f(x2 ) l < 2-n-2 J • 
t'~ 1' 2 ~ .. · 

Ov0rdek nu voor geiseven n het interval [a,b] met een ein­
-Pn 

dig a2.ntal Kn deelinterva.llen I 7 n,.{ 
Noemhet linker eiridpunt van I · nu n,k 

van de lengte 2 • 

xn k en stel 
' 



be. 

' D f(xn, l;:) • 
.Lh.:.1 ligt het gehele beeld van I lr binnen n,.,,. 

0,11.1 intorval Jn ,,.. 
J. ' •• 

-n-1 t van de lengte 2 rne Yn,k als 

r>1idde 1 puri t. 

Yn D 

Dan ldt voor iod,Jr n ZO\ii/el 

I : '--,- f(x) < }!1 ] als 
V:x:E.[a,b]l n 

II: 3xE [a,b][ f(x)) rnn]. 

d . • , I< ;:i-n-2 • en dus mn ( mn+,i Hovon 1.an is I Yn+i - Y11 - , .L 

en ii ( 1:: • De int3rvallen ( n1 f,: ) vormen daarom 
:i.+"l. n · n ' ·n 

,Jen ink.:rirnpende, conv,:;rgeate rij en bepeJ. en dicmtengevolge 

00n 1'ooel getal Y = lim 1'1i = lirn ~ • n-> c:..1:i n n ➔C/.> 
s I is Y ecm bov0ngr0ns van W , wegens II is ieder 

geta.l kL.:iner dan Y e;een bovengrens van W • 

§ 9 Vorza:'lelL1gen~ .:)preidingen en :Joorten. 

·:1.1 : .Gen v arz1J.<n0ling ka;1. op twee g0heel ver achillende 

wijzen bepa3.ld worden ~ namelijk 

1°: Door het achtor0envolgens opnoernen en construeron 

van haar Jlemanten (vb.~ de verzameling V·3.n de natuurlijke 

getallen). 

2°; Door hct aB.ngeve;.1 v:1::1 ae:-1 karakteri stieke eigenschap, 

wao.rdoor, uitgaande va'.1 201:1 be-paald reeds goconstrueerd 

g8bi0d van elementon, sO0L,ige van dezo elementen als tot de 

verzameling 1)ehorend, ai1d0re als niet tot cle verzameling 

behor0nd gckenmerkt word.on (vb.; de verzarneling van de 

}Jri0mgetallen). 

Prof. L.E.J. Brouwer heeft een principieel onder­

scnaid go:riaakt tussen d0zG beide wijzen om 0en verzameling 

Bon op de oer2te wijze voortgebrachte verzameling 

nomaon we, nu, clit woord voortaan in deze engere zin gebrui­
kend, ecm ·1ve_rzr!.~10lin.3 ... 

op de tweedo wtjze voortgebrachte verzameling een 
11 soort:1 (3pezies, spGciGs; es-pece). 

9 . 2 ~ V e.E_~lli)llE:1?;.~. 

il:en acht.::r0envolg0ns construeren van de elementen 
van een verzamoling kan in strenge zin slechts dan voltooid 
worden, indien de ve:rza;ncling eindig is~ Voor een oneindi~e 



V(.;r ,'.'., ·.1,:2 lL1g kunn .. oa vrj all een d,::: J~~111~-~~c...:h~2l?_e lillf~ __ 9pt staa_E._S.,wijze 

1.:1ngcv0t1, zo J.ls b .ivoorbeeld b1j do verza.m0ling v';n de 

g2t·1llon. ,.iit1_~::i.·1nde v.'El deze ve:rzaneling van de natuurlijkc 

c:t .d .. Lm ·1::1..L,L :....011 vve nieuvm ::~e:r1h:enscl,appdl:ijke ontstaansw,jzan ann-

voor verzoi:aali:1gen vJ.:-: ::J.ndere olementen. 

De: tot :rn to,::) in de vd..sJmnde bcl&'1grijke gemcensch:1ppe­

J.-jjlrn ontsta·,.;:-1sv11jzen z-:jn -~ot vaste sche:ma.ta t0rug te 

Hut 8orst0 hj_urva11 b0hn .. nd0len wo L1 d.e volgende paragraph, een 

vvij 00:1 

,,, ... , -:1t) 
l lv •- o 

0 
l ~ 

dpr0_islLlf!/Hl. 

8-:;!1 rnle;o:cs cU t s choma vo ortgo brJJ.chte vcrza.."leling noemeu 

s7?r0idi:1,~ (oo\:~ ;,1enge 1 U11verian ,fot 1 spread, deploi 0.?i-

,,;dn s l"(Jid:Lnr; v10rdt bepaald door tv7Je wetten~ 

dc::i 3,J_i_\,ic~ini:;swet 3 • _..,.\,,,... . ··-· <-- ,....,._ _______ ,..,, .. ~, 

lcn 
C~'~ 1..1.it ·v 1clke (oindig of oneindig v0el) na.tuurliJ'ke gotal­

L2t ,~cc.:,1 a1 t:r=ikoz on mag worden-

{~; bij :;0g,3ven ( ai' ..• 1 an) '.lit welke natuurliJ"k.e :'~etal­
ste Op deze (n+i)' lon hdt :£:2tal ..., 1 s~oko zec1.. maR: worde'l. ,, n+ .. ,._, 

trc"Cle kJ.:::.. -Jen Leuza uic oen eindigeto;f uit cH}U_ oneindige,m~:indier 

( ¾ ~ ... ~ r:\1 ) zolf door S to2i..;elaten keuzen zijn i nooit uit eenlefg9 

soort VJ..n nJ.tu..\..-1rlljJrn :~,:t'1llen toi:::gelaten z·i.jn. 

2. 0 ', c}-., '1.·1 .. 0·.·0 ,~,, -~(J'l0 UP'S,'ra"·- 11: .\...- ...... i....::::v'...-V--) ~·:.t::i _-1,v_Li ,___ 

Dez() voegt 2.m1 iedere eindige rij (ai, •.• 1 an) van volgens S 

c;okozen 11at:.rn.rLjke e;etn,llen een r!k'lthe:matisch object Pn. uit 
2611 of c:e1dere v:i_1 te voreu gc,construeerde verzameling toe. 

(Zond..er v;Jrlies v3.n algemeenheid kunnen we veronderstelLi~~ 

dat Pn :1lleo;:1 v,1.t1 an afhankelijk is.) 

::;preiding t = i (:3,11') heeft tot elementen alle op 
(p·,,, }->2 • P-z, ••• )' • dez,J vr.,zc voo:-:,tc;0br1..chte onaindi..&,~-~Jj§__g .L , ~j 

9.4 
I 

a.ls 

too 

Voorbc;aldg van ;-?_preiding_en. 

s1 1yspaalt, dat op iedere trede ieder natuurlijk 

gokozen 1Dag word.en. 

voegt aan het natuurlijke f5ete .. l 

~I he0ft dus als alementen alle oneindige keuzerijon 

v;:in n'3 .. tuurlijke 1:;et:dlen. 

II~ s11 als s1. 

toe. 

T " t aan (a 'l) het laatste c1-rt>er v1n an . VO';;, g - f.., • • • i : n ..1v.1. 

~ .... 1 he,,:ift als elementan alle oneindige keuzerijen \r3.n 
.. .L 

cijfers en br,:mgt dus 1 wEmn;:;er we iedere rij, w:u1rin op een 
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C .J. 9 slec.t'lts c ·,fers 9 volgen, met de rij identifi-
cijfer r d 

C .. ,n staa~ 0 n de p_laats van c j gevolgd oor cer,s.-:1, w.3.J.rin ~..L v t' 

r '•-J' va'.1 ci __ i,:fers o de ve:rzameling van alle ~e :1 oneindige -- ' 
0 ,;.__ · }-· 1 voort. · 1 b 11··,,1 x m,.,t ':-' x d.ecinia o re t \.0 , - --: 

LCI: 

ta.llen 

s111 be·pa,1.l t voor iedere n , dat 

( 0 /1., ..• , 9) ~;e}-:o zen mag word en. 

m 
.LIII als TI . 

heeft dezelfde elementen als 

uit de ge-

Twee 
1111 

· wel:re a".0"·elfc"ie el-"I:J.enten beva.tten, spre5.dingea, -'· ~ - 0 

1;:u;1nen dus 

(,3III' TIT __ ) door verschillende wetten-~aren en . _J_ 

voortgebracht worclen. 
IV : Het:; is op vele eenvouclige wijzen ;-1oc;el:i.jk de rationale 

intervallen (paI·en rat.oilale getallen, c1. 1H. z. zestallen 
,-1 ,,t,,u"1-1·1·1re c:•et :ille,1 ') ev1:;,1tu.eel met herhalingen af te tellen. 
l (l ..,..., .L . .:\. l') ,::,1.. -

'7'4 ae,1 r';e""'J.. :r~l ;~·::e aftellLF i 1 , i 2 , i 3,... . De rela ties 
i.J.c,J V ; d, '.:) '-' -J -· • 0 

1. c i . len,q:te i i lengte i. 9 i raakt [ 0 91] , 
n-· m' -~ n',·: m m 

1 t· t en n te formuleren. z1Jn dan als re a 1.es u~,sen m - -

Hu bel)el en we:. 
Srv ; (X : a1. mag ge:-:ozen worden uit alle natuurlijke 

,;etallen m , waarvoor \n. aan [ 0, 1 J raakt. 
~ : an+i mac bi.J gegeven ( a1_ j ••• ~ an) gekozen 

worden uit alle natuurlijke c;otallen m waa.rvoor~ 

1°: i C i m ~ an. 

lenc;te \n ~ -½ lengte 

r_rrv 
,::,IV 

30! 

voegt aan 

bevat als 

irn ra '.\.J::t [ 0 ~ 1 ] . 

( all 1 ••• , a ) toe 
J.. n 

eleme~ten alle met 

i 
au 

de-voorgeschreven 

s1elheid in lengte naar O convergerende, inkrinrpende 

intervalrtJen, welke [0,1] raken. 

In deze sp:r'eicling komen natuurlijk vele pa.ren inter · 

valr.:.jen ('.)(' ::: ~ ia i en ~ ; ::: { i 7 ~ voor, welke voldoen 
·, - [ : ......, . n J · au; .. a.an ,-; ., i ....., la 1 , en dus gel1Jke reele getallen bepalen, 

,. L an n 
;Ja identificatie v:1.n der;,;eLJke paren k:un,1en we ZIV be-

schouwen als een voorstelline; van het continuU1D. der reele 

rsetallen x mot O } x } ".L • · Dat' van te voren. de conver-
. 1 . i . lengte / 1 f~:ont1.e-G!.1el 1e1c der intervalrijen door t i ~ 2 lengte i 

. an+-1 '"-= •• an 
vastigele~;d is 1 is V8..l"1 geen belai."'lg, omdat ieder reeel getal 

ook d.001' t'?Gn d.errseliJke met vaste snelheid convergerende 
intervalr:iJ gerepresenteerd ]{an vrnrden. 

·,rerande:cen we s1v door aan de eisen, aan de keuze 

va::i. 81_ en an+i ~~estelcls nog nieuwe eisen toe te voegen, 

dan verkrt;:s;en wij ee,1 deelspreiding Z±v van ZIV . 

Yoegen we zoveel nieuwe eisen toe, dat a11 en a 
.l.. n 
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eenclu:Ldig bepa.1.ld zjjn, da2.1 1cr1jgen 1.ve een deelspreiding 2:f:v-
van Zrv , -1velke slechts e~n, d.oor die eisen bepa.ald, element 
van Zrv bevat. 

Yic Z(H1 - ,e op iedere trede een van de door Srv toege­

laten c;ctal2.en, da'.l l:rijgen we een, door deze keuzerij bepaald, 

ele1:1.ent van 2:IV • 

Het i:.1voeren van spreidingen en van de daarin door 

keu.zerije:n bt'r;)a,1lde elementen - welke men zich dus ala door de 

groeidende r\j van keuzen steeds nauwkeuriger bepaa.ld moet den­

ken - overwi.nt de moeilijkheden, welke de Franse ha.lf-intuitio­

nisten bjj de constructieve opbouw van het continuum ondervonden. 

:.~r is immers met bnhulp van een eindig aantal tekens maar een 

aftol bare rij van wett\.m door ~indige scquenties hiervan te 

formuleren. Hicruit volgt, dat er slechts a.ftelbaar veel, 

individuecl doo:;'.' eindi ge wetten be-paalde, reele getallen zjjn 

aan te gcven, ternijl toch de verza.meling van alle reele. getal­

len niet af·;:;elba.ar kan zijn. Dit werd als paradoxaal onder­

vond.en. 
-~en keuz8rLj ( zelf steeds ona.f, :u.aar onbe-paald voort te 

zettcn) van dooI,' de spreidingswet S toegelaten natuurlijke 

guts.ll•")n be1Jaalt het toegevoegde element uit Z , dus bijv. 

hot toegevoegd3 reole gctalj) oo}c alleen, als een onaf blijvende .. 

wordende entit3it. 

[ Q j 1 J il 

Vervange:.1 ·,1iJ in Srv 
d.o,)r :i i C (0 1) 

Ill ~- ' 

Ct. en 13 de eis 
' , (respectievelijk: 

11 i raakt m 
laten wtj 

~ 
doze eis v1eg) <la:1 verkr;7ge~1. vre een spreid.ing Zrv , waa.rvan 

de elementen na identificaties de reele getallen :x uit 
. ** (0 9 1) voorstellen (:cespectievelijk~ ••• een spreiding ~Iv • • • 

alle re~le getallen voorstellen). 
6:'.)reidingen z en die 13ntiteiten (5" , die als elemen-

ten erva,1 beschouwd zouden ktLnen word.en, kunn.en geheel onaf­

hankelijk van elkander geconstrueerd word.en. Daarna ka.n vast-
e;esteld ,,rorden 1 c1at c· e_ z is. .Een voorbeeld hiervan is 

het doo~ e0n '7et b8paalde getal IT en de S'Preiding van alle 
reeL3 getaJ.len. Ook kan het voorkoman, da.t na de constructi.e 

van d.e s·~)reiding ;_:; een eleinent 6' van Z door een S 

toegela ten Jrnuzert; bepaald v,iordt. Van een dergel:ijke € 

staat dus van te vore1'l 6 E. Z vast. 

9. 5 : !_~p.\~~c_ §.£.r_eidi~gen. 
D1;;f.: .Jlen spi:-eiding z is finiet (bounded spread, finitar:r, 

spread, fan), ir.i.G.i.en de spre.idingswet S van Z voor .. j.eder 

natuurhjk getal n bij ge-geven, toegela.t~n (~, • • • •8n~) 
een keuze van an uit een eindige soort van natuurljjke getan.en 
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toelaat. 

Opmerkine;en: 1 °: Voor j_edere n ( ook voor n = 1 ) en 

iedei--e toegelatGn (a1 ,.,, 1 an_1 ) moet de keuze....:80 ort eindig 

zrjn. Het behoeft geenszins mogel~k te ztjn een van n en 

(a1 ,,,,1an--i) onafhanlrnhjke bovengrens voor het aantal 
elementen van alle keuzesoorten aan te geven. 

De ze Of1 Ll8 rking heeft we inig principiele betekenis' 

omdat een gegeven :finiete sp reiding zelf s al tijd door een 

spreiding, waarbij de keuzeverzamelingen steeds 1. of 2 

elementen bevatten, vervangen lean worden, 

2 ° ~ ·1Einclic;;· betekent in de def' ini tie ·1een 

eindig~ voor iedore n en (a1 ~ ... ~an_1 ) vast, aantal 
elernenten bevattr::3nd; 1 1 niet slechts deen aantal elementen 

beneden een zek.er eind.ig getal bevattend· 1 • 

9 . 6 ~ :St • ~ 1-I:en .?.-.1-:L:3§_+.?_t_eP,-_ __ pa ~~.o n33l8:1_P::p.!,"_e,_ryal L c 3 d J val t 
E1.et een finiet5L SJ>reidin.g Z samen ( d. v:1. z. Z is te be­

:::ialens zoclat ieder element van [c,d] ,tiet minstens een 

element van 1: Gn wedcrkerig ieder ele ;1ent van .Z met 

minston.s 2,en elr-::ment va!:1 [ c 9 d] sa,,1enval t. 

Bewiisg ·1e dofinierer... ;\ --intervallen als intervallen ·----~ n 
(a.2-n-i, (a+ 2).2-n-i) 

met gehele a. Z~ hebben dus de lengte 2-n en liggen 

dah::pansc;e s over e lka 3.:r. 

P.n-j_ntervallen ontstaan uit 

deze laatste links en rechts 

de vorm 

/\, -il'lterv~1llen~ door van n , 
1/8 van de lengte af te nemen. 

Zij hebben dus 
(a.2-n-1 

..., ?-n-2 
2-n-3 ( 2 ) 2-n-1 _ 2-n-3) 

+ ' a+ • - en de lengte 

:).1.... • 

;;re beschouwen achtereenvolgens. de t4'0~~tJ.3-,,,~-, ... -interval­
len, welke [c,d] raken. Ieder rationaal interval van een 
lengte ( 2-3n-3 is in minstens een p 31.-interval bevat, 

;Jpeciaal :-...;::: ieder ~J. 3n+ 3-interval ligt ·in minstens een 
ll, -interval en is d3.ar bovendiep. in engere zin in bevat 
r .)n 

(d.vr,z. is er in "b,·vat c:Ll heeft er geen eindpunten mee gemeen) c 

In iede:- ~ 3n-inter-val liggen hoogstens elf ~ 31?-+ 3-inter­
vallen, welke [c 1 d] r~con. ~r z~n slechts eindig veel 

1 1 -intcirv.3.J_1on -ce vinden, 1Nelke [c,d] ralrnn. De spreiding 
,~-\ 0 
l van de i) _ -intE~rvc1J.schakelingen., "Nelke [c,d] raken, i.s . t ~.'.Jn 
c:us zekc::r finiet. Ieder element van ~ val t samen met een 
rGoel getal ex met CX, E:, [c,d] • Andersom is ook iedere 

CY. E: [c?d] door een element van deze ,3preiding voor te 
stollen. Zij (X Lnmers gerepre,senteerd door een intervalrij 
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CX = { A11 } Dan is er een )> , te bepalen 1 zod.at le:i:i.gte 

A., ~ 1/8 1 en dus ook een of meer /J. 0 -intervallen, waar 

A"J i, 1. ligt. De:-~e raken [c,d] , omdat Av dit doet. fioem 

het rneest lin1rne ei"van B0 • Op dezelfde wijze is uit een A~ 
t . t i1., / 2-::Sn-3 i1 me .1_eng e , y ~- / een l~~ 3n-interval Bn te bepalen, 

zodat AY C 311 is. 

De in engere zin inkrimpende intervalriJ' 
J '\ 

met <Y = l ~) samen. 
0pr1ierking: Voor een open interval (c,d) 

niet. 

valt dan 

geldt deze stelling 

Ui t de mo 6elijkheid een afgesloten interval met een fiuiete 

spreiding te ove:cdekken? kunnen conclusies afgele id worden 1 

analocg aan J.iGgene 9 welJ.ce in de klassieke wiskunde uit de 

overde. kingsstelling van Heine-Borel volgen. 

9. '? ~ Ook de .3.:2_lijkmatig co:i.1t_inue functies op het _e~enheids-~ 

.Q._op_i:iir1:..l::wn __ _L9_L1j z"ijn als el ementen van e en §1?:_~id.}E,g, welke 
in dit geval niet finiet is, te beschouwen [Brouwer, 1942]. 

De gel1Jkmatige continuiteit van een functie f(x) is 

irm:1ers te f or111-1le i-·en als ~ 
v· ·-:J \·-/ [ f x1. - x2f ~ 2-p(n) · ~-" 

n , __ 1 P ( n) . x1 9 x2 E [ o, 1] X ~ 

·----) ) f(xi) - f (x2) I < 2-n-2] . 

Het beeld van een /\ p(n)-interval op de x-as heeft 

dus een lengte < 2-n-2 en val t dus bin:1en minstens een 

A n-intarval op de y-as. Zo bepaal t de functie f(x) een 

&ri th1,1etische functie p(n) en een toevoeging aan de /\ p(n)­

inte r,rallon op de x-as van ;\ -intervallen op de y-:--as. - n .. 
De ge liJk:,ia ti/; continue functies f (x) , gedefinieerd 

op hot eGuheidscontinuurn [o,i] vormen nu een spreidingj 

waarvan de sp1."'eidings- en toevoegingsvvetten (voor het gemak 

gezarnenlijk gcforrnule.ard) er als volgt uitzien~ 
lste treds-3: ldes een natuurlijk getal p(1.) (bij deze keuze t ... _ _... __________ ,~ .......... 

en evenzo bj__1 d2 _,;:euzen van p(2), ..• zijn aneindig veel moge-

1,Jkheden; daarom reeds is de spreiding niet finiet) • 

Kies bij ieder van de ?\ (i)-intervallen, ·welke 

[0~1.J :caken (2p(1.)+1. + 3 in aantal) een /\ 1 -interval op 

dG y-as, -en wel zodanig~ dat door deze keuze aan twee elkan­

der ra.konde /\. , 71 )-intervallen op de x-as twee elkander 
,, PV..L . d 

rakende /\ 1. -int2rvallen op de y-as toegevoegd wor en. 

De totalitoit van deze ei:ndig veel keuzedaden op de eerste 

trede Jrnn door de keuze van (len · natuurlijk getal a1 ui t een 

onoindige soort (bijvoorbeeld van 
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( 'l) _}X1 ('<') ·n CX q de 
a1 = 2P · • ;; • 5 ~ . . . , I qJ.,1 \Vas.rbij TT k het k 

priemg0tal is 1 q = 2p(.L)+:1. + 3 e~ CX het nat 1iurlijke 

tal is, d.at d:: lrnuzo vnn het aan het v Vde /\.p(l)-inter­

'fr-ll t J-.J:-:•~vo,i-~J_'"' 7\1 ,,..int0:cval bepaa.l t) vastgelega_ e;eclacht 

·,ro::dJn. 

? .... --~b.:r.\:;(1:.0,~ /:ies 0,2n rn=,tu.1.rlijk tal p(2) ) p(1) • 

I\ies bij iedcn: l\p( 2 )-interval op de x-as een 

;\)-inta-r:'val op de y-as, zoo.at~ 

c.. 1 °: aan tuo,J elkandor rakende /\ p( 2 )-interval-

11,n ,,, 0lk~d....:r _raJ~8nde J\. 2 -inter~allen to~gevoe~d word0n. 

~o; 111dio·,1 oen ';\ p( 2 )__-in-c;erval oevat is in 2en 

?1... -:->( l )-inl:;_; rval, t to0 voe gdo i\ 2-interval ook in hat 

toe·· vo-::cr;do_ /\ 1 -interve.l bevat is. 
,,d,i ,-d.c r -1-· 0 ··c·• ·· • "'·1c,loo·· a···1 d' 2de ·1-r··d 0 1.+ 7 .) , . 0 0 o V.Lt::::' . ..l.l.:.;.. c.,;;d .. 0- t) .()_1 , t; U t;,j _c; o 

D8 fm1cti2 f(x) '.vordt dus 9 in ctm tekening _o;ezien, 

pa.:1ld door o ,.:n. keuzor::\j van tot b:'l..l).den aaneengeschalz:elde 

:c )Ch":;ho(,Js:er:i • . IcdL~ro volgende band ~is hiarbij in de voric:o 

band b.,vat. De 1-_:;chthodc;jos d.cvan he n de halve hoogte on 
- l'l) I i 1 ) - .,.. ( i ) t · "on 2 .. \--+- ,) , 1,1.1al zo grote br,J,~dte als die van cle 

vor:.: bend. 

Ann :i.e::cl.,:;r punt x op d0 x-as ( ook als keuzerij van 
\ 0 
1. n-int,:,rv'•,11,Jn voor to stdl.len) is nu door de rij banden een 

·~ ···Li,ro.,nd.,' ri~i 1\ -interva.11:Jn OD de y-as 1 cl.us oen 
'.ii 

[)Llrl,i 
0 

o:rdt door Lilver dai1. /:en int0rvalri1 voorge steld 1 

n int0rvallcn van de toe gevoegde rijen elkaar vo or 

jJcLn·e n en bz:rpalen clus Ot."ol1 zo1fdo pnnt :l • 0 

,foorten . 

9. d : ~en _§.,(?_ort S _:Y,.Qj:!; de eer_.§t_e_orde over een v2rzameliny; 

paalcl, door ui tr:;aande van die reeds geconstruuercle 

~r._ :czc.,11i.) lin;; V . (l':lijvoorbeeld een S1) reiding of een verza.mel inf: 

:-1ls V;;rzm·icLLnf; .i'. 1·n. van de natuurLjke getallen) een ka::c-ak-

cf niut 

·vDJl.rvoo:r 

van V 

ldcm vocr cl2 

:7 ( ~,) 
. _:J ...i: ..... r;eJ.dt. 

LC(x) aan t,a geven~ waarvan het c;elden, 

ementen van V een wiskundige bete­

zijn dan alle elementen van V , 

bd1oeft hi..;rb:lj in tjenen deld voor ieder element 

ui t t ;.) ma1rnn t e zljn 9 of' geldt of niet. 

Vb. 2:U V de VforzmLe:ling -ran de natuurl\jke getallen • Un 

en ;:; do soort vrm de Jfo:c:mat-exponenten 1 dat wil zeggen, de 

soort van de natuurli.;lcc getallen 9 wac:1.rvoor geldt; 
--, ( ) ~ ..- n n 2 n l 
_i:1 S n D 1...::i x , y 9 z E N n L x + Y = -
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:3,.i d;:;zo soort 3 is gecm methode bekend om 

voor e2n wilL.,J;:\:.nU'ige n E. iTn 

n E:. S 1 dan wel --, (n E.. 8) 
uit te maken of 

r;eldt. 

eon soort !3 van de cerste orde over V 

tG definieren, :Ls het du,s noodzakelijk, dat de verzameling: 

if reeds t~econstrue,srd is, d.1:v.z., dat de gemeenschappelijko 

, 
~ .JtL 

oo}: 

.s 
stellon~ of X E_ S 

X van 

of van 

V 

s 
aangegeven is, 
individueel 

beide geconstrucerd) dan 
d.w.z. E(x) geldt. 

jJc vc.:r?.a1elicg van e.lle elementen van een spreiding .e.; 

,il;··cm,,,mor van e0n verzamoJ.in15 V ) vormt natuurlijk zelf 

,Jc:,1 E,oort-. 0,::1 deze ttJ bepalon, behoeven we slechts voor 

do i:d1;en,schap t0 nemen, element v&"l .2 te zijn. 

9.9 : D2 in de vorige parac;raph gekenschetste constructie-
;n,:.;thode van soorten S v=m de eerste orde over een ·v·.e,;:1 

v,n'za:,1e lin.[5 V ku::men 1,7e beschouwen als een nieuwe gemi:en­

schap\)el:jke ontstar::1111wi.jze van mathematische entiteiton. Dit 

ge2ft ons hot recj1L~ om van de verz3Jlleling V1 D Jl. (V) van 

",:1..le :~oorten v.:i.n do eE.:r.ste orde over V te spreken. 

LJitc;nando van de ze ve rzamel ing V 1 ( of oak van de ver­

cmir,in,~ 1,r1. v1 rnet V 9 of met andere reeds geconstrucerde 

verzarc lincen) t1.m11en we nu W8sr dezelfde constructiernethode 

t 1)0 ~) :1.sscn. Di t l2vert ons so orten van de eerste orde over 

t'.3.rvrrn dus so orten van de e erste orde over V ( en r:ven­

tue2l 001: el,::::cunten van V ) element kunnen zijn . 

.)oorten van de eerste orde over v1 noemen we nu 

soorten ~an de tweede orde over V. 
ZE) constructiemethode voor soorten van de eerste orde 

over V;, , kt'..nnon v:e nu als een gemeenschappelijke ontsta,:.1ns-
_1_ 

vJ;7,,a vrm c1.ll(; soort:::n v9..n de tweede orde over V beschouwen . 

. ) 1mn:hm dn 1.rorn over de verza111eling v2 = IJ;) (V1 ) = f qp. (V)) 

hicrva,1 sprcdrn'J. 9 en hierin '.'.102.r soor·ten van de derde orde over 

V vorrne:1. 
d t= 1\T 1ierhal2nd krijgen we zo voor ie ere n ,~ l.',n een verza-

1 · ,r · d de d er V Derze rno ing ·v van soori:;en van e n or e ov • - ,, 
n 

lc1at ;2,te };:unnen dus alleen soorten van de orde (n-1) o,rer 

V ( of v:m crde m over V met m ( n ) als elementc:;n 

hebben. 
Dat oen soort z.ichzelf als element zou hebben is dus 

een absurdo ui tspraak. Doordat op deze wijze slechts soorten 

uit reeds geconstrueerde verzamelingen gevormd warden, kunnen 

/!,()C.iJ. paradoxcn optredon. 
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lnclusieI\.;:laties tussen Soorten . ... ,-·- ·.,.;-,-----,____ 

en ,".),,) 

'-

soorten ov0r dezelfde verzameling 

dan d.0f inioren vrij: 

is st0r1: b::.:::vat in 
,._; 

15 \/ ~= E. 

is z,waJc b0vat in S2 D :31 
-..::.1 [ 

----7 l V XE. I5 '-· X E 

~z ::32 D 

s1 ,. --7 (x 

,i,s.tuurl.l]}c geldurn s1 -c s2 ·--) ,3 1 '=z s2 en alle 
L~J1 on.:; tii:;enscr;.c''lP iien vnn de incl usierelatie. 

0) grond V-8Jl dozJ inclusiGrela tie definieren we nu:. 

;s1 is id; __ mtiek m-:::t 

iJ 

rt\r01) klassi2k idontiek:e soorten kun,ien intu:itionist:iEch 

.. con;;ruent e.1 niet icL:ntiek zijn, !:'~en voorbeeld hiervan is~ 

Z•j V d0 vei-•zru:t0ling Cje:1 s1)reiding) van alle onein­

dig,s: r·:_]cn op€_;ebouwd ui t de c!jf ers 0 en 1 , zij s1 de 

soort vnn '1.llc clem0~1ton x van V 1 w?v,.rvoor 6f x c;oen 
cijf0r 1 b0vat ~ 6f in x na e0n eindic; aantal qjf ors 0 

een cijfor ~ to vind2·,1 is ( dus s1 · is de s oort van alle 

::. ~ if , w,.:1rvoor uit t\J r1aJ;;;:0n is of x een cijfer 1 bevat 

of n.iJt), ZIJ s2 g,:Ljk ~J.an 31 met v0r1Nisseling van 0 Gn 

1 ' Zlj 8 75 do soort van o.lle e ler;10ntGn V • 

]Hassie}'. gcld.t dan Z8ker 31 ::: s2 Intuitio-
n.istisch g,)ldt no.tuurlijk s1 r.:.: s3 en 
nJn 111· ,)1.i br.,1.•,r,,r;,n, ,. u1 nt ·::; ,,..... S ,_. ,...,. S' 

~ v ·~ v. ~ k,3 ::.:.. I 1~ /J~:::: 2 , 
. / 

.:,x:lctGn. 'J·01 --~-'lclt z-,k"-'r S - S - .c. 
.' U ~ '-' -v 1 .~z 3 - Z ,.___,2 ' 

x ';';:: V , d ·:t niot in s1 b,0,+at ]_,._ an · · h h , _v -~. z~n, noc geen, noc_ 

' 

11j_nskns ::,:n cijf0r 1 '~cL1 bdvatten en rlus niet kan voorkomen. 
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Dof. [L.E.J .. Brou\i·vr, 1924-~ I; A. Heyting, 1929] 

D0 s:) 1::.>:c.'tGn Q en I?. ovor een verz-9.meling V z1jn 

_g_G_l_,Jlin~?f<:?,~g D er is ;::en (1,1)-afbeelding van Q en R op el­

ko.;:ider te cc>nstruoren. 

Prociscring~ EGn 

(1~1)-nfbeelding, 

o.fbc::iGlding f van Q en R· no emen 
indien bij ieder q E. Q een en slecl1ts 

sStn boeld .. -olemi::mt f ( q) = r E::. R en bij ieder r € R ,1en an 

sl0chts 0611 origin(~0l q E. C) 9 wa3.r-voor dus f(q) = r , te 

vinclen 

iodGrG 

l,S o 

Op;norkin6 '. I\~ ui tspraak "f is 8en afbeelding van 

::f 1 kan behal ve in do boven gBbruikte sterke zin - bij 

r ~: R is 8en element q E. Q te bepalen, zodat 

f ( q) = r is --· cok in nego.ti0ve zin gebruikt worden - er 

b,.:sto..at i:5(30: 11 r ·:=. R , waarbij geen q (.:_~ Q bepaald kan ·•mrden~ 

zodo.t f ( q) = r is. Hie::.::'door kan ook de defini tie van (1,1)-
afb~0lding vrrn op 

f is .Jo:1 ed ndu.ic1igo 

H v.rac:.rvo or ,\21 d t ~ 

n in deze negatieve zin gebruikt word.en -

afboelding van C op (in ns::;gatieve zin) 

10. 2 Als in de 1dnssi0kc wiskunde def inieren we do machtig­

hoid v,::-,..:1 ,:)en soort (0 over e0n verzameling V , ala de soort 

v1.n [tllo soort0n ovor V i welkc; mat Q gelijkmachtig zi,.in. 

~0n voudige typan v~n machtighedan ztn 

1 °: Du _0J_r1_d_~.&,~. p1g_c!1:.-'ti3b.;.o_,S.l__'?.t?:i d. w. z. de machtigheden v,m di0 

soorten, walke met can b0ginstuk (1 9 2,3,,,.~n) van de r~ der 

nat1.nrli:)l::c 2;,.,t:tJ.len Nn g2lif:.:rnachtig zijn. 

2°, ·D, ., c;·"t 1,v.,q ~ O"'.l'l·na1· 0 ,· n1°cbt1"a-he1"d n..,v.z de ;nac't1ti,,0_,;-~ 0 i.-.L. ,:_ u~,/:...j_ . .LG_ _ .• :.u.:=' _ .. 0- ·· . .:;.Q ___ , • ~ 

h0id van C.LG SOO:t:'tcn 

10. 3 g 

onoin.di g:; dcGlDoort. 

Nn ·,1·"' -::r~l ''Jr 100 cbt1· 'T' Zv .L t;'-'-lJ.,._b_. '-. b z1jn. 

D;; ze po st tL-.:f gef or1mL;orde G ige,1scha-p is sterke r ds.n 

do nogatievo 9 ~-u~ van 0indige m.achtiglleid te z~in. 
In dJ kl ae:\si0ke vd. skunde zijn vele aequivalente defini.-

ties van hot b0grip on2iaclig0 v0rzm:1eling 

tie van Dod2kind luidt: Een verzameling 

te geven. De cl0fi!"li­

S is oneindjg 7\ er ,, 
bost,':1.,":'l.t 0,n1 ~~chte de:::ilverz::lID.0ling D ~ S , zodanig, da.t D 

en S ge lljkmacht ie; zijn. Klassiek lo opt het bewijs, <lat de 

int-uitionistische definitie de door Dedekind geeiste eiger-.1.sohap 
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i:rrplic,2.Jrt, a.ls volr;t; 
{ a , Kies S z1j te spli tsen in _ S 1 en · 81_ 9 a2, 3 1 • • • J- • 

' } De afbeelding f , die de elementen D = St u i a2 , a3, . • • • • 
,rru1. st op zichzelf afbeeldt en die aan ai toevoegt ai+l' 

is da:1 een ( 1, 1 )-afbeelding van :S op D • 

~it bewJs is niet in alle g2vallen intuitionistisch 

,:;eldii;. ilet is Lcmers moge1•:jk, dat we van een gegeven 

i, € S niet kun,.1en uitmaken, of s € r3 1 , of 

S .".": :· a a a I i· s Voor een dergeliJ'k element s -~" 1' 2' -•,·•9 ♦\. 0 t .? J 
ila;J. 1 ( s) nie ti bepaald zijn. 

b:j\·, op, i·ra:meer we voor S 

De reel ijke elernenten 

het continuum en voor 

s 

I' I 
1_1:11 ~ a2' a,, .. · J' de soo:ct van de gehele getallen nemen. 

ZOU 

treden 

·ifoor het continu;,J:t is echter 

aen (1,1)-afbeelding op een 

op een andere wijze eenvoudig 

echte deelsoort te construeren, 

b)v. door de 'lrct·g-functie, 8en voorbeeld van een onein­

rtige so,;r-t, waarvoor geen (1,1)-afbeelding op een echte 

rieelsoort aan te Geven is, is nog onbekend. 

;.;;en deelsoort s1 van een soort ,S is i3-f~c_,h.~idbaar D voor 

iedere s E. S is ui t te rt1aken, of s ~- s1 , dan wel 

s (I: 81_ g,.:ldt. 

,Ji t het klassieke bewijs volgt nu intuitionistisch~ 
Bevat eeil. soort 

deelsoort s1 , 
zodanig, dat D 

S oet: afscheidbare, aft el baar one indige 

dru1 1:)estaat er een echte deelsoort D ~ :::; 

;elijlrniacht ig is met S • 

10. 4-: iiet van iedere soort n 
0 is uit te maken of 

einJiF.r,, da11 .:el oneindig isQ 

.,,.;e,1 te1~e,woorbeeld levert de ,soort T van alle 

priemc;e taJ.len p , vvaarvoor oak p+2 priem is. De ze so ort 

is vrel ( d.o,:,r de iden ti eke B.fbeelding irnmers) ( 1 1 1) af te 

beelden op een afscneidbare deelsoort van de natuurlijke 

~--;e·callen. 3oorten, die deze eigenschap hebben, noernen vre 

.t.~Jbaa:~i S<:)orten vrnlke (1 1 1) af te beelden zijn op een 

wiJ.leJ-01.n'ige dGolsoort v·vt de natuurli)ke getallen, §._fte~~ar. 

Ook is niet v:;or iedere soort S te bewijzen, dat, zo 
,S 11i0t OllGindi·..,. i.s 8 CL;:-a11 e,i'nu.1 i·o, i·s ------- () . ' ~ ') . 

:ien tJr;env·•orb8eld levert de soort, welke alleen het 

fptal 1 bevat, wanneer in TT een r::.jtje voorkomt . 

. 0venmin is voor iedere soort S te b · · d t ew1Jzen ~ a , , zo 
,S ni2t Gindi1::; is, ,S dan oneindig moet zijn. 

l0n tegenvoorbeeld levert de soort S , 1Nelke bestaat 

u.i t de natuu.rlijke getallen n , die aan F'( n) voldo en, of 

groter z1jn dan e0n dergelijk getal, terwijl --i.\/ n[---1 P(n) J 
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wel bekend is, maar :=_-=, n[P(n)] niet. Voor J?(n) 

kucmen w,.j bijvoorbeeld nemen, indien k weer ·1het 

vluchtgetal van hot rijtjesprobleem· (7 .2) is~ 

P(n) D [er komt een ·'rijtje•'' in i"l voor --4 

----4 n ) k] , 
1/ 

Ordenin~stheorie. 
---·-·-···•···• ... u.. •..•.. ------·· 

11.li 

Def., ~en rolatie x ( y bepaalt een ~ineair~) 

ordening in oen soort S = voor ieder paar ele-
D 

rnenten a,b E. S zeldt een en slechts een van de 

uitspraken~ 
a < b ~ 

a = b 
' b< a 1 

en voor alle a,b,c E 
,··r geldt: :0 

a < b A b < C ~-) a< C 

a - b " a / C ---·-➔ b < C 
' 

a = b A C <a ----;) e < b 

In een ~eordende soort is dus steeds uit te 

maken: 
a = b v a / b • 

Def., ,~en soort waarin deze laatste eigen-

schap voor ieder paar a, b £~ :S c;eldt, heet discreet. 

lc,dere r;eo rcl.ende soort is dus di sere et. 

11. 2; Op het niet discrete continrnill1 is dus geen· . 

1 ineaire ordening te be-palen. ·i'Iel kunnen we ( zoals 

we dit reeds vroecjel"' ( 4. 28; ~-. 29) gedaan hebben, 

d.m.v. de relatie 

nu i: er i , zcdat 

ee.o. Dscudo-o:;_--deninp.: 

a< b = er hestaat een interval . .0 
Ai< B:i_ ) op het continuum 

.c;::.::. - -- , .. ·~-------•- -· D 
[A. R3yting, 1')25] aangeven, 

d.vv.z, ee1 relatie x < y cekarakteriseerd door de 

eige ,1schaTlpen~ 

I 'Joor alle a, b E S geldt hoogstens een 

van de uitspraken~ 

II 

III 

IV 

V 

a< b 9 a = b a) b 

-v·a9 bi C ~ sla = c ... b = d ,._ a < b ---? c < d] 

: \,_/- b ,., [ a \/ a, ,CE:_f:) 
(b -b( c~ a< c]. 

g ~/- a , b E. 3 [ -i ( a ) b) A - 1 (a< b)----4 a = b]. 

g """=-/ b S [ a ( , a 1 ~C":::. 
(a < C V C < b)] . 
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11.3; Is de relatie x( y een pseudo-ordening van de soort 

;3 , dan kan d.m.v. de definitie 

a <: b D -, ( a > h) ... -t ( a = b) 

een niouwe re la tie bepaald. wo rden. Deze relatie x t y is 

dan een yirtue]-e o_,F4ening [L.E.J. Brouwer, 1924, II], d.w.z. 
ztj voldoet aan de eigenscbappen r·, rr·, Irr·, r,r· analoog 

aan de eigenschappen I, II, III, IT/ van de pseudo-ordening 
on bovondien aan: 

v· ··\....,- [ : v· a 11 b ;;;:. S --, (a > b) ... -, (a = b) -4 a >' b 7 

" J 

" 
Bet bew:ijs biervan volgt ui t een -paar eenvoudige stel-

lingen over het verband tussen psGudo-ordening en virtuele 

ord8ning. 

St .1; a < b -·-)' a ( b • Ui t I en def. ~ \. . 

,jt. 2; -, ( a ~ b) --f ~--i1 ( a < b) . Ui t st .1 . 

~:3t • 3: --. ( a < b) ➔ -, ( a <:: b ) • 

Be~&~~ :S-tel a<:: b , d.w.z. (1) - 1 (a) b) en 

(2) --. (a = b) • Maar gegeven is -, (a< b) • Hieruit 

uit (1) en uit IV volgt a= b , wat strtjdt met (2) . 

.3t.4: -. -,,, (a <: b) ·-4 (a<: b), "a <: b is stabiela. 

Bevlijs, direct uit de definitie en de algemene stellingen~ 

- 1 -, (A ... B) -4 -, -, A ... -, -. B en 

-, --.., ---. A ~. -, A • 

:..i_~-5~ a ~ b -?" ! -, -i (a ( b) • Uit st.2, st. 3~ st.4. 

!3ewi.is_y§..Q._.l..:..g Jtel a<: b en a:> b , d.w.z. 
-, ( a > b) "' -, ( a = b) en -, ( a < b) ... --, ( a = b) 

dan vole;t ui t IV: a = b , dus een contradictie. In de 

beide andere gevallen volgt. de contradictie direct uit de 

def'initie. 

Bew.21? van II_:i Volgt uit de definitie en II. 
Bevr.i.js van III"gVolgt uit III, st.5 en 

-, -, A ,,_ -·r-, B --➔ ---v --, (A -- B) • 

l~e.:1.~}j?_y~~-IV·.: Volgt uit IT/ en st.2. 
I\ewji_s ___ v_ag_J.: ~ Vo1[;t uit definitie en st.2. 

~Hegens v· lleef·l; de virtuele orde;.1.ing symmetrischer 

eigenschappen dan de pseudoordening. l:ilaar, omdat zij nega­
tief is 9 is zij voor de analyse vap. minder belang. Er ·. 

bestaan soorten, welke wel een virtue le, maar geen pseudo­

ordening toelaten. 
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12 .1 ~ Hoewel hij 1 ater [ Georg Cantor, 1897] tot een meer 

&bstra<;te opz et kwo.m~ waarbij v.relgeordeude so orten gedefinie'erd 

vverdea als geo:::•denclr::) soorten, W3.arvan iedere niet lege deel­

soort een eersts element beva.t, heeft G. Cantor in zijn eerste 

pub:1.icaties over clit onderwerp [ Georg Cantor, 18''13] een con­

structieve opbou1r gegeven van het beginstuk van de rij de:;__" wel­

geordende soorte~. 

12.2~ He,,1 hie::_'ir: vole;end, definieren we de verzameling van de 

w~J.;:;eordende so orten al s voJ.gt .; 

'){ , . 
'·-=,a) 

Be Opbouw 

I g Ztjn CX:l 
ook de so nr-L · 

¼Blke ~~n en slechts ~~n element bevat -

~-s vvelgeordend. 

c1rincipes~ 

en disjuncte welgeordende soorten, dan is 

C( = (x 1 + Cl 2 

1h2rbt ·,re~:-staan we onder 0( 1 ·+ 0( 2 de geordende 

son van lY 1 en C . .( 2 1 d. w. z. de vereuiging van de geordende 

soorten C< " e;1 CX 2 i zo c:eordend,, dat de elementen van Cx .. l 

ondc,:cling on dio va:':1 C.( 2 onc.erling hun orde relaties behou­

den en iedor nlem,3,1t van CX 1 voorafgaat aan ieder element 
van 0( ') . 

"-

I Ii vo-.rmen -~>1 , (~-<21 C>(3y... een aftelbare rij van di~juncte 

vvelgeorrlencle soorten, · dan is ook de one indige geordende som 
hiervan.; 

een welgccrrienc:e soo:r:·c. 

12. 3~ ·hxmeer ?re 111:L 1an do bi.jzondere qualitei ten van de ele­

mGnten? ws.a:i·ui·c ·vc' onze welgeordende soorteu opbouwen1 abstra­

hGI"~Ll9 \:mmen v,:2 ,loor toe-passing va11 deze principes de r~i van 

a.e w;.;lge0::de-c,d0 soorten beg-innon met de soorten 

1 , ~ i :-; 1 ••• G..'- , Ll + 1 1 r_,,_) + 2 1 ••• C,J 2, W 2 + 1, ... i Ct) 3, . , , 
vra:n·bij CJ2 ~/,..i -:-C.__'., , GJ 3 D C.) +C,.) + C,.:> , enz. gesteld is. 

leciorf; ui t concrete elementen opgebouwde welgeord0nde 

so or-;:; S kan r..n ( 1-1 )-duidig en met behoud v.n1 de ordening 
// I h d op ee:'.l van J.e7,0 soorton S , welke uit abstracte een e en 

OP:3ob 1)l!INd zijn. af0obecld W'.'.lrden.. We zeggen dan~ dat S van 

hetzelfde typo is als 3 1 • 

Door teopassing va.l'l II op een rij va.11. soorten 9 ieder van 
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hut typo w , vcrkr1jgen we eea e:>ort van het type i 
2 

W+W+W+•••f)WWDC~ 

eh verder doorgaand, soorten van de typen: 
2 2 2 2 1 2 2 ll!., 2 + r .·, r. \ + r - ' + 1, . • • , G.) + W 2, •, w , w + ,w ♦ , ....... , w VJ J'-AJ ~ 

<J 2 ,w22 + 1 •0 .}2 + 2 , ..• ,w22 +w ,0}2 + w + 1, •.• ,w~ +w2, .. , 

en g~raliter, sourten. van alle typen 
n n-1 ,. , .,. 

Cl!iP 8n + c..> 8n-1 + .. • + ~ ""1 + ao • 
;~, . 

Door tottpassing van 
6.> ♦ w 2 + (...) 3 

II krtjgon we dan: 
(u 

+ ••• n w . 
.tlie:r-bij geldt steuds: 

W + W 2 = <.:.> 2 • CJ 2 +W:, = W 3, 
Na w<u weer v0rd.er doorgannd kriJgen we; 

Ww., t.-J<.,i + c...Jw3 + ••• fi ww(,) • 
n t;l e.... w.t vJ • ,..., C 

enz, 

W + tv l.,) + <iJ'-"'1 + • • • n c.. o 
. 'Hot welgt;;ordcncfo t;ype E O voldoet aan de vergelijking, 

wfo. 1: ~ , v1elke volgens Cantor's defini tie, de E ._ 
ge:tall•n kai'a.'t.cterise1:;rt. ~en zelfde we 1 geordend type kan 
dikwtjls i\ls gdordende som van verschillende reeksen kleinere 

welgt:ordende typcn ~reria-eg,3n worden. Fiet steeds behoeft , 
bet, indien de w,:lgeord0nde typen Cx. en 0 verkregen 
WGrden a.ls derg:JJ.ijka oneindige geordencle sommen, construe-- -

tief u.it te ma.teen ta z1jn of CX = (2_-i , dan wel 0<. ( f2, , 
dan wel CX ) (?_) c;eldt. ,,Jo :rnnnen daardoor de opbouw van 

welgeordende t;ypen w0l voortzctten verder dan E__ , maar 
0 

krijgen dan cen constructief sl echts -partieel geordende ver-
zaueling hierv-an. 

12 .. 4: Door tranofiniete inductie, d.w.z. door gewone volle­
digo inductio langs de opbouw van de we lgeordende so ort 11 

kU11U0n Wt.:: nu oi.genschapp1m bewijzen, welke voor iedere wel­
g~oround~ soort <X. golden. 
Bt,. I : le':!f..lro \,01Gcorci.ende soort CX heeft een eerste 
elellli.H>,t .. 

~WiJ! : IedertJ soor·t met eon en slechts een elemont heeft 
,en ;;d!'Sto elemant. Indien (X 1 en 0( 2 ieder een eerste 

element hebben, heeft ex = C.X1 + (X 2 een eerste element j) 

,_.elijk het ourste elem\mt van (\ 1 . 

;w.!en OZ i,CX2 ,CX3~... ied~r een eerste clement hebben, 

~ = CX1 + f.7-: 2 + CX 3 + • • • een oerste element. 
~ beof't iaaero ''lelgeordende so ort 0( een aerste element. 
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::\t. II~ Iedere welgeordende soort CX is aftalbaar. 

~~:c:..._1!!: I0dGr0 welgeordende soort 
,vorden door, d.w.z. net behoud va"1 

afgebeeld worden op, een deelsoort 

()( kan ger~preoanteerd 

de ordening ~en-een-duidig 

van de verza.lll3ling Rat 
+ 

der niet neu;atieve; r:1.tionale getallen. 

De bewijzen van de stellingen TI en III word.en gevoerd 

door inductie langs de opbouw van CX , geheel a.naloog aan het 
bewijs van .,~t. I. 

Voor St. III maken we gebruik van het lemma: 

Is ,::en soort ex te revresenteren binnen Rat , dan 
+ 

is ()(_ ook to re~resenteren binnen de soort van de rationale 
got3.llen, wGlkc 

~ ---➔ 1 - % ' 
grater dan 1 zijn, en dus, na toevoeging 

ook binnen de rationale getallen tussen O 
en 1 . 

12. 5 ~ .lfat is niet moee1 ljk te bewijzen, dat voor iedere welga­

ordonde soort (\:, de eigenschap geldt, welke G. Cantor aan 

zijn abstracte opbouw• ten grondslag legde, dat nameltjk iedere 

nict lee;e doelsoort O van (X een eerste element zou be­
vatton. 

'.i1cgenvoorb0eld~ 

van CX , welke 

ele :1ent 1 , dan 

wik;col ins van n 

Zij CX d.e soort (1,2) en X, de deelsoort 

h0t element 2 bevat en bovendien ook het 

en slechts dan, indien in de decimale ont-
zeven c onsecutieve 7 1 s voorkomen. rJen 

aangeven van 2en eerste element van ! 
vraae:; over n opgelost is. Ffo kunnen 
dit aangovon niet affirmeren. 

sluit in, dat de 
dus de mogelijkheid van 

12.6; Pogen we, alleen te bew'.ijzen, dat iedere niet lege, af'­

scheidbare, deelsoort 't van een welgeordende soort 

een eerste element bevat, dan is het tegenvoorbeeld uit 12.5 

hiermee niet in contradictie, omdat we niet weten, of 1 €. d 
dan wel 1 f!/:. t geldt, en t dus niet afscbeidbaar is. 

Sen tegenvoorbeeld tegen deze zwakkere stelling is het 
volgende: Zij CX:. de welgeordende soort van het type 

~ + 1 , wel~e alle paren van natuurl~ke getallen, lexico­
graphisch geordend en bovendien nog het get al 1 bevat. 3ij 

~ de deelsoort van (X , welke d.it getal 1 bevat, en 
bovendien nos c.lle paren (a, b) , waarvoor geldt a ) 2 en 

b! + b~ = b;, waarbjj b1 ,b2 ,b3 bepaald zjjn door de eendui­
dige ontbinding van b in priemfactoren: 

bl b2 b3 b4 
b = 2 • 3 .5 . 7 • • • · 

Voor ieder paar · (a, b) is uit te ma.ken of (a, b) E. 't geldt; 
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i is dus afscheidbaar. 
Een aangeven van een eerste element van t zou 

echter met het oplossen van het probleem van Fermat aequi­
va.lent zijn. 'We kunc1en dus de mogeliJl-,:heid van di t aangeven 

niet affirmeren. 
Het bewijs door inductie langs de opbouw van Ci. 

loopt mis bij bet gebruik van de principes I en II. We 

hebben geen methode om voor iedere 

een b bestaat, zodat (a, b) E ~ 

niet van iedere CY . ui tmalcen, of 
- ' l. 

bevat, of niet. 

a uit te maken, of er 

is, en kunnen daardoor 

deze een element van t 

12.7: In de intuitionistische opbouw warden de niet gelden­

de stellingen uit ~2.5 en 12.6) nu vervangen door~ 
Jt. IV: Zij CX een welgeordende soort en a1 ) a2 ) a3 ) • • • 
een o.alende rij eleruenten va:1 CY , dan heeft deze rij een 

la.atste elen:.ent ak. 
Het bewljs van deze stellen wordt weer door inductie 

langs dd opbouw van 0( gevoerd. 

1e~]~: Indien CX uit slechts een element bestaat, is a1 
het laatste element van de rtj. 

Indien Cl_ = C< 1 + CX2 is en de ,stelling voor 0( 1 en C,\( 2 
geldt, dan. r;eldt zij ook voor (X • Immers, indien 

a1 ~ 0( 1 is, li:~3en alle elementen van de rij in CX 1 en 
heeft de rij dus een laabste element. Indien a1 E. CX. 2 is, 

het:ft de :.'.'lj een le.atste element al I dat in ex. 2 ligt. 
Is a1 zelf niet het laatste element van de gehele rij, cl.an 

ligt al+l in CY 1 , en du;3 ook 

a1+1 ) a1+2 ) al+ 3) · · · 
:Ucze staartrij hecft dus een laatste element in 0( 1 , dat 

dan tevens het laatste element van de gehele rtj is • 
. - d. c·x ,,,. (\.I r✓ 
ln 1en :::: \,..,\ 1 + '-"- 2 -!- ,,.,,. 3 + • • • is en de stelling voor 

iedere 0( i golr:lt J galdt Zlj ook voor ex o Imrners' al 
ligt in 0( dus is er een eindige index i 1 aan te 

geven, zodat a1 ~C(i1 is. Volgens de inductiehypothese 
is er dan een laatste element a11 van de rij, dat in 

C( il ligt. Is a11 niet het laatste element van de ~ehele 

rij, dari ligt all +1 in een ZGkere 0( i2 met i2 ( i1 • 
Er is dus weer een laatste element a12 van de rij te vinden, 
dat in C\ 12 ligt. ·rs a1 · niet het laatste element van 
cl.e gehele rij, dan gaan we o~ dezelfde wijz·e verder. Di t pro­

oas kan ech~er, omdat . • . i 4 ( i 3 ( i 2 .( i 1 is, hoogstens 
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1' ,,~,:~ 

i 1 maal hc::Qhaald worden. .:~,m van de elemtmten a1 met 

k--~ i 1 moet dus blijken het laa tste element van de k gehsle rjj 
te z.ijn. 

Hieruit volt:st clus ~ dat de stelling voor iedere welgeordende 
soort geldt. 

12.8~ Klassiek is stelling rv aequivalent met: 

type 
~~en wel(;eordende soort bevat geen deelsoort "t van het 

~ 

(;j ::: ( · • • , 5, l.J-, 3, 2, 1) . 
Intuitionistisch beschouwd is .3t. IV veel ster'lter. 

3t. IV ~::eldt natuurltjk o:,k voor iedere deelsoort ¥ 
van een welgoordende soort C~ 

12. 9; Zij 0( weer een welgeord.ende soort, dan definieren we; 

Def. ~ x· is een be gin_?_ep;ment van Cx'. er bestaat een 
i.1 D 

element c E. C< ? zodat 0" de soort is van alle elamenten. 
van 01 9 welke aan c vooraic;aa 1.1. 

St. v~ Ieder be~inse~ment V 
- -·---- ,,) 0 .. 0 
is zelf wol~cordend. 

van een welgeordende soort (X 

I-LJt bcwijs '.;u schiedt ', ·eer door inductie langs de opbou .r. 

12.10~ Zjj 0( ''Ne(jr Gen welgeordende soort, dal.l definieren we: 

Def. ~ 6 is een §._fs.J-.21i t§pd~ __ fupdrunente1~ r1j van CX n 
G is een stijgende rij elementen van 0( : 

a1 <. a2 ( a 3 ( . . . , 

zodat ~\;--/ . ,-7 . [a < a. J • v a ~- 0( \-1 l , l 
~tt.-.Y_~~ L3clerG wolgeordende soort (X bevat een laatste element 

of eon a:f13l uiconde fundamentele rij. 

J3ovviis VTc>3r door inductie lanp:s de opbouw: 
-- -:.:::J.:::'..1 -

I "' r, "". · (X~ 1 t 1- l Zij 1._)( = .. \: 1 + ()( 2 ; dan bevat , een a::i. S't,e e e-
l (\1 

m0nt of c0n ri.ff3l'c.titend0 fundaJ11Dntele rijv al naar ge ang \...•. 2 
doze bove.t. 

lig Z1.J Cx = (X1 +ex?+ C/? + ••• da.n bevat 

af slui t 0nde fundqmontelc ;;ij a.1 , < a2 < a, < · · · , 
hJt e0rsto JlcnH.mt van CX. i is. 

0( do 

B.i 

12.11~ Zi_i sen w,➔ l[~eordende soort en cEC('., da.n defi-

Def._, c 

al< a2 .(' 

is fil:G~§g}.£-~~t V:.~A de st~igend~-:f~?B.81!.~E~-~-l:)_!.;\1 
a <. -~.. van elementen van 0( D-
3. \/ ,·· ~-~~ ~. (;-z~ ~ a. .. < si' < e] • 

aE.0< ...,..,,,,1. .. ··• 
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dt. VII~ Iedar, 0lemcmt c van een welgeordende soort CX ---hoeft een onmiddellijk voorafgaand element, of is grenselement 

van aen sttjgende fundamentele rtj. 

Het bew:ijs -wordt gevoerd door een combinatie van 

St. V en 3t. VI. 

12.12~ 
.e.t-=-..VIIIg hangaando ieder element 

soort 0( , is uit te maJrnn, of 

c van een welgeordende 

c het laatste element van 

C< is~of niet. 

B~wtj~, door inductie langs de opbouw. 

dt. IX: Ieder clGment c van aen welgeordende soort (X is 

of het laatste element van (X , of er bestaat een element 

d van ()( dat onrniddellijk op c volgt. 
B I Al ()1 C'-' D 1 · t f . "'\/ ewijs; : '---: = '- . 1 + v\ 2 . an ig c , o in, l,_11 1 , 

.p • f'"'J 
Q_.. l.rl IV, 2 0 

Zij c E ()( l , 
CX1 ~ of c 

twee de c;cval 

dan heoft c of Gen onmiddeltjke opvolger in 

is het laatste element van 0( 1 . In di t 

is hot aerste element van CX 2 de onmiddelltjke 

opvolger V'.ln c . 

Zij c E. CX. 2 , dan heeft 

in ()( 2 en dus in 0( , 
en dus van CX . 

c of een onmiddelltjke opvolger 

of is het laatste element van Of, 2 

II: 0( = cY 1 + CX 2 + ()( 3 + • • • • 

Zij c E ()( i . Dan he :::ft c of een onmiddellijke opvolger 

in 0( . of is het laatsta element van 0(: . In dit tweede 
J. l 

gcval is het e.3rstc element van ()( . 1 de onmiddellijke 
l+ 

opvolg0r van c. 

§ 13. y oorbeJ?eiding,en tot het bewijs van de Ho~tell:h_:q._g_ 

ovGr Fin~te d_preidin_ge~. Toepassing van de 

Hoofdstelling of het bewijs van de g_elij_J~:hg_'?.. 

continuitett van volle functtes. 

13.1~ In (8.3) werd bewezen, dat iedere, voor ieder punt 

Yan een interval gcdefin.ie0rde 9 (z.g. volle), functie in 

dat interval continu is. 

l{3t bewijs, dat i0dere, in een afgesloten interval 

v-oll~ functie daar oot gel:ijlanatig continu is, is, indien 

wo ·· d~ze ge 15jkmatige continuiteit in po~i t;Leve zin verstaan, 

natuurlijk niet op de kla.ssieke, indirecye t wijze te leveren. 

Intuitionj_stisch moaten we· voor dit bewijs gebruik 

'riia.lren van de Hoof dstelling over Finiete Spreidingen. 
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13. 2: De ze Hoofdstelling over Finiete Bpreidi:q,gen lUidt ale 
volgt: 

Zij gegeven.~ Een finiete spr.eiding i :::: .z (S, T) ; 

_)_~en constructieve methode M , waarva.n. 
bewe zen is, door een bewijs B , dat zij a.au iooel' elemont 

0<.= (a1 ,a2 ,a:z.;, • •• ) E. 2-; een natuurlijk getal m(O<) toevoegt 
Dan is constructief te bepalen: ~en natuu;rlijk getal B 

(afhankelijk van Z en M, maar niet van·()( ), zoda.nigi dat 
voor iedere C\. E :Z op grand van hoogstens de N eerstt 
keuzen, welke C( voortbrengen (d.w.z. na de constructie van 
een beginsegme:r.1t (a1 ,a2 , ••• ,aN) van Ci ) m(CX) bel)aald :la. 

I-let bewijs van deze Hoof dstelling zal in § 14 geleverd 
worden volgens een aan de intuitionistische wiskunde eigen., 
door Frof. L.E. J. Brouwer geschapen, methode van re,flexie op 

de V,'ij ze i 'Naarop het gegevene (hier speciaal bet benr.!ja B ) 
bekend z:iu ku..11:nen zijn. 

13.3~ Btj deze reflexie op het bew~s B .merken we op, dat een 
bew;JS steeds bestaan moet uit een welgeordende soort van ele­
mentaire bew~s-stappen. 

b'QrJ11eel gezien bestaat een bewijs nameltjk slechts uit 
eindig veel bewijsstappen. Onder deze kunne:n. echter volledige 
inducties, same"l:v-,-1ttingen van een aftelbare rlJ van te vcren 
geconstrueerde bewijselementen tot een bewijsste.p, voorkomen, 

en deze kunner. op gecompliceerde wijze over elkander geschakeld 
warden. 

De opbouw van een beViriJs gesehiedt dus geheel op dezelf­
de w~ze als die van een welgeordende soort. 

13.4~ Ia (9.6) is a,:1.ngetoond, dat ieder afgealoten interval 
met een f iniete spreiding te overdekken is. Dit geeft de 

mogoliJkheid de Hoofds'celling te gebruiken om iets over een, 
in een afgesloten interval volle, functie. te bewijzen. Om de 
gelijkmatige continuiteit van een dergelijke funetie a.an te 
tonen, moeten we nog ~pmerken, dat, indien twee punten x en 

-3n-2 
x 1 ui t het interval een afstand hebben kleiner dan 2 
(de lengte van het intervalletje, dat twee opeenvolgande 
)J,3n-intervallen gemeen he bben) ~ er steeds een }-,l,n-interval 

aan te geven is 7 dat hen beide bevat. . . 
Voor x en :x:, zijn du.s t-..l 3n-intervalsoh~el~en .te 

vinc"i.on welke in. hun eerste n term.en o-vrH-:8&t43te.uunen (ook: 
andere 'schakelingen zijn mogelijk~ wa.arVC>J;~dtt nf-et ~t gtl/al 

is). 



82 

13. 5:: Onder aanname van de in § ll.\- te bewijzen Hoofdstelling 

is nu aan te ton.en; 
St. ~ Iedere 9 in een afgesloten interval Ider re~le ~etal­

rechte volle functie f(x) is in I gel~kmatig continu 

[L.Z,J. Brouwer·, 1923; 1924 A] 0 

Bewiis; f(x) is vol in I . Dus h.1 ieclere ------~· 
een reeGl setal y te bepalen ztjn, zodat y 

x E: I ·1 bete1rnnt niet alleen 

x E. I moet 

= f (x) geld t. 

lbaar •1iedere ; 1iedere 

x E I , waarvan de inte:rvalsc:.,.akeling door een wet gegeven 

is•·, maar algemener ''iedere x E I , waarvan de interval-

schakeling cloor een Jceuzerij g;egeven is; 1 • We noemen in dat 

algemene geve,l y bepaald door x , indien bij de r;egeven x 

en bij ieder natuurlijk getal k een interval Jn(kJ ::n de 

intervalschalrnlin\; van y , met lengte ~(k) ( 2 ·· 

aan te 1;even is op grom1 van de constructie v,n de eerste 

mk intorvallei1 ui t de schake ling van x • . ,x 

13 .. 6~ Voor vaste k ma.'.; hierbij het natuurlijke getal ml , 
.{' .,( 

nog van x afhan1-:;cn, maar het moet voor iedere 

dus x E. · 2 7 constructief to bepalen zijn. 2 

X ·E:. I , 

is een finiete 

spreiding, op de toovoeging x •. ~ ... ➔ m, is dus, bij vaste _,{,X 

J:;: de Hoofclstelling toe te passen. 

Deze geeft dan een constructie van een natuurlijk getal 

Nk , zodat mk,x voor iedere x E. I na hoogstens Nk 

keuzen bepaa.ld is. Blj iedere keuze is slechts een eindige 

J.ceuze vrrjl1eid, om.dat i~ fi11.iet is o :De verza.l].eling van de 

getallen m voo.r x E. 2~ is dus voor iedere 
):r.' X 

geguven k 

eindig on heoft dus 00n maximum Mk. 
" 

13.'7~ Hicruit volgt 9 d.at voor iedere x E- I (wat overeen­

komt met voor ieclore x ~-:· Z ) de bijbehorende y = f(x) tot 

op 2-k: namvkcL1.rig t0 bcpJlen mo,Jt zijn na aangifte van de 

eGrsto M,~ (nu onafhEJ11.k(.3l1jk van x ) int2rvallen van x • 
1'. 

Bij ieder punt x · E, I 5 dat 00n a:Lst a:.1d tot x h8uft 

kleiner dan 2-3Mk-2 is nu volgens (13 .. 3) een intervalschako-

ling te vij1den, wulke in de oerste 

schakeling voor x ovo1:0enstemt. 

M intervallen met de JI 
Do btj x 1 behorende 

y' = f(x 1 ) ligt dus binnen hetz0lfde interval An(k) als 

y = f(x). 

Dus blj ioddr natuurlijk getal le is een 

zodat voor allo x en x 1 ui t I gold t ~ 

I x .... xv j < 2-3~,Ik-2 ---) I f (x) - f(x i) 1 }> 2-k • 

te be1>alen, 

:Jit boteli:ent dus 1 clat de volle functie f(x) in het 

a!r;i:e.sloten int2rval I o2:eliih:mati2: continu is. 
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§ 14. ~JJ.11? __ ~~n d8 IIooi(?stelli~2~ 

!_iE.J-_,:: t~ __ }.12_r~_i di.2_e~~.Q. 

D;::;zJ reods in § 13.2 :_:;eformule2rde 3oofdstelling lu.idt: 

lioof clc5 tc:::llin_g_ ovvr Fini2t0 ./oreidingen [1. B. J. :Brouwer, 1923 • 
1924 A~ 1924 B: 1926; 1954]. 

'7" ,:..11J (:,f) g 2VGil: 

een finiete_ s:ereidip.g_ ! ... :;_~_,.,,,,(S/1:l ... ; . 
een -~-0.!1.§_t_:r::_uctieve _ toevoe~t,, M , . 

W'l,-.\rvan b,:Yrc zcm is, door een bevfil§___~ , dat ztj aan ·ieder 
clJIQcmt __ ex_=_ (a1,.a2:, ... ) ve.n ~ t;en pat_:luy]._ill;:w~~~--llio.t~ 
to,)vo2Q;t, dan is constructief ta bepalen: 

ean. £'.:_1:_t_?:-l.:£Jl.Df:._~~2-l N , (a..fhankelijk van. 

2 en i-:t , m.o.:1r nL.::t van Q''- ) zodanig, dat voor ied.are -·-·~· ... ,~-· 
(_Y E >' d h t N .. ~.~-----·-":'. op :;ron van _Q.SJV.§_ens de eerste_ ~J±_,~11.J_ }~~)lt~ 

__ 0< voortbr2n&_cn (d.w.z. na de bep9ling van boogatens N ter-

mea ( a1 , a2 , ... ~ aN) van CX ) m(_(t_) te J?!!'e\~~11.Jll .. 

1A.2; 0J1J1urkingen~ 

1). De tocvoer~~ingmret T, i.velke o.an. oneindige, door 
_j toe:;8laten rijen., _ (X = (a1 ,a2 , ... ) van natuurlijte getallen 
one i ndi tsG rijen Jl. = 0\, P 2, ..• ) van mathematische enti tei tan 
tooJvoo :;ti is bij de Hoofdstelling van geen belan.g. We lcunnen 

. L:u.it0rs in plcv1ts vnn de toe voe ging M van ns.tuu:rlijke gatallen 
m( Tl) o.an dG 0lem2nt::m -n, van 1: , oak direct de toevoa­

ging m(•:Y ) van m aan de rr voortbren.gende r:ijen 

C\:: = ( a1 , a2 9 ••• ) onderzoelrnn en deze laatste als de eigen-

1:)]co 0lomont0,t van 1 beschouwen. 

1 1+. ~)~ 2). Do Hoofdst0lling berust essentieel op de onder­
st0llL-ig, d3.t cl.::; to2voeging k van m(C() nan C( £9Jl.S_tr~­
ti8f ben"lald is voor iederc CX €. Z • Dit moot hier in die 
....,_,.__ ... .... --...-..o~· ....... •··-•.,.-"'' - -·-----·- ...... -··---

Zin o:)~~evat worden, dat we ook een methode hebben om in rH.m 

oindig, dl bij gep,cven (X b,3kend, aanta.l b13werkint3en rn(CX.) 

to bcp'llen voor een 1rnuzcr1j Cl.. = (a1 ta2_,_a.3.., • • •) , w'larbij 

W0 sl 0 cht S lJeinig of-~";eerl inforin.atie lieb"ben over-de rij 

1J.l s gc:hoel, m::i.nr slechts wet ens h-0e we (bijvoorbeold op grond 
v::,_n d0 ui tkomst8n va:i een ons verder onbekenda rekarunaohine, 

vnn dobb0lspelen, a.uor het aa:n aen bepaalde wiaku:ndige te 
vr2i;8n, door zz.;lf '!!d1lek€:uri.~c door S. ·toog♦le.tan k~u.ztm te 
do,::l) voor \1'ilL.Jk0urige 0inclige k ed-btginsegmant 
a = ( a 1 9 ••• , ak) van 0( km-u1en construenn. 
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14. 4~ J;!jr ri.10ct dus zeker voor iedere CX een get al 
door constructief t0 bepal0n zijn, zodanig, dat 

op grond van hot einclige beginsegment van (X 

a = ( n1 ' a.2 ' • • ' ' af (OC) ) 

te be reken is. 

t_CCX:l 
m(CX.) 

iJat di t ook 3(.;ldt voor die rijen ()(. , welke door 

een vret bc.:paald zijn~ is op dezelfde wiJze al's in (8.3) aan te 

ton0n. fut bewrjs v~n de continuiteit van aen volle functie 

in (8. 3) korrlt trour,mns goh0el overeen met het hier gegeven 

bowijs van het bostaan van de functie f(C'.z) . 
* A.an iedere door S toeg,;la ten voortzetting CX::. van 

dit beginsegment 
a = (al, ... j af (O<.)) 

is nu zeker hetzelfde n::ituurlijke getal m(O'_*) = m(O<) 

toe('~\:;VOGgd. 

Andersom kan c chter arm iedere door 
(, * one indige voortzetting ,X. van ,~en zekere 

* 

S toegelaten 

beginsegment 

een z0lfdo getn.l m( Cl. ) toegevoe gd zijn, zonder dat uit de 

formulering van de to2voegingswet l-t zelf- direct volgt, 

dat m( 0(1 reods bij gegeven beginsegmer.i.t 

a = ( a1 , ... ~ ak) 

te b0r0li:011en is. In do..t geval lmn dus nog f(O<*) ) k -zijn. 

14.5~ Do Boofdstelling bew00rt~ dat b~ een finiete spreiding 

2 ook een van ()( on~lfhankelijke boy_?..ng_rens N voor f(CX l 
te bepalen is. 

Een t2&Lnvoor)?eelq toont aan, dat dit voor aen wille­

Jrnur_ig_e ..fil)reidi~.&,_ h nict het gevsl behoeft te zijn. 

2 = 2 (S,T) . S be~aalt, dat voor iedere n. ieder 
l 

willek-Jurig natuurlijk g0t ll gelrnz an mr::~g worden. 

( ·"' / ) m ,_;;.,_ = 

Na de kouz0 van is dus f(CXJ 
al 

tuurlijk giJtai,. 

is 0chtor eon ~aheel 0 

Eon bovongrens N 
gbven. 

= a 1 boicend. 

willekeurig te kiezen na­
is dus zeker niet aan te 

l"-1-. 6: De J!.oo_t:9£_el).in.,:'i 1.•ro:t."dt bewezen 3..ls een corollarium 

vc:m de v:_oor_:._ will8keupig_e spreiding_e__g :6 en constructieve 

to0voegingen 1'£ van een natuurlijk gsta1 m((;() aan ied1::3re 

fGldenda welordenin~sstallinP. ,.; __ - ·--------- ______ :.D,.' . ·--·-:0. 
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_:i.an de i orrnule ring hiurvan la ten we enige op.merkine;en 
en: dcfinitie ,3 vooraf gaan. 

14.?: We beschouwen hiertoe de y_~rzameling #,-.:!...8:P._A.e.!!.,i~. 
b.§_g_ins~menten 

zonel van door S toegelaten, als van door .d niet toagelaten 
keuzer:Uen. 

Van i· ea"er element a · lJ · h t t·· ~- _____________ van -e=:-- is • e nu ·:\J gegeven t,oe-
voe gingswet TJi ui t te r9aksm_j _Jn welke van de vier volgands 

~j_ s ~ un~_t_e __ ~~~~~l_s~-~-~-~.:_n_f:!.:dl-~-~~?-~~ 3 of .t-L 4 _ :::-i_~ . -~~1 ::!:-
men _.1;elef;en_is. 

Hierbij is~ 

{J. 1 D de soo=:..0 t va.n alle beginsegmenten a= (a1 , .•• ,ak) uit t-l 
waa.rvoor1 

' Ii I..A ') = 
<.. ,_ D 

,t 1 -
(- 3 n 

iedere keuze a. ' l 
voor i = 1, •.. ,k, door S 

toegelaten is; 

2°~ het getal m(fjJ voor willekeurige onelndie:e voort­
zett ingen CX. van a 1 wanneer de eerste k ge­

ta7_len ai ~egeven zijn, op grond van de formule­

ring van M te berekenen is, zodat dus f(C() < k 
~ 

O· 3 ~ 

t;elclt 1 

voor geen eigenl:ijk beginstuk 

zociat nu ook f ((:i_) = k geldt. 

van a 2'.) seldt, 

c7.e soort van alle beginsegmenten a :::: (a.11 .... ,ak) uit J:l 
wa<'.rvoor; 

0 1 : alle keuzen a. voor 
l 

to3gelaten ivorden; 

i=l, ... ,k-1 door s 

de keuze ak door 
-!':: 

geen beginstuk a"'· 

S niet toegelaten ~~rdt; 

van a tot ~t 1 
behoort. 

de soort van '3.lle beginsegmenten a 

'Jilt3.DTVOOr een 

= Cap i •• ~ak) 

= ( al ' • . • ' a.1) 

uit µ 
met 

1 < k , 

~J4 = de 

tot /J. 1 
soort van 

eigenFik: beginstuk, a~ 

of i::-l. 2 behoort. 
alle 1)er,5ix1segrnenten a = 

f-J.i , noch in l.J. 2 , YJelLe noch in 

bovat z:ijn. 

f-)-1i-
segmenten 
tingen 0( 

t " ·t lle door 3 toegestane begiu-besta,i CJ.US Ul a . . 
Ill(cx) nog niet voor alle voortiet­a, waa.rvoor 

van a op grond van de methode M bij gegeven. a 

berekeno. kan warden. 
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14.8~ Een deelsoort p * van p kan zeker, evenals p 
zel:f, lexico;~raphisch (d.w. z. naar de eerste verschillen, 

zodat (1, 2, 15~ 3. 8) voor (1, 2, 15, 3 1 8, 2) en dit 

voor (1, 2, 15, 3 9 9) komt) rzeor_d~nd worden. Deze lexico­

graphische ordening impliceert de m.ogelijkheid van een 

lexd.CQ£f°.':.~p.ische afbraak van t,J-* , d.w. z. een voorstelling 

van ~-l 3lt als de vereniging van een e indi ge of aft el bare rij 
~ . 

van deelsoorten (nl. van de deelsoorten 1 welke be staan ui t 
die elementen, waarvan de eerste ooordinaat het getal 1 1 

res-p. het getal 2, l.1.et getal 3, ... i,s), een dergelijke 

voorstelling van deze deelsoorten, enz. 

Bij een willekeurige deelsoort p.~ van f-J.. is het 

in het al2;emeen niet waar) clat deze lexicographische afbraak 

ergens bee0 indigd wordt, d. w. z. dat we in ee11 e indig aantal 

sta:_)pen tot sle chts ui t een element bestaande beginsoorten 

komen. 

14.9i We noemen een deelsoort t,-1. * van &-J nu lexic_oP:;,E_a,­

.Eh.i._~cll_~~]-.e;_eorc1_~nd, indien met de ze Jexicog_r_B;p_hi?_qhe_ a:fbraak 

van }.J- ~ ee1:1 S?.£~9uv~ ven l,..J~ * ?.:..ls. een ~velgeorde11:.._~e ___ soort 
'• ' 

corres_ponc1~ 9 en formuleren als volgt de 

,~~!~~~~~~~e~~~~~!!~~ g 

Voor iedere_ S:Jreiding;_,___::.,_i' -=--~-~(_~TJ_ en voor ~_c\~_Fe 

to..9..Y-_Q~.£_~swet M ~ welke aan J:~2:..0£2 __ ()( y;iJJ 3 op 

.S..C?l~!.~~...£.~~-__yv~i7~- een natuurliik g2!_al _ ___m:i0',)_ toevoegt, 
de 9-00.r__JvJ 9 als in (14.,7) beschreven, }:)~a8_:]-de soort 

l:,)1 v l.=.-L,?:_ _:l~_x_~co_gp_Q.ppi~_ch we;L~e ordend o 

is 

14.10~ Om nog eens duidelijk te doen zien, hoe de geldigheid 

van de v•relordeningsstellinc;, zowel als van de Hoofdstelling, 

afhangt van wat intuitionistisch .ver,sta0.n V'ordt onder een 

constructi•eve toevoeging van een natuurlijk getal m(CX) aan 

iedere willekeurige C{ E Z , c;even we hier een voorb~elq 

van een spreiding ;.s en bijbehorende toevoegingswet M , 
• I 

1Nelke g__i_et voor iedere (),..'._ E 2: een _c_o_pstructie v~ ]?.§.12?-J i_n_g 

Y.§.Il ~.m(CX )_ toelaat. Voor de in dit voorbeeld beschouvvde 

combinatie Z ,M geldt dan ook noch de Hoofdstelling, noch 

de welordcningsstelling, 

14.11: Ztj 2 de spreiding van alle oneindige keuzereeksen 

()( 1 be staande ui t getallcn O en 1 ; 
Zij m((){) == 0 , indien in Ci_ alleen getallen 0 

voorkomen. 
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m( CX ) = 1 1 i:riclien in Cl min.st ens een getal 1 
voorkomt. 

\Tour Oi c. .8 be-paald door: a.. = O 
l ' 

zolan:3 and.er d2 0 or.ste i decimal en van TI geen zeven 
volc;ende 7 1 s vo :ir.,:omen. 

indien dit vvel hot goval is, is 

bckcmd om rri(C-< ) te bepalen. 
D b . (~) 
le . egll1s egmenten a · 

ai :::: 1 , 
geen constructieve methode 

bestaande uit k getallen 
on cc:.1 r•;(Jtcll 1 
f ( - /k) )-

daaropvolgend, behoren alle tot lU 1 ; 
' u.,_ ,.. is dus 
I(}:) Cd , . van a • 

0 

1::+1 voor iedere willekeurige voortzetting 
f (:X.) hooft d.us geen bovengrens W • 

.::j0ze zulfdo bot;insegmenten a (k) vormen een oneindige, 

cb.l0ndo d-:Jolrij van 

r,_.l .. 1 u 1\~2 is dus 

14-.12: 

t:-L 1 , dus ook van t.J. 1 u µ 2 . soort 

ni-:Jt lexicographisch welgeordend. 

Gogoven is dus, dat ,~r c)en toevoegingswet M bestaat, 

W<Jlko ons in f.,taat stel t b-:.j ieclere (x_ uit Z een natuurlijk 

g:Jtal m((X..) t~i b2palsn. Hieruit vol gt ( 14. 3 en 14. 4), dat 

b 1J icdor (){ E. 2 ooJ: een natuurl~jk getal f(CX.) tu constru-

oren is 9 zodo.nics i dat m(CX..) op grond va.'1 de toavoe,-"_..,_._.,,.., 

M tc; b,)rekencn is, rt.)2ds wanneer van CX. nog sle chts hot 

bcic;insegment (a1 ,a2 , .•. 9 8£(cx.)) bekend is. 

14-.13~ k0t bdmlp yan de d0finities ui t (14. 7) kan di t gege­

ven ook g2f ormu.le ord wordon als: 
I Iedere C<. uit Z bezit een beginsegment1 dat in 

U ligt. ·;JG ·willen nu in de eerste plaats dit gegeven zien '- 1 
als ,,;en e ig0nschap vc1n beginsegmenten van de keuzerijen ()( 

uit .Z 9 dus van de elementen van [-J... , en f ormuleren t 

da-'.:lrom als: 
II : I0dore door B toegela.ten oneindige voortzetting va."'1. 

0cm door S to8gelaten element a van {.J.. bevat een 

segm,,=;nt a"£ E (-.J. , dat in µ 1 ligt. 

14-.14-~ In do twcede plaats willen we nogmaals de for:mulering 
V3ll het gogov0n voranderen; nu om te maken, dat het luidt 
oen eigenschap, niet alleen van door S toegelaten keuzerijen, 

ma11r van allo keuzerijen. 
Hiertoe maJ{en we er ge bruik van, dat een door S niet 

toe gela ten kouzer:ij zeker een beginsegment in tJ. 2 bezi t • 
De f ormulering, welke we uit II will en afle:i.den luidt; 

nu; 
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IIIg Iedere oneindig0 voortzetting CX. van een bec;in­

segment a ui t l-'- b0vat 0;0n b8 ginsegment a~ar: E. /-J. 1 \...J f-k2 . 

Da::i.r wo bij een geg'"Nen CX. niet steeds kunnGn be­

slissen, of C( door S toegelat0n is of niut 9 is een 

nadere overvreging nodig om te bewijzen, dat III inderdaad 

uit II volgt. 

lL~.15~ Hiorto8 merJ.rnn we ten cerste op, dat het wel bij een 

gegeven beginsegmont a E"_ CU,, be slisbaar is; of a E µ 1 , 

a E. rLl. '1 , a E ) ... ). 7 , dan irml a E:. µ. 1, is. Indien 
. c.. ' :;; -;--

D.. E µ. 1 u f½ ·J &A 3 is~ is het bcw2js van III triviaal. 

We kunnon dus ondorstellen, dat a= (a11 a 2 ~·••ja11 ) 

een elemant van µ_ 4 en dus door S toegelaten i,s. 

Zij nu CY. = (a1 ,a-:::,, ..• ,o._ ,a .. ., ,o._ 2 , •• ~) · et:n v1il-,_ n n+.i. 11+ 

lekeurige, oneindige voortzetting (door S al of niet toe-

gelaten) van a . Dan beschouvwn ,ve ne.ast C.x~ een tweede 

door S zeker toegelaten 9 voortzetting 
I 

0( = ( al ? o.2 , • . . 9 a ' a i 1 ' a i 2 , • . • ) n n+ n+ 

van a 9 welke volc.oet o.-c:m de volgende eis~ 

a' . = a n+i n+i 9 
indien door 

e;elaten vv0rden . 

.2::en dergelijke door ,3 toegt;laten (X. 1 is, omdat 

S na m toe2;elo.teE Jrnuzen ( a19 a 2 ~ ... , am) st,:;eds c en keuze 

van am+l uit een niet lege soort toelaat (9.3), zeker stap 

voor stap te constru0ren. 

0-p CX 7 1-:urmen v:e nu II toepAssen. Di t gegeven 

levert ons dus een begh1segment 
I::[ 

a D= ( al 7 • • • ' 8. i a r 1 ? • • • 9 o. ~ , -P ) n n+ . l.1-,-_ 

1-y, d lf van · .. A 9 at in c,1 .. >I 1igt. 
I j_ 

]:Ju kunnen we beslissen 1 of de k01zen a 1 , ... ,a f n+ n+·-
'J.lle door 

is oak 

toegelaten wo~den. Indien dit het geval is, 

( ' - •""I ,.., -
:-:C (.L~ 0 O O O O a < CC 1 e O O • C 0. f ) -JJ 1... , · n, n+ ' , n+ -

1 

a;£:E_µ 1 . 

Indien dL: nie t he t gev.:l.l is, is er e en j _{_, f te 
' v-inden, zodat (a1 ~•••ia.1 ,a , 19 ••. 9 a __ J E,,.LJ,.., is. \Toor 

L il.,.- 11.+ J <.. 'C. 
iedere wille}:murige voortzetting CX vo.n a is dus een 

beginsegc1.ent a~ te vi.nden 9 zodat 

i ' (:._,;,_ 2 is. 

14.16i :81en beginse:sment a C::. ,LJ... 'N'R.'1.rvoor III geldt, 
'--

noemen we verzekerbaar. 
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Het f,;£.C;::::~en van de \'velordeni~~telli_gg bevat. dus, met 
de formulering vrm de~ toevoegingswet M , een bew~js B , dat 

ieder element a E:. Li.. vorzekerban.r 
--·-· -- 4---
da.-1rmee bi4 iedore 12.'GP-even -:i If""' 1 1 

V O C) - c:. (~ ' 

is~ en, gespecialiseerd, 

een bewijs Ba, w~aruit 
volgtj dat a verzekerbaar is. 

1LJ-.17~ De hoofdgedachte VJ.n het bewijs van de welordenings­

stelling is nu bevat in de volgende reflexie op de w:ijzet wa.ur­

op di t bewijs Ba gegeven zou kunnen zijn. 

Ieder bewijs besta'.:tt (13. 3) uit een welgeordende .soort 

vo:n door de intuitio onrniddelli_jk gercchtvaardigde bewi.jssta:p'Peu. 

Hot b0wijs Ba znl ons (Ba 1 ) vJ.n zekere elementen 

van fJ onmiddell1jk moeten doen in~ien, dat deze verzekerba.,1r 

ztjn, en k?n dan verder (Ba 2 ) delen bevatten, die de verze-, 
kerbo..11rheid v1.n z0kere elementen van I::)~ (en uiteindelijk van 

a ) o.fle iden uit de verzekerbao.rheid van e.ndere elemente van 

14.18~ De enig0 olementen x E. U , wa:'.lrvoor onmiddellijk 
I.. 

(Ba,l) d0 vurzekerba2rheid in te zien is, zijn de elementen 

V0.11 ~t 1 V µ 2 zelf. 
De bevvijsdelen B zullen moeten berusten op de 

relnti'cs 
~~ . 

is een voortzetting vnn a~ )J en ·1 a is een 

beginstuk van 

f inie'c: rd zijn. 

a-;r;. ;i , welke voor de alerI1enten van µ gede­

Zij zullen daarom steeds ontb_gp.a.en lrunnen word.en 

in el0mentnire bewij_s.?_tappe.Q_ vo.n de volgende twee vormeu~ 

1 ° g CX. --con(?J_u,.sie: y = (y1 ,, •, tY g) is>~~~; 

dus is icq_or0 onmiddellijke _ _voor7fzettiri;K x_:. (y~~· ,Yg~~f~+l~ 

vm y ook vG_rze1~_erbaar. 
2°~ ~ ..::.SQ_q,(Lu~j._e~ voor iedere keuze van 

de on.,02-_ddellijke voortzett~np.; x = (yl, • • • ,Yg,xg+l) 

Y.£.E_Z<:)k8]:bq_ar) dus is y verzekerbaar. 

xg+l 
van y 

is 

14.19: Om nu :::i.an te tonen, dat µ 1 v µ 2 lexicographisch 

welgeordend is~ la ten we eerst zien, dat betµ 1 V ,e 2-e;evolg 
van a , d.w.z. die deelsoort van t-Ai u 'P--2 , die besta.at 

uit die elementen, welke hat willekeurig gekozen element 

a. E: }!- ,, tot beginsegment hebben, deze eig1;:;nscbap heeft. 

Indien dit lo.3.tste het geval is, zeggen we korter. dat ta., -~~­

}Y§Jordeuingseig~nschaI?. hpaf~, of dat W\?,t geldt. 
Do ui tgangseloment0n van ::B•a ~e. elem'9nt'en 

vo.n (:-J , waarvan in Ba•· 1 o~iddellijt 

vverd geconstat0erd,. war:en' ele.menten v~. P, 



Het p 1 v µ 2-gevolg van 

zelf en is dus trivialiter 

X 
rvoor ,:,;eldt zeker W (x) . 

bestaat immers alleen uit x 

lexicographisch welgeordend. 
0'.m nu ook W (a) te bewijzen, passen we een in_j.].lcti~ 

_l,2-..!!.§_~~,Q_ouw vaq Ba 2 al_? __ J!.~J-geQE.~l~d~_ soort toe• ___ ::.,.;;;;. 
-, 

14. 20: Hiertoe be schouwen vrij een be~j_?de~tL , dat 

optreedt in de opbouw van Ba 2 uit z~n elementaire bewijs­
stappen. T leidt dan ui t de verzekerba_arfleid van zeke re 

elementen x E. (U (de ~g_inel~.P12~l:_?._~P--..Y!0~n __ l_ ) de v~eker-

baarheid van J .. ndere > y "=:::: {J... (de eindelementen v.§E___J_" ) af. 

We definieren: 
[ Het }?e1imsdeLJ.~ heeft de R.8.J?..oud§_8 ir~}'l..§_~h~~] l) [ indi en alle 

beginelementen x van r de welordeningseigenschap hebben, 

hebben alle eindelementen y van l deze eigenschap ook]. 

°-.. 14.21: ''le zien in, dat iedere afzon2:_.erljjke o<. en J:;:::. 

9..92?-clusie de beJ:l_o~s1~igeB:§_c.h.§l..P. heeft. 
Wat de [-~ --conclusie betreft, mo gen we aannemen, 

dat voor iedere keuze van xg+l de !--l 1 u µ 2-gevolgen van 

het beginsegment • x = (y1 , ... ,Y ,x 1 ) lexicographisch wel-g g+ 
gcordsnd zij!l. · Hat l..A.i u /J 2-r:;Gvolg van y = (y1 1. • •, Y g) 

is hun lexicographisch georder.de vereniging en dus ook lexi-

cographisch welgeordend. 
Wat de (X -conclusie betreft, mogen we aannemen, 

dat het l~ \_ 1 u µ 2-gevolg van y = (y1 , ... ~Y g) lexicogra­

phisch welgeordend is. Het is de lexicographisch ~eordende 

vareniging van de oneindige of eindi2:!;e rij (-l... 1 u µ 2-gevolgen 

van de e:ementen x = (y1 , ... ,yg,xg+l) voor alle keuzen van 

x/?;+l • Deze laatsten 1-rc0eten dus alle. lexicographisch wel-

ordend zjjn. 

14.22; De inductie langs de 9...£.bou~ van h3t bew1js B 2 
~2 

berust nu op de volgende ~ uj_t de definitie van de behouds-

eigcns chap onmtd_de "-lijk voort-,'"loeiende, opmorkingen; 

Indien de bev1ijsdelen ·1 ~ en 1' 2 beide de 

behoudseigenschap hebben~ heeft ook hun geordende vereniging. 

de behoudseigenschap. 

Indien de bev11jsdelen T'i voor ieder n.:'1tuurlijk 

tal i de behoudsei.genschap hebben, he:;eft ook het bev.rijs­

deel T 
bewijsdelen 

Het 

~ uit do vcreniging van de ~-:;eordende rij der 

l i bo staat, de behoudseigen schap. 

bew1js Ba 2 is e chter als een welgeordende soort 

' d.oor toepassing van bovcnstaande twe2 opbouwprincipes uit 



C'.,( - en f::> -concl usies opgebouwd. 

zijn geheel de bel+oudseigenscbeJ2. 
Dus heeft ook B in 

~ 

14.23~ De beginelementen van Ba, 2 waren echter de elementent 

waarvan door Ba 1 on,-aiddellijk de verzekerbaarheid werd inge­
' zien. Maar dit 1,varen de e.lementen van µ 1 u µ 2 zelf en 

doze b2 zaten do welordening sei genscbap ( 14.18, 14.19). : 

Hieruit en uit de conclusie van (lL.J-.22) volgt, dat 

het eindegmenL..s: van Ba 2 do welordeningse~genscha:Q hdeft. 
.. t 
Di t b0v1ijs is nu te herhalen voor ieder element a van 

l.J. , dus zeJ::c~r voor de slechts uit ~en keuzegetal bestaande 

r·:Jen (a1 ) voor willekeurige a1 . 

n2 sehale soort &J. 1 vJ:!:-1:.. is echter als lexicogra 
phis ch geo rd,:mclo vereniging van de 't,J- 1 u µ 2-gevolgen van 
da zo 62n-kouze-el ementen ( a1 ) te schrij:ven en is dus zelf 

l0x:icofil'~P.hisch vvelgeordend. q.e .d. 

14.24: Om nu d3 Hoofdst(31J_ing over Finiete i.3,PQ::eld?:Tl_gen als 

.£.?_~_q]-la.EJ-~1~ van do Welord_ening_s?telliµg te bewiizen, m.ogen we 
als niouv; g0g0von .aan...'Ylemen? dat de §1?£...§.iding__ 2 :finiet is. 

Uit hDt result~at, dat de soort l--3:_1 v M, 2 le.xico­
fi+'J3cPhisch 2,,c.01:..Keordend is, kun ... 11en we concluderen, cl.at ook .de 

soort -~ 1 l_e_xicographisch we1Ee..ordend is. lmmers. aan de 

ley,.icographische afbraak van µ 1 v /:1 2 beantwoorode een 

welgeor<lende opbouw. De lexicographische afbraak van };-1. 1 
ontstaat uit diG van t-J. ·1 u l-1. 2 door schrapping van zekere 
b1.j dozo lae.tste afbraalt optr0dande soorten. Go.Jc aan de lexi­

cosr,3.phischc n.fbraak van ~ 1 beantwoordt dus een welgeo.r­

dondu opbouw. 

14.25: J<;"n2 !1ct fini,.::t Z\1n van 2 geschiedt de lexico­

c;r :r'.,)hisch'-' c,fbrao.k van µ 1 door op iedere trap een soort 

L1 ....::,m u indi-_; r1.mtal soorten t\:: v,.,rdelen. De welc;eordende op­

botn7 32 schio dt dus cloor op L;dGre trap de vereniging van een 

0indic; n.antal \I-31:;oordendo soortun te nemen. 
Aan iedorc d0rg2lijke, in d0 wolgeordende opbouw van 

tJ 1 vo orkmri,J nde ',vel ,:':~<00:i."'d,.md0 soort ri is nu een natuurlijlt 

g'--,tal s( 17 ) too to kenL1en. We doen dit door a.an de bcgin::i.oQl'­

ton, ciJ uit 60::1 ohm10nt bestaan, het getal 1~ en aan een soort 

Y'l , di,.:: al s ;:~0 ordcnde vereniging van de soorten 11, 1, Yl 2, • • " ;~ 

Ho~dt voortgobracht, het ?:ct:i.l s( 1l) = 1 +.m~ [s(Tti)J 1=1,2, •.. ,0. 
too te·k0nncn. 
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