INL 2SI 218G
tot de

ry 2y trod s s JISKUNDE

Collese van Prof. Or A, Heyting
(Jursus 1952 -195 3)

Jitgewerkt door J.J., de Iongh

MATHEMATISCH CENTRUM
AMSTERDAM



s

Ve

oW Wy

o

’—.J

no

I

O g o

>

10.
11.
12.

13.
14,

15.

e et o g s s 0 T st S e

mleidende Opnerisingen over Intuitionistische

i{’ L S UJJ.‘EL 5] ° ® ° ° ° ° ~ ° . o
Lozische Voegtekens . o . .« &

Het iekenen et Intvervallen .

fecle Cetallen .. & o 3 % o o

Lincaire /lgebra o o o o o &

Vaelser en « o & ¢ o 3+ o 5 s
Livdiet rocessen v v o 6 o o o

ankele Obnerkingeﬂ over Continue

Verza clingen,
liachtisneden vaa osoorten- &
Ordeningstheorie . . .« & o &

Helzeordende Soorten o o o o

Voorbere 1uin“en tot het Bewijs van de
llq~ over Finiete gpreldLnben

Hdoofagte

Bewlgq van de Hoofdstelling over

Finicte spreidingen e s o e

Literatuur o ¢ o v o & o o

Irrata ¢ . e s e 6 e b o o e

°

wpreidinzen-en soorten

o o
o © ¢
° L e
; e ‘#
o o o
o 5o
o ] o
duncties
PR
i o s
e e .
o o o
L]
PR
° ; ;
- o o

LY

'Y

9

pag-

Csd

3|

g ) O Oy o
W o= N O N o~ 20D

~J
w1

80.

£3

9}



§ 1 : Inleidende Opmerkingen over Intuitionistische Wiskunde.

i

St Al i Pe————

1.1. Het uitgangspunt ven de intuitionistische wiskunde wordt
gevonden in de mogelijk.i.eid de nabuurlijke getallen

1, 2, %, 4, ...

in onze geest op te bouwen door uit te gaan van een eenheid,
daar een eenheid bij te voegen en dit proces willekeurig vaak
te herhalen [Brouwer, 1907]%) .

Cnder een natuurlijk getal verstaat de intuitionist dus
een entiteit, welke op deze wijuze opgebouwd is. Dit is geen
definilie van het type: “"eesn priemgetal is ecn natuwlijk getal,
dat slechts door de eenheid en zichzelf deelbaar is®, maar
eerder een van het type: ‘'dingen noemen we rood, indien zij
er zb en zé (hier wordt naar bepealde rode dingen gewezen)
uitzien.

1.2, In de klassieke wiskunde beschcuwt men soms natuurlijke
getallen, welke niel ondsr doze definitie vallen. Hen voor-
beeld hiervan 1s op de volgeunde wijze te construerens
Br zijn een pgroot aantal priemgetaltweelingen (d.w.z.
priemgetal parcn wmet verschil 2) bekend, bijv.: %,5; 5,7; 11,13;
17,19, .ee.. Het is een onopgelost probleem P of er oneindig
veel priemgetaltweelingen zijn.
Klassiek is het dus niet zeker, dat de definitie:
“n = [het grootste priemgehal, waarvoor n#2 ook priem isg”
een natuurlijl zetal bepaalt, maar wel zegt men, cat dit
geker het geval is 7oor de gewlijzlgde deTinities
" n' = [het grootste priemgetal. waarvoor n+2 ook priem is,
indien er mgar eindig veel priemgetaltweelingen bestaan,
1, indien dit niet het geval is]'. )

1.3, Dit getal n' is echter nie®t uit eenheden op te bouwen,
zolang het problecm P niel opgelost is. Na de eerste eenheid
is het namelijk onbekend, of we hier nog een tweede asn moeten
toevoegen o nietb. .

Als we dvs zo nauwkeurig willen kijken, als de intuitio-
nist doat, mocten we onaerscheid maken tussen ‘behoorlijk
volgens de definicic opgebhouwda' natuurlijke getallen (deze
zijn de belangrijizste en dooron rceserveren we de naam ‘matuur-
1lijke getallen” hiemxvoow) en cetellen als het getal n'. Ook
deze laatste =ijr in de irtuitionistiscne wi@gunde onder te
brengen, maar op ccir plaate, waar zilij doidelijk van de behoor-
1ijke nasuuri’jie getallen te onderecheiden z3.gn.

0, =

»

1.4, Om 7 staas Yo oijn het petsl nt vit eenhedeg cn te bou-
wen, was het nodlg bt probleew £ 0T Te lossen. We moesten
in staat zijn wiv te maken, wat waar was; ]

3f: er besbaen oneindig v:el nriemgetaltweelingen,

8F: er bestnan c.echts eindig veel priemzstaltweelingen,

W aren dacrtoe niet 1o steau.s ) )
°n ?eDZaﬁlisginkz Loricaregsl (het prizcipiim tertii egclu81),
dat iedere uissp-eak waar of niet waar is, hielp ons nietd,
omdat het woord ot hier in een betekenis gebrulkh wordd,
welke niet gerandeert, dat eer vesligsing dooy'geg eindige
berekening tuscevn de Lwoe allernatigren mogelijl 1s.

Het DL1Z;kt cdus, det in ds intu1t10n1551sc$e w1skugde_
een voegwoont. ‘ofi ven belaong is, dat 20 gebruikt vordt, dat
4 of BT bhetekent: ik ben in stsas door een eindige bere-
kening ¢én van de bwoe uitspralzen A en B ull te kiezen, en
ven deze uwltsuresk de wasrheid aan te tonen”.

[ schrijversnaan, jaarntal 1¢ Tenwljst naar de vollediger
citaten in de litteratuuriijsy in § 15.



Dit sluit niet uit, evenmin als dit bij het zwalkke “of" uit
de klassieke wiskunde het geval is, dat ook de andere niet
uitgekozen uitsprask waar kan zi jn.

1.5. Omdat er nu uvitspraken P bestaan, waarvoor geen construc-
tieve berekening bekend is om tussen P en niet-P te beslissen,
is het duidelijk, dat voor dit sterke !of" (en dit is weer

het belangri jkste “of, dat in de intultionistische wiskunde
gebruikt wordt) het principium tertii exclusi niet steeds
geldt [Brouwer, 1908].

1.6, Daarnaast is ook in de intuitionistische wiskunde een
zwak ‘‘of’ te beschouwen, dat geen beslisbaarheid tussen de
alternatieven inhoudt. Dit zwakke "of ' is echter evenals in
de klassieke logica door middel van ‘‘en” en 'niet'’ te defini-
eren (zie § 2.3). Daarom is voor dit Yof*, waarvoor het
principium tertii exclusi ook intultionistisch wel geldt,
geen bijzonder woord of teken nodig [Godel, 1932].

1.7. Ondat de intuitionist zich ten doel stelt, wiskunde te
beocefenen door het opbouwen van wiskundige systemen in de
eigen geest, wordt hij er toe gebracht, de vraag belangrijk

te vinden, of hij in staat is een bepaalde constructie inder-
daad uit te voeren, of niet. Hierdoor wordt hij gedwongen in
de wigkundige begrippen onderscheidingen aan te brengen, welke
door de klassieke wiskunde verwaarloosd worden (voorbeeld:
“pehoorlijk natuurlijk getal' tegenover ‘'getal als ni';

isterk of* tegenover ‘zwak of")., De wiskunde wordt hierdoor
soms gecompliceerder, maar steeds veel inhoudrijker.

1.8. Naast de intuitionistische opvatting over de wigkunde
zijn misschien andere opvattingen mogelijk. Om intuitionis-
tische wiskunde te beoefenen, is het niet noodzakelijk de
intuitionistische opvatting als de enig-houdbare te beschouwen.
Zij is echter zeker een belangrijke en voor de hand liggende
interpretatie van wat de naileve wiskundige eigenlijk wil doen,
en geeft aanleiding tot vele en interessante problemen.

1.9. Fen in de taal geformuleerde wiskundige stelling, is

voor de intuitionist een verslag over het opbouwen van zekere

wiskundige systemen in zijn seest. Hij hoopt, dat dit verslag

ultvoerig en precies genoeg zal blijken te zijn, om andere

wiskundigen in staat te stellen, analoge systemen in hun

%e§s§ op te bouwen [Brouwer, 1907, 1919, 1929, 1933, 1943, .
952 . .

1.10. De betekenis van het woord ‘niet” is daarom in de in-
tuitionistische wisgkundetaal (en ook in die der klassieke
mathesis) afwijkend van degene, die in de dagelijkse taal
domineert.

Betekent een zekere wiskundige uitspraak A namelijk,
dat een constructie C uitgevoerd is, dan zou de negaties hier-
van in de dagelijkse taal betekenen, dat de constructie C
niet uitgevoerd was.

Dat echter een gzekere gelijkheid bijvoorbeeld niet
berekend is, omdat de wislkundige er nog geen tijd voor heef?d
gehad, is geen mededeling van wiskundig belang. Wel van
wiskundig belang is de mededeling, dat de aanname, dat deze
berekening uitgevoerd zou zijn, tot een contradictie, bij-
voorbeeld tot O = 1, zou leiden.

1,11. We reserveren daarom in de intuitionistische taal het
goord “niet''meestal voor deze betekenis en onderstrepen het
an.

Indien dus weer de uitspraak A betekent, dat de cone~
structie C uitgevoerd is, dan betekent niet i ¢ uit de aan-
name, dat de constructie C ultgevoerd zou zijn, is een con-
tradictie afgeleid.



o —

Soms echter, wanneer we alleen, eigenlijk buiten de
wiskunde, zeggen, dat eeén zeker probleem niet opgelost is,
gebruiken we het dagelijkse ‘'‘niet’.

1.12: Niettegenstaand: deze verschillen tussen intuitionis-
tische en klassieke wiskunde, komen beide uiterlijk weer vrij-
wel geheel overeen voor zoverre het de elementaire theorie
van het natuurlijke getal betreft. De getallen, waarvan de
klassieke wiskunde het bestaan beweert (som, product, enz.),
blijken in dit gebied namelijk steeds te construeren te zijn,
indien de gegeven uitgangsgetallen ‘‘behoorlijk” zijn. De
uitspraken, die de klassieke wiskunde doet (gelijkheden, on-
gelijkheden) blijken steeds beslisbaar te zijn.

De intuitionistische widtunde beperkt zich hier échter
steeds tot behoorlijke getallen en kan pas later een analoge
theorie voor getallen als n' opbouwen.

1.13: De constructie van de gehele getallen als paren van
natuurlijke getallen, en van de breuken als drietallen van
natuurlijke getallen, verloopt ook geheel parallel met de
klassieke theorie [Heyting, 1935-1939]. De eergte wezenlijke
divergenties treden op in de theorie van het reele getal.

§ 2 : Logische Voegtekens.

s ab  w a

2.1: Ter afkorting , en ook ter systematisering ven het
taalgebruik, zullen in de uiteenzetting van de intuitionis-
tische wiskunde zo nu en dan gehele uitspraken door hoofd-
letters aangegeven en voegwoorden door logische voegtekens
vervangen worden.

In deze paragraaf willen we de te gebruiken tekens op-
sommen en hun intuitieve betckenis zo nauwkeurig mogelijk in
woorden omschrijven.

2.23

1°9) ~ 3 het gewone ‘en” uit de dagelijkse taal en uit
de klassieke wiskunde. .
A . B betekent: ""de door A en door B bedoelde
constructies zijn beide nitgevoerd."
een “als ..., dan ..., dat sterker is dan de
in de klassieke wiskunde gebruikte materiele
implicatie.
| Hoewel de uit de beide zinnen "A" en "B op-
gebouwde zin ‘als A, dan B" of afgekort
A2 B natuurlijk iets geheel anders is dan
de zin over de zinnen “A" en B "MAY impli-
ceert B, gebruiken we toch, de gewoonte
volgend voor de eerste de naam “implicatie'.]
A~ B betekent:; ''ik bezit een construchie-
methode, welke mij de mogelijkheid biedt om
iedere willekeurige mij gegeven constructie,
welke door A bedoecld wordt, tolt een consvruc-
tie, welke door B bedoeld wordt, te vervolle-
o digen [Freudenthal,1936; Heyting, 1936 ].
3°) — @ het sterke “piet”, dat in (1.10) en (1.11)

besprcken werd.

—1 A betekent dus: ‘'ik bezit een constructie-
methode, welke mij in staat stelt, om iedere
willekeurige, mij gegeven constructic, welke
door A bedoeld wordt, tot een constructie van
een contradictie te vervolledigen.
Gebruiken we het teken/\. om een willekeurige
contradictie (bijv. 0= 1) aan te duiden, dan
betekent ® -7 A" hetzelfde als A -— /A .

2°%) -3

oo



4°) v : het sterke,niet uitsluitende ‘of, dat in (1.4)
en (1.5) besproken .werd.
1 v B bgtekent dus: ik bezit een constructie,
welke 1 : mij een keuze tussen de twee ultspraken
A en B mogelijk maakt en

20: de door de uitgekozen uitspraak be -
o doelde constructie bevat. ) _

5°) &2 : het by " -»" behorende sterke aequivalentieteken:
‘... dan en slechts dan, se...”s
Dit is te definieren als:

455 B 5 (4—B) ~ (B—4).

2.3: Opmerking: et in (1.11) genoemde zwakke ‘niet” is een
woord buiten de wiskundige taal.

De in de klassieke wisgkunde ggbruikte zwakke voegtekens
“of" en “als ..., dan ... (‘materiele implicatie”) kunnen
intultionistisch gedefinieerd worden alss

A N B B"":(““Tﬁx ~—B).

(Godel, 1932].

2.4
60)'\/§ ¢ het gewone ‘'voor alle x ... ult de dagelijkse
faal en de klassieke wiskunde.
VYV, [4(x)] betekent dus: “ik bezit een construc-

tiemethode, welke voor iedere willekeurige,

gegeven entiteit x uit het variabelengebied,

waarover we spreken “(bijvoorbeeld: de natuurlijke

getallen, de reele getallen), mij in staat stelt,
o de door A(x) bedoelde constructie uit te voeren.
7°) 9y : bhet sterke ‘er besteat ecen x, zodat ...".

3 _[A(x)] betexent:s ik ken een constructie,

welke 1°%: een entiteit x uit het variabelen—
' o gebied, waarover we spreken, uitkiest,
275 de voor deze entiteit x door A(x)
bedoelde constructie bevat.

2.5: Opmerking: let zwaldie “er bestaat een %, zodat ...
uit de klassieke wiskunde is weer te definieren als:

T x (0] 5577 [ A,

2.6: Uitgaande van de betekenis van de zo juist ingevoerde
voegtekens, “unnen we onmiddellijk inzien, dat bepaalde uit-
spraken, die d.m.v. deze tekens uit zekere constituerende uit-
spraken 4, B, C, ... opgebouwd zijn, voor willekeurige wis-
kundige uitspraken 4, B, C, ... waar zijn. Uit betekent cus,
dat de door de samengestelde uitspraak bedoelde constructie

steeds uit te voeren is, welke constructies ook met A, B, C ...
bedoeld worden.

2.7: Voorbcelden van dergelijke op grond van de betekenis
der voegtekens steeds ware uitspraken zijn:

A AWB——-:\A
A - B»—-—-\B BN A

A —~ A v B
A v B-> B v A
A -3 A

(4 ~n B) =>( =, Boms — A) ‘contrapositie
N -



- b -

Aa) ”“"'E%x Alx)
53 % A(X)‘m-y —1\VMX[‘ﬂ A(X)].

Jaar in de nu volgende opbouw van de intultionistische
wiskunde van dergelijke algemeen geldende ultspraken gebruik
zal gemaakt worden, zal steeds dit algemeen gelden, uit de
betekenis van de voegtekens aifgeleid worden.

Voor de zwaklte voegtekens zijn, naar weer op grond van
de betekenis in te zien 1is, alle volgens de klassieke uitspraak
en praedicatenreliening geldige samengestelde uitspraken, alge-
meen geldend [Godel, 1932; Kleene, 1352].

2.8: et is ook mogelijk een andere methode te gebruiken om
dergelijke algemeen geldende uitspraken op te sporen.

e beschouwen hicrtoe twee samengestelde uitspraken(jz
en.fgg ult constituerende uitspraken A, B, C,... opgebouwd
d.m.v. de logische voegtekens, en onderstellen, dat, ZowelCl y

als O — voor willekeurige 4, B, C, ... geldig zijn. Dan
kuinen we op zrond van de betekenis van ' —> 7 inzien, dat
ook voor willekeurige A, B, C, ... geldiz is.

2.9: UJltgaande van een klein aantal van dergelijke samenge-
stelde uitspraken Ly eoey Ol ny waarven de algemeen-geldigheid
on-iddellijl uit de betekenis wan de voegtekens in te zien is,
kunnen we nu door toepassen van bovenstaande regel, en even-
tueel ven andere rcgels, waarvan we de algemeengeldigheid
inzien, verderc algecmeen geldende uitspraken afleiden.

den ovbouw van de Intuitionistische Logica op deze wijze
werd gegeven in: [lHeyting, 1930, 1920 A].

Zen uiltvocrige bhehandeling van dit onderwerp 1s te vinden
in; [Xleene, 1952].

§ 3. Heb Rekenen met Intervallen.

3,1t In de intuitionistische wiskunde wordt een reeel getal
meestal gedefiniéerd - zie § 4 - als een inkrimpende, conver-
gente r1 rationale intervallen [L.E.J. Brouwer, 1918-1919,

II pag. 3; A. Heyting, 1935-1939]. Ter voorbereiding behandelt
deze paragraaf het rekenen met deze intervallen.

3.2: Definitie: Hen (rationaal) interval A is een geordend
paar rationale getallen a; en a, met a; L @oe

A E (als 32)

3.31 zij 4 = (ag, ay) en B 5 (pyy by), den definieren wij:

D
B

7 <
A 5 alg byi ey v al\{ b2 G 8 v
Vi s ’ .
v'bl“ al~&_b2 v blw¢ 2, A b2

(spreek uit: 4  raakt B).

A raskt dus B dan en slechts dan, indien de beide afgesloten
intervallen een punt gemeen hebben. Deze karakteristieke
eigenschap (3.8) gebruiken we echter niet als definitie,

omdat we liever alleen over de paren eindpunten van het inter-



val en niet over de oneindig veel punten in het interval
spreken. ' .
AZXB E—-—-;(A::.B)
(spreek . uit: A buiten B)
A(B agg{ by
A B=-—(4{B).

3.4: Opmerking: De relaties : en { tussen rationale getallen
zijn te reduceren tot dezelfde relaties tussen natuurlijke
getallen. Voor ieder paar gegeven rationale getallen a en b
is dus uit te meken, welke van de beide relaties a / b en

— (& {_ b) vervuld is. Steeds geldt hiervoor dus:

Dergelijke relaties 7/ (en om dezelfde reden
we beslisbaar.

.§~en = ) noemen

3.,5: Uit de bovenstaande &efinities volgt dan, dat ook de
relaties ==, 5&', ¢ 4: tussen intervallen beslisbaar zijn.

Om dit te laten Le zien, namen we als voorbeeld A 7 B.
Voor ieder van de vier componenten a1~$ blfg By eees bl.ﬁ
g;ag*g b2 van de disjunctie uit het definiens kunnen we uit-
maken of deze waar is of niet. Ook voor de gehele disjunctie
is dus uit te maken of hij waar is (dwz. of minstens één van
de componenten waar is) of niet waar (dwz. of alle componenten
niet waar zijn).

hknaloog laten we zien, dat de relaties 4, 7 , df tussen
rationale intervallen beslisgbaar zijn, terwijl ook de algemene
stelling intuitief duidelijk is:
§§x Iedere uitspraak, die uit beslisbare uitspraken opgebouwd
is door middel van -, Vv, ~—— en -— 1is zelf ook beslisbaar.

Omdat we voor een oneindig aantal stuk voor stuk beslis-
bare formules Ai niet steeds kunnen uitmaken of zij alle waar
zijn, behoeft ecen uitspraak, welke uit een rij beslisbare for-
mules Ai ontstaat door de gene:alisatiequantifiéatorhyfi voor
Ai te plaatsen, zelf niet beslisbaar te zijn. £Evenmin behoeft
de uitsprask met :Ji ervoor beslisbaar te zijn.

3,62 Voor een beslisbare uitspraak - neem als voorbeeld weer
AZ2B - is het direct in te zien, dat we, indien we weten,
dat deze niet niet waar is, daaruit kunnen concluderen, dat

. hij waar is. '

Dus geldt zeker:

88 =4 =— AXNB~ AXB en analoge stellingen voor

S TG B



Uitspraken, welke op deze wijze uit hun dubbele negatie
volgen, noemen we stsbiel [van Dentzig, 1947]. |

We zegen dus in, dat de volgende stelling in de intui-
tionistische logica moet gelden: E -
St:  ledere beslisbare uitsprask is ﬂt&biel. ‘

In (4.14) zullen we laten gzien, dat omgekeerd niet
iedere stablele uitspraak beslisbaar hoeft te zijn.

De stellingen, waarvan we hier intuitief de geldigheid
voor de intuitionistische logica lieten zien, kunnen in het
geformaliseerde systeem hiervan formeel afgeleid worden.

3.7: De rakingsrelatie is reflexief en symmetrisch, maar
niet transitief.

. ,
A ,L B “la, by v b;_,{‘ 8y
A #ZB <« A < B vB < 4
A.'; B “*f A YB .Bd 4

5.8: Zig P een rationaal getal en A
dan  Def.: p= A

]

(ay, 32) een interval,

%B al N P < 82

U

Aan ieder rationaal getal p is het oneigenlijke interval

P:(p, P)

toe te voegen.

3.9 Zij A = (ay, a,) en B = (b, b,) dan definieren we de
bewerkingen met intervallen door:

A 4+ B = (al + Dy, 8y + bE)'
- 45 (e, -ay)
A.B= (cl, 02) , waarbij
¢y 5 nin (albl, alb2, azbl, a2b2)
s = max (albl, alb2’ agbl, a2b2>

-1 _ 1 1

D ( 'é'"é's a]_)
[deze definitie aanvaarden we alleen, zo O & A].
max < A, B"

A

(max ‘aq, blf , max {ag, bZ})

e ]|

min .4, B}
|4l

(min a,, by¢ , min {859 bg})

e I w21

max A, -4, 0},
waarbij we de afkorting gebruiken:

max EA’B’C}E max {max {A,Bi, C}



zodat geldtb:
mex 14, B, C b5 (max {a),by,0q), max fay,by,051).
Ieder in de rechterzijden als definiens gebruikt paar

rationale getallen (xl, xg) bepaalt een interval, omdat steeds
Xq £ X5 is.

3,10t Ste: p7 A~ Q" B— ps+qeld+ B

PE A —3 ~p & A

P& AAgEB—y p.geE 4. B

p= A — pt e at ,‘
- D s A . g B—2 max . p, q_’re-,max»;ﬁ, Bf
' P A —3  {p! ez jAi.

Direct te bewijzen uit de definities 3.8 en 3.9.
Op dezelfde wijze is aan te tonen:

Stee = (p-A.g=B.x-= ‘7 x A4 B
P-4 TR =D € —sn
= [ps4t . geBax=p.9] X x= 4 .0B
P,q __1 _1
p= A €3 p TE A
o glp€ 42 g€ B . xemaxop,a}] <5 x € max " ,B!
b4 - ’ .
3*p glps L age B, x=min'p,q}] <> x < min 44,B}
9 ~ ki “ 2

p E .L»L ...? ?p & ’A’L;

3.11: Uit st. 3.8 en sti 3:10 volgt onmiddellijk de substi-
tutie eigenschap van al deze bewerkingen met intervallen
t.0.v. de rakingsrelatie.

St.: Az A A~ B BT A4 B X4 BT
A LT -1 = AT
4w AT A BB L. B +i" . B
A s A" A1 A -1

A n N

Ao AT & B o

A o A B 2
m

A LA

td

bbbl

2 \* -
max {4,Bl ~ max | i ,B

x )

b3
es]

1

min {A,Bl «, min ¢4 ,B
4 (S J

\ . X
i A{ oA

‘
fo

3.12: Iedere rekenregel (door een vergelijking uitgedrukte
identieke gelijkheid) welke door variabele en zekere con-
stante rationale getallen geldt, kan geschreven worden als:

P(xl,... ,Xn,cl,...,cm)z G(xl,.. $9X3Cypees ,cm),

waarbij de functies F en G door ecen eindig aantal toepassin-
gen van de bewerkingen:

-1 . ‘
‘l’, ""‘ e ] $ maX 9 m«ln 9 *‘ooi

‘- e ‘ngeﬁouwd zijn.

3 FﬁA ~ Q€ B~ min Py q;e nmin {A, Bie




Zijn nu 31’ ey 1n willekeurige intervallen en
Cl’ ooy Om, de aan de constanten Cl' seey C toegevoegde
constante oneigenlijke intervallen <CJ (esy cJ)) dan kunnen
we door toepassing van de definities 3.9 de functies
F(Al, ceey Aoy Cl’ coey Cm) en G(Al, aeny An, Cl, eeoy Cm)
vormen, voor zoverre nergens door cen interval, dat O bevat,
gedeeld behocft te worden.

Kiezen wij nu in ieder interval Ai een pationaal getal
Py dan geldt volgens stelling 3.10

F(pl,...,pn,cl,...,cm) < F(Al,...,A ,Cl,...,C ) en

G(PyseensPysCyreeescy) @ G(A7,00e A 4Cqyert,C ) o

We veronderstellen, dat F(xl,...,xn,c peesaCo )=
= G(x 1900 3X9CyseeesC ) een re kenregel voor de rationale
getallen is. Dus geldt:

F(pl,...,pn,cl,-..,c ) = G(pl’oco,Pngcl,o;n,Cm)a
Uit st. 3.8 volgt dan: |
F(A.l,coo’A ,Ol’oo',o )‘\ G’(m ’-9.9%, 1,ooo£ )

In woorden geformuleerd luidt het bewezene
St.: Iedere rekenregel (door een vergelijking uitgedrukte
identicke gelijkheid) welke voor variabele en zekere constante
rationale getallen geldt, geldt ook, indien de gelijkheids-
relatie door de raekingsrelatie vervangen wordt, voor variabe-
le intervallen e¢n de, aan de constanten toegevoegde, constante
oneigenlijke intervallen, wanneer tenminste hierbij nooit door
een interval dat O bevat, godeeld wordt.
Voorbeeldens

1+1 2

A (=) o0

AB + C) wAB + AC

tAB. -0Al . BT,

2.13: St PAl 4+ B} ot JA 4 B? .

Deze stelling volgt niet onmiddellijk uit St. 3.12, maar is
uit de definitics 3.7 en 3.9 af te leiden, omdatb:

max ‘a,, ~aj 0 + max «by,-by, o'

2;max {az + by, -(ay + bl)’ O} .



§ 4. Reele getallen. .

4,1: Ve definieren [L.R®.J. Brouwer, 1918-1919, II pag. 3;
A. Heyting, 1935-1939, IV, V, VI] een reeel getalcx als een
inkrimpende, convergente 1 rij rationale 1ntervallen, dwz. als
als een rij {4} ={ (a; 10 8y 2)} van intervallen

Ay = (a 1084 2) die voldoen' aan:

LoAjgpe by demseay 58 25 9 241,28 84,2
en sang

II:  1i A - oA =0 A W.Ze
i-‘}fm (&1,2 &1’1) 3

VD gV i1y k) > (ay 5 - ai,l)é 2™]

waarbij de variabelen i, k, m de natuurlijke getallen

doorlopen.
Het door ”Eak( 5 uitgedruite existentiebegrip is, als steeds
in de intuitionistische wiskunde (2.4), in de constructieve
betekenis gebruikt: bij ileder natuurlijk getal m moet het
getal k(m) werkelijk te berekenen zi jn.

Uit T volgt: 13 k- (ai,2 - ai,l)
Dus kan II vereenvoudigd worden tot:

Vo3 e [Cag,y - 22§ 2770

4.2: De gelijkheidsrelatie tussen reele getallen wordt nu
als volgt gedefinieerd:
Def.: Zijn & ={Ai} :{(ai,l, ai92)}
en.l3 :’(Bi} = {(bi,l’ bi,E)} reele getallen, dan is:

QZ& :’—Svl [ AimBi]o

Het reele getal o', dat uit X ontstaat, door een ein-
dig aantal intervallen weg te laten is natuurlijk aan O ge-
1lijk.

£ <ak,2 - ak,l>°

4,3; Als eerste stelling over de gelijkheidsrelatie van reele
getallen willen we bewijzen, dat deze, evenals de rakingsrela-
tie van intervallen, stabiel (3.6) is.
s — (M=) e =3
Bewijs: — sliet uitgeschreven definities luidt de stellings

i -—‘Vi[Ai"N" Bi] ﬁvi[AixBiL
Uit-\fi[ﬁiﬂs Bi] volgt voor leder natuurlijk getal i zeker
Ai:: B . Onderstellen we dus
; (l} - Aiz Bi
 dan volgt daaruit —~1\7}[Ai:: B, ].



Maar dit is strijdig met de praemisse — ﬁvi[aix B, J.
Dus volgt uit de praemisse

wey -—y A. = B..

¥ ]

Maar Ai:S Bi was stabiel, dus uit -— ~—,Ai:3 Bi volgt

A, >~ B. .
i~ 7i

Jit alles geldt voor willekeurige 1i.
bus volgt uit de praenisse

Lo

€&~ : it volgt uit de onmiddellijk duidelijke logica-

stelling

4,4: Opmerkings In het gehéle bew;js hebben we over Ai:Q:Bi
niets anders berend ondersteld,dan dat het een, voor ieder
vaste i stabizle uitspraak was. ‘He%{bewijs gaat dus door voor
cen willekeurige, voor ieder x stabiele uitspraak P(x).

st.s Ben voor ieder x stabiele uitspraak P(x) gaat ggé§7§oegen

van een generalisatiequantificator'\fx weer in een stabiele
uitspraak over.

Y[ - P -=P(0)] > (= V[P ] -3V [P0 D)

4,51 De gelijlheidsrelatie tussen reele zetallen is reflexief,
symmetrisch en transitief.
TI. X =X
II. O(::B-——) e>:0<.
L. =P .=y — =y .
De eigenschappen I en 11 %ijn onmiddellijke gevolgen van
de reflewiviteit en symuetrie van de rakingsrelatie.
Voor IIT neven wij een bewiJs ult het ongerijmde.
Cnderstel, Cat voor een zeker getal i zou gelden:
xX= B JPp=y . oL EC
Dan geldt wegens 3.7
7 A
Ay Ci \% Ay :> Ci’
stel 4, < C, - het andere geval wordt geheel analoog behan-
3) - lan ic N
deld -, dan ig dus 3192 <: 0191

Noem 24 51,1 " ai’2, bus 45 Oi_ Voor J 2 i geldt dan
. - - WEXE 4
03,1 aj,2_2’ 2d wegens 4.1, L,

Volgens 4.1,II is bij deze gegeven d» O (dus 4) 2-m> 0,
daar d een rabvionaal petal is) een k(m) te vinden, zodat geldt



Ry .

o
S

RAEDE NP SR

Kies nu 1 = max (k,i). Dan geldt dus:
Gy~ 2102 24
P12 "B g &

Bovendien geldt OX = B dow.z. V. [Al:y, B.} dus a, 2> b, 4.
9

terwijl analoog uit ﬁ é/ volgt ¢y 4 é b1 5° ’

Deze vier ongellakheden zijn contradlc%on.r. Dus geldt:

(X::P) Aﬁ:X — ey —y 0Ai%Ci

dus wegens —— — ﬂxl ~ Ci —_ Ai ey Ci

ook oL :ﬁD Aﬁ :X —> 4 R O; voor ieder getal i,

dus ook X =[3) - [5 :X uavi[Aiz Ci] of met andere woorden

O(zﬁ .\E) =b/ -—90( =X . Q.E.D,

Lenschouwelijk geformuleerd: we leiden dus uit de aan-
name, dat het jde interval 4; van O geheel buiten het 1de
interval C; van ligh, een contradictie af met X E) ~
N = x N door een interval vanﬁ te kiezen, dat een lengte
heeft kleiner dan de afstand tussen A en C Dit kan dan
niet met beide intervallen A en C punten gemeen hebben.

4,6: De ongelijkheidsrelatie tussen reele getallen kan op
verschillends wijzen gedefiniecerd worden.

1% o = (=P,
dus Cﬁ(ﬁﬁ F*--:_\V/— [A }
2% o4 ﬁ) 3. ;a4 Z B
Spreek ult O(. 1s verw1Lerd van ﬁ) Hierbij is de index
i, waarvoor de intervallen A en B:L buiten elkander liggen,
constructief te berekenen, Wat bij de vorige definitie niet
het geval behoeft te zijn.
Boven (%.3) zagen we reeds:

— O’C#ﬁ:d:ﬁ),

4.7: Verdere betrekkingen tussen ‘gelijk’, “verwijderd” en
ongelijk” zijn in de volgende eenvoudlge stellingen uit te
drukiten.

St AP > o sP.
. ;‘%Bams' Ultgeschreven Aduidt de stelllng
; {—-—;Alﬁj Bi]“f'} "T—Vi{AiN Bi}"




Onderstellen we ﬁvf EA x> B. ], dan geldt,voor ieder wille-
keurige i, 4; ¥ B, Uit de praemisse o . [*—,A. >~ B. ] volgt
echter, dat we een 1 kunnen bepalen, Waarvoor -q.A ”V B
geldt. De omderstelllnv‘\Vr [Al ~ B ] is dus strladlg met

de praemisse. Uit 3. [-,A1'Q5 B. ] volgt dug-—11$[ [Al,\,Bl]
Opmerkings Aangaande de ultspraak Ay O ~ Bl hebben we im het
bewijs niets ondersteld. We hebben dus voor een willekeurige
uitspraak P(x) laten zien, dat geldt: |

St D[R PER)] —> — VL [B)].

1.8: Bh.: o XA D = X=[D,
Bewaimn De implicatie van links naar rechts luidt uitgeschreven =

wegens de stubiliteit van L, R B, (3.6) is dit aequivalent

met (1) — o s[4 & Bl — V. [— 4 = Bl

i

Onderstel nu, dat voor een zekere i zou gelden A Q&‘B Dan
zou ook gelden 73 . [ix = Bl] Dit zou met de pLaemlsse

— 3. [cx 2 Jsl] strijden. Voor iedere i is dus —4; & By
uit de praemisse af te leiden. Dus geldt (1) en dus de
stelling.,

Opmerkings: Ook in dit bewijs van (1) is 4; & B; door cen
willekeurige uitspraak te vervangen., Dus hebben we de geldig-
heid laten zien wvans

St.s — 3 [P(x)] —~%;\7r [— P(x)].

De 1mpjlcat1e van rechts nasr links is. nog eenvoudiger
te bewijzen, evenals de, daaraan beantwoordende, algemene
stelling:
st.: L [P()] = — I [P -

/1lg corrolarium van de eerste stelling volgt direct:
ClAR e —— X AP
0(94/?3 &= T 31[131 2 B; ]

4.95 Vegens (4.3) X :fED = —— ::ﬁb is stelling
4.8 acguivalent metbs
St.: SR s X R
Hoewel O # » een vaak sterkere uitsprask is dan
0(¢f5 , zijn dus de ontkenningen van deze twee uitspraken
aequivalent.

4.10: Lan het rationale getal a kunnen we eenduidig het
reele getal L= { met voor ieder i : A; = (a,a)
toevoegen.



- 4.11: De hoofdbewerkingen met.de I regle metallen 'A. leyting,
1935-1939, V § 3]. |
Zijn X = {&.]} en ﬁ = {Bi} reé'le getallen, dan defi-

nieren wij: : |
CK~¥[5 {;ﬁ. +,Bi} ‘

o Ll
v}

o . ﬁ5 ‘ A, .

| G g {%Zl}*
A'jtl is alleen een ged@figﬁiéem interval, zo O € 4, .
Indien er een zetal i te depalen is, zodat O € 4; [d.w.e.
zo OCA 0], dan kuanen wij de eerste (i-1) intervallen uit e ¢
weglaten en voor he‘b resultberende reele zetal OLf (Waafvoor
geldt O =) ot bepalen.

Zo dus X4 O is, heeft de definitie

-1 ~Q{,-J_ _ {A,~1}

betekenis. Wegens de.ae voorwaarde is de verwi Jderlng relatie
van groot belang in de theoric ven heb reéle setal.

ma:c{o(, {3} {111&7{ {Ai,Bi} .
min {og , B } {min’ {Ai,Bi} .
It = {14y}

41lle rmechbersijden vormen nu inkrimpende, convergente
intervalrijen en benalen dus reele zetallen. JMat dc rijen
inkrimpend zijn, velgt oniiddellijk uit st. 3.10. De con-
vergentie volgt uit:

ol on il

o TN Rl

bait}

83,0+ Py 5= (85 4+ By ) = (ay 5 -y g) + (by 5 =Dy 4)
-a, ., - (-8, 5) = a .
1,1 1,2 IR - ai,‘l’
] = oo = -
ey 0% o 25,1P5,0 1 =1(ay 5 - a5 20by 54

+ ai,’L(bi;Z - bi,'ln\(
(23,5 =2y )0b; olefag 410y 5 =Dy )

3 e N . M ' -
en analoge oapelijtheden bij andere keuze van Cy en co.
A}

a. - a.
a_l -— a‘:“lo — -‘_wwlq!..g.‘,.,-- .,.}Ll.g:.‘_
i,1 i,2 a. a; o
.-L,ﬂ. 1,2

waarblg, omdat 0 € (a:L T al 2) 5 <“ai 473y 2)“]* beverkt
blijft. - ’



max {8y 5,05 o} - max {a; 4,0 1}\ (a; p=8; 4)+(bg o-b; 4)-

{
min {a; 5,05 o} - min {a; 1,05 1} { (8 585 5)e(by 5=b; 4)-

4,12: De substitutie eigenschap van deze bewerkingen t.0.vV.
de gelijkheid van reele getallen volgt uit de analoge eigen-—
schap van de bewerkingern met intervallen t.o.v. de rakings-
relatie en uit de definitie van de gelijkheid van recle
getallen. '

4,13: Volgens Dedekind kunnen de reele getallen afgebeeld
worden op de sneden in de verzameling der rationale getallen,
of ook, indien we slechts de open linker verzamelingen beschour
wen, en het getal O dus toevoegen aan de verzameling van alle
rationale getallen r met r <X , op de open, eigenlijke begin-
segmenten hiervan, d.w.z. op de verzamelingen L van rationale
getallen, welke voldoen aan:

= » [r€ L]
3 [r & L].

reL;::#ES[s> r .~ s€ L].

Beschouwen wij hierbij alleen de beslig%are beginsegmen-
ten L, d.w.z. die beginsegmenten L, waarvoor ieder rationaal
getal r ultgemaakt kan worden, of r€ L of r € L is, dan
kunnen we niet aan alle reele getallen, welke door interval-
schakelingen voortgebracht worden, dergelijke beslisbare begin-
segmenten toevoegen.

Beschouwen wij ook dc half-beslisbare beginsegmenten,
d.w.z. die beginsegmenten L, waarvoor bij ieder paar ratio-
nale getallen r £ s uitgemaakt kan worden

r€ L v s &€ L,
dan is wel een (1,1)-duidige toevoeging hiervan aan de door

interval-schakelingen gedefinieerde reele getallen mogelijk.

4.14: 3en voorbeeld van een reecl getal, dat wel door een

interval-schakeling is voort te brengen, maar waarvan we niet
kunnen uitmaken, of het groter dan, kleiner dan, of gelijk
aan O is, ( - “dat om O zweeft'), en waarvan dus het bijbe-
horende beginsegment niet beslisbaar kan zijn, wordt als
volgt geconstrucerd [L.Z.J. Brouwer, 1920 ].

Schrijf de decimalen van J1 op 1 4159 . ..
en bepaal ai,l = —2—. en al o = =2 1, zolang onder de eerste i
decimalen van JT geen ‘rlatae” 0123456789 voorkomt,




ena; ) =8 o= = (<)% 2%, indien i ) k is en k het kleinste
getal is, zoda’c onder de eerste k decimalen van 71 een dergelik
rijtje voorkont,
o= {(a; 1, 2; 20}
ig dan een goed gedefinicerd reeel getal, dat, indien JT geen
rijtje bevat, voldoet aan X = O , indien k even is, aan
& > 0 en, indien k oneven is, aanx{ 0.

Dergelijke voorbeelden bchoren niet tot de eigenli jke
intuitionistische wiskunde. Het zijn slechts waarschuwingen,
dat we bepaalde beweringen (hiers X=0 vX >0 vOX {0,
of ooki X =0 v X #0) op grond van onze wiskundige kennis
(zolang nog dergelijke onopgeloste problemen bestaan) niet
mogen uitspreken.

" Wegens het bestaan van deze om O zwevende reele getallen,
was het ook niet mogelijk de definitie van de hoofdbewerkingen
eerst alleen voor de niet negatieve getallen te formuleren,
(wat voor (X (:‘5 eenvoudiger zou zijn) en dan tot de negatieve
getallen uit te breiden.

De relatiec O = 0 is dus niet beslisbaar. X = 0 is dus
een voorbeeld van een wel stabiele, maar niet beslisbare uit-
spragk (3.6).

4,15s St.: Iedere rekenregel (door ecen vergelijking uitge-
drukte identieke gelijkheid), welke voor variabele en zekere
constante rationale getallen Cps sees Cp geldt, geldt ook voor
variabele recle getallen en de aan Cyy +e.y C, vOSBEVOCEde
constante recle getallen Xl’ ceoy x (met XJ {C;]l} en
Ojl (c.y ¢, ) ), indien voor ieder reeel getal , waardoor
gedeeld word%, geldt % # 0.

Bewijs: 7ij de rekenregel voor de rationale getallen:

F(&l’ann,an,cl,n-.,cm) = G(ai,...,an,ci,...,0m>

en die voor de recle getallen:

F(dﬂ-,oa-’uny Xlgoon’ Xm) = G‘( aﬂ_,...,un’Xﬂ.’.’.,Xm)o
In de opbouw van F en G wordt slechts een eindig aantal malen

door ecn recel getal (€ pseees é«'s met ék {Xk f ) gedeeld.
Voor ieder van deze %k geldt gk # 0. Dus bij ieder k te
bepalen cen index i(k) zodat

. _ 0 & X i(k)*
Stel nu i 5 max (i(1),... ,izs)). Dan kunnen we 3.12 toepassen
en geldt voor alle j met Zi: '

F(%J,.‘l’&& 29 1’OQD9C ) G( s,la,oco,A-nJ Ci,ooa,cm)



Uit de galijkheidsdefinitic voor reele getallen volgt dan:

F(O(i"“”:"n'Xi"”"lS m‘) = G(O‘l""’o‘n"é 1,...,8/ m).

4,16: .sen ¢erste verschil tussen de klassieke eigenschappen
van de reele yetallen en hun intuitionistische analoga trecdt
op, wannecer we foraules beschouwen, welke uit meer dan één
vergelijlking door aiddel van de logische voegtekens zijn op-
schbouwd.

Sen voorbceld hiervoor is het volgende:s klassiek geldt

X=0 v ﬁ3:=<3 = CX.ﬁs = 0;
intutionistisch geldt echter allcen

X=0 v Pp=0->xP =0

Do ongekeerde implicatie mogen we niet affirmeren,
ondat het intuitiouistisch “of zo sterk geinterpreteerd wordt.
Indien bekend is, dat (X'ﬁB = O is, hoeft het nog niet mogelik
te zijn uvit to maken, weike van de uitspraken X = 0 of ﬁ5>= 0
waar 1is.

4,17: Zen tegoenvoorbecld wordt geleverd door de als volgt
godefiniferds redle getallon X ={a} en B={B]}.
Voor ieder n is tussen de twee mogelijkheden I en ITI te be-
slisscn.
I: oander de cerste n decimalen van J1 is geen
"rijtjet (01 2 3 4567 8 97).
II: onder dc cerste n decimalen van 71 is wel een
‘rijtjer.
In dit laatste geval, IIL, is het rangnummer k van de
“97 in hoet corste “rijtje’ van J1 te bepalen en dus weer te
beslissen tusscns
LI a: Xk is even,

IT b= Xk is oneven.
Jfu definilren wij voor ieder n:
An = (O,2“n) in geval I.
= (0,0 ) @ TT a,
= (27®2®y v I,
B, = (0 1{.,2‘? L
= (27,27 & s IT A,
=(0 ,0 ) % 9 IIb.

Heruit volgt onmiddelli jk:
AB = (092~2n) in geval I.
- (0,0 ) il X II'

Dus in ieder geval gelddb:
' Aan =~ O en dus CX}3= 0.



= 0 wmosen we pag affirweren, als we weten, dat k zeker
nict oncven is, ﬁ) = 0 pas, als we woten, dat k nie® cven is.
Geen van beide uitspraken is dus te bevestigen voor ve meor
weten over de decimalon van TU .

4,18: Uizl geldens
xPB =03 (x£0—> [>=0)en
X[y = 0> — (XF0 ~ [3 #0)
(gwakke interpretaties van “of™).

Deze botrekkingen worden in 4.21 aigeleid.

]

4,19: sigenschapnen van de verwijderingsrelatie ven 1 recle ge-
tall{»&lo

\ 4 = 3 % . L]
Def.: (X;;rﬁ _‘31’1 [‘h’NBnl (4.6)

Vanzelf goldt, wegens hoet inkrimpen ven de intervallen,
welke een rcecl zotal definicren:

~s D ey A
Anowl?n.xm)n )n.mr)\/B

.

m
De hoofdcigenschapuen van d¢ verwijderingsrelatie zijn
vervat in de volgende drie stellingen:

St.: O # R Pro
St — O B s A= [2) (4.8)
ste: XA »—-a‘v;: [ty v 3 #y 1.
Bewijs: Kies von index n, zodat A > B, . otel Ay 'Y B,
(B, < A analoog), A.W.z.: a5 { by, Dus te vinden eon
rationaal zctal 4, zodat: b, - 8,5 > da > 0 .
Bupaal cen index p, zodat p ) n en oo = o < d‘ is.
Dan is dircct te zien, dat C % Ap v Cp % LBp sy
Dus geldt XA Y v [S#X
Aen rolatice (ook tussen andere entiteiten dan reele ge-
tallen), welke aan deze dric uitspraken voldoet, noemen we
altijd cen verwijderingsrelotic.
D¢ substitutie cigenschap van de verwlijderingsrelaties
e XAP P o=y — XAy
volgt onmiddellijk uit:

x4 P -——>\7; (XA v ﬁ) £y 1

4.20: De voerwijderingsreclatie is invariant t.o.v. opntelling

en t.o0.v. vermenigvuldiging met cen getal; verwijderd vean O.
str AR —ocay 4 Sy

Bewijs: 2ij O(#ﬁ Dus te vinden cen index n, zodat

An & B . Stcl A, 4 Brl (‘A‘n > Bn analoog). Dus is een

rationaal getal d te vinden, zodat b, - 2, > 4> O is.



Bepaal weer een index p, zodat p? nen c
Dan is direct te zien, dat »
Do * cp1> By + A+ Cy > ap2 + Cpp is. Dus 1is
Ap.;-c < Bp.;-Cp, en dus (X + p b/
Ster AP ){p0~—-->~xﬁf3 :

Het bewijs wordt gerseven via het speciale geval:
Stes NH O . X¥£ O > XY KO
Bewijs hierven: 2ij (X 40 en ¥ #0. Dan te vinden een
index n zodat: O € 4 en O €& C . Uit (3.10) volgt dan
0 & A C_ uit het ongerijmde.

02 ~ cp1< d is.

ok de omgekeerde implicatie ‘
Ste: L0 - Pg0e- X[B40 ismet (3.10) te bewijzen.
De algenene stelling is nu tot het bijzondere geval terug te
brengen d.m.v.: - L) = 0 a Y & O -—> U’X - ,‘X A 0.

4,21: Ste: X +[d 50— XFO v ﬁ # O.
Rewijs:s  Zij {J(—’-E < 0 . Dan te vinden een index n, zodat
O € 4 +3B . Stel o A +3B (A + B <O analoog).
Dus is 0 ¢ ay + by, dus 00k a,> O v Db, > 0.
Dus is (X 40 v ’Qx#o .
boven nebben we reeds bewezen:

st Xs 0 . (350 s A oo,
dieruit volgt (export van praemisse (X # 0)

X5 0 == ([3,/:,- 0 — XD # 0) en ddaruit weer
(contrapositie van ,Q)/:/ 0 — X B A 0)

X4 0 - (—-——.O(i A 0 — ——wﬁﬁ/ 0 ) of:

Xy 00— (AP=0-—[D=0).
Uit de laatsbe form.le volgt (import van QX & 0 )

g o . ORP) O-—9P>”O en dus:
St.s X {5 ~OLE 0 —> f = 0 en daaruit volgt weer
op dezelfde wijze:

St.:s (XE) = 0 . Iﬁ;’ 0 —> XX = 0. Uit deze laatste weer:

Ster DU E 0O «ﬁB;éO -—-—)(XE:#O en hieruit weer door

cont ranositie:

st Xfh=o0 — —(X£0 . Bfo)

Tezen de _sterkere stelling: .
O(}?}: 0 — X=0 v ﬁ): O  hebben we reeds een

tegenvoorbeeld aangevoerd.

4,22: Voor de theorie van de veeltermen zijn nog de volgende
stellingen over de verwijderingsrelatie van belang:

s aPpayd s ory v pad



— s

Bewijs: 0 4 o [5- }({r =P o0+ o0 —K(S =

C&.(P)((S)+(O(— )§ .
Dus (4.21): (P -0)# 0 v <cx Y )O # 0.
Dus (4.20): (B-u ) # o v &0(-— ) # 0.
Dus : ('@ 4 v P4
4.23:  st.: g B( gl,...,§n> = |
<, : p pn
- E £ ..
LR ey N oy seeipy 52 én

een veclterm en F(Xi" Kl’l) #F(éi,... (S ) dan is er
een index i te vinden, zodat )( # (§ 5 geldt.,

Bewijs: F(gv.u,gn>—F<5T.u,d ) 4 0.
Pa P
Dus: § O{I}i’._"pn(xl —(S 611 ") 4 o.

p | IR 1pn -
Dus is minstens &én van de termen veriijderd van O (4.21):

I°X Py Bt Py
b, ey (Yo Y b, o
dus is (4.20): Kipa ann - 612 ...gnpn A O .
' -1 -1 T
Dus is (%.21): ¥, # ) L v lel ...an%&ip ...Gnnn.

Op dezelfde wijze doorgaand volgt hieruit

§r 701 v Xz’é’/‘yz v “'Van;"/‘Sn

4,24; Tegenvoorbeelden worden - als ook in (417) het geval
was - dikwijls gegeven d.m.v. reele getallen, waarvan niet
bekend is, of zj groter dan, kleiner dan, of gelijk aan een
gezeven rationaal getal r zijn - getallen, welke ‘‘om r zweven'.
wen pozing om deze complicaties te vermijden door alleen
‘nette getallen toe te laten, d.w.z. getallen (X , waarvoor
bij ieder rationaal getal uit te maken is, of X {r, =,
dan wel O > r geldt, (getallen met beslisbare sneden van
Dedekind), mislukt, oncdat de verzaneling van deze nette getal-
len niet afgesloten is t.o.v. de hoofdbewerkingen. Wel zijn
vele getallen, welke in de analyse voorkomen, ‘‘net‘.

4,25t Hen voorbeeld van een nct _getal is het getal
1
L2 = T e
D =0 <
det bewijs hiervoor volgt het gewone bewijs voor de

irrationaliteit van e vriwel op de voet.
m
Onderstel e = = , Wau rbij m en n natuurlijke getallen zijn.

Zeker geldt e ZG Z_‘ = 8, +Q'?n .

k=n+1



- 21 -

dierbij geldt:

<L

- ! Lol
G5 .2, =Gy B G ot AC

- .1 1. 1 ntl _ 2
TV I T (avDDT m T omuanl

n+

Dus is nle - nis, = (n-1)!m - nls = n.‘<' 3 <-3;— . aar het
. c s . n > . m

linkerlid is geheel en niet Dus is uit e = 5 een contra-

dictie algeleid. Dus zeldt e

. . ‘ g .. m
Oin de sterkere uitspraak e 4 % te bewijzen moeten we e - ﬂl

1}

0 .
A0

naar beneden schatten.

We hadden: ‘Gi%’i’)”f"< @n = e -8, h*i*ﬁ*r dus
Eﬁ { nie - ni n< maar n! % en n!s, zijn geheel, dus
sl m 1
nije - == n.’)e - s, + 8, ~H,>M“
dus |e - -’ > e rl.) dus e ,&'% Dus is e ‘net’.

Ook de getallentheorie prefereert deze stelling: * e is
positief irrationaal’’ boven " e is niet rationaal''. Zij geeft

meer “informatie [Goodstein, 1946].

4.26: Ookx ven de algebraische getallen is ov een eenvoudige
wijze azn e tonen, dat het ‘‘nette’ getallen zijn [Brouwer,1920].
Hiertoe bewijzen wij de
3t.: Twee wortels van een algebraische vergelijking met ratio-
nale coefficienten zijn OFf zelijk, Of er is een positieve bene-
dengrens voor nun verschil aan te geven.
Bewijs: Zg de gegeven vergelijking

n £ - 1

f(C\) + l— o ° o “{‘ an:O.

De discriminant d van deze vergelijking is een rationale func-
tie van de coecfricienten en dus een rationaal zetal. Indien
d =0 1is, heeft f(g) = O een meervoudige wortel. Dan is de
graad van ce rootste pgemene deler

s(€£) = G.a.D.(£(5) , (&)

zeker > 0O, en funnen we f(é) door g(g) delen.
De resulterende vergelijking f*(f ) = 0 heeft dan een discri-
minant 4 met d £#0 , dus d & O .
Noem nu de wortels van f%(E ) = O resp. W5 oW
Dan geldts

m .

We willen nu bewijzen:d,™ f- W, #0 .



- co -

fet is gemakkelijk een rationaal petal h Te vinden, zodat geldt:
Lo = oyl s h voor alle i,k = 1,...,1

| ' ai 1d
L aar lw’l - (..J2| 2 =gty ~w~«l e -2- 2 »ﬁ-ﬁ—‘:n*-:g‘ .

i LT Wi
i(‘k oo }I b
s Wy FWoe Ty ~W |2 ontstaat hierby uit
' ik ,
ﬁi(ui —wlﬂ_lg door [wl —wz} weg bTe laten.
ik -

Gaan we nu uit van twee wil;ekeurige algebraische getallen
0(1 (wortel van f,l(fb) = 0) en O (wortel van fz(g):o),
dan zijn beide wortels van f1(€>‘f2(§) =0 , en dus 1is
volgens de vorige stelling ult te maken of 0(1 =0(2 of
0(1 -";0(2 is. |
iemen we nu voor 0(2 een rabtionaal getal, dan hebben
wij a fortiori aangetoond, dat alle algebra'i'sche getallen
“net” zijn. ‘ |
Jog van vele andere zetallen is bewezen, dat zij posi-
tief irrationaal, of zelfs, dat zij positief transcendent |
zijn. Al deze zetallen zijn natuurlifk ~net-.

4,27: ‘angaande de constante van Zuler K , gedefinieerd
doors K:-—lim (lgn -1 =12~/ - ... - 1/0)
D noeo

is het onbekend of deze rationaal is of niet. Ook de'net-
heid® van x’ is nog niet bewezen.

Zrger is het, dat we niet kunnen bewijzen, dat geldt:

O¢'net’ fs nett - O+ ﬁ) ‘et
Jen tegenvoorbecld hiertegen wordt geleverd door:

Nz -e
A

ﬁ)j e , waarbij echter de rij van de decimalen beeindigd
wordt na de 9 van het eerste ‘'rijtje’, dat daarin optreedt,
of na de 0O wvan het eerste ‘'oumgekeerde rijtje’

19876545210, met dien verstande, dat in dit laatste geval
deze O bovendien in een 21 veranderd wordt.

sovel X als ﬁ) zin net, O(+ﬁ) echter zweeft om O .

4,28: De ordening van de reele getallen (X = {Aﬂ} en
,@); {Bnb gedefinieerd door: |

X<P=dira <.
is een sterke, positieve orde-relatie, geheel analoog aan

de verwijderingsrelatie, wasrmede zij dan ook verbonden is
door de

St.t Oﬁﬁ'ﬁsﬁz:; O()Bv O{(E} .
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Onmiddellijk te bewijzen is ook de zwakkere

§'_t_.: (}'_) f,f e/ CX¢ ﬁ -~ U((B

= ¥ - kD
S N TR A S HEN ' O

De sterkere stelling X =[2 v (S ™! v 0(>f3>
geldt echter niet. TIeder om O zwevend getal levert een tegen-
voorbeeld. Wel geldt:
St O()S}?) a X (}\ —> D(;;’/E:. en dus:
Bt X3 .ot o a=fd .
maar niets (X?fﬁ) - O({E)w*} 0{>E)
Uit de twee negatieve praemissen is geen berekeningswijze voor
de index n af te leiden.
De substitutie-eigenschappen van deze ordening t.o0.v. de
gelijlkheidsrelatie:
St. P - B=y —» oY .

SR SR G SR
worden door hetzelfde bewijs segorandeerd als datgene, watb,
tweemaal toegepast, «eze zelide eigenschap voor de verwijde-
ringsrelatie leverde. '
Do transitiviteit.van de ordening volgt onmiddellijk uit de
inkrinpingseis voor dc recle psetallen en de transitiviteit
van de intervalordeging.
ster o0 A [:3 Y e O <X :
svenals de analoge stelling voor de verwijderingsrelatie, geldt
ook voor deze ordening: :
St.s oc>f5~-—>vhj[oc>yv X)ﬁ)],

Deze eirenschap wordt weer op geheel dezelfde wijze aanpetoond.

4.,29: uen orderelatie x < y , ook indien zij in een andere
verzameling dan die van de reele setallen gedefiniecerd is,
noemen we een pseudo-ordening [leyting, 1925, pag. 56],
wanneer zij, zoals de besproken sterke ordening der recle ge-
tallen, voldoet aan:
I: XY= XA ~ XX7 .
x=y—> xLy ~ xBy.
XYy —> TLYy ~ XEY .
IT: x <y -~ x=x" . =yl - x' ¥ .
ITI: X<y ~ y<z—=> £z .
Ve x<fy ~ xRy —> =y .
Vi ox<y -$~1V/;[ x<z v 25y 1.

FIR

M

4.30: Gvenals de verisjderingsrelatie is ook deze pseudo-
ordening van de reele getallen invariant t.0.v. optellen en

L.0.v. verimeningvuldigen met een gebal v » O .




otz COP—y w4 >
’ aop . oo Bx

Ook dit wordt op dezelide W}Jze aan etoond

AN

4.31¢  Het analogon van de Ilass:t.eke relatie Ox [3 is
intultionistisch: . o B f"
De mogelijkheid om Te besliésen,

Cx}ﬁ — X <j3 v & /3)
bestaat echter niet in het algemeen.
Uit oL Bf 5o (U >j5,) -5»—?311 [ 4 >3, ] volgt
onniddellijk : .

xpf 2N, 4 s 1.

n

1

4,32: Hoewel we niet van ieder paar gegeven reele getallen
X en j".‘) , Junnen uitmaken, welk van beide het grootste,
respectievelijk het :leinste is, kunuen we toch, als in (4,11),
definieren:

max § & Jn) F i  max {An’Bn?}? D
‘ 5 1 [(nax { 18,7 bnll’ max {anz,bnz})} .
min fo ,55} = ALmln j } % .
5 ‘&(m‘_n ’ nl’b 1} min fanz, ng})} .

Hiervoor geldt zex.er
St msx{ O o P 7o,

nax { (*»B“f f).

Bewiis: Onaecstol nax i o, P\ X . Van te vinden een
index n zodat: mafo B ! ( An

en dus: max {20 not o L

laar dit is contradictoir.

Ook geldt:

St vo(max {oc, B} ) A'maY{m ﬁw)ﬁ)
_Be”v’J:‘]_‘S" O*zderstel max f o, },5 pas en

nax { X [5 J . Dan te vz.nden een 1ndex n , zodat;

max-{ﬁ.ngB } > {n en max {A B, > B, , dus, zodat zowel:
max fag by b oan > oay ale

Cmax a0y | D by, ) by s

aar dit is weer contradictoir.

Analoog geldt natuurlik:

Ster mind o, D1 % .

min 4 ¢, i > ﬁ
e (mln{\:x fﬁ} ~ uwin J\o( ﬁ)} ]?} ) , en ook:
Stas r)((ﬁ ~——> nin {o( f:)} = . max{o( B\_ﬁ;
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4.%3:  De in (4,11) gedefiniecrde absolute waarde:
ot 5 {igl b5 dmax {8, - 4,0} 5

f(r-laxa%i, - a 2,0}, max{anz, - ani’O)} .
heeft de gewone eigenschappen van de absolute wearde.
Voor ieder n 2eldt:

(nax {ani’ - aL11.2’0} y axX [an2’ ani,O})
~ (max{anl, - 81’12} , max {8‘:12’ - ahl}) .
Dus is bewezen:
3t.: |0 |= max {O( , — Ci}. Verder geldt
St.: ol <€ 0.
Ste: o Bl_iu} [P} (uit 4.15).
Stes On +J\Jl > l(xi-ﬂ;jl (uit 2.13).

ol

11

Z.34:  Intervallen in de verzameling der reele getallen

kunnen op vewrschillende wijzen worden gedefinicerd.
Indien bekend is, dat ™ < [2} geldt. kunnen we een
open, resp. gesloten interval bepalen door:

ée(fx :' D5« <k L (ST
e (o) ]I:j > % § )Sﬁ

Is de orderelatic tussen O en f;‘) onbekend, dan kunnen we
noz definieren:

gem Bls—= (<o E<PB).

- CE D &y )

Deze laatste bepaling stemt, indien & (/5 is, met de
erboven staande definitie overeen.

St.: Y =ninfo, P)} 8= ma:»c{()(,ﬂ}—-—a
—  (EelouPle= Eely,b).
Bewijss Indirect.
Onderstel & > en £>[5 ,dan £ >y en £>4
s tely, ] — Eclo,pr.
Onderstel <§ > & , dan §>O( en é)fz) .
Dus fg{&ﬁ——-—)ée[y ] .
Naast het boven gbaeflnleercte ‘sterke’’ open interval
(XX, ﬁ) , kwinen we ook een ‘zwak’ open interval bepalen door:
g

cfo 23 s & e o, ] - E Ao E 4L

4.35; Tot nu toe dachten wi ons de rij intervallen {An} s
welke cen recel getal O definiecrde, gegeven door een wetb,
die het mogelijk moest maken, a4 en a5 te berekenen
voor ieder dndex n .

De verzameling van alle eindige tekenrijen, welke in
cen taal met eindig veel tekens (of woorden), op te schrijven



zijn, is echter aftelbear, en de verzameling van de ooschrijf-
bare wetten moet daWﬁ een Laelverzamellng van zijn. Dit doet
ons vermocden, dat we, door alleen deze door een wet gedefi-
nicerde reele getallen te erkennen, niet het gehele continuum
uitputten '

Faast deze, door cen wet gedefinieerde, voeren we
danrom niecuwe recle getallen in, waarvan het nde interval vrij
gekozen mag worden uit een zekere verzameling van intervallen,
welke zelf door een wet en door de vooraf gaande (n-1) keuzen
bepaald is. sHDen dermgelijte rij intervallen noemen we een
keuzeri] ven intervallen [Drouwer, 1918-1919; 1924].

(De oude door ecn wet gedefinicerde reele getallen krijgen we
hierby terug, indien voor ieder n de verzameling van inter-
vallen, waaruit de keuze gemaskt kan worden, precies één
clenent bevat.)

>teeds moeten de wetten, die de keuze-vrijheid bepalen,
zo peformuleerd zyn, dat we een reeel getal krijgen, dwz. dat
altijd een volgend interval in het vorige bevat is, en dat de
ri) intervallen coavergeert. Um dit laatste te bereiken, kan
bijvoorbeeld geeist worden, dat ieder volgend interval een
lengte heeft, hoogstens gelijk aan de helft van de lengte van
het vorige interval. Hebben we namelik eens een recel getal

X gegeven, dan kunnen we door weglaten van intervallen
altid een intervalri hiervoor vinden, zodanig dat de inter-
vellengten ervan willekeurig snel naar nul couvergeren.

Oudat bij de gedefiniéerde bewerkingen met reele ge-
tallen stecds het n°° interval van het gezochte getal be-
paald wordt met behulp van de nde intervallen van de gegeven
getallen, kuannen deze bewerkingen even goed met de door
zeuzerien gedefiniferde resle getallen uitgevoerd worden.

De resultaten zijn dan weer dergelijke getallen.

h.36:  Om het volpende Ttegenvoorbeeld te kunnen construeren
moeten ve gebruik maken van de, ook op zich belangrijke,
St.:  sen inFrinpende, convergente rij afgesloten intervallen
net reele eindpunten bhepaalt één en oleChto één recel getal,
dat in alle intervallen bevab is.
Bewijs: Noem de reele intervalri 1 Y1 i]}’ met

X& = (0131, 132) en ;= <d131’ dij2) . S3chrap
zoveel intervallen hiervan en benaderende rationale inter—
vallen voor Xi en O , dat voor alle i geldt:



- 27 -

yil <2

ij2 < Cij1 <f2"'i voor alle
-i voor alle
4350 = 4y <2 -
De rationale intervaolri
(ci37 » dy50)

bepaalt dan het gezochte reele getal. Dit getal kunien we nu
ook voorstellen door [‘Ki ,

4,.37: Het blykt nu niet mogelijk te zijn, het gehele continuum,
of ook een interval hiecrvan - bijv. C s Lo,1] -, zoin
tvee niet lege, disjuncte deelverzamelingen A en 3 te ver-
delen, dat voor ieder é)e(J uit te maken is of i)e A
of 5265 B is. Het is deze laatste, intuitionistisch zo
sterk te interpreteren eis, welke het ons mogelijk maakt een
tegenvoorbeeld’ te coustrueren [Brouwer; 1926 pag. 62].
Onderstel n.l., dat O( e A en € B is.
Dan kuanen we, als we reeds QA e A en ﬂ & B gedefi-
nieerd hebben, voraen (CKL ﬁ% )/2 ,-en bepalen w~t
goldt, of ”i7€.A of.' 5 & B . Indlen het
eerste het geval is, definleren we: 1+1 = X’ ﬁ%+1 ﬁaL

in het tweede geval: CXl = i1 = X’ . Voor alle

zeldt dan: FV € A GE B. en

‘CX1+1 f is 1' = ;‘(X ﬁB

Ziy nu O = {[«X j3 ]} (4.36) en bijvoorbeeld & € A .
Wle definieren nu = (/\* } met Zl*n_z [an,fgn] , indien
onder de eerste n dec1ualen van J1 geen “‘rijtje’ voorkomt,
CXn = [ﬁ%k,ﬁSK] , indien onder de eerste n decimalen van
JT wel een rijtje voorkomt, en k het rangnummer is van de 9
ult het esrste ritje.
Dan weldt

Ot 6’ € A &= ‘er kowt geen rijtje in TT voor'.

€ B &2 ‘igr komt een rijtje in JT voor'.

Over het zo medefinieerde getal kunnen we dus niet be-
slissen of het tot B of tot A Dbehoort, voor we weten of
in JT een rijtje voorkomt of niet.

De mogelijkheid om een verdeling van .C aan te geven,
die de vereiste eigenschappen heeft, impliceert dus de moge-—
lijkheid om alle problemen van het type ‘komt er in TT een
rijtje voor?’ op te lossen.



§ 5 ¢+ Dineaire Algebra . )

5.1t Zijn gegeven n _lineaire vergelijkingen met n onbe-

kenden Xp...,%x, in de vormse

e ik n n
3 a. =Db. wvoor i=4%4,...,n
] 9 b ]
. xm TEET
warrvan de coefficientendeterminant van O verwijderd is,
d = det (a0 & O,

dan kunnen de onbekenden, evenals in de klassieke wiskunde,
" berekend worden met de regel va% Cramer,
'k
Xy = e
k a ?
waarbi] dk de determinant is van de matrix, die ontstaat

door in de matrix (aih) de k™€ kolom door de kolom van de

bekende termen by te vervangen.
Hen ietwat abstractere behandeling van het onderwerp
van deze paragraaf is te vinden in [Heytings; 1941, § 2].

5.2¢ Ook is er in dit geval slechts één ovnlossing, en geldt

duss a

o A
, : -, ] = Yolp, = £
2L Vi[kil Bix Py T b:'L.J > k[pk —d ]

Deze stelling lzan bovendien na contrapositie (4.24) intui-
tionigtisch positief geformuleerd worden, door zowel ante-
cedens als .succcedens te verscherpen.

Verscherpte eenduidizheidsstelling:

St. IIs ooy # k] — S5 . [ 2 s, oo & b.] .
Sfeaslt — kALK g —i1=1 k=2 ik Fk i

N . - a
Bewiis ¢ Zy JL,lp # -F1.

Stel m = minor van 3., in de matrix (aik) .
) n n
Dan geldt: ifl m; y kii 85y Xy = dxl .
:3 { n n o / n
dus: 2 m, 2 a.,, p_=dp, d, = 2 m,, b.]
1 11 il K= ik Tk 1 1 i=1 11 71

dus:

[
H
It B

'J
B

~I} )
il{kii 2% P = 0y f 4 01 -

=

] n
dus: 31,3._{ m, {kii a3y Py - bi};é/ 0], wegens (4.21)
n

dus: 3 jﬁ‘kil 84y Py — bi‘g’ 0] . wegens (4.20),

S e

") De conventie, dat reele getallen steeds door Griekse
letters worden voorgesteld, wordt niet verder gevolgd.
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5.%s Ve theorie aangaande p _vergelijkingen met n onbekenden
is, evenals in de klassieke wigkunde, te formuleren rond het
begrips “‘rang van een matrixe. Ue intuitionistisch verscherp-
te cefinitie hiervay is:

onder,’
wen mativix heeft de rang v , indien minstens één.deter-

dinant van r rjen en r kolowmmen daaruit van O verwijderd
is, Terwil alle oncderdeterninanten van r+1 rijen en kolommen
aan O gelk zin.

Het voorbeeld van een uit één, om O zwevend, getal a
bestaande matrix, waarschuwt, dat het niet steeds mogelijk
behoeft te zijn, de rang van een gegeven matrix te bepalen.

S5.4%s  Indien van de gepgeven p vergelykingen met n onbeken-

dens n
(1) kiliaik X, = by , voor i=171,...,p,
k= n
welke met gebruik van de afkorting L.(x) = 2 a, X te schrij-
ven zijn als Li(x) = b, , de rang r Dbekend is, en we dus

een hoofddeterminant h wvan 1r riyen en kolommen kunnen kie-
zen, zodat h & O i3, kan deze hoofddeterminant door herorde-

ning in de linker bovenhoek gebracht worden — h = det (aik)
voor 1i,% =71,..., .
De verpelikingen (1) zijn dan te schrijven in de vorm:
r : n
(2) 5 A., X, = b, = & a.. X
X ] ko
: =1 ik Tk 71 k=rs+l 1k K

voor 1 =1,...,D .
Je eerste 1 vergelykingen hieruit zijn bij willekeurig gekozen
X gy volgens (5.1) met de regel van Cramer op te lossen.

De oplossingen worden lineaire functies van x geeegX_ 8

r+1 n
h ® © ©
(3 X, = , Voor =1,0..,0
De oplossingen (%) voldoet voor v+l é,q,g n aan

. . d . . .
0 , indien de ¢ © karakteristicke determinant

=
0
FanN
¥
N
]
o
1

kK, » velke uit h ontstaat door randen met de coefficicenten

d s
van de verzeliking (2) (dus met a voor X = 1,...,7 )
) J o 9 ]

ak

en net de kolom vaa <e bekende termen bi
(voor i =71,...,0,¢ ), nselifk aan O is. %Zie hiervoor
T . 0

(Heyting, 1954, n~. 111].

Je gevonden oplossing (3) voldoet dus voor willekeurige

X aeo aan indien Kk = k = ... =k =0 is.
r+l? vy (1), indien i r4+2 D
5.5: z5.: 1s daar.ntegen kg # O voor minstens één index

s met s = r+l,...,p , dan bestaat er geen oplossing van (1).
Bewijs: . Onderstcl, dat (pi,...,pn) een oplossing was.
substitutie ven x4 =“pr+17...,xn =p, in (%) moet dan
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geven (wegens 5.2) X, = Dpseces¥y = Dy substitutie
hiervan in de sde vergelijking van (1) voor 1r+l é sé e
geeft k =0 . Dit is in strijd met de onderstelling

Dit resultaat is wear te verscherpen tot een stelllnrr over
de ‘“'verscherpte noodzakelilkheid van de oplossingsvoorwaar-—
den.*

3 PO n 1 A rn-p T

SE.: 3 s=r+l["‘s # 0] '-"9.\?7[% .o .pn'-j i:l[hi@) ’é/bi] :
Bewijs: "eer door hetoplossingsproces te volgen.

2] ks A 0 . Substitueer in (3) Xq = PpygreersXy = Py

Stel, dat dit oplevert: Xy = QyyeossX, = Qo Dan geldt
ks
Ls<q1"‘"qr’pr+1""’pn> - bS :‘jg‘ # 0,
en dus volgt uit (4.19) :

Ls(p) ~ Db, HO v LS(p) - by A Ls(ql,...,qr,pr+1,...,pr)-bs.
Indien Ls(p) - bs A0 1is, is het bewijs voltooid.
Indien LS(P). - by #Ls(qi,. o3 QpsPrgseee ,pn) - by is,
moet er volgens (4.23) een index i met 1 =1,...,r te vinden
zijn, zodat pi/.ﬁ,/ q; is. Uit de verscherpte eenduidigheid
(5.2) van de oplossing (3) volgt dan

= R eGSR IV I

5.6 De gevonden oplossing (3) met n-r parameters
Xpyqse e is volledig, dwz.: )
°9

h. (p .

19

St I “Qf'p_i[L (@) = 5] =S40z —H . —].
Bewijs ¢ Uit (5.2) St. I.

Dit bewijs is na contrapositie (2.7) dcor versterking van
antecedens en succedens weer positief te formuleren als de

“verscherpte volledigheidsstelling™s

st. ITe 35 [ps# 1(pr*1; ’pn)] — 3T (L, () by ] .
Bewis : Uit (5.2) 8t. II.

Hoewel we antecedens en succedens beide versterkt hebben,
kunnen. wij toch uit II weer I afleiden, en wel, omdat het

succedens van I stabiel (g %) is, door %en indirect bewijs.
Pr+1s---spn
Bewjs ¢ Onderstel < =4

Dan volgt uit IIs :-_:j [L (p) & b 1. Dit is strijdig met
antecedens van I. Dus ult \/ [Ll(p) = bi] volgh:

i<pr+1""’pn)] | dus

- :3 i[pi

.(p eeosD,)
_\vfi — [py # - r"“'l; 277, en dus wegens (4.8) ook

iley =

hi(pr+1"f"p )

Il ] .
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5.7: De afhankelijkheids- en;pnafhankelﬁkheidsrelaties tussen
vectoren = gpopen van n reele getallen, (ai,...,an) -
zijn in de intuitionistische wiskunde in scberpere en zwakkere
te verdelen.

Def.: (i) ??ii(o,...,o) .
N Y n _
(ii) &a’= E\'fiﬂ[ai =b;] .
(iii) B<£P =z — =1 .
D__,_ﬂ
. - v
(iv) a;é/E*.B,:!i:l{ai Aol .
(v) afhankelijk (&, ,.. ,a ) =

"jf\ A [(\ /7'0

D— f\l,...
. z\

Dit is een belangrgker relatie, dan de zwalklkere,
welke ontstaat door /A ; #0 door ;\i # 0 te ver-
vangen.
. y - -3 ) -
(vi) onafhankelijk (al,...,ap) 5 afhankelijk (31,"”ég.

4 o

..'f%p #0) -

(vii) vey (Fp,..08) =
5‘\\_/%1’ \ [(,\1,5;0 v...v\ A 0) —>
-5 z '\ #6’]

(viii) B 3. een lineaire combinatie van (al,...,gp)
3;\’”_,)\ 8 = 2'\ (2.
1 .

D
. = . . . - -y
(ix) b is geen lineaire combinatie van (ai,...,ap) =
£t

(W]

= . . . . . -~y -
—+ (b is een lineaire combinatie van (ai,.",ap)).

D
(x) B vrij van (31,...,2p) 5

- N . D i
S/, B A 3 N
-

Hatuurlijk geldt de
St.: Vri (3&,...,ap) —-> onafhankelijk <al""’gp)
en : © vri van <an,..., ) —> B isgeen lineaire combi-

. . P
natie van (ai, . §

7

5.8: e beschouwen p homogene lineaire vergelikingen in n
onbekendens: | .

(4) 2 =0 veoor 1i=17%49,...,D
ko ik R ‘
Indien de rang v van dit stelsel bekend is, kunnen wij,

omdat zeker aan de oplosbaarheidsvoorwaarden

— fnid fad ., ---O in‘
kr+1 kr+2 e k 0 voldaan ;3, een n-r-voudige,
scherp volledige oplossing vinden. We zeggen, dat een
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s-voudige oplossing te vinden is, indien het‘mdgelﬁk is s
vrﬁe>oplbssingsvectoren te bepalen. Dat we inderdaad hier
n-r vrije vectoren kunnen kiezen, wordt in de volgende
paragraaf aangetoond. Indien r =n 1is, voldoet alleen
de oplossing 2 =0 ; indien r¢ n 1is, is steeds de
o 20 te kiezen, dat de verkregen oplossing X van o
verwijderd is.

5.9: Indien een stelsel van homogene lineaire vergelijkin-
gen een zekere verzameling van oplossingen toestaat, dan
dan zin alle lineaire combinaties van deze oplossingen weer
oplossingen van dit stelsel.

Hieruit volgts
St.: Indien stelsel (4) een (n-r)-voudige volledige op-
logsing tceluatb, L

(5) x; =@ (x, qye00x)) voor 1i=1,...,r,
dan kunnen we voor (xr+1,...,xn) kiezen (1,0,0,...,0),
-(0,1,0,0,...,0),...,(0,0,0,...,0,1) , en dan zin alle op—
lossingen van (4) te schrijven als lineaire combinaties van
de, met ieze (§r+i"°”xn> uit (5) verkregen, vrije oplos-
gingen qi,...,qn_r . Anderzijds zin natuurlik al deze
lineaire combinaties oplossingen van (4),
Bewijgs i namelijk (pl”'°’pr’pr+1""’pn) 5 P een
oplosgingen van (4), dan stemt

vr%ifﬁi T Po,p 32 *oeee Dy an—r met 5 in de laatste

n-r componenten, en dus wegens de volledigheid van (5)
cok in do eerste r componenten overeen.

5.102 Voorbeeld: 8%y + 85X, = o .
Geval A:s De rang r is bekend.

1° r=1. % a, #0 1is, dan is Xp= - Z@ x

een van 0§ verwijderde oplossing voor ieéer
X, met X2/$/0. |
Zo a, #0 1is, analoog,

2°. r=o0. Ieder van O verwijderde vector X%

is een van O verwijderde oplossing.

vevnl Bi o De rang is onbekend, Dan is niet steeds een van

o] verwilerde oplossing aan te geven.

Tegenvoorbeeld: Definiser hiertoe 8, en a, ,

als X en ]& in (4.17),

Indien a; =0 en a #WO is, moet gelden

¥; =0, indien a, =0 en By # 0 is, moet gel-
den x, = 0 . Zolang we geen van deze beide mnoge-

2

.(».‘1-«-
likheden funaen uitsluiten, kunnen we geen van O
verwijderde oplossing aangeven.
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Ook van het stelsel
8%, + 85X, 0
&1X + a2x2 =0 .
met on dezelfde wijze gedefinieerde 2, en a,, kunnen we,
hoewel zeker alle minoren van de orde 2 gelijk aan O zijn, en
de matrix dus noolt een rang 2 of groter kan hebben, geen van
g verwyderde oplossing aangeven.

5.11: el geldt voor het stelsel (4) de zwakkere
S5E. ¢ Zijn alle minoren van de orde s gelijk aan O met
s {n, dan geldbt: -— -— (er is een van O verwiderde oplos-—
sing).
Bewis: Onderstel:

19, er is geen van o] verwijderde ovlossing.

2°. de rang ven de matrix is s-1 .
Dan bestaat een scherp volliedige oplossing met n-s+1 para-
meters, dus zeker een van o] verwyderde oplossing.
Dus 2° — — 1°. Dus 1° — — 2° . Dus is de rang niet
s-1 . Dus ook ieder minor van de orde s-1 is gelijk aan O.
Op deze wijze van s-1 op s-i-1 overgaande bewijzen we, dat
in ¢e onderstelling 1° alle coéfficiénten 8y = O moeten
zijn. DMaar dan is er zeker een van o} ~erwijderde oplossing.
Dus is 1° ad ab -irdum gevoerd.
Dus —— — (er is een van O verwijderde oplossing).

5.12: Klassiek geldt de stelling :
st. 7 Is ieder van p+l vectoren bi""'gb+1
combinatie van p vectoren al,s .,ap , dan . zin deze

b19 . bp 1 onderl ing afhankelijk.

een lineailre

In de intuitionistische wiskunde geldt deze stelling
niet. dLen tegenvoorbeeld, uit vectoren met slechts één com-
ponent en met p =1 opgebouwd, is als volgt te construeren:

.I..’ .

81 § 1,
de in (4.17) gedefinieerde en in (5.10) gebruikte, om O zwe-
vende, getallen (daar a; en a, genoemd) zijn. De in (5.10)

= =
by 5 & en b, s ﬁb , waarbij O en f5

gevolgde gedachtengang leert ook nu, dat we niet in staalt zijn
de gezochte, van O verwijderde, afhankelijkheidscoefficienten
}Ji en jL 5 , welke aan Mg X+ }lafa = C wvoldoen moeten,
te bepalen.

Wul is de zwakkere stelling te bewijzens

T B = éj N & 1—

~— — onafhankelijk ( 1,...,?§+1 )
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Bewijs: Afhankelijk (bl, e ,B’p+1)

=3 (g O v eon v }Jpﬂ A#0) =
P oo

- }"J =371

Maar dit isesquivalent met:

(wll]

s }é/o V eoe v #O) ~
sj},tl’.oag}.ip*,' [(Pq- }-Lp 1
A 5 z ‘}\ =7 7.
3_1 jk k
Om }Ji""’ te bepalen, die hieraan voldoen, is het

zeker genoeg7 ais we een van o] verwijderde oplossing van
Z AR . =0 voor k =71;...
(& 3 N My yeresD
aangeven.
Maar hierop is (5.11) toe te passen en dus geldt:
— — (er is een van 8 verwiiderde oplossing van (6)).
Hieruit volgt direct door dubbele contrapositie
~— — (afhankelijk ( gﬂ,..,, 8§+1)) .
Dit kan verzwekt worden tot:

st 2 2 [3 - a‘/\ik 2] — — (vri] ('5’1,...,‘8p+1))o

5.1%: Ook de inverse ivnlicatie van stelling (5.8) is
intuitionistisch geldig.

St. : Heeft het stelsel (4) een (n-r)~-voudige, scherp
volledige oplossing, dan is de rang van de mabtrix (aik)
ook wm.

Hot bewijs, dat de rang niet groter dan r kan zijn,
m.a.w., dat alle minoren van de orde 7r+l gelik aan O zijn,
geschiedt door inductie. We bewijzen hiertoe, onder zwakkere
onderstelling, :

St. : Heeft het stelsel (4) een ninstens (n-r)-voudige
oplossing, dan zijn alle minoren van de orde r+1 gelijk aan O.

5.14¢  Pewijs:

A2 Voor r =n 1is het bewijs triviaal, omdat er
geen minoren van de orde 1+l zijn.
B 3 Inductie-onderstelling:

De stelling =ij bewezen voor alle waarden van r met

n 2; T :> s .

Het bewiis voor r = s loopt dan als volgt: Gegeven is het
bestaan van een minstens (n-s)-voudige oplossing van (4),

a Tortiori dus dat van een minstens (n~s-1)—voudige oplos-
ging van dit steleel. Volgens de inductie-onderstelling zijn



dus alle minoren van de orde s+2 gelijk aan O.

Neem nu aan, dat minstens één minor van de orde s+l van O
verwijderd is. Dan was de rang s+1 , en er zou dus (5.8) een
(n-s-1)-voudige scherp volledige oplossing aan te geven zijn.
Dus zouden volgens (5.9) (n-s-1) vrije oplossingsvectoren te
vinden zijn, zodat alle oplossingen als lineaire combinaties
hiervan geschreven kunnen worden.

(n-s) van deze lineaire combinaties kunnen niet onafhankelijk
ziln. Dus hebben we een tegenspraak geconstrueerd met het
gegeven, dat er een ninstens (n~s)-voudige oplossing bestaab.
Dus is de aanname weerliegd en moet ieder minor van de orde

s+1 gelijk aan O zijn (4.8).

5.15: Het bewijs, dat de rang minstens gelijk aan r is,

m.a.w., dat er een van O verwijderde minor van de orde r tGe

vinden is, wordt eveneens in verschillende stappen gevoerd.
A+ Voor r»=n . De stelling luidt dan:

St. ¢ Is 8 cen scherp volledige oplossing van (4), dan is

er een van O verwijderde minor van de orde n  te vinden.

5.16: Bewijs:
1°. Voor =n =1 .
Het{ steloel (4) wordt dan: 87 %y = 0, voor i= 1,...,D.
Het gegeven luidt: ~
Y, ipH0— 3, [ap#01]].
Kies p =2 . Dan geldt dus :E}i[ai A 0] . Dus is er
een vor O verwijderde minor van de orde 1 te vinden.

5.17: 2%, Voor r1:>3. , in de inductie-onderstelling, dat
de stelling reeds voor leder m < n bewezen 1is.
Het gegeven 1luidt weer:

" n
N3 l3#Ho— T, (2 2 #0110 -

Dit geldt a fortiori voor alle vectoren 3 met Py = o .
Dus gelét:

- n-1
Ny =g —
T3 B #0 ~py =0 — ;[ 2 ayx #0]].
De inductie-onderstelling leert nu, dat in de matrix (aij)
met i =721,...,p 3 J=121,...,0-1 , minstens één van O ver-

wijderde minor van de orde n-l1 +te vinden is.
Dit Zijg h E (aij) met j. = 1,noo,n"'l; j = 1,..-,:{1'—1 °

n

Het stelsel 2 a.,%,_ =0 met i =1,...,n-1 . heeft dus



Dus is (5.8) een scherp volledige énkelvoudige oplossing (5.
h (%)
Xy =-el5~EL~- met k =71,...,0-1

. ' Cos s as
. hisrven te vinden. Indien wy X, A O Xkiezen, is dit een
van O vervijderde vector. Dus gzeldt dan:

n-1 hl(xn) .
=P 3 B . 5 0 .

Noem de index i , wearvoor dit geldt:
Uitgeschreven levert dit echter:

8.1 ,1 ° L] ° 8.1 9n~1 8-1 9n
° ° ? ° [ ] L] L] [ * . o o ° /é/' O
4n-1,1 Sy n-1,n
aj s L tt aJ yn-1 aJ 11

Dus is een van O verwijderde minor van de orde n gevonden.

5.18: B: Voor ny T

De Stelling luidt dan:
St. ¢ Heeft het stelsel (4) een scherp volledige (n-r)-
voudige oplossing, dan is in de matrix a8y, ervan, mine
stens ¢én van O verwiderde minor van de orde r te
vinden.

.19: Bewis: Iedere vector 3 , met

T

EAN

P = (Pl""’pr’O”"’O) , Waarbiy voor ainstens 4én index
k , net k:L“”r,%'mnG%NWEMiajsvm

iedere oplossingsvector 4 = (qi,...,qn) van (4) verwijderd.

Imers steeds geldt:
P G VG 40

(q geoayg
Jlaar q = Ek r+1b qn>j5 een homogene lineaire functie
van g 45-.+3Q, - Indien dus q 40 is moet ook min--
stens ¢én van de getallen Apggse-+2Q, van 0 vervijderd
zijn (4.23).
In beide gevallen geldt dus E]ﬁ’ d . Wegens de scherpe
volledigheid bestaat er dus een index i , zodat

n

kii &% Px =

T
3 a,, p, A0 is.
k=1 ik *k
Voor het stelsel
r ;
kii 85y Ty = 0 met i=41,...,p is dus 8 een )

scherpe volledige oplossing. Volgens A is dus in (aih)

4)
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met i =71,...,p 3 k=1,...,0r een van O verwijderde minon
van de orde r te vinden. Dit is a fortiori het geval in
(aik) met i=1,...,p 3 kX =171,...,n.

5.20:  5G.3 Indien in een matrix A

(a

een van O verwuderde minor van de orde 1 te vinden is, en
indien tevens alle deterwinanten, welke hieruit ontstaan door
randen met de s9° rij en de t%€ kolom van 4 (s =2,..4,D i

t =1,...,n) aan O gelijk zijn, dan zijn alle minoren van de
orde r+1 uit 4 gelijk aan O en is A dus van de rang T .
Bewijs: et intuitionistische bewijs hiervoor loopt zeheel
parallel aan het klassielke.

1y> met 1 =21,...,p 3 k=1,...,2 .

5.21: Dit resultaat is weer te verscherpen tot de stelling:
St. : Indien in A een minor M, van de orde r en een
minor Mr+1 van de orde r+1 wvan O verwiderd zijn, dan is
ook minstens één van de minoren, welke uit M, door randen
met een rij en een kolom ontstaan, van O verwijderd.

5.22: Bewis: Zij 04 M, = laj | met i
k=21,...,7 . Dan ziin de vergelijkingens:

T
kfi Bix Myl = 241 met i =1721,...,1

oplosbaar voor 1 = r+l,...,n .

1

Lyeesyl

n

Wle definieren nu met de zo benaald Mo
i =r4l,e00,D

HL\’H

al, =
il r 311(}11(1 voor 1l =mr4l,...,0 .

a{l = ail voor de overige iandices.
Van de matrix Af = (a'ik) zyn dus de kolommen lineaire com-
binaties van de ecrste 11 daarvan.
Vaast M 1(a ) is nu te vormen M_ 1(& k) .

"b X .
tiaar 1(a’ ) Dus Mr+1(alk),Qer+1(a ik> .
Dus zin 1ndlces s en t te vinden, zodat geldt: (4.23)

¢
%5t H a st °
De determinant lalkl met i =1,...,7,8 3 k=71,...,1,t
verschilt van Ia‘lk‘ met dezelfde rijen en kolommen alleen
in het element a_, , Tesp. a'g . Deze ia'ikl
. . iy

aan 0 . Dus ‘aik' (aSJG - a St)H . Beidé factoren zin
verwijlerd van O. Dus hebben we door randen van Mr met de

sde rij en de tde kolom een van O verwijderde minor gevonden.

is gelijk
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5.23: Def.: De (vectors)rang van een stelsel n-vectoren

-3 -3 . -3 -
o o o = g e 0 0 a
8y 5 y&y is 5 onder de vectoren 2y, LN

r vrye vectoren te vinden, waarvan de overige lineaire

zin

comhinaties zijn.

(o T ", -_’
5. ¢ De vectorrang van het stelsel vectoren Bygpeersd

= P
(met .gi 5 (aii’“°“’ain)) is r €2 de matrixrang van
de matrix 4 = (a5 ) (met i=%1,...,02; k=1,...,n)

is .

5.24:  Bewijs: 1% —o

Gegeven ai,.o.,a zijn vrijs

DU.SZV (l 9.0091 )[l}'—,‘/.aw-) lblg /é‘-/O]
ot \/ 7

3

Dus 0 1is een scherp volledige oplossing vén

4, - —n T :
- (119.‘°,1r)['f,¥”8.fm¢:3 eon L 1fil alk,q o 1]

r

4 %1 X alk o .

Dus is in de matrix hiervan.een van O Vérwﬁderde minor van
de orde r +te vinden (5.15).

tlle overige 2&+1,...,2p zijn lineaire combinaties
van Ei,...,ar . Dus in de matrix A . zijn alle minoren van

de orde r+1 gelik aan O (5.20).

5.25: 2% —
Gegeven de minor h = }aik‘ (met 1 =1,..050 3 k="1,...,T)
ig veriiiderd van O, en alle minoren met r+1 rijen kolommen
uit 4 zin gelik aan 0.
Dan is O een scherp volledige oplossing van

. . ,

.al X;85, =0 met k =7,...,n .
1=

Dus zin de vectoren ai""’gr vrij.



T
e roelvkingen 4 x.ag,. = A,
j.::i_ 1 1% J Iz

zia op te lossen voor J = r:l,...,p , oadat alle kerakterin-

voor o= 1,...,n

tielze Jdeterminanten, alg minoren vaa de orde r+1 uit A

¥
el roaan O zin.
vus z oa de overige vectoren iaderdaad lineairz comhinaties

ey .y
VAL B8 s
o g

5.26: Ve klassiele, iatuitionistisch niet ~eldende steilia,

3 - . . . . bl =¥

(5.12), dat v+l lineaire corbinaties b?""’bn+1 van P
d i m ey o s hocd o R DR e oy b ,A

vectoren ai,...,ap ecn alfhankelijk stelssl vormen,

A S o R . .
\\. ©77 L b linecalre cordinatie van (al,..., )1

B X
-=-3 afhankelijk (01,..., p+1>
22at door contracositie over in:

. 3 =»
onarfhankelik (bi,,..9b0'1)~~-9

D1 B . . . -3 -
- e ;\\/[ f~1£ .. lineaire combinatie van (a1"°"an>‘ .

zze laatste stelling volst ool door contrapositie uit de

4

weedo stelling van (5.12) en is dus oolr intulbtionistisch

»eldiz.  Ziy kan ecliber niet versterlt worden tot

onalhanke lijk (b R

pil ¢ ow . o L.
- ~een lincair wbinatie van (2,,...,8.) .
Taeq L bkyJ(o lincaire combinatie van (3, ,up>

U1 ﬂ-) T

5.27: ien tesenvoorbeeld hiervoor wordt, met behulp var een

-3 -2 e say . -
stelsel vectorer 2, en &, , wairvan de alankelikneid of
onarhanlzeld jiheil onbe’i:nd is, als volgt mecounstrueerd:

ﬁl 5 (1,1,1) , 32

7z jerende reel(

(1,1+a,1+b) , wa bl a e1r b on

¢

[

etallen zin, waarvan de vechondiyg onbelkend
is (oveaals in (£4.17), (5.10), (5.12)).

? 5 5

. (1 a) o, 0y = (Q,i,o) 5 b (W,\, .

54 . -) e ma
Wy 18 geen lineaipre coabinatie van gy en 8, indien
,1. o 0
A 1
1 1+a 1+b

i
]
- 0

=

is, en dus, indien a # b is.
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‘ - - . aa
i ' i mbi i ndlen
?2 iz jeen linealre combinatie van &; €N 85 5 1
o 1 ©
1 12 1| # 0
1 1+a 1+b
is, en dus, indien D £0 1is.

> indien

. . ] ..)
ig reen lLineaire combinatie van 8y en 2, ’

ol
i

o
u

o o0 1
7 1 1| # O
17 1+a 1+
is, ea dus, indien a # 0 1is.

¥

solang dus geen van deze drie mogelijkheden bevezen

. = s . ..
kan orden, 1s zeen bi aan te pgeven, die niet een line-
. . . - 3.
aire combinatie van &, en &y 1S.
5.28¢

Zin van Cai"""g@) . mede veronderstellen en antecedens
en succedens versterken: “

¢l geldt een analoge stelling, indien we het wvriy

Boe s vr (Bpaee,B)) ~ vy (ByyevesB,q) —

- Hpi [ B ved van (dp,..,8)]

Dewijs: Beschouw de matrixs

al ”-L o0 " o . atl_ , n
e & o o o ) e 8 e® o o . .
a 3 ° ° . ° - o a ‘

M = Pyl p,n

4 1 ,1 o o © e o ® o bﬂ_ ’ n
b L.
p+1,1 .. bp+1 n

) -3 - e . .
Oadat Eyyeenydy VI zim, is In M en van O ver-
voderde ainor (kies deze als h = aij , met 1 =7,...,p:

i =72,...,0 ) van de orde p te vinden, en op dezelfde

Wi ze

en van C verwyderde minor van de orde

p+1l , welke

e

alt elencntben bik opgebouwd 1is.
Jiv (5.21) volgt dan, dat we

nev een ri) en kolom van

orde

gen van
d2 p+l  tunnen verkrijgen.

733
ARG
.

voortgebracht door randen met de s

ip’l ° Ld
s, °°

=1 .
van is b, vry van
ad

de

ook door randen van h
0 verviiderde minor wvan
deze ninor uit h

ri) en de tde kolom

1,0 %1,t

A4 o ° e . . l/

/=

. a . a_ a 7
PP T P,t
. ° L4 ° ® b .
S, 8,%T



Deze stelling
door het begrip dimensie van

bruikhaar wordt.

Vzelterne
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Ver zelijk voor cen gedeeltelijk aet deze paragraal narallel

&z
G Dt

is ook neetlrundig vaa
een lineaire

Sroot
ruimbte, positict

lowende behandeling van dit onderwerp [A. vevting, 1941,
6.1: den veelterm f£(x) = anxn + an_ixn—l Toeee w B
heeft de graad mn , indien am,éf O 1is en voor ieder 1 ,
met i > m, geldt a; =0 .

Indien 4én of meer begincoefficienten van f£(x) on O
zweven, 1is de pgraad van f(x) onbekend.

den maximum

sraad van £(x)

is een natuurlik getal k

zodat voor alle 1 > zeldt a, = 0 . Ieder natuurlik
petal, dat > n is, is dus zeker cen maximum graad.

den miniwum graad van £(x

1

) is een natuurlik cetal L

zodat er een a, A O te vinden is, met 1 2
6.2: 21 weer f(x) 5 .4 a;% en al(x) = 3 b,x en u >
dan definieren wij 1‘1 i=1
- A _

£(x) = 2lx) D\Vri:'l[ai D, ] \Vrl m.g’l[ai = 0]

(- - Ty X n e

£(x) Aplx) ﬁuZJizlLai‘é bi] V'M_'1:111-%-11.[5‘3.‘1_7 oJ -
6.%: De algorithmus, om f(x) op een andere veelterm

({) 111

ultgevoerd - .orden
ax <+

n a b %+
n cee ¥ 0// m™ °t

- ¢ e a b
4 + D

indien

Het bepalen van de G.G. 0.

van de algorithmus van Suclides, kan,

tredende resten een onbekende graad heeft, op dezelfde wize
mislukiken.
6.4; In een product van twee veeltermen  f(x) = g(x).n(x
of uitgeschreven:

n jo) b q .

o n o o . CX $- -o-+C,)
8%+ ..+ 8y (pr + + by )( & o)

kan het bekend zin, dat 8hiq = bp.cq = 0 1is zonder dav
ultgemaakt kan worden, of bp = 0 , dan wel Cq = 0 reld.

(4.17).

a, A0 , en dus de graad van f(x)

te delen, kan alleen
b
oo im-n
+ bO 8;): X + ces g

bekend, is.

wanneer cen vanr

e on:

belang, ondat hier-

§

van twee veelbermen uet benulo



- 42 -

vatuurlik geldt ook intuitionistisch steeds

4 8 0 o ":‘ b ° C
a = bpck—p N bp—fL Cropsd + k-q ’

g
2 medefinicerd i .= or 1 ¢ O
waarbi als gewoonlik gedefinicerd is b >O VO <4

i N 3
i i = i 0 en 1 g . iieruit
en 1>g,ci_0voor 1<.
volet ozniddelliﬂ: (4 21) de stelling:
3P [ & en andersom 00k:

‘ : = ; - . a. A0
ETE brcs#Ow-—» _jj[g 2 T+ 8 aaé ]

Bewijs: 2y D.Cg 40 en T+ 8=k . Dan 18 minstens

i Az

één van de drle volgende mogel ifkheden vervuld:

> a A0 .
R ‘ [br %5+t # 0]
y 4 [br'usuqO]

Tn het geval o¢ 1is het bewijs geleverd. In de gevallen
f5> en y is te concluderen, (AL 20), dat ook

r g 03 ] .
beg 7 O regpectievelik b, ucs A 0 1§. N
Zeker is dus of &y #Q of br’cs" 0 met r' + s’ > k.
Uit dit laatste is weer te concluderen of a ., &0 of
buCgu # 0 met 4 gt > vt s S o
‘mlat termen b, met hyp en ¢ uet iy «q

iiet voor'comen, moet dus Of voor een index J met
" "l / 4 '1)’4
r+m§t}<p+qoe1den )

& : = : .
d>f awq bpcq,c,/o .

6.5: Ialien we een van 0 verwiderde coefficient &, _+
van f(x) kennen (en dus n-t een minimumgraad van f£(x)
i3), ruanen we een bovengrens asngeven voor de graden varn
de Tactoren g(x) en h(x) , met behulp van de stelling:
Ty A0 = Vu g LWV > nst =2 b =0 v e =0l

Z, e, + &0 en  usv > n+t . Volgens (6.4)
uanen we r en s bepalen, zodat r+s = n-t en
brcS #0 1s. Dan is U+ vV + T + S > 2n . Dus zeker
u+s yn of v+r)on,

Stel, dat uw+ s 3y n is. e weven (4.20), dat

/
cs,é/t) is. Onderstel nu, dat b, A 0 was.

Dan zou er
een k , et k :} U+ sy n te vinden zijn, zodat

a, # 0 was (6.4). Laar dit is niet mogelijk.
bu =0 (4.8).

Analoog is, indien v + r » n 1is, aan te tonen

dat Cy = 0 moet zin.

Opuerking: Hadden we dus een ontbinding geprobesrd met
D+ Q> n+ t dan gold bp =0 v ¢, =0. We hadden

i
L

Dus is



dus een van beide '.amea schranvea. .lHeruit volgt, dat we

alleen catbindiazen met v « g { n + t behoeven te beschouwen.
N

5.5:  don voorhreeld zije

L4 %
f(x) = &:i5 DR T2 S P S

(ol

ndien belkend is, dat 2z # 0 1is, is het volgens de

voorarjaande stel ling deodig by het zoekenqv&ﬁ mo velijke ont-
bindingea () = 5020 (x) = Looxt .o CJKJ verder te

i=o *t Jj=0
goan daw tob en M2t p o+ o = 5« (5 <~ 3) =7,

In hnt speciaal belangrijke geval t = 0O wordt de stelling:
Is - a. 0
Dus geldt de gtellinm:

, dan oeldt voor v+ q > n  zeker b, =0v Cq = 0.
“erwen ceeltern £(x) vet bekende graad n is alleen te
snthinden in twee vesltermen o(x) en h(x) , indien g(x)
en  h(x) beide beliende wraden hebben (p , resp. ) en

Do o= 2 is.

net bretuderen van de deelbasrheid van sen veeltearm
I

(=]

-3
1

o

o S
:( )oo= i 0 iX
Lo

on ecen veelteon "

o N -‘, i

! (:\i/) = “ ai‘{ 5

i=1 ,
eschouren we eerst het eeavoadigste geval, warrin bm 7 O 1is.
- &

Jan 1s de celingsalcoritihmus uwitvoerbaar e kuanén we

il
on
N

oA

1
h—

.
fe)
Pt

P
N

1,.

3
Y

b
N’

‘ i , . . ; .
= 4 c.X een vaeelterm met maximumgraad m-1 is.

i=1 *
Py 1 SNl
o i RN
=0 - (x) ! “(x) , mar ook
% U - I(x) £ n(x) . g(x) voor iedere veelternm

Hewii; r(x) o . aar (x) = g(x)alx) + o(x)

s *<'”)E¥ a(zy o olx) o Voor willekeurige h(x) geldt nu
(wnlon 4019, f(x) g ~Go) . (k) of s(x)e(x) & glxh(x) .
Jit dit lactste alterastiel volgt hix) 7-Q(X) en d aruit
wear , .at  T{x) - z(:)h(x) zelfs gen vaa O verwiderde coef-

Zicient ir val de rde macht van x met Iﬂ> m-1 bezilt.
Dos geldt 1a beide jovallen:

w(x) g elz) . n(o)

5.8: Ia het reval, dat van de deler g(x) geen van O ver-
wriderda bejincoefiic~ént b,{,1 bekend is, wnoeten we de delings-
L 14

algorithaus verajiden



e oadevste len el (x) #0 , zodat ninstens cen van
Hjderd £1oiimt hel ‘ n pogen een
0 verwijderde cocfficient b Demendpls, en pog
g i
—_ )
Q(X) = L in
2 i=o

DA 7oAt
bepalen, 20 £(x) = e(:z)a(x) geldt .

Indien q. ¥ O 1is, -eldd, o-dat br_; 0 1s, wegens

ﬁ, -

- -

5.4), hestaat ce1l kK , mebt X } i+, zodat

a, &0 is. Dus woet z2ler pelden J + T ( n , of

i ¢ a-r. Dusvoor j > n-r geldt --vdy A0 en
\ v .

dus qj =0 . Dus lunien we stellen

q(x) =2 uin .
i=o
A.3: Opdat nu aan
n . b} 5 n-r . - o
, a.x- = 4 b.eY . & qx voldaan zij, moeten de
i=o T j=o ¥ k=0
n -1+ 1 pgenochte getallen Upopr o5 g voldoen aan de

volgende m + n - T + 1 lincsaire verzpelijkingen:

, = a
bm 9y M+~
= a. .
DGy v Py G n+n-r-1
- a b. = a3 .
bﬂ-Eqnmr ; bm—l*nwr—l * *1—r—~ n+n—-r-—=2
-+ . b Q = a
Polp * POy * Pply = 2
b = 3
boq1 + 1qo 1
= a3
boqo o)

e beschowven vaa e coefficienten—matrix it de minor
mr met n-r+1 ren en Xolomuwen, waarvan alle elementen in

de hoofddiagonzal b, 2z . 5 dait Of zelf verwijderd van

T . T
O 6L wminstens %éa van de overige termen ervan, behalve
n-r+d . "
b} + , is ver derd var O . leder van deze Termen bhevat

winstens 4én elsznment, dat boven de hoofddiagonaal zevlaitst
is, en dat dus, indien die term van O verwiderd is, zelf
ook van O verviderd noet zin.

Dus is éf M, #0 of te vinden een s > r , zodat
bs A0 is. Dezcliie ge achtengans is dan voor Ms te her-
halen. In ieder geval kuanen we dus een van 0O verwijderde
ninor van M vinden, welke van de orde n-r+1 1is. De rang
van M is dus n-r4l .

Voldoende en scherp noodzakelijk voor het bestaan van
een oplossing (qn~r’°"’qo> is dus (5.4, 5.5), dat de m



arakteristieke Jdecerwinanten K s, alle gelik aan O

1%°7° "
zin. «e vinden dus de stel!ling:
Stes K =0~ e K =02 g(x) [ £(x) en

en : 3‘;1 fhi H 0] =22 £(o) # o(x) . hix) , voor ieder
. celtern h(x) .

<

5.10: Ia (5.8) en (5.2) hebben we dus de vraag of ecen veelterm
f(x) deelbaar is door een van O verwiderde veelterm g(x)
teruggebracht tot het (echter niet steeds in een eindig aantal
stappen wit te voeren) onderuoek, of zekere,een eindig aantal,
reele petallen zelijk aan O zin. ‘et van O verwjderd ziin
van 46n dezer fctallen leverde ook in beide ~evallen eea scherpe
ondeelbcarheld van ©(x) door g(x) .

§ 7 Limietprocessen.
Oneindige rijen en recksen van reele getallen.
(Zie voor cen uitvoerigere behandeling van dit onderwerps
(J.G. Dikman, 1952] en de in dit proefschrift aangehaal-

de artitelen wvan !.J. Zelinfante).

7.1:  den fundamentele stelling van de klassieke analyse is de
stelling van de “leinste bovengrens: |

Tedere van boven beperkte, niet lege verzameling V van
rcéle getallen beszit cen kleinete bovengrens, of in formule: :

EXLX e V| .~di"X[xe V - X:'p m] — >

—> g\7’-y[\—/xix‘5 Vo> Xj/ 7le= 8b vl .

Intuitionistisch geldt deze stelling niet voor de in § &
inzevoerde reele setallen. Uit is de oorzaask van somiige in-
grimende verschillen tussen de klagsieke en de, op deze defini-
tie van reecel setal oprebouwde, intuitionistische analyse.

nlassielk volgt ult de stelling vaan de kleinste bovengrens,
dat iedere monotone, beperkte rij convergeert, of in formule :

Vils 8,0 ~ Wileg b 0l —» 3 a[?l_ijfj) a; = al .
De leinste bovenszrens van de verzumaling der getallen 8y kan
namelijk als limes génomen worden.



2.0:  Intuitionistisch is het eenvoudig een tegenvoorbeeld
te construeren, btegelijk togen de stelling van de kleinste
bovengrens en tegen de stelling, dat iecdere monotone, be-

perkte rij convergeert.
Tegenvoorbeeld:

= '
a, =0 wvoor ng k

angl"voor n > .
Hierbij kiezen we voor k weer het nummer van de 9 uit het
eerste ‘pijtje? " 0123456789 ", dabt in de decimale
ontwikkeling van N voorkomt. X 1is dan geen, in een ein-
dig aantal stappen te bepalen, natuurlijk getal. k hoeft
zelfs nist te bestaan, maar wel is voor ieder getal n uit
te maken of n < k¥, n=%k , danwel n > k geldt, dwz.,
of onder de eerste n decimalen van J1 resp.: geen rijtje
voorkomt; precies één rijtje voorkomt, waarvan de 9 de nde
decimaal van T1 is; een rijtje voorkomt, waarvan de ‘9" nog
védr de nde decimaal van T1 optreedt. ‘e noemen daarom
k het “vluchtgetal van het rijtjesprobleem’ en gebruiken k
alleen in de combinaties n < k, n=k , n > k als
eenvoudige afkorting.

Bovengrens en limes kuanen nog O of 1 worden, al
naar de uitslag van het rijtjesprobleem. Over de construc-

tieve existentie ervan kan dus nog nicts geponeerd worden.

7.3: De intuitionistische definitiecs van positieve limiet,

van positieve convergentic en van het positieve criterium
van Cauchy luiden als volgt:

+qa -
lin a = a -”kfn__.n\7’rL ‘an+r - a] < 27P]

Tconvergent {an} 5 oL Tlima_ = a] .

*Cauchy ( } = \va p~Jn§’ [ Bip anl < 27P]

Voor de positieve convergentie moet dus zowel het
reele getal a , als ook voor ieder P het natuurlijke

getal n(p) , dat de convergentiesnclheid bepaalt, con-
structief aan te geven zijn.

7.4z Intultlonlutlsch, ZOW“l als klassiek, geldt
St.2  FCauchy {a } == “convergent {an}

det bewijs ' ¢—— 7 onderscheidt zich niet van het
triviale klassicke bewijs. Van de vele klassieke bewijzen
' —— ¥ is het volgende ook intuitionistisch geldig:

'Vanaf & (p) liggen alle getallen a

n(p)+r in het inter-

n(p



- =T . .
val (an<p> -2 p’ aﬂ<p) + 2 %), dus (indien &y

bepaald wordt gedacht door de rationale interval-

hakeling = ‘ i
schakclin a3 (a 0,40 @n 2) , waarbij ook
n(p) zo zroot pnkozen an WC T den dat

| P T
*n(p),m(o),2 = *an(p),nlp),1 S 2 geldt) ook
in het rationale interval
o7Pr2 2~p+2) waarbij de

Pa(p),m(p) .2 © 2a(p),m(p),2 !
+2 aan de cxooneni van 2 is toegevoegd om zsker bij stijgende

p  een inkriapende ri] intervaillen te krijgen. Omdat deze inter-
vallenrij convergeert, bepzalt zi op constructieve wijze cen
reecl getal a . Lat Tlim o = a meldt, is nu eenvoudig te

controleren.

7.5:  De eenduidigheid en de verwisselbaarheid met som, ver-

schil en productvoring ziyn voor deze positieve limiet gemak-

Ieliik door een redenering, =2naloog aan de klassieke bewijzen
aan te tonen.

S6. lina =2 . "linma =a’-- a=a' .

. ST g o

b ° : 1 £ = A :‘l { = b Lo = o
5% limoa, < oa . Tlin b, = b > "lim (&, + b)) =a+Dd
St.: Tlim a. = a --=> “1lim { - = -a .

LY | n ' im ( an) i

S5t.:  Tlim z a ~ "limt, = b — im (a_b_) = . .

5t lin &, = ¢ mt, =b-—=> Tlim (a] n) a.b

7.6: Indien we ée els, dab de convergentiesnelheid n(p)
constructief te bepalen moet zijn, laten vallen kunnen we
parallel met (7.3} de definities van negatieve limiet, nega-

tieve convergentie en hel negatieve criterium van Cauchy op-

stellen.
—_ \—/

LA, = &a

_ T —~ -p
r B D e T RV n \.l I‘“’]* + a& < 2 ] o

“converzent 4 a b = = [ Tlim e = a]
PUSEBERY Y tnf T e gt & n

~Canch N T Ny } -D
Cauchy . a, = N . e T V/r“anu? a,t L 277]

De axiste~ntie —en cde liniet a moet dvus weer construc-
tiel aen ve tonen mja. et tegenvoorbeeld van (7.2) gelds

dus ook woom negetisve cornvergentie.

7.7: itgaands van de betekenis, die we in de intuitionisti-
sche wisuuds a2 de woord@n wvoor alle x*, ‘'er bestaat ecn

x *, ven’, ‘of', “nist’, en “‘als ..., dan ... (dus aan de
symbolen \ﬂ o *LLX’, Gy e L )
hecnten (§ 9\ kunnen we onmiddellijk laten zien, dat voor wil-
lekeurige w1skundige uvitspraken A, 3, C, ... Px), y) ...,
R(x,y) ... zekere stcllingen geléen (2.7, 3.5, 3.6, 4.4, 4.7,
4,21).



In deze parajraph hebben we de volgende stellingen uit

deze "intultionistische logica” nodig.

otelr Y lA(x) o B(x)] = OV [A(x)] — L [B(x)])

Gegeven % L [A(x) - 3(x)] en W [A(x)] . Kies cen
willeteurige waarde a van de varlaoale x . Hiervoor geldt

daa 4ala) en A(a) -- B8(a) . Dus ook B(a)
Dus geldt -\v”_X[B(X)} .

St.2 — o x[l?‘(x)] ??1'“'\'~7r [— PG -

Efe wijss ~--» : Geoeven - .ﬂ P(X)] Onderstel, dat voor
cen zekere a gold r(a) . uan gold ook | [P(X)] . Dit

is strijdig met het gegeven. Dus op grond van het gegeven
geldt — P(a) , voor willekeurige a , dus 00k
“V/X[*-‘w P(x)] .

¢—- : Gegoeven \/XL“’ P(x)] . Dus voor iedere a
geldt — P(a) . “as dus voor zekere a bewezen P(a)
dan hadden we een contradictie. Dus ook uit X[P(X)]

volgt eea contradictie. Dus geldt — BX[P(X)] . Door cen
contrapositie volgt uit deze laatste stelling:
38.30 D [P@)] w2 AV = [B0] .

In (4.7) hebben we recds laten zien:
St T [ P0] = Y L [80)]
De omgekeerde implicaties
”‘”aVXEP(X)] — [-——1 P(x)] geldt natuurlik
intuitionistisch niet. Uit het gegeven volgt namelijk geen
~ methode om in cen eindig aantal stappen een & , wWaarvoor
— P(a) geldt, te bepalen.

7.8: Als toepassingen van 3t.% en St.1 respectievelijk van
A e — — 41 (2.7) en 3t.1 geldt nu
sty T lim a, = a 22 \'/p — \V/n - vr“an.:-r - al L 27—'@3
- { - "’ -
Cauchy 4 an} = \v"p ﬂ\‘/n“vvr[\an+r— an’<2 ]
+aq . _ _ - _ .
llman_a-ix llman-a,
*Cauchy {a l— “Cauchy ! a }
" nj ) in

B! , -~
fen i) {an} s  Walrvoor Cauchy { an} zeldt, heet ook
nonoscillerend.

- 7.9 den voorbeeld van een wel negatief, maar niet positief
convergente rij is als volgt aan te geven.

%n

a
n

1]

O wvoor n#£k.
T voor n =k .

i1



TELA

"3

rbij *k weer hot “vluchtgetal van het rijtjesprobleenm” is
( 2). Do 1ij { an} converzgeert inderdaad ncegatief naar O .
218

Onderstel nameliilh, dat voor ecn zekere p geldt

- -P
- I1\\/rda -0} L 27F]
Indien er een gebal Xk  bestaat, is zeker voor n > k .
- - _ _’p
e, -0l <277]
Jus uit onze onderstelling volgt, dat er geen k bestaat.
» dan zgeldt zelfs voor ieder n

ey -0l < 27P7 .
Pus is ult de¢ onderstelling cen contradictic afgeleid ¢n geldt
N, o r'j”‘ S =D
7o, W alia,, - 01 € 27P]

Van de 1y {an? mogen we nicet beweren, dat deze positief naar
O convergecrt; dit zou immers botekenen (voor p =1 ), dat
k  Of nict beostond, 6f constructicf te berekenen was, terwijl

5

geen van deze ~llbernaticven ons bekend is.

7.10:

St. ¢ convergent {aﬁ} -—3 ~Cauchy {an} .

Powijs triviaal (uit het positieve bowijs): ')

De ouwgeksorde implicatie ~Cauchy {an} ~—= convergent {aa}
mogen we intuitionistisch niet affirmeren. Uit het negaticve
criterium van Cauchy kan niet tot een constructief bestaan van
de limes a Dbesloten worden

Tegenvoorbeelde

2, = O wvoor n < k

a, = 1 wvoor n > k
et bewis van T~ Cauchy {an} gaat als in (7.9).
Uit "lim a, = 0 =zou volgen,»dat er geen ‘'rijtje’ in
voorkomt, uit ~lim a, =1, dat dit wel het geval is.

Geen van beide is dus te affirmeren.

/7.11: De rij { an} uit (7.10) is 2-voudig ncgatief conversent
naar O ¢n 1 .
De definitie van p-voudige negatieve limes kunnen we

als volgt vastleggens

Tp-lim 2y = (Bp,.ee,b)) 2 — Y P4[—lina =11 .

Nn-we n n—scs
Analoog is de definitie van (J-voudige negatieve limes:
Tea-lim ag = (byybyseee) 5 [—Tlima =D,] .
Ny D 1°72° \j- =1 nsen R

Hen voorbeceld van een o -voudig convergente, voor geen
1nd1go P , p-voudig convergente, rij is:

RS

d.m.v. dubbele contrapositie (2.7)
S5t ¢+ (A— B) —»> (m—m A —-— B)



0O woor

1

“n

a

n
kX voor n
n

1

A\VAVAN
o

7.12: Ook het beperkt zin van cen i {an} kuanen wij
vositief en negatief formuleren. -

Tbeperkt {a } = r:i \f L a, >
“beperit -‘f'xn} 5T E'mv n L aQ}P m ]

ste 3 den positicl convergente iy is positief beperkt.
et bewls hicrvon is geheel an2loog aan het klassieke.

sen negatief couvergente rij behoeft niet*beperkt te
5 :

a, =0 voor n £k .
a, =1 voor mn = koo
wte t wen negatief coavergenbe rij is ncgztiei beperkt.
Bewisr ot positicve bbwgs berust op de implicatie.

R N R - e I AN EW a3
Joor dubbele coatrapositic (7 10) volgt daaruilt
et P 0 L M ]
SEY e - 11K P = =TV e S )

T
v dit lewvert het bewds voor de negatieve stelling.

N4

7142 Do verwissclbrarieid met L som—,
vorning zijn ool voor deme n

verschil- en product-
nzpatievs limiet te bewuzen.
Gt Tlmag =2 . limb, =b-—> Tlim (a, + b ) =2+D.

et triviale bowhis voor d: positi&v& limiet berustue aTop,

dat voor icder p  moldh:

(1) Aﬂ:‘in\v, ‘r)l = ' 2_('@"5“1)}

P

~~,.:3;“v/",,nbm,, Sl <ty Ly
— J V.la, o+ - (@ b)) L 2797

JERE 4

7.15: la neldt voor alls westundige uitspraken A en B

T T (N R S B — 3.
Sornsr e==) 1 Gupevaon sy ey (2 & B) . “ '
0 n 40 . -
U‘.murﬂwl" 1% =5 Lo 27 (40D
p0 A3 4 o
Jit e volgt A . D010 aorijdt met 1 ‘ -
Jit 1° volgt dus - —, (v . By . Uit s3Crjdt wet he %&geven.
dieruit volpgt dus - = & 21 202l00; ——pe—y

-

D Thas '] JA. s T | B .

& 1 o “QVV"K —y A A ey B, :

‘ "N . Q’. ’ O P (6] . ( rl ‘yp}t i
&ﬂ.d.&rﬁ t\.} .l l @ «&. 2 . i) en. 5 ——y . PO )

% ®



Uit 1% 0a 2% volat A« B . Dit strydt met 3°. Uit 20 en 2°
volst dus =4 L o Jit strijdt met het gegeven. Uit het gegeven
el %O volgt dus -~ B . Uit strijdt met het gegeven. Uit het
gocovo s volgt dus =y ey (A &4 B) . Uit deze stelling volgt
diroct door dubbele coatrasositvtie (7.10).

™

Ste v (A L Do O) - (== A n—j—y B o= ——4 C) .

7.162 Dane atelling, toesenast op (1) (7.14) levert:
1 A= 0
'*ﬂ'—ﬁ“k,\f et a2 ( 1>]

I r REN A

N T).Vlﬂf;sbm_.r N N R Ly
- (a+ )l < 27P7 .

R N — "{ ) a b
L S Y L' n+7 N1
buwgs voor de¢ negatieve somstalling.

—3 " lim - a, = -a .
dubbele contrapositie.
“lim b, = b -~ Tlin b.) = ab .
0 1in (a,. b))

dat voor de sonstelling.

L van de nezatieve limiet kan met babulp

voan do o gome- eu vooschilstellingen bewezen worden.
EE "lim“a.‘_,l = 2 . *1iuéaﬁm:'& —3 1= g .
oS lim 2, 7 oo lim Ay, T 2. Dan is
Tlim (o) = =2f (7.14) en dus “lim (2, - aq) = Tlim O = a-af.

wanre uit  Tlim o o= 2 oen \v/h[xn = 0] volgt x =0 .
o 1 x &0 , dan was er een p  te bepalen, zodat

- . L . s s
> 2 7 geldlb, en dan was onmiddellijk ecn contradictie met
de megevens te construcren.

g geldt oo~ 2' =0, en dus a = a' .

7.13s et besunvoorbocld (7.2) laecrde, dat we de stellings
Seol monotoon nict daloade, beperkte rij convergeert, intuitio-
nigtisch noch voor de positleve, noch ook voor de negatieve

borripnen mogen ~ffirmeren.

SLomelat de stolling ,
SG. &+ oon monocovon nict dalende, negatief beperkts rij is non-

ce%. VOldoet azi het negatieve criterium van

Tormulaes:

- -”’w"dzangrn[anjb n] —
- -]
—_ /h —y En\v/r I an' < 2 C] .

7.19:  Bewiis: o willen 3ijtonen, dat voor cen willekeurige



%{”’f’}_rp"l ,‘b'" . :l “ n[an \} m] T
A e e <2

|____.,n _‘Lﬁ‘-;
Do to bowizen stelline volgt ﬂlerult Imners onmiddellijk mev
i (%4 oo [ER\S R S R
behulp van (A ~ B —> 0) e (g3 A Ay B> o ¢)

(7235 3 ey hr b

\
Yoo o],
A LS
L :‘ J \w /‘, :.‘3‘ } o } °
o omosen dus AAAsmen, dat dez oovuwrens Iy erxend 1is,

a1 de hr'lﬁnndgrsﬁslling nonzren
.
> n 7.
IV v A &y j;

Qo 1 - Tt bewijzen

O nu =y~ ,____,| &.l'- a.n‘ < 2 } te Wij

AN We cl h’moo*xl rsu,l linz: )

| R ) _
LTL & ==y - a 2 ad absurdum voeren.
Ll s § 3 n :\ - <. ] < d

1417 n
. . , e B tas .
LIl is echter a qalvﬂ.».t (7.7. 3t.2) ne
- )

T
\7/;1 Y ""“"‘m-r - an‘ < e
toar A1l seldos
) LM:‘wr - a:l’ > 2-1:-&] S [‘an+r - an‘ < 2_k] ’
Jus volzt ait (7.7. St. l) )
A L I e L S A R B
Het succedens hiervan is aequivalent (7.7. 3t.%) met
= DD - e > 2T
Uit IIT volgt dus
R S MU LW [ -
en hierult voor n =1

. -k-1
Vs .Y »T—T}r[laﬂﬁrf aq} > 2 I
N voeren wie als hulponderstelling inz
Iy - Skl
IV s - r[mi-,nr - ali > 2 ]
en als tweede hulponderstelling
S : ~k-1
v, I e, -] > 2
iegens I volgt uit IVY ‘
. ~k-1
Vi s, T B D 2

¢ herhalen deze gedachtengang.
Uit IV volgt voor n =1 + s

. . l'“_': r - nk'_-ﬂ_
| IV5: “'"!"“‘r:...,irt.$~*1+ r T Mg, I > 2 ]
“e voeren weer de huloon der uelllnben in:

*, T rig i -k-1
IV, 3 b Mys e T Ples, l > 2 ]
an ,
. '
IV -8 > o7kt

. 2 J* 1+S '+03_ aﬂ.+Sq‘ > 2
degens I volgt uit J2 1

Vo3 ' - k-1
2 s i+ Sy a1+s ] > e
en dus door contrapositie:

*—;\QQ[ jan'*'r - al’l.l < 2“1{] = "“‘T\V/;"—q Uan-{-r - an‘> Z—k_ij .



Dit net V, sa.en levert

71, s s, T > 2.2 .
e herhalen deze gedachteng?nw t uaal met t > 2k+1.(mo~a1)
leiden zo uit IV, oeay LV af.
T ! -k-1
JI-t" ‘31+S'+. ° -'}‘St - 71 > t 2 > m -

gn darruit:

a1+s;+...+sé :> By -
Uit pecit cen contradictic met 1
¢ bewczzn dug recds, voor willekeurige mo ,  enz.:
TaIt™ .l LT AL (Het symbool A\ words
weer als ronting voor de afseleide contradictie gebruikt
(2.2).) dicruit volgt dan
facnowmwl o w e A
Jaanult volgt net behulp van (7.15)

N A VAN

I o~ Ld LID = AL .
of
R e Tt T AL Qa€aCle
7.20: Do ovorgan; van de theorie der oneindige riyen, met als
centrale begrlpgeq a = Flin o, » nair die der oneindige
reelksen, wet de centrale B?g%ippen b = *3 b, s gaat op de
gewoie wyze via de o van de partiele n=1 sommen
S, = _% bn en L = i}im g

n=1 M- e

7.21:  we speclale convergentielenmerken voor oneindige reek-
sen et vositicve termen orden afzeleid door majoreren ast
beirende positiei couvergente recksen. 2Zi blijven intuitionis-
tisch welden en leversn, positief geformuleerd, de positieve
convergentie van de recksen, wa.rop zij toepasselijk zijn.

7.225  als voorbeeld hiervan gelde de stelling:

1

) e
A - ﬂ v - <
St. s QB,l‘s/ [ — ¢ 1 {1} *converg. 2 u, -
1L<r n=1
R ey e
fewllsr oy N
" ~ o ENARS . =
2 LGSR 1 1)L stel s = 3 ou .
’ r U., m o 1 n
n +r n=
Dan geldt aor n n s )
L VOOX I,*f‘ o > fe) 1}+r"nb m.;.‘l Qb
SI’l‘-"‘ - Sm = 2 u, < u, 2 l <
$ A it N pas L P . .
n=med ° I=u+d-n,

Door m groot tu waken is deze van r onafhankelﬁke boven-
. N + 7
grens | willekourisg te verhielnen. Dus geldt " Cauchy -is 1 en

m}
dus ook ('7.14> 7.20) Tconvers b3 CRgR
n=%



Op analoge wijze kan de geidigheld van het convergen-
tiekenueri van Ranbe en van vele andere kenmerken aange-
toond worden.

7.2%:  Ook het algemene convergentiecriterium van Xu.mer

(2.8, Xwumer, 1835] blift Weldig in de vorm, waarin Kunner

het oorsvpronkelik alfgeleid hecft

ste YL ) 0] N ) o] Tlim bu, = 0 «
PDTe 2 u -~ im o _u
-3, u;i;,b -)b 1 > g] —
1 1 T U, n+r+y /X
. 4_ ) O‘,:;
=3 Tconvergent 4w, .
n=1 -
Bewliss
Zi; _%-/ b ey > xS 0]
JoVortTn +r U& il n +r+l

“e laten ter verceunvoudiging van de indices de eerste n
termen wegen krijzen dan;

- - llr ’ °
R L > x> 0]

en dus voor alle r

Dyl = Dpn Uy >> Uy :> o

Hieruit volgt door omtellen;

b U. - b > 3 @ o o

rr D r+p Ypgg *+ * ur+p>

ofs

" brur

..L i S - = o 0o @ < ' %“-
T+D Sp Upyg * + urfp

e -t . -
Uit "1lim brur O wvolgt dan direct Cauchy-{sr} en dus
.
+convergent 4 U, e We kunnen ook in I de term
n=71
niet schrapren en krijgen dan:

1

00K

b u
r+P TP Byl = Doyl
. Orur ~ Dbryplrsp
Spip S, 7 Uag +oeee + Up,p <: .

Als we nu in plaats van Tlim blur = 0 , veronderstellen
convergﬁb uq}s dan geldt ook “Cauchy 1b u } en dus
*Cauchy {or} "en tconvergent .ﬁ) uy -

) i=1

7.24:  Klassiek ”an de voorwaarde 1lim brur = 0 , zonder

toevoegen van cowverg brur , weggelaten worden [Lini,

1867, pag. 59].

Uit I volgt dan voor r =71 =
s, = 4 < e
B Y
De intuitionistisch niet"geldige stelling, dat een mono-

toon stiigende, beperkte rij convergeert, voltoolt dan het
bewijs.



7.25: interessanter nog is de wijze, waarop, omdat
de disjunctie “een resks is 6f convergent 6f diver-
zent © nlet te affirmeren is, het door rringsheim
Lie dringshein, 1916, 1,2, ca:. 778] voor deze
zelfde svellin; segeven bew's iatultionistisch
niet seldig is.

Vit bew.,s luidt:
stel ¢, 3 Vbn . Dan krijgt het sezpeven de vorm:

IS

a (
Ta_ e N -
: o "mn-:-i > 0 voor ieder n

n Cn+1
bus zeldt:
1
“n S !
C
°n “n-l
of:
u, ¢
+1  /  n+l
W v el :
n n

s @ . . 5
1ndien dus 4 ¢ coavergent is, 1s de stelling

bewezen. n=1

Indien daareartesge 4oy divergent mocht zijn,
stellen we dn = kc%\. Het negeven wordt dan
u u
ol n+l P
- - yr - () °
I8 a an‘{_i > u?l-i—i >
of: .
u, a
R h N > o .
Yppr Smpp SR
of IT: v
al 1l -
s = d (1 4 =) O .
et n an+1 :>
e stellen nus Py = 1, Pn <dn + 1>pn—1 :
Hieruit volgt direct: p, > Prin
a :Pn _. PE."'.i
n P
n-71
O P
en 1 - 3@4' =1 + %~“‘“£k“*': “”‘Eﬁ%fﬁw .
n+l Pyt - Py Pnya n
Uitgedreukt in { o, } wordt LI dann
T no PP .:..nw+..1.~-- > 0.
Yai1 Pn1 Pnel
P P
Btel nu a_ = -f—eBzh o o
. ‘ ) pl’l—l pl’l pn-—i Pn
Dan gaat LiLI over in:
1_1_21._,, - iﬂ~“ 0



<
len bewijs, dat 2 a convergeert, is dus voldoende on de

=1 s N y
convergentie vin 4w, aan te tonen. Haar
n=1 '

zg a =L _ L . Dus hebben we slechts te bewijzen, dat
n=2 = p(L ’n
*1ium 1.-0 is. Dit volgt uit:

- Pp

K Py = 2 1

E} du = "‘"“'2""“""“‘“‘_"?‘ + e o o + ""':)"‘*“““‘““ < ot < pi) = pk 1 v
i=2 * Py |
wat geldt, daar { pi} monovtoon toeneemt. Uit de divergentie
van 2 di volgt dus lim D, = 2.

k> £

7.26: Prof, Srouwer [L.&.J. Brouwer, 1925, pag. 6] gaf een
tegenvoorbeeld aan, wanruit blijkt, dat inderdaad het crite-

rium van Kummer zonder de extra voorwaarde "1lim bu, =0
T2 G2
of +convergent brur intuitionistisch noch positieve, noch
zelfs negatieve convergentie van 2 w, waarborgt.
n=1

4j uy, 3 2™ voor n#k

u, Bi voor n = k , waarbij k weer het vluchtgetal
(7.2) van het rijtjesprobleen is.

b u

23 = S N
‘Z,“‘ bl }-j q‘ ) bn+1 D uvl+1 1 °
Dan is bn+1un+’.L =b n%y n+1 , '_'Lul = 2 en dus

P | 1
by =2 -, Dyuy = 2‘7;‘
4o doorgaand v1nden we

_ 1.1 1 1 . .
k—lu’k—’l =2 - (44- 5 o +'2_I€:T> > 1-2— en dus:

bku}( = Ek-—iuk-i - U /\ % . en verder:

1
k+puk+p/g (k+i+°°“+gﬁ+ﬁ>> O
Onathankelik van het al of niet bestaan van k zin dus
alle gzetallen b, > 0. .
Met deze getallen br «oldoet dus de noch positief, noch

negatief convergente reeks 2>_. u, aan het criterium van
Kumner. o=

7.27: Abcolute en onvoorwaardelijke convergentie van reeksen.

Def.: Tabsoluut convergent b a, = +converg b ba, |

i k=1 * D k=1

+onvoorwaardelijk convergent T a a8y, = +converg T ar 5
k=1 * D k=1 X

voor ieder herordenlng (bij ieder a,, moet constructief de
bijbehorende a/ Te bepalen zi ar !
By D ziin en omgekeerd) { ak} van {ak} .



o + ‘ e
EUTE absoluut convergent 2 2, = *onvoorwaardel
k=1 S
converg 4 g, .
k=1
bercigr Leder absoluut convervente recks is zeker convergent.
. ":’ '/.l.:
oy tus S oa =8 . 4 & al eea Therordening hiervan.
1,,)‘ BN . J o
; =1 o J=1
2o is voor gegeven = > O een N te vinden, zodat:
.
LR o~
js - 2 a | < “2
-y % . .
2 tevens: ™
e =
i Loyl { 2o is.

~les na voor L het noximuwm van de getallen j  waarvoor
ates &, seldt, et kKo=2,2,.0..,0 . Jan geldt voor m >

J k
lAJ - ZJ &‘J ? <£' ®
Livers =1 .
! 1 ) NI Ll 1 m_
ls = 2ot Iy fs - 2alsl 2a - !
g=a © = S hean R 5o i
/ /‘2! 25 sak! s
: 1-=1T.0 7 :
LT L
loor de inplicatlo:
L . . 0
onvooryaardelyic convergeat T N
k
k=1
<+ - e N (Tl
absoluus conversent 4 a,_ , 1s noch een bewijs, noch een
1 e
tegeuvoorbesld bekend. K=l
[ S Yo T E [ + {{.)
/.231 ULt de praenaissen convergent 4 B en
s .z k=1
"beperkt 4 la, ! uanen wij niet concluderen:
4
+ k=1 h sy
onvoorw ardelik convergent 2 8y -
Tegenvoorbecld: 1
- A S S R
o 15 16 16 15 N 64 T
- ) . : - 3 ]
3 sroep bestiat uit 2 tormen, ieder absoluut gel.k
. 1-1) . ‘s . .
acn ST/ en o:il beurten met positief en negatief teken

. D . de . ;
voorzien, indien de¢ n o~ decimaal van J1 niet de laatste 7

ult het cerste riftje van zeven 7's is. Indien dit wel hetb

. - . de
seval mocht zijn. aecmen we voor de termen van de n - zroep de
—(n-1)

ansolutc wairis 2 en weer wisselend teken.
d .
i so1 van | ax | over de n © croep 1is dan
1-1 [ -2{n =(n=7 C .
o1 omea-l) | (n-1) , indien n geen zeven 7's gelal is,
n-71 -(n-71 C e . .
en 2772 (n-1) =’ , dindien dit wel het geval is.
wlien zeen zeven 7's getal voorkonmt, coavbrgeer+ dus
o
s la, ! tot de son 2 . In ieder geval is iall theverit.
k=1 Cew + =1
& ay iz in ieder geval "convergent naar 1 .
k=1 7 .

Van 4 a! kunnen we echter de positieve convergentie



s
niet affirmeren, indien we Vgor jgaﬁ:} de herordening
1 1 1 n

o - [ T T
IR A - ST

wiezen, welle ontstaat, als we cerst de positileve termen

. , s e . p e
van de eerste mroep opschrijven, dan de eerste overgeslagen

v o o

nesatieve term, dan de positieve termen ult de tweede groep
en de tweede overceslasen teru, en 20 voortzaan. 1

De wozel k voor onbepaald ioge n voorkomende n°c
croep pogsitieve termen, WRALVoor N eeil Zeven 7's getal
is, heeft de so: 2n~2'2~(n—1) = % . e kuannen dus niet
zezgmen, dat de reeks aan het positieve criterium van Cauchy

voldoet, en dus svenmin, dat hj positief convergeert.

7.29: De herordeningsntelling van Riemann [M.J. Belinfante,

1938 } . . s

: . T L . -

ste 2 Indien 4 ey convergent is, maar i |ak)
k=1 k=1 -

+diverg;ent, dan is b ieder reecel getal + een herordening

{a&} van de ry {ak}(zfe vinden, zodat in de zin van posi-
tieve coavergentie 3 a) =t gzeldt. Hierbl gebruiken
we do defimitie: T . -
= . ' T Ul r

Vef.: +d1ve1‘;’;ent ii’l Lli ﬁv’p.‘:jz\f\\'\?fn;m’ifa Ui‘, ;9}

Bewig: et tlassieke bewjs{moet op drie punten aangevuld

worden om intuitionistisch bruikbaar te zijn:

1°: De Tdivergentie van de deelreeks der positieve termen

en van die der negabtieve termen moet positief bewezen
worden.

2%, Jiet van ieder term 2y hoeft ult te maken te ziin,

of deze positief, dan wel negatief, of 0 is.

v llet van ieder geconstrueerde partiele som hoeft uit
te maken te zn, of deze het gegeven getal t over-
treft; or niel.

2% en 2% laveren welnig moeilijkheden, omdat de be=
schouwde getallen daa toch zesr dicht bij O , of bij t ge-
legen zijn.

Toor peceven >0 ¢ leder Xk geldt minstens &én,

nisschien twee, vaan de volgende uitspraken:

2, <0 a >0 of yagd £.27F,

e kunnen dus voor iedere & > 0, de termen van de recks,

s0u8 met willekeur, verdeclen in een i positieve, cen T

negatieve ¢n cen i uitzonderingstermen.
. e ‘ fal n

dog't nu: 2% a, = s S a, = S 2 =8
13 [ ~ = 9 a ‘ - b_
=7 o) k= S D n k=1 ‘ X o
11 n n n

2t a, =s', g =z -5V 2 g, = C =
k= kD "n? oy kD n ? k=l kD n k=1 kl D n?

LT T —

f [(R. Courant, 1934, Vel. I, pag. 374]
3



wa2rb e sosaen 4, 2% ga 2 respectievelﬁk alleen over
de nogiticve, do nesatieve en de uitzonderingstermen word@n

uilt zestrect. Zeler meldt dan En <:5;en dus ook i<...a
hies nu cen groot getal &> > 0 en bepaal m(™ w-) , sodat
voor n 3 >, &) soel s - snl { & | als ook
5, > 22ldv.  seschows nu voor n > n(cexX ,€ ) :

s = s, 1 =18 -5 +sf - 6',,11 < = .‘ Dus geldt:

bel - SZ} {isi+ o+ & <<{s! + 2 & . aar:

3 = S' + ”i . ; Nt = a ~ T X —
L= 8] Aot e, > endus: sl +sl ) OX-E .
Dus > - tsl -3 =
2g N — - <
8. o ¢ Isl = 3 :

Jus zyn mowel de deelrecksen der positieve, als die der nega-
tieve bormen Tdiverzent.

De manocht Therorden ning { ay }< bepalen wij nu als volgt:

Aics voor ai, Ady AL, een db positieve termen van 5 8y

Pl Pl
_ B ' q k="
in de aatuurlike vol sorde, zolang 2 aF << t is. QOok,
q i
indion hed onbokoad is, of 2 1‘4\ t is, maar wel bokend,
q N - i=1
dat A oad bt 1s, voogen we nog positieve termsn toe,
i=1 -
zolany onbehendheld en ongelijkheid gelden. Uda de laatst co-
kozen positicve term a schrijven we de eerste uitzondarings
vy
term - 20 doze bostaat - welke in { } voor ap staat.
- 1
Voor de nu d:relikte wartlplb som tTl geldt:

bt - %, }>[a s 280
‘e herhalen deze to vo ming mut negatievetermenen schrijven
vannieer we met laatste negabieve term a zeker t gzevas-
scerd zin, wecr &dn ultaondbLlngsterm ach* r de partiele som.
Vuor d2 dan bereikte partiele som 5, geldt wear:

it~ t Pl 28

Afwisscellend oo deze wijze p031t1 , negatieve en uitzondc-
ringaceranon toevozgend gaan we door tot a . en alle noy
onzchruikte termen in absolute waarde (E.wl zijn., Dan geldt
(11:5.?17115 -t d3E .
Sy herhallon we @it gchele proces met de oversebleven termen
maars met %% Lev.v., & (ook bij het bepalen vax de uitzonde-
“1n"stgr1 n): “wn ¢eldt voor allc n ) n. gedurig

-t} < 3£ . ¥a het becindigen van hb% tweade proces en
voor noY Pv ;aldt dan wear ltn -t <3 &2,

Iteratic met - <S4, &/8, ... levert dus eenherordening
<D

{ " " 3
iaf} op, waarvoor b aé positief tot +t converneert.
A% T 8
k=1



§ 8 : Ankele_ Opmeri-ingen Over Continue Functies.
; . . .
5.1 ¢+ Do definitics ven “continu in een punt X en

“continu in esn interval’ zin intuitionistisch geheel als
in de klassicke wiskunde te geven.

Do siolliagen, dat cen continue functie van ﬁen con-
finue fuactie - dat som, verschil, product en quotient van
continue funetics - weer conbinu ziin, zijn ook op de gewone
nanicr te bewizen, indien we de bijvoorwaarde, dat de deler
2(x) # 0 is, vorvaagen door g(x) #0 .

8.2 » Jen van de eerste klassiske stellingen, waarven heb
sqtuitionistische analogon nict geldt, is de tussenwzarde-
stellins.

Togenvooroeelds L] £(0) =1 , f(%) = a , f(%) = a ,

£(1) =4 en f(x) lincair verlopend tussen de vier zange-
geven waarden. Dan is voor jeder recel getal a de func=
tie f£(x) voor alle =« uit [0,1] gedefinieerd (d.w.z.
willekeurig nauwkeurig te bepalen) en continu. ‘e kiezen nu
voor a eecn or O szwevend getal. ZIr is dan geen waarde

x, € [0,1] aan te geven, Walrygor f(XO) =0 is. Immers
indien a < O 1is, zow X, < T moeten zijn: indien

a >» 0 is, zou X, > ﬁ noeten zijn. Zolang nog over de
ordening van a en O -niets bekend is, is dus X, niet te
bepalen.

§.% 1 Direct in te zien is de volgende stellings

5t. @ Iedere, in cen zeker interval voor ieder reeel getal
wit dat interval zedefinicerde, (z.g. ‘volle') functie f£(x)
is in dat iaterval continu.

Bewis: (zie ook 14.% en 14.4) Onder de reele getallen X
7aarvoor f(x) willekeurig nauwkeurig te bepalen moet zin,

zijn ool die recle getallen, welke door een keuzereeks gege--
ven zjn. Voor een derpelik getal x  kunnen we wel ledere
nozin n@e voortbrengende interval aangeven, maar we hebben
ceen overzicht over de totaliteit van alle intervallen van X .
Ool: naast ieder recel getal =x , waarvan de intervalri] Ai
door ecn wet bepaald wordt, kunnen we ons een keuzerij van
intervallen gegeven denken, welke dit zelfde getal bepaalt.
Hiervoor kunnen wij biyvoorbeeld die keuzerij gegeven denken,
waarvan we steeds bij de id? intervalkeuze merken, dat hij
het interval Ai levert, zonder dat wij van
dat dit altijd het geval noet zin.

Onze bepaling-op-& -na vau f(XO) moet dus
grond van onze kennis van het nde interval

te voren weten,

geschieden op
van x, (lengte

6}9 voor zekere van £ afhankelijke n en moet dus gelden

~
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voor alle mogcl ke v§ortzettingen van deze deelrij der eerste
n intervallen van T e Bij alle punten x' in een zekere
(f?n<£)—omgevin@ van X behoren dus waarden f(x?) in de
gegeven £ —ongeving van f(x )

8.4 3 ivennin als we in (8.2) de mogelﬁkheid hadden cen X
te bevalen, zodat f(x ) = 0 gelden zou, evenmin kunnen we
bi een willekcurige, 1n ecn afgesloten interval [a,b] conti-
nue functie f£(x) , stecds een punt X, uit  [a,b] aanzeven,
zodat f(xm) de maximale waarde van f£(x) in [a,b] is.
Van twec rolatieve maxima behoeft narelijk niet ult te maken
te zijn, welke van de twec de grootste waarde levert.

sen eeavoudig tegenvoorbeeld wordt daarom reeds geleverd
door: f(x) = _qu - 4ox5 + 6X2 - 12¢x .

*(x) ~12X5%-126X2-+12X - 12¢c =
“12(x -~ c)(x + )(x - 21)
dxtrema dus voor x =+ 1 en X = ¢ . De waarden
s 5 + 8c c4 - 602 .

Kiczen we voor ¢ een om O zwevend getal, dan is niet uit

1

hicrvoor zim resp. 3 - 8¢

te mekon, welke van de twee relatieve maxima 3 - 8c en
5 + 8c het grootste is, en dus ook niet of het maximum in
+1 of in -1 wordt a:ngenomen. '

Vel ds hicride moximnale waarde 3 + 8lc|l Te bepalen.
8.5 s Uit laatste is een bijzonder gevan van de intuitionis-
tisch wel te bowiyzen stelling:
§§.z Bij iedere in een afgesloten interval [a,b] continu ge-
definilerde functie y = f(x) is de klecinste bovengrens Y
van de verzaneling W der door v = £(x) in [a,b] aange-
nomen warrden Tte benalen.

Voor het bewljs hiervan meken we gebruik van de intui-
tionistisch geldige stelling, dat iedere in een afgesloten
interval [a,b] continu gedefinicerde functie (dus (8.3)
iederc in [a, b] volle functie) in [a,b] gelijkmatig continu
is. Het klassicke bewijs voor deze stelling kan intuitionis-
tisch niet gehandhaafd worden. Het intutionistische bewijs
vercist veel dieper liggende hulpmiddelen en wordt dasrom
eerst aan het einde van dit college gegeven.

Bewijs: Gegeven zij dus: vy = f(x) is in [a,b] gelijkmetig
continu; d.w.z. '

3 (B s L2y 2] < 202

rdek nu voor gegeven n  het interval [a,b] met eenpeln—
dig asntal K, deelintervallen In . ven de lengte =2 m
L. ’;.
am 2 1 ) 2 o : .
Noemn h@# linker c¢indpunt vaa In,k nu Xnyk en stel
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n,x 5 (ka,”> . Dan ligt het gebelenbield ven L, X binnen
san 1atvrval J, 0, van ¢e lengte 2 met Tn,k als
middelpunt.
RS R e AL 1
_ -n-1 _ B
M, 59n ¥ 2 v By 5

Dan gzoldt voor icder zowel
[ ¢ A i 1
I ¢ [a,b]t fx) £ In] , als

I Fy . [a,b][ £(x) > ] .
Bovuﬂdicﬁ is | Yy = Yo | < 2775, en dus m, <:

en i, <: . De intervallen (n Mn) vormen daarom

gen inkrinmpe de, convergente ri en bboalen dicentengevolge

g
(&}

on recel getal ¥ = lim M = lim m .
noca 2 n-es - I
Wegons I is Y eon bovengrens van W , wegens 1I is ileder

getal kluiner dan Y seen bovengrens van W .

(73]
O

Verzamelingen, opreidingen en soorten.

3.1 ¢+ Zen verzamcling kan ovn twee geheel verschillende
wijzen bepaald worden, nanelijk

1°%:  Door het achtersenvolgens opnoemen en construeren
van haar clementen (vb.: de verzameling van de natuurlijke
getallen).

2°: Door het aangeven van cen karekteristieke eigenschap,
waardoor, uitgaande van c¢en bepaald reeds geconstrueerd
gebied van elementen, som:ige van dese elementen als tot de
verzameling behorend, andere als niet tot de verzameling
behorend gekenmerkt worden (vb.: de verzameling van de
priemgetallen).

Prof. L.E.J. Brouwer heeft een principicel onder-
schcid genankt tussen deze beide wijzen om cen verzameling
te bepalen.

sen op de cerste wijze voortgebrachte verzameling
noemen we nu, dit woord voortaan in deze engere zin gebrui-
kend, cen ‘'verzaneling-.

Aden op de tweede wijze voortgebrachte verzameling een
“soort’ (Spezies, specics, esplce).

9.2 1+ Vergzamelingen.

den achtereenvolgens construeren van de elementen
van een verzameling kan in strenge zin slechts dan voltooid
worden, indien de verzameling eindig is. Voor een oneindice
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verzueling tunaen wij alleen de semesngchappelijke ontstaanswijze
aangeven, zoals b jvoorbeeld bi de verzameling von de nataurlijke
getnllcen. VUlitpgannde van deze verzaneling van de natuurlijke
getallen huilen we nieuwe gemcenschappelijke ontstaanswijzen aan-
geven voor verzamelingen van andere elementen.

De tobt au toe in de wiskunde belangrijke gemeenschappa-

tweede 1n 5 9.9,

9.% = spreidingen.

43n volgens dit schema voortgebrachte verzameling noemen
wij cen spreiding (ook: lwnge, Drouwerian 3Set, spread, déploie-
meng), sen s orelding wordt bepaald door twse wetben:

=

» de Spreidingswet 5.
Dize bepanlt:

s ult velke (¢indig of oneindig veel) natuurlijke getal-
len het getnl 2y gakoZen mag worden-—

!%; i zegeven (ai,,..,an) uit welke natuurlijke getal-
len het zetal “nad sekozen mag worden. Op deze (n+1)Sté
trede kan cen keuze ult cen eindige,of uif een oneindige,mor indier
<&1’°°°’an) zelf door S toegslaten keuzen zijn,nooit ulb eenlege
soort van natuurlike wetallen toegelaten zijn.

2% de Dogvoegingsyet T

Deze voegt zan ledere eindige rij (aﬂ,...,an) van volgens S
gekozen natuurlijke getnllen een mathematisch object Pn; uit
&én of andere val te voren geconstrueerde verzameling toe.
(Zonder verlies van algemeenheid kunnen we veronderstellcen,
dat Pn alleea van 8, afhankelijk is.)

Do Spreiding 2 = 2 (3,T) heeft tot elementen alle op
deze woze voortgebrachte oneindige rijen (Pi’ Pz, P5’ ved)

9.4 2 Voorbeelden van Spreidingen.
L SI hbspaalt, dat op iedere trede ieder natuurlijk zotal
als a., gekoven mag worden.
T; voegt aan (ai,...,an) het natuurlijke getal a
toe '
Z1 hesft dus als clementen alle oneindige keuzerijen
van natuurlijke getallen.
IT: SII als  Sy.
T vosgt aan (a1’°"?an> het laatste cijffer von a,
toe.
Ao hesft als elementen alle oneindige keuzerijen van

cijffers en brengt dus, wanncer we iedere rij, waarin op een
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5 rij identifi-
ciifer ¢ £ 9 slechts cifers 9 volgen, met de ri e
‘ vs Ve g oor
ceﬁeﬁ, waarin o+l staat op de plaats van ¢ ; ZEVOLE

een oneindige ri van c: :ifers O R .de verzameling van alle
decimale brewtsn X meb o x »1 voort. .

IiTs SITI benaslt voor 1edere n, dat a, uit de ge-

e L] _L
tallen (0, 1,...,9) 3ewozen mag worden.

n
TITT als Tq - | )
2171 neeft dezelfde elementen als Zyy - Twee
spreidingen, welke dezelfde elementen bevatten, kuanen dus
' - S A
door verschillende wetten-paren (5475 Tr¢) en (31175 777
voortgebracht worden.

TV ¢ Hel is op vele eenvoudige wijzen nopgelijk de rationale
intervallen (paren rationale getallen, d.W.Z. zestallen
natuurlijke g getallen) ethueel met herhalingen af te tellen.
Zij een dergelijce aftelling fL’ 2, 3,.., . De relaties
i€ i, . lengte i g lemgbe 1, 1y raakt [0,1]
mgn dan als relatles tussen m en n te formuleren.

Hu bhepalen we:
Sqy ¢ X s 8, mag sexozen worden uit alle natuurlijke
zetallen m ,waarvoor 1, = asn [0,1] raakt.
B: a . 125 bij gegeven (ai"““’an) gekozen
worden uit alle natuurlike getallen m , Wearvoors
L e
17 i< lan )
. 1 .
2% lengte i, { % lengte L,
3%, 1 raalkt [o,1]
kY
Ty voegt aan (ai,.,..,an) toe lan .
Sy bevat als elementen alle met de voorgeschreven
sielheid in lengte naar O convergerende, inkrimpende
intervalrijen, welke [0,1] raken.

In deze spreiding komen natuurlijk vele paren inter -

valrijen O =} i boen o 1\1,1, Y voor, welke voldoen
aan \'/ [1 L= a’] en dus bel%ke reele getallen bepalen.
Ha 1dent1flcat1e v:m derselijke paren kunanen we ZIV be-

schouwen als een voorsteliing ven het continuum der reele

zetallen x met O *\ X j; 1 . Daf Xa}g. te voren de conver-—
{ engte

centie-snelheid der 1ntervalr3en doory{ i ay, \( lengte 1

vastgelegd 1s; is van geen belang, omdat 1eaer recel getal
ook coor een dergelijke met vaste snelheid convergerende

intervalri) gerepresenteerd kan worden.

an

Veranderen we SIV door aan de eisen, aan de keuze

an reg 1. nos ni i ger .
van a8y en an 1 zesteld, nog nieuwe eisen toe te voegen,
dan verkriygen wij een deelspreiding Ziiv van 2

Iv °
Voegen we zoveel nieuwe eisen btoe, dat 8, en a,
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eenduldig beovarld zin, dan trijzen we cen deelspreiding E%V
van  dpy o, welke slechts ¢één, door die eisen bepaald, element

van ZIV bevat.

riczen e op iedere trede 6én van de door SIV toege-
laten setallen, daa Ixijgen we een, door deze keuzerij bepaald,
glement van EIV .

fet iaveoeren van spreidingen en van de daarin door
keuzerijen beraalde elementen — welke men zich dus als door de
groeidende rij van keuzen steeds nauwkeuriger bepaald moet den-
ken - overwint de moeilijkheden, welke de Franse half-intuitio-
nisten Dbij de constructieve opbouw van het continuum ondervonden.
o ls lmmers met behulp van een eindig aantal tekens maar een
aftelbare rij van wetten door eindige scquenties hiervan te
formuleren. Iieruit volgt, dat er slechts aftelbaar veel,
individuecl dooxr eindige wetten bepaalde, reele getallen zijn
aan te geven, verwijl toch de verzameling van alle reele getal-
len niet afbtelbaar kan zin. Dit werd als vnaradoxaal onder-
vondei.

sen keuzery (zelf steeds onaf, maar onbepaald voort te
zetben) van door de spreidingswet S toegelaten natuurlijke
gotellsn bepaalt het toegevoezde element uit 2, dus bijv.
het toegevoegds resle getal, ook alleen, als een onaf blijvende,
wordende entitelit.

V ¢« Vervangena v in SIV o en ﬁS de eis im raalkt
[0,1] “ donr i < (0,1) ¢, (res Uectievelﬁk' laten wij
dege ¢ls weﬂ) dsa ;erkr1ﬂew ve een spreliding &IV ; wearvan
de elementen na identiificatie, de recle getallen x uift
(0,1) wvoorstellen (vespecticvelijks ... een spreiding 3 D?"'
alle reele getallen voorstellen).

snreidingen 2 en die enbiteiten §© , die als elemen-
ten erval beschouwd zouden ku.nen worden, kunnen geheel onal-
hankelijk van elkander geconstrueerd worden. Daarna kan vast-
oesteld orden, dat © € 2 is. Ben voorbeeld hiervan is
het door scn vet banaalde getal IT  en de spreiding van alle
recla sevellen.  Ook %an het voorkomen, dat na de construclie
van de soreiding o een element © van 2 door een S
toegelaten keuzeri bepaald wordt. Van een dergelijke €
staat dus van te voren ©e 2 vast.

9.5 Pinicte Spreidingen.

Def.: den spreiding 2 1is finiet (bounded spread finitary
spread, fan), indien de spreidingswet S van 2 voor _leder
natuurlik getal n bl gegeven, toegelaten (a{’°"'an~1)
een keuze van a, uit een eindige soort van natuurlijke getallen
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Opmerkingen: 17: Voor jedere n (ook voor n =721 ) en
iedere toegelaten (ai,.a,,an~1) moet de keuze-soort eindig
zijn. ‘et behoeft peenszins mogelijk te zijn een van n en

(85058, 4) onafhankelifke bovengrens voor het aantal
elementen van alle keuzesoorten aan te geven.

Deze opmerking heeft weinig principiéle betekenis,
omdat een gezeven finiete spreiding zelfs altijd door een
spreiding, waarbij de keuzeverzamelingen steeds 1 of 2
elementen hevatten,; vervangen kan worden.

29 "Eindigt betekent in de definitie ‘een
eindig, voor iedere n en (&y,...;a, 4) vast, aantal
elementen bevattend’'. niet slechts “een aantal elementen
beneden een zeker eindig getal bevattend’.

9.6 3 3t.: den afpesloten rationaal interval [c,d] valt
met een finiete spreiding £ samen (d.w.z. 2 1is te be-
nalen, zodat ieder element van [c,d] met minstens één
element van 2 on wederrerig leder element van Z met
minstens één element van [c,d] samenvalt.,

Bewijss e definieren ;\n~intervnllen als intervallen
(a.2"nw19 (a + 2)¢2"n"1)

met gehele a . Zij hebben dus de lengte 2™ en liggen
dakpansgewljs over elkaar.
gin-intervallen ontstaan uit (/\.n—-infcervza_llen9 door van
deze laatste links en rechts 1/8 van de lengte af te nemen.
Zij hebben dus de vorm
(a.2781 o3 (g42).272 1 _ 27®72) en de lengte

3.2702
Wle beschouwen achtereenvolgens de %kff%43w,yg—y...—interval—
len, welke [c,d] raken. Ieder rationaal interval van een
lengte <h 2730=3 55 in minstens één.FiBn—interval bevat.
Speciaal:  ieder &L5n+5~interval ligt in minste?s één
}Jzn—interval en ig daar bovendien in engere zin in bevat
(d.v.z. is er in bevat en heeft er geen elndpunten mee gemeen) .
In ieder nuinterval liggen hoogstens elf F15n+5—inter—
vallen, welke [c,d] wraken. 4r zin slechts eindig veel

-intervallen te vinden, welke [c,d] reken. De spreiding
4 wvan de Gi7n~intervalsohakelingen, welke Lc,d] wreken, is
dus zeker finiet. Ieder element van 3 valt samen met een
recel getal O met X & [c,d] . Andersom is ook iedere
X = lc,d] door cen element van deze spreiding voor te
stellen. Zij CX immers gerepresenteerd door een intervalrij

Ao
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X :,{Ahh}' - Uan 1s er een YV  te bepalen, zodat lengte

A, g 1/8 , en dus ook &én of meer tiu-qntervallen waar

A in ligt. Deze raken [c¢,d] , omdat A, dit doet. licem
het meest linkse ervan BO . Op dezelfde wﬁze is uit een A
met lengte JLY §_2—Bn—5 een b&Bn—interval B, te bepalen,
zodat A < B, 1is.

De in engera zin inkrimpende intervalrij }3 {53 valt dan
met X ::{Ah} samen.

Opnerking: Voor een open interval (c,d) geldt deze stelling
niet.

Uit de mogelijkheid een afgesloten interval met een finiete
spreiding te overdekken, kunnen conclusies afgeleid worden,
analocg aan dJdiegene, welke in de klassieke wiskunde uit de

overde kingsstelling van deine-Borel volgen.

9.7 » Ook de zelijkmatig coatinue functies op het eenheids--
continuum {0,171 =zin als elementen van een spreiding, welke

in dit geval niet finiet is, te beschouwen [Brouwer, 1942].
De gelijkmatige continuiteit van een functie f£(x) is
imners tp Torimle ren alss

Vi p(n)\/

a2 )f<X{L,) - f(X2>, < 2_n~2]

>~interval op de x-as heeft

; -p(n)
%1 ,%2 € [0,4] [tz - =) b oo —

Het beeld van een (n
-n-2 P\l
dus een lengte << 2 en valt dus binnen minstens één
7\nfinterval op de y-as. Zo bepaalt de functie f(x) een
4drithuetische functie p(n) en een toevoeging aan de ;\
intervallen op de x-as van 7\nfintervallen op de y-as.
De gelijkiatiz continue functies f(x) , gedefinieerd
op het eceunheidscontinuum [o 1] vormen nu een spreiding,

waarvan de spreidings- en toevoegingswetten (voor het gemak

p(n)”

gezamenlik geformulserd) er als volgt uitziens
lste trede: Lies een natuurlik getal p(1) (bij deze keuze,
en evenzo bi de keuzen van p(2),... zijn oneindig veel moge-
lijkheden; daarom reeds is de spreldlng niet finiet).

Kies bij ieder van de / 1) -1ntervallen welke
[0,2] =zaken <£p(1)+1 + 3 in aantalg een -1nterva1 op
de y-as; en wul zodanig, dat door deze keuze aan twee elkan-
der rakunde /\ ZL>~1ntervallen op de x-as twee elkander
rakende ﬂ 1—1ntvaallen op de y-as toegevoegd worden.
De totaliteit van deze eindig veel keuzedaden op de ¢ gerste
trede kan door de keuze van één nataurluk getal &y uit een

oneindige soort (bijvoorbeeld van
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ay = op(L) 501 e 5 e Y Qi ! waarbij TT1, het k
nriemgetal is;, g = ZP(L>+1 + 3 én mev het natuurlijke
petal is, dat ds keuze van het aan het yae ?\p(1>~inter—
val toegevounde ?\1~interva1 bepaslt) vastgelegd gedacht

AR Spedes  ddes cen natuurlijk gotal p(2) > p(1) .

Wies bij ieder )\p(2>~1ﬂtcrval op de x-as een
;\q—intcrval op de y-as, zodatb:

1°:  aan twe:s elkander rakende /\ <2>~1ntcrval—
len twee clkander rakende cmr%:intervallan tobgcvoegd wo rden .

29, 4ndica cen p(2 —interval bevat is in cen

;\qu>—int;rval, het tocgevoegde / 2—interval ook in het
toc%u%ocgdc ;\ 1—interval bevat is.
Edc, qde, 5d0,...: trede:  analoog aon de 29€ grege.

De functiec £(x) wordt dus, in c¢en tekening gzezien,
sapaald door con keuzeri ven tob banden aaneengeschakelde
richbhoeksen o .. Iedere volgende band is hisrbiy in de vorige

band b V'lbo Do rochthockjes crvan heoben de halve hOOf-"JUC cn
(J
?...u)\ +[>...'D<]>5

3

2en naal zo grote brecdte als die wvan de

vorise band,
Lan igdor punt X, O de x-as (ook als keuzerij van
A —1ﬂrb:v J1len voor te stellen) is nu door de rij banden een

B d€
i

N\ .
*az*meundb Ti;] /\n-lntervallen op de y-as , dus een
puny v, 0D de y-as toegevoegd.

»

Cordt e door wmeer dan 4é&n intervalri) voorgesteld,

dan reken de dintervallen ven de toegevoegde rijen elkaar voor
ledere n  en bepalen dus cen zelfde punt Vo

;@prten .
9.8 & sen soort S  vaa de eerste orde over sen verzameling

T owowdt hepasld, door ultgaande van die reeds geconstrueerde

rerzoae ling Voo (bijvoorbeeld cen spreiding of een verzemeling
ols de verzameling 'm van de natuurlike getallen) een karak—
Seristicke cigenschap 5(x) aan te geven, waarvan het gelden
of nict goelden voor de elementen van V  een wiskundige bete—
senis heoft,  ulsmenten van S zijn dan alle elementen van V
waarvoor (x)  zeldt.

G behoeft hicrbi) in genen dele voor ieder element
x vaa V ult te maken te zijn, of &(x) geldt of niet.
Vb, = Zij V de verzaneling van de natuurlijke getallen ,ln |
en 5 de soort van de Fermat-exponenten,; dat wil zeggen, de
soort van de natuurlijke getallen, waarvoor geldb:

Ba(n) = A 2]

-.n
S D x,7,z €Np X T 7
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3] deze soort S is gecn methode bekend om
voor een willekeurige n € tin uit te maken of
ne S, dan wel -— (0 & 3) peldt.

Ow een soort

I
)

o van de cerste orde over V

te definieren, 1s het dus noodzakelijk, dat de verzameling

V  reeds geconstruesrd is, d.w.z., dat de gemeenschappe lijke
ontstaenswijze van de elementen x van V aangegeven is,
niet,; dat ieder element van V of van S individueel recds
goconstrugerd is.  4in ¥ en S beide geconstruecerd, dan kun
ner. de vieaag stellen, of x € 5 dowez. EBE(x) geldt.

e verraneling van alle elementen van een spreiding 2
(en alpemencr van een verzameling V ) vormt natuurlik zelf
orv. Um deze te bepalen, behoeven we slechts voor
i(x) de cigenschap te nemen, element van 2 te zipn.

9.9 ¢« D¢ in de vorige parasgraph gekenschetste constructie-
mnethode van soorten S van de eerste orde over een gegeven
vergzame ling Vo kunnen we beschouwen als een nieuwe gemeen-—
schappel ke ontstasnnwijze van mathematische entiteiten. Dit
geeft ons het rechlt om van de verzameling V1 ]_)@ (V) wvan
nlle coorten van de cerste orde over V +te spreken.

Uitgaande van deze verzameling V, (of ook van de ver-
enigine van V1 met V , of met andere reeds geconstrueerde
verzare lingen) lunnen we nu weer dezelfde constructiemethode
toenassen. Uit levert ons soorten van de eerste orde over
V, , waarvan dus soorten van de eerste orde over V (en cven-
tuecl ool elcucnten van V ) element kunnen zijn.

soorten van de eerste orde over V1 noemen we nu
soorten van de bweede orde over V .

Deze constructiemethode voor soorten van de eerste orde
over ‘V,J_ , kunnen we nu als een gemeenschavpelijke ontstaans-
wime von alle soortan van de tweede orde over V  beschouwen.
2 Tunien darrom over de verzameling V) = J) (Vi) = Fx (/P_(VD
hiervan spreken, en hierin wecr soorten van de derde orde’ over
V. vormen.

ilerhalend krijgen we zo voor iedere n & Nn een verza-
meling V. van soorten van de n%® orde over V . Deze
laatste kunnen dus alleen soorten van de orde (n-1) over
V (of von orde m over V met m £ n ) als elementen
hebben.

Dat cen soort zichzelf als element zou hebben 1s dus
een absurde uitsprask. Doordat op deze wijze slechts soorten
ult reeds geconstruecerde verzamelingen gevormd worden, kunnen

fecen paradoxen optreden.
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Inclusierclaties tussen Soorten.

9.10: Zjn 3, en 3, soorten over dezelfde verzameling V
dan definieren wijs

31 is stork bevat in S9

Sy 1is zwak bevat fn S5 5 30 €25 5

= T x €8, ~—(x & S,)] .
D ﬂ"‘“X e V [ 1 : 2 ]
datuurlifc geldens Sy € S, =3 g <, S, en alle
cone eigenschapuen van de inclusierelatie.
O» grond ven deze inclusierelatie definieren we nu:

[a] . . :('»,‘ . -';\‘!(' N ;‘ - S = S - :S C 3 ~ S C S R
Sy 1s identiel met 0 E 2§ P S 5 o T B4
131 is congrusnt met S2 = S1 :282 5 S et_;z.32 N 82 ﬁEZSl .

Tree klassiek identieke soorten kunaen intuitionistizh
. congruent ea niet identiek zijn., Sen voorbeecld hiervan is:

& Vo e verzameling (cen spreiding) van alle onein-
dige rien opgebouwd uit de cijfers O en 1 , zjj Si de
soort van alle clementen x van V , wasrvoor 6f x gmeen
cijffer 1 bevat; 6f in x na cen eindig aantal cijfers O
een cijffer 1 te vindea is (dus Sl‘ is de soort van alle
xe V, wuarvoor uit t¢ maken is of x een ciffer 1 bevat
of nict), zij 8, gulijk nan Sy met verwisseling van O en
1, 2y S7) de soort van alle elementen V .

Klassiel geldt dan zeker 3) = 8, = S5 . Intuitio-
nistisch geldt natuurlijk Sl - S3 an ,»32 -y S3
nen nict t{oweren, dat ;’3' < 8y, [5'5 T 8, By 8oy 850 Sy
aelden. el zeldt zeker Sl :ZS5 =, 82 , omdat een clenznt

, maar we kun-

x = V, dat nict in SIL bevat kan zijn, noch geen, noch
2 de v en (K4 A bl B 2
ninstens oin cygfer 1 an bevatten en dus niet kan voorkomen.



- 71 -

§ 10. llachtigheden van Soorten.

10.1
Def.

%9

LT}

[L.E.J. Browver, 1924, I: A. Heybing, 1929)

D¢ sovrten G en R over een verzameling V zin
&blwl'lzimﬁ‘chﬁéi er is cen (1,1)-afbeelding van Q en R op ol-
kaader te construcren.

Prceeiscring:  den afbeclding £ van Q en R noemen
we cen  (I,1)-afbeelding, indien bij ieder q & Q 4én en slechts
Sén beeld-clement £(g) = r « R en bij ieder r € R 4én an
slechts &én originecl g & @ , waarvoor dus f(q) = r , te
vinden is.

Opmerking:  De uitspraak “f is cen afbeelding van
= op R kan behalve in de boven gebruikte sterke zin - bij
iedere r & R 18 cen element q € & te bepalen, zodat
f(q) = r is - c¢ok in negatieve zin gebruikt worden - er

bestaat geen < R , waarbij geen q €  Dbepaald kan worden,

r
zodat f(q) = r is. ‘fierdoor kan ook de definitie van (1,1)-
afbeelding van « - onp R  in deze negatieve zin gebruikt worden -

£ is eccen eenduildige afbeelding van € op (in negatieve zin)
reldb:

I

R, wancrvoor |
fkql> = f(Q2) S— ql = q2 .

10.2 ; Als in de klassicke wiskunde definieren we de machtig-
heid van cen soort & over een verzameling V , =als de soort
an alle soorten over V , welke met Q gelijkmachtig ziin.
den voudige typen van machtigheden zijn.
: Do eindige machtisheden, d.w.z. de machtigheden van die
soorten, welke met cen beginstuk (1,2 y3,0..,0) van de riy der
notuurlijze getallen Nn o gelijimachtig zin.
2% Do aftolboar oneindige machtigheid, d.w.z de machtig-
heid van de soorten, welke mat Noo zelf gelifkmochtig zia.

10
4

10.3 ¢
Uef. : don soort S is oneindizg 3 S bevat cen aftelbaar
onelndige deelsoort.

Doze positief geforimulceerde elgeaschap is sterker dan
dc negatisve, nict van eindige machtigheid te zijn.

In d:z l;':sw_oke visgkunde zijn vele aequivalente defini-
ties van ket begrip oncindige verzaneling te geven. e defini-
tie van Dedelind luidt: Hen verzameling 3 1s oneindig 5 °F
bestant cen echte deslverzameling D ‘% S, zodanig, dat D
en S gelijkmachtig zijn. Klassiek loopt het Dbewls, dat de

intuitionistische definitie de door Dedekind geelste eigeuschap



implicazrt, als volgt:
\ .
S 1z te splitsen in S' en {al,ag,aa,.,.} . Kies
D=253"u 5&2,a3,... } De afbeelding f , die de elementen
i
van S' op zichzelf afbeeldt en die aan a; toevoegt 84,19
is dan een (1,1)-afbeelding van S op D .
Uit bewls is niet in alle gevallen intuitionistisch

reldig. et is i:mers mogelik, dat we van een gegeven
s € S niet kuanen uitmaken, of s € 5' , of
s = Jtal,aa,a , ..o b is. Voor een dergelijik element s =zou
dan %(s) niet bepaald zijn. Dergelijke elementen s treden
bijv. op, waaneer we voor S het continuum en voor
f‘ 1
tal,ag,az,‘..,} de soort van de gehele getallen nemen.
Voor het continuum is echter op een andere wijze eenvoudig
een (1,1)-afbeelding op een echte deelsoort te construeren,
bijv. door de arctg-functie. iden voorbeeld van een onein-
dige soort, waarvoor geen (1,1)-afbeelding op een echte

8 y g 5 g
deelsoort aan te seven is, is nog onbekend.

Sen deelsoort S van een soort 5 1is afscheidbaar = voor

iedere s & S 1is ult te maken, of s & ,S1 , dan vv]eDl
s ¢ 3 goldt.

Uit het klassieke bewijs volgt nu intuitionistisch:
Bevat een soort S een afscheidbare, aftelbaar oneindige
Geelsoort Sl , dan bestaat er een echte deelsoort D *‘é I

zodanig, dat D pelijkmachtig is met S .

10.4s  iiet van iedere soort S 1is uit te maken of &
einilg, dan wvel oneindig is.

~en tegenvoorbeeld levert de soort T van alle
priemzetallen p , waarvoor ook P+2 vpriem is. Deze soort
is wel (door de identieke afbeelding immers) (1,1) af te
beelden op een afscheidbare deelsoort van de natuurlijke
setallen.  BSoorten, die deze elgenschap hebben, noemen we
telbaar, soorten welke (1,1) af te beelden zijn op een
willeleurige deelsoort vaa de natuurlifke getallen, aftelbaar.

Ook is nict voor iedere soort S +e beszen:bEta‘:G‘:MZz
S niet oneindig is, S dan eindig is.

den tegenvoorbeeld levers de soort, welke alleen het
getal 1 bevat, wanneer in T een rijtje voorkomt.

Jvennin is voor iedere soort S te bewijzen, dat, zo
S nilet c¢indig is, 8 dan oneindig moet zijn.

den tegenvoorbeeld leverpt de soort S , welke bestaat

t' . ’
ult de natuurlijke getallen n s die aan P(n) wvoldoen. of
- $

groter zin dan sen dergelijk getal, Terwijl --~~~g‘\T'/~ [-— P(n)]
: ’ n i
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wel bekend is, maar :ﬁnIP(D)] niet. Voor £(n)
kuanen wi bijvoorbeeld nemen, indien k weer ‘het
vluchtgetal van het rijtjesprobleem(7.2) is:
P(n) 0 [er komb een “rijtje’ in J1 voor —)

——3 n;k]g

% 11. Ordeningsthecrie.

11.1:

Def.: en relatie x {y Dbepaalt een (Lineaire)
ordening in cen soort S 5§ voor ieder paar ele-
menten a,b & S geldt één en slechts één van de

ultsprakens
a<b,;,a=b, b a,

en voor alle a,b,c € 5 geldt:

a<b ~ab<c—> adc,

a=D>b ~a {c == b X<
{a-— c¢c< b,

a="> < ¢

In een geordende soort is dus steeds uit te

makens :
a=b v a#b.

Def.2 Jen soort O3

——— ’

schap voor ileder paar a,b € S pgeldt,heet discreet.

waarin deze laatste eigen-
Lledere weordende soort is dus discreet.

11.2: Op het niet discrete continuum is dus geen
lineaire ordening te bepalen. Wel kunnen we (zoals
we dit reeds vroeger (4.28; 4.29) gedaan hebben,
d.m.v. de relatie a < Db F er hestaat een interval
nwier i, zodat 4, By ) op het continuum
een pscudo-—ordening [4. Heybting, 1925] aangeven,
d.w.z, een relatie x <y gekarakbteriseerd door de
elzenschanpen:

I ¢ Voor alle a,b € S geldt hoogstens één

van de uitsprakens
a<b ,a=b, a>b

- g-\7/‘&,,’0,(: < gla=c~b=d~.~adb—= c<d] .

IIT i3y o e gla (o -bLe—> adlel. |
W N/ g peslm@>D) « = (2l b)—a=0]
v s‘\‘T/a,b,c‘;_.S{a<b””) (adc v cdDp)].



- 74 -

11.%: Is de relatie x { y een pseudo~ordening van de soort
5> , dan kan d.m.v. de definitie

adbg-~y (@3 D)~— (a=Dh)

een nieuwe relatie bepaald'worden° Deze relatie x:< y 1is
dan een virtuele ordening [L.E.J. Brouwer, 1924, II], d.w.z.
zij voldoet aan de eigenschappen I°, II*, III*, IV' analoog
aan de eigenschappen I, IIL, III, IV van de pseudo-ordening
cn bovendien aans

v o .A\Vﬂa,b - S[h—“’\ (a3¥b) ~— (=D — a '<b]

. Het bewijs hiervan volgt uit een paar eenvoudige stel-
lingen over het verband tussen pseudo-ordening en virtuele
ordening.
5t.1s a<{b—-y ayb. Uit I en def.: ¥
5te2: —q (2 &P - -— (a{ b) . Uit st.l.
55.3: — (a d D) = — (a < b) .
Bewijs: Stel a &b, d.ow.z. (1) — (2> b) en
(2) — (a =Db) . laar gegeven is -— (a< b) . Hieruit
uit (1) en uit IV volgt a = b , wat strijdt met (2).
Stols ——— (2 b)) —> (a&b),"a b is stabiel'.
Bewnjs, direct ult de definitie en de algemene stellingen:
~3 = (A A B) — —-— A .—— B en
oy A — — 4. |

3t.5: a { bz —— (ab). Uit st.2, st.3, st.h.
Bewijs van I': Stel a<b en a3 b, d.w.z.

— (a>Db) a— (a=b) en — (ad b) « —(a=")
dan volgt uit IV: a = Db , dus een contradictie. 1In de
beide andere gevallen volgt de contradictie direct uit de
definitie. ; :

Bewis van IT°: Volgt uit de definitie en II.
Bewijs van III":Volgt uit III, st.5 en |

—t =~y A A ~—— B —~> - — (A . B).
Bewijs van IV°': Volgt uit IV en st.2.
Bewiis van V° @ Volgh ult definitie en st.2.

lezens V° heeft de virtuele ordening symmetrischer

eizenschappen dan de pseudoordening. ilaar, omdat zij nega-—
tief is, is zij voor de analyse van minder belang. idr °
beataan soorbten, welke wel een virtuele, maar geen pseudo-
ordening toelaten. ‘



& 12. _elgeordende soortén.

a

12.1: Hoewel hij later [Georg Cantor, 1897] tot een meer
abstracte cpzet kwan, waarbij welgeordende soorten gedefinigerd
werden als geordends soorten, waarvan iedere niet lege deel-
soort een eerste element bevat, heeft G. Cantor in Zijn eerste
publicaties over dit onderwerp [Georg Cantor, 1883 ] een con-
structieve opbouw gegeven van het beginstuk van de rij der wel-
geordende soorten.

12.25 Hea hierin volgend, definieren we de verzameling van de
welpeordende soorten als volgt:

A:  Basis principe:
den soort X, welke 4én en slechts één element bevat -

.= (a) =~ 4s welgeordend.
Be  Opbouw principes:
L Zipn (_){1 en W&, disjuncte welgeordende soorten, dan is

ook de soori- ,
(“\»'.’ = (X »
“ - 1" C\)\ 2

welrscordend., iierbi verstaan we onder C»‘{l '+<X2 de geordende

som van ¥ , en X, , d.w.z. de vereniging van de geordende
— <
r~)

soorten X , en X 5 » zo geordend, dat de elementen van Ci 1
onderling en die van OX > onderling hun orde relaties behou-
den en ieder clement van X 1 voorafgaat aan ieder clement
van X, . '

II: Tormen Ql,‘l'.?(g, 0{39 ... een aftelbare rij van disjuncte
welgeordende coorten, dan is ook de oneindige geordende som

hiervan-
{;‘1\: = ‘r-‘)(

=y +{_\X,2 +f,‘(3 + eooe

een welgeordende soort.

12.%:  Jamncer we nu van de bijzondere qualiteiten van de ele-
menven, waarult we onze welgeordende soorten opbouwen;abstra-
herza, Xurnen vwe door toecpassing van deze principes de ri van
de welgeordernde soorten beginnen met de soorten
12,0 e o, o+ 1,004 2,...002, 002 + 1,...,L33,..0
waarbll L2 —CM NSO QJB G+ + (,Q , enz. gesteld is.
.L(‘CCI’( ult concrete elementen Opgebouwde welgeordende
soorv 8 kan nu (1-1)-duidig en met behoud van de ordening
op één van deme soorten S', welke uit abstracte eenheden
opgebouwd zijn, atgobeeld worden. We zeggen dan, dat S van
hetzelfde type is als S? .
Door teopassing van IT op een rij van soorten, ieder van
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hat type ¢ , verkrigen we een soort van het types
. 2
GOald + 0D+ ees f\w{""ﬁ o
an verder doorgaand, soorten van de typen:

., 2 2 .
()_}2;(«\3‘{4'19{&24'21'-'1&)2 +, W +Qj+1,..-,(&) +U}2"‘

E 22 +w ’(}:)22 +()~J -+ 17'-09(3.)22'*'(\1.)2,@‘1

WQQ,(») 2 + 1,(».)22 2wy

en generaliter, sourten van alle typen
m“&n wmn"lan__l +oeee +QBy + B
Door t%wpaming van II krijgen we dan:
M+w2+¢n3+ wW® .
Hierdbij geldt steoeds:
) +LJ2 =0 4 .(A)z +b.)5 =W 5, enz.
Na @)% wecr verder doorgaand krijgen we:
W @ @ g .. Ww*”

21 LW ”,uu
GoMs o™ 2 W™+ e 2 & o0

"Het welgeordends type & o voldoet aan de vergeliking,
= & , welke volgens Cantor's definitie, de & -
gwetallen karakseriseert. len zelfde welgeordend type kan
dikwiils als geordende som van verschillende reeksen kleinere

lwsli]

(wii}

|

welgeordende typen verxregan worden. lHiet sbteeds behoeft
het, irdien dc welgeordende typen ¢ en E) verkregen
werden als derg:zlijke oneindige geordende sommen, construc-— -
tief uit te maken te zin of X = E , dan wel X E‘y ’
daa wel X )ﬁ eldt. We kunnen daardoor de opbouw van
welgeordende typen wel voortzetten verder dan & o v maar
krijgen dan cen constructief slechts particel geordende ver-
zaneling hiervan.

12.4: Door transfiniete inductie, d.w.z. door gewone volle-
dige inductic langs dec opbouw van de welgeordende soort,
kunaen we nu cigenschappen bewijzen, welke voor iedere wel—
geordende soort OX gelden.

S5v. L2 ledere welgeordende soort X heeft een eerste
element.

Bewils :  ledere soort met één on slechts één element heeft
en cevste element, Indien (X4 en (X , ieder een cerste
alement hebben, heeft X = (Xl +()(2 cen eerste element,
nawelijk het ccrste element van X 1

Indien Q(l,(ﬂz,ﬂ- »+++ leder een eerste clement hebben,
heoft X 30{1 + &2 + 0(5 + ... <cen cerste element,

B%w heeft ledere welgeorcende soort X cen cerste element.
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ot. ITs ledere welgeordende soort X is aftelbaar.

s I ledere welgeordende soort X kan gercpresenteerd
worden door, d.w.z. net behoud van de ordening één-één-duidig
afgebeeld worden op, een deelsoort van de verzameling Rat+
der nict negatieve, rationale getallen.

De bewizen van de stellingen IT en III worden gevoerd
door inductie langs de opbouw van & , geheel analoog aan het
bewijs van st. L.

Voor st. III maken we gebruik van het lemma:

Is cen soort O te representeren binnen R&t+ , dan
is O ook tc revnresenteren binnen de soort van de rationale
getallen, welke sroter dan 1  zin, en dus, na toevoeging
R ey 1 - 4 , ook binnen de rationale getallen tussen O

4 2
en 1 .
12.5: et is niet mopgelik te bewijzen, dat voor iedere welge-

ordcnde soort ¥ deo eigenschap geldt, welke G. Cantor aan
zijn abstracte opbouw ten grondslag legde, dat namelijk iedere
nict lege deelsoort Bf van X een eerste element zou be-
vatten.

Pegenvoorbeeld: 4 (X de soort (1,2) en K’ de deelsoort
van X , welke hct elecment 2 bevat en bovendien ook het
eleent 1 , Can en slechts dan, indien in de decimale ont-
wikceling van 1 zeven consecutieve 7's voorkomen. den
ganseven van acn cerste element van X sluit in, dat de
vraag over J1  opgelost is. e kunnen dus de mogelijkheid van
dit aanzoeven niet affirmeren.

12.6: Pogen we alleen te bewijzen, dat iedere niet lege, af-
scheidbare, deelsoort E’ van een welgeordende soort
een eerste element bevat, dan 1s het tegenvoorbeeld uit 12.5
hiermee niet in contradictie, omdat we niet weten, of I.EAX
dan wel 1 & zeldt, en dus niet afscheidbaar is.
sen tegenvoorbeeld tegen deze zwakkere stelling is het

volgende:  Zij X ae welgeordende soort van het type
Ld? + 1, welke alle paren van natuurlike getallen, lexico-
graphisch geordend en bovendien nog het getal 1 Dbevat. Ij

de deelsoort van X , welke dit getal 1 bevat, en
bovendien nog clle paren (a,b) , waarvoor geldt a ) 2 en
b? + bg = b% s waarbij ’bl,b2,b5 bepaald zijn door de eendui-
dige ontbinding van b 1in priemfactoren:

by bs bz b
b=l 3253 o7

Voor ieder paar (a,b) is uit te maken of (a,b) ELZ’ zeldt;

- -



is dus afscheidbaar.

Zen aangeven van een eerste element van X ZOU
echter met het oplossen van het probleem van Fermat aequi-
valent zijn. We kunaen dus de mogelijkheid van dit aangeven
niet affirmeren. )

Het bewijs door inductie langs de opbouw van
loopt mis bij het gebruik van de principes I en IL. We
hebben geen methode om voor iedere a uit te meken, of er
een b bestaat, zodat (a,b) € is, en kunnen daardoor
niet van iedere (¥ i uitmaken, of deze een element van X

bevat, of niet.

12.7: In de intuitionistische opbouw worden de niet gelden-

de stellingen uit (12.5 en 12.6) nu vervangen door:

st IVs 2y X een welgeordende soort en a1> a2> a3>

een dalende rij elemenbten van (X , dan heeft deze rij een

laatste element 3y, |
Het bewijs van deze stellen wordt weer door inductie

langs de opbouw van X gevoerd.

Bewijs: Indien X wuit slechts één element bestaat, is ch

het laatste element van de rij,

Indien O =X, + O, is en de stelling voor Ky en O,

geldt, dan seldt zij ook voor (X . Immers, indien

ay € ‘C)(1 is, liyzen alle elementen van de rij in (X 1 en

hee:ft de rij dus een laatste element. Indien 2y < 0(2 is,

1+ dat in O, 1ligt.

Is a; zelf niet het laatste element ven de gehele rij, dan

ligt 2,1 in Orfl . ¢n dus ook

hecft de j een leatste element a

141 > 31+2> a1+5>

Jeze staartrij heeft dus een laatste element in C‘( dat
dan tevens het laatste elem«,nt van de gehele rij 1s.
Tadien X = U(l + \( + (X 'z * ... 1s en de stelling voor

iedere C\/ geldt, Mldt zu)ooj( voor O Imners,
ligt in J(‘ s dus is er een eindige index i1 aan te
geven, zodat a4 :iO(i is. Volgens de inductiehypothese
is er dan cen laatsbe &lement &y, Vvan de rij, dat in

&

64 17 1ist. Is 8y, nilet het laatste element van de gehele
rij, dan ligt 81,41 In een zckere O, = met 12< iy
e is dus weer cen laatste element al van de rij te vinden,
dat in O\ i, 118%. Is ay. niet het laatste element van

de gehele rij, dan gaan we op dezelfde wijze verder. Dit pro-
ces kan echter, omdat ...

1y < iy < 1, £ i, 1is, hoogstens
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il maal herhaald worden. den van de el:érde\nten 8y, met
k ¢ i, moet dus blifken het laatste element van de gehele rij
te zijn. |

Hierult volgt dus, dat de stelling voor iedere welgeordende
soort geldt.:

12.8: Klassiek is stelling IV aequivalent met:
den welpeordende soort bevat geen deelsoort X van het

type o
(D = ("“S 5! 1'!') 59 2, 1) .

Intuitionistisch beschouwd is St. IV veel sterker.
st. IV seldt natuurlik ok voor iedere deelsoort X
van een welgeordende soort X .

12.9: 2 (X weer cen welgeordende soort, dan definieren we:
Def.: ¥ 1s cen beginsegment van & = er bestaat een
element ' c & L , zodat Z( de soort is van alle elementen
van ¥ |, welke aan ¢ voorafgaan.

St. Vs Teder besinsegment X van een welgeordende soort (X

is zelf welgcordend.
Het bewijs seschiedt veer door inductie langs de opbouv.

12.10: Zij OC wecr cen welgeordende soort, dan definieren we:
Def, =+ © 1is een g__f§}_p}__tende fundamentele rij van X 5
€ is een stijgende rij elementen van X :
aq < a5 <a3< .

zodat \«/a'::c)e;_j NERE:RN
=St.VIs Iedere welgeordende soort (X bevat een laatste element
of een afsluitende fundamentele rij.
Bewiis, weer door inductie langs de opbouw:

T 25 X :C\'l +<}{2 . dan bevat (X een laatste ele-
ment of cen afsluitende fundamentele rij, al naar gelang (O 5

dezc bevat, |

1Ts 2y O =00 + X, +C>/_5 + ... ; dan bevat X de
afsluitende fundamentele T aq { a2< a3< ees , WasTbil A,
het eerste slement van O(i is.

12.11:  Zy O sen welgeordende soort en ¢ € O , dan defi-
nicren wes v
Def. : ¢ is grenselement ven de stijgende fundamentele rij

’ elementen van X
3y < ay < 25 < van

\fae‘k :3--1[8‘( c—> a {3y < cl .

(84

% e ||
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Bt.VIL: Ieder clement ¢ van een welgeordende soort X
heeft een onmiddellijk voorafgaand element, of is grenselement
van cen stijgende fundamentele rij.

Het bewijs wordt gevoerd door ecn combinatie van
5. Voen 5t. VI

12.123%
SE.VITT: Asangaande ieder element ¢ van cen welgeordende
soort O , is uit te maken, of ¢ het laatste element van
C( is, of niet.
Bewijs, door inductie langs de opbouw.
St.IX:  Teder element c van cen welgeordende soort X is
of het laatste element van X , of er bestaat cen element
d van & , dat onmiddellifk op c¢ volgt.
Bewijs: Iz O =0, + X, . Dan ligt ¢, of in X 4 ,
of in &£ 5

Zij c E:CXl , dan heeft ¢ of cen onmiddelijke opvolger in
Cxl , of ¢ 1is het laatste element van CX_l . In dit
tweede poval is het serste element van X 5 de onmiddellijke
opvolger van ¢ .

Zj ¢ @, , dan heeft c¢ of een onmiddellijke opvolger
in & 5 en dus in C( , of is het laatste element van <5(2
en dus van X

IIs CK:(}rfl+0{2+(>(5+ cee e

Zij ¢ E‘C{i . Dan he:ft ¢ of een onmiddellijke opvolger
in O 5 of is het laatste element van (D(i . In dit tweede
geval is het ecrste element van O 1.1 de onmiddellijke
opvolger van ¢ .

§ 13. Voorbersidingen tot het bewijs van de Hoofdstelling
over Finiete Spreidingen. Toepassing van de

Hoofdstelling of het bewljs van de gelijkmatige
continuiteit van volle functies.

13.1:  In (8.3) werd bewezen, det iedere, voor ieder punt
van cen interval gedefiniesrde, (z.g. volle), functie in
dat interval continu is.

Het bewljs, dat iedere, in sen afgesloten interval
volle functie daar ook gelijkmatig continu is, is, indien
we deze gelijkmatige continuiteit in positieve zin verstaan,

natuurlik niet op de klassieke, indirecte, wijze te leveren,
’ , Intuitionistisch moeten we voor dit bewijs gebruik
maken van de Hoofdstelling over Finiete Spreidingen.
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13.2¢  Deze loofdstelling over Finiete Spreidingen luidt als
volgts
2ij gegeven: ilen finiete spreiding 2 = i (8, T) ;
sen constructieve methode M s Waarvan
‘bevezen is, door een bewijs B , dat zij adn iede? element
X = (al,az,aa,...) € 2 een natuurlik getal m(X) toevoegt
Dan is constructief te bepalen: den natuurlik getal W
(afhankelijk van 2 en M , maar niet vanfx ), zodenig, dat
voor iedere X & 2 op grond van hoogstens de N eerste
keuzen, welke (X voortbrengen (d.w.z. na de constructie van
een beginsegment (aq,85,...,8;) van O ) m(Q!) bepaald is.
det bewijs van deze Hoofdstelling zal in § 14 geleverd
worden volgens een asn de intuitionistische wiskunde eigen,
door Fror. L.E.J. Brouwer geschapen, methode van reflexie oD
de wijze, waarop het gegevene (hier speciaal het bewijs B )
bekend zou kuanen zin.

1%.3:  PBij deze reflexie op het bewijs B merken we op, dat een
bew.js steeds bestaan moet uilt een welgeordende soort van ele-
mentaire bewijs-sbappen.

Formeel gezien bestaat een bewijs namelijk slechts uit
eindig veel bewijsstappen. Onder deze kunnen echter volledige
inducties, sameavattingen van een aftelbare rij van te veren
geconstrueerde bewijselementen tot één bewijsstap, voorkomen,
en deme kunner op gecompliceerde wijze over elkander geschakeld
worden.

De opbouw van een bewjs gesehiedt dus geheel op dezelf-

de wyze als die van een welgeordende soort.

12.4:  Ia (9.6) is asngetoond, dat ieder afgesloten interval
metl een finiete spreiding te owverdekken is. Dit geeft de
moge lijkheid de Hoofdsbtelling te gebruiken om iets over een,
in een afgzesloten interval volle, functie te bewijzen. Om de
gelijkmatige continuiteit van een dergelijke functie aan te
tonen, moeten we nog épmerl;en, dat, indien twee punten_}i_gen
X' uit het interval een afstand hebben kleiner dan 2
(de lengte van het intervalletje, dat twee opeenvolgende
)J\5n~intervallen gemeen hebben), er steeds een Mz -interval
aan te geven is, dat hen beide bevat. o
Voor x en x' zin dus {J. Bn-intervalsohakellngen te
vinden, welke in hun eerste n termenipyareeﬂetemmezg (ook
andere schakelingén ziin mogelik, wasrvoor dit niet heﬂb geval

is),
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1%.5; Onder aanname van de in § 14 te bewijzen Hoofdstelling
is nu aan te tonen:

5t. ; Iedere, in een afgesloten interval I der reele gmetal-
reohte volle functie f(x) is in I gelijkmatig continu
[L.3.J. Brouwer, 1923; 1924 A].

Bewijs: f(x) 4is vol in I . Dus by iedere x & I moet
cen redel setal y te bepalen zijn, zodat y = f(x) geldt.
aar ‘Yiedere x € I Y TDbetekent niet alleen 'iedere

x. € I, waarvan de intervalschakeling door een wet gegeven
ig’, maar algemener ‘“iedere x € I , waarvan de interval-
schakeling door cen keuzérij gegeven is?. We noemen in dat
algemene geval y Dbepaald door x , indien bij de gegeven X
en bij ieder natuurlijk getal k een interval ;n(k) van de

intervalschakeling van y , met lengte An(k) <i % ,

aan te geven is op grond van de constructie von de eerste
M« intervallen uit de¢ schakeling van X .
9

13,65 Voor vaste k may hierbij helt natuurlike getal My o
.’.t

nog van x afhangen, maar het moet voor iedere x € I,

-

dus x &€ 2 , constructief te bepalen zijn. 2 1is een finlete

spreiding, op de¢ tocvoeging X eeo3 I

is dus, bij vaste
K eX

k , de Hoofdstelling toe te passen.
Deze geeft dan een constructie van een natuurlijk getal

Nk , zodat m . voor iedere x & I na hoogstens I

keuzen bepaald iso Bij iedere keuze is slechts een eind?ge
keuze vrijheid, omdat 4 finiet is. De verzameling van de
getallen mk,x voor ¥ € &4 1s dus voor iedere gegeven Kk
eindig cn heeft dus cen %aximum Mk .

13.7¢ Hieruit volgt, dat voor iedere x € I (wat overeen-
komt met voor iedere x e 2 ) de bijbehorende y = f(x) tot
op 2“k nauwkeurig te bepalen moet zijn na aangifte van de
cerste Mk (nu onafhankelijk van x ) dintervallen van x .

Bij ieder punt x' € I , dat cen afstand tot x heoft
kleiner dan o~ B2 is nu volgens (13.3) een intervalschake-
ling te wvinden, welke in de ecrste Mk intervallen met de
schakeling voor x overcenstemtb. Dc-bﬁ x"' Dbehorende
y' = £(x') 1ligt dus binnen hetzelfde interval Ap(x) als
v = £(x).

Dus bij icder natuurlik getal Xk is een Mk te bepalen,
zodat voor alle x en x' wuit I goldt:

12 - x'] 272 s 260 - 2G| Py 27K

Dit botekent dus, dat de volle functie £(x) in het

o afgesgloten interval I ecelilmatie continu is.



§ 14. Bewijs van de loofdstelling over

Finicte Spreidingen.

14.1: Deze reeds in § 1%.2 seformulecrde doofdstelling luidt:

loofdstelling over Finicte spreidingen [L.£.J. Brouwer, 1923;
1924 A; 1924 B: 19263 1954].

Zi regevens
een finiete spreiding 2 = 4 (8,T) ;
cen constructieve toevoe aingsweﬁ N ,
waspvaa bewezen 1s, door cen bewls B, dat zij aan ieder
eloiment | &X = (ay,85,...) van & ecen patuurlifk getal m(ex)
Tocvoept, dan is constructief te bepalen:
R eon natuurlik getal N , (afhankelijk ven
5 en ¥, maar nict ven X ) =zodanig, dat voor iedere

(X € 2 oo grond van hoogstens de N eerste keuzen, welke

{X_wvoortbrengen (d.w.z. na de bepaling van hoogstens N ter-
nen (aq,85, .- ya) van X )  m(QQ) te berekenen is.

14,2 Oomerkingen:

1). De toevoegingswet T , welke aan oneindige, door
5 toegclaten rijen X = (al,az,...) van natuurlifke getsallen
oneindige rijen L = (P, Py .) van mathematische entiteiten
toevoest, is bij de Hoofdstelling van geen belang. We kunnen
‘lmaers in plaats van de toevoeging M van natuurlijke getallen

n(J 1) aan de clementen 1 van %, ook direct de toevoe-
ging m(X) wvan m aan de ..r't voortbrengende rijen
= (aqg,85,...) ondergoeken en deze laatste als de eigen-

lijke c¢lementea van 2 beschouwen.

14.%s 2). Do Hoofdstelling berust essenticel op de onder-
dat de toevoeging Lk van n(Q¢) aan O construc-
Dit moet hier in die

stelling,

tief bepaald is voor iedere (X € 3 -

zin oprevat worden, dat we ook een methode hebben om in een
cindig, cn bij gegeven (X bekend, aantal bewerkingen m(OL )
to bepalen voor een keuzeri X = (al,az,a3,...) , waarbij
we slcchts weinig of geen informatie hebben over de rij

als geheel, maar slechts weten, hoe we (bijvoorbeeld op grond
ekende rekenmachine,

von de uitlomsten van cen ons verder onb
van dobbelspelen, door het aan ¢en bepaalde wiskundige te
vragen, door zclf willekeurige door Stltoegela,tan keuzen te
dov1)  voor willokeurige ¢indige Kk eeﬁkbeginsegmanﬁ

a = (ayg,... ,8y)  van OX  kunaen construeren.
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14.4s A moct dus zeker voor iedere (X een getal (00
door M constructief te bepalen zin, zodanig, dat m(CL)
op grond van het eindige beginsegment van 04

a = (&1,32, o0 e ,af(oo)
te bereken is.
Dat dit ook geldt voor die rijen O , welke door
ecen wet bepaald zijn, is op dezelfde wijze als in (8.3%) aan te
tonen. Het bewijs van de continuiteit van cen volle functie
in (8.3) komt trouwens geheel overeen met het hier gegeven
bewijs van het bestaan van de functie () . x
Aan iedere door S ‘toeg:laten voortzetting ¢ van
dit beginsegment |
a = (al""'af@I)>
is nu zeker hetzelfde natuurlijke getal m(CX*S = m(X)
toeguevoegd. .
kndersom kan ochter aan iedere door S toegelaten
oneindige voortzetting ‘Q(¥ van sen zekere beginsegment

a = (al,...&k)
3
cen zelfde getal m(CL ) toegevoegd zijn, zonder dat uit de

formulering van de toevoegingswet It zelf direct volgt,
dat m( C{ﬁ recds bij gegeven beginsegment

a: (al’ooayak>
te berckenen is. In dat zeval kan dus nog f(CX*j >k zin.

14.5; De Hoofdstelling bewccert, dat bij een finiete spreiding
5 ook een van (X onofhankelijke bovengrens N voor f£(O()

te bepalen is.

Hen tegenvoorbeeld toont aan, dat dit voor cen wille-
keurige spreiding J nict het geval behoeft te zijn.

4 =3 (8,T) . S Dbepaalt, dat voor iedere a; leder
willekeurig natuurlik getil gekozen mag worden.

W _
n( ) = aal

Na de keuze van ay 1is dus (00 = aq  bekend.

Ay is cechter cen geheel willekeurig te kiezen na-
tuurlijk getal. Sen bovengrens N  is dus zeker niet aan te
geven.

14.63  De Hoofdstelling wordt bewezen als een corollarium
van de voor willekeurige spreidingen 2 en constructié%g
toevoegingen M van cen natuurlijk getal m(CX{) aan iedere
X &€ 2 geldends welordeningsstelling.

——
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o sen de formulering hicrvan laten we enige opmerkingen
gn definities voorafgaan.
14.7s We beschouwen hiertoe de verzameling A van de eindige
beginsegmenten !

a = (al,.,.,ak)

zowel van door S ‘toegelaten, als van door S niet toegelaten
keuzerijen.

Van ieder element a EEEL.4L§ is het nu bij gegeven toe-
voegingswet M wult te maken, in welke van de vier volgende
disjuncte deelsoorten‘}i.iitig,%kj of él=q. van P& dit ele-

ment gelesen is.

Hierbij is:
%J-l = de soort van alle beginsegmenten a = (al,..;,ak) uit &1
,  Waarvoor:
1°s  iedere keuze a; , voor i=1,...,k, door 8
toegelaten 1sjg
2% het getal m(CL) voor willekeurige oneindise voort-
zettingen (X van a , wanneer de eerste k ge-
tallen a; gegeven zijn, op grond van de formule-
ring van M te berekenen is, zodat dus £(LY) < k
geldt S
%%, voor geen eigenlijk beginstuk a*
zodat nu ook TEX) = k geldt.
bﬁg = de soort van alle beginsegmenten a = (al,...,ak) uit &l

van a 2° geldt,

y  WaiIrvoor:
1°: alle keuzen a: voor i =1,...,k=1 door B

toegelaten Woréen§
2%  de keusze 2y door S niet toegelaten wordt;
3%; zeen beginstbuk &% van a tot &i 1
behoort. .
s = de soort van alle beginsegmenten i = (al""’ak) ;iz éi

,  waarvoor een eigenlik beginstuk, & (al,*..,al)
<k, tot jdy of idop behoort. )
4 = de soors van alle beminsegmenten & = (al,...,ak) uib &L
s  wellte noch in g“ll , noch in &J_Z , noch iﬂ-}l 3
bevat zijn.
bj”+ vegtant dus uit alle door & toegestane begin—

segmenten a , Waarvoor m(CX) nog niet voor all@.voortzetq
tingen (X van a op grond van de methode M bij gegeven &

berekend kan worden.
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14.8: Hen deelsoort fA ¥ wvan AA kan zeker, evenals

zelf, lexico;:raphisch\'(dow.z, ne;ar de eerste verschillen,
zodat (1, 2, 15, 3, 8) voor (1, 2, 15, 3, 8, 2) en dit
voor (1, 2, 15, 3, 9) komt) geordend worden. Deze lexico-
graphische ordening impliceert de mogelijkheid van een

lexdcographische afbrasgk van g\_LX , d.w.2. een voorstelling

van é_'L £ als de vereniging van een eindige of aftelbare rij
van deelsoorten (nl. van de develsoortenswelke bestaan uit
die elementen, waarvan de eerste coordinaat het getal 1 ,
resp. het getal 2, het getal 3, ... is), een dergelijke
voorstelling van deze deelsoorten, enz.

Bij een willeksurige deelsoort M_x van }J, is het
in het algemeen niet waar, dat deze lexicographische afbraak
ergens ‘beé'indigd wordt, d.w.z. dat we in een eindig aantal
stanoen tot slechts uit één element bestaande beginsoorten
komen.

14.9: We noemen een deelsoort &_I_X van A nu lexicogra-
phisch welgeordend,indien met deze lexicographische afbraak

van }_,\_X een opbouw ven {L.LX als een welgeordende soort

correspondeert, en formuleren als volgt de

i

Welordeningsstelling s

Voor iederc spreiding 2 = 3 (8,T) en voor iedere

- toevoegingswet M , welke aan iedere (X uit 3 op

constructieve wijze een natuurlijk getal m(X) toevoegt, is
de door Il , als in (14.7) beschreven, bepaalde soort
M1 o lexicographisch welgeordend.

14.10: Om nog eens duidelijk te doen zien, hoe de geldigheid
van de welordeningsstelling; zowel als van de Hoofdstelling,
afhangt van wat intuitionistisch verstaan wordt onder een
constructieve toevoeging van een natuurlijk get'al n(X) aan
iedere willekeurige X & 2, geven we hier een voorbeeld
van cen spreiding 2 en bijbehorende toevoegingswet M ,
welke ;};:'gieg voor iedere (X. € & een constructieve bepaling
van m(X) toelaat. Voor de in dit voorbeeld beschouwde

combinatie 2,M geldt dan ook noch de Hoofdstelling, noch
de welordeningsstelling. R

14.11s Zij 24 de spreiding van alle oneindige keuzereeksen
({, Dbestaande uit getallen O en 1 ;

zij m(®X) =0, indien in L alleen getallen O
voorkomen.,
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n(X ) =1, indien in (X minstens een getal 1
voorkont.
1

de keuzerseks X% 4 bepaald door: a; =0
zolang onder de ccrste 1 decimelen van Tl geen zeven opeen—

Voor
. ¥
volgende 7's vooriomen.

a; =1,
indien dit wel het geval is, is geen constructieve methode
bekend om m((¢ ) +te bepalen.

a("‘) bestaande uit k getallen O
en ¢én zetol 1 daaropvolgend, behoren alle tot g s

De beginsegmenten

—~ (1{‘ . . . s o
f( uis"'“>) is dus k+l voor iedere willekeurige voortzetting

T g =
,-"___.'_<‘“> van a('“‘) . LX) heeft dus geen bovengrens I .

vaze zelfde beginsegmenten a k vormen een oneindige,

alende daelril ve A g i . |
dalonde deelrij van al, , dus ook ven <Alu HZ De soort
Ml U {LA? is dus nict lexicographisch welgeordend.

14.12¢ Bewijs van de ¥elordeningsstelling.

Gogeven 1s dus, dat er cen toevoegihgswet M Dbestaat,
welke ons in staat stelt bij iedere (X uit 2 een natuurlik
rotal w(X) te bepalen. Hieruit volgt (14.3 en 14.4), dat
b icder O € 3 ook een natuurlijk getal (L) te constru-
e¢ren is, zodanig, dat m((() op grond van de toevoegingswet
M to¢ berekenen is, recceds wanneer van O nog slechts het
beginsegment (al,aa, ce ’af(oi)) bekend is.

14,132 ot behulp van de definities uit (14.7) kan dit gege-
ven ook geformulecrd worden als:

I : Tedere C{ wuit 3 Dbezit een beginsegment, dat in
f}il ligt. Ve willen nu in de eerste plaats dit gegeven‘z.ien
als .con eigenschap van beginsegmenten van de keuzerijen OX
uit 2, dus van de elementen van {4 , en formuleren het
daarom als:

II ¢ TIecdere door S toegelaten oneindige voortzetting van
cen door S toegelaten element a van ZJ. bevat een begin-

segnent ¥ = d\,{ , dat in Hl ligt.

14,145 TIn dc tweede plaats willen we nogmaals de formulering
van het gegoven veranderen, nu om te maken, dat het luidt als
cen eigenschap, niet alleen van door S toegelaten keuzerijen,
maar van alle ’keuzerijen.

Hiertoe maken we er gebruik van, dat een door S5 niet

toegelaten keuzerij zeker een beginsegment in Mz bezit.
De formulering, welke we uit II willen afleiden luidt:

nu; y
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IIT: TIedere oncindige voortzetting (X van een begin-
segment a uit ¢l bevat cen beginsegment a*¥E o <U‘ 1{./},1,2
Daar we Dbij een gegoven O niet steeds kunnen be-
slissen, of C{ door S toegelaten is of niet, is een
nadere overweging nodig om te bewijzen, dat IIT inderdaad
uit TII wvolgt.

14.15; Hiertoe merken we ten cerste op, dat het wél bij een
gegeven beginsegment a € é}, beslisbaar 1is, of a & Mo

ag M,, aeil,, damwel ac AL, is. Indien
a € éuLl\J1L12 gﬁf}~ is, is het bewijs van IIL +triviesal.
We kunncn dus onderstellen, datb (Al,az,...,ﬁ )

cen element van &j_4 en dus door S tOLgulatCﬂ is.
L o / _ - . ; : . -
2 nu O = (2q,20, 0058, ,8 ni 7,11+2,...) ecn wil
lekeurige, oneindige voortzetting (door S al of niet toe-
gelaten) van a . Dan beschouwen we neast (O een tweede
door & zeker toegelaten, voortzetting

o=

B yBngeesyd o2t a .
( 1272 " %n4l? T ng2? )
van a , welke voldoet aan de volgende eis:

TR S door o toe-

al = a_ . indien
? n+1i

n+1 n+1
relaten worden.

n+l’

fen dergelijke door & ‘toegalaten X' 1is, omdat
S na m toegelaten keuzen (a1932ﬂ°°“9am) steeds cen keuze
van am+l uit een niet lege soort toelaat (9.3), zeker stap
voor stap te construecren.

Op X' kunnen we nu II +toepassen. Dit gegeven

levert ons dus pen beginsegment .
' g ?
a® 5 ‘al7’°"an’an+l’°°'7an+f>
van (X', dat in [, ligt.
Nu kunnen we beslissen, of de kenzen a

a0 Py r
1lle door S toegelaten wonden. Indien dit het geval is,

is ook : '
% N x
a = Ow v e o 4 g 0 0 e = eh g J -
J) (( ‘1.9 9an7 n_:_lz 9an+f) 2 1

Y

Indien ditv niet het geval is, is er een J ﬁ( £ te
N
vinden, zodat B gsnnyl ;8 R W <. ig., V
vl ) ( 1 380585 1 3 H+J) S Ay 18 oor
iedere willekeurige voortdbtting X wvan a 1s dus een

beginsegnent a®¥*  ge vinden, zodat

X , .
& = i.l\_J v'\.J\,2 1is.

14.16: Zen beginsegment a ELJ{ warvoor III geldt,
- noemen we verzekerbaar. '
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Het gegeven van de welordeningsstelling bevat. dus, met
de formulering van de toevoegingswet M , een bewijs B , dat
ieder element a € tL,L verzekerbaar is, en, gespecialiseerd,
danrmee bi] ledere gegeven 2 € é,L y een bewijs Ba y Wwaaruit
volgt, dat a verzekerbaar is.

14,175 De hoofdgedachte van het bewijs ven de welordenings-
stelling is nu bevat in de volgende reflexie op de wijze, waar-
op dit bewijs Ba gegeven zou kunnen zijn. |

Teder bewijs bestant (1%.3) uit een welgeordende soort
van door de intuitic onmiddellijk gerechtvaardigde bewijsstappen.

Het bowijs B, zal ons (B 1) van zekere elementen
van (U onmiddellijk mocten doen 1nz1en, dat deze verzekerbaar
ziln, e¢n kon dan verder <B1 2) delen bevatten, die de verze-
kerbaarheid van zokere clementen van (U‘ (en uiteindelijk van
a ) afleiden uit de verzekerbaarheid van andere elemente van .

Mo

14.18: De enige clementen X & Lk , WBATVOOT onmlddell;]k
(Ba,l) de verzekerbaarheid in te zien is, zijn de elementen
van Ly Ak, zelf. w
| De bewijsdelen EEQL% zullen moe‘bei bemate;l op crie

relatics ' a is een voortzetting van a® ' en T a 1is cen
beginstuk van a* o , welke voor de slementen van H gede~-
finicerd zijn. Zaj zullen daarom steeds ontbonden kunnen worden
in elementaire bewiisstapgen van de volgende twee vormen:

1% o ~conclusic: 3y = (yl,...,y ) is verzekerbaar:
dus is icderc onmiddellijke voorﬁzettlng X = (yl,u-,ygsxg_,_l)
van y ook verzekerpaar.

2% 7@_~-c:c>nc:lusie:, voor ledere keuze vanl X, q is
de onmiddellijke voortzetting x = (yl,...,jg,xg+1) von ¥
verzekerbaar; dus is y_ verzekerbaar.

14.19: Om nu aan te tonen, dat A4\ Mg 1®X100§1‘&ph150h
welgeordend is, laten we eerst zien, dat heth_ 1V | o-gevolg
van a , d.w.,z. die deelsoort van Lil u Ly, die bestaat
uit die elementen, welke het willekeurig gekozen element

a Q[J . tot beginsegment hebben, deze eigenschap heeft.
Indien dit laatste het geval is, zeggen We korter, dat 2 d@
welordeningseigenschap heeft, of dat W(a) geldt.

De ultgangselementun van B , de w,m de elementen X
omddellgk d@ 'éﬂam@kerh&whem

van é.,{ , waarvan in 3B, 1
werd geconstateerd, Waren elemanten v:m (u lu@‘ A2




iervoor zeldt zeker W (x) . Het é} 1\J }izugevolg van X
bestaat immers alleen ult X zelf en is dus trivialiter

lexicographisch welgeordend.
Om nu ook W (a) te bewijzen, passen we een inductie
als welgeordende soort toe.

lans de opbouw van é@ 5

ol Bl

14,20: Hiertoe beschouwen wij een bewq§deelmjfw , dat
optreedt in de opbouw van Ba o uit zijn elementaire bewljs-
stappen. —I—7 leidt dan uit de verzekerbaarheid van zekere
elementen X é‘}i (de beginelementen van L ‘) de vqgfeker-
baarheid van andere ,y & /i (de eindelementen van L' ) af.
e definiérens |
[Het bewijsdel T: heeft de pg@gg@gg;gggggggg] 5 [indien alle
beginelementen x van Iﬁ de welordeningseigenschap hebben,
hebben alle eindelementen y van 1_1 deze eigenschap ook].

14.21: e zien in, dat iedere afzonderlijke OX - en ﬁi -
conclusie de behoudseigenschap heef®.
Wat de ﬁﬁ«conclusie betreft, mogen we aannemen,

dat voor ledere keuze van xg+1 de }J.ng }J_z—gevolgen van
het beginsegment - x = (yl,...,yg,xg+1) lexicographisch wel-
geordend gijn. Hot }Ali }j;z;gGVOlg van y = (yl,...,yg)
is hun lexicographisch geordende vereniging en dus ook lexi-
cographisch welgeordend.

Wat de O -conclusie betreft, mogen we aannemen,
dat het %ﬂ\lh;}J_2~gevolg van y = (yl,...,yg) lexicogra-
phisch welgeordend is. Het i1s de lexicographisch geordende
vereniging van de oneindige of eindige rij }A_lkg bl 2—gevolgen

van de elementen x = (yl,...,y Xg+l) voor alle keuzen van

g’
Xg+1 . Deze laatsten moeten dus alle lexicographisch wel-
seordend zijn.

14.22: De inductie langs de opbouw van het bewis B, 5
berust nu op de volgende, uit de definitie van de beﬂéuds—
eigenschap onmidde’lik voortvloeiende, opmerkingen:

Indien de bewijsdelen If; en ]Tﬂ 5 beide de
behoud seigenschap hebben, heeft ook hun geordende vereniging,
de behoudseigenschap.

Indien de bewjsdelen Iﬁg veor leder natuurlijk
getal 1 de behoudseigenschap hebben, heeft cok het bewijs-—
deel i[ﬂ ; @53 uit de vereniging van de geordende rij der
bewijsdelen i i bestaat, de behoudseigenschap.

Het bewijs Ba,g is echter als een welgeordende soor?®
door toepassing van bovenstaande twes opbouwprincipes uilt



X - en .FD -conclusies opgebouwd. Dus heeft ook Ba 5 in
zijn geheel de behoudseigenschap.

14.2%: De beginelementen van Ba,2 waren echter de elementen,
waarvan door Ba 1 ontiddellijk de verzekerbaarheid werd inge-
5 zelf en
deze bezaten de welordeningseigenschap (14.18, 14.19).

Hieruit en uit de conclusie van (14.22) volgh, dat

het ecindelement a wvan Ba > de welordeningseigenschap heeft.

. . 9
zien. Maar dit waren de elementen van é}_li

Dit bewijs is nu te ﬁerhalen voor ieder element a van
A, dus zeler voor de slechts uit &én keuzegetal bestaande
Hen (al) voor willekeurige ay .

De gehele soort &J‘lijfl > is echter als lexicogra
phisch geordende vereniging van de’éi,li},12~gevolgen van

deze één-~-keuze-clementen (al) te schrijven en is dus zelf
lexicographisch welgeordend. g.e.d.

14.24s  Om nu de Hoofdstelling over Finiete Jpreidingen als

corollarium van de Welordeningsstelling te bewijzen, mogen we
als nicuw gegeven éannemen, dat de spreiding 3  finiet is.
Uit het resultaat, dat de soort Fl_l\J Ef 5 lexico-~
graphisch welgeordend is, kunnen we concludseren, dat ook de
soort éi-l lexicographisch welgeordend is. Immers aan de
lexicogTaphische afbrask van $1'1L’J“L , beantwoordde een
welgeordende opbouw. De lexicographische afbraak van M 1
ontstaat uit die van éJ;l ng,l , door schrapping van zeksre
bij deze laatste afbraak optrecdsnde soorten. Ook aan de lexi-
cographische afbraak van }1_1 beantwoordt dus een welgeor-

dende opbouw,

14.25:  dlesene het finiet zin van 2 geschiedt de lexico-
eravhischne afbrack van éL 1 door op iedere trap een soort
in cen eindis nantal soorten toe verdelen. De welgeordende op-
bouw zeschicdt dus door op icdere trap de vereniging van een
¢indig aantal wvilzcordende soorten te nemen.
Aan iederc dergelijke, in de welgeordende opbouw van
A 1 voorkomznde welseordende soort T is nu een natuurlijk
gotal s(W)) toe te kenaen. We doen dit door aan de beginsoor-
ton, dic uit &é¢n element bestaan, het getal 1, en aan cen soort
™, dic als geordende vereniging van de soorten T] 1,712,...;ﬁ£
wordt voortgebracht, het zetal s(M) =1 +_m%x [S<Tli)]
1= ,2,...,n
toe te koennen.
Hot getal s(jly) 1s dan tevens de lengte van het
T E 3 svat i M i
langstc beginsegment a € ég, dat in Ml bevat is. Met dit
zetal s(éJi) is dus het gezochte gotal N geconstruserd.
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