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§'1. Inleiding: De onregelmatige verdeling van de priemgetallen

1 2,3,5,7,11,13,17... in de rij der natuurlijke getallen heeft sinds lange
tijd de aandacht getrokken, Door aftelling uit de tafels der priemgetallen
is experimenteel gevonden door Legendre en Gauss, dat de "dichtheid" der

. 1
priemgetallen in de omgeving van het getal x gemiddeld ongeveer Toz % is,
zodat het aantal priemgetallen < x ongeveer

X

log x

bedraagt. Het heeft tot 1896 geduurd, voor men dit vermoeden van Legendre

en Gauss streng heeft bewezen, n.l.:

TC(x)

L Tl
lim > = 1. (1)

X200 Tog X
(Stelling der priemgetallen (Hadamard, de la Vallée-Poussin).)
Deze belangrijke stelling zal als uiltgangspunt dienen tot tal van andere
onderzwoekingen op het uitgestrekte gebied der priemgetallen, welke onze
aandacht in de loop van deze cursus in beslag zullen nemen.
Als litteratuur wil ik noemen:
E.C.Titchmarsh: The Theory of the Riemann Zeta-function, Oxford 1951.
A.E.Ingham: The distribution of prime numbers, Cambridge Tracts No.
30, Cambridge University Press, 1932. '
E.Landau: Vorlesungen iliber Zahlentheorie II, Leipzig 1927.
T.Esterman: Introduction to Modern Prime Number Theory, Cambridge
Tracts No. 41, Cambridge University Press, 1952.
Voor grondige studie, vooral wat betreft de historische ontwikkeling, 1s
het klassieke standaaprdwerk van Landau: Handbuch der Lehre von der Ver-
tellung der Primzahlen (twee delen 1909) van onvergankeliljke waarde,
hoewel hierin uiteraard slechts de resultaten van voor 1909 te vinden
zijn,

ée. Analytische behandeling van problemen der priemgetallen.
Invoering van de Zeta-functie.

Hoe kan men de onregelmatige rij der priemgetallen aan een regelmatig on-
derzoek onderwerpen? Een verband tussen de rij der priemgetallen en een



e

regelmatig verlopende functie is reeds ontdekt door Euler (1737), maar
eerst volledig uitgebuit door Riemann in 1859 in zijn fundamentele ver-
handeling "Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grtsse"
(Monatsber.d.Preuss.Akad.d.Wissensch., 1859, 1860, 671-680.) Ges.Werke
(1 aufl. 1876, 136-144, 2% aurl. 1892, 145-155).

Dit verband wordt gegeven door:

Stelling I

L0 T _ / ‘

J .—%—=ép\(1— 7 (s) >, (2)
n=1n >

waar het product wordt uitgestrekt over de rij der priemgetallen.

Bewijs:

2 (s)=

{ } 1= L 1 1
(’]._.._..) =D}le (1+—-§+ggs—+.....)=

; 8] ‘ P
N.
<z 1 1 1
n=1 n Nq N2
waarin N,,N,.... getallen zijn > N: Stel s=0 +it (0> 1).
Voor 6%(5);>1 is —15 + *1§ jé; 1 =+ 1 =t 0. &
N, N (N+1)" (N+2)
% 1-T
ax N -
£ ‘/N X T T —> Q0 voor N—w , ¢ >1.
Dus
1n L (- 710 i - L _&(s). (7>1)
Nom P&l p® =i 0
- w.t.b.w.
opmerking: In het bovenstaande bewijs 1ligt opgesloten, dat de reeks
00
< 1
2 T8 (3)
n=1 n°

absoluut en gelijkmatig convergeert in het gebied C’ZITO >1.
De door (3) rechts van de verticaal G =1 gedefinieerde functie stelt dus
een in dat halfvlak analytische functie van de complexe veranderlijke s

voor. Dit is de beroemde Zeta-functie é (s) van Riemann, waarmede wij ons
ultvoerig moeten bezighouden.

T 1
Het product }}(1- —EJ staat bekend als het product van Euler. Voorlopig
P
+s deze functie alleen bepaald in een halfvlak. Het is voor de theorie
van de priemgetallen van het grootste belang deze functie analytisch voort

te zetten, zo mogelijk in het gehele complexe vlak,

Uit (2) kan onmiddellijk voor (> 1 een verband tussen het aantal priem-
getallen < x=7(x) en de { -functie worden afgeleid.

log §(3)= —E%:log(ﬂ- ;%): —}éi%_%ﬁ(n)—; (n—ﬂﬁ» log(1- ;%) =
= in 3 () - K(net) b dog (- L) -
N-co n=2 ! J n S
= -lim \ 2%%_F’(n)log(1— Q%J-i%?i T (n)log(1- 1 =)=
N-=>w | n=2 n' n="1 22123§



...__LL_ ’ | A
- 1 | S ()] Tog(1- )= og(1- —)f £ (W) log(1- —— >}=
N-so! n= l n” (n+1)'3 (N+1)
n+1
e im ) S T (n) 29X _ 7 (W) Llog(1- —1 S)}._.
N-300| n=2 n x(x7-1) (N+1)
o¢)
=5 _JEéEl_ dx (wegens T (N)<& N).
b x(x7-1)
Indien het nu mogelijk zou zijn, om ult de integraalvergelijking
@
!
logé;(s)=s / ——l%i§l-dx. (T>1)
s x(x7-1)

de onbekende functie T (x) op te lossen, door deze uit te drukken in de
bekende functie Q (s), zou er veel, ja bijna alles gewonnen zijn.

Dit zal inderdaad mogelijk zijn, nadat wij ons uitvoerig georiénteerd
hebben ten aanzien van het gecompliceerde gedrag van 25(8) in het comple-
xe vlak. WiJ kunnen echter reeds nu de voor het vervolg uiterst belang-
rijke stelling signaleren:

Stelling II. De functie ég(s) bezit geen enkel nulpunt met CT}ﬂf

Dit is een onmiddellijk gevolg van (2), daar alle factoren ——17r £ 0 zin.
Qe —0
S
p .
of 3 (s) nulpunten bezit, is zonder meer niet uit te maken met behulp
van (2). Het zal spoedig blijken, dat dit inderdaad het geval is (uit de
aard der zaak met (<4 1). Het zal dan verder blijken, dat het gecompli-
ceerde gedrag der priemgetal-problemen ten nauwste samenhangt met de ge-

compliceerde verdeling van de complexe nulpunten van 23(3).

¢
© 3. Analytische voortzetting van ¢ (s). Functionaalvergelijking voor
5 :

< (s). E

Het hoofdonderwerp van deze paragraaf i1s het bewijs, dat ﬁ)(s) een func-
tie van s 1is, die analytisch is in het gehele s-vlak, met uitzondering
van het punt s=1, waar é)(s) een enkelvoudige pool bezit met residu 1.
Verder zal blijken dat Zi(s) voldoet aan de functionaalvergelijking:

. 8 —s=-1 . 87« ;
;)(s)=2 i sin é b(1-8) < (1-3).

Van deze stellingen zijn tal van bewijzen gegeven (Titchmarsh vermeldt

er een zevental), Wij willen hier volstaan met een der oorspronkelijke
eenvoudige bewijzen van Riemann.
Bewijs:

Q0 ®
s~ i 00
Voor )1 is// e dx:/ x5 Te X S eT™ax =
0

Nu beschouwen wij de integraal
8-
I(s)=

C

dz,
ez—1



CIm— .

TN
. T4RL ‘
(wlw’,, . \\\C_ waarin C cen contour is, welke begint
- ’“”iZSQ \\Fg\ in 4+, in + richting om O loopt,de pun-
/‘A —— ten + 271, + 4 T1 etc. buitensluit en

N =
b - weer terugkeert naar +m.
/7/ 35-1__(s-1)1log z
= 5

PSS Py y zZ
’ T
/ L ! log z re&el voor z reéel>O0.
.}. - e \ / }
o \\;M/' ) Neem cerst vagor C de volgende eenvou-
P dige contour
B )
A A
;A — — <
{\\\|> , . e . o A‘> B

s—ﬂ}ze(¢-1)10g§>—t arg z 5-1,2 Titl,

Op de cirkel is iz
voor lz| ¢ 1 1s [eZ-1|>zl |- ] - 2l >zt s 2+ B fa
| i 2R 3T 3732 T

Hieruit volgt j/ —» 0 voor ( >0 als 7>1.

cirkel
dus:
co Q o
3-1 / 27T 1y8-1 - .
I(s)= -/f ax + / (Xex ) ax=(e® " E_1) 1 (s) S(s)=
-:b e’ -1 16 e” -1
2]Tie"is .
== (s).
| (1-8)
Dus voor U > 1 is
) - Tis L, 5-1
J(s)= = (A-5) /ZZ dz. ()
271 o e -1

De integraal I(s) convergeert gelijkmatig naar s in ieder eindig s-gebied.
Z1j stelt dus een gehele functie van s voor.

De uitkomst (4) levert dus de analytische voortzetting van 3 (s)
over het gehele s-vlak. .
De enig mogelijke singulariteiten zijn de polen van | (1-s), dus s=1,2,3..
Wij weten reeds, dat é (s) analytisch is voor s=2,3,... . (Inderdaad is
I(s)=0 in deze punten volgens de stelling van Cauchy.)

De enig mogelijke singulariteit is dus een enkelvoudige pool in s=1.

()= 92 o7y

e?-1
C -7 .
-ims T /[ s-1
lim (8-1) 4 (8)= lim - < (;fF%‘ (1-s) / EE—_ dz =
s =1 s—1 " e -
-ins ™ -1
= lim - | (2=8) (2 gpe 4
s =1 ewl /C e?-1
Het residu voor s=1 is dus 1.
2 4
We Z__ 4. %2 zZ_ _ Z_ j
gens Z_ 1 5 +B, o8 B, BT tee- (B,\,B2 zijn de getallen van

Bernoulli )
is
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| (-1)"B,
G (0)= -3, & (-2m)=0, ¢ (1-2m)= —pr—=  (m=1,2,...).

Afleiding van de functionaal-vergelljking.

Neem

Grote cirkel C_ met straal (2n+1)7T.

De integrand heeft enkelvoudige polen
in de punten z=+2Ti,+4Ti, ... +2nTd.

De residuen in 2m 7i en -2m 11 bedragen

{ samengenomen:
T 371

IRARE R
(2mTe 2)5"1+(2m7‘?e )S—q =

5-1,17(

=(2mT) s=1)p cos-%% (s-1)=

/ g-1 +ills . sT
\\\\\\\¢$’“’/,//// = -2(2m) e sin =5— .

' irs s <R s-1
/ ~I(s)= -brmie™ Usin -~ (emr) .
J m="1

Cn o

Neem nu n-> o en v« 0,
- -
Op C_ 1s —— begrensd; |z° 1}:S(gnm) u} gty
e” =1

—» 0 voor n—m , dus//~a 0.
C

n
- Tis
I(S)= 2 ie

(1-s)

; - ™ ‘ T —\8=1 «
§ (s)= b7 1ie sin —gi . (27) § (1-s),

of

§ (5)=2° 7% sun Z21 (1-8)  (1-8).
Deze uitkomst geldt voorlopig voor T< O,
Omdat echter linker- en rechterlid analytische functies van s zijn in
het gehele complexe s-vlak met uitzondering van het punt s=1 geldt de
functionale relatie

& ()= 1% Ysan TE [ (1-2) ¢ (1-9) (5)

woor alle waarden van s.

Opmerkingen: Wij zagen reeds, dat Q (-2m)=0., De functie S (s) bezit dus
in de eerste plaats de nulpunten s=
triviale nulpunten.

-2m (m=1,2,...). Dit zijn de zgn.

WiJj zullen later aantonen, dat de zeta-functie ook nog complexe nulpunten
lheeft. Deze zijn echter niet zo eenvoudig te localiseren. Voorlopig
merken wij op, dat uit (5) volgt voor T O, s# -2m

{(8)740
omdat alle factoren van het rechterlid van (5) dan #0 zijn. Alle verdere
eventuele nulpunten van té(s) blijven dus beperkt tot de zogenaamde
- "kritieke strook" 0 <U<&1. Wij zullen spoedig zien, dat er inderdaad
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}Ln’i‘c‘kw
U rlon i oneindig vele nulpunten binnen deze strook
yd e 1 zijn gelegen on vele overwegingen voeren tot
L ’ | het beroemde nog steeds niet bewezen vermoeden
s < o van Riemann, dat al deze nulpunten gelegen zijn
A K ' op de halveringslijn G =5,
- J | Met behulp van de bekende "verdubbelingsformule"
e voor de | -functie
’ I l 2z-1 — v L
I 2771 7 (2) VT (245)= T2 (2s)
kan (5) worden omgezet in X
-3 =/ 1=8,\ " S 8-3
2 (1= =T 1
' o s - I (T){ ( ‘§) m i (_'_1_2_8_)
&(s)=2° T — = — £ (1-s)
) ' \ S | 3 ff r— 5]
(50 (1-5) v (§)
welke convergeert in de symmetrische gedaante:
S 1-8
T2 -8 T T2 - 1=8y
TR (8)=T T35« (4-s), of g(s)=g(1-s),
met ’ s
2 —

a(3)=1 P (s).
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%>4. De stelling van Hadamard en de la Vallée-Poussin.

Wij zagen reeds dat 9;(3) geen nulpunten bezit voor ¢ 1. Wij zullen
zien, dat alle verdere successen berusten op het uitbreiden naar 1links
van het gebied, dat vrij van nulpunten 1s. Het eerste belangrijké resul-
taat is de volgende stelling van Hadamard en de la Vallée-Poussin (1896).
Stelling IIT. % (s) bezit geen nulpunten op de rechte G =1.

Bewijs: Het bewijs berust essentieel op de elementaire ongelikheild

344 cos 6 +cos 28 =2(1+2 cos @ +coszﬁ)=2(1+cosﬁ)2;.0.

Voor I > 1 is

, w . _m. ¢
N TN g T n
log ((3)= > S
K \2% =T mp™  hIZ n°
waarin
¢ =21 voor n=m®% macht van een priemgetal |
nom © 1>c > 0.
Cn:O in alle andere gevallen. J
¥ n &y o c cos(t log n)
ng ; (l..'{'].t)l Z\)\ \}:«_ T & 2____# T
S \ ;1___2 nJ"}'lt hoD n"
, i c_ .,
log [ 3(r). M (e+16) C(r421t) = > 2§ 344 cos (t log n)+cos(2tkegnpo
i : n=2 n
of: _ ]
((Fony € (o)) 3 T80 e rapna)] s 1o (o
‘L(J 1) (0 )17 ) \S(T+et1)| 3 == (T21) (1)
Stel: 1+t1(t2 O0) is een nulpunt van & (s).

é (s) analytisch voor s=1+ti en s=1+2it, en g(s) bezit een pool van de
1€ orde met residu 1 in s=1, dus lim (T—ﬂ)g (5)=".

Fms
Volgens onze veronderstelling gaatd(ﬂy over 1in:

§i0+ti)-§(1+ti)l2W§(6+2ti)125;17 .
(C+ti)-(1+t1) v
Nu (1. Linkerlid nadert tot de eindige limiet:

§r(1+t1) \ ) l§(4+2ti)]

Rechterlid — ® . Tegenspraak!

-1 (o))

1.

i

Wij zullen spoedig het nulpuntvrije gebied nog iets uitbreiden links van
de rechte (¢ =1. Daartoe hebben wij enige schattingen met betrekking tot
i(s) en verwante functies nodig.
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% 5. Schattingen en ongeli jkheden.

Wij bewijzen eerst:
Stelling IV, Voor iedere willekeurige positieve constante A geldt in het

gebied A -
1- m‘:‘)ég
£ yef v
gelijkmatig
{ (s)=0(1og t)
d.w.z. '
\<(s)\<NM. log . t, waarin M een constant getal is.
Bewijs. )
| Voor ()1 is , LN <@ .
‘ <5(o)— P ;% = > ;% . (2)
. n=1n n=N+1 n
jes) n+- 1 e ) 4 1
et e $ P o B 1 Gy
N =N /n x =N /0 (y+n)
© A © %
ST _Gev) | RN SE I R V-
a=N | ’y+n)sgo b (y+n)® S AN n® (n+1)° x®
= 1 + <,}.CQ_ . N/“-S (3)
oN®  nEWE 0 8T
Uit (2) en (3) volgt
- = 1~ -5
: 1 X x4 N N -
é(s)— ﬁ_ — =8 / o= Xt —=— - —— (1) (%)

Linker en rechterlid zijn analytische functies van s voor (G > O (s#1). Dus

door analytische voortzetting geldt voor T >0, t> 1!

: <N 2 dx Nt -7
% (s)- Z.. g =0(t -ff;7)+o( T )+O(NT 7).
1 n . X
N
l -
Kies N=[fj , dus ng {tl &« t, dan is in het beschouwde gebied{ﬂ—logfzgﬁ_ég
A
A log n L >e > A
_ - (1- )log n . A oo \
In S\=n _o~0 log née Tog t© = log tf 4eA
( )__ YNA 0 '\)J_O t ) 0 Nﬂ-—(,‘ 0 N-()—-__
=0(log N)+0(%)+0()+0(3)=0(1log £)+0(1)=0(1log t). w.t.b.w.

Stelling V. In hetzelfde gebied is
é'(s)so(loggt).

Bewijs: Uit (4) volgt:
. M log n Oo[x}—x+i Nq'slog N N
g'(5)= -2 =+ == (1-s log x)dx- - >
o s+ s-1 ( )

n N x




N = o 1
og n d -
& (s)=0p) =% o(/ —Zpeo(s/ 2B EIK) N __Jog Ny o

-~ X /N
y1-v - 2 w9t 1og Wy N 10g >
(_’;7'2—)+O(I\ log N)=0(log N)“+0( = )+O(77 . )+0( )=0(1og“t).
gelijkhiﬁen.

Voor 23 J >4 volgt uit (1):

: = | - M, log'’ ¢
il (7-1)¢ F A LA
m{ \S 140 = G r216) < 7 (M,>0)  (5)
Voor 220 2 1- To—é—-g volgt uit stelling V
kv
. s ot /7 2
¢ (1w (ere)f=[-/ ¢ (u+lt)du1( M) 71 Tog% (1,5 0) (6)
7
Dus voor 23,6,1:
o e i 2
g (1#18) = {(T+18)| < M5(T=1) Log®t . (67)
'L <y, !
\é 1+it) | = \5 (T+it)+ {Q)(’l+it)—g(ﬂ+1t53\ >
. Y
EINCEESY -“é(wit)-(;(ﬂit)\\ > 02w (v-1) 105,
b M,\logft 2
vegens (5) en (6').).
les § =14k log™7t , 0< ki
o (M,lMg) |
l<‘;(1+it)}>((§-’ _Mok) log” 7t=M31og‘7r, M\ 0.
J /| ’
. - A
2 volgt uit (6) voor 2. v’l Tog © \
g(‘)‘+it)t - l(f‘)(’\+it) J(TriE) - 7 (1eiE) | | >
P y‘ J
>l 1 CQ(’Hi’c)\ —\.{é(m—it) (1+1it) \)M log T lVI2 loggt(’l )
- '\
S0 als 1-G¢ MB log 91:.
2
iermedc is het belangrijke feit bewezen, dat
. (s) geen nulpunten bezit in het gebied:
B .
T - 2 log k.
2 -
‘ 1 Vo1 log(t
e = is dan < :
\ S(“—’ +1t) \ | 3(5) \ 1\/13—1\/12 1og9t(1—6—)
M3 -0 M3 .0
Cies b.v. (> 1- sp= log™”t >1- = log™7t.
2 2
1 2 7 - 1 7
15—-@7\4@— log't, dus - =0(1log't)
p 3 (=)
L ) 9
G % =0(log”t).
S
e _ [ &' (u+it 9
log B(S)—- J&—-%Um} du+log< (2+it) O(log t).

voor U‘)/ 1= =i log
2
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56. Bewijs van de stelling der priemgetallen.
[}
Stelling VI. Wanneer w(x) het aantal priemgetallen L X voorstelt, dan

18 VOoOr X—

TR~ o (1)

of

1im -liéﬁl.= 1
*TT Tog x
Bewijs: Het verband tussen ()(s) en w(x) is in §2 uitgedrukt door de

betrekking

L

1og§(® =sﬂ; ;ggg%;dx. (> 1) (2)
Stel o
T
() :é XS”(SS{-)—U ax, (3)
dan 1is Log & (s) o 00 T (x) . "

De door (3) gedefinieerde functie o (s) is meer handelbaar dan logé)(s)
in (2), want wegens T (x) £ x convergeert de integraal in (3) gelijkmatig
voor (2> % +5 , zoals volgt door vergelijking met

[>0)

// dx

m.a.w, W(s) is analytlsch en begrensd in het gebied 07> 5
Hetzelfde geldt voor ¢ '(s) omdat

e 10%S
(o '(8) ://rhﬁ'(x)log X, <X
o Xs+1(xs_1)2

Voor € > 1 volgt uit (4) door differentiatie naar s:

é%i? 10%52(3) b (s) =£ miii?g X gx.

dx. (5)




-

Wij voeren nu in de volgende hulpfuncties:

_"3’(8) + logC (s)
¢ (s) 7

) S
-X

/g %(u&;og Y gy = g(x),

dus g(x) = 0 voor x < 2 (wegens 7 (u) = 0 voor u< 2),

+ CJ/(S) = ?C (s).

"X
// Ei%l du = h(x), dus h(x) = 0 voor x < 2.
0

g'(x) = /{(X)iOg X in alle continuiteitspunten x £ p. g(x) continu voor
x> 0.
» X X <X
g(x) = jE%El log u du :// JLéEl log u dui// log u du = x logx-x +1¢&
0 /1 1

Zx logx (x>1).
X x
h(x) i/C. E%%l du </< log u du< x log Xx.

o e
fie =/ F(Xiﬁg £ ax =/ g'(x)x %as,
0 x ‘0
n-eruit volgt door partiéle integratie:

(o4

o>
A

?7(3) = s// g(X)X—S—1dx = s/é h'(x)x ®ax = 52/é h(x)x_s'qu

0
(0> 1
e o
i___,i‘“‘s) =/ h(}f) " ax (0 < o).
(1-8) 0
“(x) is continu en van begrensde variatie in ieder eindig interval, dus
H(X)xk”z is absoluut integreerbaar over (0,ce) voor k < 0, Wij beschou-
"en nu de integraal )
k+1i00 (
1 1-8) _=-s
m(x) = RS x ~ds voor k < O.
‘1 k-ico (1-8)
Stel x = e%
+00 feace
uy 1 —u(x+ti) o, vy V(k+ti-1) .
m(e”) = §7TY/ e dtf h(e')e dv =
- S =00
+C oo
-uk / . ! _
= & at elt(v—u)er))h(ev)e Vv, (6)
T ) - J

Omdat .
h(ev)ev(k—1) = h(x)xk—1

is h(ev)ev(k-1) absoluut integreerbaar over (- w, +@ ) voor k< O,
Tier kan dus het integraaltheorema van Fourier:

P e 400
1 iu(t-x)
f(x) = gﬁrjigﬁ dg/{ﬂ} f(t)e at
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(vold.voorw,: f(t) absoluut integreerbaar in (- w,+%)) worden toegepast.
Men vindt dan uit (6)

m(x) = m(e®) = e™¥ W n(e™e™ = e7n(e®) = BEL
of ot om
h(XX) _ /k . ..Z.__.._,Q_§1SS x~% as (k < 0)
en ;
n(x) = 72-—-*/0 i #—ég)— x°ds, (¢ 1) (7)

waardoor nu inderdaad h(x) door ¥ (s) (dus door § (s)) is uitgedrukt.
De integraal in het rechterlid van (7) convergeert absoluut, omdat

7/(5) - - }§<5> lOgsC)g(s) -—(‘J/(S)

begrensd is voor U 2» 1, behalve in de omgeving van s = 1, Hier is:

y 1 1 1 -

/(S) S—_T+log~é—_—_—1—+.o.-——:—1—+‘/(s), (8)
waarin V¥ (s) begrensd id in T2 1, |s=1l = 1, terwijl y/(s) logarith~

3

.isch oneindig wordt voor s —s1. Uit (7) en (8) volgt:

‘c+ion s .C+1eo
c-ice (s-1)s c—icen s

De eerste term kan worden bepaald door contourintegratie, en is gelijk aan
de som van de residuen en de polen links van (c-ic, c+ie=), nl. de polen
s =0 en s = 1, De som van de residuen is
x - log x - 1.
In de 2de integraal 1ntegreren wij over de ingetande rechthoek (cirkel
| A met straal £ om 1). Voor T —»00 £ = 0

vindt men:

| h(x)=x-log x=1+ 5 //’ (1+it)
1 a3(1+1t)

n h(x) lo // p(1+it) Hlgxy,
:1'— - = +
Q /é\ ¢ { X‘ i 2’ a0 (1+l”t)
// Nu x— o0.

De laatste 1ntegraal nadert dern tot O,
volgens het theorema van Riemann-Iebes-

gue, dus

bx) _ q,
X

e
Hieruit kan nu gemakkelijk de stelling
***** der priemgetallen worden afgeleid,
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr, 49,
Amsterdam-0,

Colloguium
ANALYTISCHE GETALLENTHEORTIE
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v

é 62, Vervolg bewijs van de stelling der priemgetallen.
Hulpstelling:

Als f(x) > O en niet-afnemend is, met

. 1 f(u)
lim -— jX du = 1
X-—sco X v ’

dan is

lim = 1.
X ~—>¢o

Bewigs:

§ >0,
(1-8)x < gx ii%l at < (1+68)x voor x > XO(J).

Voor iedere positieve waarde van € is dus
x(1+€) x(1+€)

£ gy - f ) gy - )}{fﬂl du < (1+8) (1+&)x = (1-8)
u u u
X 1 1
= (2 §+€+d&)x, (17
Daar f(x) niet afnemend is, is
x(158) x(1+&

) (1+€)
d_u>f(X)5x ﬁ%:ﬁf(x). (2)

u X

J iﬁ%l du 2 f(x)
X
Uit (1) en (3) volgts

S —

£(x) < x(1+&)(1+ 8+ ?E‘E),
Neem b.v. &= V3
fim 2 ¢4, (3)
Analoog:
x x(1-¢)

X
é@gduz.[iiEl du - f £(w) du > (1=-8x - (1+8)(1-6)x =
x(1-)% 7. U 1 *

= ((SL - 28+ E)X (['
* 3 4 du £
£ d -
J —(—%l awd £(x) | &2 ¢f(x) Xf(%a = = To¢ (0.

x(1-§) x(1-¢) “
Uit (4) en (5) volgt: 0s

F(x) > x(1-6)(1+6 - =
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Vs

dus voor &

lim == 21, (6)
Uit (3) en (6) volgt:
1im T 1, w.t.b.w, (7)

X > X

Slot van het bewijs van de stelling der priemgetallen,

X
I h(x) = gﬂ Ei%l du (pag. 9).

Wegens
lim h(x) = 1 (pag. 10 onderaan)
X > X 8.
is X ()
. 1 glu
L X éh T 4
dus wegens de hulpstelling:
o B(X)
Xlig X 1. (8)

X

II g(x) = f‘ :ZXBQ%QELE du (pag. 9 bovenaan).
0

Wegens (8) is

X
. 1 7 (u)log u _
xgg X<! u du =1,

dus wegens de hulpstelling

] 7(x)log X _
X%§£> X - 1L

vaarmede de stelling der priemgetallen in haar eenvoudigste formulering
is bewezen.

% 7. Bewijs van de aanwezigheid van oneindig vele niet-triviale nulpun-

ten van € (s) binnen de kritieke strook.

Het bewijs van de exictentie van deze nulpunten (Hadamard, de la Vallde-
Poussin) is gebaseeri op een aantal eigensschappen van de gehele functies,
Stelling VII. f(z) avalytisch in het cirkelgebied )z—zo\ézR; f(zo) £ 0,
Als f(z) ten minste : nulpunten bezit in \z—zo\g r £ R, dan is

@7 € - (9).

Hierin is M = max |Z{z)| op | 2-z,| = R.

Bewijs: Zonder beperiing nemen wij z_ = 0 (anders z = zo+z').

0
Stel dat f(z) in|z| «r de nulpunten Bqy8pyeee 8, DEZiY (meervoudige nul-~

punten naar hun vec.voudigheid gerekend). De functie

o R - a2 o
p(z) = £(z) 4 ﬁTE:E;T (&, = toeg.compl. van a_)
mRY hiaeh 9 1z £ R, Voor (2| = R is
RZ- émz
\m'z‘:a;n‘f =1, wel(z)| =) £(2)] & ¥ voor \z[=R, aus \(p(0)|&m

en
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izl = lp(of T 13!

m::']

2 w.t.b.w.

=y Ly

o .

Stelling VIII. f(z) = 2. c (z-z )" analytisch in \z-z | LR
0
-7

Re f(z) £ U in \z~
Dan is:

4R,

o 2(U~-Re co)
1= Ve \&——a—r (n =1,2,3,...)

Rl’l

1o

22, in\z-z e T ¢R is [f(2) - flz )< E%&U - Re £(z) }

o 2™y, 2R )
e, B el e [V - we £(2)} (n=1,2,...).
Bewijs: Zonder beperking Z, = 0. Stel
ca co
(P (z) =U - f(3) = U - ¢y - ZZ: cnzrl = :Z. bnzn (1z\ < R).
C = cirkel (z|l=1 < R. ! ©
+7
1 (p(z)dz 1 5 . -nif
b, = : 5 = (P+iQ)e ad (n>0)
n 2 1 o Zn+1 ol Lo
waarin

(#(reig ) = P(r,®) + iQ(r,98).

Lvenzo levert de analytische functie: (Z)me1

+ T
n .
0 = —2—7—‘;'—]? cf(F(Z)Zn_'] dz = §'r—‘7[__' S <P+1Q)en19 dQ (n'}‘ l)

dus ook -
+TT

n .
i § (P-10)e™% 28 - 0.
-
Uit (14) en (15) volgt:

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

+7 5
n _ 1 5 -ni
br =7 ) Pe ab (nx 1)
Voor |z} ¢ R (dus op C) is P = U = Rf(z) > 0 (volgens (10)) dus voor n> 1
T
n 1 j _
\bnrr < ??‘—n‘ Pdé._QRe'q)(wegens (14)).
Dus voor r— R:
| b | RY £ 2Rey = 23, (n>=1)
= 2(u-Re co)

waarmede (11) bewezen is. Uit (16) volgts

__02 Co
Lpta) ~po)) =\ 2 v | £ 20 e ® - 2,

waarmede (12) bewezen is en voor m > 1:

ca 2/ ot 2pR 24 Rum!
{cpm(z){é:E;;; n(n-1)...(n-m+1) ———iﬁf““ = (g )m R-T (R-z)m+19

waarmede (13) bewezen is,
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VI

§7~ (Deze paragraaf komt in de plaats van § 7 uit de 42 syllabus p.14).
Stelling VIIZ (Stelling van Jensen).
f(z) analytisch in het cirkelgebied |z|g R. £(0) £ O.

f(z) bezit binnen deze cirkel de nulpunten a,,a,,...,8 (geen nul-
b punten op de cirkelomtrek).
Dan is:

7
log 'f(o)f + %i%log TEET = ?;T-g; 1og‘ f(ReiV)‘dy9.

Bewijs: Beschouw g(igggiiéldz over de gesloten contour met lusinsnoerin-
| gen om de nulpunten, Binnen en op de
61/ rand van het omsloten gebied is 10 Zf(z
analytisch, behalve een pool van de 18

orde in de oorsprg%g. Dus:

2771 log £(0) = / 1log f(Rei?)idﬁo+

=/ 8

k=1 1lus

i k

%eschouw de ¥3& 1us f(z) = (z- @K)yp(z 90(z) # 0 in omgeving van 8y .
| 4 log f(z) = logja(z) + 1og(Z~ak)-
arg(z-ak)II = arg(z—ak)I - 27 1,

7 Dus:
J[Q log f(2)g4, +,j? log f(z)dz _
z Z
P11 Qr
:ﬁ 10 f(Z)dZ -ﬁI 10 f(z>dz_____277'i } "d"z"'="277j. logF_Q__
z Z Z *
P11 Pr Pr1 I
De integraal over de cirkelomtrek is O(cS log(S)-»O voor J-—*O. Bijdrage
L de Xy .
k= lus = - 277 i log — (C>< op omtrek drkel) Dus uit (1) volgts

28 4 %y
log £(0) =_g log f(Rely)d? 2:; log ----—

V@et re€le gedeelte van deze gelijkheid levert de stelling van Jensen.
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Ggevolg:

‘f(O)] i LM (= max van {f(z)‘ op cirkelomtrek),

m
T 1y
Als de nulpunten gelegen zijn binnen een cirkel met straal r < R dan is:

‘f(o)]\< M(EH™  (zie stelling VII),
Hulpstelling (Schwarz):

f(z) analytisch op en binnen de eenheidscirkel., Verder is in dit
gebied ‘f(z)‘g 1, Verder is f(0) = 0.

Pan is nauwkeuriger:

Bewigs: 2_\.%__ is ook analytisch, Dus ‘ —f%-z-} bereikt zijn max op de cir-

kelomtrek, 1;:—;—2-2—'1{ max ]f(z)[ op cirkelomtrek.

|2(2)] £ 121,
Stelling VIIIZ (Borel-Hadamard-Carathé&odory).

2
f(z) = Z ’cn(z--zo)n analytisch in }z-—zo{ < R,
0
R £(z) € Uin z-z | £ R, (10)
Dan is: ( ZZ )
2(U=- {ic
o 0
1= lcnl\T" <n=192939-0~)’ (11)
08 in lz-—zolér< R is ‘f(z)—f(zo)‘ £ R—%—%{U—Woo} , (12)
(m)
o £\ (2) 2R 3
3—_ m! \< (R-r)m+1 {U—.gcg} f((m)— 192739000)~ (13)
z)-f(z
. 0
A Bewijs: Beschouw F(z) = le)~{f(zo)+2(U-2fco)} (dus F(zo) = 0) (14)
v )
ettt s £ (g ) +2(U=7R(c ) Wegens?ff(z)é U liggen de beeldpun-
£(z )=c, ° ai ©" ten f(z) links van de rechte u = U,
dus
'F(z)’é/ voor \z-—zot< R.
= u Volgens de stelling van Schwarz is
0 U .
voor |z-z | r < R.
F(Z) P 1
Z-2 ~ R°
7] € §. (15)
Uit (14) en (15) volgt: lf(z)-f(zo) < %‘f(z)—f(zo){ + %{I“(U"/ﬁco)

of: |£(x)-£(z)] £ gEE(U-pc,)  (12)
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z i1s willekeurig punt binnen cirkel met
straal r om z_, Beschrijf cirkel C1 om 2z,

o}
die cirkel met straal R om Z inwendig
raakt,
f(m)'(z> 1 f(u)-f(z,) G m=1,23.

m! 211 01 (u—z)m+1

u = z-+{R~lﬂ}ei? .

(m) .

il (Zl _ 1 1 . _ ~miyp

— = w7 {R-—lzl}m [l{f(u) f(zo)} e df)o (16)

O
|

77T 4{“‘1)-3?(20)} (5=2)™" ad =

2‘7?1? {R-lzl}méi{f(u)-f(;;)} e ayp.

Uit (16) en (17) volgt:

f(migz) _ 1 -Azf )-£(z,) } {f(u)—f(z }}] ml?dya_

(17)

1

e {r- lzﬁ
= {R IZ /df{f(w-f(z )} e ayp
£(m) () . 2{u-2c Q}
m! 27| R~ vzl}m /{U 7{ = {R-tal }™

Deze uitkomst is nauwkeuriger dan de te bewijzen uitkomst (13) wegens
R=}|z|> >R - T,
Dus:

£ ()] o{u- Fog) ZR{U—-%CQ}

. 139,
—|< (o) < (R (zie (13)
Voor z = 0 vinden wij:

o(m)
legl < m(°>§< U“%CD} (11).

)
m!

§8. Eigenschappen en definities in verband met de theorie der gehele

functies.
Wanneer er bij een gehele functie f(z) een getal A>» O bestaat, zodat

f(z) = 0(e¥ ) voor |z| = r— e,

dan heet de functie f(z) van eindige orde (Hadamard). Men noemt
inf A = /i _p+e

de orde van f(z), d.w.z, voor iedere £ 0 is f(z) = O(e ) of

P+E
Z)!< K eF (K i.h.a, afhankelijk vang&).
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il

Als K onafhankelijk van & is, dan is f(z)
Voorbeelden:

/O( e?) = /O(cos\f' = %, /0(ze ) :—./0 (e? log 2y 2 1,
Onder n(r) verstaan w13 het aantal nulpunten a, van f(z), waarvoor

la) | £ r.

o(er").

Dan 197 o) fﬂ }a2l ftN; /R
A ——-4x = 4 +p{1| + v +}aN_1| +}aN1

(als 0¢| aﬂg la2{ . é_laNl { R, de moduli van de nulpunten < R voorstel-
len). Dus:

ta,l ta3[ layl R
n(:}i)dX=1/ %gc-+2/ %+.”(N—1)/. -@%+N/%=

0 R taol AR laN?
= - logla, - loglas - loglaBI ... - logla ay_ 1 loglayhN log R=
N
R R
:Zi\L. log = log .
k=1 |8 ! {8q.8p....2y]
Vergelijking met de uitkomst van de stelling van Jensen (St, VII@) geeft:
27T
n{x 1 i@
/ __.(._}.cl.dx = W—_O/ 1og{f(Re )I ap - 1og{f(o)* . (18)

Stelling IX. Als f(z) is van de orde/O , dan is n(x) = o(zx/*%),
Bewijs:

log!f(reie)\( Krfﬂ: (K slechts afhankelijk vané& ).
Wegens (18) is:

f —-—ldX< X /)”LS.,
n(r) nlet-afnemend-—)f de; n(r) / ax . n(r) log 2 dus
2

n(r) £ Téjg—?'-o/‘ E—(}-g—c—z-dx <X of*E w.t.b.w,

Ruw gezegd: hoe hoger de orde, hoe meer nulpunten mogelijk.

Stelling X. Voor oX )/O is i l anl - convergent.
n=1

Bewijs: voor X )/3; )P is n(r) & Arf
n < Alanm

|aA"°‘< A% n 75 dus Zlan\'u convergeert.
Definitie Men noemt /01 = inf &% (voor alle positieve getallen™ waarvoor

Z‘an‘~o< convergeert) de convergentie-exponent van de nulpunten,
Uit het bovenbewezene volgt:

L P < p

Soms geldt het &£ teken, b,v, f(z) = ez,/Oz 13 geen nulpunten duS/O,‘: 0.
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Stellen wij:
E(u,0)

1=-u
uP (primaire factoren)
D

2

u
ut 4 +
* ¢ @
(p = 112’000)

E(u,p) = (1-—1).)6
dan is het product:

it

E(Z,p)

n=1 °on’

convergent voor alle waarden van z als p+1 >P1 , want dan is

2{:‘51 D+

n
convergent., Dit geldt a fortiori, als p+1> /0 . Het kleinste gehele ge~

tal p, waarvoor Z‘Ezl'ipﬂ convergeart heet het geslacht van f(z).
n

Als P.] niet geheel is, dan is p {P;},

— -1 . N
als f)1 geheel is, dan is P /31 als Z‘an‘ f divergent is,
P = 101"1 N " convergent ",

Onder alle omstandigheden is: p é‘/o 1 4/0 .
Stelling XI, Het factorisatietheorema van Weierstrass-Hadamard,

il

il

f(z) is een gehele functie van eindige orde/O met nulpunten
8.1,32,...§ f(o) £ O'

Dan is: e
f(Z) = eQ(Z) 7T E("Z“'yp)s
n=1 n

waarin Q(z) een veelterm is van graad<£ 0O .
Bewijs. (ILandau M,Z. 26(1927) 170-175):
v ={/J] dus p <Y

T

S
n=1 (an—-z)

Wij zullen bewijzen: () = 0.
Stel:

£(2z) (1= 231

a’ °

gn(z) =
R ;an&gR n

Voor | z | = 2R, fa <R is t1-— 59-‘;1 dus ;
n

!gR(Z)LS"§%§%

Dit geldt dus ook voor |z|L 2R, -

L hp(z) = log gy(z) (met hp(0) = 0); hp(z) analytisch voor|z|L R.
Vegens (19) is ’af{hR(z)} < K RP+£, dus wegens stelling V1112 (omdat
hp(z) analytisch is voor |z|gR):

o(e (2R 75y (19)

hl(a\)H)(Z)S iii\;;—ll‘ ¥ nft® yoor lzl= 1 { R.
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Dus voor |z] = g:

hf({\)+1 )(Z) - O(Rf)+‘—\’-1)

.

Dus:
Q(v+1)(z) _ hf({\)'i'”(z) RV Z _(_____1_)_;)__?’_____
a_~z

la /> R
= o(RF** Ty 4 o Z la 17
lai>R
voor |zl = -15-, dus ook voor \z\(z-.

Wegens V +1 )/0 zal de 12 term—» O naderen voor Rw—vw,.
ook de 2% term —>'0, omdat Z—f——}%ﬂ. convergeert,
a

De linkerkant is onafhankelijk van R, dus Q(z) is een veelterm van

graad(jo
Stelling XII. Voor een kanoniek product geldt: }01 ..jo (dus de orde =
de convergentie-exponent).

&Bewus' Wij weten reeds, dat voor iedere func‘cie . Dus wij moe-
ten nog bewijzen, dat voor een kanoniek product P z) geldt{(/% .

1og\P(Z)‘= > 1og{E(-é—,p)]+ > log“E(a ,p)‘

r & kr n r > kr
‘waarin r_ = }anf, r = |z|, k is een retle constante > 1,

1
Voor ZQ geldt (wegens -1;1:1:1-< F<1):

1 1 2
loglE(-aZ;,p)}é ilog E(%,p)‘<§%(%)17+ + m(}%)l)'i- ... =

= olrP*! ,dZ IPHZ. 1}.
o R

iDus als p = £, -1, den is 22 = O(rpH) = O(rP1). In alle andere gevallen
is /01 + € <p+1, als &€ klein genoeg is.

+E-p-1 -P.-E
pP+] Z:. O S Z rP1 T P1 <

o> kr * > kr o n
+E-p-1 -p,-& +g
< rp+1(kr)ﬂ1 Zrn P ) O(rﬁ )

Voorz:.! geldt: {ul = dus:

1%
Log|E(u,p)| £ 1og(1+ tuly Gl + -'-‘&Z*- s Bl cral®

(K is slechts afhankelijk van k), d

+E- -p.~£
<o<rPZ:r'P>=o<r Z: Preee 75

r{kr <kr

_ O{rp(k >J°1+5 PZ P1- }z O(r/’f‘e).

ZDus 1oglP(z)§ < O(J:*/a1
‘resultaat bewezen.

) voor iedere £ > 0. Hiermede is het gevraagde
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Stelling XIII. Als L # geneel getal, dan is O, = f .
iBewiQs: Onder alle omstandigheden is /?14/0 (St. X}. Veronderstel dat
i/p1<</0 . Dan is P(z) van de orde_/91(St. XII) dus van een orde«ijO .
‘Als Q(z) een veelterm is van de graad g, dan is e Q(z) van de orde g en
fgfg/o‘(St. XI) en in dit geval is q < O , omdat g geheel is, en Q niet.
f(z) = e Q(Z)P(z), waarin de orde van e ®'Z/ en ook die van P(z)< Q0 1is.
jﬁieruit'volgt: £(z) is van een orde <« P (Contradictie) dus P =p.
Gevolg: Wanneer de orde van een gehele functie niet geheel is, dan moet
Eﬁie functie oneindig veel nulpunten bezitten, want dan is orde P(z) »

> orde e Q(Zji; 0 (want orde e 912/ = g (geheel)), dus py2> 0, dow.z.
‘er zijn oneindig veel nulpunten. Als de orde geheel is, dan kan P(z, een
veelterm of een constante voorstellen en de orde wordt bepaald door
e(2) 1 o1x geval, omdat P(z) van de orde 0, is en e Q2 van de orde

q geldt

}3 = max(q9101).

Wij zullen nu deze algemene stellingen over gehele functies toepassen op
het bijzondere geval van de § -functie van Riemann. De g ~functie is ech-
‘ter niet geheel (pool van de 1€ orde voor s = 1), De vroeger daaruit

afgeleide functie

S
_ s(s=1) -7 S
| E(s) = 25 275G (s)
is wel geheel, en deze voldoet aan de functionale relatie

E(1-8) = § (s).

iStelling LIV, De gehele functies

S
| E(e) - &5 27755 (s) (21)
en
= (2) =§<~% +iz) (22)

é&ijn van de orde 1.
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Volgens (4) (pag. 8) geldt voor >0, t> 1 met N = 1

Dus voor T >3, ls-11>4:
0
t)(s) = 0(ls] f%@) + 0(1) = 0ls]
2—

L.'Dus voor F >%; lsi>1 volgt ult (21)

1+¢€
(S) - O(eAlS’lOg‘Sl) - O(elSl ).

Wegens (s) = %(1—8) geldt deze uitkomst ook voor 0" £ %, dus algemeen.
‘Dus Orde van % (s) € 1.

ifZDz—:Lt de orde precies = 1 volgt uit het feit, dat voor reéle waarden van
8 VOOT S — ®

| log § (s)mo279, logg(s)mrg log s,
‘Wegens (22) is dus ook:

= (z) = ot 20812y (15
en - (z) is van de orde 1. Wegens

€(1-2) = § (s)

= (z) = = (-2)

g.“dus — (z) is een even gehele functie en — ( \/"z) is ook een gehele func-
'if‘%:le van de orde 3.

' Wegens het gevolg van St. XIIT heeft —(\/ z) = g (3 + 1V 'z) dus
‘oneindig veel nulpunten, waarvan de convergentie-exponent = 1., Dus ook
(s) heeft oneindig vele nulpunten. (s) bevat niet meer de triviale
alpunten -2, -4, -6 van ;(s). Deze zijn geélimineerd door de verme-
gﬂlgvuldlglng met F(-g %(s) bevat (evenmin als g (s)) nulpunten voor
O > 1, dus ook niet voor g°< 0., Alle nulpunten ven £ (s) (oneindig
3"1n aantal) dus ook alle niet-triviale nulpunten Vang (s) liggen in de
8trook 0 £ U £ 1. Uit het voorgaande volgt, dat ze complex zijn, en

is

oneindig in aantal., (Er liggen geen nulpunten op de regle as op
0 £ 0« 1, zoals volgt uit

(1-21"8)%(5) S S S B vee > 0 voor 0 <s <1)

w S
Eﬂﬁevolg Voor — ( \/ z) geldt /01 =/O= % (St. XIII),

dus
p=[0]= 0 (p. 20).

De nulpunten van = ( \/E) (b V. by,bp,...) leveren dus de convergente

‘ p+1
eeks z —T)-— "/__TELT 15 dus de reeks van de niet triviale nulpun-
ten a) van nS(s) { = + + 1\/_;(} levert de convergente reeks

P o
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10& Voordracht 18 Februari 1953.
IX en X

Het factorisatietheorema van Hadamard-Weierstrass voor de t functie.
> .
Stelling XV.

b oS

%(s) = / 2(1 -/% (bo constant) (23)
en

g(s) = ebs TT(1 S)jo (b = b +% logm, (24)

= - A = 2 b
| 2(s=1)T (3 +1) A °
P

waarin de producten zich uitstrekken over alle comglexe nulpunterl'va11§5(sl
Bewijs: Daar de orde van g (s) (en ook van %; s)) = is

5(s) = NS TT (1

waarin Q(s) een veelterm is van de graad 1. Dus
Q(s) = atb s met e? = g(o) = -g(o) = %,
waarmede (23) bewezen is, (24) volgt uit (23) met behulp van de functio-

naal-relatie (21) (voorgaande syllabus, p. 22).
Gevolg: (24) kan onmiddellijk worden herleid tot

o) Ly g T e 1

SSTST S ST T Z(S‘P+/@) 12

d 0

us voor s — (0 s 1 - L T (1) (26)
THof - - el

De functionaal-relatie

§(1~s) = 21-5'77"'S cos §%Z-r7s)§(s)

_ t"‘(‘ﬂ"‘)‘g(1::) = -log 27 - - tg &L +r1(s) S%"((‘;i)f (27)

In de omgeving van s=1 geldt

levert

TT Egl 7? cotg %Z(1~s) = "EéT + 0(1s=11)
Tl = T + 00s-11) = =0 + o(is=11) (€ = const.v.EuI~
'(s) 1

3E =~§:—1—+c+o(|s-1t).
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Neem in (34) (voorlopig) 1 <O £ 2 ltl>a1, dan volgt uit de definitie
(33)

77 (3a(@) +4e(T+u1) +g(0+2t1) <2p + Ay log(13]+2). (35)

Anderzijds geldt voor 8 =0, s =0 +ti, s =0 +2ti:

ag -
(o + &) =) (L=£ 2 /0 50,
ﬁ PP Z/; lo-pP " P 7 EAR >
waarln/O ﬁ / terwml/o /5 // i een willekeurig gekozen nulpunt
’ R Br(@) et ora) re(orana)) > —2Pe) (36)
(0'-/30) +(t-a}/°)
Uit (36), (34) en (35) volgt:

40=Fa) <3 4 by log(ltl+2).  1<T€2 Itha  (37)

O’-—/:} ) + ‘t-—//

QDe beperking O € 2 kan nu worden opgegeven onder eventuele vergroting
ven A,, omdat het linkerlid < < 4 voor U >2, Kies in (37)

U o)

T = .
0
Onder weglating van de index O gaat (37) over in

| fﬂ -~ =3 <A, logl pr2Y, (o> (38)
waarlnp ~/3 /1 een willekeurig nulpunt met lﬁ/l) a, betekent. Uit (38)
volgt ten eerste

3 < 1,
Want alsﬂ = 1 zou zijn, dan zou het linkerlid-> &0 voor O—1 + 0. Dus
voor ieder O'» 1 kan geschreven worden & = 1 +>\(1—ﬁ) met A >0, waardoo»

(38) overgaat in
b T%ﬁ(’lé‘i -3) < 4, 1og<t(/y%+2 ( A>0)

Voor A>3 is het linkerlid > O, i.h.b. A= 4 geeft
1

/4<1"2()A12>( o7 €1 - ToEraTee)
‘ > ToE(T+2) =0

of

met

. 1
= Mln(m, a1 log 2),
w.t.b.w,
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‘Stelling XVII. Wanneer a het getal is uit stelling XVI (begrenzing van
‘het nulpuntvrije gEbied T>1 - 15 l%l+2f) dan geldt voor leder positief

‘getal b < a voor t > > 3 in het gebied U >1 - Té‘g‘(‘?’t‘l_??’f

’%'(sg
C (s

; ewijs: Schakel tussen b en a 2 getallen by en b2 in, dus b < 'b1 < b, <a,
%*’oor 0> 1 geldt

log &G (s) =) : 1ms°

:‘og t;(s) is analytisch in t =t ; 120 >1 - Tos(TET+oT Kies 2 concen-—
trische cirkels met middelpunt

fff s, = 2 +(1tl+2)4
en stralen
j b2 b

< c log3 t.

;
R=1+mamereey 2 T =1+ ooy

Als t groot genoeg wordt gekozen, liggen beide cirkels in het nulpunt-
'rije gebied O >1 -~ 1og(?t!+2)’ Want

1 °
lt,ﬁ' 1 log(!‘b!+2) \ 't"" 3 + "‘ng gtl+2$
i — 2
. u =1 Tog(itr+2)" )

;;;aarln u+iv een willekeurig punt van de grootste cirkel ls-—s | <R voor-
ﬁiﬂtel‘t Voor voldoend grote t (t > b ) is het rechterlid van (1) zeker
v o1

a

log( "t“?‘ 3 + -—-—g‘—-m)

””Vroeger is bewezen (stelling IV), dat in hetzelfde gebied geldt

|5 () | = O{log( H;!+2)} < ¢y logl( £l +2)

Pl {logt;(s)} = log]@(s)] < log ¢4 + log log(ltl+2)
< ¢, log log( 1t1+2)

§(so) =§{2 + (11:(—1-2)1} is begrensd £ 0O,

{lovg t; (s )} = oy
%QPBS nu de ongelijkheid van Borel-Hadamard Carathéodory toe (stelling
III“% Voor |s-s | <r <R geldt

*a@g 1og§(s)l ér_?i){g {02 log log(lti+2) + Cs} =
- (R

2 log(|t§+2){1og(!t!+2)+b2} {02 log 1og(lt\+2)+c3}

! w T \—2

Lc ].o,g3 t.
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Deze ongelijkheid geldt i.h.b. op de horizontale straal van de cirkel,
aan de linkerzijde. Rechts van s

wegens en

'(S)
t; s

o geldt de ongelijkheid vanzelfsprekend,

L/ z'iﬁﬁéﬁl = K <:1og3 t voor t groot genoeg, w.t.b.w,
n= n

Wij zijn nu gereed om met de Q;—functie de kritieke strook binnen te

treden, \/
X Jﬁk x _ -y log x
Stelling XVIII, (n) log I =%+ O(xe )

ngx

(de getallen X 1,C% ,... 2ijn eindige positieve getallen).
Bewijs: Voor T > 1 1s

t;(s) _ 2 JA&(n)
Q S nS
Voor 0= 2 is de absolute waarde van de algemene term van het rechterlid
< /\_n
- n

, dus de reeks rechts convergeert dan absoluut. Beschouw
2+ coi 2+¢0i

S gy s Zw AN
- _ (57 ds = + —t ds =
2-cni ;? 5is 2<col ;? n=1 n®
(2] 2+¢cni (_}E)S (2)
n
= + 2 N (n) v/r. s— ds
n=1 2-coi s
%S 2
(verwisseling integratie en sommatie geoorloofd wegens > ———E ter-
+20 j?pis 4+t
sa
wijl ,// —~7§ convergeert). De bekende integraal E_g ds (a regel)
“co 4+1 2—-¢ni g
wordt gevonden door contourintegratie,
B Neem een cirkel met straal R om 0 (R—>co),
Enige singulariteit is pool van de o€
; D e orde in O met residu a. Voor a < 0O is
E langs de boog ACB
f sa R cos@ a 2a
'e“‘é‘ - 280 <2 2 <"1'2'-
A s | R R R
' De stelling van Cauchy levert:
cSa eS8
——g ds = ——7 ds — 0 als R— o,
rechte AB boog AB

Voor a = O nemen wij de boog ADB, Daar langs is

esa eR cogy a <~e2a
2 2 2°
s R R

- Stelling van Cauchy geeft:

+ : = 277-18.,
u rechte AB boog BDA
' dus voor R— wo
3 2+cni
sa

£ ds =27ia (a=0).

2=-coi
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stel in (2)
X _ & _ X
S = a = log o
2+w1 (X)S
o -——-2-— ds = 2771 log% (x < n).
=0 (x > n).

Uit (2) volgt dus 2+c0i
2 N(n) 1og X = - s f x §-/s) as.
n<x n Tl oZepi g S
De laatste integraal wordt nu onder gebruikmaklng van de stelling van

Cauchy zover mogelijk binnen het kritieke gebied gelegd, zonder de nul-
punten te overschrijden,

T IIT en III' worden bepaald door
b .
] O’: 1 = m (b uit S‘t, XVII).
ml [Yw T Op de rechte stukken II en II' is
x° &Ys x° 3
T”ﬁg 2 <Z)'2 log’lw! (st., XIVII).
5 ! 2 clengte

/ De weglengte is < 2, dus de bijdrage van
I A de contourintegralen over II en II'—0
als (o eo,

- Op de stukken III en III' is

/e y b

%S @ s % Toglti+2) 3

—2- dsi{< ” Cq log
tT+7

b
{!tl+2}log2(ltl+2)

+11dt<

3 b log x
c S2toE t T TeaUnin) <
t°+%

1 b log x log(lt!+2)
Co log? t{itl +21* « o Toglrtrezy ~ 5 )
2.1

tT+z 1 i 1
2

= b:logz X _ log (ltl+2})2__‘/2b Tog x

® e log?( 1t1+2) 2 <

0l-4

x log3 + {It] +2}
t2+%

\ 1
-V 2% log x log> t {H:l +2}®

t 42

::C2

<02x e

S S

ITT ITI:
de laatste integraal convergeert, dus

j + / = 0(xe™ " 2b log )y

I1T IIT"

co

1
V' 2b log X /ZLog3 t{|t1+2}2 at

0 R

Dus

< 202x e”

dus 2+<'/31

oty [ SRR a2 ek

2~eni § S ngx

- \/2b log x>
H

= X + O(xe w.t.b.w.
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Z:: x -2, Vlog x
Stelling XIX. log p log T =X+ O(x.e ) (1)
P<X

Bewijs: Volgens definitie is

7 N(n)leg X T Z: log p log 3 + Z:_ log p log =.
p"

n<x

< m< X
In de laatste som m> 1
Z:- log p log —
9] < X

m > 1 o
ig iedere term < log x log x = log x. Deze som is dus

glogzx Zg’:ﬁ" <Z;[ ]loggxé
log X
x" mSI?g D pgx
= 3 1 32 Vx
log X 2 my  log x 5 log”x Vx _
Eg—g lOg X77'(X )sn—g—zﬁ(fx )(——%b—g——r— O(V;]Eg})().

Volgens stelling XVIII is dus

Zlog p log = = ,_,_;_/\.(n)log = - 2 log p log % =
P<X p ngx pm< x D
m > 1 )
-a, Vl@g 1\/log; X
=x + 0(x.e )+O(\/_'10gx)—x+0(xe )
w.t.b.w, \/
-a log x
Stelling XX. E log p = x + O(x.e 2 ) (2)
PLX a .
1y
g S0 - 7~ Ve
Bewijs: Stel O = O (x) = e . Volgens st. XIX 1is
z log p log£=x+o(x.§2). (3)
p<x P
Vervang x door x(1+§). Wegens
- -2, \/ log x(1+¢) —a1V log X
(1+3)x e <2xe ,
e § 2
Z_—__ log p log x(1+0) _ x(1+7) + o(x. §9). (4)
p<x(1+d) P

Aftrekking van (3) en (4) levert:

1 Q 2
log(1+ fS)Zlog p + 2_:, log P log\-(-——“:i—-}-}E =8z + 0(x.8°).
P<X x<pg(1+8)x

De 2e apm S~ O en



< log 2x log(1+d) Z_—_ 1 < 8% log 2x=0((5‘2x log X).
x<ng(1+0 x

Dus

Sleogx) -

s ) 52
1 = -
£ 108 P = ToptreT * * Olmsgrrer ) + O ot oy

:{1 + O(J)}x + o(d x log x) = x + 0(d x log x) =

a )
- log x - \/log X \/10 X
=X+O(XGT logx)=x+0(xe_2_ c—:‘T g).—.
A
- -—}1—1 \/ log x
= x + O(xe ) w.t.b.w,

Stelling der priemgetallen in verscherpte vorm.

p ~a. V1
Stelling XXI. /7(x) = Z:_ 1 = f 1—-@&— + O(xe Eh X)

PLX 2 og u a :
: - _Zq_ V/ log x
Bewijs: Stel 2 log p - X g(x) (= O(xe )).

pxx

Voor n geheel > 2 is

_ _ _Jlog p-1 voor n = p
g(n) g(n-1) = {-—1 in alle andere gevallen.

Dus [x] [x] (n)—&( ) [x] ( x] -1 )
_ ‘ 1 _ g(n)-g(n-1) _ n) _ n -
T7(=) f:.:g Togw - L T ‘:1::2 og 1 %; eitEh -
[x]
_ 1 1 glx]
= %:—2 g(n)(log n - 1og(n+17) T Togltxi+1J"
Dus [x] [x) ]
1 1 1
17T(X) - g I_é._g”ﬁl S&Irvlii}%x-“g(n)!gi;(log 7~ Tog(mn) * 1og(pc_!+1)}?'
; - _‘?—V log x
= 1————2- Max !g(n)‘ = O(Xe )’
°8 ¢ 2¢nglx)
dus x] & \/1
1 - Vios X
TT(X) = Toz s * O(xe ). (5)
Nn=
Voor x > 2 is
ﬁ 1 ix] n 1 [x] 1 3
_ du u
nzzm"n=3 n'£ logn+logﬁ2\gn__/1m+
X
1 du
* Tog T S{T"’ogu“LO(”
en x] n+1 (%] +1
S5 el G U Ny S
b/ TEn ) TeewTf Tew
of {x] X
1 du
Uit (5) en (6) volgt: 8,
X - V1log x
TT (%) = / —3% 4 o(xe £ ), W.E. bW,

5 Tog u
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bd bd X
du d/' u  du X /' du
./ - . v ) =L+ 0(1)
& 2 log u 10% v 2 1og2u u log x 2 log u

I———— +gj{ “”‘g”‘ + ,// —du 0(1) =
og X 2 log™ u Vx 1oga u

X 0 (—t 0 X 0(1
T O VR ) o

Tz + 0(VE) + 0(—=F%—) + 0(1) = 55 + Olgea=) -

log™ x
T (x) = log = O(ngji) (stelling der priemgetallen).
2en kleinigheidje:
b
. . T _
Ling XXITI. ppcor log r of rii2'5—T5§-5 = 1.
r log p, TT(Pr)
js: lim ————% = lim —Z— =1,
T co Py r—cQ Py
log p..
lim (log r + log log p,. - log pr) =
T a0
lo
lim (I—EF——
r—>en 08 Pp

r log p., log r
lim 2—1%5—2 = lim L - =1, w.t.b.w,

r— o T r— oo pr log pI‘
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XIII

De Stelling van Hardy, over de nulpunten van % (s) op de kritiek€
11jn.

In 1914 heeft Hardy de belangrijke stelling bewezen, dat er op &
kritleke 1lijn O = 4 oneindig vele nulpunten van C;(s) zijn gelegen.
(Hardy C.R. 158 (1914), 1012-1014).

Voordat wij tot dit bewijs overgaan, zullen wlj eerst enige alge-
mene beschouwingen geven.

Uit de functionale relatie van Riemann

t;(T—s): 2178 =8 ;os §£I-/ﬂ(s)tg(s).

volgt met: E(s): _S_ﬁ_;_-_ll 77;% /"(%) f;'(s

dat E(s)=E(1-5), (1)
waarin g(s) een in het rechterhalfvlak J°"> 0 gehele analytische func
van s 1is.

Uit (1) volgt:

E(-;_—+ it) =&(% - 1t).

Hieruit volgt:

§ E(—§~+it)==§(%-1t) is reéel voor reele waarden van t© .

Wij hebben reeds vroeger gesteld:
B3+ 1t) = = (t).
Dus de functionale relatie komt neer op

= (6)==(-t) (2)

zodat = (t) een even functie van t is.
Het bewljs van Hardy kan nu het gemakkelljkst worden gegeven doo¥
beschouwing van de functie

S (3)
Zit) = —(b)e " 5
! ?‘“);" .
E(riae) e R(tH) (1e-3)7 T/”(,}»%t; (3+1t)
“(t)= t2 ?]- e - . 1

+r LA
- 3T S)5(s) et (0= ). ()
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Ult (O) VvouLgtl: 4(V) 15 recel voor reele waarden van U,

Uit (4) volgt: De eventuele nulpunten van Q(s) op T = } corresponderen
met de re€le nulpunten van Z(t).
Wij zljn dus klaar, als wlj kunnen bewljzen:

Z{(t) heeft oneindig vele reéle nulpunten.

Het idee van het bewijs berust nu op de vergelijking van de beide inte-
2T 27

gralen
J/;(t)dt en T/?Z(t)ldt voor T — ¢»o (5)
T
Als n.l. Z(t) slechts een eindlg aantal reéle nulpunten bezit, dan
is Z(t) voor t> T (T groot genoeg) van onveranderlijk teken, en de belde
integralen (5) zullen dan in absolute waarde gelijk zljn.
Het zal blijken, dat deze veronderstelling tot een contradictle voert.

Hiertoe maken wij gebrulk van de volgende hulpstelling (Cahen—Mellin).
Stelling I: Voor k>0, ?f(y)) 0, y°° = e ~Slogy (larg ykg) is

k+ien
- / [(s) y5 as = eV . (6)
Bewijs: Integreer Q-%T/F(s) y~° ds over onderstaande rechthoek
' K+(N-3)1 B
= +(N-%)i B /E)FS)Y ds= -,, /-_-
K- (N-})1 ’
D
i { / ./ }z;
A
Op AD en BC =
) |F(S) y-s’ -0 ’ eslogs-slogy]
~(N-%h)c
- l epcosgalogjo-/os1n50.y)-pcosgalog|yl-'f>81n§0-°“ = S "“)Oeiy
y =yl ¥
Ot JPeosy (logp-log Iyl}+ (N-%)(g-u)!: lxl < %;—

Klog No2 - (N-3

arg B-lui).
=Ol e Iy 2) ) ’——)O voor N— €0

o
wegens arg B — 5 .
D
Hieruit volgt gemakkelijk, dat f en /——-) 0 voor N— Q.
A

C
Voor / maken wij gebrulk van

D
[7(2) 7 (1-2)= 510075

~1ritl et
r{-0-3)+e} - 27 - e{mre O
(oo, -0y rnsiait)
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puaz| [(s) 5°| = 0 (e8! NlogNopcosplog)yl 4pstnpary

=0 (e-TIE! ~N1ogN+N | log |yl]+ Nl )

N
N{log —~_ -
=0 (e {Og 'yl '0(,})-—)0 met N — o

Hieruit volgt:

C
/_.—-)0 als N o,
D

/—'(s) heeft polen van de 19-1 orde in 8 = 0,-1,-2,...

k k (s+k) 77
residu in -k =y~ 1im  (s+k)/ ' (s)= y" lim -
s— -k 8 — -k sin7rs ./ (1-8)
k k
.y T s+k _ k y
= Aoy O = (0" e

s—r-k (-1 )E sinT(s+k)

Eindresultaat voor N — co,
k+ico D Kk
i -S _ E k y -y
5T /F(S) y ds = - (-1) k1 T°© (w.t.b.w)
k-ices
Hieruit volgt
Stelling II. Voor?f(x))O is:

2+1cH s R 2+1i¢no _ s
-7 1 /" S ( 2 ) § ds =
5T f/”(%)‘:(s)x ds = L o1 f (z) (n"x
2-1ieo a 2-1icn
= ~n°x
=2 Z: e . (7)
n=1

Nu gaan wij over tot het bewljs van de stelling van Hardy.
Verschulf in (7) de integratierechte naar O = i, Dan wordt een pool

gepasseerd bij s = 1 (pool vanG(s)).
1
Residu= [ (3).x72 = TET .

()

2+ico s 2
Dus: 2-7% f F(g)q(s) xg ds =QZ1_: e X —\/? =$0(x).
3-1co

Dus in verband met (h,)

LA 1+2
1 T = -
= J e z(t) (%) at = -(x)
-2 7
1(% -6
Stel X =77 e (2’ ) (5 klein > 0).
77" ~—

-7 S

Uit (3) volgt, dat e ¥ Z(t)= —ngg;

een even functie van t 1is.



- 36 -

De voorgaande uitkomst gaat nu over in:
+¢o

Tt ri 1 it
e;('”’ -9) g 1<g-3¥:
= 2e_ — /cosh {(2' (5\)2-} Z(t)dt= -90{77'.6

o

= o(ch e‘n2#31n3)+ 0(1)= 0( / e‘“%T31n§du)+ 0(1) =o(8’%)
‘ o (8)

Neem nu ean, dat Z(t) # 0 voor t>t .

Voor ’I’>’t:O is dan

/ | Z(t)Yat= t/ z(t)atl € e f e ¥ TP T F g(s)a| <
T T
<o Tt
< 2e /cosh(-zr - ?J-CT) kD Z(t)dt‘-— 0(T2) (9)
Anderzijds 1s volgens (%) ; 1t
| - ,
e | e ).

= ';?‘ g(%*'it)fez'}ly‘ - IF 1og77"e(%3. - QF) log(%«%) (%)%log2ﬁ+o(%)t=

LA P B 1og7T - log y- A1 arctgelt‘- - '
C il an) ST TR E e /__“E/gﬁ
3 log 2m + O(%x)
1 1 It
2 - - 1og7r-!—log2ﬁ‘ arc tg +O( )
e N T g Fle@+t) >
]
t > altl ¥ !Q(—é— + it)} voor t > t_
Dus: 27T 1 27
f]z(t)(de.T ¥ f lC (@ + 1t)|at >
T T
1, 2T
>a.m ¥ ‘/C_' (3 + 1t) dtl (10)
T .
Door contourintegratie vindt men:
2T £+21T 2+41T 24217 24217
1 f C (5 + 1t)ats f & (s)as= f / f (11)
T 11T 1317 24T 24217

Voor T2z 1s G(s)= 0(VT).

Dus de som van de 12 en 3% integraal rechts is 0( VT).
. De middelste integraal is



24217 24217

I8

7YEL SN L 2+1T

(10) en {"*  geven:

2T
‘f c (‘g+ 1t) dt‘nT+O(\/—i‘).
T

Uit (10) en (13) volgt

2T
/ | z(e)lat > A.Tg .
T

Dit is in tegenspraak met (9).

- 37
<D

1 asm[ Z ] -1 T +0(1).
2 n logn

—
Y
3%

(15

Dus voor ledere waarde to is er ten minste nog 1 getal t1>-to met

Z(t)= 0, w.t.b.w.
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In zijn klassieke verhandeling van 1859 gaf reeds Riemann zonder
bewijs zulk een uitdrukking, nl:

T T
D) = g7 108 g7 - 7o
(bis auf einen Bruchteil von der Ordnung der Grosse %).

Voor het eerst is volledig door von Mangoldt in 1905 bewezens:
T T T
N(T) = 75 108 55 = w3 + O(log T)

(Math, Annalen Bd 60, 1-19)
nadat hij reeds in 1895 dit vermoeden van Riemann bijna volledig had be-
wezen (ret een restterm O(log2 T) i.p.v. O(log T)). (Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, Bd 114, S. 225-305).

Bij dit bewijs zijn weder enige hulpstellingen over het asymptotisch
gedrag der [ —functie nodig.

t 3 —
“Hulpstelling 1: Voor w>o is ﬁ(w) = log w + O(w 1)
r(wi)
[o%e)

: L,y Ao

Bewijss Uit [1(s) = = C - =+ (= = —) volgt:
LeWils 7 (9) . s "4 'n sm 0

/"' Wi 1 n O N n

—L) = -C + (= - ) = =C + (= - )+
(ARl R L R o e L b v
co o 2 00
S O e > A
2 1 —1 - I + O(w - ) =
+ ( L = -C +/ ) -5 L-?
'U 2 n(n+ w9 n=1 n n= n2+ w n=w+1 n
ST o+ 1
w? 1 2
= =C + 2 logw+ C + 0(wW™) .:/..‘21.9_‘.1;2.- + 0(w™") + 0(w™) =
ue+w
0

- -1
=2 Togw+ O(w™1) = 2 Togw+ 0(wW™) + logw = logw+ O(wW™"),
Hulpstelling 2: Voor -1 < T <2 en voor O'>2, t >0 is gelijkmatig

t
RGN og W ). -
: '8 :
Bewijs:Uit dé:-in stelling 1 gebruikte formule voor = volgt in dit ge-

bied, als W= 2 is:

(o)
' ”"(S% <1 o+ 4+ ISJZ E'T%TET’ dus wegens
s n=1




-~ 30 ~

Is+n|> ls+1]
|s+n[> n-1

s) <2 + ISIZ n!s+ [ sl

s

| sl
+ si' {log;s|+c}+-—-§-—-<kloglsl<k log

3 Is! C
met k > log 1 sl * s T loglsl ?

dus k = Té"'g'—é' + 2 kan volstaan.

Hulpstelling 3: O = GO is een vast getal uit het interval -1 £ T L 2.

G
o (Tpttl)
JW P, 7Ty dF = Wiog - w+ o(log w ).

Bewijs: a) Voor UO = O passen wij hulpstelling 1 toe:
78] w

b) Voor andere waarden van O‘O uit -1 < 0 £2 contourintegratie
over de rechthoek ((T +, Oy+wi, wi, 1).

O'+wi wi
7' (s
S Zifges - /——Hds+/ ~fefas -
C7'+:1.
O‘+a)i

/——J@-z

3¢ integraal van het 2% 1id 1s 0(logw ) (hulpst. 2).
e

17 integraal onafhankellijk van W,
dus: O’O-J— wi
V//P V// F(5) 45 + 02
Trteh e Tteh o - oles w)
_ 9 +i
dus: (7 +Wi wi
7‘/ __Hds=57/ —%: ds + 0(log w )
G‘+i

of
//?f r'(éi;:) /Zf( ?dt + O(leg w ) =

= Wlog w - L + 0(logw ) volgens geval a.
Nu komen de nulpunten der g -functie in het geding.
Stelling I Voor T> 0 stelt N(T) het azntal nulpunten £ = /3 éVi van
g(s), waarvan Q <(}/ LT is.
Dan 1is:

N(T+1) - N(T) = 0(log T).
Bewijs: WiJ maken gebruik van de vroeger afgeleide uitkomst:



'(s) _ N Y fﬂl(2'+ 1) 1.1
° s=17® rs+1) +%;:(Sfp'+/ﬂ ()
o T—(_:l___ + ’])=t' 8) _py N r (2"" 1) (2)
7 S-p p° %ls s-1 (5 + 1)
_ ' A Si(o
Voor s=2+Ti is E%%%% =I-%;; —-ﬁgl»é-iéég% =0(1) (3)
Volgens hulpstelling 2 is, wegens % + 1=2 + %i
(3 +1
T2 e (+)

Uit (2), (3) en (4) volgt voor s=2+T1i

dus a fortiori
Z?f 5 + 7)=0(10g T).

(A d & % g 2
/?(s“/O+/0) (2_/5) +( 3,) p? ]2 / (2-£5)

> L -
(2-)°+(1-)° ’
N 1 N 1 .
be(1)2 7 T a(-p)®
Dus
/]

=0(1o . 5
/O ;:YE:}YQ 0(log T) (5)

T< ZﬁTM

Voor

bevat het linkerlid
N(T+1)—N(T)

termen, ieder > W%T = 3.

Dus linkerlid > N(T+1%'N(T)

o N(T+1)-N(T)=0(log T). (6)

/
Stelling II: Wanneer Zz:_ zich slechts ultstrekt over de nulpunten

f)=ﬂﬁ}i, waarvoor

!T—2431
dan is ' A
—= = 0(log T).
; (T—}) ZI 1
| . B e R0}
Bewijs: %W ZZH _])Q’Z T-2) +(T 2’) P (T-2)

(5) en (7) leveren het te bewi jzene.



Stelling IIT: Voor s=TJ+Ti; -1< 0 £ 2 geldt

Z'.(

Bewijs: Wegens (2) is

O(log T).

=5 * P

'{8+3

S 5
1 Iy ) 1 7+ %)
%;:(s+§:p *10) T s+ b+ s+2’+% [ﬁ(% % *

Daar

A7 (s+3)= <r+3;2

%(S 5 U+5
1s .
'%;:(gqé%aa-+j%)}< Cq*‘j? log ]% + g;<103 log | s (8)

!
Het aantal termen van Z;;, die niet tot 2;: behoren, is
< N(T+1)-N(T-1)= N(T+1)-N(T)+N(T)-N{T-1)= 0(log T) (9)

Tedere term

)S+ 2 +/O'<’l+ T}%gwch (10)
=0 1s geen nulpunt).
Wegens (9) en (10) is:
1 1 1 1]
| s+ - 2 (e + ] < o 108 (1)

dus uit (8) en (11)

Y (et + )| < op 10glsl
Dus: / ltjoléngjﬁ g i /6
1,1 1 1,1 1A
tZ%—:; +;.5>! - Z(g-:;:— * “”“(?;(527 2 Z;. e +/:;->)!$
/

IZ—_(S*-B‘ 5t p ’ IZ( s+§p <cp loglsl+ Zp:ss —pIISF3-01 <
< og Vel Z: HE P)H’ﬂs+3 77 = 6 dosloln 7<C6 1@ @+T)+
+c7(1og T)<108 log T.

Of: /

.___/b + —=)=0(1log T) w.t.b.w, (12)

Hoofdstelling:

N(T)= E——-log §—- gg? + 0(log T). (Von Mangoldt)

Bewijs: Neem aan, dat T # ordinaat van een nulpunt van t;(s)

2771N(T)=/2 =

genomen over de rechthoek (2,2+Ti, -1+Ti, -1), waarin de basis bij s=1 dco.
een kleine halve cirkel ingetand is. :

5 ‘
V/f 1s onafhankelijk van T (13}



24T
"2/ =Z- I‘;;ﬁ%gm -Z_ -——-1-5;5 = 0(1). {14

p,m psm m.p
-14T1 -1
Dus: 27 N(T)= Cff + :‘ff+ o(1). (15}
24T -14T1

Wegens de functionaalvergelijking

1-8
rem 2 (0)- FET 2 5(1-s)
is:
t"' -1+ti _ 1 /’"(1" '2’1) /—7'("%'*' 'gi) Tf—t)’ 2-ti
§§-1+f{; B I (1- %1) 2 (-4 +'§i) " e B
dus- -1 0 t
S '(A+gl)
S s= -1+t1 dt+
-1+Ti iE g : /?? g T+ Ei;)dt ﬁé/?ﬁ fY-%+§1))

. g/ S8 4o T Lt f___gi__u (4
T 1og7r+.ézgiigég} ds= 6???-—7F;%;—;;))d Og? f’(«§+ui))du -T g™ O

Hulpstelling 3 geeft:

T T
2 I 2
"(4=-ul ' (1+ul T T T
V/’Zf(/a = )dufj/é?(fﬁ el )du= 5 log 5 - 5 + O(log T)

‘/(27 f” ;:ﬁi))du= g-log g - g + O(log T),

T A g
CZ// ds= T log m7 - T+0(log T). 9)
-1+Ti
1 en (16) geven:
(15) (16) & ot
T T T 1 (s P
N(T)= 55 108 m - mF * O(log T)+ 4{/( = ds. (17)
2+4T1
Het enige wat te bewijzen overblijft, is
—1#T%;
1 s _
fzj/ﬁ =(eges = o(log T).
2+T1

{2
...

S
= 4 1 [q'(g + 1) / "
i ey LS R

waarin Z:j gesommeerd wordt voor iT-gfgﬂ
1" 'PZ::” 1 " u 'T 24<1

1
Eerste term rechterlid (18) is 0(1), 2® term 1s O(T™ '), de 3% term is
0(log T). (hulpst.2). 4 term ={0(1log T) (Stelling III).

. H
Het aantal termen van de laatste scmaz::uit (18) is 0(log T).
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-1+T1
EVEEARE
oimy O/
1
}Z 1]<{N(T+4)-N(T-1>} o = o(18.T).
F P
Dus -1+T1 y
v r (535 + F)as= o(10g 7). (19)
o¥ri A
Uit (18) en (19) volgt:
-1+71 §
94 E'-E-:-} ds= 0(log T). (20)
2/
Uit (17) en (20) volgt de te bewijzen stelling:
N(T)= p log s - mee + 0(log T).  w.t.b.w.

Nog een kleinigheidje:
Voor n— oo

’/anvéhfuégégﬁ .

Bewijs:
N(T)~ i log T
e-rrN(Zﬁ + 1>“’(,7r',i 1) log (Z'n + ﬂmzh I*O%Zn
N(fn—’l)gngN(]nM)
dus 27 n U?ﬁ logfr'l.,
of log nwlog]n
dus g’nwf;’gnn .

Opmerking: Als het vermoeden van Riemann Juist zou zijn, dan zou

T T log T
N(T)= 22?’1°g z -7 0 (g Teg 1)
zljn.



