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§ 1 • Compl8X8 tallen. 

Wij onderstellen de opbouw van het reele getal bekend. Voor het 

rekenen met reele getallen gelden dan een aantal rekenregels, waarvoor 

wij verwijzen naar ~ 1 van de cursus Elementaire Analyse, met name naar 
de regels (1,1) tot en met (1,35). 

E'venals de irrationale gt:tallen werden ingevoerd om te bereiken, 

dat men zekere vergelijkingen (als b.v. x2 = 2) die met rationale getal­

len niet oplosbaar waren, toch kan oplossen, zo geschiedt het invoeren 
der niet reijle getallen mot de bedoeling om b.v. de vergelijking x2 = -1 
nplosbaar te maken. Het is duidelijk dat deze niet op te lossen is met 
£eele getallen, want kiest men in formule (1 ,21) van bovengenoemde cur­

sus a= O, b = c, dan vindt men c2 > Oc, dus c2 > o, dus c2 ft -1 voor 
ieder reeel getal c. Tie vergelijking x2 = -1 bezit dus geen reele oplos­
singen. Men kan zelfs nog meer zeggen! Als wij het getalbegrip zover uit­
;;ebreid hebhen, dat de vergelijking wel oplossingen bezi t, kunnen deze 

. or_,.mogelijk voldoen aan de formule ( 1 ,21). 
' Om de vergelijking x2 = -1 oplosbaar te maken, moeten wij dus nieu-

wr::;; getallen invoeren, die wij niet-reele getallen noemen. Tie verzamelin.g 
van alle reele en alle niet-reele getallen noemt }''ten de verzameling der 

COffiplexe getallen. 
Op de axiomatische invoering der complexe getallen gaan wij hier 

niet nader in. Tioet men dat wel, dan blijkt dat elk complex getal op ,en 
en slechts een wijze te schrijven is in de gedaante a+ ib, waarbij a en 

b reele getallen zijn en i een nieuw symbool is. Men heeft dan a+ ib = 
= c + id dan en slechts dan als a= c~ en b =dis. Uit de axiomatische 

opbouw blijkt dat som en product van twee com:plexe getallen als volgt 

geuefinieerd zijn~ 

\ 
(a+ib) + (c+id) =a+ c + i(b+d) 

( 1 ) 
(a+ib)(c+id) = ac_- bd + i(bc+ad). 

Het laat zich dan bewijzen dat voor de complexe getallen de in de cursus 

Elementaire Analyse opgesomde rekenregels (1 ,1) tot en met (1,17) gelden, 
zodat ook de complexe getallen een lichaam vormen. Die complexe getallen 
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a + ib, waa:rvoor b -= O j_,9, noemen w:i. ,j reeeJ. en degene waa:r--voor b /,. 0 ie, 

zijn dus nie~ re~el. 

Opg. 1. Bewi;js {~1-db) - (;;-r::d) "~ (a-e; ·+- i{b-d). 

Opg. 2. Bereken (2+1) 2 ; (4-3i)(4~31). 

dan ziet men tevens dat met de 

complexe getallen geheel gerekend ken warden ~lsof het relle ~etallen ~- ,, 
zijn ec dat dit oak met het symbool i het geval is, mits men voor iL de 
waarde -1 invoere. 

J)a t deli.ng ut tvcerbaa.r is, t Ltjkt het e(mvoudigsta daarui t, dat 

men het reciproke van een complex getal (behalve van het getal 0) v,aer 

als complex getal kan schrijven, irm;1ers 

a-ib 
~ -· 
a'-+b'-

a , -b 
"2 2 +l ,, 2• 

a. +b a +b 

Delen door een complex geta1 kan dus ger,chieden door vermenigvuldigen 
~ met het reciproke van dat complexo getal (of door rechtstreeks bovenge­

noemd proc,dt toe te passcn). 

Qpji~J .• Als n een geheel geta1 voorstelt, cereken dan in. 
0 4 ~ k (~ .,n h 1 ~- .i:::ere en 1+11 voor ge e e n . 
.9..I?.&-2.· Bepae.l het complcxo getal z ::: x + iy zodat z2 = i. 

Een complex getal z = x + iy he&t zuiver ima.ginair ala x = O. Twee 
complexe geta.111:;n z = x + i;y en w = u + iv heten toegevoegd complex als 
X :::: u, y = -V. 

,Q_p~. Zowel de som als het :product van t\'Vee toegevoegd complexe getal­

len is re~el. Wat is te zeggen over hun verschil? 
Opg. 7. Bewijs (cos a+ i sin a)(cos b + i sin b) = cos(a+b) + i sin(a+b). 
0~ o -- • d t 1 . •1 ~ t ... f cos a + ... sir. a l::'.6:• u. 1,e1 een soar ge J..J.<: resu.L aau a voor cos 'b + i sin b. 
~- Bewijs voor elk natuurlijk getal n de formule 
(cos a+ i sin a) 11 = cos ~u + i sin na (theorema van de Moivre). 

OE.B:_-:.---1.2.• Bewi j s de formule van opg. 9 voor elk geheel getal n. 

Wij geven thans cen r.1cctkundige voorstelling van de comple:xe ge-­

tallen. 
Reeds door Gauss is opgcmerkt, dat elk complex getal a+ ib cor­

respondecrt met een punt in het platte vlak, dat do coordinaten a en b 
bezit t~n opzichte van een gegeven rechthoekig assenstelsel. 

Zij gegeven een x-as en 6en daarop loodrecht staande y-as. De 
reijle getallen corresponderen met de punten van de x-as; de zuiver imagi­
naire getallen met de punten van de y-as. Deze assen heten daarom de 

reele en de imaginaire as. De getallen v.ia1u·van het reele deel :posi tief 

is, corresponderen met de punten rechts van de imaginaire as enz. 
Het punt met de coordinatEm ( a, b) noemen we kortweg het complexe 

getal a.+ ic en omgekeerd noem~n wij het co:mplexe getal a+ ib kortweg 



het punt :met de <·oordinat-.:.n(a,b). Ect v.~ak gtvormd door de p~nten m-at 
coBrdinaten (a,b) host dan hot 20Lpl~x~ vlnk. 

Volgorw dez,~ a.fGt.I·aa.k z.i.. jn d~1:;1 d.:: co1:q 1lt;X1:., gatall€n :r,unten va.n 
het comph,xe v1ak, en w~1 pur. tc:r: voor ,,e.1.kc ven bopaelde optelling en 

Hoc construcrcn we r1u d,. som van -i::wet;: purncn ·~ ''"" ., .,. , e ... ..,,11 ~ n 4; 1 cs,. ""'') ...:-.1::1.1. a.'.; ,.;. ' L. •• 0 

hat complexe vlak? 

Hoer.::£:n wE, z 1 
I 

en z ... dan i.s "' + '" /W1 ..,2 
per dofini t.if;: !1e t punt n(.t d8 coord i r~atcn a + c en b + d. 

V/ij vindcn dus z 1 + ::2 als ho0k1Junt van e(::n pan?..llelogra111 1 waar.ran z.1 en 

z 0 tWGL: ovsrs taande hoekpur: ten :::i j n en de oorsprons het 4 e hoekpunt is. 
'-

Bi j diJze con:structh, is Let nict nodig hst vollccUge parallelogram te: 

tckcnen, li~t is voldoendc vanuit z 1 ~en lijnstuk tE tekGnen, dat gelijk 

aan en evcnwijdig is mLt he:t lijstuk, dat de oors:prong mot z2 ve:rbindt. 

Dezc laatstG opmcrking atblt ans in staat om op g8rnakkalijke 

wi j zc d<:J S0!:1 tb constru\Jrtm. van n pun ten z1 , z2 ,. • ., Zri gtilegtJn in he: t 
z-vlak. Men tek2r:t ,:en;t vs.nui t z 1 hot lijnstu.k I dat gslijk en E.:v,;3nwij-

dig 

men 

m8t hut lijnst~k, cat de oorsprong met z2 verbindt; aldus vindt 

t::::kent men het lijnstuk, dat gclijk is aa:n 

en evtlnwijd:i.g is met hGt lijnstuk 1 dat dt.: oorsprong met z3 vcrbindt; al-

dus vindt men z 1 + Z,'"'I + 
L 

cnz. 

Hoc construeren wo hct vorschil z1 - z~ van twee in het complexe 
C. 

vla.lc gelcgcn punte:1'? Ver:.:ind0rcn met zl) komt, zoals we gezien hebben, op 
C. 

hetzelfde n(:er als vcrr:1curdorcn met het ·~c.:gEingoetoldo .. Ds.t w:i 1 zeR;gen 

tokcnt men vanuit z, het lijnstuk 1 dat gel:Ljk is a.an en E-Venwijdig is 
I 

met het lijnstuk, dat :.?. 2 rr;e~ dt: oorsprong verbindt, dan krijgt men z 1-z2 • 

Opg. 11. Bewijs :meetkundig z1 - z2 = z1 + (-z2). 



Or.de:r d€, n;oduhi,s : zi van i.;ton cor~rplex g;,:,tal z 

oorsprong, due 
afs tand va:.n da. t c•un i tot d,:: 

,if''•' 2 ..... ·:? 
i e 4 i b; ,'::: \ a · + ·t:, • • De .mo-

dulus hect ook wel de volstrlktc waardc. 
O;pg. ·1~:. De :nodulu.s van c .. n pred.u,::t van twt:e 

factoren is g0lijk aan t~t rroduct d0r ~od~-

li dcr factoren. 
OT 1 ·, ·r; .,, d 1 ' ,., {g• ~• u~ ~o U-U~ van t)C11 p.:roduct vnn ~en willck0urig aantal factoren 

~- De moduhlt".i van 1.:dl sor.:i var: ;? 't0rnC:n is hoogstens gelijk a.an de 

som dBr moduli dcr termE:n. 

Wij gaan dczs eigcnschap ook r1oi algobraisch bewijzen. Te bawij-

zcm val t 

► H0t r0c1~terl.iJ van dGzo onp;l.ijktoid :ts ·. O, zodnt hi3t voldoendae is nan 

t8 toncn, dat hct kwadraat van bet linl-:vr.:.:id 110ogstcns gElijk is aan het 

kwadraat van hst r10c~htE:.rlic1. Dt~!' .. t.~_bt.:w~jzbn 

etc ~1- bd 

Hct rcchterlid van dezc onceli~jkhdd is wct.:;r O, zodat het voldoende is 

aan t.a torn:m, dat het kwadr,~,:.at van hot linkcrlid hoogstcns g,.::lijk is aan 

hot kwadraat van het rcchterlid, dust~ bowijz0n 

h~tgben ovidunt ia. 

Opg. 15. D-.;; modulus van l.'(;Yl som van tw:_ '"' t0rmun is minstEJns gelijk a.an 

het vurschil van d~ moduli dor tarmon. 

OrJg. 16. Dt; mod~lus van d1.: som van 1.-tc:t1 sindig aantal tt;rmen is hoogstens 

gelijk aan dL soc dor coduli d0r tur~~n. 

Op(',' Al 7 D· =od·u 1 nq "'"'' ,...;:t;;;. l " C: J.~.L ...LU~-· \' Cl.,.i..l t vcrs~hil van 2 complexe gbtallen is da af-
stand van da complLXL: ~0tnllen. 
Opg. 18. De :;:nodulus van c;.;r: VL:rschil van twE;-.; complexc getallen is hoog­

st8ns gelijk aan de som en minat~ns g~lijk aan htt verschil der moduli 
dior getallE.:n. 

Beschouw nu Cd1 willckuurig complex gctal z = 0, zodat z een punt 

in h8t compltJxe vlak is w dJ. t ni et met de oorsprong sa'1lt;;TIVal t. De voer­

stra.al, diG de oorsprong me:t z verbh1dt. ht:.,oft dan een longte gelijk aan 

f zt. I)0ze lengta nocr::iC:n w;,;, r. De voerstre.al maa.kt mc:t de posi tieve rec5le 

as een ho8k f , die op ccn veelvoud van 360° dus op oen Vc,elvoud van 2 rr 
radiali':tn na, or::.dubbelzinnig bbJ)aald is. D8zc hoek r h0et tH:t argun1ent 
van z en wordt met erg z aangedu:icl. Duo Plk punt z, dat niet met de oor­

sprong samenva.l t, bezi t ecn argurnE::nt, d&t op e~;,n vcclvoud van 2 it na, on-



dubbelzinnig is vastgelegd. Het punt z zelf ke.n dan worden geschreven in 
de gedaante r( cos 'f + i sin</) . 
Stelling: Het product van twee factoren, di& beide ongelijk nul zijn, heeft 
een argument, dat, op een veelvoud van 2 7r na, gelijk is a.an de eom van 
de argumenten der factoren. Want zijn 

r 1(cos r 1 + i sinq- 1) en 12(coe '(2 + i sin,- 2) 

de twue factoren, dan is v.olgens het theorema van de Moivre ht:1t product 
gelijk aan 

r1 r2[ cos( $( 1 + 7 2) + i sin ( y 1 + ~{2) j-
Hierui t blijkt niet all(..;en, zoa.ls we rE:(;ds wiaten, dat de modulus van het 
product gelijk is aan het product der moduli van d&factoren, doch tevena 
dat het argwn~nt van het product, op ~en veelvoud van 2 1(na, gelijk is 
aan de som der argumenten. 

Bovenstaande bescttouwingen stellen ons in staat om op eenvoudige 
~ wijze het product van twee complexe getallen z1 en z2 te construeren. Is 

minstens e~n van deze twee complexe getallen nul, dan valt het product 
met de oorsprong samen. Zijn beide factoren z1 en z2 ongelijk aan nul, 
dan zijn van het product z1z2 de modulus bekend en ook, op een veelvoud 
van 2 7f na, het argument. De modulus r van het product is gelijk e.an het 
product r 1r 2 der moduli, dus 1 : r 1 = r 2 ; r, 
zodat r geconstrueerd wordt als 4e evenredige. 
De constructie komt daarop neer, dat men een 
driehoek construeert, die gelijkvormig is met 
de driehoek met de hoekpunten O, 1 en z en die 
Oen z tot hoekpunt heeft. 
Opg. 19. Bewijs meetkundig z1z2 = z2z1• 

Ii,_ 

I 

' / 

• ~ I ·7 /~: 
: /\,. /1.,-, ,,, 
~j 1/ Opg. 20. Vermenigvuldiging mat i betekent een lj /, 

► draaiing om de oorsprong over een rechte hoek. C · .... fL.-1 _________ _ 

Opg, 21. Bij het midden van het lijnstuk, dat de complexe getallen a en b 
verbindt, behoort hot complexe getal ½(a+b). 
Opg. 22. De cirkel met middelpunt men straal r heeft tot vergelijking 

tz-mt=r. 
Met behulp van de thoorie der complexe getallen kunnen nu eenvoudi­

ge bewijzen worden gegeven van sommige stellingen uit de vlakke meetkunde. 
Als voorbeeld geven wij de volgende eigenschap. Als men op de zij­

den van een driehoek ABC buitenwaarts vierkanten beschrijft, dan is de 
verbindingslijn van de middelpunten van tw~e dier vierkanten even lang en 
loodrecht op die van hat middelpunt van het derde vierkant en een der hoek-
punten van de driehtek. 

Voor het bewijs gevan wij de driehoek ABC door de complexe getallen 
a,b enc, die met de hoekpunten corresponderen. 



dan hat complexe getal j(b+c) en tllb\ ; I 

het middelpunt van h~t vicrkant 011 
·, ... , 

de z i j d c 1:-J h u t e-:e ta 1 a • :::: }, (i- + c ) + 

+ ~:i(b-c). Evenzo bJ.3.jken btJ de :;tld-

dens der and.ere vierkanter~ de g1:Jta1- rt. 

len b 1 = ifc+a) + ~ifc-a) on ..,,, \ ; ,a:., , \ I 

c• = i(a+b) + ii(a-b) tc bthor&n. 

Uit a' - b' - i(c•-c) volgt dan de 

bewering. 

Elal 6 

•.. .---···'\ 
\ 
\, 

'· 

\ 
\ 

Opg. 2 3. De mec tlnmdi.g(? p.1.aa ts der r:.:m ten w:i er e.f ;3tanden tot 2 gegevcn 
punten E:.en gegeven verh.oudjng het:t:ent ts eon cirkel. 

S 3. Binomiu.m van l'fov,;ton. 
J 

Voor de optelU.r:t: · n verrncntgvuldiging var: ")orr..r<!.exe getallen gBlden 

dezelfde re}cenregcls als voor de overii:.enkom.stij;(i rewerkingen bij bt.",.stc.rm­

bare getallen. Zo vinden we, als a en l willek2urjge complexe ge~all~n 
voorstellen 

1 -· "! 

a+b ::::: 
r, 

(f+b)c. ::::: 

( a~,b) 3 :::;: 

., 
(a+b)'+ = 
(a+b) 5 ·- a5 + 

onz. De hierbij optrc.dcrtde ~~otallenfactore:1 "orm.sn 1..;on d:ri,a}:oek:.g schorat. 1 

genaamd de drief' "tik van Pas cal, n1. 

1 

1 1 

1 ) 1 

1 3 " 1 .) 

1 4 ~ 4 1 

'1 5 10 10 5 1 

1 6 15 z.o 15 6 ~ 

l 

~ 7 21 35 35 21 7 1 I I 

In iedere rij is zowel tet ee:rste als.hat laatste getal gelijk aa:n 1. 

Elk der overige getallen is, volguns de::'ini tie, gelijk a.ar. de som \"Sm de 

twee oruniddellijk daarbovenstaande geta::.lm;.. 

Een ui tdrukking van de gE:-daante e+l" noemt men ecn binomium ( 1;wee-tc:m, . 
De getallen voorkomende in de driehcek 'tan Pascal heten daarom binomiaal­

coeffi cienten en worden in de rege1 rne: (~) aang(jduid, en wel zo, dai; de 
.;. 

driehoek van Pascal ook geschreve:n kan worden in de gedaante 



~ 

{ 0 \ 
\ (;1 / 

( 1 ., ( 
·1 

\ ,.., ) 1 ) 
\./ 

( 2 \ 
~, .... , 

,,.;:::: \ .::: \ 

\ () i \ -, ) \ ,, } 
t ..• 

f.5) ( .3 ' (~ ) \ !~, ~ ' \,' {.,. 

,4) ( 4 l • 
(~ ('~ I '\ 

'0· 1 . } / 

'" ., 

De binomiaal~oijfficiHnten 

getallen n en h met: n ~ h ~ O. Dae.rbtj :~s 

te:r-Hijl 1:1 \ VQQ-Y' \ l'l/ -

1 n-1) 
\h-1 

a< h ~ n rer d0finitie gelijk is 

El.al 7 

aan 

~,, . . , . . i d 1 t n ' ~ ·1 , , ,. 1· c: n ! u . b . . ,,iJ oewJ..JZen t.1ans, at .. ~et get:ccil \ 1-,., 6 ,; __ q,!'. , __ a.an. 5. 11 .,,...:ir::-r-r• ,..,::..er :tJ 
• , ! . , .l ·n j ! 

wordt ender n! verstaa:r: het product der e7.eta.llen 1,2, ... ,n-1 en n. Dus 

1! = 1; 2! = 2; 3! = 6; 

Ondcr O ! is men gewoori tG v0rstaan het getal 1. I1lell heBft n! :::.:n( n-1) ! 

Om de .;- o r ' " l n ' n ! t c. ' " · · '" a e " , 1 d · · .,_ I!lU..i.t, ,,,. = 1. 11 -h\ 1• .... r,c)w1a,.en, p es n ,1e vo..1. e 1gs .:.n-
r- .1 . \ n , 1 • 

ductie toe tan aanzicn van n. Voor n - 0 ts de enige binomiaal8o~fficiijnt, 
zodat de formule voor n:::::O die wij behoevE.m te beschouwen (~) 

,., ' ::::: 1 \,) . 
-· 0!0!' \j 

juist is. 

Voor n > O en h == 0 is de fonnulE:.: ovcncen8 juist, want mu:1 heeft 

Ook voor n ,> C 0n. h = n is de formule ~iuist <g) ::::: 1 n! .. en ..,.O_,,.!_,,.(_n __ ...,,OTT = i • 

(bewijs dit!). 

Wij onderstellen t}1ans dat d,2, for::,ule veer n-1 in plaats var: n is 

bewezen en moge:n da3.rbij aa:memori dat 111:)t natuurlijke getal h voldoet 

aan O <.., h <. n . 

kunnen '\Vs.: formult; (·1) toE::pas3cr::. en vinden 

_ ,n-1\ .... (n-1\ _ (n-1)! + n-1)! 
- lh-1/' h 1 - (h-1)!(n-h)! .1! n-c.-

-Y1 ! ... 
:t!(n-h}! 1 

waarmeo dE: gezo ch te f orr:1t..lE, bewE~Z€n :LB. 

Aangezi•~-n 01) grand van hur. ont:.'ltaanswi~jze alle b~nomiaalcoeff~.cien-
1 . 'k t 1., . . . . n! n(n-·1) •.• tn-h+1) h el d ten natuur 1.J e ~c: a .i.en z1Jn.1 1s ~ 11 n :i::, i :.:: ~ 1 ge e "'-'-, us 

~ , fl. \ .,, -11} ~ .. .i. .. 

h! is dcelbaar op het product van h wi.llckeuri.ge or elkaar volgende getal-

len. 
n 1, 

Opg. 1. Bewijs (h) = (n:h). 
Wij h0tbL.n th.ins g,.Nonri.__:!l voor :L..,dor natuu.rlijk e;utul n 

n n 
'-- . i~ l .. :::·-- n ! ahb n-h 

la+b;\n =.," ..,_ ... -(~)a .. bn-1 .. 
' · ·· .u L -· i . ( n -n ) ! • 

h:::O h;;O 



Wij ku.nnen deze :fo:n:nu1c ook :::chr:i ;.:ven :in de ged~1,:i.ntc 

I ·t'!1 \8.+ :} :::: 
h,k;a:O 
h•1-k:,n 

0.£5.: 2. l3ewi;1s dat voor wil1.ekeu.r.ige ~~~!1ele a e:n "b de uj td:::-ukktn~ 
- --:-7 '7 " ' '7 
1\1,~h)' - a 1 - b' dDP1haa~ ~ .. ~~~1~ 1 

'l...,11 ! - Cb, Y i,,..,- - ,V .. ,L. .J.. •-• ',.I, \,,J "-'' . I Ill 

t;JJ:l.!. C 

!,!et behtllJ:; van de gcvonden f()r:ilulfi . r, het ooh r.:oge.l..j},· om Eien ,mt­

v:ikkeling van ta+t,+c)n nee-.r t~ :J,:::ln:·-.t~1ven. buner:::i 

·n 

.. / 
h=i) 

n ! h 1 • . , n-r . rn-;:- ,.,..,.. a \ l;+ e .J -~: 

• 

r .t 

!1=0 
n ·, 

.1. , n--•n J : 

.. ,, n! 
~ 'h~o .J,..a,, ■ 

.. n. 
"\ ~! 

- ( ,- ,--. IiTiTiiiT 
~1, .n:, m=•--' 
h+k+m=n 

11--ft 

h '! ,,. 
a_.bj'1.. ,"'ul 

C , 

-- k n-1:-k 
D e 

- ~ 0 An°1in~ ~s ~ierbij, da: de niet ne~atieve pehele getallen ~.ken r 

alle gehe1e waa.rden var: 0 tot e:1 :1et n doorJ.oren, .::;odanig, dat hun :rn.1 

c::lijk is aan n. 
Voorbeeld. 

. ' ; 
(a+b+cr = 

-~ I 
.,I. " k m f::t •-J.b .... -.. ,. 

.. nTITTrnT t,;::, ' ... , • 

:1, K ,m=O 
:1+k~·-n1=3 

H• b'· .. (1. _,, ·c 7··, rtier lJ z1Jn voor ~,K,m; eiecn~s ~oge_1J~ ~'"I")] 1 " 3 o·) (3 r, r,\ 
,1~•1J, ! ~l, y ! \. 1 v,v/ 1 

(0,1 ,2), (0,2,1), (1,0,2), (2,0,1), (~ ,2,0), ) 1 c,) 11 • 1) ,;,·,, .. .:i .,, 
;.. 9 I 'I t \ l i ? , J;, • ..,!S. u.e.1-

10 gevonden stellen lever-: E.:en te!-m in het rc:hterlid. De coefficient van 

b.v. de ter1;1 abc js daei..::··tij 

3 -· TTTnT = b. 
, . ' . I. 

Wij merken nog op, da: de termen met (h,k 1 m) = (O,O,J), (O,J,O) en (3,0,C) 
-~ J '.l, 

analoog gebouwd zij!1. Zij lu~ Jen c~, b en 2.-. Zo z:i.jn de volgende tel'!nen 

ook analoge termen. 1,·:en :,, chrj ~1 ft vaak kortwei:: 
"' 3 ,, . .., 

(a+b+c).J = L. a + 3 ::-:· ai:::b + 6 a.be, 

waarbi j met 2 a3 de som E.: 3 + c3 + ,} en met -~ ~ /t d.e som a2o + 

+ ac2 + b2c + tc2 bedoeld word~. 
Onmerking. Op analoge wij:i-rn vindt men formu.:..es ·oor maohten van veeltermen 

bestaande ui t vier of meer termen. :in het 9.lger.:.;en, een :resultaat dat d0or 
volledige indu~tie te bewi jzen is, komt .m.an tot 1e fonnule 

P n 
~-
L--h ~ ~ -r 

1 'h2 ' • • • } l•p-•" 
h-1 +h,..+ ••• +h ==n 

l t::. 1) 

,, ! 
, • .i;.. 

,, 'h ! '11 I n1 . ~: .•• • . p. 



de zoj 
ci is kennelijk van 

ZO t Wij V 

js 
n 

0 

t te 

s·. leide daarui t af 
2n 
~· "n 'i, 0 

·, {_'\u1c.Il\<.:.:::: 
-·' / 'hJ 

f \ 

~ n ; • 

van de 

= o. 

b 

( a+ . 
) 

n 

t 

1ncet zijr1 

e 

,. b 
'n-h ' 

rmule 

v~:m ( 1 

van b 

e 

20 e 

Opg. 8. Bewijs door middel van volledige indu 
2n < n! < 

e voor n ~ 4 de f ormulP 

o~~. 9. Bewijs door ~- ~ 
ddel van volle~ige inductie 

1 = n. 

= (n) 2n-k 
k· • 

t?:. 12. Bepaal het aantal toren 2 en het aantal toren 3, die 
·~·-;-al ( 1 OO) bevat zijn .en beY:ij 0 nat: ii Pt ,:i 0 "J ~..,, 

? en ook niet door 7. 
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~_JJ_. La.at zien de.t a.ls p een ;:riemge-:al is, het getal (/~) deelbaar 

is door p indien 1 ii h ''.ii: 1)-i. 

Het gevondene i.n opgave 13 levert r.ns dat :in de ontwikkeling 
p 

{ ,. .... \ p - ~--··-· { F \ V h 
\1-X- ..... ,.- \"1-,i'' 

1 .if\~":..:,/::, l.l 
1;..,.~ .. \,.) 

voor gehele x alle termen ::n het re 1t.terl~.d deelbaar zijn door p, A.fge-

zien van de eerete en de laatete, i~e de uitdr~kking 

(1+x)P - xP - 1 

• ·1· ..., • ,.._ .; '""'"' v ,:,e}1e 01 -i 0 •. ·.·, deelbao.·r door T,). :1s,e. .s p p.1-1"";-;1 .tS ,c;:u ..... c:. 1.,,.l.. .... - ~· 

Wij leide~ hieruit de volge~e stelling af: Voor gehele n en voor 

priemgetallen pi~ nP-~ deelba~ door p. 

Wij geven een bewijs door olle~ige inductie. Voor n=1 is de bowering 

zeker juist. Zij nu de beweri.g juist voor zekere n. Dan is dus nP-n 

deelbaar door p. Zoeven vond 11 wi j da t ook ( 1 +n) P - riP - 1 deelbaar is 
door p; dan is dat oak hct 1Jval met de som (1+n)P - n - 1 der laatstge­

noernde ui tdruk1dngen, waar1.·- t de bewerinf~ voor n+ 1 volgt I zoda t hiermede 

de stelling algemeen bewezn is. 
Gevolg: Als het pri,3mai;al p r:iet deelbaar is op n, dan is p deelbaar 

op nP-1 -: ( stelling van •'erma.t). Ir.Jfilers volgons dv vorigo stelling is p 

deelbaar op nP-n = n(nP"-1) en omdat het priemgetal p niet deelbaar is 
r,-1 

op n, is het deelbaar r n· -1. 

0:pg. 14. Bewijs met bf~lp van net 
rn 
i 71' 

} f( )h( n 1 . 2h 
cos na -= . - /) ,.1 1 s J n N <'...l • 

. i 

r l .. l..., 
1-;--: 

theorema van de Moivre 

... ,} 

a cosn-c:.l a· 
' 

,;:-- . "t· ,,., .'), ... , 1 
'- I \·l( .. \.~, c.1.+ n-2h-1 

sin na . /. _ \ - .1 ? }i -i- 1 I a: .i. 11 
•_ri - ••'•I 
.~-\._.I 

a cos c1.f 

Hierllij verstaa me1 onder het symbool [rrij het grootete natuurlijke getal 

d&t 

{ 3. Permutat:les en combinaties. 

Onder .. -en permnatie van 

de i•i er· of ander~ volco:rde 
Zr oezi tten de elementen 

c1."a. • Het 'lA.l t nie-: moeilijk 

eon aantal elemc:nten a ... , ••• ,a wordt verstaan . n 
genomen verzamelines dezer elementen. 

a.1 , a 2 de volgende -twee :i;-ermutaties: a.1 a2 en 

na te gs.an hoeveel permu---:aties een verzame-
c ' 

1-'Dg van n 8lemen-:;en bezi t, 11velk aantal wij met Pn zul:_en aangeven. Gaan 

,iii de n elementen ra.::.gschikken ~ dan kan op de eerste p::..aats elk der n 
elementen staan en :.s senmaal een keuze voor het element op de eerste 
plaats gedaan, da.n kunnijn de overige n-1 elementen nog over alle vorige 
n-1 plaatsen warden ge:per:w.uteerd. Bijgevolg is Pn = nPn-i, waa.ruit wegens 

P1 = 1 onmiddellijk volgt :en= n! Voor n=2 hadden wij dit resultaat hier-
boven al gevonden. 
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Op allerlei plaatsen in dt?. wiBkunde, de kansrekeni.ng en de ste.tte­

tiek en ook in de pracU.jk !:.1J.lee1 t het begrip pernuto.tie een belangrijke 

rol. Di t geldt trouwenf., ook voor de hierna te bespreken begrippen \~ombi­

n~tie en variatie, 

Wi ~! geven en.ke.1 e voort eel den. Zi ~1 g~vraagd de :3om van al1e getallen 

van 5 oijfers, waarin elk der ci~fers 1 ,3,5,7 en 9 pre~ies ~~n keer voor­
komt. Onder deze getallen zijr-:. er 1A atuks waarbij het cijfer 1 op de 
voorste plaats staat, even zovele waarbij dit cijfer op de volgende 

plaata staat, enz. dus de bijdrage van het cijfer 1 in de som der getal­

len is P4 x 11111 = 24 x 11111. Op analoge wij~e vind~ men voor de bij-
(.~ 

drage van het ci;jfer .3 i.n de ge~:o'.:hte som de waarde pt x 33333 enz. De 
waarde de~ gezochte so~ is d~s 

24 X 11111 X (1+J+5+7+9) = 6666600. 

Q~. Ee:n gezelschap van 9 volwassen personen spreekt af iedere dag te 

dineren aan een ronde tafel en daarbij steeds weer op een andere wijze 

(dat is op een wijze waarbij niet ieder dezelfde twee buren heeft als 

bij een vorige maal ti,jd) a.an te zi tten. Hoe oud is de jongste van het ge­

zelschap op de dag van de laatst mogelijke oaaltijd ten minste? 

Thans bespreken vd;j }:et begrip variatie. Ben variatie van k ui t n 

clementen is een keuze van k eleme7.iten uit de groep van n elementen. Het 

.?r--,ntal mogelijke dergelijke vrriaties geeft men aan met V~. Wij leiden 
n een formule af voor Vk. 

Voor het eerste dement der variatie van k uit den elementer zijn 

r;. mogelijkheden, terwijl bij een eenmaal gedane keuze van de overige k-1 

el.emonten nog alle variaties van k-1 uit n-1 elementen kunnen worden ge-
1lorner1 ~ 

r•. • ~ ..,_ • .,-::JgevoJ.g 22 

.,,;n-1 
1J. \) '1 A j 

K-1 

waaruit wegens v1 = h door volledige inductie volgt 

Voor k=n 

some 

Vn -k -

,rinden 

Hoeveel 

1-n·') ( k4) n! n, .. -1 ••• n- +, = {n-k)!" 

wij het vorige resultaat Pn = V~ = n! 
getallen van 4 ongelijke cijfers zijn 

terug, 

er? Bepaal ook hun 

Opg. 3. HoeveGl getallen onder de 10.000 bestaan er waarin geen zelfde 
cijfer tweemaal of vaker optreedt, 

Onder een combi:natie van k uit r. ele.menten verstaat men een groep 

van k elem8nten genomen ui t d0 n elementen waarbij het van geen belang 

is in welke volgorde die k elementen e:,.mornen warden. Het aantal combina-

~ies van k uit n elementen Wenst men wel op de vol-
co'.1'.'de te letten 1 dan dient :nen nog ach-+;eraf alle p8rmutaties van iedere 
combinatie van k te beschouwen ( welk aantal Pk -- k ! is), waarna men weer 

allo varieties vindt. Bijgevolg is 
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k! C~ 
n! 

= (n-k) ! i 

dus 
{In = n ! ( n) 
--.,_{ k ! ( n-k j ! = k · 

Wij vinien hier in de vorige { behandelde binomiaalcoefficienten 

terug en kunnen dus het toen gevonden resultaat ook op de volgende wijze 

schrijven n 
( 1 + x) n = >. · c~ xk • 

Ic;o 
Het is mogelijk om dit resultaat rechtstreeks af te leiden. I:mmers als 

men de coeffici5n~en van xk in de uitdrukking 

( 1 +x) n = ( 1 +x) ( 1 +x) • . . ( 1 +x) 

wenst te weten, mer£t men op dat iedere keuze van k factoren uit den 

factoren 1+x juist ~anleiding geeft tot een term xk, zodat de coefficient 

van xk in ( 1 +x) n geli.jk .moet zijn aan het aantal C~ der combinaties van 

k uit n elementen. 
Opg. 4. Hoeveel diagon~len bezit een vlakke n-hoek? In hoeveel punten 

(de hoekpunten van de v~elhoek niet meegerekend) snijden deze elkaar? 

Opg. 5. Hoeveel verschi~lende bridgespelen zijn er? 
Thans onderzoeken vij het aantal V~ van herhalingsvariatibs Vd.n k 

uit n elementen. Dit zij1 variaties waarbij op iedere plaats een der ele­

menten .mag staan, ongeactt o:f di t element al op een andere plaats gekozen' 

is. Kiest men een eerste ~lement uit (waarvoor n keuzen zijn) dan heeft 
men als het eerste element :.s vastgelegd nog slechts de herhalingscombina­

ties van k-1 uit n elemente:i te bepalen. Bijgevolg is V~ = nV~_ 1 , dus 
TTn k .. t TTn k wegens v1 = n riJg men vk = n. 

Evenals men kan spreken van herhalingsvariaties kan men spreken van 
herhalingscombinaties van k u:..t n, dat zijn combinaties van k uit n ele­

menten, waarbij meer dan eenma~l eenzelfde element uit de verzameling der 

n 8lsm0nt\.:Jn mag word.9:i gekozer... i-Iet aantal dergelijke herhalingscombina­
ties geven wij aan met C~. Ook d'...t aantal laat zich op eenvoudige wijze 
bepalen. 

Beschouw n elementen a 1 , .• ~ ,ar_· Om het aantal C~ te bepalenjl voegen 
wij nog k-1 nieuwe elementen hieraar. toe en bepalen alle combinaties van 

k uit de n+k-1 elementen a 1 , •.. ,an+k-1 . Dit aantal is, zoals wij zagen 
gelijk aan (n+~-1). Nu merken wij op, dat .met iedere combinatie 

an •.. an (waarbij men mag onderstellen n1 < n2 < .•. <nk) van k elemen­
tetl uit kde n+k-1 beschouwde elementen ~en een en slechts een herhalings­

combinatie van k uit n kan verkrijgen door daarvoor te nemen 

a a 1 .••• a -k+1 , welke we gens nh ) h dus nh - ( h-1 ) -i} 1 inderdaad een 
n1 n2""" nk ~ 

toelaatbare herhalingscombinatie van k is uit den elementen a 1 , ••• ,an. 
Omgekeerd volgt uit iedere herhalingscombina~ie a .•• a van den ele-

n1 nk 
menten (waarbij men mag onderstellen n1 < n2 < •.• < nk) juist een gewone 
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combinatie a a 1 a 1 .•• ~i • , der n--k-1 eiementen a1 ••• a k 1 , want 
'tl 1 !lr, ·+" n 1 + t11 .,. ··~ K - ; J n 4.. -

I ' / A 

men heeft z,_1+h-i "'7:i n,i.k-1 eti. voor h < i. :is r.t·d1-1 /. n2+i-1. want anders 
was ~n-n' = 1-h in strijd met 

~ .l 

rn _ ",:::+k-1 _. (n+k-1 \ -· ~ r~+~1 j ✓ i . k .,. '·'k ... ' k 1 -· , n- .. r:. • 

··· l' ·r:; l .: .. ,. ~ ., . ~ • • • ,._ 'j, •. ,. Je, .. V1.,1.1.g le 

01:::,;. 6. Hoeveel cton;inorc;tener, teva.t eer. dc:nir:oeE,el'i' 
Als toepasi~jng van het voorafgan:1de bepa1en w.ij het aante.l termen 

van een ne graadsvorm in k vari.abelFn, Wf.).a.rbi;· wi.j twee terr!len verschil­

lend rekenen B.1s rdet aJ.le var:.ate:en er:\;r:. ir~ C.1:-;Z~l:fd.'C ,,r1·n.,:.d voorkor,: ... n. 
~ k1 

Kenneli jk is di t aanta.1 gelijk aen l_n, en is dus gelijk aan ( n+ n-') = 

(r.+k-1; ! 
= n!(k-1)!· 

Wenst men het a.antal nermutaties te berekenen van k ui t n elementen. 
~ . w 

waaronder ec'L"+o-y,.; ···e1.·•.,.;_\,-e, "'P•"•·•4er; geliJ"'k·,c:i rnno...., ~r,::)">•.-.c•1,., 1 ~end "il'.1>ll de 
..&. v v~ ,..., '1 ~:, .,1.. d·u,. • l " -....•..L. '-<l .,,,, -2 ,; ...... · "-" "'"'~~,..,.a,..t, """'""" U J..4 ..a..J.. " '~ .... 

vorige i 1 eler:1enten, i 3 gel:..;j~:e, maar verschi.llend va::1 de voritse 11 +i2 
elementen, •...... , :Lt gel:,j:te m.aar versch:.llend van :ie vorige 

i 1 + ••• +it-i elementen, vocrlomen, da.n is di t aantal t;.i t het aantal pn 

te vinden door allereers-z aJle perTI;utaties van de ee:-ste i.1 gelijke ele­

menten als dez,elfde tc tescrouwen, hetzelfde te doe1: m.et de permutaties 

van de i 2 verdere gel:i jke e·1z., zodat men dan voor :,et gezochte aantal 

vindt 
n.! 

Toepassing. Z:i.j gevraagd roeveel verschillende gei;alJ.en men kan vorm.en 

met dezelfde cijfers als ,et getal 122333. Men vi~dt ! 1=2, i 2=3, n=6, 

dus het aantal luidt 

6! :i ! 2 ! = 60. 

Opg. 7. Bepaal de somdezer getallen. 
Wij la ten nu no zien hoe men het aantal :-om~inaties tepaal t van 

k ui t n element.en, w,nneer onder die elementen i e:elijke optreden. Aller­

P"" ,u r 1'. ..... Jgt men al ~e comtina ties van k ui t de n-·. ongelijke elementen; 

verder de combinat'es van k-1 uit de n-i ongelij~e, waarbij verder 1 ele­

ment der i. gelijk..; optreedt; vervolgens de combi~1aties vam k-2 ui t de 

n-i ongelijke wad::.~bij verder 2 21ementen der i eelijke optreden enz. 

Het totale aantn: is dus gelijk aan 
. !\ ... 

,,:i-J. . .j._, cn-i. + ('n-i ', ,...r.-i. 
'"J.:.,: lc-1 • • * + .._,--k-i = ~,t.~. '--'h , 

!1:::k-i 
is ech ter k <: i dan loo:pt de sommati.e van h::::C af. Indien echter k ,,:::_ n-i 

is, treedt er geer.:. combinatie op waarbij alle i gelijke elementen ontbre­

ken, zoda~ men dan voor het aantal gezochte combinaties vindt 
n-i c~:f + c~=i-1 + ••• + c~:t = L 0ri-1 • 

h=k-: 
In het a.lgemeen krijgt men due voor het gezochte aantal 
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~"-· r:' .oev~e.,. kan men het get.al 20 als som van 5 gohele ge-
tallon sctrijven, dio elk ~..... ·-· Z i j 11? 

VB.rl 52 ·~ 3 trekt, groot is den 
de ~ans, dater 4 a~en ender zi~ten? 

ic de knns om met twee dotbeJetenen in 3 worpen preciea 

tw:20::rn.a.L ean 6 ~;e ,~o•).::.en."':' .ncq:.a.a1 ::iok de ka.r::.::, d.at 1nen ten minste tweemaal 

eer:: 6 goo:i. t. 

Op~~- 1 ·1. Jn een warenhuis ~1tnat e.::n aanta1 blikken opgeatapeld :i.n een 

pyrD.:mide, d.w.z. in llct grondv~.n.~{ Y.on:1.e!"l. de bJ.ikjes een opgev,ilde gelijk­
zi j ;J ige ur~l ehoek, wo.a1·van Jn de o:ntre1{ 60 b likken s tas.n, In de elirste 

lang hierboven staan de tlikken juis: boven de zwaartepunten van eteeds 
3 l:."':.bu:d.ge cl.~kke::1 u:£ r ::et grJnd·rlak, op analoge wijze is iedere laag ge­

zet bovs:-1 de vo oraf tn:u::.dc. ,~}8'lrnagd word t hoeveol b likken de pyramide be­

vat. 
On-· 1~ Wat ~e de kans dat ~en biJ, hot nemcn van twee dominostenen in .. _._!5 -0 _. --- ' 

tot~al 12 ogen krijgt? 
Our~. ·~3. Ho:,vcel vertJc-I,Lllen:.e r2·etallen ::::~in tc si.:·hrijve!1, d.te uj.~ de 

cijfero 0011122 be8taRn? 

~=! 1.L Op hcevec.l vcrc,chil:.end.e manj eren kan men een bedrag van 10 cent 

met vooroor1og:,c m1.i:1ten beta:.C:r En or hocvecl manieren rr:et de hu.idige 

m,n en peen perm .~3tie vor:nen ·,·an 

.Bev: j_ ~j s ic:t t 

waart, j ;i 
• ,J., ~= 

stuiver enz, niet wordt gelet)? 

termen :<1ynzpuq, waarb:i j de getallen 

de getallen 2,2,3 en 4. Uit hoeveel 
"') ·;: ,;:1 ,.., 

die son golijk is aan x~y~z~u~(s1s 2-s3), 

(n ... 1,2,3) • 

Tc::1slot:c · .'C'ti)L,1.•.·cr;. wi_j ::·.e-s t,,,.grii, permutatie no 5 wat nader. 

Wj_ 1 ner:n11.1terc~, t "~:. ,m,·, ,?l 0le~r:erten a •..... a en letten er l:i:i een 1"ermu-
.. , - j t I J n .., .t" 

t2.t:e ak , ... ,a ckzer elc:;:entc•r. op hoe vaak twe,::i elementen uit die per-

mut~tie~Jen irr~Psie vornen, d.w.z. hoe vaak eon element met een hogere 

index voora:fgr.-."; ar.n e.:n: met eon lagere index, Zo bevat de permutatie 

a q ,.., a~ 1·,. "'+ ct·r·i,-,, 1·.-.,.,,-.~r·0 G1· 0 R. 1 "· '\ c.~ S 2 a ·1 ~ '· '·' ' - - ' ~ ~ '-· ~· 
•-' , "r 

Men nr mt eun pc:m:utati e even als zi j een even aan tal inversies 
bevat, or:cV :, als :::i;j c:rr Gen oneven. aantal b.::vat. De bovengenoemde permu-

tatie i· dL2 oneven. 
~anf bewijzen wij de 

Stell~· A1s ffie:n in ecm pern:uta tie twee elomenten verwissel t, verandert ----· 
ha" ari tei t ( dat is l'~et even of oneven zijn). 

Besch0trF voor hot bewijs een permutatie ak , .•• ,ak, waarin de twee 

elem~c'::en a, en a, word'€n verwisseld. Om te onAerzoekeR hoe hierdoor 
K., K 7 
~ .., 

het 9.a~1~al invcr"'i.r:s :::id1 heoft gewi.jzi.gd is het voldoende de elementen 
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:i 

tel 

evenzo ~e t t Lr 1 s 

versie 

zc a.ax1 

van 
J. 

evEm be 

ben 
,] 

res . j-i-

tot e 

waarmed0 d stc , 
·• 

ze stelli 1c;,f1. soms een 

6en permutati te b nlen. Ee 

d toenan:e van 

0 van 

t~ aa.r: rsies 
t+ -•1 cc-.. l ,i' ~ t 1 ~ \v -,-s-• + 

bewuzen 

el cm 
ie 

1 
..l. 

or t rui 

ex1 di t is ec11 

tei t van 

a • 

sen-

rne:n eerst 

ze dric l de c'l..ren 

en 

rmutatie 

men na 

oors o:nke-

lijke trmutatie cnevcn was. 

permutati0 even 

aitief 12 on one:ve:n 

"' het 

+~ 
C .J.. is. 

't---1-'" 
t I : 

j > i j 

zi j n ,2vu1ve 01 even s onevcn aties van n elomenten, 

ijkens o e, 17 zijn or dus ! 1;.;ven cm ! ont:ven ties. 

en zijn Jn clomenten waarvan or n lijk zijn en de 

2n elementen onderling verschillend zijn en oak verschillend van den 

eerste .; 
J el 

elementen. Hoeveel 

van 
:nen 

I 

eveel 

t woord 1l1l 

t de 

en, e conbinaties van n uit deze 3n 

lij es zi. jr1 

ies van 3 lettere kan men maken t de letters 

evee1 

ttors van t WO 

ies van 1 1 2,3 of 4 letters kan 
11 elal 11 ? 
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§ 4. ne reststelling. 

ne reststelling luidt als volgt: 

Indien men een veelterm f(x) deelt door x-a, ontstaat een rest, 

die gelijk is aan f(a). 

Voor het bewijs beschouwen we een willekeurige veelterm 

( ) n n-1 f x = a 0 x + a 1x + ••• + an_ 1x + ah. 

nus 
f(a) 

derhalve 
( ) ( ) ( n n) ( n-1 n-1) ( ) f x - fa = a 0 x -a + a 1 x -a + ••• + an_ 1 x-a. 

Elk der termen in het rechterlid is deelbaar door x-a; immers men 

heeft voor ieder natuurlijk getal p 

xP - aP = (x-a)(xP-\axP-2+ ••• +aP- 1). 

Het rechterlid is dus zelf deelbaar door x-a; men vindt dan 

f(x) - f(a) = (x-a)V(x), 

waarin V(x) een in verband met het bovenstaande gemakkelijk te bepalen 

veelterm in x voorstelt. ne laatste betrekking geschreven in de gedaante 

f(x) = (x-a) V(x) + f(a) 

brengt juist tot uitdrukking, dat de rest bij deling van f(x) door 

x-a gelijk is aan f(a). 

Opmerking. Op de bovenaangegeven wijze is een zodanige veelterm V(z) 

geconstrueerd, dat f(x) - (x-a)V(x) gelijk is aan een constante. 

Gevolg. Als voor een veelterm f(x) geldt f(a) = O, is de rest, bij 

deling door x-a, gelijk aan f(a) = o, zodat de beschouwde veelterm dan 

deelbaar is door x-a. 

Voorbeelden. De veelterm f(x) = x 3 - Jx - 2 neemt voor x=1 de waarde 

-4 aan, dus de rest bij deling door x-1 is gelijk aan -4. 

Opg, 1. Eepaal ook het quotient bij de laatstbeschouwde deling op de 

bovenaangegeven wijze. 

nezelfde veelterm is deelbaar door x-2, want f(2) = O. 

Opg. 2. Eepaal de rest bij deling van 

5 doorx-1. 

x30 - 4x24 + 5x17 - 6x11 + 2 

Opg. J. Voor welke waarde van het natuurlijke getal n is (x+1)n - xn -1 

deelbaar door x+1? 

Zij thans gevraagd de rest bij deling van f(x) door (x-a)(x-b), 

waarin we a i b onderstellen. 

Wij weten reeds dater een veelterm g(x) bestaat, zodanig dat 

(1) f(x) = (x-a)g(x) + c. 
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Dezelfde overweging leert ons, dater een veelterm h(z) bestaat, zo­
danig, dat g(x) = (x-b)h(x) + d~ 

Derhalve is 
f(x) = (x-a)(x-b)h(x) + d(x-a) + c. 

De gezochte rest is dus r = d(x-a) + c. Deze bepalen we nu verder uit 
de betrekkingen, die men door substitutie direct vindt. 

f(a) = C 

f(b) = db - da + c, dus d = f(b)-f(a) 
b-a 

Hieruit volgt r(x) = f(b)-f(a)x + c -
b-a da = 

r(x) = f(b)-f(a) x + c - da 
b-a 

- f(b)-f(a) X bf(a)-af(b) 
- b + b • -a -a 

We hadden dit laatste resultaat iets vlugger gevonden door op te 
merken, dat blijkens (1) de rest van f(x) na deling door (x-a)(x-b) 
van de gedaante mx+n is, dus 

Derhalve 

dus 

f(x) = (x-a)(x-b) g(x) + mx + n. 

f(a) =am+ n 
f(b) = bm + n, 

_ f(b)-f(a) • 
m - b ' -a 

n _ bf(a)-af(b) 
- b-a • 

De gevonden rest bleek te zijn die functie in x van de eerste 
graad, die voor x = a een gegeven waarde f(a) en voor x =been gege­
ven waarde f(b) aanneemt. Zij thans gevraagd een veelterm van de graad 
n-1 te bepalen, die voor x = a 1 een waarde A1, voor x = a 2 een waarde 
A2 , ••• , en tenslotte voor x = an ee n waarde An aanneemt. 

Dit vraagstuk is op twee verschillende wijzen opgelost, nl. door 
Newton en Lagrange. 

Wij geven hier thans de oplossing van Newton, die wij illustreren 
aan een bepaald voorbeeld. Zij gevraagd de cubische veelterm te bepa­
len, die voor x = a,b,c,d resp. de waarden A,B,C,D aanneemt. We probe­
ren de gezochte veelterm in de gedaante te vinden 
(2) f(x) = p + q(x-a) + r(x-a)(x-b) + s(x-a)(x-b)(x-c). 
We bepalen eerst de onbekende coefficient p door de substitutie x = a. 
Men vindt p = f(a) =A.Is p eenmaal bepaald, dan vindt men q door de 
substitutie x = b, die ons leert 

A+ q(b-a) = f(b) = B, 

dus ~q = !:!, enz. Deze methode heeft het voordeel, dat de gevonden 
cubische veelterm gebruikt kan warden in alle gevallen, waarin een veel- J 

term gevraagd wordt, die voor x = a,b,c,d,e, ••• resp. de waarde A,B,C, 
D,E, ••• aanneemt. 

Het "beginstuk" van zo'n veelterm is juist het zoeven bepaalde 
gedeelte (2). 
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Opmerking. Deze methode om de gezochte veelterm te vinden is reeds 
toegepast bij het zoeken naar de rest bij deling van f(x) door 
( x-a) ( a-b) • 

Opg. 4. Bepaal de ~uadratische veelterm, die in de punten -3, 1 en 3 
re~p. de waarden 6, 4 en O aanneemt. 
Opg. 5. Bepaal de veelterm van de derde graad, die voor x = 1,2,3,4 
resp. gelijk is aan 1,2,4 1 8. Antwoord ix3 - ½x2 + jX• 
Opg. 6. Bepaal de veelterm van de derde graad, die in de punten 
x = 1,2,3 gelijk is aan nul. 
Opg. 7. Hoe vindt men volgens de methode van Newton de meest algemene 
veel term van de vi er- de graad, die voor x = 1, 2, 3 gelijk is aan nul? 

Hoe de meest algemene veelterm van de vijfde graad? 

§ 5. Nulpunten van veeltermen. 
Een getal a heet een nulpunt van een veelterm f(z) als geldt 

f(a) = O. 
Neemt men aan, dat elke veelterm f(z) ten minste een nulpunt heeft 

dan levert de reststelling ons een belangrijk resultaat. Noem dit nul­
punt z 1 • Dan is f(z) volgens de reststelling deelbaar door z-z 1 ,aus er 
bestaat een veelterm g(z), zodanig dat 

f(z) = (z-z 1)g(z). 
De graad van g(z) is een lager dan die van f(z). Is de graad van f(z) 
grater dan 1, dan is van g(z) de graad ~ 1, zodat er, alweer volgens 
bovengenoemde stelling, ee n getal z2 bestaat met g(z 2 ) = O, dus wegens 
de reststelling bestaat er een veelterm h(z) met g(z) = (z-z2 )h(z), 
derhalve 

f(z) = (z-z 1)(z-z 2)h(z). 
Zo voortgaande vindt men 

(1) f(z) = (z-z 1 )(z-z2 ) ••• (z-zn)k, 
waarin n de graad van f(z) aangeeft en keen constante voorstelt. 

Is f(z) van de gedaante 
·• 

( ) n n-1 f z = a0 z + a 1z +~-·+an, 

dan vindt men, door in de beide leden der betrekking (1) de coefficien" 
van zn te vergelijken, het resultaat k = a0 , zodat we uiteindelijk 
vinden 

f(z) = a0 (z-z 1)(z-z2 ) ••• (z-zn). 

Indien men het rechterlid van de laatstgevonden betrekking uitwerkt, 
levert vergelijking der ooefficienten van zn- 1 links en rechts 

a1 = -ao(z1+z2+ ••• +zn)-
Zo voortgaande kunnen we elk der coefficienten a 1 ,a2 , •• ~,an uitdrukken 
in a0 en de getallen z 1, ••• ,zn• Hierop komen we later terug. 
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Opg. 2. Bewijs an= a 0 (-)n z1 z2 •.• zn. 
Opg. 3. Beschouw de vergelijking x4 - 33x2 + 20x + 12 = O. 

Toon aan dat iedere gehele wortel dezer vergelijking een deler is 
van het getal 12 en bepaal daarna alle gehele wortels "'V8l deze va:-gelijking. 

Zij gegeven een vergelijki~g 

( ). n n-1 
f z = a 0 z + a 1 z + ··: +an= o. 

Dan vindt men een vergelijking waarvan alle wortels k·groter zijn dan 
de resp. wortels der gegeven vergelijking door z in de gegeven verge­
lijking te vervangen door z-k. 

Dan ontstaat de vergelijking 

f(z-k) = a 0 (z-k)n + a 1 (z-k)n-1 + ••. +an= o. 
Bewijs. Zij z1 een wortel van de oorpsronkelijke vergelijking. Dan heeft 
men dus de betrekking f(z 1 ) = O. Dus f(z 1 +k~k) = 0 en dit houdt in dat 
het getal z 1+k een wortel is van de nieuwe vergelijking f(z-k) = O. 
Opg. 4. De wortels der vergelijking f(!) = 0 zijn a keer zo groot als 
die van de vergelijking f(z) = O. 
Opg. 5. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de reciproken zijn 
~an die van de vergelijking f(z) = O. 
9pg. 6. Bewijs dat voor de vergelijking 

waarin 

aozn + a1zn-1 + ••• + an-1z +an= o, 

an j O, geldt 
a n-1 --a-· 

n 

Opg. 7. Bepaal de vergelijking, waarvan de wortels gelijk zijn aan de 
derdemachtswortelsvan die van de vergelijking 

z 2 - 7z - 8 = O. 
Opg, 8, Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de derdemachten zijn 
van die van de vergelijking z2 - 7z - 8 = O. 
Opg. 9. Zijn de wortels van de vergelijking z3 + Jz 2 + 5z + 7 = O 
gelijk aan z1 , z2 ,z3 , bepaal dan een vergelijking met wortels 

4Z1 + 3, 4Z2 + 3, 4Z3 + J. 
Definitie. Een getal a is een tweevoudig of dubbel nulpunt van de veel­
term f(z), als er een veelterm g(z) bestaat, zodanig dat 

f(z) = (z-a) 2g(z), 
maar geen veelterm h(z), zodanig dat 

f(z) = (z-a) 3h(z). 
In het algemeen heet een getal a een k-voudig nulpunt van de veelterm 
f(z), als er een veelterm g(z) bestaat, zodanig dat 

f(z) = (z-a)k g(z) 
maar geen veelterm h(z), zodanig dat 

f(z) = (z-a)k+1 h(z). 
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bewijzan nu de volgende stalling 

Stelling. Ala a een k-voudig m,(1.punt is v~u1 een vi&el term f{ z) ( we.arirt 
k ~ 2 is), dan is a een (k-1 )-voudig nulpunt van de a.f geleide veelterm 

f''z) = df~z) \. ' uz • 

Bewijs: Uit de onderstelling volgt, dat een veelterm g(z) te vinden is 
. k 

met f(z) = (z-a) g(z), waarbij g(z) niet deelta.ar is door z-a. Volgens 
de regels van differentitiren van een product heeft men dan 

f'(z) = k(z-e.)k-ig(z)-+ (z-a)kg1{z) = (z-a)k-1h(z), 

waarbij 

h(z) = kg(z) + (z-a)g'(z). 
Orr.dat h(z) niet deelbaar is door z-a (want g(z) is het niet), ie z-a 
juist, een (k-1)-voudig nulpunt van f'(z). 

Gevolg: Ala a een k-voudig nulpunt is van f(z) en als11het natuurlijke 
geta.l h < k is, dan is a een (k-h,\..voudi g nul.punt van d f 1\ z). 

dz 
Opg. 10. Ale a een k-voud:iy nulpunt is van f(z), onderzoek dan of a een 
mil:punt kan zijn van f(k+ 1 ( z). Geef voorbeelden van het gevonden resul­
taat. 

Opp:-. 11. Toon aan, dat als de ve:rgelijking 

z2 + :pz + q = 0 

een dubbele wortel bezit, de rela.ti.e ¼p2 - q = 0 geldt. 
Opg. 12. Bepaal de meervou.dige wortels van de vergelijking 

z4 - z3 - 5z2 + 12 = O. 
Wenst men bij een vergelijking f(z) = 0 alle meervoudige wortels 

ate vinden, dan zoeke men dus wortels zowel van f(z) = 0 als van 
f'(z) = O, zodat beide veeltermen f(z) en f'(z) deelbaar zijn door z-a. 
Men kan het getal a dan vinden door de G.G.D. g(z) te bepalen van de 
veeltermen f(z) en f'(z); welke veelterm g(z) dan eveneens door z-a 
deelbaar is. Iedere wortel van g(z)= 0 is voorts een meervoudige wortel 
van f ( z). 

Opg. 13. De vergelijking z4 - 4z +a= O heeft een reele meervoudige 
wortel. Bepaal deze en los de vergelijking daarna op. 

7 7 Opg. 14. Bepaal de dubbele wortels van (z+1) - z - 1 = 0 en los de 
vergelijking daarna op. 

Een getal heet alg8braisch, als het een nulpunt is van een veel­
term met rationale ( dus ook van eE.:n veel term met reele) coefficfenten. 

Opg. 15. De getallen :L, '12 + i·, V10 - 2 \/5, ~ zijn a1gebraisch 
Opmerking. Met behul:p van niet-algebraische hulpmidd€tlen is in 1882 
door Lindemann bewezen dat de getallen e en Tr niet algBbraisch zijn. 



§ 6. De binomiaalver,~ li jkinei • 

.Een binortiaalvergelijkin;; i.s et.in vergelijking van de gedaa.nta:. 
a:;::P + bzm = o. 

Hierin stellen ~ en b gegeven compl&x~ gctallen voor; n 6n ~ 

zijn natm~rlijk,;i g._,·i;allcn. 

Wij rr.og8n vEtron 1SEnst.E:llen a/:. 0~ 'c /:. 0 en verder kunnen VH!:¥ 

zonder de alg&me~nheic} :.t r0chadt;n 1 aam1€Iil,:;!1 n > ·:11. 

De vergelijkine nd~mt dan d8 gbdaante aan 

n ,.m,zn-m ' 
<JI, .... \ -l" 

b ' a'= o. 
Behalve m wortels z = r vinden w& nog wortals, die voldoen aan 

n-"11 b 
7 i.~ + 0 - a = .• 

Stel n - r::1 = p; 
'b = A( cos C)( + i sin()( ) . Dan 1s 

zP = A(cos o< + i sine( ) . 

waarvan de wortcls zijn 

z; = !;r;: ( cos o< +2 k77' -1- i sin d +2k1T) 
p p 

( k = 0 , 1 , ••• 1 p-1 ) • 

~!)E~passing. Ge:vraagd wordt de wortels te vinden van 

10 z = 1 + i. 

Nen he0ft 1 + i = V2(cos J + i sin 

\tor 5+4k 
z = V 2 (cos -:rr;-7' + i sin ~Tf) (k = 0,1, ..• ,9). 

2 Qpg. 1. Bert::ken de wort els ui t i, d. w. z. los op d,, vergeli jking z = i. 

Opg. 2. Als d6 vergolijking zn = a een dubbele wortE:l heeft 1 heeft zij 

zc. lfs een n-voud ;_ ge worte 1. 
Speciale aandacht verdient de vergelijking 

Zn:= 1 

met den wortels 
2kTT 

zk = cos 
11 

+ i sin 2k7T 
n (k = 0,1 1 ••• ,n-1). 

Deze getalltn zk liggen allen op de E:enheidscirk8l en vormen dEJ hoek­
p1·nten van ecn regelma tige n-ho6k. 

De ni~t-reijl0 wortels dezer vergelijking zijn paarsgewijzc toe­

r,evoeed cornp4-€.;X, 

Men he0ft dus zk = z n-k ( k :::: 1 , ••. , n-1 ) • 

Opg. 3. Bewijs dit. 
Het oplossen der vergelijking z3 = 1 levert ons dus de hoekpun.ten 

van e6n g8lijkzijdige drieho~k. 

Men vindt uit {z-1)(z2+ z + 1) = 0 direct de wortels 

z 1 = 'i , z? ~ - -- -;i_; .! -lt i \13. 
I • ' 
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Hieruit v1ndt men due de bekend~ formulae uit de goniometrie teru.g 

2Tf .1. 27T Ir:::-
cos T = - ., sin T =iv 3. 

Gewoonlijk gE;t.ft men het gttal z2 = - i + i 1 VJ a.an door de 
letter f . 2 2 
Opg. 4. Bewijs: z3 = z2; z2 = z3, z2 + z3 = -1s z2 z3 = O. 

De 3 derdemachtswortels uit een getal a zijn van de geda.ante CX, 
<:.J.f enO'..f 2, waarbij O< eE:n der wortels van z3 = a vooretel t. 
Opg. 2• Bewijs dit. 

Ook de formulas voor regelmatige vijf- en tienhoek zijn te vinden 
met boven behandelde methode. 

We lossen daartoe op dE: vergelijklng z5 = 1, due afgezien van de 
wortel z = 1 hebben we de wortels te zoeken van de vergelijking 
z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0 welke we door een kunstgreep kunnen bepalen. 
Voer nl. de hulpgrootheid u = z +!in, dan gaat onze vergelijking over 
jn 

u2 + u - 1 = 0 

Nadat hieruit u b~paald is vindt 
andere wortels van z 5 - 1 = o. 
Opg. 6. Veer dit uit, 

men uit u = z + 1 de gezochte vier z 

Opmerking: Het is door de wiskundige Gauss aangetoond, dat op deze wijze 
de wortels van z17 - 1 = 0 gevonden kunnen warden en dat de zijd~ der 
regelmatige 17-hotk kan warden geconstrueerd met passer en lineaal. 
Gauss toonde aan dat slechts construeerbaar zijn de zijden der regelma.tige 
n-hoek, wa.arbij 

n = 3, 5, 17, 257, ••• 
of een product van een willekeurige macht van het geta.l 2 en de eerste 
macht van een willekeurig aantal der getallen 3, 5, 17, 257, •••• 

De laatste rij getallen is de rij der priemgetallen van de ge­
daante 2m + 1. Een zodanig getal p kan slechts priem zijn als m zelf een 
macht van 2 is, dus zo'n getal p moet zeker van de gedaante 

k 
p = 22 + 1 zijn (k = 0,1,2, .•• ). Niet alle getallen van deze gedaante 
zijn echter priem want voor k = 5 vindt men het getal 232 + 1, da.t, 
zeals Euler in 1753 heeft opg~merkt, deelbaar is door 641. Het getal 
264+ 1 is deelbaar door 274177 (in 1880 door Landry bewezen). Voor 
k = 7, 8, 9, 11, 12, 15, 18, 23, 36, 38 en 73 heeft men ook kunnen be-

.. , 2k 16 
v· ·-~~ ~~t 2 + 1 niet priem is. Het getal 2 + 1 = 65537 is wel priem; 
de regelmatige 65537-ho~k is dus volg&ns Gauss te construeren met passer 

k 
... ,.1. 11.. ... 1.':-:\al. ·.ne getP.llcn 22 + 1 (k = o, 1 ,2, ••• ) heten de geilallen van 
Fermat. 
Opg. 7. Men vermindert de wortcl~ ~i,;ir vcrgelijking zn - 1 = 0 allen met 
1, dus baaohouwt de wortels van de vergelijking (w+1)n -1 = O. 

Opg. 8. Bewijs dat een veelterm van de n8 graad geen (n+1)-voudig 
nulpunt kan bezitten. Schrijf een vergelijking van de n8 gre.ad op, die 
e~n n-voudig nulpunt bezit. 
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Opg. 7. Men vermindert de wortels der vergelijking z -1 = O alle met 1, 

dus beschouwt de wortels van de vergelijking (w+1)n-1=0. Bewijs door b~­

schouwing der laatste vergelijkini;: dat het product der koorden die in 
, , 

een regelmatige n-hoek, beschreven in de eenheidscirkel, een hoekpunt 

verbinden met elk der andere hoekpunten, gelijk is aan n. 

Opg. 8. Bewijs 
21i 4TT 6TT 

cos -r- + cos 7 + cos 7 = 

§7. Rekenwijze van Horner. 
Voor veeltermen f(x) hoogstens van de ne graad geldt de reeksont­

wikkeling van Taylor 

f ( X +h) = f ( X) + ~ ( f 1 ( X) + ~ ~ f 11 ( X) + .. , + ~ ~ f ( n) ( X) , 

Voor het bewijs merke men op, dat deze formule onmiddellijk volgt 

uit de binomiaalformule van Newton, als f(x) gelijk is aan een macht van 
x, waarvan de exponent geheel 5 niet negatief en hoogstens n is, Hieruit 

ziet men gemakkelijk in dat de formule dan algemeen geldt voor willekeu­

rige veeltermen. 

( ) n n-1 Om f x = a0 x +a1x + ... +an_ 1x+an voor x = p te berekenen, als de co~f-
fici~nten en p gegeven zijn, past men de rekenwijze van Horner toe 

a n-2 a n-1 
pat pa' pa' 

n-3 n-2 n-1 + 
JI zr 7 

7 a' / a' 7 fai7 
· •· n-2 n-1 Q~ 

De bedoeling is dus, dat a0 eerst met p wordt vermenigvuldigd; het ver­

kregen resultaat met a1 vermeerderd, levert een getal, dat we a1 hebben 
genoemd. Dit getal a1 wordt weer met p vermenigvuldigd. Het aldus ver­

kregen resultaat levert, met a2 vermeerderd, een getal op, dat we a2 ge­
noemd hebben, enz. Zo doorgaande vinden we een getal, a' A' dat weer met 

TI- I 

p wordt vermenigvuldigd, terwijl de aldus verkregen uitkomst, met an ver-

meerderd, een som oplevert, die we a' genoemd hebben. Wij beweren, dat n 
deze som juist gelijk is aan de waarde, die de functie f(x) in het punt 

x=p aanneemt. Dit is trouwens duidelijk, want 

a' 1 
::: pao + a1; 

at 
2 

::: pa' 1 + a2 == p2ao + pa_., + a2; 

at p3a + 2 
+ pa2 + ::: p a_., a3; 3 0 

en ten slotte 

a' n n-'1 + + pa '1 + == P ao + P a ... an. n '1 n-
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hierboven aangegeven schema van Horner 1s bet verkort de11ngaachema, 

men verkr1Jgt, ala f(x) door x-p wordt gedeeld, nl.: 

x-p /aoxn + a1xn-1 + arn-2 + .•. + an-1x + a~ 

/ a xn - pa xn- 1 • \ 
0 0 

+ 8 x:n-2 
2 

-pa'xn-2 
1 

a' x + a n-1 n 

a~_ 1x -pa~_ 1 

a' n 

Ook hieruit blijkt weer onmiddellijk, data~ de waarde is, die de veel­
term f(x) voor X•P aanneemt, want a' is de rest, die f(x) bij del1ng door n 
x-p overlaat. Het voordeel van de rekenwijze van Horner is, dat ze ons 
niet alleen de rest leert, die f(x) bij deling door x-p oplevert maar ook 
het quotient, nl. a xn- 1 + a1xn- 2 + ... + a~_ 1 . 

Om bv. x3 - 6x~ + 7x - 5 voor x = 2 te bepalen, schrijven we 

1 -6 7 -5 
2 -8 -2 + 

1 -4 -1 0_l = f( 2) 

Verder is f{x) = (x-2) g{x) - 7, waarin g(x) = x2 - 4x - 1. 
~uidt de opgave f(x) te ontwikkelen naar machten van x-2, dan passen we 
het proces op g(x) toe, enz., zodat we het volgende schema vinden: 

1 

1 

-6 
2 

-4 
2 

1 -2 

2 

[il[Q] 

7 
-8 

-5 
-2 + 

-1 [:] 

-4 + 

0 

Aldus vinden we f(x) = -7-5(x-2)+(x-2)3. 
Is een veelterm f(x) van de ne graad in n+1 verschillende punten 

x0 , x1 , ••. , xn gegeven, dan is die veelterm ondubbelzinnig bepaald, om­
dat twee verachillende veeltermen met deze eigenschap een verschil zou­
den bezitten, hoogstens van de ne graad met meer dan n nulpunten. 

Zoals wij in§ 4 zagen, lru.nnen we die veelterm bepalen door te 
stellen 
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f(x) • a0 (x-x1) .•• (x-xn) + a1(x-x 2) .•. (x-x0 ) + .•. + an_1(x-x0 ) + •n· 

Stelt men hier1n x • xn' dan v1ndt men f(xn) • an, zodat de co,rt1e11nt 
an bekend 1s. Stelt men vervolgena x • xn_ 1, dan kr1Jgt men 
f(xn_ 1) • a.n_ 1(xn_1-xn) + an, waaruit an_ 1 kan warden bepaald, enz. Z1Jn 
an' an_ 1, .•• , a1 bekend, dan krijgt men door x • x0 te atellen 

f(xo) = ao(xo-x1) .•. (xo-xn) + ••• + an-1(xo-xn) + an' 

waaruit ten slotte a.0 kan worden bepaald. De aldus voor f(x) verkregen 
formult heet de 1nterpolat1eformule va~ Newton. 

Hierbij moeten achtereenvolgens de co~ff1c1~nten an, an_1, .•• ,a1,a0 

worden bepaald, hetgeen d1kw1jls een heel werk is. 
We kunnen ons nu de opgave voorleggen om bij een veelterm f(x) van 

e den graad van bovenstaande gedaante (waarbij dus x1, .•• ,xn en a0 , ••• ,an 
bekend verondersteld worden) de waarde van de veelterm f(x) te berekenen 
in een willekeurig voorgeschreven punt p. Daarbij kr1Jgen we het volgende 
schema. 
Factor 

Co~ff. 

x~x 1 x-x2 x-
1
x3 x-xn 

I I 

a0 I a1 I a2 : a3 . • • an_ 1 : 
I t I I 

_l a0 {p-x1 ): a1(p-x2 ) ~a2(p-x3) ... a~_ 2 (p-xn_1) t a~_ 1(p-xn) _, 
- ...... ~-- .I' ..?' . - _....,..-~ 
/I 1/1 ,,- I I / I __-, I fail 

ao , a1 : a2 ! a3 . •. an-1 ; ~ 

De bedoeling is, dat a0 eerst met p-x1 wordt vermenigvuldigd. Het verkre­
gen resultaat, met a1 vermeerderd, levert een getal, dat we a1 hebben ge­
noemd. D1t getal a1 wordt met p-x2 vermenigvuld1gd. Het aldus verkregen 
resultaat levert, met a2 vermeerderd, een getal op, dat we a2 genoemd 
hebben, enz. Zo doorgaande vinden we een getal a' 1, dat, met p-x wordt n- n 
vermenigvuldigd, terwijl de aldus verkregen uitkomst, met a vermeerderd, n 
een som oplevert, die we a~ hebben genoemd. We beweren thans, dat .deze som 
a~ juist gelijk is aan de waarde, die de functie f(x) in het punt x=p aan­
neemt. Dit is trouwens eveneens duidelijk, want 

a' 1 = ( p-x1) ao + a1 

a' 2 = (p-x1)(p-x2)ao + (p-x2)a1 + a2 

a• 
3 = ... 

. . . . . . . . . . . 
a~ = (p-x1) .. • (p-xn)ao + .• • + (p-xn)an-1 + an 

en die laatste uitdrukking is juist gelijk aan f(p). 
Indien bv. f(x) de veeltcr~. -~c~~~~,t van de 4e graad, die voor x = 

= 3, 4, 1, 8, 9 resp. de waarden 5, 11, 5., '(5 en 41 aanneemt, dan vindt 
men na berekening 
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f (x) • 5+6( x-3 )-2(x-3)(x-4) +4(x-3 )( x-4 )(x-7)-3(x-3)(x-4 )(x-7)(x-8). 
B1j de berekening van f(1) krijgen we het volgende schema: 
Factoren -7 -6 -3 -2 

I I I I 

Cot:Jff. -3 1 4 1 -2 , 6 ' 
I I I I 

5 
'<" 21 :a-150 :.r 456 L.-924 + 

.7! 7' ?, ~~ 
-3 : 25 ! -152 I 462 !t:..z.'.!zJ • f(1) 

De berekening van f(2) gaat als volgt: 
-6 -5 -2 -1 

I I I I 
-3 I 4 I -2 I 6 I 5 

I I I 
)n:18 la-110 !.,.224 t.,-230 + 

,,,. I /1 :.>r ;>j ~ ( ) -3 t 22 : -112 I 230 I~ • f 2 . 

Factoren 
Co@ff. 

En ten slotte die van f(2,1): 
Factoren -5,9 -4,9 -1,9 -0,9 
Co~ff. I I I 6 I -3 I 4 I -2 I I 5 

:4 11,1 :<" -1o6,33 :__. 205,s21 k-199,6443 + 
-3 7! 21, 1 71 -1oa, 33 71 211,a21 7 : F1a5,6443! - r( 2,1). 

§a. Het theorema van Budan-Four1er. 
Als X een nulpunt is van een veelterm f(x), dan kunnen we het groot­

ste natuurlijke getal m bepalen met de eigenschap, dat f(x) door (x-X)m 
deelbaar is.:tairset m de mult1plic1te1t van het nulpunt X en X heet een 
m-voudig nulpunt van de veelterm. We hebben dan f(x) • (x-X)mg(x), waarin 
g(x) een veelterm voorstelt, die n1et door x-X deelbaar is en die dus in 
het punt X niet nul is. Door differentiatie vinden we, dat de functie f(x) 
met haar 1e, 2e, .•• , (m-1}e afgeleide in X gelijk is aan nul, maar dat 

e de m afgeleide in dat punt ongelijk aan nul is. De reeksontwikkeling 
van Taylor geeft dan 

f(X+h) = ~7 f(m)(X) + ... + t f(n)(X). 

Deze uitdrukking heeft voor kleine waarden van h een vast teken, als de 
multipliciteit m even is, maar wisselt van teken, als m oneven is. H1er­
mede is bewezen: 

Als f(x) in X een nulpunt met even multipliciteit bezit, dan heeft 
f(x) in de omgeving van X, aan weerszijden van X, hetzelfde teken, Bezit 
daarentegen f(x) in X een nulpunt met oneven mult1pliciteit, dan heeft 
f(x) in de omgeving van X, aan weerszijden van X, tegengesteld teken. Meet­
kundig uitgedrukt: In een nulpunt met oneven multip1ic1te1t wordt de X-aa 
gesneden door de kromme y = f(x}. In de omgeving van een nulpunt met even 
mult1pl1c1teit ligt de kromme aan een bepaalde kant van de X-as. 

Beschouw twee getallen a en b, waarbij a <b en een veelterm f(x). We 
kunnen steeds een natuurlijk getal k kle1ner dan of gelijk aan de graad 
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van de veelterm f(x) bepalen, zodanig dat de ke afgele1de van f(x) tus-
sen a en b steeds pooi..t:ter en steeds negatief is. Immers we kunnen steeds 

k gelijk 1ciezen aan de graad van de veelterm f(x), maar 1n vele gevallen 

zal het zo mogelijk aanbeveltng verd1enen k kle1ner te kiezen. Beischouw 
het systeem gevormd door de getallen f(x), f'(x), ... ,r(k)(x). We beschou­

wen het aantal tekenwiseellngen, dat men verkrijgt, ala men ~eventuele 
termen O bui ten beschouwing: laat. B. v. 1n een syateem + O O ... + O + -

is het aantal tekenwisselingen 3. Het aantal tekenw1aaelingen zal n1et 
veranderen ala aan het begin of aan het einde van het systeem nullen war­

den toegevoegd. Het aldus gedefinieerde aantal tekenwieselingen wordt met 

V(x) aangeduid. Het blijkt, dat de verandering van het a.antal tekenw1sse-

11ngen ans 1ets leert over het aantal nulpunten van de veelterm f(x), gele-
gen tussen a en b. Dit resultaat kan worden samengevat in het volgende 

► theorema, dat genoemd wordt naar Budan-Fourier: 

Zij a< b, waarin a en b geen van beide nulpunten van de veelterm 
f{x) voorstellen. De afname V(a) - V(b) van het aantal tekenwisselingen 
is een geheel getal p ~ 0 en het aantal der tussen a en b gelegen nulpun­
ten van f{x). waarbij elk nulpunt even vaak geteld wordt, als zijn multi­
pliciteit bedraagt, 1s gelijk aan p, of een even aantel minder. 

Het theorema van Budan-Fourier heeft het voordeel, dat daarin uit­

slui tend veel termen o:ptreden, die gemakkelijk neer te schrijven zijn 
(nl. de afgeleiden) 1 maar het nadeel is, dat het aantal nulpunten niet 
al tijd ondubbelz,innig wordt bepaald. 

Om deze stelling te bewijzen, laten we x aangroeien van a naar b. 

Het aantal tekenwisselingen kan alleen verspringen in een :punt, waar 
de veelterm f(x) of minstens een zijner afgeleiden de wa&rde nul aan­
neemt. Laten we eerst een tussen a en b gelegen punt X beschouweni waar 
de veelterm f(x) zelf niet gelijk is aan nul, maar; waarin minstens een 
der afgeleiden wel de waarde O aanneemt. La.ten we eerst het geval be­
kijken1 waarin het aantal opeenvolgende afgeleiden, die in X de waarde 
o aannemen, even is. (Om de gedachte te bepalen nemen we voor dat aan­
tal 4, maar wo kunnen er elk positief even aantal voor nemen.) Het ge­
deelte van het systeem, waar het hier op aan komt, heeft de volgende 
gedaante: 

f(r-4) f(r-3) f(r-2) f(r-1) f(r) f(r+1) 

I 

of 

II 

+ 

+ 

0 

0 

0 0 0 + 

0 0 0 

De vier nullen in dit schema corresponderen met de 4 opeenvolgende af­

geleiden f(r-3 ) (x), f(r-2\x), f(r-1) (x), f(r) (x:L die voor I de waarde 

O aannemen. We ondE.::rscheiden nu 2 gE:vallen, al naar gelang I of' II optreedt. 



In geval I is f(r+ 1)(x) in de omgeving van X positief, zodat 
f(r)(x) in die omgeving links van X negatief en rechts van X positief 
is. Daaruit blijkt, dat de voorafgaande afgeleide f(r- 1 )(x) in die om­
geving aan weerskanten van X positief is, dus dat de daaraan voorafgaan­
de afgeleide f(r-2 )(x) in die omgeving links van X negatief is en rechts 
van X positief. Tenslotte blijkt dan, dat de afgeleide f(r-3 )(x) in die 
omgeving wederom positief is. Het systeem vertoont dus in de omgeving 
van X, links van X de volgende tekens: 

+ + + + ' 
maar rechts van X ziet het er als volgt uit: 

+ + + + + + • 
Het aantal tekenwisselingen bedroeg dus eerst 4 of 5 en later O of 1. 
Eij het passeren van X zijn dus 4 tekenwisselingen verloren gegaan, 
niet aan het begin van de rij, maar ergens in het midden. 

Geval I gaat in geval II over, als alle tekens warden omgekeerd, 
zodat ook hierbij weer ergens in het midden 4 tekenwisselingen verloren 
zijn gegaan. 

Laten we vervolgens het geval beschouwen, dat het aantal opeenvol­
gende afgeleiden, die in X de waarde O aannemen, oneven is. Om onze ge­
dachte te bepalen, nemen wij voor dat aantal 3. Het gedeelte van het sys­
teem, waar het hier op aan komt, heeft de gedaante 

III 

of 
IV 

+ 0 0 0 + 

-+ 0 0 0 
Gemakkelijk ziet men in~ dat in geval III het systeem in de omge­

ving van X, links van X, de tekens 
+ + + 

en rechts van X de tekens 

+ + + + + 
vertoont. Het aantal tekenwisselingen bedraagt dan links 4 of 3 en rechts 
O of 1. Eij het passeren van X zijn dus ergens in het midden 4 of 2 te­
kenwisselingen verloren gegaan. Geval III gaat in geval IV over, als al­
le tekens worden omgekeerd, zodat ook hier weer ergens in het midden 4 
of 2 tekenwisselingen verloren zijn gegaan, Aldus komen we tot de vol­
gende conclusie: 

Zij X een tussen a en b gelegen punt, waarin niet de veelterm f(x) 
zelf; maar minstens een zijner afgeleiden de waarde O aanneemt. ~ij het 
passeren van een zodanig punt X blijft het aantal tekenwisselingen con­
stant of neemt met een even aantal af. 
Opg. 1. Licht toe, dat uit het bovenstaande niet volgt, dat bij het pas­
seren van een zodanig punt X het aantal tekenwisselingen altijd af­
neemt. 
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Nu moeten we nog onderzoeken, water gebeurt, als we een tussen a 
en b gelegen nulpunt X van de veelterm f(x) zelf passeren. Zij X een 
m-voudig nulpunt van f(x), zodat f(m)(X) j O is. 
Opg. 2. Waarom is m:f k? 

Het gedeelte van het systeem V(X), waar het nu op aan komt, heeft 
de gedaa.nte 
V 0 0 0 0 0 + 
of 
VI O O • 0 0 0 
al naar gelang f(m)(X) positief of negatief is. In geval V vertoont het 
systeem in de omgeving van Xj links van X, de tekens 

( _ 1 ) m ( _ 1 ) m-1 

en rechts van X de tekens 

+ + + 

+ + 

+ + + • 

Het aantal tekenwisselingen bedraagt dus eerst men later O, zodat er 
bij het passeren van X juist m tekenwisselingen verloren zijn gegaan. 

Geval V gaat in geval VI over~ als alle tekens worden omgekeerd 1 zo­
dat ook dan bij het passeren van X weer m tekenwisselingen verloren zijn 
gegaan. Bij het passeren van een nulpunt X van de veelterm f(x) gaan dus 
aan het begin evenveel tekenwisselingen verloren, als de multipliciteit 
van X bedraagt. Aldus komen wij tot het volgende besluit: 

Groeit X geleidelijk aan van a naar b, dan kunnen in het systeem 
tekenwisselingen verloren gaan, vooreerst aan het beginpunt en dan is het 
verlies juist gelijk aan de multipliciteit van het gepasseerde nulpunt, 
en verder ergens in het midden, maar dan is het verlies steeds even.• 
Hiermede is de stelling van Budan-Fourier bewezen. 

Dit theorema geldt trouwens niet alleen voor veeltermen, maar voor 
alle functies f(x) die een k 6 afgeleide bezitten, welke tussen a en b 
steeds positief of steeds negatief is. 
OEg· 3. Pas het theorema van Budan-Fourier toe op de vcelterm 

(1) x4 + 3x3 - 6x + 1 
waarbij a= 0 en b positief heel groot wordt gekozen. Het theorema levert 
dan , dat de veelterm O of 2 positieve nulpunten bezit. Bewijs verderi 
dat deze veelterm er werkelijk 2 bezit. Het theorema van Budan-Fourier 
levert dus, dat bij deze vergelijking het aantal positieve wortels gelijk 
is aan, of een even aantal minder dany het aantal tekenwisselingen, voor­
komend in het systeem (1, 3~ O~ -6, 1), gevormd door de coefficienten. 
Op analoge manier bewijst men het algemene 
Theorema van Descartes. In een algebrais che verge-li jking met bestaanbare 
coefficienten is het aantal positieve wortels gelijk aan, of een even 
aantal minder dan, het aantal tekenwisselingen, optredend in het coeffi­
cientensysteem. 
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Opg. 4. Door x te vervangen door -y vindt men, dat de vergelijkins (1) 
O of 2 negatieve wortels bezit. 
Opg. 5. De vergelijking 

x11 + ax7 - bx6 + cx3 - d ~ O, 
waarin a, b, c end poeitief zijn, heeft 1 of 3 poeitieve wortele en 
geen nega.tieve. Aanvaardt men de grondstelling van de algebra, dat elke 
algebra1sche vergelijking evenveel wortele bezit, ala de graad bedraagt, 
dan verkrijgt men, dat de beschouwde vergelijking 10 of 8 onbestaanbare 
wortels bezit. Het his.at tueeen x11 en x7 levert minstens 4 onbeataanbare 
wortele, dat tussen x6 en x3 levert er minstena 2 en dat tueeen xl en 
x0 eveneena. 
Opg. 6. De vergelijking 

x11 + ax7 + bx5 - ex+ d = O, 
waarin a, b, c end positief zijn, bezit O of 2 positieve, verder 1 ne-

1 gatieve wortel, due 10 of 8 onbestaanbare. Het hiaat tuasen x11 en x7 

levert er minstene 4, het hiaat tussen x7 bn x5 2 (omdat dit een hiaat 
is van een term tusaen een permanentie), hat hiaat tuaaen x5 en x ook 
minatens 2 (omdat dit een hiaat is van 3 termen tussen een variatie). 
Opg. 7. Bewija, dat de vergelijking 

x4 - 6x3 + 2x2 + 4x - 3 = O, 
0 of 2 wortels tussen Oen 1, 

1 wortel tussen 1 en 6, 
1 wortel tussen~ en O, 

en geen enkele wortel groter dan 6 of kleiner dan -1 bezit. 
Om de tekens te bepa.len, ontwikkele men met behulp van de reken­

wijze van Horner naar machten van x-1 en x+1, waarbij de berekening kan 
worden stopgezet, zodra blijkt, welke tekens verder zullen optreden. 

C 9. Het theorema van Sturm. De stalling van Budan-Fourier heeft het na-_, 
deel dat ze niet steeds het aantal wortels in een gegeven interval ondub­
belzinning vastlegt. Dit noopt ons een ander theorema af te leiden, het 
theorema van Sturm, waardoor het aantal wortels in een gegeven interval 
wel vastgelegd wordt. 

Om te bepalen, hoeveel nulpunten een gegeven veelterm f 0 (x), die 
lout er enkelvoudige nulpunten heeft, in een gegeven interval a ~ x -.:...: b 
bezit, beschouwen wij een rij v~eltermen f 0 (x), f 1(x), ••• , fk(x), ver­
bonden door de volgende teruglopende betrekkingen: 

f 0 (x) = q1(x)f1(x) - f 2 (:x) 

r1(x) = q2(x)f2(x) - t 3(x) 

• • • • • • • . • • 
fk-2(x) = qk_1(x)fk_1(x) - fk(x), 



waarbij f 1(x) = f'(x) en wa.arin q1(x),r .• ,qk_1(x) eveneens veelteftllen 
voorstellen. Wij nemen daarbij aan, dat de veelterm f(x) in geen der 
punten a en b de waarde nul aanneemt en dat fk(x) voor a~ x :ab steeds 
poaitief of steeds negatief 1a. 

Onder V(x) verstaan wij bet aa.ntal tekenvariaties, optredende in hat 
systeem f 0 (x), f 1(x), ••. ,fk(x) en we zullen nagaan, water met dit aan­
tal gebeurt, als x monotoon en geleidelijk aangroeit van a naar b. Iaten 
we eerst het geval beachouwen, dat x een nulpunt5 van minstens een der 
veel termen fb (x) ( 1 S h c::: k) pasaeert. Was]: ook een nulpunt van de voor­
afgaande veelterm fh_1 (x), dan was:S, volgene de hierboven gegeven terug­
lopende betrekkingen ook een nulpunt van fh_2(x),fh_3(x), .•. f 0 (x) en due 
van f;(x), zodat.5 een meervoudig nulpunt van f 0 (x) zou zijn, in strijd 
met de veronderstelling. Dus fh_1 (x) en fh+ 1 (x) bebben volgena de recur­
rente betrekking in de omgeving van S tegengesteld taken, zodat bet aan­
tal tekenvaria ties links van 5 even groot ale rechts van 5 is. Stel x 
passeert nu een nulpunt5 van f 0 (x). In de omgeving van dat punt ie 
f 0 (x), en ook f 1 (:x:) = f ~(x)> ongelijk aan nul. Is f 1 (x) in die omgeving 
van 5 positief, dan neemt f 0 (x) aldaar toe en wordt dus van negatief 
positief; is daarentegen f 1 (x) in de omgeving van.5 negatief, dan wordt 
f 0 (x) van positief negatief. Bij bet passeren van het nulpunt_s van f 0 (x) 

is dus juist een tekenvariatie verloren gegaan. 
Aldus komen wij tot het volgende besluit: 

Theorema van Stu.rm: Groeit x geleidelijk en monotoon a.an van a naar b, 
den is het verlies V(a)-V(b) van het aantal tekenvariaties in het sys­
teem f 0 (x), ••• ,fk(x) gelijk a.an het aantal tussen a en b gelegen nulpun­
ten van f O (::x). 

Opmerking: Indian in bet interval a~ x :5 b voor h = 1, •.• ,n geldt 
fh(x) = gh(x)ph(x) met ph(x) > O, dan kan men de rij anders voortzetten 
door te nemen 

(n = 1, ... ,i.-1). 

Het laat zich dan aantonen, dat het aantal nulpunten van f 0 (x) in het be­
schouwde interval dan gelijk ia aan W(a)-W(b), waarbij W(x) het aantal 
tekenwisselingen aangeeft van de rij functies 

f O ( X) , g1 ( X) , •••. , gl ( X) • 

Opg. 1. Bewijs dit. 
Opg. 2. Bepaal het aantal en de ligging der reele wortels van de verge-
lijking 

= x3 - 5x2 + 8x - 8 = O. 
Kies 

f 1(x) = )x2 - 10x + 8 en f 2(x) = x + 16. 
In elk interval, dat het getal -16 niet bevat, verandert r2(x) niet van 
teken en i.s dus het verlies in het aantal tekenvariaties ju.ist gelij:k 
a.an het aa.ntal nulpunten van f 0 (x) in dat interval. Intervallen, die het 
punt -16 bevatten, behoeven wij niet te onderzoeken, daar f 0 (x) geen 
wortela < -16 bevat. Verder blijkt, dat de vergelijking 2 niet-bestaan-
bare wortels heeft en 1 reele, gelegen tu.ssen 3 en 4. 



Opg. 3, Onderzoek de ligging van de wortela der vergelijking 

x6 + 3x5 - 3x4 - 2x3 - 5x2 - x - 1 = 0. 
Hierbij ie 

f 2 (x) = 27x4 + 34x2 + 11 

--~- ,_,_ 

definiet, zodat we bij f,.,(x) onze rij afbreken. We vinden de.n 1 positieve, 
C. 

1 negatieve en 4 niet-r1;:iele wo:rtels. 
Opg. 4. De vergelijking 

x3 + px + q = 0 (pi O), 
heeft twee niet-reele wortels, als 27q2 + 4P~> o, en drie reele wortels, 
als 27q2 + 4p3 < o. 

Men merke op, da.t voor p > 0 de e.f geleide van het linker lid ook J)Ofli­

tief is, zodat de vergelijking dan slechta 1 bestsanbare wortel bezit. 
Het onderzoek behoeft dus alleen voor negatieve p te word.en gedaa.n. 

In het geval het aantal nul:punten, gelegen in een gegeven interval, 
gevraagd wordt bij een veelterm met een of meer meervoudige nulpunten, 

bepaalt men de GGD D(x) van f(:x) en f'(x). Dan is ~f~j een veelterm g(x) 

van lagere graad d8ll f(x), die dezelfde wortels ala f(x) bezit, maar 
alle met mul tiplici tei t 1; irnmers is.$ een nulpunt van f(x) met mul tipli­
ci tei t m, dan i.s S een nul:punt van f' (x) ( dus ook van D(x) met mul tipli­

ci tei t m-1, zodat 5 een enkelvoudig nulpunt van Bt~~ is. Men kan dus het 
theorema van Sturm op g(x) i.p.v. f(x) toepassen en vindt dan in elk 
interval het juiste aantal der nulpunten van g(x), dus ook van f(x), 
waarbij echter alle nulpunten slechts enkelvoudig geteld warden. 

S 4. Benadering van bestaanbare wortels. 
Indien een veelterm f(x) met bestaanbare coefficienten in twee ver­

schillende punten a en b tegengesteld teken aanneemt, dan volgt uit con­
tinui.teitsoverwegingen, dat die veelterm tussen a en b minstens eenmaal 

I de waarde nul aanneemt ( zie Elan stelling ( 3, 10) blz. i 8). Ui t deze 
stalling volgt: 

De veelterm heeft tussen twee opeenvolgende nulpunten een vast teken. 
Tussen twee punten a en b, waar de veelterm f(x) tegengesteld teken aan­
neemt, ligt een oneven aantal nulpunten van die veelterm, waarbij elk 
nulpunt even vaak wordt geteld als de multipliciteit bedraagt. 

Tussen 2 punten a en b, wear de veelterm f(x) eenzelfde teken bezit, 
ligt een even aantal nulpunten van de veelterm, waarbij elk nulpunt 
even vaak geteld wordt als de multipliciteit bedraagt. 

Men merke op, dat in dit laatste geval het aa.ntal nulpunten gelijk 

aan nul kan zijn. 

Stel in het bewijs a.< b. Stel ']"1 , ••. ,3 m zijn de naar opklimmende 
grootte gerangschikte tussen a en b gelegen nulpunten van de veelterm 

f(x) met multipliciteiten k1 , ••• ,km. Indian f(a)> o, dan blijft de 
veel term posi tief tussen a en $ 1 . Omdat S 1 een nulpunt is met mul:i­
plici tei t k 1 , heeft f(x) tussen s 1 en '; 2 hetzelfde teken alsk(+~) 1• 
Die veelterm heeft tussen 5 2 en 53 hetzelfde teken als (-1) 1 2 • 



Zo doorgaande vinden we, dat f(x) tussen ~ en b en ook in het punt b 
( )k1+k2+ ... +k,,,, k zelf, hetzelfde teken he~ft als -1 ·• Is de som k1+ ..• + m 

der multipliciteiten even, qan bezitten f(a) en f(b) het~elfde teken. 
Is daarentegen de som der multipliciteiten oneven, dan bezitten f(a) en 
f(b) tegengesteld teken. 

Op dezelfde manier wordt het bewijs geleverdr als f(a) < 0 is, want 
dan behoeft men slechts f(x) door -f(x) te ~e:rvangen. 
Theorema van Rolle (zie Elah stelling (4,20), blz. 35): Indien een func-. 
tie f(x) in een interval a~ x ~ b, waarbij a< b verondersteld wordt, 
continu is, in de uiteinden van het interval de waarde nul aanneemt en 
in het inwendige van het interval differentieerbaar is, dan is f'(x) in 
minstens een punt tussen a en b gelijk aan nul. 

Zij J een b·estaanbare wortel van de vergelijking f(x) = 0 van de n9 

graad. De coefficienten van die vergelijking worden bestaanbaar veronder­
steld. Zij a verder een willekeurig bestaanbaar getal. Wordt ~ = a+h ge­
steld, dan krijgt men 

s=- h , ( h n ( n) ( ) 0 = f(_;.:,) = f(a+h) = f(a) + TT f a)+.,.+ n! f a. 

Indien a dicht bij ~ ligt, ligt h dicht bij nul, zodat dan de termen 
met de factoren h2 , •.. ,hn soms ten opzichte van h kunnen worden verwaar­
loosd, zonder dat daarbij grote fouten optrecen. Als eerste benadering 
vinden we dan f(a) + hf' (a) = o, dus h = -·':".f( at (Formule van Newton) . 

.L \ ,._l,) 

Uit het voorafgaande volgt volstrekt niet, dat deze waarde- a 1 wer-
kelijk dicht bij een wortel van de vergelijking ligt, zelfs niet als a 
dicht bij zo 'n wortel ligt. T.=-c 1 1'·1 '"'':''S het begrip "dicht bij 11 is een on­
nauwkeurig begrip. Bij de vergelijking x2 = 1 o-6 ligt a = 1 o-6 dicht ·>:j 
het nulpunt 10-3 , maar a1 = ½ + ~:,o ligt helemaal niet in de buurt. Bij 
de toepassing van de formule van Newton moet dus voorzichtigheid worden 
betracht. Die formule is zinloos, als f'(a) = 0 is, maar ze is in de 

~regel onbruikbaar, als fi(a) dicht bij nul ligt. 
In de wiskunde passen we vaak het proces van iteratie toe. Uitgaande 

van het fetal a en f'(a) JO veronderstellend hebben we een getal a1 = 

= a - f~(!j geconstrueerd. Wij herhalen (itereren) dit proces met a 1 
i.p.v. a, waarbij we dan natuurlijk verplicht zijn f'(a1 ) j O te veronder­
stellen. Aldus vinden we 

f ( a1 ) 

a2 = a, - f ' ( a1 ) • 

Zo voortgaande krijgt men onder bepaalde veronderstellingen (n.l. dat 
alle optredende noemers f O zijn) een rij van getallen a 1 ,a2 , ... , die 
in vele gevallen snel tot de gez;.1chte wortel ..$ naderen. Breken we de rij 
op een geschikte plaats af, dan kunnen we in dat geval'.5 met iedere van 

..-
te voren voorgeschreven nauwkeurigheid berekenen. 

Om dit proces meetkundig toe te lichten, beschouwen wij een recht­
hoekig assenstelsel en tekenen wij de grafiek y = f(x) van de functie 
f(x). De nulpunten van de veelterm f(x) warden aangegeven door de abscis­
sen der snijpunten van deze grafiek met de X-as. 



Opg= 1. Trek in em op de grafiek gelegen punt P met abso1s a de raat­
lijn aan de kromme. Deze raaklijn snijdt 1 · 1ndien ze niet evenw1jdig me, 
de X-ae loopt, de X-ae in een punt met abecie a1 ca~ ,f~:i• 

Stel de veelterm f(x) bezit in twee verschill,nde punten a en b t•• 
gengeeteld teken en tu.seen a en b ie f" (x) steeds ~ O of steeds ;io, 
Dan bezit f(x) tueeen a en b ,,n en alechts ,,n nulpunt • 

Dater minatene ,,n nulpunt is, is evident. Was er meer dan ,en nul­
punt, dan waren er tuaaen a en b minstens 3, omdat f(a) en f(b) tegen­
gesteld teken bezitten. Indien die 3 nulpunten 2 a.an 2 verechillend zijn, 
vinden we volgene de stalling van Rolle twee verschillende punten, waar 
f'(x) = O is; omdat f"(x) een vast teken heeft, is f'(x) monotoon. zodat 
f'(x) tusaen die 2 punten identiek nul zou zijn. In dat geval is t•(x) 
overal gelijk aan nul, zodat f(x) een oonstante zou zijn in etrijd met de 
veronderstelling, dat ze in a en b tegengeateld teken aanneemt. Nu blijft 
nog over te onderzoeken het geval, dat f(x) tusaen a en b twee verschil­
lende nulpunten bezit, waarvan er minatene 1 een meervoudig nulpunt is. 
In dit laatate nulpunt is f'(x) wederom nul, zodat we wederom tuasen a en 
b twee verschillende punten zouden vinden, waa.rin f'(x) de waarde nul 
zou aannemen. Dit is, zoals we hierboven gezien hebben, uitgesloten. 

We weten dus nu, dat de veelterm f(x) tussen a en b precies 4en nu.1-
punt bezit. De vraag is, of dit nulpunt met willekeurig voorgeschreven 
nauwkeurigheid kan worden berekend met behulp van de benaderingsmethode 
van Newton. 

Iaten we eerst het geval beschouwen, dat f(a) en f'(a) hetzelfde 
teken bezitten. Het punt a1 = a - tft:j ligt dan, zoals we bewijzen zul­
len, tussen a en het gezochte nulpunt~ en we zullen laten zien, dat in 
dat punt a1 de veeltermen fen f" wederom hetzelfde teken hebben, Dit 
proces met a 1 i.p.v. a herhalende, vinden we het tussen a1 en 5 gelegen 
punt a2 , waarin fen f" wederom eenzelfde teken bezitten. Zo doorgaande 
vinden we een monotone rij getallen a,a1 ,a2 , •••• We gaan bewijzen, dat 
d,;~e monotoJn tot het gevraagde nulpunt 5 nadert. 

Bezaten f(a), f'(a) en f"(a) alle drie hetzelfde taken, da.n zouden 
f' (x) en ook f(x) in het gehele interval a< x ~ b dat teken bezi tten, 
in strijd met de veronderstelling, dat f(a) en f(b) tegengesteld teken 
hebben. Dus f(a) en f'(a) bezitten tegengesteld teken, waa.ruit volgt, 
dat a1 > a is. Stel t men 5= a+h, dan is 

0 = f(a+h) = f(a.) + hf' (a) + ~ 2f"(a+0h), 
waarin O ~ 0:ff 1, dus 

- ff~~~= h + lti2 f"(a+ h) < h ..., cu f' ( a) • 

Hierui t vol gt 5 = a+h > a -~ = a1 > a. De veel term f (x) heeft links 
van 5, dus zeker in a1 , hetzelfde teken ala in a, zodat f en f n in e.1 
hetzelfde teken bezitten. De redenering met a1 ,a2 , •.. i.p,v .. a he:rhalend,. 
vinden we een monotoon toenemende rij a,a1 ,a2, ••• gevormd door getallen, 
die alle kleiner dan.5 zijn. Die rij is convergent (zie Elan stelling 
(2,14) blz. 12). De limiet o/van die rij is ~,5. Uit 



(ah+i-a:r)f' ( 71 ) = -f(~) 

volgt bij limietovergang f(·?')) : O, zodat-n met het gevraagde nu.lpunt 
samenval t. 1 1 

Voor de berekening is het niet alleen van belang te weten, dat een 
limietprocea tot het gevra.agde ,ntwoord voert, moor het ie ook van ge­
wicht te weten, of di t ant-woord 1mel wordt benaderd. Imme:.ra, in de prec­
ti.jk breken we na een eindig aanta1 sta;pen af en het is dan van belang 

te weten of het aldua gevonden ant"oord een voldoend scherpa benadering 
levert. Di t onderzoek is hier zeer gemakkelijk. Immers wegene f(3:) = 0 
volgt uit de teruglopende betrekking 

5- 8h+1 = - f'{al~Ttf(~) - f(8h) - f'(ah)(~-ah)} = -½ (5-8h)2 ~~f~~' 
waarbij ;\ tussen 911 en ! 11gt. Het blijkt dus~ dat 5 - 8h+1 h.oogatens 
van dezelfde ore.a van grootte is als ('$ -8])c., teru:ninste a.ls men bewij,. 

zen kan, dat de noemer f'(r1) niet dicht bij nul ligt. Dat die noemer 

inderdaad niet dicht bij nul ligt, kan als volgt warden inge2:ien. Eerst 
bewijzen wij, dat in het gehele interval a -::s;·x ~ 5de afgeleide f' (x) 

f O is. Bevatte dat inlerval een punts met f*C?;) = o, dan ZOU f(x) in 

dat punt een minimale waarde of wel een maxima.le waarde aannemen, al 

naar gelang f(a) positief of negatief zou zijn. In beide gevallen zou 
f('>) hetzelfde teken bezi tten als f(b), dus een teken tegengesteld aan 
dat van f(a), heteeen buitengesloten is, omdat a en S aan dezelfde kant 
van j ligger •. 

De af geleide veel term f' (:x:), die in het interval a< x1a, ~ niet nul 

is, bezi t een posi tieve ondergrens. De breuk - ½ r:t~~ is de~halve be-

grensd, waa~mede bewezen is, da t s - ¾+1 hoogstens van dezelfde orde is 
als C'§;-ah)('.'.. Dus als -$- 8n ongeveer van de orde 10-3 is, is 1- 81:i+, 
ongeveer van de~orde 10-6 , terwijl dan 5- 8n+2 ongeveer van dezelfde 
orde is als 10- 12 • Hie:ri;.i t blijkt, dat ~f,- 8n zeer snel tot nul nadert, 
zodat we in de practijk mogen verwachten, dat we reeds een bruikbaar 

antwoord vinden, indien we na een paar passen afbreken. 
In het geval, f( a)< 0 en dus f(b) > O is, kan het bovenstaande 

proces met b i.p.v. a warden toegepast. Wij krijgen dan een rij monotoon 
afnemende getallen, die snel tot het gevraagde nulpunt !: naderen. 

Als toepassing berekenen wij in c~n uantal decimn.len \'1i1, wa.arbij 

m een natm.:rlijk getal is, dat geen volkoruen vierkant is. Hl-:t gezochte 
getal is de positieve wortel van de vergelijking 

f(x) = x2 - m = 0. 
Hi.er is f' (x) = 2x, f 11 (x) = 2. Als eerste ap:proximatie nemen wij een 
gGtal a 0 , waar f(x) en f 11 (x) hetzelfde teken hebben, d.w.z. waarvoor 
f(a 0 ) .> C is. !'Jen kan b.v. nemen a 0 = m, :maar vaak lran men voor a 0 een 
kleinere waarde ldezen. De rij geta1len a 0 ,a1 , . . wordt dan gedefini c: ''.:. ~ 

door "' ) 712_"' , r,a. ;u n m 
8n+1 = 811. - ff (9n} = ~ - ~ = 1 81i + 2¾' 



B.v. ale m = 2 is, neme men a 0 = 2, dan is 

3 17 -- ill_ a1 = '2"; ~ = ~• a3 408" - 1,414211 •.• , 

terwijl -12 = 1,4142136. 
Opg, 2. Bewije dat bi3 positieve men gehele n men voor het bepalen 

van x = mi het iteratie schema 

ka.n nemen. 
1 Opg. 3. Pas dit toe om m te berekenen. Neem ala bijzond•r geval m • 3, 

a 0 = i en approximeer dua het getal J door een oneindig voortlopende 
tweedelige breuk. 

De hier behandelde benaderingsmethode van Newton komt in feite 
daarop neer, dat een gedeelte van de grafiek van de funotie f(x) bij eer­
ste benadering door een raaklijn is vervangen. 

We gaan nu een re gel afleiden, de z. g. regula falsi ,die berust ap t.t 

feit, dat in vele gevallen een boog van de genoemde grafiek bij benade­
ring door de corresponderende koorde kan worden vervangen. Indian n.l. 
de veelterm f(x) in twee verachillende punten a en b tegengesteld taken 
bezit, dan kunnen we de boog tussen de twee punten (a,f(a)) en (b,f(b)) 
vervangen door de koorde, die daze twee punten verbindt en die tot ver­

gelijking heeft rct)~tcl) = b::. Deze koorde snijdt de X-aa in een punt 

m~t de abecie x1 = a~t~j:~f~)). In vele gevallen is daze waa.rde van x 
een approximatieve waarde van het gezochte nulpunt van de veelterm f(x). 

Om onze gedachten te bepalen, zullen we eerst het geval behandelen, 
dat in het gehele interval a~ x ':i b de tweede afgeleide f" (x) steeds 
~ 0 is. In dat geval ligt de beschouwde boog van de kromme beneden de 
corresponderende koorde voor zover deze daar niet mee sa.menvalt. Immers 
de verticaal met abscis x snijdt de kromme en de koorde in twee punten, 
wier coordinatenverschil gelijk is aan 

f(x)-f(a)- f(bt:~(a)(x-a) = b~af(x-b)(f(~)-f(x)) + (s-x)(f(b)-f(x))J= 

= - b~a {Cb-:xXa.-x)f1(x) +i(b-~-xff11 <s') +(x-~(b-x):!''(x)~x-a)(b-:xl f"~"1 = 

= - (b-x) (x-a)~x-a)f"(?° ')+(b-x)f"(~ •~1 ~ 0 
b-a ~ ~ '.J - ' 

waarbij J' en 5" geschikt gekozen punten voorstellen tussen a. en b. 
Ia.ten we nu eerst het geval behandelen, dat f(a) < O, dus f(b) > O. 

Dan ligt het snijpunt x1 van de koorde met de X-as tuseen a en 5 , zo­
dat de veelterm f(x) ook in het punt x1 weer negatief is. De redenering 
met x1 en b herhalende i.p v. a en b, vinden we een punt½• gelegen 
tussen x1 en 5. Zo doorgaande krijgen we een monotoon toenemende rij 
getallen a,x1 ,x2 , ••• , alle <s. Deze rij is oonvergent. Haar limiet 
W is ~ ! . Om te bewijzen, dat w met.3- aamenval t, beaohoU11en we, even­
ala hierboven de teruglopende betrekki:=ig, die hier de gedaante 

~f(b) - bf(~) = l f{b) - f(~}} ~+1 



bezit. Dit levert bij grensovergang wf(b) - bf(W) = if(b) - f(w)Jw, 
waaruit volgt f(l,J) = O, dus WJ=$. 

Als f" (x) in het interval a~ x <b voortdurend >0 is ( en ook als - - ,..: 

die tweede afgeleide in het interval voortdurend <O is), levert de regu-
la falsi hetiusssen a en b gelegen nulpunt van f(x) met iedere willekeu­
rig voorgeschreven nauwkeurigheid, tenminste als f(a) en f(b) tegengesteld 
teken bezitten. Tiit hebben we hierboven bewezen als f(a) en f"(x) tegen­
gesteld teken bezi tten ( is n. l. f(a) > 0 en f" (x) < o, dan behoeven we 
in het bovenstaande slechts f(x) door -f(x) te vervangeh). Hebben f(a) 
en f"(x) hetzelfde teken, dan moeten we in het bovenstaande a en b ver-

, I 

wisselen, zodat we dan een afnemende rij getallen b,~,,x2 , ••• krijgen, 
die tot het gevraagde nulpunt S naderen. 

We zullen niet de convergentiesnelheid van dit proces onderzoeken. 
Bij nader onderzoek zou blijken, dat die snelheid veel geringer is dan 
bij de benaderingsmethode van Newton. Het blijkt n.l. dat bij de regula 
falsi 5- xh+1 niet van dezelfde orde is als (5 -xh) 2 , maar van dezelfde 

►ordeals 5 - xh, zodat de approximatie veel langzamer geschiedt. 
In de practijk wqrden niet zo zeer de benaderingsmethode van Newton 

en de regula falsi gebruikt, als wel de rekenwijze van Horner, die hier 
aan een spe~iaal geval zal worden toegelicht. 

Beschouw de vergelijking 

f(x) = x4 - 4x3 + 3x2 + 77x - 10077 = O. 
Het linkerlid is negatief voor x = 10 en positief voor x = 11. Uit het 
vervolg blijkt dat de vergelijking tussen 10 en 11 slechts een enkel nul­
punt bezit. Indien gevraagd wordt, dit nulpunt in 6 decimalen achter de 
komma te berekenen, ontwikkelen we 
naar opklimmende machten van y = x 

f (x) met de rekenwij.ze van Horner 
- 10. Men krijgt het schema 

1 -4 .. 3 77 
10 60 630 t 1 6 63 707 

dus 

10 160 2230 
1 16 223 2937 

10 260 
1 26 483 

10 
1 36, 

-10077 
7070 

- 3oo7 

f(x) = y4 + J6y3 + 483y2 + 2937y - 3007. 
Gevraagd wordt van fr~e vergelijking de tussen Oen 1 gelegen wortel yin 

zes decimalen nauwkeurig te berekenen. Zouden we y = 0 9 9 proberen, dan 
zou blijken, dat deze waarde te groot is, zodat we gaan ontwikkelen naar 
opklimmende machten van z = y - 0,8. 

1 36 483 2937 

1 

1 

1 

1 

0,8 29,44 409,952 
36,8 512,44 3346,952 
o,8 30,08 434 2016 

37,6 542,52 3780,968 
0,8 30,72 

38,4 573,24 
0,8 

39,2. 

-3007 
2677,5616 

- 323,4384 
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f(x) ~ z4 + 39,2z3 + 573,24z2 + 3?80,968z - 329,4384. 
Gevraegd het tusaen Oen 0,1 gelegen nulpunt van deze veelterm te bepalen. 
Voor een zodanige we.arde van z zijn de eerste drie in het rechterlid op­
tredende teri:nen klein t.o.v. de beide andere terrnen, zoda.t men z bij be­
nadering vindt door de son: van deze laatste tv,,ee termen gelijk aan O te 
stellen. We vinden dat dat z approximatief gelijk is aan 0,08, zodat we 
gaan ontwikkelen naar opklimnende machten van u = z - 0,08. Om niet t& 

veel decimalen te krijgen, ronden w& af. 
1 

1 , 
, 
1 

39,2 
O, 1 

39,3 
0, 1 

39,4 
0, 1 

39,5 
0, 1 

39,6 

3 2 16 
583 

3780,968 
46 2 110 

3827 078 ' ,.. .~5 ,,., 
1' , ...,,v 

3873,44 

-329,4384 
306 ,.1662 

De veelterm f(x) gaat dus bij grote benadering over in 

u4 + 39,6u3 + 583u2 + 3873,44u - 23,2722. 
Het tussen Oen O,C1 gelegen nulpunt van deze veelterm is approximatief 

0,006, zodat we ontwikkelen naar opklimmende machten van v = u - 0,006. 
We krijgen dan het schema 

1 39,6 583 3873,44 -23,2722 
. . . . ... 3150 23 22616 

1 39,6 583 3876,94 - 0,0106 . . " . • 4 • 3250 
1 39,6 583 3880,44 

e ,.,, Cl ,t, ... 
1 39,6 583 

De veelterm f(x) is dus bij grote benadering gelijk aan de veelterm 

• Het tussen 
de som Vtsl.n 

v 4 + 39,6v3 + 583v2 + 3880,44v - 0,0106. 
0 en 0,001 gelegen nulpunt vindt men weer approximatief door 
de laatste twee termen gelijk aan nul te stellen, waaruit 

volgt v = 0,000027, waarbij voor de laatste decimaal niet kan warden 
ingestaan. 

We vinden dus als benaderde waarde van het tussen 10 en 11 gelegen 
nulpunt van f(x) de v;aarde 10,886027. 

Opmerking. De bepaling van u uit z geschiedde door u = z-s te nemen, 

waarbij s = 3~§6:~ifil4 en deze laatste breuk is juist gelijk aan de uit-

drukking ff~~), zodat de hier gevolgde rekenwijze van Horner in feite 
neerkomt op een op speciale wijze ui tv~oeren van de approximatiemethode 

van Newton. 



( 1) 

§11. Determ1nanten. (Oronde1genaohappE?n) 

Wenst men de vergel1jk1ngen 

{ 
ax + by • c 

o<x +/Y •J' 
op te losaen, dan v1ndt men door de gebru1kel1jke methode van optellen 
en aftrekken 

pc-b1 
x • pa-boc ; 

-;,a-co< 
Y • ,9a-bo< , 

m1tap,a - bO(,' 0 is. De uitdrukking fa. - bO( speelt blijkbe.a.r een be­
langrijke rol bij het etelsel (1). 

(2) 

Wenst men het stelsel 

ax + by + cz ... d 

CXX +py +1z :mc\' 
A:x + By + Cz • D 

op te lossen, dan kan men weer zijn toevlucht nemen tot de methode van 
optellen en aftrekken en vindt o.a. 

(3) X • 
d,'C-dB2: +8Bc-cfbC+Db7-D/3c 
ap C-aB/ +o<Bc-ocbC+Abl -A/¾ c 

De noemer van deze breuk is voor het stelsel (2) van dezelfde betekenis 
als de vorm p a-boc voor het stelael (1). Tevens merken we op, dat zowel 
bij de oploasing x van stelsel (1) ala bij die van stelsel (2) de teller 
een analoge structuur heeft als de noemer. Voor uitdru.kkingen als deze 
gaan wij nu een andere schr1jfw1jze invoeren. 

Beperken wij ons eerst tot het stelsel (1}, dan echrijven we de ge­
vonden waarden van x en y eenvoudiger door het symbool j~ ~\ in te voe­
ren. D1t noemen wij een determinant van de tweede orde. We kenner er de 
waarde ps - qr aan toe, zodat de oplossingen van stelsel (1) luiden 

; 
t: ;t 

y = ---

l! ~l 
Voor de voor ( 1) be langrijke uitdrukking a~ - ba< hebben we dus nu de 

schrijfwijze I! ! J ingevoerd.. 
,.,, a. b c 

Op analoge wijze voeren wij in het symbool oc fJ '), , wa.arvan de 
A B 8c 

betekenis is de '..litdrukking, die in noemer van (3) staa.t. B1jgevolg is de 
oplosaing x van het atelsel (2) te schrijven 1n de gedaante 

d b o 

X = d {!) l' 
D B C 

a b c 
: 0( /3 ;r 

A B C 

De nieuw ingevoerde aymbolen noemen wij determ1nanten. WiJ geven thane 
algemeen de detinit1e van determinant van de ne orde. H1el'Onder ventaan 



w1j het symbool 

. . 
an, 

8 12 

~2 . . . . 
8 n2 

• . . a,n 

. • . a2n 

, kortweg geaohreven I are~ 

. . . ann 

beataande uit n r1jen en n kolommen van. getallen, die men de n2 elementen 
van de determinant noemt. Aan dit symbool zullen wtj een bepaa.lde waarde 
toekennen, zodan1g dat die voor n • 2 en voor n •, overeenstemt met de 
hierboven gegevene. Die waarde is 

· · · •n1 · n 

waarb1J ~e som wordt uitgeetrekt over alle permutaties 11 12 ••• 1it der 
getallen 1,2, .•• ,n. Bij de even permutaties moet het + teken en b1J de 
oneven permutatiee het - teken warden genomen. Daar er nl permutat1ee der 
getallen 1,2, ..• ,n zijn, beetaat onze som uit nJ termen. 

Men kan de definitie van determinant ook anders formuleren. Een deter­
minant van de ne orde heeft een waarde die de som is van nt termen. Elke 
term is eventueel afgezien van het teken gel1jk aan het product van n ele­
menten der determinant, waarvan er geen twee in dezelfde rij en ook geen 
twee in dezelfde kolom staan. 

Voorbeeld. I a11 a12 1 
==L + a, 1 a21 · 

a21 a22 . - 1 2 

Er zijn 2! = 2 termen, resp. behorende bij de even permutatie 12 en de 
oneven permutatie 21 van de getallen 1 en 2. Dus de besohouwde determinant 
is gel1Jk aan a11 a22 - a12 a21 analoog aan het hierboven gewenste resul­
taat. Dit geldt ook voor determinanten van de 38 orde {ga dit na; verge­
lijk opg.1). 

0pg.1. Bereken de waarde van de determinant 

a11 a 12 a 13 

821 a22 a23 

a31 a32 a33 
Sarrus gaf een regel aan om direct een determinant van de ?/' orde te 

berekenen. Hij schreef n.l. het volgende getallenschema op 

en vormde er de 6 door lijn&n aangegeven productf.m uit. De dr:le producten 
in de r1cht1ng a11 ~ 2a33 krijgen elk bet+ teken, de ande!'e dr1e bet 
- teken. De som der 6 zo gevonden produoten is ju1st de waarde van de de­
terminant (Regel van Sarrua). 



Opg.2. Bereken de waarde van de determinant 

a11 0 0 0 0 

a21 a22 0 0 0 

a31 a32 a33 0 0 

a41 a42 a43 a44 0 

a51 a52 a53 a54 a55 

Opg.3. Bereken 

a11 0 a13 0 

0 a22 0 a24 

a31 0 a33 0 

. 0 a42 o· a44 ,t,· 

Opg.4. Berekan 

2 7 6 

9 5 1 
4 3 8 

Beschouwt men een willekeurige term a a 
r1s1 r2s2 

wikkeling van de determinant van de ne orde \a I, rs. 

Elal 41. 

( - 360). 

a 8 uit de ont­
rn n 

dan is bet om het 
teken van deze term te bepalen, niet nodig de factoren zo te rangschik.ken, 
dat de eerste indices resp. 1, 2j •.• ,n worden. Wij bewijzen n.l. dat het 
teken in deze term gelijk is aan de som van het aantal inversies van de 
indices r en het a ntal inversies van de indices. Hiertoe verwisselen wij 
eens in het beschouwde product twee factoren a en a . HierdOcr ver-rvsv rµsµ. 
andert het aantal inversies in de indices r en ook in de indices s met 
een oneven bedrag (verg. de stelling van§3, blz.14) hun som dus met een 
even bedrag. Door nu net zo lang factoren te verwisselen totdat de volg­
orde der eerste indices gelijk geworden is aan 1,2, .•• ,n, is de som der 
aantallen inversies van de indices r en van de indices s met een even 
bedrag veranderd. Daar in het nieuw opgeschreven product de indices r 
geen inversies bezitten, is dus het aantal inversies in de indices s 
daarom (afgezien van een even getal) gelijk aan de som der aantallen in­
versies in de indices r en de indices sin het oorspronkelijk product, 
zodat deze som het teken bepaalt van dit product in de berekening van de 
waarde der determinant. 

Voorbeeld: De term a21 a44 a32 a13 heeft in de eerste indices de inver­
sies (2,1)., (4,3), (4.,1), (3,1) en in de tweede indices de inversies (4,2), 
( 4, 3), het totale aantal is dus 6. Zou men de factoren :ra-gschikkcnr.ear de eerste :b::ec 

danvin:l.tnma13 a21 a32 a 44 , waarin de tweede indices de inversies (3,1), 
(3,2) bezitten,dus een even aantal minder dan 6. 



In Mn wtllea"-lrlp tentl der u1tpw1'icte <l•teflllA&nt van 4-1 n• o.,._ 1e 
bat token dua ( .. )ft+s, waartn ft en S reap. de untallen tnvenlea 1ft de 

lndlo•• "1, •••• rn en ., , ... •'n YOONtellen. llt l• d\lldellJlt .. , lt.leNI.I 
Yol,t,. 4at (t4ffl dattn"lllnent nt.et Yan -.aro. verenllSel"t, al• •• ...,. • de 
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hoofddiagonaal (dit is de verb1nd1ngsrechte van de elementen a11 a22 ••• 9nn) 
laat wentelen (d.w.z4 elk tweetal elementen ars en a8 r verwisselt). !Dllners 
h1ema ontstaat een determinant die alle termen van de oorspronkeliJke 
bevat en wel met een teken (-)S+R, due met hetzelfde teken als de oor­
spronkel1jke determinant. Zo 1s dus I! ~I• I~ ~, . B1J wenteling om de 
hoofddiagonaal blijven de elementen daarvan natuurl1Jk op hun plaats. 

Definitie: Een determinant heet symmetrisch als zij door wenteling om 
de hoofddiagonaal in zichzelf overgaat, dus als a • a r voor alle com-

rs a la bl binaties (r,e) met r • 1,2, .•• ,n en a• 1,2, ••• ,n. Zo is dus b 0 

symmetr1sch, maar f! !\ niet .. 

Een determinant heet scheef symmetrisoh als voor elk paar (r,s) geldt 

8 rs.., - 8 sr· 

Opg.5. Laat zien dat de determinant!-~ ~l in het algemeen niet scheef­
symmetrisch is. 

Opg.6. Bereken de waarde van de echeef-symmetrieche determinanten 

0 2 3 0 a b C 

-2 0 9 en -a 0 e d 

-3 -9 0 -b -e 0 0 

-c -d 0 0 

Stelling. Een scheef-symmetriache determinant van oneven orde is nul. 
Bewijs: Daar de determinant biJ wentelen om de hoofdd1agonaal haar waard~ 
behoudt, heeft men voor haar waarde D 

0 a12 ... a1n 0 -a,2 •• lo -a1n 

-a,2 0 . . . a2n a,2 0 ... -a2n 
" - ' D = . . . . . . . . ' ' -a 0 a ' 1,n-1 .... n-1,n .. 

' ' 
-a1n -a2n' -8ti-1.,n 0 a1n a2n 0 

In de laatste determinant heeft elk element een teken dat tegengeateld 
is aan dat van het overeenkomstige element in de oorspronkelijke deter­
minant; elk der optredende termen in de laatste determinant is dan geltik 

aan de overeenkomstige in de oorspronkelijke, afgezien van n factoren -1, 
dus de nieuwe determinant is gelijk aan {-)nD. We weten echter dat zij 
geliJk is aan D, due D=(-)~. Daar n oneven ondersteld was, heeft men 
D= -D, dus 20- 0, dus D = 0. 

In het voorgaande hebben wij gebruik gemaakt van het feit, dat ala men 
alle elementen van een determinant met -1 vermen1gvuld1gt., de waarde der 
determinant met (-)n wordt vermenigvuld1gd. Oeheel analoog geldt: Verme­
nigvuldigt men elk element vnn een determinant met c., dan wordt de wa.arde 
ervan met on vermenigvuld1gd (bew1Js dtt). 

Opg .. 7. Hoe verandert de wae.rde van een determinant., ala men elk element 
van een bepaalde r1J met o vermen1gvuld1gt? 



02g.8. Bereken 

0 6a 3b 
-a 0 C 

-b -20 0 

Wij gaan thana na hoe de waarde van 
twee r1Jen verwisselt. Beaohouw due de 

8 11 . . . 8 1n 
. . • . . 
°'P1 . apn 

Blal 4:,. 

een determinant verandert, ale men 

determ1nanten 

8 11 . . . a1n 
. . . . . . . 
aq1 . • . aqn 

n,- • . . . . en D2• . • . . . • . 
• 

aq1 aqn 8.p1 •pn • . . . ,. ., 
. . • . . . . • • . . . . . 
8 n1 . 8nn an1 . . . ann 

Het is duidelijk dat een willekeurige term a18 ••• ape ••• aqs ••. ans 
1 p q n 

van D1 ook in n2 optreedt en omgekeerd. Het teken dezer term in D1 is 

t (-)3 waarin S het aantal inveraies in de indices a1 .• sp·•Bq••sn aangeeft. 
De beschouwde term treedt ook in D2 op. Wij geven tiJdelijk aq1 , ••• ,aqn 

aan resp. door bp1, ••• ,bpn en ~ 1 , .•• ,apn door bq1, •.• ,bqn• Onze term 

treedt dan in D2 op ala a 18 •• b, .• bps •• ans. Het aantal 1nvers1ea hier-
1 qap 1 n 

in is de som der aantallen 1nversies in de 18 en 28 indices. De 1e indiceFl 

zijn 1,2, •.• ,p-1, q, p+1, ••. ,q-1, p, q+1, .•• ,n, dus na l ruiling 
1,2, .. .,p-1, p., p+1, .•• .,q-1., q, q+1, ... ,n. De 2e indices z1Jn a 1 , •.• ,sp. 

sp, sp+1, .•• ,aq_1 , sq, sq+1, .•. ,an en bevatten dus §. 1nvera1es. De be­
schouwde term in n2 wordt dus voorzien van het teken (-)8+1 • Iedere term 
in D2 is derhalve tegengeateld aan de oorresponderende term in D1 , due 

D1 = -D2. 
We vinden zo due de zeer belangriJke 

► Stelling: Verwisselt men twee rijen van een determinant dan verandert deze 
van teken en natuurlijk ook: verwisselt men twee kolommen van een deter-
minant, dan verandert deze van teken. 

Toepaasing. Heeft een determinant twee gelijke rijen, dan verandert die 
determinant (dus ook de waarde D ervan) niet, als men d,eze verwisaelt. 

AnderziJds gaat volgena de zojuist gevonden stalling b1J die verwisseling 
de waarde Dover in -D, dus men heeft D = -D, waaruit volgt 2D • o, duP 
D = O. Dit levert de 
Stelling_: Een determinant met twee geliJke rijen (or met twee gelijke 
kolommen) is gelijk aan nul. 

Zijn de elementen van een riJ een vast veelvoud a van die van een andere 
r!J van een determinant, dan vindt men dat de oorepronkelijke determ1ns.nt 
een a keer zo grote waarde kr1Jgt., ale 1n die andere r1j alle elementen 
met a worden vermen1gvuld1gd. Dan ontstaat echter een determinant met 
twee geliJke r1jen, die volgens het bovenstaa.nde nul is. De oorepronkel" .,. 
determinant is dua ook nul. (Geldt het reeultaat ook ala a• O 1st). 
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D1t resultaat 1a nog ieta anders te formuleren: 
Stelling. Heeft een determinant twee evenredige r1Jen (of twee evenred1ge 
kolommen), dan is haar waa:rde nul. 
Toe2asa1ns. 

3 4 

~ l I ~, -: I 8 2 - 0 - 0 • 
4 6 

Elk element van een determinant treedt 1n de eerete graad op in de uit­
drukking, die de waarde van de determinant aangeett. Van deze opmerking 
zullen we verachillende keren gebru1k maken. Allereerat blijkt h1eru1t 
dat geldt 

a,1 . . • 8 1n a, 1 • . . a,n a11 . • . 8 1n 
. . . . . . . . . • • . . . . • 

ar1 +br1 8 rn+brn - ar1 . . . arn + br1 . . . brn 

• . . . . . . . . . . . . • • • . . . • 

an1 . . . . 8 nn an1 • . . 8 nn an1 . . • a.nn 

Gevolg: Telt men b1j een r1j van een determinant een veelvoud van een 
andere rij op, dan blijft de waarde ongewijzigd. Inners men heeft 

a,1 • . . . 8 1n a11 . . . 8 1n 8 11 • . . a,n 
. . . . . . . . . . . . . . . . . • . • 

ar1+tas1· . . arn+tasn == ar1 . . . arn + ta.st· . . tasn 
. . • . . . . . . . . . . . . . . • • . • • 

an1 . . . . . ann an1 . . . 8nn 8 n1 . • . a.nn 

. 

In de laatste determinant luidt de r 8 rij ta81 •.. ta8 n, welke evenredig 
e is met de elementen van des r1j a81 ••• a8 n, dua de laatste determinant is 

nul, waaruit de bewering volgt. 
Toepassing. Verifieer elk der volgende gelijktekens bij de berekening van 
de determinant 

Men heeft 

7 4 5 
2 3 8 
4 6 1 

7 4 H~H 2 3 
4 6 

4 

_u 7 
3 = 2 

0 0 

= - (-6½).2.(-15)• -

Zo kan men bv. de de te rm.1nan t 

D == 1:~ 
02 

ale volgt herleiden 

a 
b 

C : I 

-6½ 5 -6½ 7 _u 0 8 = - 0 2 

0 -15 0 0 

195. 
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a2-b2 a-b 0 ra+b 1 
0 f a+b 

1 0 
D• b2 b , (a-b) b2 b 2 2 b-o 0 - 1 • (a-b) b -c 

02 0 1 02 C 1 o2 C 1 

a+b 1 

0 l a-o 0 ~I •(a-b)(b-c) b+o 1 ~ • ( a-b )( b-o ) b+o 1 
c2 C 02 C 

• (a-b)(b-c)(a-c) . 

De bereken1ng van deze laatste determinant kan ook geheel anders ge­
schieden. Men merke n.l. op, dat, ala &.•b is, de determinant twee geliJke 
rijen heeft, dus nul is. De determinant 1s dan wegena de reatstelling 
deelbaar door a-b. Evenzo ziet men, dat ziJ deelbaar is door b-c en a-c. 
Dus 

D • (a-b)(b-c){a-c}f. 

Daar D homogeen van de derde graad is in a, b, enc tezamen, moet de 
factor f een constante zijn. Bekijkt men de hoofddiagonaal van D dan z1et 
men dat in Deen term a2b optreedt. Deze treedt ook in het u1tgewerkte 
product (a-b}(b-o)(a-c) op dua f • 1. 

Op analoge w1jze vindt 

a\:l.3a2a 1 

b 4b 3b2b 1 

c 4c3c2c 1 

d 4 d 3ct 2ct 1 

e 4e 3e2e 1 

Opg.9. BewiJs 

1 2 3 
0 1 2 = 0 

-1 0 1 

Opg.10. Bereken 

3 4 5 2 

1 0 0 1 

1 1 7 1 

2 1 -4 2 

0£g.11. Bereken 

183 a 1 
b3 b 1 
03 C 1 

◊ES-12. Bereken 

0 2 3 -4 
-2 0 -1 5 
-3 1 0 6 

Jt. -5 -6 0 

men 

= ( a-b) ( a-c ) ( a-d) { a-e ) (b-c ) ( b-d ) (b-e) ( c -d ) ( c -e ) • 
. ( d-e). 

(van der Monde) • 

{-11). 

(a+b+o)(a-b)(a-c)(b-c). 

• 
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Opfia. 14. 

Opg .15. 

Bereken determinanten 

a 
b 

1: 
Los 

a+x 

Ios 

p 

q 

1 

a 

a 

a' 

X 

X 

b b 

a b 

b a 

b b 

op uit 

b 
b+x. 

op 

p 

X 

1 

b 

b 

uit 

X 

q 

1 

b a 
b , C 
b b 
a 

de vergel1 

C d 
C d 

a+x d 

C d+x 

- o. 

Blal 

b 1 a 
be I C 

b 1 b a en oa 
a. 1 ab C C . 

= o. 

Zeals wij reeds eerder opmerkten.11 treedt in de waarde der determinant 

a11···a1n 

an1 ann 
het element a 11 lineair op. Alle termen, die a 11 bevatten zijn 

van de gedaante 

waarin R 
dus in de 
(-)Ra 

2r2 

(-)R a1, a2r •·· anr' 
2 n 

het aantal inversies is dat optreedt in de rij 1, r2 , r3, ... ,rn 
r1j r 2 , r 3, ... ,rn. Merken wij op dat de som van de termen 
a 3 .•• anr Juist gelijk is aan 

r3 n 

8 22 • • • a2n 

dan zien wij dat de factor van a 11 juist die determinant is., die men krijgt 

door in de oorspronkelijke determinant de eerste r1j en de eerste kolom te 
schrappen. 

Schrapt men in een determinant Jars I van de ne orde de p6 rij en qe 
kolom, dan ontstaat een nieuwe determinant van de {n-1 )8 orde, die men 
de onderdeterminant noemt van het element apq .. Wij achrijven hiervoor ~q. 

Wij vonden dus boven dat de factor van het element a11 in de ontwikkeling 
van de determinant lars\ 1st gelijk is aan m11 • 

Wenst men de factor te vinden, waarmee een willekeurig element apq in 
de ontwikkeling van larsl optreedt, den gaan wij eerst de pe rij achter­
eenvolgens met de (p-1 )e, (p-2)e, .•. ,28 , 1e rij verwisselen en da.arna de 
q0 kolom a.chtereenvolgens met de (q-1 )e, (q-2)e,. . .,28 ., 18 kolom. Er ont­
staat dan een determinant, die (-)p+Q. maa.l zo groot is a.ls de oorspronke-
11jke determinant. De nieuwe determinant heeft de gedaante 



apq a,q a. 2q ... a p-1,q ap+1,q ... anq 

ap1 a.11 1 
a p-1,1 ap+1,1 ... an1 

. . . . . • . . . . . . • . .. . • . . . • . • . 
a p,q-1 a , ,q-1 a2,q-1 ... a p-1,q-1 a p+1,q-1 .... a n,q-1 

ap, a.1 ., a2., ... a p-1,q+1 11p+1 ;q+1 ••• ~.,q+1 

. . . . . . . . . . . . . . . • . • . • 

apn a.1n a 2n ... a p-1,n ap+1,n ••• ann 

dus hierin 1s op grand van t reeds a.fgele1de resulta&t de factor van 

apq ju1st gel1jk aan onderdeterminant mpq van het element apq in de 

oorspronkelijke de rm1nant; in de oorspronkelijke determiD.ant zelve is 

de coefficient van a dus 11 a.an (-)p+q rr~.q• We zullsn de factor 
p+q pq p 

(-) · mpq voortaan aanduiden met Apq. Het getal Apq noemt men de minor 

van het element apq· 
Wenst men de determinant l ar8 \ te berekenen., dan merke men op dat in 

elke term precies een element van de pe rij optreedt. Dus men heeft 

18 rsl = ap1f1 + ap2f2 + ·•• + apnfn, 

terw1jl wij nu weten, dat r1 = , r2 = Ap2, .•• ,fn = ~p' dus 
n 

!ars I= ap.1 AP1 + a.p2 Ap2 + .•. + apn Apn = L ap\t Ap'\l • 
V=1 

Men noemt dit laatste resultaat de ontwikkeling van de determinant Jars! 

naar de elem.enten van de pe rij. 

Toepassin~. 

3 4 5 3 
2 6 7 = ' a3\t A3<v o 1 • 
1 8 0 \t=1 

= - 2 - 88 = - 90. 

4 5 6 7 -11 

3 1 0 -2 0 
= 

2 1 3 4 - 1 
0 1 4 5 - 3 
~ -----..::, 

-3X +.tx 

= - (-1). 

Opg. 15. Bereken de determ:tn!">nt 

1 

2 

3 

½ 
1 

3 
'2" 

1 
2 
2 
; 
1 

5 6 17 
1 0 0 

1 3 6 

1 4 7 

-27 

- 5 -11 

4 5 3 5 13 :1 -8. +o. 
6 7 2 7 2 

-11 6 17 4-11 -27 -49 

=1 • 
- , 3 6 - 1 0 0 

- :; 4 7 - 3 - 5 -11 

U1 6x 

= 297 - 245 = 52. 

Wij vonden hierboven dat voor de waarde A van de determinant far8 \geldt 

A=~ arm Arm· 
m=1 
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W1J kunnen nu ook d1reot de waarde bepalen van de eom die men kr1jgt 
ala men de &lementen van een r1j met de m1noren van een andere r1J ver­
menigvuldigt en die produoten optelt. 

Ilmner ~ v1ndt dan r°- atm AI'II en deze som is geliJk a.an 
in;; 

. . . . . . . . . . 
a r-1,1 

at, 1 • 

. . . a r-1,n 

• • • .at,n 

. . . . . . . . . . 

In de laatste determinant z1jn de r 8 en t 8 r1j gel1jk, dus deze 1s 1u1. 
Men heeft dus 

n 
L 
m==1 

• { A , ale 
atm Arm 

O, ala 

t • r 

t-,. r. 

Van dit resultaat zullen we later nog vaak gebru1k ma.ken .. 

Soma is een determinant van bepaalde orde gemakkelijk te berekenen iioor 
deze over te voeren in een determinant van 

a+x b+2x c+3x 1 a 

D• a+y b+2y c+3y 0 a+x 
= 

a+z b+2z c+3z 0 a+y 
0 a+z 

hogere orde, 
b 0 

b+2x c+3x 
b+2y c+3Y 
b+2z c+3z 

b.v. 
1 

= 
_, 
-1 

-1 

a b 

X 2X 

y 2y 

z 2z 

en de laatate determinant blijkt bij ontw1kkeling naar de elementen 
eerste rij de waarde nul te bezitten. Men noemt het verhogen van de 
van een determinant door toevoegen van nieuwe rijen en kolommen het 
van een determinant. 
Opg. 16 . Bewi j s 

ac-b2 bd-e2 a b C 

bd-c2 ce-d.2 - C b C d 

C d e 

0p~.17. Besohouw een determinant f arsl van de 36 orde. 

Bereken de waa.rde van A11 A12 

A21 A22 

Opg. 18. Bereken de waarde van d,3 d.Jt-:!rminant 

X y z u 

a3 e.2 a 1 

b3 b2 b 1 

e3 02 0 1 

C 

3x 
3Y 
3z 

van de 

orde 
randen 



Opg .12. 

Opg.20. 

Op~.21. 

Opg.22. 

Bereken de determinant 

½a+b+e -¼b 
-½a a+½b+c 

-½a -lb 
" 

Bereken 
4 4a3 . 4 

a 0 

a3 30.2 b3 

a2 2a h2 ~, 

a ,t b I 

1 0 1 

Bereken 

-1 cosD< 

CQSO( -1 

cos/3 cos 1 
Bereken 

1 4 1 I 

a b C 

a2 b2 ,..2 
\., 

bed cda dab 

-½c 

' -1c . 
a+b+½c 

4b3 12b 

3b2 6b 

2b 2 

1 0 

0 0 

cos 1n., 

cos lf , als o<. + j' + d • 1T. 
-1 

1 

d 
d2 

abc 

I\:n':,1ott::: definieren wij nog het begr1p matrix. Een matrix is een recht­

ho~kig sch..::ma van m blj n getallen 

1l a11 8 12 a,n !l 

ll 8 21 a22 a2n /l 
ll . ! kortweg II \l I ars ,i 9 
1 i . l 1 II 
. I • I 

\\ am1 am2 amn I! 3 

lj 

waaraan geen getalwaarde is toegekend. Het enige hier van belang zijnde 
begrip is de rang van een matrix. Hieronder verstaat men de orde van de 
11 grootste" determinant (dit is de determinant van de hoogste orde), dh) 

in de matrix bevat is (dwz . .. .., .... t C'ir:tstc,,i.t door uit de matrix een aantal 

rijen en kolommen weg te laten - dit aantal ka.n soms nul zijn -) en die 
een van nul verschillende waarde bezit. 

Zo bezit de matrix 
! 1 2 3 ., ; 1 0 ol r I! 
H 

4ji 12 
J 

3 10 1 0 

4 5 11 
de rang 2, de matrix 

0 1 
daaren te gen de rang 

li 3 
6 !l \l 0 

l! 4 
I 

., 5 !1 
025.2}. Bep:10 l de r:.1r1g der nie trices 

1 \1 :1 
1 

lo 
I 0 _lJ- 1 r 3 2 3 4 slJ 1 0 1' 

11 3 0 2\I 14 4 31 J E 1 1 1 0 1 1 4 0 -7 

:11; 
' Pj I· 'l -1 '"l' 0 112 3 !.t 11 -2 1 )7 0 1 0 1. ! 

I ' ' I 

2 -2 -3 

3 • 
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§ 12. Stelsel:.~ lineal.re vergel1Jk1ngen. 

W1j gaan thans de in de vorige p::r~gra3f behardclde e1genach~ppen 
•,1nn df.:tem1nanten en matrtces toepr::ssen b:l.,i het oploseen van stelsels 
1.·e 1."ge l i Jkingen. 

BeJchouw het stelsel 

( 8 11x1 + 3 12x 2 + + ~ X :,',l b1 '· 1n n 

t 
a21x1 + 8 22.x2 + + 8 2nxn = 

,., ... i.;? 
(I) ... 

. . 
~ X + 1\~2x2 + ... + -~ X -· b - r:1 1 '"'

1 n11 n n 

Wij kunnen hiervan onmiddellijk de 0plossing vinden in het geval dat 
dt' detenninant 8 = a -/ 0 1 s. Ir. dn t gen, 1 vermenigvuldige men nl. de rs 
1° verg. met A11 , de 2e met P. 21 , ••• , de ne met An 1 (waarin wederom Ars 

de mi.nor van het element a '. n de (l•::terminant J ::ir"' I voorstelt}, waarna rs u 

men vindt: 

b1 " •" 12 a · 1n 

b2 a22 0 . . a2 n 

bn 8 n2 8 nn 

Noemen wij de determinant, die ult a O ontstaat door d,3erin de se rw 
b 

kolom te vervangen door b1, voortaan a , den vindt men 
L S 

. . 
b n 

a 
x1 = a1 en op ge11jke wijze xr ,n)(regel van Cramer). 

Hiennede zijn ae formules teruggevonden die in de gevallen n = 2 en 
n = 3 het ui tgangspunt voor de theii ·le der determinanten waren. 

Het is duidelj.jk dat in het geval, data= 0 1sJ op deze wijze geen 
oplossing wo"dt gevonden. 

Omgekeerd voldoen de gevonden waarden van x1 , ..• ,xn aan het gegeven 
stelsel vergelijkingen, deze zijn daarvan bovendien de enige oplossing. 
In het geval a~ 0 heeft het gegeven stelsel dus ~~n ondubbelzinnig 
bepaalde oplossing, gegeven door de regel van Cramer. 
Q_~g. 1. Los op het stelse1· 

f 24x + 11y - 10z = 5 
, 2x + 2y + 2z = 1 O 

l 13x 2y - 7z = - 10 
Opg. 2. Los op het stelsel 

{ X 

+ y + z = 0 

ax + by + CZ = 0 

a 2x + b2y + C 
2 1 z = 

( a -/. b; b I- C; C I- a). 



Opg. 3. Loa op het stelsel 

- X + y + Z + U • 1 

X - y + Z + U ~ 2 

X + y - Z + U = 3 
X + y + Z - U a 4. 
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Thens gaan we beach0uwen het 2lgemenere geval van p lineaire ver­
gelijking 1n q onbekenden. 

(11) 
<II • • • 

3 ·11 • • • 
Beschouw de matrix A= 

a 1q 

8 
~ pq 

. Onderstel dat 

deze de rang k bezit en laten de onbekenden en vergelijk\ngen zo ge­
nummerd zijn, dat een der ir: A bevatte van nul verschillende determi­
nanten van de orde k, juist de determinant 

9 k1 • •. 8 kk •. 

Allereerst beschouwen we het geval k = p. Door de vergelijkingen te 
schrijven in de gedaante 

{ 
~1~x~. + • • • ~ ~1~x~ ~ >-:~, ~+~x~+~ - - •1qxq 

ap1x1 + + apkxk = bp - ap,kt1xk+1 - - apqxq, 

blijkt uit het voorafgaande dst hieruit (met behulp van de regel van 

Cramer) de onbekenden x1 , ..• , xk zijn op te lessen, d.w.z. uit te 

drukken in de grootheden srs' b 8 en de willekeurig te kiezen grootheden 

xk+1 ., ... , xq. Op grond van het laatste zegt men wel dat het beschouwde 

stelsel 00':!.-p stellen oplossingen bezit. 

Vervolgens beschouwen wij het geval, dat k <pis. Hieronder valt 

dus tevens het 1n het begin van deze paragraaf niet behandelde geval 

a= O; p = q = n. 

Wij kunren de detem.inant wederom 

,..,o-k is dan op grand van het bovenstaande oplosbaar en bezit zelfs w stel • 
len oplossingen. 
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Het is de vraag of zo'n gevonden oploss1ng ook voldoet aan elk der 
over1ge p - k vergel1jk1ngen. 

Beschouw daartoe de determinant D • . . . . . . . . 
8 k1 • • • 8 kk8 kl 
8 m1 • • • 8 mk8 m..l 

:, 

waarin m een der getallen k + 1, ••. , p en 1 een der getallen k + 1, •. · · i. 
is. Daa r elk dezer determ1nanten de orde k + 1 bezi t on de matrix If ars jj 
de rang k bezit 11 is elk dezer determ1nanten nul. Duidt men de m1noren 
der elementen a1.( 11 • • • , aml. 1n deze determinant weer aan door 

A1 I.,, . . . 11 Am.l. , dan heeft men J 
La A { 0 voor s j 

rs rJ = D • O voor s = j 
zodat het 11nkerlid van de vergelijking 

am1x1 + .•• + amqxq = bm 

wegens AmJ# 0 een lineair compositum is van de linkerleden der eerste 
k vergelijk1ngen. 

Hieruit volgt dat een gevonden oplossing der eerste k vergelijkingen 
dan en slechts dan ook aan de me(m = k + 1, ••• , p) vergelijking vol­
doet, ala het rechterlid bm dier vergelijking eenzelfde 11nea1r compo­
situm is van de rechterleden b1 , ••• , bk dier eerste k vergelijkingen, 
dus ala 

O, dus R = m 
8 k1 ... 8 kkbk 

8 m1 • • • 8 mkbm 

""0 

Wij z1en dus dat het gegeven stelsel fl9.-k oplosaingen bezit, ats elk er 
determinanten Rk+1 , .•. , R gelijk is aan nul en geen oploss1ng bezit, 

1' p 
zod ra een dier determinanten van nul verschil t. In het eerste geva 1 noerr.'~ 
men de beschouwde vergelijkingen afhankelijk, in het tweede geval strijr. 
WiJ vatten de gevonden resultaten samen. 
Bij het stelael (II) van p lineaire vergeltjkingen in q onbekenden, wa~ 
de rang der col:iffici~nten matrix gelijk is aan k, heeft men de volgende 
gevallen. 
12 k = p; q = k. Er is een stel oplossingen. 
2~ k = p; q > k. Er zijn (Dq-k stellen oplossingen. 

32 k < p; q = k; Rk+1 = ••• =RP• 0. Er is een stel oplossingen. 
4~ k < p; q > k; Rk+·l = ••• • RP • O. Er zijn ro q-k stellen oplossinge-r,, 
52 k <:. p; q ~ k; tenminate een der uitdrukkingen Rk+1, ••• ,~ verschilt 
van nul. Er z1jn geen oploesingen. 
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W1J kunnen de gevonden reaultatt"?n nog ie•t.a andere formuleren 

door na~at de coefrlcienten mrtrix A ack te be~chouwen de 

·11 • •• '.l1qb1 I 
mat~ix B = 21 8 2qb2 

:1 b 
pq p 

In geval 
In gevsl 

10 

20 
1~ de ~ang v~n A en Belk gelljK 1an k. 
is dat eveneena het geval. 
ie de rang v~n A gelijk Jank en dle van B gellJk aan k+1. In geval r.:O 

' ~' 
W1j l9ten zien, d~t in de gevallen 3° en 4° de rangen van A en B gelljk 
zijn. WRq dit nl. niet zo, dan wa~ de r~ng van B gel1jk oan k+1, 
dus er bestond een determinant 

3 . . . a r -13, 
t) 

r'1'',1 zoa 
1 I k{ 

D = 
'"\ b 

r-k +1 9 1 ·rk+1 3 k rk+1 

van de orde k+1, die v~n nul verschilde, d.w.z. op grand van een 

ontwikkeling n<>9r de elementen der lAAtste kolom, wsrfrn niet alle 

onderdeterminanten h1erv2n, w1 r, r 1 n de eerste k kolommen optr-eden, 

gel1~ik aa' · nul. Laat nu de onbekenden eri vergelijkingeri zo genum­

merd zijn., dat de -:mderdeterminnnt 

8 11 R1k 

. . I, 0 is . 

ak1 ... 8 kk 

Daar D ~ 0 is, verkeert d9n ons stelsel in gevsl 5° en heett dus 

geen oplossing, in strijd met de ond8rstelling, d~t wij met geval 
3° of 4° te maken hebben, en het stelsel wel een oploss1ng bezit. 

Wij zien dus, a~t het stelsel (II) dan en slechte dan tenminste 
~~n oploesing bez1t, ~ls de rangen der matrices A en B gelijk zijn. 
Dit re3ulta8t \s 2fkornstig v3n de m1themoticus Capelli. 

Hecht men voorts arm het symbool ooq-k voor het geval q=k de 
a ~ d 1 d k d 1 1 1° en 2° er·i ev~~ae~.~ de gevallen W~-r e , · an unne~ e gevn ~en . w••~ ,,- a 

3° en 4 ° samen worden get,omen. 

Opg. 4. Los op het stelsel 

{ 

X + 

X + 

Opg. 5. Los op het stelsel 

by 

y 

+ 
+ 
+ 

2 '"l 

r z = :J) 
? 'l 

b~z = b..., 

2R2', 
2 

= 3 ,, 
\. 

X + y + Z - U - 1 

X + y - Z + U = 2 

x-y+z+u 

3X + y + Z + U 

= 3 
2 

- a 
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Opg. 6. Ale ean de vergel1Jk1ng 
e1x1 + a2x2 + ••• + aqxq. b 

voldoen de be1de stellen oplossingen x1 • e1, ••• xq • cq; 

x1 • a1 , ••. , xq • dq, dan voldoet h1eraan ook 1edere 11nea1re 

comb1nat1e van de gedaante 

x • A C, + .J:!_{, , . . . . . , xq • A C ~ + f': 4 
1 X+f, 'A+f; 

Naast het inhomogene stelael gaan wiJ thane het homogene atelsel 
vergel1jk1ngen 

(III) . . . . . . . • • • . . {
a11x1 + ••• + a1qxq • O 

ap1x1 + ••. + Apqxq = o 
beschouwen. Hierbij zijn de rangen der matrices A en B gelijk, zodat 
er steeds een oploas1ng bestaat. Men is echter gewoon slechts dan 
een stel (x1 , ... ,xq) een oplossing van het homogene stelael III 
te noemen, ala niet alle x 1 , ... , x gelijk zijn aan nul. Het is 

q . 
nl. direct duidelijk dat aan (III) onder alle omstandigheden het · 
atel oploss1ngen x1 = ••• = xq = O voldoet. Verder merken we op, dst 
ala aan (III) een oplossing (x1 , .•• , xq) voldoet, aan (III) eveneen3 
de oploss1ng ( A x1 , ..• , Axq) voldoet. Men is echter gewoon de 
oploss1ngen ( A x1 , •.. , A xq) voor verschillende waa:rden van 
A(!, 0) ala dezelfde te rekenen: Zo zijn dus de atellen x=2; Y=3 

en x=4; y=6 eenzelfde oploss1ng van de vergelijking 3x-2y = 0. Wij 
verstaan dus onder een oplossing van het stelsel {III) een stel ge­
tallen (x1 , ..• ,xq), niet alle gelijk aan nul, of alle daarmede 
evenredige stellen. Bij homogene stelsels vergelijkingen komt het dus 
slechts op de verhoudingen der onbekenden aan. 

Evenals bij het stelsel (II) voeren we weer de rang k van de 
co~ffici~ntenmatrix in. 

Beschouw ec:rst het gev·-- 1 p , k; q ) k. 

Dan is, als wij de nummering der onbekenden en vergelijkingen zo 

8 11 ••• 8 1k 

kiezen, dat . . ,,, . . . !, 0 is, de determinant 

8 11 ... 8 1k 8 1/, 

• . . . . . . . 
pj )., • k+1., 

8 k1 8 kk 8 kl 
(m = k+1, ... , .... ,q), ... 

8 m1 ••• 8mk 8ml 
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die van de orde k+1 1a, gelijk 3an nul dus els wiJ de minoren hierin 
weer op de gebruikelijke w.i..,jze 13ngeven 

T-arr:. Ari""' 0, zowe.l voor s =1 ala voor a,!}. 
Dit houdt in wegens A l f.. O, dat de me vergelijking van het stelael m, 
(III) een 11nea1r compositum 1s ven de eerste k 3 zodnt ieder stel 

e oplossingen van de eerste k vergeliJkingen tevens voldoet aan do m 

vergelijk1ng (m ~ k+1, ... , p}. Hiermede is het geval p> k; q > k 
teruggebracht op het geval p = k; q > k. 
Het is verder duidelijk dst .men bij het oplossen der eer-ste k verge­

lijkingen de getellen xk+1 , ... , xq willekeurig ken kiezen (echter 
niet ~llen gelijk 9an nul) en d~n, zeals in het voorafgaande is 

aangegeven, uit die vergelijkingen de onbekenden x1 , ... , xk kan. 
oplossen, a.,:.z. lineair uitdrukken in de grootheden xk+1, •.• , xq. 
Men vindt dan n1et roq-k, maar slechts@ q-k-1 stellen oplossingeri 

dear elk stel evenredig met een vast stel, tot eenzelfde oploseing 
1anleiding :,eeft. 

Is q = k+1 dan vindt men juist ,,n oplossing, die bepsald wordt 
door 

uus x1 = - xk+1 

Stelt men: 

"' 11 ... 
k 

xk+1=(-) . . . . 
8 k1 

den vindt men: 

8 12 

x1 == . . 
8 k2 ... 

a11 
k 

xkv1=(-) • . 
5 k1 ... 

0 

'--'1, k+1 

. . . 
8 k,k+1 

8 1k 

I 

• • • T 

+ • • • :-

[!12 ... 
. . . . 

8 k2 ... 

'x, 
• ~- K 

8 1k 8 11 a1k 

. . . , enz. 

"' ''kk 8 k1 8 kk 

8 kk 

(dit mag want wiJ mogen alle oplossingen 
x1 , ... , xq tegelijkertijd met een con-
stante, die van nul verschilt, vermenigvu1digen), 

8 1 .,k+1 8 11 3 13 ... 8 1 ,k+1 

. . . . X "' .. . . . ., 2 . . . . . . . . . , ~ .. , 
8 k,k+1 8 k1 8 k3 . .. 8 k,kt1 

8 1k 

. . 
~kk 



De onbek:enden ieijn dus gel:1Jk .~.:::,n ot evenredlg met cleterminanten 

vrrn de orde k., die men uit de mitd.x 

. :::111 ••• 1,ki·'l 

. ,,, . . . . 
"k1 °k, k+1 

ver-krijgt, door chBrj.n nchter1:.:er.volgens ecn kolom weg te 1::-:ten en de 

zo v,srkregen determirP'nten op de ju1ste wijZG V'.':ln een + of - teken 
te voorzien. Men achrijft ln dit gevAl wel kortweg 

!911·1 8 1,k+1 

( Het teken OC ui t te spreken "'ls "even red lg met de minoren v"1n n), 

Bvb. het stP-lsel{ x + 

3x + 

2y + Jz = 0 

heeft de oplosaing 

2y + z = 0 

11 2 3 
x:y:z ocl3 2 1 

-1231, 
·. 2 1 I 

1 3 

3 1 
: :1 --4:8:-4 - + 1: -2:1. 

Het geval p ~ k; q = k kr,n direct warden behsndeld. Immers n9 

geschikte num.111ering der onbekenden en vergelijkingen 

{ 
'°' 1 1 x 1 + • · • + r 1 kxk = O 

heeft men .........•.. 

?p1x1 + .••• + npkxk == O. 

Beschouw het stelsel der eerste k vergelijkingen van dit stelsel. 
Dit is een stelsel vrn k vergelijkingen met k onbekenden en rnng 
der matrix= k, welk ~telsel ~~n en slechts 6~n oplossing bezit, 
die men vindt met behulp vnn de regel v~n Cr?mer. Men ziet direct in, 
dat wegens het nul zijn v~n ~lle rechterleden, elk der onbekenden 
nul is, zod9t de gevonden oplossing niet ols oplossing van het 
homogene stelsel wordt o~ngemerkt. 

Samenv::1ttend zien wij dus d:it p homogene linenire vergelijkingen 

in q onbekenden, w~arbij de reng der co~fficinntenmatrix gelijk is 
aan k, geen oplossing bezit als k = q, 

~,n oplossing bezit ale k = q - 1 . 
......a-k-1 
~ oplossing bezit nls k < q - 1. 

Opg. 7. Los op het stelsel 

{: 
+ y + z - u = 0. 

+ y - z + u = o. 
- y + 8 + u = o. 

Opg. 8. Los op het stelsel 

{: 
+ SJY + a 2z = 0 

+ by + b::\i: = 0 

+ 
2 

0 cy + C z ::::: 
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Opg. 9. Los op het stelse1 

x1 + x2 + X3 + ... + xn = 0 

x1 + 2:x2 + 4.x3 + ... + 2n-1 
xn ""' 0 

~- + ·: -•~ + , + + :,n-\c >Ill 0. ....... ".I, ·3 ... . n 

• • .. • • • It • • - • • 

2 n 1 x1 + (n-1)x2 + (n-1) x3 + ..• + {n-1) - xn = O. 

dat ale het stelsel 

+ a1nxn = 0 

+ a X = 0 m n 

een oploasing bez1t, de rang der matrix llarsll kleiner 1s dan n., dus 

1s de determinant lar8 \ = O, zodnt het atelael 

I ~ 1 ~x~ ~ :·: •+. ~•~x~ ~ ~1 

on1x 1 + a x = b nn n n, 
waarin niet alle br nul zijn, dan geen oploesing bezit. 

Beschouw verder het geval dat een quadratische matrix ii ars lf van 
e den orde de rang n-1 heeft. Dus de determinant I a rs I = o • 

Het stelsel (IV) heeft d2n juist een oplossing: 

x1:x2: ••• : xn = A14:A12 ••• : A1n. 

Deze oploseing vindt men ook door de minoren van een andere rij 
te nemen; den vindt m~,: 

• • A • ·-· •. n r . 

Hieruit volgt dat ols een determinant lsral= 0 is, elk viertal 

minoren Ars' Art' Aps' Apt een evenredigheid vormt 
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In deze pa.ragraaf leiden wij allereerst bet theorem.a van Le.place 
af, dat ons een nieuwe methode geett om de wae.rde van een determinant 
uit te rekenen. Dit theorems luidt ale volgt: 
Zij A = \ ars \ een deteI'tlinant van de n8 orde. Kies hieruit k vaste rijen 
r 1, r 2 , r 3 , ••• ,rk. Noem de overige rijen r;, r 2,.,.,r~-k• Dan is 

A= > (-)r1+ •• +rk+s 1+ •• +8k 
s1,·••t8J.c 

ar • s ' • • • ar • s ' , 
1 1 1 n-k 

• • • • • • • • • • • • • • • 

ar s •.. 8 :r B. ~ ' s ' ••• 8.,:- ' . r . . 
k 1 k 1C n-k: 1 n-lr 

Hierin wordt geaommeerd over alle combinaties der k getallen s 1, ••• ,ak 
uit de getallen 1, ••• ,n. De overige der getallen 1, ••• ,n worden 
:-J 1, ••• ,s~-k genoemd. Wij onderatellen hierbij, dat de getallen r 1, ••• ,r1:. 

► de getallen s1, ••• ,ak' de getall,n r 1,, •• ,rri-k en de getallen s1, ••. ,s~-k 
naar opklimm.ende grootte gerangschikt zijn. 

Het 1s duidelijk, dat de aantallen termen na uitschrijven der det0~ · 
inanten in linker- en rechterlid gelijk zijn• Immers links zijn er n! 
,:;:; aantal termen in de som rechts is gelijk aan bet aa.ntal combinatiei:.; 

-: '<;.D n, dus aan n nl 
ck • kt( n-lc)I en elk zo 'n term bestaat na ui tschI·ij-

ven der beide erin staande determinanten uit kl(n-k)! term.en, dus het 
rechterlid bevat 1nderdaad ook nl termen. 

Een willekeurige term rechts in de ontwikkeling der determinanten 
bcstaat uit n factoren ars' waarin de indices r en ook de indices seen 
of andere permutatie zijn van de getallen 1, ••• ,n, zodat deze term in A 
ook optreedt en omgekeerd. Rest ons dus te verifieren d~t het teken in die 

~ term links en recbts in onze formula overeenstemt. La.at deze term de 
gedaante 

ar u • • • ar ~ ar ' (I' • • "a~ 15 • 
1 1 k k 1 1 n-k n-k 

bezitten, Hierin is 0 1, ••• , «-keen of andere permutat1e der getallen 
s 1, ••• ,sk; ~,•••, t:s~-k een of andere perrp.utatie der getallen 
s 1, ••• , s~-k• Is er- het a.antal inversies in de rij 6" 1, ••• , cs- k en 
s' da t in de rij G ~,, •., 6 ;_k dan heeft deze term dus het teken 

(-)r1+•••+rk+s1+•••+9k+ 6 + 61 , Ia r het aantal inversies in de indices 

r 1, ••• ,rk,r1,.,.,r~-k ens dat in de indioes <S"1, ••• , cS""k' CS""i••••t <S""'~-k 

c".1=.n heeft dezelfde term in het linkerlid bet taken (-)r+s. v!ij hebben 
{tun te bewijzen dat het versohil r 1+ •• ,+rk+s1+ ••• +sk+ <S'+ 6''-r-s even is. 
r:iertoe bepalen wij eerst het aantal invex-siea in de r1j r 1, • .. ,rk' 
r 1, ••• ,r~-k• Elk getal rd.... is kleiner dan de opvolgende getallen r i'3 
en elk geta.1 r•i is kleiner da.n de opvolgende getallen r' ~ • Er zijri ..,..,,.. 
alleen inveraies mogelijk tusaen getallen r ,-,i.,, en rt r • Daar r 1 het kle:w."' 
ste is der getallen r 1, •• ,,rk, zijn de getallen r 1-1, r 2-1, ••• ,2,1 alle 



b1.~:.1r~:!})On in de groep r 1 t .... , 1·1\_k, dus r 1 gaeft aanlei dins tot r 1-1 
i.nversies .. :-Iet ,,·eta.l x•,., is hct o~·, e6r1 na kl.einste der nets.llen in 

t.> C .~ u 

d~'c' c;roep r .. , .. •., rk" Pe geta11en r?- ·1, rl'.)-2, 2 t 1 liggen ~u.a 611en 
' - - (;,. 

afgezien van het en<' geta.l r 1 in de groep r ~, ..... ,r I k" Derha.lve gee:f't 
, 1 n-

hot: ge'ta.l r .. , aanlE~ idin .. ; tot r 2-, inversi1:rn. Op am1lo,3tl wijze zie t M.en 
·-dH t het 61.:tal r -~- aanleiding geeft tot r "'- - ..,;., invereies. ne geta.llen 

r1,••·,r},·' r 11 , ••• ,r•. gc-ven dus aanleidine; tot 
1 ~ n-K 

1 ·· ' .,k'k "' r = r 1+r2+ .... +rk- -.~- ••• -.it = r 1+ .... rk-it \ + 11 

inversi(rn. D(?rhalve ia rf~"" .• +rk-r = ~k(k+1) 

Op ans.loge wijze bepal!;!n wij het aanta.l a der inversiee in de ri;_: 

c:.- 1 , • • • , c--.,., ier ~," •., s·n' , ..• Na een aantal ruilingen kan TiU}tl. de getal-
~ Q,. ll' -..t ... 

1cm ''.'i 1 , ••• , ~kin de volgorde s 1 , ••• ,sk brengen. Dit aantal is, afge-
;;j_pn van een evun getal, gelijk aa..'1. ~-. Na (afgezien vcm een ~ven getaJ., 

,.- 1 rullingcn ia de rij ll 11 , ••• , 6· 1 )r te brengen in de vo1gorde n--.u .. 
r1!, .... ,sn' v-• Het aantal inversies in de rij s .. , .... ,a. 1 e~, •.. ,sn' ·:~ 

i -"'-~- I -JC I ... ,.\. 

1fLijk:t op analose wijzo als hierboven gelijk te zijn aru1 

s 1+ ... .+sk-1-2-, - .-k = e 1+ ... • +'7c-}k(k+1) 1 

du: nfgezien vr:m een ev,S1n getal heeft r;i,en 

s = .. -.~+ <r 1 +s 1 + .. - • +ak--}k(k+ 1) 

zoda.t men -:.li teindelijk, afgeziE,n van een even g~tal, vindt 

r 1+ ••• +rk+s 1+ .... -1-~k+ iS"+ ,::;- 1 -1~-s ::::: k(k+1} 

en dczc) uj_t drukkinr is inderdaad even,. want van elk :pe.ar opeenvo lgende 

get all en k en k+ 1 is er jui st l~en da t even is. Hiertilee is de for nm] 

van La1)lac,3 aangetoond.. 

~• Laat zien dat de ont:1r1ik:::eling van een determinant naar de elc-• 

rn,~nten vctn oen br3paa.lcit0 rij een bi,:jzonder gcval ia van het thi:;;orcma var 

Laplace. 

behulp van het theorema vnn Laplace 

1 'j O 0 

1 1 1 0 

0 

0 0 

·1 

1 

1 

1 

-~• Bereken met bchul}) van het theorem.a van Le.place de waa.rde van 

<'L::i d1.0 'tcrm.inant 1+a 1 1 1 

1 1+b 1 1 

1 ◄ 1+c 1 I 

1 1 1 1+d .. 
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P.l>£•--.i• Bereken met bohulp van hut theorem.a van La.place do waarde van 

a,, a, 2 a13 0 0 

a21 a22 a23 0 0 

8 31 8.32 a)) 0 0 

a41 a42 a43 a44 &45 
a51 8.52 a53 8 54 8 55 

Opg. 2·• Zijn alle r,iinoren van de tweede ordE van een determinant gelij1r 

aan nul, dan is di0 deterininant zelf ook nul. 
Jij makun thans gcbruik van de ontwikkelingsregel van Laplace 

om een belangrijko stcllin0 af te leiden over hot product van twee 
deteruinanton. 

Zijn A = \ ars \ en B = I brs \ beidc detcrm.inanten van de n e orde, 
da.n kan men hu.n product AB schrijvcn als ecn determinant C = I crs \ , die 
ovoneens van de n 8 ordc is, Men heeft nl. te nemen 

n 
o - ,--- a b 
rs - L- rm ms• 

m=1 
)czc uitdru.kking zullen wij noomen het inwcndig product van do r 8 rij 

van A en de s 0 kolom van B, 
Tlcwije. Op grond van de ontwikkeling van La.place zi..:t men dir,.ct in 

1Lit het product AB gelijk is aan 

a11 • • • a,n 0 ••• 0 

• • • • • • • • • • • • 

8n1 ••• ann AB :::: 
-1 0 0 ••• 

0 • • • 

• •• 
0 

0 • • • • • • 
0 ••• 0-1 bn1 . ... bnn 

Vu niH.m i ___;vul u i ~; d'"' eerste k,)lom met b11 en tel die op bij de 
II I' II 1; II 

b12 
II II II II II II 

II 11 II a II 
b1n 

11 II II II II II 

Vi..:rmonigvuldig de tweed€ kolom met b21 en tel dio op bij de 
II II II II " b22 

II II II II II II 

11 Ii ll ,I II 

b2n 
II II II 11 II 1; 

I .h. a. Vcrmcnigvuldig du 3e kolom mot bar en tel die op bij 

(n+ 1) e 

(n+2) 8 , 

2n°. 
(n+1) 8 

(n+2) 6 , cnz; 
(2n) 0 • 

de (n+r) 0 

( r t s= 1 , • • • , n ) • 

Hot is duidelijk dat hiert1oor hot rechterondcrvak van de det1..:rminant 

AB g'.)hc0l ui t nullen gaat bcstaan. In het rechterbov,mvak vinden we in 
d;,.i re rij en (n+s) 8 kolom de uitdrukking 

n J;:, arm~ms, dus juist crs• 

·:1t1,:ikJrnl t mun do gevond,m determinant volgens Laplace, dan vindt ml;ln 

,·, ( )1+2+ ••• +n+(n+1)+ ••• +(2n) ,-, ••. ('I\ c ,- ( )n(2n+1)+n 
.n.J.) = - • ' - - I era l 

0 • •1 1 rs 1 .. -
waurm.Du de stclling bcwezen is. 



Na.tu:ur•lij\. kan mon hct produc:;t AB 1)!) r,ecr da.n 1~E,Il \fij11,;; ,lls een 

d~;tcm.inan·~ van do 1/1 orck scl1rijVtH1. Zo kan rn.011 bv. eerat do detvr­
ri1in,tnt B om d1.1 hoofddia.{,onaal lat .. ,n draai.cn (m daa.rna dv produc·tet(,1-
ling to, .. :past1tm. l)an vindt mt.:n 

C rs 
!1 

en ook ,~ijn na.tu.u.rli.Jk (L~ forrau1es 

jui::rt • 

C 
rs C rs 

a b rm au. 

a b m.r S?ll 

.9..211.--.§. .. ~3chrijf hot ~:irouuct der duterm.ind.nt,.m 

1 

3 

,~ '.·•• .1• :;:ioor 

en 

b \2 

d I 

-1 ) 

2 \ 

d.i' r,vrn, verschillondc\ mnniuren tl8 ber0ken.:rn (rcchtetro1..;ks on met behuJ.;J 
'l',l'1',· ~~I'.·!· ·:· ·: vov• .~ ("·'~ -+·11(>f';'r,,rn"') b ·,w1 ., ~, C, I''i"' ,., ..... ', w f."';,(,, A,,I,\.,,. ,_,.,..,.,, \,I., ....... ,"' .t.. -~-· !~ \,;::1" ~} ~ V j4.,,., j,,;,; 

') 2 2 2 2 2 (ac + bd)~ + (ad - be) = (a + b )(c + d ), 

1/ij bev,•ijzen thans noc e,,,n ar:.ntal rl:sultatm1, waarbij hct vc:rrr,···,-: 
vuldi,:;int:;sthc):ll'l'ma eebruikt zal v1orden .. 

Ecschouv, biJ de det(::rminant 1 a.rs\ t,.:vens dt:) determinant \ Ars t wa.rr,. 
element 1 va.n 

' 
d~ oorspro~kelijke detcrminunt. ?!0n heuft 

la· 1 A '-Jr\ rs \ • I rs \ - , ·rs• 

dat ec.n product detc.:r-

r:1inant t;eldt 
n (0 * als rts .._:···, ., 

ark Ask = i.a, / ......... 
als k:::J r=S• 

Hierin is a de waarde 

hceft dus d.0 gedo.ante 
v::n1 de, dctu:cminant I ars \ ,'!r·· ct· --.t, •1·•,,ii "l''n+ I ...,. 1 • ..... .,. t. ... , .... -~~ .. 1 u .,,, i J:'rs \I 

a• • .o \ en be~;;i t 

:r1 a .. . I, ' 
'l. J 

• • • I 
0 ... •a l 

vindt:n 
n 

= a • 
n-1 dan volgt hiurui t \ A ·\ = a· • Ook al~'3 a=O iE, :>.1,:.t ,:i~ "!: rs 

ll +n~t ~--t-Q,•~ ~~n ~n·noudt a'nt IA I - () • .tl.. ~-v Ci. ,- J,,a.t..~ b .......... :,1:,.:a, t.ic... ..i. ,u i -- • • . rs. Di t lo.atste tonen w.1.j 

door 01:; tu morken I da·t e.ls Ch.:n det.-.:rdin:mt gclijl( is aan nul, voo:r 

vici·tnl 1:1inor,m 

-r-~ 1.·'1'1'-t- h .. ,,.,.,•,~•.e·n ,.:iar1 <;.''i-in i1' A .-,_L~l;:, :;d""·Or"Il ur:,l'' d,., 2° 01'(1.a ;~liJ'k - . v ...,\ __ ,t, .. .,"'"'' ,,. 7 \.l .. ..,,_ti; ...... 1 l""'B ~ ..... ,.. ..... L..._.1..., -....i v,.,.,11 ...... .1. v --5~~ 

nul, ::,0 d2i. t we[:;urrn etm LapJ.ecci on'twikkeling dio doterminan-t z~1lf' nuJ. .i-
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~ij tonon thane do gozocht~ cvcnrcdigheid a.an. Door verwinsoling 
van rijen on verwissoling van 1:::olomnien kunncm wij volstaan 111et bet 
bewijz~n van do rolatic A11 :A12 ~ A21 :A22 • Volgens Laplace is 

dua 

I A11 A121-1 A11 A12 A13 • • • A1n \ 
A21 A22 - A21 A22 A23 •·• A2n l 

0 

0 0 1 0 
• • • • • • • • • 
0 

A12 

. 
• • 
0 

A13 
A22 A23 

0 1 
• • • 
0 0 

0 1 

• • • A1n 
• • • A2n 

0 

1 

1 a12 ••• a,n 
0 • • • • • • • • • • • • • • • • .. 
• • . 
• • • .. • 
0 a42 ~n 

Voert men de vermenigvuloigins uitt dan vindt m~n da.t het laatste pro­
duct gelijk is aan 

Rvaneo A12 

2 l A11 A12 I -
A21 A22 -

waaruit volgt 

A11 0 ••• 

A21 0 ••• 
• • • • • 
• • • • • 

\ A11 A12 
I 

\ = o, I A21 A22 

I A11 A12 I= 0 
A21 A22 

0 

0 
= 0 

• 
• 

dorhalve 

Wij vinden due l Ara\ = ,ara \ n- 1 

Er golden ook dergulijke rclaties tusaen complemcntaire minoron 

vu.n \ ~s \ en \ ars ~. 'Nij onderstellen in het volgende dat \ ars \ ;i O is• 

Bwschouw bijv. de niinor 

in ~ 8 

Mon hoeft 1 wederom ge bruik makcndt van het vormenigwldicingathoorcm~ 

A11 A . 0 a13 a1n \ 1n a .... 
A21 A2n r: • • • 8 1n 0 

a~n r33 .... a.3n\ a a23 .... 
Ma :::; 

0 0 1 0 0 0 &33 a.;n =a.2 • • • • • • = ••• • • • • 

8 nnl 8n1 ••• a.nn • • • • • • • • • 8 n3 ••• 
0 0 0 , 0 0 a.n3 ••• ann ! 



A,1 1 
• I 

A 2 ·t 
ay, 1 .. • • a,.,n 

l.,,.1 col 

0'.~) ane.103.:. wij:!.a vindt m,:n <.icn overi,,F.nkomstig r,osu.ltaat voor willekeu-

A 1 ... A,,," A13 
\ I °'44 I 1~ •"I 

A .. ,. A .. ,2 I c:: 
.1~23 

\ 
-· u .. • .:;~ l .:: 

A A--:;,,_., A 

' 
.. , .'\ '\ 1 $\ "< '{ u?14 ..) Ji, .. -"""" 

.... 

••• 

.,i,i:~.:; karaktcrisi::ren, nl. do~r de 1.:is, dat do d,,t.~,rr.1.!.nant D gt;lijk iA 

aan zijn .:;i.:D,picg6ldc D1 • Hierl1ij v:.::rstaat mun onder de toeguv0cgd(.; dt:..., 

ter;-;.-.ina!l"~ :-:i 1 vt:m een dett·!'l'1in:"nc ;) dh: dote.rninn.nt, dtu ui t D ontstn.8:t 

door de dotcruinan~ Dom dJ ho~fddidgonaal t~ wcntclG~, d.w.z- door 
a • !:en deterainant D sr 

is du.n ;;:3;y1t.-r:.:.t~triscl: ctln IJ c-r1 1)' overt~~.;nst\1n1111on. Oolc dfJ v1a.ardon \t'fl~n n 
:i.:3 echt• .. •j 'bij icd.or,._• de·t~nninant (oo:<: 

bij t;evaL 
Eun det .:irr:·1inant is ach0f:.l: :3jrriu·:w tri sch als ctlk elcm<Jnt ars h,.:t to-

(:" "r.o-e 1;:r1· ·' d-\ 4 ,, 11r,:,n }v,·'· ,-.~ :,•~ ··,,-.+ , .. , :3; 4 c 0 n """h···efs'"'lll.I!l'•t.,.,·: s"h" dPtP--0 ..... J.0, \.i•._._,4,,·,_,. .J..1,.~' (.,,;,,, ._ ,,.,t,1 _,...._~Jl..,t,:,1,J,1.,1 i....ii.sr" ""..4,J \.,.,._ ~;rt,~ J.1.,., · ,/ .\..:: ,A...J..>.,.V I,;.; ,J _...1,. 

r.:1j_nant D zijn du~, c:,.L.;;:: 1Jloni<:~r..t;;::1 v,1:n D 0n D1 tegeng0st;_:ld .. Hieruit 

Yolgt dat ck \mard0 a van een sclH.J~:fDymmetrischo det1:;rr.1inant voldoct 

ann a waarin n d,.: ordc der determinant is. Is n on,:::vs:n, dan 

volgt hicruit a::: O. Elk;.~ schctd'symn1etrischc deterrl'..inant van onevcn 

lijlt is uan eer. vollwmon viu:rkant em wel El.an ht1t kwr:1.dr:.:at vo.n 

V Ci eir n = 2 1 du s 

t-1. f} , .. ·::i. 1 r·• T,-. c-· .,., .. + l"· "l" 
_,. _ t,. . ....,,.: ,\J.,:.:.d t.: : "- • () 

voor de t,ch1.:;Jf symmetrischG deti:;lrnlinant \ 
,a 

11:1 dit ovid~;!'lt. Ondt:!'!.~t--:1 thans dat h,:t ,Jvcn gotal n grote:r is dan 2 

en de s-hll.in;:;; voor n-2 in plaats van n reeds bewc:zen is .. Dan hccft 

me:n vcor dci waa.rd11 u van o.e schcefsyi,-i:nctr:i.sche determinant 'ars t v1.:\n 

de n e ordt: de relati,:;, d:i.c wi ,i in do vor·t0c puragraaf vondcn 

A11 }.-. I'll,") ' 1"33 ••• a3n I 
I It:: \ -- a .... .. .. " .. 
{ 

.A21 A,,,., \ ! '-·~ t.. l °'n3 
• I'll· • ann 

I 
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Du minoren A11 en A22 z1jn schoefsy-mm.etrieche datorminanten van onovon 
ordc, du.a gelijk aan nul. Vcrdor heeft men A12 = -A21 , 
Opg. 1. Bcwija dit. 
Bovcnstaando rclatie levert dus 

A~2::: a I ~3: :•: ~3: \\ • 
a.n3 •·• ann 

De twecdc factor in het rcchterlid is een schc0fsymmetrischo determi­
nant van do ordc n-2, dus wcgcns de inductieonderatcllinc, ocn volko­
mon vierkant. Dan is dat ook het guval met a. 

Opg, 2. Bereken I O a b 
-a O d 

-b -d 0 
-c -e -f i, 

£)pg. 3.. Bewi j a a 13 u, 
a23 u2 it1 '½_ ·"ic = ~k• 8.33 U3 

u 1 u2 U3 0 

Tot ecn ander bijzondcr type determinant1Jn behorcn de circulaire dc­

terminantcn. Bij deze 1s voor allc r ens ar+,, s+ 1 = ar, 8 ; de be­
doeling is dat een index, die groter is dan n, met n verminderd wordt. 
Zo luidt de circula.ire determinant van do derdu orde 

I ~ 
b 

a 

C 

0 

b 

a 

Orn deze tc berek0nen vermcerderen we de ucrste rij met do tweede en 
de derdc, waarna allc elomcnten der eerste rij, dus ook de determinnnt 
zclf, door a+b+c deulbnar blijken te zijn. Vermeordort men do cersto rij 

2 met t' x de twee de en met p x de derdo rij { waa.rbij f een der complexe 
derdemachtswortels uit de ecnheid is), dan blijkt uit het rosu.ltaat 
dat de determinant deelbaar is door a+ f> 2b+ f> c, onz. Men vindt ten­
slotte, dat de bcschouwdc determinant geli~k is a.an 

(e.+b+c) (a+ f b+ ,o2o)(a.+ r b+ 1°c). 
Ong. 4. Bcreken de waarde der circulairo determinant 

1 i -1 -i I 

-i 1 1 -1 

-1 -i 1 i 

1 -1 -i 1 



Opg, 2• Bereken eveneens de waardc van de determinant 
a 

e 

d 

C 

b 

a 

0 

d 

C 

b 

a 

e 

d 

C 

b 

a 

e 

d 

e 

b 

b c d u a 
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Tenslotte behandclen wij ecn zeer belangrijk type van dctormi­
nunten, nl. de orthogonale detcrminanten. 

Ars 
E,:n determinant a.rs hcet orthogonaal ale goldt are = """'a" • 

Hierin atel t a weer de .-nardc der determinant \ a.rs \ voor. Mon heeft 
dan voor oen orthogonale determinant 

f-· n 
arsArs= ~ a = a;·1 

Verder is voor rt 
n 

0 = ) a At = ·-1 rs s S= 

2 t_ 2 
a.a.rs = a nrs 

8=1 

t 

Op goheel analoge wijzc zict men in 

als st t. 

n 2 dus -· 1 f > are = g;;·, 

Vcrdcr heeft men door toe passing van hot vermonigvuldigings-
theorem.a 

1 0 ••• 0 

a2 
\ ars I • \a.rs\ 

0 1 ••• 0 
1 t = = :: 

0 0 ••• 1 
dus a=±. 1. Is a= +1, dan heet de determinant rechtstreeks orthogo­
naal, is a= -1 dan indir0ct orthogonaal. Bij een orthogonale deter­

minant hccft men dus ars = Ars of -Ars al nnar do determinant al of 
niet rcchtstreuks orthogonaal is. 
Ong. 6. Bewijs dat bij cen orthogonalc determinant \ars \ geldt 

..n.. }1• als s = t 
/;, Ars Art =lo, als s It. 

Is o,.ugckeerd van een detenainant \ ars I gegeven 

dan is 

eorste 
kolom, 

= { 1, ala r = t 
o, als rt t, 

doze orthogonaal, want vermeerder de met n 11 vcrmcnigvuldigde 
e kolom met a 12x de tweede, a 13x de derde , ••• , a1nx den 

waarna do determinant de gedaante 
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a ... ,.· .. ·n 

. .. 
~ 

r \,) e. I'""; ••• rk a,,r1 
•. t ' 

~"venzo bli.jk1; 

n 
• •·::-- __ '1 1. ala a : t I a • ,;:f~ ld t • A A - ' 
- rs I ~~ r';-1 r,:) rt ·-to, ala 8 /. t 

,~rs I van twee orthogonale determinanten \aral en \bro\. Hiervoor 
ldt 

n " !l n 
f: 8 rkbke f n t ' - ·-· <:. "'5 .. "C""' l'_b b. LC :::: ~-- arha."1 ~~ ·- arhark r ·1 rs h":J k"-· :::: .,..~ 11:.-:: ·1 ~ ... k::; I }1.::: ~ le-=~ , ... • ... ;r::: 1 .,, ~-.-

n n n . .n... n n n ... - .... --· ~·- a ... bh / a~_ka'·t 
.,.-

)bh,_bkt h,arhark ', C C = 2- :::: 
., --: .... rs rt ~::_. 

r=1 r~: 1 l---~ .rri. s r;-::-; .. . . .i:. n= 1 k:~1 0 .1:-:: , .,1,\. , __ 

n ·- :-;:>" q b1'1·t·· = CJ ( s /. t) , 
h; 1 ·•·· · 

:.~odat de pro due tdeterminant in ·,.rerba.nd ri1e t he t bovensts.ande ook ortho­

gonaa: isc ~en vecl eenvouJiger bewijs geven wij in de volgende para­
graaf. 

!fon defir:.Hier't 5e '.~)roductmatrix C ::. jjcrsll van twee matrices 

A = Ha r.U en .D = ii1br,".,,l'1· t o .. ·: gro~:d van het gevonden2 bij d,JtQrminanten 
1l r~.;.,, ! _ . 

door ch, f ormules 

:Ien schrijft /''V ::::: A:3. v 

Voorbeeld: f 1 .~) 

"'-
., 

\ ~.~ ' ,✓ 

( 
1 

' 
3 

( a.11 

a21 

r1 
= ~-· b 

' a . k • -~--=-1- r K s .~-

3) /12 12 \ 
! 4 1 

1 ~); 
,t j 

•\ l • 
l 

\10 

2 \ t..,. ( •·1 1 ) \ 
4- I 0 -i ·-

a .. ,, ... \ ( x1 \ ',: 
) ) --

a22 x2 

(64 45 '• 
,. ~ ) 

' C:1'7 bb ,, I 

(2 ..... 1 ) \ G -1 

( "11X1+e.12X2) 

a21x1+8 22x2 
,. 
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0,tJl;• 1. Onder welke voorHa.a.rden is het product van twee matrices cede­
finieerd? 
Opg. 2 .• Bepaal in welke gevallen het product van twee matrices een 
kwadratische matrix is. 
Opg. l· Als de kwadratische matrices A, Ben C voldoen aan C=A.B, dan 
geldt voor de waarden a, b enc der bijbehorende determinanten c=ab. 
Defini tie. Hebben de matrices A = \tars\\ en B = \\bra\\ evenveel kolommen, 
dan definieert men C=A+B, indien c = a + b • rs rs rs 
Opg. 4. Bewijs A+B = B+A. 

Verder definieert rrien voor ieder getal k B=kA, indien bre = kare• 
Opg. 5 .• Bewijs k(A+B) = kA+kB; 
Opt;._§_!.. Is A een kwadratische r:.iatrix van de orde n en B=kA, dan geldt 
voor de waarde der bijbehorende determinanten b = kna. 
9L!.~• 7• Bewijs C(A+B) = C.A+CB. 
yJ1~~• Laat door een voorbeeld zien dat niot steeds behoeft te gelden 
AD= BA. 
Ia bij een kwadratische matrix ars =l 1 voor r = 8 , dan noemt men to voor r / s 
deze eenheidsmatrix I. 
Opg • ..9.• Is de matrix I van de ortle n en heeft de matrix An kolomJ'llen 
dan is AI= A; heeft A echter n rijen dan is IA= A. Heeft An rijen 
en n kolornruen, dan is AI= IA= A. 
Opg. 11> Bevvijs voor ieder natuurlijk getal m de relatie Im=I. 

Vervangt men in een matrix A e~ element ars door het toegevoegde 
element asr' da.n ontsta,:t de toogevoegde matrix, die men veelal met A' 

aangeeft. Bv. de toegevoegde matrix van(: ~ ~)is(; ~); van 

(a 1 • , , an) luidt de toe.;cvoegde ( ;
1
). 

3 1
, 

an 

.Qllil.~• .Bewijs (A+13)' = A 1 + B1 ; (AJ3)' = B1A 1 • 

_Oµg. _l~• Is A = A' , B ::c B' , dan is AB = ( BA) 1 • 

\A , 
Is A = \\ars\\ , <lan definieert men A- 1 =\1 :r \\, d.w.z. do elementen 

-1 Asr 
bra van B = A hebben de gedaante brs = a• De matrix A wordt hierbij 
~:ua.dra tisch veronde:..:-steld. 
0 3 B . . -1 -1 I pg. 1 • BWlJS A.A = A ■ A= 

.Q:Q.&_~J..4.• Bewij ... (AB)- 1 = B- 1A- 1• 

Voert men noi:; in de nulmatrix o, waarvan alle elementen gel1j1<: zijn aan 

nul, dan vindt men dat voor kwadratische matrices de volgende reken­
rcgols geld en: Bij el!.: tweetal ma trices A en B m.et gelijk aantal :ri j en 
en gelijk aantal kolollll~en bestaat 6en matrix, die de som A+ B wordt 
gcnocmd. Deze som voldoet a.an: 



(A + Ii) + C 

A+ 0 ~ 0 +A• A. 
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matrix B sch:rijft 111,;m w<.:1 -A {g,.hrel .in ovPreenato~ning Aet de defini-
tic V:Hl k.A) .. 

Bi,j ,<L::: paar kwR.dratH~che matric,~:3 A ,m B bcsta.:1t 1~611 ?\utrLx, di(: 

het product AB wordt gono0md. 
:'.:Ji t pro duet vcldotit [11an 

A (BC) ;: ( AB) C 

AI ::: IA :::: J .. 

.i\(·11t0' - A'B i \0 • .,J' ~ '~ ... · i ,_ ..,.- A,, 

(.1 •, 'q\t-i ....... '-("'1 \ j\ - ,. ' i ,., •• i'. ·,,,. ~ .. J3C. 

Bij elkc- A met a :/. 0 1:lestaat eon rnrtrix E, zodanig dn:t A.B = I1 
"' • . ,, 1 '" .. • . , f. h .. ft ~- '-1 "- ,. ' J.1C m.a:tt'l.X .:.i ,lee~\. <:ld inver::::,.: ,J.atr1:c. ,':.en sc .r1J .t.\ = A ,m 1 .. eor c 

,\',-'1 _ ,-1,. "" 1 ,!-l -.ti. .,:l,. .... , 

!::en definie ert A-n gohele positieve non A0 = I. 
,- 1 ·-i.;p,5. _ _12. 

-~--1§.• Bewijs voor wi1h,kt!urigc gclwle m en n 
AmAn:::: Am+n 

9.J23.!..JJ.• :Bevij.3 (A') - 1 = ( A- 1 ) t. 

ppg._J_c~. Is bij ei:m ::1at, ix l\. de di.'!terminan.; a al of niet gelijl( ::..nn 
;1ul, dan 

,..., . 
D,'.1. :::: 

Naast da bijzondcr0 

H 
11 . A.I:\ - 1, 
11 
,; 

' .ri.. 

0 

'\ 
'j 

b r e" ., 
0 
,\ .. 
0 

c1et :::rm.inantcn, 

- } - ·sr do rela.t:i.c 

• t • 
• • • 

n \I 
o '.l\ -· -· \A\ I. 

I 
~ \ 

A i\ 
! 

wi ;J in§ 7 boschouwden 1 

b ~'Gohomt'en wi j do corr.Js1Jonderundo bi j zondert3 matrices .. 

Ben matrix A i:3 syi::m.etrisch alL: A = A1 on schei.::fsy: rtl, crL:;ch al::; 

-~~en matrix .;.\ .. is ort:-·1ogo11ari 1 als A• 

1>l1Schouw ocn matrix X = (:x: 1 ,. • • ,x11 ) en. 

-1 
:;,a A • Dus A ' A = ;w\. 1 = I • 

ecn orthogonalo mutrix .A van 
n C) 

:.:ij Y ::::: A~\, dus Y 1 = .r1. 1 ::.: 1 , dan is '2:' y~ = YY 1 == XA(A 1 :X: 1 ) = 
. .. 1 
1= J 

·.,· l , •. I ' Y I ,A\.11.A )A 

Is S oun sch,;;efsyrmnet:x·ische matrix, dan j_s de matrix A :::: (I+8)(I-S)-1 

orthogoruaL Imm.ors wcgoxrn s • = -~':: h(icft 1:icn 



~---- --
( I-S) - 1 

I 

A.1' = ( I+S) i ( I+S) ( I-S)-1 ) 
( I+S) (I-S)- 1 1 !' = ~ { r-s)- ( r+s) 1 

= {I+S) (I-S)-1 r•-s•)- 1 (I 1+s 1 ) 

= ( I+S) (I-S}-1 (I-•-S)- 1 (I-S) 

= ( I+S) (I+S)- 1 ( r-s)-1 ( r ... s) ( want ( I-S) ( I+S) = I2-s2 = 
= (I+S)(!-S)) 

= I.I= I. 
Is S schccfsymmetrisch en 

orthogonaal, want wegens s• = 
~ synuJ.etrisch, dan is i\ = ( !+SQ)( I-SQ)-1 

-S, Q' = Q hccft m~n 

.L~' = ( I+SQ) ( I-S1~)- 1 

= (I+SQ) (I-SQ)-1 
= (I+SQ) (I+SQ)- 1 

wegons 

{ ( I+SQ) ( I-SQ)- 1 y 
( I+S()- 1 ( I-S,)) 

(I-SQ)- 1 (I-S~) =I.I= I, 

( I+SQ) ( I-S,1) = I+SQ-S,'.l-S 1SQ = ( I-SQ) ( I+S(}} • 

Bij de vicrkantsvergolijking z2 - a 1z + a2 = 0 mot do wortcls z1 
en z2 zijn de elcmentair-aymmetrischo functics a 1 = z1 + z2 en o.2 = 
= z 1 z 2 • 'Vij .:;aa.n nu bcschouw._n gchole rationale sy111metrischo functi(.;s 
van z 1 en z2 , dwz. veelterm.01. in z 1 en z2 , die nict vera.nderen, a.ls 
z 1 en z2 worden verwisseld. Bij voorbceld: 

2 2 2 2 z1 + z2 = (z 1 + z2) - 2 z1z2 = a 1 - 2 a2• 

z1 + z~ = (z 1 + z2 ) 3 - 3 z 1z2 (z 1 + z2 ) = a~ - 3 a 1a2 • 

zt + zi = (z 1 + z2 ) 4 - z 1z2 (4z~ + 6z 1z2 + 4z~)=at - a.2(4a~-8o.2+6a.2) •. 

In deze voorbeclden hcbben we gLmomon homogene veel tern11Jn in z1 en z2 
resp. van de graad 2, 3 en 4. In het eorste antwoord hebbon we gevon­
den ecn vcel term in a. 1 en a 2 , waarvan elku term hct gL1wicht 2 bezi t; 
d~arbij wordt aun eon constantc het gowicht O, aan a 1 het gewicht 1 en 
aan a 2 het gewicht 2 toegckend on onder hot gewicht van een product 
verstaan de :::io ,1 van do geHichtcm der factorcn. Een veel term, waa.rvan 
elk.:: t0rH oe:nzelfdc gewicht bozit, heet isobaar (isos = gelijk, 
bares= gowicht). Het eersto antwoord is dus ecn isobare voeltorm met 

gewicht 2 .. Het tvrncdc ant·,rnord is cen isobarc veelterm met gcwioht 3 
en het derd, een isoba.re vc::Jlt1.;rt,1 met gewicht 4 •• \nder voorbceld: 

sf+ 3 z{z2 + 3 z 1z~ + z~ = (zt + z~) + 3 z1z2 (z~ + z~) = 

4 2 2 2 ) a 1 - 4 a 1a 2 + 2 a 2 + 3 a 2(a 1 - 2 a2 

zodat dit o.ntwoord wederom cen isobare vceltorm met gewicht 4 is. 
We gaan nu de volgende stwlling bewijzen. 
Een houo~ene symnetrischo vceltcrm in z1 en z2 van de m0 graad is to 

schrijven als ocn isobare veolterm in a 1 en a 2 met gewicht m. 
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i:.\. i.;:u.nn.t·n ch:· bt:BC'"'('IUWd1:: ho:.w .:r. synt.11e:tr:i.sch, .. : e 
Vf;.;;).t(!IT!l van de m 

i:;raad i,chr.t~jvor1 i.n de g~:rh.nt..:.: 

V1::;rder kunnen we .-,chri. jvlm 

,.. , m ., ,.. ,, r ,, , ) 
,:,.,....,,; "l'· .l..i~•··'') \4, ... ,,.,. ,z,,~ 1 

<.:. l .::. I <'.. 

waarin 

ccsch.x' -~- v011 iI"1 de da::mt<.: 
~. ( ,., + ,., ) m . ,. ,., r. ( " z , , . ., ~'.-· 1 ,:.;2 f •'t· , ... ; 1 ,e~ =~ \ .. , " ... J 'i ' 2 1 ' 

waarin a 0en ho,;icg•.:l'H: s::,1;-r:::te·criG8h\i \'\ .. lt .. :rm van d .... : gr::t!lC n - 2 voor­
st~1l t .. 

= 2, is R L: .. :n co:r.stant,··). Vol.;,.::ns om;G inducti,:; vcronde1·~Jt8l-, ~ .. , 

ling is H(a 1 ,z2) 1:,1..;lijk a.an cun isoh::i.r,} V\·clterrJ. U(a,,a2 ) 1twt g,Mich~ 

r:,. - c'. Dus de oors pronk.:,lij lcl_: homo,;cnt, syrrunetriBche VOtJl term in z 1 
e ~n z ,.q~ d· ffl ar,,a ~0 ~~1~ ~~ ~rn t... ... ·'2 f,._,..,J,! t) .1-1.J, I:,;) (~..,.C:,.1.. """""·:: t::,,t...:: .J..tJr •. C:i;,,],J. 

1() , ,, '1() 
~~1 ~t· .:~2 t,:: c,chri,jv;::m is ::i.n de getlnantc 

C ,.,2.,4 + 
501"") 

' ... 
waarin c 1 , ••• ,c6 absolute conotantcn voorst~llen. 
Opm~::rk:in:,_::·. fJ\:; ~.: ----~ cor1s t~111·,c : ... 11 .tcu.nr1 (J!i l\/OI'C!1u11 bGJK!t~ld OJ) dl .. : rtJ. ni e:r·, z or:.ls 

valgt g~schi d~n. 

10 
~ 

"' 1 + 

{ f'"!T 

\ "' 1 
' 

1 (.) 
"1' ._:.j2 

.. 
= (z' 1 + 

2 .,4 ·- a.i(L•1 

n5, 2' j;'.' .-

''2; 
,,, ?"' ) ,.,, :> -,i:24,:.,12 

~, 
"' 1"') f" 

- 5a~a2 + 5uc.:)' 2a~ cnz. 2 
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Aldus blijkt c1 = 1, c2 = - 1 C, cJ = 35, c4 = -50, c5 ~ 25 1 c6 - -2. 

t 1oraen alechte enkele coe:i:;,·ioienten gfiv-r,3,a.gd dan kan mtm smua vlugger 

to werk gaan. 'fil me:m bv. r;.1.lleen de coeff1eient c6 bepalen, dan be­
schouwt men een vierkantnvergelijking, wuarbij a..1 = 0 is, bv. de vier-

.-;. 
kantsvergelijking z'· - ·1 "'·' o. Ih~ deze ve:rgel.i.ikin,-r (die di~ ·Nortel+ 1 
b . ,._ , . 1 0 1 0 ,. .. '• , 1 '~ --~ 

e~Jl.v,, is z 1 ·½- z1~ = t~'., to1:1 \t1 i,~j1 l'1e·t i1.r1th··e:o.:r'\d JE~ .. 1j}c Yd.oet :~:i;jn. £\t-\n 

-c.-; dus c, .. 
f) -~) 

- . ., - -.(.. .. 
c.rr1 c ,'I t~~ l)t~J)t1ler1?' 

' " I 

In plaats var1 vir~rkantsverg1.?1ijL~J.ngnn ga::m we ml vergeltjkin3en 

van w:illekeuribe graa.d n beschouwen. '/e schri.jven zo 1 n vergelijking 

in de gedaante 
~l ,..n-1 n-2 ( \ n. . .. 1 
..... 1• ,., + a? z .. • • • ..i. - i . \ ::::: "' • 

- n 
Noam de wortels VRn deze vergelijkins 
t:riscl1f+ f'1l11cties zijri l1ie:t\/ 

Z ~! , • • • , Z~ .... • 
I H 

.. :... z.,.,,, + 
~ 

,.,.. 
.. ;;.,. Z = ._,> Z..t . U . I 

••• + z .~z 
11- I Il 

+ ••• + Zu-, 
.:;. 

.... 

I:e hier o:pt!'edende som:-,1e::1 bevatten resp. ( ~), ( ~), 
j -

.... 
·~.1ij stellen ons de vraag of bij ecm vergel.ijlring van 'iVill.ekeuri~;c 

graad een st elling geldt, analoo{, aan die, vH,lke we bi ,i vierkantsver­

gelijkingen gevonden hebben. Daartce is het nodig in te voeren het be-
grip Yan i so barF:: veel term in de coe 

fini tie ligt voor de h,md. "i'2 gev.-,,n 

C .; ::;,,t ·~•,., a a 
..,,.u•~:c" 1' ?? ·-aan een constante 

aan a~ het gewicht 1, aan a~ het cei;icht 2, ••• ,a het 
1 ~ n 

••• , a,, • De a. e-., 
1'1et gA\Vicht (), 

gel':i cht n en we 

verstaan o:nder he-c gewicl:t -;an een product wederom de som. der gewich-

ten der factoren. Dus bv. a~ + 5a ;a2 1- a 1 a~ if3 een iso bure veel term 

mt:·t gewicht 7. De stelling, die v;e nu gaan- bewij zen, lui t a.ls volgt: 
p 

:sen honogene s:nru11etrischt~ veE~lterm in :. 1, ... ,zn van de m .... graad 
is te ;Jchrijven e.ls •'i:.m isobare veelterra in a-1 1 .,. .. ,a met ge\licht m. • n 

A:::1de3:·;3 ui tgedrukt: ~en ;:1yrru,10tcische veGl ti:1r:,1 in de wortoh: van een 

a "'.1.. 1-e'c,1"9..; ,..,r,'r1e ve'l'•.,r.:,7-i "i 1.r-)1~ '.•:,,•. ,.,..,,.,,~,.,..·1 :r•q.i.•1' 0"' 0 a· i \''OI'i'1e 1·1 ,1i·t:&'edrnict in de ~ ·- J..-...J..,,. ""·o'---' ......... v.f..~.- •(.;,i ·•\.~ ....... .l.J c, ..... J:,1,.1-,'--' .. ,1.. ,,......,,v i:..1..;;l. - • . ., .. • """"-·"·v · \.4 ... 

co~ffici~nton van die vurgelij}cing. In deze stelling wordt mi 1 veron-

dersteld. De bawering is evident voor n = 11 want dan treedt slechts 
~6n wortel z 1 op, die gelijk is aan de coHfficiijnt a 1, die in deli­
neaire vergelijking voorkomt; de beschouwdo homogene veeltern in z1 
hGeft de gedaante cz~ = oa1; en di t aut\1oorL\ is isobaar met ge,dcht m. 
'We moe;en dus n ~ 2 veronderetellen (dat hierboven het bewi;js voor n = 2 
reeds geleverd is, wordt niet e~ms gebruikt) en vrn mog(.:.:m verondorstel­

ltm, dat het bewijs reeds geleverd is, als n door n - 1 wordt verva.ngen. 



, 
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Dt: bc:werins ts tiverit:•t•r:,"~ evjdcnt 11lB m geli~ik is !fia.n o. Im;nera, d.an 

:ts de boschcmwde ,,.l'..nriot;{:n(: uynr-::litri . .zclw V('")lter;":l eon c:onstan·te en ~wn 

constante itJ t,~ beschouv:1:::n aJ.s een .:i.soburc v,rnlterm in a 1 ," •• ,a,~ r:iet 

gewi.cht U. Bij hct b,::nn.,j :., t1og,"'n v;c dus rn. ~ 1 verondorstt~l:1. 1:in. V~rder 

mogun we aanncmon, dat hct bcwijs recd~ ecleverd is, ala n onvoranderd 
b1ijft, maar m doo:."' er::n }:.Leiner cetal. wordt ve~·vangen. 

~ij hcbben hior t~ doen Mot c~n voorbcol~ van aen bo,tijs mot dub­
belH induct ii:.~. 

Voordat we hct alg~m1°n~ bc1J1js gevcn, w1l:cn wij oorst de bowijs­
voc,ring dcor e~m voorbe. lj to:: .lichti'H• 

1',J.'J' a- ·01 l 1 1·k· ,J - 2 _ e cu sc w verg,:.l.. J ing z - a 1c, 

,.5 + 5 5 z 1 , z2 en z3 do ui tdrukk'Lr.G '""l z2 + z3 tf:: r,chrijY,m lt1 ii.ls een isc-

bare VB .::1 term in a 11 a 2 en a 3 met gew icht 5. Daarb:i. j hcbbi.::·n wi ~] aangcr:-ci~• 

men, dat do cvereenkomatige stcl:in~ reed□ bewezen is voor vicrkanta-
v¥., .. --·gel~J·k1·n~•-'l'. 3.w.,?,. d:--..... :·t hi·1" d", "1~-nr•'{an··~n,,,r.,,.,c,11,' -l}r-inc:· r,• 2- A ,., 1. A - ,·· 

~- .J.. u-L¥ ,.,11, ..,_., ,.. 1...1 '•· I,,, V . ..,. J .,.l. ... ,.it;..,:.:_.::,·~~- t)'.,..1,. t) l.J "'"1,i.11...: "'i 2_; 1.../ 

"lc,t d" ••uo""t"'.,::,, ""TI ,,. e1·--, ., .. · ,:; ~ ) l,--! ·r -~) .,? ·'•·•, O h.,...;.; .,, i' S als ,,o-r_. !i.~- e h .,_ s;.J.~, z~ i:::, ,,,., ,. 1. .... 1.1.1,~1u.1:r, . .Ln/", "~ + "''~ i:;, __ i.:,c. ~ .... i'\h ... n '-"'· 
~ ,.: ,... ! ,,::, t 

komt do kunstgroep: 

3 ?) 5a.,a."'> + 5a 1a2- • 
I f_ 

}),.: aiigon3.ardigheid is, dat we in h.et gevonden antwoord do coefficientcn 

A1 s::n .:..2 e~mvoudiG door a 1 en n. 2 gaan verve.neon en hot aldus vorlcre.::;c1 

antwoord aftrekken v~n de; functie, die we willen onderzooken. Y!ij Wdt, :-1 

dat a 1 .:m 

d-i ,,. in A., 
I 

dat v een 
vcrvangen 

a,, elouentair: sytl! 1etrischc 
L ~ 

en A2 ovorgaan, als ~3 ~car 
s:-,rtru•te tri nchP funetiti i El van " "' "n ,.., · "··or ,~t ,~ ~ 7 :,:_, ,1 V Li 3 ! 11 ,I 

t C. 
Z-:i door 0 

..) 

,:m we h,.•"bben ervoor g0:,org1.:1, da,t di t juist nu:L is. Do sym.~1etrische 
YG1::lterm v wordt dus O a:2.r.;; " door :) wcrdt ve:rvangen, waaruit bli~ll{t 

,i..,~ 3 '1,,11 

dat elk zijner ter~an door z, d8clbaar is. Vanwoge da s~~,1etri0 is ol-
..) 

ke term dan doelbaar door z 1 en z2 , dus ook door ~1z2z3 • Je krijgen 
clus v -· z 1 z 2z3 w, waarin w een ho1:10 6t.mu syrnmetrische ve(:l term in z 1 , z2 
en z3 voorstol t van d0. twee du graad. Die vGelt(:rr1 zouden we kunnen noar• 

Llchrijven, (ui tvoeren!) maar dat it> voor ons bEnd.,j;:;1 niet nodig, cmdat 

we verondersteld hobben, dat de st0lling recd8 bewc~un is voor n = 3 en 
•,ro~n.1.·" a11 .. ~ hom1og0 nn s·r .. ,,,,et 0 .. .; ,,,.,\.,. >ro•·;l+,.,rv,1cn-, ,·:-,•;•, (,,., 1Zr 0 a~ "·. 'i. Ui' + d<">•.7 , 1' 

1,- v - \., - JlJ,:...,.,.,,,1, ~~~,., ...... J.,1.\,_, \i'\.,.·J..,.,....,.\.,1:,.,;_.,1..\ ,,,..._ V(,~,1,,;i, J<,,.:,. O ,;,~ U f-;.: ·" IJ - '"""" 

:Lndu.ctievcrondersta1lins volgt, dat w tc sch:ri~'vcn is als etm iso br:tre 

vsclt,Jrm in a 1 , a 2 , a 3 nwt gcr.~icht 26 Derhalve is 

~ + ~5 I 5 5 - 3 - 2 z1 ... 2 -r z3 = a 1 ::a 1a2 + :,a 1a2 + a3w 

s;oschrt:V\m als EHm isobare vcelterm in a1' a 2 , a3 met gewicht 5. 
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Na doze toclichting aan dit speciale gcval mot n = 3 on m = 5 
&"a.an we over tot de volkomen analogc bchandcling van het algemone 
goval. 

Bij de vorgolijking 

zn - a1zn-1 + •••+(-)nan= 0 

mot de wortcls z 1 , ••• , zn zij gwgev<.m een homogcne aymi11etrisohe veel­

term f(z 1, ••• ,zn_,,zn)" Daarbij hebbcn we aa.ngcnomcn, dat de te bewij­
zen stalling reeds bowuzen is voor vorgelijkin:::;un van de graad n-1. 
Bij de vorgelijking 

'ln-1 A zn-2 + ( )n-1A 0 
u - , ••• + - --n-1 = 

met de wortels z1, ••• ,zn_1 is f(z 1, ••• ,z0 _ 1,o) ofwal identick nul, 
ofwcl ocn homogenc symmetrischc vceltorm in z 1, ••• ,zn-i van de graad m 
Volg~ns onzc inductiovcronderstclling is dcze uitdrukking, als ze niut 
id(.;ntiwk nul is, te schri~ven als oen isobare veclterm g(A1, ••• ,¾_1) 
met gewicht m. Indian de uitdrukking wol nul is, verstaan we onder 
,-;(A.1' • • • ,~_1) eenvoudig het getal o. 

De kunstgreep bestaat nu hierin, dat we boschouwen 

v = f(z 1 , ••• ,zn) - g(a1 , ••• ,an_1). 

Hen lettc er dus op, dat hier wcderom de coefficienten A door de ovor­

oenkomstigo co efficient on a zi jn vorvangen. \le wot en, dat a,,•••, a.n_1 
elcmentaire sy,,unetrischc functics zijn van s 1, ••• , zn, die ovorgaan in 

A1,, • • ,~_1, als zn door O \Wrdt vervangen. Hierui t blijkt, dat v een 
syn41:letrische funct!u van z1, ••• , zn is. Hier-bij is a6 oen vcelterm in 
z 1, ••• ,zn van de 1 graad, a 2 eon veoltcr111van de 2 graad, onz. Omdat 
g(a 1, ••• ,an_1) isobaar is met gewicht m, gaat doze functic over in 
ccn homogcne voeltcrm in z1, ••• ,zn van do graad m. Dus ook vis een 
homogcnc aymmetrischc vueltorm in z1, ••• ,zn van de graad m. 

Wordt zn door O vervangen, dan gnat v over in 

f(z 1 , ••• ,zn_1 ,o) - g(A1, ••• ,An_1) 

en wo hcbben ervoor gezorgd, dat dit juist nul is. D~ voeltcrm v wordt 
du:J O als zn door O wordt vervangon, waaruit blijkt, dat el1c zijner 

term.en door z deelbaar is. Vanwegc du symrnetrie is clke torm da.n evun-n 
eens door z 1, ••• , door an_ 1 deelbaar, dus declbaar door z1z2 ••• zn• 
1<.'.J krijccn dus 

v = z1z2 ••• znw, 

waarin w een homogonc sym;.1etrischo voelterm in z1, •. • ,zn voorstolt 
van de gra.ad m-n i is m < n, dan is w idcntiolc nul. Is m < n, dan vinden 

we dus, dat v idontick nul is, dus f(z 1, •••• zn) = g(a1, ••• ,an_ 1); 
waarbij het rechtorlid isobaar is met gowicht m. In dat gcval is de 
stelling bcwuzen. Voor m < n ko1.1t dus a.n in hot antHoord niot voor. 
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Zij nu verdcr m ~. n. ('~dat: " c1d1 ho1110,:;,.:ue sym.rrl.titriaohe voel·tornt 
j_n z 1 , • • •, zn voorste:l't van Ui'n {p:·at1d m-n, die klc-incr iH -dan m, volgt 

uit dl: inductic,rnrondtn·st(:11:tng, dat w te achri;jv1.:in is ala 010n isobl~r,:: 

V1J..::lter1,1. in a 1 , .... ,a11 tll t t;owi.cht in-n •. 'Jerh1llVG is 

~,~ • ' - ~(a.1, •••• an_ 1 ) ~ anw ... ' "' 1 ' • • • '""'n' .. - , ' 

Get,chr,.;v,~,n als ()Gl'a .U.iob,..:.rti vcclt,.T;i1 in a. 1 , a 2 , •• ~ tan zuct: g0wicht rr1 ♦ 

H:Le:rmed,; i~::i ht:t bvw:i.~jfJ ·.rol.l.1:idig L;,-1,.:Vt;i•d • 

• 1)jJf{• •. ~J.• Beac:houw in do opguV(:n 3 ~ 4, ~> ,'.n 6 d ... vc~::~gelijking 

n-2 + a,.z - ••• + 
.:: 

, dl 0 {-1 a. ::: • n 
e;c 11 j It i :::i aa111 i;JwijB dat de som 

3 .,a a + )a d1 - ju1 2 3• bij ccn vergelijkin~ 
v~n de 2c grand of bij ~~n lin~air~ vurgulij~ing? 

Uit hoevcel ter:-ilcr: bc::taa't htJt l.i .. r~kcrl1d? '/at wordt dc-ze 'betr.:~k.kj_ng 

de uorsto of tw~~ae Gruad? 

~ .. 11.::l . Ui t ho,·v-..:.::1 term.en 
an 

bestaat het link.:r-
lid? 

"';'' z1 
; -­-z,.. 

S2:E&.. .. .1.. lkw i j cc'l 

,...in. - n .. :,, 
,., i - .t ""' , .. 1 + ,:) ' 

,L.4 ' -in. 
[1tc}ll.c,r1. B-cpaa.l 

dt"l betr~·kkini:;en 

Wcnst m.0n in de! 

.:: 
2 

z - a ◄ ~+ a~= C 
1 ,:;. 

waarin P 011 (t isobaI'l.: vucltc:rm.Gn i!l a 1 en a_? ·,;oor-m d 1 

vt..rde:r d,J gcwicht,m van Pm en t~ en !];cef do t(;ru:;lo:pen•-

aan, waar1:wu P vn ) kunnen wordun bcrekend. 
r:'1 1U 

practijk i:'L, symm\.~'trisehci :t\mcties uit to drukken in tle 

( ·z ,.,. \ • • • -u 'i n 

( 1 ) .;.~ I ( ' ' - n'O r,n-1 "' '", - • O"" ••• + b 1 = n-

Mon hezft 
ilil 

+ 

f(z}-f(z 1 ) 
,,,_-~-·-,'• 

z-z 1 

( n-1 b0 z + 

,..•fz) 
+~-~r ••• z--z,..> 

!bl + • ,.,,_,., ., ,..,n 

b 1 ( zn- 1 - z~-1) 
+ ---·--·-------'- + ....... f" z-~~, 



dus 

n ..,;.-- !uL 
m~ z-zm = 

b ... !l-1 o::.,cz •1-
, . n-2 t. , "l--3 'b 1 a._,,,,,z ••• ..,. , ~ ... s,,+ b s i- b a i·•• + 

, V \, (.) 4 1 f 2 o,:.. 

mun 

\ nt0 b," ~n bos1+ b1 
0 '\ 

~ '\ J .Ill 'I 

..._, .,,.. ! 

' j ::::: C),~S + lL I 

bqt'? + b1 a1 ➔• 2b 0 
\(2) ( n- ·1) b 1 l I = '~' 1 ! 

\ ! ~... "" 2 

l \ ( ,.,,b bno2+ b1D1+ b .. , s,') \ dun bnS-rt· b1s2 b2a11-- 3b3 0 } 
n-i;. 1 ,, - ! + = 

\ 
c .. ,, ,_ \ 

\.1• -

\ - • • • . i f 
\, • • • .. • I 

Hierui t ku.nncn de som:;H:n s.,, s ... , ••• , ::-;. ~ HonL.m b,:irLikcnd. Vordor volgc11 
I C: K- l 

i ·t f ( T \ ~-«• .. )-,, r"'I' !1 'L ' 1:--., b ,..., "" '\" ". '11-"A"" ,- ... .: "•"!' .,. ~ ' .: ' ~ ...... ' ' {"•. '' ,... ~? u .!..J ··- <ir-J• + ,/~~· + ••• + .Le., v,.lu.;;'!.1.q.·,\L,J.cL.o•,.J..ug l!h,t 1. , •. z ..... 
•J I Il ... ' ' ' 

en na substitutic van~ aoor z 1, ••. ,zn on optullcn de relatice 

b~s + b.s .+ .•• + nb u n j n- 1 n 

••• 

.... 
+ bns·1 

..,. b s 
n 2 

"1 ,..~ \ .. , 

Gl1Z • t :i\1+2 + b ·J 8n+ 1 

zodat ook voor k ~n uit (2) dr• groothcucn sk guvondon kunncn \'iOrdcn, 

als 111011 dan.rin br = u l3t\.;l t voor 

Op~. 6. Lant ::~hn ho,; men ock d1., 

afleiden. 
0-r;. nu bv .. de eom 

r ') n. ,, 

groothodon bk voor !t < 0 ui t ( 2) kan 

gcbru1kon we 
'I'.-···· 2 > z~zn = -s~ + s~s 0 , waarmuc du &ezochte som in reeds b0kwndo groot-
·--· i.:: j le. 

hodon is uitgcdrukt. 
') ') 

c; 1nc.•+ l'""•n d') '"Cil' ~ ,.-,"--r_,c.,7 + . b,..-,,...nk---,n·,,-, a'an k 0 n mn"'l b•·- g•-bT'."ik ,.~ ~•t.i ·at,,;, t,.,. ,..J-,._ L .. ,.~,.i 1 .. :.J,Ji.-.J""\ vC .,,,..,,.&..'-,, \.;• .. ~.ii.~, iu, _J. """ "'-~-
1:....) ~> 

, · " · t 1 k' · -:;;;:--- c. v· · 1 d · + n maKun van Ch:, g0vor11-.:.cn ui , c.ra ianc; voor ,c, __ z 1 z 2 • iJrhit.:nigvu ... ig v mD~ 

d0ze met s.., dan ontstaat (::.,m rl,i::mltaat I waarin o.a. de g,:}zochto torr,i 
~-

0:pt::::-ecdt. 

~-• Vo-:..!r <lie berokenin;; uit. 
10 

~~- Bcrc::1;.:t.::n bi(.} tic vc·::r.~e;c::Lij .. ci1"lg z + 

me:n 1.n, 

+ C .. 0 du sou 

x! n.og som.,,. 

Do bcdoeling hierbij ie, dat als ondar de exponentlm a, b, c, ••• 66n 
of lXlt'Or gclijke optr1.~dcm, bv. a=·c, naast de turm 1:~=~~xj .... x! in de 

.~ a ·,1 .... 
com.plt)tc soi:u ooli:: de torm x~~x,,,x~ .... x,~ optr~edt, hctguen in do onkel-

' .::: j ... 

voudi~o som niet hot gcval is. 
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In hot algom0en: trcden ondcr de exponentcn a, b, o, ••• 1 j 1 galiJko Opt 

vcrdcr j 2 gelijke hierwn verschillande oxpanont4.lll 1 j 3 ge11jkc aponon­
ton verschillcnd van de j 1 gonocmde en de j 2 gi.:nowndo, •••• dan hoeft 
mon voor de ·cnkolvoudigo som 2.., en de complete: orm(Jo correeponderondo 

""" * som L. 

+ ••• 

Vb. Zij gevraagd de som I, x~x2x3 to berokenon. 
i!ij ga.an ui t van de rola tics 

,-* J ~ 3 "'""' --:r 4 
1_ x 1x2x3 = L x 1 1.....x 1:x2 - 2 t.... x: 1x2 

'J- 'x4x -- "' 4 ~ ' 5 s ("'O s d - 1 2 '-- x1 ,_x1 - cx1 = 1...,,4_ 5' us 

t ••. X. 

~ ~X1¥3 = 2a2s3- 2s1s4+ 2s5= 2a2s3+ 2a 1s4+ 2s5= -2a3s2- 2a4s1- 1oa51 
dus 

)x{x2x3 = -a.3(a;- 2a2) + a 1a4- 5a5 = -a;a3+ a1a4+ 2a2a3- 5a51 
Anders: 

Dus 

3 L"'X~X2X3 

.,_. * 2 
4 L x 1x2x3x4 

§ 17. Eliminatie 

Wij wonson in deze paragraaf na to gaan onder wclk~ voorwaarden twuu 
vot3lturmen 

f(x) = a0xn +•••+an; g(x) = b0xm + •·• + bm 

u<m nulpunt gem.eon hobben. ·.','ij zookon da.artoo eon functic dio alloen 
afhangt van de coofficienten a0 , a 1, ••• ,an; b0 , b1,.,.,bm en die dan 
en slcchts dan nul wordt als eon dor n nulp.2.nton x1,.,.,~ van f(x) 
sam.cnvalt met ocn dorm nulpunton y 1,- •• ,Ym. van g(x}. Hot ia du14alijk 
dat do funotic 



m 
c = 1T 

,'11.. 7! 

n 
Ti" ( X \\ - Y µ) 
\I= 1 

juist in die gevallen nul wordt •. \V'ij m0rken vcrder op dat 
g(x)= b0 (x-y1) ••• (x-ym) volgt g(x 1)= b0 (x 1-y1) ..... (x 1-ym), 

g(x-.l ) 
C = • 

uit 
dus 
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n 
De functie Cbg = ·-rr g(x ,1 ) is oen gohole ro.tionalo symmetrische 

-.) =1 

functie in de groothedon x 1 , ••• ,x en dus volgens de thcoric der 
D 

symmetrische functies geheel en .rationaal uit to drukken in de groot-

heden 
a1 an 
-, ••• ,-. Deze functi0 is van do graad min olk dor groot-ao ao. 

m he den x 1 2 ~ ~. , xn, zoda t a 0 maal deze functie, dus do func.tie 

m n 
Dfg = a0b 0 c 

gchcel en rationaal uit to drukkon is in de grooth0don a0 , a 1 , ••• ,an; 

bo' b 1 ' • • • ' bm • 

UJ.. t D m fg = ao 
n 
·rr g(x -v ) ziet mon dat D homogeen on van de graad 

\)=1 fg 

n is in de groothedon b0 , ._.., bm; evenzo is Dfg homogecn en van de graad 
min de grootheden a 0 , •• ,,an• 

Toepassing. Bcpaal do uitdrukkipg Dfg voor du veoltermen 
2 f(x) = a0x + a 1 ; g(x) = b 0x + b 1x + b 2 • 

Men vindt 2 2 2 Dfg = a0g(x 1) = b0a 1 - b 1a 1a0 + b 1a0 , 

of door uit te gaan van g(x) 

Dfg = a6f(y1)f(y2) = bo(aoY1+ a1)<aoY2+ a1) 

2 2 2 2 
= bo(aoY1Y2+ aoa1(Y1+Y2) + a1) = b2ao - b1aoa1+ boa1• 

Opg. -1• Be:paal de ui t drukkinG Df g voor do VL!Ol tGrmen a 0x + a 1 en 
b 0x + b 1_. 

Opg. 2. Bewij s dat do ui tdru.kking Dfg voor twee vool tornwn f en g rosp. 
van de graad n en in gelijk is aan de uitdrukking Dgf voor do veeltcrmen 
gen f afgczion van con factor (-)mn. 
Wij zien dat do functio Dfg of de functi0 D f = (-)mnDfg dan en slechts 
dan nul wordt als de veel termen f(x) en rs(x~ oen nulpunt gomcen hcbbe·n11 
Do functie Dfg is dus de rcsultantc van de veeltcrmon f(x) on g(x) 
en deze resultante is zoals wij hierboven zagcn, homogoon on van do 
graad n in de coefficienten b0 , b1, ••• ,bm van g(x) en homogoen en van 



t''l ,., ~.l 7ii:i 
'"'..i..·'-"", .J 

d0 graad m i.n de coiJ_;_'ficj.'.5nt,m n.(,w a 1 , .... ,a v:1n f(x). De rcsultnnto , . .-· ' n 
is dut1 hom.ogu~n en van d\: gr:.i.ad rrH-ri. in de cocffi.cicnt,Jn van de vcul-
.. 'rmr n .. ~, x:' ·· { · ' t , .. · l t k d t d 1 \,\_; ) .i.,. 1 un G XJ .i.:s2\rn;:,n., ti.;. cm~ .. n oo no;? aan ... n. e r\;su._tunt.::· 
isobae.r :i.:5 ~.n de cocf:fici,.'r:tt.:n ·:r1n dez, __ : bt.:id,: v,.;, .. :lt,.·rw.:,n t;E;~rn.:m1:n .. 

Buschouw daartoc1 c~o Y('rgc:li ;i.:·in;;r •· ( ·~) -- r) '"''·'"'l""•n ... ,ln n"lnnn+,.n ,,. · t, .;,•1, 0 ·~· "\ .\ "·- ._ f 'ff~,~'\.¾ V i;.;a..., ..... ~ .._ '-'' .c''l.4. V .._,, 

,, . ., 
~, • •., ;, .,,,, '.. ma: .. 1 ~·o c.:-oct :~.:Ljn uJo tSie vnn :f(x), dus als 

' • ,... t..i-

direct in dat galdt 

Vordor is 

), - tb ,'\ -\''1- ,,·2-

a~bg -rr 
• ; .. 1 ' 

n. . .. t¾ • 
\'' m Ul. 

,. mbn __ ..,. 
~--~ ,:\ (\ .. ~)·, I I 

v' \ • . 

fa' ;J ' 

, mnr in. r. Ti" ( ) mn 
•- t a(-') o 1,J 1 , x - y , = t Df • . 'J ,t, g a, \l 

J)aar Ii,,,(( ontstn.at uit Df::: door bij DL,. in cl}rn t\?rm ,:i. 1 to:: v,rvnn0 \m 
.• ,, 1;.) 

door v 1.~ 1 , a 2 door ,:,1,.,~, ••• ,n.,., door ..,._ b-1 door fl.. -1, b'> door 11 2_,., •• , bm 
· ,:: u 'llt I · I .._ r . 

door ~ m , .. n bij di1.: vc;rvl:'i.ngin:~; hiorbij cvu:1vc.,cl facto:r.'t1n t ge1wnncn 
wor1hn als tL.' indC;X a:;1n6 \:cft, itJ he, t g~;1!icht van i .. ,.der, .. , t,1r::1 v::i.:n Dfg 

g"li jk '.la!" r"n duci 1) "q isob·l·'r vr,n het .C'\_:wicht mn in do coeffi-...... - . ._, ..., .,,.,..,4,, , ~ f g ..t. .,_, i.. c .. :..~.,., u 0 

cii5ntcn van d;,, vucl tcrriL-n f ;.n g. 

lndi 1.::n ,n.cm op 01..n c,f a.11.dere v-.rij ze een veel term V in de g:roo t;he<len 

a,..., .... , a.,, br··,,,. •• , b,.,, afleJ.. dt, die nul ·,c1ordt als f en c een wortel ge-
v 1,.. \.,J 4.tJ. 

;neen hr>11''c·n ic: ·he v1""'·1 ter"(1 v ce<:l'\,a,:i.r aoc•r T) • Immern d1.'l veeltern1 ... -· .,,. 1,._, • f ~. i... ' ..,,, \,-> .....,_ ' t~ " • ' ' ,., '- ' " ... f g 

Vis symnet1~isch in cle grootheden x: 1 , ... ,xn, Yp•••,Ym en wordt nu.l 
alz er ee:r~ i en .4 bef,,taan zoda.ni.z. da't x. ::, ~'j. j~odat V de factor ..., .,.,, ~ 'Ii.} l .. 
xi-- Y; bevnt, rn.aar wegens de sym,~.etrie is V dan deelbaar door elk der .., 
m n ui tdrukkineen x v - y j• , du:J door hi,.m pro duct C, Daar echter C 

(en wel 

f(x) ::::: a0x 2 
+ a 1 }: + a 2 

.... 0 
,., 

g(x) C. b 1x b2 0 -· b0x + + •M 

op t 1.i1e~, wijzon, nl. door 2,1:? met b0 retcip. a0 te ver1nenigvuldi.gen en af 

t(? t:cek ;en en door z1.:~ met b2 res:p .. a") te vermenigvu.ldigen on af te 
,:., 

trekkEn., i-7.t"ll vindt dar: bi j x /. 0 



(ab) 10x + (ab) 20 = O 

(ab) 02x + (ab) 12 = o 
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(hierin stelt (ab)ij de dot~rmina.nt a1bj- ajbi voor) en dua na elimi­
natie van x 

R = (ab) 10(ab) 12 + (ab)~2 = o 

Deze relatie geldt ook in het nog niet behandelde uitzonderings­
geval x=O, want dan is a2 = b2 = o. Men kan het gevonden results.at 
nog in een andere gedaante brengen. I!en heeft nl. 

I ( ab) 02 { ab) 12 
R = 

J (ab)o1 (ab)o2 

aob2 - a2bo a1b2 - a2b1 
= 

I 
aob1 - a1b0 a0b2 - a2bo 

) 

waaruit na 2 maal randen volgt 
I 0 ao a, a2 

0 ao a, ar, 
R C. = 

bo b1 b2 0 

0 bo b1 b2 

Dit laatste resultaat is een bijzonder geval van een resultaat 
dat ons door de eliminatie methode van Sylvester wordt gegeven. Indian 
de vergelijkingen f(x) = 0 en g(x) = 0 een wortel gemeen hcbben, is 
dit getal x wortel van elk der vergelijkingen 

xm- 1f(x)=O, xm-2f(x)=O, ••• , xf(x)=O, f(x)=O, xn-1g(x)=O, 

xn-2g(x)=O, ••• , xg(x)=O, g(x)=O• 

Schrijft men deze ·vergelijldngcn ui t da.n ziet 1,1en dat het systeem 
homogene vergelijkingen 

= 0 

= 0 

• • • • • • • • • 

bozm+n-1+b1zm+n-2+•••+bmzn-1 = 0 

bozm+n-2+ • • • +bm.zn-2 = 0 

• • • • • • • • • 



tE:geliJk :.:H,et bestaan ( en He 1. de c.1p1cssing 

Z 1 q • n x2 n m+n-1 
1·, ,.:: • f ~, ,4 ,;;.: A I •.• _,;_1_ ::::, 9 • ., • t u • :::; :X 
•.",, l - l~l•+rl- i 

de nu1oplossinc 
d. 1.~ t ,: rir.inan t 

.. ·,,o,.,,J,. "e"''1 +t'"'~' 1 
o1.L! o:...~ t: ;..,J "'"'-""' ,;.:7-,1,,4/ I 

''1 • " If ·i:. 
,. ?Jh o ... i/ 

'b , b ...... 
\,.; T 

. " .. 

zo6at do coUtficiUnten 

nu1 iEh :oat ortgc. 1.ce(,:,:,J '..l.i. t h .. it nuJ. zijn \rd,n R volgt, da.t het stLJlBel 

con oplo;;3sing bezi t, ir: (:Vidm1t :::.iaar het staat niet a priori vrn,s~: dat 

die onlossing (z,, 1 2~ 1 , ••• , z. . ~) de ei~cnscha.p bezi t, da.t z0= 1. Z-i= z; 
- V 111·,·n- I I 

2 m+n-1 z.-.= z.,; ••• ; zn 1 = z 1 en pas dao.ru.it volgt da.t f cm g cen nul-
.:::. l m.+ - I I 

punt z ... gerueen hebb.:.m, Dat dit bi~i H:::0 toch wel het g ,Yal is, blijkt 
l 

uit d,: hierbovcm gerrea.cte OJ,In.er1dng, dat als f c1n g cen nul::,unt ge~ueen 

hobben, H=-~O is 1 zodat 11 deel 1:aar :Ls door elk der verschilJ.en x ~ - y >'' 1 

rlus door D-r.,. Aangezicn echter R niet id.entiek nul is (m(m ldjke bv . 
... g '1' n 

na,:;.r de term a.;::~bO, die in H f?.:nmo.al o:ptreedt en wel met coefficient 1) 

cm va11 de graaa m in de eoofficii.:lnten a \l en v::1.n de graad n in do 

cocfficHfoten b µ.is, kunncn R en Df' . olechts in ecn conetante f'actor . -G 
vcrschillan, zodat uit R=O inderdaad volgt dat Df = 0 is, dus dat f g 

o,,r;.__l. ?oon aan dat e0n g:.,m(::t:'fl£3cha.y:}?elijk nulJ;U!lt f(x) en g(,:) ook 
r..:(.m gemo::nsohappc lijl•; nu.lpunt is van de veeltcrmen f(x) en f(:x}+ A g(x) 

( ~ willekeurig j C). 
Eul(,:' h;:eft !,Ot.~ ,;on a:id.c:c·c n!e::thod(: gcgc,;"'n OI!l. do !'c..!SUltanto d,2r 

vceltcr,i:en f(x) en .c;(x) tu v:i.nden. Hij 1°1.crktu 0}) 1 dat, als f(x) un 

g(x) een rml!"Junt c g, . .:i:1-..:en hcbbon. g,aldt :f(x) = (x-c) p(:x:); g(:x) -· 

= (x-c) q(x), dus 
,·1{x') +' t x 1 -· ·--\'x'; o(x) \, k\,.1,; .. .,,,. ,;_J.., ..._ ""J f 

waarbi:! r1(x) en q(:x) ten hooL,st,._ va.n de: graad n-1 resp. m.-1 zijn. Om.­

gclcctJrd e.ls tw\;1,; derg.:::li,ike vceltt::r,1w11 p(x) en g(x) bi)Btaan, 11ootE::n de 

n line:aire fa.ctcH",:;;n van f(x:) deelbaar zijn op hot rechtGrlid p(x) q(x), 

mao.r ot1dat p(x) t<.n hoor,::itE; van de graad n-1 is, moet ten minste ecn 
dier factori:;n deolbaar zi jn op g(x), waa:rui t volgt de. t g( 1c) en f ( x) een 
fsctor, dus e.:;:n nulpunt gem6t:n hebbcr:. .. Zodra dus c0n ti,,,rci.:ta.1 veeltorm~m 
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bcpaald kr1n word('n, waarvcor gcldt q(x} f(x.) :::. p(x) g(::d, ht)bben f{x) 

u:tt t€; \'rnrken en de! cociffiGienten van overcunkonwtit:;o machten gelijk ·tc• 
"' t c· l l t 1'} •:• ; c ... m. · · n { " t r ,, · ., · c·· •.• ·1 , · ··. , .. , ·r , 
"'-' ~·· -~ • ' ...,,,... \; • 'I,,,, ... u.:.4 ,.,.... b'" (1-!;.r,., ,L ,,;4.4 , ••• ',l''ri-1' 

nu1) b~.-J),.lald kunnen wordcn zoda.nii_,.: dat 

.J 
l" 1.), .... ,, Cr) +­

,.., \) t:. g,,Ja; - a.a~ - q,,a~ 
' -- .. j * ~;\.,/ 

:::: 0 

= 0 

( 
\ 

11 • b .. n- I Vi. 
... q 1a ::: O m-~ t1 

en m(:n ~:ict gc::nakkclij!c i.n dat dc7,e. nn w1,r;tv1en cm de hoofddia,12:onaal. . ' - . 

n -~) ('ln ' ... ·.•:rl >r(:('].tc"!r'!'Y.l ,,,lx'; v 0 r1 d·· ·ra·,a· '" "" ~ ,... ' . • v .• .. - ... '-i \ u ,, l~ ,.., ,u-r;,? 

·•'' ( \ .J. X) :::: 

van d.:; ,:;raad 

dio voldocm aan 

tot gevols hoort dat f(x) t,.f,c\ ·tW•'"'· ''O"r•+,-,],·• J. "'- 6 \ .,,.\. i .,_., ·1_, \If ,J ._, ~ i.__j s~mecn hebbcn .. 
~. 3,.:~paal de r~<l.ati~s die tusDf.m de coc.if:ficicntun dc.r veel termcn 

f(x) - a x3~ ,~,Y2+ a V ' g - ,:,4,.-) ' ,. .... '?''" .,. .... ") 
\ ... .J 

en 

rno •.:.··;;on ?. c.·· l /q 1 n •, 0 _N1 ')_ t d ,.: , .. -, , ,.,.., ( r ·o •::> T' +,., ,•, (' l ru1 .,.)Ull "r ... ,.,.,. ., •. '•"'" '.'VI h,;'] l)c "'l. 
__ ~--... .'f ~- .__._ \,-J...l \"~,C~,,:\~.J• "-'"f,.,_,_., ,.J. --J; ..,,,_.,~ 1.,J\ .. ,L...l.V<..,>,..J. - ,'I.J., 

Tot,· otls::,in;i;(:n van de, 0li1;,ina tt~:tl10oriG. - _, _ __..._,, _____ , ___ ,,,_,, __ , ___ , __ , ____ ,w,.., __ 

Wij gcv~n ~an h0t s~vanJ~n twe~ to~paasingcn. 

Ih. c.er~3te tocpaGsin::,; bc:::taat ui t hct opspor\m van de snijpunten 

va.n t~,iet:: willc,kcuri vla}:.~:-:.i kro;:i,,, .. in f(x,;r)= 0 Gn g(x,y)= o, resp. van 

do graad n ~n n. ~!e schrijvon 
.,.. , , n n-1 
i\x,yJ= a0x + a 1x + ••• + an 

c11-ct .. 

+ b ' m 

i•" ;:/ en lkc cofff'icti:·1'}.t, c ,n. = 'b ~,,..(y) e:.::n V(h.,ltcrm i1:, van 00n graad y., 
hl ,"• ,,,n.: .;~ .. ,, .. :,. ~,x. 'J \ •r-.n d· ,, .. , .. ,orr ··r ,, .... _ ....... ~ d •. ··i .·•·· 1~sc}•au M<>t ...... - .,, .... }- ..Lt) J.-.,;J.11.~.L V 0\ - ()I.., 0) '- :O..a. i \.,! r..... ..u ..• ilt: 1 ,L ... c:~~: 1 V t,;: V-c)t...:·" .,t,, ..... t , .... GI, ld:.:t 

v-:,;lt,:rm.ecn :f(x,y,.,) u1 g(x,y:,) (.'. n i;:.:mu,~nsch.:;ppulijk nulpunt hcbbon, 
,.,., 1,.,.. 

d.w.z. dat hun r,:r11.i.ltnnt0 nul i::.1. J),::-z..::i r,:1ml.ta.1rh: i.s in ens goval e:cn 

ve: .. ;11 ter:u in y.,, en v.:.:.l w:1,:1 e,,n g::tae..u, di(;~ g,. U.j k is am1 het gm,icht m n 
u 

dior rcwultantc:, juiat ::imdat ir. dd coefficiontt:in a ✓ r1:::f,p. by._, de Groot-
h ·,id 'l"'., 1:,.> . c~ ~,,,,.... c~ .... "l"'•· ... .-~,-'l ,•"\-.,",, .•. ,,.. ,d··r •~~·-t t7..:. t-:.--~·i .... " ... .,;, \, ·t··1 t···-11· a-

1;..~ ':i 1r. c1 .. : v ,., .. :,31'.i. i,.,"'- t::,-,.:,.:.J ~,,,,rs:c "" .•.,.( .~ ... Jn W,;.gt,n~, at. !loo c.s i.: inb 

der algebra jul~t m. n wa.ard,:,::z·i y ,, ·to vind-.:n wuarvoor d,::ze rusul tan to ,, 
i'al"' v··,,,}tcf"'Y.1 va~1 .... ,-... ~ sTraad Y•) Il ir, ·u,) nul wordt: .. 
\ .:;i t.h. , J. • . •· • \ •. '·' • • (::> ••• - • ,Y (_) , 
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Is 0tmmaal zo 'n waarch: Yo gl)Vo1:dQI1t dnn kan het bi.Jb1,,;ho:rc11d<~ p.1nt S 
,;ovond<.m worch:•n door, zeals bovi.m i'-'-: o:::,gc?Jwrkt, et-::n stclr.rnl van m.+n-1 
n1V"1".• .·, t·,.•,· ,.·,· n 1 .• ,,.·•1. .·1· r .. ·,·! .,, .• 1· r :.• ·r '" 1~ u, • l ·' j t,, ; ,.. " .. ,, "' ., •·• . .: ,, •",• ~, 1) · · ✓· , ,.,, <1 ~ n ... IJ. - , .. - •-- _ ~C, _,_ ~..,,_ c,!)'"''"' "'"' J\.._._._,..;,;.<~'l,,,,£,.,1 ,...,JA. -.;,.,..,..._ •. ,.._t"',1 ~ ..... ~t....- .• ~ ~.,, 

Z, .. , ~: 1 t ,,, 
~) 

X • ,. ,¢, ''.)•···,,., ~-· 1 1n+-n- 1 

op tt:~ lorrnen, waaruj_t in rh~t lllg":m,.,: en ,ju:L st 1 w1:tardu van x0 vol gt. In 
h,, t a.1g:::n.~ •. n vindt m_;,,;n ::;o d;.d .. t\·/t:::~i vJ.akk•.: kr0: ~mc:n n.tn de gradl:n m en n 

pr.:ci1.;;n I.'l n I.mi5 p1rnt.L.n 1~(:rr1,.:,.,r. h.:b:~,:n ( :)t,,:::i, ling van Dezout). In do 

anal.y ti sche of' in de algebrai ~;cht., m0 etk\md,.:: wordl:n dc~;c r:)!Jul ta tE:,n go­

pri;;ci 1:HJerd en d,., ui tzo:nckring::"Jg<.:vaJ.1en, di.e ziG!i hh;rbij kun.n,m voor ... 
a·,-,,,·,1·: ., .... , ,, .. aa1•0¥,') •,-1 -: l'"''l. .,,.,~ ,,t· ~ ... ,,~ai '" ·oot··t,,d,., .. ,r 1) ........ ....,,1.: rJ ___ V't ...... "J ..,.,11,, .......... , .. ,, .......... 0 ... ,J ....... , ·i.,.a ,.,(. ...... , .. , .. t~•• 

Opf,. J.• Bepaa1 op d(: aangcgcv1.:n wi,jzc d .. , sr.ijpuntt,n. van do krontnrnn 

0 ,. .. ,-,. ? T.,q,.• ~....:;.• ,.._,._ hct 

dan m n snijr1untcn r11:bbc,n? 

tw,.,e; krorn:i-..,n var: de 

E~n gch~01 ander~ tocpassing van de 0liminati~thuori0 lovort ons 
··• ., . ·1~ -P(·~\ .. w ~!1 _n-·1 r...ie "':1oor'~<'aa:rae v,arir"'or:nt,;:I" iJD!1 vec . .., .. v~.:r·ril ..:.. ,le; - at~)x ·+· a 11 .,A. + .... +an 

',, 

LH:.'n dubbcl nu1:punt bezit. 1;;·ij w,.:~dl dat: }1,,it daartoc nodiG ;.,11 voldoondc 
·i r a t .,_, ( V) 1·· I / X) n- 1 ( 1 i n-2 'n nulpnn·t ..c.,::, a . .i.\.n., ,,;n \ ,r :::; n a1-,X + n-,,a,X + .... +a 1 eu , •. 

V I Il-1 
g.:.;m,::-.:n h,::: bb,.:n. ':iij vind;:,,n d,.; c;cr,o . .;:md, ·,roorwaard,; direct door de rG:su.1-

tantc {{ van f.:' 0n f' op to sclu·i;jYt.m 1 dio Vfan de gra,9.d n+(n-1) in d.:.. 

coEJff icienten a is en van het g,)wicht n( n-1). mm zict ochte:::· onmid-

d0llijk in dat deze r~oultantu dc~lbaar is door a0 , zodat wij na vor­
R de~0 fci.ctor t:\;n rcsu}tant,1 D - - vindon, di,.' in de ao 

coi:;fficicntcn 

Men overtuigt 
von do gtaad 2n-2 en van het gcwioht n(n-1) is. 
zich er cemakl~eliJk van dat D niot idontick nul 

e.:(;1 "f.rondu~ 1.t:i."tdrtl!tl{i.nL~ J) 'ltO:ro~r; d(: diflcrirai11a:1t ,,ar1 f g.:.Jt1ocmd. 

in. IL: 

Opg.. ,3. ~ D,: dis er .i.minan t van 1' is O.f' t(~: va ttl!E s.ls r,:sul ta.ntu van 

f(x,;y):cc 
r .. a~,x + u 

dan is d,.: in opgaV\) 3 govonden vorm f.," gelijlc aan 
t:.. 

>- ., , ' _J..'..I \ X 1 r;;., 
't.:, y 

waarin y= 1 g0st,.:lcl is. ( Di t is e1_:n bi j zon(bl' g,.;, val van de otolling 

va:n DJ.l.,:r, die: zugt dat i:::,,,.m homogtnc vor,11 f van de i:;raad n in dt:: varia­

b(.len ,x,y,z, .... voldoot aan 

n.f) 



pug •. 2• Bepaal de discriminant vun eL: der vergelijkingen 

x2+ px + q • O; x3+ px + q = O; x4+ px + q = O 

Opg. 6. Bepaal de discriminant van de vergelijking 

a X)+ X2 l) 0 a1 + a2x + a3 = 
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Men kan ook op geheel andere wijze kom.en tot de uitdrukking D, Beschouw 
daartoe de uitdrukking 

V = (x 1-x2)(x 1-x3) ••• (x 1-xn){x2-x3)(x2-x4) ••• (xn_1-¾i), 

bestaande uit n(n-11 
2 

factoren. Het is duidelijk dat V nul wordt 

zodra twee der nulpunten van f(x) gelijk zijn. Vis echter geen SYlD.­

metrische vorm in de crootheden x 1, ••• ,xn want verwisseling van twee 
dezer grootheden doet Vin zijn tegengestelde overgaan. (Een zodanige 
vorm noemt men al ter11erend). Jui st di t resul taa t le ert ons welke functie 
der nulpu.ntverschillen we moet0n nemen ON wel een symmetrische uit­
drukking in de wortels te krijgen. '.'!e beschouwen nl. de functie 

lf ( X ,.._ - X v ) 
J..l..,-;t \) 

waarin naast bv. de factor x 1- x2 ook de factor x2- x 1 optreedt, 

mt-:JJ 
Deze functie, die juist gelijk is aan (-) - v2 , wordt slechts 
nul als twee der nul:r,unten van f(x) samenvo.llen en deze functie is 
saymmetrisch in die nulpunten, dus geheel en ro.tiona.al ui t te druk;rnn in 

a. a,, an 1 .....f. a:--, ' ... , • 
0 ao ao 

') f) 2n-2 Daar v·- in elk der nulpunten van de graad 2n-2 is, is o.o V'- een ge­

hele rationale functie van a 1 , a.2 , ••• ,an, die dan en slechts dan nul 
wordt, als twee der nulpunten van f(x) samenvallen. De bovengevonden 
ui turukking D wordt nul a.ls twee dier nulpunten sam,,nvallen en is dus 
deelbaar door agn-2 v2 • Aangezien echter D van het gewicht n(n-1) is in 
de grootheden a O, a 1 , ••• ,an en a~n- 2 v2 a.ls symmetrische functie van 
de Graad n(n-1) eveneens dit gewicht bezit moet het quotient een ge­
wicht nul bezitten, zodat dit quotient afgezien van getallen factoren 
van de gedaante a5 is. lJaar D van de graad 2'"'-2 is in de coefficienten 

2 . 2n-2 2 aO, a 1, ••• ,an en V van de graad 2n-2 in x1, dus a.O V van de graad 
2n-2 in de grootheden aO, a 1, ••• ,an is, moet p = 0 zijn zodat 

a6n-2 v2 en D afgezien van getallen factoren overeenstemmen. 
Zo heeft men bij de vierkantovergelijkinG aOx2+ a 1x + a2 = 0 
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1 a1 a2 

D 2 u 2 
4aoa2 = a :::: - a1 + 1 

0 2ao a1 

a2v2 2 ,. 2 2 2 4x 1x2) 2 
0 = ao(x1-x2) = ao((x1+x2) - = a1 - 4a0a 2• 

Opg. 7. Eij de cubische vergelijking x3+ px + q = 0 drukke men de 

symmetrische uitdrukking 

2 2 ) 2 (x1- x2) (x1- x3) (x2- X3 

uit in de coefficientcn pen q 9 gebruik makende van de relatie 

x 1+ x 2+ x 3 = 0. 


