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§1. Complexe getallen.

Wij onderstellen de opbouw van het reéle getal bekend. Voor het
rekenen met regle getallen gelden dan een aantal rekenregels, waarvoor
wij verwijzen naar é 1 van de cursus Elementaire Analyse, met name naar
de regels (1,1) tot en met (1,35).

Evenals de irrationale getallen werden ingevoerd om te bereiken,
dat men zekere vergelijkingen (als b.v. % = 2) die met rationale getal-
len niet oplosbaar waren, toch kan oplossen, zo geschiedt het invoeren
der niet reéle getallen mct de bedoeling om b.v. de vergelijking x2 = =1
nplosbaar te maken., Het 1s duidelijk dat deze niet op te lossen is met
reéle getallen, want kiest men in formule (1,21) van bovengenoemde cur—
sus a = 0, b = ¢, dan vindt men 02 > Oc, dus 02j> 0, dus 02 £ =1 voor
ieder reeel getal c. De vergelijking x2 = -1 bezit dus geen reéle oplos-—
singen. Men kan zelfs nog meer zeggen: Als wij het getalbegrip zover uit-
sebreid hebben, dat de vergelijking wel oplossingen bezit, kunnen deze
-onmogelijk voldoen aan de formule (1,21).

’ Om de vergelijking x2 = -1 oplosbaar te meken, moeten wij dus nieu-
we getallen invoeren, die wij niet-re€le getallen noemen, De verzameling
van alle reéle en alle niet-reé€le getallen noemt men de verzameling der
complexe getallen,

Op de axiomatische invoering der complexe getallen gaan wij hier
niet nader in. Doet men dat wel, dan blijkt dat elk complex getal op één
en slechts één wijze te schrijven is in de gedaante a + ib, waarbi] a en
b reéle getallen zijn en 1 een nieuw symbool is. Men heeft dan a + ib =
= ¢ + id dan en slechts dan als a = c¢c* en b = d is, Uit de axiomatische
opbouw blijkt dat som en product van twee complexe getallen als volgt
gedefinieerd zijn:

(a+ib) + (c+id) = a + ¢ + i(b+d)

\

Het laat zich dan bewijzen dat voor de complexe getallen de in de cursus
Elementaire Analyse opgesomde rekenregels (1,1) tot en met (1,17) gelden,
zodat ook de complexe getallen een lichaam vormen, Die complexe getallen |
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a + ib, waarvoor b = O is, noemen wij re8el en degene waarvoor b £ 0 is,
zijn dus niet redel,

Opg, 1. Bewijs (a+ib) = (c+id) = (a-c) + i(b-d).

Opg. 2. Bereken (2+i)2; (4=31)(4+31).

Bekijkt men de formules (1) nader, dan ziet men tevens dat met de
complexe getallen geheel gerekend kan worden alsof het reéle getallen
zijn en dat dit ook met het symbool i het geval is, mits men voor i2 de
waarde -1 invoere,

Dat deling uitvoerbaar is, blijkt het eenvoudigste daaruit, dat
men het reciproke van een complex getal (behalve van het getal O) weer
als complex getal kan schrijven, immers

LI a-ib . _8=ib __a .4 =b
a+1b (a+ib){a-1Db) a2+b2 a2+b2 a2+b2'
Delen door een complex getal kan dus geschieden door vermenigvuldigen

met het reciproke van dat complexe getal (of door rechtstreeks bovenge-
noemd procédé toe te passen).

Opg. 3. Als n een geheel getal voorstelt, bereken dan it
Opg. 4. Bereken (1+1)™ voor gehele n.

Opg. 5. Bepaal het complexe getal z = x + iy zodat 22 =i,

Een complex getal z = x + iy heet zuiver imaginair als x = 0., Twee
complexe getallen z = X + 1y en w = u + iv heten toegevoegd complex als
X=Uu, y = -V,

Opg. 6. Zowel de som als het product van twee toegevoegd complexe getal-
len is reéel, Wat is te zeggen over hun verschil?

Opg. 7. Bewijs (cos a + i sin a)(cos b + i sin b) = cos(a+b) + i sin(a+b).
cos & + i gin a

cos b + 1 s8in b°

Opg. 9. Bewijs voor elk natuurlijk getal n de formule

Opsg. 8. Leid een soortgelijk resultaat af voor

(cos a + i sin 2)® = cos na + i sin na (theorema van de Moivre).
Opg. 10. Bewijs de formule van opg. 9 voor elk geheel getal n.

Wij geven thans een mcetkundige voorstelling van de complexe ge-
tallen,

Reeds door Gauss is opgemerkt, dat elk complex getal a + ib cor-
respondecrt met een punt in het platte vlak, dat de codrdinaten a en b
bezit ten opzichte van een gegeven rechthoekig assenstelsel.

Zij gegeven een x-as en een daarop loodrecht staande y-as., De
reéle getallen corresponderen met de punten van de x-as; de zuiver imagi-
naire getallen met de punten van de y-as, Deze assen heten dasarom de
reéle en de imaginaire as, De getallen waarvan het reéle deel positief
ig, corresponderen met de punten rechts van de imaginaire as enz.

Het punt met de codrdinaten (a,b) noemen we kortweg het complexe
getal a + ib en omgekeerd noemen wij het complexe getal a + ib koriweg
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het puntmet de codrdinetin(a,b). Het vliak gevormd door de punten met
cobrdinaten (a,b) heet dan het complexe vlak.

Volgens deze afspraak zijn dus de complexe getallen punten van
het complexe vlak, en wel punten voor welke cen bepaalde optelling en
een bepaalde vermenigvuldiging gedefinieerd is,

Hoe construeren we nu de som van twee punten zq €n z, gelegen in
het complexe vlak?

Noemen we 24 en z, respectievelijk a+ib en c+id, dan is 29 *+ Zo
per definitie het punt mct de codrdinatma + ¢ en b + d.

C
,,72;74:1&\

g

Wij vinden dus 24 + Zo als hockpunt van een parallelogram, waarvan z, en
Zo twee overstaande hoekpunten zijn en de oorsprong het 4e hoekpunt is,
Bij deze constructie is het niet nodig het volledige parallelogram te
tekenen, Het is voldoende vanuit z4 een lijnstuk te tekenen, dat gelijk
aan en evenwijdig is met het lijstuk, dat de oorsprong met Zo verbindt.
Deze laatste opmerking stelt ons in staat om op gemakkelil jke

wijze de som te construceren van n punten Z43205ee052p gelegen in het
z—-vlak. Men tekent eerst vanuit Z het lijnstuk, dat gelijk en evenwij-
dig is met het lijnstuk, dat de¢ oorsprong met Zo verbindt; aldus vindt
men z, + Z,. Vanuit dit punt tckent men het lijnstuk, dat gelijk is aan
en evenwijdig is met het lijnstuk, dat de oorsprong met Zy verbindt; al-

o \ . Lvd ] o
dus vindt men z, + 2z, + 23y CHZ. 2P 1T,

.
T T b2, 1Ty v 2
/«“‘itl
Hoe construeren we het verschil Zy = 2, van twce in het complexe

vlak gelegen punten? Vermindcren met z, komt, zoals we gezien hebben, op
hetzelfde neer als vermcerderen met het tegengestolde. Dat wil zeggen
tekent men vanuit Z het lijnstuk, dat gelijk is aan en evenwijdig is
met het lijnstuk, dat Zg met de oorsprong verbindt, dan krijgt men Z4=Z5.
Opg. 11. Bewijs meetkundig z, - 2, = 24 * (—zz).
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Onder de modulus |(z| van eecn complex getal z
verstaan we de afstand van dat punt tot de ) )
corsprong, dus la + ibi= V%g + bg. De mo- /} - {3~z
dulus heet ook wel de volstrckte waarde. 'Q’///J ‘
Opg. 12. De modulus van ccn product van twee L}
factoren is gelijk aan het product der modu- /

1i der factoren. T,

Opg. 13. D¢ modulus van een product van een willeckeurig aantal factoren
is gelijk aan het product der moduli der factoren.
Opg. 14, De modulus van ecn som van 2 termen is hoogstens gelijk aan de
gom der moduli der termen,

Wij gaan deze eigenschap ook nog algebraisch bewijzen., Te bewij-

zen valt I e N e
\/(a+c)2 + (b+d)2 < Uaz B8 4 \ch + dz,
pHet rechterlid van deze ongelijkheid is ~ 0, zodat het voldoende is aan
te tonen, dat het kwadraat van het linkcrlid hoogstens gelijk is aan het
kwadraat van het rechterlid. Dus te bewijzen

ac + bd <« ﬁ(a2+b2)(02+d2).
Het rechterlid van deze ongelijkheid is weer _. O, zodat het voldoende is
aan te tonen, dat het kwadraat van het linkcrlid hoogstens gelijk is aan
het kwadraat van het rechterlid, dus te bewijzen

o o)
Zdu 4 bZCLy

2abecd £ 2
hetgeen evident is.
Opg. 15. De modulus van cen som van twee termen is minstens gelijk aan
het verschil van de moduli der tcrmen.

Opg. 16. De modulus van de¢ som van cen ¢indig aantal termen is hoogstens
- gelijk aan de som der moduli der termen,

Opg. 17. De modulus van he¢t verschil van 2 complexe getallen is de af-

stand van de complexe getallen,

Opg. 18. De modulus van ccn verschil van twee complexe getallen is hoog-

stens gelijk aan de som ¢n minstens gelijk aan het verschil der moduli

dier getallen.

Beschouw nu cen willekeurig complex getal z = O, zodat 2z een punt
in het complexe vlak is, dat niet met de oorsprong samenvalt, De voer-
straal, dic de oorsprong met z verbindt, heeft dan een lengte gelijk aan
{z}. Deze lenge noemen we r, De voerstraal maakt met de positieve retle
as een hoek y , die op cen veelvoud van 360° dus op cen veelvoud van 27
radialen na, ondubbelzinnig bepaald is. Deze hoek ¢ heet het argument
van z en wordt met arg z aangeduid. Dus elk punt 2z, dat niet met de oor-
sprong samenvalt, bezit cen argument, dat op e¢en veelvoud van 2 X na, on-
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dubbelzinnig is vastgelegd., Het punt z zelf kan dan worden geschreven in
de gedaante r(ccsg:+ i sing).
Stelling: Het product van twce factoren, die beide ongelijk nul zijn, heeft
een argument, dat, op c¢en veelvoud van 270 na, gelijk is aan de som van
de argumenten der factoren. Want zijn

rq(coa§ﬂ1 + 1 Sinwfq) en »(cos ¢ + 1 sing 2)
de twee factoren, dan is volgens het theorema van de Moivre het product
gelijk aan ( o

r1rzicos(y1+v72) + i sin (y1+'q2)j.
Hieruit blijkt niet allcen, zoals we rceds wisten, dat de modulus van het
product gelijk is aan het product der moduli van de factoren, doch tevens
dat het argument van het product, op een veelvoud van 2 it na, gelijk is
aan de som der argumenten,

Bovenstaande bescliouwingen stellen ons in staat om op eenvoudige

. wijze het product van twee complexe getallen 2, en z, te construeren., Is
minstens een van deze twee complexe getallen nul, dan valt het product
met de oorsprong samen. Zijn belde factoren Zq en 2z, ongelijk aan nul,
dan zijn van het product 2425 de modulus bekend en ook, op een veelvoud

van 27 na, het argument. De modulus r van het product is gelijk aan het
2z 2

-
"

A,

product TiT, der moduli, dus 1 : ry =Yy j T,
zodat r geconstrueerd wordt als 4e evenredige.i

driehoek construeert, die gelijkvormig is met \
de driechoek met de hoekpunten O, 1 en z en die
0 en z tot hoekpunt heeft.

Opg. 19. Bewijs meetkundig Z4Z5 = Z5%4.

Opg. 20. Vermenigvuldiging met i betekent een

De constructie komt daarop neer, dat men een
/ /
z

draaiing om de oorsprong over een rechte hoek.@
Opg. 21. Bij het midden van het lijnstuk, dat de complexe getallen a en b
verbindt, behoort hcet complexe getal #(a+b),
Opg., 22. De cirkel met middelpunt m en straal r heeft tot vergelijking
lz - m} =r.

Met behulp van de theorie der complexe getallen kunnen nu eenvoudi-
ge bewijzen worden gegeven van sommige stellingen uit de vlakke meetkunde,

Als voorbeeld geven wij de volgende eigenschap., Als men op de zij-
den van een driehoek ABC buitenwaarts vierkanten beschrijft, dan is de
verbindingslijn van de middelpunten van twee dier vierkanten even lang en
loodrecht op die van het middelpunt van het derde vierkant en een der hoek-
punten van de driehcek,

Voor het bewijs geven wij de driehoek ABC door de complexe getallen
a,b en ¢, die met de hoekpunten corresponderen.



Met het midden van be correspondeurt \‘\ A -
dan het complexe getal 3(b+c) en mbt\‘ N ;Ri

het middelpunt van het vierkant op

de zijde bc het getal a' = [(h+c) + ‘\\ ' -\ jA
+ 4i(b-c). Evenzo blijken bij de mid- \‘ \ o .

dens der andere vierkanten de getal- a L
len b' = #(c+a) + 2i(c-a) en }
¢! = 4(a+b) + #i(a-b) tc behoren. : N
Uit a' = b' = i(c'-c) volgt dan de |
bewering. — |

Opg. 23. De meetkundige plaats der punten wier afstanden tot 2 gegeven
punten een gegeven verhouding hebben, is een cirkel.

6 3. Binomium van Newton,

Voor de optelling 'n vermenigvuldiging van complexe getallen gelden
dezelfde rekenregels als voor de overeenkomstizc bewerkingen bij bestecan-
bare getallen. Zo vinden we, als a en b willek:zurige complexe getallen

voorstellen
1 = 1
a+b = a+ b
N (?+b)2 = al + 2ab - be
(a+b)3 = a3 + 3&2b + 3&b2 b3
(a+b)4 = at 4a3b + 6a3b; + 4ab3 + b4
(a+b)? = a° + 52%b + 1027b% + “02°»3 + 5avt + o0

enz, De hierbij optredende getallenfactoren vormen ccen driehoekig schemne.,

genaamd de drieb ngk van Pascal, nl.

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
17 235 3» 2 7 A
In iedere rij is zowel het eerste als h:t laatste getal gelijk aan 1.
Blk der overige getallen is, volgens definitie, gelijk aan de som van de
twee onmiddellijk daarbovenstaande geta’len,
Een uitdrukking van de gedaante a+t noemt men een binomium (twee-tom).
De getallen voorkomende in de driehoek van Pascal heten daarom binomiaal-
coéfficiénten en worden in de regel me? (2) aangeduid, en wel zo, dat de
driehoek van Pascal ook geschreven kan worden in de gedaante
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(9)
(0
& &3
I C N C SR )
@ O & GO

De binomiaalcoéffici¥nten (g) zijn dus gedefinicerd voor elk paar gehele

getallen n en h met n> h > 0, Daarbij is

terwijl (ﬁ) voor O0«< h « n per definitie gelijk is aan
n-1 n-1
(22 + (0.

}
Wij bewijzen thans, dat het getal (2) gelijk is aan FTT%éHTT‘ Hierbij

wordt onder n! verstaan het product der getallen 1,2,...,n-1 en n, Dus
11 =13 2! = 23 3! = 63 ...

Onder O! is men gewoon te verstaan het getal 1. lMen heeft n!=n(n-1)!
n!

n-h)!
ductie toe ten aanzien van n. Voor n = O is de enige binomiaalcoé&fficiént,

die wij behoeven te beschouwen (8) =1 = GQ%T’ zodat de formule voor n=0

Om de formule (g) = te bewijzen, passen we volledige in-

juist is.

Voor n >0 en h = 0 is de formule eveneens juist, want men heeft
(8) =1 en UTT%éGTT =1, Ock voor n > 0 en-h = n is de formule juist
(bewijs dit!).

Wij onderstellen thans dat de formule voor n-1 in plaats van n is
bewezen en mogen daarbij aannemen dat hct natuurlijke getal h voldoet
aan O < h <« n.

Derhalve kunnen we formule (1) toepassen en vinden

n— (n=1)" (n-1)1 _
( ) = >+( = (h—‘l)!(n-—h)! TR (n=n-T) T T

a (n- h—n+hl_
- '(n—h)' H'ln—HSF ’
waarmee de gezochte formule bewezen is,
Aangezien op grond van hun ontstaanswijze alle bindmiaalco&fficién-
n! n(n-1)...(n=h+1) 1
ten natuurlijke Zetallen zijn, is ATaoE)T < h geheel, dus

h! is deelbaar op het product van h willckeurige op elkaar volgende getal-

len.

Opg. 1. Bewijs (ﬁ) = (nfh).

Wij hebben thans gevonden voor icder natuurlijk getal n
- n-h 'i‘ n1alpth

(a+0)® = > (D)al V :

oo =
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Wij kunnen deze formule ook schrijven in de gedaante

S S
n_ n!  hk
(&+b) - E:"}E:‘(‘) m- 8t
h+k=n

Opg. 2. Bewijs dat voor willekeurige gehele a en b de uitdrukking
(a+b) " = a7 - b7 Qeelbaar is door 7.

Met behulp van de gecvonden formule is het ook mogellijk om een ont-
wikkeling van (a+b+c)™ neer te schrijven., Immers

(a+b+c)? = ia+(b+c)§n =
‘'n
57 ! h 1~h
= h/z"(’)’ m—g‘qu—y— a (b+0)r =
n n--h
~ ni hN  (n-b)! k n-h-k
= ¢ ] — a A{:'..» N 2 b -
h=0 hi{n ! =t "{n-h-k,
n I'l:-h
=) et j;'i"(?l'h__]ﬂ‘\" Bl TR o
h::o da k:o . A .
\\“R,.
n! h.k m
= .. ETET“T’a bce
h,k,m=0 ° S
h+k+m=n

~

S hedneling is hierbij, dat de niet negatieve gehele getallen h,k en r
alle gehele waarden van O tot en net n doorloren, zodanig, dat hun 0.
gelijk is aan n.

Voorbeeld. 3
(a+b+c)3 = 3!m g pkam
h,k,m:o . v 4tk
n+k+m=3

Hierbij zijn voor (h,k,m) slechts mogelijk (,2,3), (0,3,0), (3,0,0),
(0,1,2), (0,2,1), (1,0,2), (2,0,1), (1,2,0), 2,1,0), (1,1,1), Elk der .
10 gevonden stellen lever: een term in het re:hterlid, De co&fficignt van
b.v. de term abc is daarbi]

T = 6
.--—.

Wij merken nog op, dat de termen met (h,k,m) - (0,0,3), (0,3,0) en (3,0,C)
analoog gebouwd zijn. Zij luiden cj, bj en a”, Zo zijn de volgende termen
ook analoge termen, Men schrijft vaak kortweg

(a+b+c)3 T a3 437 8% + 6 abe,

waarbij met z:a} de som a3 + b3 + 03 en met i:ézb de som a2b + abz + agc +
+ a02 + bzc + bc2 bedoeld wordt.
Opmerking. Op analoge wijze vindt men formu-es -oor machten van veeltermen
bestaande uit vier of meer termen. in het algemeen, een resultaat dat door
volledige inductie te bewijzen is, komt men tot le formule
S ;f’ n! L. Dy L
(§i33p> ) R TR T TRT & 082 e efy
h1+h2+...+hp=n
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Opg. 2. Bepraal de coéffici&nt van x' in de ontwikkeling van (1+x+x2)3.

n _n
.. X ,n
Opg. 4. Bewijs ﬁia(h) = 2", Bereken 2“6 h)(—)h.

Wij geven nog enige toepassingen.

Uit (1+x)a(1+x)b = 1+x)a+b volgt met behulp van de gevonden binomiaal-
formule _a. a+b

<" b

,L, ( )Xh \\, (k)xk (a+b Il.

h=0 n’.“r I’l O

Wij bepalen nu de coéfficiént van x™ in het linkerlid, die op grond van

a+b>

de zojuist gegeven relatie gelijk moet zijn aan ( n /e De gezochte co@éf-

ficignt is kennelijk van de gedaante

hTO 2 B

h+k n
zodat wij vinden

> (B = 3.

h=0
Opg. 5. Bewijs
n
N 2
;§"m<g)‘ = (B,

ng. 6. Door uit te gaan van de formule

(1-x)23(14x)8 = (1-x )8
bevijze menzFﬂA
yheayay _ _yna
S T R® = P
h+k=2n

< leide daaruit af
n

2
i“b(')h(if)z = (7M.
Opg. 7. Bewijs

2n+

%-;‘;_ (_)h(2n+1 )2
=0

Opg. 8. Bewijs door middel van volledige inductie voor n > 4 de formule
ol < n! < n",

Org. 9. Bewijs door middel van volledige inductie
n-1
X7 n
ﬁ;& (a) = (a+1)

n
. Cony _ n-1
Opg. 10. I-Bus*wi;;s.:1;;;_1 h(h) = n.2 .

n
Opg. 11, Bewijs 2_(R)(5) = (2",

"e, 12, Bepaal het aantal factoren 2 en het aantal factoren 3, die :

.. ‘al (100) bevat zijn en bewijs dat dat eetal niet declhoar

5 en ook niet dooxr 7.
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Opg. 13. Laat zien dat als p een priemge-al is, het getal (5) deelbaar
is door p indien 1 g h < p-1.
Het gevondene in opgave 13 levert cns dat in de ontwikkeling
£
(40P =2 (F)x"
B0 b
voor gehele x alle termen in het rehterlid deelbaar zijn door p, afge-
zien van de eerate en de laatste, rus de ultdrakking
(1+x)P = xP -1
is,als p priem is en x geheel ig, deelbaar door p.

Wij leiden hieruit de volgerie stelling af: Voor gehele n en voor
priemgetallen p is nf-n deelbag door p.

Wij geven een bewijs door olledige inductie. Voor n=1 is de bewering
zeker juist. Zij nu de beweri-& Juist voor zekere n. Dan is dus nP-n
deelbaar door p. Zoéven vondn wij dat ook (1+n)® = nP - 1 deelbaar is
door p; dan is dat ook het ~val met de som (1+n)¥ - n - 1 der laatstge-
noemde uitdrukkingen, waary-t de bewering voor n+l volgt, zodat hiermede
de stelling algemeen bewezQn 1s.

Gevolg: Als het priem3tal p niet deelbaar is op n, dan is p deelbaar
op nP"1 -1 (stelling van 'ermat). Immers volgens dc¢ vorige stelling is p
deelbaar op nPen = n(np~_1) en omdat het priemgetal p niet deelbaar is

-1
op n, is het deelbaar ¢ nP7 -1,
3 4 -alp van het theorema van de Moivre
Opg, 14. Bewijs met be
5 =
' < h,n,_. 2h n-2h
cos na :Zéb(-) (5y,)sin"" a cos a3
o =

5

< . 2h+1 —2h-1
sin na - /. (—)h(2g11)51n‘ 1 g ool 4,

o

Hierbij verstas M€} onder het symbool [m] het grootste natuurlijke getal

dat < m is.
-~

{3, Permutaties en combinaties.

-

Onder €N permtatie van een aantal elementen AvyenesBy wordt verstaan
de i er- 0f ander: volgorde genomen verzameling dezer elementen.

7+ Dezitten de elementen 84,8, de volgende twee rermutaties: aja, en
asa, - Het valt nie® moeilijk na te gaan hoevecl permu*aties een verzame-
1°ng van n elementen bezit, welk aantal wij met P? zullen aangeven, Gaan
wil! de n elementen rangschikken, dan kan op de eerste p.aats elk der n
elementen staan en i1s senmaal een keuze voor het element op de eerste
plaats gedaan, dan kunnen de overige n-1 elementen nog over alle vorige
n-1 plaatsen worden gepermuteerd. Bijgevolg is pn - nPn—1, waarult wegens
P1 = 1 onmiddellijk volgt ™ = n! Voor n=2 hadden wij dit resultaat hier-

hoven al gevonden.
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Op allerlei plaatsen in de wiskunde, de kansrekening en de statis-
tiek en ook in de practijk speelt het begrip permutatie een belangrijke
rol, Dit geldt trouwens ook voor de hierna te bespreken begrippen combi-
natie en variatie,.

Wij geven enkele voorbeelden. Zij gevraagd de som van alle getallen
van 5 cijfers, waarin elk der cijfers 1,3,5,7 en 9 precies één keer voor-
komt, Onder deze getallen zijn er P4 stuks waarbij het cijfer 1 op de
voorste plaats staat, even zovele waarbij dit cijfer op de volgende
plaats staat, enz, dus de bijdrage van het cijfer 1 in de som der getal-
len is P4 x 11111 = 24 x 11111, Op analoge wijze vindt men voor de bij-
drage van het cijfer 3 in de gezochte som de waarde P4 x 33333 enz. De
waarde der gezochte som is dus

24 x 11111 x (1+3+45+7+9) = 6666600,
Opg. 1. Een gezelschap van 9 volwassen personen spreekt af iedere dag te
dineren aan een ronde tafel en daarbi]j steeds weer op een andere wijze
(dat is op een wijze waarbij niet ieder dezelfde twee buren heeft als
bij een vorige maaltijd) aan te zitten. Hoe oud is de jongste van het ge-
zelschap op de dag van de laatst mogelijke maaltijd ten minste?

Thans bespreken wij het begrip variatie., Een variatie van k uit n
elementen i1is een keuze van k elementen uit de groep van n elementen, Het
e=ntal mogelijke dergelijke veriaties geeft men aan met Vﬁ. Wij leiden
een formule af voor VE.

Voor het eerste dement der variatie van k uit de n elementer zijn
n mogelijkheden, terwijl bij een eenmaal gedane keuze van de overige k-1
elementen nog alle variaties van k-1 uit n-1 elementen kunnen worden ge-
nomen . DBijgevolg is

n n-1
Vk = nd_1,

waarult wegens V? = h door volledige inductie volgt

n!

VE = n(n-1)...(n=k+1) = X T"
Voor k=n vinden wij het vorige resultaat PR - Vg = n! terug.
Opg. 2. Hoeveel getallen van 4 ongelijke cijfers zijn er? Bepaal ook hun
som.
Opg. 3. Hoeveel getallen onder de 10.000 bestaan er waarin geen zelfde
cijfer tweemaal of vaker optreedt.

Onder een combinatie van k uit n elementen verstaat men een groep
van k elementen genomen uit de n elementen waarbij het van geen belang
is in welke volgorde die k elementen genomen worden, Het aantal combina-
cies van k uit n elementen geeft men aan met Cﬁ. Wenst men wel op de vol-
gorde te letten, dan dient men nog achteraf alle permutaties van iledere
combinatie van k te beschouwen (welk aantal Pk = k! is), waarna men weer
alle variaties vindt. Bijgevolg is
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k n n n _ !
P Ck = Vk, dus k! Ck = W,
dus
QP _ n! _ (n)
<« - k'(n-k)T -~ ‘k’°
Wij vinmden hier in de vorige g behandelde binomiaalcoéfficiénten
terug en kunnen dus het toen gevonden resultaat ook op de volgende wijze

schrijven n

(1+2)B =:ZW, o x¥,
k=0

Het is mogelijk om dit resultaat rechtstreeks af te leiden. Immers als
men de coéfficiinsen van xt in de uitdrukking

(1+x)® = (1+x) (1+x) ... (14x)
wenst te weten, merkt men op dat iedere keuze van k factoren uit de n
factoren 1+x juist aanleiding geeft tot één term xk, zodat de coéfficiént
van x* in (1+x)™ gelijk moet zijn aan het aantal CE der combinaties van
k uit n elementen.
Opg. 4. Hoeveel diagoralen bezit een vlakke n-hoek? In hoeveel punten
(de hoekpunten van de veelhoek niet meegerekend) snijden deze elkaar?
Opg. 5. Hoeveel verschillende bridgespelen zijn er?

Thans onderzoeken vij het aantal V§ van herhalingsvariaties van k
ult n elementen. Dit 2ziji variaties waarbij op iedere plaats een der ele-
menten mag staan, ongeackt of dit element al op een andere plaats gekozen-
is. Kiest men een eerste tlement uit (waarvoor n keuzen zijn) dan heeft
men als het eerste dement .s vastgelegd nog slechts de herhalingscombina-
ties van k-1 uit n elementear te bepalen. Bijgevolg is Vﬁ = n7§-1, dus
wegens V? = n krijgt men Vﬁ = n¥,

Evenals men kan spreken van herhalingsvariaties kan men spreken van
herhalingscombinaties van k ult n, dat zijn combinaties van k uit n ele-
menten, waarbij meer dan eenmacl eenzelfde element uit de verzameling der
n e¢lementen mag worden gekozen. det aantal dergelijke herhalingscombina-
ties geven wi]j aan met T8, Ook d't aantal laat zich op eenvoudige wijze
bepalen.

Beschouw n elementen BqyeeserBy Om het aantal @ﬁ te bepalen, voegen
wij nog k-1 nieuwe elementen hieraar. toe en bepalen alle combinaties van
k uit de n+k-1 elementen BqgeeesBpin o Dit aantal is, zoals wij zagen
gelijk aan (n+§—1). Nu merken wij op, dat met iedere combinatie
8 eee8y (waarbij men mag onderstellen Ny < No < awe <\nk) van k elemen-
teﬁ uit ¥de n+k-1 beschouwde elementen men &én en slechts één herhalings-
combinatie van k uit n kan verkrijgen door daarvoor te nemen
an1an24"‘ank—k+1’ welke wegens ny > h dus ny, - (h-1) 2 1 inderdaad een
toelaatbare herhalingscombinatie van k is uit de n elementen Bgeeesly.
Omgekeerd volgt uit iedere herhalingscombinatie an1...ank van de n ele-
menten (waarbij men mag onderstellen ng < ML .. < nk) juist één gewone
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combinatie anjan2+1an3+1"‘ank+k—1 der n+k-1 elementen BpeenBp

men heeft nh+h—1 < n+k-1 en voor h « i is n?+h—1 # n2+i—1, want anders
was ny-n, = i=h in strijd met Dy o~ My qe ... <Ny, Bijgevolg is

1» want

e 1
~n _ ~n+k-1_ n+k=1y  (n+k-1)!
% =% = O ) = tmmme

Opg. 6. Hoeveel dominostenen bevat een dominospel?

Als toepassing van het voorafgaande bepalen wij het aantal termen
van een n® graadsvorm in k variabelen, waarbi; wij twee termen verschil-
lend rekenen als niet alle variabelen erin in dezelfde graad voorkomen,

Kennelijk is dit aantal gelijk aen Uﬁ, en is dus gelijk aan (n+§-1) =

_ (n+k~1;!
ni(k=-1)!"

Wenst men het aantal permutaties te berekenen van k uit n elementen,
waaronder echter i.‘ gelijke. verder 12 gelijke maar verschillend van de
vorige i, elementen, 13 gelijxe, maar verschillend van de vorige i1+12
elementen, ......., it gelijke maar verschillend van de vorige
i1+"'+it—1 elementen, vocrkomen, dan is dit aantal uit het aantal PR
te vinden door allereerst alle permutaties van de eerste 1, gelijke ele~
menten als dezelfde te besclouwen, hetzelfde te doer met de permutaties
van de 12 verdere gelijke e1z., zodat men dan voor 2et gezochte aantal

vindt

- T v T °

11!12“"1t'
Toepassing. Zij gevraagd loeveel verschillende getallen men kan vormen
met dezelfde cijfers als et getal 122333, Men virdt 1,=2, 12=3, n=6,

dus het aantal luidt

T%’2.,.:60.
Opg. 7. Bepaal de somdezer getallen.
Wij laten nu no zien hoe men het aantal comdinaties bepaalt van

k uit n elementsen, waneer onder die elementen i gelijke optreden., Aller-
er-ar AriJ8T men al'e combinaties van k uit de n- ongelijke elementen;
verder de combinat‘es van k-1 uit de n-i ongelijke, waarbij verder 1 ele-
ment der i gelijk: optreedt; vervolgens de combinaties vam k-2 uit de

n-i ongelijke waarbij verder 2 elementen der i gelijke optreden enz.

Het totale aantal is dus gelijk aan

n-i r-1i,
i k-1 ¢ ¢

k=i T £ 0 Th

h=k-1i
is echter k < i dan loopt de sommatie van h=C af. Indien echter k < n-i
is, treedt er geen combinatie op waarbij alle i gelijke elementen ontbre-

ken, zoda“% men dan voor het aantal gezochte combinaties vindt

. n-i .
n-i n-i
In het algemeen krijgt men dus voor het gezochte aantal

+ eee t

n—; Cn—l

N + . eet
n-i n-i-1 C
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cp=t
remax(0,k-1i) B
Qgﬁ;_g. Op hoeveel wijzen kan men het getal 20 als som van 5 gehele ge-
tallen schrijven, die elk , 3 zijn?
Opg. 9. Als men uit ecn spel van 52 kaarten er 13 trekt, hoe groot is dan
de kans, dat er 4 azen onder zitten?
Opg. 10, Wat is de kans om met twee dobbelstenen in 3 worpen precies
tweemaal een 6 te gooien? Bepaal cok de kans, dat men ten minste tweemaal
een 6 gooit.
Opg. 11. In een warenhuls staat een aantal blikken opgestapeld in een
pyramide, d.w.z. in het grondvlax vormen de blikjes een opgevalde gelijk-
zijdige driehoek, waarvan in de omtrek 60 blikken staan. In de eerste
laag hierboven staan de blikken juist boven de zwaartepunten van steeds
3 n~burige blikken uit het grondvlak, op analoge wijze is iledere laag ge-
zet boven de voorafgaande. Gerraagd wordt hoeveel blikken de pyramide be-
vat,
Opg. 12. Wat is de kans dat ren bij het nemen van twee dominostenen in
totaal 12 ogen krijgt?
Opg, 13. Hoecveel verschillenie getallen zijn te schrijven, die uit de
cijfers 0011122 bestaan?
Opg._14. Op hceveel verschil_ende manieren kan men een bedrag van 10 cent
met vooroorlogse muuten beta’er. En op hoeveel manieren met de huidige
munten (waarbtij or het soor® cent, stuiver enz, niet wordt gelet)?
Opg._15. Men vorm: de som van alle termen xmynzpuq, waarbij de getallen

m,n en p een perm..atie vormen van de getallen 2,2,3 en 4, Uit hoeveel
2.2.2 2

termen bestaat A : zom? Bewljs Iat die som gelijk is aan x"y“z"u (3152—53),
waarbij "
s, = e gt gB 4B (n =1,2,3).
Tenslotte ~ochouwen wij ret begrip permutatie nog wat nader,

Wij permuteren ¢:n aantal elemerten 8qy...y8y €N letten er ¥ij een permu-
tatie B yeees@ dezer elementen op hoe vaak twec elementen uit die per-
mutatie éen in-obsie vormen, d.w.z, hoe vaak ee¢n element met een hogere
index voorafgr+U aan ecn met een lagere index, Zo bevat de permutatie
a1a335a2a4 juv st drie inversies.

Men nc it ecn permutatie even als zij een even aantal inversies
bevat, on<v 1 als zij er ecn oneven aantal bevat. De bovengenoemde permu-
tatie i- dus oneven,

‘hans bewijzen wij de
Stell B&. Als men in een permutatie twee elementen verwisselt, verandert
;;t”-ariteit (dat is het even of oneven zijn).

Beschour voor het bewijs een permutatie B yeeey , waarin de twee
eleme:*en 8, en a. worden verwisseld. Om te on&erzoekeﬁ hoe hierdoor

i

het =mantal inver=ies zich heeft gewijzigd ie het voldoende de elementen
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By 8y R - 8y te beschouwen want ten aanzien van de overige ele-
k. k. .
W =1 7]
menten is de positie van a, en ap niet veranderd,
i J
Stel nu dat ay met ¢ der tussen & en g, gelegen elementen een

inversie vormde en'met de overige 3—1—135 eleménten geen,Dan vormt na de
ruiling a2y juist met j~i-1-s van die tussenliggende elementen cen inver-
sie en met’de overige ¢ gecn., Het aantal inversies dat ay met die tussen-
liggende elementen maakt, is dus gewijzigd met een bedraglj—i-1~s—s =
= j-i-1-2s. Laat evenzo cerst t der clementen tussen a,  en a ~een in-

5 .
versie met a), hebben gevormd en j-i-1-t dus geen., Na de ruiling zijn
deze aantallen dan recsp. j-i-1-t en t, zodat de toename van het aantal
inversies j-i-1-2t bedraagt. Bedcnken wij dat door de ruiling het aantal
inversies tusscn a,  cn a ze¢lf van O op 1 of van 1 op O is gegaan, dan
" N ;

vedraagt de totale wijziging van het aantal inversies door het ruilen

van &, en a  dus J=i=1-2s8+j-1-1-2t+1 = 2(j-i-1-s=-%t)+1, en dit is een
i

even bedrag, waarmede de stelling bewczen is,

Deze stelling geeft soms een gemakkelijk middel om de pariteit van
cen permutatie te bepalen. Beschouw b.v., de permutatie a1a3a5a2a4. Ruilt
men eerst as met aj, dan a3 met a5 en dan ay met a5, dan krijgt men na
deze drie ruilingen de even permutatie a1a2a3a4a5, zodat de ocorspronke-

1lijke permutatie oneven was.,

Opg. 16. De permutatic ak1...akn is even als het product ',Ji(ak‘— aki)
positief is en oncven als dat product negatief is. ‘ ’

Opg. 17. Er zijn cvenvecel ¢ven als oneven permutaties van n elementen,
indien n 2 2 is.

Blijkens opgave 17 zijn c¢r dus 4n! even en 4n! oneven permutaties.
Opg. 18. Gegeven zijn 3n clementen waarvan er n gelijk zijn en de overige
2n elementen onderling verschillend zijn en ook verschillend van de n
eerste gelijke elementen, lien vormt alle combinaties van n ult deze 3n
elementen. Hoeveel dergelijke combinaties zijn er?

Opg. 19, Hoeveel combinaties van 3 letters kan men maken uit de letters
van het woord 'nlgebra’? Hoeveel variaties van 1,2,3 of 4 letters kan

men maken uit de letters van het woord "elal"?
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§ 4. De reststelling.

De reststelling luidt als volgt:

Indien men een veelterm f(x) deelt door x-a, ontstaat een rest,
die gelijk is aan f(a).

Voor het bewijs beschouwen we een willekeurige veelterm

_ n
f(x) = apX + 84X Hees + @y X+ oag.

n-1
Dus

f(a) = aoan + eau1exn"1 toeee ta, g2t oa,
derhalve

f(x) - f(a) = aO(Xn—an) + aj(xn_1—an—1) Foeee + an_1(x—a).

Elk der termen in het rechterlid is deelbaar door x-a; immers men
heeft voor ieder natuurlijk getal p

xP - aP = (x—a)(xp—1+axp"2+...+ap—1).
Het rechterlid is dus zelf deelbaar door x-a; men vindt dan
f(x) - f(a) = (x-a)V(x),
waarin V(x) een in verband met het bovenstaande gemakkelijk te bepalen
veelterm in x voorstelt. De laatste betrekking geschreven in de gedaante
f(x) = (x-a) V(x) + f(a)
brengt juist tot uitdrukking, dat de rest bij deling van f(x) door
x-a gelijk is aan f(a).
Opmerking. Op de bovenaangegeven wijze is een zodanige veelterm V(z)
geconstrueerd, dat f(x) - (x-a)V(x) gelijk is aan een constante.
Gevolg. Als voor een veelterm f(x) geldt f(a) = O, is de rest, bij
deling door x-~a, gelijk aan f(a) = 0, zodat de beschouwde veelterm dan
deelbaar is door x-a.

3

Voorbeelden. De veelterm f(x) = x° - 3x - 2 neemt voor x=1 de waarde

-4 aan, dus de rest bij deling door x-1 is gelijk aan -4.
Opgs 1. Bepaal ook het gquotiént bij de laatstbeschouwde deling op de
bovenaangegeven wijze.
Dezelfde veelterm is deelbaar door x-2, want f(2) = O.
Opg. 2+ Bepaal de rest bij deling van

30 24 17 _ g1

X - 4x + 5x + 2

door x5—1.

o9

Opge. 3. Voor welke waarde van het natuurlijke getal n is (x+1)n - X
deelbaar door x+1%

Zij thans gevraagd de rest bij deling van f(x) door (x-a)(x-b),
waarin we a #Z b onderstellen.

Wij weten reeds dat er een veelterm g(x) bestaat, zodanig dat

(1) f(x) = (x-a)g(x) + co.
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Dezelfde overweging leert ons, dat er een veelterm h(z) bestaat, zo-
danig, dat g(x) = (x-b)h(x) + 4.
Derhalve is
f(x) = (x-a)(x-b)h(x) + d(x-a) + c.
De gezochte rest is dus r = d(x-a) + c. Deze bepalen we nu verder uit
de betrekkingen, die men door substitutie direct vindt.
f(a) = ¢

£(b) = db - da + o, dus a = L(p)=f(a)

b-a
Hieruit volgt r(x) = £ bbzg 2% + ¢ - da =

_ f(b)-f(a) a _ f(b)-f(a bf(a)-af(b)
r(x) = — X + ¢ - da = — X + - .

We hadden dit laatste resultaat iets vliugger gevonden door op te
merken, dat blijkens (1) de rest van f(x) na deling door (x-a)(x-Db)

van de gedaante mx+n is, dus
f(x) = (x-a)(x-b) g(x) + mx + n.

Derhalve
f(a) = am + n
f(b) = bm + n,
s (2)-af(b)
_ f(b)=f(a) , _ bf(a)-af(b
=" 8 BT t-a .

De gevonden rest bleek te zijn die functie in x van de eerste
graad, die voor X = a een gegeven waarde f(a) en voor x = b een gege-
ven waarde f(b) aanneemt. Zij thans gevraagd een veelterm van de graad
n-1 te bepalen, die voor x = a, een waarde A1, voor X = a, een waarde
AZ’ ees, en tenslotte voor x = a, een waarde A.n aanneenmt.

Dit vraagstuk is op twee verschillende wijzen opgelost, nl. door
Newton en Lagrange.

Wij geven hier thans de oplossing van Newton, die wij illustreren
aan een bepaald voorbeeld. Zi] gevraagd de cubische veelterm te bepa-
len, die voor x = a,;b,c,d resp. de waarden A,B,C,D aanneemt. We probe-
ren de gezochte veelterm in de gedaante te vinden
(2) f(x) = p + q(x-2a) + r(x-a)(x-b) + s(x-a)(x-b)(x-c).

We bepalen eerst de onbekende co&fficiént p door de substitutie x = a.
Men vindt p = f(a) = A. Is p eenmaal bepaald, dan vindt men g door de
substitutie x = b, die ons leert

A + g(b-a) = £(b) = B,

dus =q = %E%, enz. Deze methode heeft het voordeel, dat de gevonden

cubische veelterm gebruikt kan worden in alle gevallen, waarin een veel-
term gevraagd wordt, die voor x = a,b,c,d,e,... resp. de waarde A,B,C,
D,Eye.. aanneemt.

Het "beginstuk' van zo'n veelterm is juist het zoéven bepaalde
gedeelte (2).
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Opmerking. Deze methode om de gezochte veelterm te vinden is reeds
toegepast bij het zoeken naar de rest bij deling van f(x) door
(x-a)(a-b) .

Opg. 4. Bepaal de gquadratische veelterm, die in de punten -3, 1 en 3
resp. de waarden 6, 4 en O aanneemt.

Opg. 5. Bepaal de veelterm van de derde graad, die voor x = 1,2,3,4
resp. gelijk is aan 1,2,4,8. Antwoord zx7 - 3x° + 4x.
Opg. 6. Bepaal de veelterm van de derde graad, die in de punten

X = 1,2,3 gelijk is aan nul.

Opg. 7. Hoe vindt men volgens de methode van Newton de meest algemene
veelterm van de vierde graad, die voor x = 1,2,3 gelijk is aan nul?

Hoe de meest algemene veelterm van de vijfde graad?

§ 5. Nulpunten van veeltermen.

Een getal a heet een nulpunt van een veelterm f(z) als geldt .
f(a) = 0.

Neemt men zan, dat elke veelterm f(z) ten minste één nulpunt heeft
dan levert de reststelling ons een belangrijk resultaat. Noem dit nul-
punt Zqe Dan is f(z) volgens de reststelling deelbaar door z—z1,dus er
bestaat een veelterm g(z), zodanig dat

£(z) = (z-z,)8(z).
De graad van g(z) is één lager dan die van f(z). Is de graad van f(z)
groter dan 1, dan is van g(z) de graad > 1, zodat er, alweer volgens
bovengenoemde stelling, ee n getal Zo bestaat met g(zz) = 0, dus wegens
de reststelling bestaat er een veelterm h(z) met g(z) = (z—zg)h(z),
derhalve

f(z) = (z~21)(z—zg)h(z).
Zo voortgaande vindt men
(1) f(z) = (2—21)(2—22)...(z—zn)k,
waarin n de graad van f(z) aangeeft en k een constante voorstelt.
Is f(z) van de gedaante

f(z) = aozn + awzn"1 + e+ oA,

dan vindt men, door in de beide leden der betrekking (1) de coéfficién-
van z° te vergelijken, het resultaat k = 20 zodat we uiteindelijk
vinden

f(z) = ao(z—z1)(z—22)..‘(z~zn).
Indien men het rechterlid van de laatstgevonden betrekking uitwerkt,
levert vergelijking der coéfficiénten van zn_1 links en rechts

a, = —ao(z1+z2+a..+zn).
Zo voortgaande kunnen we elk der coéfficiénten B8y ey ultdrukken
in an en de getallen ZyyesosZpye Hierop komen we later terug.
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Opg. 2. Bewijs a, = ao( ) . ,
Opg. 3. Beschouw de vergelijking x° - 33x~ + 20x + 12 = O.
Toon aan dat iedere gehele wortel dezer vergelijking een deler is
van het getal 12 en bepaal daarna alle gehele wortels wven deze vergeliking.

Z4Zneeel
192 4n

Z2ij gegeven een vergeliljking

- n n-1 _
f(z) = anz’ + a4z t ..t B, = 0.

Dan vindt men een vergelijking waarvan alle wortels k groter zijn dan
de resp. wortels der gegeven vergelijking door 2z in de gegeven verge-
lijking te vervangen door z-k.

Dan ontstaat de vergelijking

f(z-k) = a~(z-k)? + aj(z—k)n"1 + ... +a_ =0,

0 n

Bewijs. Zij] Z4 een wortel van de oorpsronkelijke vergelijking. Dan heeft
men dus de betrekking f(z1) = 0. Dus f(z1+k~k) = 0 en dit houdt in dat
het getal z1+k een wortel is van de nieuwe vergelijking f(z-k) = O,

Opg. 4. De wortels der vergelijking f(g) = 0 zijn a keer zo groot als
die van de vergelijking f(z) = O,

Opg. 5. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de reciproken zijn
van die van de vergelijking f(z) = O.

Opg. 6. Bewijs dat voor de vergelijking

P + =
8n2" + a4% + . Ta, 4% a, =0,

waarin a A 0, geldt

a
';"‘ T oeae T —ZL - - n;1 °
1 n n

Opg. 7. Bepaal de vergelijking, waarvan de wortels gelijk zijn aan de
derdemachtswortelsvan die van de vergelijking

22 - 7z - 8 = 0,
Opg, 8. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de derdemachten zijn
van die van de vergelijking 2° - 7z —= 8 = 0.

3 + 322 + 5z + 7 =20

gelijk aan Zqs 22,Z3, bepaal dan een vergelijking met wortels
4z, + 3, 4z, + 3, 4zy + 3.
Definitie. Een getal a is een tweevoudig of dubbel nulpunt van de veel-

Opg. 9. Zijn de wortels van de vergelijking 2z

term f(z), als er een veelterm g(z) bestaat, zodanig dat
£(z) = (z-a)%g(2),
maar geen veelterm h(z), zodanig dat
£(z) = (z-a)>h(z). |
In het algemeen heet een getal a een k-voudig nulpunt van de veelterm
f(z), als er een veelterm g(z) bestaat, zodanig dat
£(z) = (z-a)* g(z)
maar geen veelterm h(z), zodanig dat
£(z) = (z-a)%*" n(2).
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Wij bewijzen nu de volgende stelling
Stelling. Als a een k-voudig nulpunt is van een veelterm f(z) (waarin
k> 2 is), dan is a een (k-1)=-voudig nulpunt van de afgeleide veelterm

£'(2z) = éié%l.

Bewijs: Uit de onderstelling volgt, dat een veelterm g(z) te vinden is
met f(z) = (z—a)k g(z), waarbij g(z) niet deelbaar is door z-a. Volgens
de regels van differentiéren van een product heeft men dan

£1(z) = k(z-2)¥ g(z) + (z-2)%'(2) = (z-2)¥ Tn(z),
waarbij ‘
h(z) = kg(z) + (z-a)g'(z).
Omdat h(z) niet deelbaar is door z-a (want g(z) is het niet), is z-a
juist een (k-1)=voudig nulpunt van f'(z).
Gevolg: Als a een k-voudig nulpunt is van f(z) en alshhet natuurlijke

getal h<« k is, dan is a een(k-h~voudig nulpunt van g—ié—l.
dz
Opg. 10. Als a een k-voudig nulpunt is van f(z), onderzoek dan of a een

(ke 1 (z). Geef voorbeelden van het gevonden resul-

nulpunt kan zijn van f
taat,

Opg. 11. Toon aan, dat als de vergelijking

52 + pz +q=0
cen dubbele wortel bezit, de relatie ip° - g = O geldt.
Opg. 12. Bepaal de meervoudige wortels van de vergelijking

24 - 23 - 522 + 12 = 0.

Wenst men bij een vergelijking f(z) = 0 alle meervoudige wortels
a te vinden, dan zoeke men dus wortels zowel van f(z) = 0 als van
f'(z) = 0, zodat beide veeltermen f(z) en f'(z) deelbaar zijn door z-a.
Men kan het getal a dan vinden door de G.G.D, g(z) te bepalen van de
veeltermen f(z) en f'(z), welke veelterm g(z) dan eveneens door z-a
deelbaar is. Iedere wortel van g(z)= O is voorts een meervoudige wortel
van f(z),
Opg. 13. De vergelijking z
wortel. Bepaal deze en los de vergelijking daarna op.
Opg. 14. Bepaal de dubbele wortels van (z+1)7 - z7 - 1 =0 en los de

4. 4z + a = O heeft een reéle meervoudige

vergelijking daarna op.

Een getal heet algebraisch, als het een nulpunt is van een veel-
term met rationale ( dus ook van een veelterm met reé€le) coéfficiénten,
Opg. 15. De getallen i, V/ 2 + i, V10 - 2V 5, Un zijn algebraisch
Opmerking., Met behulp van niet-algebraische hulpmiddelen is in 1882
door Lindemann bewezen dat de getallen e en 77 niet algebraisch zijn,

\a.
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§6. De binomiaalvergelijking.

Een binomiaalvergelijking is een vergelijking van de gedaante
az® + bz® = 0.

Hierin stellen a en b gegeven complexc getallen voor; n enm
zijn natuurlijke getallen,

Wij mogen veronderstellen a # O, b # O en verder kunnen we,
zonder de algemeenheid te schaden, aannemen n > m,

De vergelijking neemt dan de gedaante aan

a zB(z"™ 4 g ) = 0.

Behalve m wortels z = O vinden we nog wortels, die voldoen aan
AL S
a'- ®
Stel n - m = py - g = A(cos ™ + i sino )., Dan is
zP = A(cos & + i sin ),

waarvan de wortels zijn ‘
P
Z = V/K1(cos jii%—527+ i sin :ZL%EEZT)
(k = 051,‘on,p-1)0

Toepassing. Gevraagd wordt de wortels te vinden van
10

=1+i.

g W

Men heeft 1 + i = b/g(cos + 1 gin gs, dus

20
2z = \/E‘(cos EE%E'W + i sin 25%577) (x = 0,1,...,9).

Opg. 1. Bereken de wortels uit i, d.w.z. los op de vergelijking 22 = i,
Opg. 2. Als de vergelijking z" = a een dubbele wortel heeft, heeft zij
zclfs een n-voudige wortel,
Speciale aandacht verdient de vergelijking
2% = 1
met de n wortels

7 . .
2k + 1 s1n

Z, = COS 2k;T (k = 0,1,... n=1),

Deze getallen Zy liggen allen op de eenheidscirkel en vormen de hoek-
mmten van ecn regelmatige n-hoek,

De nict-reéle wortels dezer vergelijking zijn paarsgewijze toe-
gevoegd complex,

Men heeft dus 2z, = z,_,

(k = 1,0..,11"'1)0
Opg. 3. Bewijs dit.

Het oplossen der vergelijking z3 = 1 levert ons dus de hoekpunten
van een gelijkzijdige driehock.

Men vindt uit (z—1)(z2+ z + 1)

e

0 direct de wortels

3 i\/3.

1

i+

o B
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Hierult vindt men dus de bekend« formules uit de goniometrie terug
cos 2§L = -~ %3 sin §§Z =3 V3.

Gewoonlijk geeft men het getal z, = - 4+ 4 iX/*g‘aan door de
letter .
Opg., 4., Bewijs: Zy = zg; Z, = z?; Zp + 23 = =13 2, Zy = 0.

De 3 derdemachtswortels uit een getal a zijn van de gedaante O |
Oﬂp en® 2, waarbij &X een der wortels van 23 = & voorstelt,
Opg. 5, Bewijs dit,

Ook de formules voor regelmatige vijf— en tienhoek zijn te vinden
met boven behandelde methodec,

We lossen daartoe op de vergelijking 25 = 1, dus afgezien van de
wortel z = 1 hebben we de wortels te zoeken van de vergelijking

- 3 2

z" + 27 + 2 4+ z + 1 =0 welke we door een kunstgreep kunnen bepalen,

Voer nl. de hulpgrootheid u = z + % in, dan gaat onze vergelijking over
" u2 +u-=-1=0
Nadat hieruit u bepaald is vindt men uit u = z + % de gezochte vier
andere wortels van z5 -1 = 0.
Opg. 6. Voer dit uit,
Opmerking: Het is door de wiskundige Gauss aangetoond, dat op deze wijze
de wortels van 217 -~ 1 = 0 gevonden kunnen worden en dat de zijde der
regelmatige 17-hock kan worden geconstrueerd met passer en lineaal,
Gauss toonde aan dat slechts construeerbaar zijn de zijden der regelmatige
n-hoek, waarbij
n=3, 5, 17, 257,...

of een product van een willekeurige macht van het getal 2 en de eerste
macht van een willekeurig aantal der getallen 3, 5, 17, 257,... .

De laatste rij getallen is de rij der priemgetallen van de ge-
daante 2™ + 1, Zen zodanig getal p kan slechts priem zijn als m zelf een

macht van 2 is, dus zo'n getal p moet zeker van de gedaante
k

D = 2274 1 zijn (k = 0,1,2,...), Niet alle getallen van deze gedaante
zijn echter priem want voor k¥ = 5 vindt men het getal 232 + 1, dat,
zoals Euler in 1753 heeft opgemerkt, deelbeaar is door 641, Het getal
264+ 1 is deelbaar door 274177 (in 1880 door Landry bewezen), Voor
k=17, 8, 9, ;1, 12, 15, 18, 23, 36, 38 en 73 heeft men ook kunnen be-

v dem dat 22 + 1 niet priem is, Het getal 2104 1 = 65537 1s wel priem;

de regelmatige 65537-hoek is dus volgens Gauss te construeren met passer

.1 ii.cmal, De getellen 22k+ 1(kx = 0,1,2,...) heten de geballen van
Fermat.

Opg. 7. Men vermindert de wortcle Aer vergelijking 2~ 1
1, dus beschouwt de wortels van de vergelijking (w+1)® -1

0 allen met
0.

Opg. 8. Bewijs dat een veelterm van de n® graad geen (n+1)-voudig
nulpunt kan bezitten. Schrijf een vergelijking van de n® graad op, die

i

i

een n-voudig nulpunt bezit,



Opg. 7. Men vermindert de wortels der vergeli jking z"-1 = 0 alle met 1,
dus beschouwt de wortels van de vergelijking (w+1)n-1=0. Bewljs door be-
schouwing der laatste vergelijking dat het product der koorden die in
een regelmatige n-hoek, beschreven in de eenheidscirkel, één hoekpunt
verbinden met elk der andere hoekpunten, gelijk is aan n.

Opg. 8. Bewijs

- eXis Lr 617

= 1
coS == + cos.—7— tcos = = -3,

§7. Rekenwi jze van Horner,

Voor veeltermen f(x) hoogstens van de n®

wikkeling van Taylor

graad geldt de reeksont-

2
f(x+h) = f(x) +-%T fr({x) + %T f"(x) + ... + g; f(n)(x).

Voor het bewiljs merke men op, dat deze formule onmiddellijk volgt
uit de binomiaalformule van Newton, als f(x) gelijk is aan een macht van
X, waarvan de exponent geheel, niet negatief en hoogstens n is. Hieruilt
ziet men gemakkelijk in dat de formule dan algemeen geldt voor willekeu-
rige veeltermen.

n-11,

Om f(x) = aoxn+aqx +...+a, ,x+a  voor x = p te berekenen, als de co&f-

ficiénten en p gegeven zijn, past men de rekenwijze van Horner toe

a a

0 . o s 8po n- n
pa_ pa! ... pa! pa' pa’
o 1 n- n-2 n-1
//“' bl // /7‘f 3/77 /7’ +
ag a% aé 0o aﬁ_g aﬁ_q aﬁ

De bedoeling is dus, dat a, eerst met p wordt vermenigvuldigd; het ver-

kregen resultaat met a, vermeerderd, levert een getal, dat we aa hebben

genoemd. Dit getal a% wordt weer met p vermenigvuldigd. Het aldus ver-

kregen resultaat levert, met ay vermeerderd, een getal op, dat we aé ge-

noemd hebben, enz. Zo doorgaande vinden we een getal, aﬁ_q,

p wordt vermenigvuldigd, terwijl de aldus verkregen uitkomst, met a, ver-

dat weer met

meerderd, een som oplevert, die we aﬁ genoemd hebben. Wij beweren, dat
deze som Jjuist gelijk is aan de waarde, die de functie f(x) in het punt
x=p aanneemt. Dit is trouwens duidelijk, want

a% = pao + aq;
aé = pa% ta, = pgao +pa, t+ as;
aé = p3ao + pga,1 t pa, + as3
en ten slotte
al = pnao + pn"qaq + ...+ pa_, toa.



Elal 24

Het hierboven aangegeven schema van Horner is het verkort delingsschema,
dat men verkrijgt, als f(x) door x-p wordt gedeeld, nl.:

n n-1 n-2
X i//éox + aqx + agx + .. + an_qx + &n

n n-1
a X’ - paXx
f =1 n-2
84X + asx
L=, n=2
azx pa,x
alx e,

“Paj ¥
aﬁ_qx +a,
8n-1% “Pep_4
2n

Ook hieruit blijkt weer onmiddellijk, dat aﬁ de waarde is, die de veel-
term f{x) voor x=p aanneemt, want a! 1s de rest, die f(x) bij deling door
X-p overlaat. Het voordeel van de rekenwljze van Horner is, dat ze ons
niet alleen de rest leert, die f(x) bij deling door x-p oplevert maar ook
het quotient, nl. a x=T a,']xn‘2 oot oal .
Om bv. x3 - 6x§ + 7x - 5 voor x = 2 te bepalen, schrijven we
17 -6 7 -5
2 -8 -2+

1 - -1 [7]= £(2)
Verder is f(x) = (x-2) g(x) - 7, waarin g(x) = X% - hx - 1.
_uidt de opgave f(x) te ontwikkelen naar machten van x-2, dan passen we

het proces op g(x) toe, enz., zodat we het volgende schema vinden:

1 -6 T -5

2 -8 -2+
1 =4 -1 [-7

2 b 4+
1 -2 [-5]

2

(4] [
Aldus vinden we f(x) = —7*5(x—2)+(x-2)3.

Is een veelterm f(x) van de n°®

graad in n+1 verschillende punten
Xos Xgqs «e.5 X, gegEVen, dan is die veelterm ondubbelzinnig bepaald, om-
dat twee verschillende veeltermen met deze elgenschap een verschil zou-
den bezitten, hoogstens van de n® graad met meer dan n nulpunten.

Zoals wij in § 4 zagen, kunnen we dle veelterm bepalen door te

stellen
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f(x) = ao(x-x1) ce (x-xn) + a1(x—x2) e (x—xn) oo, 4 an_q(x—xn) + 8,

Stelt men hierin x = Xy dan vindt men f(xn) = 8., zodat de co¥ffici¥nt
a, bekend is. Stelt men vervolgens x = Xp_q» dan krijgt men
f(xn_q) = an—ﬁ(xn—ﬂ'xn) + a,, waarult a_ _, kan worden bepaald, enz. Zijn

a a cees 8y bekend, dan krijgt men door x = X te stellen

n-1°

£(x,) = ag(x,-x,) ... (x

n)

wan) + ...+ an_q(xo-xn) +a.,

waaruilt ten slotte 8, kan worden bepaald. De aldus voor f(x) verkregen
formule heet de interpolatieformule van Newton.

Hierbij moeten achtereenvolgens de coBfficiEnten a,, an_q,...,a1jao
worden bepaald, hetgeen dikwijls een heel werk is.

We kunnen ons nu de opgave voorleggen om bij een veelterm f(x) van
de n® graad van bovenstaande gedaante (waarbij dus Xy n €N 8gs .58
bekend verondersteld worden) de waarde van de veelterm f(x) te berekenen
in een willekeurig voorgeschreven punt p. Daarbij krijgen we het volgende
schema.

...,X n

Factor X

Co&ff. a a

n

aﬁ_q(p—xn) .

e
as ! aé cee B4 | [aﬁ‘

De bedoeling is, dat ao eerst met p-x

§

4 wordt vermenigvuldigd. Het verkre-
gen resultaat, met &4 vermeerderd, levert een getal, dat we a% hebben ge-
noemd. Dit getal a% wordt met P-X5 vermenigvuldigd. Het aldus verkregen
resultaat levert, met an vermeerderd, een getal op, dat we aé genoemd
hebben, enz. Zo doorgaande vinden we een getal aﬁ_q, dat, met P-X, wordt
vermenigvuldigd, terwiljl de aldus verkregen uitkomst, met a, vermeerderd,
een som oplevert, die we ag hebben genoemd. We beweren thans, dat deze som
a; Juist gelijk is aan de waarde, die de functle f(x) in het punt x=p aan-

neemt., Dit 1is trouwens eveneens duildeli jk, want
! et -
ay = (p xq)ao + a,

aé (p—x1)(p—x2)ao + (p—xz)a1 + a,

y =

O

“ e .

. @ 2 & 0 8 @ B &

&

n = (p—xq) e (p»—xn)aO + .. + (p—xn)an__,1 +ag

en die laatste uitdrukking is juist gelijk aan f(p).

Indien bv. f(x) de veeltciw +.C..."7t van de 4e graad, die voor x =
=3, 4, 7, 8, 9 resp. de waarden 5, 11, 5, (5 en 41 aanneemt, dan vindt
men na berekening
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£(x) = 5+6(x-3)-2(x-3) (x-4)+4(x-3) (x-4)(x-7)-3(x-3) (x-4) (x-7) (x-8) .
Bij de berekening van (1) krijgen we het volgende schema:

Factoren -F 16 -3 —?
ColfE. 31 b 21 6 5
i
/:;r 21 /LM&% i 456 924 +
=370 2571 —15271 w62 H[F919] = £(1)

De berekening van f(2) gaat als volgt:
Factoren -6 -5 -2 -1

] i { |
Co¥ff. 3 F0o-2 0 605

218 12-110 1,224 1,-230 +

3771 2271 —1127) 23071 229 = £(2).

En ten slotte die van £(2,1):
Factoren -5,9 -4,9 -1,9 -0,9
CoBff. 3 by ‘ -2 | 6 } 5

' ., -106,33 | » 205,827 | #-190,6443 +

3770 21,771 -108,337 | 211,827 7| [185,6843] = £(3).

!
i
[

\

§8. Het theorema van Budan-Fourier.

Als X een nulpunt is van een veelterm f(x), dan kunnen we het groot-
ste natuurlijke getal m bepalen met de eigenschap, dat £(x) door (x-X)"
deelbzar is.Den heet m de multipliciteit van het nulpunt X en X heet een
m-voudig nulpunt van de veelterm. We hebben dan f(x) = (x-X)"g(x), waarin
g(x) een veelterm voorstelt, die niet door x-X deelbaar is en die dus in
het punt X niet nul is. Door differentiatie vinden we, dat de functie f(x)
met haar e, 2e, ..., (m-1)e afgeleide in X gelijk is aan nul, maar dat
de m® afgeleide in dat punt ongelijk aan nul is. De reeksontwikkeling
van Taylor geeft dan

£(X+h) = %?—f(m)(x) oo ¥ %? f(n)(X).

Deze uitdrukking heeft voor kleine waarden van h een vast teken, als de
multiplicitelt m even 1is, maar wisselt van teken, als m oneven 1s. Hier-
mede 1s bewezen:

Als f(x) in X een nulpunt met even multipliciteit bezit, dan heeft
f(x) in de omgeving van X, aan weerszijden van X, hetzelfde teken. Bezit
daarentegen f(x) in X een nulpunt met oneven multipliciteit, dan heeft
f(x) in de omgeving van X, aan weerszijden van X, tegengesteld teken. Meet-
kundig uitgedrukt: In een nulpunt met oneven multipliciteit wordt de X-as
gesneden door de kromme y = f(x). In de omgeving van een nulpunt met even
multipliciteit ligt de kromme azan een bepaalde kant van de X-as.

Beschouw twee getallen a en b, waarbij a < b en een veelterm f(x). We
kunnen steeds een natuurlijk getal k kleiner dan of gelijk aan de graad
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van de veelterm f(x) bepalen, zodanig dat de k° afgeleide van f(x) tus-
Sen a en b steeds positief en steeds negatief 1s. Immers we kunnen steeds
k gelijk kiezen aan de graad van de veelterm f(x), maar in vele gevallen
zal het zo mogelijk aanbeveling verdienen k kleiner te kiezen. Beschouw
het systeem gevormd door de getallen f(x), f'(x),...,f(k)(x). We beschou-
wen het aantal tekenwisselingen, dat men verkrijgt, als men deeventuele
termen O buiten beschouwing laat. B.v. in een systeem + 0 0 - + 0 + -

is het aantal tekenwisselingen 3. Het aantal tekenwisselingen zal niet
veranderen als aan het begin of aan het einde van het systeem nullen wor-
den toegevoegd. Het aldus gedefinieerde aantal tekenwisselingen wordt met
V(x) aangeduid. Het blijkt, dat de verandering van het aantal tekenwisse-
lingen ons iets leert over het aantal nulpunten van de veelterm f(x), gele-
gen tussen a en b. Dit resultaat kan worden samengevat in het volgende
theorema, dat genoemd wordt naar Budan-Fourier:

Z1j a <« b, waarin a en b geen van beide nulpunten van de veelterm
£(x) voorstellen. De afname V(a) - V(b) van het aantal tekenwisselingen
is een geheel getal p ;zo en het aantal der tussen a en b gelegen nulpun-
ten van f(x), waarbij elk nulpunt even vaak geteld wordt, als zijn multi-
plicitelt bedraagt, 1s gelijk aan p, of een even aantal minder.

Het theorema van Budan-Fourier heeft het voordeel, dat daarin uit-
sluitend veeltermen optreden, die gemakkelijk neer te schrijven zijn
(nl. de afgeleiden), maar het nadeel is, dat het aantal nulpunten niet
altijd ondubbelzinnig wordt bepaald.

Om deze stelling te bewijzen, laten we x aangroeien van a naar b,
Het aantal tekenwisselingen kan alleen verspringen in een punt, waar
de veelterm f(x) of minstens een zijner afgeleiden de waarde nul aan-
neemt. Laten we eerst een tussen a en b gelegen punt X beschouwen, waar
de veelterm f(x) zelf niet gelijk is aan nul, maar, waarin minstens een
der afgeleiden wel de waarde O aanneemt, Laten we eerst het geval be-
kijken, waarin het aantal opeenvolgende afgeleiden, die in X de waarde
0 aannemen, even is., (Om de gedachte te bepalen nemen we voor dat aan-
tal 4, maar we kunnen er elk positief even aantal voor nemen.) Het ge-
deelte van het systeem, waar het hier op aan komt, heeft de volgende

gedaante:
f(r"‘4) f(r“B) f(r_2) f(r"1) f(I') f(I‘*H)

I + 0 0 0 0 +
of
II + 0 0 0 0 -

De vier nullen in dit schema corregponderen met de 4 opeenvolgende af-

geleiden f(r”3)(x), f(r"g)(x), f(r"1)(x), f(r>(x), die voor X de waarde
0 aannemen. We onderscheiden nu 2 gevallen, al naar gelang I of II opireedt.



In geval I is f(r+1)(x) in de omgeving van X positief, zodat
f(r)(x) in die omgeving links van X negatief en rechts van X positief
is, Daaruit blijkt, dat de voorafgaande afgeleide f(r"1)(x) in die om-
geving aan weerskanten van X positief is, dus dat de daaraan voorafgaan-
de afgeleide f(rhz)(x) in die omgeving links van X negatief is en rechts
van X positief, Tenslotte blijkt dan, dat de afgeleide f(r—B)(x) in die
omgeving wederom positief is, Het systeem vertoont dus in de omgeving
van X, links van X de volgende tekens:

A T S
maar rechts van X ziet het er als volgt uit:

e S S N SN
Het aantal tekenwisselingen bedroeg dus eerst 4 of 5 en later 0 of 1.
Bij het passeren van X zijn dus 4 tekenwisselingen verloren gegaan,
niet aan het begin van de rij, maar ergens in het midden.

Geval I gaat in geval II over, als alle tekens worden omgekeerd,
zodat ook hierbi] weer ergens in het midden 4 tekenwisselingen verloren
zijn gegaan.

Iaten we vervolgens het geval beschouwen, dat het aantal opeenvol-
gende afgeleiden, die in X de waarde O aannemen, oneven is, Om onze ge-
dachte te bepalen, nemen wij voor dat aantal 3. Het gedeelte van het sys-—

teem, waar het hier op aan komt, heeft de gedaante

11T + 0 0 0 +
of
IV ¥ 0 0 0 -

Gemakkelijk ziet men in, dat in geval III het systeem in de omge-
ving van X, links van X, de tekens
+ = + = o+
en rechts van X de tekens
+ o+ o+ 4+ 4
vertoont, Het aantal tekenwisselingen bedraagt dan links 4 of 3 en rechts
O of 1. Bij het passeren van X zijn dus ergens in het midden 4 of 2 te-
kenwisselingen verloren gegaan. Geval III gaat in geval IV over, als al-
le tekens worden omgekeerd, zodat ook hier weer ergens in het midden 4
of 2 tekenwisselingen verloren zijn gegaan. Aldus komen we tot de vol-
gende conclusie: ‘
Zij X een tussen a en b gelegen punt, waarin niet de veelterm f(x)
zelf, maar minstens één zijner afgeleiden de waarde O aanneemt, 31j het
passeren van een zodanig punt X blijft het aantal tekenwisselingen con-
stant of neemt met een even aantal af.
Opg. 1. Licht toe, dat uit het bovenstaande niet volgt, dat bij het pas-
seren van een zodanig punt X het aantal tekenwisselingen altijd af-

neemtb,
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Nu moeten we nog onderzoeken, wat er gebeurt, als we een tussen a
en b gelegen nulpunt X van de veelterm f(x) zelf passeren, Zij X een
m~voudig nulpunt van f(x), zodat f(m)(X) £ 0 is.

Opg. 2. Waarom is m g k?

Het gedeelte van het systeem V(X), waar het nu op aan komt, heef?

de gedaante

v o o6 ., . . . 0O 0 0 +
of
VI c o . . . <. O O O -,

al naar gelang f(m)(X) positief of negatief is. In geval V vertoont het
systeem in de omgeving van X, links van X, de tekens

D L G L U U
en rechts van X de tekens
+ + . e 1 A

Het aantal tekenwisselingen bedraagt dus eerst m en later O, zodat er
bij het passeren van X juist m tekenwisselingen verloren zijn gegaan.

Geval V gaat in geval VI over, als alle tekens worden omgekeerd, 2zo=-
dat ook dan bij het passeren van X weer m tekenwisselingén verloren zijn
gegaan, Bij het passeren van een nulpunt X van de veelterm f(x) gaan dus
aan het begin evenveel tekenwisselingen verloren, als de multipliciteit
van X bedraagt. Aldus komen wi] tot het volgende besluit:

Groeit X geleidelijk aan van a naar b, dan kunnen in het systeem
tekenwisselingen verloren gaan, vooreerst aan het beginpunt en dan is het
verlies juist gelijk aan de multipliciteit van het gepasseerde nulpunt,
en verder ergens in het midden, maar dan is het verlies steeds evens
Hiermede is de stelling van Budan-Fourier bewezen,

Dit theorema geldt trouwens niet alleen voor veeltermen, maar voor
alle functies f(x) die een k° afgeleide bezitten, welke tussen a en b
steeds positief of steeds negatief is.

Opg. 3. Pas het theorema van Budan-Fourier toe op de veelterm

(1) 4 3x3 - 6x + 1
waarbij a = O en b positief heel groot wordt gekozen., Het theorema levert
dan , dat de veelterm O of 2 positieve nulpunten bezit. Bewijs verder,

dat deze veelterm er werkelijk 2 bezit, Het theorema van Budan-~Fourier
levert dus, dat bij deze vergelijking het aantal positieve wortels gelijk
is aan, of een even aantal minder dan, het aantal tekenwisselingen, voor-
komend in het systeem (1, 3, 0, -6, 1), gevormd door de cos&fficiénten,

Op analoge manier bewijst men het algemene

Theorema van Descartes. In een algebraische vergelijking met bestaanbare

coéfficiénten is het aantal positieve wortels gelijk aan, of een even
aantal minder dan, het aantal tekenwisselingen, optredend in het co&ffi-~
ciéntensysteen,
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Opg. 4. Door x te vervangen door -y vindt men, dat de vergelijking (1)
O of 2 negatieve wortels bezit,
Opg. 5. De vergelijking

x11 + ax7 ~ bx6 + cx3 -4 =0,
waarin a, b, c en d positief 2zijn, heeft 1 of 3 positieve wortels en
geen negatieve, Aanvaardt men de grondstelling van de algebra, dat elke
algebraische vergelijking evenveel wortels bezit, als de graad bedraagt,
dan verkrijgt men, dat de beschouwde vergelijking 10 of 8 onbestaanbare

" en x7 levert minstens 4 onbestaanbare

3

wortels begit, Het himsat tussen x

6

wortels, dat tussen x en x3 levert er minstens 2 en dat tussen x

XO eveneens,

Opg. 6. De vergelijking

x11 + ax7 + bx5 - cx +d =0,
waarin a, b, ¢ en d positief zijn, bezit O of 2 positieve, verder 1 ne-
' gatieve wortel, dus 10 of 8 onbestaanbare, Het hiaat tussen x1‘ en x7
levert er minstiens 4, het hiaat tussen x7 en x5 2 (omdat dit een hiaat
is van een term tussen een permanentie), het hiaat tussen x5
minstens 2 (omdat dit een hiaat is van 3 termen tussen een variatie).
Opg. 7. Bewijs, dat de vergelijking

- 6x3 + 2% 4 4x - 3 = 0,
O of 2 wortels tussen O en 1,
1 wortel tussen 1 en 6,

en

en X ook

1 wortel tussen -1en O,
en geen enkele wortel groter dan 6 of kleiner dan ~1 bezit.

Om de tekens te bepalen, ontwikkele men met behulp van de reken-
wijze van Horner naar machten van x-1 en x+1, waarbi]j de berekening kan
worden stopgezet, zodra blijkt, welke tekens verder zullen optreden.

{ 9. Het theorema van Sturm. De stelling van Budan-Fourier heeft het na-
déel dat ze niet steeds het aantal wortels in een gegeven interval ondub-
belzinning vastlegt. Dit noopt ons e¢en ander theorema af te leiden, het
theorema van Sturm, waardoor het aantal wortels in een gegeven interval
wel vastgelegd wordt.

Om te bepalen, hoeveel nulpunten een gegeven veelterm fo(x), die
louter enkelvoudige nulpunten heeft, in een gegeven interval a 2 x % b
bezit, beschouwen wij een rij veeltermen f_(x), f4(x), ..., £ (x), ver-
bonden door de volgende teruglopende betrekkingen:

fo(x) Q1(X)f1(x) - fz(x>
£1(x) = ap(x)fp(x) - £5(x)

il

i

* L]

£, (x),

L'y * - - L -

£ o(x) = q 1 (x)f, _4(x) -



waarbij fT(x) = £'(x) en waarin q1(x),,..,qk_1(x) eveneens veeltermen
voorstellen., Wij nemen daarbij aan, dat de veelterm f(x) in geen der
punten a en b de waarde nul aanneemt en dat fk(x)‘voor a< x5 b steeds
positief of steeds negatief is,

Onder V(x) verstaan wij het aantal tekenvariaties, optredende in het
systeem fo(x), fT(x),...,fk(x) en we zullen nagaan, wat er met dit aan~
tal gebeurt, als x monotoon en geleidelijk sangroeit van a naar b. laten
we eerst het geval beschouwen, dat x een nulpunt § van minstens een der
veeltermen fh(x) (1€ h < k) passeert, Wasgg ook een nulpunt van de voor-
afgaande veelterm fh_q(x), dan was}i volgens de hierboven gegeven terug-
lopende betrekkingen ook een nulpunt van fh-z(x)’fh-B(x)’““fo(x) en dus
van fé(x), zodat}i een meervoudig nulpunt van fo(x) gou zijn, in strijad
met de veronderstelling. Dus f, ,(x) en f, ,(x) hebben volgens de recur-
rente betrekking in de omgeving vanjg;tegengesteld teken, zodat het aan-—-
tal tekenvariaties links van;g;even groot als rechts van}é is. Stel x
passeert nu een nulpuntiE van fo(x). In de omgeving van dat punt is
fo(x), en ook f1(x) = fé(xL ongelijk aan nul. Is fq(x) in die omgeving
vanjg positief, dan neemt fo(x) aldaar toe en wordt dus van negatief
positief; is daarentegen f1(x) in de omgeving van}g negatief, dan wordt
fo(x) van positief negatief, Bij het passeren van het nulpuntjg van fo(x)
is dus juist één tekenvariatie verloren gegaan.

Aldus komen wij tot het volgende besluit:

Theorema van Sturm: Groeit x geleidelijk en monotoon aan van a naar b,
dan is het verlies V(a)-V(b) van het acntal tekenvariaties in het sys-
teem fo(x),...,fk(x) gelijk aan het aantal tussen a en b gelegen nulpun-
ten van fo(x).

Opmerking: Indien in het interval a< x& b voor h = 1,...,n geldt
fh(x) = gh(x)ph(x) met ph(x):> 0, dan kan men de rij anders voortzetten
door te nemen

fooq(x) = r (X)g (x) - g, q(x) (n=1,...,1=1).

Het laat zich dan aantonen, dat het aantal nulpunten van fo(x) in het be-
schouwde interval dan gelijk is aan W(a)-W(b), waarbij W(x) het aantal
tekenwisselingen aangeeft van de rij functies

fo(x),8(x), 00,8 (x).
Opg. 1. Bewijs dit.
Opg. 2. Bepaal het santal en de ligging der re€le wortels van de verge-
lijking

i

fo(x) x3 - sz + 8x - 8 = 0.

Kies o
fT(x) = 3x° - 10x + 8 en fg(x) = x + 16,

In elk interval, dat het getal -16 niet bevat, verandert fz(x) niet van
teken en is dus het verlies in het aantal tekenvariaties juist gelijk
aan het aantal nulpunten van fo(x) in dat interval, Intervallen, die het
punt ~16 bevatten, behoeven wij niet te onderzoeken, daar fo(x) geen
wortels <€ -16 bevat, Verder blijkt, dat de vergelijking 2 niet-bestaan~
bare wortels heeft en 1 regle, gelegen tussen 3 en 4,
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Opg. 3. Onderzoek de ligging van de wortels der vergelijking

x5 + 3x5 - 3x4 - 2x3 - 5x2 -x-1=0,.

Hierbij is

fz(x) = 27xt 4 34x2 + 11
definiet, zodat we bi}] fz(x) onze rij afbreken. We vinden dan 1 positieve,
1 negatieve en 4 niet-re€le wortels,
Opg. 4. De vergelijking

% + pX +q =0 (p £ 0),
heeft twee niet-regle wortels, als 27q2 + 4p§§> 0, en drie reéle wortels,
als 27¢° + 4p° < 0.

Men merke op, dat voor p> O de afgeleide van het linkerlid ook posi-
tief is, zodat de vergelijking dan slechts 1 bestaanbare wortel bezit.
Het onderzoek behoeft dus alleen voor negatieve p te worden gedaan.

In het geval het aantal nulpunten, gelegen in een gegeven interval,
gevraagd wordt bij een veelterm met een of meer meervoudige nulpunten,
bepaalt men de GGD D(x) van f(x) en f'(x). Dan is f(i
van lagere graasd dan f(x), die dezelfde wortels als f(x) bezit, maar
alle met multipliciteit 13 immers is_§ een nulpunt van f(x) met multipli-
citeit m, dan isgg een nulpunt van f'(x) (dus ook van D(x) met multipli-
citeit m-1, zodat‘g een enkelvoudig nulpunt van £ i is. Men kan dus het
theorema van Sturm op g(x) i.p.v. f(x) toepassen en vindt dan in elk
interval het juiste aantal der nulpunten van g(x), dus ook van f(x),
waarbij echter alle nulpunten slechts enkelvoudig geteld worden.

een veelterm g(x)

§4. Benadering van bestaanbare wortels.

Indien een veelterm f(x) met bestaanbare co8fficiBnten in twee ver-
schillende punten a en b tegengesteld teken aanneemt, dan volgt uit con-
tinuiteitsoverwegingen, dat die veelterm tussen a en b minstens eenmaal
de waarde nul aanneemt (zie Elan stelling (3,10) blz. 18). Uit deze
stelling volgt:

De veelterm heeft tussen twee opeenvolgende nulpunten een vast teken.
Tussen twee punten a en b, waar de veelterm f(x) tegengesteld teken aan-
neemt, ligt een oneven aantal nulpunten van die veelterm, waarbi] elk
nulpunt even vaak wordt geteld als de multipliciteit bedraagt.

Tussen 2 punten a en b, waar de veelterm f(x) eenzelfde teken bezit,
ligt een even aantal nulpunten van de veelterm, waarbij elk nulpunt
even vaak geteld wordt als de multipliciteit bedraagt.

Men merke op, dat in dit laatste geval het aantal nulpunten gelijk
aan nul kan zijn.

Stel in het bewijs a < b, Stel 351,...,}§m zijn de naar opklimmende
grootte gerangschikte tussen a en b gelegen nulpunten van de veelterm
f(x) met multipliciteiten Kyy.ooyk . Indien f(a)> 0, dan blijft de
veelterm positief tussen a en §;1. Omdat ?;1 een nulpunt is met mul§1~
pliciteit k,, heeft f(x) tussen"g1 en ¥, hetzelfde teken als ( 1)

Die veelterm heeft tussen 252 en ?53 hetzelfde teken als (-1) a



Zo doorgaande vinden we, dat f(x) tussen Eﬁ en b en ook in het punt b
zelf, hetzelfde teken heeft als (~1)k1+k2+'°'+k“. Is de som ky+...+k,
der multipliciteiten even, dan bezitten f(a) en f(b) hetzelfde teken.
Is daarentegen de som der multipliciteiten oneven, dan bezitten f(a) en
f(b) tegengesteld teken.

Op dezelfde manier wordt het bewijs geleverd, als f(a)—<:0 is, want
dan behoeft men slechts f(x) door -f(x) te vervangen.
Theorema van Rolle (zie Elan stelling (4,20), blz. 35): Indien een func-.
tie £(x) in een interval agx < b, waarbij a < b verondersteld wordt,

continu is, in de uiteinden van het interval de waarde nul aanneemt en
in het inwendige van het interval differentieerbaar is, dan is £'(x) in
minstens één punt tussen a en b gelijk aan nul.

Zij_§ een bestaanbare wortel van de vergelijking f(x) = O van de n®
graad. De coéfficiénten van die vergelijking worden bestaanbaar veronder-
steld. Zij a verder een willekeurig bestaanbaar getal. Wordt‘%;: a+h ge-

steld, dan krijgt men

n
0 = f(Eg) = f(a+h) = f(a) + %% frla)+...+ %T f(n>(a)“
Indien a dicht bij E; ligt, ligt h dicht bij nul, zodat dan de termen

met de factoren h2,“.,,hn soms ten opzichte van h kunnen worden verwaar-—

loosd, zonder dat daarbij grote fouten optreden. Als eerste benadering
vinden we dan f(a) + hf'(a) = 0, dus h = _‘:f(%l-(Formule van Newton).

Uit het voorafgaande volgt volstrekt ni;t:uéat deze waarde a, wer-
kelijk dicht bi] een wortel van de vergelijking ligt, zelfs niet als a
dicht bij zo'n wortel ligt. Triwv~vs het begrip "dicht bij" is een on-
nauwkeurig begrip. Bij de vergelijking x° = 1076 ligt a = 1070 aicnt T
het nulpunt 10“3, mear a, = 5 + §9T6 ligt helemaal niet in de buurt, Bij
de toepassing van de formule van Newton moet dus voorzichtigheid worden
betracht. Die formule is zinloos, als £'(a) = O is, maar ze is in de
iregel onbruikbaar, als fi(a) dicht bij nul ligt.

In de wiskunde passen we vaak het proces van iteratie toe. Uitgaande
van het getal a en f'(a) % O veronderstellend hebben we een getal aq =
= a - ?iTg% geconstrueerd. Wij herhalen (itereren) dit proces met a,
i.p.v. a, waarbij we dan natuurlijk verplicht zijn f'(a1) # 0 te veronder-~
stellen. Aldus vinden we

fv(aq)
8,2 = 8,1 - ':—E",T-é:l—y .
7o voortgaande krijgt men onder bepaalde veronderstellingen (n.l. dat
alle optredende ncemers # O zijn) een rij van getallen 8938050 eey die
in vele gevallen snel tot de gezachte Wortel:§ naderen. Breken we de rij
op een geschikte plaats af, dan kunnen we in dat geval%g met iedere van
te voren voorgeschreven nauwkeurigheid berekenen. -

Om dit proces meetkundig toe te lichten, beschouwen wij een recht-
hoekig assenstelsel en tekenen wij de grafiek y = f(x) van de functie
f(x). De nulpunten van de veelterm f(x) worden aangegeven door de abscis-
sen der snijpunten van deze grafiek met de X-as.



Opg. 1. Trek in een op de grafiek gelegen punt P met abscis a de raak-
lijn aan de kromme. Deze rasklijn snijdt,~inﬁien ze niet evenwijdig me%
de X-as loopt, de X-as in een punt met abscis e, = a - 4 z‘.

Stel de veelterm f(x) bezit in twee verschillende punten & en b te-
gengesteld teken en tussen a en b is f"(x) steeds = 0 of steeds =o0.
Dan bezit f(x) tussen a en b één en slechts &én nulpunt .

Dat er minstens één nulpunt is, is evident, Was er meer dan één nul-
punt, dan waren er tussen a en b minstens 3, omdat f(a) en f(b) tegen-
gesteld teken bezitten, Indien die 3 nulpunten 2 aan 2 verschillend zijn,
vinden we volgens de stelling van Rolle twee verschillende punten, waar
£'(x) = 0 is; omdat £"(x) cen vast teken heeft, is f'(x) monotoon, zodat
f'(x) tussen die 2 punten identiek nul zou zijn. In dat geval is f£'(x)
overal gelijk aan nul, zodat f(xX) een constante zou zijn in strijd met de
veronderstelling, dat ze in a en b tegengesteld teken aanneemt, Nu blijft
nog over te onderzoeken het geval, dat f(x) tussen a en b twee verschil-
lende nulpunten bezit, waarvan er minstens 1 een meervoudig nulpunt is.
In dit laatste nulpunt is f'(x) wederom nul, zodat we wederom tussen a en
b twee verschillende punten zouden vinden, waarin f'(x) de waarde nul
zou aannemen. Dit is, zoals we hierboven gezien hebben, uitgesloten.

We weten dus nu, dat de veelterm f(x) tussen a en b precies één nul-
punt bezit, De vraag is, of dit nulpunt met willekeurig voorgeschreven
nauwkeurigheid kan worden berekend met behulp van de benaderingsmethode
van Newton.

Iaten we eerst het geval beschouwen, dat f(a) en f'(a) hetzelfde
teken bezitten. Het punt a, = a - T£%§% ligt dan, zoals we bewijzen zul-
len, tussen a en het gezochte nulpunt?§ en we zullen laten zien, dat in
dat punt 8, de veeltermen f en f" wederom hetzelfde teken hebben, Dit
proces met e, i.p.v. 2 herhalende, vinden we het tussen &, en gf gelegen
punt s, waarin f en f" wederom eenzelfde teken bezitten. Zo doorgaande
vinden we een monotone rij getallen Q389,805 We gaan bewijzen, dat
d~ne monoteon tot het gevraagde nulpunt:g nadert.

Bezaten f(a), f'(a) en £"(a) alle drie hetzelfde teken, dan zouden
f'(x) en ook f(x) in het gehele interval a =< x = b dat teken bezitten,
in strijd met de veronderstelling, dat f(a) en f(b) tegengesteld teken
hebben, Dus f(a) en f'(a) bezitten tegengesteld teken, waaruit volgt,
dat a, > a is. Stelt men &£= a+h, dan is

0 = f(a+h) = f(a) + hf'(a) + %hz

waarin 0 £ &g 1, dus

fla) _ 1,2 £"(a+ h)
- e e e 2 Bt <,

Hieruit volgt E’: at+h > a - fﬁ%%% = a, > a. De veelterm f(x) heeft links
van j;, dus zeker in a,, hetzelfde teken als in a, zodat f en " in a4
hetzelfde teken bezitten., De redenering met 845805... 1.P.V. @ herhealend,
vinden we een monotoon toenemende rij 8,29,85,... gevormd door getallen,
die alle kleiner danjg zijn. Die rij is convergent (zie Elan stelling
(2,14) blz. 12). De limietfyvan die rij is §§ . Uit

f'(a+&h),
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(8y q=8y)E'(ay) = -f(a)
volgt bij limietovergang f(v?) = 0, zodatfv met het gevraagde nulpunt
samenvalt,

Voor de berekening is het niet alleen van belang te weten, dat een
limietproces tot het gevraagde sntwoord voert, maar het is ook van ge-
wicht te weten, of dit antwoord snel wordt benaderd. Immers, in de prac-
tijk breken we na een eindig aantal stappen af en het is dan van belang
te weten of het aldus gevonden antwoord een voldoend scherpe benadering
levert. Dit onderzoek is hier zeer gemakkelijk., Immers wegens f(}g) = 0
volgt uit de teruglopende betrekking

E- o = - '1"‘“1%{)‘%“33 - flay) - f'(&h)(g'-ah)} =-z (E—ah)e ?‘%’

waarbij A tussen 8, en E ligt. Het blijkt dus, dat E— a,,1 hoogstens
van dezelfde orde van grootte is als (E -ah) , tenminste als men bewijs
zen kan, dat de noemer f’(ah) niet dicht bij nul ligt. Dat die noemer
inderdaad niet dicht bij nul ligt, kan als volgt worden ingezien. Eerst
bewijzen wij, dat in het gehele interval a =x ;;Ede afgeleide f'(x)
Z 0 is. Bevatte dat inierval een puntE;'met f'(?;) = 0, dan zou f(x) in
dat punt een minimale waarde of wel een maximale waarde aannemen, al
naar gelang f(a) positief of negatief zou zijn. In beide gevallen zou
f(?;) hetzelfde teken bezitten als f(b), dus een teken tegengesteld aan
dat van f(a), hetgeen buitengesloten is, omdat a en Z'aan dezelfde kant
vanjg liggen.

De afgeleide veelterm f'(x), die in het int1er¥%l(f).__<__i s g niet nul

is, bezit een positieve ondergrens. De breuk - 5 is derhalve be-

grensd, waarmede bewezen is, dat ?;— 811 hoogstens van degelfde orde is
als (g:—ah)2. Dus als ?ig a, ongeveer van de orde 1073 is, is E;- I
ongeveer van de orde 10 -, terwijl dan };— &, ,p ongeveer van dezelfde
orde is als 107'°, Hieruit blijkt, dat E- a, zeer snel tot nul nadert,
zodat we in de practijk mogen verwachten, dat we reeds een bruikbaar
antwoord vinden, indien we na een paar passen afbreken,

In het geval, f(a)<< 0 en dus f(b) >0 is, kan het bovenstaande
proces met b i,p.v, a worden toegepast, Wij krijgen dan een rij monotoon
afnemende getallen, die snel tot het gevraagde nulpwntgirmderen.

Als toepassing berekenen wij in cen aantal decimalen  Vm, waarbi]
m een natuurlijk getal is, dat geen volkowen vierkant is. Het gezochte
getal is de positieve wortel van de vergelijking

f(x) = x° -~ m = 0.

Hier is f'(x) = 2x, f"(x) = 2. Als eerste approximatie nemen wij een
getal a, waar f(x) en f"(x) hetzelfde teken hebben, d.w.z, waarvoor
f(ao);> C is. len kan b.v, nemen e, = mw, maar vaak kan men voor a  een
kleinere waarde kiezen. De rij getallen 818y . wordt dan gedefinic-..
door

f(ay) a}zl-m
he1 T B T TTTEET = 8y - _?Eg =

i

o * Za

w4



B.v. als m = 2 is, neme men a, = 2, dan is
1
a.l z%; &22%; &3:%%21,414211...,

terwijl Y2 = 1,4142136,
Opg. 2. B$wijs dat bij positieve m en gehele n men voor het bepalen

van ¥ = m® het iteratie schema

Bpe1 T (1- %)ah * ;‘ﬁ%T
kan nemen. ‘ “n
Opg. 3. Pas dit toe om % te berekenen. Neem als bijzonder geval m = 3,

a, = %+ en approximeer dus het getal % door een oneindig voortlopende
tweedelige breuk,

De hier behandelde benaderingsmethode van Newton komt in feite
daarop neer, dat een gedeelte van de grafiek van de functie f(x) bij eer-
ste benadering door een raaklijn is vervangen.

We gaan nu een regel afleiden, de z.g. regula falsi,die berust ophet
feit, dat in vele gevallen een boog van de genoemde grafiek bij benade-
ring door de corresponderende koorde kan worden vervangen. Indien n.l.
de veelterm f(x) in twee verschillende punten a en b tegengesteld teken
bezit, dan kunnen we de boog tussen de twee punten (a,f(a)) en (b,f(d))
vervangen door de koorde, die deze twee punten verbindt en die tot ver-
gelijking heeft ?(%}f%%;) = %:Z. Deze koorde snijdt de X-as in een punt

met de abscis Xq = a§§gg:%{é?)_ In vele gevallen is deze waarde van X

een approximatieve waarde van het gezochte nulpunt ven de veelterm f(x).

Om onze gedachten te bepalen, zullen we eerst het geval behandelen,
dat in het gehele interval a < x< b de tweede afgeleide f"(x) steeds
= 0 is, In dat geval ligt de beschouwde boog van de kromme beneden de
corresponderende koorde voor zover deze daar niet mee samenvalt. Immers
de verticaal met abscis x snijdt de kromme en de koorde in twee punten,
wier codrdinatenverschil gelijk is aan

£(o)-2(a)- LRI o0y = I b (£(a)-2(x)) + (803 (£(6)=£(x) b=

-a

- E;-E{(b_ﬁ(a_x)f' (X) +%(b ~J§Xa_x>2fu (gv) +(X—8.)(b—X)f '(x)+%(x-a) (b—x)2 Al (\5")} -
- - Lepleel ) e (5 0+ (002 (59} L 0,

waarbi] ?5' en }g" geschikt gekozen punten voorstellen tussen a en b,
Iaten we nu eerst het geval behandelen, dat f(a) < 0, dus f(b)> 0.
Dan ligt het snijpunt x, van de koorde met de X-as tussen a en:Eg, A
dat de veelterm f(x) ook in het punt X4 weer negatief is. De redenering
met X, en b herhalende 1i.p v. a en b, vinden we een punt X5 gelegen
tussen x, en Eg. Zo doorgaande krijgen we een monotoon toenemende rij
getallen 2,Xq3X5 000, alle <f§ . Deze rij is convergent. Haar limiet
& 1is ég . Om te bewijzen, dat w met:%' sanenvalt, beschouwen we, even-—
als hierboven de teruglopende Dbetrekking, die hier de gedaante

x,T(b) - vf(x,) = zf(’b) - f(xh)} Xp 41




bezit, Dit levert bij grensovergang wf(b) - bf(WW) = {f(b) - f(aJ)ECD,
waaruit volgt f(W) = 0, dus w=§ .

Als f"(x) in het interval a=x <b voortdurend >0 is (en ook als
die tweede afgeleide in het interval voortdurend ;;0 is), levert de regu-
la falsi het tusssen a en b gelegen nulpunt van f(x) met iedere willekeu-
rig voorgeschreven nauwkeurigheid, tenminste als f(a) en f(b) tegengesteld
teken bezitten. Dit hebben we hierboven bewezen als f(a) en f"(x) tegen-
gesteld teken bezitten (is n.l. f(a)> 0 en f"(x) = 0, dan behoeven we
in het bovenstaande slechts f(x) door -f(x) te vervangen). Hebbén f(a)
en £"(x) hetzelfde teken, dan moeten we in het bovenstaande a en b ver-
wisselen, zodat we dan een afnemende rij getallen b,xﬁ,igi..~ krijgen,
die tot het gevraagde nulpunt?? naderen,

We zullen niet de convergentiesnelheid van dit proces onderzoeken.
Bij nader onderzoek zou blijken, dat die snelheid veel geringer is dan
bij de benaderingsmethode van Newton. Het blijkt n.l. dat bij de regula
falsi &~ X, ,q niet van dezelfde orde is als (}g-h)Q, maar van dezelfde

'orde alsrg-sﬁﬂ zodat de approximatie veel langzamer geschiedt,

In de practijk worden niet zo zeer de benaderingsmethode van Newton
en de regula falsi gebruikt, als wel de rekenwijze van Horner, die hier
aan een spe-~iaal geval zal worden toegelicht.

Beschouw de vergelijking

£(x) = xF - 4x3 + 3x° + T7x - 10077 = O.

Het linkerlid is negatief voor x = 10 en positief voor x = 11, Uit het
vervolg blijkt dat de vergelijking tussen 10 en 11 slechts een enkel nul-
punt bezit, Indien gevraagd wordt, dit nulpunt in 6 decimalen achter de
komma te berekenen, ontwikkelen we f(x) met de rekenwijze van Horner
naar opklimmende machten van y = x - 10, Men krijgt het schema

-t 3 77 —10077
, 10 60 630 7070
[ ] g 5 63 07T = 3007

10 160 2230
T 16 223 2937

10 260

T 26 483
10

36,

dus

£(x) = y* + 36y° + 483y° + 2937y - 3007.
Gevraagd wordt van ¢~ze vergelijking de tussen O en 1 gelegen wortel y in
zes decimalen nauwkeurig te berekenen, Zouden we y = 0,9 proberen, dan
zou blijken, dat deze waarde te groot is, zodat we gaan ontwikkelen naar
opklimmende machten van z =y - 0,8,

136 483 2937 ~3007
0,8 29,44 409,952 2677,5616
T 36,8 512,44  3346,050 = 32,4384
0,8 30,08 434,016
T 37,6 542,52  3780,968
0,8 30,72
7 3g,g 573,24
1 39,2.
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Dus

£(x) = 2% + 39,227 + 573,242° + 3780,968z - 329,4384,
Gevraagd het tussen O en 0,1 gelegen nulpunt van deze veelterm te bepalen.
Voor een zodanige waarde van z zijn de eerste drie in het rechterlid op-
tredende termen klein t.o.v. de beide andere termen, zodat men z bij be-
nadering vindt door de som van deze laatste twee termen gelijk aan 0 te
stellen. We vinden dat dat z approximatief gelijk is aan 0,08, zodat we
gean ontwikkelen naar opklimmende machten van u = z - 0,08, Om niet te
veel decimalen te krijgen, ronden we af,

1 39,2 573,24 3780,968 =-329,4384
1 46,110 306,1662

0, 3,14 : :

0.1 315 46.36
1 39,4 579,53 38773,44
0.1 3116
1 39,5 5063
501

De veelterm f(x) gaat dus bij grote benadering over in

ut + 39,6u3 + 583u° + 3873,44u - 23,2722,
Het tussen O en 0,C1 gelegen nulpunt van deze veelterm is approximatief
0,006, zodat we ontwikkelen naar opklimmende machten van v = u - 0,006.
We krijgen dan het schema

1 39,6 583 3873,44 -23,2722
e .. 3,50 23,2616

T 39,6 583 387@,93 —0,0706
e ... .5

T 39,6 583  3880,44

39,6 583

T 39,6.

De veelterm f(x) is dus bij grote benadering gelijk aan de veelterm

vt o4 39,6v3 + 583v2 + 3880,44v - 0,0106,

Het tussen 0 en 0,001 gelegen nulpunt vindt men weer approximatief door
de som van de laatste twee termen gelijk aan nul te stellen, waaruit
volgt v = 0,000027, waarbij voor de laatste decimaal niet kan worden
ingestaan.

We vinden dus als benaderde waarde van het tussen 10 en 11 gelegen
nulpunt van f(x) de waarde 10,886027.
Opmerking. De bepaling van u uit z geschiedde door u = z-s te nemen,
329,4384 en deze laatste breuk is Juist gelijk aan de uit-

b4

drukking i%%%%, zodat de hier gevolgde rekenwijze van Horner in feite
neerkomt op een op speciale wijze uitvoeren van de approximatiemethode

waarbij s =

van Newton.



§11. Determinanten. (Grondeigenschappen)

Wenst men de vergelijkingen

ax + by = ¢
(1)

o(x +/Ay mJ
op te lossen, dan vindt men door de gebruikelijke methode van optellen
en aftrekken

/5c~b3' aza—ccx
* = ZFabx YT fAa-bx
mits /3} a - bxX# 0 is. De uitdrukking Ba - b& speelt blijkbaar een be-

langrijke rol bij het stelsel (1).
Wenst men het stelsel

L]
(o

ax + by + ¢z

i

(2) ox +pBy +2«z
Ax + By + Cz =D

op te lossen, dan kan men weer zijn toevlucht nemen tot de methode van
optellen en aftrekken en vindt o.a.

(3) x = 4/2C-dBy +&Be- SbC+Dby -DfAc

as C—aBé?, +o<Bc-<>ch+A‘b3 -A{,ac
De noemer van deze breuk is voor het stelsel (2) van dezelfde betekenis
als de vorm /Ba—bO( voor het stelsel (1). Tevens merken we op, dat zowel
bij de oplossing x van stelsel (1) als bij die van stelsel (2) de teller
een analoge structuur heeft als de noemer. Voor ultdrukkingen als deze
gaan wij nu een andere schrijfwijze invoeren.

Beperken wij ons eerst tot het stelsel (1), dan schrijven we de ge-
vonden waarden van x en y eenvoudiger door het symbool ‘B g‘ in te voe-
ren. Dit noemen wij een determinant van de tweede orde. We kenner er de
waarde ps - gqr aan toe, zodat de oplossingen van stelsel (1) luiden

2] | 7
X = H =
2% |25

Voor de voor (1) belangrijke ultdrukking aﬁ}— beX hebben we dus nu de
schrijfwijze ’a bl ingevoerd.
(>4 /5,

Op analoge wijze voeren wij in het symbool , waarvan de

a b ¢
x /2
RS
betekenis is de uitdrukking, die in noemer van (3) staat. Bijgevolg is de

oplossing x van het stelsel (2) te schrijven in de gedaante

| d b ¢ a b ¢
x=1dpyrl |XpBYZ
D B C A B C

De nieuw ingevoerde symbolen noemen wij determinanten. Wij geven thans
algemeen de definitie van determinant van de n® orde. Hieronder verstaan



wlj] het symbool

811 %12 - - - 84y
821 B2 - - - 8y

: : : , kortweg geschreven larg,
8.1 Bgp - o . B

bestaande uit n rijen en n kolommen van getallen, die men de n2 elementen

van de determinant noemt. Aan dit symbool zullen wij een bepaalde waarde
toekennen, zodanlg dat die voor n = 2 en voor n = 3 overeenstemt met de
hierboven gegevene. Die waarde 1is

+ a a .. 8 s
Z:-_ 111 212 nin

waarbij de som wordt ultgestrekt over alle permutaties i1 12 . in der
getallen 1,2,...,n, Bij de even permutaties moet het + teken en bilj de
oneven permutaties het - teken worden genomen, Daar er n} permutatles der
getallen 1,2,...,n zijn, bestaat onze som uit ni termen.

Men kan de definitie van determinant ook anders formuleren. Een deter-
minant van de n® orde heeft een waarde die de som is van n! termen. Elke
term 1s eventueel afgezlen van het teken gelijk aan het product van n ele-
menten der determinant, waarvan er geen twee in dezelfde riJj en ook geen

twee in dezelfde kolom staan.

Voorbeeld.
4:ian1%1'

211 %12
821 8o | 2

Er zijn 2! = 2 termen, resp. behorende bij de even permutatie 12 en de
oneven permutatie 21 van de getallen 1 en 2, Dus de beschouwde determinant
1s gelijk aan 844 85 - P a21 analoog aan het hilerboven gewenste resul-
taat. Dit geldt ook voor determlnanten van de 33 orde {ga dit na; verge-~
1ijk opg.1).

Opg.1. Bereken de waarde van de determinant
811 B2 83
821 22 8p3 .
831 %32 P33

Sarrus gaf een regel aan om direct een determinant van de 3e orde te
berekenen. HiJ schreef n.l. het volgende getallenschema op

a

a a a a a

%21 2 Qxfgéi;\aQE

e a Z a a
31 32 "33 31 32

en vormde er de 6 door lijnen aangegeven producten uit. De drie producten
in de richting a11a22833 krijgen elk het + teken, de andere drie het

- teken. De som der 6 zo gevonden producten is julst de waarde van de de-
terminant (Regel van Sarrus).
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Opg.2. Bereken de waarde van de determinant

' a 0 0 0 0

11
829 8p 0 0 O
3 %2 33 00
Byq Bup Bys ayy O

851 852 253 &gy 2g5

Opg.3. Bereken

a11 0 a13 0
O 3p 0 a5
a31 0 a33 0

k2 0 aypy O oy

Opg.4. Bereken
2 7 6
9 5 1 (- 360).
L 3 8

Beschouwt men een willekeurige term a a a uit de ont-

TySy TSy T TSy
wikkeling van de determinant van de n® orde 1ars!’ dan 1s het om het
teken van deze term te bepalen, nlet nodig de factoren zo te rangschikken,
dat de eerste indices resp. 1, 2,...,n worden. Wij bewijzen n.l. dat het
teken in deze term gelijk is aan de som van het aantal inversiles van de
indices r en het a ntal inversles van de indices. Hiertoe verwisselen wij
eens in het beschouwde product twee factoren ar,vsV en aﬁuﬁu' Hierdo@ ver-
andert het aantal inversies in de indices r en ook in de indices s met
een oneven bedrag (verg.'de stelling vanfi}, blz.14) hun som dus met een
even bedrag. Door nu net zo lang factoren te verwisselen totdat de volg-
orde der eerste indices gelijk geworden 1is aan 1,2;...;,n, 1s de som der
aantallen inversies van de indices r en van de indices s met een even
bedrag veranderd. Daar in het nieuw opgeschreven product de indices r
geen 1inversies bezitten, is dus het aantal inversies in de 1ndices s
daarom (afgezien van een even getal) gelljk aan de som der aantallen in-
versies in de indices r en de indices s in het oorspronkelijk product,
zodat deze som het teken bepaalt van dit product in de berekening van de
waarde der determinant.

Voorbeeld: De term asy 3y a32 a3 heeft in de eerste indices de inver-
sies (2,1), (%,3), (4,1), (3.,1) en in de tweede indices de inversies (4,2),
(4,3), het totale aantal is dus 6. Zou men de factomn ragschikkenrear ée eerste hdex
dmnvhrmwmna13 85q 83p By waarin de tweede indices de inversiles (3,1),

(3,2) bezitten,dus een even aantal minder dan 6.



In een willekeurige term der ultgewerkte determinant van de n® orde s
(
Y

et teken dus a}ﬁm, waarin R en 5 resp. de santallen inversies in de
indices r,,....r en s,,...,s, voorstellen. Het is duldelijk dat hisruit
velgt, dat een determinant nilet van wsarde verandert, 8ls men hatr om de
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hoofddiagonaal (dit is de verbindingsrechte van de elementen 844 8ppee.8
laat wentelen (d.w.z. elk tweetal elementen a,s en a., verwisselt). Immers
hierna ontstaat een determinant die alle termen van de oorspronkelijke
bevat en wel met een teken (—)S+R, dus met hetzelfde teken als de oor-
spronkelijke determinant. Zo is dus |® 9| = |® S| . Bij wenteling om de
hoofddiagonaal blijven de elementen daarvan natuurlijk op hun plaats.
Definitie: Een determinant heet symmetrisch als zij door wenteling om

de hoofddiagonaal in zichzelf overgaat, dus als 8, = &gn VOOr alle com-

binaties (r,s) met r = 1,2,...,nen 8 = 1,2,...,n. Zo is dus ‘g 2’
symmetrisch, maar {2 8 niet.
Een determinant heet scheef symmetrisch als voor elk paar (r,s) geldt
a = - a__.
rs sr

Opg.5. Laat zien dat de determinant’_g 2‘ in het algemeen niet scheef-
symmetrisch is.

095.6. Bereken de waarde van de scheef-symmetrische determinanten

0 2 3 0 a b c
-2 0 9 en -a 0 e a
-3 =9 01 -b -e 0 0}

-¢c -d 0 0]

Stelling. Een scheef-symmetrische determinant van oneven orde is nul.
Bewljs: Daar de determinant bij wentelen om de hoofddiagonaal haar waarde
behoudt, heeft men voor haar waarde D

0 a12 .o a1n 0 —312 ces —a1n
“840 0 ... 8g, 8.0 0 ... -85,
D - * » ) - . - - = \\\
"84 e et 0 &1-1,n .
-a -8, - )
in 2n ah—un 0 ajn 8oy 0

In de laatste determinant heeft elk element een teken dat tegengesteld
is aan dat van het overeenkomstige element in de oorspronkelljke deter-
minant; elk der optredende termen in de laatste determinant is dan geliiw
aan de overeenkomstige in de oorspronkelijke, afgezien van n factoren -1,
dus de nieuwe determinant is gelijk aan (-)nD. We weten echter dat zij
gellijk 1s aan D, dus D:(-)nD. Daar n oneven ondersteld was, heeft men
D= -D, dus 2D= 0, dus D = 0.

In het voorgaande hebben wilj gebruik gemaakt van het feit, dat als men
alle elementen van een determinant met -1 vermenigvuldigt, de waarde der
determinant met (-)n wordt vermenigvuldigd. Geheel analoog geldt: Verme-
nigvuldigt men elk element van een determinant met ¢, dan wordt de waarde
ervan met ¢ vermenigvuldigd (bewijs dit).

Opg.7. Hoe verandert de waarde van een determinant, als men elk element
van eén bepaslde rij met ¢ vermenigvuldigt?
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Opg.8. Bereken
0 6a 3b
-8 0 c| .
-b -2¢c 0

Wij gaan thans na hoe de waarde van een determinant verandert, als men
twee rijen verwisselt. Beschouw dus de determinanten

a,M - &4 a4 8n
ap1 e e . apn aq1 . e aqn
D1 = a - ® @ ; L] en DQ” ; » * . - a .
q1 - » - qn p-! . » . pn
1
84 - -+ - 8p 8.4 + - - 8y
Het 1s duldelijk dat een willekeurige term 8181"'ap8p "'aqsq"'ansn

van D1 ook in D2 optreedt en omgekeerd., Het teken dezer term in D1 is
(-)S waarin S het aantal inversies in de indices 81..8p..3 -8, aangeeft,

q
De beschouwde term treedt ook in D2 op. Wij geven tijdelijk aq1,...,aqn
aan resp. door bp?""’bpn en ap1, “’apn door bq1""’bqn' Onze term
treedt dan in D2 op als 8131"bqsp“bps1"ansn' Het aantal inversies hier-

in is de som der aantallen inversies in de 1% en 2% indices. De 1% indices
zijn 1,2,...,p-1, @, P+1,...,a-1, P, Q+1,...,n, dus na 1 rulling

152,...,p-1, P, P+1,...,a-1, g, g+1,...,n. De 2% 1indices zlijn Sy5..58
S, 8 .»8, en bevatten dus 3 inversles. De be-

schouwde term in Dy wordt dus voorzien van het teken (-) . Iedere term

p.

in D2 1s derhalve tegengesteld aan de corresponderende term in D1, dus
D1 = “Dzo
We vinden zo dus de zeer belangrijke
Stelling: Verwisselt men twee rijen van een determinant dan verandert deze
van teken en natuurlijk ocok: verwisselt men twee kolommen van een deter-

minant, dan verandert deze van teken.

Toepassing. Heeft een determinant twee gelijke rijen, dan verandert dle
determinant (dus ook de waarde D ervan) niet, als men deze verwisselt.
Anderzijds gaat volgens de zojuist gevonden stelling bilj dle verwisseling
de waarde D over in -D, dus men heeft D = -D, waarult volgt 2D = O, dus

D = 0. Dit levert de

Stelling: Een determinant met twee gelljke rijen (of met twee gelljke
kolommen) is gelijk aan nul.

Zijn de elementen van een rij een vast veelvoud a van dle van een andere
rij van een determinant, dan vindt men dat de oorspronkelljke determinant
een a keer zo grote waarde krijgt, als in die andere rij alle elementen
met a worden vermenigvuldigd. Dan ontstaat echter een determinant met
twee gellijke rijen, dle volgens het bovenstaande nul is. De oorspronkel’ ™
determinant is dus ook nul. (Geldt het resultaat ook als a = 0 1s?).
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Dit resultaat is nog lets anders te formuleren:
Stelling. Heeft een determinant twee evenredige riljen (of twee evenredige
kolommen), dan is haar waarde nul.

Toepassing.
> & 6 1 -1
8 2 3 =0 ‘ a4 1 ! =0
L4 6 9

Elk element van een determinant treedt in de eerste graad op in de ult-
drukking, die de waarde van de determinant aangeeft. Van deze opmerking
zullen we verschillende keren gebrulk maken. Allereerst blijkt hileruilt
dat geldt

- - . - - . a . » L ] a
811 &1n 811 81n 11 1n
a = . . .
r1+br1 e arn+brn ar1 o arn + br1 brn
an 1 L] - - . ann an 1 » - - ann an 1 L] [ ] L) ann

Gevolg: Telt men blj een rlij van een determinant een veelvoud van een
andere rij op, dan blijft de waarde ongewijzigd. Immers men heeft

&1 - &1n 849 + + + 84n Byt - &1n
ar1+tas1. . 'arn+tasn = ar1 « o . arn + tas1. . . tasn
an 1 L] L) ¢ - Y ann 4 an 4‘ L] - ) ann L an 1 - . . ann ‘r

In de laatste determinant luidt de r® rij ta81...tasn, welke evenredig

is met de elementen van de se

rij Bgqee-8gp0 dus de laatste determinant is
nul, waarult de bewering volgt.
Toepassing. Verifieer elk der volgende gelljktekens bij de berekenlng van

de determinant

7 4 5
2 3 8
L 6 1

Men heeft
7 % 5| |7 % 5 7 -6% 5 -6 7 5
2 3 8f=|2 3 8¢ =j2 0 8i=-10 2 8
Ly 6 0 0 -15 0 0 -15 0 0 -15

Il

- (-6%).2.(-15)= - 195.

Zo kan men bv. de determinant

32 a 1
D=1}p2 b 1}
c c 1

als volgt herleiden



k& T e

82-b° a-db 0 atb 1 0 atb 1 0
D= b2 b 1]= (a-b) b2 b 1|= (a-b)‘bg-c2 b-¢c 0
02 c 1 c ¢ 1 c2 ¢ 1
atb 1 0| la-c 0 0
=(a-b)(b-c) |{b+¢ 1 0} = (a-d)(b-c){b+c 1 O]
02 c 1 02 c 1

= {a-b)(b-c)(a-c) .

De berekening van deze laatste determinant kan ook geheel anders ge-
schieden, Men merke n.l, op, dat, als a=b is, de determinant twee gelijke
rijen heeft, dus nul is. De determinant 1s dan wegens de reststelling
deelbaar door a-b. Evenzo ziet men, dat ziJ] deelbaar 1s door b-c en a-c.
Dus

D = (a-b)(b-c)(a-c)f.

Daar D homogeen van de derde graad is in &, b, en ¢ tezamen, moet de
factor [ een constante zijn. Bekijkt men de hoofddiagonaal van D dan ziet
men dat in D een term agb optreedt. Deze treedt ook 1n het ultgewerkte
product (a-b)(b-c)(a-c) op dus £ = 1.

Op analoge wijze vindt men

a%a3a2a 1

b*pJp2p 1

c*e3ele 1 =(a-b)(a-c)(a-d){a-e)(b-c)(b-d)(b-e)(c-d)(c-e).
a*a3s®a 1 (d-e).
eue}eze 1

(Van der Monde).
Opg.9. Bewljs

1 2 3
0 1 2 =0
-1 o 1
Opg.10. Bereken
3 4 5 2
1 1 7 1
2 1 -4 2
Opg.11. Bereken
8’ a 1
N I (a+b+c) (a-b) (a-c) (b-c).
c3 c 1

Opg.12. Bereken
0 2 3 -4
| -2 0 -1 5
-3 1 0 6
y 5 -6 0
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Opg.13. Bereken de determinanten

a b b b b c 1 a be

b a b b R c a b en 1 b ca

b b a b b ¢ a 1 ¢ abl .
b b b a

Opg.14. Los x op uit de vergelijking

a+x b c d

a b+x c d =0
a b c+x d

a’ b c d+x

Opg.15. 1os x op uit

P P X
q X q = 0.
1 1 1

Zoals wlj reeds eerder opmerkten, treedt in de waarde der determinant
a11 i.Iaqn

......... het element 844 lineair op. Alle termen, die 844 bevatten zijn

van de gedaante

R
(-)7 aqq @pp +vv 2pp s

2 n
waarin R het aantal inversies is dat optreedt in de rij 1, Tos r3,...,rn
dus in de rij Tos rB,...,r . Merken wij op dat de som van de termen

n
R
(=) a a ... 8 Juist gelijk is aan
2r2 3r3 nr,
8122 L] - - azn
an2 . - . ann E)

dan zien wij dat de factor van a 1 Juist die determinant is, die men krijgt

door 1in de oorspronkelijke deter;inant de eerste rij en de eerste kolom te
schrappen.

Schrapt men in een determinant ‘arsi van de n® orde de pe rij en qe
kolom, dan ontstaat een nieuwe determinant van de (n-‘l)e orde, die men
pq* Wij schrijven hilervoor q
Wij vonden dus boven dat de factor van het element 844 in de ontwikkeling

van de determinant ‘ars‘ Juist gelijk is aan m

de onderdeterminant noemt van het element a

Wenst men de factor te vinden, waarmee een ;111ekeur1g element apq in
de ontwikkeling van ‘ars‘ optreedt, dan gaan wlij eerst de pe rilj achter-
eenvolgens met de (p-1)%, (p-2)%,...,2%,1% rij verwisselen en daarna de
o® kolom achtereenvolgens met de (q-1)%, (q-2)%,...,2%, 1% kolom. Er ont-
staat dan een determinant, dle (-)p+q maal zo groot is als de oorspronke-

lijke determinant. De nleuwe determinant heeft de gedaante



a LR B ] * @ o
8bq 1q 82q %-1,a  %p#1,q ®nq
251 24, 25, cee 8599 8541, 1 ee B,
8,a-1 21,g-1 %2,g-1 - %p-1,g-1 Zp+1,q-1 °°* Zn,q-1
%p,a+1 ®1,q+1 B2,q+1 ** Bpo1,q+1 Zp+i;a+t o0t Bn,a# ,
apn a1n azn st ap--1,n ap+1,n e ann

dus hierin 1s op grond van het reeds afgeleide resultaat de factor van
apq Juist gelijk aan de onderdeterminant mpq van het element apq in de
oorspronkelijke determinant; in de oorspronkelljke determinant zelve 1is
de coeéfficiént van a__ dus gelijk aan (—)p+q m Q" We zullen de factor
(_)p+q mpq voortaan ggnduiden met qu. Het getgl qu noemt men de minor
van het element a__.

Wenst men de determinant ‘arai te berekenen, dan merke men op dat in

elke term precies €en element van de pe rij optreedt. Dus men heeft

f

larsl =ay,fy vapfy + ..+ 0

p1-1 apn

terwljl wiJj nu weten, dat f, = Apys Tp = Apz""’fn = Appe dus

’ars‘z 851 Ap‘l+ 852 Ap2 Tt Ay, Apn =%é; &ov Apv .

Men noemt dit laatste resultaat de ontwlkkeling van de determinant larsl
naar de elementen van de pe rij.

Toepassing.
ST - ReTSRRt . B 3
7 = a‘A = 1, -Q. .
. 8 o e B A 6 7 2 7 2 6
=-2 -88=-90
Yy 5 6 7 -11 5 6 17 -11 6 17| | -1t -27 -49
3 1 0 -2)_| 0 1 0 0)_, -1 3 6ji-1 0 0
2 1 3 & -1 1 3 6 -3y Ti-3 -5-m
PULREIE N s
-3x o+ a2x
-27  -49
= - (-—1) = 297 - 245 =52.
-5 -1
Opg.15. Bereken de determinnont
1 3 %
2 1 %
| 3 % ;

Wij vonden hlerboven dat voor de waarde A van de determinant'ars‘geldt

A = Z & Arm'

m=1
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WiJ kunnen nu ook direct de waarde bepalen van de som die men krijgt

als men de elementen van een rij met de minoren van een andere rij ver-
menigvuldigt en die producten optelt.

Immer men vindt dan ,Zf% e en deze som 1s gelijk aan
M=

rm

n,n

In de lazatste determinant zijn de r° en t° rij gelijk, dus deze 1is (ul.
Men heeft dus

n

2:: 8tm Arm ={

A, als t=r

m=1 0, als t # r.

Van dit resultaat zullen we later nog vaak gebrulk maken.
Soms is een determinant van bepaalde orde gemakkellijk te berekenen door
deze over te voeren in een determinant van hogere orde, b.v.

a+x b+2x c+3x 1 a b c 1 a b ¢

D= | a+y Db+2y c4+3y} = 0 a+x b+2x c+3x = -1 x 2x 3x
a+z b+2z c+3z 0 aty by c+dy| |-1 ¥y ey Iy

0 a+z b+2z c+3z| -1 z 2z 3z

en de laatste determinant blijkt bij ontwikkeling naar de elementen van de
eerste rilj de waarde nul te bezitten. Men noemt het verhogen van de orde
van een determinant door toevoegen van nieuwe rijen en kolommen het randen
van een determinant.

Opg.16. Bewijs

ac-b®  bd-e° a b ¢
= b c d

2 2 ¢
| bd~c ce-d c d e

e
Opg.17. Beschouw een determinant fars{ van de 3 orde.

Bereken de waarde van A A

11 12
hoy Ao |’
Opg.18. Bereken de waarde van d: doterminant
X y z u
33 a2 a 1
2 b2 b 1
c3 02 c 1




Opg.19. Bereken d

e determinant

$a+b+c -3b -ic
-%a a+ib+c -3¢ .
-4a -4b a+b+ic
Opg.20. Bereken
24 uad Y w3 12
22  3° b2  3°  6b
'a° 22 b2 2D 2
a 1 b 1 0
EE 1 0 0
Opg.21. Bereken
-1 cosX cos[b
cos X -1 cos | , als c><+/9 +2'=77'.
cos3  cos P -1
Opg.22. Bereken
1 1 1 1
a b c d
a2 p2 o2 g%
bed cda dab abe

Tenslott: definieren wij nog het begrip matrix. Een matrix is een recht-
hocklg schema van m bij n getallen

&1 %42 © &4n
f21 B22 - 82n x
: kortweg Harsii,
18ny 8o © B || 2

waaraan geen getalwaarde is toegekend. Het enige hier van belang zijnde
begrip 1s de rang van een matrix. Hleronder verstaat men de orde van de
'grootste" determinant (dit is de determinant van de hoogste orde), die
in de matrix bevat is (dwz. - %t cntstaat door ult de matrix een aantal
rijen en kolommen weg te laten - dit aantal kan soms nul zijn -) en die
een van nul verschillende waarde bezit.

Zo bezlt de matrix

12 3 ‘1 0 0
2 3 4 0 1 0
3 4 5 de rang 2, de matrix 110 0 1 daarentegen de rang 3.
's
4 5 6h
Opg.23. Bepnal de rang der matrices
P % | l 0 -4 1
2 3 a4t 234slllo 1 0 1
I1 3 02 4 3 ;4 €721 0 1 1 0T
2 3 4 l.2178fllo 1 0o 1 70
2 -2 =3
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612. Stelsels linealire vergelljkingen.

Wij gaan thans de in de vorige paragraaf behandelde eigenschappen
van determinanten en matrices toepassen bij het oplossen van stelsels
vergell jkingen.

Beschouw het stelsel

/ a,mx1 + 312x2 + ...+ BapXy = b1

(I) 821}(1 + 822}(2 + ...t aznxn

it
*2

. - . . - . .

x . ® ° = .
2h1*1 + 8n2x2 * + 4an*n bn

W1J kunnen hiervan onmiddelli jk de’oplossing vinden in het geval dat
de determinant a = 8, # 0 is. In dat geval vermenigvuldige men nl. de
e ~€ e
1 verg. met A,,, de 27 met A,,,..., de n  met A_, (waarin wederom A
de minor van het element Ang 1D de determinant lars‘ voorstelt), waarna
men vindt:

b1 312 oo a,m

b2 322 oo a2n

ax1 = b1An1 + bEAn2 + ... +bnAnn = .

b an2 eee 8

n nn
Noemen wij de determinant, die uit 3 g ontstaat door daarin de €
b
kolom te vervangen door b;, voortaan 8y dan vindt men
b
n
29 r
X, = z— en op gelijke wijze x = 5—(? =2, ... ,n)(regel van Cramer).

Hiermede zijn de formules teruggevonden die in de gevallen n = 2 en
n = 3 het uitgangspunt voor de theorie der determinanten waren.
Het 1s duidelijk dat in het geval, dat a2 = 0 is, op deze wijze geen
oplossing wordt gevonden,
Omgekeerd voldoen de gevonden waarden van Xqse-05X 22N het gegeven
stelsel vergelijkingen, deze zijn daarvan bovendien de enige oplossing.
In het geval a2 ¥ 0 heeft het gegeven stelsel dus één ondubbelzinnig
bepaalde oplossing, gegeven door de regel van Cramer,.
Opg. 1. Los op het stelsel’
2hx + 11y - 10z = 5
2x + 2y + 2z = 10

3x - 2y - Tz = - 10
Opg. 2. Los op het stelsel
X +y+z=20
ax + by + cz = 0 (a £ b; b£c; c#a).

32x + b2y + 022 = 1



Elal 51.

Opg. 3. Los op het stelsel
~-X+y+2z+u=1
X -y +2z+u=2
X +y -2 +u=3
X +y+2z-u=154,

Thans gaan we beschouwen het zlgemenere geval van p lineaire ver-
gelljking in g onbekenden,

811x1 + ... + aqqxq = b1
() < .. ..........
a X, ¥+ ... +a_x =D
p171 jslepie] P
811"‘81q
Beschouw de matrix A = e e . Onderstel dat
np1."apq

deze de rang k bezlt en laten de onbekenden en vergelijkingen zo ge-
nummerd zijn, dat één der in A bevatte van nul verschillende determi-

nanten van de orde k, Jjuist de determinant Aqq -+ B4k is.

. ° . . . -

21 v Bpi
Allereerst beschouwen we het geval k = p. Door de vergelijkingen te
schrijven in de gedaante

+ b

e — 81qu

. ° . . . . . . ° . . . ° » . . . . . . . . . .

ap1x1 + ... + apkxk = bp - ap,k+1xk+1 - e, - apqxq’

blijkt uit het voorafgaande dat hieruit (met behulp van de regel van
Cramer) de onbekenden Xgs eee s X zijn op te lossen, d.w.z. ulit te

2% T e T Ak T P T 8 ek

drukken in de grootheden a__, b_ en de willekeurig te kiezen grootheden

rs S

Xppiqs o xq. Op grond van het laatste zegt men wel dat het beschouwde

stelsel 00%7P stellen oplossingen bezit.

Vervolgens beschouwen wij het geval, dat k < p is. Hieronder valt
dus tevens het in het begin van deze paragraaf niet behandelde geval
a=0; p=4q=n.

CPPRERE a,”c
Wij kunren de determinant e « « « « .| wederom
ak1 ¢ o @ akk
van nul verschillend onderstellen.
aﬂx1 + ... + aqqxq = b1
Het stelsel . . < e L
amx1 + .. + akqxq = bk

is dan op grond van het bovenstaande oplosbaar en bezit zelfs Gg'k stel-
len oplossingen.
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Het 1s de vraag of zo'n gevonden oplossing ook voldoet aan elk der
overige p - k vergell jkingen.

849+ B9
Beschouw daaritoe de determinant D = e e e e e e e R

1 v TPl

‘amﬂ "'amkamf
waarin m één der getallen k + 1, ... , ;}éﬂ14€één der getallen k + 1,..
is. Daar elk dezer determinanten de orde k + 1 bezit en de matrixt‘arsﬂ

de rang k bezit, is elk dezer determinanten nul., Duidt men de minoren
der elementen Baf s oee s 20 ) in deze determinant weer aan door

Ay fs oo s Aml s dan heeft men Af
0 voor 8 #

A =
2 frs Art ‘{D = 0 voor s 4

zodat het linkerlid van de vergeliljking

am,‘x1 + ... + & b

mg™q = ®m
wegens Amjy# 0 een lineair compositum is van de linkerleden der eerste
k vergelijkingen.

Hieruit volgt dat een gevonden oplossing der eerste k vergelijkingen
dan en slechts dan ook aan de m°(m = k + 1, ... , p) vergelijking vol-
doet, als het rechterlid bm dier vergelljking eenzelfde lineair compo-
3ltum is van de rechterleden bq, ces s bk dier eerste k vergelljkingen,

dus als
349 +-c BaiPy

brArAf = 0, dus Rm = e e e e e e e =0

a b

kq . ¢ 0 akk

8mﬂ e amkbm

Wij zlen dus dat het gegeven stelsel ﬂ?‘k oplossingen bezit, aYs elk d-
determinanten Rk+4’ ces 3 Rp gelijk is aan nul en geen oplossing bezit,

k

zodra één dier determinanten van nul verschilt. In het eerste geval noem:
men de beschouwde vergelijkingen afhankelijk, in het tweede geval strijd
Wij vatten de gevonden resultaten samen.

Bij het stelsel (II) van p lineaire vergelijkingen in q onbekenden, wac
de rang der co&ffici&nten matrix gelljk is aan k, heeft men de volgende

gevallen.

12 % =p; q = k. Er is één stel oplossingen.

22 k =p; @> k. Er zijn 02 ¥ stellen oplossingen,

32 k< p; q=k; Rpyq = -vv = Rp = 0. Er is één stel oplossingen,

I k< p; a> k; Rk+1 T oL.. = Rp = 0. Er zijn ooq”k stellen oplossingen .
52 k < p; q > k; tenminste één der uitdrukkingen Rk+ﬁ""’Rp verschilt

van nul, Er zijn geen oplossingen.
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Wij kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formuleren
door naast de coefficienten matrix A ook te beschouwen de

a aquﬂ

b

11 * s 0

matrix B ={["24 -+ Z2q°2||.

. . . . -

o s 0

"p "pa"p
In geval 1° 13 de rang van A en B elk gelijk aan k.

In geval 2° 1s dat eveneens het geval.

In geval 50 is de rang van A gelijk aan k en die van B gelijk 2an k+1.
Wij laten zien, dat in de gevallen 30 en 4° ge rangen van A en B gelijk
zijn. Was dit nl. niet zo, dan was de rang van B gelijk san k#1,

dus er bestond een determinant

aP . .o ar - b
1°1 1°k Tq
D = e e e
Qr s, °°° ?r 3 br
{ k+171 k+1 7k k+1

van de orde k+1, die van nul verschilde, d.w.z. op grond van een
ontwlkkeling n2ar de elementen der laatste kolom, waren niet alle
onderdeterminanten hiervan, waarin de eerste k kolommen optreden,
gelijk aar nul., Laat nu de onbekenden en vergelljkingen zo genum-
merd zijn, dat de onderdeterminant

291 0 1k

.. .| #£0 i3,

a a

k1 °°° “kk

Daar D £ O i3, verkeert dan ons stelsel in gevel 50 en heeft dus

geen oplossing, in 3trijd met de onderstelling, dat wilij met geval
30 of 4° te maken hebben,; en het stelsel wel een oplossing bezit.

Wij zien dus, d~t het stelsel (II) dan en slechts dan tenminste
één oplossing bezit, nls de rangen der matrices A en B gelijk zijn.
Dit resultaat 1s afkomstig van de mathemoticus Capelli.

Hecht men voorts aan het symbool Ooq‘k voor het geval g=k de
waarde 1, dan kunnen de gevallen 1° en 2° en eveneens de gevallen
3o
Opg. 4. Los op het stelsel

o)
en 4 samen worden genomen,

X + 3y + aez = 33
X + by + bez = b3
Yy + 282 = 322
Opg. 5. Los op het stelsel
X +y +2 -u="1
X +y -2 +u=2
X -y +2z+u=3
ax + y Z +us= 82 - a
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Opg. 6. Als 2an de vergelijking
84%q + 85Xy ¥ ...+ A X =D

aq
voldoen de beide stellen oplossingen Xq = Cqs eoo xq = cq;
Xq = d1, ces 3 xq = dq, dan voldoet hieraan ook iedere lineaire

combinatie van de gedaante

vy 2 XCtMd L A pd
A+ q >\+/Lo
Nanst het inhomogene stelsel gaan wij thans het homogene stelsel
vergeli jkingen

(844%4 + ... + aqqxq = 0

(IIT)S « v v v v v v e v e e
amx1 + ... + apqxq = 0

beschouwen. Hierbij zijn de rangen der matrices A en B gelijk, zodat
er steeds een oplossing bestaat. Men is echter gewoon slechts dan

een stel (x1, ‘e ,xq) een oplossing van het homogene stelsel III

te noemen, als niet alle Xgs <oe s xq gelijk zijn aan nul, Het 1s

nl, direct duidelijk dat aan (III) onder alle omstandigheden het

stel oplossingen Xgy = «o0 =X = 0 voldoet. Verder merken we op, dat
als aan (III) een oplossing (xq, ... s X_) voldoet, aan (III) eveneens
de oplossing ( p) Xgs ove s )\xq) voldoet. Men 1s echter gewoon de
oplossingen ( ) Xgs oer s )lxq) voor verschillende waarden van

%_(# 0) als dezelfde te rekenen. Zo zijn dus de stellen x=2; y=3

en x=4; y=6 eenzelfde oplossing van de vergelijking 3x-2y = 0. Wij
verstaan dus onder een oplossing van het stelsel (III) een stel ge-
tallen (xq, cee ,xq), niet alle gelijk asn nul, of alle daarmede
evenredige stellen. Bij homogene stelsels vergelljkingen komt het dus
8lechts op de verhoudingen der onbekenden aan.

Evenals biJ het stelsel (II) voeren we weer de rang k van de

coBffici&ntemnmatrix in.
Beschouw eerst het gevel p . k; a5 K.
Dan is, als wij de nummering der onbekenden en vergelijkingen zo

kiezen, dat I # 0 is, de determinant
akq . & @ akk

(mzk'*‘Ii, o8 3 p;’gsk+1’ e s ’Q)J
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die van de orde k+1 is, gelijk aan nul dus als wij de minoren hierin
weer op de gebruikelijke wijze aangeven

Z::ars And = 0, zowel voor s =4f als voor s #’Ag.

Dit houdt in wegens Amj’¥ 0, dat de m® vergeli jking van het stelsel
(III) een lineair compositum is van de eerste k, zodat ieder stel
oplessingen van de eerste k vergelijkingen tevens voldoet aan de m®
vergelljking (m = k+1, ... , p). Hiermede is het geval p> k; ¢ > k
teruggebracht op het geval p = k; g > k.

Het 1s verder duidelijk dat men bij het oplossen der eerste k verge-
lijkingen de getallen Kpppqs »oe o xq willekeurig kan kiezen (echter
niet allen gelijk aan nul) en dan, zoals in het voorafgesande 1is
aangegeven, ult die vergelijkingen de onbekenden Xgs oo s X, kan
oplossen, d.wv.z. lineair uitdrukken in de grootheden Xpegqs oo ?q'
Men vindt dan niet @)q-k’ maar slechts Cﬂ)q'k"1 stellen opleossingen
daar elk stel evenredig met een vast stel, tot eenzelfde oplossing
aanleiding reeft.

Is @ = k+1 dan vindt men juist één oplossing, die bepaald wordt
door

Baa%q T o T AN T 7 B ke
e DR e el PR N L N
81,k+1 T2 0 Pk 849 00 Aqx
dus x1 = - xk+1 e e e e e e e e e - , €nz,
%k,k+1 k2 "0 Pkk a1 o Pk
Stelt men:
?31,1 o a,'k

e« « « « .| (dit mag want wi] mogen alle oplossingen
A o Ay | s e s xq tegelijkertijd met een con-

stante, die van nul verschilt, vermenigvuldigen),

dan vindt men:

212 v B,k ¥41%43 0 21,k
x/l = . . . . - - . - ; X2 = - . . . . . . . . . ; e s 0 ;
B2 * B ke 1%k3 * fk, k1
849 = 9y
k
xk+,‘=(") ‘ . . - -
a
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De onbekenden gijn dus gelijk 20n of evenredig met determinanten
van de orde k, die men uit de mhtrix

{249 <+ 9,141

*® . . . ® L] - L

be]

k1 "k, k1

verkrljgt, door dozrin nchtercenvolgens een kolom weg te laten en de
zo verkregen determincnten op de juiste wijze van een + of - teken
te voorzien. Men schrijft in dit geval wel kortweg

394 2 %1,k41

xq. xe. X . s e e e

3iee e i Xy
k1 0 P,k
(Het teken OC uit te spreken als "evenredig met de minoren van"),

X + 2y + 3z =0

Bvb. het stelsel heeft de oplossing
3X + 2y + z =0
123 23 13 12
x:y:z OC = : - : = - 4:8:-8 = + 11 -2:1.
321 12 1 3 11 32

H

Het geval p > k; @ = k kon direct worden behandeld. Immers na
geschikte nummering der onbekenden en vergelijkingen

aqﬂxq + ... + Fquk = 0
heeft men e e e e e e e e e e e e
= 0.

ap1x1 R apkxk
Beschouw het stelsel der eerste k vergelijkingen van dit stelsel.
Dit is een stelsel ven k vergelijkingen met k onbekenden en rang
der matrix = k, welk stelsel één en slechts één oplossing bezit,
die men vindt met behulp von de regel von Cramer. Men ziet direct 1in,
dat wegens het nul zijn van n2lle rechterleden, elk der onbekenden
nul 18, zodnt de gevonden oplossing niet als oplossing van het
homogene stelsel wordt aangemerkt.

Samenvattend zien wij dus dat p homogene lineaire vergelijkingen
in q onbekenden, wnarbij de rang der co&fficié&ntenmatrix gelijk is
aan k, geen oplossing bezit als k = q,

één oplossing bezit 2ls k = q - 1.
k-1 oplossing bezit 2ls k< g ~ 1.
Opg. 7. Los op het stelsel
X +y + 2 0.
X +y -2z +u-=20,
X -V +8 +u=0,
Opg. 8. Los op het stelsel
X + 2y + mzz =
X + by + bgz
X + Ccy + cez

!
e
i

o
o O O
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Opg. 9. Los op het stelsel
X, + Xy + x3 + ... +X_ =20

n
n-1
X, + 2x2 + th + ...+ 2 X, = 0
- A -y ~n=-1 =
T + 27a + -7y + ... + 3 X, 0.
- - - . - 4 . . L - é » L] . - . - n—q
X, + (n—1)x2 + (n-1) Xy + el t (n-1)""'x_ = 0.

Wij zien uit het voorafgaande dat als het stelsel
BgqXq F ooee F B X = 0
(V). . . ...

a .o
anx,‘-!- + a

m¥n = ©
een oplossing bezit, de rang der matrix ”an“ kleiner is dan n, dus

is de determinant la = 0, zodat het stelsel

es|

a,.X

1+...+". X =D

11 in'n 1

. . . . - . . . . . . .

Ina¥q toeee P K, S bn;

waarin niet alle br nul zijn, dan geen oplossing bezit,
Beschouw verder het geval dat een guadratische matrixl‘ars“ van

de n® orde de rang n-1 heeft, Dus de determinant }arst = 0.
Het stelsel (IV) heeft dan juist één oplossing:

xq:xz: cee o xn = Aﬂﬂ:A12 cee A1n.

Deze oplossing vindt men ook door de mincren van een andere ri}j
te nemen; dan vindt m-1:

xq:x2: cee o Xn = Ar1: A

pp Poeee P AL
Hierult volgt dat 2ls een determinant ,apsl= 0 is, elk viertal

minoren Ars’ Art’ Aps, Apt een evenredigheid vormt
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§ 13. Yerdere elgenschappen yan determinggten.

In deze paragraaf leiden wij allereerst het theorema van Laplace
af, dat ons een nieuwe methode geeft om de waarde van een determinant
uit te rekenen. Dit theorema luidt ale volgt:

4l A =) 8., | een determinant van de n® orde. Kies hieruit k vaste rijen

Ty Toy Typeeeslye Noem de overige rijen Il ré,...,rgnk. Dan is

® e §
W B B2 A LA
Az Z—_ (“)r1+"+rk+s1+..+sk [ ] & @ L ] [ ] B L ] @ - L] [ ] L ] - [ 3 ®
8 e w » g i
1, ! k 1 8a seanll g"‘ " o~
Ty8q T TSy 1 1?1 Bk

Hierin wordt gesommeerd over alle combinaties der k getallen SqpeeerB
uit de getallen 1,...,n. De overige der getallen 1,...,n worden
w%,...,sﬁ_k genoemd., Wij onderstellen hierbij, dat de getallen Tageeesye
de getallen ByrevesBy, de getallsn r%,...,réﬂk en de getallen 5%""’S§-k
ngar opklimmende grootte gerangschikt zijn.
Het 1s duidelijk, dat de aantallen termen na uitschrijven der detor -
inanten in linker- en rechterlid gelijk zijn, Immers links zijn er n!
.t aantal termen in de som rechts is gelijk aan het aantal combinaties

“on n, dus aan n nl
Cp = ToE)T o8 elk zo'n term bestaat na uitschrij-

ven der beide erin staande determinanten uit k!(n-~k)! termen, dus heti
rechterlid bevat inderdaad ook n! termen.

Fen willekeurige term rechts in de ontwikkeling der determinanten
bestaat uit n factoren R waarin de indices r en ook de indices s een
ot andere permutatie zijn van de getallen 1,ess,n, zodat deze term in A
ook optreedt en omgekeerd, Rest ons dus te verifidren dat het teken in die
term links en rechts in onze formule overeenstemt. Laat deze term de

gedaante '
Q.1 qa0esd 1

191 Tn-k ® nk

bezitten, Hierin is 5?1,..., & een of andere permutatie der getallen

Sqressg By gr; senny 5-1'1__1{ een of andere perputatie der getallen

a sgel
TqGy Ty Ok

SloeeesBl o Is & het aantal inversies in de rij & 4y¢¢¢y G €N
g' dat in de ri] G lyee.y, & dan heeft deze term dus het teken
11 H N k

-+ . . .
(_)r FoeedDy¥S teeetSy + 64 5! « Is r het aantal inversies in de indices

1-1,,..,1'1’{,1'%,.;-,3.‘1:1__}: en s dat in de indioges 6‘1'1;‘., gk, 6"%’60" Gvr'l"’k

¢an heeft dezelfde term in het linkerlid het teken (~)r+8. 7ij hebben

dus te bewijzen dat het verschil r1+...+rk+s1+..,+sk+x5+ &'=-r=8 even is.
Iliertoe bepalen wij eerst het aantal inversies in de rij TysvesyTys
r%,...,rﬁ_k. Elk getal r,_ is kleiner dan de opvolgende getallen rp

en elk getal T‘X is kleiner dan de opvolgende getallen r'y « Er zijn ﬂ“~’
elleen inversies mogelijk tussen getallen r, en Ir'y » Daar r, het kle.u
ste is der getallen TypeseyTys zijn de getallen r1~1, r2-1,t..,2,1 alle
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Legrepen in de groep r%,...,rﬁ_k, dus r, geeft aanleiding tot r1~1
inversies. et getal r, is het op één na kxleinste der getallen in

de groep TayeenyTpe De getallen ro=1, r2—2,2,1 liggen dus allen
afgezien van het ene getal r, in de groep r;,...,rﬁ_k. Derhalve geeft
het getal T, aanleidings tot r2-2 inversies. Op analoge wijze ziel men
dat het getal r 4 aanleiding geeft tot r , - « inversies. De getallen
Typees sy, r%,...,rﬁ_k gceven dus aanleiding tot

I = I'.‘+I‘2+--.+1"k-1-2-—-..-~k =TI +-.‘I‘k—‘i*k(k+1)

1
inversies. Derhalve i Iy+...+I)-r = Zk(k+1)
Op analoge wijze bepalen wij het aantal s der inversies in de rij
CTqreser Tpr & qrerey Gy Na een aantal ruilingen kan men de getal-
len Soqaeeey Ty in de volgorde BqreeenSy brengen. Dit aantal is, afge-
zien van een even getal, gelijk aan & « Na (afgezien van een even getal,
™' ruilingen is de rij ¢ %,..., s%_k te brengen in de volgorde
S%""'Bﬁ-k' Het aantal inversies in de rij SqreceyBy, 8%"“’Sﬁ—k
hlijkt op analoge wijze als hierboven gelijk te zijn aan
SyteratB=T=2mi0i=k = B4t+e ..+sk-€,,=k(1c+1),
dus afgezien van een even getal heeft men
5 =(¢+c?'+s1+...+sk~§k(k+1)
zodat men uiteindelijk, afgezien van een even getal, vindti
FyteestT)+8,+eeatS+ C+ Slear=s = k(k+1)
en dezec uitdrukking is inderdaad even, want van elk paar opeenvolgende
getallen k en k+1 is er juist één dat even is. Hiermee is dc formul
van Laplace aangetoond.
Opzs 1. Laat zien dat de ontwiklzeling van een determinant naar de ele-
menten van een bepaalde rij een bijzonder geval is van het theorcma van
Laplace.
Opze 2+ Bereken met behulp van het theorems van Laplace
1 1 0 ©
1 1 1 0
0 1 1 1
| O 0 1 1
Opge 3. Berecken met behulp van het theorema van Laplace de waarde van

de determinant 1+a 1 1 1

1 1+b 1 1
1 1 1+¢ 1
1 1 1 1+4d o
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Vpite_ 4.+ Bercken met behulp van het theorema van Laplace de waarde van

a4 312 a§3 0 0
821 B8 83 0 0
aB] aBQ a33 0 6]
841 Ban B3y s Bys
851 85p B3  Bgy 855

Opge 2« Zijn alle minoren van de tweede ords van een detcrminant gelijk
aan nul, dan is dic¢ determinant zelf ook nul.

7ij maken thans gebruik van de ontwikkelingsregel van Laplace
om cen belangrijke stelling af te leiden over het product van twee
deterninanten.

- \ , e
Z2ijn A = | ars\ en B = gbrs‘ beide determinanten van de n- orde,
dan kan men hun product AB schrijven als cen determinant C =) Cpg | v Civ
eveneens van de n® ordc is. Men heeft nl. te neuen
n
(o] =" b

ms"

\ . . X . e ..
Jeze uitdrukking zullen wij nocmen het inwendig product wvan de r~ ri]
van A cn de s° kolom van B.

S a
rs o
m=1 rm

Jowijse Op grond van de ontwikkeling van Laplacc zict men dircct in
dat het product AB gelijk is aan

(3.1 1 2 s 8 a1n O "R O !
AB ) ané ® 80 anrl O LI Y O
- "‘1 LI ] O b L b
0 11 in
O ® -« L] a ® .
0 vee O0=1 bn1 sas bnn
Vermenivuldis de cerste kolom met b11 en tel die op bij de (n+1)“
it 0 It B n b12 1 M " W n It (n+2)@,
it 11} it Hi 11 b1 il it i 11} 1 it gne.
n
V.rmenigvuldig de tweede kolom met by, en tel die op bij de (n+1)°
W W 0 1 n qu i I u " " M (n+2> e , enn;
H it i W 15 © 11 it i i it i 2 O‘
M b2n (2n)

I.heas Vermenigvuldig de 3e kolom met bsr ¢n tel dic op bij de (m«r)e
(rys=1ye0e,n)

Het is duidelijk dat hierdoor het rechterondervak van de determinant

AB goheel uit nullen gaat bestaans In het rechterbovenvak vinden we in

de % rij en (n+s)® kolom de uitdrukking

n
- % s dud .
;1 8y Png ? dus juist Crg

itwiklelt men de gevonden determinant volgens Laplace, dan vindt nmen
. 142+ e e+t (N+ 1) +0ea+(2n) { =1...0 _ n(2n+1)+n
av = (=) oL qucrs\’ (- {®rs\

=lCpgls
waarmcece de stelling bewezen ise.



Tlal 61

Natuurlijh ken men het product AB on meer dan cen wijze als een
doterminant van de n® ordc schrijven. Zo kan men bv. eerst de detor-
winant B om de hoofddiamgonaal latun draaicn en daarna dec productstel-
ling tocpassen. Dan vindt men

n -
C = Y 8 b
rs < m 8K
=1 rnoBm
¢n o0k zijn natuurlijk de formules
n n.
c .= 2 a._b en . = > _ a_b
" Enns " - A
rs = o Tmroms rs © o Tmrosm

Juist.
Opge 6+ Schrijf het product der determinanten

L1 2 |1 -1

13 4 12 \
on d¢ bovenaangegeven 4 wijzen als cen determinant van de twecde ordc.
Voze 7. Door n

a b \°
s c d ‘

op twee verschillende maniercen te berekenen (rcchtstrecks en met behuln

en

van het gevonden theorema) bewijze men

(ac + bd)2 + (ad - bc)2 = (32 + bz)(c2 + ﬂz);

¥iJ bewijzen thans nog ecn aantal resultaten, waarbij het vermeon
vuldigingstheorcma gebruikt zal worden.

Beschouw bij de determinant {a, | tevens de determinant |A

e

r
r

67}

8.

| waas
-~ elk clement de miror is van het corresponderende element |a 5

varn

[64]

d¢ oorspronkelijke determinant. Men heeft

1%rs | * [ Apel = !prg'

Ve weten dat voor cen willekeurig elcment p g van do product deter-

r

2 W 0, als r#s
k;O rk “sk ”{a, als r=s.
Hierin is a de waarde van dc¢ determinant | 8ng | e De determinant \@rs%
heeft dus de gedaante %‘:'Q \ en bezit
i Jeasg

dorhalve de waarde a'. 1ij wvinden derhalve

= an-—-"i. Ook als a=0 dis, o.ddt dit

| = 0. Dit laatste tonen wij

T a#£0, dan volgt hicruit VALg)
.ultaat, hetgeen dan inhoudt dat | A
door op te merken, dat als ecen determinant gelijk is aan nul, voor
viertal minoren

P A eV ° , o= H .
A Apgr oy ToALr AL Ao At

Is dit bewezen, dan zijn in ALy alle minoren van de 2° orde gelijk
nul, zodat wegens een Laplace ontwikkeling dic determinant zelf nul .

rs’
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i3 toncn thans de gezochte cvenrcdigheid aan. Door verwisseling
van rijen c¢n verwisseling van :olommen kunnen wij volstaan net het

bewijzen van de relatic A

11444

2
; A1 Aqpf_jAq Aag Ay e Ay
P Aoq Appl ) Aoq Agp Aoy e Agy
° 0 0
o 0 o 1
dus
Ryp App Ay eee Ay
Ay i11 izz | 421 A2z Ap3 e Aon
1 A21 Ao o 0 1
P 0
0 0 o 1

Voert men de vermenigvuldiging

duct gelijk is aan

= A21:A22. Volgens Laplace is

1 By *** 84y
0 . .
0 a42 %hn

uit, dan vindt men dat het laatste »ro-

A.!? g ® ® @ g
ﬁ ® 2 »
21 =0
A1 B2 \
Evenzq 1‘&12 iAzn} AQE = 0O, derhalve
(A, A, )2 (A, A
11 12 — (A A — A A )' 11 12 — 0
A21 A?E - 11722 12721 AA21 Aqg oo
waaruit volgt
\ Ay Bz |
Apq 4pp
Wij vinden dus |4 .| = ja .| -1

Er gelden ook dergelijke rclaties tussen complementaire minoren

en |a

van \A 8y,

rs |

Beschouw bijve de minor

Men heeft, wederom gebruik makendc

A

| 411 n |
Ag, Aon
Ma = O 0 1 O
o 0 0 1

A11 A

!A21 A

M

van

'+ Wij onderstellen in het volgende dat |a, V£ 0 is.

12i
o2 |

in

Are

vermenigvuldigingstheorona

B,y see &

a;; AL a;ii a33 e BBn\
Byy +ee By, N .1
IR 8p3 eve By
8ny v & |
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dus N N ! 9.33 s es an
} 11 h2

Aoy 4pp . N

n3 L nn

Op analogc wijze vindt men cen overcenkomstig resultaat voor willekeu-
rige complementaire minoren van \Ars\ en |a
Opgs 8. Bewijs op analoge wijze

I‘S\

" A11 A12 A13 5 &44 v ow a4n
i A21 A22 A23 = a ® * e @ ® &
:‘;31 ABQ A33 Qpa v @pp |

§ 14. Bijzondere determinanten.

Een determinant hect symmetrisch als voor alle indices r en s goldt
Lhg T 8gpe Wij kunnen een symmetrische determinant D ook on andcre
wijze karakteriseren, nl. door dc eis, dat de dcterminant D gelijk is
aan zijn geopiegelde D'. Hierbij verstaat mcn onder de toegevocgde de-
terminant D' van een determinant D dic determinant, die uit D ontstaat
door dc¢ detcrminant D om de hoofddiagonaal te wentclen, d.w.z. door
elk elecment &g te vervangen door hct elcment Bgpt Een determinant D
is dus symnetrisch als D c¢n D' overccnstemmen. Ook de waarden van D
en D' stemmen dan overcen; dat is echter bij iederc determinant (ook
bij niet-symmetirische detcrminanten) het gevals

Een determinant is scheefsymmetrisch als elk element Qg het te-
gengestelde is van het clement 2gpt Bij een schecefsymmetrische deter-
minant D zijn dus alle e¢lementen van D en D' tegengestcld. Hieruit
volgt dat de waardc a van een schcefsymmetrische determinant voldoct
aan a = (—)na, waarin n de orde der determinant is. Is n oneven, dan
volgt hicruit a = O. Elke scheefsymmetrische determinant van oneven
orde is dus gelijk aan nul.

Wij bewijzen thans dat een scheefsymmetrische deterninant wvan even
orde gelijk is aan een volkomen vierkant en wel aan het kwadraat van
cen veelterm in de clementen. 0

Voor n = 2, dus voor dc¢ schecfsymmetrische determinant = a

a 0

is dit evident. Onderstcl thans dat het cven getal n groter is dan 2

¢n de stclling voor n-2 in plaats van n recds bewczen is. Dan hceft

men voor dc waarde a van de scheefsyumetrische determinant ‘ars | van
e

de n

_a“ o
|

orde de relatie, dic wij in de vorigc paragraaf vonden

A11 A12 \ 333 tee 8.3n
= 8

A

Agq Aop

&n3 'R ahn
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Do minoren A11 en Azg zijn gcheefsyumetrische determineanten van oncven
ordc, dus gelijk aan nul. Verder heeft men A12 = ~A21.
Opgs 1+ Bewijs dit.
Bovenstaande relatie levert dus
, ‘ a33 see 83p \
ip =8 \. S s e ‘ .
®n3 *** %nn
Dc twecde factor in het rechterlid is een schecfsymmetrische determi~
nant van de ordec n-2, dus wegons dou inducticonderstelling, ecn volko-
men vierkant. Dan is dat ook het geval met a.
Opge 2+ Bereken 0 a b e
-a 0 d e
-b  =d 0 £
~C - - 0

Opze 3. Bewijs a4 845 843 Uy
B21 fg2 %23 W 3
a a,. a wy |7 e, BWe Ayt
31 32 33 R =
[u1 U, u3 0 §
Tot ecn ander bijzonder type determinanten behorcen de circulaire de-~
terminanten. Bij deze is voor alle r en s 8ri1, s+l = ar’ o de be-

doeling is dat cen index, dic groter is dan n, met n verminderd wordt.
Zo luidt de circulaire detcruinant van de derdce orde

a b c

c a b

b c a
Om deze te berckenen vermcerderen we de cerste rij met de tweede en
de derde, waarna allc elcmenten der eerste rij, dus ook d¢ determinant
zelf, door a+b+c declbaar blijken te zijn. Vermeerdert men de cerste rij
met px de twecde en met fng de derde rij (waarbij p een der comnlexc
derdemachtswortels uit de ccnheid is), dan blijkt uit het rosultaat
dat de determinant dcelbaar is door a+ 32b+{3c, enz. Men vindt ten-
slotte, dat dc beschouwde determinant geligk is aan

(a+b+c) (a+ P b+ ch)(a+ P B+ Pc).
Ovoge 4+ Bereken de waarde der circulairce detcrminant
1 i -1 -i
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Opgs 2« Bercken eveneens de waarde van de detcrminant

a b c d e
e a b c d
d e a b c
C d e a b
b c d e a

Tenslotte behandelen wij ecn zeer belangrijk type van dctermi-
nanten, nl. de orthogonale determinanten.
Ion determinant N, heet orthogonaal als geldt Bng = L8,

Hierin stelt a weer de woardc der determinant ‘ars\ voore. Mcn heeft
dan voor een orthogonalec determinant

Bl A 2 i 2 2
a= > a A = » 8al_=a 2 a dus > at_ = 1
[ ra - 8 p - & # o oo 8
g2 re'rs’ L1 “rs &y Crs g21 rs
Verder is voor r £ t
n n a_.a n
0= 5 a A, =S IS8 aug > a,a,_ =0
L I o ¢ -
s rats &= a & rs te

Op gcheel analoge wijze ziet men in

n ) Tl

< w7

> a =13 2 a,.a. . = 0,
f"ﬂ rs — rs rt

als s £ t.
Verder heeft men door toepassing van het vermenigvuldigings—
thcorema

1 O ese O
2 - — O 1 @ 2 8 O —
& - ‘ars\'\ars‘ a =Ty
O O @ ¢ o 1

dus o = + 1. Is a = +1, dan hect de determinant rechtsirecks orthogo-

naal, is a = -1 dan indircct orthogonaal. Bij een orthogonale deter-

minant hceft men dus a = A ol =-A al naar dc¢ detcrminant al of
rs rs rs

niet rechtetrecks orthogonaal ise.

Onge 6+ Bewijs dat bij cen orthogonalc determinant ‘a \geldt

re
. 1, als 8 = ¢

\ A e 3“‘*;:0 l‘ fét
f%ﬁ rg “r , als 8 .

Is omgcekeerd van een deterninant \a gegeven

rs |

n_ i 1, als r = %
523 Brg B4s T 0, als r # +,

dan is dcze orthogonaal, want vermeerder de met Q44 vermenigvaldigde
cerste kolom met a4nX de tweede, ay4x de derde ; osey 8y X de n®

kolom, waarna de detcrminant de gedaante
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n
A O ﬂn2 ® e w &nn A
: L = -t 5 - - X8
aanneemt. Dus 844 = =5 Fvenzo blijkt 8hg = om0

n -
Opze 7o Als bij een determinant |a.. | geldt 7 A A —{1' als 8 = ¥
e rs =

rs'rt g, als 8 £t
“n 1is die determinant orthogonaal. “'ij beschouwen thans het product
|Cpg | Van twee orthogonale determinanten \ars‘ en ‘brs‘ . Hiervoor
seldt ‘

n n

o n
s - g = 5 S =
o Orelrt T 2o 2o 8rn®hs 2o fniPie T 2 2 PnsPkt 2 BrhPrk

=

= hz_‘ibhsbh_t =0 (S # t),

zodat de productdeterminant in verband met het bovenstaande ook ortho-
gonaal is. Den veel eenvoudiger bewijs geven wij in de volgende para-

graaf . .
§ 15. Verdere eigenschappen van matrices.

Men definiéert de vnroductmatrix C = ”ern van twee matrices
Hore

A = ﬂarsq en B = Hbrsﬂ y 00 grond van het gevondence bij determinanten
door dc formules

n
Crg = ;z%arkbks'

tien schrijft C = A3.
Voorbeeld: {1 2 3) 12 12
2 3 4 (11 O)

G Ga)-(e5)

( 841 842 ) ( X4 ) I Bt RR Rt P
821 82 X 85X 850X,

(64 45
97 68)
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Opge 1. Onder welke voorvaarden is het product van twee matrices gede-
finieerd?
Opgs 2. Bepaal in welke gevallen het product van twee matrices een
kwadratische matrix is.
Opgs 3. Als de kwadratische matrices A, B en C voldoen aan C=A.B, dan
geldt voor de waarden a, b en ¢ der bijbehorende determinanten c=ab.

Definitie. Hebben de matrices A = “ar@“ en B = ﬂbrs“ evenveel Xkolommen,
i definieert me C=A+1, i i ey -
dan defin rt men C=A+B, indien Crg = 8pg * b
Opge 4. Bewijs A+B = B+A.
Verder definieert men voor ieder getal k B=kA, indien b = ka_ _»

rs
Opge 5. Bewijs k(A+B) = kA+kB;

Opzs 6. Is A een kwadratische matrix van de orde n en B=ki, dan geldt
voor de waarde der bijbehorende determinanten b = x"a.
Uiite 7o Bewijs C(A+B) = CA+CB.

;!

Jnie 8. Laat door een voorbeeld cien dat niet steeds behoeft te gelden

AL = Dd.

Is bij een kwadratische matrix a =

51 VOOr I = 8
re

y dan noemt men
(O voor v £ s
deze eenheidsmatrix I.

Opze 9+ Is de matrix I van de orde n en heeft de matrix A n kolommen

dan is AT = A; heeft A echter n rijen dan is IA = A. Heeft A n rijen

en n kolomnen, dan is AI = IA = A.

Opg. 1 e Bewijs voor ieder natuurlijk getal m dc relatie 1.1,
Vervangt men in een matrix A el elcment a door het toegevoegde

rs

element a dan ontstact de toegevoegde matrix, dic men veelal met A’

sr! 12 1 4
aangeecft. Bv. de toegevoegde matrix van( “ 1s { ; van

\-431 \\23

(a1 ses an) luidt de toeguvocgde E .

Opse_11e Bewijs (A+B)' = A' + B'; (AB)' = B'A'.
Ovge 124 Is A = A'y B = B', dan is AB = (BA

" "5 oy 2 3 P 4 - -'1 \ \ P L NS ) s}
S A = nargu y dan definieert men A w‘ = dewszs de elementen
A
br“ van B = A"'1 hebben de gedaante br = "E?' De matrix A wordt hierbi]
[

cuadratisch verondessteld.
Ops. 13+ Bewijs A.A™! = A" l.A = I
Opge. 14. Bewijo (AB)™V = B~ la~l,
Voert wen nog in de nulmatrix O, waarvan alle elementen gelijk zijn aan
nul, dan vindt men dat voor kwadratische matrices de volgende reken-
regels gelden: Bij el tweetal matrices A en B met gelijk aantal rijen
en gelijk aantal kolommen bestaat ¢én matrix, die de som A + B wordt
genocemds Deze som voldoet aant

1
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A+ B=D3Ba4+ A
A+ (B+0C)=(A+B)+¢C
A+ 0=04+ A = A,

Bij elke A bestaat ecn matrix Bmet A + B =B + A = 0; voor deze
matrix B schrijft men wel -A (guheel in overeenstemming met de defini-
tic van kA).

Bij elk paar kwadratische matrices A en B bestaat é6n matrix, die
het product AB wordt genoemda

Dit product voldoet aan

A(BC) = (AB)C

AT = TIA = A

A(B+C) = AB + AC
(A + B)C = AC + BC.

Bij elkc A met a £ O bestaat een natrix B, zodanig dat AB = I.
De matrix B heet de inversc matrix. Men schrijft B = A~1 en heeflt

a2 a2

Men definieert A" = (A"’)n voor gchele positieve n en Ao = T
Opize 15« Bewijs ATRR T,

Opge 16+ Bewijs voor willckeurige gchele m en n
AR oo mEn
0pg. 17« Bewijs (A')™V = (A™1)r,
Opge_18¢ Is bij een matvix A de determinant a al of niet gelijk aan
nul, dan geldt voor de matrix B met brs = A%r de relatie

.

‘ A O «ve O \}
BA =aB= |0 4eee© % = ta) L.
%io 0 A h

Naast de bijzonderc determinanten, die wij in § 7 beschouwden,
boschouwen wij de corrcesponderende bijzondere matrices.

Een matrix A is symmetrisch als A = A' en schecfsyimetrisch als
.‘L = —A‘o

Fen matrix A is orthogonaal als A' = A"1

o Dus A'A = ALY = T.
Beaschouw een matrix X = (x1,...,xn) en ecn orthogonalc matrix A van

n
de orde~. 2ij ¥ = X4, dus Y' = 4'X', dan is ;Z% y? = YY' = XA(A'X?) =
1=

n
X(AAVX' = XIK' = X3' = S x2,
i=1 *

Is S ecn schecefsymmetrische matrix, dan is de matrix A = (I+S)(I~S)"1
orthogonzale Immers wegons 3' = ~5 heeft nmen



(1-5)""

ALY = (I+8) ;(I+S}(i
= (1+8) (I-8)"1 j(1-5)""
= (I+8) (1-85)"" %z'-s')”
= (I+8) (I-8)"" (1+8)"!
= (I+8) (1+3)"' (1-5)~1
= I.I = I.

Is 5 schecfsymmetrisch en ) symue

orthogonaal, want wegens S' = -5, Q'

A

i

(1+8Q) (I-59)~!
(I+87) (I—SQ)"1
(I+5)) (1+87)~"

(I+5Q
(I«%—SQ
(I-89

T

i

i

wegens

(I+3Q)(1-37)

I+580=-523-5150

i
-5

| (1e5)

P (rres)

(1-5)

(1-8) (want (I-S)(I+S) = I°-§° =
= (I+8)(I~-3))

trisch, dan is .\ = (I+SQ)(I~SQ)"1

= Q heeft men
- 1
) (1-53)"" )
“1(1-s0)
)=1 (1-80) = I.I

i

(I-59)(I+80),

¢ functies.

16+ Symmctrisch

Bij de vicerkantsvergelijking zg -
en z, zijn de elomentair-symmetrische
= 2425 71j saan nu beschouw.n gehele
van z, on z,, dwz. veelteruen in z, ¢
Zq en 2, worden verwisseld. Bij voord

2 2 _ 4. 2 3
2y + 2 = (u1 + ZZ> -2 242, =
3 r' 3 o $ 3 w A LA
7y + 2 = (z1 + 22) - 3 a1u2(a1
pe ‘3’ 4 — 4 Ly ey 2
2y * 3y = (z1 + zg) - 5122(4u1
In deze voorbeclden hebben we genomen
respe van de graad 2, 3 en 4. In het

den ecn veelterm in a, en 8,y WaQrvVan

1
doarbij wordt aan ecn constantc het g

aan &, het gewicht 2 toegekend en ond
verstaan dc soa van de gewichten der

elke toriy cenzelfde gewicht bezit, he

baros = gewicht). Het eerstc antwoord
gewicht 2. Het twecde antwoord is cen

en het derd. een isobare veoltera met

z% + 3 z%zz + 3 2125 + zg = (zi + zg)
4 2
a4 = 4 ala,

zodat dit antwoord wederon ecen isobar

a,z + a, 0 met de wortels 2

ics a, = M O, =
functic o 24 + %, o0 4,
rationale syumetrische functice
n Zoy die nict veranderen, als
celd:

2

ay - 2

3.2‘
a3
+ z2) = ay - 3 ad,e
+ 62,2, + 4z2)-~a4 - a (432—8a +6a,)
172 2771 =2 1 2l

homogene wveeltermen in z, en o,
ecrste antwoord hebben we gevon-
elke term het gowicht 2 bezit;
ewicht O, aan 2, het gewicht 1 en

er het gewicht van een product

factoren. Een veclterm, waarvan

et isobaar (isos = gelijk,
is dus ecn isobare veelterm met
isobarc veeltern met gewieht 3

cewicht 4. Ander voorbeeld:s
2 2
Y + N =
+ 3 z1z2(2§1 Zd)
2

+ 285 + 3 ag(ai -2 ag)

¢ veelterm met gewicht 4 isa

e gaan nu de volgende stcelling bewijzon.

Fen houogene symnetrische veelter
gschrijven als ecn isobare veclterm in

m in 2z, en z, van de m” graad is te
a, en a, met gewicht m.
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Dc bewering is cvident voor m = 1, want een homogene symnetrische
veclterm in Z4 en z, van dc 1Y graad hecft de gedaante CZq + CZp = CQ4e
'Yij wogcen dus m‘> 2 veronderstellen cn aanncmen, dat de bewering reed:
bewczen is, wannecr m door een kleiner natuurlijk getal wordt vervdngon.

Y¢ kunnen de beschouwde honmogenc symmetrische veelterm van de m*
graad schrijven in de¢ geda.nte

c(z? + zo) + 242, P(~1,22),

Vaarin P een homogenc sywietrische veclterm van de graad m - 2 is.
Verder kunnen we schrijven

z? + zé (z 2)m + 242, Q(z1,22),
waarin 7 evinecns cen homogene symaetrische veeltcern van de graad
m - 2 is. alducs hebben we de oorspronkelijke symuetrische veclterm
geschr.ven in de gedaante

c(z1 + 22)m t 4%, R(Z1,22):

waarin R een homogenc symmetrische veolterm van de graad m - 2 voor-
stelte
(ilsm = 2, is R ecn constante). Volicns onze inductic veronderstel-
ling is R(z1,22) gelijk aan een isobarc veclterm U(a1,a2) et gewichl
m - 2+ Dus dec oorspronkclijkc homogene symmetrische veelterm in Zq
en z, van de m® graad is geclijk aan

m
cay + a, U(a1,a2)

¢n dit antwoord is inderdaad cen isobare veclterm met gewicht m.

Opge 1. Bewijs dat z;O + Z;O t¢ schrijven is in de gedaante

c,a 10 + 02a§a2+ c3a?a§ +C,8 ?a% + c5a%ag + Cgd g‘
waarin CiaeersCy absolute constanten voorstcllen.
Opmerkinge. Deze constanten kunncn worden bepaald op de manier, zoals
in het bewijs is aangoegevens Do berckening kan echter vlugger als
volgt geschicden.

o o
z? + zg = (z1 + zz)(z% + zg - 2122(2? + zg)+ z%zé)
= a1(a% - 4a§a2 + Zag - a?az + 2a2 + 32)
_ 4 2 2
= a‘](a.] - 5&18.2 + 53.2).
Dus 5
z}o + z; = ( + 22) - 22522

)

a1 - 5a1a2 + 5a2) - 22y enz.

i

2
a1(
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Aldus blijkt ¢y = 1, c, = -10, 03 = 35, cy = -50, o5 = 25, cg = -2,

Torden slechts enkele coéflici&nten gevraagd dan kan men soms vlugger
te werk gaan. 7il men bv. alleen de coéfficiént e bepalen, dan be-
schouwt men een vierkantsvergelijking, waarbij a, = O is, bv. de vier-
kantsvergeli jking z2 - 1 = 0. Bij deze vergelijking (die de wortel + 1
bezit), is z}O + zgo = 2, terwijl het antwoord gelijk moet zijn aan
=Cg s dus Cg = -2

Opze 2. VYat is de gemakkelijkste manier om c, te bepalen?
In plaats van vierkantsvergelijkingen gaan we nu vergelijkingen
van willekeurige graad n beschouwen. Ve schrijven zo'n vergelijking
in de gedaante
AR a1zn + azzn'zv R (—)nnnz 0.
Noem de wortels van deze vergelijking ZyyeeeaZ e De elementaire symme-
trische functies zijn hier

a, = 2, + 2, + = 2
: e 2”21

-
a = Z + ) = £

2 T BqPp T BqZ3 ot e FIp qTn T L3

® & 2 ®» ®» ® ® e ® e @ 8 B W B e w® ° e B
an_.‘: 2122 a0 e Zn_..] + esee -+ Z2 X Zn = &‘21“2 ) Zn_1
an = 21442 X Zno

De hier optredende sommen bevatten reSp.(?),(g), ‘e ,(nf1) termen.

7i] stellen ons de vraag of Dbij een vergelijking van willekeurige
graad een stelling geldt, analooy aan die, welke we bij vierkantsver-
gelijkingen gevonden hebben. Daartoe is het nodig in te voeren het be-
grip van isobare veelterm in de coéfficiénten Buy Boy sesy Boe De de-
finitie ligt voor de hand. e geven aan een constante het gewicht O,
aan a, het gewicht 1, aan a, het gewicht 2,...,& het gewicht n en we
verstaan onder het gewicht wvan een product wederom de som der gewich-
ten der factoren. Dus bv. az + 5&1a2 + a1a§ is een isobare veeltern
met gewicht 7. De stelling, die we nu gaan bewijzen, luidt als volgt:
Een homogene symmetrische veelterm in SyreeeyZ, Van de n° graad
is te schrijven als ecen isobare veelterm in Bygeseyay met gewicht m.
Anders uitgedrukt: Ten symmetrische veelterm in de wortels van een
algebraische vergelijking kan gcheel rationaal worden uitgedrukt in de
co8fficiénten van die vergelijking. In deze stelling wordt m 2 1 veron-
dersteld. De bewering is evident voor n = 1, want dan treedt slechts
één wortel z, op, die gelijk is aan de co&fficiént a,, die in de li-
neaire vergelijking voorkomt; de beschouwde homogene veelterm in Z
heeft de gedaante cz? = ca? en dit antwoord is isobaar met gewicht m.
We mogen dus n 2 2 veronderstellen (dat hierboven het bewijs voor n = 2
reeds geleverd is, wordt niet eens gebruikt) en we mogen veronderstel-
len, dat het bewijs reeds geleverd is, als n door n - 1 wordt vervangen.
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De ©bewering is evencens evident als m gelijk is aan O. Immers, dan
is de beschouwde homogenc symmetrischc veelterm cen constante en ecn
constante is tc beschouwen als een isobare veelterm in Bapeeeydy net
gewicht O« Bij het bewijs mogen we dus n 2 1 veronderstellen. Verder
mogen we aannemen, dat het bewijs reeds geleverd is, als n onveranderd
blijft, maar m door ecn kleiner getal wordt vervangen.

#1j hebben hier te doen met een voorbecld van een bewijs met dub-
bele inductie.

Voordat we het algcmene bewijs geven, willen wij ecrst de bewijs-
voering door een voorbecld toclichten. Stel wij willen bewijzen, dat
bij de cubische vergeclijking z3 - a1zg + Aoz = ay = 0 met de wortels

> 5 5

Zyy Zp €N 2y de uitdrukking 2y + 25 + Z3 tc schrijven is als een iso-
bare veclterm in a4y @5 en a3 met gewicht 5. Daarbij hebben wij aangeno-
men, dat de overeenkomstige stelling rceds bewezen is voor vierkante-
vergelijkingen, d.w.z. dat bij de vierkantsvergelijking 22- A8 + Ap= O

met de wortels Z4 en 2z, de uivdrukking z? + zg tc schrijven is als een
isobare veclterm A? - SA%AZ + 5A1A§. Nu komt de kunstgrecep: "ij gaan

5 5 > 3

nl beschouwen Vv = zJ + z) + 23 - (u? - 5aja, + 5a1a§).

D¢ eigenaardigheid is, dat we in het gevonden antwoord de coéfficiéntcn
A1 en A2 eenvoudig door a, en a, gaan vervangen en het aldus verkregen
antwoord aftrekken van de functie, die we willen onderzocken. Vij wetcn
dat a, en a, elenmentairc symmetrische functies zijn van Zqy Zo CM Iy,
die in A1 en A2 overgaan, als eh door O wordt vervangen. Hieruit blijkt
dat v een symicetrische functie is van Zyy Zp €N Zyj wordt 2y door O
vervangen dan geet v over in

z? + zg - (A? - SA%AZ + 5A1A§)
en we hcebben ervoor gecorgd, dat dit juist nul is. De symmetrische
veelterm v wordt dus O als 2y door O wordt vervangen, waaruit blijkt
dat elk zijner termen door 24 deelbaar is. Vanwege de symiletric is el-
ke term dan deelbaar door Zq €N Zo, dus ook door Z4ZpZye Te krijgen
dus v = ZqZp2y W, waarin w cen homogenc symmetrische veclterm in Zyy Zo
en zy voorstelt van de tweede graad. Die vecelterm zouden we kunnen necr-
schrijven, (uitvoeren!) maar dat is voor ons bewijs niet nodig, omdat
we verondersteld hebben, dat de stelling recds bewezen is voor n = 3 en
voor alle homogene symmetrischc vecltermen van de graad - 5. Uit deze
inductieveronderstelling volgt, dat w tc schrijven is als een isobare
veclterm in 84y apy a3 met gewicht 2« Derhalve is

z? - zg + zg = a% - 5a%a2 + 5a1a§ +oagw

geschreven als een isobare veelterm in Qqy o3 a3 met gewicht 5.
L
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Na deze toclichting aan dit speciale geval met n = 3 enm =5
gaan ve over tot de volkomen analoge behandeling van het algemene
govals

Bij de wvergelijking

Zn o a1zn—1 + ese b ("')nan = O

met de wortels Zypeees2, zlj gugeven een howmogene symnetrische veel-~
term f(zj,...,zn_1,zn). Daarbij hebben we aangenomen, dat de te bewij-
zen s8telling reeds bewezen is voor vergelijkincen van de graad n-1.
Bij de vergelijking

=1 =2 n-1
{1 — A1.é + sse + ("') An“,!

met de wortels z,,ees,z, 4 is f(z1,...,zn_1,0) ofwel identick nul,
ofwel ecn homogenc symmetrische veelterm in ZapseeyBy g VAR de graad m

= 0

Volgens onze inductieveronderstcelling is deze uitdrukking, als ze nict
identick nul is, te schrijven als cen isobare veelterm g(A1,...,An_1)
met gewicht m. Indicn dc uitdrukking wel nul is, verstaan we onder
3(A1,...,An~1) eenvoudig het getal O.

De kunstgreep bestaat nu hierin, dat we beschouwen

)n

I’en lette er dus op, dat hier wcderom de cogfficiénten A door de over-—

Vo= f(z.]'ouc,zn) hd g(a1,...,an_1

cenkomstige coéfficiénten a zijn vervangen. Ve weten, dat GypeserBy .
clementaire sywmetrische functies zijn van CorenesZoy dic overgaan in
A?’“"'An~1’ als Z, door O wordt vervangen. Hieruit blijkt, dat v een
syruaetrische functic wvan Zgyesesly ige Hierbij is a, een veelterm in

ZypeseyZ, Van de 1° graad, a, ccn vecltern van de 2° graad, enz. Omdat
g(a_l,...,an_1 ‘
cen homogene veelterm in ZyyeeeyZ, Van d¢ graad me. DJus ook v is cen

) isobaar is met gewicht m, gaat deze functic over in

homogene symmetrische veeltoerm in ZyyeeesZ, van de graad m.
wordt Z, door O vervangen, dan gaat v over in

)

en we hebben ervoor gezorgd, dat dit juist nul is. De veelterm v wordt

f(Z1,c-.,Zn_1’0> - g(A1,uun,An_1

dugs O als Z, door O wordt vervangen, waaruit blijkt, dat elk z2ijner
tormen door Z deelbaar is. Vanwege dc symmetrie is clke term dan even-
cens door Zyyeeey door 21 dee¢lbaar, dus declbaar door PEITERE
e krijsen dus

Vo= 245 ses Z,W,

waarin w cen homogcne symitetrische veelterm in ZqreeerZy voorsteld

van dc¢ graad m-n; is m < n, dan is w identick nule Is m < n, dan vinden
we dus, dat v identick nul is, dus f(z1,...,zn) = g(a1,...,an~1);
waarbij het rechterlid isobaar is mct gewicht me In dat geval is dce
stelling bewezens Voor m < n kout dus &, in het antvoord nict voor.
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Z2ij nu verder m £ n. Omdat w cen homozene symmetrische veeltern
in ZypeenrZy voorstcelt van cen graad m-n, dic kleiner is dan m, volgt
uit d¢ inducticveronderstelling, dat w te schrijven is als cen isobare
veelterm in Bqpese,a, Wt gewicht m-n. Derhalve is

f(Z?,---,Zn) = 8(81,ooo,an_’1) + anw

geachreven als ecn isobare veelterm in Qyy Bpyeeeydy met gewicht m.
Hiermed: is het bewijs volledig goeleverd.
Onge 3o Beschouw in de opgaven 3, 4, 5 cn 6 do vergelijking

n n-~1 n-2 n -
Z = 8,z + 8,2 = ek (=) a, = 0.

Dewijs dat de som van de derde machten der wortels gelijk is aan
u? o 3a1a2 + 333. Waarin gaat dece betrekking over bij een vergelijking
ven de 2¢ graad of bij ecn lincaire vergelijling?

Opize_4. Bewijs E:z§z2 = a48, = 333-

Uit hoevecel termen bestaat het linkerlid? Yat wordt deze betrckking
bij vergelijkingen van de cerste of tweecde graad?

a
Opge 5. Bewijs To—! = ~§:i . Uit hocveel termen bestaat het linkcr-
uuf’
T . 11d?
z a,a
Opze 6« Bewijs 2;—1 S B <L R
a 2 8n

Opgs 7« Bewijs dat bij dc vierkantsvergelijking 22— 8,2 + 8, = 0
z?, waarin m cen natuurlijk getal is, te schrijven is in de gedaante

z? = sz1 + Q. , waarin Pm en Qm isobare vecltermen in a, ¢n a, voor-
stellene Bepaal verder de gewichten wvan Pm en Qm en geef de teruglopen--
de betrckkingen aan, waarmce Pm en Qm kunnen wordcn berckend.

Wenst men in de practijk dce symmetrische functics uit te drukken in de

clementair-symmetrische, dan gaat men veelal als volgt to werke.
. _ n n=1 _ . oo e
Uit £(z) = bz + bz *oees + b = bo(u 21)(u 22) veo (2 an)
volgt
(1) f'(z) = nb

1

n-1 n-2 -
0%+ (n—1)b1z toeee b=

=f-ﬁ-zl+wl+ .‘.+M.

Z2 4 22, Z=Zy
Men heeft n n n-1 n-1
flz)-f(z,) bs(z'- z7) b, (2" =2z, )
?_LZ_V_)_= ! = 0 ! + 1 P ! + ess +
z2=2, 22 Z=Z %
b, (z=2z.,)
n-1 1) n-1 -1
+ = bolz™" '+ ee v 2z )+ oeee + Dot
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dus
n
- f‘ Zz - n=-1 n-2 n-3
ﬁéﬁ 2z " bysyz + (bos1+ b1sO)z oot (b082+ b8+ bzso)z + aes

Dc hierbij optredendc uitdrukkingen 8, = z§+ .o zﬁ worden sommen
van Newton gcnoemd. Men hecft 85 = N
Vergelijkt men in (I) dc termen met gelijke machten van z, dan vindt

men ) hY
‘ ndby = bysy \ / b8+ b, = 0 }
{ (n—?)b1 = bos1+ b1sO i } bOs2 + b151+ 2b2 =

(n-—2)b2 boSp+ byt b,ysy | dus \ b083+ b Sy + Byt 3b3 =

. L » ® L] < L] ® ® - »

Hieruit kunnen de somuen Sq9 82""’Sk-1 worden berckend. Verder volgon

uwit £(z) = bozna-b1z““1+...+bn na vermenigvuldiging met 1, z,zg,...

¢n na substitutic van 2 door ZyyesesZ

H

)
. (2)
|

/

cn optellen de relatices

n
bosn + b1sn_1+ et nbn =0
bOSn+1 + b18n + aee + bns1 = 0
bOSn+2 + b18n+1 cee + bn82 = 0, enz.

zodat ook voor k £ n uit (2) de grootheden Sy gevonden kunnen worden,
als men daarin br = 0 stcelt voor r > n.
OpgZe 8. Laat zicn hoe men ook dc grootheden bk voor k < 0 uit (2) kan
afleiden.

Om nu bv. de som Einazz te berekencn, gebruiken we de relatie

e

g;z1z2 = —53 T S485, waarmce dc gezochte som in recds bekende groot—
cden

h is uitgedrukt.

WVenst men de som E;z§zgz3 te bereckenen, dan kan men bve gebruik
maken van de gevonden uitdrukking voor zzgizg. Vernenigvuldigt men
deze met 85 dan ontstaat een resultaat, waarin o.a. de gezochte ternm
optrecdt.

Opge 9« Voer die berckening uit.
Opge 10. Bercken bij de vergelijking z1o+ azz+ bz + ¢ = 0 de son
- T2

> z,75; cvenceens de som 5 2ladz,.
S T2 — 1273

- . a_b t
7ij voeren naast dc onkclvoudige sommen E;x1x2x§ ser X NOZ SOMw
men in, die wij completc sommen nocmen cn aanduiden met
-<~*_a b_c T

£ KqXpXy e Hppe

De bedoeling hierbij is, dat als onder de exponenten a, b, C,sss &én

of mecer gelijke optreden, bve a=b, naast de term x?xgxg oo x; in de
conplete som ook de term x?x2x§ e xz optreedt, hetgeen in de enkel-

voudige som niet het geval is.
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In het algemeen: treden onder de exponenten a, b, a,...,j* gelijkc op,
verder Jo 8elijke hiervan verschillcnde exponontan, 33 gelijke exponcne
ten verschilloend van de 31 genocude en de j, genocmde,ess, dan heeft

men voor de ‘enkelvoudige som 2 en de completc ermcc corregponderendc
80 Z i o

o -
T = igtiotees L
Men heeft dun de volgendc formule voor comnlete sommen

hs* a b _c t v+ hoa b.c t o~ _at+h b c t
Z:x1‘L X1X2X3 'R X1 XM “z_ X1X2x3X4 LI Y Xm + 7 X1 XEX3 L] xm

<+ a_ b c t+h
+ LI ) I »
» + 7. X1X2X3 e xm °

3

Vbe Zij gevraagd dc som > x3X,Xy te berckenen.
4
Jij gaan uit van dc relatics

N IR B e 574

TLEIXpXy = LXK Xy - 2 L‘x1xg

- ¥ 4 ‘:\— 4 ~ < 5 o

XXy = ) X5 U Xy - XD = 545,-5g, dus

< o o o) o = o
2 XJxpXy = 28,5y- 25,5,+ 255= 2a,53+ 28,5+ 255= ~2a;5,~ 22,5~ 10as,
dus
" .3 - 2 = —a
izmx1x2x3 = ~a3(31~ 2a,) + a48,~ Dag = —ajay+ 8,8,+ 28,83~ 5a5,

Anders:
-3 ~“Qf“2\"~ﬂf {.:.2
3 E:x1x2x3 = L.X] L,x1x2x3 - 7 XjXpXyX,
4?-# 2 _ < <« * \.5,-1*
LoXIRRE, = T LKy XXaX, =7 X XX X,Xg
a
uﬂ_’i‘z*i‘gxx = (8% - 2a,) % x.x.x, + Sa PRI JYSRA g
et Wik S 27 5= TT2T3 T 4T 7 273N 4 —P1T2T3 S

-6(a§" Eaz)a3 + 6a1a.4 - 3Oa5.

Dus
3 s ,2 o ) " -
> x1x2x3 = —a1a3 + a1a4 + 2a2a3 535.

§ 17. Eliminatic

Wij wensen in deze paragraaf na te gaan onder welke voorwaarden tweu
veeltermen

f(X) = aoxn + eee + an; g(x) = bOXm + eese -+ bm

cen nulpunt gemecn hebben. 7ij zocken daartoe ecn functic dic alleen
afhangt van de colfficiénten ag, Biyseer i Doy Diyees,b, cn die dan
en slechts dan nul wordt als een der n nulpanten XqperryX, Van £(x)
samcnvalt met cen der m nulpunton ¥yyses,¥, van g{x)« Het is duidelijk
dat de functic
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o [

n
C = T {xy - vy o)
%:1 V=1 v ;U\’
juist in dic gevallen nul wordt. Wij merken verder op dat uit

g(x)= bO(X~y1)~..(x~ym) volgt g(x1)= bo(x1-y1)...(x1—ym),
g(x\, )
1 b

C =

=t=]
®

.\) O

: n
De functie Cbg = U g(x, ) is cen gchcle rationalc symmetrische
N =1 '

functie in de groothedcn XypeeeyX, o dus volgens de thcoric der

symmetrische functies geheel en rationaal uit te drukken in dc groot-

a a
heden El,...,gg_. Deze functic ig van dc graad m in clk der groot-
0 0

hedcn TygneesX zodat ag maal deze functie, dus de functie

D

1’1,
m, n

rg = 20°0C

gcheel en rationaal uit te drukicen is in de grootheden gy Bqpesn gl

n'
bo’ b1,_oo¢,bm0

1

n is in de grootheden bO,t..,b

m in de grootheden Bprees By
Toepassing. Bepaal dc ultdrukking Dfﬂ voor dc¢ veeltermen

f(x) = agX + a,; g{x) = box2 + byx + b

Uit D

n:ﬁﬁ

tg = a% g(x v) ziet men dat ng homogeen c¢n van’de graad

nd evenzo is ng homogecn en van de graad

2

Ilen vindt 5 5
Deg = aga(x, ) = bo21 = P42480 + P43q,

of door uit te gaan van g(x)

D

i

2
pg = 20f(y)T(yp) = bolagy i+ ag)(agyy+ aq)

= bo(agy1y2+ a0a1(y1+y2) + a%) = bzag - b1aoa1+ boaﬁ.
Opgs 1+ Bepaal de uitdrukking ng voor dec vucltermen anx + a, en
box + b1,
Opg 2. Bewijs dat dc uitdrukking ng voor twee vecltermen £ en g respe
van de graad n en m gelijk is aan de uitdrukking Dgf voor dc veeltcrmen
g en f afgezien van ccn factor (=)™,
Wij zien dat de functie Dy, of de functic D . = (-—)mang dan en slechts
dan nul wordt als de vecltermen f(x) en g(x? cen nulpunt gemcen hebbens
Dc functie ng is dus de resultante van de veeltcrmen £(x) cn g(x)
cn deze resultante is zoals wij hicerboven zagen, homogecen cn van de
graad n in de coéfficiénten by, b,,e..,b van g(x) en homogcen en van
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de graad m in de codificilnten agy Gypese,d  Van £(x). De resultante
is dus homogeen en van do graad m+n in de coéfficidnten van de vecel-
termen £(x) en g(x) tesamen. Yij toncn ook nog aan dat de resultante
isobaar is in de co&fficitnten van deze beide vecltermen tesamen.
Beschouw daartoc de vergelijking v (%) = 0, waarvan alle nulpunten
11""'j§n v maal zo groot zijn als die van £(x), dus als

PCE) =ap 7™ 4 oy 3 e

~

n’
5]

dan is Ay o= ta1; A g = t‘az;...; o = tnan. Verder beschouwe men de

- <

vecltorn )&(_5) waarvan dc nulpunten t maal zo groot zijn als dic van
g(x). Voor de coéfficiéntun bo,(31,...,{3m van.:{(‘ﬁ) zict men dan
dircct in dat geldt

‘v\ = 1\ = 2 ! =
By = tdy By =ty 2= tm’bm.
Verder is
- B n T , R {1 PV ¢ R
Py =aoho T (5= =aghp T txg -y
MOV AN

it

mn_m,n -
£ ag% JIT\J (x,-y,) =D
’
Daar D ontstaat uit D. door bij D,_ in clke term 2, te viervangen
¢ X T fo 1

D .-
door gy 8o door Aoyeeeydy door “y, b1 door §§1, b2 door (32,...,bm

door Q’m on bij dic vervanging hierbij cvenveel factoren t gewonnen
wordcn als d¢ index aangeeft, is het gewicht van icderc term van Df
gelijk aan mn, dus ng ig isobazr van het gewicht mn in de colffi-

ciénten van do veeltermen £ cn g

fg*

Indien men op ecn of andere wijze een veelterm V in de grootheden

Bayeeesd bo,...,bm afleidt, die nul wordt als f en g een wortel ge~

)
ineen hebgen, ig die veelterm V deelbaar door ng. Immers de veelterm
V is symmetrisch in de grootheden XypeoesXpy Fqoeeesy, €0 wordt nul
als er een i en j bestaan zodanig dat Xy = yj, zodat V de factor
=y bevat, maar wegens de symnetrie is V dan deelbaar door elk der
m n uitdrukkingen x, - y, , dus decor hun product C. Daar echter C

n? (en wel
.1

gebroken rationaal is in de grootheden ag,...,an, bo,...,b
met noemer agoo), is V deelbaar door agbo

C, dus door ng.
Toepassing. Men elimineert x uit de vergelijkingen

. 2 _

f(x) = agx” + a,x + a, =0

2 -
bOx + b1x 4+ b2 = 0

i

g(x)

op twee wijzen, nl. door ze met bO resp. ag te vermenigvuldigen en af
te trek:ien en door ze met b2 resp. a, te vermenigvuldigen en af te
trekken . Men vindt dan bij x £ O
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-
)

(ab)10x + {ab) 5, -

11

(ab)QQK “* (e’:lb)12? = 0

(hierin stelt (ab)ié de determinant aibj» ajbi voor) en dus na elimi-
natie van x

R = (ab),y(ab),, + (ab)3, = O

Deze relatie geldt ook in het nog niet behandelde uitzonderings-
geval x=0, want dan is a, = b2 = O« Men kan het gevonden resultaat
nog in een andere gedaante brengen. en heeft nl.

. | (ad)g, (ad)yy
| (ab)o, (ab)g,

=i &Obz had aEbO a1b2 bl &2b1
i a0b1 hael &?bO aObz hd azbo
waaruit na 2 maal randen volgt
ang a8, &, 0

O ay, ay a,

R =
bo b1 b2 0
0 bD b1 bg

Dit laatste resultaat is een bijzonder geval van een resultaat
dat ons door de eliminatie methode van Sylvester wordt gegeven. Indien
de vergelijkingen f(x) = O en g(x) = 0 een wortel gemeen hebben, is
dit getal x wortel van elk der vergelijkingen
xm_1f(x)=0, xm“zf(x):O,..., xf(x)=0, f£(x)=0, xn”1g(x):0,
Xnagg(x)=o'lot, Xg(X)ZO, {;(X):ZO-

Schrijft men deze vergelijkingen uit dan ziet men dat het systeem
homogene vergelijkingen

20%min-1" F1%pen-2t T8 %01 =0
802y .ot +a, 2 o = U

* s v s s b u s e
apZptess +a.%5 - 0
bOZm+n~1+b1zm+nw2+‘"+bmzn-1 = 0
P02 -t by %n2 =0

szm+.,. +bmzo = 0
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R

2g = 1, Zq = Xy 25 = X geney

z
m+n=-1

moet bestaan (en wel de oplossing

2
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M+ 1

= X

die niet de nuloplossing is, moet bezitten), zodat de codfiicisnten

determinant
f.{-) 4 Bee ‘.’3 Q sae O
O Ly ® ey s.n '.'o
- » » - . v ®» @ L I
O.. o luy b ® o @ L
DR n
R = 1(‘) E\1ou- u'no 208 ]
( . ‘)
) b\" h’ * e 0 b]‘ LECSE hd
» - » . * L] [ ] [ ] L ] ®
( b R
0 T s @ O Q{\’ b1..o vhl
nul is. Dat omgckeerd uit het nul zijn van R volgt, dat het stelsel

cen
die

oplosgsing bezit, is cvident maar het staat niet a priori vast dat

oplossing(zo, ZagesesZ ) de eigenschap bezit, dat o= 1; 2Z4= %3

m+n-—1

z%; ves 3 = R

Z,= men—1= %1 en pas daaruit volgt dat f cn g cen nul-
punt z, gemeen hebben, Dat dit bij R=0 toch wel het g:val is, blijkt
uit de hierboven gen®8&cte opmerking, dat als f en g een nulmunt gemeen
hebben, =0 is, zodat R deelbaar is door clk der verschillen x, - y,,,
dus door D, . Aangezicn echter R niet identiek nul is (men kijke bv.
agbg, die in R é¢énmaal optreedt en wel met co&ffieiént 1)
en van de graad m in de coéfficiénten a, en van de graad n in de
cog¢fficiénten b, is, kunncn R en Df glechts in ecn constante factor
vergchillen, zodat uit R=0 inderdaad volgt dat ng= 0 is, dus dat f
en g een nulpunt gemeen hcbben.
Opge 3e Toon aan dat een gemeenschappelijk nulpunt £(x) en g(x) ook
cen gemecnschappelijk nulpunt is van de veeltermen £(x) en £(x)+ A g(x)
( ) willekeurig £ 0).

Eulcr heeft nog een andere methode gegeven om de rcesultante der
veeltermen f(x) en g(x) t¢ vinden. Hij merkic ov, dat, als £(x) cn
2(x) een nulnunt ¢ gemcen hebben. geldt £(x) = (x-c) p(x); gx) =
= (x-c) q(x), dus

naar de term

a(x) £(x) = o(x) q(x),
waarbij p(x) en q(x) ten hoosstc van de graad n-1 resp. n-1 zijn. Om—
gckeerd als twee dergelijke veelteruen p(x) en g(x) bestaan, moeten de
n lincaire factoren van f(x) deelbaar zijn op het rechterlid p(x) q(x),
maar omdat p(x) tcn hoogste van de graad n-1 is, moet ten minste een
dier factoren declbaar zijn op g(x), waaruit volgt dat g(x) en f(x) een
factor, dus een nulpunt gemeen hebben. Zodra dus ecn twectal veeltermen
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I s T . m-1
p(x) = pyx * eee +p 45 oalx) = gux tees doq

bepaald kan worden, waarvoor geldt q(x) f£(x) = p(x) g(x), hcbben £(x)
en g(x) een nulpunt gemecn. Door de producten g(x) f£(x) en p(x) g(x)
uit te werken en de codfficiénten van overcenkomstige machten gelijk te
stcllen, zict men dat er getallen Dores Py _qi QooeeesGp 1 (niet allen

nul ) bepaald kunnen worden zodaniyg dat

| PoPq + Pybg - 4g8q — Q48q = 0

/ o

L PoP2 ¥ PaPq + DpPy - g8y - aqay - g8y =0
pn—1bm = Q8. 0

Van dit ho.iogene stelsel moet de coéfficiéntendeterminant dus nul zijn
en men ziet gemakkelijk in dat deze, na wentelen om de hoofddiagonaal,
op cenvoudige wijze over te voercn is in de determinant R van Sylvester.
Opgs 4. Toon aan dat het bestaan van c¢cn veclterm p(x) van dc graad

n-2 ¢cn cen veelternm q(x) van de praad m-2, die voldoen aan

q(x) £(x) = p(x) g(x)
tot gevolg heeft dat f(x) cu g(x) twec wortels gemcen hebben.

Opze 5. Bepaal de rclaties die tussen de coéfficitnten der veeltermen

2
‘f(x) = a0x3+ ax"+ a,X + ay  on g(x) = box2+ b,x + by

moeton gelden, opdnt deze cen (resp. twee) nulpunten gemeen hebben.

§ 18. Toepassingen van de climinatictheoric.

Wij geven van het gevondenc twece tocpassingen.
Dc cerste toepassing bestaat uit het opsporen van de snijpunten
van twee willckeurige vlakke kromuen f£(x,y)= O en g(x,y)= 0, rcspe van

1.7

de graad n en me. Ye schrijven

jxn+ aqxn"1+ ces + 8

T(x,y)= ag

@;(X,y): bOXm+ se s T bm,

=n

¢!

o

waarbij elke coéfficilnt a §y = a y(y) een veclterm is van ecnvgraad

o

in y en clke coéfficifnt by = b, (y) ecn veclterm is van ocn graad ja

in y. Den snijpunt S(KO'yO) van do krommen heeft de cigenschap, dat de
veeltermen f(x,yo) en g(x,yO) cen gemecnschappelijk nulpunt hebben,

dewez. dat hun resultante nul is. Deze resultante is in ons geval cen
veelterm in Yo en wel van ecn graad, die gelijk is aan het gewicht m n
dicr resultante, juist omdat in de co&fficiénten a respe b, de groot-—
heid y in de 9 ° Tesp. }»e graad optrecdt. Er zijn wegens de hoofdstclling
der algebra juist m n waarden yo te vindcn waarvoor deze resultante

(als veclterm van een graad m n in yG) nul wordt.
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Is eocnmaal zo'n waarde Yo gcevonden, dan kan het bijbchorcnde punt S
zevonden worden door, zoals boven is ongemerkt, cen stclsel van m+n-i
homogene lincaire vergelijkingen in de onbekenden

_ Xm+n-—1
n+n=-1- “0

Zg = 1, Zq = Xpy Do = Xgyeee,2
op te lossen, waaruit in het algemcen juist 1 waarde van Xy volgt. In
het algemeen vindt men zo dat twece vlakke krommen van de graden m ¢n n
precies m n snijpunten gemeen hebben (stelling van Bezout). In de
analytische of in dc algebraische meetkunde worden deze resultaten ge—
preciseerd en de uitzonderingsgevallen, die zich hicrbij kunnen voorw
doecn en waarop wij nu niet ingaan, bestudeurd}

OvZs 1+ Bepaal op de aangegeven wijzc de snijpunten van de krommen

x4 y3 = 49x %%+ y2 =5

Opge 24 Is het mogelijk dat twece krommen van de graad m resps. n meer
dan m n snijpunten hebben?
Een geheel anderc tocpassing van de climinatictheoric levert ons

n

de voorwaarde waarondcr cen veelterm f(x)= anX '+ a1xn'1+...+a

gen dubbel nulpunt bezit. Wij weten dat het daartoe nodig cn 3oldocnde
ig, dat f{(x) en f'(x) =n aoxn"1+ (n-—1)a1xn"2+...+an_1 een mulpunt
gemecn hebben. Wij vinden de genoemde voorwaarde direct door dc resul-
tante R van £ en £' op te schrijven, dic van dc graad n+(n-1) in de
coéfficiénten a is en van het gewicht n(n-1). Men ziet cchter onmid-
dellijk in dat deze rcsultante declbaar is door ag, zodat wij na ver-
wijdering van deze factor een resultantce D = gg vinden, dic in de

coéfficitnten van de graad 2n-2 en van het gewicht n(n-1) is.

Men overtuigt zich er gemakkelijk van dat D niet identick nul is. Dc
gevonden uitdrukking D wordt dc discriminant van f genoenmd.

Opg. 3+« Dc discriminant van 1 1s op tc vatten als resultante van

. - — o vy.
f1“ fr  ¢n f2~ ni xf

Opg. 4. Schrijft men f(x)= £(x,1), waarbij

n-2_2 1

n p Nn—
T+ e # 8, _4 XY

n-1 n
f(x,y)= agx + aj;x 'y + ayx +ay

dan is de in opgave 3 govonden vorm f2 gelijk aan

Of(x,v),
%y
waarin y=1 gesteld is. (Dit is ecn bijzonder geval van de stelling
van Bulcr, dic zegt dat ecen homogene vorm f van de graad n in de varia-
belen X,y,%,4.. voldoet aan

x2E 4 y %ﬁi vz =E 4 L0 = nf)
Ox Sy Dz
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Opg. 5. Bepaal de discriminant wvun el.

3

+p;}§+qz

der vergelijkingen

+

x2+px+qm0;x Oy x"+ px + q =0

Opze 6. Bepaal de discriminant van de vergelijking
anXo+ X"+ ax = U
0 1T ApE T Ay =

Men kan ook op geheel andere wijze komen tot de uitdrukking D. Beschouw

daartoe de uitdrukking

V = (x3~x2)(x1—x3)...(x?-xn}(xg-xz)(x2~x4)...(xn_juxn),

bestaande uit Qilel factoren. Het is duidelijk dat V nul wordt

zodra twee der nulpunten van f£{x) gelijk zijn. V is echter geen syn-
metrische vorm in de grootheden XypgeoeyXy want verwisseling van twee
dezer grootheden doet V in zijn tegengestelde overgaan. (Den zodanige
vorm noemt men alternerend). Juist dit resultaat leert ons welke functie
der nulpuntverschillen we moeten nemen o1l wel een symmetrische uit-

drukking in de wortels te krijgen. e beschouwen nl. de functie

T

Mo

de factor x,-

waarin naast bve. .

Deze functie, die juist gelijk
nul als twee der nulmunten van

X - X
LG x )

X, 00k de factor X,- x, optreadt.

& Lou

n(n=1)
7y

is aan (-) ¢ VZ, wordt slechts

f(x) samenvallen en deze functie is

sgymmetrisch in die nulpunten, dus geheel en roationaal uit te druklicen in
E - a
i‘} [ “n
Ty T gseey T e
&y 8o %0
" E . : . n=2 .2
Daar V° in elk der nulpunten van de graad 2n~< is, is ., V® een go--

hele rationale functie wvan Byy Bogees,yBoy die dan en slechts dan nul

wordt, als twee der nulpunten van f(x) samenvallen. De bovengevonden

uitdrukking D wordt nul als twee dier nulpunten sam.nvallen en is dus

~y - y . N . N -

deelbaar door agn 2 V<. Aangezien echter D van het gewicht n(n-1) is in
-2 . .

de grootheden B Bygees,8, €N aén V2 als symmetrische functie van

de graad n(n-1) eveneens dit gewicht bezit moet het quotient een ge-
wicht nul bezitten, zodat dit quotient afgezien van getallen factoren
van de gecdaante ag is. Dbaar D van de graad 2--2 ig in de co€fficiénten

aoy ﬁq,o'n,an

2n-2 in de grootheden By Bqpeeedy

2n=-g 2
ao V

nes

]
en V2 van de graad 2n-2 in Xqy dus a, V® van dc graad

ig, moet p = 0 zijn zodat

en D afgezien van getallen factoren overeenstemuiens.
. D ires 2
Zo heeft men bij de vierkantavergelijking anXx + a,x + a, = 0
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{

{
D = 2 a O i = - a2 + 4an~a
- 1 ! - 1 0%2
0 2ao a, |

{

a2 2

oV = ag(x1‘x2)2

2. 2 _ .2
= ao((x1+x2) - 4x1x2) = al - dagas.
Opg. T« Bij de cubische vergelijking x3+ px + q = O drukke men de
symmetrische uitdrukking
2 2 2

(x1~ x2) (XT— XB) (x5~ x3)
uit in de coé&fficiénten p en g, gebruik makende van de relatie
Xyt Xt x3 = 0.



