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.AV0fl)CURSU3 1953 - 195Lt 

ANALYTI SCH::::; ~D:i!:TKUJ:ITf;; 

door 

J. Vt:rhoeff. 

r•f•·,, ·r · c 11t;., 1 ·'·'·Pn ( ,,0°J1· ti.o-~~·- .,:. • ,, ,. ,,,..., .,;l,,, .... ,,., Z:' .. 

gc:val in • 

..... :, 
Ui t -:5.t:: t. A . ./1. 

·> ·- B·-~. Ai.; = -- A 

Voor dri,. pU!'lt:,,.11 !'1 :B en c; (van , \ hcbb r.11 WG •'• f J. ) 

·-t .. :ll :at 1'1.C -- AB + 

l . · · 1 B · J J' , '1 • " ... .:'.~: S.!._ • l!'f., .l ,3 Ci I' ,:,, ,. 

', ' ,. 'i 
•--·~~ .. " ... .. :~ ~!. 

{) :..r·,e 3. Al.8 .A, :p J c; (-,·;_1 1) 1/i( ri tJ1J!':t-· .... :l1 0_'.,) ] zl~jI:. \.:·n als 
... ..:;i., .~-:. •. ,., •· ,, •• ·- .. ' 

:T;_:il'.'Oll[,;)Cn ln :•tU:i.t.i~;V, 

v,1n l volkom n l: • .•.• a:!. c, 

1 ~- (\ 

( n, · lHi. n t of ·Hn:-

ich'tc ; :tot::·nd t,;t u bck .·nd 

i:,:. 't dit.n v,.rE1tunt1 :: daL ,n,. n d,; 1, nr;'l-1," (;nl• :.:i.d m1),.:Ttal onv,.rmold 

1r:.,1 t Q l1l <2vs ~ ·::-: x cw .L;; ;:; dt c1)::.'1: •• i'1ina .... t v.:•n ? t,. o. v. (.I 



0 ho~ift nul 'tot co~rdina~:t. 

0 
·:..·ry-·--- :..""'"2"··-···--·· :.:r · ···· tr 

Elam 2 

•~,--~--...,,,.-·~···--,• .-.,---'l~ ·➔ 
t, •-· .) , 

pos. richting 

Q :ruap. coi5:rclinn ten x,., en xTI hi:Obon 
JC.' • 

d.-:..n is 

-4 ~ ···-z ;,7➔ .. -. ➔ P Q :::: }1 () + U(.l = , Ci - U.P :: :X:, -· X. 
'V -~J 

Van . '' ('O•.~ ... ,r··1·--·,·,-I- "' ,-.·t· ·1ci "' "'Or.;i.;. · .: . .,.;.. l·l·,•'· \'•r·~c·ni) "I.- .. ., · ,;1)1c, V.l. .. i.L,;..v,,,,,_,., .. ,.; ,.,,,:,l. n \l\. :./·••-.!.• .. ,,., .c.c., ',, .. t, . .,.;.,.,;.~~-

(!{; p1.mtcn v~r:::ichillu1.d co~rdinat.,n h~.:~1b_,n. 

~·}:,"i11:1c . .,,l"" ~I" o > \ .. : r"~ 'fl r ;": cl~:. t < 1 t'\i"l ', ... : ~_;, co (~1 .. dil1!~\ t or:..;;1 t c: lG els gu gc-­
a 

v~n zijn Llbt oorJ~rot~g o ruap. O -n eclij\, µositi~vc rtch-
1 

tinc;, (1:1.n h~:cft ( u punt ::1 vr:n 1 tv.r.~f. cr'l:rcUnat . .:n X :.:n '.'i i 
Nu b u:nau t , .. r •un vcrb::nd tumien x t:n x • I.a<', t ht>G punt 0 

\._._) ~- ".- 0 '1)' :rc·•.1.' ,.-.,._-H, .• t ,:, 'I.,; .. ;J, 'o. n ( ·i ) ~, J'•; . ' ·1·· , .. : \.• ?' n ·,, ( . ·; -t ,,· 1 "',-. ~,, ) ;'l ·, M ,. •. ,.,) d ·,~ 
.... \~ '.'JO .. "' \;-4, ,i,t,.'1,,•' ''"'""' ' V. It\ II< .. , •.• :.:' ~ - -" - •- .., .,. !,...,> ... .-;_ l ' 1~l•", ... ,t ... l.,\ .... ~~ V 

:i,. ---➔ ~~ . ', I I I 

X - (,)) =- U(.) + v P = a + X 

}y :rormulf, x =a+ x h,:E.,t d!.~ (co<)rdinG.t,.n) tr,.·.nsf'orw .. -;_·.ic 

forrnule van h8t tw(:,:ch m:tar he:t o,.,rstc stelsol. 

C-::..,1:.,. ,t. ;'!F.Jt il:3 ch: coordin..:1t,,;:1 t:r,.nc:ii'orr1<·d._· for::ml.:: vun h,,t ~- ..... w ..... ~ ..... 

DeztJ fo:rtu':1l1;0 Gt,,1L n on::: duG in l2ltn,·.t 1..h. t~o~rdinn.;.:. t t. o ~ v. 

h..,, t t..H., ut.,.lsc} t1... tH .r .. k. :..1'-'n u.i ·L, d:i \.,, t, o. v. h,., t t.:.mh..r .... at<..ls,.•~. 

vLn de lenct, .. c:::nh: id. 

6., tlu--lv,.,rhotHli nc; (ABC) ·-.,-,:~n d:n. ,_: rant( n 
.•. ~ -) 

rucl1tc vcrRta~t m::n AC I CB . 

co3rdicoat voor !' de • , - 1, •. (J'"'·\ ClV,J.V,;.lr)I.H1ll1'! 1,J ; 
',,,_,; ' 

< 
-~ 1 ~ n'..;£\'<.,.t:i. ~;f 



:.:.;1am 3 

Wij ~mll.:,n mt d,~ co~r1Uno.t,.n trc.noforuK::.tL: formul,., g1..:\."~,n 
voor du ov,.;rgr.me vo,n h1...-C ati..h11:.l m, t oorsprong O op hl;;Jt zo 

juist g~Oufinit~rd,. st~ls~l. D~zu volgt uit d~ dofinitiu van 
du df...1;;lvvrhouding. 

St,~1 dw ( oudt.) oo:>rdina.,lt v.::n J> ta x , .. n dh, vr:.n A ~:n B 

-1 
~ A.1? : ····t i:t ~ -P>J ~ i~,._,.::_..,.;:._,'• .... 

.... - b - X.J 

Du trt~ne:fornu:.tL., t;., .. rug, ook Vit✓ l i.nvvrS,.; trnn:1form::tic et:naamd, 

l1 + ,\ b 
luidt x = ··,···· · ·\--

1 ,t ll 

tJ1.:;u, G. Bc.:wijs d:·~t d .. d,.,, .1vtrhoud:i.n.,_:,; Vfan dri,~ x;unt, n nii:;t v,"r•-........ s;;i __ ~-~· 

scha; dat d~ ~fatnnd0n tot t~u~ 
co~rCina~un O ~n 1 rv □p.) zich vcrl1oud~n als 2 : 3. 

~ls coBrdinnat, m~nr dit is e-.~n c~tal. Do mo,.ilijkh0id ken 

( in ht.t nir...uvh, att.;lS,;.1.). 3t~:lt m:.n nL 
d · .,.,. ·' ; t · . . 1t . c•·t ··- >, .. . +- ·1 • t .• L .1..n.~ 1,., J,I.G • --~ .. - • ,._ , o ... ..1..1.,~v1:.T 

corr~s;ondGGrt m~t ulk punt C eLn puar 

( A.nc) ::::: C\.u) m,~ t al s 
~:;-t . H ,i~~ n .,, .. ,. 
I ,.► C ·+ _,..,.-- i-.,... :cc \j 1 Ud.i!. 

(/, ,., l a.lB nen rH:ir,;n ,r . -
m:· t ch.-z0lfdv V, rhoudin,:::; nls i(Lnt:5. ck b::.;schouwt. 
-· ) -~ -i,, ti . ( •. n ··, \ >,. r· , . '\., . . .. ., ' 1 
j n gov a. I,; , LJ lS JW.1{,; j :::;: ;; , .• t,n Kan O.D.!l }l- uJ.. JVOO:r'Dt;1 • .l Q 

lduzon. In h,;'l; g~.v .. il C ~~ n ocht~.::r, wordt p.. = 0 ,:Jn de formu.lc: 

wordt zinloos. wr..;·· "irvo' bl'i ;-,·• ('PAC' - -!t. t r•'i ts r• i A' • .L. ;., ~ ""- • v J.. l• ·' ' I ·~ · ), \ ··' · ,.1 r· J • 

\ftrnm."'r men A : ,u- =-· 1 : D int ... rprt. t,, :rt T1h,t p .. = O, d.:!n wordt 
d .... ~-r··naf·o......,····,+.1··•, -f'or·"'"ll·· \ 0 ~-· --· {,_.,,,. - n\ ~ (\.., - x) .._ v ( . .., , .. .A. u•'(,...., ),,< t,,,. ...... tth. v /\ 11,1 T..., A ,_A,,. J f , L " 

De invurau fo?~ul~ wordt x -

}Lt hm.uo~;""'·' \:;;.L, .• ~ v ... i;. coorti1.:.,"tn;ll' Zfal. 0:'.lS l,h.~r utt df~rc;i..U.;jke 

mo~ilijkl1~d~n r~dd~n of ku~n~n r~ddcn. 

mod. l:L jlJi <1.,.n die on tB tc:~n, ind.iE:n ... r punt(.tn a, .. tu..;n:·vn.1.1 en» kunnl,n. 

door hnmogL,( n mi:-'l.k1.n. or.rist,;tm wordtm. 



)J.lam 4 

Hat belang van dv dubbelv~rhouding ligt in de volgend~ stellingi 
Do dubbolvtsrhouding van viur punten is invo.rinnt t. o. v. oentrnle 
proj&otie. 
Bewijs. Projoctour A, B, Con D uit Pop 1 1 en noem do beelden 
I, D\ 'C' en Ii. ·,· . 

I. , , 

-4 4 
( AC AD 

ABCD) = 'mJ ,._ ~ = 
""-~'.:.~---···· . l - .9.P.E. p f1C .OJJ.) p AD -

-·· ....... - .- i....-- '·.... - opp -rem : opp l'Dlf -

/ '"' ~"- = ~P--{£ : ii~ ~~ = (Ilml'J) ;{ ··· ·~,I . ~<-- --~.;:_, C 

l c.. ·c\.. 
• 1 sin o.b sin '\d 

?!,m noE:'lmt sTrCoc : ·oln~ d1.: dubbt;;lv1.:rhoudinc (a.bed) van de 

lijH,;11 t;i,b, c, en .d (d,: vi(;)rstrr .. al). 

IJok hicr kan mt;n bij vc.st,; A, B c.,n C d'=, dubbolverhouding 

(A:HCP) ala cotlrdin:~nt voor P ncmt:n.Hct ond\.irstaandu figuurtje; laat 

Zit;n ,nnc wc.o.rdwn d...,zo coordin,:at o..::nn~bmt els bijv. (ADC)== 2. 

··l.':--· 
A 

) I <_ 
0 

A 
'3f-- -, ~')~ -1 

f'oS•'t1tJ V\t.epl.ti.t~-

0 1 

fOSi.VC\t.'..~ 

Dv volgordf.: van d,. puntt.n A, B, C 

uss1;.;ntHh .. l. l!r zijn ~. ~)riori 4 ! = 
<Jn D in de dubb,.lv,Jrhouchng is 

24 mogulijku rnngschikkineen 

van de vi~r puntun. Doze p~rmutnti~s zijn alle t~ v~rkrij5tn door 

op-.,i::nvolgundo tro.ns>osi ti0a • zodnt du vol0t.ndc stelling ons in 

otaat stel t voor 0lkcJ 1J,irmutnti o do dubbelv(;rhouding ti;. berekt,ntn 

nls (ABCD) goGuvcn is. 

§!~t!!~S• Als (ADCD) = d, dun is(BACD) = (ABDC) = d-1 en 

(ACBD) = 1 - d. 

BtiW:i ja. Volgens de. ckfini Li(; en opg. 5 i:1 (BACD) = t¾it+ = t~~~- ~ 

= (ABDC) = d-1. Terwijl vol(;,ms opg. 3 (i\CBD)= 1 - a g~ldt. 
Dit eceft h~t volg0nd~ tabolh.tjc: 

(ABCD) = (B:.DC) =(DCB.A) =(CDAD) = d 

( .ADDC) = (Bi.CD) ... (DCAB) = (C'IP') .J J..).t~ ·- d-1 

(AC:OD) = (CA.DD) = (BDAC) = (DBCA) = 1 - d 
(1.JDl3) = ( C.ABD) :::: { DJ3AC) = {EDCA) = ( 1 - d)-1 

(JJ)CB) = (DABC) = ( CBAlJ) = (BCDA) = 1 - (1 - d)-1 = d(d - n-1 
(ADBC) = (D,ACB) = (BCAD) = {CDDA) ::: (d - 1)d-1 



1aam 5 

Hivru1 t blijkt, dat c,r. r,e s i. h~ a. veri:3chill1.,;nd(;: wanrden zijn per 
1 "", t") vi~rtol. In hut geval d = - 1 h0bbon wu drit1 wanrdun nl. -., t 0n ~. 

i .. :,m zcg-t in di t (bolnngrijkc) gevali dat i,BCD hnrrnonisch liggen, 

of dnt do po.rcn. AB un GJ.l clkrn~r he.rmon:i.sch scheidcn. 

;;;...,:i v:L .. ,rutr,.:aJ. mt:i <l1u:11bulvcrhouding -1 h..::c.t ook hnrmonisch, Zj.j 

snij dt op E:lku tr,1:n:::;v. r:3<1,1,l (n.'n harmonisch vicrtal ui t. 
vok ao.n vi.;:,r (,V:lW,'i~jfU,: 1ijn..:n 1.:•nnt. Uivrt 1-,cr. dubb~:lv~,rhoucUng- toe, 

nl. die, dj .. 0 ztj t;.i tsnlj ch; or) u,.,n tr:.:.nGv d'so.:::1. 

l \r ,.,. 8 -n · "t l. J' ., r" .. , + .:l • ,, •. , 
f.l_}t•,K~• ¢_ 1)~.,,, i..) ,,J\.,~._,! t,_,l\,,..:,1,.J((_,. _.,.li,.d __ _ dt;fini.ti,1 t1J.c:t t~i~flt1n 1s't ~vr~11. dt. tr(1.nsv, .. rsr\r:~1$ 

Ho of'" a·, .. +q', 1 .t.~· •i- ._,+ ·1.• l" ~. t. 1 r, .. , t· 
"""' __ ,.._ .. _. u v --~1~. _ .,.(<, _ • ·!..,.~ v .... ·~-,. (,~-~ ~-•· '•·H•~~,±~--~e ~ 

r; .. chte iijnun diu ulh1.mr in Ei(.:tn punt U and.er 01..m hoc-k ,:..i:..; sni.jden. 

noGm~n w~ x-as an d0 andLro y-~s. ~~ b~idu ~ss~n zijn nu coBrdin~-

vlt.k :d.jn. D., projcctic van P in ch.: richti.ng YHn 6c y-as o·p d\;;) . 
x-o.s f'T"i"' .,,, .J.." P 1 Ln do proj~ctiL van Pin de richting v~~ du x-~s op du 

p I I. ;]t .... l 

coB~dinnt~n v~n O zijn (0,0), vnn P' 1 

(. (', ~r) u·rn"l D t ( X "l I 
•- , <i.,l f 1f ,.,.,li>,t,_ J.. f \.,., i 

1,ro-1·,.: a , (' ,,..,, l'j' (") I ( v ••') ·n,, 
,l \ v"' ,._. :.1 .J.. '...,· Ir)· ' \ 1 j \,,, I J ..l.· .i\. t \.) . t.:"" ~',.t e 

!'>;n S,;)r~r. 1cl Vim c\bscis of X-·CO()rd:i-

n~1t un v~n ordi11aut of y-coBrdinn~• . 
..,. i 1- tb·' ~ ,_, - •.~r1° .u:i n ,~,-.. 1;:i z,ollt..lt•r -· - .. , .. , 

Ccirt,;;aischc oo<5rdtn;:,.t;, ,L 

l)oor nnd&r& ooijrdinat;,;n op rla .:~seun. t(, 11-,,ra .. ~n, of door een ;.ind1 . .H'i..: 

;roj~cti~ m:Jthodu t0 &btruik~n, v~rkrijct m~n nnd~r~ coHrdinaton­
sh.l.!H:;,la. Ook do,,r kror:.ie,:,., l:tjn.,,n t_, g,.,tiru.H ,.n kT .. t: mu: coo:rdi.n,:.t :, 

invo1;r, .. m. I·Ih.ro1, !{orn, .. n w Ld ,r t ru£:.:. 

Af~t~cd v~t t~\-~ ,ut1t~n. -..... , .. -... ~ __ ,..,.,.,, " ....... -,., ~ ,_ .. ~, ' ....... ~·'·· .... ., "'"' .... .,,,," 

de r..:fatc.nd vnn tw, .• ~: p1.111t< .. n ~'.C::i1 u2 ) 1;.,n B(!; 1 h~) gov€.n. 1I\1 Wbt,.:n 
, ---- .......... ---·--· ··-·-··· ~ .. --.. ·---•·- .. ······1r··"'···-···- ·-···----.... ·--- ,.-.-..... •··-···-·· ... . 

AB::: \}(n, - 'b .. )~: .;. (L:.,~ ..• b·\ ... + ?(c:. .. 1 - h.){r-,. ... , - b,:) coo,..., ,. • , ' e: ~? i ,. ' ,. .,:.., ..... 

voor HClt'-'v~. c..n 
AB :::: V<·;1· -~ ·;·:;?·-~: C.-2 - b::: ?. voor rtich tv C::;.rt .. sisch~ coordit •. 
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Elam 7, 

QES~lQ- Bepaal de vergelijking van de meetkundige plaats der punten 

waarvoor de afstanden tot de punten A(a,O) en B(b, 0) zich verhouden 

als 2: 3. Is dit een cirkel? Zo ja, wat is het middelpuntJ zo nee, 

hoe laat 1s het dan? 
QEs~l1· Bepaal middelpunt en aard van de volgende cirkels: 

2 2 
X +y -6x+4y+13=0 2e 4-x2+4y2-12x+16y+25=0 

38 144-x2 +144-y2 -216x-120y-38=0 

We zullen nu de vergel1jk1ng opstellen van de cirkel gaande door de 

punten P1 (x1 ,y1 )JP 2 (x2 ;y2 ) en P3(x3,y3). De vergel~jk~ng is in ieder 
geval van de gedaante A(x +y )+Bx+Cy+D=O 
Hierin zijn A;B,C en D nob nad0r t~ b~pal~n 

0n we 1 zo ., da t 
d.w.z. zo dat P1 er op li~t en natuurlijk ook 

8D 

Het punt P(x,y) ligt all;-~n dan of de cirk2l als deze vier homogene 

varg0liJkingen in vier onbek2nden A~B~C en Deen oplossing hebbenJ 
dus als 

x2+y2 X y 1 
2 2 1 x1 +y1 x1 Y1 
2 2 = O geldt. Men kan ook uitgaan 

x2+Y2 x2 Y2 1 

2 2 
X3+Y3 X3 Y3 1 

van deze det2rminant en opmerken., dat het een tweedegraads vorm in x 

en y is, die aan de eisen voldoet en die nul wordt voor P1 , P2 en P3 
(2 gelijke rijen). Tenslotte wanneer men A1 B;C en D uit de laatste 

drie vergelijkingen had opgelost en in de eerste v~rgelijking inbe­

vuldJ dan had men (op een evenredigheidsfactor na) hetzelfde resul­

taat gevonden. Er kan echter 12ts misgaan n.l, als de coefficient 

van (x2+y2 ) nul is, w0 h2bben dan geen tweedegraadsvergelijking. Men 

noemt dit wel een ontaarde cirkel (of r0chte lijn). Deze coefficient 

Y1 ~11 en de voorwaarde voor het ontaard zijn is dus 
Y2 bi,= O; de betekenis hiervan zullcn we in de volgende 

Y3 paragraaf zien. 

QES~1~- Bepaal de cirkel door 18 • (0,-2),(-2,1) en (1,3) 
2 2 • (0,0), (a>O) en (OJb). 

QEg~12· Vormen de punten (-3J4),(1,-4),(4;-3) en (6,1) een koorden­
vierhoek en de punten (O,O)j(6,0) 5 (1,-5) en (5,1)? 

Q£g~1~- Bepaal de cirkel met middelpunt (1½,0) rakende aan de x-as. 



" 
~8 .. De 1 3,'eC~te,11jn. 

Alvor.ans door te gaan met de oirkels, zullen we de rechte 11Jn 'behand~­
len. We zullen bew1jzen dat de punten van een rechte 11Jn voldoen aan 
een lineatre vergel1jk1ng. 
Om te beg1nnen 1s d1t duidelijk voor e~n 11jn evenwijdig aan de y-as. 
La.at (a,O) het snijpunt z1jn met de x-as, dan geldt voor elk punt 
P(x,y) van di0 11jn x = a. Evenzo voor oen lijn // x-as geldt y = b als 
(O,b),het snijpuntmet de y-as is. voor e~n l1Jn ldoor O niet // y-a.s 

heeft mon, als ~de hoek met de x-as voorst~lt, dat voor een punt P(x,y) 
van l geld t y = X tg 'i1 • 
Laat nu l een 11jn zijn niet door O en niet // x- of y-as. Stel A(a,O,) 
is het sn1Jpunt van l met de x-aa en B(O,b) dat met de y-as. Zij 
P(x,y) w1llekeur1g ander punt van 1> dan geldt (zie opg.6) 

(PAB) =(PI A 1B, )=(P"A ''B") (proJecties 
y op x- en y-as). Er g~ldt echter 

daar A•r =B 1 =O 

(P•A•B'}• P•B• = 0-x en (P'1A11B")= l:riAi" a-1'> 

dus 
-X Q.:.1_ X Y._ a - -:-0 of a + 0 = 1 • 

Men kan ook opmerken, dat als <,> 
we~r de hock met de x-as voorat~lt, 

dat dan y-b • x tg f geldt. 
In alle gevallen is nu een 11nea1rc 
verg~l1jking gevonddn, dus een 

vergelijking van de vorm Ax+By+c=O waarbtj A en B niet beide nul zijn. 
De lijn is //x-aa als A• o en //y-as als B = O, terwijl ala A~ 0 de 
hoek ~met de x-as voldoet aan - I• tg ~ . In het laatate geval kun­

nen we dus schr1jven y = mx+n, m(=tgf) heet de richt1ngscoeffic1ent. 
Q2s~l2, Bewijs dat omgekeerd elke vergel1Jking van de vorm Ax+By+c...o 

met A en B niet be1de nul een rechte voorstelt. 
Een u1terst belangr1Jk en veel voorkomend kwdatie is h~t opstellen van 
de vergelijking van een rechte door twee gegeven punten P1(x1,y1) en 
P2(x2 ,Y2). We weten nu dat het een lineaire verg~l1Jk1ng Ax+By+c-0 is. 
Hie rvoor moe t dua ge lde n Ax 1 +By 1 +c=O ,m 

Ax2+By2+c=O. 

Voor een punt P(x,y) van de rechte moet dus gelden 

aangezien de drie homogene verg~l1Jk1ngen met da 
dr1c onbekenden A,B en C een oplossing hebben. 

Ook h1er verkr1Jgen we de vergel1Jk1ng door el1m1nat1e van de coeff1-
o1enten. Hier z1en we de oorzaak van het ontaarden van de o1rkel, de 
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di-ie punten liggen dan op ean rechte: De ontaarde cirkel is blijkbaar d2 

recht.e door de drie pun ten. 
Een andere vorm voor de vergelijking van de rechte door P1 (x1 ,y1 ) en 

( ) x-xi Y-Y1 P2 x2 ,y2 is _ = y -y . Om te beginnen stelt dit een rechte voor 
x2 1 2 1 

(lineair in x enyr) en-de punten P1 en P2 voldoen kennelijk. We kunni.:;n 
dit ook rechtstreeks inzien door de invariantie van (PP1P2 ) bij projcc­
tie op x- en y-as. Een prettig bijzonder geval is P1 = o(OO). 
De boven afgeleide vargelijking van de rechte door (afa: en (O,b) dus 

~ + t = 1 heet de v0rgelijking op de assegmenten. 
Is van een lijn de richtingscoefficient men een punt P0 (x0 ;y0 ) gegevi.:;n 
dan luidt de vergelijking y = m(x-x0 )+y0 . 

QEg~1§. Bewijs dit. 

QES~17• Bepaal de vergelijking van de lijn door 1° (o,4) en (5,1). 

28 (1,1) en (1;1000.000) 38 ( O, O) en ( 2, 3) 4 e ( 0 ~ ½) en (1, 0) • 

QE~~l§, Bepaal de vergelijking van de rechtc 18 door (0,1) met richtings­
coefficient 3. 2e door (0,0) met een hoek van 60° met x-as! 3e (3,~) 
// y-as. 

QE~~l2• Hoe luiden de vargelijkingen van d0 zijden van de driehoek 
(2s3)> (-1,1)(4)-5)? Wat zijn de richtingsco2fficienten van de zijden? 



J 9.Parameter voorstell1n5. 

Laat gegeven zijn P1(x1,y1 ) en P2 (x2 ,y2 ). Wat zijn nu de coord1naten van 
het punt P(x,y) op de lijn door P1 en P2, zodanig dat (P1P2P)= A? 

' , , x2+>-x1 
Projecteer P1P2P op x- en y-as, dan is (P1P2P)= A en dus x = 1+X 

Y2+AY1 
~venzo y = i+ A • Deze formules gaan ook door als de liJn P1P2 even-
w1Jd1g aan een der assen is. Hier hebben w~ de coordtnaten van een pu..~t 
van d0 rechte uitgedrukt in die van twee van zijn punten en een para­
meter (coordinaat op die rechte). D1t is een zgn. parametervoorstelling 
van de rechte. Eliminatie van de paramet~r geeft de vergelijking van de 
rechte, en dus tevens een nieuw bewijs van de linea1r1te1t van die ver-

'I ·--.. . ;1t;;::? 
l .J-· · · · · · · · - · t½ '7. 

0 l 

Ook voor de puntcn van een cirkel 
kunnen we een parameter-voorstelling 
geven. St~l middelpunt van de cirk~l 
is M (a, b) en de straal zij r. Neem 
a.ls paramet(;:r de hoek ~ die de radius 

met de x-aa maakt, dan geldt 

x = a+r cos 19 en 
y = b+r sin f . 

Voor een lijn d1a door (a,b) gaat 
en een hoek o1.. met de x-a.a ma.a.kt 
geldt de volgdnde parameter-voorat~l­
ling: x • a + p cos,c,it., 

y • b + f sin.(, .. 
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H:1.er i.e f d& para.mater fn1 teven3 w,:;E:r col;Srdinaat o:r.:i de lijn. 

De pare.mettir behocft nitit a.1'tijd EH:n1 du.idolijko maetku.ndigo beteke­

nie te hobben. Zo ia hot nict s.l_i.!._?£1. du~del:1.j!2wat; fo parameter 1 
voorf.ltelt in etc voorstc·lllng van d£1 elJ.1:pa ( --2 + 1'"2 = 1 ) met 
x -;;:: a ooe "t: en y :: b stn ~J. a b I 
Wij ku.nnen vooral bij vra.agst,ukkr~n ve.ak met vrucht gebruik malcen 
van :parameter voorst(~lltne;en. 

f 1 0 • ~!~±t!!!t;~~-Y~!L!!!!!r!~!~2.~_!!!_2~!!: · 
Ala toepaeeing zullen we do stalling ""lan Mt::nelaos bewijzen., 

~!~1!!.!!B• La.ten A (e.1 ,a.2 ) , B (b1 ,b2 ) en C {o1c2) do hoekpunten van 
erm driehoek zijn on laat de lijn 1 de 2;ijden AB, BC, en CA l'8Sp. 

snijdon in R (r1 ,r2), P (P 1 ,p2 ) en Q (q1 ,q2), dan ie 
(ABR) (BCP)(C.A.Q) = -1. 

~£'!!!1~· Stel {Ai1H) - J , (ECP) = ), on ( CAQ) = r· dan galdt 

q1 

r1 

P, r"\ 
i,.,~ 

a1 + O ... C,1 
• I 

-· .... ---.. -•-.,--
1 + P-

b1 + 'J a1 
= ....,,.....,__ ,..., .• ~_,.,_._ -.... ~ 

1 + J 

e11 R zullen 

c 1 + }, b 1 
~, ........ -_, ...... ,,.. ___ ........ .. 

1 + /-. 

1 + )J... 

b1 + ,J a1 
..... -.. - .... -~-".., ___ _ 

1 + ~ 

, 

, 

OJ) 

al") + p.c2 
(' 

(.,~ 

12 = _,,._.., _______ ............. -... -
1 + })-

b"l + \) a..2 ..:. 
r0 = 

.,.,_"' ____ ,,. __ 
'- 1 ~ + 

0 (;l'l reohte liggon ale 

1 

1 = 0 
1 + .>.."-

1 
1 + ",) 

Dcze determinant is gelijk a.an 

0 

1 ,··+-·-;:..:-
·-.) 1 

. r·+-"" .,- -+,-

1 

1+ ;\ 

0 
C C,; 1 

C "' 

naar A, :B en C nict op ucn rochte ligc:en is de tweede fa.ctor niet 

nul. De eersto factor ia .1'.1'.0li:Ht aan >. >.J.. ;J + 1 
L• ., rr +-T-T1r-.;--T1T·-..,-, ' 
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D& stelling van Cova luidtt Ale A(a,82), B(b1b2) en O(o1o2 ) de 
hoekpunten zijn van een driehoek, Seen willekeu.rig punt ( niet op 
de zijden) en ale AS, BS en es reap. BC, CA en AB snijden in u, V 
en W dan is (ilW) • (BOU) • ( CAV) = 1. 

Ret bewijs van de stalling van Ceva vereist meer rekenwerk. 

2~&.:._gQ. Bewija de stelling van Ceva .door toepaseing van de etelling 
van Menelaos op de drie hoeken BVC en BVA reap. met de traneverealen 
U.A en WO, 

Wij zullen de stelling aantonen door te bewijzen dat, ala Z hct 
enijpunt van WV ~et BC is, (BCUZ) = -1 (harmonisch viertal). 

I\ 
Daar de dubbelverhouding invariant 
is t.o.v. centralc projectie hebben we 
(BCUZ) = {WVTZ) projectie op WV met 
A als centrum (T snijpunt AU en VW), 
en ook (WVTZ) = (CBUZ), (projectic 
terug met Sale centrum). 
Dus (BCUZ) = (CBUZ), maa.r ala 
{BCUZ) = d, dan is (zie pag. 4) 
(CBUZ) = d-1 , dus d = d-1 end= i 1 

We moeten hfor -1 hebben, daar (BOU) en {BCZ) verschillE:nd taken hebben. 
Volgens Menelaos (ABW) (ECZ) ( CAV) = -1, dus door (BCU) - = -1 

geldt (A:BW) (BCU) (CAY)= 1. 
(BCZ) 

Ql!£.,__g1_, Bewija dat z{81- + ~1- _+_c)_ , 8 2 _.:':.-f- + b2) 
op elke dcr zwaartelijnen van de driehoek A(a1,a2), B(b1 ,b2) en 
C( o1 , o2 ) ligt. 

§ 11 • Q!!'.!£h~~-!!~~~~!!. 

We zullen eeret het begrip goricht plat vlak invoeren, Hieronder 
varstaan we een pla-ttv"lak met een gegeven{positieve) draairichting. 
Onder de geriohte hoek tuesen de gerichtc lijnen 11 en 12 veretaat 
men de hoek, waarover men 11 in de gegeven draairiohting moet 
draaien om 11 mot 12 {ook qua richt1ng) te laton samerrvallen. 
Notatie, i 1112 
y Eij eon gegeven oo~rdinatenstelsel 

ki&st men de positieve draaiing ge­
woonlijk zodanig dat de hoek tussen 
de x-as en y-ae 90° wordt. 

2:es.:._lg. Bewijs dat <): 1112 + (j 1213 = 11113 geldt voor alle 
ger1ohte reohten 11 , 12, 13 • 

Dus 1.h. b. (zie opg.2) ~ 11 i, = O en <X 1112 = - ..q_ 1211 • 



22S.!.,3_J .. Be1tijs dat, ale A en B punten zijn op de ge:riohte li;jn 1 
rm J,.' resp • .B' de pro ~I :.,otice op de ge1•i chtts lijn l t 1 dan geldt: 
?.i -~ • 
A B ~ A.B 001 64 11 • 

Q~.B!._~1_.Bowija da.t 1it onnfhank:.:lijk is van do posi t:1.eve &in ·van 
lrm1 1 • 

Bcsohouw nun puntcn 

lijn van A.: £:n A.·" (t=1. 
J.. J . .,. I 

on 1 

Hioreit volgt dirsct dat de ;rojectie van e~n gobroken lijn 
alleen afl1angt van de plants der eindpunten. 

_______ J!{ (\i J.\; I\ ':,\' ~ .~\· 
j • ., .) -~'r-· ·- . 

Van deze eigcnechap zullen we one 
vu~k b dienen o.a. bij het afleidRn 
van do colirdinaten transfo~Jatie_ 
fornulez1. 

~: 12. ~~-h~~L .:~~~!3£!:1 _ :t~~£ .. !:~~h~~n. 
Onder de hoek tussen de roohten 11 en 1~ verstaat men de klainste 

G, 

hoek waarover 11 in positiovc richting gedraaid meet warden om roet 
12 sa:ncn to vallen, Notatio ( 11 12 . 

Qi:B!._g~. Btwijs dat < 11 l~ = 180° - ( 1~ 11 en du t <t 1., L 1 = ,( 11 J,.. + 
- - . ' it:. .... r..:. 

+ k 1C0, -wa.a.rbij k gehecl. 

Uit opg. 25 volgt dat -:tg· <1;12 = t{T, ('; 111~ = tg(~ 2 T ~ 1 ), ala 
(f 1 en ~ 2 de hoekcn zijn die 11 resp. 12 met. de :x-as mah en. 

Zijn d0 richtingsco~ffiniUntun van l, en 10 resp. m1 en~"' dan CGlft 
' t. 'i .::. 

t < 1 1 !i1n - m1 ,J.. l 1 I + m1 m2 dus g 1 J.2 = __ 1 _______ ... vn c ",g -;:::: 1 ~~ = -~ . _ .. _,_ ·-
+ m1m2 m2 - ru1 

Du rechtcn zijn (~V ,l'lY:i'i j di G ale m4 = m~, en zij staan dan loodrecht 
I <-

( ' ei 1 k· . ., 0 .. , ,. J.~ s m tn - -1 ;,. "---·· .c ... o..,. o. 1 2 -- • 

Zijn dt vergelijkineen van de lijnon resp. 

aa.:n hebbcn we 

Q~:,th __ g~.:. :Bewijs dat de hoof;tt:ilij!:1.tin van e1S:11 driehoek door een r · 
gaan. 

~E.G.! .•.. ?.1• Bewija da.t d€. midelloodlijn,:;;:n door tt•::m_punt....gnnn. 

Q~~-~· __ g§.Wat zijn de hocli.cm "rt-in de . driehoek (0J-3) (1,2) en {4J)). 
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-~ 13. -!!!!~!1~-!~!!~.E:!~~--~Q~--~~~h.:!:£ • 
Wo projl.-ctort;n de oors:prong op cun rt1chto 1, de projeotie !ij Pen 
d'- rvchtc 01' zij r. ( OF is d(! J1o~i ·b1.:V(; riohting). 

Di. f;cricht0 hook tueeo11 x ....as en n 
z,ij OIi.... , duo die fa1saon y-as en r1 :l..z 

.J , ..... o ,._ - )v • 

Neem nu eu1 willt;k6ttrig punt Q (x,y) 

op l (Q 1 is de projcotie op de x-ae) 
Do g1:.ibrok1.-n. lij11. OQ 1 Q 1101:1mt men wol 

da coe>rdino.tcntri.':k van 1~~ I;a afatand 

01). ztj d 1 dan g1:.:ldt volg~ns ~ 11 
.:~r·, c /"\ 0 (:-:-.:t d ~ +~~COB Jv = I~ U8 

x cos .,i.., + y sin 'C'\,.. = d. Di t ia dt, r;g. normai:lvox-m. van Hosse. 
De for1:1u.lt; is ook corr0ct nls d = 0 1 hocw1:1l dan. de riohting van. n 

ni(,t vast lig·c. 

}Jen vergelijkinc is 

i,r,s--e b- 2• z1·:1 ·u1'd+ e1·e ·v e:- + l " .1. ., .n 

DE- s.f stand van o tot 

/ \" 
~--
Ri: is posi tief n.ls Fi. aan 

door 
C ( 0 

\ 

Om de afstand van ocn willekeurig :punt 

R(:x-,,~) tot l te be:palt.n projccteron 
we de col5rdina.tuntrek van H op n. 

Do proj.;.;ctio van R op n zij R1 , dan 
geldt 

. on OP J'r sin .i-. = J,1 :::: + :·.,,1 

ofPR1 ::::x1 cos...t...+y1 sin.:,,i,_-d, 

dezelfdo zijdo van l liggen, nul ala R 
on 1 lict on negatiof als n en Onan waerskenten van 1 liggen. 
Schrijft men de VGrg~ltjking va.n 1 afgekort l(x,y) =· d - x ein {:,!... -

- y cos.'-'"'- dan is do n.fstund iJ; gelijk aan l(x1 ,y1 ). 

Voor d& algcmenc vergclijking van dt rbchte l(x,y) = nx +by+ c = 0 

C 
•• ......... _,._,,,.,_, --• ••,--•-..& ,_a,'"_1_ 

\/~2 + b2 IC\ 

Do vergelijking vun de bist10ctrtco van 11 (x,y) = a 1x + b1y + c2 

en 12(x,y) = a2x + b2y + c2 , vindon we door de afatandon van P(x,y) 
tot 11 ,,n 12 gelijk tt stellvn. Dus 

Yi----·-· --2 + b2 n, 1 
-·---~1?. 
+ b. 

2 



l\;-,r---:::-2 ✓-2-~ 
of J61' + b 1 l 2 (x,y) = ~ + b2 12 (:x:,y) • 0 

2EBd2· Do bissectrio~s van eon dri~hoek gaan door e&n punt. 

2E~~2Q~ Berekan de oppervlaktc van d~ drlehoek (1.2}; (j,-1), {-1,-4). 

~ 1 4 • ~!!!1E~!:!£!L!~!L!!J.!1!!: • 
Hct snijpunt van do lijn0n 11 (x,y) = a1x + b1y + 01 •Oen 
l 2 (x,y) = a2x + b2y + o2 = O, vindt men door de vergclijkingen op te 
losson. We onderachoiden drie gevallen 

18 • Rang van de ooijffioiijnten matrix A 
:.i.;r is dan een snijpunt on do ho~k tussen de 

roohten I a~ 
nl. ~ b; is dan niet nul. 

a, a.2 + 1 2 
, 

2° .r:.::.:.ng vun A is ~6n 

Er zijn oneindig veal oplos:Jingen on 

lijncn idtntiek zijn, 
3~. Rang van A is ddn en van Bis twee. 

:: 11 
is twee. 

De vergelijkingon zijn strijdig, dus geen snijpunt, de hoek tueaen 
11 en 12 is nul, of tu wel de 11jnen zijn evenwijdig. Ze zijn vcr-

a1 b 1 o1 
sohilltnd daar a-= 0:::- ~ - • 

2 2 °2 
De lijnen 11(x,y) = o·un l 2(x,y) = 0 ~n 13(x,y) = a3x + b3y + c3 

zijn conourront (hobben gemet.nsehappelijk snijpunt) als· de drie 

vurgelijkingon in tw~e 

Nodig is dat 
a1 b1 

a2 b2 

83 b3 

onbekendon eon oplosaing hebben. 

01 
o2 .::::. 0 gcldt. 

C3 

Zijn goen tweo lijnon ovenwijdig dan is dit ook voldoendo. 
Gaan de lijnen 11 , 12 en 13 door 6~n punt, dan ie de bovenstasnde 
determinant nul en er bests.at dus een lineair verband tuasen de. 
rijen. We hebbcn dan 

.>.. 111 (x,y) + ,;\zl2(x,y) + >+.313(x,y) ;;; O (voor alle x en y) 

voor zekore liatig gekozen A1 , A2 en A). 

Zijn 11 en 12 veraohillend dan is Al+ 0 en 13 is te aohrijven ais 
. - ~1 - Xa: r 

13(x,y) = Al1(x,;y) + 0.1,{a,1? • 0 (met A = -xj' en µ, = ·-"1j:t[ 

Omgekeerd stelt elke lin6air& vorgelijking van de vorm' 
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,::.0 . 
l3(x,y) • Al1(x,y) + ,u.12 (x,y)v'een reohte voor door bet enijpu.nt 

van 11 en 12• immera 13(x,y) wordt nul voor dit enijpunt, dau 

11(x,y) en 12(x.y) dat beide worden, 

Men noemt de verzameling rechten vooreesteld door 
>-. 11 (:x:,y) + ;,1,,.12(:x:,y) = O oen lijnenwaaier. De verhouding van 

>-. en µ... ie de parameter (homogene cotsrdinaa.t)in de waaier . 
De vcrzameling bevat e>(:\ 1 rechte lijnen. 
Het gebruik van een inhomogene parameter bijv. 11 ( x,y) + .~ 12 ( x,y) • 

= O,heeft analoge bezwaren ala bij de deelverhouding; de lijn 
12 (:x:,y) ontbreekt dan in de waaier. 

2E6~. l!• Depa.al de vergel1jking van de rechte .l. op de rechte 
5x - y + 17 = 0 en door het snijpunt van de lijn door (i,O) en 
(O,- 1/3) en de bissectrice van x- en 1-as. 

2E6~_Jg~ Bopaal de snijpunten van 

j 3x - y +_ 3 t 2:x: + y - 4 = o 

:x: - 2y - 6 = 0 

= 0 en ook van { 

X - 2y + 5 : .0 

3x - y + 2 IC 0 

2:x: + y - 3 = 0 

QE5~_JJ. Bewijs dat hot zwaartepunt, het hoogtepunt en het middel­
punt van de omgeschreven cirkel van een driehock op ,~n rechte 
liggen. (Rechte van Euler). 

I 
2Eei!._J.1~ LaJ.t H het hoogtcpunt zijn van 6 ABO en H het apiegel-
punt van H t.o.v. AB. Bewijs dat de voetpunten van de loodlijnen 
uit H' op de zijden collineair zijn. 

2EB.!._d2.• Gegeven 6 ABC, waarin :M het midden 1s van AB en N het 
midden van CM en P het snijpunt van AC en BN. Bewijs dat CP == 1/JCA. 

2E!.!._J~. De verbindingslijnen van de middens van o~erete.a.ndo zijden 
van een veelhook dolen elkaar middendoor. 

5> 15 2EE~~!~!!!_Y~!L~~!L~!:!~h!'.!~~ • 
Wij zijn nu ·1n sta~t de formule af to leiden voor de oppervlakte van 
eon driehoek met hoekpunten (A(a1,a2), B(b1 ,b2) en C(c1,o2)). 

De lijn BC hoeft tot vergalijking 
X y 1 

b1 b2 1 = 0 

1 
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De afstand van A tot BC is dus 

a1 a2 1 

+ b1 b2 1 -
01 c2 1 

--·--· 
\/lb2 1 2 

b1 1 
,-2 

I 0 2 
1 + c1 1 

Do longte van BC is gclijk aan '\f (b 1 - c 1 ) 2 + (b2 - c2 ) 2 ... 
De oppervlakte wordt dus gelijk aan 

a1 a2 1 

1 l. 
b1 b2 rs 

1 c1 Cri 
<'.. 

~ 16. Cirkelbundels. 

QEB:.!._J]. Bepaal de vergc.lijking van de cirkel gaande door de oor­
sprong en de snijpunten van de cirkols x2 + y2 = 1 en 
X2 + y2 - X - y = ½. 

Om het bovenstaande vraagstuk op te lessen behoeft men niet do 
snijpunten van beido cirkels te bepalen. 
Stol c1 (x,y) = A1 (x2 + y2 ) + B1x + c1y + D1 = 0 en 

c2 (x,y) = A2 (x2 + y2 ) + B2x + c2y + D2 = 0 zijn twee cirkoJ.s. 

Beschouw nu C3(x,y) = A c1 (x,y) + fA..•C2(x,y) = Oc D6Z8 vergelijking 

stelt eun cirkol voor door de snijpuntcn P1 (x1 ,y1 ) en P2 (x2 ,y2 ) van 

c1 (x,y) = 0 en c2 (xfy) = O; immers deze punten voldoen 

ste aan c3 (x,y) = 0. Maar ook omgekecrd als c3 (x 7 y) = 

+ B3x + c 3y + D3 = 0 ean cirkel door de snijpunten van 

dan latcn zich cen A en et:m },,'- bepalen, zodanig dat 
C, (x~y) = A c 1 (x,y) + µ., c2 (x,y). 

_; 

ten duidelijk-
" 2 

A3 (xc:: + y ) + 

c1 en c2 is, 

Als nl. P(x0 Yy0 ) een willokeurig punt is verschillend van P 1 en P 2 , 

dan kunnen we >- en )-'- zodanig bepalen dat \ o1 (x0 ,y0 ) + 

+ M 02 (XO, y O) == 0. 

Nemen we nu voor P(x0 ,y0 ) een punt van de cirkel c3 (x,y) = 0~ 

dan heeft deze cirkt➔ l drie punten _met de cirkel ), o1 (x 9 y) + ,;:::,__c 2 (x,y) == 

== O gemeen, zodat c3 (x,y) == f ( 11 c1 (x 1 y) + ,v.-C2 (x,y)) == A c1 (x,y) + 

+ JlC2 (x,y) geldt met /\. = J-:\ en p... = f }l.-, 
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:Mon kan het vooriraunde ook inzien door de drie vergeli~kingen in 
driu onbekendon: 

A1 ~1 + B1 ~ 2 + c, >3 = -D1 

½ ~1 + n2) 2 + c2 ,3 = -D2 

A3 J1 + B3 J:2 + C3 ~3 = -D3 te beachouwon. 

DE;Zt..: V\..lrgelijkingen hebbcn nl. twuci 011lossingen 
( 2 2) 2 2 x1 + y 1 , x1 , y 1 en ( x2 + y 2 ) , ½ , y 2 , z ode. t 

I 
B1 c1 D1 

132 C2 D2 

de matrix 

B3 C3 D3 de rang twee moot h~bben. 

Hieruit volg~ dnn weer 

D1.: vt.:rzamc.ling vc.n cirlrnls AC1 + ~lC2 h~et een cirkelbundel. 

We zagen reeds dat door ulk punt F(x0 ,y0 ) ( ~ P1 ,P2) van het vlo.k 

een ex~mplaLlr vnn d0 bunuel gaat. 

Aang~zien bov~nstunnd~ buschouwingen zuiv~r alg~bra!soh van ka.rakter 
zijn, is h~t volkomun inossLntie0l dnt de gutallen x1 ,y1 ,x2 ,y2 
roU1::;l zijn, zodat a.llc resultatcm guldig blijven ala we ook punten 
mut compl~xu coordinatbn toulntun. Een nansehouwelijk~ muetkundige 
plnats hebbon d,Jze puntun niot, zodat men, in geval P1 (wn dua ook 
P2 ) imaginnir is, du bundel nilit meetkundig kan intcrprtJteren ale 
v~rzamul1ng van cirkels, die door tlloti gE,g~ven pvnten gaan. De 
volgLnde Q zal ons echtur r€jdden • ., 
QEG.!._J~. Pas dezo b&schouwingen too op opg. 37. 

~ 17. ~~2~!-!~!!-E~P.~ .. !.:.2!.!.!.-~?:!:~~!.!. 

C(x,y) = x.2 + y 2 + ax + by + c = 0 zij de genormel::lrde(de v&rgelijk-­
king he&t g~norme~rd ala dl::l coefficient van x2 + y2 gelijk is acn 
~~n) verg~lijking van d(-J cirk~l an P (:x:ay0 ) zij e, n willekeurig punt. 
~en (willekcurigb) lijn 1 door P snijdt C in s 1(x1y1) en s 2(x2y2). 

Wij zullen nu buwijzen dat ~ 1 • P12 = C(xc,Y0). 

St~l de hoek tussen l en x-as is ~, dnn is 

-➔ ➔ x, - XO 
PS1 • PS2 = --- • 

008 Cf> 

x2 - xo 
• 

cos q> 

Schrijf nu C(x.y) ale (x - x0 }2 + (y - y0) 2 + A(x - x0) + B(y - y0) + 

+ O(x0 ,y-0 ) = o , dan 1s (x - zu) 2 ( 1 + tg2~ ) + (x - x0)D + C(x0 ,y0)=· o 
c(x0 ,y 0) 

Hif.trtdt volgt diroct dat (x1 - x0 ) (¾ - x0 ) = ---- d'l.lst 
1 + tg2 f 
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-J, ➔ 

PS1 • PS2 = C(x0,y0). Men noemt C(x0,y0) do macht van P t.o.v. c. 
Laten nu c1 (x,y) = x2 + y2 + n1x + b 1y + o1 • O en 

c2(x,y) = x2 + y2 + a2x + b2y + o2 = 0 de genorme~rde vergelijkin­

gen zijn van de oirkels c1 tJn c2 , dan is de me, tkundige pla,:ta van 
de punt~n di~ gelijyc muohten hebben t.o.v. beide oirkels de reohte 
lijn (onto.ardc oirkol) c1(x,y) - c2(x,y) = o. Deze reohte heet de 

mnchtlijn van btiidt: cirkcda. Nu btJ',. ij·ot men gehet,l nnaloog a.la in 
f 16 de.t o.ls P1 (x1 ,y1) en P2 (x2 ,y2 )tt€ie punten vo.n 4e mnchtlijn zi~·­
~~t. z~wel PC ~la ~Cgt::lijkt. mr,chten hebben t.o.v. o.lle, cirkele vo.n 
do vo:rm ~~-L;.,~µ: _1, = 0 ( A I= -pvt---en rirn~t:kt-,1rd, 

Ook in di t geval hoet de verzamcling cirlrnls een bundel. 

~~g~_J2~ Bewija dnt hivruit volgt tlnt elk punt vcn de machtlijn 
gclijke ma.cht1...;n he::t,ft t. o. v. van allc cirkels van de bundel. 

QE~!- ►.1Q- Bewijs dut de macht van P t.o.v. eon cirkel negatief 1s 
als P met het midd~lpunt snmonvalt. 

2P.g:._1~ .. Bdwijs dGt de macht vr~n P t.o.v • ._:en oirkel met middel­
punt Men strnal r gelijk is aan PM2 - r 2 • 

QE8!.~.!?.• Bcwijs dat de ma.cht van o·-n punt· t.o.v. een oirkt:!l da.n on 
alechts dan nt;;gatit..f is e.ls het y,iunt binnE:in de cirkf:l ligt. 

~ 18. Y~!:!~!£L~~9!!:~~!?~!!~ ~!~II. 
Twee cirkela c1 en c2 snijden elkanr onder een hoek van 90° ala de 

macht vnn hot midd~lpunt vnn de enE:i cirk~l t.o.v. de andero gelijk 
is nan h~t quadrant van d~ straal van di~ ~erstu cirk~l. 

2 2 Ala c1(x,y) = (x - a1) + (y - b1 ) -

- r~ = 0 en c2 (x,y) = (x - a2 ) 2 + 

+ (y - b2 )2 - r~ = 0 de cirkels 

zijn wordt de voorwaarde c1(a2 ,b2) = 

= r~ = -c2{a2 ,b2) of mE:ier aymmetrisch 

geschrevon (a1 - a2)2 + (b 1 - b2)2= 
2 2 

= r1 + r2 • 

2E6~-~l• Bcwijs dat d~ heak , tuesen de bovonstaa.nde cirkals vol­
doot aa.n r~ + r~ - (a1-a2)2-(b1-b 

oos ct = ..... - "' ,-.............-..__ ____ _ 
2r1r 2 

c1 deelt c2 middondoor als 
c1(a2 ,b2) = -r~ = c2(~,b2). 
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QE~~-!~~ Bowija dat allo c1rk~ls die door P(x0 ,y0) go.an en 
c1{x,y) = 0 loodrocht enijden e~n bundel vormen. 

~l~f5.!._i?.• Bewijs dnt nllc cirhuls door P(x0 ,y0 ) • die c2(x,y) = 0 
hr,.lvcren e:..,n bundol vormon. 

2~:~~.- .. 1£• Dewijs dnt all'"' cirktils die c1 (x,y) = 0 loodreoht enijden 

en C"'>(x,y) = 0 hc.lvc:rl!n Ofn bundel vormen. ,_ 

~rs~_!], Dewijs d~t nlle cirkels die c1(x,y) = 0 en c2(x,y) = 0 
loodrecht ••.•.....•..• 

~J2S.:. •. !2• Mrv.k opg. 47 nf en hoc zou opg. 40 luiden? 

Len cirl:el heeft in de normanlvf;:;rgclijking 

x2 + y 2 +ax+ by+ c = O drie parameters (er zijn o<· 3 cirkels) . 
.Len voorwn::.rde c1ls in de vrn, · gs tukken 44 - 48 geeft e• n linenire 

vorc;clijkinc in doze parnmuters, woswe{.,e de voorwaardc linenir hoot. 
Door 2 linenir~ voorwn~rden zijn de co~ffici~nten a, b enc niet 
eenduidig bepn.o.ld, mo.<'.r er zi jn QO 1 oplossingen d+e een linea.ir 
oomposi tum zijn vrm twee 

zodnt de cirkel do vorm 

o~lossingen 

>.c1 + µ.C 2 
--·---""' 

A+ 1A, 

a.1 , b1 , o1 en a.2 , b2 , c2 , 

= 0 krijgt. 

Hieruit ziet m~n direct dnt eun bundel bepanld ia door twee willo­
kcurig~ exempluron, Heuft men ~on lineuire voorwaarde dan zijn or 

2 oplossingon en men heeft nla nlgomene oplossing de cirkel QC: .. ) 

C -- .,x __ c 1, __ +, -._µ_c .. 2, __ +, _ •· ". ··-c· ').-
- - - - - .:d... = O. Deze verznmoling heet ~en net. 

)+ v..,+~ 

II(;t net bE;vat do bundcls 
-" C1 + µ. C2 
---•- ·----•·--· .. -•-·- !c~~---~~L 

A + -J µ. + ~ 

riwt mri.chtlijnvn = 0 en 

lijnen gnnn blijkbacr door e~n punt, het 

machtpunt v~n hat net gonnamd. 

en 

Qr:g.!._2_Q. J3ewijs dat hct machtpunt gclijke mnchten h~eft t.o.v. 
elk cxompla.:::.r v;.:n ht..:t net. 

~ 19 · !~r?.2±G-~2!E!::~~!:~!!-~~!!! 11 
• 

D~ middelpunt~n van dG cirkels van de bundol met c1 = (x- a1)2 + 

( 2 2 2 2 2 + y - b1 ) - r 1 =Oen c2 = (x - a2 ) + (y - b2) - ~2 = O 

ala baais-o::cunplarein ,liggen op een rechte • imm(:rs hat zijn de punt&n 

e~-~~-~£ · !~_C}:~~.£ ) . Deze rechte he1;:t de oentra.a.l van de \ ,..+,..... t ,X+µ. 
bundel. Z1j stat',t loodrecht op do mo.ohtlijn. 
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21?.SL-~1· Bewija 4it. 

Dit is in overeenstomming met bet feit dat, ala de o1rkele o3 en 
o4 de oirkels c1 en c2 loodrecht snijden, olk exemplaar van de 
bundel ).. c1 + ,u .. c, : elR exemplnc.:r van de bundel ~ o1 + JJ-.C2 
loodreoht enijdt. De bundels noemen we orthogonae.l toegevoegd. 
We kunnen dus om do oirkelbundela nader te on4ursoeken, ae x-as 
langs de centraal en de y-as langa de ma.ohtlijn ktesen. o1 wordt dan 
( 2 2 2 x - a) + y - r = 0 en v.oor c2 mogen we x = O kiezen, imers 

-).. c1 + ;.>- o2 = ( >. + µ,) c1 - µ.. ( c1 - c2·) = >,. c1 + jl.x. Ui tzonder1ng? 
-Een bundel zij nu c1 + 2x~= o, dus A= 1 (hierdoor valt de y-ns 

uit) dan is do vorgelijking van een willekeurig exempla.ar 

( x - a) 2 + y 2 + 2 ). x - r 2 = 0, of ( x - a. + A ) 2 + y 2 = 

= r 2 - 2a A + A 2 • We ond&rsoheiden nu drie gevallen, te weten 
a < r, a ) r en a = r. 

1 °. a < r. De snijpunton met de y-ae zijn dan relel nl. 

P 1 ( 0, + ✓ r2 - a2) en p 2 ( 0, - ✓ r2 - a2) • 

Er zijn geen (reijle) nuloirkels in de bundel daar 

r 2 - 2a A + A 2 = r 2 - a2 + (a - A )2 > 0 voor alle A • 
De bundel bestnat dus uit alle cirkels door P1 en P2• Easispunten. 

2°. r <a.In dit geval zijn du snijpunten met de y-aa imaginair 
of onbestaanbnar daar r 2 - a2 < o. 
~'r sijn dan eohter wel reela nulcirkals en wel met middelpunten 

:t Ya2 - r~O. Di t zijn de zgn. grenspunten van de bundel. 

3°. a= r. Dit is in zek~re zin een overgan&sgeval tue3en 
1° en 2°. D~ snijpunten met de y-as vallen samen in,(O,O) evenels de 
nulcirkels. Elk exemp la.ar ( x - a + ).. ) 2 + y2 = { a. - A ) 2 raakt in 0 
a.an de y-as. 

De orthogonaa.l toegevoegd:e bundel is: 

x2 + (y - r) 2 - a2 + 2 p..y = o, immers x2 + (y - r) 2 - a2 = 0 anijdt 
c1 en y-as loodreoht evenzo y = O. Heeft de bundel due reile baais­
punten, dan het,ft de orthogona.al toegevoegde bundel retne grens-

• punten (dez~lfde punten} en omgekeerd. In hat derde geval zijn de 
beide bundels van dezelfde eoort. 

_Qe5~_ig. Walko cirkel gao.t door de anijpu.nten der oirkele 

~ + y2 - 6x - 10y - 15 =Oen x2 + 12 + 2x + 4Y - 17 = O •n heeft 
sijn middelpunt op 5x - 3Y - 1 = o? 
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j20. ~!!-'!!!1~-~~-~!~~~!• 
We zullen de ra,klijn bepalon in h&t punt <:to, y0 ) van de oirkel 

o = (x - a) 2 ·+ (y - b) 2 - r 2 = o. D~ raaklijn is de l1jn door (x0.y0) 

zodanig dat hot tweede snijpunt met C samenvalt met (~,70). Stel 
y - Yo= m(x - x0) is ecn willekeurige lijn door (x0 ,y0 ) dan is 

dat anijpunt bepanld uit (x - a) 2 + (y - b) 2 - r 2 m O 

y - Yo= m(x - x0 ) 

Daar (x0 ,y0 ) a.an de eerate vergelijking voldoet k:unnen we hiervoor 
echrijven, ~ 

2 ' 2 \v ~ . 

(x - x0) + (y ~ y0 ) + 2(x0 - a)(x - x0) + 2(y0 -b)(y - y0} = o 

dit geeft na oliminatio van y - Yo 

(x - x0 ) t {x - x0 )(1 + m2) + 2(x0 - a)+ 2m(y0 - b)) = o 
ZO - a 

Deza vergelijking heeft twet1 wortels x0 o.ls m = -
Yo - b 

en we vindon ale raaklijn {y - y0)(y0 - b) + (x - x0 )(x0 - a)= 0 

Wij kunnen dit ook schrijven ala 
2 (x - a)(x0 - a) + (y - a)(y0 - a) - r = O 

Qp_~~-21• Bewijs dat de raa.klijn loodrecht ate.at op de straal nanr 

(xo,Yo) 

~s~_2i• Bewijs dat A(xx0 + yy0) + B(x + x0) + C(y + y0) + D = o 

de raak:lijn in (x0 ,y0 ) is nan de cirkel A(x2 + y2 ) + 2Bx + 2Cy + 

+ D = o ( er geldt dus in iedur gE::val A(x~ + y~) + 2Bx0 + 2Cy0 + 
:t- D = 0). 

2}2g~_22· Gegeven een cirkel in parameter voorstelling 

x =a+ r cos <p 
y = b + r ain ~ Bewija dat de vergelijking van de · 

raaklijn in hat punt met parameter cp 1 luidt: 

(x - a)cos ~ 1 + (y - b)sin ~ 1 = r 

De raaklijnen uit eJn punt aa.n een oirkel kan men op analoga 

wijze bepalen. 

~5~-22~ Bepaal de raaklijnen uit 
en uit (1,1) 

(-1,7) aan de cirkel x2 + y2 = 25 

a.an de cirkel x2 + y~o. 
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9 21 • t2£!l!~!L!!L~Q!!. 

Stel C is een cirkel met vergeli;jking x2 + y2 -¼- 2.Ax + 2:By + C = o 
en P(x0 ,y0 ) zij een punt varschillend van hot middelpunt. Lo.at 

lijn l door Pde oirkel anijdon in s1{x1,y1) en B2(½•Y2), 

O_p l is nu aen l)Unt Q(x,y) te vinden zodnnig aat ,(pQs1s2 ) Q -1. 

Wij zullan nu p bepnlen van deze punten Q 
als 1 om P drooi t. 
Stal S( ~, If\_) is ean :punt va.n 1 met (PQS) = (A,~) dnn geldt 

-t:· J\x + µ.:xo AY + µyo 
2 = -· --·-·- "'L ;:::: ------

;;> A+~ >.+ µ., 

s ligt op c als ()..,x + p,-x0 ) 2 + (~y + J>,,Y0 ) 2 + A(.Ax + J-LXoH >. + r1--) + 

+ ::s(,\y + p..y0 )(>.+ y...) + c( >-. + µ.) 2 = o. 

Voor da punton s1 en s2 geldt echter (PQS1s2) = -1 of 

"2 - = 0 
~ 

(i = 1,2). Zodat de vier-

kantsvergelijking in ~ (of ~) tegengestelde wortela moet 

hebben dwz. de coeffioiijnt van Aµ, moet in bovenstaande vergelijking 
nul zijn. 

Dus xxO + YYo + A(:x + 

Gaat men uit van 

(x - a)(:x:0 - o.) 

2 (x -a) + 
+ (y -a)(yo 

2£~~-21• Gn dit na. 

+ C = 0 XO)+ J3(y + Yo) 

(y - b) 2 - r 2 = 0 
2 

dan vind t men 

- a) - r = O • 

De punt en Q liggtm dus op een rech te, die bli jl{baa.r l als P op C 
ligt:de rnaklijn is. Deze rechte heet de poollijn van P t.o.v. 0 
.,::n P hliot dt, pool vrm·d..;·ruclito t.o.v. c. 1 • •· 

Ala P bui ten C ligt do.n is ni&t elk puntt,,an de poollijn een °:punt Q". 

Wegens de symmetrie in x en x0 (yen y0 ) van de vergtilijking van de 
poollijn hebben we direct de stelling: Als R(x1 11 ) ligt op de 

f 

poollijn van P{x0 ,y0 ) dan ligt Pop de poollijn van R. 

De punton Pen R heten da.n toegevoegd t.o.v. de oirkel. 
De voorwaarde luidt: 

xox, + YoY1 + .A(xo + X1) + B(yo + Y1) + C = o. 

Hieruit volgt direct dat, a.ls (x1 ,y1) en R!(x2 ,y2) de snijpunten 

van de :poollijn va.:n P(x0 ,y0 ) (t.o.v.C) met C zijn, de raaklijnen 

in R1 an R2 door P gaa.n,. Dit zijn iminers de poollijnen van R1 en 
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Men knn de poollijn due ( P buiten C ) opvatten ala raak-
koorde. Dit gee:ft tevans een methode om de raaklijnen uit Pa.an C 
te vinden,. Hen de oirkel met de p jn en verbindt de j-

punten P. E~n nndor dil)t:c11 .gevolg is de 
!~!!!!!!IS= Doorloopt een punt Peon rechte l dan draa.it de 

poollijn om 0oi:.,n vast punt, de pool van 1. 

Dit is ook gema.kkelijk in te zien door de poollijnen van 

""n (Ax . + ·~ ' _A_Y_,_+ ~>..,Y 9. )· (x0 .y0 ); (x1 ;Y1 ) "' ---- . te vergelij 
)._ + JA. }- + µ. 

mogen ale cirkel x.2 + = r 2 nemen. 
2 De poollijnen ::u0 + yy0 - r = O 

- r2 = 0 

>.x, + ~o x----- + 
.A+ )A-, 

xx.1 + YY1 

A Y 1 + fYo y------
1\ + pv 

- r 
2 

= 0 zijn kennelijk afhanko~i · 

lijk. Zij bepalen een punt nls 

' 
XO 
x, Yo\ /: 0 

Y1 f 
dwz. o.ls de lijn door (x0 ,y0) en (x1 ,y1 ) niet door het middelpunt 

go.at,. Ga<,t de rechte wel door het middelpunt dan zijn de pool­

lijnen alle evenwijdig. De pool van een lijn vindt men a.ls snij­
punt van de poollijnEm van twee van zijn puntsn. Een lijn door het 

middelpunt heeft dus geen pool. 

~ 2 2 • t2~!!~E!~~~~£~~t • 

Door een bepaalde cirkel is dus e~n correspondentie gelegd ~ussen 
de punten on lijnen van et:n vlak. Deze correspondentie het:t 

:poolverwantechap. De poolverwantschap is zodanie dat me:tl dria 

oollineaire punten drie concurrE:inte lijnen corresponder~n. 

Er is een pu11t, nl. het middelpunt van de cirkel, a.at geen poollijn 
heeft en er zijn ~..:i 1 lijnen die geen pool hebben,nl. alle lijnen 

door het middelpunt. 

~~~!!:!!!~: Zijn 10 , 11 , 12 en 13 resp. de :poollijnen van de 

(oollinea.ire) punten J?0 ,P1 , P2 en P3 , dan geldt 

(P0P1P2P3) = (10111213). Do dubb~lverhouding is due in Zki\kare zin 

invariant t_o.v. de poolverwantscho.p. 

~~!!~J.! ;Xiee de ooraprong in het middelpUllt van do cirkel en kiea du 

x:-as zo dat geen der lijnan li (i = 0,1,2,3) evenwijdig daarme(;,! is,: • 

Noem de oo6rdinaten van Pi we:er :x:1 , y1 (.1 = O, 1 , 2 , 3} • 
2 

Da.11 luidt de ve:rgelijking van 11 (i = O,. . . ) xx.1 + r.r1 - r ;:: O. 



Koem de snijpunten TU 11 ••t de x-as Q1 (1 • •••••• ) ••t oo8r41na­

ten ( q1 ,o) ( ..... ) dan seldt 

r2 
q 1 == xi . Verder geld't (1c111213) • (Q0Q1~Q3) • 

1 1 1 1 - -- - - --q2 - 4a qJ .. 'lo ½ Xe XJ Xe) Xo - ~ ~ - XJ 
l • 13 =: 1 .. 1 I 

IS f • (PoP1P~3) Q.1 - 42 q1 
, , 

~ - %.a X3 - X:1 - - -X1 52 X-i X3 

De enige reetrictie aan de Tier punten opgelegd 1•, tat geen ter 
punten met het middelpunt aamenvalt, We heboen imera un Tier// 
lijnen ook een dabbolvorhoudi;pc toe,-kend.De Tier punten aoeten 
natuurlijk op ,,n lijn liggen, en dan ge.an de vier lijnen autoaatieoh 
door een punt of ze zijn alle evemrijdig. 

~ 23. ~ill!!!• 
Er heerat due bijn.a een dualitei-v in bet ple$te Tlak in die sin, 
dat met elke stalling waarin alleen de begrippen punt, rech1e, 
inoidentie {punt o:p rechte en reohte door punt) en dubbelverhouding 
optreden een duals stalling correspon4eert. Dese stalling ontetaa.t 
door de begrippen punt en rechte te verwisselen.De so ontstane 
stellin.g is da.n bij voorbaat bewesen. Er blijven eohter uitzonda­
ringsgevallen doordat niet elk punt een poollijn en niet elke lijn 
een pool heeft. Deze m.ankementen gaan we in een volgende S varhel­
pen door het invoeren oneigenlijke punten. 
Beret echter enige voorbeelden. 

\:~ '\ __ ·•. 

\ 
..... 

.. { 
··-..ol. 

De figu.u.r gevormd door vier lijnen 
(geen drie door een punt) en de 
(~)=6 snijpunten heet volledige 
vierzijde. de 4 lijnen heten de 
zijden an de 6 snijpunten de hoek­
puntan van d~ vierzijde. De (drie) 
~erbindingelijnen van overstaande 
hoekpunten heten de diagonalen van 
de vierzijde. 

§!!.!!!!!St Op diagonaal soheiden de beide hoekpunten de enijpun-
ten met de andere dia.gonalen barmonisah en door elk hoekpunt soheiden 
de beide sijden de diagonaal door dat hoekpunt en de vcrbin.dingalijn 

(van dat hoekpu:nt) m.et het snijpunt "Jan de andere d1agonalen ba:rmo­
niaoh. 

Opmerking1 geen twee z1jden mogen evenwijdig zijn, daar el' 
anders anijpunten verdwijnen. 
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~ 
Duaal tegenover volledige vierzijde etaat volledige vierho&k. 
Dit is de figuur gevormd door vier punten (geen drie op een reohte) 
en de(~)= 6 verbindingsl1jnen. n. vier punten heten de hoekpunten 
en de 6 verbindingslijnen heten de zijden van de vierhoek. De (drio) 
snijpunten van de overstaande zijden heten de diagonaalpunten. 

1' r,_ 8 vu~. 5 • G~ceiven 

16. ABC en een punt S 
(~1)) 

') 

~~!i_n,a: Door elk diagonaalpunt 
scheiden de beide zijden de verbin­
dingalijnen met de andere diagonaal­
~u.nten ha.rmonisoh en op elke zijde 
aoheiden de beide hoekpunten het 
diagonaal punt {op die zijde) en 
bet enijpunt van die zijde met de 
verbindingelijn van de andere dia­
gonaalpunten h8.l'monieoh. 

(niet op ~un der z1jden) AS snijdt BC in A', 
r 

BC snijdt CA in B' en CS snijdt AP 
in c1 , terwijl A" het vierde ha.r­

monische punt is van BC en A' .) 
oyoiiaoh B• en C". 
Bewijs, bv. met behalp van Ceva en 
Menelaos, dat A", B" en C" colli­
neair zijn. De rechte door A", :B 11 

en 0 11 heat de harmonikaa.1 van S 

t,o.v. ABi. 

QEs~_22• Dualiseer bovenetaande stalling. 

Een stalling die gelijk is a.an ha.ar duale heet zelfduaal. 

~ 24. Q~~!s~~!!i~~-!1~~~~!!!!• 
We zullen het volgende spraakgebruik invoeren: irrplaats van twee 
lijnen 1 en m zijn evenwijdig of l en m hebben de riohting gemeen, 
zullen we zeggen 1 en m hebben een one1genlijk punt gemeen, 
Elke lijn krijgt zodoende ~6n en·eleohte ~~n oneigenlijk punt "rbij. 
Voortaa.n verstaan we onder punt, zowel "gewoon" punt ala oneiger.llijk 
punt, Ter onderscheiding zullen we de punten in gewone zin 
~~~~n 1 tjk noemen. 
We zullen nu van enige axioma•s nags.an in hoeverre zij hun geldigb.c"' -;i 

·behouden ale•• de oneigenlijke pu.nten ook in de besohouwing 
betrekken. 
On:. te beginnen het axioma.1 Door twoe pu.nten gaat ,,n en sleohts ~~ 
rechte. Dit geldt Toor twee eigenl.ijke punten. 
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Ingeval 44n punt eigenlijk 1a en 44n oneigenlijk geldt betook en 
wel volgena het 8e,5'1Poatulaat van Euolides, nl. dat door een punt 
buiten een ruchte 4~n en sleohts ~~n rechte gaat evem,ijdig met 
diE:1 rcchte. 
Ingeval beide punten onoigenlijk sijn_maken we het e.xioma gttldig 
door nf te apreken, dat alle oneigenlijke punten op et:in( oneigenlijke) 
rechtc zullen l1ggen 1 die we 4~ onat3erlli~ka roohta sullun no ... uen. 
We zullen een "goeie ou,ve" reohte weer &iganlijk noemen. 
We hebben geen moeilijkheden met de beide exietentie axioma'e. 
£lke recht& bevat minstens twee punten en er aijn minatens drie niet 
collineaire punten. Het b~ruchta vijfde poatulaat geldt eohter niet 
meor.iel geldt het duale van hat aerate axiom.a. nl. twee lijnen 
hebben e~n en sleohta 6~n snijpunt. De so ontstane meetkunde beet 
projectiaf, omdat zij invariant is t.o.v. centrale projeotie. 

Wij moeten nu de tot nu toe ingevoerde besgrippen nog definier<.:n 
voor oneigenlijke punten. Hat begrip a.:fatand van A tot B krijgt geen 
betekenis, als ~,n der punten oneigenlijk is. 
Hat begrip deelverhouding zullen we ni&t definieren voor drie on'-, ➔,...,., ... 

lijke punten. Zijn van de drie oollineaire punten A, Ben P bv. 
A en B eigenlijk en P oneigenlijk, dan definieren we 

(ABP) = -1, (AFB)= (0,1) en (PAB) = (1,0) 

Q:es~_§Q. Bewijs dat de de~lverhouding invariant is. t.o.v. parallel­
projectie. 

QEs~-21• Bewijs dat de stalling Vtlll Menelaos geldig blijft ale de 
transveraaal 6~n of meer zijden in oneigenlijke puntan snijdt. 

We hebben nu tevens ber0ikt dat elke reijle verhouding van 
A en p-, (dus niut beide nul) als deelverhouding optreedt. 

De definitie (ABCD) = (ABC) : (ABD) kan men nu aa.nhouden voor pun­
ten van een eigenlijke rechte. 
Voor punten A, B, C en D van de oneigenlijk~ rechte definieren we 
(ABCD) = (OA, OB, OC, OD), waarbij O een eigenlijk punt is. 

QE5~_§g. Bewije dat dezE; definitie onafhankelijk is van de keuze va~ 
het punt O. 

De stelling dat de dubbelverhouding invariant is t.o.v. parall~~­
projectie blijft geldig. :Bewija: 

Gegeven A, B, 0 en D op l en A', B', C' en D' zijn de projec­
tie van O op l'. Ia O oneigenlijk dan betreft h&t parallelprojectie 
en de stelling volgt uit de illYe.riantie van de deelTerhou.ding. 
Zijn 1 en 1 1 beiden eigenlijk dan blijft er alle&nfats te bewijzen, 

als 8en der punten, bv. D, oneig~nlijk is. (zie figuur). 
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r------..'--r.r,.......-_➔J,We moeten.nu bewijzen dat 

(A:BCD)=-(ABC) = (A 1B'C'D'). 
We weten reeds dat 

(A'B'C•D•) _ ein ao: sin ad 
- s~n ob sin do= 

. sin al sin ao OE -.--....-. srn-n = s In c6' 1 ::'tJ s 

iOC•AO sin ao AC 
iOC.oB s1n ell = 7ffl = -(ilC) 

2E6~-~J. Bowijs d~ ovorige gevallon. 

9E6~-~!• Gegeven de r~chte 1 met de eigenlijke punten A en Ber op. 
Mis het midden vnn .AB en M' is het oneigenlijke punt van l. 
Bewij s dat AB en 1iM.' harmonische paren zijn. 

~~~-~2• Bewijs dnt de bissectrices van een hoek de benen harmonisch 
scheidan. 

~25. ~~!!!~!!_rr~!:!£!Bl• 
Uit opg. 64 volgt direct dat het middelpunt van een oirkel nu een 
poollijn heeft gekr~gen en wel d0 oneig~nlijke rechte. Ook een 
rechte door dat middelpunt heeft thans een pool, nl. hat oneigenlijk~ 
punt van de loodlijnen. Hierdoor is de dualiteit zonder uit~onde­
ring geldig, zodat in zekere zin het ondereohJiid tueson pun.ton tl1l 

lijnen hier vervalt. In de projectieve meetkunde verliezen de be­
grippen afstand en hoek hun absolute betekenis. De begrippen 
incidentie en dubbelverhouding blijven echter behouden, daar deze 
invariant zijn t.o.v. centrale projectie. De oneigenlijke elementen 
hebben in de projectieve meetkunde geen speciale betekenia. Zij 
zijn gelijkwaardig met de oiHon1ijko. 
Wil men terug van de proj ectieve meetkunde naar de '1school11 -meet­
kunde, dan kan men beginnen met een (willekeurige) rechte oneigenlijk 
te noemen. Lijnen heten dan evenwijdig als ze elkaar op daze rechte 
snijden. Aan hat 11vijfde postulaat"is ds.n a.utomatisoh voldaa.n. 
In de zo ontstane meetkunde, die affien heat, moet men dan nog een 
geschikte maat invoeren om de Euclidisohe baetkunde te verkrijgen. 

~26. ~2!2~!B~-2~~~~!~2h!_££~~~B~~!a• 

De reohte 11jn. 
I 

We zullen de oneigenlijke elementen ook oot5rdinaten geven.. 
De gewone afata.ndsool$rdina.ten zijn conder meer niet geschikt, 
met elk re~el getal al een punt oorreapondeert. 
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De verhoudingscoordinaten geven a.an het oneigenlijke punt de ooBrdi­
nae.t -1. E~n van de basiepunten van h€)t cotlrdinnttinstelael heeft dan 
geon ooordinaat. Dit euvel hebban we in § 3 verholpen door de deel­
verhouding homogeen te schrijven. Dit ken ook met de afstandscoordi­
naten. 

Zij op de re.,hte 1 een afstandscoBrdinatenstelael gegeven. 0 zij de 
oorsprong en E zij het punt met aoordinaat 1. Door Oen E zijn de 
coordinaten eenduidig bepaald, De coordinaat x van een punt P van l 
is g:E:.lijk a.an -(P:L:O). Is P nu het oneigenlijko :punt van 1, dan he8ft 
(PEO)all,_,,1.1n als wo de vorhouding homogeen eohrijven btttek€:nis en wal 
(1,0). We vinden dus dat, als we de afstandscoordinaat ala verhouding 
inturpreteren en homogeen schrijvon, ook hot oneigenlijke :punt een 
coordinaat krijgt. 
:Llk punt heeft twee getallen x en z a1s coordinaat; x en z mogen 
niet bBide nul zijn en allan hun verhouding is essentieelt zodat ~ x, 
A z (~ I 0) bij hetzalfde punt horen. 
Verschillende puntcn hobben coordinaten met verschillende verhouding. 
Voor eigenlijke punten is z IO, zodat men door voor A= £-1 te 
kiezen de co6rdinaten kan normeran tot: ,1 en dan is! de ouda 
afstandscoordinaat. 

2l!t5.!.-~§. Gegeven de punten A en B met coordinaten xA,zA en xB,zB 

en een punt P met (ABP) = ( A , tA,). Bewijs dat 

µ.,xA + ). x13 , }A- z A + A zB coordina ten van P zijn. 

Het platte vlak. 

In het platte vlak nemen we weer een rechthoekig assenkruis. 
Een punt P projecteren we weer evenwijdig aan de y-as; dus vanuit 
het on~igenlijke punt van de y-as op de x-as en vanuit het oneigen­
lijke punt van de x-as op de y-as, projecties resp. pt en P''. 
Op de x-as resp. y-as h: bben P' en P 1 ' homogene coordinnten. 
Als P eigenlijk is, dan zijn P 1 en P'' b6ide aigcnlijk en b~ide hebben 
dus een tweede ooordinaat ~ O. 
Mtm kan h0t dus zo inriohten dat de tweede ooordinaat van P' gelijk 
is aan die van P''. La.at x,z de coordinaten van P' en y,~ die van P 11 

zijn. Hbt punt P gevun wo dan do dric getallen x,y,z ala coHrdinaten. 
Ook hior komt hat alleen op de verhouding van x, yen z aan, zodat 
)\x 1 Ay, X,z ook coordinaten van P zijn, mits )1/., o. Door, ingeval 

P eigenlijk is, A= z-1 te kiezen,. krijgt men da.n de oude coordino.ten 

terug. 
Een oneigenlijk punt P heeft oneigenlijke projecties P I en P' 1 • 

Dt;ze projE.lctitis bepa1en P"ni~t,.:b.i1ct'V'Oo:t. ia,.nod 1::.1<.n·ricb:ti.na nod.ig. 
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Stf;l dat P het onbigunlijke punt is van de raohte ax: by (v~rgo­
lijking in oude coordinaten). We govon P dan do co8rdinaten 

Ab, A o.,O (A .j 0), zodnt dt.) niauwe oo<:3rdinaton ook a.an de vargelijkin(! 

voldoan. 

212.61.._§.::[. Wat zijn de coordinatGin van hat onE:Ji0enlijlr:ti punt van d1::1 :x-ae 
r8sp. y-a.s? 

9 27. Homogene _ vert:;eliJJdnae!_!. 

Hot is geme.kkt.lijlt na to enan dat de punten van dt uigenlijkB rechto 
met de oude vergelijking ax + by + c = O coordina:ten hobben gokre­

~en die voldoen a.an ax+ by+ cz = O 

Q~61.._§Q. Voar dit uit. 

Voor de 11untEm van de oneigenlijke rechte geldt z = 0, ~odat we 
mogen zeggen, dat de punten van oen rechte altijd voldoen aan aen 
linonire homogene vergelijking ax+ by+ oz= o. 

De restrictie a en b niet beide nul sluit juist de oneigonlijka rechto 
uit. 
De vergelijking van de elli~s van pag. 6 wordt voor homogene coordi-
naten: x2 v 2 2 

-2 + ~2 - z = o. 
a b 

Deze vergelijking ontstaat door in de oude vergelijking voor x in te 

vullen ~ en f voor yen daarnu met z2 te vermenib~uldigen. 

Voor punten met een z JO geeft dat niets nieuwa, maar onder omstan­
digheden kunnen er ook oneigenlijke punten a.an de nieuwe vergelijkinc 
voldoen. Deze laten we dan ook tot de voorgcstelde meetkundige plaats 
behoren. 

Welke oneieenlijke punten liggen op de hyperbool 
x2 i_ 2 
-2 - 2 = z • 
a b 

he'--'tkundig stellen deze :puntc,n de asymptotische richtingen voor. 
Is nl. (a, b, 0) een punt dat voldoet aan de vorgelijking 
f(x,y,z) = 0 1 dan zullen de punt8n (a, b, () tot de kromme naderen 
als ~ tot nul nadcrt. Meetkundig wil dit zeggen, dat de punten 
: , ! (in afstandscoordinaten) relatief dicht bij de kromme liggen. 
Als €. naar nul gaat dan warden de coordinatun van deze punten 
willBkeurig groat. 

QEg.!._7Q. Maak de vergelijking x3 + y3 == 3axy homogean. 
Wat zijn de a.symptotische richtingen? 
Folium van Descartes. 



y 

Elam 30 

9 2 8. ~!-!!2~!:~J2!_P!!!l ~!!!• 

De homogene vergelijking van de oirkel luidt x2 + 12 + 2.Axs + 2Byz + 
+ ez2 = o. Snijding met z = O levert x2 + y2 = o. 
De oneigenlijke punten zijn dus imaginair. Zij zijn voor alle oirkele 
gelijk. Het zijn de imaginaire punten 1(1,1,0) en J(1,-i,O), zij 
worden de isotrope punten of cirkelpunten genoemd. Omgekeerd, indien 
een kromme voorgesteld door een tweedegraads vergelijking met reijle 
coE!fficHlnten door de iaotrope punten gaa.t, dan is dit een cirkel. 

2 2 2 Laat a11 x + 2a.., 2xy + a22y + 2a13xz + 2a23yz + a33z = O 

de vergelijking zijn. Substitutie van (1,1,0) levert: 
a11 + 2a12 i - a22 = O 

due daar a 1j re~el 

Dit zijn juist de cirkelvoorwaarden van pag.6. 
Als a11 = a22 = o, dan is de cirkel onta.ard. De kromme is dan 

z(2a.13x + 2a23y + a33x) = o, dua het lijnenpaar z = 0 en 

(2a13x + 2a23y + a33 z) = O. Twee concentrische oirkela hebben nu 
2 2 ook een machtlijn nl. z = o. Immers ala c1 = (x - a) + (y - b) + 

- rf = 0 en c2 = (x - a) 2 + (y - b) 2 - r: = O de cirkels zijn, dan 

is c1 - c2 = (r~ - r~)z2 • 

Ac, .+ ),-1-02 
De cirkel - 1' + µ., = 0 heeft ook a, b ala middelpunt. Ken noemt 

een verzameling concentrische cirkels een ontaarde bundel. 

Onu.71. Bepaal de asymptotische richtingen van de krommen: 
-~~---2 2 2 2 2 
xy = a , x(x + y) = a(x - y) (stropholde) en · 
(x - y - 2) 2 (x - y - 5) + 3(x - y - 1) (x + y) 2 = 0 

Stel er zijn in het pl~tte vlak twee rechthoekige Cartesisohe coordi­
natenstelsels XOY en loY gegeven. Elk punt P heeft dan twee stellen 
coordinaten (x,y) en (~ 1y). Wij zullen nu de traneformatie formulas 
opstellen. 

Stel U heeft de 

en ~.xx= cJ...,, 

= ~ XY = 90°. 

coordinaten (a,b) 
terwijl '9XY = 

• Projecteer OP en O O O p,p op 
X-ae en Y-as. Dan krijgt men 
X =a+ i cos n + y cos YI= a+ 
+ i cos ot-.,+ j oos(YX + IX)= a+ 
+ x cos ot. - y sint)t...en 
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y = b + i cos XY + y oos YY ::: b + i cos(II + XY}+ y cos (n + It + 
+ XY) = b + i cos 90 - cl- + y cos (-90 - oe...+ 90) = b + i sin a,..+ y COS\'4 

De tranaformatie formules zijn due: 
x = x cos Ql.. - y sin cJ... + a 

= i sin cJ.. + y cos ,:j... + b. 

= 270° zijn dan geldt 
y 

~XY 
Mocht bij het tweede stelael 

X = X 
-. y = y 

deze formulas ontatae.n door y door 

cos oe.. + y sin a<.. + a } 
sin o'- - y cos c:,(,. + b 
-y te vervangen. ' 

Q;es!._:rg. Bewije dat bij scheefhoekige eteleela met 1-:x:oy • w en 
1,. XOY = ~ geldt 

X = X COS c(_ + y 008 (w · + ,;.._)" 
y = i cos (ot...- w} + y cos (w + d..- w) en leid hieruit bovene'taande 

formulas a:f. 

Speciale geva.llen zijn de verschuiving van het aesenkruia, 
dus met d- = 0. 

De 

X :::: X + a 
-y = y + b en de zuivere dreailng met 0 = 0 

y sin~ X = X cos c::J.... -

y = X sino(.. + 
transform.a tie 
X = X cos 0(.. + 
y = X sin~+ 
z = 

y cos 0(.. 

formulas voor homogene coordin.aten luiden 
y sin ot-. + ia 
y cos o(..+ zb 

z 
Deze formulas kan men met de matrix notatie bek:nopter schrijven, nl. 
als 

( ~) = 
( 

c~a QI.. -~--..n oL 

sin ;i... COSt;IJ..., 

0 0 

Men noemt A de transformatiematrix. Deze legt de transformatie vast. 

QEg~_1J• Bereken de cotlrdinaten van 0 t.o.v. het nieuwe stelsel. 
Leid hieruit de transformatie formulas af van het oude na.a.r het 
nieuwe stelsel. 

2E8~_1f• Wat is de inverse matrix van A? yergelijk deze met de uit­
komst van de vorige opgave. 

0ok in hat geval van de zuivere draaiing kunnen we de mattix 
notatie gebruiken. Deze luidt 

( ; ) = ( :~: : -::: : ) (; ) De matrix is orthogon~l. 
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• Bewijs 

-sino..)(cosrl 
COBo... ~in~ 

-sin. •1t) • ( ~Oft(~+ ll') · -thn( ot..+ ~)) 
ooe (& sin( cal.,+ f..) cos( ol-+ (h) • 

9E8~_7§. Bewijs dat 
x1 ½ x3 cos c1,.., -ainol a 

= aind--

0 

-sino(.. 
coacJ.., 

OOSc:'- b 

0 1 

- -:x:1 ~ 
- -Y1 Y2 

1 1 

- - -:X:3 :x:1 ~ - - -y 3 z Y1 12 

1 1 1 

-:XJ 
-Y3 
1 

als 

Hieruit 
dat 

kan men gemakkelijk bewijz~ 

:x:1 ½ :X:3 

i Y1 Y2 Y3 gelijk is aan 
1 1 1 

de oppervlakte van ~P1(x1 ,y1 ) 

P2(~,y2) P3(:x3 ,y3 ). Immers door ge­
schikte keuze van het assenstelsel kah men bereiken, dat de coBrdinuton 
(a,o), (b,O) en (O,c) warden. Men heeft dan 

a b 0 

i y1 y2 y3 = i O O o = io(b - a)= opp c.P1P2P3 • 

1 1 1 1 1 1 

Ook kan men nu gemakkelijk aantonen dat de reohte ~oorgesteld wordt ~nn~ 

een lineaire vergelijking in de coBrdinaten. 
- Y Laat 1 de rechte zijn. Vergelijking 

y t • 0 • V • ffl is X = 0 • 
De transformatie luidt (zie figuur) 
i = x cos ~ + y sin oe... - d 
y =-x sin el + y coaOi-
De vergelijking van l ia dua 

x cos«. + y sin-.. - d = o. 
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transform.atioformules van de vor1ge ::paragraaf bevatten 
ten van ~,n punt t. o. v. verschillende s·teleele. Men kan ze ook =u.,, .. ""-" 

-opvatten, nl. als verband tussen de .o~rdinatcn van veraohillende 
ten P(:x:,ytz) en P(i,y,z) t.o.v. hetzelfde steleel bv. OlY. 
Zo o:pgevat definiijren de transformatieformules een zgn. Punttransfor­
matie. Een tranaformatie van de vorm 

- ainoi,.. -
) 

:x: = X COSol.. y + az 
- sin<-~ - bz beweging. y = X + y COS""'- + heet 

-z = z 

Het is de beweging die het kruis XOY met XOY la.at samenvallen. 

2Efi.t_11• Welk punt is aan zichzelf toegevoegd bij bovenataande trans­
formatie? 

2£fi.!_]~. Wanneer is het punt van de vorige opga.ve oneigenlijk? 

Een buweging is bepaa.ld door de transformatiematrix. De matrix 
van twee na elkaar ui tgevoerde bewegingen met mun-ix. .J:... ru;:.;p. ]3 

iorw3~. .!. • • 

QEs~-1~• Bewijs dat dit weer een beweging ie. 

De transformatie gedefiniec,rd door de matrix 

( c~so( 
\ Slil>Ol 

\ 0 

-sin«. 
cosc,1... 

0 

waarin (? + O, heet gelijkvormig:ti.eidstransfor-

matie. Ook deze transformatie le.at de oneigenlijke rechte invariant. 

2Ef2!.._22• La.at door bovtlnstaande gelijkvormigheidstra.nsformatie 
.l:)P1P2P3 overgaan in .c.:P1P2P3 , bewijs dan dat 

opp 6P1P2P3 = el.opp b.P1P2P3 • 

2Ef:i!.._~l• Als P1 en P2 als boven overgaan in P1 en P2 , bewijs dan dat 

P1P2 = e P1P2. 

Zowel de beweging als de gelijkvormigheidstransformatie voeren 
colliniaire punten over in colliniaire punten en dus rechte lijnen 
in rechte lijnen. Ook warden cirkels in cirkels overgevoerd. 

QEg!.._~g. Bewijs deze eigenschappen. 

De hoek tussurr two.i.rra.oht.nr ia-·~uriant, 

Laton nl..(a1 ,b1 ,o) en (a2 ,b2 ,o) de oneig$nl.i.jke punton ziJn van de 
rt:chten, dan voldoet de hoek <¥ tussen de beelden van daze rechten aan 

a1 a2 ,. C~So(,. -sinoll a:1 a:2 a1 a2 
. . o1 o2 sin~ cos or.. 151 '52 b 1 b2 

tg i~-----, = -------- = --- == tg 'P 
I a1--~21 I C~Scl -sin. ~. ·': ·I a.1 -~~ I a1 -ba~. , o1 a 2 sine:;__ coscJ • o1 aJ t 1 J 
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waarbij 1' de hoek tuascn de rechten ie. 
De traneformaties heten daarom hoektrouw. Corresponderende fisuren bij 
oen beweging heten OOJl8I'U,ent en b1j ean gelijkvormighei4strauformat1e 
heten ze gelijkvormig. 

~ 31 • !!!!!!:~!! .. 

Een geheel ander soort traneformatio is de invereie. 
Laat gogeven zijn een vast punt Oen een willekeurig getal k. 
Meetkundig definilren we de inveraie als de punttransformatie die aan 
elk punt P het punt P' op de reohte OP toevoegt zodanig dat 
~ • OF1 = k. A.an het punt O wordt geen punt toegevoegd even.min als 
aan een oneigenlijk punt. Wordt a.an P het punt pi toegevoegd, dan wordt 
blijkbaar aan P' weer P toegevoegd, Dit wil zeggen dat, als men de 
transformatie tweemaal toepast, elk punt aan zichaelf wordt toogovooed 
(identieke transformatie), Ben transformatie mot daze eig&nechap 
heet involutorisch. 
Om de transformatieformules voor de invereie af te leiden kiezen wo 
ee14 rechthoekig aasenkruis met de oorsprong in o. Het be~ld ~an 
P(x,y) zij P'(x 1 ,y 1 ). Dan geldt 

-p k = a . ot, of W&l 

k oi• x' z1 W = W- = ~ = 1 , due 

x' = _1c_x __ 
x2~y'2. 

en y' == p 2 
X +y 

Q'Es~-~J. Maak deze redenering in orde ala x = 0 of y = o. 
De inverse transformatie die wegens het involutorische karakter 

identiek is met de transformatie zelf luidt dus 

x = kx' y = ky' 
~•2+ y'2 x'2+ y'2 

Het beeld van de rechte ax+ by+•= 0 ia 
akx' blr-vt ----- + ---,..a1K--- + c - O of na vermenigvuldiging me·G 

x'2 + y'2 x•2 + i'd -
x'2 + y'2 2 2 

o(x' + y' ) + a.la' + '5k:y·, = 0 

Hieruit zien we dat ala de reohte niet door O gaat (dus c j O) het 
be~ld een oirkel door O is. Gaat de rechte wel door O dan blijft hij 

invariant. 
Het beeld van een oirkel (x2 + y2) + 2Ax + 2By + C = 0 is 
k2 + 2Ax 1 + 2By' + C(x 12 + y 12 ) = o. Dit is a.ls de cirkel niet door 
O gaat weer een cirkel. Gaat de oirkel wel door O, dan is bet beeld 
aen reohte. Dit volgt natuurlijk ook weer. uit het involutoriach 
karakter van de inversie.. 
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Het beeld van de reohte l c x coeoL + 7 einac.. - d • O 1a de o1rk•l 
C = d ( x2 + y2 ) - kx ooa 0(., - ky ein Oil,.. == O door O met mi4telpunir 

u~ ooa~ k sino1-,) • , --- • De lijn OM staat loodreoht.op 1. 
2d 2d 

y t 

X 

In de figuur is het gev;l rtekend 
dat k > o. De cirkel Xcx +'J' -k=O 
heet de inversieoirkel, d&ar alle 
punten ervan invariant zijn, 
In de figuur liggen P1 en P2 ale 

snijpunten van l en Cop K. 
Stel beelden van de gerichte lijncn 
11 en 12 (snijpunt P) zijn de oirkels 
c, en c2• De hoek tuesen c1 en c2 
is dan gelijk aan de hoek tueaen de 
raaklijnen in P' (let op de richting) 
en deze ia het tegengeetelde van de 
hoek tuesen de raa.klijnen in o, welke 
geli jk is aan ~ 1112• Hierui t volgt 
dan dat de hoek tuesen de krommen K1 
en K2 gelijk ia a.an het tegengeatelde 
van de hoek tuseen de beeldkrommen 
K1 en K2• De invereie beet ~aarom 
tegengesteld hoektrouw. 

Raken K1 en K2 elkaar in P, dan raken K1 en K2 elkaar in P'. 

21!~~-~!• Het beeld van een cirkelbundel (net) is weer een bundel (net). 

~S~_§z. Gegeven eon cirkel C, een rechte 1 en een punt P. Gevraagd 
een cirkel door P rakend aan C en aan 1. 

Een duidelijk beeld van de invarsie 
krijgt men door de steroografische 

,_ __ _,~_, _ _., __ .,._ _____ projectie, D1t is de centrale projec-

tie van een bol op een ra,kvlak vanuit 
het diametrale punt van bet raakpunt. 
Re•hten van het vla.k gaan over in cir­
kels door het projectiecentrum (noord­
pool) en cirkels gaan over in cirkeis. 
Bij inversie(met het raakpunt als cen­
trum en geechikte macht)wordt de bol 

g~!!!!!'.!!~1!~• Op pag. 30 regal 17 van onderen eta.at 11 een ontaa.rde11 

dat zal zijn "ook een". Na Bundel gelieve men in te la.seen: De ortho­
gonaa.l toegevoegde bundel is de lijnenwaaier door het middelpunt. Bij 
bests.at uit louter ontaardo exempla.ren. Zij haet daarom een ontaarde 
cirkelbundel. 
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gespiegald t.o.v. de grote cirkel evenwijdig aan het vlak. 

We zullen thans een ander soort coordinaten invoeren. Fixeer in het 
Platte vlak een geriohte rechte p, poolas genaamd, met een punt o, 
oorsprong genaamd, er op en een positieve draaizin. 
Stel Pis een punt CJ O). De rechte OP denken we ons zo gericht dat 

r::OP) O is. De gericht0 hoek :pOP noemen 
we~. Het punt Pis nu bepaald door 
r en ~ • Deze grootheden heten de pool­
coordinaten van P (t,o.v, het gegeven 
stelsel). 0 krijgt de coordinaat 
r = 0 en Cf willekeurig. 

De coordinatentransformatieformules tussen eon rechthoekig Cartesisch 
coordinatenstelsel en een poolcoordinatenstelsel met dezelfde oor­
sp?ong en x-as als poolas (draaizin zodanig dat XOY = 90°) zijn 

r = ✓ x2 + y2 en ~ = bg cos _x = bg sin Y , 
'✓ x2 +y2 ,✓ x2 +y2 

terwijl 
( 

X = r 008 ~ en y = r sin <p • 
De vergelijking van pe rechte 
1 = x cos c:J.. +y sin(JI... - d = 0 wordt 
in poolcoordinaten 
r cos (\J cos ol + r sin~ sinc,1,- - d = 0 

dus r cos( (f - d-.-) = d. 

De cirkel met middelpunt , 
M( e c,os d-.., e sin d..-) en straal R krijgt in poolcoordinaten de vergelij-~· 
king (r oosc,e-ecoso1v) 2 + (r sinct-esind..-) 2 -R2 = O of anders 
geschreven r 2 + e 2 - R2 - 2re cos(~ - dv) = 0, 

De transformatieformules voor de inversie (met centrum Oen macht k) 
warden in poolcoordinaten k r' = en 

r 
((>' = ~. 

Met poolcoordinat~m laten zich de eigenschapp.8n van de vorige §> 
gemakkelijk bewijzen. 

2E~~-~2• Voer dit uit. 

2E~~-§~. Schets de krommen 

en 

r = a sin~ 
r = 6a s:in 3 cp 
r 2= a 2 cos 2 q> • 

QE~~-§1• Hoe luiden deze vergelijkingen in rechthoekige coordinaten? 

2~~-~~. Hoe luidt (x2 + y2 )3 = x4 + y4 in poolooordinaten? 



G.:lti::SNGDE OPGAVEN. ---·-·-----
cursus Elementaire Analytiache Meetkunde 

pp. 1 - 36. 

I. Van de drie rechten 11 , 12 en 13 zijn de vergelijkingen: 

2x - )y = 0 

X + 2y - 8 :: 0 

X - y + 2 = 0. 

Door het snijpunt van 11 en 13 trekt men de evenwijdige a.an de 
X-as. Door het punt, waar 12 de X-as ontmoet, trekt men de 
evenwijdige aan 11• Deze twee hulplijnen snijden elkaar in D1 , 

Door het punt, waar 13 de Y-as ontmoet, trekt men de evenwijdig~ 
aun de X-as. Deze hulplijn snijdt 12 in n2• Door het ptint, waa.r 
1 2 de Y-as ontmoet, trekt men de evenwijdige aa.n 11 • Deze hulp·· 
lijn snijdt 13 in n3• Bewijs dat D1 , n2 , D3 op e8n rechte lijn 
zijn gelegen1 

II. Gegeven zijn een punt A(5,4) en twee rechten 11 en 12 waarvan a: 
vergelijkingen zijn: 

11 : y + 2 = 0 
12 : 7x - y + 19 = O 

Gevraagd wordt te bepalent 
1°. De coordinaten van het snijpunt C van 11 en 12• 
2°. De coordinaten der voetpunten Ben D van de loodlijn~n 

uit A neergelaten op 11 en 12 • 
J0 • De inhoud van vierhoek ABCD. 

III. Door het punt (a,O) wordt een veranderlijke rechte getrokken 
die :do cirkel x2 + y2 = r 2 in Pen Q snijdt. Bepaal de 
meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels die door 
Pen Q gaan en een straal R ~ebben. 

IV. Bewijs dat de 2 cirkels 
x 2 + y2 - 10x + 2y + 17 = 0 

x2 + y2 + 8x - 22y - 7 = 0 
elkaar aanraken. Bepaal daarna de vergelijkingen van de cirkels 
die de twee gegeven cirkels in hun gemeenschappelijk raakpunt 
aanral.:en en die tevens raken a.an de Y-as. 
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v. Aan de punten A en B waarin de cirkel x2 + y2 = r 2 de as OX 
anijdt, trekt men de raaklijnen a en b. ten veranderlijke raak­
lijn snijdt a en bin punten A' en B'. Bepaal de meetkundige 
plaats van het snijpunt dor verbindingslijnen il' en A•B. 

VI. Het punt x=7, y=1 is het middelpunt van een cirkel met straal 4 
en het punt x=3, y=4 van een cirkel met straal 2, Bepaal de 
meetkundige plaats der raa.kpunten van de raaklijnen uit Oge­
trokken aan alle cirkels, die door de enijpunten der gegeven 
cirkela gaan. Bepaal van de gevonden meetkundigc plaata de 

richting der oneindige punten. 

VII. Scheta de kromme lijn die tot vergelijking heeft 
2 Y.. _a-x 

x2 - a+ x 

en bewije:I. dat twee onderling loodrechte lijnen, getrokken uit 
de oorsprong der coordinaten, de kromme anijden in.twee punten, 
waarvan do verbindigslijn door de Y-as middendoor gedeeld wordt; 
II. dat die verbindings1:tjn e;ae.t d.oor-·een pant··dat~nowdl.io:{3 do 
kromme ala op de X-as ligt. 

VIII. Gegeven is de cirkel cs x2 + y2 = 18 ~n hat punt P(9,9). Op de 
poollijn van P ten opzichte van o ligt een veranderlijk punt Q. 
Men beschouwt bet stelsel cirkels, die PQ tot middellijn hebben. 
1°. Bewijs dat deze cirkels een bundel vormen. 
26 • Bepaal de coordinaten van de basispuntan van deze bundel. 
3°. Bewijs dat de cirkcls van d~ze bundel de cirkel c loodrecht 

snijden, 

IX. Men beschouwt op de X-as de punten: 

P( 28 
1 0) en Q(2a}>- 1 O), p.-is veranderlijk. _µ 

i 0 • Bewijs dat elk van deze puntenparen (P,Q) harmonisch gesch&i­
den word~n door de punten A(-2a,O) en B(2a,O). 

2°. Men reschouwt do cirkels met PQ als middellijn. Bewijs dat 
dezo cirkels alle tot ~enzelfde bundel behoren. 

3°. Stel de vorgelijking op van een tweed~ bundel, die A en B 
tot basiepunten heeft en bewijs dat iedbr exemplaar van de 
eerste bundel rechthoekig gesneden wordt door ieder exemplaar 
van de tweede bundel. 

X. Gegeven zijn de cirkela: 
2 2 4 enc • x2 + y2 + 2y = 0 01: X + y = 2• • 



1°. Bcpnal de coBrdinnten vun l:&t snijpunt Q van de poollijnen 
Y~"' P(x: v '1 -t·E::"'' ·"1-~'•.•i,,,1·,+r van ... e)~ ,, I .. , ••""1,)~"·'0/ ·-''"'"' \,.•J;,•"• ............ -..v ... , ,,., ..;. .. .,.. !i..,;'2,._ 

Bepaal de V€~g~lij~ing van dL mijetku~dige 
indien de roollijn van P t~n ichte van 
- Lix - 2y + 4 :c ,) ~vEine,;;:ns doo:r Q gs.at. 

plaa. ts van :P , 
2 2 C-: X ➔• y + 

j 

3°. Toon aan da'i. l'~ een 1::iddelJ::i .. jn is van a,~ze nit:Hi.:tkundige 

pJ..aata. 

XI. Ste}. de }JColv1:.•rt:-,1, U ;j1c:ng 0;1 Vfa!t dE:; me. ·\;ku.nd:i.gt~ pla,:1.t:e van l'H::t 

voetpunt P van dt loodlijr1 uit het snij;•unt O van twaa onderling 
loodr8~hto roohten l on~ op e~n voranderlijke r~cht~ ne~rRe­
lnter:.., waarvan door 1 i:;:;!°'i m cur: otu.k van constanttJ lenrte 2a 

wordt af'g0sn1Jden, :Lndh,n O a.le pool en een d~r r~chtlbln l en m 

als roolas aan~~nomun wordt. Leid hiGruit de vergolijking in 

rechthoekig8 ooBrdinst~~ af t.o.v. 1 bn male co6rdinaatasscn 

XII. 

rosl:t). 

Op de poolas J.igt het punt A op afstand a va11 dB JlOOl O. Nlt:Jn laat 

ui~ Ada locJlijn AB neor op Bbll verand~~lijka rectte 1 door U 

en evenzo uit hbt spiegcilbt:Lld B1 van het voetpunt B t,o.v. 1. 

G8vraa5d wordt de poolvs~g~lijkinc van du meetkundige plaats van 

het voet:mrn P vHn do loo,31:tjn B 'P on uit ch~~;D poolvtrgcl:i.. jlring 

die in CarteAi~che coBrdinnten af te leiden (trifolium van db 

XIII. Gef~tivc,n is d~ v1..rscli,jlring van E,en kromme t.o.v. een rcchthob-

kig assen}::r",'1E: 
2 - ,. 2 9x - ~4xy + 16y- - JOx - 85y + 400 = O. 

G&vra,.:.t;d wcrdt dt:; verg~:lijk.i.ng van c'Lzc kromme t.o.v. hat rtcht­

hoekige ass8n.1-::ruiP. ·.~·aArvan d€l oors:)rong (J~, 3t) i.s en d€;1 .x'-as 

et:n 1:oi.,:k maakt n:et dE: x-as van }wt oorsronk81ijku asst-mkrui,:i 1 

XIV. Bewijs dat de middens d0r diegonalt:n van e~n vollGdiga vi~rzijdo 

op 6{n r~cht~ lieg0n. 
Opm. G1..:bru:i.k utm sJ.uw gt:kozc.:n scheefho(;;ldg a.ss\Jr:st&lsBl. 

ZY. Govrad.gd v,'ord\:,:n de Vt;l'gt.:l:: .. ~ik:.ngcn rkr loodlijne:n op th: n:chten 

4x + 10y = ~ 6n )x - 4y ➔ ? = C in h~t snijpunt van die r~chtun 

X\TI. 

Op':r .. :· . ...,,...1·c1·.·t- (r,,._, ... h-tr,o,.-k-i ,~ ,-,q.·.,.,...,irr•tii c:•l ~··-- ' .. .... \ \..,,..,_, __ ..... ,,,,,.. .....,. __ ~""·6 (,.,,,,,_., ,,, ....... j,,J,-. , ........ :) .• ,• 

Bepaal dt: 

kel 4x2 + 

C"'ord.;natE.r:. van he+, sn:ijpvnt der raaklijnii:.Jn aan do oi:r-
2 4y ~ 16x - 20y - 59 =~in de snijpunten met de 

rechto 22x - 2y ~ 51. 
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yy geeft; 
C 

\cx0 

dua 

:x.(\'x -cl -·~ , V 

ex 
0 

X ::: 
,_, .:: 
·-· 
(' 

X ::: 

Daar ,) op de ellipa 

) ,,, 
.., ... f;:i, ~-· 

C 

0 

ligt 

Deze beide lijnen heten de r1chtlijnen r. t•n r, van de ellips reap, 
i l .. 

behorende bij F 1 ( c 1 0) 

1'0A- e1 'K ~•rit P'y v' var·i ~A ~~11· V V L , .._ 1~;,,,. • \A() 1 ,J Q _/ ,. ~ J A.-.. geldt dat Je afsta116en tot 

brand!)Unt en de bij'behorende ricLtli;\n zich ve.!houden al8 

Imme rs de af stand tot 1:' ., r -, 1 L3 \/( x,/: c) c + y 0 " , \ '- / . 

( X: - ~ £3. __ ) 
'J _,.., C met 

✓ fx .. \. 
\ • 0 ""~ 

.-: ') 2 2 :;; .,. y 
0 

,, 
',/ 0 

>:i 
,C 

C 
-·".:5" 
a:· 

. 2 , 
b'·• X 

0 
geeft di.t 

een 

De factor e -= C 

a 
heet de Va!l 

als meeti:undii:~e pJ.a.a to van de p1.i.:·,ten ,vna!'\1Sn de 

,!,\~ ~! 11 i :) f: :: 

af titan den t 

N~t1 vust punt en eer, vastt?: 11.jn f:Hm constante verhouding < ·i hebben. 

llips heeft t~et~n reele oneigenlijko pm ten. 

De raakJ.i,jn in een punt }l v1::i::-1 de e.ll.i.rs doelL ;;e- nevenhoel{ tus,:;en (ic 

zijn de v0rbindingslijnen van Paet 
ten) rniddendoor. 

Op~. S~- Bewijs dit. 

.,. 

Dt~ rechte door E~en })Unt P van de ellips I zli,3 loodrecht staat op c3E: r::·~--, · -· 

liJr: in P heHt de norraaa.1 in I, P hect het voetpu.nt van de no:t'maal. 

De norruaal in P de0lt dus le hc2k tui;sen 0e voerstralen middondoor. 

Feestopgave met div~rse ~rijzen ,,.o. J.A.iJarrau'JJC cnbe~inctheid J · 

rckc'ru:achines ·· 

Opg. 1UO. Bewijs: }Joor een punt Hiet o_p de ellips (~a[tn t.h.a. 4- :no'·, 
• 

'!'€tr: de el lips,. A.ls de voetpunt~m van die nor:·1alim A, Y' 1 C z::n 

va!l P t.o .. v. het middelpunth. 
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? ,.. 

D!? vergelij1dng 
x'· ., 
"'"'.II:' + ~ 0~ 1 van de ellipe is dusdanig, dat ala P(:x,y) 
a•::. b,:: 

' l 1 • 1 . t . k ,_ f ' op ae e ~1ps .ig, oo. ~,,-x 1 y; P/-x,-y) er op lL:;-· 
gen. 

i.'e x- en y-as hetfn1 daarom sy:i,::wtrie--n.ar::;en van de el11ps en imn sni.j .. , 

:·,unt O heet ht~t middelpunt;. 

Ook hi ,:r geldt nl. de st e :.li ns; ;Je , u., 13-C~arndi;,e :pJ.aats va11 he-t: m1,1deu 

vi.m ev1:nn1i;jdi~e koorden i.::1 een .1,l:.i.ddel1.ij:n. Zlj do gegeveti richting 

( 1 1 m, 0) dus de vergelijking van zo I n 

;.;:oorde y = rnx + A 
De x-coo:rdinaat vm1 de eind;;iunten 

vindt 111en 

va11 het midden I'1 is dan 

du.s M(x,,-) is hut 

rt"'''""" -b2 
r::ee tk',mdig,.> Vis y = .... 2 .. :< ~ d. 1. een li j; door het rniddelpu.nt. 

a m 
Deze ;:1iddellijn heet de .::tern de rishting m toegevoegde middelli,jn. 

. . \ ( 2 ') ' D1..:~ or:u,:ii$tinlij1ce JT .. mten ( 1,m,'-); en a m1 -~)··,o; heten cok toegevoegd. 

Opg. 10'l. :::erhaal de~:e beschou\,1 111;1 voor een cirlcel, Zijn hicr de onei~:;en­

li.jke punten ook tocgevoe~d t.o.v. de poolverwantsch0.p t.o.v. die cir::.:u 

01Jg. 102. 3epaal de :neet':undi_i'! y1laats van het snij:punt van de loodl·, j.: 

t1.i·t ,.en der b:candpuntun op 1.,r~n variabele middellijn m. met de a.an m. toci,, 

:i)e cirkels 
, ? ... 4a 2 ( x-c) . + y - er1 

)2 
f) ,.) 
L 4a'· hetc11 (x-i-c, + ~, ·-,) 

de richte.irkels resp. behorend bij 

F1 (c,O) en F0 (-c,07. 
l '-

Ui t de figuur leest i1en direct af d:.tt 

de cirkel met P (op de ellips) als 
1r,iddrJl1)unt 6aande door i 0 raalct( in-

r. 
,ve~dig) aan de richtcirkel bchorende 

b· i F .,l. t.J • ·1 u De ellips kan dus ook opge-
vat: \,orclcn als de meetkundige plaE>.ts 

van het .niddelpunt van de cir 1~f.il.s die in,rnndi? raken uan een vaste cir-­

ice1 en saan door f~en vast punt binnlm die cirkel. 
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Opg. 103. Gegeven do brandpunten en de hoofda.8 van een ellips E, 

mi tsgaocrs een reohte lijn 1. Com,truecr met passer en liniaal de snij­

,:iuntcn van l en E • 1'Vanneer vallen <leze samen? 

Volgt hieruit de in opg. 99 te bewijzen eigenschap? 

'l'ot slot de rneetkundige pLJ.a.ts van de punten P met de eigenschap C::.at du 

raaklijnen uit P aan de ellips loodrecht op elkaar staan. 

Ala voorwaardc dat de lijn y-y = M(x-x) door Pde ellips 
2 0 0 2 

x2 . 2 (x-x0 ) (y-y0 )4 2x0 (x-x0 ) 2y0 (y-y0 ) x0 
? + ~ - 1 = -2- + ·-0-- + -----,,,-- + -z- + -'"2· + 
a'- b a be. a'-- b a 

y 2 
~- 1 :.:'J 

b ... 

JJe raa 1{lijnen door P std.an loodrecht op elkaar als het product van de 

'vvorte_1.s van de bovenstaande vier1cantsvergel1jking ( in m) -1 is. Di t i:; 

het geval als 2 
Yo 
·74 -

b 

geldt; of anders gerangschikt 

X 2 
0 

~-- + 
a2b2 

= 

\
X 2 (X 2 o 1 O - ----'"""':";' 7+ 
a 4 a'-- a 

1 1 
·-;; + 2 . 
ac... b 

De mectkundige plaa.ts is derhalvo de cirkel x2+y2 = a2+b2• 
De hoelcpunten van ue r·ec}ithoek gevor1,1d door de topraaklijnen liggen zo-­

als verwacht kan warden op dezc cirkel. Hen spreeh:t wel van de 
orthoptische cirkel of de cirkel van :.::onge. 

~ 35.De ellips en haar hoofdcirkel. 

De meetkundige plaats van het voetpunt van de loodlijn ui t een br::~ , 

Junt neergelaten op een raaklijn is de cirkel x2 + y2 = a 2 , welke ae 
lloofdcirkel van de ellips heet. 

:owijs van het eerste gedeeltc van de bewering. 
;:_,tel P(a cos,: , b cos -c ) ( dus P o:p de ellips), de raalclijn heeft dun 

tot vergelijking xb cos,: + ya sin"t = ab en de loodlijn ui t 

r 1 0 (~c,O) wordt 
''-

xa. sin "t - yb cos "t = ±. ac sin "'t 

Linker en rechter leden kwadrateren en optellen geeft 

dus daar a.2sin2i: +b2cos~ ) v, 
x2 + Y2 = a2. 
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1Iet product van de af stand en van c:e · brand punt en tot een raa::lijn is 
_;onstant,nl. b2 . 
Bewijs: De vergelijking van de raalclijn in P(x0 ,y0 ) luidt in de nor­
:aal vorm van Hesse 

xxo YYo 
-?~ + --· -1 m----· = 0 

•:et product van de afstanclen van F 1(c,O) en r,,(-c,O) is dus , .. 

( :> 1) (~:;o _,_) 
c2x 2 c2x 2 

1 0 1 0 .. - - ·-;r- - ·-;r a- b2 
2 2 :: ·-------,,·---2 - ;----c~x ~ - = 

XO 
+ 

Yo 1 x 0 '- x 0 0 

a4 b4 
. 0 - ....,,-0 + . 4- b2 - ;4b2 b<- a'--b'- a 

Snijdt men de ellips :::: 1 en de(hoofc1Firkel 

met een rechte x=x0 evenwijdig aan de y-as da:n verhouden de y-coordi­

en Q1 (x0 No.2-x2 ) zich :i.lo ✓ x2 naten van de snij punt en P 1 ( x0 , b 1- ~1 ) 
b: a. 

De ellipsis dus het beeld van een 
cir1cel bij de transforrnatie 

X 1 :::: X 

• 0 
'x_ y' :::: ¾ X 

---1.------J.--i---.l-.--l-----=,-:. Dit is een affine transforms.tie. 
' ' ... -- -~ ---

I ,, -
I 

Een punt--transf ormatie heet affien 

als ze ~6~-~~nduidig is,lijnen in 
lijnen overvoert en als de verbindin,'.;s 

lijnen van corresponderende punten 

evemdj dig zijn, terwijl bavendien 

corres9onderende lijr.en elkaar op een vaste rechte.)affiniteits-as ge•• 

naamd, snijden. 
Opg. 104. Bewijs deze eigenschappen voor bovenstaande transformatie. 
De affine transformatie is een bijzonder ~eval van de projectieve 
transformatie, welke alleen hierin verschilt, dat de verbindingslijn 
van corresponderende :punten door een vast punt gaan dat niet oneigen-~ . 

lijk hoeft te zijn. 
O:;:>g. 105. Du.aliseer het begrip van projectieve 

De affine transforratie x• =ix! 
voert de 

Y' = y 
r) ') 2 

over in de cirkel x~+y' : b 

punttransforma.tie. 

x2 r_ 
ellips w~ + -: 2 = 1 

a"" b 
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Ji::. t geeft in combine.tie met de laatstgenoemde eigenschap van de hoofd­

r.:irkel een eenvoudige construotie van e~n punt van de ellips als de 
~ssen gegeven zijn. 

Stel ~ XOQ =, (voor de betekenie der 
letters zie nevenstaande figuur} 

Doorloopt Pde ellips dan doorloopt 

~ het interval ( O, 21T ) • 

De co6rdinaten van P zijn i.v.m. het 
bovenstaande a cos q,, b sin q>. 
Hier z.iei1 .-1e dus de ri1eetlrundige beteka­
nis van de op pag. 10 gegeven parame-

tervoorstelling. 

De parameter q> heet de excentrische anoi.1alie van 1'. 

Opg. 106. Bewijs 
" 

COS~<f 1 

COS~O? 2 

cos:~ 3 
cos l 4 

COS<.y, 

cos'2 

cos,3 
cos,4 

sin~1 

sincr2 
sintf3 
sin~4 

1 

1 

1 

1 

~ 1-<fl2 
= -16 sin ---·~r·- sin 

. ~ 2; ~ 3 ~2;~ ~ . '\I J - ~4 ~_1_+_~_2_+·-,,:;~ { +_~_4 _ sin sin sin ·- 2 --- sin - .::: ~ -

Opg. 107. Bewijs dat de vier punten Pi(i=1,2,J en 4) van de ellips 
dan en slechts dan concy/clisch zi jn ( d. w. z. O:J een cir ml liggen) als -­

voor de bijbehorende para:·teters <p i(i=1,2,3 en 4) geldt ~ 1+ ~ 2+ {fl 3+ ~ 4 = 

::: 2kif ( ;;:: geheel ~ 

Opg. 108. Een lijnstuk A13 .. et een vast punt P er op beweegt zich zodanig 

dat A op de x-as en Bop Qe y-as blijft. 

Gevraa.6d de meetlm.ndige })laats va; het punt P. 
a Opg. 109. Bew1js dat bij~de affiniteit x'~x en y'= ~ y de raaklijn in 

P aan de elli:ps corres;iondeert , :et de raa'!clijn in }) ' aan de hoofdcirkel. 

9 36. De hyperbool. 

De hyperbool is de meet!.rnndige plaats van de r1u11ten P met de eiben­

schap dat het verschil tussen ue af stand en tot t\1ee vaste punt en I<' 1 m1 

F2 constant is. 

l)e punten F 1 en F2 heten bra11dpunten. 

Stel F 1(c,O) en F2(-c,O) (met c >O) zijn de lirand,unten en lwt coni:;tante 

vcrschil zij 2a. Er meet dus ;.:,elden 2a <.;?c. 

0J.l analoge wijze als op pag.5 bij de ellips vindt Men als vergelij!dnl'; 

van de ::iyperbool 
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C1·.:,g. ·11 C. Doe zulkt:. 

,'P ;·:yperbool u1 evenals de ellips 

di' a!,,;,en syI:!: etr1e-~1::r3f:H::r1 en hun sni,j­

t {j1i.d(e.:.punt . 

. !le hy:\crbc)ol heeft t\rr.:E.' reele oneige:1-• 

1 l ,i 1<e 1x:.ntrm, te W(:;·ten (a, b, 0) en 

r c.ht(~ 1).'.K-a.~f 

_ije JiJn bx:,ay i3 et:n a,3y•,1ptoot van de hyperbooJ. evenals de lijn bx+ay,:·: 

l:lt ~ij~ ook de e11ige asymptoten. 

c toppen,de hypertool heeft slechts tDee toppe~. 

:no1~ de hyperbool 1;e.l cien tal van ei!_;e,: .Jcliap:pen die geheel a:·1s.loog ~::;i ,:Ii 

aaL d::.,:, var: de e11ipi:1, c,ok de ue11i;j 3,=:n l.or,en vol1;er,:;i tiez<:ilfce .1.iJnei:. 

·nurl"t 
1-.. 

1 y 

I • 

·'"' 

P i \ 
IX , V / 
' 0 '~ 0 
r a c.J.l;{ ~u j L 

,-~\ 

X --,~ 
\1' ,_ 

.. 1 
.1 '· 

Lot 
xxo 
,.,,~,-,.,. 

a b'· 

2 vi • J)e r~:~:1c1.lcl:. .) :n -t:' n .i. r.t d l:.:~ to }J ~-:er1 ~J t:J.~:1. 11 loo dr e· c ~1 t o J? de x~--a s ,; 

1i ·1ner1 1--1eter1 de 1·-,_ichtli,·;11er: r~.-1 ei1 r,, 1)e}1.o:r·\:~r1dc 
l., ~· ; (:.. 

l ,·1, 1· •. ,. , " . , \•-~ luat~te no~!t n10t 

" 

(lange a.s) 

, J sni i dt , , ... 
. f"\ 

-a'"/c ). 

5~.,•. I}e h;/_pe1~·too1 iB CI) te ,.r~J.ttf?n1 3.1i:-.; de r1e(~·t;lr·u.rid t .. )e ~~Jlcta-i,:J ,.r.~1r1 

•·~n ccnstante verhoudins) 1 het~en. 
s0 • Yen raa1-~ltJ"'n in ,, deelt de 1~c,e1{ r Fl<', ·n1c1r'len-'1cor • L. ,.. J. ,1 - ~! ,,,. . -,J. .. A '-·• I • & 

7°. 1.ie meet::unc:1.bc-, 1)laa~s ·1ar; }1 2t 1;,idde"' van alle lrnorden :net 

X 
"' .......... ,.;.:; --

fl 
,::. 

1n.·v 
,.,,.,,..,f,i-

r'I 

},.. t ~ 
V 

t~3 t.1e l.ij11 



'lenal::i tv,1 ee middell:!,:::.,.:~: ;~,.•''~ de,:1.: 

i~ aan midd0llj.jn m, d&n ism tee-
uf~'\tOe ")''d f1B.1:: r: ·!J 

Opm. 11~ cirkels (x-c) 2 ~ 
eir'kt}ltJ resp. behortc:nde 

. ·•.C 
'::,i • 

,") ' .~) 

4a . ..,. c:rl (x .... ·c)(: .. 

F 1 en ',i? ,·•; • ... 

heten de rid'~t-

F ra~kt aan de richt-· . i 

.1.et de t;.igensc;.1ap c:at 

(le raa.l{liJnt:::n u.i.t Q a.a.rt c~t? l1v {Jer1Jco.T 100<.·-.r·ec·ht OJ) e11raa,1, st,:J.aii, is 

~e 2irk0l x 2-~y 2 = a 2-

Lrc,t'. ct}.m.n t ;-1 eer6 e Jat en or, een l'.'..Hiid i J n mJ.r de 'lY})erbool ir:, de c:Lr:cel. 
') /"', .,.\ 

xL~+:,vL --- a.:. 

loo dl..:i. j11c11 u:L 't 6.e ~J:ri:1nd11un ten OfJ G e·n r·-'..\:t}c15. jr1 

,,/~\ 

------+------'",I~?_--· .,_, /. A 
,/0, ' fz 

/,/I~ 
.. l ;, ' 

t 

A:stn de 

2 ·v 

"'" -"-,:._~ ·-
• 

;:,·1;,r:·1urtt3tJ~isc!1-t::1 fur1cti(;;_-~ ~~~~1i;ik 2~j,~j11. 

·1· X,. 
(:_ 

,-, 

X 
1; 

8. ,_ 

en die van 

De~~(: e·i,:-;;·:~rn3chap ~.;e ft ·3cri,.rot .. disc .;crrntructh: van de _;:.Ji.mtEn van de ty-

Het oppervlak van do driehoek gevor~a door de asymptotcn en een raak­
lijn is constant. 
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Stel de snijpunten van de raaklijn x;Q YY0 1 - :T:::: met de asyiuptoten 
a b 

zijn ~1(x 1 ,y 1) en Q2(x2 ,y2 ) • De oppervlakte is dan 

0 0 1 
, 

1 ~(x1y2 - Y1X2)• '.e x1 Y1 = 
X., Y2 1 ,_ 

Door snijding met vindt men voor x 1 • y 1 , x2 en y2 resp. 

-~­
.! - Y.. a b 

_ _:t.a __ 

! .I,. Y.. a . b 
.en 

Deze waarden ingcvuld geeft voor de oppervlakte 

• 

-ab 
X 2 ? 

0 0 

= - e.b 

-· - ·-~ 
a2 b 

Omgekeerd raakt ee 1 1 lijn die van de asyrn.ptoten een driehoelc afsnijdt met 
oppervlakte ab aan de hyperbool. Hierbij moot er op gelet worden dat 
de driehoek binnen dezelfde hoek van de asymptoten ligt als de hyperbool. 

De lijnen die een driehoek w.et oppervlalcte ab afsnijden van de andere 
hoek die de asymptoten vor111en, omhullcn een krom:me die een hyperbool 

blijkt te zijn. 
Stel nl. Q,\(aA, bA) en Q~(aJA,,-b~) zijn punten op de asymptoten. 
De vergelijking van de verbindingslijn is: 

X y 1 

l = a)._ b~ 1 - 0 J>e OjlJ)ervlakte is: 

aµ_-b).), 1 

1 
.,j 

0 0 1 

a} 1'~ 1 

aµ.-b~ 1 

= -ab)q;,_ • 

f \ 
Is Aµ.= 1 dan ligt de driehoek in ,; de hoek van de hyperbool" en als 

).. ))-= -1 in de nevenJi.oek. 

De vergelijking van 1 h""llnnen v,e schrijven 

stellend, 

j . . 
't. y 0 

als t a:A b), 1 

~-bµ. 1 

0 0 1 

+ a)i b~ 1 

aµ-bµ_ 1 
of wel, )qJ.,::. -1 

1 = bx(A 2-1) - ay(A 2+1) + 2abA = 0 

= 0 

Dit stelt een verzameling lijnen voor, nl. voor elke waarde van A een~ 
Deze verzameling is geen waaier daar door elk punt P(x,y) twee exemplaren 
van de ver~~anieling gaan. De verzameling heet daarom een kromn1e van de 
tweede klasse. Later zullen we hierop nader ingaan. 
Wij zullen ons nu beperken tot het berekenen van de meetku.ndige plaats 

van de raakpunten. 
fDt recht;:j sniidt due ':'en iiriehoet:: met opp ab e.f ale \ A JJ...\ == 1 • 
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Y, 

Om een en ander algebrafsch te houden 

definieren we hier een raakpunt als 

een punt met de eigenschap dat de lij­

nen van de klasse kromme die door dat 

punt gaan samerCvallen. De coordinaten 

voldoen dus aan: 
a 2 b2 + (bx-ay)(bx+ay) = 0 of, anders 

geschreven aan: 
2 2 

~-x2=1. 
b a 

Dit is, zeals blijkt door verwisseling van x­

met dezelfde asymptoten maar met verwisselde 

heet de toegevoegde hyperbool. 

en y-as, een hyperboal 

aslengten. Deze hyperbool 

Ingeval a=b geldt, is de toegevoegde hyperbool congruent met de hyper­

bool zelf. Men noernt cl8 hyperbool dan gelijkzijdig of,daar de asyuptoten 

loodrecht op elkaar staan, orthogonaal. 

De lijnen x=y en x=-y zijn dan nl. de asymptoten en men kan dus het 

assenkruis om O zodanig draaien dat de assen daarmee samenvallen. 

De transformatie formules zijn 

x' = ;,;,-cx-y'/Y2. 
Y' = :;,-( x+y N2 

De inve1se transformatie luidt~ 

X = ~-(x'+y'J'/2 
y = ·} ( -x ' + y 1 N2 

2 2 2 Dit gesubstitueerd in de vergelijking x -y =a, van de hyperbool 

geeft xy = }a2 • 

(Grafiek van de wet van Boyle is dus een orthogonale hyperbool) 

Opg. 112. 2 2 
La ten m en n de asymptotcrn zijn van de :1y:porbool x 2 - ~ = 1. 

a b 

Door een punt P (van de hyperbool) gaan de lijnen m' en n' met m'# m 
en n' // n. 
P! en pi; zijn resp. de snij.punten m en n' en van rn.' en n. 

Bevvijs dat PP' .PP 1; onafhankelijk is van de keuze van P. 

Hoe luidt de vergelijcing van de hyperbool t.o.v. het scheve assenkruis 

gevorwd doormen n. 
Opg. 113. Tv:~: ~n~orlin~ lnn~rechte lijnen sent snijden de Jelijkzij­

dige hyperbool resp. in Pen Sen in Pen T, 

Bewijs dat de raaklijn in P loodrecht staat op de lijn ST 

§ 38 Appollonii. 

De voetpunten van de nori,1alen uit een punt P(x0 ,y0 ) neergelaten op 

een ellips E liggen op een orthogonale hyperbool wellrn de hyperbool van 
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:i.n ht}t 1/8!1 

en de eis dat 

de ·,1oorwa.ard c = 0 

Di t is c➔ cn oX'tLogonale h:,TJ_)cr-bo0l. d: .. ar do vc:r\;clijkuig in de) vor1:1. 

") •") 

-a '"·b'· 
··-~r-·-

c · 
is te schrijvEm. 

aan de assen ·1cu~ de e111.p::; en hij gan t doo.r het :71iddelpunt ( 0, 0) Yar c1c 

ellips ~n door F. 
lie snijpunten van ellips en ,:oz0 h;n,t·rbool z,1,1n du::.i ae voetpunten ·,,:,,:, 

c:r:~ t;orr,\o.len. 

I~r zi,jn alti;jd t.u,:e zulke snijpuntcn , ( 0) 
' ' 

binnen do ellij)l1 heeft .:m L1 te(::;enste11.:ing tot (,u ellips ni ~t begren:' 1 

coijffici~ilten hebben , ia er altijd een aven aantal cooplexe wortcls. 

Ingeval x0 =y 0 ~0 zijn zij allcn rc0cl en b.v. in geval x0 =0 en 

Oj)g. 1 ·14, Chi. di t La. 

M.b.v. continuitcitsover~e,;in~en, ¼aarcr we tier nict nador zullcn in­
gaan, volgt hL~ru:i.t dat: hcd: vL.i.k tn ti-1,;(f .gebied,2n is verdeeld zodan1 6 

dat voor !runt~n in hct ' .• ,., ,., ,"l'•,.,b1.' ,., (:1. ( • .,. <):·l l" '"' '·1 \ • ,·n "l' ,,,r re i-c:} f'l V;'\ e+ ":)1 l 1" t (,:In 
· .. ,•·,.. ,1. -•.• , O i... .- I.,,,, .~,-- '- ·~ .. ~. ... • .; ., .• t ., \.~· . ~- ... ,., tJ \,,} v J ..... J w ,.., zijn 1 

be.stnande ui t _pun ton mc-t 

c ige::i.::: ,.: ~J d .it twee d ~1r vo ct :_)U.n ten :..•it~-t.,.~ri v.s:; 1 Jen. 

:ue ver;;:,eli,jk:Lr:,_~( di2 ·, 1c ntct z,ullen :.'-.f1eidc···1) van cirne l-crm1mw if1 

llct is th: evolutit; van ck cllips,(zie Ela.n p.120 opg.112). 
:>e raaklijncn uit ~ aan de evolut8 ven juist de nor 1 alen op de ~llipa. 

:: .. aut P( a cos y, b punt 

Q 

een e·ind:91.wt van de aan or, tot;g~voegde 
i;1.idd~11ijn. 

De V(ir-,;.:.:,lijking van OP iS! 
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xb :, va cosl'II .,, -,, en du.3 d .:. c 'lt:.r: de toe L"8V{)er.;de mtdde lli jn 0 ..... 

-~<b cos~ = ya ::Jtn f hi :.::r,·.an vol,h:,~t 

!,ararnet~:r (D -+- 90°heoft • ., l 

(a sin ,p ,--1; cos q'I) Z()dat Q de 

•:; t 0- 1 0 ~;,_ -~ l ,,.,., f"I-'''-· 1:, l A ' . " ';., ct. ' 'Jr \/" .. ) ·, fi 
i...- .~..... ·'" -u I~.-•· ~ -t··· 1 1 ~ .,\_\j.,, ~.; (·l_.i.,.,l.~~,,. ~:..:;. j;J) 

a' cou ,~ ::. a cori (\l 

a 1 : •. ,.in QI,. b ~31r:i 'f 
b 1 0NJ {?.> ~= a :sin q:i 

b'sinf.-:c:-b COS(f 

ctoor kwaJrateren en ortcllun vol~t Ce s\ellin~ 

(Voor notatie zie figuur). 

zijd0n b aan OP ~n OJ is 

+· b2 

Door voor de hypertool 
~) .. , 

1,·-·• "t,lc:, 
··---:; ·- ... ~~­
.a ~ bi:: 

de paramctcrvoorstelling 

X 
a 

c,n c1e to,:,;t:vo de midiielbjn vnn 01· n:ct 

de toegeVO€\,dc hyperbool te sn1Jtldl. 

kr:L.jgt r;H;n Q(a tgq,,b sec f) 
;Men v ind t :dan • 

·) ,. ") ·) 

I(. I<.:: ..,,c. -b'" a ... b = ,. 

,i.: .. 1 b. ::-,in.\/;::; 4,:1 1 0 1 ~·ir:(O\.-~) = 
, I A 

r, 

/!.\I 1-' l'"•nc• - 1 c•i· n fl,·~ 4· c,l•, f'"'~,;,:'m -~ t (A .,.) .• -.,,.,:- ~ .. ) (.~ •~-' J. ,..... - . y .• ,' '½•' \,,1 .... , 'f . 

1.lus het oppi::rvlalc van ,:en 111 t08e!,<:?VOC?t;;de ric·:tingc:n o,.1g,e::·:c;ir;:v!:m ;:iarr1 

lelogram is constant. uit ~elc;t oak voor het parnllelogr:im bc8taondc 
uit de raaKlij1ien aai1 d8 tyJ □rbool ir Pen -P 1111 ~e raaklijnen in 1 0~ 

-Q aan de toL::st:voe:_'.;de hy1:,}:tboo1. 

~,tel1.i.ng van A:pollonius voor ellips c1, l~y) :· · 

bool 

Opg. 11 5. :Be:paal de mef:tk1.mdi.c;r.: p1 eii:~·::s van de hoekpunten van t)Ovenstaan­
de J,ara1] e] rigrammen·:· 

,, .r:.>ool. 
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§> 39 De alt;mn,2'ne tweedegraadakromme. 

De tot nu toe beschou.wdc. 1cro: tT1~.1n ( cirkel, parabool, ellipa en hy_i}i..:, · 

bool' v,ar""t~ '.:1.1 ti id V"'n ·d•"' twe(··, ·e ,....,,.,,,1j d ,., r:- z, .; hadden ·t"'"'e ~•11· :1,rAtr:t,:,1, J - • ,,._. _,,. ....., i,,;i ,..,, -.;.i. ""' v __ • .... l:·--r..1,c,;• t •• , e ~~• .,'-'t nu __ , .,,. _ 

,::et een w.::..1lekeuri{;c r·c0l1te :.ijr.~ 

'.':ij zull 1::n nu onderzoe:ce:1 i.Y1 hoeverre om.5ei:eerd *'Hm twoedegrH.adsYer;:_~e­

lijki1~s altijd een kro~~c van bovengenoemdc soort voorstelt. 

'ii,j zullen nu echter oo:< de :'i1;:."u.ur ,~evormd door twee rec}iten 1 1(x,y),.-c.~J 

en 1 2(x,;y)=0 in de beschou.,,:i.ng moeten betreklcen. 

ImmerB de vergelJ.jking van 1 1(x,y) ., L,(x,y)::;Q is ook van de tweede , .. 
graad ( ontaa.rde t1t\leede;graadskromm.e). 

De algen1ene vergelijking van de tweede graad is 
,.., 

d. '1 1 :X. ,:: 

of homogeen ge:schreYen 
c x2 
3," I 

I I 

de co~ffici~nten veronderstellen wij re~el. 

'lij zulltff; het ::probleem eerst met elements.ire middelen aanpakken en 
later de hulp van de mntri;xrekening inro.epen • 
. l. In dien a 12 .:::0 en a 11 a 22 /. 0 kan men de vergelijking schri J-· 

ven als 

Door eveLwi j di 6e ve:l'.'schui ving van het assenltruis met de oorsprong nc1a.r 

behulp van de transforr;atie--fornuli:!G 

- au 
X - X + 

+ a.,.,Y a. 

~e onderscheiden nog Je volgende 3evallen 

a, 1 .a-)') 
t L... '-~ 

A.pi-..., a =·" O nan it~ O' het enig,:: punt da-t ,,,an de vergelijl:ing voldoet 
' als a •. 1:c:a,.", van een 

I ,:: '-

nulcir:rnL 

Men kan hct ook opvatten als twae i~aJinaire, snijdende rechten. 
A1 t a /. 0 en a.al .1) G. Dan hebbon v•/i; . met een ellips te doen, 

assen 1, x- any-aster ; middelpunt O l • 
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c. 

T'1 5._? . .:..1..aiA 

Aij a. .J G en aa 11 < 0 .. ::r vol.doi~t d,..·U'l .;;taen Gnkel punt aan de Vt:r­

sel.ijkini:;, ;,H:n .spr~.:01.ikt van L:..1ac,in,:1..ir(: el1i:pa.(..:·c!&p. cirltt'::l a~.:s 
a • , ,:: a .. ,··, ) 

I l ,: .: 

( ~if~;·:!·} X + .. ✓.-;?;·, Y) t\~;~-~-1 X - 'f\a;2~\ y ) = 0 }fat Zijn dus 

twee reele snij clen<i,~ :rechtcn, 1::1.et X·· en Y··J.S al1;;1 bisectrice, 

a IO on a 11a) 0 

t "l I ,' me ree.e as 11 x-aa. 

a. 1 .1= -a')•'.) dan is het een geli.jkzijdige hyperbooL 
'- t:.. 

a,,:i = 0 
It:.. 

a,, , = O 
, ....... 

naar 

= O. De vercelij~ing 
a __ 13_ = 0 voor. 
8 11 

.. 0 , stel - 8.3 ... -' 
= a. 

stel~ de dubbel-tellende rechte 

-= +'\r:F­··· "fa 1 1 

ae. 11 ( 0 .. Geen en1cf:l punt voldo<::,t I de 'fii.:,'U.Ur:, ts o:p te va.ttcn 

al s nv"ee evem1 i j Ji::'/: :Lri.!ai;;ir:ai.r•e re c)1ten. 

0' ( 
-a -~i-ll __ J1. a \ \ - - a -;r;.-,,. ) X - X + ii ::: y - ~') ~~--. 

A 
, 

Ll, c.a23 a ·1 i '-U.01 1 1 ,_ J 

vi.ndt men: Dit otelt een ,er-abool voor met 

as // y-as en top in 0 1 , ,,.,,(Jlk1; al rmar gelang a 11 a 23 ) 0 of <.. C: 

ubeneden of "bov,m de x-as ligt. 

Door verwisseling van x- en y-as gaat dit geval in het vorig2 ov~r • 
.. 

'.'le zullcn door <lra.aiYng van het assen-kruis di t gnval herleiden 
tot e0n der vori2,:a c;-evallen. Stel de ,J1•aaiingshoek is <f• 
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De transforr.1atie-formules luiden dan 

-x = xcoe - ysin~ 

y = isin + ycoa,. 
Door di t in te vullen in de vergelijl!ing krijgcm we een nieuwe vergelij­
Icing 

coijfficiijnten i 1 j afhangen van de cotifficiHntcn a1j en de hoek,. 
Zo geldt bijvoorbeeld: 

2a,2 = -2a, 1cos <f sin <f> + 2a22sin (\) cos <p + 

= 

Door geschikte kouze van <t' li:an men nu bereiken dat 
dan aan 

cotg 2 q = 

Hierdoor is ook di t geval af gedaan. 1!ij kunnon dus in principe ui tl!laken 
welke kromi!l.e door een gegeven tweedegraadsvergelijking wordt voorgesteld. 
JJe me tho de is echter onhandig. In de vol,,ende .! § zullen wij een snellerC; 
klassificatie-methode geven. 

~ 40 Poolvorwantschap. 

Stel gegcven een tweedegraads kromme 
2 2 2 a 11x + 2a 12xy + a22y + 2a13xz + 2a23yz + a33 z = 0 

on een punt P(x0 ,y0 ,z0 ). 

Op analoge wijze als bij de cirke1(~21 p.22) kan men nu bewijzen dat 
de lijn 1 = a 11 xx0 + a 12 (xy0 +yx0 )+ a22yy0 + a 13 (xz 0 +zx0 )+a23 (yz 0 +zy0 )+ 

4e 
0 

de meetkundige plaats is van het punt Q dat hetvharmonische punt is t.o.v. 
Pen de snijpunten s1 en s2 van de kromme met een lijn door P. 
Men noemt 1 de poollijn van P (t.o.v. de 28 graads kromm.e). Met behulp van 

de matrixrekening loopt bet bewija zonder al hat . · rekenwerk. Wij hebbcn 

een punt P{x ,y0 z) al eerder (pag.31) opgevat ale een kolomvector of 
0 , 0 

matrix met 3 rijen en 1 kolom. De transformatieformules kregen dan een 
- .... -1 zeer eenvoudige gedaante nl. x = Ax en x = A x. 

De vergelijking van de rechte r=ax+by+cx = 0 wordt 

(a,b,o)(~) = (0), afgekort a.t = o. Zo is het duidelijk dat de 

rechte r na de transformatie x = Ai overgaat in a(Ai) = {aA)i = o. 
Dit is dus weer een rechte. Wij hebben httr de associatieve wet van de 
matrixvermenigvuldiging gebruikt. 



lJez,)l:fde €ii:;ensehap (nl. de invax 1ant:1.e v-an een lijn) komt du.e sen ult,·,e­
bre1dere 

SteJ nu waarbij aij de co~fficiijnten vane~~ 

r _, ~r ,;·~ r"' \ ( ,, 

en J ,, .. , . 1 , .~ , ,1 

( :JC)+-
x :;:; ); . 

.,,,,J . 

Een willekeuri.g punt fl van de 

l i j n P,J is dan (
';,., X :- p...x. ) 

A x. +· ~x, :-.: Ay+ µ.y~ • Twe(? van dergelijl;:e punten 
C )\ Z.+ )J,.Z-. ~,, 

( A ,., , ,._~, :1 :.~ulJ.en :ilf:t P en Q €t:,: ha~-r1onif1ch Y:1.(01·taJ. 
L.. . '-~--

VO'"C;{lic:[l intt:i.C?l: t r-; , .. ( ·p 
J ••• i; • : = 

z z., ( ). x"' µ.x O ) -x O ( A z i- 1)-Z c) 
:z; O • ;c· ·c;., -z·.,. - -~:.OT : .- ·z:-c > .. jc'.;""~(;r --

• -~-

J.>-,· 
( ':-: + ' ',, .. 

"" J., l,. \.(": .. .1.~ van dubtelverhouainc 

n2men} Ui t ( P '''R R \ t, "-· ·•' . .1.-.,~, i ,,,_ 
i ,< 

.... 0 :noet geldi.:n. 

.Ln hi:=:t sni~j-punten '\t(J.!1 x'Hx 

aan 

~ ~ 

A 2x I ,.r,v .•. A. I"- 1' A •• 11·,,,. ·',· XI U,:: '> + µ ,:x I Hx 0 
' · • ' ., ·o····'·· o :::: ' , .. ,~ \ ' .. 0 0 J. . • 

·c, ist :nen da t PQ en H"'R2 har;i1onisch liigen dan geeft di t bij vac~te 
1k ' . 

,.n d-aze ~f -zullen nu ge•::'n cndersche.id mal,en 'tussen ree.le er1 im.eg:Lnatre 

rruu·~en. 
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vcor Q(x) x I Hx :.-= C.; 

0 
Lmners 

xlf.r..- + x 1 . Fx ·- fx' 11 • .. \ 1 • ••• 1 •r .• -· 2x' H:x. '1. -...... o \) .. ,... '" 0 2 ·,.~~ .. .} •~jo ..:\. o·' ·.A o. 

... ·~ ,. "'l ' \ T' u e po o t _: J. -, n van .~ ,· x i t . {) . v. _ J - , 0 

x · Ex = x I Ii'x geldt: ~ligt 
0 0 

~ op ~e ;oollijn van P dan ligt Pop 

''f X 0 t1 ... ., { f' .. \ ·:x 
0 

.;.·• ) 
'-z . 

0 
waaro:i..j .. :' t ,. ... z ',, -·x' F:x:: 

'" ' ~ .. 0 1 .Y O ' 0 -· 0 • 0 

An~ •. De poollijn kan hlen dus sc~rijven als 

f X + + f z z 
0 

,.t',r -,. y·-' ,., r 
1 .... , 

rnan.r oo.k: als 

,.. '" I 
.. , (' ' 
~ ·1 A 1 ' en :f' ... ) ( X ')) di0 op elkaars ~oollijn liggen heten toeJev00Jd 

,... !.. 

dllS uJ .. s X.~'11X.) 
I : .. 

x' .. )i'x. := <: ,~1.'1 1:it. }.if.; doo1~ x 1 t~x=-.l vocH'·· 
.:;.._ t 

:iie goollijn van ·p( X ) 
- 0 

t zijn 6rie homoJ~ne 
::.::; a.lleen dar1 ori hf!J\la.ld a1s x I H ;::: 0 (:·. ( 0, ,. , 

0 

,..\.a:ri de~:e VtH\.,r~li,j}ci.r:t:'.: 1~1 :11lee:; te ·.:o1do(:~n c::1s rang H' < J 6 elit. 

ij cerken ee1·st op: 
(l.,n l.S ·plv\ tO,:,,oy,-,·-i.,': 
•Q ... \ .t\,,) .... ·:.:> ,_,. ,._,, ',...,~.) 11.,,\ 

aan ieder punt vc;,n de U:,in door ~.1 en Q? icnners uit x 1 hx 1 c::O en 

x I f:x.,::.:O volgt x 'E( Ax .,.. ~,1,,x,J ·;:;: O. 
<. I • C 

toegevoef;d )Utl.t van het vlak (dus en 
l.an ligt eLlr. punt Yan d.::> li,:in 

vo1gt 
•') \ 1 ( 1\ X + )AX ) 1 

0 
).. '·x 1 Hx+ ,..,..(x' -p\ I ' 

·"I\ I\ X 
0 

+ 11.x J + .A }'I. x Hx r o o 

L • . Rang :-r :::: 1. 1-'r 7 i"ir1 d·"r, ,..,,..,' '\o<l,·,R<·'l'rge"' Vc;J," yl rr ... r, ,,_ .. ,_ ,., ~.,, • . d,.1 '-"" ,1 ;c~. v., ..,..,d~ ,1• ~,!l ,c C) , .... V 

linec1.ir af vaL t,1"1::e ona:fhankelij}re oplossi.ngen 

-- o. 

) . 

Gus i.h.b. aun z1ch zelf un 

'i'll2 nu nog ee:n punt P dat niet 

punten vun el~.:e r-echte die- P 

li,,;t ::1uD op de krontme. Lag er op de krom-­

op 1 ligt; <~n zou volbens 2e. alle 
1•it1t een :punt v~u1 l verbindt op de krom1n.e 

liggen, dwz;. elk rmnt VdH het vla.k zou. vollloen. 



Dit kan alleen als a11 = 0 voor alle i en j. 
, . 

._ .,,.~ 'J I\/,,\ ,... 
Cl 1.1 (~; f,l, l .t. ,,? t1 n ll 1. C \ f1 } \ X i ::: U , 

t~~~r d"ut~1Jel te] .. 1~:!ti d ... 1ar x 'ILx: "r/& .. r1 tJ.e- t·~l{~if~(1e t::,1.,a.a.-d i~J., ::.~r t!elnt du.::, 

(: \ (a) ( X) ! 2 "" X ' Hx. 

•') 
'\ ' \ ,;.,. 
OS'·>·CZJ l• r, 

. , .. ;, 

') 

I a'-
/ 
\J.·i.., 

ac 

~;aa.t1 bt:: i. de ei~cnschappen aamen. 

van het vla) .. i::1 

}·:r be1:1tciat l'lzin ~iuL3t 26r, p-.. i.nt P(}tc>) dat ao.n el 1: punt 

toe :,evonwl .. Op een :i·echte ?:iiet door P liggen twet:: van 

r.1 ver,'!chi 11ende )Un ten T") nn f~ ·•an (1 ~' ,. .. ro··1 ·e Vol·;ri:a',~ ')pmer1·ing 2e .1.l1 ,.... .. ? ., .J.-.,. )I.,, t'. 1.•;.., (I tl._.. ... J.1,.,) \ - !\. 

var1 d r:::· l. i ,j 1·.~ ert l •1 :::: J?l't _. en l ,., :::· ·.T?J{_..~ tot de 1cr·o.c1111.e 0 

f I ,.: ~ 

1 I~ 1 0 c,-lft..:r t1r1der·s 1~a.r1t; fr¥•~· 1 .. 
I.. 

er: ·,un t H, -- •(, .., 
bui ter, 1 1 en L, be~itten daar anders 

'\ 

oo.:. er o;, 17', ·, \ '\ 
.;j '\,) 1:.,J. n ,. (~t c\::i.a.r rle ,:,l>.laJ t'<,ee is. 

X ,, .,. ·- .:,·: • '.,. -- ('. -'-1 

gelijk aan ;~, 

eigenschapyer1 zijn. 

te:!}S het voorgaa.nde 1n.mt,,-;,r:, .. wt do ei.~;e1!.tscta.p tla·~ e11ce 1:i.jn tir 12oor 

twee Bd,:e,_va.11endr: !Unten il~)t de :;rorn,•1e ge;.i.em, heeft.'::ii,j worden 6ubbc.,:i. 

:r)B .. 1 (~2-1 J:\ . v·a .. 11en da.ri f~us SEt~c:.en 11 2~oaa.t 
I 

\':)\;--, ')) ·- -1 ,,.·,·10'-t· \rc,OI'' i:,_ .. _,.)';: IJl."".t, VPll ','.('•t v·l_ak, 
' ~• ,,.J. \. 1 -, I.:·~ l w,•,- (;) t;, ......., ;.i - . - .4.J. 0- . - .,.. -

' 1 .. ' · ' f • 1 t ,_,.~ 1 ·,,•o"r,1 1·,..,., t 1·•""',.,.,.. ·, ', .... ' J • . .:~•.e rc~:1u.:..·~:l, ,,:.:n na!1nC!1 Dlt::\~ a Var, (,€ p_aa ,S Van :l,:;'(, Cv u ,,.3 e !..._,;':i ut. .. c.: .. 1 ••• , 

-,J· 

t v1'il Utl3 o~r:1,&1 zec;·ben ;~.at d.e 1·a.rlg ·va.11 clc 1;~a1,;1"":LY~ I-I \'l:J.n de t1·anHL·c:r·•· 

:~i:!erdc vn·,; 11,Jking ht:t:~f; de t,l:ijft, rang li c::- rang H,. 

Laat x 

zcdut ~a Natrix ~ 
de ,;c:,transfori.we:c,:e ver1_;t'.li,ilang vo1t~oet aan 

.....,... 
Jf ~- A'li~~\m 

In vcrband wet det A het,ben ,rn;j dus det 

De deteru.:i.nant det 1 ;1eet de de'terMinant v:u::. .f~esst~. 

De kror.mne is dus ontaard ,·tls det J: "'' 0 en oci1gc!ceerd. 

....,. 
J'' 
' . 

\T; L!l 
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Ope;·. 118 .. Bewi~ia ctit <Hi poolli.~!n van i~en punt van d.e kromme ,cte raakli.:in 

Ge onei;cnlijke rechto. 

;\.la 2o r:::et de 

is te schr1. jven aJ.s ~ 

,1. :· ;e:-cort x I J .x c:.: 0. 

ij~J ,~at det D invar:.a::n: in t.o,v. de transformatie 

-H - A '!U. 

d ,:, det --~· == 1.iet , .• 

invar~.-:.,t 

. 'i ,j 

1 (::. 

, :::: D 

ondersc~aiden dr1~ 

0 
1 
0 

x e:: y die a.an 

. 3 of 

( xv"\ :,)fX) :::.: O 
l~ 1 \ '\t ,, 

X 
0 

en Y.,. iie kror:me Let~ft (}us (')en oneiger.11 j '.-:: punt; 
'V 

Je. det :u<~). ::r zij:1 dar.:. t\-:eE: v(nschil.lendc o.wit;enlijke punten. 

}.e .ro :1 e is .:.J.B rang H = 3 ::: cm hy _:,e-;:bocil 

et1 sJ.ls r, ;n~ :: ·- :2 t\~1ee recl1ten. (I:, B. ran~ ;, ) 2) 

. e zien nu da t, als v-.ie det 2, en 0 E:: ra.1,; van r ::en:1i::n ,\i'G weti'.m 1,1at Ce 

~ergelijking voorstelt. 
;e gaan nu bet( ffventue: e) 1,:1,,delpunt. eu c:e event1..ele c.i.ssen zoekcn van 

en 
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Het iiliddelpunt :A{x ) htrnft {1e t::idi:machap oat het elke koorde { door 0 . 

: . ) r.aidoer()ioor deel t.. St€:l 1 i B en rec:rte door en laa t H het one:i.•-

r•.,~<:;~·1 -~. ('1'~ ,~ ·:,an ,., ... ·,.--,+· f' ·;., ··, \ - c··~1·a ,•'la'" pi::.;:; ~ ... -.~7 on,1_: ;:.,,i.) vo,c1:r.· . ··"·•~~·r• .... ..,_1 ,:..,,., •l.2"' .,,.,.. fS.t::'.,.1.\.,.,.,iJ \, -•-\.1J.t.2J ::::. -~ ._.,. i=-,J,..· ... 1-• ~Q - J:'0 v,.- ,,. 

dlke , echtE: 1 door H. :Ul.t bt?·t:ek(H1t dat de onei,~enlijke rechte dti 110011i;j:· 

ls var1 ~1i'!t : :idde1pant 1 chm 1::: 1 0., :::: ( 0 t) A ) 

f = 0 µ~ f - 0 of voluit geschreven X .1 .. y 

a.a.n a 1 lxo .1,-
a12Yo + a, 3Zo 

("\ -· ,_; 
l. 

en 

El .1 t~)X __..." ·+ a . .., , " .i. a 2 ,z, = () 
'- \J ~ .. :." 0 j 0 

In 0 eval det J, IO (elliptiach en ~v~erbolisch cieval) is er juist ~6n 

, ,j_ t ~Junt lic~t n2. et O) 

X I ifX -1 " o 

,:m daar ..I.~ 
.J. ,, O zi.Jn • 

x 'H = 0 
0 

hadde1; aan een oplosshi 6 ( on~~cli.jk aan de nul oplossing) 

Y,at niet k"~i.n als ranc i: :::. 3 Ls. 
Opg. 1~;2, I3e\vijs /JJ.~ :1J ~: r:.n;; II< 3 i:m C:!E•t J_1 / 0 d.e pool van z.:::0 011 <le 

~:roin,ne l:i.t.~t. Gse:f oen a1(:-ebraisc.h en 1.;~1::1,; 11:eet undig be\1ijs .. 

lngeva.1 l)-;:;0 en rau,:, ;; ;::J ( !J.'.n·abool) is 

a ·r ·") 
l (~. - 2 ( t:) . .11dc::r-s uet '; 

:)t.,,i_;enlij::C punt ! (x 0 ,y0 ,:J) dat voJ.J'.o,Jt. Dit is geen .. iddelpu.nt in c,e'> ori: 

in.Het gevonden punt 11.L,"t ~.ovenL\:Lf:n op de kroP1tiu daar-

x IT~y :::: ( f J f, y f - ) ( ;~ ) : ( Q JO, f ) ( ;~ ") :::: Q • 
o •·- ·o Xo Jo L,o O zo :) 

1-tct s tel t 

<3 daI1 i.s. rang 

0'!YS• ·123, Bevnjs dit~ H.P,. H =~~,; sya>1etrj_sch. 

-~:r zijn du.n one1r.,.1.i.g vee1 , · .. u~11e'L:1_mnten clie o:;;1 een rE:1c1·1.te li0gt'n. 

1s i.h.b. rang i{ = 1 ,~an li,:;;t ,.ie::.:;e rec1-1te op de kromme. De laat3tl'.i 

eiger1scha.ppen zi j r, ,1,eetk1u1d i "' '",c. t,:i:,;:kel•.i. jk in t1.;; 6jon. 

Op:;.. 1 :24. .Ge paa:i. :1:,r:~ t , i( 1.::e.l.1m1: t van de ,rolgenc1a lcrommen: 

3:x:2+14xy+8y2-6::xz-14;yz+2z2 - O 
? I'} 2 

3x~ + 14:x:y+8:1/ .. -6xz-14yz+ 3 z .. 0 

x2+ 2xy+2y2-2xz- 2yz+2z2 = 0 
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Verschuift r.i.1er, in het geval er ccn uic,cnlij ':. :,\iu,,el:punt is bet a3sen•· 

~ru.is ,J.et de oorsprong naar het midrlel:runt dan krijgt II 4e vorm 

(
a11 a12 O ) 

Ha a12 a.22 ~ daar (0 0,1)H = (0 0 )-) uoet i::;elden 
0 0 a 33 

.;n da.ar D invariant is bij vcrschuivin.;en. 

J;;g. 125. Bewij s di t door de TT = A• H A Jeheel ui t tc re ken en. 

'.' oem L( x 0 , y O , 1) het middelpuut cm ;.;e bru.ik de re la ties 

al1xo+ "12Yo+ "13 =Oen "12xo+ a22Yo + a23 = O · A=(~!~~) 

(: constanto a.33 Liat zich (,emalckclijk berekenon 

nl. 

_ 11 ~ 39 zag en we :rcE.Hio dat door dr.J.aiinB van het assen-kru.is ( als )) /. 0) 

·; op de ....,etto.ante O ~ 0 ( 
°"-, 0 0 ) 

gebracht l~an \1ordcn. · 'e ziju 1.1u. in staa t 
o o a33 

l,irect de ~ en ot-. 2 te bcreI.:encn. · 1ec:;,,:ns de invariantie van w geldt 

0(,,1 + °"'2 = \..\J en \'H.:...,on s dc: invarianti,:: van det D 3eldt 

. . la, 0 \ a = dct .0 ;:: 0 cl ::: 
2 

zodat (:)(...1 en °"2 

,rnrtols zijn van do vier',cant:.:vergclijking A2 w A+ d ::::: o. 
a11-~ 8 12 

Anders .,;cschreven luidt deze vcrgelijking a12 8 22- >,. = 0 

i.h.b. als ht 0 

= 1 • de ric:hting van de assen 

vlnll1.;:n He zo niet. 

de 

Alvorens deze op t0 s9orcn zullen we 11ot besrip ¥dn, e toegcvoegde rich 
t:1ngen van uit een ho~er staridpunt bezien. Zij H(x0 ,y0 ,0) een gegeven 

r-ichting ( onei.:;tmlif:: punt) en la ten lt 1 tJn n2 de snijpu.nten zijn van 
een rcchte 1 door N. Voor het midden :i van H1 en n2 geldt nu weer 

(N1'1R 1R2 ) = -1, }E:ruit volgt c1at de ne,,tl:undige plaats van !11 als 1 de 

waai'::r uet top 1; doorloopt (evem1ijdiJ verschuift) de poollijn van n is. 

liciar N op z=O liie;;t ~aa.t zijn pooll1jn door 1)e pool van z::0 d.i. het mid-· 
delpunt (toocevoe.::.;ae :1iddellijn). :ue vcrg{;lij'.cing van de toegevoee;de 

middellijn is dus fx 0 .x + fy 0 .y + fz 0 .z::::: x 0 fx + y0 fy = 0. 
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v~: ') 
•!· .. __ ). -

a. b'--

,· , ::;in.vol .:Y'FH assen te ::unn>:?n t3_;)r1.:>i<cn moeten 1-rn orw beper:cen tot llet 
, \r , .. , 'I _.l. , i f'. 

,1...,, .. ~ ~- ·.) 

-• assec.: ziJn toegevoe,_;d.e .1iddi111i;Jn--::n dle l:,odrecht op elke.ar staan. 

N(:x0 ,y0 ,0) de r1c;,ting vai~ de enf~) da.n •rindt ruen <he va:ri de andcre 

f 
\I vo 
y 

0 

(~()) 
- .\., ··~ \ t TT . 0 :-:: 0 • 
- A./ ) ) 

' ( ·" t car1 -I 't" 

.,' 0 

o.f ,3,rldCI'S als 

staan loodreclit o~ 

( f f '; - '{v y ) X' y - A -o O' 
0 0 

.uaar c,i t all es zi ch 0:1 L1e onetgenli j ,.e r(:ichte af speel ti wer\en we fei te- • 

;.:.Jlt E:1~:-, d1mE·n:::1ie lager. Dit '.den 1,e du ... del1jk a.ls \H~ h(~t assenkruis uet 

oori3pronc:;; naar }·,et ( .in (1 t t ~.,eva.:L eit~;,mb. jke) , u.ddelpu.nt verplaa ts't den ,.en 

(J 0) 
1e vergelijking x•Hx :::: 0 vereenvcu-

a. 
-·~ 

"':Lgt zi eh tot • az':::. = 0 en daar \i/e op z;:0 v1erken heoben 1H, 

i ... L (:x 
0 

= 0. j)c richtingen staan , . loodrecht op ellrn:2~·· 

( ,, ,.. \ ( ')' \( 
·... l I = X V ·'·' = I\ X A Y.. ' O 0·0 O 

0 · 0 

( 
::i. • , - A a . ') ) 

( V " ' I j .I.::. ' 
..r,,, ,.\,.;' .... ,I -:. a ~... u ct ,,~ ~ ....... -~) A 

IE;' .:d 

0 

·r ) • 
0 

L1t zijn 

a 1 ·1··· A 
•0ze hebbeH a1l.een cen oplos:nn6 als aan t1. 12 

tv,ee hoi10~,ene lit) 82.J.r:0 

vergeli jki.ngen 

a.,, 
I ,. 

a 22- ;., :::: 0 voldaan is. 

1U.j elk van de •/IJOl t.ele )\. en ~, v::i.nden we aan een richting, en wel 
I '-· 

(x1y10) bij ,,\ 1 en (x2y2o) bij A 2 . 

~Je r:Lchtin":;en 8taan lcndrecht op elkaar,l>iwaers 

X 1. ,t '"> ·,· 
·'-

x.,...~ 
Y1Y2 = (x1y,)(y~) -

X 1r •' \ 
·1-'1 ·~2, "2 

,-·D( y ') ) ·- \1 .. 
J\ ... i;,.. /'\ 

t ·, 

\ I ,., 
1'1(2) F ,., da.ar f 1 I O) en :-:.1Qrui t volgt 
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= (a 11-a22 )2 +a~ 2 = 0 en dit is alleen o~elijk ala a 11 =a22 en a 12=0 

( a, 1--,\ a12 ) 
cian geldt dus A 1 = )... 2 = a 11 en de ranl; v .. in a 12 a 22_ A is dan nul, 

,at aanleiding 6eeft tot 0r;> 1 oplossingen. Dit \JOrdt vanzelfsprekend a.ls 
. ,lm beden!ct dat de kro1.0. t: t1an een cirkcl is. 
i"n :1et a.lge:.1ene geval vinden vve dus bij A1 "!n /\~(/ )..1) de richtingen 

(.-: 1 ,;1 1 0) resp. (x2y20) welke voldoen aan (x 1y 1)1J= A1(x 1y 1) reap. 

( , 2y2 )D= A2(x2y2 ). De richtingen bleken loodrec':.t op elkaar te staan • 

. o punten ( ex 1 ex2 1) resp. ( d'x2 cfy2 1) liggen op de lijn door O 1n de 

i • resp. 2e ric11t ing • 
. ,rujcting .. i.et (xy)li(~) =-~ geeft 

h (('~'1) 2 /X.1) 2 (x1) 2 ;: a -.~1 = ( (:> X 1 e y 1 ) )J e y 1 ::: - ( ( X 1 y 1 ) J) \ y 1 ::: e {\ 1 ( X 1 y 1 ) y 1 ::: e ~-i ( X 1 +y 1 J 

'/oor het .cwadraat van de afsta.nd van de snijpunten tot de ooreprong v1nw 
i.len we 

-h 2( 2 2) -h dA1 resp. G" x2 +y2 = a"A2 zodat we tot de 

as-vergelijking 
.. A 2 

-a 2Y = 1 mogeD besluiten (mits b /. o). 
--11 

Opg. 12e. Jepaal de vergelijking op de assen van 
66x2+24xy+59y2+180x+260y~200 = O, 

In het par·abolische Geval d=O is het niddelpunt oneige.nlijk. 

,:.:en kan dan dus door versc~1uiving niet bereiken da.t a13 = a.21 == 0 1s. 

Voor de richting Vern de topra.a.k.lijn Gel<lt tlat zij loodrecht staat op de 

as-richting, t-opr.a.aklijD. -en as ~ijn toe0evoegde poollijnen. Het behu.J.p 
van deze eigenschap zi.jn zij cet.1akkelijk te vinden. De vergelijking op 

,3.s en topraalclijn vinden we ge alckelijk als He bedenken da.t zij de vorr11 

Cl-.;J2 - 2 ~JC = O moet hebben, de matrix H heeft dan de gedaante 

det H hebben we 
hebben we (),(..: w 

( 
0 0 -~) 0 w.. 0 •. 

-·~ 0 0 
Wegens de invariantie van 

2 
- 01,.~ =h en we..,,ens 
de ver 0 elijking is 

wy2 = 2~, x. 

de invariantie van w:a 11 +a22 
dus 

(bij geschikte keuze van de poa.x­

richting ). 

Opg. 129. Bepaal de "eenvoudigste vergelij'::ing·· van 
x2-6xy+Sy2-40yV1CJ= 0 • ·: 1at is de top? 

De tweedegraads kro,U.£.tte is op te vatten als doorsnede van een vlak en 
een kegel(rechte cir'::er.:.:egel). Or.1 de // rec::-.ten ta krijgen moet men 

toelaten dat de kegel een oneigenlijke top heeft(cylinder). 
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:ien ziet zo ook duidelijk in dat de iudeling van c1e niet onta.arde twee­
c,e~raads lcrom.w.en in ellipa, :1y;)erbool en parabool ui telui tend geachieat 
t.o.v. de one10enlijke rechte. 
De verschillende elernenta.iro ei._seiischa.ppen van de 1-:egelsnede zijn gemak · 
:i::elijk stereo 1etrisch te um,ij zen. ' 1i j bevel en de ui tvoering ter oefenin['> 
warm aan. 

S 45. '~eL,elsneder(),unDels. 

La-ten x'H 1x = K 1(x,y) = 0 e.1 x•R2x = K2(xy) = 0 de twee tweedegraads 
vergelijkingen zijn van de li:e~elsneden r~ 1 en K2 • 
Voor alle A en }.A. ( niet beide nul) is dan 

K(xy) = ,\K 1(x,y) + ,-,J.C2(x,y) = 0 ook een kegclsnede, 

L c verza 1:1elin~ ke_;elsneden AK 1 + 1..1.K2 = 0 heet een lce...,elsnedenbundel. 
,''...)ut&.kkelijh: ziet men in dat alle exetQlaren van de bu.ndel gaa.n door de 

~nijpunten (reeel ginair) van K1 en K2 (die tle basis exem9laren 
heten). 

De ontaarde exe1,1i)laren vindt men uit: 
det ( >..H1+ )A-112 ) = O, dit is een 
derdegraads verGelij :ing in (A,µ.) en 
men vindt i.h.a. drie ontaarde exem­
plaren (zie fi~uur) 

,,.... 
Ala bij de cirlrnl...,bundels beh•ijst men 
dat de bu.noel be:paald is door twee 
\-villel:::eu.rige verschillende exemplaren. 

n de ::practijk" zal men bij voorlceu.r ontaarde exemplaren gebruiken. 
l;e vergelijking van een willekeu.rige kegelanede bevat 6 willekeurige 

coefficienten(houiogeen). Een voorwaarc.e voor de lcegelsnede welke uit te 
drukken is als een lineaire vere;elij 1::ing in de coefficienten heet linea.ir, 

( :{wadratische voorwaarde analoog). 
Dijv. de eis dat P(x) op de kegelsnede ligt geeft de voorwaarde x'Ibcs::O, 

jie eis dat P(x) toegevoegd is aan 'ix) geeft eveneens ee:.1 lineaire 
voorvve.arde i I Hx=d. ( de vorige is er een bij zonder seve.l van). 
'_~,,>1ce voor\,aarden heten onafhankelijk als de corres1Jonderende ve1·gelij­

(:iu.:,;en in de coefficienten zulks zijn. Hierui t volgt dat een kegelsne<..<; 
bepaald is door 5 lineaire ona:fh-:i.n .:elijlce voorwaar~en. Daar de od 01>-­

lossingen van 4 ho1,1ogene lineaire V(H'Gelijkingen in zes onbekenden a.lle 

lineair afhangen van twee wil..e1ceu.rige verschillende oplossingen, is de 

verzaweling van alle Cegelsneden welke voldoen aan 4 onafhankelijke 
lineaire voorwaarden een bundel. 
Voorbeelden van twee (onafhankelijke) lineaire voorwaarden zijn het ge­
ven van twee verschillende ,unten, het geven van een punt net de bijbe-

lhorende raaklijn, bet ~even van een pool en een poallijn, het tleven van 

het n1iddelpunt en het geven van tw&e paar' teutgevoegde punten. 
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Op3. 130. Bewijs deze beweringen. 
die coor tw(Hi vers,)hLU.ende punt.:m P1 en P2 gaan en j_n 

,"\ ~ ,·~ n ,le.:, . e· 'r,:, ,-, .. ,..(>(''I '·t·" i ~-·:, ,,- :''·•1·~ ( ,·'I O"i 1 ', VO'"••~f::n f,) e·1 
" ....... • ,.., •-· ::.• • , •• • .\ • •• • , ., "' •• <C\ ••• _. • \ -. J• ,,t .,,. ;, ; ~ 1 

.'..i .. t:.; 1 niot dc:.n· P. of}',) t;aat. , 
1 ,. , . . . . • ya.n ~e voor1Y~uraen ... 

;~ zuller: hier i~e ·:::incur:m.n:~r~J.l.J . ..:n1nJVn.1et bewiJzen. · el 

-~,1 .. l aangevm-;,. · (~ lmnr:c:n a..1 fl ba.23 is e.xc,,1~110.r(m '.,iei:i:cr1 de 

zullen ·,ve de bu;.­

lj_jnen par-en r,. ,: 
I "·· 

, .. :::t l l!U PA!~ J}'C 1).,;J. 
I <. 

() • ~ ~ 1,. ·.F.··:,·,., •• r_,,"a: .-... : ,-_ic, .... ,.\.'1r. •. ,.,,, ____ 1 v.:1".,l 1·1 •, kr· ·r>"],-.•1,::.<"l,., •• ·"''8!''~0 (1 001' {;, ':.1··\ f•n to ·, 
,.. l - . ~ _; i,.,.Ji, ,_,. . ., __ ..._ ~ •• \.:; - ,; t,;; '"" ../i~ ~::/- l V ..... <, ,l. J. I:'~~'{,. ( , 4 \.J 1 \ i,,,, j ' ; ,,# • \ 1 ~-·' 

r :::-.. ·.•.:~1·1"1 ''"" I 1 "l 1 a""' ~• .,, .. •·: ~ "' - \A ,.&..i..J. \ 1 f i l <:;l. ,' " ·•"' - ,) ,._ \..,.· • 

{ ,, 3 '; ' . , .. ,: .- --\ , .. , raKeu ,., a~1i x • .. :r 1· n }., ,:_·, .,- .. -,un '" I 1 ·1 1 
' .. ~ • i,.., , __ .. , ". \; \ ,,. ) • / • 

( .-) , ..• ' 
t '\ /) 

1-·:aa.Tde op dan :.tt, er· 1n }u~t :.i.1:..,c,.,c;:i:1 ,~en exeil)J~ar cL1t hicraa.n voldoct. 
( ,··n , .... 0!''•4['(1·1· ,•·y·, : ·, , ..... le•.-,·11· -11•'·,pi' ,~\ ,,1.., . ._, ., ..1..; 6 t::.• · .•. 1 .:.., · , .. ~ .. ll.1.L.c. ,J,,d! •.. ,J.,1• 

111 '.:~en linoaire voor11-1ardc: 1s ·,.Ljv., d:; ,:Jis Ge.it de .t:: e Lsuede een ortho,:;on,I-: 
,1,,,n·"boo·· iR r1' .. 1c- (_w\ -- 11 ;._. L,1.,,J. • .L. _,. ..L • a ·11 ··c1'.~':-: \ ·- ., -· ·-' • 

Bll:e bundcl zal Gus i.;1,a. ,~{n orthoi:;onu.le :1v.9,_:.~:bool hevatten. ;3cva.t e 

bu}·wel er twee I cL:·: i.J el.:1• o .ern,:;Jlaar ecn orthotsont.le hy;:ierbool( 1;VeE-~uui;:__ 

ontc..ard). Immers ~.c kunnt:n do beiuo ee:,:·r;tgcnoemde als basis exemplaren 

kiezen zeg K1 e11 K..._ , on dan geldt K = ~ x1 + }..\.. X, , maar dan is 
'I> I .:.. '-• 

+ y..1.u rr = :)+() = O. 'fo l:unr1tm nu ook opg. 113 gemakl::eli,j,<: 0°~-· 

''2 

d,:; bundi.;l met basis exomplarc.n 

1,.,_ cl<; hy1h:rbool cm ;2u. hut li.jnu1_ia.<· 

rnakli,in .1., J:S. 

Op6 • 132. BuHijri Lt behulr, vtm bov,.:ngv1·100,:1d::: ·:.;i/;dnschap dat c.e hoo,::~t,}l i.jnen 

van e,:m dri\.,ho,~k ooo:c ,.:,:1: punt g,L,:Hl. 

A.an n1-..·crderu lin,)L.ir;, voor's-a::u•c~en \:.1n in ;1,.J,; al;;emc,;n nh,t worden volda.u. 

Do eis dat G~n ~0~~1s~~~~ ~\:n cirktl is, is 0quivalcnt w~t twuo linoaire 
voorwaardcn .. (a. 1,;i::.:O ~:n a_, 1 .::a,,,~,) rn·h,~t al::;;.--·nwtm ::ml L:1.m bund0l dun gc 1/n 

¢ .. ~ ' I !..~ .::.. 

cirlc:l b:;vattcn. 

Opg. 133. ~lat is hct v2rband net cirkul½und0ls? 

Stellin~:; ; Bcvat cun kv,::, lf:mc,,kbunl.,31 ,:<..:Il cjrlcel dan ~.:,ijn de a.ssEJn van 

alle 2xu!;J.plarlm 1~v-:,;1~\d.jdi.; en zijn ou,::;di:Q...:r<l do a8SE:n van alle ~x~:,m.pL.:i,::·,/J.l 

CV8nwijdig de.n b~.vat de bt..rHi:.:d ,;('fl ci.hrnl. 

:Sewijs 'h·. De bunch!! zi,j K = >. r:r(xy) + ~.,.,c(x:•) := 0 waarbij 
2 2 2 2 H(x,_y) = a11 x +2a12xy+a22y +2a13s:+2-e.23y+a33 • e.n Q(x,y) .. = x +y ·-t· 

2ax. +2by. +c· = 0. De- aerichtingen van K kunnen bepaald worden {!39 p.53) 
uit 



V I ( x,, l ..... ..>- J -

Cl})d,J.t 1
" = A iC 4-- J.l.'~'.;~ £ 

A a 1 1 + JJ,- a i ·1 ·1 "' ;.. a,,.>---;; 
t"", ;_ 

cmcindig V(;t::l). 

cll.i:1s ·) 

X 

2 -~ 
~ Y.:·: 

i) b.,._ - 1 

m~t d~ snijpunten r1 (a cos ~i• b sin 

de t:ransformatie 

over in ~en ellips l.ill:.'t 

l"'.)aat 

doorc0.lt, 

( mod 360°) dus 

i 
1 

lf 1+ 

xl 1 

1•x 

f + "") 

x = ax ... -1 b:-: gHav y ::::: J 

-

-

Cf fr- 'P 4 -· 0 

... ,1 6 .. 1 .. am , ; .. 

2~?. ... ,,, 
-··•·•"'"'" __ !_!·:.. -· 

b;_:: ll::i!l 1:Jc, l t~ 11. 

I 2 tx-a) + 

S over in -2 -2 
X + y :: 1 

OV1:I'-

allc t1xc·:1;>laren hebbcb as:3en ev::n\,.L·!-­

di.; ( hi ,,:c aan x- -.:n y-as) . 

Dus l1e X·- en y- -rich ting dolcrn ck 

tur-:1:-.:cn ~e.1 }?,, <:n P,P,, ,.1idder~door. 
l ,_ J ·I· 

Nu geldt cchtor 

' . 110,. 

Cff'" <?;~ 
~xl(als l=~-~0 ) - 0 

I ~ ,.: 
+ 90 

11' 

( ?1od 360°) q.e.a. 

Ook 0J.)3ave 1 

St\;.;l nl .. 

~1ordt nu UCl1 Z,;;.icl1t gelcockt citJe. 

2 ·v2 X i - ""?t' + ~~ -
L b.;:. a 

-- 0 is de .:llips. De voutpunt,m van de 11orrM~len 



~cbbcn dan de relat1cs 

11~1 door x.y. 
.. , ·~ .... 
,..:,, ..L 

,., 
b' .. ,i' x 

,. 0 :i. 
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b2,, 
J ') - ____ q •··· c. 

C 
Yi 

.. ru!ct 1::"D de V.1.~~,·rct,·! r· .. ,! 1•·•·1·•.i,· .. ·•· a-f".1. vr1 n d··, ,,, .. t1· 1 ,.., 3" .., -- . . ... , ... , -· ·~• , • .,. \ ::;:; »'-1 I <lan Jeri j gt m.en 

Jh::1.r Pi 

~l ~-- .. { . ( ::c ·' -:-: .· ) 
( , ::; 0 ,,. l 
<::,I.,)-···········'•-··"··• 

i· x,x, 
J. (~ 

-. 
b':v {··, -v \ 
--~ .• " .C, :~Y_4_ .:·J_'. 

gt:ldt ook 

' ? .... ( ~ \ -
• '-' 1. .... 

( . 1 ,., .. \ l= ,,:.,j, 

x x(x +x) 

= 1 

= C) 

__ 4.: ___ -1,. .. _ --·· 
a 4x 

hoeft do assen evenwijdi; 
• 0 

x- dn y-.. ·.s ( i!!l.lt1ers x~,, ontbreekt) ... Dl' punton Pi (1=1,2,3) liggen c·r 

vol gens boven:3t2cande for,1ult.:S 01J, ter,vij l P' 4(-x n-Y ~) ook kcnnl;l:L jt 
"I' 't 

Vo 1c1·0°..,. ··) .. b••y,dr·.l~ ,.,,,.,. 1,~,g-ispun•► nn ·p p ·p ,·n ·1:, '"0''"'' 11" <,L,V1 (~1.·.1"'.r_(•.·-~ 
.,}..., '\..,, tr • ..." 1,; ii.Ai ,l. V UJ. ,..:. \., :... • .:: .. " ,J.. ,I, u ... ,. ,I, ·-'• 1 't 2 ' ". 3 \..; .,l,. 4 .H! ~ ... - "' \,,4., '._: <I;.., L - ' • -

t~va·ct;,:m 6aa1~ allc ,)xeu._plar:;n de assen ,)Vtmwijrhg heb1)d1 q.e.c:. 

:uezc stulling staat bckend als de st•.::lling van Joachimsthal. 

IIct c; .:ver2 van een raa:clijn van een :r.egt:lsned0 is geon linoaire voorwat:.rdc: 

~a leidt nl. tot uen 1c~1adratieche v0r3ulijking in de coUfficiHnten. ·:e 

~rnnnen on:. da t in t;,;) 3itm de x-.:i.s lJ.ni;s :le JtV~n rcchte kiczet. 

·'j 

~- a. 1 ! x'w + . ~ ,. .. ~ . . .. .. = () CJ --~ !~) :(-fi s is raaklijn als zij door haar DOOl Baat. 

l;,:~ pool vun de x..-a.s vindun .·cl u:i.t 

en (O,O 11 1)) of ,,,el 
a.l rx + 'l ,, + a13z -· 0 

\ < 1;2.Y 

al -,X + a .. •-:, )sr + <:1_., ·s z ·- 0 
_) i;.._ ..,,i .)_ 

Aan dezo ,r,.:rs;uli,j1c(.n;_.;u, Noct dan volc'aan ~-~ijn door c :..:t:n ,1unt ( x,O, z), 

dus 
a., ~ z 

i .. ) 

a x + a -' 1 J ).~"" 
, \✓at all~~n kan als 

Dit is dus indcrdaad eon 1cwactratische vurgelijking. 
01)g. 134. In tH.:n bund,,;ll zitten i.h.a. t.,,ee parcJ.bolen. 

--a -i.., 
I.) 

2 
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S 46. u~ c~ntralu kug0lsnadc. 

Dt: mowtku.ndig1.: pln.:its vnn de middclpuntcn vrm dv kag1.;lsn1;1den vmi 
S.:.t>n bu.nd\,l is uen k,)g,:lsn'-id-::. 

:·,,,:wijo: Stll du bund,,::l is h{x,y,z) = A f(x,y,z) + µ.g(x,y,z) := 0 r.h .. t 
2 r, tf'.) 

f(x,y,z) = a 11 x + ••••• ; g(x,y,z) = b 11 x~+ •••• un h(x,y,z) = c11z~+•·· 
!-Lt m:l .. d(klpunt Vfln h(x,y,z),:.:O voldo~;t .-~E'U1 

hx -· A f x + p. gr = 0 

i.:n hy = A f + /.lb - 0 y I y 

Elimin~tic van j Ln 

Dit is 

,.0n tw1..,..;dc6r:::i.ad.s v,.rg-:-1 i j l(j_ng t;n d"' Ill.:•~ t'.;:um,igi:; plnats is inderdo.nd 

,.t.:,n k~g-.:lsn0lh,. Zij h, ,_t de c,:!ntr:iL; kc.gvlan,:,dc,; vr.n d0 bwld\\./l• 

::~~~~n!~nD~,; C::::Jwt)~~;!::~:~h~r; r~:~t:::::r::b:~:k~! :~a:~!~:x•~Ll-
!:t;;t is 0,.,;;n niut ontc.··;rd..: cirkl.:!l .··11:1 d,.: bunrkl u.itsluitond u:tt otho~~o­

n.J.lG hypt.;rbolcn b,~t1t•:1'.~t .,,_ He, nc.tuurl:::.jk ~-liet allt: d~Z-.!lfdo o.symptotizc~1L 

richtingi.,;n mog0n h..:bb\:n ... n o:,igd{".Jrd. 

bund1:l m,:t z=O dan k.rijgen 1,'\ld 
""") 

( a 11 b 12-o. 12 b 11 ) x'· + ( r1 11 b;~ :?-a22 b 11) xy+: 

+(n12b22-a22b12)y2 = O. 

A.ls all,; .... :x~mplarcn v-rc:.n du bund._.l dezu1fd1,,.1 asymptotisoho richtingan 

ht:.bb0n, dan e:;cldt (! n. 11 =-0 G"b 11 , f a. 12 = crb 12 un e e.22 = G'b22 

( en ornge:k,:crd) met (2 ..... n ~ niut b0id;_; nul. In di t g\;)val is 

c 11 = c 12 = c22 = O, zo1'at h(x,y,z) = 0 ~on ontaard~ cirkel is. 
~\~1"1~kc..· .. :rd vol'.lt uit c " - c = 0 dnt de r;).ng van ~- _, ·11 -- v12 ·- 22 

gclijk 1 is, zod:Lt er ..:1.:n e, en uon cl tl: vindon zijn 

VC",'rw.,1 ~rdcn voldo....;n. Indicn d-.: bundcl ui t orthogo­

nal~ hyp~rbol~n bcstaat guldt 

Mu iP, -.~--n~,,_-.J."iJ'k 0 = ,~ {h +b '1 - b (a +n _,, = 0 ••n 
.l1 -- l-- H. - ~•·Vi' "11,-11· 2:~ 11 '-"11 -21.'.: y 

c11-c22 = b 12(a 11 +~? 2 ) - n12 (b 11 +b22 ) = 0 un h(x,y,z)=O 

is dus th.:n cirkul, zij kan volg0ns h ... :t bov1.mstan.nd...: n.lle;.;n onta.ard zijn 

als rang L < 2. Ot,i.g0k,.:,,rd volgt ui t c 12 = 0 dctt 

a 11 : b11 = a22 : b22 = (a 11 +a22 ) z (b11 +b22 ) un uit c11-c22~o volgt 
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D:-:i.nr c 11 /- 0 is ( ;;ndura ontnardo 

··o~"t ~ ~~ -b +·b - 0 ,;~~- U,,,.:. \;,.• "11 -.+. ., 1r.41') ,,- 11 I"\.,..,,,,,,... 
I I '- ,.. £ .._ 

uo~t gulden. q.u.d~ 

:.hi in de; t,und,:l ci1.m cir·k,il voorkomt dn.n i.i3 de o<mtrtllo kogulsnt!de 0un 

.:.irthogcmci..L. hyp..,rbool ,_n oug:,,;k•,J...;rd. 

, ~~~n wu ~ls basis~xcmpl~r~n d0 cirk~l 
') •'\ . ., 

G ::: :x:"·+yt:+2a.:z:z+2byz+cz-=-· = 0 
r", 

•1 d · k ·, 1 sn d -S>( x y ,.,. '1 , x·; O · 1 A d d '" t.1 ut,,t.-~ • 0· c .L , •• , ... ,. =,1.1.1 ••• , •• == ,inn v .• n\.4,Jn \H.: voor c oor-
,.,,.1; -!d·ing n-,,., a· ",rtz· .·• . t ~- ,1,,"., cl ,. ~ '" " .,,. ... .,i •• v ,_.,, ,._ I., t.:.J ,; -~ t: ,C ,; 61 • .1 • .:,,,. ,._ ,.H,· .)\.,, 1, u=:,.1 

"\ ;~' f •' ,., ~ '~ .~~ c.12x + \ a:22-•·' 11 1 xy---.,j, 12y 111, 0 w::ir.\rui t vol gt do.t deze oon or'!ihogon .. :\l.,_ 

hy_purboo1 i:3. 

01J. h\,,;t O!ilg1.;kt::\,rch~ tc, btlwi j z .• in lh,r.hm wu :.~le baaiscx-..mplaron 
f') q 

. t . 

f(x,y,z) = n 1 ~x.:. + f'.,..,,sc:.+ •••• :::, O(duo w,.;; kicse:n hot :,.ssonkruia ov-..:n-
• I ,:::: <:. 

wijdig ·1,:rn du r1sfh:n v·1n :f(x,Y,z)=·'.) ; dus a 1 ,)::0) .. n 
~ ~~ 

g( r..,.r,z) ;.:;-;. b .• 1 .x'<,.. .... ::::'.) ( will.:J::,.?urig) , 
I I 

,0 c1.:ntr::,.l._ b:g....,lsnvd__, i3 n'Ll orthogon2.a1 duB; 

dus 

c:i.rkcl tJl.1 in h..::t tw.;;,,d_:: 6 ,.,;val htibbt;n dt .. basisi2xvm.plo.rc;n de assen ev\;ri•· 

1wijdig ..::rft:::i.n m.oz:t d;.; bund",l ;,:vs..r1c;ens oen cirkel bova.tten.q.e.d. 

Als de c0ntrale kegelsn~de ecn orthogonalo hyp~rbool is, dan staun de 
a:rnen van d8 bi::idtJ parabolen v:m do bundl:l loodreoht op elkaar ,,aangezi<.,n 
de asyi;1ptotisch,.: rich·tingun vc.r1 ck ccntr,~lv kug0lsndde de asrichtingi.;n 

van th, pfaI't'.boo 1 voorst0lltm .. 

Opg. 135. :Bewij s ri;;1chtstr1.,~:ks. Als de bundol eon cirkcl bov~t staan UE; 

a~son van d~ parabolun loodrucht op •3lkaar. Eint(g~ntle).Neom ~ls b~sis­
uxomplarwn d0 cirk~l L:n 0~n vnn d0 p~rnbol~n (kics ook h8t assenst8ls~l 

niut t~ argl:loos). 
BGhal V,.; d0 r.:..srichting.:.:n vrm de be:ide !Ktra.bolon ( van de hund,.~l) buV'1 t c1u 

c1..:ntrf!lo k,. 5 ,,lsnud,; ooi:: (it.. dubbelpunten V8.n de ontanrde cxemplarun. 

L~tun P1,P2 ,P3 en P4 a~ bnsisp~nt~n 
vo.n de bundBl zijn "m lau.t !Ji; hr.Jt 

. a . TI p • j { "f' f, ) r11 .c1.t::n v.:1.n .=i t.:n ... j z1 n. ,P,ij=. 'ji 

DL: 6 pun-ten Mij ligg0n ook op do 
c,,ntra.11,,; kog;_Jsniid(jn.I;c.n zit;t nl. 

;.::,;n:.ikk(.;li ~ k in do. t zc .:i.ls niddvlpunt 

optrudvn. L3.nt nl .. Pkij hot guspic-

g.,;ld-:: zijn vo.n ~k t .o .. v. !\j , . 
( k;:f i i.:n ;tj) 0r 1s 1.;on k,~g0lsnea0 in 

bundel w(;lk,:; door Pt-ij gs:J.t i.:n M .: is haar middulpunt (pool van z=O). 
n lJ 

D0 central8 kug,,.;lsnedo h,:;,.,t ook w;:::l elfpuntekromme., 
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Toepassing:No~m voor du basispunt~n van d~ bunael d~ hotikpu.nton en bJt 
h'oogtvpunt vnn ecn drioholllt. Do oon­

trnl~ kvg~lsn~do gaat dan door do 
vo~tpuntun van du hoogtulijnon (dub­

b~l~ntl.,;n vnn do ont3..~rdingon) on 
door du midd"ns vnn do zijdun en de 

,st\lkkwn van du hoogtolijnt.ln tuascn 
hoogt~punt 0n ~o~kpu.nt. Dao.r du ont­
no.rding"n (hoogtolijnwn en bijb~ho­
rc.ndu zijdon) orthogonn.al zijn., bc:v~d; 

d:.; bundel ui tslui t"nd orthogonalu hy:pGrbolt:m on kra.ohtons het voorg,1ci.1.­
d0 is d~ c'-htral0 kc~Glsn~d~ d~n oon cirkul. Zij staat bckend ondur 
de naam n06 ~npunts cirk0l. 
Opg. 136. Bewijs (m0l.tkun<lig) dat dl; c8ntralc lc.;;g0lsn1::de onto.a.rd is, 
~ls de bund'-1 c~n ontc rde parabool buvnt. 

~ 4 7. De stt:lling1.m vo.n Stu.rnl en Pascal. 

D8 st,~lling van Sturm luidt ala volgt: 
A.ls dril.,; ]rngclsnedtm door tw1,.,e pun­
tun .P 8n Q ~aan dM zijn do v~rbin­
dingslijnon van de punton VtJrschil­
lund vnn Pen Q die zij paarsgewijze 
gume.en hebbwn concurrunt. 
Bowijs: Stul du v~rgolijkingen v~n 
du kugolsnoden r0sp. F1(x,y,z)=0, 
F2(x,y,z)=0 ~n F3(x,y,z)=0. 

D(.;; lijn PQ zij l(x,y,z)=O, t1.,,rwijl WtJ d1,..: v,rg0lijking vn.n du game .... n­
schapp,:,,lijkt:, koorde vo.n F1 e,n F2 m0t 13(x,y,z)=0 zullun voorst0llon. 
11(x,y,z)=O 1.,,n 12(x.y,z)=0 cyclisch. 
113oko~1t voor in d0 bundul bupaald door F 1 1.:n F 2 dus voor pa.ssend g(.;•­

kozcn )I \..,n µ. 

AF 1 + )>-F 2 = 113 ov0nzo voor g_,schikt gekoz"n e. \.m er 
~ F2+trF3: 11 1• Hi-::ru.it volgt dat 

A eF 1- t6' ,-u'3 = 1( cl3- )'-11), Hc.n.rui t t!Wn zict dat 1( e 13- tU1 )=0 
0cm 1,.;Xemplo.::.r is v::in du bundcl door F1 vn F3 , nt.."'..ar dit ont11nrdo oxem.­
plo.ar ru.otJt dun 112 ~ 0 zijn, zodat 't 12 = e,13- ,-u- 1 ,rp.01:t golden. 
Du lijn~n zijn dus concurr0nt q.e.d. 
N0cmt a~n voor P 0n Q do oirkcl:pu.nten (1,i,O) ~n 1,-i,O) dan krijgt 
men do stolling dat dw nachtlijncn vnn dri~ cirkela door een punt gann. 
Zij g'-=-guvun de zcs punten P1 ,P2 , •.•• :e6 op cun kegwlsnude r:. 
v~rbindt mon P1 met P1+ 1 (1~1, ••• 5) ~n P6 mwt P1 d::in ontstaut Gun 
6-hook. 
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Do stulling van Pasc3l z~gt dot du 
enijpu.nton van d\J ( 3 pna.r) ovorstar~n•­
de z1jdun collinunir zijn. 
De stelling volgt direct door to~­
passing v~1.n iturm op do kog0lanodun 
K, :\ p 3 Ik t p 1 p 2 ,.m p 4 p 5 ill~ t p 1 , : 6 • 
DL:zu driu ga.an allu door P1 un P4 

Als K onto.a.rd is guldt de st\.,;llinG nn.tuurlijk ook, men noomt hQm dnn 
L.-.=cstal de st0lling van Pn.ppis. 

I 
I 

I 
I 

, 

, , , 

Bovenstaandf figuren zijn een illustratie van enige ontaardingen 
van de stalling van Pascal. 
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§ 48, Poolverwa.ntschap, dualiteit, lijncot>rdinaten. 

':venzo als bij de cirkel kan Iaen bij de willekeurige kegelsnedc 

;: • Ib:=0 de ;,ool verwantschap definHiren. Ao.n elk punt (x0 ,y O , z0 ) wordt 

i · .r, een lijn nl. x~ · Hx=C' toegcvoegd. Er geldt weer: o.ls P 1 ( x1 ) ( i= i , 2, 3) 
1 ric collineaire punten zijn, dun zijn de lijnen x1Hx = 0 concurrent. 

:i·ic. 137. E,.:·,wijs dit. (1iint: P/x 1) P2 (x2 ) en Pix3 ) zijn dan en slod-~t. 

u.i.n collineair als ),. (:x: 1 )+ µ(x 2 )+ "I (x3) • = {O) ( A , 1-4- en " niet alJ.e 
nul)). 

Ook gcldt: als vier punten een harmonisch vicrtal vormen dan vormen do 
poollijn0n een harmonische vierstraal. 
o,g. 138. Bewijs dj_t. (Hint: P1(x 1) P2 (x2 ) P3(x) en P/x4) liggen ho.r­

.1onisch als (x3 )=(x 1)+(x2 ) en (x4 )=(x 1) ... (x2 ) geldt. 

Analoog voor de lijnen 11:0 (1=1, •. ,4) met 13=1 1+12 en 14=1 1-12 

(zie p.54 r.7v.~). 

Evenals vroeger ( t 22) toen I·T een cirkel was wordt de meetkunde a.fgE.:­

beeld op een cluale :cotkunde ,met bchoud van die stcllinglm welke slcchtn 

do begrippen snijding en dubbclverhouding bovatten. Thnns lrunnen we 

,.,chter ook vragen wa t er met ecn kcgelsnedc x 'Kx=O gcbcurt ( K V(;ron­

dorstellcn we niet onto.o.rd). Jfot elk punt ervan corrospondeert een 

rochte. ?let K corrcspondecrt dus ecn verzamcling rechten. De lijnen 

van dezc vcrzai:1cling (lclaosc kror.1L1:1c zic §37 p.47 1 48) welkt::l door I(~,"1.S) 
gaa.n vinden we door ( x 0 y 0 z0 ) op te loss en ui t: x; H'!, = 0 -.;n x0 'Kx0 ;·:;. 

Dit gceft twee oplossingcn (snij~-:unten van :filx=O en x•I~=0), dus 

door ol!t: punt van hct ~tlak go.an twee lijnen van de vurzameling, wes'•1,~;_;<.:: 

<lcze vo.n de: tHoede klassl.! hoot tc zijn (analoog o.a.n de graad va.n e;cii 

( :·)u.r: t) krot:tr1c) • 

De lijnun or.1hullen de :-:wotkundigc plants va.n de raa!-:punten, dat zijn 

di0 ~1unti..:n wnarvoor d1.; b:1ide: lijnen ( er door hven) sai;!t,;n vall(jn. 

Stul P(i,""LS) is e:1,.;n raakpunt. Op de lijn l= )'Hx:::.0 kj_ezen ,vo twee 
Vl-rschilL.:nde punt en rl( x 0 ) ,..:n R(i 0 ) t.:n wel zo dat Q op l~ ligt, dus 

.3 1 Hx0 =0 ,m }'Hx 0 ::::0 en x~1Cx 0 =0. 

Het and,.;r-..; ::mi j :!l :1 t van 1 r.kt K vindcn \10 ui t 
(Ax + ~i ) 'K(),,, x + µ..i ) = 2 A J.A- x' Ki + ,-/x I K.x 0 = O. Opda.t do beide 

0 0 0 0 0 0 0 
snijpuntun se.ncmvc..llGn is nodig f.:n voldoGnde: x; Ki:0 = O. Dun valt 
de lijn x~ Kx=0 sc ··'-'n ; :ut j I Hx=O ( bi;;id1,,; door Q i.;ll R) zodat 

e J' H = x~ K. Wv kunnon hot oolr: zo zeggon. H(;t punt P(!) raoet dus­

danig gelcgen zijn uat du lijn j•Hx=0 raakt a.an K, dus dater cun punt 

Q(x0 ) besto.at hL t x~ Kx 0 =0 en x~ K QC. 3; H. 

Ui t x~ K = ~ J' H ( e is l!en ovunr'"'digheidsconatanto) volgt dat 

x0 = K- 1u ~,t • Do condi tiu x~ Kx0 =O gweft voor (5) de voorwaardo: 
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1'H(K-1H j ) = ~•(lm:- 1H)~ = o. 
lJeze voorwaa.rde is ook voldocnde daar x0 ==K·~ 1H 1 ~n.n de a.an Q gesteldE.; 

eisen voldoct. Do oahuldc is dus eon lrnt;clsnedc net a.le uatrix HIC- 1r. 
Hen noent <leze kcgolsnvdt.; 'tH,l de get)olariseerdc van J.C. 
0 2 " 2 pg. 13~ In de poolvGr.,,antGchnp t.o.v. x -y'-=1 go.at x =2py over in 

cen klasGckrou,10. Bor0ken de or:lhulde ruchtstreuks en vergelijk daarna. 
dt:ze ui tko; wt rnet hct bovunsta,mde. 

Opg • 140. Door nogmuals tt.: polo.riser,;n gaa.t de onhuldc van de klasse· · 

kroruuo weer over in de oorspro,·,kclijkl! lcrot1L1c. 

Opg. 141. Bewijs ook rechtstrccks dat c~n raaklijn van K ovorgaat in 
\.;en punt van ( HIC 1H). 

Door polarisutie gaat de stelling van Pascal over in dio van Brianchon 
nl. zijn 11 (i=1, ••• ,6) zos rar\klijnen v,rn Ct.;;n twoedegraads lcr01,tii,C: 

n(.;t snijpunt\.;n Pij daa.n gaan de 

v0rbindingslijnen vnn P 12 ~10t P 45 , 

P23 nt..:t P56 en P34 met P61 door 
uen yiunt. 

Door ~tn of r.w~r pas.r raaklijne:n sa­

mun to latl;n vnllen krijgt men bij­
zondcrc ge:vallcn van Brianchon. 

Opg. 142, Do ra.aklijn,.m in P cm ''.:l 1:un d0 parabool y2=2px snijdcn de 

y-o.s resp. in P' en Q'. B1Jwijs d::i.t de lijn door P' // ra.aklijn in ,, 

de lijn door 1' // raaklijn in P snijdt op de x-as. 

Opg. 143. B~schouw bij de hyperbool de volgC;nde raaklijncn: 

de asyuptotcn en tw\.,;c rn.::lklijnun :p en q beido dubb0l gotcld. Fornulc,.:r 

de stelling~n dio uit Drianchon volgcn bij do v~rschillendc mosclijk~ 
nunnerinccn vn.n de 6 raa1dijncn. 

Hot is i1og ;lijk de .A.nalytische · \.;etkundo o.bstra.ct zo op tc bouwen d::,:t 

o.n. do du:J.lit~it or van hot begin af in zit. Alli,_,; bc:grippen mocton d:"'11 

echt...:.r godcfinicl;rd wordcn. Zodocnde wordt do 1,tectlrunde oE:n g1;;:deeltu 
van de ge;tnllenthoorio. ~Ln uug dan gei;n gcbruik uakcn vo.n meotkundige 

cigcnschap:~un zoJ.ls bijv. op pug.4. Hon k:m hot zo opvattun dat men mc)t 

buhulp vo.n de gctnllencr' tbinati0s <.m van cigcnschap;,>vn van gctE-1.llcn 

( wollcc ei__,cnschn.ppe;n uun l:lth,tkundigu no.am krijgon) een :aodul nmakt dat 

aan de r,1octkundig axioma' s voldoct. { dat hut modul uan de axiom.a' s vol­

doet mout natuutlijk bcwozen worc..m) 
Zodoandu is rnt:n (;;r zoker van dat in dat a.xiomastalscl net zo r.1in tog.::.n­

strij digh1:.:id zit uls in do getall1.mthi.!ori0.( E,m axioi::.1.astelsol ~:in strij­

dig zijn, rum kan nl. tQ vtH .. l oisen, 'bijv. eon axolotl· m~t vijf stalll'•­

ten;met als gevolg dat er niets bestaat dat aan de eisen voldoet. 
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l}.! h,:,_;,·r1·.'"'.,,",)'.,f', voor1(c11nrld jn C ·•n ,' "'( •tl•ut··(';.i ·tr,';· av·1.· 'l<":1t1·.'l••c•~1 zo•3.]"" ,,,.,,.,,,+ 
- ' ,._ • _. • • •• ' i .,_, • \... U "' , <, · ', • .I. J, 1 •. ) ,, "', \,•I , ,l, i ,. , -~ ; i <, , • ,,> .: ''-'• U V 

:.:~1 lijn z1.Jn for'ltH.1, :1.:i.~i :::.t:.:ll..:r1 sl• .. cbt.s 1:n-ti t,::l t,.:n ·;oor welk::: C€: 

cr;,ckl. w;,_ .. ft :,.n du <::;itjt,.i.t-.. n :·,,rn. I\:.::.;ohouw di~ V(l'ZO.ikling va:n. w1.J.'Gric .... u 

v,u1 1 luilou en 3 (4) :i '.Jvn -:1 de VCX'Z:~;:1,,11.ng v;~n ,iatrjc(;S vn.n 3 (4) 

ko.io,·;..:1"'11 ._n 1 ri,j. :}1} nt:uncto n:"'.tric ... s zu1h,n "[}U!:t1,;n , ri dt.' liggcr,,~,., 

rijcn zt;i:r1 (L·t,, d,., w:i.LtdCl:ur) (f1nu:'.JfHJ: puntt,n (li,jn:Jn) Itt .. t 1.:v,.n­

r~.,dige lii.atri.x wordm: '.11.E; ni,.:t v,.1 rschill1:;nd '".J(.rnctomvdJ(8 ;' ,.·n ( 00,1) ,., 
worden verbunnun) Jcfi~itie van h,t b,.3rip incid~nt1 

Een punt 

"''" ' ' • "! 
!)t,;'w·/1,JS L··:...XlOi;ta, t 9 G_pg. 

1i,jn ir1cidet1t ,;_t(_,t ·b•.,.:J..d(~• 

t .L' l l , ·1·•·· n f n •r - J \ ,:, ·,c·,r· b d- :)t•nt ... l. _t,_; •-.J...._,d-J'-,-.1.,,1, \\_,t_, If j~~ / \_,t(~; ,., ,:.lV V - 4. 

het~n incidunt ula 

X \ 
(u "w~ (y0 -· ·c r1 ... y v + z vi= 0 f;,;ldt m.a.w. eon pu.nt is .,..r, l:i.-)., / r:-oi-! ·- -f~)i;.. '·C C'J 

n1::c1.ir1~ v .rlto .i .. jkj .. n.~~ in _! i.jn coi:ir-di11nt,n. 1,, ,,1.mt"n un lijnen blijlc.n 

-t.,to J..l:o·; 1. ... .:r~ t.:; ~-~ J_ i j Jcv; ~.:ic-i1~ dig ( d1..1ci1 :i 't e it) n1i ts ·,/ 1,.: l'L]. tlltlr 1 :L j 1c du or1 :.»: t g,_~·r) 1 i J l:<~' 

el(_; 'i 1~.·- r1 t ·--~ r:1 Lil·~--' c l :~1 t :-.1 (; o ""-~ r1 ~ 1/✓ ·._} :~: u 111..:11 o c 'le n () 2; u ~v ,_. :n /' '~": v •~:r r.:s ~ .. lj_ j }{ ir1 {; l::1 t c~·1 

d(,.'l:!t'.·• • "."-,. r,·") · .~, ... .L"" °' ··l·--1 ~ '1J t X ') 1· 0 '-' •• , .,,,., ..• u..i. -'· ,, L ,.;..._ \ . • •' 

(u ) ~r 1v~ () / = ·"'- 0 ·'-

din::-.. ten .is dus 

,, 0 

o.f "tt.: ·,ivl X I 
f' 
,) 

p--•1 I 

u "'· u 
t) 0 

r.'.•·•-1 t :··\ 
U.f.\. ll = V 

dus de,, lijn coordinatcn ~i5n 
., "'- 't, I ,•l 7 'l • t 
~ - • ~n ~us vo~ao0 

0 u 

Opg. 145. :·.r:. ;:i-t; voor dt2 'hI\,, .. li.J.tring in liJn0ncncjrdinaten vc,.~k d0 

vorn: 

J. ;'') t'"\ 

'·- C. 

a,, ·3 ,. -
V 

:·1. 3 -~ 
w 

u 

V 

w 

LaAt ziun dnt dit h~tzclfdo iD 

:::i.l. r::: ( u Y w) K- 1 ( ~ ) -- 0 
w 

.D,; du.i1li·tc:i t kout biE::r ~uidelijk ui t. Men lo.at 8envoudig punt en lj_jn co­

~ra·inf\.ten verwieselen en w1:l;cna du sy·, L :t;tr:ic.: in de opbouw ( wellrn ti. i 

nntuurlijk b~wc3u~ neat zijn) blijven alle stellingen geldig. 
·:~ •") ) 

Pol2.rin1..ort ,'.un t.o.v,. x''+y'"+z"' = Cl d::m vc.,11,:_m bcide opvattingun 
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:!..:J bliJkb.v1r hctzc.lfdo nls cu:r.st 

terwi;jJ.. 

L: duaa.l --~,_.t bund li ll's;t is nLJt het,H:J.f;k, r1;jvcor1:,_i'J_d do :'.>Cl:W . .'..I' 
? 0 0 ~ 2 ~ ~ 

:,'-u.:. + b'·v': - w .,I.)\ (u··+v'··) -· n htt:ft in ch.: puntcoordin:ltc:n de 

1l,,r~~ l:L~: .. ··:ir1g, 

snodu:n 

.--, 

,t ... ~ 
.''\ 
V 

0 

X 

() 

() ., - ' 

X 

y 

('\ 
,.) 

..... 0 

E>Jn ._:n -~ndt,r ~,or-dt duidvli.j r ·1.lt:: \I(: \:e:tun ::iat de brandpunt, .. n o:·1:'.;CV·.t 

kunn,}11 vford:.:r1 :3.ls d~; (r,.:;;1.__:) snt;j::n.rntLn v,\n de l:\'..8.1,lijnen uit I{1,i,:~) 

en J( 1,-i,O) 33n de k~cJlsnudG. ~r i:J c.Jn canvoudigc v0rg~lijking voor 

sni j punt ,:n 

br!indpu.ntd1. 

., I~ \ . ,, \. . ) 
\ l·Iu t pei.t1r~ i o r1l. {1et i.;XG.i'.•.tpla:~·\.l~ va.11 d~ ,, 

bundcl x 1 Hx + A (x,. 'Hx);::, = 0 dn.t doGr 1' 

tr-'.:, t x 'Hx + A ( x"' 1 Hx ) 2::: 0 dus n -'-· 
0 iJ O 0 

r, 

( x I Hx )( x !fix) - ( x 0 
1 !Ix)"· = 0. 

0 0 
JJi t toc.c;::.:p::wt op I en J bij 

') '''> '- c::. 
!~~ + :L,,. - 1 "" O 0 1.:d't direct 

.. ~ b, .. : 
:l 

1Jt: lnatstL IJ'..i.ntl;;n hcten wel inagin,1irc 

Hot gcv1.rn v,:.n du ' :r:.nd:punt,;n ( b1.;ido ruolt-i of boido iI,ilJginaire) ko, .t 
dus neer O}J op h•..:1, gevun vi-.n vi1.;r ra:1..kli jnen, dus vi,;l' 1ineuire voor­

waardcn voor de kl::.ssckro1:.,1.cJ, zodt:i.t 0r ou:n schcar van klassokrol:.u:wn 
aan voldoet. 



Elam 75. 

!-foo~f d.Dtl.t}c III\\ 

S 43. Co0rdinaten e11 de recht~ lijn. 

nan 
, 1i,1 .n; de ru1nte d0 y-,u;:t::::l (!C>cirdinaten toe ti:J kermen, voercn we een 
•tpl-··.-·•1 .;n '1'\Pc•ti. 0 r•r1,·· 11,·t "•"•" 'r-,c•t· .. ,,,z,+- (\ {\::e oor 0 pror1 ..... ,, 1·1et da.,.,...c'1<.·ioY> • "••• - •C ,. • -~ ,, ~ ...0 (. U, • c, - .,_ (. :_. l, V ,_,,_\ • _t''°• l V \,J \ ., ,.) e'., . °'"' , •• 

dric· onderling lo<:.H:irec~it,: l.ijnc•n ( re,;p. ·x-, y- en z-a3 genaaz..1d) (;11·= 

n .. ::~,~n(2 aan :::) h-sit:on de coordinaatvla.lckcn. 

Ste1 cle tirojecties zijn J\:•py en 1\. 
( ,u .. 1.arbi;J de index op s.anvoelbart~ ·,ii,i 

is sel:::ozen). Stel x·-=OP , y;::W en 

z=()!\. ~fon noent x, y ~n z de ~oord::.­
natun van P. Notat1c P(x,y,z). 
Ir1 de eoordinao.tvlakl-en 
o Y ;~ , O z X t:n O :.~ Y }~ijri r.:1.t1t 1'.K -

hulp van de daarin g(Jlegen nsset1 

re:chthockige Cartesische coo1--dinat~:H 

op die vlakken 
het etelsel in 

zijn, 

Ope;. 146. 

golijlt is 

DDwijs aat de af □ tand van P1(x 1,y1,z 1) 

aan #V ( x ,-::,:J~ + ( y ,1-y ') f· + ( z 1-z.">) ~-. 
j .:... i c,. 

11 • 'k .. I \ V ,; r g ,~ l J :p • j ) 

In vector notat1<.:, (A+· v .. )(:x) -
I 

Opg. ·147. lkr,i ~j s dri.t al::, A ( x,) 
' /~ + , 'I. ·1- -.:, = 1:) c}n ··1111'"'· _., ... , P ( X ) """ ..... ., .. ,,~ vt.,,.i,4 .·, ... i i, 

. '\':l I ,.. u ,, ) 1n ,. I l_J'".,,, 1"'1 i·•Yl pl X'r··• ', , ..• \ ,r--,, 

de invnriantio vr:i.n de cleelvcrh,1!_-• 

,\xi + µ..XO 

).. "· ~-t 

"""'(x 0 ) - A(x 1 ) = 0 

+ 
1
µ.(.x: 2 ) + ,.J (x3 ) = 0 g1.;•ld-t 1!10t 

li=1,2,3) OJ) 00n recht~ ligeen. 

-Voor lwt v•ic•rdc, l::::.r:ion.ische 1)unt P(i,y,z) g<Jldt: 

_ Ax 1- )A.XO 
X :::: -··;..-:_-;~··-·· 

In het bijzondE.::r gcldt voor hbt 11idden van P0 en P1 



't'"l. ,...,, n 6 
~ .. ( $ 

rt +" .... ,i(,! 1 
...S~-·- . Vo1 .. •r-t rwn (:vtmals bij hE:'t platt(~ v1t1J-:· 

· men 
,)n,:j.1_;c;nli,jk!.., 1.:l ·· t1:11·t,,·,n dt~r1 z,idt :.1011 d~:1t !1.o·t or1ete~c~ril:1.j1c(~ pu11t ~,ur~ 

Jc rccht2 door PP. 
0 ' 

· iC(:t gcvorh 
de "louo(-:t:ne coi:5rdtnatcr1 (x ◄1 -x,J, (y1-y0 ), (z~-2: ), 

~,,f o I \ 

on ~ - ~ /. · .. , 

Gaat l door A(a,b,c} ~an is voor 

h-.. ten d1:: 

P{.x,y,z) op 1 
x :.::: 3 «;· e cooQ1.., l 
Y :::. b + C COt3 \6 e = A1. 
z. = C + (:~ COS ·y 

Dit ie dus ook 
v~n par~:~L·tlir voorstolling v~n de 
r,·chte. ( zi1:: pa0 .9 ondc:ro.an) 
-r,, c,o·t,,1·1,.,,-, '"'OS.., <"'O~Q nn 
J.J(.:, ~.) ....... ··-•-~·~ ·~· "'" """ ~- \i,I\... , ,.i .::) ~ \.,,i 

de r0chte. ])c hock0n oi.., , ~ en '· 
cos & 

1:i~t onafharDct,lijk V(in ~lkanr. 
') --~ , .. , 

·.;~ }K1)b,.,.n nL (: ,. = (1:1;,.)':. = ( x:-a).::. + 
•") 

( y-b):.:. 
,, ., ? 

::c e i:: ( cos'\.:,( + cotJ'--~ + 
? ~ 0 

:-,:odat de r,~la.ti e corJ'-,:il + co:.'l'- {;,,. + cu:/·~ :, 1 '-!;-. .::ldt. 

2 
cos ~ ) 

n k:.rn d(' bo·lcn:::t·.,1.1:dt., 1):::,ran. ter v·oorirts::lling door 0lininati1.: v,:~n (> ·-
},crl•.idcn tot tw.::l. Vi,,I'{','Cli;;;;:in __ ;,·\,,:n nl. !::-_s'-.:::: X=-1L, = .:l.'.'."'L f;;;::e). 

- - cos~ cor,ro cos~' 

,j dci;~t;; v,1 rr~,:1i.j:nng .. ,n ko:1t b .. t .-3ll;C:hts op du verhouding van de n,)i,;,­

,H.r~: acw, :: .. l,:; ;:.1.,jn ;lur: 1:.::1uivaL.nt :11.:t (le vcrg,.1lijkingen 

!::-..:'.l -· ;L--:-._-::C -- ~ ... :'."S. A - B - G wn~rbij 

COS CL::: ···7~..,,--;-, 
~ A'"" TI'- ' (.,.:::. \J + I,) "!- ,, 

r ""1 l · · ,. .. ) 
'-· .1 l: "· \ X "i ','I ·1 , ,._, '1 

i ' ' 

X - :X 
. ---~·-··-· q 

X. - y X - Z 
-- ..:,._, ____ .. 0 .• ----·-· .• .-...£ 

:.,;: .- X., 
I v 

'51"' .. - ,., I':!' '"' ,. i .; 0 ;;, ·1- ,, .. 0 

Do houi,.: ~ tus :.:..:n de ln L) 1-:1..:t richtinsscosinussen a 1 , b 1 , c 1 

en a",b 0 ,c~ voldo~t aan ,: '-· ,(.. 

Opg .. 149• Bt.n:ijD dit. 

Aarmi.jz.ing: Ch.bruik d0 proj ..:cti,1stelJ.ing v&.n pug. ·12, welko ook voor db· 

ruintc goldt ('b.:wijs?) 

D0 voor'i•.:~::i.rd,;~ voor 1oodr,.,~ht1.:, stand is a.1a~? + b 1o2 + c 1c 2 - O. 
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:H,::rci.j ~.ogon de g•~·t8.1.l,:n .. i b_i. r:\ (i=1,;2) 
(iv 1i.,jnt:.;n zij:n, 

... , .. -
.. , .. , .,, " 

,~; ,..i- .. ; ;. 

nL o::y ;~ uil OX:Y~~ en ~,t•} .l ('!<3 c('•c::ri.i.L 

x y un z 
0 1 0 C 

t; .. ,·.r-

x-ns zijn rGsp. n 1 ,o 1 on c 1 
f iiu..., ,.,. .... t .x .,, ;::. ·n ,. \ 
\ - • '· i:♦ 1 ... e () •~ ...,. A ~" (., "-'@ / 

v~n de f-~s a 2,b2 un o2 Dn van 

ae 3-RG u3 ,b 3 011 c3• 
J):1c1.r" d;._: gutn.11\ r1 ·.r.tel1t:Lt1 cor~i.r1,1r1-r,.~c;r1 ztjr: 

... 1 dn:::.r de ni~.uwe 

+ b,,,.br) + 
I .:. 

Door pro j ccti(: 

loodr,:cht op elk~ar sta~11 g0Jdt bov~nd1bn: 
t'\. ,rt. --.. 
V "'i ,., ,.~) •-

! c,_ 
+ b.,1:;. 1 

~' I 

co5rdinnt~ntrek (vsr1 

-X -- a. X + 
! 

+ V vo 

z - J. x + b, y 4 r "+ ~ j .) . ," ·3 "-' ., 0 

ver0envoudi~~n zic~ a~ ic~.mlea tot 

:.1::1t1:•ix.11ot-.:1.ti.o ·tot;· :~:.Sf3\.!.l1 

V .,.. 

" ,J 

r• 

b' I 
l1,; 

, .. 

--- X 

-... y 
-.. z 

) 
+ JC 

0 ... y 
C 

+ " ., 
C 

0}:)g. 1ri:). ,I)t:r·l~Jc'. .. _,-.:1 du vrn.:J.:td,~, "f::ll"~ d~_;t .ii.. J·I:i.r1t: l;uz~ul{\;in t.:::·:a~r.st A.A. 1 • 

1,,+~•-\y \ 't1:· .,. ·'<rt--·1'"l•"(T;0'''':·,--,1..' f,r,--,1·i"····•,--., c~-, ,,..,\,,7,·;+·ir•c/ +u.::is•un ,~·l·•r , .. 'i,.·:,·,r •• i.,,.;;,,♦ l..i•J. .1.,,.,, .. J. ... ..,'!'"_..\_, \,,' \.: ..,,.l.../(:;,-e 1.l·~,4-,.,,., \ \1 .. .,.,.,,'W,,., ·,,,. ,.;,t,.; ~-. ".,.,\,l .. ,.\,J~,..\:.••··,- V "'-• ~,.,4,_., .1,..,1,,.,l... .,.,. •. .,,4,J,,~ .... J. 

t":n, zi, .. , t;lal.) 

Scl:ri.jvcn \ ✓ i.' de coo:::·ciin:>.tt.n ho: 1.of, ,.;n ( ,:,.:'t u D.1:, vi:.:rdB C()t'irdina~:t, a:,.t~1 
, .. 

\ -7 ,!::.. da.11 w-::::rdt .~ trtJ.nDf'cz··.·10.tio: ✓~ ' lH:: 
U. I 

l:; .i 
- (; (D ("1 ,.. 

XO 

) 
..,. 

. ,, ·1 .. 
I ' 

0. ") °t)n (;_, . .., '\t y 
B L;/ f') = ·- .. ,:. ,:. 'V 

!t ~ b C •. z z z 
\ ) 3 j 0 .. . ' 0 0 • -\• l u u 

' 
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De inverse transformatie luidt 

I(; p-1 (D a1 a2 a3 ·x 

(~) 
0 

;::: = b1 b2 b3 Yo 

c1 02 CJ zo 
' u 0 0 0 1 

- juist de waarbij XO Yo z 
0 

coordinaten zijn van 0 t.o.v. het gestreepte 
- - b y stelsel nl. XO = - a X c1zo 1 o 1 o - - b y Yo = - a X c2zo 2 0 2 0 

zo = - a3xo - b y 3 0 C3Zo 

' - % Voert men na elkaar twee transformaties nl. x = A 1x en x = A2x uit 

dan is het resultaat x = (A 1A2 )x. Dus de transformatiematrix van een 

:siroduet is het product van de transformatiematrices. 

}[en kan de bovenstaande transformatieformules ook anders interpreteren 

nl. als een punttransformatie,(d.i. een afbeelding van de ruimte op 

zich zelf) waarbij aan P(x 1 y,z,u) het punt P(x,y,z 1u) wordt toegevoegd 
:; 

volgens ( x) =::S (x). 

Het is de beweging die 

ling gecombineerd). 

transformatiematrix 

Een 

s 

OXYZ in OXYZ overvoert(zo nodig met een spiege­
spiegeling t.o.v. het ~y~z -vlak heeft tot 

= 

-1 0 
0 1 

0 0 

0 0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 met det S = -1 

1 

llen ziet zo gemakkelijk de betekenis van het teken van det J3 in. 

1hjn OXYZ en OXYZ gelii.jk georienteerd ( d .i. beide rechts draaiend of 

beide links draaiend) dan is er een beWeging (zonder spiegeling) die 

OXYZ in OXYZ overvoert. Uit continuiteitsoverwegingen volgt dat voor 

~ulk een beweging met matrix B geldt det] = 1. 

Is het gestreepte stelsel anders geori~nteerd dan is de transformatie A 

op te vatten als het product van een zuivere beweging (det +1) en eun 

spiegeling (det -1), dus det B:::: -1. 
Opg. 150° Is er bij elke transformatie van bovenstaande vorm een punt 
dat op zijn plaats blijft 1 dus met P = p· ? Zo ja wanneer is dat punt 

oneigenlijk?(translatie). 

0:pg.151. Bewijs dat voor elk tweetal punten P.(x.y.z.u.) (i=1,2) geldt 
l l l l 1 

x1x2 + Y1Y2 + 2 12 2:::: x1x2 + Y1Y2 + z1 22 
2 2 2 .::. -= 2 :: : 2 - - 2 

en (x1-x2) + (y,-y2) + (z1-z2) = (x1-x2) +(y,-y2) + (z1-z2) 

·waarbij x = Bx en 

(xyz) ;::: en ( Scyzu) ; B(~)., voor A en B zie p,77, 
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§ 50. Het platte vlak. 

·:e zullen laten zien dat de punten van een plat vlak in ae ru.1mta vol­

doen aan een lineaire vergelijking en omgekeerd. 

Dus geldt 

._A _____ X 

Laat Veen vlak zijn en de e~nduidif 
bepaalde rechte l door O loodrecht 
op V met de richtingscosinussen 

a = COSo(..,, t b = co~ ' C = cos { 
snijde Vin D met CID= d. 
Beschou,, nu een willekeurig p.1.nt 
P(x,y,z) van v. Projeoteer Pop XOY 
en op OX, projecties resp. P 11 ' en Px· 
De projectie van de gebroken lijn 
OP P111 PD on 1 ia d. X • 

.d.. = xc0Sc;i1... + ycos ft> + zeos X • Di t is een lineaire vel!gelijt.'_:·1 
in x,y en z. q.e.d. Is omgekeerd A:x +By+ Cz +D:. 0 een lineaire Vt;:r­

~elijking in x, yen z (A, Ben C dus niet alle nul) dan kan men de 
coefficienten A, Ben C als richtingsgetallen van een lijn l opvatten. 
Men ziet na deling door ✓A2+B2+c2 dat de vergelijking een vlak ..L. 1 

( . -D ) voorstelt op afstand.7""'2~--:;~ van O. 
F\./A. +B +C 

N .B. de richtingc,;cosinussen :Ji?. A ,. ~ .7'"2 = ~T en ✓ 2c r 
A+B2+c ''\/A +B +C A +B2+c 

leggen op 1 een richting vast. 
'le zullen nu een willekeurig vlak met vergelijking .A.x+By+Cz+D = 0 

nader beschouwen. 
Uit het bovenstaande volgt direct, dat een lijn 1 met richtingsgetallen 
a, b enc dan en slechts dan loodrecht op V staat als a:b:c = A:B:C. 
Ui t de for11ule onderaan :pag. 76 volgt dat 1 dan en slechts dan evenwij dif 
aan Vis als Aa + Bb +Cc= O. 
Opg. 152. Bewijs dat de hoek 'P tussen l en V voldoet aan 

Aa + Bb + Cc 
s in f = ,{;_2~ + ~ ~ ~ AJA 2 + B ~ + C ~ • 

Zijn twee der getellen A ,Ben C nul bijv. A=B=O dan is het vlak 
// XY vlak. Het snijpunt met de Z-as is (O,O, =cf) 
Is ecm der getallen A,B en C nul bijv.A da11 is het vlak // x-as, zo~J.;: 
ook te zien is aan het ontbreken van de term met x .. l>e snijpunten mG:1; 

Y- en 2-as zijn resp. (O, =i,o) en (o,o, -~) 
Ala A, Ben C geen van alle nul zijn dan zijn de snijpu.nten met de as-

(-D O ) ( -Do) (0 0 -D) sen resp. --i., ,o , )'-'!°' , , ,·c · 
Is nu D=O dan gaat het vlak door O, is D F O dan ku.nnen we de ver-

gelijking schrijven ale :.fr-+ ¼ + -D = 1 • 

A B c 
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Dit wordt de vergelijking op de assen genoemd. Het is ook diroot in te 
zicn dat een vlak dat van de assen resp. stukken p,q en r afsnijdt 
(alle I 0) de vergelijking .!. + Z + _rz = 1 heeft. 

p q 
!egons de lineari tei t is de vergclijking nl. een vlalt en daar ( p10. 0), 
(O,q,O) en (O,O,r) kennclijk voldoen heeft het de gewenste snijIJUnten 
_,.:t de assen. 

l :t:t geval A = B = C = 0 en D /; 0 kan niet voorkomen tenzij we de ver~~l:·· 

1ijking homogeen als .A:x +By+ Cz +Du= 0 schrijven, waarna het resul­
taat :W. = 0 ~ordt. 
::ieraan voldoen alle onci.genlijke punt en ( en geen andere) welke het on-

J 

~igenlijke vlak vormen. 
Nemcn we dua de 0~0igenlijke elementen er bij dan kunnen we zeggen dat 
d0 ( eigenlijke of oneigenlijke) yunten van een vlak V voldoen aan een 
homogene lineaire vergelijking en omgekeerd. 

1 ILm10rs het oneigenlijke punt (a,b,c,O) ( d.i. hLt gemeenschappelijke 

punt van de lijnen met de richtingsgetallen a, b, c) ligt in V ala die 
lijnen // aan V zijn, d.i. als a,b,c,O voldoet aan Ax+ By+ Cz + Du =0 
( vergelijking van V). 

'de zullen nu de vergelijking van een vlak door drie gcgeven puntcn 

P0 (x1 ,y1 ,z1 ,u1 ) (1=1,2,3) opstellen. 
?en willekeurig punt P(x,y,z,u) ligt alleen da.n coplanair met P1(i=1,2,3) 
als er getallen A, B, C en D (niet alle nul) bestaan, dusdanig dat vol­
daan is aan 

Ax1 + By1 + Cz 1 
Ax2 + By2 + Cz2 
Ax3 + By3 + Cz3 

Dit is alleen dan het geval als 

+ Du, 

+ Du2 

+ ~3 

X: 

x, 
x2 
X3 

= 0 

= 0 

= 0 

y 

Y1 

Y2 

Y3 

z u 

z1 u1 o. = 
z2 u2 
Z3 U3 

Opg. 152 Laat ook rechtstreeks zien oat deze vcrgelijking het gevraagdc 
vlak voorstelt! 
Van de homogene vergelijking Ax+ By+ Cz +Du= 0 in x,y,z en u ziJn 
drie verschillende oplossingen (x0 ,yi,zi,u1) (1=1,2,3) bekend. ~lke op­
lossing (x,y,z 1u) is dus te schrijven a.ls 

(x,y,z,u) = A(x1y 1z,~ + JA(x2y2z2u 2) +ix3y3z3u3) waa.rbij 
~, i,Len \J niet alle nul zijn. 

Men kan A.,µ,cn)) als homogon0 coordinaten in het vlak V opvatten. 
Beperkt mon zich tot eig0nlijke punten dan worden de relatics 

x = Ax 1+ ~-Xg_+ ~xJ _ Ay1+ ,.._y2+ ~Y..l z = Az 1+.~-~2_+_;_:i 
t\+M.,+\) Y- A+JJ.,+-J /\:+-µ+ 



Elam 81 

Opg .. 153. Voldoen de puri-ten P1 (xi ,y1 ,z1. ,u1 ) (1:1,2,3,.4) a.an 
4 

l~Ki (xiyi z11 ) : 0 

dan liggen die p;1nte11 in t:i,,n Yls.k ,, 

Opg. 154. ]et vlak docir P(x 8 ,y0 ,z0 ) ..L 09 de lijn l met richtj.ngageta1-
l ( \ f \' \ en a,b,c is a x-x J+btv-y ;+clz-z , -() .., () (.~; 

Opg. ,:;.5 .. De hoek <p tuii;;en twee Ylakken v1 = A1x + B1y + c1 z + Di ,.::: 0 

( i=i, 2) is gelijk aa:n de hoek tusc:rnn de norma.len. E:r geldt: 

__!1~z__:!1 B2 _ _:_:1_G2 ··-
cos '? = --,------, .------ • 

✓ 2 2 2 "' 2 .,., 2 ~, 2 A~ +B1 +C1 ~A? ~D0 +L~ 
4 ! L ~ t-

Op,::_,;. 156. Bepaal de af ~,ta.nd v:::.n het punt P( a, b, c) tot het vlak 

Ax + :By ~- Cz ... D = O. Aanwijzing~ verschuif de oorsprong naer P en <k~ _ 

~ :1e.n Hesrrn. 

Het volume van het viervla.k ri1et als h6ekpunten 

is I --1 Yf 
:x:1 Y1 z1 11 
Xr Y2 z2 11: I 
Xj- Y,:,.i z,) - ,.::.. 

x4 Y2 z2 1 

Om di t te bewij zen nerlr.on i,r:' O!) C:at I invariant is t.o.v. de transfer-
ma ties _ 

( 0 = B \ n , voor 

1 ) zie pag 77 
Immers I = det B I 1 en :1•::t ·, - -: • 

Dit betekent dat we het assenntelsel 

dat p {D ' . \ P,, io (\;:: ) - ,/"'J,U, :;::: \ 7\..J,-.:,_,r")/ 1 .:: C 

zo 

P3 

a.2 f).3 XO) '' 
b0 bJ y 

'- 0 
c? C z "\ 

'- 3 C, 

r.· -~ 1 

mogen draaien en verschui ve:r1 

= (o,y3 ,z3 ) 1\ ;::: (x4,Y4,~\). 

1 ) De transformatieforrtl11les in het midden van pag. 77 moeten zijn: 
- - -

X - a 1 x + a,1 Y + fl,,,,., z + XO , .. J 
y :::: b 1x + b,,);l 

.;, .. 
+ b ;, 3 ~~- + \T 

...Jo 
z -· c,x + .. y ·+ c 3z + zo I 

l.2, 
-1 pag.78) en de :natrices A B on B (op moeten dan resp. warden 

c, a2 8 :x ' c· b1 c1 !:) - ;:) :~ A' b b2 b3 b2 c2 1 en 
c1 

,., 
C3 b3 C3 z '? 3 0 

0 0 ('\ {' 0 1 \..I ' 
,,_, ..,J 
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\> 

Maa.r da.n is tie inhoud gelijk aan 
0 0 0 1 

' i 
1 "' 1 =It 0 0 - 1 • I Z2•Yf z2 • I. j X4 

0 - - 1 

\ 
:3 ~3 

X4 Y4 Z4 1 

De voorwaarde I=O petekent in overeenstemming met het resultaat van 

► pag. 80, dat de vier punt en in een vlak liggen • 

. § 51. Nogmaals de rechte lijn. 

De rechte l door P (x 1 ,y1 ,z,,u1) en P2 (x2 ,y2 ,zf,u2 ) ligt in alle vlak­

ken door deze punte. Een vlak is geheel bepaald door de verhouding van 
de coefficienten v haar vergelijking. We noemen deze daarom wel haar 
coordinaten. ( vlakke coordinaten analoog met de lijnencoordinaten in hG: "::­

stuk II) .Notatie: V(1;,B,C,D) als Ax+By+Cz+Du, = 0 de vergelijking vai.. 
V is. Alle vlakken d or P1 en P2 voldoen a.an A.x: 1 + By1 + Cz 1 + Du 1 = ~J 

en Ax2 + By2 + Cz2 1 Du2 = O. Dit zijn in ABC en D twee homogene 
lineaire vergelijkingen, welke onafha.nkelijk zijn als P1 ~ P2• 
De vergelijkingen hebbc : dus ~ apossingen ( zie Elal) welke lineaire 

lcomposita zijn van twee willekeurige verschillende oplossingen 

v1<A1,B1,C1,D1) 2n V2(A2,B2,C2,D2). 

De algemene oplossing is dus V( A, B 1 C ,D) = V( A A1+ fA2 , }. B2+ ~ 2Ac 1+ ;-'-C2 , 

~D1+ µ.D2 ) afgekort V ::: AV 1 + }Jt-V2 • 

Deze vlakkenverzameling noemen we een vlakkenwaaier. De vlakken v1 en 

v2 heten de bas:.sexemplaren. Ui t het bove_nstaande is direct duidelijk 

dat elk tweetal als basisexemplaren van de waai6r gekozen mogen worden. 

~1.a.w. de waaier is door twee vlakken bepaald. 
De punten van 1 liggen in alle vlakken van de waaier i.h.b. dus in 
V 1 en v2 • 

Opg. 157. Bewijs algebrafach dat alle punten Ix y z u) ~ e(x1y1z1u 1)+ 

<S'(x2y2z2u2 ) voldoen aan V = A v1+ ~v2 als (x. ,y. z. u.) 
1 1 1 l 

voldoet 

aan Vj (i,j = 1,2). 
De lijn kan dus gogeven worden als 
de, projecterende vlalcken y = ax+b 

doorsnijding van twee vlakken (bijv. 
en z = cx+d) 
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0:pg. 158 .. Laat OJ:18ekeerd zien, dat alle punten in t1'6e gogeven (verech11-
lende)vlakken v1 en v2 voor te stellen zijn door 

(? (x1yiz1u.1) + c:J'(x2y2z2u.2)., 
We zi.en zo dat E:r in de ruimte duali tei t heerat ffelke punten en vlaklrnn 

verwi::-.1selt. De lijnen gaan in lljnen over; ze gijn zel!- -diuaal., 

Samenvattend hebbe:n we vc,cir e:i:n1 lijn de volgende voorstellingen 

1. dr., parametorvoorBtclling i!1 :puntcoordinaten 
( x ,. y , z , u ) = A { x 1 y 1 z 1 u 1 ) + y. ( x 2y 2 z 2 u 2 ) 

>. X2+ }J-X 1 AY2+ µ.y 1 
of inhomogeen x == ------· --- y = -------). + µ. , >,.+µ. 

pag. 
'75. 

2. de pe.rametervoorste: lJ.ing in vla}ckencoe>rdina ten ( vlakken.waaier) 

zie bov~n 

3. Als doorsn:i ;j , .. ing van twee vlakken 
A1x+B1y~c 1z+D 1(u) = 

A2x+B2y+C2z+D2(u) -

4. De paracle~~xvoor~telling 
X = a+ ecos 0(,. 

y -- b+ ecos {o 
,.. 
.-.:J -- C+ tCOS t 

en daaruit afgeloid 

01 zie boven 
0 

z:i.t1 pag. 76 

5. x-a___ -, J'.:::..~- = -~q zie pag. 76 
cosa.. - cos~ cost 

Di t is dus een bi j zonder geval van 3. 

6. Het geven van twee ;:unten 

~peciale gevallen zijn X=O) 
y:.-:(l 

nl. de co~rdinsatassen en 

X=a. \ 
y,,: b J 

... . . 1/ .Ll.Jn , , z-as 

is hot duale 

y-n1 ~~=0} _._,. ,, 
z:-.:0 I"\ X=v 

van 3. 

(allo 3 .. ) 

of X V Z ---·"'--·-a--b--· c (5.) lijn door oorsprong en punt P(a,b,c) of an-

ders opgevat 11: 1 door O met richtingsgetallen (a,b,c) of als de lij~ 

door Oen hc,t ::iu. t (f'l,b,c,O) 

I)e richtingsgetallt::n van de recr:te gegeven in 3. berekent men gern.akkel:Ljk 

als oplossing van de drio vergelijkingen 

• v n v•0 z+D· u = 0} .ti;A+.i.1~..,,,-,,.1 ·1 
' ! ' De richtingsgetallen zijn dus A0 x+B0 y+C 2z+D?u - 0 

'- '- '-~ 

u .. , 0 
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Elk vlak g,.rnft etm lijn als dooronijding met ht:t oneigenlijke vlak. 

Samengevat,. in hot oneigen1ijke'~~rrecl,ond(rnr-t met elke richting een 
punt (a,b,o,O) en met elk stel evenwijdige vlakke:u e.en rechte 
.A.x+By+c3..: g. Ik richting is c~h;:jwijdig a.an de vlakken a.ls Aa+:Bb+Co:.::0 1 

zij i:;taat er loodrecht opals A:B~C = a:b:c. Twee riohtingen staan 
loodrecht op elkaar al.s a .. a,)+b.1 b0 +c"'c,., = 0 ; en twee stel vlaklcen sta:-n; 

j ,... , L. I i:;'. 

loodrecht op elkaar o.J.s A1A2+B1B2+c 1c2 = O. Vat men de eerste drie 
coordinaten op als homOciene coordina.ten in Of!ll I)lat vlak, da.n komt hot 

-'.'1' dus op :neer dat lood.recht op olkaar staan hetzelfde is ala toegev· .. 
~ijn t.o.v. x2+y2+z2 = C. 

Tot nlot van deze ~ cnige s::pecio.le 
Zij gegcvon de beide· rechten 1 1 en 1 2 

+ D1u = 0 

of door 
y-y1 

= ·-b~- = 
I 

en 

+ ~y + 

+ B4y + 

Wat is de voorwaarde dut beide lijnen in een vlak liggen. 

c3z+ Du 3 
c4z+D4u 

Dit is het geval als er een :punt bests.at dat voldoet a.an v1 = 0 voor 
i= 1 , 2, 3, ~- 8'' .. u:. t 1-:an allecn als 

A .. T' r< n, 
l 

.J1 \.,, 1 
,n,-., B2 

r, 
})2 .::: "2 

:::: 0 

A3 B /"i ~) 

3 v3 j, 3 

A4 B4 C 4 
D 4 

;:: 

... -

nen kan hot ook anders zeggen. Als 1 en 1 0 in een vlalc liggen dan hnl1--1 ,:;_ 
b0n de wa£liers AV 1 + }J,,.V 2 = 0 en e V 2+ GV 3 = 0 een exemplaar geme,::l·. 

ltus voor geschikte keuze van >.')µ.,)e_\,i geldt dan Xv1+ p..v2- (lV3- (S''y4 · 
(identiek nul) dus 

>-.: 'A 'A I A1+J-'-2-C 3-G'A4 :::: 0 A1 ]1 c1 1)1 

XB1 + ,1.>.::B2- e'B3- ~'B4 :::::. 0 Hieruit volgt A2 B? C,::i D2 
'-- '--

X c 1 + µc 2 - e.· ~ 3 - d'c 4 - 0 

AD1+ .:.!D2- e·n3- <l''D4 = 0 

Opg. 159. H0c luid.t de voorwaarde in het 
nanier gogeven zijn ; en \:c::t is clan de 

Opg. 160. Hoe luidt de vergelijking van 
' 

= 
dus dat A3 B3 C3 D3 

A4 B4 C4 D4 
o.o.t 

geva1V1 1 en 12 op de tweede 
vergelijking van het vlak? 
het vlak door de lijn 

y-b1 l":-C1 =~-=-a;--
x-a2 y-b2 z-c2 

evenwij dig aan de 1ijn -- - -J3 -- = ···-- • A? - 2 C2 
'-

\7at is de afstand van beide rechten? 

0 

, .. 
u 

ii , .. r 
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§ 52. De bol. 

Alle punten P(xyz) op eon afstand R van M(a,b,c) voldoen a.an 

(x-a) 2 + (y-b) 2 + (z-c) 2 = R2 en omgekeerd. 
Alle pu.nten van een bol voldoen dua aa.n een vergelijking van de vorn 

A( x2 +y2 +z2 ) + 2Bx+2:(Jy+2Dz+E = 0. Di t is eon tweedefraadsvergelijkin .'. 
r,1et als bijzonderheid dat de coefficienten van x2 ,Y en z2 gelijk ::.,~: • 
( I 0) en dat die van xy, yz en zx nul zijn. 
2chrijven we de vergelijking homogeen ala A(x2+y2+z2)+2Bxu.+2Cyu+2Dzu+ 

2 +Eu :::0 

dan zien we dat dit gelijkwaardig is met de voorwaarde dat het opper­
vlak door fte atsolute kegelsnede x2+y2+z2 = o\ gaat. 

u = o l 
7!ij zullen nu elk twecdcgraads oppervlak door de absolute kegelsnede 
en bol noomun. Hieronder valt dan ook het geval A=O,dus 
u( 2Bx+2Cy+2Dz+Eu) = 0 d. i. een vlakkenpaar dat u=O bevat. '.1Tij noemen 

di t ecm ontaarC ,, bol. Elk vlak vormt i11et het oneigenlijke vlak samen 
dus een (ontaarde) bol. 
Ook de govallJn (x-a) 2 + (y-b) 2 + (z-c) 2 = 0 en 

(x-a) 2 + (y-b) 2 + (z-c) 2 = - R2 vallen er nu ondcr. 
In hct eerste gcval spreken we van een nulbol of puntbol, daar er 

v 
slechts een reeel punt aan voldoet. en in het tweede geval van 
imaginaire bol, daar er geon enkel reeel punt aan voldoet (mits RjO). 

J~en rochte lijn snij dt een bol i. h. a.. in twee pun ten. Imm.era door c;0-
bruik te maken van oen of andere parametervoorstelling van de recht0 
lijn bijv. 

tx = a+e cos~ 

y = b+ e cos~ 

z = c+ ecos X 

en door substitutie in de vergelijking van de bol vindt men een tweede­
graadsvergelijki :g voor de parameter (e). Ala de beide snijpunten samcri­

vallen spreckt mv1 v~n een raaklijn ( in dat punt). De raa.klijnen in ec.:n 
punt (van de bol) liggen in een vlak.loodrecht op de voerstraal. 
Bewijs: Kies het assenkruis zo, dat het punt de oorsprong is en dat 
(a,O,O) het middelpu.nt van de bol vooratelt. De vergelijking van de bol 

2 2 " · is dan x +y +4 ·-2ax = o. Een lijn door (o,o,o) geven we aan door 
X ::: ecooot-.. y = fCOS~ en Z ::: econ 1 met cos2d,. + cos2~ + cos2t = 1. 
Do snijpunton met de bol vinden we dan uit: 

e2cos2d-.. + e2cos2~ + e1'coo2~ - 2e. € COSd.. = 0., 
Du.a e = 0 ( de oorsprong) one= 2acoao.. • Het tweede anijpunt valt da.n 
en slechta dan mot O saman als (N.Ba,{O) oos<llll..=0, dua ala de reohte in 
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het YZ vlak ligt. q. u. ·1. 
-re hebbcn hior eon ( eerete) voorbeeld van oen meetku.ndige plaats van 
alle rochten di\,; aan zelcertt voorwaarde(n) voldoon. Het bovenste.a.nde 
zal in de volgendo § nogr!taals b~wezon worden. 
Het is nu. niet moeilijk d<-; vergelijking van het raakvlak in P(x0 ,y0 ,z0 ) 

aan (x-a) 2 + (y-b) 2 + (z-c) 2 = R2 op te stellen. 
De richtingsgetallen van de lijn PM(abc) zijn (x0-a), (y0 -b} .en (z0 -c) 
dus de vergclijking van het vlak door P .l. op PM is 
(x-x0 )(x0-a} + (y-y0 )(y0-b) + (z-z0 )(z0-c) = 0 

Da.ar Pop de bol ligt kan nen dit herleiden tot 
(x-a)(x -a) + (y-b)(y -b) + (z-c)(z -c) = R2• 

0 0 0 
Opg. 161. Hoe luidt de vergelijking van het raakvlak in het geval dut 
de bol gegeven is door de vergelijking: 

A(x2+y2+z2 ) + 2:Bx: + 2Cy + 2Dz + E = 0 

Opg. 162. Bewijs dat 
x2 + y2 + z2 X y z 1 
X 2+ Y12+ ·.2 

Xf•'Y 1 z, 1 1 z, 
X 2+ y 2+ z 2. x2 '¥2 z2 1 = 0 

2 22 22 
X 2+ Y3 + Z3 X3 Y3 Z3 1 ':\ 
X 2+ yl+ z 2 X4 Y4 Z4 1 4 4 

de vergelijking voorstelt van de bol door de punten Pi(xi,yi'z1) 
(i=1,2,3,4)-
Een lijn l door een will~keurig punt P(:x0 ,y0 ,z0 ) snijde de (niet ont­
aa;r:-de) bol x2+y2+z2 = R'- in de punten Q1 en Q2 , dan geldt 

::-t ::i 2 2 2 2 
PQ1•PQ2 = XO +yo +zo -R 

Bewijs: we nernen voorl de parametervoorstelling Q (x= x0 +ecoso1...., 

y = y 0 +ecos~, z = z0 +ecosx) waarbij e::= pt en cos2~+ooe~~+cos2y=1 
Substitutie in de vergelijking van de bol geeft 

(x0 + ecos«-) 2 + (y0 + ecos~) 2 + (z0 + ecos ! )2 - R2 == 

= e 2 + 2 e (x0 cosa...+y0 cos ~ +z0 cos t) + x 0 
2+y0 

2+z0 
2 -R2 = 0. 

Hieruit volgt direct de relatie 
~ ➔ 2 2 2 2 
P(J 1 • PQ2 = e1 e 2 = x0 +y O +z0 -R • De constante waarde 

x 2+y 2+z0
2 -R2 heet de macht van P t.o.v. de bol. 

0 0 
Stellen we de vergelijking van de bol B voor door B(x,y,z} = 0 dm1 

is de macht van P(x0 ,y0 ,z0 ) gelijk aan B(x0 ,y0 ,z0 ) mits de vergolij­
king van B genorueerd is_,d.w.z .. de ooef:ficUJnt van x2(y2 en z2) geli'~ ,. 

a.an 1 is. 
De meetk:undige plaats van de :punten wellte gelijke macht hebben· t.o.v. 
twee bQllen is 0en plat vlak (machtvlak van de bollen). 
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Bewijs; ala .B1 (~z) = 0 en 'B2.(,;y;z) = O de genormeerde vergelijkin!en 
van de beide bollen zijn dan geldt voor de meetkunaige plaats blijk­
baar :B1(y;z)-B2(~z)=O, dit is een linP.aire vergeli.jking (1aar de 
tweedegraada te:rmen wegvallen. 
Op volkomen analoge \li~jze alr'l i11. !1et platte vlak bij de oiricelpund&ls 
kunnen we hier de bollenbundela invoeren ala de verzameling bollen voor­
gesteld door_ A:B1(x,y,z) + JJ,.B2(x,y,z) = O. 

Opg. 163. Laat zien dat alle exe;,.plaren v1;1.n de bundel gaan door de 

doorsnijdirig va..ri. B1 en .B2 . '!lc.·t stelt die doorsnijding voor. 

Opg. 164. Bevat een bundel Lh.a. ee:n on·taard e:xem;~laar?Komen er i.h.a. 
puntbollen in voo/! Zo ja, hoeveel? 
Opg. 165. Bespreek het verband tusBen de realiteit van de doorsnijdings­
krom1e en het bestaan van iaaginaire 'bollen in de rundel. 

Daar :Ln de vergelijking van een bol 5 coefficienten homogeen voorkomen 

lku.nii-n we verzame1in()n bollen verzlnnen die lineair afhangen van 
2 ,3, 4 willekeurige bollen. !::.en zegt daarom wel dat alle bollen van de 

ruim.te een vierdimen.sionale ruimte vorNen, evenals de oirkela.van het 

:platte vlak zijn af te beelden op een d:riedimensionale ru.imte. 
') ') 

De cirkel met vergeli jking xc· +y"- -2.Ax-;!By+C ::: 0 kunnen we bi,jvoorbec ld 

met het punt (),BP) laten corres21onderen. De codrdinaten van het middel­
punt z.ijn dan blijkbaar geli,jk aan de xy coordinaten van het represen-• 

terende }JI.mt. 
Een cirkelb1.mdel cor:rospondecrt 1Jlijkbaar met een rechte ( zie parameter' 
voorstelling pag. 75 ) en 

"2. 
een cirltelnet i.tet een plat vlak ( z:te pag i:10) 

De puntcirkels vcrmen een tweede-~ 
? q 

graads oppervlak nl. ].:+Yc..-4'.~ = 0 

welke we laterals omwentelings_ 
:paraboloide zullen herkennen. 
De reijle cirkels liggen aan de ene 
en de imagine.ire a.an de e.ndere zijde 

....,. _______ X V<:l.n het oppervlako De ontaarde cir•-

kels corresponderen met het oneigen­
lijke vlak. Hieruit lezen vrn o.a. 

direct af dat elke bundel een ontaarde cirkel bevat en dat (zie fig.) 
1 1 twee np.lcirkels en dus reele en i:1aginairi~ cirlcels telt en 12 da.ar-· 
entegen alleen retile exe~plaren heeft. 
Opg. 166.. Bewijs dat de h~ek <p tussen de bollen B1 met middelpunten 
M.(a. ,b. ,c.) en stralEinR .. (i=•1,2) voldoet aan 

1 1 . 1 2 .L 2 •) 2 ,.,, 2 
n1 +n2~-(a1-a2) -(b1-b2 )~ -(o1-c2)-

cos ~ = --- -·. . . ......... --~·---··-··••-"' "'··-.-·-·-··-·· .. , .... _. 
1 2 

Opg. 167. Leidt een voor\ia,arde a.f voor loodrechte snijding van de 
bovenataande bollan. 
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Opg. 168. Geef een voorwaarde dat B1(zie opg. 165) B2 halveert. 

§ 53, Poolverwantschap. 

V!ij kunnen de(houogene) vergelijking A(x2+y2+z2 )+ 
afgekort schrijven ala x'Bx = O 

waarbij x = (V en B =(! i 0 
0 
A 
D 

D=B•. 
2:Bru. + 2Cyu + 2Dzu 

2 + Eu = 0 

In deze § zullen we echter,tenzij uitdrukkelijk anders vermeld, alleen 
gebruiken dat B een synunetrische reijle 4x4 matrix is. 
De vergelijking x'Bx = O stelt dan een (algemeen) tweedegraads opper­
vlak voor. In deze notatie lean men een plat vlak weergeven met 

• (ABcn{D = o of Ax = o 
Juist als in§ 40 bewijzen we nu de stelling: Stel P0 (x0 y0 z0u0 ) is een 
vast punt en x•Bx = 0 is de tweedegraads vergelijking van een bol 
en laten o1 en Q2 de anijpunten van een lijn 1 door P0 met de bol zijn. 
De meeth-undige plaa~s van het aan P0 toegevoegde vierde ha.rmonische 
punt t.o.v. Q1 en Q}\et platte vlak x0 'Bx = O. 
Men notmt het vlak het poolvlak van P0 (t.o.v. de bol) en P de pool van 
het vlak. Zodoende wordt aan elk punt een vlak toegevoegd f Poolcorre­
latie). De poolvlakken van de punten van een rechte l vormen een vlakke 
waaier gedragen door een rechte l'. Irmners als de punten x0 = )\xf,. y..:x: 2 
de rec:.1te 1 voorstellen dan geldt voor de pool vlakken 

x0 'Bx =).x1•Bx +µ.x 2 •~: = O. q.e.d.. 

Wegens de relatie x 1 1 Bx:2 = (x1 1 Bx2 ) 1 = x 2 1 Bx1 geldt! 
111gt P1 in het poolvlak van P2 dan ligt P2 in het poolvlak van P1• 
Hieruit volgt dat de reletie tussen l en l' wederkerig is. 
Ligt het punt P0 op de bol dan geldt: x 0 1 .Bx0 = O, dus dan ligt P0 i~ 
zijn poolvlak. Krachtens de definitie (of de algebra1sche afleiding) 
is het poolvlak in dit geval het raakvlak in P0 • Het poolvlak van het 
middelpunt is het oneigenlijke vlak. 
Opg. 169. Reken dit ook na z.aet behulp van de formu.le voor het poolvla.k. 
Opg. 170. De poolvlakken van alle punten van een rechte door het middel­
punt zijn evenwijdig. 

Opg. 171.La~t ro.eetkundig zien dat de oneigenlijk rechte van het pool-
' vlak t.o.v~ een bol van een oneigenlijk punt poolverwant is met dat 

punt t.o.v. de absolute kegelsnede(N.B. elke bol gaat door de absolute 
kegelsnede ). 

Op~. 172. Concludeer uit. bovenataande opgaven dat het raakvlak in een 
punt van de bol loodreoht staat op de verbindingslijn van dat punt m.et 
het middelpunt .. 
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.''fij zullen h1ema~er ingaan OJ" de theor1e van de po•l verwa.ntechap 
wclko in vele opzichten analoog ;11e·t d'i.e viin hot :platt.e vla1c, verder ont­
\1ikkeld ka.n word'im on we.lke eu1 bi;-Jlangrijl~ hul}'niddel is bij de klaasi­
fica tie van de twuedegraadr-1 01>pervlalcl-:c,n .. 

De rechte lijn a+ ecos,;,.. 
b+cco3~ 
c+ e. 1::os ~ 

Ruiut1:i-kromo.aen. 

en de cir kt' l 
X 
y 
z 

--
-

a+ rcos tf 
b+ :r sin~ 
C 

zijn voorbeeldon van ru1mte-kroi:1non in J)arametervorm. ·;r1j zullen hieqmder 
vorm . 1 een ruir,1te.-kromme in paramcte.t,.;verstaan eeL verzamel1ng van OQ punten 

met co<Srdina.ten x = f ( t) , y = g( t), ~?. = k( t), welke a.fhangen van 

ecn :para.Heter t. · :'ij zull(;n hi er ni0t ingaan 01, do eisen welke we a.an 

de functies f,g en h moeten atellcn. Voorlo:!:)iG veronderatellen we dat 
ze t•.veer,i.aal dif.ferEmtieerbaar zi,jn. 

l 1e raaklijn in een nunt P (x ,y ,.: ) met x :::f(t ) 
• 0 0 0 0 0 0 

y =g(t) en z =h(t) 
0 0 0 0 

is bepaald als limietsta.nd van de verbindingslijn -;:, p b .. . , 0 1 , waar lJ 

r.i (x y f'!/' 1 f ... ,.,:,·t -,r ·-ff.;. \ ~• _,.,.(t ) ·,1~ ., ·-·h(t1) 
.I. 1 ~ 1 ' 1 ' ,., 1 , \ ''""' .. , -· \ ~· 1 1 ' '1 1-0 ·1 ~- i <J 1- ) naa.r P0 nadert, 
da t wil zeggen waarbij t 1-t 0 naar nul nadert. 

De vergelijiingen van deze lijn ~ijn 

x-x y-y 1 z-z _ _Q, 
:::; -

_____ ...Q. 

X -X V -V ~~ 1-zi 0 1 o .; 1 ,., o 
due daar t 1 ➔ t 0 vinden we voor de raak­

lijn 

x:-xo 
T~7 = Dit alles is analoog met de vlakke 

krommen. Bij een ru.imte--!r:romJ.e hebben wij nog een begrip nl. het oscu­

latievlak in een pun-t zeg P 0 .. Ili t vlal!:: is gedefinieerd als de limiet­

stand van een vlak door P ,P1 on P~ (P0 analoog godefinieerd als P1 ) 
0 ~ ~ 

als P 1 en P2 beide(onafhankelif<)naa:r P0 naderen. 

Het vlal~ P 0 P 1P2 hooft tot vcrgclijl:ing 

X y z 1 
I 

XO V zo 1 
"'0 0 of 1 = "t~~ 

Y1 z ... JJl..11 
l i 

x2 Y2 z,.., 
.::: 1 

Volgens de lil.iddelwaa.rd~stelling 

g,.;schikt-e t ., tuss<m t 0 cm t tm 
I _ 1 

g en h ( t ~ t 2. ~ t,.J 0 . ,C, 

x-x y-y z-1'7 
0 0 "-o 

X -X Yo-Y1 zo-z1 o 1 0 ::::: 

x1-x2 Y1-Y2 z 1-z2 

hnbben we x 1-x0 = (tf .. t 0)f'(t1) voor 

x 1-x2 = (t;_,-t.1)f 1 (t2 ) analoog voor 

De vergelijking wordt dan (na dcling van de 2e en 3e rij reap. door 
t 1-t0 en t 2-t 1) 
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x-x y-yo z-z 0 0 

f 1 (t,) ·"" V 

g•(t1) h•(t 1) 
,., 

mot '"" ,) . 
~ t ( + ) g'(tr,) '~•(':! '\ E:'ll l v '" .I) 11 ') / 

C. ,;. ,. 

dit is te herleidcu tot 

x-:x y--y z-~~ 
0 0 0 

f'(t,) 
,..., ,., 

g'(t1) h'(t.,) 
I 

- 0 met 

f!i(t ) :-:,c~- \ -.J 

0 t.·~, h ( t 3 ) 3 " .) 

Opg. 172 Vot.,l' dit ui t bijv. door 2e rij van de 3e af te trekkc11 en ive:er 

de middelwaardestelling toe te passen. 

Hierui t volgt dat, daar t 1 ➔ t 0 en t 2 -, t 0 , do vorgelijking van het 
osculatiovlak is 

I x-x 
I o 

v-y .. 0 z-z 
0 

i f I ( t ) 
I o 

I f••cto) 

g'(to) h'(t 0 ) t'i ·- V 

g•l ( t ) h·· ( t ) 
0 0 

Opg. 17 3. .Bepaal van de ruirn.tekrom:m.e 

die punten P(t) waarvoor 

hot osculatievlak door (1,0,1) gaat. 
O:pg. 174. Buwij1:~ dat de raa.2:lijn in cen i-iunt v,m de kromrae 

een vaste hoek met de z-as hceft. 
Bewijs hctzelfde voor het osculaticvlak. Schets de kromrrHii. 

Door eliGdnatic van de para0ctcr t uit de vcrgelijkingen x=f(t) 
y:::g(t) en zc:h( t) krijgt men de krormae als doo:rsnede van twee opper­

vlakkL'T'• De eliminatic ge.:.~ft f;vef't nl. aanleiding tot twee vergelijkingen 

f(X,~ 1 z)=O,) en
0

,(x,y,z):::O. Bijv. in hat geval van een cirkel 
(x-a)'+(y-bG)-r~=o en z-c=O • 
In hot alg,:meen ku.nnen twei? opr~:rvla1:kcn ooor di~ krmm1w best 11eer gE.incen 

hebben. Bijv-. in he"t bovenstaande guval hebbon de opp. 
? r, 2 ? ') 2 ') 2 

(x-a)L+(y-b)G+z · = r-+c' en (x-a) +(y-b)~ = r ook nog de cirkel 

x=a+rcoa <p) 
y=b+rsin ff J gcmeen. 

O:pg~=115. Be1)aal de me.::.tkundig-i:: pl.aa ts ( in )S.ro.rnetcr vo:r;n) van het voet­
punt van de loodlijn ui t de oorsprong :neergE'.laten op hat osculatievla.k 

van de kromme x=oos~ 
y=s:tn 'P 
z=~ 
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. § 55 Oppervlakken. 

In bet algemeen vomen de pu.nten die aan een vergelijking l(x,1,c}.O 
voldoen een oppervlak in de ruimte. Ook hicr zullen we niet 1ngaan 
op beachouwingen over de functie F(x,y,z)=O. We zu.llen veronderstellen 
dat de partiele afgeleiden naar x,y en z bestaan. ils voorbeeld hebben 
we al gezien de bol (x-a) 2+(y-b) 2+(z-c) 2-R2=o en het platte vlak 
Ax+By+t!z+D = O. 
Ala de punten van een oppervlak gegeven zijn als . funotie van twee 

dan zeggen we dat het para.meters, dus x=f(s,t) , y=g(s,t) en z=h(s,t) 
oppervlak in parametervorm gegeveu is. Hier levert eli~atie van s,en t 
weer een vergelijking F(x,y,z)=O. 
Voorbeeld bij de bol x=a+R sinJ oos <f J 

y=b+R sin~ sin~ 
z=c+R cos 1\.1 

en bij het platte vlak 
XO+ /\ X 1 + JA,X.2 

X == --f+A +µ... 
y + .>ty1+ µ.y2 

y = Q ---1+ >. + µ, 

z o + ). z 1 + µ. z2 
z ;:: . "1+ .x·+ >-'-

Stel gegeven het punt P(x0 y0 z0 ) o:, het oppervlak F(x,y,z)=O, dan zullen 

alle ruiro.tekrorlll"len ~!~ij waarvoor geldt :{ x0 : f(t0 ) 

z=h~ t Yo- g( to) 
z0 = h(t0 ) 

en F(f(t),g(t),h(t)). = 0 (identiek int) door P gaa.n en op het opper-
vlak liggen.De raaklijn in P aan zo•n kromme is 

x-f(t0 ) y-g(t0 ) z-h(t0 ) 
--- = ·--·- = ___ , _____ _ ( = e) • In verband met de relatie 

dF o F ( ) oF ) o F ) 0 =at= ►~ .f' t + ~y• g'(t + ~z .h'(t volgt hieruit dat de 

raaklijn ligt in het vlak 

(~)o (x-xo) +t~~)o (y-yo) +(~)o (z-zo) = o. 

Dit vlak is onafhankelijk van f,g en h, het wordt het ra.akvlak genoemd 
van het oppervlak. 
Opg. 176. Leidt opnieuw het raakvlak aan de bol af. 
We zullen nu enige voorbeelden behandelen van oppervlakken 11 beachreven 
door een bewegende kromme 1'. 

Anders gezegd: voorbeelden van meetkundige plaatsen va.n de pu.nten van 
zekere krommen welke aan bepaalde voorwaarden voldoen. Deze voorwaarden 
moeten zo zijn dater 001 krommen (van de gegeven soort) aan voldoen. 
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Dat wil zeggen dat de kromm.en a.thangen van nog een paraaeter A , zodat 
een punt P va.n een kromme met parameter .>. de ootirdinaten hee:ft 
x=:f( t, A ) y:z;:g( t, A ) z=h( t, A ) ,. Eliminatie van t en >. gee:ft een ver-

gelijlcing ~ (x,y, z)=.::O welke het oppervlak vooretelt. In het algemeen 
vorm.den de punten ~ae.rvan de coordinaten a.fhangen van twee parameters 
een oppervlak .. 

Voorbeelden:A.Omwentelingsoppervlakken. 
Stel gegeven een kromme z=F( x) l 

y::O j 
Gevraagd het oppervlak beschreven door de kromme bij wsnteling om de 
z-as. Dit is dus de meetkundige :plaats van de cirkels in een vlak lood­
recht op de Z-as met middelpunt op de Z-s.s welke de kromm.e anijden. 
De vergelijking van zo 1 n cirkel is 

x=- e cos ~ l . , 2 A 
y= e sin ~ elimina tie van e en q levert z= FC\I x +y.:..). 
z= F(e) 

0pg.177• rrentel de :parabool y=O \ om de Z-as. 

x 2=2zJ 
x2 1:...2 

0pg.178. Wentel de ellips 2 -+- 2 =1 zmvel om de X-as als om de Z-as. 
a b 

Het ontstane oppervlak heet een omwentelings ellipsoide. Door wenteling 
:x:2 z2 

do hyperbool 2 - 2 = 1 om een van haar symmetrie assen ontstaan 
a C 

resp. de cppervlakken 

x2 2 z2 x2 r_ z2 
~ + ¾- - 2 == 1 en 2 - .. 2 - 2 == 1 • 
8 a C a C C 

De eerste stelt een eenbladige (omwentelings) hyperbolaide voor en de 

t,rnede een tweebladige. 1 y == 0 
Opg.179. Wentel de oirkel 2 2 z2 

( :x:-a) + z = (a/ 0) om de Z-as. 
De te wentelen kromme behoeft niet in een vlak door de as te liggen, 
zij behoeft zelfs niet vlak te zijn. Zo kunnen wij bv. de k:romme 
X=f(t), y=g(t), z=h(t) wentelen om een as door (x0 , y0, z0) met de 

richting (a,b,c). Elk punt P(t) van de kromme beschrijft een cirkel 
met de vergelijkingen 

lax+ by+ CZ= af(t) + bg(t) + ch(t) 

~x=x )2 + (y-y ) 2 + (z-z )2 = (f(t) - x )2 + (g(t) - y0 ) 2+(h(t)-z0 ) 2• 
0 0 0 0 · 

Eliminatie van t geeft dan de vergelijking van het omwenteli.ngsopper­
vlak .. Daar in de linkerleden van bovenstaande ve:rgelijkin~en de t .niet 
voorkomt zal het results.at te scr..rijven zijn a.ls 

f( \Cx:-:x:o)2 + (y-yo)2 + (z-zo)23,\ax +by+ oz))= 0 • 



Opg. 180. »ewijq,dat 

A(x2+y2+z2) + {B:l:+CJ+Dz) 2 +Ex+ Fy + Gz + H • 0 

de algU18ne vorm. 1a van een tweedegraada omwentelingeoppervlak. Ir zijn 
due C110 7 omwentelingsoppervlakken van de tweede graad. l X = a 
Ala voorbeeld wentelen we de reohtse om de Z-aa. Het oppervlak 

cy = az 

bestaat dus uit een atelsel cirkels (z. =A met a2+ A2~2.~2::e2 • 
t x2+~,2+z2,. e 2 0 

Eliminatie van A en e gee:ft als vergelijking 
2 2 

8 2 + z ~ i+ z2 = x2 + y2 + z2. 
C 

Anders geschreven 

~ ;f_ z2 
·.-z+-z-~= 
a a c 

1 herkennen we een eenbladige omwenteling~-

hyperbolofde. We zien zo dua dater rechte lijnen op dit oppervlak 
liggen, hierop komen we nog terug. l .x = 2z - 1 
Opg. 181. Wentel de kromme 2 

:r: = 4-Y + 2 
om. de X-aa. 

§ 56. Enige regeloppervlakken. 

Onder een regeloppervlak verstaan we een pppervlalc beschreven door 
een rechte lijn. Een plat vlak is een voorbeeld. Ala minder triviaal 
voorbeeld hebben we de eenbladige omwentelingshyperbolofde gehad. Gaa· 
de beschrijvende rechten door een punt, dan spreekt men van een kegel, 
en in het geval dat dat punt oneigenlijk is, van een cylinder. Bv. alle 
rechten door een punt die bovendien nog 
vormen i.h.a. een kegel, de kromme heet 
kromm.e is natuurlijk niet door de kegel 

x2 + y2 = ~2 cylinder met\x2z+ y2 : i2 

vende in de richting van de Z-as. 

een gegeven kromme snijden, 
da:n de richtkromme. De rich~­
bepaald. Eenvoudige voorbeelden: 

als richtkromm.e en met beschrij • 

<p (x,y) = 0 idem m.et \ ~(x,y) = 0 ala richtkromm.e. 

l • = o 
Is P(x0 , y0 ~ z0 ) de (eigenlijke) top en x=f(t) y-=g(t) z~h(t) de richt-

kromme dan volgt de vergelijking van de kegel door eliI!linatie van + ,,1 t 

X - X 
0 

f(t) - x0 g(t) - y0 
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Het resu.ltaat sal een bomogene functie van (x-x0 ), (7-y0 ) en (►s0 ) 

zijn, daar ze 1n bovenetaande vergelijkingen ook hoaogeen voorkomen. 
In het geval dat de top oneigenlijk is nl. (a,b,o,O) vol.gt de verge-

·lijking door eliminatie van t uit 

X - f(t} = Y - g(t) = J - h(t} • 
a b c 

Opg. 182. Bepaal de vergelijking van de kegel met top Oen de omgeschre­
ven oirkel van dr1ehoek A(a,o,o), B(o,b,o), C(o,o,c) ala richtkromme. 
Opg. 183. Bepaal de vergelijking van de cylinder met besohrijvenden 
evenwijdig aan een lijn O(o,o.o') M(2,o,3) gaande door de cirkel met 
middelpunt Men straal 2 liggend in het vlak x + z = 5. 
Opg. 184. Gegeven de ellips 

{
_( x._.-m,...2 )_2 + ( z-~) 2 = 1 

E a b 
y = 0 

gevraagd de meetkundige plaats van de toppen der kegels met E ale 
richtkromme die het vlak z=O volgens een cirkel snijden. 
Behalve de kegels en de cylinders zullen we nog enige regeloppervla.kken 
beschouwen welke beschreven warden door de rechten die drie gegeven 
krommen K1(x=f1(t1 ), y=g1(t1 ), z=h1(t1 )) (1=1,2,3) snijden. Het is 

meetkundig gema.kkelijk in te zien dat de drie krommen i.h.a. een dua­
da.nig oppervlak bepalen. De vergelijking krijgen weals volgts Laat l 
een rechte zijn door de punten P1(t1) en P2(t2 ), dus 

1 = 

l behoort tot het oppervlak ala zij de kromme K3 anijdt, d.w.z. ala er 
een t 3 beata.at zodat 

f3(t3)-f1(t1) = gJ(t3)-g1(t1) • h3(t3)-h1(t1) 
f 2(t2)-f1(t 1) g2(t2)-g1(t1) h2(t2)-h1(t 1) 

en de gewenste vergelijking ontstaat dan na eliminatie van t 1, t 2 un t 3 
uit de bovenstaa.nde (4) vergelijkingen. Bij gegeven krommen is het 
vaak mogelijk vereenvoudigingen in de berekeningen aan te brengen, zoals 
we aan enige voorbeelden duidelijk zullen maken. Ook hat geval dat een 
0£ meer van de richtkrommen niet in parametervorm is gegeven zu.llen we 
per voorbeeld a.fdoen. Het is mogelijk dat een richtkromme oneigenlijk. 
is; men spreekt dan van een richtkegel, de.ar zij bepaald 1a ala doo~ 
snijding van het oneigenlijke vlak en een kegel met de oorsprong ala 
top. 
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Ie de kromm.e gegeven door~ uaO •aarbij 'f (x,y,.r;) ho·m.ogeen is in 
~ (x,y,z).-0 

x,y en z, dan heeft de riohtkegel de vsrgelijking~(x,y,i)=O~ Is de 
richtkegel een plat vlalc dan spreelct men van een richtvlak. Ook dez,e 
gevallen zullen we met een voorbeeld toelichten., 

h:i. De richtkrommen zijn kruisende rechten, bijv. 

l \ Xz:a • l \ Y=b ., ) 4bx-)ay=5ab 
1 l Oy,:::bz' 2 cx+azi::O; e:n J. 3 l 5cx-3aza::4ac 

Fe kunnen (ien pmt op 11 aa.ngeven met P 1 ( a, b >, , c A ) en op 12 11.et 

P2(a 1t-,b,-c,""-J., De verbindingslijn is 

~ ::i. ~ = ~ -
a(1-t-.) b(A -1) c(A +~t) 

De A en ~ m.oeten nu zo gelcozen worden dat P1P2 de lijn 13 snijdt .. Op 
13 kiezen we twee punten bijv. (0,5b,4-c 1-J) en (3a,4b,5c,O). Als voor­
waarde krijgen we dan: 

a bA c). 1 

8.J-,l 

0 

b 

5b 
4b 

1 = o, of wel ( A+1)(>A+1) = 2. 
-3 

3a 0 

Met beh1..:1.lp van deze betrekking en de vergelijkingen van P1P2 lrunnen we 

), en ,u. elimineren. We hebben 

¥:-- 1 ~+u. !._X.+£.+ 1 o c_~ r. __ i.:1 _ b c _ 
= -- = ------- ~- en hieruit volgt 

A-1 >i+J.~ 2 

2(2S. + 1-) 2(A _ Z) 
A+i == s!. - 0 en p.+ 1 = c b 

!-f+~+1 ~-t+~-1 
en de vergelijking van 

het oppervlak is due 

4(~ + ~)(~ - Z) = 2(~ - Z + ~ -a c c b a b c 1)(~ - z0~ + ~ + 1) of uitgeschreven a · C 

2 2 2 
~ + ~ - ~ = 1. Het oppervlak heet een eenbladige hyperbolo:tde .. We 
a b c 

kunnen aan deze vergelijking gema.kkelijk zien dat hat oppervlak rechte 
lijnen bevat en wel twee stel van e,o1, lijnen 

<i- i) =).. (l - fl! <: + ~) = ;.>- (i - t)l 
A(~+~)= (1 + Zb) en ~(2S. - ~) = (1 + Zb) J a. 0 ' 8 C 

Elke rechte van het ene stelsel snijdt elke rechte van het andere stelsel. 
Door elk punt P van het oppervlak gaan nl .. twee rechten, van elk ste1s,;,: 
elm .. Het raakvlak in P snijdt het oppervlak volgens deze beide lijnen, 
immers het bevat de raaklijnen van alle op het oppervlak gelegen door l? 
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gs.and'e krorn.me en du.a i.h. b. de beide rechten. Daer de doorsnijding 

van de tweede graa.d moet zijn kan ze riiet n10er bevattert. 

We zullen nu neg volgent:1 een enigszins andere methode net regel­
opper·Ylak met de richtlijnen 

11 \ bx + a; : 6 en 12 l ~; : ~! : ~~ en het richtvlak V(bx c ay) 

bepalen. 

De vle.kken bx+ ay + Az; = 0 en (2x - az - ap)+ p..(2y + bz - hp) = 0 

van de waaiers reap. daor 1 1 en 12 bepalen de rechten welke 11 en 12 
snijden .. Zo•n rechte zal evimwijdig ~::ijn aa.n V ala zijn oneigenlijke 
punt 

I a ).._ I 11 ), b; i b 
I 2 p. µb-a I ' y.. b-a ~ 2 I ' I 2 

I I 

dus als (by.. + a) ( 1\ - ab) = -2a2b geldt. 

a ld + ~ I a. vo oe" a.an ol 
2~ 

A. l=aj). 
lb-a µb-a 

Eliminatie ~,an 1\ en y. geeft als vergelijking 

"bll 
2 I 

(bx+ ay + abz)(-bx + ay + abz) = a2bz(2y + bz - bp), uitgewerkt geeft 

di t ~ - 'L_ = p:i .. Dit oppervlak heet hyperboliache parabolor de .. 
a'· ~ 

~ 185. Laat ook rechtstreeks zien dat c1e hyperbolische pa.rabolo:l:de 

rechte lijnen bevat. Wat wil het zeggen dat de doorsnijding met u = 0 
ontaard is in de rechten 

= '-..-;!. - X. 
a b •"\ 'J 

en 
u. -· C• 

~.t '? 
u ·- \, ) 

Heeft dit oppervla.k nog andere 

r ichtvlakken dan bx = ay '? 

O·og_._-1§.§_. Bepaal do vergelijking van het regeloppervlak beataande uit 

alle rechten evenwijdig aan y;;:: O, welke de rechte\~:~ en de cirkel 

\ 
z ""' 0 

2 2 2 
X +y = a snijden. (Fig van Mijnheer 'iiallis) .. 

QES.:.._1~1- Bepaal het regeloppervlak met de richtl:i.jnen 

(x-a) 2 
y = li \ i y = -b \ en x = 0 l 

= r 2 j (x+e.) 2 + z2 = r 2 j z = o.~ (schaef tongewelf). 

2EB.:.._l§.Q. Bepaal de rneetkundige plaats van de raaklijnen a.an de bol 

(x-a) 2 + y2 + z2 = 1l(met a > R) welke de Z-as snijden en evenwijdig 
zij aan z = O. Rechte bolconoide. 

2£8!._!.~2• Gevraagd de vergel:l.~iking va;::1 het regelvl.ak met de richtlijnet.l 

2 3 X = t, y = t I Z = t , 
i y ~ 0 
t z = 0 en hat ri.chtvlak x = o. 

QI!~!.-l~Q. Gevra.agd het raaklijnen oppervlak van x = t, y = t 2 , z = t3. 



Elam. 97 

Ope;, 12}• Govraagd de ~eotku.ndigo plaata van do roohten welko de para­

bool x y:02PZ}loodroobt snijden on door do reohte x+;:8\1aan. 

Hoofdetuk IV. 

De viordo dimensie. (zie figuur} 

5' 57. Inleiding. 

figuur 

Het is mogelijk om met behulp van een passend gekozen axiomastelael 
een vier-dim.onsionale meetkunde op ttJ bouwen. Er moet dan natuurlijlc 
ean existontie axiom.a bij do axioma's van de drie-41laen~1onale meet­

kunde in de tran1f or bcstaan vijf punton Hulko niet allo in een drio­
dimensionale ru.imte liggen. Aangezicn do begrippen (zoale punt, vlak 
e.d.) in een abstract axioma stelsel onbenoemd zijn, is het overbodig 
am zo'n vijfde punt mot een mystiek gezicht orgens te zoeken. 
Is de moetku.ndB oenmaal opgobouwd dan kunncm we zoale wo dat ge\!end 
zijn ooHrdinaten invoeren om zodocnde tot ~en vier-dimensionale ana­
lytische meetkunde to geraken. Elk punt krijgt dan vier ooordinaten 
(of vijf homogene), enz. Door identificatie van de punton met de bij­
bahorendc co6rdinaten wordt dan t~v~ns oen model voor het a.xiomastel­
sel verkregen. Wij zullen hier do vier-dimensionale meet1runde invoeren 
als zo•n (analytisoh) model. Besohouw daartoe do matrices met 5 rijen 

en 1 kolom ( x) = ( r) ( x, y, enz. ro~le getallen) , Een klasae van even-

v 

rodigo :matrices zullen we oen punt noemen, e:n wel indien v; 0 een ei­
genlijk punt an a.ls v = 0 een onoigenlijk .. punt •. Nota~ie P(:x:,y,z,u.,v) of 
kortweg P(:x:). Onder een rcchto lijn (door P1(x1) en :e2(:r:2))verataan 
we de verza.m.ol.ing van pmten··:(x) = A (:x: 1) + JA,(x2 ). . 

Onder een plat vl.ak (door P1(x1), P2(x2) en ~3(:x:3)) verstaan we de ver­
zameling van pu.nten (x) = A(x1) + µ.(:x:2 ) + i(:x:3)., 
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Onder oen p1at hyporvlak (door P1 (x1 ), i = 1, •• ,4) verstaan we de ver­

zameling (x) • ~ A.1 (x1 ) • 
i~ 

Opg. 192. • l3ewija dat twee vlakkon elkaar in een punt snijden. 
Qpg. 193, Bewijs dat een lijn en een hypervlak elkaar in ~~n punt snijden. 
Opg. 194. Een vlak en een hypervlak snijden elkaar volgens een lijn. 
Opg. 195. Twee hypervlakken snijden elkaar vol.gens eon vlak. 
Opg. 1~§. De punten van eon hypervlak voldoen a.an een lineaire verge­
lijking, en omgokeerd. 
Een vlak is bepaald door twee ona.fhankelijke lin~aire vergelijkingen 
en een lijn door drio onafhankelijke lineaire vergelijkingen. 
Ala we ans beperken tot de eiglJlllijke pu.nten, due met v IO dan lru.nnen 
we de coijrdinaten gcnormeerd nemen door zo door T te delen. De vijfde 
coordinaat is dan altijd 1. 
De oneigenlijke punten voldoen allen aan de vorgelijking v = O. Even­
wijdigheid van lijnen en vlakken en hypervlakken kan de.n met behulp 
van de gomeenschappelijko oneigenlijke punten worden gedefinilerd. 
Opg. 197. Hoc ZOU u dit doen1 
De punten van. du rochte door P1(x 1) en P2{x2) zijn(genorm.eerd) 

= 

A ( x 1 ) + )A, ( x2 ) 
(x) = ----------

u-u 1 
= u2-u1 

en zij voldoen aan ( elindneer A en p-,) 

(dit zijn conform opg. 196 drie onafhan­
kelijke vergelijkingen). 

De verhoudingsgctallen ( :x2-x 1 ' y2-y1, z2-z1, u2-u1) noemen we de richtings-
getallen. 
Opg. 198• Bewijs dat de richtingsgetallen aa.ngevuld met oen Ode co~r­
dinaten van het onoigonlijke punt van de rechte zijn. Norm.cert men de 
richtingsgetallon (a,b,c,d) van cen rechte zodanig dat a2+b2+c2+d2=1 

dan spr0ekt men van de richtingscosinurf." De hoek , tu.seen twee rechten 
1 1 en 12 met richtingscosinussen (a.1 ,b1 ,ci,di) (i=1,2) zal voldoen a.an 

cos <:p = a 1a 2+b 1b2+c 1c2+a 1a2, de lijnon staan dus (volgens deze defini­
tie).lo~drooht op elkaar als 

a 1a 2+b1b2+c 1c2+d 1d2 = O. Dit is dus het geval ala de onoigen-

11jke punten polair verwant zijn t.o.v. het tHeedo graads opporvlak. 
2 2 2 2 

x +y +z +uv: g~Jwelko do absolute kwadriok wordt gcnoemd. 

Twee vlakken staan loodrocht op elkaar ala hun onoigenlijke lijnen toc­
gavoogd zijn t.o.v. de absolute kwadriek. Daa.r deze lijnen elkaar weder­
kerig bcpalen zien we dat door een pu.nt P juist oan vlak loodrecht op 
een gegeven vlak Vstaat(projuoterond vlak, hot snijpunt heet de pro­
jeotie van Pop V}. 
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Ook ziun W(;i dil'oct in dat ale twoo vlakktm loodri..:cht op eli:aar ataa.n 
t1lkc 11jn in hvt cne vlak loodi-·0oht S'taat op elkc lijn 1n he't. a.ndere 

vlak, d1; loodrcohte stand van twt:ti vlakkun is hier due fraaier dan 1n 
de derde dimcneie. 
Een lijn l staat loodrecht 09 t.itm hypervlak c1,... ala hot oneigenlijke 

punt van l da pool t.o.v. dt: absolute lC'n'adriak is va:11 het onoigenlijke 

vlak van ~ ,. de lijn l staat loodrocht 01> elko lijn van <1,1..., • Er is 

door een punt· P altijd el,;n lijn loodrdoht op eon hypervlak ~projoc­

terende lijn, snijpunt met oi... hout du projootie). 
Een vlak V heel loodrecht op eon hypervlak ot te staan ala er in V con 

stelsel ov~nwij dige lijnen bestaat, welke loodrech.t op o1... a ta.an. 
Onder de afstand van twee punten P1(x1,y1,z1'u1,1) en P2(x2 ,y2,z2 ,u2 ,1) 

verstaan vrn het nosi tieve getal 
P P "f ( .,,. "~--)-2-.=(-y-,,-)-2 -. (--,.,, _)_2_+_( u--u-,-2 

1 2= V a1-A2 ~ 1-~2 T z1-~2 ,- 2' • 

De ri.1eetku.ndige plaats van alle punten weJ.ke een afstand R hehbeh tot 
( ) . )2 )2 )2 )2 2 P 1 x 0 ,y0 ,z0 ,u0 , 1 1s (x-x0 +(y-y0 +(z-z0 +(u-u.0 :;:; R, hyrerbol ge-

naarn.d. :M:eetku.ndig is direct duidelijk da.t elk hypervlak door P0 de hy­

perbol volgens een bol snij dt. Deze snijbollen heten de grote bollen van 

de hyperbol. Een willekeurig hypervlak ,,nij dt de hyperbol volgens een 

kleine bol .. 

Qpg. 1~. Wat is de doorsnijding van twee hyperbollen? 

Vanzelf sprekend kwmen we hier niet verder op de vier de dimensie ingaan, 

hat bovenstaande is verre van compleet en is dan ook alleen bedoeld om 

een indruk te geven van de mogelij :heden en problemen welke er i:n dit 

soort meetkunde rijzen 

Tot sJ• t nog een kroon opgave: 
21?.f;;..:_ 200. Schri jf de inleiding van hoof dstuk 5. 
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