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[

51. Gerichto afstendeni. 1

J bttt o, cen rochte 1 een (positie~
v )richting gegeven dan kan men spruken van de gerichte af-
stand vun twee puni.n A en B (van 1). Hi.rondcr verstact men
de afstand AD als dc richiting van A naar B overconstomt met
de geceven richting en - AB als dit nict het geval is.
Eotaﬁme Ag. -
5 Uifaéu definitic volsgl onmiddellijk datv A = O en
A = - Bﬁ.

Voor dric puntin A, B c¢n C (van 1) hcbben we

4 -
AC = AB + g%

Uog.1, Bewljs dezc eigenschap.
L] 1 o ~-> 2 :TV ‘ 1 - b

ngmwﬁ Ieid AL = 0 ¢n AB = ~ DA af uit d. bovenstaande for-
o

Jeze clgonoschapnein zijn oncfhank 1ijlk van de oorspron-
kolijh gegeven richuing.

O, 3. Als A, B, C cn D vier punten op 1 zijn on als

i i

AT
H = q dan i3 & s AQ = T - d
TH 18 e T

2. Cobrdineten o do rechte lijn.

1 i i i g8 Tl S S

0

Wann.er o) oun rechte 1 cen vast punt U 0 ( nulpunt of oor-
sprong len .en positivve richting g.ogeven 1s dan is een punt U
van 1 volkom.n b wald als zijn serichte elgtand tot © bekond
is,

o e . -2

vidur de colrdinaat van P t.o0.v, U verstaat uwon up
wet dicen verstande dat men de lengiteoenhceid mecotal onvermeld
lactv, s dus 3? = x em dan is x de codrdinact van ¥ t,o.v, O
(met de em als lengte cenheid).De cobrdincat is dus een reBel
gotel (positict of nugaticfy Het punt O on de gogoven richting
{en ﬁu'lhngtn conhicid) nownt men cen codrdinatoenstelsel op de
r.cito.
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0 heeft nul tot codrdinact.

0
B I B« S-S S

pos. richting

Als P ¢n Q rusp, codrdinaten xp en xw hebben dan is
x(v

- 5 - - 5
PQ = PO + Us = da - UP = - X, (Cm),

Vanr c¢en cobrdinatun_pgtelscel wordt jecist dat verschillen-
de punten verschillende cobrdinaton hobben.,

UYanneor «r op cen roechte 1 twee codrdinatenstelsels gege—
ven zijn uet oorsprong U resp. 0‘ <n gclijh . positicve r}ch-
ting, dan heeft 1k punt P van 1 twee c?brdinaten xcnox
Nu bestaat or cen verbond tusgsen x en x , laat het punt O
de codrdinaat a hebben (t,»,v., het cirsve stelscl), dan geldt

e 2y 'T) ]
X =0 =00 + OUCP =a2a + x
Do Tormule x = a + x' heet de (codrdinaten) tronsformctic
formule van het twecde naar het ecrste stelsel,

0zg. 4. Vat is de cobrdinaten transformatic formule van het
cerste naer het twecde stelsel?

Deze formwulea otellon ons dug in staot de codrdinact t,0:v,
hoet ene gtolscl tC berckonen uwit dic t.0.,v. het wndercstilsol,
Dorg dijke formulep zullon wij gerogold ontmooton, nl,wodre .r
meorder.e cobrdintinstilscls in hoet spel zijn,

et behulp van het bouorip declverhouding kunnen wij op de
rceeht. 1ijn cobrdinatin invoeren, dic onafhankilijk zijn
vaen de lengto cenhoid,

Doefinitic ¢ Ondir de declverhouding (ABC) van dric punten
A, B ¢n C ven cun rechte verastaat men Ké 1 CB.

Ops. 5.Bewijs dat (BAC) = (4BC)T,

Lhies nu o) d¢ rechte 1 twee vasie punten A cn B cn neen als
codrdinaat voor I d¢ deulvehouding (A3D) = A

Zodoende hebben allce punten behalve B cen codrdinaat. Voor de
wuarde)div deze codrdinaat doorloo; U zic ondersiacnd. figuur,

A B
(‘ e RPESNRSI ¥ S0 .,._......_:‘..1_....,.,_”._}.“.*_ . — P ;
~ 1 ¢ negutiof 0 EEARAPRIE. 15 BE JET

positict
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Wij zullin nu do cobrdinatun transformatic formule guven
voor du overgang van het gtclsel met oorsprong O op het zo
Juist gedefinitord. stelscl, Dezo volgt uit de definitie ven
de deelverhouding.

Stel de (oude) cobrdinaat van P is x on dic van A en B

resy., & en b, den is

. Y
x = (AB?) = AP : BB = {%g§m§§

Dev transformatic terug, ook wel inverse tranaformaiiec genaamd,

v 4 - '?L j‘..,\.-p.
Juidt X = o ‘}\

Upg, 6. Buwijs dat do duvlverhouding van dric punton niet ver-
andert als mon d. punten parzallcl projuc% oI 0 wen andere
rechte, (Zio fig,) j;«

(ABC)=(ABRE)

x@ Ner

Opg. T. Gevrasgd do ccérdlnmt<n van de punten P met de elgen-
schap dat d¢ afatanden tot twee gegeven punten A on Bmot
codriinaten O ¢n 1 rusp.) zich verhouden als 2 @ 3.

Het punt D heoft nog stecds geen cobrdinaat in het
nicuwe stelsel, Sommige autvurs geven dit punt het symbool oo
als cobrdinaat, maar dit is geen getal., De mocilijkheid kan
opeelost worden door hot invoeren van homogene codrdinaten
(in het nicuwe stelscl), Stelt men nl, (ABC) = (A M) met als
definitic A6 : @B = A ¢y, of licver »BC + WA = 0, dan
corregpondeert met ¢lk punt € een paar (n)p) als men paron
met dezelfde vorhouding als identick beschouwt,

In geval C £ B is (ABC) =-% . Men kan dan p. bijvoorbecld 1
kiezen, In het guval C = B cehter, wordt po = 0 en de formule
wordt zinloos, Wel zinvol dlijft (BAC) = %%~( mits C £ A),
Wanncer men A s =1 ¢ 0 interpre toortuct pw= 0, dan wordt
de transformatic formule M ¢ = (x -~ a) s (b - x).

De inverse formule wordt x = L%\: ?gi (Bewija?).

Het howogoeen wiken van codrdincton gal ons mecr uit dergelijke
mocilijkhoedon redden of kunnen redden,

9 4, Dubbcl verhouding.
B, Cen D van ciun rechte verstaat men %ﬁ?ﬁf ‘
Gemakshalve onderstellen wij de vior punten verschillend. De
moeilijkh.den dic ontstaap, indien .r punten samenvellen, kunnen
door homoguen maken ontgaan worden,
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Hot belang van dc¢ dubbelverhouding ligt in de volgende stelling:
De dubbelverhouding van vicr punten is invoriant t.o.v. centrale
projuctic,

Bewijs, Projectocr A, B, C en D uit P op 1' e¢n nocm de beelden
#, T, T en T,

¥
‘ AL AD
SRRV (ABCD) L =
LA @ "
s \\’N - e 0 PAC w1y PAD
. \ S ¥ N - Opp 4 . Opp rab
wwmmwikf”“ }{ \\ ~ opp 1'CE ¢ ?ﬁq;j?ﬂﬁ -
AN S~ _sinae . sinad | (imcD
N S . sxn“b * sin db ( )

.
Tiun noemt i%%}%% : S%%m%% de duboaIVUrhonding (abecd) van de
lijnen a,b, ¢, en @ (do viersirual).
vok hicr kan men blj veste Ay, B en C de dubbelverhouding
(ABCP) als codrdincat voor P ncmen.Hot onderstaande figuurtje laat

zien welke wearden doeze codrdinazt acnneemt ols bijv, (ABC) = 2,

. LY /:‘ < N [j »J:B‘ 3 Y
I = " P 1 N
= o e *1 o - -t
Posv e neqatied
3 . B e
T 0 - °© 1 -2
Positie Negaticy positie i

Do volgorde van d¢ punten A, B, C ¢n D in de dubb.lvcrhouding is
vasentitel, Lr zijn X oriori 41 = 24 mogulijku rangschikkingen
van de vior punten, Deze permutatics zijn alle te verkrijgen door
oveenvolgende transpositicvs, zodat de volpende stelling ons in
gtant stelt voor clke permutatic de dubbelverhouding te berekenen
als (ABCD) gegeven is.

Stelling. Als (ADCD) = d, den i5(BACD) = (ABDC) = a4~ en

(4CBD) = 1 - 4,

Bewijs, Volgens de dofiniiic en opg. 5 is (BACD) = %%gé% éﬁﬁ?ﬁlz

= (ABDC) = d~'. Terwijl volgens opg. 3 (ACDD)= 1 - a geldt.
Dit geceft het volgende tabelletjos
(ABCD) = (B.LDC) =(DCBA) =(CDAD) = d

(ADDC) = (BACD) = (DCAB) = (CLBA) = a~

(ACBD) = (CADLB) = (BDAC) = (DBCA) =1 ~ d

(L3DB) = (CABD) = (DBAC) = (EDCA) = (1 - @)~

(LDCB) = (DABC) = (CBAD) = (BCDA) =1 = (1 - @)~ = a(a = 1)~

i

(ADBC) = (DACB) = (BCAL) = (CBDA) = (d - 1)a~"

H
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Hicrult blijkt, dat «r zeg i,h.a, verschillende waarden zijn per

viertal, In het geval d = - 1 hebben we drie waarden nl, -1, i en 2,

Iien zegt in dit (belangrijke) geval, dat ABCD harmonisch liggen,
of dat de paren. 4B ¢n CD clkaar harmonisch scheiden,

wen vierstraal met dubbelverhouding -1 hect ook harmoniseh, Zij
snijdt op elkc transv.rsacl cen harmonisch viertal uit.

Uok aan vier cvenwijdise lijnen kent men een dubbelverhouding tow,
nl, die, dic 2zij uitenijdt op ecn transversaonl.

Opg. 8. DBewijs dat deze definitie niet afhangt van de transvorsaal,

Hoofdstuk Il. Het Platt:c Vlak,

o Bt s i S e o s © 3L S B

6 5. Cobrdinatcn in het plattc vlak,

Um in het platte vlak cobrdinaten in te voeren kicgzen we twee
richte lijnen dic elkear in een punt U onder ecn hock w snijden,
Uo beide lijnen kiczen we cen positieve richting. De cne lijn
nocmen we x-as en de andere y-os, Up belde asscen zijn nu codrdina-
ten vestgelegd met O als oorsprong. Laat P nu een punt van het
vlek zijn, De projeetic van P in de richting ven de y-as op de
x-as zij P' ¢n de projectic van P in de richting van de x-as op de
y~ag zij P'', Stel de cobrdinaat van P' o, d¢ x-as is x ¢n die
van P'' op de y-08 is y, dan noemt men (x,y) de coBrdinaten van P
t.0.v. het(eschuve) assenkruis OXY.
Zodounde heeft ¢lk punt van het vlak
twee cobrdinaten gekregen, Bijv. de
coBrdinaten van O zijn (C,0), van P'!
(o,y), van P' (x,0)
Notatic: - (0,0,, P'(x,0) enz,
X Men spreckt van abseis of x-cobrdi-

naat en von ordinaat of y-codrdinaat.
Is in het bijzonder wWe 900, dan spro.kt men van rechthockige
Cartesische codrdinaton,
Door andere cobrdinaten op de assen te nemen, of door een anderec
projectiv mothode te gebruiken, verkrijgt men andere cobrdinaten-
atclesels, Ook door kromue lijnen to gebruikoen kan men codrdinct.n
invoeren, Hicrop komin w. later torug.

§6. Afstend ven tvc punten.
Met bohulp ven de cosinus regel kan men direct een formule voor

de afstand van twee punten Q(QTQQ) en B(byb,) geven, Te weten
- e ‘ - ‘N

—

AB = \\/(m1 - 52 + (uy - bg)f + 2(aq = by)(ay - b,) cos w

&
voor scheve en
AB = \/(&1 - bi)ﬂ + (o *-bq}g voor rechtu Cart.sische cobrdin



Elam 6

Daar de laatste formule veel eenvoudiger is, szullen we in het vervolg
steeds rechthoekige coBrdinaten gebruiken, tenzij nadrukkelijk anders
vermeld, Later zullen we nog meer voordeleh - zien,

Beschouw nu in het platte vlaek een oirkel met middelpunt M(a,b)
en een straal r, Voor de codrdinaten x en y van een punt P(x,Y) op
de oirkel geldt dan (x - a)? + (y - b)? punt
Omgekeerd voldoen de cobrdinaten x en y van ee\VEEJ deze vergelijking
dan ligt het punt op de cirkelomtrek., Wij ontmoeten hier een belang-
rijk principe van de analytische meetkunde, te weten het voorstellen
van een figuur door de vergelijking, waaraan de cobrdinaten van de
punten voldoen, Men gpreekt van de vergelijking van de figuur,

De doorsnijding van twee figuren bestaat dus uit die punten, waarvan
de codrdinaten voldoen aan de vergelijkingen van beide figuren,
Men vindt die punten dus door de vergelijkingen op te lossen,

De meetkundige plaats der punten waarvoor de som der afstanden
tot twee vaste punten een constante waarde heeft heet een ellips,
de vaste punten heten brandpunten, Wij zullen de vergelijking aflei-
den van de ellips met brandpunten (c O) en (—c O) Zij P(x,z) een

punt van de ellips, dan geldt \/(x - c) (x + c) =
= constant = 2a, Dus a y c¢. Verdrijving van de wortels geeft

2 2 —— -
%2 + %2 = 1, waarbij b =’w/a2 - cé. De vergelijking van de x-as is

vy = 0, zodat men als doorsnijding van de ellips en de x-as vindt
(a,0) en (~-a,0),

Opg._9. Vet is de doorsnijding met de y-as? Wat met de cirkel

x° +y° = b2 4 icz ?

§ 7. De eirkel,

o - s -

In de vorige @'vonden wij voor de vergelijking van de cirkel met
M(a,b) als middelpunt en r tot straal (x - a)2 + (y - b) = r2.
Uitgewerkt geeft dit de vergelijking

x2 + y2 - 2ax - 2by + 32

+ b2 - r° = 0, dus een vergelijking van de
vorm 12 + y2 + Ax + By + C = 0, De vergelijking van een cirkel is

dus een tweede-graads vergelijking, waarin de coBffici&nten van

x2 en y2 gelijk zijn en waarin de oco8fficient van xy gelijk aan nul is,
Omgekeerd kunnen we een tweede-graads vergelijking van de vorm

x2 + y2 + Ax + By + C = 0 schrijven als (x + {;-A)2 + (y + -LB)2 =

= %Az + iBQ ~ C en dit is een cirkel, met middelpunt (-ZA, -iB),

mits 1A% + IB? - C positief is. In het geval dat 2A% + 135 -C <O
is spreekt men toch van een cirkel,en wel van een imaginaire cirkel,
terwijl in het geval 1A% 4 %Be ~ C = 0 men van nuleirkel spreekt.

In het tweede geval zijn er geen punten die aan de vergelijking
voldoen en in het derde geval juist één, en wel (-4A, -%B), dus in

gekere zin een cirkel met straal nul,
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Opg.10. Bepaal de vergelijking van de meetkundige plaats der punten
waarvoor de afstanden tot de punten A(a,0) en B(b, 0) zich verhouden
als 2 : 3. Iz Jit een cirkel? Zo ja, wat is het middelpunt, zo nee,
hoe laat 1s het dan?

Opg.l11. Bepaal middelpunt en aard van de volgende cirkels:

18 xCay2 Bxtly4+1%=0 2% Ux°4+hy=-12x+16y+25=0

3¢ 14hx® 41 4hy° _216x-1205y-38=0

We zullen nu de vergelljking opstellen van de cirkel gaande door de
punten P1(x1yy1),P2(x2,y2) en P5(X3’y3)' De vergelijking is in ieder

geval van de gedaante A(x2+y2)+Bx+Cy+D=O
Hierin zijn A.B,C en D no;, nader te bepalen o 2
¢n wel zo, dat A(x1+y%)+Bx1+Cy1+D=O
d.w.z. zo dat P, er op ligt en natuurlijk ook A(x§+y2)+Bx2+Cy2+D=O
2.2 _
en A(Xx+y3)+BX3+Cy3+D—O,

Het punt P(x,y) ligt alirqn dan of de cirkel als deze vier homogene
verzelijkingen in vier onbekenden A,B.C eén D ¢en oplossing hebben,

dus als
x2+y2 pd y 1
SR .
5 D = 0 geldt. Men kan ook uitgaan
Xo¥¥y  Xp Vo
KAy Ry Ty T

van deze determinant en opmerken, dat het een tweedegraads vorm in x
en y 1ls, dle aan de elsen voldoet en die nul wordt voor P1, P2 en ?3
(2 gelijke rijen). Tenslotte wanneer men A,B,C en D uit de laatste
drie vergelljkingen had opgelost en in de eerste vergelijking inge-
vuld, dan had men (op een evenredigheidsfactor na) hetzelfde resul-
taat gevonden. Er kan echter ilets misgaan n.l, als de coefficient
van (x2+y2) nul 1s, we hebben dan geen twesedegraadsvergelijking. Men
noemt dit wel een ontaarde cirkel‘(of rechte 1ijn). Deze coefficient

is X, Y, 1} en de voorwaarde voor het ontaard zijn is dus
N = X5 Yo 1 A= 0, de betekenis hiervan zullen we 1n de volgende
' Xy Vs 1 paragraaf zien.

Opg.l12. Bepaal de cirkel door 1€, (0,-2),(-2,1) en (1,3)
2%. (0,0),(a,0) en (0,b).

Opg.12. Vormen de punten (-3,4),(1,-4),(4,-3) en (6,1) ecen koorden-
vierhoek en de punten (0,0),(6,0),(1,-5) en (5,1)?

Opg.l14%. Bepaal de cirkel met middelpunt (13,0) rakende aan de x-as.



§8. De_rechte lijn.

Alvorens door te gaan met de cirkels, zullen we de rechte 1lljn behande-
len. We zullen bewijzen dat de punten van een rechte lijn voldoen aan
e¢en lineaire vergelijking. ,

Om te beginnen is dit duidelijk voor een 1lijn evenwijdig aan de y-as.
Laat (a2,0) het snijpunt zijn met de x-as, dan geldt voor elk punt
P(x,y) van dic 1lijn x = a. Evenzo voor <en lijn J x-as geldt y = b als
(0,b) -het snijpuntmet de y-as is. Voor een 1lijn ldoor O niet // y-as

heeft mon, als Q(kakmmk met de x-as voorstelt, dat voor een punt P(x,y)

van 1 geldt y =1x tgg

Laat nu 1 een lijn zijn niet door O en niet // x- of y-as. Stel A(a0)

is het snijpunt van 1 met de x-as en B{0,b) dat met de y-as. Zi]

P(x,y) willekeurig ander punt van 1, dan geldt (zle opg.b)
(PAB)=(P'A'B1)=(P"A"B") (projecties

Y op x- en y-as). Er geldt echter

daar A''=B1=0

1R -
(B1a1Br)= Eor = ZX en (P"A"B")=
b-
@:%
-X b~ x -
ry = —:g‘ of Y + % = 1,

Men kan ook opmerken, dat als<p
weer de hoek met de x-ag voorstelt,

dus

"}5(0,&)

dat dan y-b = x tg @ geldt.

In alle gevallen is8 nu een linealre
vergelijking gevonden, dus een
vergelijking van de vorm Ax+By+C=0 waarbij A en B niet belde nul zijn.
De lijn is //x-as als A = 0 en //y-as als B = 0, terwijl als A # O de
hoek @ met de x-as voldoet aan - % =tg @ . In het laatste geval kun-
nen we dus schrijven y = mx+4n, m(atg.y) heet de richtingscoefficient.
Opg.15. Bewljs dat omgekeerd elke vergelijking van de vorm Ax+By+C=0
met A en B nlet beide nul een rechte voorstelt.

Een ulterst belangrijk en veel voorkomend kwestle 1s het opstellen van
de vergelijking van een rechte door twee gegeven punten P1(x1,y1) en
PE(XQ,yE). We weten nu dat het een lineaire vergellijking Ax+By+C=0 1is.
Hiervoor moet dus gelden Axx+By1+Cm0 en
Ax2+By2+CnO.

Voor een punt P(x,y) van de rechte moet dus gelden
X y o1 aangezlen de drie homogene vergelljkingen met de
Xy y1 11 =0 drie onbekenden A,B en C een oplossing hebben.
[ X2 Yo
Ock hier verkrijgen we de vergelljking door eliminatie van de coeffi-
cienten. Hier zien we de ocorzaak van het ontaarden van de cirkel, de
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drie punten liggen dan op een rechte: De ontaardecirkel is blijkbaar de
rechte door de drie punten.
Een andere vorm voor de vergelijking van de rechte door P1(x1,y1) en

. X‘—X" — y-.y" 3 o
Po(x,,9,) is e S el Om te beginnen stelt dit een rechte voor

(lineair in x eny ) en de punten P1 en P2 voldoen kenneliljk. We kunnen
dit ook rechtstreeks inzien door de invariantie van (PP1P2) bij projcc-
tie op x- en y-as. Een prettig bijzonder geval is P, = 0(00),

De boven afgeleide vergelijking van de rechte door (a,0 ), en (0,b) dus

X
a
Is van een 1lijn de richtingscoefficient m en een punt Po(xo,yo) gegeven

+ % = 1 heet de vergelijking op de assegmenten.

dan luidt de vergelijking y = m(x-x_)+y,-

o~ D - -

Opg.17. Bepaal de vergelijking van de 1ijn door 1° (0,4) en (5,1).
2% (1,1) en (1,1000.000) 3 (0,0) en (2,3) 4° (0,%) en (§.0).

coefficient 3. 2% door (0,0) met een hock van 60° met x-as! }e (3,4)
// y-as. |
Opg.19. Hoe lulden de vergelijkingen van de¢ zijden van de driehoek
(2,3), (-1,1)(4,-5)2 Wat zijn de richtingscosfficienten van de zijden?



& 9.Parameter voorstelling.

Laat gegeven zijn P1(X1xy1) en Pz(xz,yz). Wat zijn nu de coordinaten van
het punt P(x,y) op de 1ijn door P, en Py, zodanig dat (P,P,P)= A7

] e Ko tAX,
Projecteer P,P,P op x- en y-as, dan is (P PP)= A en dus x = T
_ Yo tAY,
&Venzo y = —_TTx - Deze formules gaan ook door als de lijn P,‘P2 even-

wijdlg aan een der assen is. Hier hebben we de coordinaten van een punt
van de rechte ultgedrukt in die van twee van zijn punten en een para-

meter (coordinaat op die rechte). Dit is een zgn. parametervoorstelling
van de rechte. Eliminatie van de paramet:r geeit de vergelljking van de

rechte, en dus tevens een nieuw bewljs van de llneairiteit van die ver-
gelljking.

Yi STTONP () Ook voor de punten van een cirkel
(o,b.pwﬂmmeWﬂ.wﬁﬁf%gr_ma.“ kunnen we een parameter-voorstelling
\\\\i:/; geven. Stel middelpunt van de cirkel
a g e is M (a,b) en de straal zij r. Neem
(a.,0) als parameter de hoek ¢ die de radius

met de x-as maakt, dan geldt

]

X a+r cos Q en

b+r sin ? .

il

Voor een lijn die door (a,b) gaat
en een hoek oL met de x-as maakt
geldt de volgende parameter-voorstel-
ling: x = a + P coscl
y=Db+ pslnst.
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Hier is p de perameter en tevens weer codrdinaat op de 1lijn,

De parameter behoeft niet altijd een duidelijke meetkundige beteke-
nis te hebben, Zo 1s het niet direct duidelijk,wat je parameter g
voorstelt in de voorstelling van de ellips ( 52 + 22 = 1 ) met

X =2acosqg eny="> sin Q- & E

Wij kunnen vooral bij vraagstukken vaak met vrucht gebruik maken
van parameter voorstellingen,.

s s 8 s e o e B S s S T 255 G (ot g @50 S G e S S

?10. Stellingen van Menelaos en Ceva,
Als toepassing zullen wec de stelling van Menelaos bewijzen,
een driehoek zijn en laat de lijn 1 de zijden AB, BC, en CA resp.
snijden in R (ry,r,), P (p1,p2) en Q (a4,9,), dan is
(ABR) (BCP)(CAQ) = -1.
Bewijs, Stel (ABR) = ) , (BCP) =A en (CAQ) = p dan geldt

S —

S T A et
1 1 + A rTe 1 + A

q_‘ — — q2 m el e e e als
1T + Ju 1+ p

‘01 + v a, 'b2 + N a,

r1 T o o s v I‘2 T e . e s i
1+ 1+ N

P, Q en R zullen op ecn rechte liggen als

Gt Ah 2t A
1+ A 1+ A

TS 22T S
1T+ » T+

e Rrie
1T+ Y 1T+ N

Deze determinant is gelijk aan
1 : \
a, a
1 o b, b, 1
T 0 T+ R * 172

cc Co

1

Y 1

TV OTEY 0 | :
Daar 4, B en C niet op cen rochte liggen is de tweede factor nilet
nul, De eerste factor is geclijk aan AN + 1

T+ 7T+ 700+ )
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De stelling van Ceva luidt: Als A(ajaz), B(b1b2) en 0(0102) de
hoekpunten zijn van een driehoek, S cen willekeurig punt { niet op
de zijden) en als AS, BS en €S resp, BC, CA en AB enijden in U, V
en W dan is (ABW) - (BCU) . (CAV) = 1,

Het bewijs van de stelling van Ceva vereist meer rekenwerk,

Opg._20. Bewijs de stelling van Ceva door toepassing van de stelling
van Menelaos op de drie hoeken BVC en BVA resp, met de transversalen
UA en VWC,

Wij zullen de stelling aantonen door te bewijzen dat, als Z het
snijpunt van WV met BC is, (BCUZ) = -1 (harmonisch viertal).
Daar de dubbelverhouding invariant
is t.o0.v. centrale projectie hebben we
(BCUZ) = (WVTZ) projectie op WV met
A als centrum (T snijpunt AU en VW),
en ook (WVTZ) = (CBUZ), (projectic
terug met S als centrum),
Dus (BCUZ) = (CBUZ), maar als
(BCUZ) = d, dan is (zie pag. 4)
(CBUZ) = a~', dus d = &~ end = % 1
We moeten hicr -1 hebben, daar (BCU) en(BCZ) verschillend teken hebben.
Volgens Menelaos (ABW) (BCZ) (CAV) = -1, dus door (BCU)

(BCZ)

-1
geldt (ABW) (BCU) (CAV) =1,

Opg._21. Bewijs dat z{iti.?. Lo, 2Ll b2)
4

op clke der zwaartelijnén van de driehoek A(a1,a2), B(b1,b2) en
C{c,,0,) ligt.
1172
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We zullen eerst het begrip gericht plat vlak invoeren, Hieronder
verstaan we een plativlak met een gegeven(positieve) draairichting.
Onder de gerichte hock tussen de gerichtc lijnen 11 en 12 verstaat
men de hoek, waarover men l1 in de gegeven draairichting moet
draaien om 1, met 1, (o0k qua richting) te laten samenvallen,
Notatie: < 141,
f/ N Bij een gegeven cobrdinatenstelsel
0 €+ A kicst men de positieve draamiing ge-
\ woonlijk zodanig dat de hoek tussen
N

de x-as en y-as 90° wordt.
3 \X
L
Opg._22. Bewijs dat < 1,1, + 131213 = 4141y geldt voor alle
gerichte rechten 1,, 1, 13.
Dus 1.h.b. (zie opg.2) < 144 =0en < L1, = - <114,




iam 1<

Qgg_._r?_,}. Bewijs dat, als A en B punten zijn op de gerichte 1lijn 1
QE&A‘ resp, B' de projcoties op de gerichte lijn 1', dan geldt:

L |

- '
AB = ABooad1l ,

Opg. _24.Bewijs dat dit onafhankclijk is van de positieve zin van
lenl',

Beschouw nu n punten A,, Anyeonay A, en noen 1; de-verbindings-
lijn ven Ay en As g (i=1. .n en Ay = AO).

Laat 1 een willekeurige lijn zijn, dan volgt direct uit opg. 23, 24
1 dat
on 1, da N -
Ajdy cos L1 + AjAy cos 1]+t AL posgl 1 =0
geldt, Hieruit volgt dirsct dat de projectie van een gebroken lijn

B¢ N /\3 alleen afhangt van de plaats der eindpunten.
,,if""\ Van deze eigenschap zullen we ons
P\a. vaak bedienen o.a, bij het afleiden
van de codrdinaten transformatie.
NS l formules.

}

AR A' 'A,;\
3 I3

L]
§¢12. De _hoel tussen twee rechtan

B o B s b 8 B R et L G e RS B L B e e e W § s B e e 4 W =

Onder de hoek tussen de rechten l1 en 12 verstaat men de kleinste
hoek waarover l1 in positieve richting gedraaid moet worden om met
1, samcn te vallen, Notatie < 1112.

Opg. 25. Bewijs dat < 1 12 = 180° - . 1211 en dat « 1112 = 1117 -

+ k 100, waarbij k gehee.}L.

Uit opg. 25 volgt dat #g' <11, = tg {141, = tg(g‘*:2 - M), als

Lh en (QQ de hoeken zijn die l., resp, l2 met de x~as maken,

Zijn de richtingscotffiniénten van 11 en 12 Tesp, my en m, dan geldt
dus tg <11y =2 7™  cnoctg < L1, = | MU

e -

I mym, m2'- 1y
De rechtcn zijn evenwijdig als my = M,, en zij staan dan loodrecht
0op elkaar als mym, = -1,
Zijn de vergelijkingen van de lijnen resp,
a.,x+;b1y+c1 =0 en a2x+b2y+cz=0

-1“ b - b
| _ TPy = b
dan hebben we tg 141, = :-*.19.2: n b1b2~'

Org. 26, Bewijs dat de hoogtelijnen van een driehoek door een p-
gaan,

Upg. 27. Bewijs dat de inidelloddlijncn door ecn_punt _gaan,
Opg._28.Wat zijn de hocken van de . driehoek (0,-3) (1,2) en (4,3).
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§13 Afstand van punt toi rechte,

. 30 S i B0 B T i e G it il s e B v Do s M S G S S S s B

We projucteren de oorsprong op eccn rechte 1, de projectie zij P en
dc rechte OP zij n (OP is de positieve richting),

y D¢ gerichte hoek tussenx-as en n
N zij oL, dus die tussen y-ns un n is
L - 90°,

Neem nu eun willekeurig punt Q (x,y)
op 1 (Q' is de projectie op de x-as)
De gebroken lijn 0Q'Q noemt men wel
de codrdinatentrek van Q. De afstand
- N Ogézjj d, dan geldt volgens §11

0Q' cos . + Q'Q cos(ek-- 90°) + QP cos 900 = 0B dus

X cos L+ ¥y s8in o = d, Dit is de zg. normaalvorm van Hesse,

De formule is ook corrcct als 4 = 0, hocwel dan de richting van n
nict vast ligv.

ien vergelijkingz is op de normaalvorm te brengen door deling door
~C

ET a b
a2 4 b2. zij luidt dan A]aﬁ N b? x +ﬂJ 2 Y =TT als c¢ 0

a” + b a~ + Db

¢
l \/32 + b2
Om de afstand van cen willekeurig punt
R(;vx) tot 1 te bepalen projecteren
we de cobrdinatentrek van R op n,
De projeetie van R op n 2zij R1, dan

De afstand van (@ tot de rechte is dus

o geldt
O — .S X, COS s+ ¥y, 8in .= OR, = OP + PR
<\(;T ;@ 1 1 ' 1 1
- . of PRy = X4 COS e+ yy Sin ok - d.

RP is positief als R ¢n O aan dezelfde zijde van 1 liggen, nul als R
op 1 ligt en negaticf als R en O can weerskanten van 1 liggen.
Schrijft men de vergelijking van 1 afgekort 1(x,y) = d - x sin -

~ v cos. .~ dan is de afstand i% gelijk aan 1(x1,y1)

Voor de algemene vergelijking van de rechte 1(x,y) = ax + by + ¢ =0
Hebben we RB = ‘miffﬂiziln_' ¢
Fn et
\/ﬁg + b

De vergelijking van de bissectrice van 11(x,y) = a4X + b1y + Cp

en lz(x,y) = 8,X + byy + ¢y, vindun we door de afstanden van P(x,Yy)
tot 11 en 12 gelijk te stellen., Dus

11(x,y) oy ks 1,(x,¥y) ¢y

i

N Y e B
ay + b WJQZ + by
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/2.2 2 .
of 7 + b7 1,(x,y) :’\/ag + by lg(x,y) = 0

Opg.29. De¢ bissectriccs van ecn drichoek gaan door een punt,

Opg. 30, Bereken de oppervlakte van de drienbek (1,25, i§,~%), (=1,-4).

i s gty B

& 14. Snijpuntcn van_ lijnen.

Het snijpunt van de lijncn 11(x,y) = 84X + D4y + ¢y =0 en

lz(x,y) = 8,X + b,y + ¢, = 0, vindt men door de vergelijkingen op te
lossen, We onderscheiden drie gevallen

| a b Q
18, Rang van de coB8ffici¥nten matrix A i &1 b1 is twoe,
s#r is dan een snijpunt c¢n de hoek tussen de 2 2
rechten &y ‘b1
nl, ig dan niet nul,
a, b
22
848p * D45
b 8y byoy
2”.Ling van A is één en evenals de rang van B = b
L8 Po %
8y by o
Er zijn oneindig veel oplossingen en TSRS a0 zodat de
2 2 2

lijnen identiek zijn,

3%, Rang van A is é¢én ¢n van B is twee,
De vergelijkingen zijn strijdig, dus geen snijpunt, de hoek tussen
11 en 12 is nul, of tc¢ wel de lijnen zijn evenwijdig. Ze zijn ver-

. R
gohillend daar ag = 55 = 3; .

De lijnen 1,(x,y) = 0 vn 1,(x,y) = 0 «n 13(x,y) = 83X + Dy + cy

zijn concurrcnt (hcbben gemecnschappelijk snijpunt) als de drie
vergeli jkingen in twee onbekenden ecn oplossing hebben,

l

a1 b1 Cy
Nodig is dat 8o b2 5 = 0 geldt.
8y by oy

Zijn geen twee lijnen evenwijdig dan 1s dit ook voldoende,

Gaan de lijnen 11, 12 en 13 door é¢én punt, dan is de bovenstaande
determinant nul en er bestaat dus een lineair verband tussen de
rijen, We hebben dan

,&111(x,y) + .Aglg(x,y) + X313(x,y) = 0 {voor alle x en y)
voor zekure listig gekozen Ay, A, en A3

Zijn 14 en 1, verschillend dan is X3 # 0 en 1y is te schrijven als

-2 -Ag
13(x,5) = ALy(x,y) + mly{x,y) = 0 (met 2\ = foi en x-m_fi,‘

Omgekeerd stelt elke lineaire vergelijking van de vorm
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-0 )

13(X,y) = N1, (x,y) + w1,(x,y)Veen rechte voor door het snijpunt
ven 1, en 1,, immers 1(x,y) wordt nul voor dit snijpunt, daer
1,(x,y) en 1,(x,y) det beide worden,

Men noemt de verzameling rechten voorgesteld door
)~11(x,y) + )xlz{x,y) = 0 ecen lijnenwaaier, De verhouding van

M en o is de parameter (homogene coBrdinaat)in de waaler .
De verzameling bevat cﬁ=1 rechte lijnen,

Het gebruik van een inhomogene parameter bijv, 11(x,y)-+ kly(x,y) =

= O, heeft analoge bezwaren als bij de deelverhouding; de lijn
12(x,y) ontbreekt dan in de waaier.

Opg. 31. Pepaul de vergelijking van de rechte i op de rechte
5 = y + 17 = 0 en door het snijpunt van de lijn door (%,0) en
(0,- 1/3) en de bissectrice van x- en y-as,

o et do et Bt

X -2y -6 =20 X -2y +5 =20
3x - y+4.3=0 en ook van X - y+2=0
2x + y -4 =0 2x + y -3 =20

Opg._33. Bewijs dat het zwaartepunt, het hoogtepunt en het middel-
punt van de omgeschreven cirkel van een driehoek op één rechte
liggen, (Rechte van Eulcr),

1
Upg. 34. laat H het hoogtepunt zijn van A ABC en H het spiegel-

punt van H t.,o0.v, AB. Bewijs dat de voetpunten van de loodlijnen
uit H' op de zijden collineair zijn.

Opg._35. Gegeven o ABC, waarin M het midden is van AB en N het
midden van CM en P het snijpunt van AC en BN, Bewijs dat CP = 1/3CA,

van eecn veelhoeck délen elkaar middendoor,

§ 15 Oppervlaktc van een drichoek.

o it s i S i S s i B 43 ) B O 1891 e G 5 S St

Wij zijn nu’'in stact de formule af te leiden voor de opperviakte van
een driehock met hoekpunten (A(ay,a,), B(by,b,) en Cley,c5)).

De 1ijn BC heeft tot vergelijking
X vy 1

=2
Y
o
)
s
i
(e
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De afstand van A tot BC ig dus

aq a2 1
+ b1 b2 1
Cy c2 1
§b21'2 b11§
|02 1 + ] Cy 1

De lengte van BC is gelijk aan ’\/(b1 - 01)2 + (b2 - 0532.
De oppervlakte wordt dus gelijk aan

o, 8o 1
13 | vy v, 1|
Cq o 1

e St U Mk 67 St b it B

Opg. 37. Bepaal de vergclijking van de cirkel gaande door de oor-

sprong en de snijpunten van de cirkels x2 + y2 =1 en

¥ +3% - x -y =5

Om het bovenstaande vraagstuk op te lossen behoeft men niet de
snijpunten van beide cirkels te bepalen, |
Stel C1(x,y) = A1(x2 + y2> + Byx + Cyy + Dy = 0 en

Cg(x,y) = Ag(x2 + yz) + Box + Coy + Dy = 0 zijn twee cirkels.
Beschouw nu CB(X,Y) = ,XC1(x,y) + aucz(x,y) = 0. Deze vergelijking
stelt een cirkel voor door de snijpunten P1(x1,y1) en Pg(xg,yz) van
C1(x,y) = 0 en Cz(x,y) = 0; immers deze punten voldoen ten duidelijk~
ste aan CB(x,y) = 0, Maar ook omgekecrd als 03(X,y) = A3(x2 + yz) +
+ B3x + C3y + bB = 0 een cirkel door de snijpunten van C1 en 02 is,

dan laten zich een A en een . bepalen, zodanig dat
Cs(x,y) = A Cu(x,y) =+ prz(x,y).

Als nl, P(xo,yo) een willekeurig punt 1s verschillend van P1 en P2,

dan kunnen we A en )L gzodanig bepalen dat 3\01(xo,yo) +
+ ;‘*Cg(xo’yo) = 0.
Nemen we nu voor P(xy,7,) een punt van de cirkel C3(x,y) = 0,

dan heeft deze cirkel drie punten met de cirkel :x01(x,y) + jlcz(x,y) =
= O gemeen, zodat CB(X,y) = f’(IAC1(X,y) + ;ch(x,y)) = )\01(x,y) +
+ }xcg(x,y) geldt met A = 5»}\ en M o= P JIR
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Men kan het voorganunde ook inzien door de drie vergelijkingen in
dric onbekenden:
- e
Ap8q + BB + Gy 5,

by 8y + D%+ Cp%3 =D

i
i
jowe

Ay 3q 07 By gg + CB'§3 = “DB te beschouwon,
Deze vorgelijkingen hebben nl, tweo oyplossingen
| (x% + yg),x1,y1 fn (xg + yg),xz,y2 , zodat de matrix
iA1 By Cy Dy
A2 B2 C2 DQ
A3 BB 03 D3 3 de rang twee moet hebben,
Hieruit volg: dan weer CB(X,y) = X Cy(x,y) + pColx,y).

Do verzameling ven cirkels  ACy + A C, heet een cirkelbundel.
We zagen rceds dat door vlk punt P(xo,yo) ( £ P1,PZ) van het vlak

een exemplacr van de bundel gaat,

Aengezien bovenstaonde buschouwingen zuiver algebraisch van karakter
zijn, is het volkomen incssentiecl dat de getallen X439 11%09Y0

relel zijn, zodat alle resultaten geldig blijven als we ook punten
met complixe codrdinaten toelaten., Len aanschouweli jke meetkundige
plaats hebben deze punten nict, zodat men, in geval P1 (en dus ook
PZ) imaginair is, de bundel nict meetkundig kan interpreteren als
verzameling van cirkels, dic door twee gegeven punten gaan. De
volgende § zal ons cchter redden.

Opg._38. Pas deze beschouwingen toec op opg. 37.

& 17. Mocht _van punt t.o0.v. cirkel,

i o e Gt s v s Wi s Tl ik 4 o W B B D Pk e St s B Sl W . S S

~
C{x,y) = x“ +y° +ax + by + ¢ = 0 2zij de genormeerde(de vergelijl=
king hec¢t genorme«rd als de coéffici¥nt van x2 + y2 gelijk is aan
¢én) vergelijking van de cirkel en P(xoyo) zij e.n willekeurig punt.

sen (willekeurige) lijn 1 door P snijdt C in Si(x1y1) en 82(x2y2)°
= 9
Wij zullen nu bewijzen dat PS, . PS5, = C(XOyO).

Stel de hoek tussen 1 en x-as is Q dan is

-3 - Xy - X X, - X
PS, . PS, = A0 2 0,
cos ¢ cos ¢

Schrijf nu C(x,y) 2ls (x - xQ)2 + (y - y0)2 + A(x ~ x5) + By - yp5) +

2 2 u
+ C(xo,yg) =0, dan is (x - xw} (1 + 69 )+ (x - xoﬁ)+ C(xo,yo)s 0

O(XO’YD)
Hicruit volgt dircct dat (x, - xQ) (x2 - xO) = e e QUS

1 + tgzy
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= o
PS, ., PS5, = C{x Xy O)‘ Men noemt C{xo,yo) d¢ macht van P t.0.v. C.

Iaten nu 01(x,y) = %2 4 y2 + 2, + by + 0, =0 en

2

Cz(x,y) = X% + y° + a X + boy + ¢, = 0 de genormecrde vergelijkin-

gen zijn van de¢ ecirkels 01 en CQ, dan is de me. tkundige placts ven
de punten die gelijke machten hebben t.o0.v. beide eirkels de rechte
lijn (ontaardc cirkel) 01(x,y) - Cz(x,y) = 0, Deze rechte heet de

machtlijn van belde cirkels. Nu bewijot men gehecl enaloog als in
@ 16 det als P (11,y1) en Pz(xz,yz)twea punten von de machilijn zid-.
dat zowel P els P, gelijke mrchten hebben t.0.v., 2lle cirkels van

de vorm %”“”X”“;??“ = 0 (A £ #)en ﬁmgwkbrrd

Ook in dit geval heet de verzameling 01rhﬁls een bundel,

Upg._ 39, Bewijs dat hicruit volgt dat elk punt von de machtlijn
gulijke machten heoft t.o.v, van alle cirkels van de bundel,

Opg. 40. Bewijs dat de macht van P t.0,v. ecn cirkel negatief is
als P met het middelpunt samenvalt,

Opg. 41. Bewijs dot de macht van P $.0,v. cen cirkel met middel-

punt M en siraal r gelljk is aan PM2 - rg.

Opg. 42, Bewijs dat de macht van e n punt t.0.v. een cirkel dan cn
slechts dan negaticf is 2ls het nunt binnen de cirkel ligt.

§ 18. Vervolg “"Cirkelbundels",

— g oo -

Twce cirkels 01 en 02 snijden elkaar onder een hoek van 900 alsg de

macht van het middelpunt van de ene cirkel t.o0.v. de anderec gelijk

is can het quadraat van do straal van dic cerste cirkel,

Als Cj(x,y) = (x - 31)2 + (y - b1)2—
2

- r? = 0 en Cz(x,y) = (x - ag) +

o)
- rg = 0 de cirkels
zijn wordt de voorwaarde 01(a2,b?) =

2 ) - 4ond
= v, = -Cy(ay,by) of meer symmetrisch

geschreven (a1 - a2)2 + (b1 - bz)Qx

2 2
$r.‘+r2|

Opg. 43. Bewijs dat de heek ¢ tussen de bOVLnstaande cirkels vol-

MMMMM
2

Ty + r2 - (?1~a2) ~(b1-b2)

2.

005&?3

2r1r2
01 deelt C mlddundoor als
Cy(ay,b,) = ~r2 = Cplay,by).
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e o e

C (x,y) = 0 loodrccht Baijden een bundel vormen,

045, Bewijs dat clle cirkels door P(xy,¥q), die Cy(x,y)
halveren eun bundel vornen,
o 3

Op5: 40, Dewijs dot alle cirkels dic C,(x,y) = O loodrecht snijden

on Cq(x,y) = 0 holveren cen bundel vormen.
[

i

Vpg.. 47. Bewijs dot alle cirkels die C,(x,y)
loodrecht .............

0 en Cg(x,y)

Opg. 48, Mack opg. 47 af en hoe zouw opg., 48 luiden?

Len cirlel heeft in de normaclvergelijking
x2 + y2 + ax + by + ¢ = 0 drie parameters {(er zijn cw~3 cirkels).
wen voorwaarde ols in de vra.ogstukken 44 - 40 geeft e n lineaire
verpgelijking in deze paramcters, woswege de voorwaard: lineair heot,
Door 2 lineairc voorwacrden zijn de co¥8fficiénten a, b en ¢ nict
eenduidig bepaald, macr er zijn 6K11 oplossingen die een linecair
compositum zijn von twee o, lossingen 84,y b1, Cq €N 2p, b?' o

zodat de cirkel de vorm kfj”;iwﬁf{“ = 0 krijgt.
A+
Hieruit ziet wen direct dat een bundel bepanld is door twee wille-

keurige exemplarcen, Hecoft men één lineaire voorwaarde dan zijn cr

Cygi oplossingen en men heeft als algemene oplossing de cirkel
ACy + ;¢02 + vFB
C = vommmeeenPevcinse = 0, Deze verzameling hect ven net,
PR I "V N
)\C1 + ’U‘CZ }A.Cz + \)C3
Iet net bevat de bunduls - e e Ta s en
A+ N JEWEAE
903 + A Cy

““h’:fi;uw*a met machtlijnen 01 -Gy, =0, C2 - C3 = 0 en
03 - ¢y = 0. D ze lijnen goan blijkbaar door één punt, het

machtpunt ven het net genaamd,

Opg. 50. Bewijs dat het machtpunt gelijke machten heeft t.o0.v,

.........-...

elk cxemplaar vun het net,

§ 19, Vervolg "Cirkelbundels®.

De¢ middelpunten van d¢ cirkels van de bundel met 01 = (x- a

[}
+ (y - b.é)2 - r? =0en C, = (x - a23“+ (y =¥

als basis-cXumplaren,liggen op een rechte, immcrs het zijn de punten

Aag + W 8, Aby + b,
e wramee et I . Deze rechte heet de centraal van de
A+ M ! A

bundel, Zij stact loodrecht op de machtlijn,
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Opg, 51. Bewijs dit.

Dit is in overeenstemming met het feit dat, als de cirkels 03 en
04 de cirkels C, en C, loodrecht snijden, clk exemplaar van de
bundel A 03 + iLCa "elEk exemploar van de bundel )».C1 + G,
loodrecht snijdt., De bundels noemen we orthogonaal toegevoegd.
We kunnen dus om dc¢ cirkelbundels nader te ondurzoeken, de x-as

langs de centraal en de y-as lange de machtlijn kiesgen, 01 wordt dan

(x - a)? + y2 - % = 0 en voor C, mogen we x = O kiezen, immers

)\01 + 0, = (A + Ju,)C‘1 - ;;u.((},1 - 02") = 3\0‘1 + p-x.Uitzondering?

Een bundel zij nu C, + 2xA= 0, dus A = 1 (hierdoor valt de y-os
uit) dan is de vergelijking van een willekeurig exemplaar

2 2 2

(x=-2)2 + 32 +2 Ax-12=0, of (x—a+ \)2 4+3°=

= r2 - 2a A+ ,Xz. We onderscheiden nu drie gevallen, te weten
ar,a yrenas=r,

19, a < r. De snijpunten met de y-as zijn dan re¥el nl,

P1(O, + N ré-~ éé) en PZ(O’ —‘\/rz - az).

Er zijn geen (re¥le) nulcirkels in de bundel daar

r2 -2a A+ )\2 =% - 8 4 (a - )x)z Sy 0 wvoor alle A .
De bundel bestaat dus uit alle cirkels door P1 en PQ. Basispunten,

2%, r e, In dit geval zijn do snijpunten met de y-as imaginair
of onbestaanbaar daar r° - a° < O,
sy 2zijn dan echter wel reéle nulcirkels en wel met middelpunten

: "V[;z - r%O. Dit zijn de zgn. grenspunten van de bundel.

3°, a = r . Dit is in zekere zin ecn overgangsgeval tussen
1% en 2°. De snijpunten met de y-as vallen samen in{0,0) evenals de
nulcirkels, Elk exemplaar (x — a + A )2 + y2 = (a--)s.)2 ragkt in 0
aan de y-as,

De orthogonaal toegevoegdze bundel is:

X% 4 (y - r)? - 8% 4 2 uy = 0, immers X + (y - r)2 -a° =0 snijdt

01 en y-as loodrecht evenzo y = O, Heeft de bundel dus retle basis-
punten, dan heeft de orthogonaal toegevoegde bundel redle grens-
punten (dezelfde pﬁnton) en omgekeerd. In het derde geval zijn de
belde bundels van dezelfde soort,

2

Opg. 52. Welke cirkel gact door de snijpunten der cirkels

x2 + y2 - 6x - 10y - 15 = Q0 en xz + y2

+2x + 4y - 17 = 0 en heeft
zijn middelpunt op 5x - 3y = 1 = 07 |
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?20. Raaklijn acn cirkel,

We zullen de ra:klijn bepalen in het punt (xo, yo) van de cirkel
0= (x - a)2'+ (y - b)2 - r? = 0. De rasklijn is de lijn door (xo,yo}

zodanig dat het tweede snijpunt met C samenvalt met (xo,yO). Stel
Y-V = m(x - xo) is ecn willekeurige lijn door (xo,yO) dan is

- dat snijpunt bepaald uit (x - a)2 + (y - b)2 -2 =0
¥ = Yo = ulx - x)

Daar (xo,yo) aan de eerste vergelijking voldoet kunnen we hiervoor
schrijven - -

(x - x0)2 s (y = yO)Q‘i é(xo‘— a)(x - xg) + 2(yy -0)(y - y45) =0

dit geeft na ¢liminatie van y -~ Yo

(x - xo) i(x - xo)(1-+n3) + 2(xO - a)-+2m(y0 ~'b)} =0
Xg - @

Deze vergelijking heeft twee wortels Xq als m= = ——————
yo"b

en we vinden als raaklijn (y - yo)(yo -b) + (x - xo)(xo -a) =0
Wij kunnen dit ook schrijven als

(x - a)(xy - a) + (y -a)y, -a) - r° =0

Opg. 53. Bewijs dat de raaklijn loodrecht staat op de straal nar

(x4,70)
Opg. 54. Bewijs dat Al(xxy + yy,) + Blx + x5) + C(y +y5) + D=0
2

)

de rasklijn in (xo,yo) is aan de cirkel A(x2 + y°) + 2Bx + 2Cy +

+ D=0 ( er geldt dus in ieduvr geval A(xg + yg) + 2Bxy + 20y, +

Opg. 55. Gegeven een cirkel in parameter voorstelling

X
¥

i}

a +7r cos ¢
b +T sin q) Bewijs dat de vergelijking van de

raaklijn in het punt met parameter (91 luidt:
(x - a)cos ©q + (y = b)sin ¢y =7

De rasklijnen uit eon punt aan een cirkel kan men op analoge
wijze bepalen,

Opg._56. Bepaal de rasklijnen uit (-1,7) aan de girke% x° 4 yz = 25

en uit (1,1) aan de cirkel x~ + y~ + 2y = O.
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§,21 . Poollijn en poel.

Stel C is eon cirkel met vergelijking x° + y° + 2Ax + 2By + C = 0

en P(xb,yo) zij een punt verschillend van het middelpunt, Laat de
lijn 1 door P de cirkel snijden in S1(x1,y1) en 82(x2,y2).
Gp 1 is nu een punt Q(x,y) te vinden zodanig dat (PQS182) = -1,

Wij zullen nu de meetkundige pleats bepalen van deze punten Q
als 1 om P draait,
Stel S(:g,tq) is een punt van 1 met (PQS) = (A, ) dan geldt

3 - 251 M = 2%
- At At

S ligt op C als (Ax +P‘xo)2 + (My +P.y0)2 + AAx + ,uxo)(/\+ W) +
+ BAY + uyg) (A+ ) + C(A+;L)2 =
Voor de punten S, en S, geldt echter (PQS S,) = =1 of

A A
;-L-;- + -52?- =0 als (PS;) = (A;,my) (i =1,2). Zodat de vier-

kantsvergelijking in %; (of ‘E ) tegengestelde wortels moet

hebben dwz, de co8fficidnt van A)L moet in bovenstaande vergelijking
nul zijn,
Dus xx, + yyy + Alx + X5) + B(y + ¥o) + C =0

2

Gaat men uit van (x ~a)2 + (y - b)2 - r° =0 dan vindt men

(x - a)(xO -a) + (y _a)(yo - a) - r2 -0,
Opg. 57. Ga dit na,

De punten Q liggen dus op een rechte, die blijkbaar,als P op C
ligt.de raaklijn is, Deze rechte heet de poollijn van P t.,0,v. C

#n P hiet de pool van dc rechte t.0.v, C, - et v -
Als P buiten C ligt dan is niet elk puntivan de poollijn een "punt Q"
Wegens de symmetrie in x en x, (y en yo) van de vergelijking van de
poollijn hebben we direct de stelling: Als R(xt,y1) ligt op de

poollijn van P(xo,yo) dan ligt P op de poollijn van R,
De punten P en R heten dan toegevoegd t.o.v. de cirkel,
De voorwaarde luidt:
XgXq + To¥q * A(xo + x1) + B(y0 + y1) + C=0,
Hieruit volgt direct det, als Ry(x,,y4) en Rg(x,,¥,) de snijpunten
van de poollijn van P(xy,y,) (%.0.v.C) met C zijn, de rasklijnen

in R1 en RZ door P gaan, Dit zijn immers de poollijnen van R1 en Rg.
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Men kan de poollijn dus (e2ls P buiten C ligt) opvatten als raak-
koorde. Dit geeft tevens een methode om de raaklijnsﬁ uit P aan C

te vinden. Men snijdt de cirkel met de poollijn en verbindt de snij-
punten met P. Ben pndor divcet gevolg is de

- — —— — ———

poollijn om e«n vast punt, de pool van 1,
Dit is ook gemakkelijk in te zien door de poollijnen van

) AX + ]AX AV Y
(xo,yo), (11,y1) en (\ 0 y 1 il \) te vergelijken,
A+ K A+
We mogen als cirkel x2 + y2 = r2 nemen,
De poollijnen XXy + Y¥o - r2 =0
2
XXy + yyq - T = 0
AXy + px AYq + py
1 Fo, M TR 2 zijn kennelijk afhanked: -
A+ A+
1ijk,., Zij bepalen eecn punt als X, Yo
0
X4 ¥4 ‘ Fé

dwz, als de lijn door (xo,yo) en (x1,y1) niet door het middelpunt

gaat, Gact de rechte wel door het middelpunt dan zijn de pool-
lijnen alle evenwijdig. De pool van een lijn vindt men als snij-
punt van de poollijnen van twee van zijn punten, Een lijn door het
middelpunt heeft dus geen pool.

—— s S (e St s S0 S . B et S e W

Door een bepaalde cirkel is dus een correspondentie gelegd tussen
de punten en lijnen van ecn vlak, Deze correspondentie hect
poolverwantschap, De poolverwantschap is zodanig dat med drie
collineaire punten drie concurrente lijnen corresponderen.

Er is een punt, nl. het middelpunt van de cirkel, dat geen poollijn
heeft en er zijn <7g1 lijnen die geen pool hebben,nl. alle lijnen
door het middelpunt,

— ——— _— — g

(collineaire) punten PPy, P, en Py , dan geldt
(P0P1P2P3) = (10111213). De dubbelverhouding is dus in gzkkere zin

invariant t.o.v, de poolverwantschap. .
Bgwijs:Kies de oorsprong in het middelpunt van de cirkel en kies dc
x~as zo dat geen der lijnen 1; (i = 0,1,2,3) evenwijdig daarmec is,

Noem de codrdinaten van P, weer x;,y; (1 =0,1,2,3].

Dan luidt de vergelijking van li (i = 0,...) XX; + ¥¥; - r2 = 0,
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Noem de snijpunten ven 1; met de x-as Q (i=..,...) met codrdina-
ten (qi,O) (ev..) dan geldt

2
Q= ;i . Verder geldt (10111213) = (QOQ1Q2Q3) =
| 1.1 1.1
4o =99 93 =9y X X5 X3 X5 X5 - Xy Xy - Xy
q,—qz‘q1»q3“_}t_.,_1 ’_1___1‘xz—x1'x3-x1“(PoP1PaP3)

De enige restrictie aan de vier punten opgelegd is, dat geen der
punten met het middelpunt samenvalt, We hebben irmers aan vier //
lijnen ook een dubbelvorhoudinz tosgekxexnd,De vier punten moeten
natuurlijk op één lijn liggen, en dan gasn de vier lijnen automatisch
door een punt of ze zijn alle evenwijdig.

23, Dualiteit,

Er heerst dus bijna een dualiteit in het plagte vlak in die zin,

dat met elke stelling waarin alleen de begrippen punt, rechte,
incidentie (punt op rechte en rechte door punt) en dubbelverhouding
optreden een duale stelling correspondeert, Deze stelling ontataat
door de begrippen punt en rechte te verwisselen,De zo ontstane
stelling is dan bij voorbaat bewezen, Er blijven echter uitzonde~
ringsgevallen doordat niet elk punt een poollijn en niet elke 1lijn
een pool heeft, Deze mankementen gaan we in een volgende § verhel-
pen door het invoeren oneigenlijke punten.

Lerst echter enige voorbeelden,
De figuur gevormd door vier lijnen

(geen drie door een punt) en de
(g)zs snijpunten heet volledige
vierzijde, de 4 lijnen heten de
zijden en de 6 snijpunten de hoek-
punten van de vierzijde. De (drie)
¥ erbindingslijnen van overstaande
hoekpunten heten de diagonalen van
de vierzijde.

— — ot . S i

ten met de andere diagonalen harmonisch en door elk hoekpunt scheiden
de beide zijden de diagonaal door dat hoekpunt en de verbindingslijn
(van dat hoekpunt) met het snijpunt van de andere diagonalen harmo-
nisch,

Opmerking: geen twee zijden mogen evenwijdig zijn, daar er
anders snijpunten verdwijnen.



Duaal tegenover volledige vierzijde staat volledige vierhoek.

Dit is de figuur gevormd door vier punten (geen drie op een rechte)
en de (g) = 6 verbindingslijnen., De vier punten heten de hoekpunten
en de 6 verbindingslijnen heten de zijden van de vierhoek, De (drie)
snijpunten van de overstaande zijden heten de diagonaalpunten.

Stelling: Door elk diagonaalpunt
scheiden de beide zijden de verbin-
dingslijnen met de andere diagonaal-
punten harmonisch en op elke zijde
scheiden de beide hoekpunten het
diagonaal punt (op die zijde) en
het snijpunt van die zijde met de
verbindingslijn van de andere dia-

gonaalpunten harmonisch.
g Ovg. 58. Gereven T - T .
A ABC en een punt S (niet op één der zijden) AS snijdt BC in A!,
Nz BC snijdt CA in B' en CS snijdt AP
v (S 9) in C', terwijl A" het vierde har-
! ) (hC monische punt is van BC en A',
e oyclisch B" en C",
Bewijs, bv, met behulp van Ceva en
Menelaos, dat A", B" en C" colli-
}X‘{ \i\ (AR neair zijn. De rechte door A", B"
ﬁé\(DEA me) en C" heet de harmonikaal van S

t.0.v. AB@,

Opg. 59. Dualiseer bovenstaande stelling.

Len stelling die gelijk is aan haar duale heet zelfduaal,

§ 24. Oneigenlijke elementen.
We zullen het volgende spraakgebruik invoeren: im plaats van iwee
lijnen 1 en m zijn evenwijdig of 1 en m hebben de richting gemeen,
zullen we zeggen 1 en m hebben een oneigenlijk punt gemeen,
Llke lijn krijgt zodoende één en slechts één oneigenlijk punt erbij.
Voor taan verstaan we onder punt, zowel “"gewoon" punt als oneigeralijk
punt, Ter onderscheiding zullen we de punten in gewone zin
o3 ~en4 jk noemen,
We zullen nu van enige axioma's nagsan in hoeverre zij hun geldighc-

-behouden als we de oneigenlijke punten ook in de beschouwing

betrekken,
Om te beginnen het axioma: Door twece punten gaat €én en slechts éC
rechte, Dit geldt voor twee eigenlijke punten.
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Ingeval één punt eigenlijk is en één oneigenlijk geldt het ook en
wel volgens het @g‘sﬂPoatulaat van Euclides, nl, dat door een punt
buiten een rcchte één en slechts één rechte gaat evenwijdig met

die rochte,

Ingeval beide punten oneigenlijk zijn maken we het axioma geldig
door af te spreken, dat alle oneigenlijke punten op een( oneigenlijke)
rechte zullen liggen, die we de onetgzdrlijke rochte zullun nouilen,
We zullen een “goeie ouwe" rechte weer eigenlijk noemen.

We hebben geen moeilijkheden met de beide existentie axioma's,

Llke rechte bevat minstens twee punten en er zijn minstens drie nict
collineaire punten. Het beruchte vijfde postulaat geldt echter niet
meer.VYel geldt het duale van het eerste axioma nl, twee lijnen
hebben één en slechts é¢én snijpunt, De zo ontstane meetkunde heet
projectief, omdat zij invariant is t.o.v. centrale projectie,

Wij moeten nu de tot nu toe ingevoerde begrippen nog definiercn
voor oneigenlijke punten. Het begrip afstand van A tot B krijgt geen
betekenis, als één der punten oneigenlijk is,

Het begrip deelverhouding gzullen we niet definieren voor drie onei~--
lijke punten. Zijn van de drie collineaire punten A, B en P bv.
A en B eigenlijk en P oneigenlijk, dan definieren we

(ABP) = -1, (APB) = (0,1) en (PAB) = (1,0)

Opg. 60. Bewijs dat de devlverhouding invariant is t.o.v. parallel-
projectie,

Opg. 61, Bewijs dat de stelling vom Menelaos geldig blijft als de
transversaal één of meer zijden in oneigenlijke punten snijdt.

We hebben nu tevens bercikt dat elke regle verhouding van
A en p (dus nict beide nul) als deelverhouding optreedt.
De definitie (ABCD) = (ABC) : (ABD) kan men nu aanhouden voor pun-
ten van een eigenlijke rechte.
Voor punten A, B, C en D van de onelgenlijke rechte definieren we
(ABCD) = (0OA, 0B, 0OC, OD), waarbij O een eigenlijk punt is.

Opg. 62. Bewijs dat deze definitie onafhankelijk is van de keuze van
het punt O.

De stelling dat de dubbelverhouding invariant is t.o.v. parall..-
projectie blijft geldig. Bewijs:

Gegeven A, B, CenDop 1 en A', B', C' en D' zijn de projec-
tie van O op 1'. Is O oneigenlijk dan betreft het parallelprojectie
en de stelling volgt uit de invariantie van de deelverhouding.

Zijn 1 en 1' beiden eigenlijk dan blijft er allean?ets te bewijzen,
als ¢én der punten, bv, D, oneigenlijk is. (zie figuur).
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L
We moeten nu bewijzen dat
(ABCD)=-(ABC) = (A'B'C'D').
Ve weten reeds dat

_ 8in ac , sin ad _
(A'B'C'D') = sin cb " Sindb ~

gin ac , sin ali _ sin ac , OB -

L ;bsin cb * sin 1d - Sin ob ' I
A c #0C* A0 sin ac
a "3 \C £0C.0F sin ¢t - CB ©

Opg._63. Bewijs dc overige gevallen,

Opg._64. Gegeven de recchte 1 met de eigenlijke punten A en B er op.
M is het midden van AB en M' is het oneigenlijke punt van 1.
Bewijs dat AB en IMN' harmonische paren zijn,

Opg._65. Bewijs dat dc bissectrices van een hoek de benen hermonisch
schelden.

e e W S o S S i S s s W G S St

Uit opg. 64 volgt direct dat het middelpunt van een cirkel nu een
poollijn heeft gekregen en wel dc oneigenlijke rechte. OGok een
rechte door dat middelpunt heeft thans een pool, nl. het oneigenlijke
punt van de loodlijnen. Hierdoor is de dualiteit zonder uitzonde-
ring geldig, zodat in zekere zin het onderschiid tussen punten an
lijnen hier vervalt., In de projectieve meetkunde verliezen de be-
grippen afstand en hoek hun absolute betekenis. De begrippen
incidentie en dubbelverhouding blijven echter behouden, daar deze
invariant zijn t.o0.v., centrale projectie, De oneigenlijke elementen
hebben in de projectieve meetkunde geen speciale betekenis., Zij

zijn gelijkwaardig met de eigenlijko,.

Wil men terug van de projectieve meetkunde naar de "school"-meet-
kunde, dan kan men beginnen met een (willekeurige) rechte oneigenlijk
te noemen, Lijnen heten dan evenwijdig als ze elkaar op deze rechte
snijden, Aan het "vijfde postulaat"is dan automatisch voldaan,

In de zo ontstane meetkunde, die affien heet, moet men dan nog een
geschikte maat invoeren om de Euclidische hsetkunde te verkrijgen.

§26. Homogene Cartesische codrdinaten.

e s s D G e B o st S i Bt . S S Wl o Tt VS Al o S S D W S B W o

De rechte lijn,

" We zullen de oneigenlijke elementen ook coBrdinaten geven, )
De gewone afstandscodrdinaten zijn zonder meer niet geschikt,‘éa@nf 4
met elk reBel getal al een punt correspondeert, i
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De verhoudingscoBrdinaten geven aan het oneigenlijke punt de cobrdi-
naat =1, Eén van de basispunten van het coBrdinatenstelsel heeft dan
geen codrdinast. Dit euvel hebben we in § 3 verholpen door de deol-
verhouding homogecn te schrijven. Dit kan ook met de afstandscobrdi-
naten, ‘

Zij op de reehte 1 een afstandscodrdinatenstelsel gegeven, O zij de
oorsprong en B zij het punt met codrdinaat 1. Door O en E zijn de
codrdinaten eenduidig bepaald, De codrdinaat x van een punt P van 1
is gelijk aan -(PE0)., Is P nu het oneigenlijke punt van 1, dan heeft
(PEO)alleen als we de verhouding homogeen schrijven betekenis en wel
(1,0). We vinden dus dat, als we de afstandscodrdinaat als verhouding
intcrpreteren en homogeen schrijven, ook het oneigenlijke punt een
codrdinaat krijgt.

L1k punt heeft twee getallen x en z als codrdinaat; x en z mogen

niet beide nul zijn en allen hun verhouding is essentiBel, zodat A X,
Az (A £ 0) bij hetzelfde punt horen,

Verschillende punten hebben codrdinaten met verschillende verhouding.
Voor eigenlijke punten is z £ 0, zodat men door voor A = 2'1 te
kiezen de cobrdinaten kan normeren tot %
afstandscotrdinaat,

,1 en dan is % de oude

Opg._66. Gegeven de punten A en B met codrdinaten x,,z, en Xg,2g

en een punt P met (ABP) = () y A). Bewijs dat
WXy + AXg, Bz, + )\zB codrdinaten van P zijn.

Het platte vlak,

In het platte vlak nemen we weer een rechthoekig assenkruis,
Een punt P projecteren we weer evenwijdig aan de y-as; dus vanuit
het oneigenlijke punt van de y-as op de x-as en vanuit het oneigen-
lijke punt van de x-as op de y-as, projecties re¢sp, P' en P'',
Op de x-as resp. y-as h.bben P' en P'' homogene codrdinaten,
Als P eigenlijk is, dan zijn P' en P'' beide eigenlijk en beide hebben
dus een tweede codrdinaat £ O,
Men kan het dus zo inrichten dat de tweede codrdinaat van P' gelijk
is aan die van P'', Iaat x,z de cobrdinaten van P' en y,2 die van P'!
zijn. Het punt P geven we dan de drie getallen Xx,y,z als codrdinaten.
Ook hier komt het alleen op de verhouding van X, y en 2 aan, zodat
AX, AV, }{z ook codrdinaten van P zijn, mits A# 0, Door, ingeval
P eigenlijk is, A= 271 te kiezen, krijgt men dap de oude codrdinaten
terug.
Een oneigenlijk punt P heeft oneigenlijke projecties P' en P'',
Deze projecties bepalen P nigt, hivrvoor.ia.nog e.n richting nodig,
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Stel dat P het oncigenlijke punt is van de rechte ax = by (verge-
lijking in oude codrdinaten)., We geven P dan de coBrdinaten

Ab, Aa,0 (M £ 0), zodat de nieuwe codrdinaten ook aan de vergelijking
voldoen,

Opg, 67. Wat zijn de cobrdinaten van het oneigenlijke punt van de x-as
resp, y-as?

$27. Homogene vergelijkingen.

——— —

Het is gemakkelijk na tc ganan dat de punten van de vigenlijke rechte
met de oude vergelijking ax + by + ¢ = O codrdinaten hebben gekre-
sen die voldoen aan ax + by + ¢2 = O

0.g, 68, Voer dit uit,

Voor de punten van de oneigenlijke rechte geldt z = 0, zodat we
mogen zeggen, dat de punten van een rechte altijd voldoen aan een
linocaire homogene vergelijking ax + by + cz = 0,

De restrictie a en b niet beide nul sluit juist de oneigenlijke rechte
uit,
De vergelijking van de ellips van pag. 6 wordt voor homogene codrdi-

. 2
naten: 52 N 32 - Zz= 0.
a

b
Deze vergelijking ontstaat door in de oude vergelijking voor x in te
vullen % en % voor y en daarnea met z2 te vermenigvuldigen,

Voor punten met een z A0 geeft dat niets nieuws, maar onder omstan-

digheden kunnen er ook oneigenlijke punten aan de nieuwe vergelijking
voldoen, Deze laten we dan ook tot de voorgestelde meetkundige plaats
behoren,

952_1 "

= 2Z ,
a2 b2

lectkundig stellen deze puntcn de asymptotische richtingen voor,

Is nl. (a, b, 0) een punt dat voldoet aan de vergelijking

f(x,y,z) = 0, dan zullen de punten (2, b, € ) tot de kromme naderen
als ¢ tot nul nadert, Meetkundig wil dit zeggen, dat de punten

% ’ % (in afstandscobrdinaten) relatief dicht bij de kromme liggen,
Als g naar nul gaat dan worden de cobrdinatun van deze punten
willekeurig groot.

Opg._T70, Maak de vergelijking x3 + y3 = 3axy homogeen,
Wat zijn de asymptotische richtingen?
Folium van Descartes,
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§>28. De_isotrope punten.

De homogene vergelijking van de cirkel luidt x? + y2 + 2Axz + 2Byz +
+ ﬁzz = 0. OSnijding met =z = 0 levert x2 + y2 = 0.

De oneigenlijke punten zijn dus imaginair, Zij zijn voor alle cirkels
gelijk, Het zijn de imaginaire punten I(1,i,0) en J(1,-i,0), 2ij
worden de isotrope punten of cirkelpunten genoemd, Omgekeerd, indien
een kromme voorgesteld door een tweedegraads vergelijking met re®le
coéffici¥nten door de isotrope punten gaat, dan is dit een cirkel,

2 2 2
Laat 244X + 2&12xy + a5y + 2a13xz + 2323yz + 8397 = 0

de vergelijking zijn, Substitutie van (1,1i,0) levert:
dus daar aij regel 844 = 8y €N a,, = 0.

Dit zijn juist de cirkelvoorwaarden van pag,b.

Als 844 = 8yp = O, dan is de cirkel ontaard, De kromme is dan
z(2a13x + 2323y + a33x) = 0, dus het lijnenpaar z = 0 en

(2a13x + 2323y + 3332) = 0. Twee concentrische cirkels hebben nu

ook een machtlijn nl. z = O, Immers als C, = (x - a)2 + (y - b)2 +

- r% = 0 en 02 = (x - a)2 + (y - b)2 - rg = 0 de cirkels zijn, dan

. 2 2y 2
is Cy -C, = (r2 - r1)z .
AC1 + uC

At e
een verzameling concentrische cirkels een ontaarde bundel,

De cirkel 2

= 0 heeft ook a,b als middelpunt, Men noemt

Opg.71, Bepaal de asymptotische richtingen van de krommens:
xy = a° , x(x2 + yz) = a(x2 - y2) (strophoide) en

(x -y - 2)2(X -y -5) +3x -y -1) (x+ y)2 =0

—— i S 0 it o B i Yt S B W i S et S S S s S S B o

Stel er zijn in het platte vlak twee rechthoekige Cartesische cotrdi-
natenstelsels XOY en X0Y gegeven. Llk punt P heeft dan twee stellen
codrdinaten (x,y) en (7,y). Wij zullen nu de transformatie formules
opstellen,

Stel U heeft de cobrdinaten (a,b)
en 4X'X-= A, terwijl %i'XY =
= XX = 90°. ‘

Projecteer OP en 0 0 0 P'P op
X-as en Y-as, Dan krijgt men

X=2a+ X cos XX +y cos YX = a +
+ X CcOS oL+ ¥ cos(YX + XX): a +
+ X cos oi.— ¥ sinwen
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y:b+§EoosH+§cosYYzb+icos(XX+H)+§cos (Y% + XX +
+ X¥) =Db + X co8 90 —ok + ¥ cos (-90 - o4+ 90) = b + ¥ ginoL+ § cosct.
De transformatie formules zijn dus:
X=X cosot -3y sinal + a
X sin o+ ¥ cos > + b, Mocht bij het tweede stelsel
270° zijn dan geldt x = X cosoc + y sin < + &
'y ?sin&-:?cosdmb} ,
deze formules ontstaan door § door -§ te vervangen,

y
S XY

1
fl

i

Opg. 72, Bewijs dat bij scheefhoekige stelsels met %{XOY = w en

{XGY = w g\eld‘b
X =X cosc{_ + 7 cos (G +in)
¥y=Xcos (W=WwW) + 7 cos (lo+d-w) en leid hieruit bovenstaande

formules af,

Speciale gevallen zijn de verschuiving van het assenkruis,
dus met oL = 0O,

X=X+ a

y=y +0Db en de zuivere draaiing met 0 = 0
X = X COSol ~ Y sin et

¥y = X sin + § cos

De transformatie formules voor homogene codrdinaten luiden

X = X CO8 o + ¥ 8in o+ Za
Yy = X sinex+ ¥ cos o<+ Zb
Z = E

Deze formules kan men met de matrix notatie beknopter schrijven, nl.

b'e cosok ~oincl a X X
(y): (sin;u, cos el b). (?) = A (S'r)
Z 0 O 1 f/ E .Z-

Men noemt A de traneformatiematrix, Deze legt de transformatie vast,

Opg. _73. Bereken de cobrdinaten van O t.o.v. het nieuwe stelsel,
Leid hieruit de transformatie formules af van het oude naar het
nieuwe stelsel,

Opg. 74. Wat is de inverse matrix van A? vergelijk deze met de uit-
komst van de vorige opgave, ‘

Ook in het geval van de zuivere draaiing kunnen we de matrix
notatie gebruiken, Deze luidt

X) - (cos oL =s8in ok)(i)
(y sin o cos A/ \¥Y De matrix is orthogonagl,
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dus 3
( =B (? ) , Hanrvdlst hierdit ditanBiis sfamfdfunsice:
matrix ¥enrIOY noar XOY.is.,
Opg._15. Bewijs .
( COS mo -—sinuu‘)(cos?i -8in .6) (onn(m-& ) ~Sin(ol+ R‘))

sin oo coso./\ginf cos [» sin(al+ Q) cos( o+ (b)/,

ST B

Opg. 76. Bewijs dat

X, X, x3 cos & ~gind allXy X 13 | X, 12 Xy
Yy Y, ¥y | = |sinst cosx bI|F T, 5'3 =¥ Ty §3 als
| 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1
Xy cos L  ~sinoL a Xy
y; 1= | sinw cosck b ii .
1 0 0 1/ \1
Y P (1 ) _.?f,:/(_L . Hieruit kan men gemakkelljk bewijz.
altYa) 5Ys
&"*-~-,{"é dat X4 X, 13
5&? (X.y,) % I1 Jo T3 gelijk is aan
: wl v Y
X 1 1 1
O A de oppervlakte van A Py (11 ,y1)

P (xa,yz) P (x3,y3). Immers door ge-—
schikte keuze van het assenstelsel kan men berelken, dat de cobrdinaten
(a,0), (v,0) en (0,c) worden, Men heeft dan

X X x3 a b O
3 Yy Yo V3| = 410 0 o] = %c(b - a) = opp aP1P2P3 .
1 1 1 1 1 1

Ook kan men nu gemakkelijk aantonen dat de rechte voorgesteld wordt dnnr
een lineaire vergelijking in de codrdinaten,
-y Taat 1 de rechte zijn., Vergelijking
y\ t,o.v., X0Y 4is x =0,
De transformatie luidt (zie figuur)
X = x cosek + ¥ sinot - @
¥ ==X sinel + y coso
De vergelijking van 1 is dus
x cosel + y sinel -~ 4 = O,
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De transformatieformules van de vorige paragraaf bevatten de codrdina=-
ten van één punt t.o.v, verschillende‘stelsels. Men kan ze ook anders
opvatten, nl, als verband tussen de eodrdinaten van verschillende pun-
ten P(x,y,z) en P(X,¥,Z) t.o.v, hetzelfde stelsel bv, 0XY.

Zo opgevat defini¥ren de transformatieformules een zgn, Punttransfor-
matie, Een transformatie van de vorm

X = X cost - ¥ sine + aZ
¥ =X sinet + § coss= + bz heet beweging,
Zz = E

Het is de beweging die het kruis XOY met X0Y laat samenvallen,

Opg._T7. Welk punt is aan zichzelf toegevoegd bij bovenstaande trans-
formatie?

QEgL_Z§. Wanneer is het punt van de vorige opgave oneigenlijk?

Een beweging is bepaald door de transformatiematrix, De matrix

van twee na elkaar uitgevoerde bewegingen met matrix L rocp, B !
ioreBp. 7 L.

Opg._T79. Bewijs dat dit weer een beweging is,

De transformatie gedefini®crd door de matrix
cosd —gine @
(sinoL coset b ) waarin (@ 0, heet gelijkvormigheidstransfor-
0 0 C
matie, Ook deze transformatie laat de oneigenlijke rechte invariant,

Qggl_§9. Laat door bovenstaande gelijkvormigheidstransformatie
&Py P,Py overgaan in £>P1P2P3, bewijs dan dat

opp AP1P2P3 =el‘opp QP1P2P3 .
Opg._81. Als P, en P, als boven overgaan in P, en P,, bewijs dan dat

Zowel de beweging als de gelijkvormigheidstransformatie voeren
colldniaire punten over in colliniaire punten en dus rechte lijnen

in rechte lijnen, Ook worden cirkels in cirkels overgevoerd,

— . Lt ot

De hoek tussum twaerrachten is ook fmeuriant,
Laten nl.(a1,b1,0) en (az,bz,o) de oneigenlijke punten zijn van de
rcechten, dan voldoet de hoek @ tussen de beelden van deze rechten aan
a4 a, a4 aQ{ ay 8
T8 -7z = ) - il = tg9Q
a1_~b% cosal -sln:j a, -Ej a, —bﬂ
2

15, a sin  cos B, & b, a.

coSol =-sina

sinea cCOS
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waarbij P de hoek tussen de rechten is,

De transformaties heten daarom hoektrouw, Corresponderends figuren bij
cen beweging heten congruent en bij een gelijkvormigheidstraneformatie
heten ze gelijkvormig,

i o S e Qs s

Een geheel ander soort transformatie is de inversie,
Laat gegeven zijn een vast punt O en een willekeurig getal k,
Meetkundig definidren we de inversie als de puntiransformatie die aan
elk punt P het punt P' op de rechte OP toevoegt zodanig dat
6% . 5?' = k, Aan het punt O wordt geen punt toegevoegd evenmin als
aan een oneigenlijk punt, Wordt aan P het punt P! toegevoegd, dan wordt
blijkbaar aan P' weer P toegevoegd, Dit wil zeggen dat, ale men de
transformatie tweemaal toepast, elk punt aan zichaelf wordt toegevocgd
(identieke transformatie), Een transformatie met deze eigenschap
heet involutorisch,
Om de transformatieformules voor de inversie af te¢ leiden kiezen we
eern. rechthoekig assenkruis met de oorsprong in O, Het beeid van
P(x,y) 2zij P'(x',y'). Dan geldt S —
T k = OP « OP' of wel

k _ 6?' xl z“!

y

, dus

' FTRF =
§ x' = —gEo on ' = gl

x“+y x4y

Opg. 83. Maak deze redenering in orde als x = 0 of y = 0,

De inverse transformatie die wegens het involutorische karakter
identiek is met de transformatie gzelf luidt dus

x = _kx' y = ky!

x! + yl xl + y!
Het beeld van de rechte ax + by + e = 0 is
gkx‘ 5+ QREY‘_Z + ¢ = 0 of na vermenigvuldiging mesv
x' + y' xl + y'
x'2 + y'2 2 2 :
o(x'® + y'“)+ akx' + Bky' = 0

Hicruit zien we dat als de rechte niet door O gaat (dus ¢ £ Q) het
becld een cirkel door O is. Gaat de rechte wel door O dan blijft hij
invariant,

Het beeld van een cirkel (x2 - yz) + 2Ax + 2By + C =0 1is

k2 4+ 2Ax' + 2By' + C(x' + y'2) = 0, Dit is als de cirkel niet door
0 gaat weer een cirkel, Gaat de cirkel wel door O, dan is het beeld
een rechte, Dit volgt natuurlijk ook weer uit het involutorisch
karakter van de inversie,
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Het beeld van de rechte 1 = x cosct + ¥y #inoe -~ & = 0 is de cirkel
C = d(x2 - y2) - kX cosX ~ ky sinw = 0 door O met middelpunt
M‘k CO8 ok, k aineﬁ>

’

De 1ijn OM staat loodrecht.op 1,

2d 24 In de figuur is het geval getekend
) Y dat k>0, De cirkel Kex2+y°—k=0
heet de inversiecirkel, daar alle
punten ervan invariant zijn,
(5//)— >( In de figuur liggen P1 en P2 als

snijpunten van 1 en C op K.

Stel beelden van de gerichte 1lijnen
1, en 1, (snijpunt P) zijn de cirkels
01 en 02. De hoek tussen C1 en 02

is dan gelijk aan de hoek tussen de
raaklijnen in P' (let op de richting)
en deze is het tegengestelde van de
hoek tussen de raaklijnen in O, welke
gelijk is aan 9:1112. Hieruit volgt
dan dat de hoek tussen de krommen K1
en K2 gelijk is aan het tegengestelde
van de hoek tussen de beeldkrommen

K; en Ké. De inversie heet daarom
tegengesteld hoektrouw,

Raken K, en K, elkaar in P, dan raken K} en Ké elkaar in P°',

Opg. 84. Het beeld van een cirkelbundel (net) is weer een bundel (net).

Opg._83. Gegeven ecn cirkel G, een rechte 1 en een punt P, Gevraagd

een cirkel door P rakend aan C en aan 1,
Een duidelijk beeld van de inversie
krijgt men door de stereografische

+ projectie, Dit is de centrale projec-
tie van een bol op een ragkvlak vanuit
het diametrale punt van het raakpunt.
Reehten van het vlak gaan over in cir-

kels door het projectiecentrum (noord-—
pool) en cirkels gaan over in cirkels,
/ Bij inversie(met het raakpunt als cen-
trum en geschikte macht)wordt de dbol

—— " o i o W ) i T

dat zal zijn "ook een", Na Bundel gelieve men in te lassen: De ortho-
gonaal toegevoegde bundel is de lijnenwaaler door het middelpunt, Bij

bestaat uit louter ontaardc exemplaren. Zij heet daarom een ontaarde
cirkelbundel,
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gespiegeld t.0,v, de grote cirkel evenwijdig aan het vlak,

St Bt e . ot o . e, B S s W P G

We zullen thans een ander soort cobdrdinaten invoeren, Fixeer in het

Platte vlak een gerichte rechte p, poolas genaamd, met een punt O,

Oorsprong genaamd, er op en een positieve draaizin,

Stel P is een punt (£ 0), De rechte OP denken we ons zo gericht dat

r=0P>» 0 is, De gerichte hoek POP noemen

we @ . Het punt P is nu bepaald door
T en Q. Deze grootheden heten de pool-
cobrdinaten van P (t,0.v. het gegeven
stelsel), O krijgt de codrdinaat

> r =0 en q willekeurig,

De codrdinatentransformatieformules tugsen een re schthoekig Cartesisch
codrdinatenstelsel en een poolcodrdinatenstelsel met dezelfde oor-
sprong en x~-ags als poolas (draaizin zodanig dat XOY = 900) zijn

r ="¥ JC2 + y2 en q? = bg cos X = bg sin—————-—l—-»-——-,
\[ X2 4y2 A /xz +y2

terwijl X =T cos Q@ en y=rsing .
/ De vergelijking van de reehte
Ao 4 1l = x coSoL+y sinow - d = 0 wordt

/. in poolcodrdinaten

(P r cos gcosch+ r sin @ einos - d =0

3 N 22 gus .r cos(q-—d‘v) = d,
- e cirkel met middelpunt
M( ¢ 00s ok, P sin &) en straal R krijgt in poolooordlnaten de vergelij--
king (r cos ¢- pcos ok,) + (r sin ¢ - GS:Lnd») R2 = 0 of anders
geschreven 4 e - 2re cos(xe ~-L) = 0,
De transformatieformules voor de inversie (met centrum O en macht k)

v _ K S
r - en ‘P._q).

Met poolcodrdinaten laten zich de eigenschappen van de vorige §,

worden in poolcodrdinaten

gemakkelijk bewilijzen,
Opg. _85. Voer dit uit,

Opg._86. Schets de krommen r = a sin @

= 6a sin 3(.P

en r2= a2 cos 2 Qp

Opg. 87. Hoe luiden deze vergelijkingen in rechthoekige codrdinaten?

2 4 4

0pg._88. Hoe 1luidt (x° + Y2)3 = X" +y" 1in poolcodrdinaten?



IT1,

11T,

Iv,

GLUMLINGDD OPGAVLN,

cursus Llementaire Analytische Meetkunde
pp. 1 - 36,

Van de drie rechten 11, 12 en l3 zijn de vergelijkingens

i

2x - 3y 0

X+ 2y =8 =0

X - y+2 =0,
Door het snijpunt van 3.1 en 13 trekt men de evenwijdige asan de
X-as, Door het punt, waar 1, de X-as ontmoet, trekt men de
evenwijdige aan 11. Deze twee hulplijnen snijden elkaar in D1,
Door het punt, waar 13 de Y-as ontmoet, trekt men de evenwijdige
aun de X-as, Deze hulplijn snijdt 12 in DZ‘ Door het punt, waar
1, de Y-as ontmoet, trekt men de evenwijdige aan 1. Deze hulp-
lijn snijdt 13 in D3. Bewije dat Dy, D, D3 op eun rechte 1lijn
zijn gelegen,

Gegeven zijn een punt A(5,4) en twee rechten 1, en 1, waarvan 4~
vergelijkingen zijn:
l1 sy +2 =0
12:7X—y+19=0
Gevraagd wordt te bepalen
1%, De cobrdinaten van het snijpunt C van 11 en 12.
2°, De cobrdinaten der voetpunten B en D van de loodlijnen
uit A neergelaten op l1 en 12.
30. De inhoud van vierhoek ABCD,

Door het punt (a,0) wordt een veranderlijke rechte getrokken
die -de cirkel x2 + y° = r2 in P en Q snijdt, Bepaal de
meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels die door

P en Q gaan en een straal R hebben,

Bewijs dat de 2 cirkels
¥ +3° —10x+ 2y +17 =0
xz - y2 + 8x - 22y - 7 =20

it

elkaar aanraken, Bepaal daarna de vergelijkingen van de cirkels
die de twee gegeven cirkels in hun gemeenschappelijk raakpunt
aanraken en die tevens raken aan de Y-as,
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0 p
2 4 3% = 1% de as OX
snijdt, trekt men de raaklijnen a en b, Len veranderlijke raak-
lijn snijdt a en b in punten A' en B', Bepaal de meetkundige
plaats van het snijpunt der verbindingslijnen AB' en A'B,

Aan de punten A en B waarin de cirkel x

Het punt x=7, y=1 is het middelpunt van een cirkel met straal 4
en het punt X=3, y=4 van een cirkel met straal 2, Bepaal de
meetkundige plaats der raakpunten van de raaklijnen uit 0 ge-
trokken aan alle cirkels, die door de snijpunten der gegeven
cirkels gaan, Bepaal van de gevonden meetkundige plaats de
richting der oneindige punten,

Schets de kromme lijn die tot vergelijking heeft

2
y a - X

x2 a + x
en bewijs:I, dat twee onderling loodrechte lijnen, getrokken uit
de ocorsprong der codrdinaten, de kromme snijden in twee punten,
waarvan de verbindigslijn door de Y-as middendoor gedeeld wordt;
II, dat die verbindinzslijn gesat door- een punt-dat+mowdl  dp de
kromme als op de X-as ligt,

Gegeven is de cirkel c: x2 4 y2 = 18 e¢n het punt P(9,9). Op de

poollijn van P ten opzichte van o ligt een veranderlijk punt Q.

Men beschouwt het stelsel cirkels, die PQ tot middellijn hebben,

10, Bewijs dat deze cirkels een bundel vormen,

20. Bepaal de codrdinaten van de basispunten van deze bundel,

3°, Bewijs dat de cirkels van deze bundel de cirkel ¢ loodrecht
snijden,

Men beschouwt op de X-as de punten:
P@%% , 0) en Q(2awm, 0), p is veranderlijk,

io, Bewijs dat elk van deze puntenparen (P,Q) harmonisch geschei-
den worden door de punten A(-2a,0) en B(2a,0).

2%, Men teschouwt dc¢ cirkels met PQ als middellijn, Bewijs dat
deze cirkels alle tot eenzelfde bundel behoren,

3%, Stel de vergelijking op van een twecde bundel, dis A en B
tot basispunten heeft en bewijs dat ieder exemplaar van de
eerste bundel rechthoekig gesneden wordt door ieder exemplaar
van de tweede bundel,

Gegeven zijn de cirkels:

]
cqt X% + y2 =4 en ¢y 4 y° + 2y = 0,
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. Bepaal de codrdinaten van het snijpunt Q van de poollijnen
van P(x,,y,) ten opzichte van cy en c,.
20, Bepaal de vergelijking van dc meetkundige plaats van P,
indien de poollijn van P ten ongzichte van 03: X+ y2 +
- 4x - 2y + 4 = 0 eveneens door Q gaat,
30, Toon aan dat PQ een middellijn is van deze meetkundige
plaats,

Stel de poolvergelijking op van de me.tkundige plaats van het
voetpunt P van de loodlijn uit het snijpunt 0 van twee onderling
loodrechte rechten 1 cn m op een veranderlijke rechte neerge-
laten, waarvan door 1 e¢n m ecn stuk van constante lengte 2a
wordt afgcsneden, indien O als pool en één der rechten 1 en m
als poolas aangenomen wordt., Leid hieruit de vergelijking in
rechthoekige coBrdinaten af t.o.v, 1 en m als codrdinaatassen
(vicrbladige roset).

Op de poolas ligt het punt A op afstand a van de pool O, Men laat
uit A de loodlijn AB neer op een veranderlijke rechte 1 door O

en evenzo uit het spiegelbeeld B' van het voetpunt B t.,o0.v., 1.
Gevraagd wordt de poolvergelijking van de meetkundige plaats van
het voetpunt P van d¢ loodlijn B'P en uit deze poolvergelijking
die in Cartesische codrdinaten af te leiden (trifolivm van de
Longchamps).

Gegeven is de vergelijking van een kromme t,0.,v, een rechthoe-
kig assenkruis:

9x2 - 24xy + 16y2 - 30x - 85y + 400 = 0.
Gevraagd wordt de vergelijking van dcze kromme t,0.v, het rechi-
hoekige assenkruis, waarvan de oorsprong (3%, 3%) is en de x'-as
een hoek maakt met de x-as van het oorsronkelijke assenkruils,
waarvan de tangens =, 1is,

Bewijs dat de middens der diagonalen van een volledige vierzijde
op é(n rechte liggen,
Opm, Gebruik een sluw gekozen scheefhocklg assenstelsel,

Gevraagd worden de vergelijkingen der loodlijnen op de rechten
4x + 10y = % en 3x - 4y + 2 = 0 in het snijpunt van dic rechten
opgericht (rechthockig asnenkruisl.

Bepaal de cnrdrdinaten van het snijpunt der raaklijnen aan de cir-
kel 4x2 + 4y2 + 16x = 20y - 59 = C in de snijpunten met de
rechte 22x - 2y = 51,
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ol
s ox > o
¥liwinatie van N geeft; x{‘xguc) - 2 - ox, - - b- 0" o
[
o 2 , nl - : 1
X 75 iex, -~ a = ox_  --a". Daar P op de ellips ligt geldt
a
' 2
X, £ a dus X = - , waarmee het gestelde bewezen 15
>
Uitgaande van F2(~c,0) vindt men x = :%h» )

Deze beide lijnen heten de richtlijnen r
behorende bij F1( ¢c ,0) en F2(-c,0) .

4 en r, van de ellips resp.

Voor elk punt P(xo,yo) van de ellips geldt dat de afstanden tot een
brandount en de bijbehorende richtlijn zich verhouden als c:a.
. 2 2 :
; F : a
Immers de afstand tot o) is \/(xot c)° + Vs en tot Ty(p) 1F

— ) in verband met y © = b" - -5 XOL geeft dit

De factor e = § heet de excentriciteit van de ellips. De ellips ¢
te vatten als meetlundige plaats van de punten waaren de afstanden <t
een vast punt en een vaste lijn een constante vérhouding <« 1 hebben.
De ellips heeft geen reéle oneigenlijke punten.

De raaklijn in een punt P van de ellips deelt de nevenhoek tussen dec
beide voerstralen (dat zijn de verbindingslijnen van P met de brandypi. -
ten) widdendoor.
Opge S9. Bewijs dit.

I De rechte door een punt P van de ellips, die loodrecht staat op de ra~i--

lijn in P heet de normaal in P, P heet het voetpunt van de normaal.
De normeal in P deelt dus ce hock tussen de voerstralen middendoor.

Feestopgave met diverse nrijzen w.o. J.A.Barraube onbemindheid d .
wiskunde» , ~Figuren en harg codrdinaten'" en J.G. v.d.Corput: “lodeine
rekenwachines-

Opge 100. Bewijs: Door een punt niet op de ellips gaan i.h.a. 4 nor:
van de ellips. Als de voetpunten van die ngrmalen A,B,C en b zijn,
liggen A,B,C,-D op een cirkel,(onder -1 versta ik dus het spiegelpu.=
van P t.0.v. het middelpunt),
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2 2
De vergelijking £§ + 1§ = 1 van de ellips is dusdanig, dat als P(x,y)
_ a b
op de ellips ligt, ook Pi(-X,y) , Pe(x,~y) en P3(~x.—y) oxr op lig-

£en.
Ve x- en y-as heten daarom syunetrie-assen van de ellips en hun snij--
punt O heet het middelpunt.
Lijnen door het wmiddelpunt heten middellijnen,
Ook hier geldt nl. de stelling: De icetkundije plaats van het midden
van evenwijdige koorden is een niddellijn. 2ij de gegeven richting
(4,m,0) dus de vergelijking van zo'n
(,m.0) Y oorde ¥y = mx 4+ A
R\ - ‘ De x-codrdinaat van de eindpunten
vindt men uit

(o]
\ .]E;.{.Lm—%&‘::“‘
\. . N\ \ a

b

— R
\\\‘C) \\\\ Die van het midden I is dan
2

~aAa
—— dus M{x,y) is het punt
b2+m28 ( o7
2 2

—11a Ab ‘

Tom L - R en de gezochte

(b-?+m2a‘ " vCim aé)
Ploass 2

meetkundigevis y = :%— x ¢ d.si. een lijr door het middelpunt,
a’m

Deze middellijn heet de aan de richting m toegevoegde middellijn.

De oneigenlijke punten (1,m,0) en (azm,—bz,O) heten ook toegevoegd.

Opg. 101. erhaal deze beschouwing voor een cirkel, Zijn hier de oneigen-
lijke punten ook toegevoegd t.o.v. de poolverwantschap t.o.v. die cirlzclv
Opg. 102. Bepaal de meetzuncisc plaats van het snijpunt van de loodliju
uit cen der brandpunten op een variabele middellijn m met de aan m toe-
gevoegde middellijn.

)2 4a
4a heten

en

i

N y?
(x+c)? + y°
de richtcirkels resp. behorend bij
F1(c,0) en Fz(—c,07.
Uit de figuur leest nen direct af dat
de cirkel met P (op de ellips) als
middelpunt gzaande door F, raakt(in-

De cirkels (x-c

ro O

i

wendig) aan de richtcirkel behorende

bij F1. De ellips kan dus ook opge-
vat worden als de meetkundige plaats
van het middelpunt van de cirlels die inwendig raken aan een vaste cir-
kel en gaan door een vast punt binnen die cirkel.



.

Opg. 103. Gegeven do brandpunten cn de hoofdas van een ellips E,
mitsgaders een rechte lijn 1. Construcer met passer en liniaal de snij-
ounten van 1 en B . Wanneer vallen deze samen?

Volgt hieruit de in opg. 99 te bvewijzen eigenschap?

Tot slot de nmeetikxundige plaats van de »nunten P met de eigenschap cat cco
raaizlijnen uit P aan de ellips loodrecht op elkaar staan.

Als voorwaarde dat de lijn y-y = m(x~x0) door P de ellips
2 ) - € - 2 _ ~ 2 2
22, (x-x ) +(y y‘} zxkfx x,) 2y (y-y,) X" ¥, 7
AR R e Al
a- b a b a” b~
X - 2 2
X y..m 2 X y
raakt vindt men w%v+ MRW - (lg‘+ gg) ~%m + m%w -1 = 0.
&ﬁ. b& am bL. ax.. bz_,

Ue raa'tlijnen door P staan loodrecht op elkaar als het product van de
worte's van de bovenstaande vierkantsvergelijking (in m) -1 is. Dit is

het geval ¢ . “
het geval als o 5 ) o 5 5
¥y . X ¥ X b ¥y
“ .O__,,, J -.._9.».. + mﬁp - '} e e -1-‘.:,.‘. ...9.2 e 1,~.ng.. v . ‘i
—— v, 2 . é'vv e = B haa Loud . # 2
bAr b~ a b a4 a“ a b
geldt; of anders gerangschikt
2 2
o L Yo _ o1
N N e B
a"b a b a b

(]

21 x2+y = a%+pe,

De mectkundige plaats is derhalve de cirke
De hoectpunten van de iechthoek gevorid door de topraaklijnen liggen zo-
als verwacht kan worden op dezc cirkel. len spreelt wel van de

orthoptische cirkel of de cirkel van longe.
é 35.De ellips en haar hoofdcirkel.

De meetkundige plaats van het voetpunt van de loodlljn uit een bro

2
[+

aunt neergelaten op een raaklijn is de cirkel x + y = a , welke de
loofdecirkel van de ellips heet.

“ewljs van het eerste gedeelte van de bewering.

Stel Pla cost ,bcost) (dus P op de ellips), de raaklijn heeft dan
tot vergelijking xb cost + ya sint = ab en de loodlijn uit

[y ~(+c,0) wordt xa sin T - yb cosT = + ac sint
o\ ht

Linker en rechter leden kwadrateren en optellen geeft

2 ) ~

0 > ,
¢c“sin"tT = a“(b2(51n2

t+C082t)+
+cgsinat)

2

3 o i o P IS
xS+y<) a“singt +b“cos“T ) = a“b +a
y

. 2 .2 2 2
dus daar 2°sin”T +b7cos™X > U,
2 2 2

X + ¥y =8a,



Flam 43

et product van de afstanden van de brandpunten tot een raa:lijn is
constant,nl. bg.

dewljss De vergelijking van de raaklijn in ?(xo,yg) luidt in de nor-
aalvorm van lHesse

] !
2 o 3
ex —-CX e“x © ¢?x @
0 o) 0 ‘ 0
e I *m?“..q 1 - Y 1_,wm§m
a- S e B R - - b2
2 2 - ' e 2 - T T
X S -
o N 1 Xy X, 1 (e <
I Y - N A I WY
a b b a“b a b b
2 - 2 ) M
=] . e . Y ~ . - .
onijdt men de ellips S 4 M~ = en de(hooi@klrkel X +yK = a
au br.
net een rechte X=X evenwijdig aan de y-as dan verhouden de y-—cofrdi-
A -
[< “§ 53
naten van de snijpunten Pw(xo,b\J1~ Kg ) en Qj(xofJa -x“ ) zich uls
‘ 0
Lo

De ellips is dus het beeld van een
cirkel bij de transformatie

x' = x

b
! - e b d
¥ o

Dit is een affine transformatie.
Een punt--transfornatie heet affien

sz
™ (2

als ze één-éénduidig is,lijnen in

lijnen overvoert en als de verbindin:s
lijnen van corresponderende punten

evenwijdig zijn, terwijl bovendien
corresnonderende lijien elkaar op een vaste rechte,affiniteits-as ge-
naamnd, snijden.
Opg. 104. Bewijs deze eigenschappen voor bovenstaance transformatie.
De affine transformatie is een bijzonder geval van de projectieve
transformatie, welke alleen hierin verschilt, dat de verbindingslijn
van corresponderende punten door een vast punt gaan dat niet oneigen-
1ijk hoeft te zijn.

Opg. 105. Dualiseer het begrip van projectieve punttransformatie.
De affine transforiatie x' = % X x° VQ
voert de ellips = + %5 = 1
vt = y a" b

-

3
over in de cirkel x“+y~ = b
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e

11t geeft in combinatie met de laatstgenocemde eigenschap van de hoofd-
cirkel een eenvoudige cohstructie van een punt van de ellips als de
assen gegeven zijn. '

Stel.éﬁ X0Q = @ (voor de betekenis der
letters zie nevenstaande figuur)
Doorloopt P de ellips dan doorloopt
P het interval (0,2m).

De cobrdinaten van P zijn i.v.n. het

bovenstaande a cos @, b sing.

Hier zieis ve dus de meetlundige beteke-

nis van de op pag. 10 gegeven parame-
tervoorstelling.

De parameter P heet de excentrilische anoualie van I

Opg. 106. Bewijs

COS’;QP,i Cos‘ﬁ SHX%

COS,)Q?. cosg, sing,

cos“@B cosgy sin¢3
)

cosﬁ?A COS@A sin?4

cin 1%& ain 308 i 00 in.iﬁ,ej.;_s.i‘?_%_«,

= ~16 sin ?J@ﬁi sin Wimfi sigﬁlwmii .

& [

P U e

Ong. 107. Bewijs dat de vier punten Pi(L:T,D,} en 4) van de ellips
dan en slechts dan concyfcliwch zijn (cd.wez. ov een circel liggen) als =
‘ Ae WA 3 N S T I B “ 3 4 -
voor de bijbehorende para-eters ¢ 1(1"1’“’5 en 4) geldt P+ ot ¢3+ Y, =

= 2k™ (kx geheel)
Ongze 108. Fen lijnstuk AB .et1 een vast punt T er op beweegt zich zodanig
o8 & E oy =]

¥

dat A op de x-as en B op de v~as blijft.
Gevraagd de meetkundige nlaats va. het punt P.

Opg. 109. Bewijs dat bij.de affiniteirt x'=x en y's= % v de raaklijn in
Y aan de ellips corresnondeert et de raaklijn in ' aan de hoofdcirkel.

§ 36. De hyperbool.

De hyperbool is de meetkundige plaats van de punten F met de ei,en-

gchap dat het verschil tussen ue afstanden tot twee vaste punten T

1 (G391
F, constant is.
e punten P1 en F, heten brandpunten.

Stel FW(C,Q) en Fg(won) (met ¢ »0) zijn de brandpunten en het conctante
verschil 2ij 2a. Er moet dus pelden 2a ¢ 2c.

Cp analoge wijze als op pag.S5 bij de ellips vindt wen als vergelijking
van de “iyperbool
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1

ol o
{
ol
n
11

b

O»g. 110. Doe zulkc.

Je hyperbool is evenals de ellips
symmetrisch t.o.v. de x- en y-as.
Lr bestaat dus eveneens symmetrie

t.o.v. de oorsprong. Ook hier heten

- . de assen sym.etrie—assen en hun snij-
punt middelpunt.

lijke punten, te weten (a,b,0) en
(a,=-b,0), dit zijn dus asymptotische
. richtingen.
Fen rechte bx-—ay = A heeft dus altijd cen oneigenlijk snijpunt net de
hyperbool. Iloor speciale keuze van A\ xan ilen er voor zorgen dat het
andere snijpunt daarmee sanrenvalt. De kecuze is hier kennelijk X\ =0
De 1ijn bx=ay is een asymptoot van de hyperbool evenals de lijn bx+ay=0C
Git zijn ook de enige asymptoten.
De beide asymptoten snijden elkaar in het middelpunt en de assen delen
de door hen gevormde hoek middendoor. De punten (a,0) en (-a,0) heten
¢e toppen,de hyperbool heeft slechts twee toppen.
Voor de hyperbool gelden tal van eigenschappen die geheel analoog zijn
aan die van de ellips, ook de bewijzen lopen volgens dezelfde 1ijnen.
Vandaar " 5
Ovg. 111. Gegeven de h grbool ¥§ - 45 = 1 wet brandvunten F‘(C,O)
en F,(-c,0) (e=a“+b") * b
en een punt P(xo,yo) eroyp. x ¥y,

Bewijs 1%, Le raaklijn in P heeft tot vergelijking o =— —=2 = 1
[ [
a b

2°. De raaklijnen in de topwven staan loodrecht op de x-as.
(lange as)
30. De lijn door ¥ (of ra) loodrecht op Pr1(reso PF.,) snijdt

de raaklijn in P 1n een oant op de rechte x= a /c (resp. x, -a /c .
Deze lijnen heten de richtlijnen r, enr, vehorende resp. bij F1 en ['
(dit laatste hoeft niet bewezen te worden).

4°, De afstanden van P tot F1(9> N Ty (9) verhouden zich als

59, De hyperbool is op te vatten als de neetlhundige »nlaais van
de punten P waarvoor de alstanden tot een vast punt en een vaste lijn
een constante verhouding » 1 hebben.

6°. Een raak (lijn in P deelt de hoek F PF middendoor.

7°. De meetiuncdige pnlaats van het mldden van alle koorden uet
een gemeenschappelijke richting (1,1,0) is de 1lijn

X ny

P e

2 T .2 7
a

o

~ De hynerbool heeft twee re&le oneigen-
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’ ol
Oonme. Ook hier heten de richtingen (1,m,0) en (1, §i§ ,0)  toegevoegd
evenals twee middelliinen met deze richtingen. ma-
8°. Als middellijn n toe_evoegd is aan miadellijn m, dan is m toe-
pevoezd aan n.

0 2 ” " , v
Opm. De cirkels (x~c)° + y° = 4a“ en (x+c)© + y° = 4a°  heten de richt-
cirkels resp. behorende bij F1 en 'y o
&

e} . P -\ . ‘ .
97. Ue cirgkel met aiddelpunt P gaande door }i raaskt aan de richt-

cirkel behorende bij I,

N R v . : ‘

0¥. De hyperbool is de mecstliundige plaats van het middelpunt van de

cirkel die in- of uitwendig raaskt aan een gegeven cirkel en tevens
gaat door een vast punt buiten die cirkel.

11°. Le meetkundi_ e plaats van de punten Q .iet de eigenschap dat
de raaklijner uit Q ‘aan de hyperbool loocrecht op elkaar staan, is
de cirkel x°+y° = a®-b° .

12°, Le meetkundige plaats van net voetpunt van de loodlijn wuit evn
brandpunt neergelaten op een raaklijn aan de hyperbool is de ciriel
x2+y2 - a2 ,

130. "et product van de loodlijnen uit de brandpunten op een raaklijn
neergelaten is constant.

é 37. De hyperbool en zijn .asynptoten.

De rechte 1 (v=nx+n, snijde de hyper-
bool in Pq(xj,y1) en Pv(x“,yg) en de

asymptoten in 7, (X%,y%) en 1, (Xé9Y$>"

e zullen bewijzen dat P,Q,=Q.P, .
e zullien vijzen dat }131 Q2P2

S C ey . .
6 / \p A Aan de gelijkheid is voldaan als
A\
///// ! x% - X, o X, - xé en omgekeerd;dus
/ : k‘

1 1 e 3
/9/ X1 -%~I)<..;J:—]tl1 t—XE.

D 2

: X o n)

De wortels van = - -L~7;2w- = 1
el Ll
a b

zijn X, en X, en die van

2 2
N mx + - .
Ao lmem)” Lo Lign x
a” b*
L
syimmetrische functiecs gelijk zijn.

en x5 , zodat inderdaad vovenstaande

Deze eigenschap gecft ecenvoudige constructie van de punten van de hy-
verbool ,als de asymptoten en een punt gegeven zijn.

Het oppervlak van de driehoek gevorud door de asymptoten en een raak-
lijn is constant.
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Stel de snijpunten van de raaklijn = = - = 1 met de asymptoten

zijn Q?(x1,y7) en Qz(xg,yg) + De oppervlakte is dan

D 0 1
N BT SRR RN C 3 FA 2 PR
Xo Yo 1

iy sniiding me X _ ; : e ST
oor snijding met a %% vindt men voor Xy 9 ¥q 9 Xp €Ny, Tesp

& .. S LA en  —=2
¥ ’ v . - TS .
X % 2 _ X * X PN %
a a b a b a
Deze waarden ingevuld geeft voor de oppervlakte ~%b__~j§ = ~ ab
[
Yo Yo
5 -
a b

Omgekeerd raakt een lijn die van de asymptoten een driehoek afsnijdt met

oppervlakte ab aan de hyperbool. Hierbij moot er op gelet worden dat

de driehoek binnen dezelfde hoek van de asynptoten 1ligt als de hyperbool.
De lijnen die een driehoek wmet oppervlakte ab afsnijden van de andere

hoek die de asymptoten voruen, omhullen een kromme die een hyperbool

blijkt te zijn.

Stel nl. QalaA,bA) en Q,(apm,~bp) zijn punten op de asymptoten.

De vergelijking van de verbindingslijn is

x vy 1 0 0
1 =fay by 1]|=0 De opverviakte is : 3 |a) d) 1 | = -abAp .
ap—by, 1 a%ab»‘1

Is A}x:z 1 dan ligt de drichoek in “de hoek van dé hyperbool® en als
Aa= =1 in de neven_hoek.
2 y é 0 0 1
De vergelijking van 1 kunnen we schrijven als! gy by 1+ jay b) 1 1= 0C
au~b»'3 apy-by 1
of wel, Apm= -1 stellend,
1= bx(Ae—i} - ay(A2+1) + 2abA = O

Dit stelt cen verzameling lijnen voor, nl. voor elke waarde van A één.
Deze verzameling is geen waaier daar door elk punt P(x,y) twee exemplaren
van de verzameling gaan. De verzameling heet daarom een Kromme van de
tweede klasse. Later zullen we hierop nader ingaan.

Wij zullen ons nu bepsrken tot het berekenen van de meetkundige plaats
van de raskpunten.

FDe rechte snijdt due een Ariehoek met opp ab af als |A ul = 1,
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Om een en ander algebraisch te houden
definiéren we hier een raskpunt als
een punt met de eigenschap dat de 1ij-
nen van de klasse kromme die door dat
punt gaan samern vallen. De coSrdinaten
voldoen dus aans

a1 + (bx-ay) (bx+ay) = O of, anders

geschreven aan:
2 2
X

X
2

-y = 1-

b

Dit is, zoals blijkt door verwisseling van x- en y-as , een hyperboal
mnet dezelfde asymptoten maar met verwWisselde aslengten. Deze hyperbool
heet de toegevoegde hyperbool.

Ingeval a=b geldt, is de toegevoegde hyperbool congruent met de hyper-—
bool zelf. len noewt de hyperbool dan gelijkzijdig of,daar de asyuptoten
loodrecht op elkaar staan, orthogonaal.

De lijnen x=y en x=-y zijn dan nl. de asymptoten en men kan dus het
assenkruils om O zodanig draaien dat de assen daarmee samenvallen.

Le transformatie formules Zijn

x' = L(x-yN2
y' o= H(x+y N2

De inveise transformatie luidt:
x = S(x'+yr V2
y = S(-x'+y' N2
Dit gesubstitueerd in de vergelijking x2~y2 = az, van de hyperbool
geeft xy = Ta®.
(Grafiek van de wet van Boyle is dus een orthogonale hyperbool)
Opg. 112. 5 5

. \ X
Laten m en n de asymptoten zijn van de ayperbool =5 - X@ = 1.
a b

Door een punt P (van de hyperbdol) gaan de lijnen m' en n' met mn'f n

en n'4 n. ‘

P' en P" zijn resp. de snijpunten m en n' en van m' en n.

Bewijs dat PP'.PPY" onafhankelijk is van de keuze van P.

Hoe 1luidt de vergelijiing van de hyperbool t.o.v. het scheve assenkruis
gevoriwd door m &n n.

Opg. 113. Twuzo anderling JTandrechte lijnen s en t  snijden de gselijizij—
dige hyperbvool resp. in P en S en in P en T,

Bewijs dat de rasklijn in P loodrecht staat op de lijn ST

§ 36  Appollonit.

De voetpunten van de norumalen uit een punt P(Xo,yo) neergelaten op
een ellips E liggen op een orthogonale hyperbool welke de hyperbool van
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Appollonius van P t.0.v. T hect.
Pe vergelijking van een noriaal in het punt (§Q~L) van de ellips

e N [ 4
K@ + g = 1 is . xgé— Xg’ = c,-% en de eis dat deze door P(xo,yo)
a b° b a ad

2 2
Zaat, geeft voor (é,"l> de voorwaarde czgﬂ ° Yo - a Io =0
Dit is een orthogonale hyperbool daar de vergelijking in de vornm

ol
( § a"xo ) ( b"yo -32b2
- m—— MR sl e e S is te schrijven.
C2 C? oA oo
agxo —beyo
Het middelpunt is dus ( 5y P) l), de asymptoten zijn evenwijdig a
c” c

aan de assen van de ellips en hij gaat door het middelpunt (0,0) van de
ellips en door P.
De snijpunten van ellips en deze hyperbool zijn dus de &oetpunten vall
ae normalen,
Er zijn altijd twee zulke snijpunten , daar de hynerbool een punt (0)
binnen de ellips heeft en in tegenstelling tot de ellips nict begrencc
is hebben ze zeker ecen punt gemeen en daar beide vergelijkingen rell
coéfficiénten hebben , is er altijd een even aantal complexe wortels.
De bestaanbaarheid van de beidc andere snijpunten hangt van P af.
Ingeval xozyO:O zijn zij allen reécl en b.v. in geval xozU en

R 2

Yo = 1,000@01.%~ zijn er twece onbestaanbaar.
Onpg. 114. Ga dit ua.

M.b.v., continuiteitsoverwe jingen, waarop we hier niet nader zullen in-
gaan, volgt hieruit dat het vlak in twee gebieden is verdeeld zodanig
dat voor nunten in het ene gebicd(zoals 0) er vier re&le voetpunten zijn,
terwljl voor punten in het andere gebied er slechts twee zijn.

De gebieden worden gescheilden door ccn kromie bestaande uit punten met
eigenschan dat twee der voetpunten saaenvallen.
De verselijking(die we niet zullen afleidem)van deze kromme is

(ax)%«r (vy) 8= %,

het is de evolutie van de ellips,(zie Elan p.120 opg.112).
De raaklijnen uit P aan de evolute zeven juist de normalen op de ellips.

Taat P(a cos y,b sin y) een punt ui 't

2 2
van de ellips 55 + X§ =1 en Q
a b
een eindpunt van de aan OP toegevoegde

niddellijn.
De vergelijking van OP is:
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ya cosq cn dus dic van de toegevoegde middellijn
ya sin@ hierzan voldoet (a sing ,-b cosg) zodat Q de
parameter ¢+ 90°hm@ft.

i

xb sinQ
-xb cos q)

it

. R o .

Stel OP=a en 0Q=b', § XOP=at cngX0)=p dan geldts
a'cosk= g cos @ b'cosp::a 81n¢
a'sine= b 8in 9 b'sinfsz«b cos @

door kwadrateren en optellen volgt de s%elling

" )
a“ + b“

e
N

Door wvoor de hyperbool X, . Eﬁ‘ = 1
a b

de paramectervoorstelling

PO,

B - rebrulliorn
X “Tosg y =Dbtgg te gebruil.

en de toegevoegde middellijn van OF met
de toegevocgide hyperbool te snijden
krijgt men Q(a tg¢,b sec ?) e e
Men vindtodan .

2

a'? - pre = a® op°

(Voor notatie zie figuur).

De stelling hect de cerste stelling van Appollonius voor ellips en
hywnerbool.

Stel §~QOP :){. Fet oppervliak van het ougeschreven parallelogram vet

zijden // aan OP ¢n 0} is 4a, b, siny= 4a'b'oin(-p) =
o 0
4a'b'sin®cos B - 4a'b'cosotsinp= 4ab cos"@ + 4ab sin"@ = 4ab.

Dus het oppervlak van een in toegevoegde richtingen oungescnreven naral-
lelogram is constant. Dit geldt ook voor het parallelogram bestaande

uit de raaklijnen aan de hynerbool in P en -P en de raaklijnen in Q en
-} aan de toecgevoegde hyperbool.

De stelling hect de tweede stelling van Apollonius voor ellips en hyoer -
bool

Opg. 115, Bepaal de meetkundige plaate van de hoekpunten van bovenstaan-
de parallelogrammen.
Opg. 116. Reken beide stellingen na voor de hypirbool.

YOpg. 117. Bewijs de tweede stelling van Apollonius voor de ellips net
behulp van de affine transformatie van pag. 43.
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§39 De algemene tweedegraadskromme.

De tot nu toe beschouwde. krommen (cirkel,parabool, ellips en hypei--
bool) waren altijd van de tweece graad, d.w.z. zij hadden twee snijpunton
net een willekeurige rechte lijn.

#1j zullen nu onderzoeken in hoeverré omgekeerd een tweedegraadsverge-
lijking altijd een kromae van bovengenoemde soort voorstelt.
71j zullen nu echter ook de figuur sevormd door twee rechten 11(x,y)=3
en 12(x,y)=o in de beschouwing moeten betrelken.
Immers de vergelijking van 11(x,y) . 12(x,y)=0 is ook van de tweede
graad (ontaarde tweedegraadskromme).
De algemene vergelijking van de twecde graad is

a11x2 + 2a,,Xy + a22y2 + 2313x + 2a23y t a3y = 0
of homogeen geschreven

2 - 2 2 -
24X+ 3&12xy DU A 2313xz + 2323yz * a3z = 0

de coéfficiénten veronderstellen wij reéel.

‘1j zuller het probleem eerst met elementaire middelen aanpakken en
later de hulp van de matrixrekening inroepen,

Ae Indien a12=0 en a,4855 A0 kan men de vergelijking schrij-
ven als ) 2
a a a
813.2 8232 813 23 _ o
311(X * 311) * a22(y * a22) T oAy * 855 833 7

Door evenwijdige verschuiving van het assenkruis met de oorsprong naar

. 213 B3 :
O'(T«~' y vindt men met behulp van de transformatie--formules

849 820
a a
;C = X + "—1—3‘ 5 vy =y + “—2—‘}'
11 )
-~ 2 -2

We onderscheiden nog de volgende zevallen
A > 0

22

1 g1
Afk. a =0 Dan is 0' het enige punt dat aan de vergelijking voldoet
men spreekt van ontaarde ellips, i.h.b. als a,,=a,, van een
nulcir«el.
Men kan het ook opvatten als twee inaginaire, snijdende rechten.
A1§ a £ 0 en aa11>»0. Dan hebben we . met een ellips te doen,
assen /,) x- en y-as ter len5te“J§éw en\/aé— ; middelpunt O'.

11 22
Is i.h.Db. a8y, dan een cirkel.
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App & £ 0 e¢n

B

B aa > 0. De twee evenwijdige rechten x + ~Ji = #\/nﬁw
1@ 11 - “Nay
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A1x a#£0 en aa,q < O« 7r voldoet dan geen enkel punt aan de vcr-

gelijking, wen spreekt van imaginaire ellips.(resp. cirkel als
a19787)

an’azez <0.

Aol O. e vergelijking is tec ontbinden in

(“Ji 11) X + \/saqqi x) (SAQ 1\x = Viasol ¥ ) = 0 Het zijn dus
twee re&le snijdende rechten, met X-- en y-as als biscctrice.
a4 > 0 De vergelijking stelt een hyperbool voor

met re&le as // x-as. lliddelpunt O' en aslengte’\/;g—- en \[-;“1
- 11 28

AEX a £ 0 en a,,@ < 0. Fen hyperbool uet reéle as // y-as,

widdelpunt O' en aslengten WV/:ﬁi- en\/vﬁu
211 822

(px) Is i.h.b. a44= =855 dan is het een gelijkzijdige hyperbool.

a4p = 0 8y #0 8y, =0
e schrijven de vergelijking nu a%s 2
213y2 S 213 ..
ag,(x + =) 28,537 + a3y =0, stel 2 a3y = a-
11 891 11
313=O
1o = O+ De vergelijking stelt de dubbel-tellende rechte

. a
X + 13 = 0 voor.
844

811 1

B1x ag, € 0. Geen enkel punt voldoet, de “figuur® is op te vatten

als twee evenwijdige imaginaire rechten.
a13 #Z 0. Door de transformatie (verschuiving van de oorsn»rong

naar a -
Ol( .,-_.3. RN ) ) X = X + -—1—l v =

- . J

899 7 23p3 391 ' dagsy

-2 -
vindt men: X T = ~2a13y. Dit stelt een parabool voor met

a
T

as // y-as en top in 0', welke al naar gelang 844853 D 0 of < ©

"beneden of ‘'boven-de x-as ligt.

8,,=0 , a;,;30 en a,, £ 0

Door verwisseling van x- en y-as gaat dit geval in het vorige over.

a,p # 0. ‘

Ve zullen door draaiing van het assen-kruis dit geval herleiden

tot één der vorige gevallen. Stel de draaiingshoek is ¢
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De transformatie-~formules luiden dan
X = Xcos - ysing
¥y = Xsin + &cosq.
Door dit in te wvullen in de vergelijking krijgen we cen nieuwe vergelij—
king
- D - - - 2 S - . -
844X * 2a4,Xy + By ¢+ 2&13x + 2a23y + 83y = 0 waarbij de

[

coéfficiénten a afhangen van de co&fficidnten ﬁij en de hoek ? R

ii
Zo geldt bijvoorbeeld.
g ~ « [ 2
2a,, = —2&11uos<P sin@ + 2a,,sing@ cos @ + 2&12(008 ¢ -
~sing )

= 2a,,c08 24 - (atq-aﬁz)sinIEQ .

Door geschikte kecusze wvan Q <an men nu bereciken dat 512=O - Q voldoet
dan aan a,.-a,
cotg 2(? = “QL%;JQ% .

12
Hierdoor is ook dit geval afgedaan. 'ij kunnen dus in principe uituaken
welke kromae door een gegeven tweedegraadsvergelijking wordt voorgesteld.
Le methode is echter onhandig. In de voluenﬁe‘§§.zullen wij een snellerc
klassificatie~methode geven.

§ 40  Poolverwantschap.

Stel gegcven een tweedegraads kronme
2 2 2
ag,x + 2a1gxy toas,y o+ 2a13xz + 2a23yz + a3z = 0

cn een punt P(Xo,yo,zo).
Op analoge wijze als bij de cirkel(§>21 p.22) kan men nu bewijzen dat
de lijn 1 = a,,xx_+ a12(xyo+yxo)+ BonYY  * a13(xzo+zx0)+a23(yz0+zyo)+

4e +g33zzo = 0

de meetkundige plaats is van het punt Q dat hetVharmonische punt is t.o.v,
P en de snijpunten 81 en 82 van de kromme met een lijn door P,

Men noemt 1 de poollijn van P (t.o,v. de 2egraads kromme), Met behulp van
de matrixrekening loopt het bewijs zonder al het .  rekenwerk, Wij hebben
een punt P(xo,ya,zc) al eerder (pag,31) opgevat als een kolomvector of
matrix met 3 rijen en 1 kolom, De transformatieformules kregen dan een
zeer eenvoudige gedaante nl, X = Ax en X = A x,

De vergelijking van de rechte r=ax+by+cx 0 wordt

i

x
(a,b,c) (3r) = (0), afgekort ax = O, Zo is het duidelijk dat de
z
rechte r na de transformatie =x = AX overgaat in a(AX) = (aA)X = O.
Dit is dus weer een rechte, Wij hebben hier de associatieve wet van de
matrixvermenigvuldiging gebruikt,
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cos@ -sing a

Hierbij Ybehoeft A niet de vorm (éincp coswls) te hebben.
0 0 1

bezelfde eigenschap (nl. de invariantie van een 1lijn) komt dus een uit_e-
breidere groeyp transformaties toe.
€3 g Y ne s a0
Stel nu  H={a,, a,, asy waarbi j a4 de codfficiénten van ecn
B,y 8,y &
13 %23 933

kwadratizache}vorm voorstellen. Wr geldt dan blijikbaar.

K LY
v - . . . . ” . =, i
x' Iix (a11x T Aglt 3432 aypX 4 8y5) + 853z @ag3X + a5y wéa33“)(5)

= 0 x2+"" XY 2+'3 ol o 2
= 8y, Qay Xy + an,y 28,3X2 + 2a53y2 +8332°,
be algeuene tweede graadsver;elijking wordt dan x'Hx fxO.
Jieschouw twee punten P(xd,yo,zg) (?f liever Pxo-:P{?g)> en Q(x,v,2,)
z
)
‘ X‘o X *
(P £ Q) et x =lv x={y}|. Fen willekeurig punt R van de
o o & r
Z Z
0
' A o
Llijn PQ is dan A x +}kxo = Ay+;;yo> . Twee van dergelijke punten
A+ M2
IW( A“P “W> en RQ(,xZ,’p?) zullen met P en Q een harmonisch viertal
i . i ™
vorasen indien (Piﬁqﬂﬁi = =1, Uit (PR) = x =
“ RN
AXFPXg  To
L DERE, oz LA wx,) mx(Azeneg)
?E_A}H iy z, © x (Az+ px;:(;) (A X M;T
Z Xz+;;zo
i A (xzO -zxo) . N
E= "’:" » (X” X ) = ‘g‘“"" @ T VOlgt a&t
o MARS, B, o M
, A AL |
(FQR,R,) = — ¢ —= . (it %an men als definitie van dubbelverhouding
] Ay Ao
nemen} Uit (PQRW:RQ) = -1 volgt dat dan 1;- -+ ;CZ =0 mnoet gelden.
i [ 1

In het geval dat R1 en R2 de snijpunten van de lijn PQ met x'Hx = O
21 ldoen —+ en ‘& aan ( Ax+ VU Ax+ ux ) =
zijn 4 voldoen e a X+ px )t px ) =

2oy L 2 B
= ATx'Hx + Ap (x'Hx + x' Hx) +px' Hx o= 0
Tist men dat PQ en RqR? harmonisch liggen dan geeft dit bij vaste
X )
‘n deze §§ zullen nu geen onderscheid maken tussen reéle en imaginaire
punten.
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P(x,) voor Q(x) de voorwaarde x' fx = O , immers

X'He  + x' Hx = (x' Hx)' + x' Ix = 2x' :
o t X' lix (x o X) x' Jix = 2x' Hx )

Ten rechte x'OHx = 0 1is de poollijn van P(xo)_t.o.v. 1

ezens x’on = nx geldt: Xligt 2 op de poollijn van P dan 1ligt P op

de poollijn van Q.
e coéfficilnten van X,y en 2z 2ijn resp.

aqXotayp¥otag3z, 2% FaonYotansZ, 313%p%223707833%0

SR - ~ A : (- =
»Lijkbaar geldt x H = ‘(ﬁxo gyo fzo) waarbij i(zo,yo,zo)-x oy
:n ﬁx ;:; y enz..De poollijn kan wmen dus schrijven als

0
fox + fV v+ fz z = 0, maar ook als
70

Texg ¢ Ty, + T2, = O,

Punten P1(x1) en Pq(x2) die op elkaars poollijn liggen heten toegevoezd

te0.v. I, dus als xa'Hx? = x'2¥x] = 0 geldt. De door x'Yx=0 voor-

sestelde Xromme 1is dan de meetkundige plaats van de aan zich zelf toe-
sevoegde punten.

e poollijn van P(x ) is alleen dan onbepaald als xé H=0 (=(0,u,0) ).
it zijn drie homouune vergelijkingen in de onbekenden X1V, €0 2.
Aan deze vergelijking 1s alleen te voldoen als rang H ¢ 3 gelct.

’1j merken eerst op:

1e. Is P(x) toegevoegd aan Q1(x1) en aan Q2(x2) dan is P(x) toesevoe,d

aan ieder punt van de lijn door Q1 en Q, immers uit x'hx1:0 en

x'Ux,=0 volgt x'H(Ax. R ) = O.

Xo=

2e. Is ?O
is Q(x) een vunt van x'Mx=0 dan ligt elk punt van de lijn PQ opn
x'Mx = 0. Immers uit x'Hx=0 en x' H:O volgt

(xo) toegevoegd aan elk nunt van het vlak (dus xO'Hzo) en

( Ax+ *’“Xo)' H(/\x+uxo) = A xHx+)A(x H(}\x *RX )+4\)A.xHx = 0O,

A. Rang ¥ = 1. ¥r zijn dan oo oplossingen van x'OH:O , deze hangen
lineair af wvan twee onafhankelijke oplossingen
X, X5
(;v1 en{ ys | . ™n dus liggen zij op één rechte 1 = (a)(x)=0
z Z5
1 2
De punten van die rechte zijn toegevoegd aan ieder punt van het vlak
dus i.h.b. aan zich zelf en 1 1ligt dus op de kromme. Lag er op de krom-
1e nu nog een punt P dat niet op 1 1ligt, can zou volgens 2e. alle
punten van elke rechte die P wet een punt van 1 verbindt op de kroime
liggen, dwz. elk punt van het vlak zou voldoen.
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Uit kan alleen als aij = 0 voor alle 1 en j.
Ve %romae bestaat dus alleen uit (a)(x) = 0, deze rechte moeten we ech-
ter dubbel tellen daar x'Hx van de tweede graad is. Tr geldat dus

eimm% 2.

2 L .
Jaar oungekeerd de rang van de matrix ab b be van de Lwadratische

H

x'Hx.

3

a® ab ac

e
ac be ¢
vorm (ax+by+cz)® gelijk 1 is gaan beide eigenschappen samen.

3. Rang I' = 2. Er bestaat dan juist €én punt P(x,) dat eaan elk punt
van het vlall is toe evoegd. Op een rechte niet door P liggen twee van
P verschillende wounten R1 en R, van de kromae. Volgens opmerking Ze

behoren dus alle »unten van de lijnen 1 zPR1 en IQ:PRZ tot de kromme.
[

1
L £ 1, vaar anders rang H = 1.
be xromuie kan geen nunt R3 buiten l1 en 1, bezitten daar anders lePR%

00X er op zou liggen, wat niet an daar de sraad twee is.
Zr ogeldt cus: x''ix ::91110 :=e(a?x+b1y+cjz)(aax+bmy+cgz) =0

Ongekeerd is de rang van de matrix van de vorm (a1x>(a2x) gelijk aan 2,
zodat voor de tweedegraadskromme het ontaard zijn in twee verschillende
rechten en het bezitten van een matrix met rang 2 twee egquivalente
eigenschapven zijn.

Y

C. ang 1 = 3, Dan is de kromie dus niet ontbindbaar.

e munten die toegevoezd zijn aan alle punten van het vlak zijn krach-
tens het voorgaande punten et de eigenschap dat elke lijn er door
twee sa.aeuvallende nHunten anet de Lromue gemeen heeft.2ij worden dubbel.-
munten genoemd . Ve nunten PR, en R? vallen dan dus saien ,zodat

1 B
(PQHﬁﬁﬁ) = -1 weldt voor elk punt van het vlak.

Leze rés?ltaten hangen niet af van de plaats van het codrdinaten_stelocl,
¢at wil dus o.a. zeggen dat de rang vaen de matrix ﬁ‘van de getransior -
ricerde vergelijking hetzelfde blijft, ,rang,]§ = rang H.
Laat x = AX de codrdinaten transfornatie zijn. De vergelijking
x'Hx = O wordt na substitutie

(A (A%) = (Fran)H(WT) = ¥ (4'HA)X = ¥'IX zodat de matrix ¥ van
de getransforieerdue vergelijking voldoet aan

T = A'Ha.
~r ~m

In verband met det & = + 1 hebben wij dus det Il = det .
De deterninant det " heet de determinant van Hesse.

De krommne is dus ontaard zls det I = O en omgekeerd.
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Opge 118. Bewijs dat de poollijn van een punt van de kromme ,de raaklijn
13 in dat punt.

§44. De 2e zraads kroume en
de oneigenlijke rechte.

Als we de 2e graads <rowmie met de onel,enlijke reclh:ite z=0 snijden, dan
vinden we:

I’
a11x“+2a1gxy + a90y2 = 0. Dit is te schrijven als:
[ “

Ce) (311 212) () = ) W)=

alzekort x'ix = 0.
Oioge 1194 Bewljs dat det D.invariant is t.o.v. de transformatie
cosq -sing a -
X = (81n@ cosx ta) X =
O 1

A X
- (cosq ~51nQ (cosg ~su1@> _
is.

is dan D = sin¢@ cos sing cos @

]

door own te :erken dat als & A'HA

-

us te bewijzen d = det U = det ..

Opg. 120. Bewijs dat onvcr dezelfde transfornatie w = a,q1tans invari.ut
[

i8.
1 0 a

Opge. 121, Bewljs dat onder de transforanatie x =(O 1 b) X zelfs geldt
0 0 1

=D
“ij onderscheiden drie _evallen nl.
Te. det U > 0: "r uijn den geen refle x en y die aan (xy) D(?) =0
voldoen. Al naar gelaug de rang van 7 3 of 2 is, hebben wve te

\

coen met een e.lins of een ontaarde ellips (N.3, rang i ) 2/

ry

2dee det 1= 0: T ois dan juist een stel waarden x =)\x0 en Ayo

met recle Xy €n ¥ . e kromme heeft dus éen oneigenlijk punt, en
te vergelijing stceclt voor: als rang ' = 3  een parabool
als rang ¥ = 2 twee evenwijdige reclitoen

als rang Il 1 twee samenvallende rcoh-

i}

ten.
Je. det D:i@: rozijn dan twee verschillende oneigenlijike punten.
lle ‘rone is als rang H = 3 een hy»erbool
en als rung 11 = 2 twee rechten. (I.B. rang ¥ > 2)
‘e zien nu dat,als we det D en de rang van I Xennen we weten wat de
‘vergelijking voorstelt.
e gaan nu het(eventuele) widcdelpunt en ce eventuele assen zoeken van

gen 2e graads krouwuwie zonuer cerst het asseniruils te draaien.
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Het widdelpunt M(xo) heeft de eigenschap dat het elke koorde ( door
%) middenTjoor deelt. Stel 1 is en rechte door ! en laat N het onei--
genlijke punt van 1 zijn. Noewm de snijpunten van 1 wet de kromme x'lix-O
resp. R, en R,. Lan geldt (WR,R,) = -1 (zie elan pag 27 opg 64.) voor
elke rechte 1 door M. Vit betekent dat de onei_enlijke rechte de poollijn

is van het niddelpunt, dus x' 4 = (O 0OA)

be cobrdinaten volcoen dus aan fxz 0 en fy: O of voluit geschreven.
aan 814Xg* Byp¥ot 832, = 0 en
By%o+ Bpp¥o* 832, = 0

In.eval det LU £ O (elliptisch en hyperbolisch .eval) is er juist &én
(eigenlijlt) punt . te vinden dat hieraa: voldoct. Dit punt ligt niet oD
ae «romme als ran, ! = 3 . Ilwaers was dit zo dan hadden we
(9

x'lx = (f.x6 fyo fzo) Zg = fzo 2, =0

en daar z_ A 0 moest fzo = 0 zijn. De drie ho ogene vergelijiiingern
xO'H = 0 hadden dan een oplossing (ongelijk aan de nul oplossing)

wat niet kan als rang I = 3 is.
Opg. 122. Bewijs dat als rang 1< 3 en det U # 0 de pool van z=0 op de
kromme ligt. Geef een aljebraisch en een weet undig bewijs.
Ingeval D=0 en rang I =3 (narabool) is

9y 8492 893 . o
rang ) = 2 (anders det H = 0). Er is dus een
a dl”’f) af)
12 22 23
oncigenlijs punt V(xo,yo,O) dat volcdoet, Dit is geen niddelpunt in gevon
in,Het gewvonden punt li_ t Vovendien op de kromme daar

X X
Y Tia .YO 0.0 ) ( 3/0) 0
x 'Hx, = (fxo’fyo’f' ) Oo = (0, ,fzo Oo = 0.

ilet stelt dus de asriciuting van Ge narabool voor.

Ie rang I ¢ 3 dan 1is rang (i}g ajg ggﬁ) =

s
(8]

Ong. 123. Bewijs dit. N.B. H is symirietrisch.

Er zijn dan oneindig veel .:iddelnunten die op een rechte liggen.

I8 i.h.b. rang H = 1 dan ligt deze rechte op de kromme. De laatste
eigenschappen zijn meetkundi, _emakkelijk in te zien.

Opg. 124. Depaal het iiddelpunt van de volgende krommens:

312+14xy+8y2—6xz-74yz+222 = 0

3X2+14xy+8y2—6xz—14yz+322 = 0
o

x2+ 21y+2y2~2xz~ 2yz+2z° = 0
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Verschuift mewn in het geval er cen ciienlijy ideelpunt is het assen-
‘ruis uet de oorsprong naar het umiddelnunt dan krijgt H de vorm

- 11 a4, 0
H={822%20 daar (0 0,1)F = (0 0 N\) uocet gelden
0 0 a

433
-n daar D invariant is bij versclhuivingen.
Ong. 125, Bewijs dit door de T = A' H A gcheel uit te rekenen.
Toem h(xo,yo,i) het middelpuant on sebruik de relaties

o] 0 <

)

10

-

constante §33 laat  =zich gemakkelijk derekenen

it he=det ! =3a.. det D =138..¢6 nl. 5. =2

= a -~
33 33 34 a
1 . 39 zagen we rceus dat door draaiing van het assen-kruis (als i £ C)
_ o, O 0
© op Ge _edaante Uy O gebracht kan worden. 'e zijn uu in staat
0O 0 a
33

ulrect de A,y cn ook, te berelkenen. ’'esens de invariantie van w geldt
o
oL, T ok, = W0oen we,ons de invariantic van det D geldt
[

A Q

a = xt D o= ok, O 7 , ue
det 0 o 1% zodat oL, en ok, U
V - : AR iy 2
wortels zijn van do vierxantovergelijking AT = wA+ d = 0.
81172 8y
Anders geschreven luidt ceze vergelijking 40 aon-A|= 0
[~
Als vergelijking op de assen viiden we dus
2 2 hh .
oAy XT FolsyT = i.h.b. als h £ 0
. 2 2
¢ ot x” deeny”
St o+ s T = 1o de richting van (e assc
ERS

vinden we 20 niets.

Aalvorens deze on te snoren zullen we het begrip van (e toegevoegde rich
tingen van uit een hoger standpunt bezien. 21i] H(xo,yo,O) een gegeven
richting (oneigenlijk punt) en laten Hq en n? de snijpunten zijn van

¢en rechte 1 door N. Voor het wmidden i van R1 en R2 geldt nu weer

(NMR1R2) = -1, hroruilt volgt dat de ne-tlhundige plaats van Il als 1 de
waalsr wet ton I doorloopt (evenwijdig verschuift) de poollijn van I is.
Laar I op z=0 ligt maat zijn poollijn door de pool van z=0 d.i. het mid-
delpunt (tocgevoesce 2iddelliin), e vergelijing van de toegevoegde

middellijn is dus fx0°x = fyo.y + fzo.z = xofx + yofy =0,
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Opg. 126. Ga na waar deze lijn teracht komt in de gevallen
D=0 rang H=k=3; V=0 k=2 end=0, k=1.
Cone 127. Bereken opnieuw de aan de richting tep = m toegevoegde nid-
vellijn bij 2
2

o= ] en  y = 20X,
b

r

1
Pl R

*

o

vt zinvol over assen te tunnen spreken moeten we ons beperken tot het
cval doF O
- assen zijn toegevoegde .1iddellijnen die loodrecht op elkaar staan.
N(xo,yo,O) de richting van de ene, dan vindt men die van de andcre

ALt ' x
2=0 en (x, y, OJUx) = (x)¥ (“O) = 0.

J

e toegevoede richting is dan ny' i, 0) 7ij staan loodrecht on

f f © *o
1 1 9 Yo f and : rad £)
clkaar als kg = vfg , of anders genoteerd als (fxo, ' = A(xo yo)

baar dit alles zich op de oneigenlijre rechte afspeelt werken we feite -
11jk een dimensie lager. Dit zien we duidelijk als we het assenkruls uet
oorsprong naar het (in dit jeval eigenlijke) ni1ddelpunt verplaatst den<en.

a a , 0
Ho= 12 <22 et a = Q- Ve vergelijking x*Hx = O vereenvou-

. 0 0 a
uigt zich tot (xy)U(i) + az° = 0 en dear we op z=0 werken hebben ve

voor de x en y (xy)b(é) = 0. De toegevoezCe richting van (xo Yo 0) is

u (xo yo)w(§) = 0. De richtingen staan :--° . . loodrecht op elkaar
als (fx fy ) = (xo yo)b = A(xo *o). Uit zijn twee hoiwo,ene lineairc
o 7o . vergelljkingen

a, ., -AR a.,
1 1<
. \ = 0
nl <Xo“’o)<a12 a22~,\>

eze hebben alleen cen oplossing als aan

84174 &

ayn a22~A = 0 voldaan is,

Bij elk van de wortels A, en X, vinden we dan een richting, en wel
(x4540) Dij A4 en (x7,0) 2ij A 5.
e richtingen staan loodrecht op elkaar immers
XA X,y X An Xn
L L 2y N2 = -2 <
X %y + Yq¥p = (x50(y3) = —}1ID(y2) by (x,y,)(y5) (N.B.
X
A1(2) £Z 0 daar D # 0) en hieruit volgt als A1.#‘A2 dat (x1y1)(y2):o

moet gelden, wat juist de loodrechte stand geeft. A1 = Xz kan alleen on-
3997 3y

-
= (a ,+8,,)" ~ 4d =

treden als discriminant




Flam 61.

~
= (a11~a22)2 +a§2 = U en cit is alleen o_,elijk als 8,4%85, €D 312m0

en de ran; van _ ) is dan mul,

ian geldt dus A, = A, = a a4, ang

11

~at aanleiding geeft tot 001 oplogsingen. DIt wordt vanzelfsprekend als
win bedenkt dat de krom ¢ tan een cirkel is.
‘n het algeiene geval vinden we dus bij A, en A (# 31} de richtingen

[

(g,‘,y1 0) resp. (xEyZO) welke voldoen aan (quT)im )1(x1y1) resp.

({Zyg)D: Az(x?yg). Ve richtingen bleken loodrec’ it op elkaar te staan.
o punten (€x,@x, 1) resp. (cfx? Sy, 1) liggen op de lijn door O in de
1. resp. 2e richting.
“nijding et (xy)b(ﬁ) =

pidg % x B

geeft

fotie g

Joor het wadraat van de afstand van de snijpunten tot de oorsprong vine
Gen we
(22(X12+y12) = %%u resp. qrz(x22+y32) = %% zodat we tot de
, 1 2
maMxT —GAyy
h h

as-vergelijking = 1 mogen besluiten (aits » £ 0),
Ong. 128. Tepaal de vergelijking op de assen van
2
66x°+24xv+59y° + 180x+260y 200 = 0,

In het parabolische peval d=0 is het niddelpunt oneigenliji.,
~en kan dan dus door verschuiving niet bereiken dat 513 = é°3 = 0 ise

Voor de richting van de topraaklijn geldt cdal zij loodrecht staat op de
as-richting, topraaklijn en as zijn toesevoegde poollijnen. let behulp
van deze elzenschap zijn zij geuakkelijk te vinden. De vergelijking op
a8 gn tonraaklijn vinden we gze akkelijk als we bedenken dat zij de vornm
2

oy® - 2« = 0 moet hebben, de matrix H heeft dan de gedaante

0 0 -0
0 =~ 0 1,. Wegens de invariantie van
-3 0 0
det 1 hebben we wcxﬁzzh en we_.ens de invariantie van Ww=a, T,
& &
hebben we o= w de ver_elijking is dus

o ) - .
wy” = 2 féi x. (bij geschikte keuze van de POS.X-

richting).
Ong. 129. Bepaal de “eenvoudigste vergelij:ing' van

x°-6xy+5y°-40yN10= 0 . at is de top?
De tweedegraads kromme is op te vatten als doorsnede van een vlak en
een kegel(rechte cirteltegel). 0n de // rechten te krijgen moet men
toelaten dat de kegel een oneigenlijke ton heeft(cylinder).
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ien ziet zo ook duidelijk in dat de indeling van de niet ontaarde twee--
de raads kromaen in ellips, myoerbool en parabool uitsluitend geschiedt
t.0.v. de oneigenlijke rechte,
e verschillende elementairce eigjeinschappen van de ‘egelsnede zijn gemak -
<elijk stereoetrisch te Lewijzen. ''ij bevelen de uitvoering ter oefening
WAal'ill a8m.

{ 45. “e,elsneder{_buncels.,

laten x'H.x = Kq(x,y) =0 ea x'F,yx = Kg(xy) = 0 de twee tweedegraads
vergelljkingen zijn van de lkegelsneden K1 en KQ.

Voor alle A en . (niet beide nul) is dan
K(xy) = AKj(x,y) + pK?(x,y) = 0 o0k een kegelsnede,
Lo verzaateling kejelsneden ,XK1+ pﬂg = 0 heet een ke_elsnedepbundel.
Jeomakkelijik ziet men in dat alle exemplaren van de bundel gaan door de
snijounten (regel of %}aginair) van K1 en K2 (die de basis exemplaren
heten).
Le ontaarde exewnlaren vindt awen uit:

/ det (AH,;+ pii,) = 0, dit is een

derdegraads vergelij iing in (A, en

,z/j;/ men vindt i.h.a. drie ontaarde exem-

plaren (zie fi_uur)

~.

///M Als bij de cirkel:ﬁundels bewljst en
//////// dat de bundel bevaald is door twee
4§//// willekeurige verschillende exemplarens

{; de “practijk =zal men bij vooriteur ontaarde exemplaren gebruiken.
e vergelijking van een willekeurige kegelsnede hevat 6 willekeurige
co8fficiénten( howogeen). Ten voorwaarue voor de kegelsnede welke uit te
drukken is als een lineaire vergelijting in de coéfficiénten heet lineair.
(xwadratische voorwaarde analoog).
Bijv. de eis dat P(x) op de kegelsnede ligt geeft ae voorwaarde x'Hx=0,
e eis dat P(x) toegevoegd is aan }(x) geeft evenecns een lineaire
voorwaarde ¥'Hx=0. (de vorige is er een bijzonder geval van).
Lwoe voorwaarden heten onafhankelijk als de corresvonderende vergelilj-
cingen in de coéfficiénten zulks zijn. Hieruit volgt dat een kegelsnewc
Lenaald is door 5 lineaire onartfhon.elijike voorwaaruen. Daar decyg op-
lossingen van 4 houwogene lineaire vergelijkingen in zes onbekenden alle
lineair afhangen van twee wil.ekXeurige verschillende oplossingen, is de
Jerzaweling van alle tegelsneden welke voldoen aan 4 onafhankelijke
lineaire voorwaarden een bundel.
Voorbeelden van twee (onafhankelijke) lineaire voorwaarden zijn het ge-
ven van twee verschillende nunten, het geven van een punt net de bijbe.
Mmorende raaklijn, het geven van ecn pool en een poollijn, het geven van
het middelpunt en het geven van twee paar toegevoegde punten.
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Opz. 130. Bewijs deze beweringen.
Alle kegelsneden die coor twee verschillende punten P1 en P2 gaan en in
©:m gegeven punt Q aan gegeven rechte 1 raken (Q op 1) vormen een bundel
wits 1 niet door P1 of PQ gaat.

_ v de voorwaarden
¢ zullen hier de onafhankelijxheian

iet bewijzen. el zullen we de Ddui-
del aangeven. e kunnen als basis exeanlaren kiezen de lijnen paren PTZE
wet 1 en P1Q et PQQ.

Ops. 131. Bepaal de buncvel van de kegelsneden gaande door (2,0) en (0,3
rakend in (1,1) aan x-y=0. Bepaal daarna de kejelsnede door (2,0) (0,0)
(0,3) rakend aan x v in het ount (1,1).

Legt .aen aan de kepelsncden van ceen bundel nog een extra lineaire voor-
waarde op dan is e¢r in het algewcen £én exennl-ar dat hieraan voldoet.
(soms oneindig vecl, a hunkelijkheid).

Zen lineaire voorwaarde 1s bijve dc cis dat de kejelsnede een orthogona 't
hyperbool is nl. a11+a22(=u» = 0.

Ellke bundel zal dus i.h.a. één orthogonale hvpcrbool bevatten. Bevat ecn
bundel er twee, dun is elk ex«emnlaar een orthogonale hyperbool(eventuecl
ontcard). Immers we kunnen de beide eerstgenoemde als basis exemplaren
kiezen,zeg K, en K, , en dan geldt K = A'K1 + wkK , maar dan is

we :'\WK +pMw = 0+0 = 0. ‘e kunnen nu ook opg. 113 gemakkeliji oy

1 2
lossen. ‘e kunnen de raalijn samen met Po nl. opvatten als exemplaar van
> dc bundel met basis exemplarcn
// 3 1e, de hyperbool cn 2¢, het lijnenvaar
//i:// S 'S ¢n PI.Dez¢ zijn beide orthogonaal
77 dus alle cxe.plaren, i.h.b. Cus de
T raaklijn L TS.

Opge 132. Bewijs 1ot behulp van bovengenocmde cigenschap dat de hoogtelijinen
van ecen drichock door ccn punt gaan.

Aan mcerdere lincairce voorwaarden kXan in het algemeen nict worden voldaan.
De eis dat ccen kegelsnede cen cirkel is, is equivalent met twee lincaire
voorwaarden.(a12=0 cn a11:322) In het algemeen zal cen bundel dus geen
cirkcl bevatten.

Opge 133, Wat is hct verband met cirkelbundels?

Stelling : Bevat cen keg lsnedebundel een cirkel dan zijn dc assen van
alle excmplarcn evenwijdig en zijn omgelecrd de assen van alle exemplalen
egvenwijdig dan bevat de¢ bundel cen cirkel.

Bewijs tc. De bundel zij K = X H(xy) + mC(xy) = O waarbij

H(x,y) = ai1xz+2a121y+322y2+2a13x+2623y+a33 cen Q(x,y). = x2+y%+ ,
2ax. +2by. +¢+ = 0. De: asrichtingen van K kunnen bepaald worden Cg39 P.53) “%

uit
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B8 2R = IR, MTT(RE, T T i ma,

(«? is de hock van d¢ as met de  x-as)

!
f
)
|
!

Jaar dit niet van A cn o afhangt volgt het cerste gedeelte van de stelling
2:e Als dc¢ assen van tuee verschillendc exeinlarcn van de bundel evenwd j-
dig zijn dan kunnen ve de x- on y-as in desclfde richting kieszend de ba-

cisoxemplaren voorstellen nct
2 2

Uxy) = aﬂx2 + a5y 2a’3xz + 2a23yz * a3z = 0

i

. oo, 2 , 2
on K (xy) a' X7+ aty,ytr 2&'13xz+ fa'yqye +a’332 = 0.

¢ 2ien zo ook dat dan allc cxcemplarcn dezelfde asrichting hebdbben.
Opdat K =AK + pli*  cen circel zij moct gelden

\

Aay, tpat. o= A 8,5 * pa's, dus PENTE (3'11-3‘92 (anq .
Tenzij alle excmplarcn cirkels zijn geoft dit juist één oplossing (anc.: o
oncindig wveel).
Als tocpassing zullen we vraagstuk 107 behandelen.
Stel gegeven de e¢llips )

T Xl o X% = 1 c¢n de cirkel C= (x—a)2+ (y-b)z—r:vﬁ

met de snijpunten Pi(a cos ¢, b sin Qj).

=2 -2

Door de transformatie %?} gaat © over in x~ + y =1 c¢n C gaat

ion

X
y
over in cen ellips met assen cvenwijdig aan X— on y-as, terwijl P oOVeI—
zaat in P ;(cos e, cnnq)i)

Ve kegelsnedebundel door de punten

¢ | P; bevat cen cirkel (x +y =1) du
\\\\\\\\\\\\\Jj: alle cxcemplaren hebbeb assen evenwii--

T dig (hicr aan x- c¢n y-as).
1 Dus de x-—- en y--richting delcn dc¢ hoc'c
tussen ?1§q on §3§4 mniddendoor.
Nu geldt echter
P 9o
4 x1(als 1=P Py) = T+ 90

-~ - +
en (als l'=P3P4) I x1' éi?} g + 90.Vaar de x-as de hock 11' midden-
+
doordeclt %: I'x = g(xl, 1iebben we cg ~~?:’—*-C-P— -—?- +180° = 0
{ mod 360°) dus cf1+ QB.% @3+ ¢y = 0 ( moa 360°) gec.d.

Ook opzave 100 wordt nu ccn zacht gekookt citje.

Stel nl. > o
E = % X? - 1 =0 1is de ellips. De voctpuntcen van de normalen
al b

door P(xoyo) stcllen we Po(xyy;)  (1=1,2,3,4),
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¢ nebben dan de relatics
2x bzw X E 0
B Xo¥y = P UKy - e Xy, =

> na deling door A

2
27X by
0 0 2 .
e wme— = O (1=1 2 3 4)
X3 Vs e

rekt umen de vierde rcelatic af van de iY (i=1,2,3) dan krijgt men

c 2
-oatx (x,-x.) b7y (¥,~74)
(e )F gyt = TeEL S 0 (421,2,3)
it viv4 " 2
X, Yy
- "l H : - 1
Daar Pi op ” ligt (i=1,2,3,4) geldt ook ;?n + ;ﬁ” =1
‘cer de vierde van dc overige aftreltkend krijgen ve
2 2 2 2
X, - X N -y
- 4 i 4
(p)F S—p-fe + 04 J 0 (121,2,3)
pl ac b2 4
x, X, (x,+x.)  y,7:(y,+y:)
Door combinatic van %, oen %i vinden we-4£4k~fL*A>-+ AL L
a’X, b Yo

x,x(x,+x) ¥, 90y ,+¥)
Le lkcegelsnede AA T + SECETL Lo hceft de assen evenwijdi

4
a’x, b Yo

Xx—- en y-as ( immers X.y ontbreekt)..De punten P, (i=1,2,3) liggen er
volgens bovenstaande foriwles op, terwijl P'4(~x4,—y4) ook kennclijk
voldoet. ¢ bundel met basispunten P1,P2,P3 en P'4 moct nu een cirkcl
bevatten daar alle cxenplaren de asscn cvenwijdig hebben qe.e.de
Deze stelling staat beckend als de stelling van Joachimsthal.
Het geoven van een raaklijn van cen Xegelsnedce is geen lincaire voorwaarde
e leidt nle tot cen lwadratische vergelijking in de coéfficiénten. e
lunnen om dat in te zien de x-as langs de goegeven rechte kiezen.
Stel op de gebruikelijke wijze de kegelsnede voor door f(x,v,z) =
= 311x2 P = 0. bc x—as is raaklijn als zij door haar pool gaat.
De pool van de Xwas vinden ve uit £.=0 en £ =0 ( poollijnen van (1,9,0)
en (0,0,1)) of wel

0

3

Aan dezc vergelijkingen moet dan voldaan zijn door cen onunt (x,0,3z),
291 843
%13 233

819X ¥ AypV Ay,

i

X+ P + ¢ Z
843 apyd T 433

e
a11x + a13z = Q

dus ='0.

g y, wat allecen kan als

~
[

= a_ .,a —a

. Y s 1
a13x + aj}‘ 0 11733 3

Vit is dus inderdaad ecn ‘twadratische vergelijking.
Opg. 134. In een bundel zitten i.h.a. twee paraebolen.
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§ 46. De cuntralc kegelsnedce.

De mecetkundige plaats van de middelpunten van de kegulsneden van
wen bundel is een kegelsnede.
Bewijs: Stel de bundel is h(x,y,z) = Af(x,y,z) + mg(x,y,z) = O met
t(x,y,2) = a11x2+.....; g(x,y,2) = D, x"+e0ae en hix,y,2) = 011x2+...
Het middelpunt van h(x,y,z)=0 voldoct zan
0

0

h Afx + M8y

i
i

i
i

en hy /\fy + ,.Lgy

Eliminatic van A ¢n u geeft

T 8y

wun twecdograads vergelijking on de nectiundige plaats is inderdaand
cen koegelsnede. Zij hoect de centrale kegelsnede van de bundel.
Stelling: Do Ountr%%?j5%£,lsnudu is cen ontaarde cirkel als alle excen-
plarcn van de¢ bundelVasymptotische richtingen hebben ¢n omgekeerds
lIet is ec¢n nict ontanrde cirkel als de bundel uitsluitond ult othoyo-
nalc hyperbolen bestaat woelke natuurlijk miet alle dezelfde asymptotischc
richtingen mogen hebbun un oumgekoerd.
Bewijs: Snijden we de bundel met 2=0 dan krijgen we

011X2+2°12xy*°°2y2 S CIPLIPLCIPLINOES +(311b33”Q22 11IXT

2 _
+(84pPp=8pp05)¥" = 0.

Als allc¢ cxemplarcn van de bundcl dezclfdce asymptotische richtingen
hebben, dan geldt e ayq = s’b“, €20 = 1z:rb,‘2 en @Ay, = G'b o
(¢n omgekecrd) mot @ n © nict beide nul. In dit geval is

Cyq = Cqp = Cpp = 0, zocat h(x,y,z) = 0 ¢cn ontaarde cirkel is.

Ongekeerd volzt uit Cyq = Cqp = Cpp = 0 dat de rang van

o b
R I B
240 qu = L gclijk 1 is, zodat er ccn e en cen & te vinden zijn

822 Pop
dic aan bovenstaande voorwa.rden voldoun. Indien de bundel uit orthogo-
nalc hyperbolen bestaat geldt  a, +a,, = by,+by, = 0 ( en omgekcerd)

Nu is kennelijk ¢y, = 8'11(b11+b2§3) - b“(a11+a22) =0 en

Cyq=Cop = b12(a11+a32) - aqz(b11+b22) =0 ¢n hix,y,z)=0

is dus ecn ecirkel, zij kan volgens het bovenstaande alleen ontaard zijn
als rang L < 2. Ongekueerd volgt uit Cip = 0 dat

849 8 byy = 255 1 by, = (ayq%ays) 8 (by4+b,,)  un uit Cq4=Cpp=0 Vvolgt
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dat a11+a22) : (b11+b2:) = aytbys. Dazr c,, £ 0 is (onders ontaarde
cirkcl) hebben we a., b, # 110 8 byy z0dat oy +a,,=b,a+b, = 0

nmoct gelden, g.eede.
418 in dc bundel cen cirkel voorkomt dan is de centrale kegulsnede con
orthogonale hypcrbool cn ongekuecrd.
Lewen we als basiscxemplarcen de eirkel C = x2+y2+2axz+2byz+cz2 =0
«n de kegelsnede f(x,y,z):a11x2...... =0 dan vinden we voor de door-
snijding van du centrale kegelsncede met 2=0

a12x2+(a22~a11)xyua12y2 = O waaruit volgt dat dcze een orthogonale

hypcrbool is.

Ou het ouwgukeuerde te bewijzun nencen we cls basisexcmplaren R

f(x,y,2) = a11x2 + a22y2+.... = O(dus we kicsen het assenkruis even-

wijdig aan do QSSVH van f(xyz)=0 ; dus a12:0) <n
] g(gmz) = b11x +eve.eo=0 (willckcurig).

¢ euntrale kegelsncede is nu orthogonanl dus:

BqqPyp = 29pPyq * 29pPpp = BppPyp = yplagymng,) = O

dus  ay4-855 = O of b,, =0 in het eerste geval is £(xyz)=0 c.n

cirkel en in het twecde guval hebben de basisexemplarcn de assen even-
wijdig cenjdan moct de bundel evencens een cirkel bevatten,g.e.d.
Als de centrale kegelsncde ccn orthogonale hyperbool is, dan staan de
assen van de beide parabolen van de bundcl loodrecht op elkaar aangezicn
de asymptotische richtingen von do centrale kegelsnede de asrichtingen
van dc¢ parabool voorstcllen.
Opg. 135. Bewijs rechtstrucks. Als de bundcl cen cirkecl bevat staan de
assen van de parabolen loodrccht op clkaar. Hint(gentle). Necm als basis-
cxcmplaren de ecirkel en ecn van de parabolen (kies ook het assenstelsel
niet t. argceloos).
Bchalve de asrichtingen van de beidc parabolen (van de bundel) bevat de
centrale kegelsned: ook de dubbelpunten van de ontaarde exemplarcn.
Laten P1,P2,P3 en P4 de¢ basispunten
van de bundel zijn o¢n laat Mi. het
midden van P, en Pj zijn.(Mijzﬂji)
D¢ 6 punten Mij liggen ook op dc
centrale kegelsneden.licn ziet nl.
genakkelijk in dat zce als middelpunt
optreden. Laat nl. PklJ het gespic-
gelde zijn van P& te0aVe ﬁij
_ _ (k#i c¢n #j) or is cen kegelsnede in
bundel welke door Pklj gaat en Mi. is haar middeclpunt (pool van 2z=0).
De centrale kegelsnede hect ook wel elfpuntskromme,




Elam 69.

Toepassing:lMcem voor d¢ basispunten van de buncel de hoekpunten en hut
hoogtupunt van een drichock. De con-
tral.  kcegulsnede gaat dan door de
voctpunten van de hoogtclijnen (dub-
b.lpunten van de ontaardingen) en
door de¢ midd.ns van de zijden en do
stuklcen van de hoogtelijnen tusscen
hoogtcepunt on hockpunt. Daar de ont-
aarding.n (hoogtclijnen en bijbeho-
rende zijden) orthogonaal zijn,bevat
de bundel uitsluitond orthogonalce hypcrbolen c¢n krachtens het voorgaul.-
d¢ ieg de cuntralc kcegcelsnede dan cen cirkel. Zij staat bekend onder

de naam ncgenovunts cirkel.

P, A

Opg. 136. Bewijs (moctkundig) dat dou centralce koegelsnede ontaard is,
21ls de bundel <on onte rde parabool bevat.

§ 47.Dc¢ stellingen van Sturm en Pascal.

De st lling van Sturm luidt als volgt:

Als dric Xegelsneden door twee pun-—
ten P oen Q gaan dan zijn de verbin-
dingslijnen van de punten verschil-
lend van P en Q@ dic zij paarsgewijac
geiteen hebben concurrente.

Bewijs: Stel de vergelijkingen von
de¢ kegelsncden resp. Fj(x,y,z)zo,
Fz(x,y,z):o en FB(x,y,z):O.

D¢ lijn PQ zij 1(x,y,z)=0, terwijl wu dc¢ v .rgelijking von de gemeon-—
schappclijke koorde van P1 en F2 nct 13(x,y,z):o zullen voorstellen.
11(x,y,z)x0 on lz(x,y,z):o cyclisch.

ll§0k0ﬂt voor in d¢ bundel bepaald door F1 en F2 dus voor passend ge--
kozen X on

AF1+ »FQ: 113 evenzo voor goschikt gekozen e un &
@ Fy+@Fy= 11,. Hicruit volgt dut

AeF - ‘U¢F3 = 1( 513- »11), woaruit men zict dat 1(633“'Mi1)z0
cen oxemplanr is van de bundel door F1 n F3, noar dit ontaarde cxen-
plaar noct dan 11250 zijn, zodat <T1, =Q13- pl, ,moet gelden.

D¢ lijnen zijn dus concurrcvnt gq.e.d.

Neemt men voor P oen Q de eirkelpunten (1,i,0) en 1,-1,0) dan krijgt
men d¢ stelling dat de machtlijnen van dric cirkels door één punt gaan.
Zij gegeven dec zes punten P1’PE""‘P6 op e¢cn kegelsnede .

Verbindt men Py omet Py (i%1,...5) «¢n Pe met P, dan ontstant cen
6~hock.
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De stelling van Pascal zugt dat do
snijpunten van de (3 paar) overstarn-
de zijden collineair zijn.

De stelling volgt direct door tou-
passing van iturm op de¢ kegelsneden
K, ?4P3 met P1Pg on P4P5 net P1%6'
Deze drie gaan alle door P, en P4

Als K ontaard is geldt de stolling natuurlijk ook, men noemt hcm dan

lwwestal de stelling van Papmas.

Bovenstaands figuren zijn een illustratie van enige ontaardingen

van de stelling van Pascal,
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§ 48. Poolverwantschap, dualiteit, lijncobdrdinaten.

“venzo als bij de cirkel kan nen bij de wiliekeurige kegelsnedc

2'Hx=0 de noolverwantschap defini&ren. Aan elk punt (xo,yo,zo} wordt
r.een lijn nl. x| Hx=C toegevoegd. Ir geldt weer: als P (x.) (i=1,2,3)

trie collineaire puntea zijn, dun zijn de lijnen x. Hx O concurrcnt.
Snge 137. Bowijs dit. (Hint: Pq(xq) PE(XQ) en P3(x3) zijn dan en slecht
wan collineair als )\(x1)+)¢(x?)+ Q(XB) = (0) (A, wenV niet alle
rul)).
Ook gcldt: als vier punten een harmonisch viertal vormen dan vormen do
poollijnen een harmonische vierstraal.
Ong. 138. Bewijs dit. (Hint: P1(x1) Pg(xg) P3(I3> en Aé(x ) liggen har-
sonisch als (xz)z(x1)+(x2) en (x4)=(x1)~(x2) geldt.

rAnaloog voor de lijnen lizO (i=1,..,4) 1ct 13:l1+10 en 14=11—l?

(zie p.54 r.7v.o.).
Evenals vroeger ((22) toen I een cirkel was wordt de meetkunde afge-
beeld op een cGuale -cetlunde,met behoud van die stellingen welke slechts
dc vegrippen snijding en dubbelverhouding bevatten. Thans lunncen we
.chter ook vragen wat er met een kcgelsnede x'Xx=0 gebeurt ( X veron-
derstellen we niet ontaard). lct ¢lk punt ervan corrcspondeert cen
rceehte. let K correspondecrt dus ecn verzameling rechtene. De lijnen
van deze verzameling (klassc kromme zie §37 p.47, 48) elke door ?( 24 5
gaan vinden we door (xoyczo) op te losmsen uit: H; en X, 'Kx =
Vit geeft twee oplossingen (snij-unten van ‘E'hx”b en x'Kx:O), du&

goor ¢lXk punt van het vlak gaan twee lijnen van de verzamneling, weowoge
deze van de tweede klasse heet te zijn (analoog aan de graad van con
(art)krowre) .
De lijnen omhullen de nectkundige plaats van de raakpunten, dat zijn
dic nuntun waarvoor de beide lijnen (er door heen)samen vallen.

Stel P(:JQ;S> is cen raakpunt. Op de lijn l:'}ﬁHx:O kiezen we twec
verschillende punten “fx ) on R(io) cn wel zo dat Q op X ligt, dus

v , - ~ '

;‘dxon on ;'on:m cn xQKxoz
Het andere snijm ot van 1 aet K vinden we uit

()\xo+ WwI >'K('Axo+’*io) = 2Am x! Kio+ pgxs Kx_ = 0. Opdat de beide

snijpunten samenvallen is nodig e¢n voldocnde: X Kio = 0. Dan valt
de lijn x] Kx=0 sa ..n rwt *'Hx O (beide door Q cn R) zodat
§’h = xé K. We¢ kunnen hpt ook zo zcggen. Het punt P(;) movt dus-—

danig gelegen zijn dat dc lijn §‘Hx-0 raakt aan X, dus dat er cun punt
Q(XO) bestaat u.t x(; T 020 en x ! ¥ e E'H.

Uit xg K = e:g'H (e is ven cvenredigheidsconstante) volgt dat

-1

X, = K

¥ . s B . % .
o HGe. Do conditic x} Kx =0 geeft voor (8) de voorwaarde:
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ey =% 0 mE = o,
Deze voorwaarde is ook voldocnde daar xOxK”?ng nan de aan Q gestelde
eilsen voldoct. De oumhulde is dus ecn kegelsnede met als uatrix il
'len noent deze kegelsncde wel de genolariseerde van K.
Opg. 137 In de poolvervantschap t.o0.v. 12~y231 goat xQ:Zpy over in
cen klassckrowne. Bercken de onhulde rechtstrecks en vergelijk daarna
dcze uitkoiict met het bovenstaande.
Opg. 140. Door nogmaals tc¢ polariser.n gaat de¢ onhulde van de klasse-
kromme weer over in de oorsprockelijke krorue.
Opg. 141. Bewijs ook rechtstrccks dat cen raaklijn van K overgaat in
cen punt van (HE™ 'H).
Joor polarisatie gaat de stelling van Pascal over in dic van Brianchon
nl. zijn 1 (i=1,...,6) zecs ranklijnen van cun tweedegraads krouuic

net snijpunten Fij daan gaan de
s

verbindingslijnen van P10 net P45,

P23 riet PSG en P34 met P61 door
cen nunt.

Door é¢n of meer paar raaklijnen sa-
nen te laten vallen krijgt men bij—
4 zonderc gevallen van Brianchon.

4 \
/’/\ ///\
Opg. 142. De rasklijnen in P ¢n Q ean de parabool y2z2px snijden de

y-as resp. in P! oen Q'. Buwijs dat de lijn door P' // raaklijn in Q)
de lijn door 7' // raaklijn in P snijdt op dc x-as.

Opg. 143. Boschouw bij de hyperbool de volgende raesklijnen:

de asynptoten en twee raanklijnen p en g beide dubbel getceld. Formuloor
de stellingen dic uit Brianchon volgoen bij de verschillende wmogelijke
nunleringen van de 6 raaklijnen.

Het is aw0g-1lijk de Analytische " cetkunde abstract zo op tec bouwen dot
0e2te de dunlitceit cr van het begin af in zit. Alle begrippen mocten dun
¢ehter gedefinicerd worden. Zodocnde wordt de necetkhunde cen gedeelte
van de gctallentheoric. Mon uag dan geen gebruik naken van mectkundige
eigenschannen zoaxls bijve. op pag.4. Men kan het zo opvatten dat men met
behulp van de getallenco tbinatics on van ceigenschapnen van getallen

{ welke ei_enschappen cen uectikundige naam krijgen) cen model mackt dat
aan de nmectkundig axioma's voldoet.(dat het model aan de axioma's vol-
doct mout natuurlijk bewezen word.n)

Zodocnde is wen er zeker van dat in dat axiomastelscl net 2o nin tegen-
strijdigheid zit als in de getallentheoric(Dun axiowmastelscl kan strij-
dig zijn, nan kan nl. tc vecl eisen, bijve ecn axolotl met vijf staar-
tenmet als gevolg dat er niets bestaat dat aan de eisen voldoet,



Elam 73.

De begrippen voorkomend in ecn (uectkundige) axio.astelscl,zoals nunt
cen lijn zijn fornmecl, zij stecllen slechts cntitceciten voor welke de
(door de axiona's) geeiste eigenschappen hebben. Bij het naken van een
wodcl gecft nien de entitcitin aan. Besohouw de verzancling van natrices
van 1 kolom en 3 (4) rijen ¢n de verzancling van natrices van 3 (4)
kolowien ¢n 1 rij. De staande natric.s zullen nunten on  de liggendce
rijen zijn (let ¢» de willekeur) (finesse: punten (lijnen) nct cven-
rcdige watrix worden als nict verschillend beschouwd,(§> cn (o0o00)
worden verbanncn) Definitie van hot begrip incidents
Een punt ;) en cen 1ijn¥(a,b,c¢) heten ineident als (abc)(?) = 0.
z

z
Opg. 144. Bewijs axioma 1. Door twee puntcn gant é&n cn slechts é€n

lijn incident nict beide.

Zo voortgaande ulk nieuw begrip ( listig) definiérend maskt men cen
ncetkunde dic aan de axiona's voldoct.

Wij zullen dit hicr nict verder vervolgen.

wen punt hadden we al cerder voorgestceld door de matrix van zijn codr-
dinaten. Ook dc¢ vergelijking (a)(x) = O voor dec rechte kennen we roed.
De lijn ax+by+cz = O kan wen dus voorst.llen net de natrix (abe) (af-
gezien van de cvenrcdigheidsfactor). De getallen (a,b,e) zullen we co-
Ordinaten van de lijn nocien.

Alle lijnon (u,v,w) door het nunt (xo,vo,zo) hebben de eigenschap dat

JU YV oz o= 0O geldt mea.w. ecn punt is cen li-

X
(uvw)(yg = X
neairc V¢r§o ijking in lijn codrdinatcn. ¢ Hunten en lijnen blijken
volkorien gelijkwaardig (dualiteit) mits we natuurlijk de oncigenlijke
elcienton nee lat n doen. We zullen ook nog even o vergelijking later
zien waarnan de raaklijnen van de nict ontaarde kegelsnede x'Ex=0 vol-

doen. be raaklijn in (xo) is xo'Kx = O dus de lijn cobrdinatcn zijn

-1 -1
= x 'K 2 We x ' = ull ! x =X ! s voldoe
(uo) . of te wel x| o en  x T ug du doet
B R - L . .
u, aan uOK KK uo' = uoh 1uo' = 0. Dc¢ vorgelijiking in lijnen codr-
. . ‘ -1
dinaten is dus ul ut' = 0

Opg. 145. Tun zict voor de verg<lijking in lijncencodrdinaten vaak de
vorn:
%91 2 %13
“12 0 Go2 P23

L~13 5.23 9.33
u v W

Laat zien dat dit hetzelfde is

O £ <4 ¢

- (¥
als (u vw) K (v') =0
W

D¢ dualiteit komt hier duidelijk uit. Men laat eenvoudig punt en lijn co-
drdinaten verwisselen en wegens de sywetric in de opbouw ( welke don
natuurlijk bewezen noet zijn) blijven alle stellingen geldig,

Polariscert nen t,0,v, x2+y2+zz = 0O dan vallcn beide opvattinguh



Elan 74«

ganen immers (xﬂ,:,'O
oot de 1ign (x v, z.).
Polariscren teo.v. x'Hx = 0 43 blijkbaar hctzclfde als cerst trans-

formeren volgens X=Hx c¢n daarnn punten en lijnen verwisselen.

z,) corresponde.rt dan nuct Xx x+y y+z,z =0 dus

Ingeval H nict ontaard is volgt zo cen nicuw bewijs wvan de forrmle
car=—=1 .
x'" (7 'Hx = 0 wvoor de gepolariseerde van x'Kx=0.

-1
-1

-

Door de transfornatie X = Hx gaat K n'. over in i‘ H

i Tu

d¢ vergelijking van deze klasse kromiwe in punt:boﬁrdinaten
x'(H“jKH"1)"1x = x‘(HK'1H)x = 0 is.

Ecn lincairc verzancling van klassckromaen heet cen schaar. Het begrip

iz duaal th bungcl, het 18 niet hetzelfde. Bijvoorbeeld de schaar

Viorwisseling van punt cn lijncodrdinaten geceft uH™ 0, terwijl

2.2 2.2 2 2 D L e
27U + bVT - wT + A(u“+v") = 0 heeft in de puntecodrdinaten de
virgelijking: n
a+A 0 0
0 v4r 0y
0 0 -1 2 = 0 of wel
X y z 0

9 -
xz(b“+ N) o+ yz(a2+A) = (32+A )(b2+uX). Dit zijn alle confocale kegel-
2

sneden x4 l§w~w = 1 (confoecaal wil zueggen et hoetzelfde brand-
a“+A DT+ A
nunt). De verzancling is cchter geon bundel, door elk punt gaan twoc

exenplarcen, want voor ccn klassckrowmie is het gaan door ecen nunt ecn
kwadratischce voorwaardc.
Ecn en ander wordt duidcelijker als we veten dat de brandpunten ongevat
¥unncn worden als de (reilce) snijounten van de raaklijnen uit I(1,1,0)
en J(1,-1,0) aan de kugelsnede. Tr is cen eenvoudige vergelijking voor
het raaklijnenpaar uit P(xo) aan x'Fx=0,
Het paar is nl. het exenplaar van de
bundel x'Hx + A(x, ‘Hx)2 0 dat door D
goat  x 'Hx + A(x 'Hx ) dus na

clininatic van A
oy
(x "Hx Y(xt'Hx) - (x tHx )< = 0.
Dlt tocg nagt op I un J bij
mw + Ew - 1 =0 geeft direct voor de
a” b“

snijpunten  (+¢,0) c¢n (0,+ic). Ve laatste punten heten wel inaginaire

brandpuntoen.

Het geven van de " randpunten (beide reéle of beide imoginaire) kout
dus neer op op het geven van vier raacklijnen, dus vier lineaire voor-
waarden voor de klassckroule, zodat er cun schaar van klasscekronmen
agn voldoct.
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Hoofdstuk III.
e ruimte.

$ 49. Codrdinaten en de rechte lijn.

: ‘ aan e
Jul in de ruinte de punten codrdinaten toe te kennen, voeren we een

stelsel in bestaande uit cen vast punt O (de oorsprong) net daardoor
dric onderling loodrechte lijnen (resp. x-, y- en z-as genaand) cllk
voorzicn van ecn positieve richting.

Ne drie vlaklten door dc acssen(?2 aan 2) heten de codrdinastvlakken.
.n willekeurig punt P projecteren we op de assen.

Z o Stel de nrojecties zijn P_,P_¢ecn P
Q) - x y &
1 (\\\ (vaarbij de index op aanvoelbare wij"
\\\\\\\ o is gekozen). Stel x:aﬁx ’ y:ﬁ?y en
Wf —— z:O%w. Men noent x, y en z de codrdi-
i ' X naten van P. Notatiec P(x,y,2)-
X In de codrdinaatvlakiten :
0YZ, 02X enOdLY zijn net be-
5 —- o hulp van de daarin gclegen assen
>/ Y rechthockige Cartesische cobrdinaten
/ vastgelegad.
Laten P' , P" en P" resp. de projecties van P op die vlakken zijn,

dan zijn de codrdinaten van dic punten (t.o.v. het stelsel in dat vlalr
resp. (y,2z) , (2, x) en (x,y)-

- . 1\/?2§
De afstand van T tot de oorsprong is x“+y~+z" .

Opg. 146. Bewijs dat de afstand  van P1(x1,y1,z1) tot P2(x2,y2,22)

gelijk is aan \/'(x1—x2§2 + (y1-y2)2 - (z1—z2)2.
2ij gegeven de punten Po(xo,yo,zo), in P1(x1y1z1) en P(xyz)

act (POP1P) = (A:p) dan geldt,wegens de invariantie van de deelverhon-

AX, + MX AV, +1AY
ding t.o.v. parallclprojcectie, x = m];\-;‘}‘;‘q y = - "‘+’}:;:-9 en
AZ1 + Mz
o= MX“':A"-- (vcrgullak p.},)

In vector notatic (A + w)(x) - p(x,) = Mx,) =0
Opgs 147. Bewijs dat als A(x,) + px,) + 0(x3) = 0 geldt met
A+ g +v=0 de punten Pi(xi) (i=1,2,3) op cen rechtc liggen.

Voor het vierde harnonische punt ﬁ(i,ﬁ,i) gelds:

In het bijzonder gcldt voor het nidden van PO cn P1
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L Yot¥q g 1

B Bl "1?" ’ -? . Voert nen cvenals bij het platte vlak
oncigenlijke elenenten in dan ziet uen da?%&ﬂ:oneigenlijke punt van
de rcehte door P P, de houogene codrdinaten (x1~xo), (y1-y0), (ZW—ZQ>,'
oct gevens
e richting van cen rechte 1 is volkouen vastgelegd door de hocken

c&.:.?_}{l ga:;yl enX:;hla

Gaat 1 door A(a,b,c) dan is voor

P
/ P(I'y’f) ggsi.
A ,//?’}y// ¢ net @ = A3,

. y =Db+ecosp
N zZ =c+@cosy
EL Dit is dus ook
3 A cen paraacter voorstelling van de

i

1

rechte.(zie pag.9 ondcraen)

De getallen cose, cos@ en cos |
heten de richtingscosinussen van de rechtee. De hoeken o4 P cn X eli
niet onafhankclijk van elkaar.

e hcbben nl. 6,2 = (PA)2 = ( x-a)2 + (y-b)2 + (2-0)2 =

7) ) 2
= @ “(cos“a + coszp'+ cos‘x )
. 2 z
zodat de rclatie cos“ol + cosg@ + cosax = 1 gcldt.
tlen kan de bovenstaande varancter voorstelling door clininatie van @

x-a _ y=b_ _ 2z=¢c  ,_
coSet  COS - cosy (-6)-

Bij deze vergelijkingen kout het slechts op de verhouding van de noce—

herleiden tot twee vergelijkingen nl.

iers aan, zij zijn dus equivalent met de vergelijkingen
ﬁié = X%P = 5%3 waarbij A : B : C = cosw: cosp : cosy.
Ay, B¢n C heten richtingsgetallen van de rechte. Blijkbaar geldt voor

dc¢ richtingscosinusscen cosa= ° A ” 5 9 COS @ = s 5 » A
'\/A+B+C /\/A_+B+C

\»rl C03 X S T wxm . ")W .

Opg. 148. Bewijs dat voor de punten P(X,y,2z) van de lijn door
Po(xo,yo,zo) en P1(x1,y1,z1) zeldt

o]

£ -9 r-z

- i T e s .

X
1~ %5 V9= Yo 249 2

<’
o o

¥

De hock @ tussen de lijnen l1 en l2 et richtingscosinussen a1,b1,c1

cn a2,b2,c2 voldoct aan cos @ = a,8, + b1b2 + C4Cohe

Opg. 149. Bewijo dit.

Aanwijzing: Gebdbruik de projcectic stclllng van pag.12, welke ook voor de
ruinte geldt (bewijs?)

D¢ voorwaarde voor loodrcchte stand is a.a, + b1b2 + CyCy = 0.

17



Hicrbij wogen de getallen

de lijnen zijn.

vy b,

1 1

c; (1=1,2)
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ook richtingsgetallon van

§ 50. CoBrdinatcn transforiaties.

/?}) -
z T A4
10
9 7

Daar de getallen richtingscosinussen zijn

-y
R

. 2. 2 2 ., 02

‘.,,+ C S —

+ b 1= 4

1 1
agaen 2 aan 2
a4, + b1b2 +
Door projecctie

ot

vinden

[ - 2
+b,"+ Cc, = a
< f 3

Laten twee

asgenkruisen gegeven ziji
nl. OXYZ en 0XYZ
naten van 0 zijn Xye Y

en stel de cofrail

cn oz T -

0 0

wijl de richtingscosinussen van de

X—2a8 zijn respe

a1,b1 en ¢,

( dus a,= cos X X conz.)
1

van de y-as

de zZ-as

K=y Y= N Z-a8 WG
X =a, X+ b
1 1
Yy = a, X+ %,
[ [
Z = a, X + D
3 3
Yraaicn we het asgenkruis nict, naar
vercenvoudizen zich de formules tot
X =X + X
- 0
= +
J Y s
To= 2 o+ 2
0

In het geval van een zulvere

matrixnotatic too,

assen

X a b
‘ 1 1

N ={ a, Dby
oo S

7 33 b3

Opge.

ten, zic elal.)

¢4

c

ch

]

it <

3
“+ b

21 et

=t

B.,b, €n ¢, cn van
& [
“ b 2 -
33, 3 en 03
geldte
2 2 . )
3 + c3 = 1 daar de ni.uwe

+ O

3

34

3]

loodrecht op elkaar staan goeldt bovendien:
CqCp = @pag + b2b3 *Cocy = agay 4 b3b1 T 0y, = O.

van d. codrdinatentrek (van hct nicuwe stelsel) op

verschuiven we c¢venwijdig dan

149. Berclken de waardce van adet A.

i

draaiing =y =7
2 ng (xO Yo

Hint:
De natrix A hect orthogonazl (vanwe7e de relatics tussen haar elcuen-—

=0) kunnen we weer de

A ]

TR

bercken eaerst AA'.

Schrijven we de codrdinatun honegeen (et u als vicrde cobrdinact, dus

X A .
X<*)u v «)u 2
x 31 b1
Y| =2 Db
z a3 by
u 0 0

€4
o

°3
0

X

S O

- by i
o

f>§ ) dan wordt de transfornaties

X

I~ B e L

= SRS
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De inverse transformatie luidt

X X\\ a, a, a3 io X

¥ = B-1 y i - b1 bg b3 ?O y

Z z/} Cy  Cp oy EO z

(N1 u 0 Q 0 1 u

waarbij X, ¥, EO juist de cobrdinaten zijn van O t.0.v. het gestreepte

stelsel nl. X, = = aXx, - b1yo - €42,
Vo = = 8%, = Bop¥y — CpZ,
2, = = 83X, - b3yo - C3Z,

Voert men na elkaar twee transformaties nl. x = A1i en X = A2§ uit
dan is het resultaat x = (A1A2)§, Dus de transformatiematrix van een
oroduet is het product van de transformatiematrices.

llen kan de bovenstaande transformatieformules ook anders interpreteren
nl. als een punttransformatie,(d.i. een afbeelding van de ruimte op
zich zelf) waarbij aan P(X,¥,%,0) het vunt P(x,y,z,u) wordt toegevoezd
volgens (X) =B (x). .

Het is de beweging die O0XYZ in 0XY?Z overvoert(zo nodig met een spiege-
ling gecombineerd). Een spiegeling t.0.v. het *Y.% —vlak heeft tot

transformatiematrix -1 0 0 0
0 1 0 0

g5 = 0 0 ’ 0 met det S = ~1
0 0 0 1

lfen ziet zo gemakkelijk de betekenis van het teken van det B in.

7ijn OXYZ en OXYZ gelijk georiénteerd (d.i. beide rechts draaiend of
beide links draaiend) dan is er een beweging (zonder spiegeling) die
OXYZ in OXYZ overvoert. Uit continuiteitsoverwegingen volgt dat voor
mulk een beweging met matrix B geldt det B = 1.

Is het gestreepte stelsel anders georiénteerd dan is de transformatie A
op te vatten als het product van een zuivere beweging (det +1) en ecn
spiegeling (det —=1), dus det B = =1,

Opg. 150. Is er bij elke transformatie van bovenstaande vorm een punt
dat op zijn plaats blijft, dus met P = P ? Zo ja wanneer is dat punt
oneigenlijk?(translatie).

Opg.151. Bewijs dat voor elk tweetal punten P. (X ylzlul) (i=1,2) geldt

X']ch + y1y2 + Z,]Z2 = X_]X2 + y1y2 + Z1Z2

SIL

2 2 = = 2 = = .2 =
en (X1—X2> + (y1~y2)2 + (21—22) = (X1—X2) +(Y1“Y2> + ( 1=%p
‘waarbij x = Bx en S '

——— X
(Xyz) = A ; en (

\Z

) =B

pa
b1l

yZ y Vvoor A en B zie p,77,

C NS M
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§ 50. Het platte vlak.

e zullen laten zien dat de punten van een plat vlak in de ruimte vol-
doen aan een lineaire vergelijking en omgekeerd.

Laat V een vlak zijn en de éénduidig
bepaalde rechte 1 door O loodrecht
op V met de richtingscosinussen

B = COSel, L0 = cois y C = cosy
snijde V in D met 0D = d.

Beschouw nu een willekeurig punt
P(x,y,2) van V. Projecteer P op XOY
en op 0, projecties resp. P en Px'
De projectie van de gebroken lijn
OPXP”‘Pﬂ on 1 is d.

Dus geldt

A = Xcosd + ycos(d + zeosy . Dit is een lineaire vergeliji u
in x,y en z. g.e.d. Is ongekeerd Ax + By + Cz +D = 0 een lineaire ver-
selijking in x , y en 2z (4, B en C dus niet alle nul) dan kan men de
coéfficiénten A, B en C als richtingsgetallen van een lijn 1 opvatten.
Men ziet na deling door W/A +BE+C2 dat de vergelijking een vlak | 1

voorstelt (op afstand == aw— Van Q).
’\/A +B,2+b

C
N.B. de richtingocosinussen en e
N 2+B'2+02 N N 4%+B+C°

leggen op 1 een richting vast.

‘le zullen nu een willekeurig vlak met vergelijking Ax+By+Cz+D = O

nader beschouwen.

Uit het bovenstaande volgt direct, dat ecen lijn 1 met richtingsgetallen
a, b en c dan en slechts dan loodrecht op V staat als a:b:c = A:B:C.
Uit de forimle onderaan pag.T76 volgt dat 1 dan cen slechts dan evenwijdis
aan V is als Aa + Bb + Cc = O.

Opg. 152. Bewijs dat de hoek ¢ tussen 1 en V voldoet aan
Aa + Bb + Cc

Nf;?+b2+cz AJXZ;BZ+CE

sin Q =

Zijn twee der getellen A ,B en C nul bijv. A=B=0 dan is het vlak

// &Y vlak. Het snijpunt met de Z-as is (0,0, %@)

Is een der getallen A,B en C nul bijv.A dan is het vlak // x~-as, zoul:
ook te zien is aan het ontbreken van de tern met X. De snijpunten wmcvu
Y- en Z-as zijn resp. (O, :%,O) en (0,0, :%)

Als A, B en C geen van alle nul zijn dan zijn de snijpunten met de as-
sen resp. (nw 0,0) , (. -% O) , (0,0, "ﬁ)

Is nu D=0 dan gaat het vlak door O , is D £ 0 dan kunnen we de ver-

gelijking schrijven als :%“* :%” + ﬁz' =1
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Dit wordt de vergelijking op de assen genoemd. Het is ook direct in te
zien dat een vlak dat van de assen resp. stukken p,q en r afsnijdt
(alle # 0) de vergelijking % + g + £= 1 heeft.
egens de lineariteit is de vergelijking nl. een vlak en daar (p,0,0),
(0U,q40) en (0,0,r) kennelijk voldoen heeft het de gewenste snijpunten
wt de assen.
et geval A = B=C =0 en D £ O kan niet voorkomen tenzij we de ver u-
lijking homogeen als Ax + By + Cz + Du = O schrijven,; waarna het resul-
taat Du = 0 wordt.
‘lieraan voldoen alle onecigenlijke punten (en geen andere)Jwelke het on-
cigenlijke vlak vormen.
Temen we dus de orcigenlijke elementen er bij dan kunnen we zeggen dat
de ( eigenlijke of oneigenlijke) punten van een vlak V voldoen aan cen
homogene lineaire vergelijking en omgekeerd.
Tumers het oneigenlijke punt (a,b,c,0) ( d.i. hiet gemeenschappelijke
munt van de lijnen mct de richtingsgetallen a, b, ¢) ligt in V als dic
lijnen // aan V zijn, d.i. als a,b,c,0 voldoet aan Ax + By + Cz + Du =0
(vergelijking van V).
e zullen nu de vergelijking van een vlak door drie gegeven punten
Po(xi,yi,zi,ui) (i=1,2,3) opstellen.
Yen willekeurig punt P(x,y,z,u) 1ligt alleen dan conlanair met Pi(i:1,2,3)
als er getallen A, B, C cn D (niet alle nul) bestaan, dusdanig dat vol-
daan is aan '

Ax, + By1 + Cz1 + Du1 =0

AX, + By2 + sz + Du2 = 0

2
Ax3 + By3 + Cz3 + DQB = 0

Lit is alleen dan het geval als

o Yo F2 W2
*3 093 3%y
Opge 1952 Laat ook rechtstrecks zien dat deze vergelijking het gevraagde

L

vliak voorstelt!
Van de homogene vergelijking Ax + By + Cz + Du = 0 in x,y,2 en u 2zijn
drie verschillende oplossingen (xo,yi,zi,ui) (i=1,2,3) bekend. DTlke op-
lossing (x,y,z,u) is dus te schrijven als

(x,y,2,u) = ‘A(x1y1z1u? + y(xzyzzgug) +Q(x3y3z3u3) waarbij

A, pen Vv niet alle nul zijn.

len kan A pen ¥ als homogenc codrdinaten in het vlak V opvatten.
Beperkt men zich tot eigenlijke punten dan worden de relatics
Ax1+ WX+ Qxl Ayﬁ+'py2+ oxi Az1+ P2yt Y {i

A+t = "X+ 0 v A+ nFy

X = Z =
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Opg+. 153. Voldoen de punten Pi(xi’yi’zi’ui) (1=1,2,3,4) aan

q .
.E;Ki(xiyizi’ ) =0

tal
dan liggen die punten in een vlak.

Opg. 154. Het vlak door P(xO,yo,zo)_L op de 1lijn 1 met richtingsgetal-
len a,b,c 1is B(X-XO)+b(y~yo)+c(z~zo) =0 .

Opg. 155+ De hoek @ tussen twee vlakken V, = A;x + By + Cyz + Di =0
(i=1,2) 1is gelijk aan de hoek tussen de normalen. Er geldt:

A A, + BB, + C,C
cos @ = 172 172 172 .

“/112+B12+c12 “JA22+322+022
Opg. 156. Bepaal de afstand van het punt P(a,b,c) tot het vlak
Ax + By + Cz + D = 0. Aanwijzing: verschuif de oorsprong naar P en dci:
aan Hesse.
Het volume van het viervlak met als hoekpunten Pi(xiyizi) (i=1,2,.0.,4)

X9 ¥y 2 1
. 1 oo Yoo Ep i
1s I =‘ i
3T x3 Yo 2o 1
g Yoo 22 1
Om dit te bewijzen merken we op dat I invariant is t.o.v. de transfor-
maties . .
5),’) - B(%) , voor B =% P2 B3 ¥p
1/ 1/, cy cy ¢y Zg

zie pag 77 1

Immers I = det B I' en det L = 1.

Dit betekent dat we het assenstelsel zo mogen draaien en verschuiven
dat P1 = {0¢0,0) P2 = (0,0,Zz) P3 = (O’y3923) P4 = (x47Y4sz4).

1) De transformatieformules in het midden van pag.77 moeten zijn:

= X v + Z
X a1x + 8.2y 8.32 + XO

y = b1i + b,y + b32 * ¥,
Z = CyX + Cof + C3Z + 2

en de matrices A B en Bﬁ1(op pag.78) moeten dan resp. worden

a, 2y a a, b1 c,

) X0 io
Al b1 b2 b3 Yo en @ b2 2 fo
c1 o 03 zO a3 b3 c3 zo

0 O 0 1 0 0 0 1
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¥
faar dan is g@e inhoud gelijk aan
' 0 0 ©
1 0

. ‘i‘ - 1
ey 350 -2

\ %

O

X

De voorwaarde I=0 betekent in overeenstemming met het resultaat van
'pag.BO, dat de vier punten in een vlak liggen.

. § 51. Nogmaals de rechte lijn.

De rechte 1 door Pi(x1,y1,z1,u1) en P2(x2,y2,zz,u2) ligt in alle vlak-
xen door deze nunten. Een vlak is geheel bepaald door de verhouding van
de coé€fficienten van haar vergelijking. We noemen deze daarom wel haar
codrdinaten.(vlakkercodrdinaten analoog met de lijnencodrdinaten in hoco "i-
stuk II).Notatie: V(A,B,C,D) als Ax+By+Cz+Du = O de vergelijking va.
V is. Alle vlakken d?or P1 en P2 voldoen aan Ax1 + By1 + Cz1 + Du1 = J
en  Ax, + By2 + C22 f Du2 = O, Dit zijn in A B C en 1 +twee homogene
lineaire vergelijkingen, welke onafhankelijk zijn als P1 # P2.

De vergelijkingen hebbc . dus ag 6bossingen (zie Flal) welke lineaire
composita zijn wvan twee willekeurige verschillende oplossingen
v1(A1,B1,01,D1) Bl VQ(AQ,BQ,CZ,,DZ).

Ue algemene onlossing is dus V(4,B,C,D) = V(A.A1+)LA2,)\B2+)A§2X01+ HCys
AD .+ ).LDeli afgekort V = )\V1 + v,

Deze vlakkenverzameling noemen we een vlakkenwaaier. De vlakken V1 en
Vo, heten de basisexemplaren. Uit het bovenstaande is direct duideli jk
dat elk tweetal als basisexemplaren van de waaier gekozen mogen worden.
M.a.w. de waaier is door twee vlakken bepaald.

De punten van 1 liggen in alle vlakken van de waaier i.h.b. dus in

V., en V2.

1
Opg. 157. Bewijs algebraisch dat alle punten {x y z u) = e(x1y1z1u1)+

cr(x2y2z2u2) voldoen aan V = 4KV3+ wV, als (xi,yi zy ui) voldoet
aan vj (i,5 = 1,2).
De 1lijn kan dus gegeven worden als doorsnijding van twee vlakken (bijv.

de projecterende vlakken y = ax+b en z = cx+d)
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Opg. 158. Laat omgekeerd zien, dat alle punten in twee gegeven (verschil-
lende)vlakken V, en V, voor te stellen zijn door
@(x1y1z1u1) + d(xgyzzguz)'.
We zien zo dat er in de ruimte dualiteit heerst welke punten en vlakken
verwisselt. De lijnen gaan in lijnen over; ze zijn zélf duaal,
Samenvattend hebben we voor een lijn de volgende voorstellingen
1. de parametervoorstelling in puntcodrdinaten

(X,¥92,u) = A (x1y1z1u1) + y(xzyzzzuz) zie
A X+ MX AYo+ MY Az + pz Pag-.
. _ N Xpt AXxy AVt Ay _ AZot pEy
of inhomogeen x = STl I Al wrarvannlt = AT 5.

2. de parametervoorstelling in vlakkencodrdinaten (vlakkenwaaier)

V= AV + 0V, zie boven

3. Als doorsnijuing van twee vlakken

A1x+B1y+C1z+D1(u) =0
zie boven
A2x+B2y+sz+D2(u) =0

4. De parame*corvoorstelling

X = a+ @Cos &k
y = b+ ecos @ zie pag.76
z = c+ ecos Y
en daaruit afgeleid
X~a _ Y-b _ _z=-c
2e cose.  ~ cosP ~ cosy zie pag.76

Dit is dus een bijzonder geval van 3.

6. Het geven van twee

vunten is het duale van 3.

N . . x=0 y:O} 220}
Speciale gevallen zijn y:O} 7 =0 x=0 (alle 3.)
nl. de codrdinaatassen en
X=a . .
y:bs lijn // z-as enz.
of § = % = % /5.) 1lijn door oorsprong en punt P(a,b,c) of an-

ders opgevat 1i;1 door O met richtingsgetallen (a,b,c) of als de 1lijn
door O en het pu.t (a,b,c,0)

De richtingsgetallen van de rechte gegeven in 3. berekent men gemakkelijk
als oplossing van de drie vergelijkingen

A1X+B1y+01z+D1u = 0
A X+B,y+C,z+Dou = O De richtingsgetallen zijn dus
2 2 27 72
u =0
B,C, C1A1, A1B1‘
4 M ?
B,C, Cohy AsB,
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Elk vlak geceft een lijn als doorsnijding met het oneigenlijke vlak.
Samengevat, in het oneigenlijkg correspondeert met elke richting een
punt (a,b,c,0) en met elk stel evenwijdige vlakken een rechte
Ax+By+C&.§ %. Dc richting is eveuwijdig aan de vlakken als Aa+Bb+Ce=0,
z1j staat er loodrecht op als A:B:C = a:bsc. Twee richtingen staan
loodrecht op elkaar als a1a2+b1b2+c1c2 = 0 ; en twee stel vlakken staan
loodrecht op elkaar als A,A,+B,B,+C.C, = O. Vat men de eerste drie
cobrdinaten op als homogene codrdinaten in een plat vlak, dan komt het
er dus op neer dat loodrecht op elkaar staan hetzelfde is als toegevoe
zijn t.o.v. x2+y2+22 = 0.

Tot slot van deze § enige speciale problemen.

21j gegeven de beide rechten l1 en 12 bijv. door

L Vi=4x +By+Cgz+Du=0 liv3=A3x+53y+032+D3u=
1 _ _ _ 2 _ _
V2 = A2x + Bzy + ng + D2u =0 V4 = A4x + B4y + C4z-%D4u =
P
X— . y=-y ZmZ X-X -y Z-2
of door l1 = — Lo i 1. L oen 1, = = 2 - 5 2 - = 2,
1 1 €1 2 2 2

Wat is de voorwaarde dat beide lijnen in een vlak liggen.
Dit is het geval als er cen punt bestaat dat voldoet aan Vi = 0 wvoor
i=1,2,3,4 en ait kan alleen als

A, By C, D,
ap Bp Cp Dyl
Ay By Cy Dy
A, B, C, D,

!en kan het ook anders zeggen. Als l1 en l2 in een vlak liggen dan htb-
ben de waailers )\V1+ )A.V2 =0 en eV2+ G’V3 = 0 een exemplaar gemee: .

lus voor geschikte keuze van /\‘,;.L)e‘acs" geldt dan /\‘V1+ )U:VZ- e‘VB- ]y

. -
(identiek nul) dus

Nag+ pihy-@hy- G, = 0 Ay By Cyp D, !
NBy+ WBy= €By- By = Ol miorit vorge |42 B2 C2 D2 | _
XC,+ u‘cz- e'vs_ €C, = 0 dus dat Ay By Cy Dy

XD+ 2Dy €Dy- 8D, =0 Ay By Cy D,

dat

Opg. 159. Hae luidt de voorwaarde in het gevaiV11 en l2 op de tweede
manier gegeven zijn ; en vat is dan de vergelijking van het vlak?
Opg. 160. Hoe luidt de vergelijking van het vlak door de lijn

X-a y-b 7=C X-a y=-b Z=C

1 1 1 oA X 2 2 2

= = evenwijdig aan de lijn =

A1 B C1 A2 B2 02

TN e i

Wat is de afstand van beide rechten?
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§ 52. De bol.

Alle punten P(xyz) op een afstand R van M(a,b,c) voldoen aan

(X*a)z + (y—b)2 + (z~c)2 = R?

Alle punten van een bol voldoen due aan ecn vergelijking van de vorm
A(x2+y2+z2) + 2Bx+2Cy+2Dz+E = 0. Dit is ecn tweedegraadsvergelijkin
et als bijzonderheid dat de coéfficiénten van xz,y2 en 22 gelijk »

( #£0) en dat die van xy, yz en zx nul zijn.

Jchrijven we de vergelijking homogecen als A(x2+y2+32)+23xu+20yu+2Dzuﬁ

en omgekeerd.

+E’ud :::O
dan zicn we dat dit gelijkwaardig is met de voorwaarde dat het opper-
vliak door 8e avsolute kegelsnede x2+y2+z = 8} gaat.
u =

ij zullen nu elk twecdegraads oppervlak door de absolute kegelsnede
en bol nocmen. Hieronder valt dan ook het geval A=0,dus
u(2Bx+2Cy+2Dz+Bu) = O d.i. een vlakkenpaar dat u=0 bevat. 7ij noemcn
dit een ontaarc.: bol. Elk vliak vormt et het oneigenlijke vlak samen
dus een (ontaarde) bol.
2 2 2
Ook de gevallen (x-a)¢ + (y-b)° + (z-c)

(X—a)2 + (y--b)2 + (2—0)2
In het eerste geval sprcken we van een nui:hol of puntbol, daar er

0 en

- R2 vallen er nu ondcr.

i

"

slechts één redel punt aan voldoet. en in het tweede geval van
imaginaire bol, daar er zZcen enkel re&el punt aan voldoet (mits RZ0O).

Fen rechte lijn snijdt ecn bol i.h.a. in twee punten. Immers door (o~
bruik te maken van cen of andere parametervoorstelling van de rechtc
lijn bijv.

X = a+ @ coso
¥y = b+ecosh
Z = C+ ecosx

en door substitutie in de vergelijking van de bol vindt men een tweede-
graadsvergeli jki g voor de parameter (Q). Als de beide snijpunten saumci-
vallen spreckt mcn van een raaklijn (in dat punt). De raasklijnen in ecn
punt (van de bol) liggen in eén vlak.loodrecht op de voerstraal.

Bewijs: Kies het assenkruis zo, dat het punt de oorsprong is en dat
(2,0,0) het mlddelpunt van de bol voorstelt. De vergelijking van de bol

2
is dan x +y T+ = 0. Een lijn door (O, 0 ,0) geven we aan door
X = Ccoge ¥y = ecosp en = ecosy met coszm + cos%% + coszx = 1o
De snijpunten met de bol vinden we dan uit:

egcoszd\ + e'?cosz@ + elcmxzx ~ 2a@cosoh = O,

Dus € = 0 (de oorsprong) en @= 2acoso.. Het tweede snijpunt valt dan
en slechts dan met O samen als (N.Ba#0) cose=0, dus als de rechte in
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het ¥Z vlak ligt. g.u. 1.
'e hebben hier ecn (eerste) voorbeeld van cen meetkundige plaats van
alle rechten di. aan zekere voorwaarde(n) voldocn. Het bovenstaande
zal in de volgende § noguaals buwezen worden.
Het is nu niet moeilijk do vgrﬁtlijking van het raakvlak in P(xo,yo,ag)
aan (x-a)‘ + (y-b)2 + (z- c) R? op te stellen,
De richtingsgetallen van de llJn PM(abe) zijn (x -a), (yQ~b)’Cn (z-c)
dus de vergelijiing van het vlak door PL op P is

(x=x ) (x -a) + (y=-y ) (y,-P) + (z-z )(z -c) =
Daar P op de bol ligt kan nen dit herleiden tot

(x—a)(xo—a) + (y—b)(yo*b) + (z—c)(zo-c) = R®.
Opg. 161. Hoe luidt de vergelijking van het raakvlak in het geval dat
de bol gegeven is door de vergelijking :

A(x2+y2+22) + 2B + 2Cy + 2Dz + E=0

Opg. 162. Bewijs dat

x2 + y2 + z? x y z 1
X 2+ y 2+ z‘2 Xy, 24 1
X"+ ¥t 257 X5 ¥ 2o 1 =0
Xq + Jq + 2 Xy ¥y 2, 1
?2 E% 32 39373
x4 + y4 + 24 x4 Yy 24 1

de vergelijking voorstelt van de bol door de punten Pi(xi,yi,zi)
(i=1r233!4)'
Een 1lijn 1 door een willekeurig punt P(xo,yo,zo) snijde de (niet ont-

aarde) bol x2+y2+z2 = R:3 in de punten Q1 en Q2, dan geldt

R,.5, = x,2ry 2oz 2o’

e
Bewijs: we nemen voor 1 de parametervoorstelling Q (x= xo+(3COSoL,
. 2 2.,
= Yt @cosp , z =z + 60083’) waarbij @= PQ en cos‘w +coe"f +cos y=1

Substitutie 1n de vergellgklnw van de bol geeft
(x +ecos&)‘ +(y-+epos@)“ + (z +Qcosx 2 - ® =

2 2 2.2 2 _
= e + 2€(xocos¢+yocos@+zccosx) + x “+y “+z © -R" = O,
Hieruit wvolgt dlrect de relatie
§3 =@y =X 2+y62+z02 -Rg. De constante waarde
xo2+y02+zg“ —R2 heet de macht van P t.o.v. de bol.

Stellen we de vergelijking van de bol B voor door B(x,y,z) = 0 dau
is de macht van P(x 0 Yo% ) gelijk aan B(x 01512, ) mits de verg0113~
king van B genorueerd is d.w.z. de coefflciént van X (y2
aan 1 is.

De meetkundige plaats van de punten welke gelijke macht hebben t.0.v.

twee bollen is cen plat vlak (machtvlak van de bollen),

en z°) geli+ -
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Bewijs;als B1(ggg) = 0 en Bzﬁgxz) = O de genormeerde vergelijkingen

van de beide bollen zijn dan geldt voor de meetkundige plaats blijk-
baar BT(gxz)— 2(@32):0, dit is een lineaire vergelijking daar de
tweedegraads termen wegvallen.

Op volkomen analoge wijze als in het platte vlak bij de cirkeldbundels
kunnen we hier de bollenbundels invoeren als de verzameling bollen voor-
gesteld door AB 1(xyy,2) + sz(x v,z) = O.

Opg. 163. Laat zien dat alle exewmplaren van de bundel gean door de

doorsnijding van B, en BZ.Wat stelt die doorsnijding voor.

Opg. 164. Bevat een bundel i.h.a. een ontaard exemplaar?Komen er i.h.a.

puntbollen in voor? Zo ja, hoeveel?

Opgs 165. Bespreek het verband tussen de realiteit van de doorsnijdings-

kromme en het bestaan van inaginaire bollen in de bundel.

Daar in de vergelijking van een bol 5 coéfficiénten homogeen voorkomen
nn%n we verzamellné:pn bollen verzinnen die lineair afhangen van

2,3,4 willekeurige bollen. len zegt daarom wel dat alle bollen van de

ruimte een vierdimensionale ruimte vormen, evenals de ocirkels.van het

platte vlak zijn af te beelden op een driedimensionale ruimte.

De cirkel met vergelijking x2+y2—2Ax—2By+C = 0 kunnen we bijvoorbeeld

met het punt (Aﬁp) laten corresnonderen. De coordinaten van het middel-

punt zijn dan blijkbaar gelijk aan de xy codrdinaten van het represen-

terende punt.

Een cirkelbundel correspondeert blijkbaar met een rechte (zie parameter

voorstelling pag. 75 ) en een cirkelnet met een plat vlak (zie pag 80)

De puntcirkels vcrmen een tweede--

graads oppervlak nl. §?+Y2-4Z = 0

welke we later als omwentelings._

paraboloide zullen herkennen.,
De reéle cirkels liggen aan de ene
en de imaginaire aan de andere zijde

X van het oppervlak. De ontaarde cir-
kels corresponderen met het oneigen-

lijke vlak. Hieruit lezen we o.a.
direct af dat elke bundel een ontaarde cirkel bevat en dat (zie fig.)
l1 twee nulcirkels en dus re€le en inaginaire cirkels telt en l2 daar--
entegen alleen reéle exenplaren heeft.

Opg. 166. Bewijs dat de hoek ¢ tussen de bollen B, met middelpunten
M.(a.,b,,c.) en stralén}i. (i=1,2) voldoet aan

oA 2., 2 2 2 2

R, +R —(a1~a2) -(b1~b2) ~(o1~c2)
cos @ = L R : A
172

Opg. 167. Leidt een voorwaarde af voor loodrechte snijding van de
bovenstaande bollen.
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Opg. 168. Geef een voorwaarde dat B, (zie op&. 165) B, halveert.

§ 53. Poolverwantschap.

Vij kunnen de(hou.ogene) vergelijking A(x +y +22)+ 2Bxu + 2Cyu + 2Dzu

afgekort schrijven als x'Bx = 0 + Tue = 0
‘ X A O 0 B
waarbij x = (g) en B = 8 é g % = Bt.
u B C D E

In deze § zullen we echter,tengij uitdrukkelijk anders vermeld, alleen
gebruiken dat B een symmetrische refle 4x4 matrix is.

De vergelijking Xx'Bx = O stelt dan een (algemeen) tweedegraads opper-
vliak voor. In deze notatie kan men een plat vliak weergeven met

X
(ABCD)(%’) =0 of Ax = 0O

u
Juist als in § 40 bewijzen we nu de stelling: Stel P (x yozouo) is een
vast punt en x'Bx = 0 is de tweedegraads vergellgklng van een bol

en laten Q1 en Q2 de snijpunten van een lijn 1 door P met de bol zijn.
De meetkundige plaatq van het aan ? toegevoegde v1erde harmonische
punt t.o0.v. Q1 en Q\ﬁ%et nlatte vlak X, 'Bx = Q.

Men noemt het vlak het poolvlak wvan Po(t .0.v. de bol) en P de pool van
het vlak. Zodoende wordt aan elk punt een vlak toegevoegd (Poolcorre-
latie). De poolvlakken van de punten van een rechte 1 vormen een vlakke
waalier gedragen door een rechte 1'. Immers als de punten xozAAx1+}ux2
de rechte 1 voorstellen dan geldt voor de poolvlakken

x, ' Bx :)\x1'Bx + X, Bio= 0. g.e.d.

Vegens de relatie  x,'Bx, = (xj’Bxg)' = X,'Bx,  geldt:

ligt P1 in het poolvlak van P2 dan ligt P2 in het poolvlak van P1’
Hieruit volgt dat de relatie tussen 1 en 1' wederkerig is.

Ligt het punt PO op de bol dan geldt: xO'BxO = 0, dus dan ligt Po in
zijn poolvlak. Krachtens de definitie (of de algebraische afleiding)

is het poolvliak in dit geval het raakvlak in PO. Het poolvlak van het
middelpunt is het oneigenlijke vliak.

Opg. 169. Reken dit ook na met behulp van de formumle voor het poolvlak.
Opg. 170. De poolvlakken van alle punten van een rechte door het middel-
nunt zijn evenwijdig.

Opg. 171.Laat meetkundig zien dat de oneigenlijk rechte van het pool-
viak t.o.vaeen bol van een oneigenlijk punt poolverwant is met dat
punt t.0.v. de absolute kegelsnede(N.B. elke bol gaat door de absolute
kegelsnede).

Opg. 172. Concludeer uit bovenataande opgaven dat het raakvlak in een
punt van de bol loodrecht staat op de verbindingslijn van dat punt met
het middelpunt.
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#ij zullen hieF%ﬁgder ingaan op de theorie van de poelverwantschap
welke in vele opzichten analoog met die van het platte vlak, verder ont-
wikkeld kan worden en welke ecn belangrijk hulpmiddel is bij de klassi-
Ticatie van de tweedegraads oppervlakken. :

{54. Ruinte-kromaen.

De rechte lijn X = a+ Pcos=> X = a+ rcos ¢
Yy = b+rgecos® en de cirkel Yy =b+rrsing
Z = c+ ecosy zZ = C

zijn voorbeelden van ruimte-krommnen in parametervorm. Wij zullen hiei@nder
een ruinte«kromme in parameteggggrstaan een verzameling van oo punten
met codrdinaten x = f(%t) , y = g(t), =z = k(t), welke afhangen van
één parameter t. 7ij zullen hier nict ingaan op de eisen welke we aan
de functies f,g en h moeten stellen. Voorlonig veronderstellen we dat
ze tweenaal differenticerbaar zijn.
De raaklijn in een punt Po(xo’yo’zo) met xozf(to) yo=g(to) en zo=h(to)
is bepaald als limietstand van de verbindingslijn POP1, waarbi}j
Pj(x1,y1,21) (met x1=f(t1>, y1=8(t1) en z1=h(t1) ) naar P, nadert,
dat wil zeggen waarbij t1~t0 naar nul nadert.
De vergelijxingen van deze lijn zijn
X=X NE Z=-2

0 .

—— i ——— = — dus daar t, 5%t vinden we voor de raak-
1™%e I %975 L © lijn
X=X NENR Z=-7Z

- e : .
f'(to} = g'(to) = h'(fgj « Dit alles is analoog met de vlakke

krommen. Bij een ruimte-kromme hebben wij nog een begrip nl. het oscu-
latievlak in een punt zeg PO. Dit vlak is gedefinieerd als de limiet-
stand van een vlak door PO,P1 en P2 (P2 analoog gedefinieerd als P1)
als P, en P, beide(onafhankelijk)naar P, naderen.

Het vlak POP1P2 heeft tot vergelijking

X y Z 1 X=X Y=Y, Z=2

X y Z 1 X -X y.-y Z _—=Z

Xo yo Zo )= 0 of o o Y1 o “1 =0
1 1 1 X=X, ¥y4=¥o Z4=2o

X5 Yo 2Zp 1

Volgens de middelwaardestelling hebben we X =X = (t1éto)f'(%a) voor
g:schikte %1 tussen t en t, en X, -x, = (t2-t1)f'(52) analoog voor
g enh (t €ty €tp)

De vergelijking wordt dan (na deling van de 2e en 3e rij resp. door



Elam 90

X=X =Y, 2=2 £ ¢ %1 < %
£(%)  g(%)  n(%)]| =0 met M
- -~ o 1
£1(t,) g'(t;)  n'(%,) ! en %
= t 2
1 < T} <
: o
ait is te herleiden tot
e T
f-(:%) g‘(t1) h'(t1) =0  met t,¢ 33 £ty
- o L™ %
fll i W
(t3) g (t3) h (t3) 3

Opge 172 Voer dit uit bijv. door 2¢ rij van de 3¢ af te trekken en wcer
de niddelwaardestelling toe te passen.

Hicruit volgt dat, daar t1 —9'to en tz"*to' de vergelijking van het
osculatievlak is
X=X y=¥, Z=32
' (t,)  g'(t,) n'(t) | =0
fn(to) gn(to) hn(to)
Opg. 173. Bepaal van de ruintekromme x=t
y:t2 die punten P(t) waarvoor
z:t3

het osculatievlak door (1,0,1) gaat.

Opg. 174. Bewijs dat de raaklijn in een punt van de kromne

X=rcos @
y=rsin ¢
een vaste hoek met de z-as heceft.

z=a
Bewijs hctzelfde voor het osculaticvlak. Schets de kromme. f
Door eliuminatie van de paranecter t uit de vergelijkingen =x=f(%)
y=g(t) en z=h(t)
vlakker. De eliminatic geeft geeft nl. aanleiding tot twee vergelijkingen
CP(X,;Y,Z)=O’
(x~-a) +(y~b2)—r“=0 en z~c=0 .

In het algemeen kunnen twee oppervlakken door de kroume best nmeer geneen
hebben. Bijv.

trijgt men de kromme als doorsnede van twee opper-

en Y(x,y,z)=0. Bijv. in het geval van cen cirkel
)

in het bovenstaande gcval hebben de opp.

(x_a)2+(y—b)2+z2 = r2+c2 en (x—-a)2+(y-—b)2 = r? ook nog de cirkel
X=8+rcos
y=b+rsin ¢ | gcmeen.
0pg?=795. Bepaal de mectkundige plaats (in parameter vorm) van het voet—
punt van de loodlijn uit de oorsprong neergelaten op het osculatievlak
van de kroume X=008
y=8in ¢

2=
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. §55 Oppervlakken.

In het algemeen vornmen de punten dic aan een vergelijking P(x,y,z)=0
voldoen een oppervlak in de ruimte. Ook hier gullen we niet ingaan \
op beschouwingen over de functie F(x,y,z)=0. We zullen veronderstellen
dat de partiéle afgeleiden naar x,y en z bestaan. Als voorbeeld hebben
we al gezien de bol (x~a)2+(y~b)2+(z-c)g—RzzO en het platte vlak
Ax+By+Uz+D = O,

Als de punten van een oppervliak gegeven zijn als . functie van twee
parameters, dus x=f(s,t) , y=g(s,t) en z=h(s,t) dan zeggen we dat het
oppervlak in parametervorm gegeveu is. Hier levert elimigatie van s,en t
weer een vergelijking F(x,y,z)=0.

Voorbeeld bij de bol X=a+R SanJCOS<?
y=b+R sin™ sin @
z=c+R cos

X+ Ax1+;kx2

en bij het platte vlak X = T A+
Yot ’\Y{" Myg

J = T+ A+ &
. zo+/\ 24+ R2,

. - T+ A+ p&

Stel gegeven het punt P(xoyozo) ov het oppervliak F(x,y,z)=0, dan zullen
alle ruintekrommen nggzg waarvoor geldt : [ x = f(tO)
g:ﬁ t ¥o= 8(%,)
Z,= h(to)
en F(£(t),s(t)yh(t))} = O (identiek in %) door P gaan en op het opper-
vliak liggen.De raaklijn in P aan zo'n kromme is

x=£(t,) y-g(t,) z-h(t,)
emimmemme = mmmefeme Z cme—e—e (= 0 ). In verband met de relatie

(%) g'(t,) n'(t,)
0= %% L2 () Jgf):. gt (t) N -%-1; .h'(t) volgt hieruit dat de

raaklijn ligt in het vlak
QE) oF )
(b}: (x=x,) +by) (y=35) + bsz.. (z-2,) = 0.

Dit vlak i1s onafhankelijk van f,g en h, het wordt het raakvlak genoemd
van het oppervlak.

Opg. 176. Leidt opnieuw het raakvlak aan de bol af.

We zullen nu enige voorbeelden behandelen van oppervlakken "beschreven
door een bewegende kromme'.

Anders gegzegd: voorbeelden van meetkundige plaatsen van de punten van
zekere krommen welke aan bepaalde voorwaarden voldoen. Deze voorwaarden
moeten zo zijn dat er o' krommen (van de gegeven soort) aan voldoen.
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Dat wil zeggen dat de krommen afhangen van nog een parameter A , zodat
een punt P van een kromme met parameter A de codrdinaten heeft
x=f(t,A) y=g(t,A) 2z=h(t,A ). Eliminatie van t en A geeft een ver-
gelijking @ (x,¥,2)=0 welke het oppervlak voorstelt. In het algemeen
vormden de punten waarvan de codrdinaten afhangen van twee parameters
een oppervlak.

Voorbeelden:A. Omwentelingsoppervlakken.

Stel gegeven een kromme z=F(x) }
y=0

Gevraagd het oppervlak beschreven door de kromme bij wenteling om de
z-as. Dit is dus de meetkundige plaats van de cirkels in een vlak lood-
recht op de Z-as met middelpunt op de Z-as welke de kromme snijden.

De vergelijking van zo'n cirkel is

X= @ cos P
y= %sin ¢ | eliminatie van e en @ levert z= ( \lxz+y§).
z= F(e)
Opg.177. Tentel de parabool y=0 } om de Z-as.
x2=2z
x2 2
Opg.178. Wentel de ellips == + 15 =1 zowel om de X-as als om de Z-as.
a b
Het ontstane oppervlak heet een omwentelings ellipsoide. Door wenteling
B 2 2
ven dc hyperbool Eg - Eg = 1 om een van haar symmetrie assen ontstaan
a c
resp. de oppervliakken
2 2 2 2 2 2
X z X z
+ - =1 _ en - - = 1.
222 2727

De eerste stelt een éénbladige (omwentelings) hyperboloide voor en de

y=0

tweede een tweebladige.
Opg.179. Wentel de oirkel i

(x—a)2+ 5o= 2 (a £ 0) om de Z~as.

De te wentelen kromme behoeft niet in een vlak door de as te liggen,
zij behoeft zelfs niet vlak te zijn. Zo kunnen wij bv. de kromme
x=f(t), y=g(t), z=h(t) wentelen om een as door (xo, Vo1 zo) met de

richting (a,b,c). Elk punt B(t) van de kromme beschrijft een cirkel
met de vergelijkingen

tx7x )% + (35,02 + (z-2)% = (£(3) = x )% + (&(%) - 3,)%+(n(1)-2)°.

Eliminatie van t geeft dan de vergelijking van het omwentelingsopper-
vlak. Daar in de linkerleden van bovenstaande vergelijkingen de t.niet
voorkomt zal het resultaat te schrijven zijn als

%(E(X-xo)z + (y-—yo)z + (Z—ZO)QS;S(M + by + oz}) =0 .

i ax + by + cz = af(t) + bg(t) + ch(t)
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OPg- 180» BQWijs, d&t

2..2. 2 2
A(x+y°+2°) + (Bx+Cy+Dz)° + BEx + Fy + Gz + H= 0

de algemene vorm is van een tweedegraads omwentelingsoppervlak. Er zijn

dus cx>7 omwentelingsoppervlakken van de tweede graad.
X = 8
Als voorbeeld wentelen we de rechtse on de Z-as. Het oppervlak
cy = az
= 2_2
bestaat dus uit een stelsel cirkels §2 = ™ met a°+ 2L%&+¢A2= e?.
‘x2+y2+22==62 c

Fliminatie ven A en e geeft als vergelijking

2_2
al + E—%—++ 2° = x° 4 y2 + 22,

c
Anders geschreven
2 2 Z2
Ey + X? - =5 = 1 herkennen we een eenbladige omwentelinge-
a a c

hyperboloide. We zien zo dus dat er rechte lijnen op dit oppervlak

liggen, hierop komen we nog terug.
X =22 - 1
Opg. 181. Wentel de kromme o om de X-as.
X" =4y + 2

§ 56. Enige regeloppervlakken.

Onder een regeloppervliak verstaan we een pppervlak beschreven door
een rechte lijn. Een plat vlak is een voorbeeld. Als minder triviaal
voorbeeld hebben we de eenbladige omwentelingshyperboloide gehad. Gaz-
de beschrijvende rechten door één punt, dan spreekt men van een kegel ,
en in het geval dat dat punt oneigenlijk is, van een cylinder. Bv., alle
rechten door een punt die bovendien nog een gegeven kromme snijden,
vormen i.h.a. een kegel, de kromme heet dan de richtkromme. De richt-
kromme is natuurlijk niet door de kegel bepaald. Eenvoudige voorbeelden:

x° + y2 = cylinder met%%Q + y2
z

it

12 als richtkromme en met beschri] -
0

It

vende in de richting van de Z-as.

@ (x,y) = O didem met %Q(x,y) 0 als richtkromme.

il

2 =0
Is P(xo, Yo zo) de (eigenlijke) top en x=Ff(t) y=g(t) 3z=h(t) de richt-
4

kromme dan volgt de vergelijking van de kegel door eliminatie van *+ mif
X - X , y - Y, z = 2,

(%) - x

¢]
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Het resultaat zal een homogene functie van (x-x,), (y-y,) en (=z-z,)

zijn, daar ze in bovenstaande vergelijkingen ook homogeen voorkomen.

In het geval dat de top oneigenlijk is nl. (a,b,c,0) volgt de verge-
*lijking door eliminatie van t uit

x =) _x-g(¥) _z=nt)
a b c
Opg. 182. Bepaal de vergelijking van de kegel met top O en de omgeschre-
ven cirkel van driehoek A(a,o0,0), B(o,b,0), C(o,0,c) als richtkromme.
Opg. 183. Bepaal de vergelijking van de cylinder met beschrijvenden
evenwijdig aan een lijn O0(o,0,0) M(2,0,3) gaande door de cirkel met
middelpunt M en straal 2 liggend in het vlak x + & = 5.

Opg. 184. Gegeven de ellips
2 2
ﬁx-l'él) + (Z"'é-})_ = 1

o a b
y = O

gevraagd de meetkundige plaats van de toppen der kegels met E als
richtkromme die het vlak z=0 volgens een cirkel snijden.

Behalve de kegels en de cylinders zullen we nog enige regeloppervlakken
beschouwen welke beschreven worden door de rechten die drie gegeven
krommen Ki<x=fi(ti), y:gi(ti), z:hi(ti)> (i=1,2,3) snijden. Het is

meetkundig gemakkelijk in te zien dat de drie krommen i.h.a. een dus-
danig oppervlak bepalen. De vergelijking krijgen we als volgt; Laat 1
een rechte zijn door de punten Pj(t1) en Pz(tz), dus
- x-£.(t,) ) y-84(t,) ) z-h,(%4)
fz(tz)—f1(t1) 82(t2)~81(t1) hg(tz)“hT(t1)
1 behoort tot het oppervliek als zij de kromme K3 snijdt, d.w.z. als er
een t3 bestaat zodat

£3(53)-T4(5;) _ gy(%3)-g1(8;) hy(t3)-hy(5,)
fz(t2>"f1(t1) 82(t2)“81(t1) h2(t2).‘h1(t1)

en de gewenste vergelijking ontstaat dan na eliminatie van t1, t2 Ln t3
uit de bovenstaande (4) vergelijkingen. Bij gegeven krommen is het
vaak mogelijk vereenvoudigingen in de berekeningen aan te brengen, zoals
we aan enige voorbeelden duidelijk zullen maken. Ook het geval dat een
of meer van de richtkrommen niet in parametervorm is gegeven zullen we
per voorbeeld afdoen. Het is mogelijk dat een richtkromme oneigenlijk
is; men spreekt dan van een richtkegel, daar zij bepaald is als door-

snijding van het oneigenlijke vlak en een kegel met de oorsprong als
top.
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u=0
Is de kromme gegeven door waardblij ¢ (x,y,2) homogeen is in
(xy¥,2)=0 '

Xyy en z, dan heeft de richtkegel de vergelijkingq (x,y,2)=0. Is de
richtkegel een plat vlak dan spreekt men van een richtvlak. Ook deze
gevallen zullen we met een voorbeeld toelichten.,

1e, De richtkrommen gzijn kruisende rechten, bijv.

x=a |, y=b 4bx~3ay=5ab
11& Cy=bz’ 12 icxa-azzO' en 1y i Scx-3az=4ac

fle kunnen een punt op 1, aangeven met P,(a,bA ,cX) en op '12 met
Po(a jryby=cp ). De verbindingslijn is

Xegm ~_ __¥=b _ _ztem .
a(1=-m)  b(A=1) c(A+n)

De A en ¢ moeten nu zo gekozen worden dat P1P2 de lijn 1, snijdt. Op

13 kiezen we twee punten bijv. (0,5b,4c,-3) en (3&,413,50,0?. Als voor-

waarde krijgen we dan:

a bA cA 1
apn b “er Tl o, of wel (A+1)(+1) = 2,
0 5b 4 3| a |
3a 4b 5¢ 0

Met behulp van deze betrekking en de vergelijkingen van P1P2 kunnen we
A en i elimineren, We hebben

X z X Y. 2
= - M -1 =+ M e s
2 = % = & = & b e en hieruit volgt
1= A=1 M+ 2
2(X + &) 2(2 - &)
A+l = &8 en p+ 1 = c__ b en de vergelijking van
_]S. - L + z + 1 5‘. - % + z -
a b c a ¢

het oppervlak is dus
4({;{- + EZ—)(% - %) = 2(% —-%+ 2 . 1)(§~I + —g + 1) of uitgeschreven

b
2 2 2

% + .Y_Z - % = 1. Het oppervlak heet een eenbladige hyperboloide. Ve
a b c

kunnen aan deze vergelijking gemakkelijk zien dat het oppervlak rechte
lijnen bevat en wel twee stel van m” lijnen

X _ 2 A X . 2y o -
-2 =r201-9 (£+3) =m0 %)}
en

X,z L X .2 £
"\(a+c) (1+b) P'(a c) (1+b)
Elke rechte ven het ene stelsel snijdt elke rechte van het andere stelsel.
Door elk punt P van het oppervlak gaan nl. twee rechten, van elk stelscl

één. Het raakvlak in P snijdt het oppervlak volgens deze beide lijnen,
immers het bevat de raaklijnen van alle op het oppervlak gelegen door P

i

il
i
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geande kromme en d&us i.h.b. de beide rechten. Daar de doorenijding
van de tweede graad moet zijn kan ze niet meer bevatten.

We zullen nu nog volgens een enigszins andere methode het regel-
oppervliak met de richtlijnen

z =0 ) 2X - ag = ap
11 i bx + ay = 0 en 12 igy + bz = Dbp en het richtvlak V(bx = ay)

bepalen.

De vlekken bx + ay + Az = O en (2x - az - ap)+ w2y + bz = bp) = O
van de waalers resp. door l1 en 1, bepalen de rechten welke 1, en 1,
snijden. Zo'n rechte zal evenwijdig zijn aan V als zijn oneigenli jke

punt
& A 21, ) 'b]
2p  wb-al | bea '2? 12 2] po—-a 2
dus als (b + a)(A - ab) = —2a%p geldt.
Eliminatie van A en m geeft als vergelijking

A . | b a |

’ = a

voldoet aan b! & A
21 wb-a

(bx + ay + abz)(~bx + ay + abz) = azbz(Ey + bz = bp), uitgewerkt geeft

2 2
ait I - %? = pz. Dit oppervlak heet hyperbolische parsboloide.
a

Opg. 185. Laat ook rechtstreeks zien dat de hyperbolische paraboloide
rechte lijnen bevat. Wat wil het zeggen dat de doorsnijding met u = O
ontaard is in de rechten

.JE...&V_:O 2{4.4.1

a b E en & b
u =0

richtvlakken dan bx = ay ?

OpZ. 186. Bepaal de vergelijking van het regeloppervlak bestaande uit

alle rechten evenwijdig aan y = 0, welke de rechte%ﬁzg en de cirkel

1l

0

} ? Heeft dit oppervlak nog andere
u:O

ZSO
\x2+y2 _ a2 snijden. (Wig van Mijnheer Wallis).

- o s

y:b y:—b}en x =20

; ‘
(x—a)2 + 28 = r2§ (x+a)2 + 28 = r? zZ = Oj%(scheef tongewelf),

o bont .

(x—a)2 + y2 + 20 = Rg(met a > R) welke de Z-as snijden en evenwijdig

zij aan z = O, Rechte bolconoide,
2 3 y:O
x=t,y=1%t", z = t7, z = 0 en het richtvlak x = 0,

Opg._ 190. Gevraagd het raaklijnen oppervlak vean x = t, y = ¢
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0 191. Gevraagd de wectkundige plaets van de rochten welke de para-

boor * y:OZPE}loodrecht snijden en door de rechte X+;:g§gaan.

Hoofdstuk IV.

De vierde dimecnsie. (zie figuur)

§ 57. Inleidingo

figuur

Het is mogelijk om met behulp van een passend gekozen axiomastelsel
een vier-dimcensionale meetkunde op te bouwen. Er moet dan natuurlijk
cen existentie gﬁéoma bij d¢ axioma's van de drie-dimensdionale meet-
kunde in de tranﬁéxur bestaan vijf punten welke niet alle in een drie-
dimensionale ruimte liggen. Aangcezien de begrippen (zoals punt, vlak
e.ds) in een abstract axioma stclsel onbenoemd 2zijn, is het overbodig
om zo'n vijfde punt met ecen mystiek gezicht crgens te zoeken.

Is de meetkunde cenmaal opgebouwd dan kunncn we zoals we dat gevend
zijn codrdinaten inveoeren om zodocnde tot cen vier-dimensionale ana-
lytische meetkunde te¢ geraken. Elk punt krijgt dan vier codrdinaten
(of vijf homogene), enz. Door identificatie van de punten met de bij-
behorende codrdinaten wordt dan tevens cen model voor het axiomastel-
sel verkregen. Wij zullen hier de vier-dimensionale meetltunde invoercn

als zo'n (analytisch) model. Beschouw daartoe dc matrices met 5 rijen
X

¥

en 1 kolom (x) ={ z [(x,y, enz. rctle getallen). Een klasse van cven-
u
v

redige matrices zullen we cen punt noemen, en wel indien v # 0 een ei-
genlijk punt en als v = O een oncigenlijk.punt, Notatie P(x,y,z,u,v) of
kortweg P(x). Onder cen rechte lijn (door P1(x1) en PE(XZX)verstaan

we de verzameling van punten:(x) = A(x,) +}A(x2)- ,

Onder een plat vlak (door P1(x1), 32(12) en 33(x3)) verstaan we de ver—
zameling van punten (x) = A(x1) +)x(x2) + Q(x3).
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Onder cen plat hypervlaek (door Pi(xi), i=1,..,4) verstaan we de ver-
zameling (x) = é A‘i(xi).
i=1

Opg. 192. ° Bewijs dat twece vlakken elkaar in een punt snijden.
Ong. 193, Bewijs dat een lijn en een hypervlak elkaar in (én punt snijden.
Opg. 194. Een vlak en een hypervlak snijden elkaar volgens een 1ijn.
Opg. 195. Twee hypervlakken snijden elkaar volgens ecn vlak.
Opg. 126. De punten van ecn hypervliak voldoen aan een lineaire verge-
lijking, en omgckeerd.
Een vlak is bepaald door twee onafhankelijke lincaire vergelijkingen
en een lijn door dric onafhankelijke lineaire vergelijkingen.
Als we ons beperken tot dc c¢igunlijke punten, dus met v # O dan kumnen
we de cofrdinaten gcnormeerd nemen door zc door v te delen. De vijfde
cobrdinaat is dan altijd 1.
De oneigenlijke punten voldoen allen aan dc vergelijking v = 0. Even-
wijdigheid van lijnen en vlakken en hypervlakken kan dan met behulp
van de gemeenschappelijke onelgenlijke punten worden gedefini&erd.
Opg. 197. Hoc zou U dit doen?
De punten ven dc rechte door P1(x1) en Pz(xz) zijn(genormeerd)

(x) o Alxq) +p(x,)

A+

ik AR i et NP .
e T e T T A F Rt
Jke gelijking

De verhoudingsgetallen (xz—x1, Vou¥qr Zo=Zqy u2—u1) noemen we de richtings-—
getallen.
Opg. 198. Bewijs dat de richtingsgetallen aangevuld met cen O de colr-
‘dinaten van het oneigenlijke punt van de rechte zijn. Normsert men de
richtingsgetallen (a,b,c,d) van cen rechte zodanig dat 32+b2+02+62=1
dan sprcekt men van de richtingscosinuéf"De hoek ¢ tussen twee rechten

en zij voldoen aman (elimineer A en m )

1, en 1, met richtingscosinusscn (ai,bi,ci,di) (i=1,2) zal voldoen aan

cos ¢ = a1a2+b1b2+c102+d1d2, de lijnen staan dus (volgens deze defini-
tie). loedrecht op elkaar als

a1a2+b1b2+c102+d1d2 = 0, Dit is dus het geval als de oneigen-—

lijke punten polair verwant zijn t.o0.v. het twecdce graads oppervlak,

x2+y2+z2+u2 = 0

v = 0;$welkc de absolute kwadrick wordt genoemd.
Twee vlakken staan loodrecht op elkaar als hun oneigenlijke lijnen toc~
gevocegd zijn t.o.v. dc absolute kwadriek. Daar deze lijncen elkaar weder-
kerig becpalen zien we dat door een punt P juist dén vlak loodrecht op
ecn gegeven vlak V staat (projecterend vlak, het snijpunt heet de pro-

jectic van P op V).
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Ook zicen we direct in dat als twec vliakken loodrccht op elkaar staan
elke 1ijn in het ene vlak loodreeht staat op elke lijn in het andere
vlak, dc¢ loodrechte stand van twce vlakken is hier dus fraaier dan in
dc derde dimcnsies

Een lijn 1 staat loodrecht on ecn hypervlak oo als het oneigenlijke
punt van 1 de pool t.0.v.e dc absolute kwadriek is van het oneigenlijke
vlak van <& , de 1lijn 1 staat loodrecht op elkc 1lijn van e . Er is
door een punt P altijd ecn lijn loodrccht op een hypervlak 4« projec-
terende 1lijn, snijpunt met o4 hect dc projcectie).

Een vlak V heet loodrecht op een hypervlak o te staan als er im V cen
stelsel cvenwijdige lijnen bestaat, welke loodrecht op oL staan.

Onder de afstand van twee punten P1(x1,y1,z1,u1,1) en P2(x2,y2,z2,u2,1)

verstaan we het positieve getal
2
PPV (x,-x,) 4 (y,-7,

)2+(z1-z2)2+(u1-u2)2.

De meetkundige plaats van alle punten welke een afstand R hebbeh tot
PT(xo,yo,zo,u0,1) is (x—xo)2+(y~yo)2+(z~zo)2+(u~uo)2 = R% hyrerbol ge-
naamd. Meetkundig is direct duidelijk dat elk hypervlak door Po de hy-
perbol volgens een bol snijdt. Deze snijbollen heten de grote bollen van
de hyperbol. Een willekeurig hypervlak mijdt de hyperbol volgens een
Ikleine bol.

Opg, 199. Wat is de doorsnijding van twee hyperbollen?

Vanzelfsprekend kunnen we hier niet verder op de vierde dimensie ingaan,
het bovenstaande is verre van compleet en is dan ook alleen bedoeld om
een indruk te geven van de mogelij heden en problemen welke er in dit
soort meetkunde rijzen

Tot s.!'t nog een kroon opgave:

opg. 200, Schrijf de inleiding van hoofdstuk 5.
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