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§1. Inleiding.
Er bestaat een grote analogie tussen de resultaten uit de
differentiaalrekening en de differentierekening. Hoewel men
gewoonlijk meer vertrouwd is met die uit het eerste gebied
zou men toch kunnen verdedigen, dat die uit het tweede gebied
eenvoudiger zijn. Immers, terwijl in de differentiaalrekening
het begrip afgeleide functie

£ (x)=Df(x)= lim f(x+h)£f(x)
" h-=o
een centrale rol speelt, treedt in de differentierekening els

belangrijkste begrip op de uitdrukking

Af(x) = f(x+h) - £(x),

welke uit functiewaarden van f(x) berekerd kan worden slechts
door af te trekken;bij de berekening van Df(x) daarentegen is
afgezien van de deling nog een extra limietovergang nodig.
Anderzijds heeft het feit, dat deze' limietovergang bij de be-
rekening van .%.f(x) achterwege blijft, ten gevolge dat

a f(x) een functie is van twee veranderlijken x en h. Hier-
door zljn sommige formules in de differentierekening weer iets
gecompliceerder dan de corresponderende in de differentlaal-
rehanling, zelfs als men ze beschouwt voor constante h.Reeds
Newton beschouwde uiltdrukkingen, die gelijken op de hier in-
gevoefde verschillen, nl. uitdrukkingen, die wij in onze
notatie zouden kunnen aangeven met %-4% f(x). Wij zullen
echter voor dergelijke ultdrukkingen, die men gedeelde ver-
schillen noemt, een wat andere notatie bezigen en,de punten
X en xX+h resp. met X, en X, aanduldénde, schrijven.

f(x,)-(x,)
£ [XWXE] - = x11~ X5 :
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Verdere uiltwerking van deze gedachtengang voert tot de theorie
der interpolatieformules, in zekere zin op te vatten als de
analoga van de reeksen van Taylo: of Mac Laurin uit de diffe-
rentiaalrekening. Ve want hiermede zijn de gzgn,faculteiten-
reeksen, die men als het analogon van de machtreeksen uit de
analyse kan opvatten,

Evenals naast de Jifferentiaslpekening  een integraal-
rekening bestaat, is er naast de difierentierekening een som-
matierekening. Naast de theorie der differentisalvergell jkingen
steat die der differentievergelijkingen.

In het volgende zal aan elk dezer onderwerpen enige aa: -
dacht worden bestecd. Soms wordt bij de alleiding van resul-
taten - naar men zou kunnen oordelen: ten onrechte of onnodig-
gebruik gemaakt van resultaten uit de differentieal- en inte-
graalrekening.,

€2, Differenticoperatoren,

Onder %,f(x) verstaat men,zoals al in de inleiding werd
opgemerkt, de ultdrukking

£ (x+h) - £ (x).

In het geval, dat men h = 1 neemt, schrijft men kortweg

A (x) = £(x+1)-F(x).
Naast deze operatoren is het nog van belang om in te voeren
de verschuivingsoperator B, gedefiniferd door

Ef(x) = f(x+1).
Bij gevolg is

Af(x) = Ef(x)-f(x) =(E - 1)f(x).
In opecratorentaal geschreven krijgt men
AN = E-1.

Men kan voor natuuirlijke h de operatoren Ah en Eh met vol=-
ledige inductie definiBren en vaindt dan bv. Ehf(x)nf(x+hl De
laatste formule is ook als definitie van E op te vatten vou.
niet gehele h.

Opgave 1: Bewi js Eh*k = Eh+k voor alle h en k. Men vindt nu
de volgende operatorenformule
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Men kan voorts schrijven

1 o B |
Df(x) = ii-jo! 5 %I‘(x) = &""'ﬁ" £(x),

vooropgesteld natuurlijk, dat de beschouwde limieten bestaan,
Men pleegt dit laatste resultaat wel te schrijven in de sym-
bolische gedaante

E -1
D = 1im B ~e
h-»0

waarbij het de bedoeling is, dat beide resultaten op een func-
tie f(x) worden toegepast en men voor

h h
(l,im -E-g-"—-) f(x) leze 1im (—-@-—ﬁ-—“—- f(x)).
h+0 heO

Waar in de toekomst weer decrgelijke limietovergangen
optreden is het de bedoeling er dan eenzelfde interrretatie
aan te geven, dwz, met de operatorenformule

F = 1imG
wordt bedoeld
1im @(f(x)) = (1im G ) f(x) =F f(x) ,
vooropgesteld, dat de limiet in het linkerlid voor functies
van zekere klasse of soms zelfs voor alle functies bestaat.
7o heeft men voo- d¢ functie f(x) = a*, indien a # 1 de for-

mule
N N N
(;Z: En) 2% Zi: (Enax) _ ZZ: 2 XD X1 x
n=0 n=o0 n=0 a -1

en als lat< 1 vindt men zelfs

(:%3 n X ax
) ) a = e
n=0 -4
Men kan nog verder gaan en opmerken, dat
X
(1-8) 595 =2"

is, en vindt dan

( 1-E ) (2; En) a® = a* en ook (zo En)(1-—E)ax~r"

zodat men hier zou kunnen gaan schrijven
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( T EP)(4-E) = 1, SE - (aem)

Nwl e 0
Deze lastste formule heeft slechts voor sommige functles betekenis,
Bovendien 2ziJj er nog op gewezen dat de operator (*1-~E)"1 niet on-
dubbelzinnig is vastgelegd. Immers :naar zijn definitie 1s dit die
operator, die aan een functie (1-E)f(x) de functie f(x) zelve toe-
voegt. Indien men echter bij f(x) een functie met periode 1 optelt,
bv, 8in 2wx, dan verandert (1-E)f(x) niet, maar f(x) wel, Het is
zelfs zo dat
O
( ZEn >ax

“yra= 3

voor lal>1 divergeert, maar dat men ook nu nog aan

(ﬂ—E)'ﬂ a*

wel degelijk een (en dus meer dan een) betekenis kan hechten, nl.

bijvoorbeeld o X x

e of ~W§§— + 8in 27X,
Wij willen nog een voorbeeld geven van een door een oneindige reekn
voorgestelde operator. Gaan wij uit van de hierboven gegeven formule

W EPq
D= 438 5
en van het bekende resultaat uit de analyse, dat bv, voor a >0 geldt

1

X
1im a;
X=-» Q

= log a,

dan zou men er behagen in kunnen scheppen om te schrijven D = log E.
Wie dan nog verder zou willen gaan, zou kunnen schrijven E = eD,

Ex = eXD en daarna
x 0 ann
B = 2 25
’Y)-ﬁ n-

om ten slotte op te merken dat, als men de operatoren in beilde leden
van deze relatie toepast op een functie f, de een in het punt x con-
vergente MacLaurinontwikkelin% bezit, het julste resultaat

f(X) uQZoﬂi:_'_n:)m

Y
wordt verkregen. Het behoeft geen betoog dat het bovenstaande + in

eerste instantle - slechts heuristische waarde bezilt.
Men defini¥ert verder de terugwaartse differenties door

E? f(x) = £(x) - £{x~-h), 1.h.b. S?f(x) = wi(x),
zodat men heeft

V= 1- M, Eh?w}?ﬁh - A
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Uit
A = E-1 vindt men voorts

no
A= (=) = T (R) EP (o)nh
h=0
én analoog

E” = (a+1)" = f @) ah.
h=0

Hiermede i8 het mogelijk om elke operator van de gedaante
n

Z aj A’j

J=o

in de gedaante
jz; bj g’ te schrijven en amgekeefd elke ope-~
rator van de tweede gedaante 1in de eerste,
Naast de operatoren E, A en ¥ voeren wilj er nog een
aantal in, die voor het vervolg van belang zijn.
De operator van het gemiddelde % wordt gedefini¥erd door

M f(x) = 3 (£(x)+r(x+h)).

Kennelijk heeft men M =} (1+E"),

Cp grond van de verwantschap der symbolen A en V¥V
zou men naast de operator M ook nog een operator W verwach-
ten, welke gedefliniBerd is door

W f(x) =3 (f(x)+f(x—h)) ,

1 -h -h
dus W = 3(1+E7") = E V.
Deze operator treedt cchter vrijwel nergens op in de theorie.
Tenslotte voeren wij nog in de centrale differentieoperator
gedefini¥erd door  §f(x)=f(x+kh)-f(x~kh), dus door

3h _ .-%h

S = E - E72

1
en de centrale operator van het gemiddelde gedefini¥erd door

Aéf(x) = % ( f(x+th) + f(x~%h)) ’

dus door

1 -
/é. ::% (Eah +E§h)

Indien de onderindex blj een der nieuw gedefiniEerde
operatoren gelijk is aan 1, zullen wij deze veelal weglaten.



Er bestaan uiteraard tal van relaties tussen de hier inge-

M en welke
voerde operatoren ;% s g - B Jﬁ s % K
systematisch kunnen worden gevonden door eliminatie van E
uit de grondformules, waarmede al deze operatoren worden uit-

gedrukt in de operator E, Wij volstaan hier met slechts een

aantal der meest voorkomende resultaten te vermelden;

-ih 1 2 2
M=1+3% & Mmoo o=EZY 285 um -1+ 1 § .
h ’ h ’ h ’ h 4 h ’
-th Lh
— 2 — 2
g = E .% ; A =E %-

WiJj merken nu reeds op, dat men de waarde van een functiei
f(x) kan vinden bv.uit f(x-1) en A f(x=-1), dus ook uit
£(x-2), af(x-2), A°F(x-2), enz.
Opgave 2,

Druk f(x4n) uilt in £(x), a&f(x), AL(X),...., aPF(x).
Bij het uiltwerken van deze opgave kan men vaak met vrucht het
volgende schema gebruiken, waarbl] steeds het verschil tussen
twee onder elkaar staande wgarden geschreven is op hun midden-
loodlijn , rechts van dic waarden.

f(x-2)
Af(x-2) o
f(x-1) AT (x-2) 3
Af(x=-1) o A f(x-2) n
£(x) ATP(x=1) 3 Af(x-2)
Af(x) 5 A’ f(x-1)
f(x+1) ATT(x)
AT(x+1)
f(x+2)

Ditzelfde schema 1s nog op diverse andere wijzen te schrijven
Allerecerst geven wij het met terugwaartse differenties.

f(x-2) v £(x-1) 5

£(x-1) v £(x) ng(x) Br(x1)

f(x) o £(x+1) oF(x+1) v3f(x+2) v £(x+2)
£(x+1) o f(x42) Vo (x+2)

f(x+2)

Beide schema's hebben het nadeel van een zekere asymmetrie,
Dit nadeel valt weg, als men zich bedient van de gentrale
differentieoperator & . Dan krijgt men het volgende schema.
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f(x-2) .
£(x-1) §£(x-4) 82¢(x-1) 3
§ £(x-%) 2 &r(x-3)
£(x) §°r(x) $ £(x)
5 £(x4}) > £r(x4)
£(x+1) 8T (x+1)
§0(x+3)
f(x+2)

Hier valt nog op te merken, dat in de drie gegeven schema's
op corresponderende plaatsen dezelfde (numerieke) waarden
staan, die in de drie schema's slechts in notatie verschillun.
Wij kunnen de schema's ook nog in operatorenvorm ge-
ven, waarblj het dan de bedoeling 18, dat overal achter een

operator in het schema eenzelfde functiewaarde, in casu f(x),
wordt gedacht,

=2

E
A E“2

5 » a%82 3o
AE A'E

1 2251 3.-1 a'g2
Fay AE

E 22
AE

E2

Opgave 3. Geef ook de operatorennotatie van het hierboven
neergeschreven tweede®derde schema.

Verder merken wij nog op dat men bij functies van meer va-
riabelen, analoog aan de partigele differentiaalquotién..
uit de analyse, partigele differentiequotiénten kan vormun.
Wij schrijven

A f(x,y) = £(x+h,y)-f(x,¥y)

h
A I(xy) = £(x,y+k)-£(x,y).
x v
De formule A JaN = A FaN is een trivialiteit,
X kY k¥ n*

in tegenstelling tot de corresponderende formule uit de
differentigalrekening. Soms is het wel gebruikelijk om L.
nog zgn. totale verschillen te definié&ren:

A £(x,y) = £(x+h,y+k)-£(x,¥)
hk

zodat meﬁ heeft

A f(x,y) = % x f(x,y-&-kh%yf@,y)

h,

= % y £(x+h,y)+ %x £(x,¥)
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De corresponderende verschuivingsoperatoren definidren we nu doox
Ez f(x.y)= £(x+h,y); Eykf(x,y) = f(x,y+k).
Men heeft dan de operat. -..czl.otiees

n ik h, k
A, =E" =-1; A _=E" " ~1;3 A = E." -1.
P I A n,k By

§3. Grondformules.

In deze paragraaf geven wij een aantal grondformules van de dif-
ferentierekening, waarbij steeds duidelijk de analogie met de corres-
ponderende formules uit de differentiaalrekening naar voren wordt ge-
brgcht.

Allereerst heeft men —39r een constante ¢ naast Dc = o ook de

formule A ¢ = 0.
h
Analoog aan de formules

D(f+g) = Df+Dg, Decf = cDf(e¢ constant)
heeft men in de differentierekening
A (f+g) = A £+ N gy, A cof =c¢ A f(c constant).
h h h h h
De formule
D(fg) = gDf+fDg
heeft echter niet zo 1 eenvoudig analogon, hetgeen belangrijke conse-
quenties zal blijken te hebben.
Immers

(EP=1)2. Pg+2(E-1)g

Ehg.zs f +f Ag
h h

i

A(2g) =(EP~1) £g)

it

en dus ook
A (fg) = BP*f. Agrg. A I
h h h

Hier treedt dus in het rechterlid de operator Eh extra op. De gevolgen
blijven niet uits Terwijl men heeft

p£? = 2£.DF
vinden wij hier

A £2 = (EPesf) A £ = 2ME.  Af.
n , n h h

2x het resultaat
2 (2x+h)h.

W

Zo wvindt men naas. DX

bHox
h

i
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Dit zou het ogenblik zijn om het berekemen van differenties te staken,
ware het niet dat men, niet alleen ter wille van de formgle analogie,
een nieuw symbool had ingevoerd, waardoor tal van formules uit de dif-
ferentierckening toch overeenkomst vertonen met de corresponderende
uit de dlfferentiaalrekenin . Men schrijft
x(1) = X = x(x-1), x(a)n X(x=1)(x~2) 50000y
i.h.as voor natuurl;jke n
xm) - x(n"1>(x~n).
Men wvindt nu
ax(®) o (xa)(®) (1) _ 4, x(n-ﬂ
zodat de analogie nu gered is. Evergocd als voor Dx(n) geen eenvoudige
formule bestaat, bestaat er dan ook geen voor A xt.

Het hief ingevoerde symbool x(n) is een bijzonder geval van het

algemenere x(n;h) = xEx—h)(x»2h)... (x-(n-1)h); x(O;h)m 1.
Kennelijk heeft men x ni1) = x(n
Opgave 1. Schrijf het product x(x+h)...(x+nh) ook met behulp &er nieuw
ingevoerde symbolen.

Alvorens de theorie der differentieoperatoren voort te zetten gaan
wij nu eeret o3 eon o~r*-l bekende formmlces van .machtsverheffing ne
of zij ook gelden voor de nieuw ingevoerde machten die wij ook wel
pseudo machten zullen nocmen. Wij hebben hier op het oog de formules

¥

= X, (P )m = X8 (x+y)" = :f? (ﬁ )xhyn_h.

De eerste der fovmules geldt kennelijk niet zondeﬁmgeer als men de
machten door pseudomschten vervangt. Wel geldt echter

(1). (n'h) g-ah (m h) £n+m;h),

dus in het bijzonder x(n) gD (m) (n+m).
Opgave 2. Bewijs dlta

Opgave 3. Bewijs g x = a(n)xa“n.

Opgave 4. Bewijs (xh, mm) x(n>hn

Voor de tweede formule is geen eenvoudig analogon met pseudonmach-

ten te geven, wel echter van de derde. lMen heeft nl. de volgende for-
mle (formle van Van der Monde)

(n3h) _ jh) _(n-mjh
(xey) BIB) < g:o (2)x(mik) y{n-mih),

Een ecrste bewijs zeschiede door vollefige induetic naar n. Voor
n = 14ig de bewering triviaal en, als zij reeds bewezon is voor zeke-
re natuurlijke n, vindt men voor n+1

(x+y)(n+1;h) = (x+y)(n;h)(x+ybnh).
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Gebruik makende van het al bekende resultaat voor (x+y)(n‘h)
vindt men hieruit gemakkelijk de gewenste formule indien men ver-
der nog de factor x + ¥ -~ nh op passende wijze in twee gedeelten
splitst. Dit Yewijs is dus in feite analoog aan het bewijs van de
formule van Newton voor gewone machten. Ook hier wordt gebruik ge-
maakt van het bekende ‘additietheorema van binomiaal coéffici¥nten.

Een tweede bewljs is te leveren door op twee manieren de n® afge-
leicde naar u ult te rekenen van de functie
X X %

5 R L e
u =u u ., Enerzijds is deze n  afgeleide (verg.opg.3) gelijk aan

Xy . Xry .
Zﬁx (—}%l - 1) ... (5%1 - n+1) u--Ex ; =n" (x+y)(n;h) u—-ﬁl n

eén anderzijds vindt men door toepassing van de formule van Leibnitz

X
n h % Lt n m H ph-m %
D'u u =72 () (D
m=0
waarult het gewenste resultaat gemakkelljk volgt.
Opg.5. Bewljs
: (n,5h)  (nyh) (n_;h)
(EE X fﬁ»h) = Zz - n} - x, X e’ ce. X r 5
=0 1 Ng-Not...n L 1 2 r

vaarblj de som wordt uiltgestrext over alle nilet negatieve gehele

n ..,nr met som n.

17"
Men definieert verdcr voor natuurlijke n

L(-nsh) 1 () il
- [x*h)(x+2h)...(x+nnh) °’ T (x+1)...(x+h)

Opg.6. Bewijs de formule (1) voor willekeurige gehele m en n.
Opg 7. Bewijs x(x+h) .-(x+nh)=(-)n+1 (-x)(n;h),

Opg.3. Bewijs —g*h. = (-)" (—x—h)(n;hx
X 4

Met gebruikmaking van de [ -functie kan men voor willekeurige n

ecn definitie geven vean x(n;h)‘ Men definieert nl.

X(n;h) - p" l:iﬁ;:Jl__
r(§ -n+1)

dus 1in het bijzonder

(n) F’x+1l
r{x-n+ )
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Opg.9. Laat zien dat de nieuwe definitie overeenstemt met de oude voo°
gehele n.
Opg.10. Bewijs voor x > O de formule

PO

% = 2. n x(-n)
n=0
’ L
Opg.11. Bewljs 27 = - -

n=0

Een veelterm is op te vatten als een lineaire combinatle met on-
stante co&fficiénten van een eindig asntal der functies 1, x, x?X3»--
Het is zonder meer duidelijk dat men een veelterm eveneens kan chrij-
ven als een lineair compositum der functies 1, x, x(e), x(a),. s
terwijl omgekeerd zo'n compositum natuurlijk ook weer te schriven is
als combinatie van de gewone machten 1, x, xg,... . Om deze tunsfoc:
maties over en weer systematisch af te leiden, is het goed ovr for-

mules te beschikken, die xN uitdrukken in 1, X, X 2),..., x(’ en die

x(0) uitdrpiken in 1, x, x2, ..., x". Men definleert de getalin van
Stirling S o ven de eerste soort door

SO R U

m=0

en die van de tweede scort door

N % s (N) 4 (m)
m=0 n

Tussen deze getallen bestaan tal van gemakkelijk af e leiden rel=n-
ties, waarop wij hier niet nader ingasn.

(N _(m)
Opg.12. Bewijs 7 S o C =0 voor N #h

h
m=h =1 voor N = h.
. (N+1) _ o(N) (N)
Opg.13. Bewljs S m Sm~1 ~ N Sm .

Opg.14. Bepaal een analoge relatie tussen getellen c(g)-

Met behulp van de recurrente relaties van opg.1? en 13 is het gemak-
kelijk om de getailen S(g) resp. U(g) te derekenea, Dit kan met ecn
schema geschieden dat analoog is aan het bekende schema van de drie-
hoek van Pascal. Wij geven het hier voor de gefallen S(ﬁ) voor
N =0,1...,5.
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Opg.15. Bepaal de eerste 6 regels van het corresponderende schema voor
de getallen ¢ (g) .

WiJj keren na dit intermezzo over getallen van Stirling terug tot
het afleiden van differentieformules voor de belangrijkste elementaire
functies.

Met behulp van het bovenstaande zijn differenties van polynomen
gemakkeli jk neer te schrijven.

¥

n
h
Opg.16. Bereken Ahgo a, x .

Verder herinneren wij aan het resultaat
a x-(msh) _ o -(n+15n)
h
De differentieformule voor gebroken rationale functies zullen wi]
later bepalen. Eerst beschouwen wij nog de exponentidle functie. Meca
heeft
% X = (ah-—’l)ax,

X zich zowel na differentiatie als na differentie

nemen op een constante factor na reproduceert.
Naast De* = e* heeft men bv. a2* = X,

zodat de functie a

Opg.17. Bepaal A abx.
h

Opg.18. Bereken A sin ax, A cos ax, A sinh ax, A cosh ax.
h h h h
De functie log x is in de differentiaalrekening o.a. van fundamen-
teel belang omdat hear afgeleide gelijk 1is aan % . Beschouwt men ver-
der de functie bg tg x (welke overigens gemakkelljk uit te drukken .r

in logarithmen), waarvan de afgeleide gelijk is aan —él~ , dan kan
+1

omgekeerd i_dcre gebroken rationale functie srorden g~§'f;gfﬁ“'
Dit 1is dus in de analyse reeds het geval zodra men maar het begrip
logarithme heeft ingevoerd.

In de differentierekening kan men zich met analoge problemen bez!
houden. Wij zullen ons allereerst afvragen van welke functie f(x) do
differentie gelijk 1s aan % , dus wij trachten de differentieverg:
1ijking

Af(x)m%

op te lossen. Reeds eerder zagen wij dat zo'n functie bepaald is op
een additieve functie met periode 1 na. Wij hebben dus slechts 1 op-
lossing der gezochte vergelijking op te sporen, om daarna de volle~*-
oplossing te kennen.
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Beschouwen wij nu de I -functie
door

., die voor x > O te definieren is

O
M (x)= / et ¢%7 ax
5
en voor dergelijke x voldoet aan [ (x+1)= x ["(x) en die men voor nega-
tieve x (£ -1, -2, =3,...) met de laatste formule ken definieren, uit-
gaande van de bekende waarden voor positieve x, dan ziet men gemakke-

1ijk in dat
roix+y a1,
r{x+ X r{x) ?

waaruit volgt dat de functie f(x)= D

Eed

' (x
=15+ = D log F{(x) 1in de

differentierekening de rol van log x in de differentiasalrekening
overneemt,

Opg.19. Bepaal een oplossing der vergelljking

t% f(x)= %-,

wiy moerken verder nog op dat de functie

£(x)= (271 - log I (x)

(n-1)!
voldoet aan
D R
A T(x)= %6)-77"' D (log M(x+1)-log " (x))
IO S N
T (n-1)" x/ < ’

waarmee in principe bij ledere rationale functie u(x) alleen met
behulp van gebroken rationale functies en de [ -functie en haar
afgeleiden cen functie is aan te geven waarvan u(x) de differentie i

Opg.20. Bepaal functies waarvan de differentie gellijk 1s aan
a) x2 ;%

X
b) X
KA
2,
C) X4
b P
d) XQ""]
x4+1

Tenslotte leiden wij nog een aantal formules af over hogere diffe-
renties. Men bewljst gemakkelljk door volledige inductie naar het na-
tuurli jke getal n dat



DE
A 0 y(m;h) (mn) (nih) y(m-n5h)
h
waarbij het in de eerste factor in het rechterlid de bedoeling is dat
de machtsverheffingsoperator op de variabele m wordt toegepast. In hcti
bijzonder heeft men

AP (m) _ (n)  (m-n)

Opg.21. Bereken a " o¥.
h
Wij geven voorts een analogon van de formule van Leibnitz welke

luidt N

D uv = Z () (08" M)

n=0
In de differentierekening heeft men
N
N N n nh
(w)= 2 () (& ) (E™ a R
h n=0 h h
welke formule gemakkelljk door volledige inductie naar N af te leiden
is. Men heeft dus in het bijzonder

2 2

.
2 (u)=A°“ U E° v + 2 Au.EAV+ u. A° v,

Opg.22. Leid voo. Al (u?) uit het voorgaande een formule af.
Opg-23. £~ :iis

N 2 2 -
) =2- Q) pe(n=l) gny gen g N0y,
Wij bewijzen nu .og ae Tuale

F(Eh}¢X = a*¥{ H),

waarbij T een veelver.a met corstante (d.i.van x onafhankelijke) co&f
ficiénter -reistelt. Indeidaad, stelt men

%(us = ;gi bout,

b} nI

n=0 n
dan geldt N N N
P(EMYE = S b B = 5 b o™ o o ST opa®? - a¥r(a").
n=0 n=0 n=

Opg.24. DBewijs voor bovenstaand type veeltermen

F(Eh)u(x) = aXF(ahEh)(a'xu(x)),

dus in het bijzonder

Lu(x) = ¥ (a” 4 +2"-1)(a™u(x)).
Opg+25. Leid de met het voui qe resultaat corresponderende formule i+
de differ~.tiaalvaslening
Du(x) = e™* (D+n)(e ™ u(x))
af uit dat resultaat.
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Opg26. Bewijs voor veeltermen F van het bovenbeschouwde type de .
relatie

Fé%})u(x) = aXF(ahéﬁ sal=1)(a Rulx)).
en breng haar in verband met de corresponderende formule uit de dif-
ferentiaalrekening.
Opg.27. Bewijs voor a £ 0 de formle
A hex 1

m:gu.’ a:ﬁ W(x) = 8 T (w(x).ax)*,

mégﬁﬁ» w(x) een oplossing u(x) wordt verstasn van de

®

woarbi) onder

differentievergelijking A\ u(x)+ku(x) = w(x).
h
Opg.28.

zxégm w(x) = (br1)*1 ~i§r« (w(x)o(D+1)™%) (bé=1).
Opge29. Bepaal met behulp van het bovenstaande een oplossing van de
differentievergelijking

Au(x)-bu(x) = 1.

§4.Bernoulligansch intermezzo.

Voor het vervolg hebben wij gebruik te maken van veeltermen van
Bernoulli, welke wij thans eerst gaan beschouwen.
De functie n
muﬁm“) tx
,t e
e -1
is voor {3t <2m en gehele niet negatieve n in een convergente macht-
reeks in t te ontwikkelen waarvan de co¥fficiénten afhangen van de hier
~ls parameters op te vatten grootheden n en x. Wij schrijven

n <o B&f{x)th
(1) ( eg:‘;) etx = }Z:O M .
De uitdrukkingen B(g)(x) zijn, zoals men gemakkelijk inziet, veelter-
men in x van de graad h.
Opg.1. Bewijs dit.
Deze veeltermen worden gegeneraliseerde veeltermen van Bernoulli genoend
De (gewone) veeltermen van Bernoulli verkri?gt men in het geval n = 1
men duidt ze kortweg aan nmet Bh(x) 1epeVe 3ﬁ1)(x). De grootheden Eén)@u
zeeft men kortweg aan met Eén) (dus Bh(O) met Bh) ; zij worden gegenc-
ralisecrde getallen vwenBernaili{resp.getallen van Bernoulli) genoemd.

Wij bewijzen thans een optellingstheorema voor de gegeneraliseerd-
veeltermen van Bernoulli. Men heeft allereerst
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20 )
(Wt )" ety | 3 BhGxy) 4n
h!

et .1 hwo
en verder ook

(i) e e () et L Ttk T BRG o,

et 1 et 1 ke® k! mso m!

De cofficiént van th in het laatste product is gelijk aan
h

2 4 BRw

Kmad k! m!
kemah
anderzijds is deze gelijk aan  BD(x+y)/h! .  Dus verkrijgt men
™ Ih: ™ z
n k ptm
B, (x+y) = & mg B (9= ( Y Bh..k(x)
dus
(2) B(:)(x-t-g) w (B(m(x) + g)h ,

waarbij het blijkbaar de bedoeling is dat in de laatste symbolisch
te interpreteren uitdrukking de gewone binomiale ontwikkeling volgens
het theorema van Newton wordt genomen en daarna voor (B™@))% wo. .
gelezen B(g’ (x).

Uit dit optellingstheorema volgt in het bijzonder

(3) B w0 (8™ x)P,

zodat de co&fficitnten in de (gegeneraliseerde)veeltermen van Bemoul '
worden gevonden als producten van de (gegeneraliseerde)getallen veo- =
noulli en binomiaalco&fficié&nten.

Verder vindt men uit

(et 1)n tx-rt (et‘Jn tx t(""‘g‘"’) n.4 tx

met (1) de relatie
Bm)(m» - B(m(x.) =h B("‘1)(x)

dus
(4) aBD ) =h B V.

Opge2. Leid hieruit af B, = By(o).
Gebruikt men (3) met n = x = 1 dan vindt men in verband met het re -
sultaat van opg.2

Z: (M), =0,

Ted
waarmede successievelijk 31*52”' kunnen worden bepaald. Hiermee is
met (3) voor n=1 ook de formule voor Bh(x) gevonden.
Ook voor de afgeleide van B(h)(x) is gemakkelijk een resultaat te
vinden. Men heeft nl.
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d th d O\ tx

Eo & A () - = (et__1) e
n h+1
) E e &

dus

(5) DB(g)(x) = thn% (x) en DB(ﬁ)(x) = A (n+1)(1).

Opg+3. Bewijs dit resultaat ook uit relatie (3).
Uit het resultaat van opge.4 °n uit .relatie (4) volgt

‘ABh+1(x) = (h+1)xh,

ST s W (LT Wi

n=1 n=0 h+1
Opzede Bewijs .
+

f: B}‘f" (t) = Bl(;'l‘ (x+;)_3§13:1)(a) (x en a gee"
t=ga - +1

(n)¢y_nin)
Z B(ﬁ?t)dt _ _Bh+1§:3 By, q(2) '

en

Opge6. Bewijs A?B(g)(x) = h(h=1)ee. (h-n+1) x PR

Wij bewijzen nu de relatie
(6) 32 (n-x) = (-)® 5™ (x).
Men heeft

et-1

som

e

f: h (nf"?)_ $h (_,__1;____)“ o(n=x)t =(:;c__:_1_>n X(~t)

R Ll
T o b '

waaruit de gewenste relatie direct volgt.
In het bijzonder heeft men

Bh(1~x)= - Bh(x) ; B(g% (n) = ngx

Opg.7. Bewijs 82221 (4n) = O.

Differentieert men beide leden van (1) naar t dan krijgt men

e -1

. (n) ) h-1
e () (T (-



xt™ tx n e tx n tn+1 tx tx, 3t n
= = e e ™ - — g% o nee ()T =
(et_1)n t (etu1>n b (et_1YH4 ot

1 n
.= e WG (GO NN iR O LI I
= i T T TR T T hl - h! )
Dus

5 (0= (o) B G ¢ B 3P () - B 3 ()

waaruit tenslotte volgt

(7) B£n+1)(x) = 7(1— m%;) B(g)(x) + h(~§~1) Bﬁ?%(x).
Opg.8.Bewijs: B(§+1)(1) = (1—~%@) Bgn)

Hiermede zijn de veeltermen Bé?)(x) te Vlnden uit de veeltermen met
lagere bovenindex. Men heeft Bh )(X) = x « Nadat, zoals hierboven wercC
aangegeven, de veeltermen Bh(x) eenmaal bepaald zijn, kan men uit (7) de

veeltermen Bﬁl)(x) voor iedere natuurlijke n vinden. Met behul ?er
n,

veelterm in X schrijven en omgekeerd & als compositum van x, X(Z%

Uit (7) volgt nl. voor h = n
Bén+1)(x) = (x-n) B(n)(x)

gegeneraliseerde veeltermen van Bernoulli kunnen wij opnieuw X als

dus
B (2) = (x-n) (x=ne1)eee (x=1)B{1(x) =
= (X-1)(n)-

Dus
hx(n)zDth?+1)(x+1)= n(h) (n+1)(x+1)

en met gebruik der formule van Ilac Laurin en het resultaat uit opgave

h

x(n) = hﬁo S (th(n))x= = Z "“““'T"" nh):B(nH)“) =
n h 1 n —
=Z - T w 32 - Z nh B =R

Om omgekeerd x" uit te drukken in symbolische machten van x gas»
wij uit van de formule

h
£(x) = ZO __sl_rx(s) A(s)f(o)9
S= :

geldig voor veeltermen van een graad = h. Hoewel wij deze later
uitvoeriger zullen beschouwen geven wij nu hier een korte afleiding.
Wij weten dat zo'n veelterm f(x) te schrijven is in de gedaante
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h a
(8)
i =
(=2 f =

en vinden dan voor j = O,...,h

Al £(x) = f% -;?“ 8(8-1)--.(5*3*'1)1(3”3),
B=

T3§§TT (5=

i
ing

dus Aﬁ £(0) = aj’

waaruit de gewenste hulpformule volgte.
Vervolgens heeft men dan

h
= B0 (x)= Z g =50 A8 500 o

h
> +x(8) (:g)

8=0 8

il

waarmede de gezochte voorstelling van xh is gevonden.
Wij zien dus

a(R) _(B=1) ) o(m) 1

Om nog een verder later te gebruiken resultaat af te leiden gaan
wij uit van de formule

00 o0 h
(9)  (1+6)% 1 = EZ% (x—1).£igx-n) P = g;% ‘%T“ B§h+1) (x).

(-k)

Differentieert men dit resultaat n keer naar x, dan vindt men

(1+*l;):'c"1 log"(1+t) = ZE: “"T— h(h=1)eea(h- n+1)th+1 (x) =

el

= j?i ~3E;Eu B (h;F+1) (x).

h=0 hi
Neemt men x=1 dan verkrijgt men, alweer (8) gebruikende,
°° £
(10) ( log(1+t) ) Z O B(h+n+1) (1)= Ei: 7 h+n B(hzn)a

Opg+9. Bewijs deze formule voor n=1 rechtstreeks.
Integreert men de beide leden van (9) van x naar x+1 dan vindt me:

144) %y 5 4P ; h+1 1
gogt%1+t) = Z hT h+ 1 ( (h11)(1+1) + ) (x))

h=0
— .h
t h
- Z S OO
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dus nan x integreren verkrijgt men

(1) el S t — p(mnt ) (),

log™( 1+1t) T 1=0 h
en in het bijzonder

o0
i = 7 2 p(h=n+1)
- hi

{1+%) Log™( 1+1) =0 h

(h)

Het geval n=1 levert ong de voortbrengende functie der getallen Bh

© .h
7 & B<§>-

T -
(1+t)Llog(1+t) ~

h=0 h:
Voor x=1 levert (11) in verband met (8)
TR (h-n+1) -
t . _ h—n+1 1 n Anh
<1og(7r%7) = gig " F (1)= 225 g

zodat (10) ook voor negatieve gehele n juist blijkte.
Wijg geven tenslotte nog enige formules die gemakkelijk uit het wvoor-
gaande zijn af te leiden

B<8>= 1 B(n)- ~ims Bén) = i%n(3n~1): B(n) ‘7? n®(n-1)3

Bén):;hbln (150°-30n°+5n42) 3 Bén)= -~ M§gn2 (n=1) (30°-Tn-2)

(1) Gy o (63n5~315n4+315n3+91n2 42n—16)

(0)_ . gl 2, gl2)_ 5. . (3> =9_.. (4) , p(5)_ _ 475
Bo = iy :B1 = g 2 = 6 g B M B "“‘3“8_' :B 12 ¢

‘RY 19087 . (7). _ 36799 <az 7 5(3)- - 2082753 |
Tt gpts Bg’= - P52y Blgl Ll s 50 )
L10)_ 134211265

10 ~ 132 ¢

By(x) = 15 By(x) = =~3; By(x) = XXt “%u ; B3(X) = x(x-1)(x~%);
B4(X) = xtooxdixle §l“; (X) =X(X-1)(X~%)@2“X- ‘%')3
B6(X> = X6“’3X5+ "2“‘354 - 1>X2+ *4‘%“‘ .

In verbgnd met enige later te gebrulken resultaten hesteden wi]
o8 wat extre aandacht aan de veeltermen Bh(x). Uit (1) volgt gemskke 1idik

h
ff: Bt t
{ i 2 ) 'M-;gu-"u -+ * “:h;-h: f = j“g"b ‘—e—:t—_i:‘l' o
h=0 - e -1

Daar het rechterlid een even functie van +t is, geldt dus

©13) B, = -5 3 B 1 =0 (k= 1,2,004) &

2 k+

Verder vinden wij door t = 2iu te stellen



o (-)kp, 22
2k
(’4) cotw = kZ,,_.D (ﬁ)[ u .

Opge10. Bewijs hieruit

tg u =

§
M
1
u 8
j o —
S
1
-
N
N
%
N
N
=
i
wad
Qw
\ﬂgg
1
wnd
-

Uit het resultaat

I T N -
w2z cot mz = 1+ 22 = 1-2 -
h=1 2z°-h h=1 n=1 n°®
volgt dan o n-1 2n
Z 1 _ ("") (2”) Bg-g
- h?n 2(2n)1 !

waaruit onder meer blijlt dat (-)" B, <0 is voor n=1,24...
Uit formle (6) volgt

B, (1=x) = (=)F B (x) .

Bijgevolg bezit voor k=1,2,... de functie BQk(x)“sz nulpunten in

x=0 en x=1 terwijl voorts geldt B2k+1 (4)= 0 en B = Q.

o+ 1(1) = =By 4
De functie B2k+1(X) heeft dus de nulpunten 0, & en 1 en de functie
BZK(X)—sz de nulpunten O en 1. e laten zien dat dit hun enige nulrun-.
ten zijn in het segment (0,1). Stel de bewering is bewezen voor zeke-
re k. Had nu 32k+2(x)—-B2k nog een nulpunt # 4 in (0,1) dan had de af-
geleide dezer functie, dat is (2k+2) B2k+1(x) volgens het theorema var
Rolle nog een nulpunt in één der intervallen (0,%) of (%,1) in stri<-
met de inductieond-:rstelling. Had voorts B2k+3(x) nog een van 0, # e.

1 verschillend nulpunt (0,1) dus in (0,7), dan had de eerste afgeleide
(2k+3) B2k+2(x) er nlweer volgens het theorema van Rolle, tenuinste
twee in (0, %) en de tweede afgeleide (2k+3) (2k+2) By, 1 (x) er ten
minste één in (0,3) in strijd met de inductieonderstelling.

§ 5. De sommatieformle van Tuler Mac Laurin.

In het vervolg zal het voor ons nodig zijn om uitdrukkingen van
de gedaante

N N
F(N) = 7 £(n) en G(N) = [ f(x)ax
n=0 a
met elkaar te vergelijken en hun verschil uit te drukken in £(N),fY{N),

£f"(N),+s. Symbolisch geschreven heeft men f=aF=D&, dwz. wij trach“--~
F= 4 f= -151-; f uit te drukken in G = — £,£,Df,D°f, ...
e -

Wij zoeken dus een relatie van het type

'i%““ = L cnDn *

e -1 N1
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B
Kennelijk voldoen hieraan de getallen e, = % s 2odat wij dus

pogen F(N) te schrijven in de gedaante
N BZ
T - W
Jgf(x)dx + B1f(h) + ot £ (N) + ooe

Uit deze heuristische methode blijkt nog niets aangaande convergentie
van de hier neergeschreven oneindige reeks. Om hierover- d.w.z. over
de resttemm die ontstaat als men die reeks ergens afbreekt- meer te
weten te komen, zetten wij de berekening iets anders op.

Vij gaan uit van de integraal

I = éﬂ Bh(X) #(1) (y) ax,

welke bij parti¥le integratie met gebruik making van de formules (5),
(6) en (13) uit de vorige ?ara%raaf overgaat in de gedaante
Bh(x)f h l

-1 =

(h=~1)
- Bh -*A-»‘Q‘-g-ww»—(-@' voor even h

i

F(£(0)+£(1) ) in het geval h =1

=0 als h oneven en # 1 is.
Bijgevolg heeft men
! 1 B, B
off(x)dx = I = HE(0)+£(1) ) = —F a2'(0)- £~ s (0)
't

Bon (2m-1) j1 Bon (x_) (2m)
- T oH T (0)+ 2 W T (x)dx.

en na verschuiving

‘1 B $ 1t
fn—i f(x)dx = ’(f(n)+f(n+1)) - -—--T- AT (n) -—4‘- AT (n)- ...

- ol [x] )f(?-m)(x)
- gﬁi: a1y, / (omyt ax .

n

Na sommatie over n vindt men dan voor gehele a en b met a <« b
b

b, n By 2k~1) 2k-1)
.é f(x)dx = gé; f(h)- g;% TﬁéTT (£ (b)—f( =1 (a))

(
2 b B (x [x] )f‘zm)(x)

+ / & eyt

a

Hierin betekent het teken Z.' dat men inde som de eerste en laatste
term alechts half te rekenen heeft.

dx .
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Ook voor niet gehele a en b is een analoog resultaat te vinden,
zoals blijkt uit de volgende

Opge1. Bewijs voor b = a+Nh (N geheel, positief)

b N m B , )
: ' ‘ =i A 2k~1 ol 21
*%’; { f(x)dx = g; f(a+nh)- é mﬁ%«{"k 1{f(k Y )=l )(a)}
(3) * Ry o
waarin b
o LQ~{% .FW)
Rop = hzma] . (T(am)!}) = o

Wij merken nog op dat men in (1)d00r nog eenmasl partiel te
integreren de lastste integraal ook mag vervangen door

j; 2m+1(x)f(2m+1)(x)
- (Cmy 1)1

Een analoge wijziging kan hierdoor nog in de formules (2) en (3)wor-
den aangebracht.

In het bovenstaande is inderdaad een verband van het gewenste
type gelegd tussen som en integraal.

Wij passen het gevondene eens toe op de functie f(x) = ¥ voor
r >0 Neemt men in (1) het getal m zodat 2m g r < 2m+2 dan krijgt men

B B B
A 2 4 (3) 2n__ _(2m-1),_(2m)
r+1 7 - IR s B A Rl €=y N S Z§ J k
Opg.2. Gan na hoe dit resultaat luidt voor r = O.
Is r = 2m, de. is de laatste integraal nul, want zij is dan te schrij-
ven in de gedaante
1
5 m)! (2mﬁ1

=

“o

is r = 2m+1 dan gaat zij na partiéle integratie over in

B ax 1)-B, (0
—(r-zm)/ 2m+:g7) 2m+2(m3 ?m+2( )

Voor willekeurige Sehele r vinden wij derhalve

[ 5 -
1 ) 2k~
o Bl kZ‘,W"”(“ i kﬂ(&)%’(

Opg.3- Ga na dat dit resultaat vroeger al eerder werd gevonden.
Opg.4. Pas formule (1) toe op de functie £(x) = B (x).

Met behulp van de middelwaardestelling uit de integraalrekening kan
men de integraal in het rechterlid van (1) nog anders schrijven.
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Men heeft n.l., (door de formulc (1) met m+1 inplaats van m te nemen)

RQm & - % Af(2m+1)(0)*j %ﬁ f{ma)(x)m

1
m/ (x)-—:a%___ I(zmz)(x)dx
0
Nu weten wij uit het in de vorige paragraaf behandelde dat de teller
Bomi2(X)=B, o tekenvast is in het interval (0,1). Volgens de eers-
ste middelwaardestelling uit de integraalrekening bestaat er dan ecn
getal ¥ met O < ~ < 1, zodanig dat

A}
B (x)-B

B (1)-B (o) B
_ f(2m+2)(&y)‘ me3(2m+3??+3 Zﬁzz :

2m+ 2 (2m+2)
" £ (%).

B

3

Wij winden dan
1

. B, .,
(4) oft(x)dx 3(2£(0)+2(1))- Z-(%}:Trafcgk””(o}-(ﬁ‘%%zf(?m*”w

ki

waarbij & een geschikt gekozen getal tussen O en 1 aangeeft.
Hieruit vindt men onmidﬁellijk
N
SRS 7' (a) - Z By (2421 )-2(26-D o))

n=0
BZm*Q %f (2m+2)

- meoT A I (S0,
waarin 4Ln een geschikt gekozen getal voorstelt in het interval
(n,n+1)e Omdat de functie £02®2)(x) continu is in (O,N) bezit zij
er een minimum A en een maximum B. De laatste som ligt dus tussen NA
en NB. Er is alweer volgens de continuiteit van Nf(2m+2)(x) een punt
g in (0,1) te vinden zodanig dat dic som juist gelijk is aan
Nf(2m+2)(§ )e We v1nden dus

(5)/f(x)dx—Z £(n)- ; Box (f2k-1)(N) f(2k-—1)(0)}_ 2m+2 f(2m+2)(g)’

waarbij E  een geschikt gekozen punt voorstelt van het interwval
(O,N). Tenslotte kunnen wij nu voor a < b en b-a=Nh nog de som

j~ f(x)dx op een analoge wijze schrijven. Stelt men x = a+uh en
#(x) = g(u) dan vindt men

b N
INEOLENEEOLS Z g(n)- Z (2 V) - g 2210 (o))
‘a 0

N0

Bz;;:z £222)(n),
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waarin A een passend gekozen getal is tussen O en N. Dus geldt
A > = By hf T gket) oy _p(2ke1)
' X k-1 -
(6) h (x)ax MZ; f(a+nh) Z T (£ (v)-£ (a))

T3]

a B 2m""3
2m+2§: f(2m-+2)( L),

waarin g een passend gekozen getal aangeeft tussen a en b.
Toepassing: f£(x) = x~°. Men vindt uit (2) met a = 1 en b = N

1= N
N8 s ans

8- n=1

nn
S(8+1).e(84+2k-2 1
- £, 2 Sl pnfpdet) (o e

1 j}BZm(x—[x])s(s+1)...(s+2m—-1)
T w2 Y (2m)!  x°*2B

In het bijzonder vindt men voor N — co (aannemende dat s > 1 is)

0
oo m B B (X-{I])
a1 -5 2k 42k~ [ S+2m-1 j om
s=1 7 Z'_i n=g- é Bk ( -1+ (op )1 Is+§m dx.
Opg.5. Ga het geval s = 1 apart na. I
Opg.6+ Bereken met het bovenstaande de som Z -1-2- in 3 decimalen
n

Nn=4
nauwkeurig door in formule (2) voor f(x) = J?- te nemen a=2, b= oo
x

en m = 2,
Wij nemen tenslotte nog f(z) = log I"(z+t). Dan is
1 zZ+ 1
Cf{ log r(z+t)dt = /log r(t)at.
z

Van de laatste funectie is de afgeleide gelijk aan

log M(z+1)=-log I'(z) = log z
dus is die functie afgezien van een nader te bepalen integratiecon~

stante C gelijk aan 2

f log tdt = 2 log z-z.
1

Deze integratieconstante kan worden bepaald door gebruikmaking van de
verdubbelingsformule der [ -functie

r(2u) r(uw) !"(u+’5~)22"‘"1 rTE,
waarna men vindt C = % log 2m.
Toepassing van formule (1) geeft ons voor |arg z|s4A < %wegens

Af( 2k—1)(0) = A D2k_1log r(Z+t%;__o = D2k~1108(z+t)t=0 =
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_y2k-1
\ (2k-2)!

4

het resultaat
z log z-z+# log 2m = § log M(z)+% log I (z+1) +

+ g Bglﬁ 5] - R [ 2
7 2k(2k-1)z°<"! m

dus
(7) logl@ = (z~k) 1 3 log 2m Bax R
= (2~ 08 z-z+3 log - + R
£ ox(2e-1)gied ™
waarin 1 2m)
o Bap(®9es r(wa)f®
m (Zm)7

1 B, (1) <=
} n T 7 _(met g,
C{ (Z)T o {t+2z+n)
Lo n+1
2m %o {1 (t+z)§m '

dus oo
Bl = el [ Sy
. "
= % 1%l oj {&u)gjye}m < 217z {t;x ((t+x?§+y2)m
= s Bl T | = e VBl e

1 l 1
= B 1 . ——
2m{ 2m~2 ) 2m cos A iz[gm"1
Voor het geval cos A=0, d.w.z. z>0 vinden wij uit (4) direct

(“)21114'2(2]?“' 1 ) 1
)2m+2

B.?m+ 2
o+ =0 (n+x

?

B
_ 2m+2 (2m+2) ¢ o
Ry = (Znr * () =
Hm+1
dus (-)mRm<O en %;—- < 0, zodat de eerst weggelaten term in de

recks in het rechterlid van (7) met x in plaats van z van de gedaante
SR is, waarbij & een passend gekozen getal is tussen 0 en 1 gele-

gen. Bijgevolg heeft men

m By
log M(x)=(x~%) log x-x+¥ log 2w~ J_ e
k1 2k{2k-1)x
Q& BZm+2 ,
(2m+2) (2m+1)x22* 1

(vergsde cursus functietheorie Eindhoven 1953/54, blz.108-111).
Wij vinden dus in het bijzonder
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A-B
log n! = (n+d) log (m+1)-n=-1+3 log 2w - -—g%—-
dus
1im o (Stirling)
=+ JBe™M V2w
en .&1

nl = n%e @ V2rn e an ’
waarin ook :@—1 een geschikt gekozen getal tussen 0 en 1 aangeeft.

In verband met verdere toepassingen geven wij een nog iets "ver-
schoven® formule van PFuler-MacLaurin. Daarbij beschouwen we de inte—

graal 1
I = [ P 9-%) F R at
k!

waarbij 0 <S8 < 1 en P (u)= B (u) voor O0<u<1 en P,(u)=R,(v) als
w= v (mod 1), De functie P (u) is dan continu aan te wullen voor ge-
hele u behalve in het geval k = 1. Dan heeft men nl.

lim Py(x)= lim Py o)+t
x4 x}$0
Kennelijk geldt weer DB (u)= kP _, (u) voor k= 2,3,ses en dit resultaat
geldt ook voor k= 1 mits u niet geheel is.

Wij vonden nu na parti¥le integratie voor k= 2,3,¢es

4
szw f “‘")(t)t + MFU‘ Vtydt = B () a %0 + 3
K! o (k_1)? K k-12

terwijl het gevel k = 1 ons leert dat

L 1

¥
Ji= [ Ps)fitrat lim [ +l -
£

[0 €40 °
e 1 St %
lim {P,('&.t)?(t)i + PSR j Po(&.t)f(t)dt;‘fa P (S-Dtiat | -

+& 0

¥

il

1
uF F@e)P o) S+ P e+ P,(&)Akon! fetyat =
€40

i

{
S8 + P afo +/ f(t)at.

o]

Bij gevolg heeft men

1 k.)
(8) f®= [ flo)dt + Z B‘&‘&’A‘Q( ' [w&’(m)(t)dt

Voor % — O windt men hieruit het eerder gevonden resultaat

i m (k1) 1
(9) )= /#(t)dt . EM - [ Bl # M wat.
el

k! 5 m
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§ 6+ Sommen.

De differemtievergeli jking
(1) 4 u(x) = f(x),

bezit, zoals bekend is, oneindig veel oplossingen, welke uit een
particuliere oplossing uO(X) ontstaan door hierbij een willekeurige
veriodieke functie met periode h op te tellen. Al deze oplossingen
behoeven ,functietheoretisch gesproken, niet van eenzelfde type te
zijne In het geval dat £(x) een polynoom is,; is er onder alle oplos-
singen van de differentievergelijking juist één, afgezien van een
additieve constante, die zelf weer een polynoom is, alle overige op-
lossingen zijn transcendente functies (immers het verschil van twee
oplossingen 1s periodiek en is dus geen polynoom, tenzij het constant
izs)e Men kan zich de vraag stellen of er een procédé aan te geven is,
dat ons Jjuist de polynoomoplossing der vergelijking oplevert.

Van dat eventuele provédé verwachten wij nog meer. Het is duidclil:
dat men een oplossing uo(x) van de vergelijking willekeurig kan voor-
schrijven voor alle x die voldoen aan X & X<X, + he Dan 1s door de
vergelijking die oplossing bepaald voor alle re&le X. Het is nu echte
gecenszins gezegd, dat die oplossing in de punten X,+ nh (n gchecl)
continu is, ook niet als ze continu is in X 2 X < X+ he Uiteraard
vraagt men zich af of die functie uo(x) z0 gekozen kan worden dat de
functie in alle punten x_ + nh (n geheel) continu is, of zelfs bv.
differentieerbaar of analytisch is. Graag zagen wij dat het gewenste
procddé ons automatisch zulke oplossingen gaf en niet die met (de)
discontinuiteiten.

Norlund heeft ons inderdaad een dergelijk procédé gegeven, waarmce
men oplossingen vindt die zich functietheoretisch gesproken onder-~
scheiden van de andere; de oplossingen die men ermee vindt noemen wij
hoofdoplossingene

Om dit procédé uitecen te zetten gaan wij uit van de ocorspronkelijkc
vergelijking, welke wij schrijven in de gedaante

(B =1 ) u(x) = £(x);

d¢ oplossing schrijven wij dan in de gedaante
1
w(x) = f(x),
EP- 1

hetgeen men soms als volgt kan herleiden

wu(x) = - Z2_ b f(x) = - f%: f(x+nh)
n=0 n=0



Het kan echter zeer goed geschieden dat deze reeks niet conver-
geert, zodat dan dit procédé niet werkt. Nu kan menulteraard aan onsze
u(x) nog een integratieconstante toevoegen. Kiest men hiervoor

n1 ‘/’f(t)&t, dan vindt men de oplossing

(=

u(x)= h J{ f(t)dt - zi f(x+nh).
n=0
Het is niet ondenkbaar dat noch de integraal, noch de som conver-

geert, maar wel de uitdrukking
N

1 N
;L’ig{hq / £(t)dt - ZO f(x+nh)},
=
c

waarbi] N1 een geschikt geckozen functie van N is die met N naar on-
cindig gaat. In dit geval hedbben wij dan al lets gewonnen. Dit
treedt bv. op in het geval £(x) = x' Dan hecft men nl. (bij geschikt.
gekozen & tussen O on 1) met N = N, -1

n+1
1

/ f(t)dt - f(x+nh) = h-.7 10&(1 + %) - m
n

1 S 1 X S

1
nh 2n2h x+nh ~ nh(x+nh} T , @ (;?) !

dus de gezochte limiet bestaat inderdaad.
Opg . Ga het geval f(x)=K(K constant) na, Men vindt als limiet §:E -

Er zijn cchter gemakkelijk gevallen aan te geven, waarin ook nu
nog gecn (convergente) oplossing u(x) wordt gevonden, bve. in het
geval f(x) = x. Weliswaar kennen wi? dan op grond van het vroeger
sevondenc de algemene oplossing # x 23h) +w(x), waarbij w(x) ecn
willeckeurige functie is met periode h, maar het bovenstaande proc’dé
levert ons geen convergoente uitdrukling voor de hoofdoplossing
% x(x-h) ope Na echter nog cen kleine wijziging in bovenstaand pro-
cédé van N8rlund te hebben aangebracht, verkrijgen wij wél een br |-
barc methode om de hoofdoplossing voor dit (en ecn ruime klassc van
andere) geval(len) af te lciden.

"lij voeren hicrtoe een functie f(x,\) in die de eigenschap hecft
dat uniform in x geldt

(2) lim f£(x,A) = f(x)
A

en bchandelen de differentievergelijking

av(x) = £(x,\)

volgens het zoeven gegeven procédé. Daarna nemen wij de limiet wvan
de hierbij verkregen oplossing v(x) voor A — O3 als deze limiet



DE 30.

bestaat, voldoet deze kennclijk aan de oorspronkelijke differenticver-
gclijking (1)« In formulc, wij bepalen

o0 (==

u(x):,}imo{% JIECENE R f(x+nh,k)}.

c n=0

In aansluiting aan de intcgraalrekening schrijven wij hiervoor ook
wel X

u(x) = S f(t) o t.
o h

oorbecld. Beschouw dc differcntievergelijking

- e

= u(x) = x .
¥ij hebben dan, indien men £(x,A) = xc¢ ™ stelt,

oo o0
u(x) = lim % / te™ Mat - 2 (x+nh)e_l(x+nh)
A=>0 n=0
c
= lim {4 (- XL ' LX__LT_.*h e .__...“.»f:f A
= lim {4 e (24 Ly (x-n)e ™ _ n & A X ]
A>0 | D AT RN (1_e~7~h)?5
2]
_ixhmnagproi o
- h
X c
- & h BQ(H) - '/5'}'1" °
C -t e=C ¥
JDpZe2s Becwijs S e At = W~ TR
h 1-e
c
X
Thans gaan wij bewijzen dat de som Sf(t) A 1 bestaat voor fur o
h

tics f(x), waarvoor ecn natuurlijk gctal m te vinden is zodanig dat
goldts

I, Voor x & c bestaat D" f(x) en is continu;

II. de som ZZ: D™ f£(x+nh)
r=0

convergeert uniform in het interval c=x = c+h.
Uit II volgt onmiddellijk dat
III. lim D" f£(x)= O.

X - 00



Hieruit laat zich voor ieder geheel getal k met Os ks m concluderen

dat .
v, 1im T f(x

X e 0O X

= O,

Imncrs voor k = 0 is de beweraing juist. Laat zij juist zijn voor
zokere k 2 O en < m. Dan bestaat er bij gegeven positieve & cen g tal
x_ zodanig dat

o
z 23;§§L3J1 < %- als x & X

Bij gevolg heeft men voor x > X,

x
le—k-'} f(x) m-—k-—1 :f(x )! / Dm-—k f(u)du < % (xk-b"_x};*}-")
XO
1
k= Te o Dm fe= 2(x,) x_ k1
i“’ta (")‘1 TR f5 (=32 <

als x voldocnde groot wordt gekozen.

Verder merken wij op dat II ook Jjuist is voor csx=b, waarbi]
b een willeckeurig getal >c voorstelt. Immers is [Eﬁg] = 8, dus
X = sh + ymet ¢c& y<c + h, dan geldt

j% D™ f(x+nh) = J_  ° f(y+(s+n)h)
n=0 r=0

o2 s=1 .
= 72 D" f(ywmh) - 2_ D" £(y+nh)
n:O n:o

waarbij dc¢ eerstc som op grond van Il en van ¢ & y < ¢ + h unifori
convergeert en de tweede cindige som die uniforme convergentie nict
Kan verstoren.

Tenslotte leiden wij nog uit II met b+h in plaats van c+h af dol
de integraal

o0
V. j’ Pm(—t) f(m) (x+ht)dt gelijkmatig bestaat voor csx=b.
0

Immers mcen heeft

wr n+p—1 s+1 |
jr Pm(“t) f(m) (x+ht)dt = A “f Pm(”t) f<m)(X+ht)dt
n fe -5 ¢ s
! n+p«1
i+ 1
= ZET J/ P (-t) £(m) (xinssnt)as = “/ P (=t) £ (M ners
8=n :
¢ nn

en als n voldoende groot is, is voor iedere p > 1 de laatste som
willekcurig klein, zodat dit op grond van de begramsdheid van Pm(—t)
ook het geval is met de laatste integraal, dus met de oorspronkclijke
integraale.
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Als ecn voorbeeld van functies waarvoor de voorwaarden I en II
vervuld zijn nocmen wij de verzameling der functies f£(x) waarvoor
de n® afgclecide bestaat en voldoct aan

lim x'*E f(m)(x): 0.

X ~» 00
-Q-Et&.’.;‘ B@V]ijg dit!
Thans gaan wij de somuaticformule (8) van RBuler-MaoLaurin uit de
vorige paragraaph gcbruiken om aan te toncen dat bij de keusze
f(x,\) = f(x)e"xx

voor een functie f(x), die aan I en II voldoet, de uitdrukking

X
Sf(t) At
5 h

bcataate Tcvens vinden wij dan nog cen andere voorstelling voor di.
uitdrukkinge.

Wij passen dic formmle woor x z ¢ toc met f(x+hs+ht)e~h(x+hs+ht)
in plaats van £(t); hicrbij stclt s cen gcheel getal &0 voore. Door
differentiaties naar t om te zetten in differcntiaties naar x,

welke wij hier verder met D zullen aanduiden, vinden wi}
1

, ) ~A(x+hs+ht)
(3) f(x+h&+hs)e"x<x?h3%hs); j-f(x+hs+ht)c ( at +
0

m o, k-1 w m
+ gi' ﬁﬁT"“ Bk(&d & pK-1 {f(x+hs)c“h(£+h8?}~ %T I

1]
1 m

waarin 1

I - / P (&-t)D" {f(x+hs+ht)e“>\(x+hs+ht)} at.
0

De hicrbij optredendc integralen bestaan omdat £{x) voor x z ¢ vol-
gens I zeker m kcer continu differentiecrbaar is.
De ecrste integraal in het rechterlid van (3) is te schrijven in

dce gedaante

x+h(g+1)
% J[ £(u) ¢ du,
x+he
terwijl .
I, = J/ PMG&—t) }}1{.f(x+ht)@~k(x+ht)} it .
]

Necmt men nu in (3) achtercenvolgens s = 0,1,4..,n-1 en telt men
de zo verkregen resultaten op, dan vindt men
X+ hn

n.1
L / f(u.)e')‘ucw - *F(x-&h&i-hs)a"}'(xm&*m)
h $=0

x

3—5*%? Um:
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waarin

o ke
S= :Z; ..2.‘ " B, () D& {$(x+ nh_h)e-Mx+nh-h) @{x)e""‘“}

L4}
’Jm::f P, (3t) D"‘{umht)e*’*’“m’)}dﬁ.
[+
Gaat men hierin over tot de limiet n -—+o00 dan vindt men allerecrst
m ji
. h Y - AX
lim S = - 7 =% B (&) D £f(x) e ‘
N ~»o0 k=1 W k { } ’

want op grond van IV heeft men

k.1
. K-t -Alx+nh.h) . k.-t i ~Axenhoh) pkaj
lim D {J;(mnh.,me }, lim ijj( T )n'e D" f(x+nh_h)

ket , L
= im Z2_ (kd)(_?\)Je’x(x"'nh’h)(xfm_h)l Dk“j-F(x-rnh-h) =0
nseo jeo0 ° J (x+nh-h)!

Voorts vindt men

n -»od

lim J_ = ij(-Sv-t) Dm{f(x+ht) e_}”(x+ht)} dt,
0

omdat
n+p
[ P_(8.t) Dm{¥(x+ht) e ANxrhE) } di
n

p-1
-2 | P(st) D"“{c(m—hnmtms)e"‘@‘*h”*ht*h”)}di:
$=O

p-1 1{ m . .
=7 /Pm(»&-h);o(T)(-m)’e')‘(x*"h"*ht*h”)D"‘“ £ (xrhn+ht+hs)dt
5=0 o 3=

¢n op grond alweer van IV is deze dubbelsom voor voldoende grote n
en elke positieve p willckeurig kleine
V7ij vinden derhalve
x+h$ x "
fre.n -4 - At k-1 k-1 -A%
(4) 5 BLMat h[#(t)e dt+g1w B ($)D {¥<x)e }+

o0
m ~Alx+ht
*"?‘n”s f Pm(,s».t)D"”.{Hmht)e o )}dx.
]

/ij hcbben thans nog "slechts™ na tc gaan of het rechterlid (dus
dan ook het linkerlid) voor A — O ecn limiet bezit. Het is zondur
meer duidelijk dat op grond van I de ecrste integraal en som in hot
rcchterlid tot limiet bezitten

x m hk-—‘l -1
/f(t)at respe ;41 B B (8 D77 2(x),
¢
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zodat we ons onderzock kunnen voltooien door de limiet voor A - O

van de¢ laatste integraal te onderzoeken. Deze schrijven wij daartoc
in de gedaante

Z (D (=03 4,00 TAF

waarin
o0

A4(A)= / P ($-t) ¢ D™ £(xent).at.
0
Het slotonderzock verloopt nu verschillend voor j > O en J = O.

Nemen wij ecrst de gevallen A > O.
Wij stellen nu

<0
y@ = [ 2E-0M s @z o, A 0).
u

Dan geldt kennelijk +« (o0) = O« Verder geldt

urne

[- ] o0 i
YW= 2 / P (St e Map L T - f Pon(S-t-u)e ™t -
=0 Jen n=0 °
~Ah 1
- e “ p (@’-t..bt) e-xhtd.t =
~Ah m
e o

! 1
_ e {_ pm,,,(&.t-u)e-;«ht‘ _ ah / Proas (Stow) oMt 4o } B}
o

1_9-?&1 m+1 m+ A
- 1
_ e Ah -Aht
= e {Pmﬂ(&_u) - 1-e*““"[ Prast (St-w)e™at }.

Inerzijds volgt hieruit

1
. P (-0)
=4 P P = 1 :
;\tmo "Px(“)~—-;-; { mﬂ(-&.u)_l et (&-t_u)dt} __.mr_;__.__

Anderzijds heeft men

o Ah Ah
walw) = S (B &) - s aa(w)),
met
1 DY)
w2 P/ eMigr - pre™
laa(w] 4' 2

waarin P de bovengrens is van dc begrersde functie le+1G?—u)[q
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Dus

(5) ()] < € oBY,

waarin C een constante voorstelt, die onafhankelijk is van u en A .
Nu geldt

o0

a(N)==f i (e) D7 g(xent)at
0

o o0
= - ¥(t) p-d f(x+ht) } + h ['%\(t) D=3+ e ) ¢
Y Q

Wegens (5) en IV geldt 1lim ~p(t) po-d £(x+ht)= O¢ Dus

t - 00

. + - m . .
(6) A’Ajth) - hﬁﬁng%’:&l D™ o + h! My (£) D™ £(xeht) dt.

Volgens IV bestaat er een getal v = v(e), zodanig dat voor t & v 3oldt

| DP=3+1 £(xsnt)] = elx+ht§j'1, dus als ook nog volgt vy E

h ¥
o0 ) . 00
| [ M D™ frntydt | 8 Ce [ At eaht) et
N W
w B
< Ce/ Me MM (ahe)at - Qh(j-:)' al-lg,
[=]
Uiteraard geldt in wverband met (5)
¥
lim  AJ /%(t) %31 £(x4nt)at =0.
A-» O 3
Dijgevolg leert (6)
1im A A (N) = O,
A=0 J
Wij beschouwen nu het geval ] = 0, dus de uitdrukking
o
I(\) = / P (®-t) T D" £(x+nt)at,
0
stelt men oo
x(u) = / P (&-t) D™ f£(x+ht)dt,
u
(op grond van V bestaat X (u)), dan geldt x(eo)= O en verder
o
I(Ax - /)(\'(t) e~MIT gy
0

i

Sa(0)e” M Lan [ x(x) e B gy
0 0

0

X (0) = An /K“’) e” MY gy,
0

[t
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Wegens X (e0) = O ziet men gemakkelijk in dat voor A= O de met A\ ver-
menigwvuldigde laatste integraal tot nul nadert, dus

lin 1A= X(0) = O/Pm(&-t) D" £(x+ht)dt

en wegens (5)

x+hd
S ot - o [ Rt)dx+Z h“‘ Bk(&)D“"F(x)-r..., J P, (3.£) D™ f(x+ht)at

ofwel
xth¥
S finpat=1 [ F(t)dt+Z h"“ B 3D f6y+ h° h“‘ Z P, (s-_t)Z D™ f(x+hnrht)at.

In het bijzonder geldt dus

X K m o0
1 hk-" K1 hm m
§¥(t)%t = 4 /F(t)d.t+kzz1..k.!_ B, D ‘F(x)-l—.;‘-:.! P (-t) D™ f(x+ht)dt .
c

7ij hebben de voor de afleiding van (9) overbodige parameter S
meegesleept omdat wij in de volgende paragraaph de formule (7) zullen
gebruiken voor de afleiding van verdere eigenschappen.

§ 7. Eigenschappen van sommen.

Jij gaan thans de afgeleide van de som naar haar bovengrens bepa-
len en daartoe kunnen wij het beste formule (8) uit de vorige para-
graaph differentieeren naar & . 7Yij vinden dan, die afgeleide nemcu.-
de voor & = O,

x x+hd
& Q = +(d (¢ t)
2 fwgt h(&@§ wat)
C
m
= :ﬁ% e B, D" fe0+ e Pm (-8 7_' D™ £(x+hntht)dt
Tk mat
= &, 7 bl B DM Fea s BT [ Py (1) D™ £(xahneht)dt
dus
X
(v & § 8 ¢ S £1(1) 8 ¢ s 2(e).
Cc

Deze belangrijke formule leert ons dat de som een differentieerbare
functie is van x. Wij herinneren - uiteraard overbodig ~ aan het
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triviale resultaat -

% §f(t)§; t = £(x).

Opgel. Bewijs voor n= 1,..,n~-1

X X
an _ 1 p(n-1) (n)
25 § £(t) &%=y £ (c) + § £ (t)ﬁt

let resultaat van opg 1 leert ons in het bijzonder
x+h S x+hd

d"‘*" S fihat= %F"“‘”(c) - 5 £ %) at
C

dx™

1 )
L@+ B £V eh / P(8-t) Z DM frehnvht)dt .
nso
°

waarbij de laatste integraal geschreven kan worden in de gedaante

4 o0 1 0
/@-t.;,)z D™ f(x+hn+ht)dt /2 D™f(x+hneht)at.
=0 / neo
0

3
s
x (m.1) 1 o0 0
an Crwmats €700 +/ 7 D™f(x+nh+ht)dt - 2 D™ (x+nh)
dx™ ¥ n h / Nz=0 n=o
_F(n\—“) o0 m s m
=T +/ D™ f(x+ht)dt - Zé'oD f(x+nh)
n
h [«]
dus
am = mot <
2 = 4 | - = m
(2) freo) Sf(t)ﬁt - ul:'\wD flw) ;Z:_OD f(x+nh),
¢

wits de hier genoemde limiet bestaat. Dit laatste feit volgt uit de
onderstelling II. Tmmers zij v > w & ce. Stel v =u + ph
N =[p, dus p = N +¥ met Os & < 1 , Dan geldt

v u+Nh urNheSh
D™ £(v)- D™ fw) = / D™F(t)dt = / D™ E(E)dE + / D™ £(t)dt .
[} w u+Nh

De laatste integraal is willekeurig klein als maar.u voldoende groot
wordt gekozen, omdat haar integrand een term is van een convergente
reekse. De eerste is absoluut genomen ten hoogste gelijk aan

NLA ur{nt)h h s

]%o D™ ft)dt | = f IZ_OD'"?(ummt) dt

utrnh o



en dus op grond van II ook willekeurig klein als alweer u maar vol-

doende groot wordt genomen. Bijgevolg bestaat 1lim pr-1 £(u).
W =00
Uit (2) volgt nog dat de m® afgeleide der som

x
S f (t) a t
o h
Voor X -»o00 naar een eindige limiet gaat (in casu % lim f(m_1)(u)).

U =00
De som is de enige oplossing van onze differentievergelijking, want

clke andere verschilt hierin van een periodieke functie met periode
h en de m® afgeleide van dit verschil heeft slechts dan een eindige
limiet in het oneindige als het verschi& een constante is. Het feit

dat de limiet voor x »oc0 van de son § f(t) A t bestaat is dus,
h
afgezien van een additieve constante, karalkteriserend voor de som

als oplossing van onze differentievergelijking.
Uit formule (8) van § 6 volgt nog

X
§ #(+) & b= qux) + Ry(x)
o}
met x
1 m k-1 K- 1
Qm(x}z o ‘/ f(t) dat + g{% T B D £(x)
) =
en
n b
R (x) = p P_(-t) 2{5 D% £(x + hn + ht)at,
n=

0

dus als x voldoende groot wordt gekozen, is (Rm(x)[ op grond van
voorwaarde II uit § 6 willekeurig klein te maken. Bijgevolg geldt
asymptotisch ten aanzien van x

X
§ ) 5t o gyt
c

Toepassingen. 10: f(x) = x¥. Voor m = r+1 is voldaan aan I en II.
llen heeft dan Rm(x) = 0, dus

X

_ 1 r+1 r+1
Sf(t)gt-m(x - C ) +
c

r+1 k=1
h ri r-k+1
+ EZ% 5T Bk' [C=TSDL1 x
r+ r+1

_ C 1 r+1 r-k+1 , k-1
R Y D R Y %)) %Z% (T ') By x h
- cr+1

+ h” X )
\ R(T+T) T+ By ( R
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2%; f(x) = % « Kennelijk kan men hier nemen m = 1. Dan vindt men voor

grote x

QC/)H

h) log x - log ¢
t 2t 2 -7 -

Het 1s interessant om op te merken dat de y -functie juist de

hoofdoplossing is van de differentievergelijking au :-}:- « Immers
men heeft
oy N
= L 2 e [t
S %At }}imoo nz=0 X4n / )-).};moo - lOg N)
1
R 2 G- 1) Ao (51‘ logN) = 7“%*2(m*‘5) $eo

"1j vinden en passant
Y(x) ~ logx--é%c- .

3% f(x) = log x. Hier neme men m = 2 en vindt dan voor grote x

5 logt &t ~ x(logx-121.c(logc-1) - ilogx+ h

In het bijzonder

S log t atel(x - %) logx+-1—3-£ .

Anderzijds heeft men wegens (1)
b4

x
S log t.at = S

1 1

log M(x) .

cHf—
D>
ct
i
-2
"
i
&

Dus
S log t. 8t = log M(x) + c,
1

waaruit volgt
S log t. At = log [M(x)+ c=1 .

Kennelijk is dus de [-functie de hoofdoplossing van de differentic-
vergelijking au(x)= log X.

Wij wijzen thans op een aantal eigenschappen van sommen, waarvan
een aantal analogie vertoont met de correspondercnde eigenschapn»”
van bepaalde integralen.
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19, Splitsing van de sommatieweg:
b 4 x b
S2) a ¢ = S £(t) &t + o ]f(t) at .
h h
c b c
2°; Verschuiving van de somanatieweg
xX+a x
S £(t) A t = S f(tva) A t o
i h
c c-a
x x
39 Skf(t)at:kgf(t)at.
h h
c c
x x x
4°%; S {f(t) + g(t)} At = 8 £(t) & t + S g(t) & t.
c n c h o B

Bij gevolg is de operator S een lineaire operator, d.w.z. de s>
van een lineair compositum van sommeerbare functies is gelijk aan
hetzelfde lineaire compositum van de sommen dier functies.

Opge«2« Bewijs bovengencemde vier eigenschappen.

c

Opge3s Bewijs dat S f(t) a t geenszins nul behoeft te zijn.
5 h

5%: Hierboven zagen wij dat

b
x;.\l é f(t) g t = £f(x)e

Thans beschouwen wij

xH x e
S e?(t).%t: §F(t+h)%t- §F(t)et
c

%x+h

x

= S ?(t)%’c - Sf(t)%t

c+h c

xt+h x = X
= S firat - S?(t)%t + S forat - S-F(t)%t

cth ceh c+h ¢

®x c+hn
- fe)at - .*./ HOEE
-
ey ¥,

e+

- #(x).,.éﬁt/ fadt.
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Dit resultaat gebruiken wij om een formule over partifle sommati.
af te leiden.

2i] %
£(t) = u(t) S v(s) a s
h
]
Dan is
trh
%f(t) = Wwilt+h) § v(s)ﬁs - uih) 3 V“(S)ﬁs
terh
= {% u(i:)} § v(s)Ahs ¥ u{t)ﬁt{ 5 v(a)ﬁs}
trh
= {awmn} § V(SIS + ule) vit).
Bij gevolg

x X % tth
Su(’c)v(t}%t = (afwat. §{%u(t)} 5 ve)hs at
‘ : X c+h t
= wO § v(8) %B " .:.1/ w(t) §V(5}%3.dt
t+hc
{%u(t)} § v(s)%s.%t.

v

(UM

De formule neemt een wat overzichtelijker gedaante aan als men stel*

v(t) = § v(s) Ao s. Dan krijgt men du. v(t) wﬁV{t) en
h

% % cth
S WOVE)AL = o Vex) - 5 Vierm {gu} at - & j W) Vo) dt.
< <

(formule van parti¥le sommatie).

Toepassing.
% cth
-t -c -X € g-t-h -C -t
tefat= x| _ _& e at -4 t(e’_ e )ctt
Qx5 - ) s( = G
Sx(efl e V_eS(x_e_ Yo h (et _ ¥
h 1.e-h n h 2 er_ 1\ h  ieh
~A(h+ac)eCo 1 (1+c+h) e‘c“’h_(wc)z"c}
h h(1-e-")
= _ xe* he-*-h

+ (caneC©

e (1.e-h)?

6%: Multiplicatietheorema van de som.

x n.4 *
§¥m%t - ;} %ﬂtwh)e nt.

Opzes4d. Bewijs deze formule..
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§ 8. Interpolatieformules.
Beschouw een functie f(x), die gedefinieerd is in de punten

XorXqgoes o Men definieert de gedeelde verschillen dezer functie
als volgt

f[xox1...xn_1] -f[xox1...xn*2%H
n-1 " *n

Voor het eerste gedeelde verschil f [X0X1] vindt men dus

£x,)-£(x) £ lxx,] -Tlxx,]

Tlx ] = f(XO); T[x Xqeeeex,] =

; voor het tweede y ENZe.
Xo=X4 ’ X =X,
Wij bewijzen thans de fommule
. £(x,)
f o e =
(1) [XO Xn] Z__o | (X\)"Xo Xxv_X‘T)"’(xv—Xn) ’

waarbij het uiteraard de bedoeling is dat in de noemer de factor
X, — Xy, wordt weggelaten.

Voor n = 0 is de formule triviaal. Onderstelt men haar juist
voor zekere gehele n Z O, dan vindt men met gebruik van de defini-

tie van gedeelde verschillen
n f(xy)

Flxgeeexyq] = é;é (x, —x Voo (x, =% (% -x

y -

0 n+1
- fi £(xy) +
V=0 (Xv”xo)""(Xv“Xn—1)(Xv_xn+1j(xn"xn+1)
f(xn) f(XnM)

(Xn"xo)°°°(Xn-Xn—1)(Xn—Xn+{7 <Xn+19%%“(Xn+1hxn-1)(xn~xn+1)

B S SR

V=0 (X?—XO>...(Xv~Xn+1)

Fen andere schrijfwijze voor gedeelde verschillen volgt hieruit
direct door gebruik te maken van de stelling van Vandermonde over
determinanten. llen vindt daarmede gemakkelijk

n-1 n
f(xo) X7 eeex Xy eeeeX ]
(2) f[XO...Xn]z ® & o }.{11:10 . ° H ono ] e o o
f(Xn) n ceeXp X eeeeX, 1

Hieruit wvolgt direct dat f[xo...xn} een symmetrische functie is vosm

de grootheden Xg1Xqgeee X o

Opg.1. Bereken f[xo...xn] voor f(x) = ™ in de gevallen m = -1, O,
Tereosn, n+le

Wij bewijzen thans de interpolatieformule van Newton.
N1

(3) f(x) = g;; (X-X1).,.(x—xv)f[x1x2...Xv+1] +R (%)

waarin

R, (x) = (X~x1)..,(x—xn)f [xx1....xn] ‘
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Bewijs: Voor n = 1 is de formule triviaal. Laat ze juist zijn voor
zekere natuurlijke n. Dan geldt
n
f(x) = é; (X—xq)...(x—x?)fI:x1...xv+1] + S(x),
waarin

.S(x)

il

(x—x1)...(x—xn)f[xx1...xn] - (x—x1)...(x~xn)f[x1,waﬁ;ﬁ+ﬂ

il

(X""X,l)OQn(X“Xn_'_a])f[XX.}!'OXn+1] = Rn+1(x)'

Toepassing. Als f(x) een veelterm is van de n® graad (waarvoor uiter-
aard geldt f [xx,...x .1 =R  ,(x) = 0) heeft men
f(x) = é; (X—X1)..0(X~Xv)f [X1"'Xv+1]"

Zo kan men b.v. een cubische functie f(x) berekenen uit haar
waarden in 4 gegeven punten.

Voorbeeld: Gevraagd de waarde van een cubische functie f(x)wor x=4
als gegeven is f(0) = 1, £(1) = 2, £(2) = 4, £(3) = 8.

Men wvindt
£{01] = 1; £[12] = 2; £ [23]= 4, dus £[012] = %; £[123]= 1 en
£[0123] = 3 . Bijgevolg is
£(4) = 1+ 4.1+ 12,3 + 24.% = 15,

Wij onderstellen thans dat f(x) n keer differentieerbaar is in
een interval dat XyoXpese X, bevat. We schrijven nu de formule van
Newton in de gedaante

f(x) = Pn—T(X)+Rn(X)’

Wwaarin Pnu1(x) een polynoom in x is van de graad n-1, met "eerste®
co8fficiént f[x1o..xn] » Aangezien uit de voorstelling van Rn(x) ge-
makkelijk volgt dat Rn(X1) = see = Rn(xn) = 0 is, ligt er in het
kleinste interval, dat Xysre X, bevat, volgens de stelling van Rolle

zelter een punt &,zodanig dat Rén"1)(§ )= 0. Voor dit punt § geldt dus

£(P=V (g )2 (ne)telx, e, ]
waarmede een verband is gelegd tussen gedeelde verschillen en afge-
leidens
Onderstellen wij thans dat £(x) in een interval dat X,X ;e X

n
bevat n keer differentieerbaar is. Dan bestaat er volgens het zo-

juist gevondene een punt £ in het kleinste interval dat XpXqgeeay Xy

bevat, waarvoor geldt f(n (&)= n!f[xx1,,exn] , zodat de formule
van Newton dan luidt

n-1

‘ (n)
£(x)= gz (x—x1)e’a(X~Xv)f[X1X2'°'Xv+1]+ (X—x1)..(x-xn5€53i§).

Toepassing. Bepaal sin 20° met behulp van de bekende formules

sin 18° = 2(V5-1), sin 223° = 3V 2- V2, sin 30° = 3.
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Men heeft hier het volgende schema van verschillen en gedeelde ver-

schillen
xo s8in XO
18 0,30902 0,01637
224 0,38268 0,01564 - 0,00006
30 0,50000

Bijgevolg geldt

sin 20%= 0,30902+2.0,01637+2.(~2%)(~0,00006)+Ry = 0,3420+R,

waarin R, = 2(~-2%)(-10).(ein & )"'m—50(7g5)3 cos g voor passende
£ tussen 18 en 30. Dus

3
O
O» Ry> - E“”Tr” = 0,00003,
30 180° ’

Indien wij f(x) voldoende vaak differentieerbaar onderstellen,
kunnen wij, zoals zo¥ven bleek, het n® gedeelde verschil in de vorm
ven een n® afgeleide schrijven. Hieruit volgt allereerst dat wij
ip ons interpolatieschema ook met samengevallen (“confluente®) pun~
ten x, kunnen werken mits wij de gedeelde verschillen maar goed in-

tegreren. Zo heeft men dan
, 1 £(xy)-2lx %]
flxyxg]= (=), Tlxxyxy]=HEt 1 (xg), £lxgx %)=

Xq4=%p

Opg-2. Toon aan 2B (xy ) =28 [x,x, ) +#EM(x,)
flx,x,x,x,]= -= L L2 2
171727247 )2 )

(x,=-x
Opgs3. Schrijf f£]x, X X X,X,] ais iuotiént van twee determinanten,
analoog aan (2).

In het geval dat X =Xp=e e s =X, wordt genomen levert Newtons for-
mule ons de reeks van Taylor op.

Een belangrijke toepassing van het gevondene is de interpola-
tieformule van Lagrange, die de waarde van een n® graads veelterm
f(x) in een punt x bepaalt uit de n+1 gegeven waarden f(x1),...f@h+1)
van f(x) in n+1 gegeven punten XyguoaX e Deze volgt direct uit de
formule (1) door deze toe te passen op de n+2 punten XyXqyeesX
te bedenken dat voor zo'n polynoom de uitdrukking f[xOXT...x
is. Derhalve .

(X—]{1)oco(X*xn+1)
f(x):: ; (’fv..x_l)...(xv-—xn_‘_ﬂ

n+1 en

n+1]: 0

£(x,),

waarbij in de producten in tellerm innoewer de factor x-x, resp.
x,- X, wordt weggelaten.
Thans gaan wij de formule over gedeelde verschillen beschouwen
voor aequidistante punten x, = x_ + »h (» = 0,1,2,000 ) »
Wij vewijzen allereerst
f[x0x1...xn] =

1 n
nin? % f(xo)-
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Irmers voor n = 0 is de bewering trivieal en voor n+1 heeft men, kaar
voor n aannemende,

f{xovo.xn] “f{x1lcixn+1] -

f{x aw e ]:
0 xn&1 xo—xnM
n+1
: £(x )
1 n % O
= e A" £x,)- A"f(x )} = ;
n!h™(n+1)n { h ! h 0 hn+1(n+1)5
Opg.4. Bewijs: f{xo"'xn+1] = ;Tiﬁ eﬂf%xp} (» = 0yveyn+1).

In het bijzonder leert ons het voorafgaande dan dat bij een n keer
differentieerbare functie f(x) er een punt E met X, £ éxo+(n~1)h

bes zo ¢ dat ‘ :
estaat zodanig da %nf(xo)

f(n)(g ) I s e —————

n

h
Voor de beschouwde aequidistante punten krijgt de interpolatieformu-
le (3) van Newton ook een eenvoudiger vorm. De formule gaat dan
over in ot ( )(h;v)

1

f(x)= é; a¥f(xy) +R (x) ,

®

waarin (h;n)
h;n) (x~x1) n)
Rn(x) = (x—x1)( ! f[xx1...xn] = -1 f( (£ )y
mits f(x) n keer differentieerbaar is; hierin stelt § een passend
gekozen punt voor galegen in een interval dat x1,x1+(n«1)h en x be-
*

-X
vat. Stelt men nog =P dan is de formule te schrijven in de ge-
daante i
_ jY »
(4) f(x)= g;) () & £(x)) + R (x)
net

R(x) = (D) w5,
In het bijzonder vindt men voor h = 1
M KX

£(x) = 2 (, ) & £(x)) + Ry(x)
met
(%) = (Xf’) £(n) g,

Symbolisch kan men schrijven

2(x) = (1+a),_, £(x,) + R_(x)

waarbij het de bedoeling is dat men (1+£>)§_1 volgens de binomiaal-
formule van Newton voor (1+a )P uitwerkt tot en met de n-1° grocds term
en .dit resultaat toepast op f(x).

Cp grond van het voorafgaande is het duidelijk dat voor h-0 de
formule (4) ons andermaal de reeks van Taylor oplevert.

Arolcog aan (4) kan men een formule maken met terugwaartse
differenties. In (3) neme men daartoe X,= X ~hv (v = 0,1,++.) of, wat
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op hetzelfde neerkomt, in (4) vervange men h door ~h. Er komt dan

n.1

£(x) = z " 9 £(x 4R (x) =
= z; (p+z -1y ﬁ*f(xq--vh) + R (%)

waarin
R (x) = (*0=1) (n)? £(P)(g)
en § een passend gekozen punt i1s in een interval dat X1,X1—(n—1)h
en x bevat.
Symbolisch luidt deze formule

£(x)= (1= v )8, £(x,) +R (x).

WVij leiden thans de sommatieformule van Gauss af uit de formu-
le (1) door te nemen

Xonyq= ¥q~0h3 Xp, = X +nh (n=1,2,5¢4+.)-
Dan geldt >
n-1
_ 1 -
T[x XpeeeXy ] = (2n-1)'h2n“1 SR f(x1-(n-1)h)~
1 2n~1 ( )
= f(x.+3h);
(2n-1)1nB=t b e
fix,eeex ] L AZn f(x.,-nh) = S S 52nf(x )
1 2n+1 (2 ) 2n h 1 (Zn)!h2n h 177

(x—x1),..(x~x2n)=(xﬁxﬁ(n,1)h)(2n;h)= (pzﬁ“1)(2n)lh2n;

h)(2n+1;h) _ (2521)(2n+1)1h2n+1

(x = Yousw (x-—x2n+ %—.(x——xrn .
Bijgevolg

£(x)=£(x)+(5) § £(x 4304 () 5 £(x, )+(P+‘) 5 (x4 h)+(P”>5 £(x,)+

+ eece + Rn(x>a
Voor n=2m vindt men

-t v+ 1 m-1 2v
() 2= L (IO tlepdne I (T § 2Ry (x)

met
R2m(X) - (p+I2(lI;1) h2mf(2m)( §1> .

Hier en in het vervolg stellen g1, gz,.n.passend gekozen getallen
voor die gelegem zijn in het kleinste interval dat x,x1,x1+h,.ngxf+nh
bevat. Evenzo vindt men wvoor n= 2m+]

m.1 D+ 2v+1 , m p+v 1 2v
(6) f(x)= g;) (2v+1) i f(X1+§h)+ ;; i f(x1)+R2m+1(x)

med
_yptm oy 2me 1o (2mel) o
R2m+1(x)' <2m+1)h f (52)'
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Op geheel analoge wijze zijn formules te maken die f£(x) uitdrukken
in centrale differenties van f(x) in x, en x1~%h (terugwaartse in-
terpolatieformule van Gauss).

Men vindt dan

m.d 2;;.}.1 mat 2v
_ P+ b P+ )
(D 2x)= 2 (7)) ¢ flx-tn)e Z (B8 2(x)) +

+ ( p+m)h2mf(2m)(g3)

en me1 1 m
(8) 2(x)= 7 (B2 8 ez im)e Z (M T e(x,) +
2m+1)h2m+1f(2m+1)(§ ) .

Wij nemen thans het gemiddelde der leden van de formles (6) en
(8) en vinden dan de interpolatieformule van Stirling. Deze luidt

mad

2v+1 m 2v
2(x)= L (B2 gtk 2 RIS 2(x)+

P=C

S(BHR )h2m+1 f(2m+1)( 55) _

2m+1
mA 2 ,2 2 2 2v+1
B éo 2l (Zv);ﬁgp -] RE £y
m 2, 2 .2 2 2 2v
(p°=19) e e (p=(»=1)%)
. go p(p (Qvl))! é\ f(x1) +

p(p —1)...(p —m_l pom+1 (2m+1)
* (21+1) f (§5) *

Een analoge formule is uit (5) en (7) af te leiden; deze eindigt met

een differentie van oneven orde. [Verder geven wij nog de interpola-

tieforimule van Bessel, die ontstaat door het gemiddelde te nemen van

de formules (5) en (7), waarbij echter in (7) x, vervangen is door
X=X, x-—x1-—h
x1+h, dus p = T door T p-1. Vij vinden dan

et 2v+1
f(x)= Z (p+v B PR h

Y=z0O

f(xﬁ'%h) ?ZO(P'F ) 5 vf(x1+%h‘)+

(P+m-1) h2mf(2m)( §6) .

Ook hier kan een analoge formule worden afgeleid; die eindigt dan
met een differentie van even orde.
Tenslotte geven wij nog de interpolatieformule van Everett.Hier-

toe gaan wij uit van formule (5), welke wij schrijven in de vorm
m.1

2-:~
)= g (BT 8 el e (PR 8 e(x)) +(PRS TR (g

P=0 h
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De uitdrukking tussen accoladen is te schrijven in de gedaante

2v+1 2y
1 pry -1
To=>r=1) (3541 ) {(rﬂ)’) ‘,S, f(x1+;§h)+(2w~1)ﬁ f(x1)}
en de laatste uitdrukking tussen accoladen in de vorm

2v 2 2
(pr0) 87 2(xpsn)=(p9) § 2(x,)e(20+1) § 2(x,) =

2v 2v
= (p+») é f(x1+h)»(p-v-—1) é‘ f{x1) ’

Dus
-1 2v 2v
- P+ _{p+o~1
£(x) £(x,)+p i £(x +5h)+ é; {(2v+1) é £(x,+h) (3541 ) g f(x13}+
p+u=1y, 2m,.(2m)
+( YR )
x1+h-~x 2m (% 1

Schrijft men nog p'=1-p= ot oen bedenkt men dat

-1y Pl
(2»+1 )= (2v+1)

dan vindt men tenslotte de interpolatieformule van Everetty

)

?(x)::g;o{ ) 87 FGea )+ (B17) 8% £} + (PI0) hAmEa™I(E ).

av+e

Duidt men f(x1+nh) aan met U, dan maken de diverse interpolatie-
formules gebruik van de volgende schema's:

. 2 3
Newton (voorwaarts) u s A% ACug coee
. 2
Newton (terugwaarts) u, v, vou, QBﬁQ L
. 2 3
Gauss (voorwaarts) u Jué $ U, ) LEN P
Gauss (terugwaarts) u, du 52uo §3 5 e
- -]
Qi 2 3.
Stirling u, /u.guo s u, pé ug cees
- 2 6 M 2 3 ® 8 9 @
Bessel atE) L5 b Zu% g 211,2_
Iverett u, u, ) u, § Uy e

Op verdere interpolatieformules en methoden gaan wij hier niet
iny wij volstaan met te verwijzen naar de meer genoemde bocken van
Milne-Thomson en Jordan.
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§ 9. Faculteitenreeksen.

Wij behandelen thans het analogon van het begrip machtreeks
uit de analyse. Terwijl daar reeksen van het type . unx worden

besggouwd aan wij nu uiteraard reeksen beschouwen van het type

< oux n), Wij zullen de co&ffici¥nten iets anders aangeven en

beaschouwen reeksen

(1) A(x) = %% g% (x~1}(n>m a +a, E:l +a, iﬁ:f%iﬁzgl + eee
- Z w3 2 e T
(@) 3(x) - Z et (e g ;3;1) z;ii)mﬂ * o
o ‘ !
- Looweh LB

welke resp.worden genoemd faculteitenreeksen van de tweede ende ecrew
soort.

Allereerst bewijzen wij de volgende stelling.

De reeksen
o0 a «nt

P(x) = o en Q(x) = 2: (-)"a (X~1).-;(x—n)

~  x(x+1)...(x+n) ot n

zijn voor dezelfde niet gehele x tegelijk convergent of divergent.
n!
%0

. n KTl )ooalX=N
Bewijs: Stel py = i o Tony P %y < (-)"ay el nl( :
dan geldt voor 2 42 2 2
X “‘1 s & o X -1'1 2 2
r = ( )rl J‘ 3 Y ( ) mX(q""%)-ou(““x?)
n pn mvn" 1 n
de bekende relatie lim r = 2in 17X « Bijgevolg bestaat er een c¢on-
n-+oo N T

stante K zodanig dat voor voldoende grote n geldt

jr,l< K en|r

n+1" n!‘i f 1)5

+
0

De reeks Z (r -r ) is dus absoluut convergent.
Fyor n+1 "n

Wij gebruiken thans een stelling van Abel dat uit de absolute

Ll
convergentie van een reeks Z {rn+3“rn) en de convergentie van
o0 Pt 50
een reeks Z s de convergentie volgt van de reeks J T _8
n=G 1 mo O n’
N

(Immers stelt men b §, = Sy» dan heeft men

Nz
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b bl
S Tnn” éﬁ‘ rncbn"sh«1) =
kah
. b

= L Sp(rgmrn )= Sy 1 Tyinet Skan

Wegens lim Sn = 5 is de laatste som, absoluut genomen, ten hoogste
1= o0
ek

gelijk aan (S+1) g;‘ br -7, 4

de groot is en h willekeurig > 0O; hieruit volgt de bewering gemak-
kelijk) « Deze stelling leert ons nu dat uit de convergentie van de
reeks P(x), die van de reeks Q(x) volgt. v

Omgekeerd is Q(x) convergent, dan stelle men tn = Eﬁ en heeft

|, dus willekeurig klein als k voldoen-

dan ¢!
2
: m 1 Ix|
lim b, = = o [t -t <
Neoo N SInmx n+1”'n' <K (ne1)2-1x1°
00
dus Z;) (tn+1”tn> convergeert absoluut en analoog aan het wvoor-
Mix

afgaande leert de stelling van Abel nu dat P(x) convergent is.

Om thans de convergentie van elk van beide soorten faculteiten-
reeksen nader te onderzoeken releveren wij een eigenschap van de
M —functie. Wij beschouwen nl. de functie

_ I (n+1)
Yn = "Flzen+iy

Wij gaan uit van de foriule (7) van blz.27, genomen voor m=1.

Deze luidt (voor z=x+iy)

B.
log M(z) = (&=-3)log z—miloglm -~ -2-% + Ry oy
waarin
OO
Rl 2 33, [ —3—
£ (t+x>a+ya

0
Wij onderstellen wverder dat x = Re z>0 en vinden als wi]

t = ulzl stellen,
a0 o0

4_2_._ dt = 1 du . mw
1R, 2 33 f 22 - 12zl / 7. < IIEC
o

S

5 t+ 1zl u+1
Wij vinden dus voor x = Re 23>0 de relatie

log M(z) = (2-2)log z~z+loglm +O(%) .

Onderstelt men ook a = Re ¢ >0 dan geldt een soortgelijke formule
voor z+¢ in plaats van z, waarbij 3e restierm ook in de gedaante
o(%) te schrijven is. Derhalve

®
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i

(z+c=%)1log 553 + ¢ log z~c+0(%)

fl

(z*c-.:;)(-g- +0(;L§')) +c log z—¢+0(%)

i

c log 2 +O(%) ,

1
O(=)
r'rz;c_ - 2% (x = z°(1+0(%)).

Wij keren nu terug tot de beschouwing van de faculteitenreeksen.
Laat de reeks

dus

U= go un(z)met Y= Z(2+1)essl2+n) _ [ (z+n)

convergeren in een punt Zye Stelt men

M(z +n)
-
we = u(z) (z ) = ﬂcgﬁ)“r(;m) .

dan geldt voor voldoende gro*e n

7 -z Z =2
W, o= -{Z.%;.)\.), .(zo-m) 0 (1+O(%)): —;«2%1 © (1+0(%))
0

Zij allereerst o = Re(z-zO) > 1. Dan geldt

(=) -
b2 woo<< 2 5%257 2Zn

dus de reeks .len ia absoluut convergent en de reeks
Z:un(:) = 7 wn(z)un(zo)
dus ook.

Zij vervilgeas C< o = Re(z-zo> < 1. Men heeft dan

W . I(z) _i}fij){(Zo+n)—(z+n)} i
n+17n T T (z,) FUETT) _

- T Tz, T(zmT)

(zo—z) M (z) zouz—1 ]
Wn+1‘wu:‘“'T”TE§T"“ (zo+n) (1+O(H)) -

(z,-2) T{z2) _q_;

- r(z,) n

w

(1+o(%) .

er blijkt dus dat Z (wn+1~wn) absoluut convergent is en als
boven blijkt ni dat 7. un(z) convergeert.

Is gegeven dat A un(zo) absoluut convergeert dan is dat
uiteraard ook het geval met Z:un(z) voor Rez > Rezo, want nu geldt



zun(z) = Z wm(::)um(zm}« “**?:— Z - 72 u ( G)
Wij zien dus:

Convergeert de reeks (2) (resp.(1)) in een punt z,, dan conver-
geert ze ook voor alle z uet n@Z:»nﬂﬁO en ze convergeert absoluut
voor Rez > Rezo + 1+ Convergeert de reeks absoluut in Zy dan cone-
vergeert ze ook absoluut voor alle z met RHez > Wezﬂ.

Evenals in de theorie der machtreeksen een convergentiestraal
gevenden wordt, bepalen wij nu voor de faculteitenreeksen een con-
vergentie-abscis. Hiertoe verdelen wij de verzameling van -alle reéle
getallen (afgezien van 0,-1,-2,.s.) in twee klassen L en R zodanig
dat de reeks (1) (of (2)) convergeert in een punt van R en divergeert
in een punt van L. Op grond van het bovenstaande ligt dan elk punt
van R rechts van elk punt van I. Bijgevolg leert de theorie van
Dedekind dat er een getal N bestaat zodanig dat voor iedere z met
Rez » A de reeks gonvergeert en voor iedere z met Rez < A diver-
geert. Het getal A heet de convergentieabscis der reeks.

Geheel op analoge wijze vindt men het bestaan van een getal
dat de abscis is van absolute convergentie. Verder volgt nog uit
het gevondene dat 0 ﬁ/ﬁi- s T

Evenals men bij de reeksen cen voorstelling heeft voor de con-

1 \

- )
Lin sup\/ianx

voor de convergentieabscis A .

vergentiestraal R (nl. R = vestaat er een formule

Over de convergenticabscis van de rceksen (1) en (2) bewijzen
wij thans de volgende
Stelling van Landau

N o0
_ log|Z a| . log| Z anl
R T e 5

Indien de convergenticdabscis A van de reeksen (1) en (2) voldoet

aan A 2 0, dan is X = o . Indien echter <O, dan is A= 8.

Opmerking. In het laatste gexﬁl zijn de reeksen (1) en (2) conver-

gent voor z = O, d.w.2z. g% a, is convergent en het getal g be-
staat 0f B = ~o0. ) A

Bewijs: Wij beschouwen de recks

Mg

(1)

- -
Ay 0y = (=)7a ()

3
8
]

Stel = (- >nf2"<) - ””Tmﬂ*ﬁiﬁ .

Dan geldt q, = antn en verder
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t -t -
Lon+l . ne=zZel | oz+ _ ol 1
t, = 1= = n? o T =2y (1+0(z))

Onderstel nu dat o e¢indig is. Dan leren de gevonden relaties voor
een punt z met Rez = o + ¢ voor voldoende grote n

oy O e £

< KN H i‘t

- e B we ]

(2) |t -t | < Kn ,

ni n+ 1
waarbij K (evenals elk der hierna in te voeren getallen K1,K2,...)
onafhankelijk is van e

Stel verder Ag= Z a_. Uit de definitie van o« volgt voor

n
voldoende grote N

iAN‘E% T€m+i£ 0
Dan leert parti¥le sommatie
K §_
.% = Z ety = L (et DA StAy et Ay
dus voor voldoende grote h
- - ~ﬁ - -8
(4) |22 g lsx 22 n7¥ %y n™<" ixx>
e i 1
k“;£ _— e
=K, (== +h""" +k™*" ) = 0 voor h->eo.

Het convergenticeriterium van Cauchy leert ons dan de convergentie
van de reeks (1).

Onderstel thans dat B eindig is. Dan leren de gevonden rela-
ties voor een punt z met Rez = B8 +& voor voldoende grote n

£

. , L Pt
]tn3<.K3n A , It ﬁ'tn: < K.n

n+ 3 '

O

\ >
Stelt men BN“ e bn’

voor voldcende grote N

IByl = N prie

Partié&le scmmatia leert nu

dan geldt op grond van de definitie wvan g

K ko1
- ¥ _ )
5%1 é; 8ty 7 o (ﬁn+1 tn)Bn+1+t B thk+1

Hieruit volgt wederom relatie (4) met eventueel een andere constante
K3 in plaats van Kg. Dus ook nu convergeert de reeks (1). De resul-
taten samenvattende zien wij dus dat de reeks (1) convergeert in een
punt o + € (als o eindig is) resp. A+ & (als A eindig is),
dus
ANEoa (als o eindig is) en 2=z s (als A2 eindig is).
Thans bewijzen wij de relaties Azx resp. A2ps al naar
A& 0of <O is.
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B (=)"n!
Stel hiertoe r, = ORI

Den geldt a, = q.r en verder

r -1
n+1 'n n+1 ” .
- ;n-—w = - -;—;__1 -1= P el R nzr’(1~z)(1+0(%)) .
Derhalve
X, x=-1
1rn|<K4n ; }rn+1-rn]<K4n

voor voldoende grote n. N
Stel verder Qy = Qu(z)= Z q,. Partitle sommatie leert hier

nz0 T

K k1
Zoag=  Z (r ) QT Gy
Beschouw thans een punt z, waarvoor de reeks (1) convergeert, dus

waarvoor IQN(Z)I <¢ als N voldoende groot is. Hiervoor heeft men dan

3 k.1
(5) l%:h an‘

e Kg ( Z nx”1+hx+kx).
Wij onderscheiden thans 3 gevallene

A

neh

k.1
o}

1": x> 0. Dan heeft nmen L_.h n < Z dus

N

'3 h-1 X
< K, X, X
}:z;oanlk < lnzo anh aKs(x + k*+n™),
dus , A a,
Na0 -
(6) lim - —— = 0
K+ 0o x*

k.14 .
2°:; x = 0. Dan heeft men Zb n < log k, waaruit eveneens (6)
volgt. ‘

30: X<« 0Ue Dan vindt men door k -» oo te nemen uit (9)

a -
I gh n\ 13 Ix5 E X
X = “Y- ( nz=h n 1 ) !
h h :
|
dus | l Z Ay

Uit relatie (6) volgt nu verder -wor voldoende grote k

k
log | Z anl < loge + x log k ,

N=0Q
dus o« % x, bijgevolg x = X,
Uit relatie (7) besluit men evenzo tot A = A.
Wij vatten thans de gevonden resultaten samen.
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Als Az O dan geldt Az« jals A<O dan geldt A2 8.
Als o eindig is geldt X so; als B eindig is geldt As 8.
Deze resultaten zijn nog anders samen te vatten.

[ ]
I. Onderstel ;",o a, convergent. De definitie van s leert nu

direct dat A £ 0. Verder houdt diec convergentie in dat de reeks
(1) convergeert voor z = O, dus A = 0. Is A < O dan geldt Amp
en,als bovendien A# - oo is, ook nog Az A, dus A=p o Is echter
A = 0 dan geldt alweer als A8 £ -oco is, de relatie mz A = 0,
dus op grond van A s O vindt men ook nu 8= A + Is B =

dan ziet men gemakkelijk in dat cok A = - oo . Immers men heeft dan

o0 o0
2 a_ = O(N"t) voor clke positicve t. Dus ook 2. a =
ria N n . na N1 n

= O(N"Y), derhalve ay = on~ty.
Dan heeft men voor Rez = -t— 2

2 a,n! 2:"1 a, M(n+1) r(z)
S i)y T F{zine 1)
O
S mtege=?
1. 4 7 .
<< Ky ﬁ;}} I < o0

dus voor clke eindigc z zijn de rccksen (1) en (2) convergent. Bij-
Oy
gevolg heeft men bl convergentic van Z a, steeds A = B8 5 0.

(kX
3
Beschouw nu het geval dat pa a, divergent is. Dan divergeert dus
Mz O 4

de recks (1) voor z = C; bijgevolg Az0, dus A 2 o, I8 voorts
o« # oo , dan geldt ook nog A = x, dus o« = A . In het geval dat
o = oo is leert cen analoge redenering als hicrboven bij het ge-
val A = - oo dat dan ook X = oo . Bijgevolg heeft men in het

geval van divergentie van ;’ﬁu a, steeds o« =X z O
Wij zien dus tevens dat in het geval X > 0 moet gelden A = o
en 'i) a, divergeert. In het geval A < O geldt A = p en
io 2, convergeert. In het geval X = O is het gedrag van 8,
Ned ﬁzO

onbeslist (vergelijk het a priori onbeslist zijn van de convergen~
tic van een machtrecks op zijn convergentiecirkel).
Als voorbeeld van de thecorie geven wij de foruule van Waring.

1. _ 1 a . a(aM) .
Z=-8 2 z(z+1) z(z+1)(2+2) ot

. ()
é <*z)?n«+15

Stelt men
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N-14 n
S o lma) + R
z~a, = (nz)in+fy N !

dan vindt men gemakkelijk met volledige inductie of met behulp van
opg. 1 blz.42

R - ala+1)...(a+N) _ r(z) r (a+N+1)
N 7 oz(z+1) e (2+4l)(z=a) =~ (z=2) T (a) T (z+N+1) ?
dus )
= r{z (a7 1
By = ey ey 0 Urolg))
Derhalve _lim RN = 0 indien Rez >a en de convergentieabscis A van
- o0
de gevonden faculteitenrecks voor E%E is dus gelijk aan a.
(=}
Bij de theorie der machtrceksen f(z) = 72 anzn heeft men
n=0
de bckende schatting van Cauchy 7 [an\< MH , waarbij R de con-
R

vergentiestraal van de machtrecks voorstelt en M een passend geko-
zen constante. ij leiden hicr voor de faculteitenreeksen een ana-
logon van dit thecorema af.

In de bovenstaande theorie vonden wij voor de recks

j% ann!

o z(z+1)s.e(2z+n)

N
log | Z an\
dat als A =z O, dan XN = = = N%igbsup BT Is echter A< O

dan vonden wij A = 4 < 0. Stelt men nu A = max (O, A ), dan heeft
men voor voldoende grote N

N
- Nae
SZ;O a <"
Wegens
; M+ g
AMaee 4Ny T (N ae N+1) oo AR
( N )= T T (N +e+1) (XN +e+1) (1+O(N’)

geldt dus voor voldoende grote N

,ﬁgah\ . K(A‘+§ +N)

©

Hiermede is een analogon van Cauchy's formule gevonden, wellswaar
N

dus niet voor ay Maar voor Z; - Evenals de Cauchy-formule
voor de machtrceks z; anzn de majorantenformule
[ere] o0
n . zyn _ MR _ K
Loz < W Z (§) =335 = 303

geeft, is cr hicr een dergelijke majorantenformule voor faculteiten-
reeksen waarbij we gebruik maken van de ontwikkeling van de analoge
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uitdrukking

3~;w§“z“‘i“ een facultcitenrecks. Wij gebruiken daar-

toe de formule wvan Yaring

1
&0 tnﬂ. K

Mo Z{z+d)ess(zany V0T TTNTE

wcelke absoluut convergent is voor Rez > A +¢ , waarbi]

b = }{g )‘:.m:;{“):.» n{}\‘ + 2:, "’I}"‘q}
n n: ’

Zoals men gemakkelijk door volledige inductic¢ aantoont, geldt

| ¥ E
A+ +N
’ b, = K .
Padd n ( I\I >
Pij evolg heeft men
N ,{:’.
8 3 b
i ,;\,‘Z;:Q 11’1 } h r%o 1

en de rccks van Yaring treedt hier in zekerce zin op als majorante
van de beschouwde faculteitenreccks.Het majorantenprincipe van gewo-
L)

ne reeksen (hetgeen inhoudt dat uit Z a

z"' convergent is als
Madd n

la < b, en A bwzn convergent is) geldt me.m.ook voor facul-

teltenreceksen.
Zzij wwlede reeks

o W 4
- b iI: .

N0 B{ 241 Je el Z4T1)

convergent in cen punt 2z, dat niet op de convergentiecabscis A,

die wij positief onderstellen, ligt. Zij verder

™

il < ,
5%; “n§ = }ég)rna ’
Dan 18 de rceks
2 a,n ! .
g;) z{z+13..u(z+n§ cok convergent in Z e

Immers als de convergentieabscis Aq van de a-reeks <« 0 is, is de

bev:ring triviaanl. Is echter quz 2, dan heeft men
L
N N
1 z. 1 :
e lﬁb bnl og | 7o ap)|
a7 0> A, = 1lim e ® L ]97 - = A
Rez b T NS e log N Noo oo log N a’

dug de n-reeks convergeert voor z = Z o

Tenslotte merken wij nog op dat de ontwikkeling van een functie

o anr},!
EX Y . . . . . v a s
Z{<) in de gedaante é; TSR ETN eenduidig is. Immers had

deze functie ook een ontwikkeling met co&fficiénten bn in plaats
van a , dan vindt men voor Rez- oo de relatie B, = bye Beschouw nu

k=

z(f(z)mao). Voor Re z=oo vindt men nu a,=b,, enz.
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Als een voorbeeld van een ontwilkeling in faculteitenreeksen

behandelen wij het quoti¥nt van A1) g 1 poor natuurlijke n
en e z > 0.
Uit de foraule ’
C(us) = e U an

volgt emalikelijk door de substitutie uw = -z log t

1
-‘(.‘m.-.._). ’ -1 or 1 m“
Zm+1 J/ t (10‘) _t) at.

Thans gebruiken wij de forimle (10) van blz. 19, welke ons (met t
in plaats van t+1) voor {t-1l< 1 leert

I8 h

log zy™ Ly (m)l o g(Ben)
( t-1 ) = {) h! h+m ~ h ?

dus

fael) 5 (=n) MR (hem) gy
Z*m+1 _é h-o

Bij gevolg heeft nmen

_;;_(ffj_)_ B f;_(_';_‘ 1) (»)}ix (e m\ (_n+_}1+__1 _é_wz 1)
g+l T pmel ey 0L b “h i) m+z+h+ 1)

$ 10+ De overatoren il en F.

Bij het oplossen van zelxer ty e diiferentievergelijkingen blijkt
het nuttiyg gebruik te aaken van tuece 1o niet eerder ingevoerde
overatoren P en k, Cie wij reedc liier willen beschouwen en die ook
voor de theorie der Taculteitenreeirseir van belang zijn.

Definitie. R u{x) = (x-r)u(.=1) (v vast)

Oomerking. Is eenuwaal het va te cetal r gekozen dan schrijven

wij voortaan wel x' = xX-r.
‘ L xere1) 1 B ‘__Qx a1y
tevolg. Rou(x) = -=p9finy™ 07 ulx) = -2 x) .

Hieruit volgt verder voor williexeurige natuurlijke u

(1) Ma(x) = = T‘-,{_'g-{){) “M(x)

zoals men gemakkelijk door volledige inductie bewijst.
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Opz.1. Voer dit uit.
Ook voor willekeurige 1 wordt R'u(x) gedefinieerd en wel met
de formule (1),

Stelling. R™Mu(x) = "™u(x), geldig voor willekeurige m en n.
P dﬂn = __‘_f; _(_XJ:“_LE_ U 'E L:}_L‘, -
Bewijs: RMu(x) = Ty ( Py a(x))

.J( v -m)

v ! == ill=T1 10+
- Py Py T ) = PR

Verder heeft men nog

- I N "t 0
AMu+v) = v R = e’™ (¢ constant).
Opsie2. Bewijs dit.
befinitie. o' = R™M, . \
~ . 1\}1 - -‘- ‘( :(_““‘:_1./ 3 1 (ln;
Uevo L. it = i ( L =X .
Ten belangrijk verder resultaat dat hieruit volgt is dat de
faculteitenreeks :Zaanx(n) nu in de gedaante
LAY
= (n) 5
< (n) _ S on Voo
L, ax = . al (met x' = x)

geschreven kan worden. Voor de laculteitenreeks van de tweede soort

o0
-5 =Tl Py
L. 8y x( ) heelt men dan de gedaante
nEIel o
o (-n) < -1
a_ X = ‘./M R .
HZ*:’\ I e O an

[let behulp van de operatorRzijn faculteitenreeksen dus formeel als
machtreeksen te schrijven. ‘

Thans voeren wij ook nog de operator P in, welke weliswaar
ninder te maken heeft met de faculteitenreelisen maar wel met de
operator R. Ook de operator P hangt af van r. Jij definiéren

Pu(x) = x' v u(x) (x' = x-1).
Verder defini&ren wij door volledige inductie Pnu(x) voor natuurlijke
n en wel bv. Pn+1u(x) = PPu(x). van geldt
stelling., P Mu(x) = PP a(x).
Bewijs: Voor n = 1 volgt deze eigenschap uit de vorige definitie,
terwijl men, als ze voor zekere n geldt, vindt

Py (k) = PRy (x) = ERPMa(x) = PP TPMu(x).
Verder heeft men F(u+v) = Pu+rPv en voor constante ¢ ook nog
P(cu) = cPu.
Stelling. (P+R)u(x)
Bewijs: (P+R)u(x)

[t}

x'u(x).
x'v u(x)+x‘2“7u(x) = x'u(x).

i
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Stelling. PPR™a(x) = R%(2en)™u(x).
'jﬁﬁng“ /1) tonen de stelling aan voor n = 1. Is dit nl. geschied,
dan heeft umen de stelling voor seliele n =0 aannemende

PN (x) = PPN W(x) = PR ) Pulx) = R(Pen) (Pem)Pu(x)
Rm(P@m)n$1u(x).

Thans dus het Yewijs voor n = 1. ~en heelt dan

1
i

H

] g | - ,
PR™u(x) = P »»;r»(w}%:”:%}w ETN(x) = x'v 1 Lt oy E %(ﬂ}

mn '“(x’x i

; 1= . V{xte 1) F{x'+1 il
= x0T ulx)) v s (41% - Xy <(1>D T ulx)
1) i C(atet) Ly e
= T e - ua:m-umv‘ i T - wOemw . mamesbaya W Q,FJ
T (k +1—m) ' u(x) & peie Ty 2 E v oulx)

4 RS i x4+ i)
= m ey B (x) v g .%xm,.:«{)»af-y (x' =) 2™ v u(x)

(A R

- R® (m+P)u{x}.

) \
Stelling. ?(“ u(x) = x‘(ﬂ’. *fnu(x).
;,Wgalg; Voor n = 1 is de bewerin@ triviaal. Uit haar geldigheid

}3{2'14*“3) - — m(h (‘v_‘ - ’wt_"'>(rl>(-.rc

Julx) %' v u(x)-nu(x))

\ ‘ Yo/ -
= X B g x/u(“,wnu(x)Sﬁ NP g vn+1u(x)+n vIE 1u(x)~
{ 3

- n &*nu(x)}

o~

(n)

n+1 k,(n+1) V2n+1u(x)-

( ) n+ 1y |
= x! {x' v w(x)-n v uax}g = X

Tenslotte merken wij nog op dat © = Pe1 = 0, dus PPt = 0
voor n>C. Hieruit vindt men direct

PPR™ = R™(P+w)™ = RPn” = m™R™.

Als gevolg hiervan heeft wen voor veeltermen f(t) de belangrijke
relatie

(2) £(P)R™ = £(m)R,

) €0
Toepassing. Gevraagd wordt de functie (x“+3) . anx(n) als facul-
Yy O
teitenreeks te schrijven. Dit geschiedt nu als volgt
I 2 E f‘;s (ﬁ) T ‘} » ,%O n
(x°+3) <.oanx = ((P+R)(P+R)+3) 7 a.R

[E 51 n
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ad

- ek T
= (P°+RP+PR+R%+3) * a_RP _
N2 Yl

>a 2,n b n+1 | 2 Yo 1P ;ﬁ n+2 f R0
= /. a. n R a . nih - ' a [y a R , \

n=o aI‘l : " ) JI}P ! ﬁ'jf@ (n+1, &lnl N e ﬂ"n * pvry 3an

7 {(n®enet)a_+(n=1) VR (met 0)
= Ti+ H Tl £ + £ . ‘ = = .

2 {(n%+n+d)ay Bn-1 +&n—2} ' met a_q=8_p

""1j gebruiken thans nog de eigenschap

(R+P)(n) = ?’; (g)k‘ah?(n“h) .

Opg.3. Bewijs deze.
Als gevolg hiervan kan men het product van twee faculteiten-
reeksen weer in de gedaante van een faculteitenreeks schrijven.

Immers men heeft

o> { :2:3 . oo ) o ;
Z anx\’i). 7 orxm 7oy (R-»P)(m /. b R®

o0 m Fiee 1 s m
o [+ ] ¥
N > Ay A b (n\”hw(n~h) m
= /. ~ a JR7TE R
o bvio Bo nmh
Fi "= o L&)
S ny,h+m (n-h)
= Lo ‘/ . Z a b ( h) -
nao o meo hoo nom
[l o3
$ o~ st ny (n-h)_ h+nm
= Lo .,/ L anbvq( h' n R
he=o m=0  nzh ' .
o0 k o
. % K SR 2 b n )m(n+m~k)
o o0 Aaem  omo Ykem?'
Dus
X , 5 fe ] \ o
5 n) 5 (m) 5 (k)
7 oaxt b x =
o N : ‘/ o M fo ‘k
met
L2 n (n+m-k)
ey = 2/ o b o)mMeTETR
k e e Tmm (k—m>‘ :

, - L , -1 .
Voor natuurlijke n vceren wij nog het symbool P in. Het is

- -1 . - -] . - = { =
voldoende om P in te voeren. Dan volgt P "W ouit P Mu=p 1P (n 1)u.

Men wenst verder P”ju = v dan en slechts dan als u = Pv, dus
. . / 1 + .
u=x'" vvis. Dus wvv=1uwXxX'"en av = $%¥7Tl » Hoewel hiermede v
. . . . 3 -] .
niet bepaald is zullen wij afspreken dat P 'u een hoofdoplossing

dezer differentievergelijking is, d.w.z.

£,
lux) = S %%ﬁﬁ%% At
2 :
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§ 11, Differentievergelijkingen (inleiding).

In deze en de volgende paragraa houden wij ons bezig met het
oplossen van differentievergelijkingen, dat zijn relaties die een ver-
band uitdrukken tussen ecen nader op te sporen functie u(x), haar dif-
ferenties au(x),....a"u(x) en de onathankelijk veranderlijke x, of,
wat op hetzelfde neerkomt, tussen u(x), Eu(x),...,E u(x) en x, De
eigenaardige problemen die zich hierbij kunnen voordoen merkten wij in
& 6 reeds oo bij de allereenvoudigste differentievergelijking
au(x)=f(x), waarbij f(x) cen gegeven functie voorstelt. Evenals men
bij het oplossen van een differentiaalvergelijking tevreden is als
men deze terughrengt tot een anntal integraties, stellen wij ons hier
tevreden met de reductie van het nrovleem tot dat van een sommatie-
probleem in de zin van § 6, dus het oplossen van een vergelijking van
het type au(x)=f(x). Bijvoorbeecld bij de differentievergelijking
X Au+u=sin x merken wij op, dat a((x-1)u) = x au+u, dus men heeft

(1) a((x=1)u) = sin x .

bijgevolg X
(x=1)u S sin t at

i

@]

X
en u:il,‘- Ssin tat.
- C

sin t At niet de

LR

Het is hier van belang op te merken, dat de som

enige oplossing is van (1), maar dat iedere functie die hierin ver-
schilt in een functie w(x) die periodick is met periode 1 eveneens
aan (1) voldoet, zodat wij de meer algemene oplzssing

St

u = ng { sin t at + cu(x)}

vinden, Dat wij hiermee de meest algemene oplossing hebben gevonden
zal later blijken; in het onderhavige geval 1¢ dit trouwens zonne-
klaar.

Bovenstaand voorbeeld is vooral van belang om te laten uitkomen
dat de rol die integratieconstanten spelen ir de theorie der diffe-
rentiaalvergelijkingen in de thecrie der differentievergelijkingen
wordt gespeeld door een functie w(x) die periodiek is met periode 1.
Wij zullen voortaan dergelijke functies koriweg w-functies noemen er
soms kortweg w in plaats van w(x) schrijvn,

Een andere analogle dient hierbij vermeld te worden. Vraagt men
naar de differentiaalvergelijking waarvan ie algemene oplossing luidt '
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f(x,y,c)=0 dan vindt men deze zoals bekend is door eliminatie van c
uit f(x,y,c)=0 en de reclatie

2f(x,y,c) 2 0(x,y,e) _
5% +y t =0

die hieruit door diffcerenti¥ren ontstant, Natuurlijk voldoet de be-
trekking £(x,y,c)=0 ook 7an het eliminatie resultaat dat men krijgt
door eliminatie van ¢ uit f(x,y,c)=0 en de hieruit door differentiec-
nemen verkregen relatie, Het is echter duidelijk, dat men hetzelfde
eliminatieresultaat vindt als men w elimineert uit f(x,y,w )=0 en
het hieruit door differentienemen verkregen resultaat (of zo men wil
het resultaat dat hicruit wordt gevonden door x door x+1 te vervangen).

Voorbeeld 1. u(x)zcux+<ve. Na differentiencmen vindt men au(x)= w ,

dus na eliminatie u=x au+( A11)2.
Opgave 1. Behandel het nnaloge geval blj differentiaalvergell jkingen.
Voorbeeld 2. u(x)= w,y X+ wbx3+1. Men verkrijgt hier uiteraard een dif-
ferentievergell jking van de tweede orde, omdat de twee functies w,

en w, ge¥limineerd moeten worden., Wij vinden

Eu = uﬁ(x+1) + cvﬁ(x+1)j + 1,

2

E“u= uﬁ(x+2) + w,(x+2)3 + 1,

2

dus na eliminatic van w, cn w, uit het nu verkregen drietal lineaire
relaties 1In w, en w,

1 2

u - 1 X xj
Eu - 1 X+ (x+1)j = 0,
Eu- 1 X+2 (x+2)3

hetgeen zich, afgezien van dc¢ factor x+1, laat schrijven in de gedaan-

te -
x(2x+1) E°u - 4x(x+2) Eu + (x+2)(2x+3)u = 6

of, met behulp van de¢ operater A , in de vorm

x(2x+1) A% - 6x au + 6u = 6

Gaarne zagen wij nu omgekeerd een systematisch procédé om bovenstaande
differentievergeli jking op te lossen.
Opgave 2. Construeer de differentiaalvergelijking met als algemene op-
lossing R . w2
Y o= C XteX +1.

Zoals men de differentiaalvergelljkingen indeelt naar.orde (dat
1s de orde der hoogste erin optredende afgeleide) en graad (waarbi? .
vooral de lineaire van belang zijn; dat zijn die waarin y,y',...,¥ n
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lineair optreden), kan men ook de differentievergelljkingen op analo-
ge wijze indelen naar orde c¢n graad. Hierbij is speciaal van belang
(en ook wat de theorie betreft, het verste ontwikkeld) de lineaire
differentievergelijking (van willekeurige eindige orde) al of niet
met constante codfficiénten. Terwijl de betrcffende differentiaalver-
gelijkingen volgens de theorie van Frobenius met machtreeksen worden
opgelost, geschiedt de oplossing dezer differentievergelijkingen met
behulp van faculteitenrceksen (verg. §13). Vooraf laten wij echter
gaan de theorie der lineaire differen%ievergelijking van de eerste
orde en van de lineaire differentievergelijking met constante co&ffi-
clénten, |

Er is nog een belangrijke opmerking te maken bij de theorie der
differentievergelijkingen. Beschouw als illustratie de differentie-
vergelijking van de eerste orde

(2) au = flu,x).

Is de waarde van u voorgeschreven in een interval a = x<a+1 (of bij
complexe =z in plaats van x in een strook a = Rez < a+1), dan wordt
door (2) de waarde van u overal vastgelegd. Daartoe is dus een verder
gaand gegeven nodlig dan - zoals dat in de theorie der differentiaal-
vergell jkingen geschiedt - alleen het voorschrijven van de waarde var
u(x) in één gegeven punt.
Indien echter uit (2) slechts de waarde van u(x) voor gehele

waarden van X behoeft te worden bepaald, dan is natuurlijk het voor-

schrijven van de waarde van u(x) in één gegeven punt x (XO geheel)

wel voldoende en verkeert men 1in cen geval dat meer ovgreenkomst

heeft met dat der differentisalvergelijkingen. Wij zullen dergelijke
gevallen later nog wel tegenkomen, maar geven nu reeds een

Voorbeeld. Bepaal de waarde van u(x) voor gehele x uit u(o)=1,

au(x) = xu(x).

Oplossing. Men heeft u(x+1) = (x+1) u(x), dus uit u(o)=1 vindt men
direct u(x) = (x+1)! = [ (x+2).

Opmerking, De hier gevonden oplossing is voor nlet gehele x geens-
zins de meest algemene oplossing van de gegeven differentievergeli jkirc

sin 2amx

met beginvoorwaarde, De functie F(x+2)e voldoet bijvoorbec.d

ook,
§ 12. Lineaire differentievergeliljkingen van de eerste orde.
Wij beschouwen thans de differentievergeli jking
(1) a(x) au(x) + b(x)u(x) = r(x).

en laten zien, dat deze op een scortgelijke wijze kan worden behan-
deld als de differentiaalvergelil jking
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a(x)y' + b(x)y = r(x).

Opgave 4. Los deze differentiaalvergelijking op.

Onderstellen wij, dat cen particulierc oplossing uq(x) van (1)
1s gevonden, dan vindt men voor v(x) = u(x) - uq(x) de homogene rela-
tie

(2) a(x) av(x) + b(x) v(x) = 0.

Omgekeerd geeft elke oplossing v van deze vergelijking aanleiding tot

een oplossing v+u, van (1). (Dit is trouwens cen bijzonder geval vaneen

1
algemene stelling bij lineaire inhomogene differentievergelijkinrgen;
zie §13).

De vergelijking (2) is te schrijven in de vorm

v({x+1) - A(x) v(x) = O

A(x) = — . Hieruit vindt men

(3) alog v(x)= log v(x+1) - log v(x) = log A(x).

Is ecenmaal ¢én oplossing vq(x) gevonden, die aan deze vergelijking
voldoet, dan vindt men

2 log Vzéé% = O,
‘ 1

v(x) is een w-functic, v(x) = vq(x)cu(x) en

dus log %
1

v

(&) u(x) = uq(x) +<m(x)v1(x).

Het bepalen van een particuliere oplossing v, van (3) gaat soms dir.ct

/]
soms echter slechts door te schrijven

X
log vq(x) = é)log A(t) at
C

Men vindt dan dus log A(t) At

(/%

Voor complexe x is de laatste e-macht zoals wijJ in § 7 zagen onder
bepaalde onderstellingen over A(t) een analytische functie van x, dat
is dan ook het geval met v(x) zodra w(x) het is,

Om nu de vergelijking (1) op te lossen schrijft men u(x)=v(x)w(x;,
waarbij voor v(x) een oplossing van (2) wordt genomen. Dan vindt men
na inzetten in (1) onder gebruikmaking van (2)

(av - bv)aw = r,
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dus

=

it

&

+
O/

r AT
(a-b)v '

en tenslotte (vergelijk (4))

z b 5 b
S 1og 222 At - log 222 as
6 a , X o a
= e [ S ey e At}
c

Voorbeeld.

X Au + U =X .

De oplossing v der bijbehorende homogene vergelljking voldoet aan

x v(x+1) = (x=-1) v(x).

Men ziet onmiddelli jk dat een oplossing hiervan luldt

1
v(x) = = -

Stelt men nu u = vu1 dan vindt men ;xuq = TEtTTV'z xT .,

Dus u, = §-B3(x) en

1 (1

De differentlevergelijking
u(x+1) = a(x) u (x),
waarbij a(x) een rationale functie is

(X—ﬂq)...(x”an>
(x=b, 7. (x-5,)

a(x) = ¢

bezit kennelijk als oplossing

waarult de meest algemene oplossing volgt na vermenigvuldiging met
een w-functie. Als toepassing geven wij de
Opgave 1. Los op de differentievergelijking

(ax+b) u(x+1) + (cx+d) u(x) = 0.
Wij vermelden thans zonder verder op de theorie in te gaan, dat ana-
loog aan de theorle der totale differentiaalvergelijkingen een theorie
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van totale differentievergellijkingen becstaat, dat 1s cen theorie van
vergell jkingen van het type

L(x,u) + B(x,u, au) au=0

waarblij een functie f(x,u) tc vinden is zodanig, dat

af(x,u) = A(x,u) + B(x,u, au)au.

Bij niet totale differenticvergelijkingen specelt natuurlijk de theoric
der sommerende factoren ("multiplycrs") een rol,

Andere uit de thecorie der differentinnlvergelijkingen af te lezen
beprcefde metheden bieden ock hier wel eens hulp, zo b.,v, het extra
differentienemen, Zoals dat biy de differentinalvergelijkingen van
nut is voor de differentinalvergelijking van Clairaut is dat hier von
nut blj de annloge differcntievergelijliing

u=x au+f{au),
Hieruit vindt men don au=v stellendc

v o= (x+1)v(x+1)-xv(x) + £(v+av)-r(v),

it

dus 0

i

(x+1) av + f(v+av, - (v),.

Hieruit volgt hetzij Av=0, dus v= w en u=xw +f(w) hetzij

v+ av)-£(v)

) = X+1 +
0 L AV ’

hetgeen tot een singulicre oplossing leidt.
Veoorbeeld, Wij beschouwen de in § 11 als voorbeceld 1 gestelde verge-
11 jking N
u=x au+ (au)c,

e
Men vindt dan u= wx+ w” en verder een singullere oplossing uit

2 o
22
0 = x+1 + (v+ 23) = X+1+2V+ AV,

Bljgevolg

v(x+1)+v(x) = -x=1,
De theorie van de aanvang dezer paragraaf leert nu, dat de homogene
vergelijking v(x+1)+v(x)=0 een oplossing v(x)=(-)* bezit en stelt men
dan v=(-)*w , dan vindt men voor w (x) de differentievergelijking

aw(x) = (=)**7 (x41).

Een oplossing hiervan is (-)* (% + ﬁ) ; bijgevolg v=w(-)*- % - % .

Eliminatie van v hieruit en uit dc¢ oorspronkelijke vergelijking (ana-
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loog dus aan de werkwijze bij Clairaut) levert ons

Ook is een theorie ontwikkeld handclende over Giffirenticverge-
lijkingen van de eerste orde, waarin hetzij u, hetzij x ontbreekt en

eveneens 1is het analogon van de differentiaalvergelijking van Riccati,
hetwelk luidt

u(x)u(x+1)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)+r(x)=o,

nader onderzocht. Ook daarop gaan wij hier niet verder in.

Tenslotte merken wij nog op dat bij differenticvergelijkingen von
de n° orde waarvan (én oplossing u, bekend is de oplossing terugte brengen Lo
tot die van cen (n1)° orde vergelijking door de uit de theorie der dif-.

rerentiaalvergeligkingen welbekend. substitutic UsU, Vo

§12. De lineairc differcnticvergelijking.

Wijy beschouwen thans d¢ lineairc differcnticvergelijlting van de n” orce

(1) L(u)=a(z), wet L({u)= a (z) a"u(z)+.. +a4(z)¢su(z)+ao(z)u(z).

I a(z)=0, dan no.mt mcn de vergelijking ﬁomogcen; 12 a(z)#0 dan inhownn
geon, Geheel als in do theoric der differentiaalveraclijkingen bewl st men
Gat de meest algemene oplossing van de inhomogene verzoelijking te schri) -
ven 1s in de gedaante uo(z)+u(z), waarbiy uo(z) cen particuliere oplos
sing is van de inhonogene vergelijking cn u(z) de wecest algemene oplos.-

5ing 1s van de homogenc vergelijking. Immers men hoecie

L{wu)= «L(u) (w 1is een w-functic),
L{u,+us)=L(u,)+L(u,),

dus uit L{u)=a(z) en L{uj)=a(z) volgt L(u-u )=L(u) L{u, )=0 en ougeke rd
luiden de rolatics L(u.)=a(z) en L(u)=0 tot

L(u+uo)=L(u)+L(uO)=a(z).

Dc behandeling van hot probleem komt dus neer op hout bepalen van <in
particulierc oplossing P der inhomogene vergelilgking cn de meest alge
mene u der homogenc vergeliljking

De beschouwde differentievergelijking L(u)=0 kan men o k schrijven
_1(z)u(z+nw1)+,“,+b1(z)u(z+1)+b(z)u(z)=o
Dan neemt men hicrvoor de volgende punten singulicr:

1n de gedaante bn(z)u(z+n)+bn

1¢: de nulpunten &g, Ogs ... VED bo(z);
oo: de essenti€le singularitelten Bas Pps .. Van bo(z), bq(z),,ag,bn(z);
3¢: de nulpunten ¥4, Tp +.. Van bn(z~n),
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Dc punten o -m, A -m, A +n+m, 7, -+n (m geheel) heten congruent
met singulicre ounten. (I.h.a. noemt men twee punten p en g congruent
¢ls p-g gehecel is).

Is een oplossingu(z) voorgeschreven in do strook O £ Re z < n, dan
vindt men uit L(u)=0 «oor opleossen ook ¢ waarde van u(z+n), dus de
waarc: c-r oploss ng n & strook n £ Re 2 < n+1, ¢nz. en do r oplos-
sen van u(z) vindt mon omgekeerd de waorde der oplossing in de strook

-

1 = Re z < 0, ¢nz. %> vindt men dus dircct de functie u(z) voor alle
z (behalve de singul v of daocrme. congruente). Zou men b.v. in d.
trook v-1= Re z < v (»=1,...,n) hebb.n voorgeschreven dat u(z)=wy )
moet zijn, dan vindt w.n direct cat u(z)zuﬁ(z)uq(z)+a,,+mn(z)un(z) nic
2lleen geldt in de 2irok O 2 Re z < n (hicr 1s u,(z)=1 in »-1 £ Re z<»
en elders in O £ R. % < n geldt u,(z)=0), maar op grond van de line -
ariteit ven de opereocor L ook in alle 2z wear met het hierboven uite n -
gezett procédé u(z) te vinden is. Natuurlijgk behoeft de hier gevonden
onlossing u(z) goensz ns continu t. zijn op de rechten Re z=m (m ge -
heel). Big willekeur: . (zclfs biy analytische)beginstrook-voorwaarden
bechoeft bligkbaar go.ou onalytische wplossing te behoren.
Op gr nd van ¢ < rvaringen van do thoorie der hom gene linecairc

differ.nticelvergoli jliingen verwacht men dat de mecst algemene oplos

ing.u der homogene v rgelljklng wol ccine Ge gedaecnte
(&

zou Kunnen bezitten woarbi ] Wy ey willekeurige w-functies zijn ¢n
L

v

'

= R VR
) U=y %5

van do functiles Ugs oo Uy wordt ondirsteid diot ze w-onafhankeli jk zign.

Hicrbij noemt oot n-functies uq)xu,un<u~onafhankelijk als ¢r w-
functics Wy, ool Wy (niet allen identicls nul) en een punt z bestaan
zodanlg ot

(3) uﬁ(z)u{z)ﬁy o aa(z)un(z)ﬁo

n
is. (Opmerking: Hicr ‘o in het vervolg wordt, tenzij het tegendeel wordc
gemelc, ondersteld coC do boeschouwde punten z niet congruent zilgn met
cen singulicr punt). Bosgtaat «r niet zo'a punt 2z, dan heten die func-
tivs w - afhankeligk. Om Te onderzocken of n gegeven functics, die vol -
doen aan de differentievergelijking L(u)=0 w-onafhankelijk zijn, voerci

wlj de dceterminant

uq(z)uagun(z) uq(z)n,u. U, (z)
() Auq(z),.aaun(z) _ uq(z+1).,,un(z+1)
Aﬁ"qé £7) z;n“qu (z) ; (743'1; | ; éz;nnﬂ)
/1 (d a © n /] (0L o e n

ven Casorati in. Hicrover bewljzen wi) allecreerst de volgende



3&&113!‘3%&& Is {:(z)m{‘)‘f Cen ;g;g‘r;}n u {;5}*
keerd.
Biwilgs: %13 €(2z)=0.

r:ﬂ(z)j .,m_(z) Den
(")

Do minoron van

1

Noem de minoron van

1. el
noeft

me

. *z‘fzm( o ) un{ o ‘;‘f) ()

de AN

rij van C(z) =

Dacr i) cen do € rn eodie
snGe ronde

hooft men

COPres min oo ovan versohilloe

vormon,

( Ly, J= i 5

cen w-funcua.

uﬁ(z)uﬁig).va ~a%(u)un(zyﬂ\
(=)

gzonder

[V s
LLTO w afh

lest u (). . .u
le et aq( ), LU

wus In hoo

m%(z)uﬂ(xvv) TU%(Z)uﬁ(H%T)Rﬁ
Mrerurt volgt diroco O(2)=0.

Thens voewirjoon 7y
uﬂ(z)}aﬁ‘,un(z) w
nierven

net cerder vern
»

cent willelour o0 opl ssing 1

u(z)xc%(x)uﬁ(‘}+;,.w :
t L(u)mb(uﬁ);a.qu(u )=0 valpt

bm(ﬁ)uv(;:;)~ﬂw U (2)uy(z)=0

or v=1,2. .

Immers u.

rminint .

U(f:)iliﬂq( ).
u(:+1)uq(gaﬂ)

oy
Al P

o oy oy ) v, 1
Lﬂr’uﬂ{ Vo i

u(z+n)u1(m+ Uun(z&nﬂ

0)0)

voorsfge nd

u%z)u(z)auﬁ(:)mq(z)+.

is. Wegens w(z)=0 (tndirs waren uq(x),

nul 1o valgor

é;f‘ e

Thoanke 11 ke onloss

Dostaan er

bwm%(z}uz
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;u%(x) w-afhankelijk en omge -

¢. lastste rij ven C(z) resp.

(v =0,1,...,n-1).
ton kenneld gk mﬂ(z&ﬁ),,‘

cen bekende stelling d

k|

2l rigjen een evenredigheld

. n),

Tl Wi wi (z) noemen. Dan
w, (z)

5(2

cnkolijk zijn, Dan geldt (5) voo

(V ;:Oqutamyr}‘“ﬁ>o

resultaat, nl. dat men o

apen van L(u)=0 zign en u(z)

o index v wordt woggelaton,

w-functies zodanig

(2)=0
“.Jun(g} toch mwafhan&ﬁligk

o strijd met do ond rstclling) volgt hicruit
. P Ney A . T ,
u(z)= wﬁ(ﬁ)uﬂ(a)+..~¢mh(@)um(h)y

b)mﬁ(%+ﬁ)i
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uﬁ(xj

)
j bewijzen ovir 4 doterminant van Casorati nog de

%

waarbij ock d. functu.c w?{z)w

(1B

¥y

(i=1,...,n) ven w-functic is,

;.‘.

St.lling van Heymenn

b

M n heoft
uq{.;ﬁi-*’%}w ”un{xwﬂ);

uﬂ( ). .u (x*)>;

{
|
?
c{z+1)= ;

waarbly do clementen ven do laatste prij op grond van L(uq}m.@.mL(un}mQ

lincaire composita ooooa ven dic der verige rijen en \31(2), .“,gtﬁq(z)m

Ecnyvoudige - 1genscns oon van doterminenton leren dan

uq<f*ﬂ)k,_@n(@¢1> K

1) . (2) () o, (2) .

Z‘+ *“t._..z 9 8 ¢ 6 9 8 B oW Cse e _ e . N
o }) 1,1 { (z+n- 1) M Z

At

”“‘”lq< ) o ,(*)

Gevolg: Is g nlet congruent met con singulicr punt dan volgt uilt
C(z)=0 ¢ relatic C(v)=C voor ieder. w, dic congruent is met z, en uic
C(z)#£0 volgt C(w)#0.

Z1gn cenmaal n w onafhankeligke oploosingen u coesU, o van L{u)=

,4;’
govondoen, dan kan mon volgens con moethodo van variatie der w's ¢un
oplos.ing ven L{u)= a(x) vindin, Mcn schrijve nl, cen oplossing uven

do inhomogone vergelintang in de geda ne.

waarbij hicr de funcoios w,, ..,w. (b1, uitzondering) geen w-functies
zign. Tan hooft moen

U= w Ty U
nn

ximu% 3’T,~,Tuhﬁﬁﬁv mits i

o dw, o, AEU aw =
| : 1 A9y Bup caw,
Au=w, AU L AU ite b . .. tE =0;
1=, 4 P AU, mit me,q aw, +h¢un“Awn 0;
n-1 n T~ . L N=2 N -2
A Usw,A u1¢sga+uh¢ﬁ qu mLts BEa uq.aua+,.,+ﬁan dunamw =()
H
n n.oo n . - L n-
ATU=W, A U, .. kg A U +EA Uye dwyto, o +E U .
A 1 A’uunn n L A ,} ;..U—a,j "‘“};‘4& Jn Awng
dus na vermenigvuldigon van de vocorste relatie resp. met Byr8yse.., 8
n
cen optellen

o 83
- - f!
= Ba U,.ow,+,, ,+0 .
ggrgy . s, Ea" Uy, AW,

zodat mcn voor de funciic S AWy u oW

o

, ten slotte n lineaire niet homo-
gene rolaties hceeft govonden., Hiepuit zign dez. funeties op te losscn,
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smdat do colffici¥ni.adcterminant goli:% 13 aan EC(z), '¢n dus #0,
want L TREEPACA zijn w nafhankelijk., Uit Aw,, bWy vindt men tenslot-
. na sommaotie Wys e @ afgezien van w-lunctics, dus ook u, Weer
vindt min hierbiy h.o. rooulteoat terus 2o u de gedaonte

IREEIH B w,}i i

hoeeft, wo rbiy nu w oo Wy Wy wel w-functics zijn, wasprbij uﬁgm‘.,&,
& L4

woa ) U
nn

.

willekevr go weonafinnliell gke oplossingen zign van de homogene verge-

Tigking L{u)=0 un u_ ..n particulicr. oplissing is van L{u)=a(z).
Vnorbceld, Bij do o070 ronticverg 1 kong

3

L{w)=z(z+1)a wizau -u=z"
heeft do correspond v ude homogene vorg. .gking L(u)=0, zocals men
gemakke Ligh dnzi. o, «n plossing EPR Scoclt men de tweede oplossing
U, van ¢o verg. bogic . geligk aan VU=V, dan vindt men ne substitutw.

.

voor v d. vergels i

(z+?)mﬁv+j AV=0

Voor w=av hceft mon Jus

dus

o= e} i—g.“m WQ. o ¢

fds

Wij kicz.on ter viroocnvoudiging der verd v borekening c=-2 ¢n vind.n

Stel thano

den ult AVs ——e—ee—ee- s dirvect dat vse
(z+W)e (1) -
' -~y
cen particulicre oploossing U, van L{u)=z" gelijk acn U, =@,
w{) ™ ] ) 3 X el 2 s
=Wzt oy . Le mcthor o der varisntic d r cotfficitinten leert nu

, dus Us=

W U 4=
Pt

[CORPN
% ; g
AU =w, mits (z+1)aw, t=—aw.=0
o=@ TTTAT its 1y<k1 — AW, =C

wen verdor
2 Ao ble
O U= Ay e
O (.’»'t"ﬂ)«h(b"‘ﬂ)

N

Jit L{u_ )=z" vindt m.n dan

E(2+7)Au% - AW, = T
fos

bljgevolg
o 1
= oA =T,
Am,! ‘T"‘? e pe ,}'S‘; 2 54

D1t levert : 1
et o N - o
wz}""mﬁ‘*“';!\v( “ %»’1) B wg”’"gp’u:}( "-*) P

dus d¢ algemene oplo.oiing der inhomogence differentievergelijking luidt:
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w B, (z) w
vy 1,2 N A3 2 ) 1.2,
U=, Zi-—g+32 ":e-“q)(u”m)“'g e B LNy szy(z+1) + 3 Z,
waarin w, en @y nu w1l w-functies zign.

Wig beschouw.n thans de homogenc vergelljking
(6) L(u)=2_(z) a'u(z)+...+a,(2)au(z)+a_(2z)u(z)=0.

Anecloog aan de Ctheor.  der differentiesclveorgeli jkingen kan men zich
afvragen of voor op vctoren L van het hicr beschouwde type een "hoofd
stelling van de "algobra' " luidt, dic inhoudt dat er n functics

aﬂ(z)y.ua,un(z) bests n, zodanig dat

(7) L=a (8 -0y) o (2-0) .

o n
Ook hier bligkt dit net gevel te zlign, rmmcrs het i1s voldoende @an to
tonen dat voor zo'n onirator cen ontbinding van het type L=M(D-«) geldt,
waarna dit dan:door volledige inductie bligkt (hierbij is M den cen
operator van de (n 1) orde in a met begincotfficiént a,) . Nu weten

wij dat L(u)=0 zcker con oplossing ven hot type wu, bezit, dus dat

/1
der. oplossing van . vergelijking

(a -2 )u=0
1

voldoct zan (6), wecrna men door cen declprocédé (vgl. de toepassing
van de theorie der roststelling bilg de thcoriguder vergell jkingen in
de algebra) vindt do. inderdaad geldt L=M(a mﬂﬁi)'

Omgekeerd levere de ontbinding (7) ons dirgct ¢én oplossing van
(6), nl. diegene dic uit de lineaire vorgcelijking (A-—mn)uzO volgt.
In tegenstelling tot o theorie in de alpgebra is het hier in het al-

gcmeen niet zo dat ool uit (a-x Ju=0 c.n oplossing van (6) volgt.

n---1
Dat is slechts dan zo als L ook cen ontbinding L:N(Axmmn_q) bezit.

Eenvoudige voorbeoldin luren reeds datnic ¢ steeds geldt

(8) (& =a) (8 o) =(a~0) (o)
1mmers men heeft

2 ]

(& - uq)(A~a9)=£x»aﬂamu2A+aﬁmQ~(Aq2),E

en dus geldt (8) slcchts als Aoty =2x, is, d.w.z. alse,-o, cen w-functic
[ o

n 1
is.,

Er is echter ¢in guvsl waarin men zoker wel de volgorde der fac- -
toren in de ontbinding ven L mag wijzuigen, nl. het geval waarbij L
constante co&fficitnten bezit. Hierop gaen wij in de volgende para-

»graafl verder in.
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»

§13. Do lineairc ¢ {fcrcnticverg.ligking mct constante colfficienten.

W. ) beschouwen (hins de differont:ovorgelijking
(1) L(u)z(anan+...%‘1a+zb)u=a(z),

we.rin ;H,...,awcanﬁLanvn zijgn., Zoals in do vorige paragraaf werd
betoogd o £t nu do cbinding

N
Eiq/,\ + .+C3,]A"¥‘{3:\ww

3

1(Awa.,‘) ...(zx-031)

van d. operetor L ¢ rgenschap dat do foctoren a-«y (v=1,...,n)
verwiscoold mogen worcon, Big gevolg 1. ¢ sgewenst iedere factor als

lteatst. factor tocla voour en lelot cdus o vergeli jking
(6 xp)u=0 (»=1,...,n)

tol ¢en oplossing u, ¢ r homogene diffur nticvergelijking. Uit dozc

roelat. o vindt men Ciroct

u(z+1) P
N = Oy,
Z . . S
dus u,=(ey +1)°. Zi 00 . getallen o tw ¢ ocn twee verschillend, dan

vindt men zo n verschotlond oplossingen, welke bovendien w-onafhan-
keligk zign, want voor hun determinint voon Casorati heeft men

(aﬁﬂﬂ): C. (an+1)j
o, (e, +1) Lo (e +1)° n n
1 n' n z
C¢(z)= o =y o+ ) Ty TT o (o - ) =0,
1>
n-1 . on-1 vt
oy (e t1) N C))

Hicr kan men we ilicht Loter mot O oberator E werken, Immers
L(a)=L(L-1), dus ¢'. &, cen nulpunt 1s von L(a) is gy= oy +1 cen nul-
nunt ven L(E-1) «n v ¢ do ontbinding

M{L)=0( e 1):(1:—/51) R pn)

leest men den direc. o oplessingon uvfﬁ5; (v=1,...,n) af.

venals in doe th o crac daor diff o rentoaalvergelijkingen kan men
biy comdlexe nulopunc. 1 van L{a) stoeods tw o tocgevoegd complexc samen--
nemen, zodanig det hocrvoor in d. nlo. s twee andere relle basiscoplos
singen optr.odon,

Interessentor 1. net om na te ga n watv geschiedt blj mecervoudig.
nulpunten van M(E). 420, B cen k-voudig nulpunt van M(E). Op grond van
heuristische overwegrnogen met limictovergengen of van analogicoverwegin-
gen ten aanzien van ¢ cheorie der differontiaalvergelijkingen verwacht
2(2)'62 (k-1), z

men dat dan naast ﬁz ook amz, $ " als basisoplossingin

zullen optreden, Ind rdzcd heeft men voor v=0,1,...,k-1

PR
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Ewﬁ}(x(&)ﬁﬂ)miaxing)ﬁﬁx 1ozl %¢Z+q,

{ﬁﬁf%&xkz%ﬁQmw;MM(ﬁx%ZMQ.

Dat d. g vonden k oyl 5singen ondorling w-onafhankelijk zijn, ja ook
dct bi, mior meervour p. nulpuntuen 4 3, ... van M(E) de daarblj zo te
vinden vesisoplossia o allen tezamen w-onefhonkelijk zijn bewigst

oge Wigz  ols in de theoric dor differentiaalvergelljkingen.

men op

Toepassing: Bepaal voor gohele node wa rd  van uy ult de relaties

=11 11 ) 1 w:‘.’}‘ . r.ocks v { 3 "y
U o®Uy g9l 1 =0, Uy, (r.cks van Fibonacci)

Men heo £t M(%)mﬁi~}fﬁ act nulpunten @*w;f /)%ﬂqwﬁ*”V5 Dus

Hp= 0
O a“} HM«, e wﬁ,{ VVVVV uwﬁ dus

%ﬂ,ﬂlA, Ne substituti. « r beginwaarden vindt men

Wil

Ongave 1 Poepaal u_ ult do laties u_ =01 + : 2guve Eh ¢
pgave Cnag . rolatl — n+1 bun met gegeven u g oen

Het oplosscn & v inhomogene vergoii king (1) geschiedt nu als
voelgt., Met heeft voor won particulicre oplossing U, hiervan

4 a"z

N A e s -
Opgav: 2. Berekin 00l ——a(z).

Hiermede 1is dus TTE a(z) door middel van sommatics te vinden. In het
givel echter a(z)=c¢” 15, hooft men

Opgave 3. Als ¢ cen ltovoudig nulpunt is van M{E) dan heeft men
o (e

} -
E”M(c)
ocntwikkeling van Ef%? in een machtreceks

s

~Soms kan men door 1 raele
1 +lﬁ¢% ok 11%3 ( ) ultrckenen. Dac 1s toelaatba.r zodra

o = 13 v SeREN M) e - - n-1 Q |
éizmzN(a) ( )=0 18 (wirbiy r(a)=p 1-l,a8 - -1 a7 dus b.v.




bij polynomen a(z).

Opgave 4. Los op de v rpeligking
2. - z 2
AT Sautu=2% vz,

Toepassing. (Oogave O3 acr Wiskundige

cer Cornut)

Ongaven,
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17¢ deel van J.G, van

On cen examen v roly ledere vraog met Ja of nee beantwoord meoet
worden, wordt iemeind ~olxamincerd die nicis van het vak afweet, zodat
iy 1edrre vrea.g do lans op cen goed antﬁoord 5 1s. De eximinator her.-
haclt .c¢n goed beancuoords vraag nic t, coch een verkeerd beantwoords
vraag ¢én-en slechtn Sénmzal, zodat bij do tweedec keer het juiste ant..
woord wordt gegeven, U.€ 18 gemiddeld genomen bij n vragen het aantsl
gocde fntwo rden?

Oplossing van C.J. bouvwlkemp,

Teat u(m) de keas zign dat het

, ﬂ €.
cntwoord op de m

vreag Jjulst is-

] » . - € = .
De kans dat het verk_ crd 1s is dad 1 u(m). Is het m~ antwoord gocd dan
15 de kans dat de volgende vrawg julst wordt beantwoord, geli k ain b;
is het m  entwoord virkeerd dan is deze kens gelijk szan 1. De total.
kans det het (n+1) " antwoord goed is, 15 dus

u(m+1) =5 u(m)+1. (1-u(m) )=1 %.u(m).
Eerst lossen wij do homogene vergellgking

u(m+1) +5u(m)=0

. 1, M . L 4 e

op en vinden direct u(m)=c(-4)". Hen particuliere oplossing der inho

mogene vergelijking oo

1 2
.%‘_j.. /}_3
De elgemene oplossing luidt dus u(m)= é1f(~§)me Verder he.ft men de¢ be
| . & )
ginvoorwaard. u(1)=5, <us ;:§w}c en @:; derhalve u(m)=§+%(—§)m.
Bi) n vragen zal hoco cental julst besntwoorde vragen dus gemiddeld zign
n o4 "
g “
7 u(m)=2n-2(1-( HM).
m="1 > 9 i
. .. o N . o
BiJ grote waarden vean n wordt dus gemidd:1ld %-der vragen goed beant-
woord.
Opmerking van J.G. vcn der Corput.
Er wordt bewcord dst dit systeem bl sommige examens wordt toe-

gepast ¢n dat het 1o
hoogste te

met de

gste dasrbij behaaldo
behalen ¢ gfer is.

uitkomst der berckening.

cljfer 7 1is, &ls 10 het

Pit blijgkt inderdaad in overeenstemming
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Wij merken nog oo, dat de differentievergell jking
n
7 a,(z) & w=0
v=0
niet alleen in de aequivalente gedoanie
/ b, (z)E w=0

te brengen is,. maar ook in de acquivalente vorm

L y
7 c,(z) v w=0.

v =0

Voor het verdere onderzoek zal het nuttig zijn om van deze laatste
guuaaute a1t Le gaan,

Evenals naast de lincailre differ-atiaalvergelljking met constante
colfficibnten ¢- differentia. lvergel. jking van Euler staat, besta U
er naast de zo even beschouwde differentievergelijkingen een type &ana-
loog aan de vergelijking van Euler. Lit type vergelijking luidt als
volgt:

n
Zi:avz(v) v w=0,
»=0

waarbij de getlallen s a8y constzantenzijnen an¥0 wordt veronder

steld. Wetendr wat de oplossingen ven de vergelljking van Euler zign,
komi: men er hiertce om te¢ proberen w=z “). Men vindt dan na substitutice

(v) a("’) (Z_\,)(oL ’v):O’

N

SARTo!

De n° graads vergelijking (2) bez:t n nulpunten ®yse 0 210
ze allen verschillend, dan vindt men zo n oplossingen w,=z ““?
(v=1,...,n), welke, zoals wmcen gemakkelijk inziet, w -onafhankelijk zijn.
Opgave 5. Bewijs dle laatste bewering.

Zodra echter onder de n nulpunten gelijke voorkomen, is het gevon-
den stel kennelijk niet meer w-onafhankeli jk. Heeft een nulpunt « van
(2) de multipliciteit r, dan geeft ait aanleiding tot de r w-onafhanke-
11 Jke oplossingen
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P
W, = Qiyz“”) (p =0,1,...,0-1).

Men heeft wqmz(“), wqm@(m)\p(z~a+1),,

Opgave 6 Bewijs dit.

§ ¥, Oplossen cdo r middel van reeksontwikkelingen.

In dez o laotste poragraaf geven wi) voor differentievergell kingen
het analogon vun de methode der reeksontwikkelingen bij) differenticsl-
vergelljkingen. Het behoeft nauwelijlks betoogd te worden, dat wij
hier geen mochtreeksontwikkelingen zv’ien proberen te vinden, maar
faculteitenreeksen.

Wij herinneren eerst nog aan do ~vercenkomstige resultaten uit
de theorie (van Frobenius) der differ ntiseclvergelijkingen.

Bij de vergelijking

n n-1 b
w( )+an.1(z)w( >+...+a1(z)w THO(Z)WzO

(&)

- h h .
levert substitutie van cen reeks W= O 2 recurrente betrekkingen -p

(wa rbij als cotfficitnten optreden o colffici¥nten van de reeksont-
wikkelingen der bekend. functies an.q(m),.,.,ao(z) ) voor de onbekcnde
cotfficiénten - Uit gegeven voorguschreven waarden voor b.,v., CusCyo

.sC 18 do recks voor w ondubbelzinnig bepacld. Men kan asntonen,

n-1
dat de zo verkregen recksontwikkeling voor w convergeert overal weo.r

de ontwikkeling van elk der n functiecs ¢ (z),...,a_(2z) convergent is.
. n-1 @
Voorbeeld
1

( ’]) w! ! W ! “*-/T—-:-V\]::D

Mcn kan prectischer werken met

(1 2)w + z(4-z2)w! +w=0

XD

en vindt den urt WzZijchzh ne substitucie
: h=0
gg;@{(h*:)(n+1)ch*g4(h+1)hch+q+hch~(h«1)ch_1+ch}z =0 (met ¢ 4= =0)
dus
(2) (h-»m)(h~=@)cm@mh(mﬂ)chM-~(h~m)ch+(h-1)ch~1 s

wzarult successievell jk c?’CB"" kunnen worden bepaald,
Men zou natuurlijk ook kunnen werken mct de vergelijking
fan]
w"+zw'+ZiTZRWmop

k=0
en vindt dan



DE 79

(h+1) (h+2) ey, ~+hey + z% c, .=
k=0
Gemakkelijk volgt b.v. uit (2) door volledige inductie dat leyl < M
(waarbij M cen van h onofhankelijke constante is), zodat w=§% CyZ
zeker voor |zl < 1 convergent 1s, overcenkomstig met het h=0
feit, dat ook 745” dus elk der optredende co&fficiénten in (1) ),
aldaar cen convergente reeksontwikkeling nacr machten van z bezit.

Men kan deze theoric, die als hat ware een ultbreiding 1s van die
ven de lineaire differontiaclvergelijking met constante co&fficiénten,
nog iets gencraliseren ~m andere differentisalvergelijkingen, dile een
ultbreiding zijn van de receds eerder genoemde differentiaalvergelijking

van Euler, op tc¢ lossen. Dit andere type luldt als volgt:

IS

n n-1 (n-1)

(n)

NS Ao ~ n .o 7\ f . -

(3) zw 1an”q(4)z W ﬁo.afgq(u)éw +dO(Z)W 0.

Het Eulerse geval trecdt op als de functies a,(z) allen constant (=a,)
zijn. In het Hulerse geval vindt men oplossingen van het type z% ,
waarbl ) « ecen passend gekozen getal is, in casu een wortel van de
vergell jking

o) L uﬂnwﬂ) .

N a0 +a =O
is. Zo komt men ertoe om biy (3) )31w)5ingen te zoeken van het type
[ee)
w:Zi chzh*&,
h=0

wazrbl] o« een nader te bepalen constonte is en natuurlijk ook de codffi-
cilénten cy nader moeten worden bepaslc., Het blijkt, dat als men stelt
[s o]
=] avhzhj dat o« moet voldoen aan de vergelijking
h=0
() {1 u oMy s

welke de indicia. lvergelijking (of exponentenvergelijking) wordt ge-
noemd. Bij elk der n wortels o« dezer vergelijking vindt men dan i.h a.
cncdubbelzinnig de wacrden van co,cq,oa. Hier zijn dus i.h.a. niet de
waarden van coﬂcq,;gajcn"q of een a.ntal dezer grootheden voor te
schrijven. Uitzonderingsgevallen treden slechts op zodra de vergelij-

king (%) wortels bezit met een geheel verschil. Zijn b.v. o, en o =o

/1-':)

wortels van (4), masr bezit (4) verder geen wortels, die cen geheel
verschil met *, hebben, dan vindt men allereerst een oplossing

h+m

wg

en verder een van het type
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WamCW, log 7 +
o

1
De constante ¢ kén nu! zign, mear 1s het zeker niet in het geval, dot

o,

“
gevonden ty e, Zo'n oplossing treecv nl. steeds op bij de grootstc

=0, 1s. Do hier optrodend: oplossing v, is van het al ecrder hier

van een stel (mod 1) congruente woricls van de vergelijking (4). Bij
de andere ven zo'n stel kunnen logar.thmische oplossingen optreden
(vergelijk ol de vergeligking van Duler zelve). Van de aggregaten
van het typ o0 o0

2?5W~®h > a2

ez s 2oy
h=0 ° h=0 °

zoals ze In bovenstesnc schetsmatig overzicht werden aangogeven, kon
men asntonen, dat zi) convergente ro  orontwikkelingen bezitten in het
gebied, wearin allc functies «,(z) (v=0,...,n-1) convergente reek:-
ontwlkkelingen bezation

Voorbeeld. z w'' + zw' (-5 n®)w=0 (verg. van Bessel),

Men proberc

L)

enn vindt na substitutis

dus
ey ;,?:t:D (th . ) .

Neemt men 1llirecrst h=0, dan vindt men de indiciaclvergeli jking

Voor e=n vinue men den verder

en na enig goreken

- h(%)(
W= 3m<2>mzic£ﬁgr“{h+nﬁﬁ} '

Is 2n niet geheel, dan verschillen de wertels van (4) geen geheel
bedrag dan vindt men 2l: tweede onclhankeli jke oplossing jmn(z).
Is 2n wel geheel maar oneven (dus n nict geheel), dan zou een loga-
rithmische term kunnen optreden, me 'r dat blijkt hier niet het gevel

te zijn, zodat ook hier jn(z) en an{:) als lineair onafhankeli jke
oplossingen optreden. Dit is cchicr nict meer het geval als n g@ha&l'iﬂ;f
Dan geldt nl.

jn(g)m(“}n 3wn(z)‘
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Opgave 1. Bewijs dit.

Naast En(z> treedt dan wel cen logarithmische oplossing op, dle men
pleegt san te geven mot yn(z) (functic ven Neumann). Alle gevonden
aggregaten, dus in hbtkbxfgwndar Jn(r) zijn convergent dear waar dc
"ecovfficitneen” 1 en z° n® het zign, dus voor alle eindige z. De
functies Un(z) zign, dus eventueel afgezien van de factor zn, gehe le
functies van z.

Na deze uitgebreid. inleiding lomen wiJj nu terug op de diffe-
rentlevergeli jkingen, wasrbij zich soortgelijke verschijnselen voor.
doen. Bij de verdere behandeling maken wi) gebruik van het door Milne-
Thomson -ntwikkelde formele apparcat der factoren P en R, zoals dit
in §10 is ultcengezet., Terwille von ¢ overzichteli jkheid, en ook
omdat dit het mceste bligkt voor te komen, zullen wij ons beperken tot
vergelijkingen van de tweede orde. Hoo kost echter geen moelte om
analoge beschouwlngen te geven voor differentievergeliljkingen van
hoger ordc. Wij beschouwen maar direct het analogon van het laatst-
besproken type differentiasalvergelljkingen en dus maar het geval van
de tweede orde., Dan kunnen wij de vergelijking schrijven in de ge-
daante

;\\)

(5) 2(?) <% 4 p(z).z vw + q(z)u=0,

waarin p(z) en g(z) in zeker halfvlak convergente faculteltenreeks-

ontwlkkelingen
oo Boals o9 ol h
p(z) = 2 phz(h): 2 p % alz) = Z qhz(h)m L 3R
h=0 h=C h=0 h=0
bezitten.

Gebruik makende van de rekenwijzen van §&§10 vinden wij dan voor
onze vergelljking

. - h - ‘
(6) {P(p-1) + 2. pRP + L th”‘} Wal |

Deze vergelijking is,alweer door gebrulkmking van de resultatem vang 10,
te brengen in de gedaante

{f‘O(P) + PA(P)R + ... %w::O
Deze gedaante noemt Milne-Thomson de canonische gedaante,
Opmerking. De laatste som tussen accoladen bevat slechts eindig veel
termen indien de ontwikkelingen van p(z) en q(z) er slechts eindig
veel bezitten, :
Probeert men nu een opleossing w met de faculteltenreeksvoorstelling

o>
~ o
w= 7_ c.R (c #0)
ne0 h 0 ?

dan vindt men wegens f(P)R"= r(n)R

N
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£ - N+
Y- Z:: chfﬂ»%ﬁ{n*ﬂ*’ R =0,
ﬂm{} hm@

zodat de coBffici¥nten c,_ en de exponent « dus hebben te voldoen
il
aan

(ry 7_ ¢, T (n#e)=0 (n=0,1,...).

it

Voor n=0 vindt men wegens QQ%S de indiclaalvergelijking
(8) () =0.
Opg.2. In geval (6) heelt de indiclaalvergelijking de gedaante

£ . Lo
o o) + P+ HQMC-

Voor jedere wortel oo van [8) kan men uit (7) de waarde van ¢

A\

bere-
h ;
kenen ult o, ceeaCy mits de co¥fficiént fg(h+a&¥0 is. Ons procede
-1, C ;

-
ug blj ledere o eecn faculteitenreeks w op, mits &« nlet

P

levert ons d

5

et

de kleinste 1s van twee congruente wortels van (8). In het ultzon-
deringsgeval treden, annloog aan wat men bij differentisalvergelij-
kingen gewoon is, functies op van een afwijkende structuur, waarin
een o -functile voorkomt,

De vraag bl1ijf% natuurlijk hestaan waar onze zo verkregen {or-
mele reeksen w convergeren, Mct behulp van middelen analoog aan die

Pij differentiaalveorpelijkingen laat zich aantonen, dat die reeksen
en q(z) het doen. Inder Aic hulpmiddelen valt natuurlijk ook hier
een majorantenmethoie en worden eigenschappen zoals die in § 9 (bilz.
56 en 57) van major:ntenrecksen van faculteltenreeksen gebruikt.

Wij 1lluvetr oon de Siende ann cen voorbeeld:

overal dasr ~onvergeren waar de reeksen voor de coBffici¥nten plz,

i

(z-2)w(z) - 2. w(z-1) = 3({z-1)w(z-2)=0.
A

Wij schrijven met b hulp van B =1-v  de vergelljking in de geds=sn-
te

3Hz=1) 9w - (5r-9) vw + 4{z-1)w=0,
en na vermenligvuldiging met o
RN “ Gpiin_al\p Lo ar\(Dy ‘
132(F=1) - (BP+75-0)P « B(F+E)(P+R-1)} w=0,

waarult men als canonlsche gedaante vindt

(9)  ((2P-P°) + 43°)w=0.

Als indiciealvergelijking vindt men dan

Q ) ~
o 20 =0, dus o«

4=e

Y {K,(:mo »

Voor het ogenbllk teperken wij ons tot de oplossing



7 e %(}wg;)% ;?M h'

W= /[ ¢ R
L h=o 0

Voor de cobifficivnten ch vindt men dan do recurrent. roelstie

h{hm“)ehm thmw“ (h=2,3,...)

o0 L s
wa= Lo kﬁw;w RO = L x(x=1) L (xo2k=1)
k=0 * / k=0 k(1) '

AN

1) constateren nog dot W, een convergentieabscis A= -o0 heelt,
geheel in overcenstemming met onze hierboven gedane mededelingen deap
over; immers de faculteitenrecksontwikkelingen van ¢ co¥fficidnten
0z-9 ¢n 4z(z-1) convergeren ook overal in het cindige z-vlak.
Opmurking . De hier beschouwde verge  ijking was ook darcct in de cano-
nische gedaante te brongen na vermenigvuldigd te zign met z. Immers

dar . ze g € e ;
dan luidt (~3R°- (2P+2R-3)R + (P+R)(P+R-2) w=0,

waoruit (9) dircct volgt.
Wij beschouwen nog cen ander voorbeeld., De mecrgenoomde functice

7y - 3 I
ven Bessel - {*)h{g)&h+n

\ )

h=0 h! ' (h+n+1)
voldoen acn de PuCUPT&ﬂtQ betrekiing

jn4ﬁ< ) Jr ﬁ(m - /n 3n(a

Vervangt men hierin z door t e¢n n door z dan voldoen ze dus acon de vrela-

2lz-1)
- meiede oy (z-1) + w(z-2) = 0.

deze vergell jking verder met het hicr ontwikkelde

Opgave H Los op de differentievergelijking
2 :
z A%u + [2-2) au-u=0,
nslotte valt nog op te merken det in die gevellen waarin men do

gozochte oplossingen ontwikkelt in faculteltenreceksen van de cerste ,
soort, men va.k een asymptotische ontwikkeling van die oplossingen vindt.

Hoewel hilermede de cursgus be¥indlgd wordt, zal het de lezers dul~
delijk zlJn, dnt tal van andere onderwerpen ult de analyse een min of
meer moelzome analoge behandeling kunnen krljgen in de gevallen daot Aa-
erin voorkomende nfgclelden worden vervangen door differentles, In het
behandelde 18 dit voor die belangrljke gedeelten uilt de analys& g&g&
ven, waarvan de analoge theoric ult de differentierekening read; ’

;i/a@n zekere standaard theorie was ontwilkkeld.




