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!~0Acl.9J1.fSUS 1S5-4:,J22.2 • 
An_a,l;yso .l· 

door 

c.G.Lokkerkcrkor. 

De analyse, zeals die in d~zc cursus bchnndcld zal wordon, houdt 
zich voornamelijk be zig 1i1et rct:lc ge:ta.llon. Daa.rbij int0russoren one 

niot zozcer 1ndi viduvle ei.;onschappcn van gettellen, m.aa.r opera.ties, . 
waaraan men in 11ct algcrneen rotnc geta.llon 1ca.n onderwor.pen, en zulltm 
bogrippen als functie, limiot, reeks voortdurend op de voorgrond ataan. 

Alvorena n1et de oigonlijl-co a.na.lysc tu lru.nnen boginncn r.1octcn we 

weton w~ ·retile gctall3n zijn. Hierbij zullen we nict een (tijd-
rovendo) constru.ctievc opbouw van hct systcem der reele guta.llen ge­
vcn door achtereenvolguns de natuur lij 1:t..:, J(.. broken, negaticve en irr::i­
tionale geta.llen in te voeron. Ua.nr we zullen - om toch tot een wett:n­
schappelijk verantwoordc opzct te komon- de axiomatische methode vol­
:;en d.oor cnige grond.,.:igonscha.pJ)<:n van du ro0le gotallon op t(;; sonunun 

in de vor111 van axiomo. • s en daa.ru.i t de ovorigc ter sprakL komendi;; ci­
gonach.appen door logischc rodonuring afleidcn. Doze grondoigcnschappon, 
cli(;l Wi; nu a.cht1Jreunvolgcns zullon bospreken, val1;)n :in d:r± gro~pcn ui t-
o en, to Wllten 

A.. licbaamseigcnscha:._1pun ( eig1.:nschnppon va.n de optalling (m vor-

menigvuldiging). 
B. ordeningsoigenscha.ppcn. 
c.. oigonsohap van do snodo van Dedclci.nd. 

De vorze.meling dcr rd:le gctallen zullon we in het v0rvolg st0uds 
apor r vooratellen. 

f 1. LiC:t}.a.....!!m.S~:l£,td,l!.~~11£!.ppon• 
In r is de optclling on·beperkt en ondubbi:;lzinnig ui tvoorba.ar: bij 

011, tweeto.l getallen o. en b is eteods 6cn gc.:tal a+ b bcpaald, de .§.OJ!! 
van die b&ide. Deze optolling bezit de volgonde eigonschappen: 

A1• a+b = b+a (oommutativi.tcit van du optclling) 
½• a+('b+o)= (a+b)+c (aasociativiteit va.n de optelling) 
A3• : , dci vergelijking a+x = b bezi t stet:ds een oplossing (moge­

J.iJkhiet4,: ;,v~> t1t;;ll-ftrekking} • 
\Ye :~tt•: cliifEt,ct enige ooxisequenties a.f. 

zodat voor elk getal a geldt: 
.~.+ O = 0 +a= a 



an J. .:!• . 

lt'-'.wijs. Noem (willokC1urig) oon g ..... t~~l ::i. 1• ·7<.:g .. ms A3 ie c.r een geta.l o, 
zoda.t a 1+o = a 1• ~-:ro5~ns A1 is dan ook O+a. 1 = n 1• 'Te la.ten z1on, da.t 

hut zo bopaaldo got:il O voldoet aa.n de botrokking O+o. = a, welk getal 
we voor a ook nem.cn. Zij daartoc ::i willokourig gokozcn. '.fogens A3 is 

er e:on getal x 1, zod;,.t n 1 :-x 1 = a. Dn.n hebbun we, met toepassing van A2 , 

0-:-a ; 0-·· ( n. 1 +x 1) = ( O+e. 1 ) +x 1 
= a 1+x 1 = n. 

TGnslotte is don ook a~o = a. 

( 1. 2} F..r is slcchts 66~1 gctnl O i:let de bov1-;ngonoemdo eigenscbap. 
)l.ol,_iiit~ La.at vcor twee gl.;!t::i.llen O en o1 golden: 

a-i-0 = a, :i.+O' = n voor ::i.lle a. 

Invu.lling vo.n a = O I in de ccrsto b<';·trel~kin.s en n. = 0 in de tweede 
,_.ecft ros:puctiovelij!c 

I I I 0 +O = 0, O+O = O. 
1.1.a.I' . ' 0 1+0 = O+O I' :1.:b1~1.:m VJO dus O I =: o. Dus is or slochts oen ge­

t~l O, dat de in (1.1) g~nocwdo oigcnschap hLuft. 

(1.3) Voor allc a, b hocft do vcrgolijking n+x = b sluchts ,6n op-

1ossing ( ondubbclzinnighcid van de aftroklcinc). 

;-'-~CJ:ti..;L1 Er is ecn gota.l a, zodnt n+u ( =a+a) = o. La.ten nu eons x en 
I twee gotallon zijn .. iOt du ciuens\:'u:i.~1 

I 
Cl.+X = b. 

lnn is 
~+b = i+(a~x) =(;+a)+x = O+x = x, 

~+b = ~+(a+x 1 ) =(~+a)+x 1 = O+x' = x 1• 
Lus is x = x 1 • IU1.;rui t volgt de bcMoring. 

Die one oplossing vnn de VQrgelij 1cing a.+x = b wordt hct x_q..§.ghi_l;. 
.-1,n b en a genoeh1d en 31:;sc1"..r1;:vcn b-c.. Speciaal de oplossing van de 

;....;rgclijlcing a+x = 0 wordt hot .t_c.Jr_e]1&..~s...t.eJ.d..£. van a genocmd un geschru-

v.:n -a. 'le hobben de roguls 

-(-~) = n, da.ar a oylossin& is vru1 do vergelij~ing (-a)+x = o. ( 1. 4) 

( 1. 5) b-a = b+(-a) 1 

daar n+(b+(-o.)) = a+((-a)+b) = 

een verschil terug te brengcn tot ec:r: so,,1. 
(1.6) -(a+b) =(-a)+ (-b), 

daar we hebbcn 
(a+b)+((~a)+(-b));;; (b+o.)+({-a)+(··b)) '= ((b+a)+(-a))+(-b) = 
= (b+(a+(-a_)))+(-'J) ::!(b-:0)+(-b) = O. H~t ·r,ijn allo uitdrukkingen 

:co hcrl(.Jidon, vvac.r5..n slecl,-t s so .. .i.. 'On, versch-i llen en· ·ter en ,:rostelden vo-­·jcolil.On. · · ... · 0 .;;, . .....-

In r is ook do vermcnigvuldiging onbep0rkt en ondubbolzinnig uit-
voerbaar: bij elk t110otal gotallen a. on b is steuds 66n getal a. b, ( ook 

30schrcven ab), h~t .PF .. oA~.9.'t, bepo.ald. Deze vcrucnigvu.ldiging heeft de 



cigonachap:!:)en 
o..b :-: b.n (co . ..:rutativitcit V:lll do v12:ric.enigwldiging) 

a .. ( b. c) = ( .,. b). c ( a.ssocio:ti vi tci t van de vermenigvu.ldi­

ging) 
er io b1.:hn.l vu O nog nu;.1stons lien ander· re~el getal en de 

vergclijldng c.:,.c =b hc1.;ft ste<:ds een oplossing, Jn._<tien aj..Q. . 
(1,1,ogclijl~hi:.:id v:1. 1 c'.c 1.11:)ling), 

tcrwijl ool.: nog e1.;ldt: 
A7• a.(b+c)= a.b+a.c (uistribu.tivituit van de vor, .. ,enigvuldi.ging 

ten aar!zion van C,e 011t~lling) • 

'Jo lei don a.no.loge cons0quuntios af. 

( 1. 7) Er is e:cn rec cl gctal 1 ( :;66n :: ) , zoda t voor .Jlke a geldt 

a, 1 = 1. a = a. • 
.a_c_wJ,j__9-: Kiczo:.1 wv a 1,i O. ·1h;gcns A6 i.s er ocn ~otol 1, zoda.t a 1 .1 = a .. ; 
da.n is ook 1,a1 = o. 1• Zij nu n. wilL.d:0urig. ,·1c&1;;ns A6 is er eun geto.l 

x 1 , zoda.t a. 1x 1 = a. 'fr.: h~bben dn.n 1.a = 1.(u1x 1)= (1.a 1).x 1 = a 1x 1 =a• 

Ook is dan a.1 = n. 

( 1. 8) Er is slcchts c6n G\.;tal 1 1.wt de bovcngenot;mde eigenscho.p. 
1 d 1 1 , ~~~Ji~: St~l ocns a.1 = a, a.1 = n voor alle a. I.h.b. is nn 1 .1= , 

1. 1 1 = 1, <.m wugens 1 1 .1 = 1.1 1 dus ool: 1 1 = 1. Di t lovort de bowering. 

(1.9) Voor Blle a,b uot ~1 O hc~ft de vcrgelijking B•X = b slechts 

&en oplossing ( ondubbelzinnigheid vrm de d0ling). 

]leytijs: Daar u ;i O is, is er uen c1c.:tc.l a, zodn.t na = a.0: = 1. Lntcn nu 

x cm x 1 twee g()tallcn zijn, zodr,.t nx = b,:1x 1 = b. Dan is 

:ib = n • ( a.x) :::: (;::1.) • X = 1 • X = :X:, 

ab = 'ii• ( ax 1 ) = (UC.) • x 1 = 1 • x 1 = x 1 • 

.uus x = x'. Hierui t volgt de b0wering. 
De cne O.J.)lossing van du vcrgelijlcing ax = b ( ingcva.l a. ,/. 0) hect 

.Q...t,!;.Q..~_ili.!11 van b cm a en wordt J~uschrovcn ~-- • Spocianl de o:olossing 

vru1 do v~rgclijking ax= 1(a/0) hect het .9.!!!£.~l\~2.1'.slA van a, goschreven 
]- of a~ • 
,J. 

'Jc leidcn nog cnigo eigonscha.pyJEm omtrcnt vermenigvuldiging en 

d-:ling a:!. 

(,. 10) o.(b-c) = ab-ac, 

~~Yf.i.J..~z Kraohtens dofinitie van vc:rschil is c+(b-c) = b. Dus is 
'ac+a(b-c) = a(c+(b-c)) = ab, d.w.z. dat n(b-c) het verscllil is van 
ab en ac. 



an J. 4. 

(1.11) o.a = n-~ = o 
.D.qy'l_i_i._s.: \7:J hcbbon e.-n = o, \Ji.:t;vns ( 1.10) dus o..O = o.(a-a) = a.a.-a.i:v::O. 

fJn.11 is ool: o. e.. = a. O = O. 

(1.12) (o.+b)c = o.c+bc, (c.-b)c = ac-bc. 

~·:. ~:.ii..s.: Volgt ui t A7 0n ( 1. 1 O) door touf>c.ssing van A4 • 

(1.13) (-o.ib:::: -ab , e .• (-b) = -ab, (-n.). (-b) = ab. 

:\:~1.iJ_rt: 'Je hcbbcm a.b+(-n).b = n+(-:i.) .b = O.b = O, krachtens (1.12) 

=::n do dcfini tie vo.n vorschil. JJe :1.ndure; r~laties worden evanzo bewezen. 

(1.14) is 8.b = O, dn.n is minstcns 66;.1 di_;r e;et,:.llen c. en b gelijk !lanO. 

C:.w?]_:~}:kj.J1l:;,• \!c drukken di t ui t door tc zoggcn dat in geen p._&d_elors 

voorkomon. 
:~c_111_ij_s_: Stcl ecns, clci. t g(.;ldt ;::i.1: = 0, ~1 /. 0 • .D::1.n bt!sta.!lt het orngekeer­

-~: o.-1; do.arvoor goldt a.- 1.a = ,1.:_.,_- 1 = 1. I:r volgt o.- 1.(ab) = a-1.0=0, 

· <.:\.ms n. ... 1.(a.l)) =(a- 1.a). b = 1.b = b dus b = O. Op grond van A4 we­

::,:n vwe dnn ook dat uit ab = J, b 1'- 0 volgt n = 0 • Iliermee is de be­

\~oring nang0toond. 

. - 1 b- 1 d c l . ' 1 . · 1 . ( b' is a • op ossing v3n ac verge iJ~ing a ,.x = 1. Lot nag op 

de a.no.logic ~.ict ( 1. b). 

-1 / a )- 1 .JL (1.16) zijn :.:-.. en b /. O, dcm in (a-1) = n.,,·b _
1 

= a • 
0_0_\y_U§.: Wo r,wrlrnn t.:~irst op, do.t uit n. /. 0 on a.a- = 1 krachtens (1.14) 

volgt a- 1 to. De corsto relo.tie volgt nu uit het feit dat n oplossing 
.Ls va.n ac· ver(~.:Jlijking o.- 1 .x = 1. ·-1at de twoede relatic bctroft, stcl­

lcn we oven · ~Q....,. = c. Dan is c oplossing van bx = a. Dus be = n, c /. O, 
"'.c- 1 = (bc).c-9 = b.(cc- 1) = b.1 = b, dus c- 1 oplossing van ax= b, 

dus x = 
___ 9.,_ 

a 

( 1. 17) is b /. 0, d /. 0, dan is ·-%- . ~ --= ut~ . 
J.Lo1vJj_fa: Allor1;;01 st is bd /. 0, krachtons ( 1. 14). Kracht ens definitie 

is b. -{- = a, d. ··t-= c. Dus is ( bd). .,t-• + = b.~t- • d.+ 

= ac (ga nn), dus ·-{··· --~-.. oplossing van de vergelijking {bd).x = ac, 
c ac ,i.w-z •• , • ---- - ~-.. • d - OU 



nn I 5. 

(1.18) is a /. 0, do.n ia "' . .;.::,.". = 1. 
a. 

-~··· - ,. .. ~ • .. ,c..,. = 
be - 'u c 

:'". 0. 
~- - •• 1 -- , -b • • b l 

• 1 , . ~ c s.d+bc 
(1.20) is bro, d cf:(), rhi1 lD c + ,d_ = ·bcr·-
lttz.l!..i~: Allt1r1Jt::rst is bd /: o .. v~rd.ar hubben we 

(bd). ,, ·}· + ·!··,'= (bd), ·f-+ (bd). 7· 
= d. 1 b. 1> :: + b. d•·,r )= da.+bc = ad+bc, 

:wtgoen juist zeggcn wil da.t · -~·" •i- -%- h-.;t quotient is van o.d+bc 0n bd. 

\le r.m.ken nog cnige sloto:"l!.ll:rlcingcn. :Crachtu;1s A2 is n.+( b+c) = ' 

• ( ~+ b) +c. Ilet komt dus nict; o::i de pla::-. tsing v:in de hankje s a.an. no 

:c,lnnun die zondur govae.r voor ,1tisv1;;rstand woglo.ten en zullcn d3n ook 

voorta.an zondor m.:.1.;r schrijven n+b+c. :::;vcmzo mogen we krachtcns A5 in 
o. .. (bc) de hae.kjos weglo.t(:n, ww zullcn voortno.n dus schrijven abc. 

De vorgelijking O.x = b houft goon oplossing ala b / 0 (als b = O, 
da.n is elk gota.l x O")lossing). '.!el h(;eft voor 11 /. 0 de vcrguli j!<ing 

~ 0 
~.x = 0 eon oplossint;, n.l.x:::0; hat quoti2:nt, dat we sc:1rijven ~a·, 
is Jcdcfiniccrd en wu h0bbcn ._Q.._ = O. 

D. 

t, 2 • .Qt,Si_~s.9-i.£.c.n_s,c)1..:':li~.011 .. 
Hot is moe;clijk in r cen dcol van de gctc.llen a a.ls grQ.i.e.i:..~ O 

(ook wcl: posithlf) ac.n tc ,.-.;rk1.;n, in formulc wecrgcgoven door a ) O, 
~ . ..........,..__., ..... 

op zodnnige wijz0 a~t de volgondc cigensch~ppen geldon: 

B1• is n /. O, dnn is of u ~ 0 of -n; O. 

B2 • is o. ~ 0 en b > O, d:i.n is ook a+b) O, ab> O. 

j;l§.finitie. Zijn tJ. 0n b tvvv0 willc:lrnurigc g0ta.llen, dc.n nocmen we a 

e-;rotcr da.n b, alsook b }s.11.;i_n_(}_r ____ <if,~n_ a, indion a-b positicf is; we schrij-

vcn: a) b, b < a. Het g~tnl O wordt niot Jositief gono0md. 

(2.1) Zijn a en b twe~ willekeurigu gct3.llen, dan treedt steeds een 
en slechts ~en van de volgcnde drie 1 togolijl.:hvden op: 

a= b, a> b a ~ b • 
. :fL'l!'.ijs: :Bosohouw het gotal n-b. ::.rachtcns .D 1 goldt of a-b = O, of 
e-b > o, of -(n-b) > O. In het ee;rst1:1 gevo.l is a.(= O+b) = b, in het 
,tweede is kraohtene def'initiu a. -;. b. Tcnslottc is -(a-b) = b-a (ga dit 
na), zocla'.t we in het darde goval hebbon b-a '> O ; kraohtens defini tie is 

!48.a b) a, alsook a < b. Hi~:;.•wee is alles aa.ngetoond. 



(2 .. 2) 

= O+ (-(-,-.)) = a., zijn 

.'.~c d•_. beH-rir1 ~; .... ,n ~~ .• :' ~::. -:-·. . ·,,. :Lv-.l .... z1-::. T:vcnzo zijn d1,;; bvwcringcn 

•· . '· 0 t.::n n. < 0 ..lfqui V'.'-1.lc:•j·~. 

:s1Jl<J.n1-;. In ~,ln~ts vm, • - ir:i.;r dL:1 O z0gt .:tun ook n.9_g_(!l~.i_oJ. 

is a•-b >.O 0n b-c) O. I~1..v1Jjft. 021 grci:1 "• 
·:.::s.::n wo :!.32 toe, 

(::i.-b)+(b-c) = ( ( "-b \I .:. h \ 
I I..~ ' '" .-(-c} = :-.-c ~- 0, 1'.'l.,'l.w. a.>c. 

;s ., --' O ,;, -r, 1· ,,., • •. '.• .'. •, c·'"J. ... .... F ' l<,. • _.., • 

J'..'.-l!A.j_s; Voor r., .> -J volgt rk; 110\vl:l'ing mctec:.1 ui t n2 • Ia do.arentegcn 
a O, dan r0dcnorcn vv(;; a.ls v,)l~_;t. Uit (2.2) volgt -(l.~0. Vordor is 

(·-a).(-a) = a.o., >vJCJL;11:3 (·i.·13). _11Js, v1t.:g1.ms hct vorigc gcva.l, o..a)O. 

( 2. 5) 1 '.> 0. 

(2-4) · 

( 2. 6) is a > b en c Hilh 1~u1;.rig, dnn is o.+ c > b+c. 

_---_JJL.iJ..9_: Ui t a--b > U volgt ( c.·-c) - ( b+c) = C4-c) O. 

(2.7) is u > b on c > a, dr.m is~~ c >b-:-d. 

'f3_Cj'.l,i..if,: Uit e1 > b volgt '.1.-:-c > b--c, uit c > d volgt c-,-b > d+b, ofwel 
+c > b+d. ~ro1..;::,:::i.ssing vc.n ( 2. 3) gccft cbn a r;) b+d. 

(2.8) is a.>b un c>O, 6°1.r: L3 r..c>bc. 

:1.~iJ.?.~ Ect g.,gcvon houdt l.i; :1.--b .>O, c > O .. rc1chtens n2 is dan (a-b)c::: 

: ac-bc > 0 1 t~us ac >be. 

( 2.9) is ::1, .✓ b un c < o, d::.n is :.".C < be. 

_l~~,~•.-:.i)§.: Nu is a-b~ 0 uri -c>D ~zL·: (2.2). Duo is (n-b).(-c) = 

= o,.(-c)-b.(-c) =·<lc+(·-b .(-c) = --:i.c-:-bc '> O, dus be >ac, ofvvel ac< be. 

(2.10) is a.~ 0 en b ( 

3.':;~1.U.~: Is o. '> 0 en u · i), dan is -b .· 0, uus a. (-~b) = -nb > O, dus o.b < O. 

in a..: 0 en b <- O, dnn is •·:i. > O on •·b > O, dus (-o.) .(-b) = ab> 0. 

(2.11) is a>O, da.,, is oo!c _J __ ~.o. a , 
:;,,wi_j_s: ·:o h--i"bh0n ~--J_-= 1 ·on 1; ,:;, V0rdur is ~f,-l-)O,of -L-::: 0 Of .J.-.<o .. 
--- 1 a . a. o. a. 

:Ij.t :1} 0 C!! ~~-=◊ zou volgcn -1=0; uit n,O on ---}◄<0 zou wcga~s. (2.10) 
·,olgwn 1 < O .. Blijft slwchts ovor d0 moge:lijkheid -'L- > O. a. 



a.n I 7. 

1-:.n. Er goldt !.l_i_,s._t_: uit n) b, c > d volgt nc > bd, Zii.ilfs nic.t als a 

~n c beidc ~ositicf zijn- ! en ov~rtu.1gu ~ich hiQrV3.?l nan de hnnd van 
c~/1 gutalluIWoorbeeld. 

O·rJ"O.VE:n. ~--• 

.9~J..• -(o.-b) = b-o. • 

P...I2B.:-.2 .• (~+b)-c = a~(b-c). 

0.,;g.g_._ _J.. (u-b)+(c-d) = :,. .. c-(b+d). 

_on.g_. -.4.. 
Q.::_)_g._ 2. 
. c~,_g_. _..§.. 

(o.+b+c)d = ~d+bd+ca. 
(B+b)(c+d) = ac+~d~bc+bd. 

- b_ · = b • • -~- · ( :\ / 0) • a •• 
di..; rwgel: ui t c. > b 1.:n c > d vol.::;t nc > bd 3eldt wel, indion 

S2?£.!_..Q• 
. Oi){ii•-~• 

0,J,£• 10. ...... ,._,,_ .• 

~,b,c,d nllun )OJiti~~ zijn. 

-0 = O, a-0 = a. 
ui t a+c ,;,. b+c vol0t i:. '> b . 

z i j n n , b , c 1..: i 1 c1 > 0 , da.n i □ .• P· •• .t"' b , c.cquivalent m,3t 

ad<. be. 

zijn a.,b,c 1..m d > ,J, en 
C 

is bov.;n<lit:n ·½· < de_ , da.n is 

·t" < ·%1-~ < . ·a-· 
0. .' C --s-ft / . ~a·· = 

a.d 
·bet· (b,c,d /. 0). 

3 • .!ls..t~_µ_:r:J_ijJ~o __ £u.ts1l.ljP.. 
De bt:spreking van cic lo..'.ttst~ grondoigmischap stclhm we nog even 

ui t. '-'e hebbtJn tot nog to0 nict gus~1rolrnn over natuurlijkc ( = .P..9_s_:i:,..--:, 

.tJ..e.v...9..J....2i.0Jl.9_].~1) gotallen, die toc:1 dcGl u:L t ''.:dcen van uo vcrzo.1.1Gling 
dur roUlo getallen. 1c zullcn nu in r do natuurlijke gatnllcn gaan 

,f}..;1:.EJLU~Et~ en er d:,,o.rnn .:111,~rle:i eigenschn.p_:i,.m voor nflciden. Eerst 
la ton we enigo 0,:mvoudig0 begri:9)en ui t de verzan1olingsleer de revue 
passe:ren. 

Ecn Y~M:1.Y.J._ip_g_ is de scJ::cmv:i.tting vo.n ~cu nanta.1 obj ectcn tot 
'"'en gcheel. De objocton hetcn de eJ_9,;1uJ~ .. t_C:J.1 dor verza.meling. Is a tJle­

ri.ient van een verzru.Jlirlg V, da,11 scl1rijvon vve n t V. ,.;.10 lo.ton colt du vcr­
Za!i.tuling toe, waarto0 goon 0nb.:l 1.L;ne,;nt b\..,hoort; we not.:mcn di t .9..~ 
.:l._Q.S..L.~!iJ'Z/ili!e.JJ.na. 

Eon voi-zaL1elins V hee,t ~<:~~!~.:~~1:1~1:;.~-~ Viln 01.rn vorzw.icling 1Y, gc­
schroven: V~ indien elk clcm11mt van V ook tot n buhoort ( anders ge­
zogd: indien uit a-:. V volgt a e: W). Als or bovondion eon ~lmaent van 

. V! is, dat niet tot V behoort ( ala or c.:en a is met a~- W, a $. V), da.n 
·· noomen we V een ,p,cl\t.e.J..~J:.Z .. !;}j\Q.l...iJl.S. va.n 1:1. De lege verza:lleling is 

deel vereameling w.n iodere verzo.1,1eling. 



an I 8. 

Zijn Ven W twee verzamelingen, dan noemen we de verzameling 

van die elementen, die tot Ven/ of W (tot·een van beiden of tot bei ... 

den) behoren, de vereni_g_in_g van V en w, geschreven Vu'!'l. Is er een 

collecti..§.. F van _y_~:r.;-_zame~in_g_el'_l;. V ·gegeven, dan noemen we de verzameling 

van de elementen, die tot minstens een van de verzamelingen V uit de 

collectie behoren, de vereniging van de verzamelingen uit de collec~ 
tie F. 

De doorSl,l?J:t V f'.W van twee verzamelingen V en W is de verzameling 

van de elementen die zowel in Valsin W liggen. Twee disjuno"b'e ver­

zamelingen hebben een lege doorsnede. De doorsnee van een collectie ~ 

van verzamelingen Vis de verzanieling van de elementen, die tot elke 

verzameling V uit de collectie F behoren. 

We beschouwen nu deelverzamelingen V van \...., die aan de volgende 

twee voorvvaarden voldoeni 

1) 1 E V 

2) als x E. V, dan ook x+1 E: v. 
Er zijn zulke verzamelingen. Voorbeelden; \...., zelf; de verzameling van 

de positieve getallen~ de verzameling, bestaande uit de getallen --:-, 
~}, 1 en de getallen ) 1 ( ga na). He kunnen dus de doorsnede N van al 1 ..... 

verzaruelingen beschouwen, die aan de eisen 1) en 2) voldoen. Die door­

snede N is weer zo'n verzameling: 

ad 1):, 1 E::. N, daar 1 voorkomt in elke zodanige V 

ad 2): is x FN, dan behoort x tot elke V die aan de bovenbeschouwde 

voorwaarden voldoet, dus ook x+1, dus is x+1 E. N. Kennelijk is N de 

kleinste verzameling die aan 1) en 2) voldoet. 

We definieren nu: 

§e natu.}]J.'."liik __ ~_,1lli.tal_J.:.~B... _zUn..,_9-_e _ _g_~_i_¥-_len _ _y.i t _:ti.J_ d •:fb_Z_._d~etallen ui t 
s!.~jcle_in_~ __ V_?j'.'.,..?i@~il)_g__diJL_9-.filLJJ __ ~__?J __ voJ:..do et1. 

We kunnen meteen een belangrijke eigenschap van de verzameling N 

afleiden, n. 1. het p.f_~_p._ci2 e_V_?.A__~~Y:OJ.leg_i_g_e indg,Q,ti_es 

( 3. 1) Zij__};l_ een eigenscl~ van:.,_p.atu.'4_:r__lj.._;lli,~etallen di~-~an_ g_e volgen_-:: 
de twee voorwaarden voldoeti ---·-----------

1. het getal 1 bezit de eigenschap E. 
2. is x een getal uit H dat de eigenschap E bezit, dan komt E 

ook toe aan het getal :x:+1. 

Jl.a.P h,.? efL~J:..Ll'@..EJLl'J..J__j]L~~l de ei_g__EL!},§..Q..h@ E. 
Bewij_§: Zij Ude verzameling der natuurlijke getallen die de eigen­

schap E bezitten. Dan geldt: 

1 E..M; alsx t.M, danx+1 f.M. 

M.a.w. lJI voldoet aan de eisen 1) en 2). Krachtens de de.finitie van N 

dan N CM. Vanzelf is M C N. Dus zijn M en N identiek 2 M = N. 
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M. b.v.(3• 1) kunnen we een groot aantal andere eigensohappen af­
leiden. We sullen voortaan voor het aanduiden van natuurlijke getallon 
1n denregel de letters n, m, k, l , p, q gebruiken. 
(J.2) Ia m t. N en n t N, dan ook m+n t. N. 
Bl!i31• Houden we m vast. Dan hebben we te doen met een zekere eigen­
achap Evan n. Voor n=1 is deze juists wegens m ~N is ook m+1 € N. 
Zij nun een natuurlijk getal da.t de eigenschap E bezit, waarvoor dus 
m+n t. N. Op grond van 2) is dan ook m+(n+1) = (m+n)+1 E. N, zodat ook 
n+1 de eigensohap E bezit.Kraohtens (3.1) bezit dan elk natuurlijk ge­
tal de e1genschap E. Daar bovenstaande redenering van kraoht is voor 
elk natuurlijk getal m, is hierm.ee de bewering aangetoond. 
OJill!J:&;i..M• We zeggen dat we hicrboven de bewering hebben aangetoond 
door volledige inductie naar n. 

(3.3) Is . m e N en n t N, dan ook m.n t.N. 
Bgy1je. We houden weer m vast.Voor n = 1 is de bewering juist; uit 
m E. N volgt m .. 1(=m) iN. Stel nu eens m.n t N. Wegens m.(n+1)=mn+n 
en de zojuist bewezen eigensohap is dan m.(n+1) E. N. Door volledige 
induotie volgt dat m.n e. N voor elke n E. N. Daar bet bovenata.ande voor 
elk natuurlijk getal m geldt, is hiermee {3.3) bewezen. 

( 3. 4) n i 1 , als n E. N. 

B~wiJ@• Ten aerate is 1 ~ 1. Is n '- 1, dan is, 01a.wegena (2.5) en (2.3), 
ook n .> O, due ook n+1 ) 1. De bewaring volgt nu door volledige inductie. 
4!VO!S• De natuurlijke getallen zijn positief. 

(.3.5) Is n t.N, da.n is n = 1 of n = 1+m met m E. N. 
Bgw131• Voor n = 1 is de bewering juist. 8tel dat de bewaring geldt 
voor een natuurlijk getal n. We hebben n+1 = 1+n, n t N. Dus geldt de 
bew~ring ook voor n+1. Door volledige inductie volgt dat de bewaring 
juist is voor alle n. 

( 3. 6) Ui t n <.m (n t N, m t. N) volgt n+1 i m.. 
§ew*js. Door volledige induotie naar n. Zij vooreerst n = 1 en m een 
natu.urlijk getal > 1. Op grand van (3.5) kunnen we dan schrijven 
m=1+p, wa.ar p ~ N. Wagons ( 3 .4) is p ~ 1 en dus m=1+p ~ 1+ 1. Hiermee 
is (J.6) aangctoond voor n=1• 

Zij nun een natuurlijk getal . .met de eigcnschap dat uit n <... m steeds 
volgt n+1 i m. Beeohouwen we het natu.urlijko gotal n+1 en een natuurl:i .,,. 
gete.l •> n+h Wegens (3.5) is m= 1 +p met p E. N. Dan is p > :a, dus r 1M~ 
m f n+1+1• M.a.w. ook n~1 heeft de bosohouwde eigenschap. 

De twee in {3.1) genoemde voorwe.a.rden zijn dus weer vervuld en 
. het bewije van (J•6) is geleverd. 
ia,A2&• Uit n < JM,1 (n '-1, m. E.N) yolgt n ~ m, 

' ' ~ ' 

(3: 7) .Jon n1ot-lege vorameling ?4 van na.tuurlijke geta.llen bava.t een 
kleinate geta.l. 
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Bewijs. We beschouwen ook de vorzamoling V van de gotallen n met de 
eigonschap 

n im voor ellte m t... M. 
Wegens (3.4) heeft zekur 1 deze eigensohap (1 tV). Anderzijds, ale we 
een getal m• uit M nemen (M was niet leeg ondersteld), dan heoft b.v. 
m'+1 niil die eigenachap (m'+1 4v).Du.s bevat V niet alle natuurlijke 
getallen. Gold nu voor l~ lk natuurlijk getal n, dat uit n t,V volgt 
n+1 ~v, dan voldeod V aan de eisen 1) en 2) en was dus V=N· Dit is 
een togens:praak on dus is or een g etal n met n E.. V, n+ 1 4f, V. Dan is er 
\i:en m11 E.M, zodat n+1 )m", tcrwijl toch n ~m11 • Oit (3.6), gevolg lei­
den we af m" 1 n. Dus m11 = n. Hiermee is aen getal m" t:.M gevonden 
met de eigenschap 

ma ~ m voor olke m t:.M. 
Andera gezegd: m11 is het kleinste getal van M. 

We laten nu zien dat hot aldua ingevoerde begrip natuurlijk getal 
ovarGanstemt met het inturtieve bogrip natuurlijk getal, dat aamen­
hangt met he·~ tellen. 
Dofinitio: A(m) is do verzameling van de natuurlijke getallen, die 
hoogstens gelijk zijn a.an hot natuurlijke getal m. 

Hot tollen van de clcmenten van con verza.m.eling Vis het tot 
stand brengen van een ~_eJ:eondu_idige afbeelding van de elementon van V 
op de gctallen uit ccn zekere verzamoling A(m), dat is een afboolding, 
waarbij aan olk element van V 6en getal uit A(m) bee.ntwoordt en aan 
elk getal uit A(m) eon element van v. We bewijzen eerst: 

(3.8) Bestaat er een eBneenduidige afbeelding van A(m) op A(n), dan 
is m=n. 
Bewijs. Volledi3e inductie naar n. Is n=1, dan is ook m=1. Stcl nu 
dat de bowering gcldt voor een zekere waarde van n en beschouwe~en 
oeneonduidige afbeclding van A(p) o:::, A(n+1). Wegene n+1 /. 1 is p /. 1 ~ 
op grond van (3. 5) dus p=1+q met q tN. De besohouwde !lfbeeldir.g in­
ducoert een eenoenduidige afbeelding van A(q) op de verzameling B die 
uit A(n+1) ontstaat door daaruit hot beeld l van p weg te laten. Nu 
is B ecnecnduidig af te beelden op A(n), zoals men inziet door te be­
dcnkcn da.t Ben A(n) ontstaan door weglating van resp. l en n+1. We 
vindon do.t l( q) ecneenduidig is af to bcelden op A(n). Wegens induc­
tioondcrstelling is dan q=n, Dus p=n+1, zodat de bowering geldt voor 
n+1. Daarmee ia (3.8) bewezen. 

Beschouwcn we nu eon vorz8,J.j.1eling V. Indian or een eoneenduidige 
afbeolding is van V op A(m1~ dan is ook A(m) eeneenduidig op A(n) 
a.f to bocldon en dus m=n. Voor V zijn ~r nu tweQ mogelijkheden, bf V 
is op geen verz~mcling A(m) af te beeLden; in dat gaval heot Veen 
Fen ook een eeneenduidige afbeelding van V op A(n) 
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RRIM!Oigc verzameling. tr! Vis af te beelden op oen A(m) en da.n is 
m ondubbelzinnig bepaaldf in dat geval heet Veen !1Jld1gi verzamelinG 
en m het aantal elementon van V ( we zeggen: V besto.at uit, is een vcr­
zameling van m elementen).De loge vorza.meling wordt ook eindig genoemd. 
Het bogrip aantal is tc beschouwen als een inturtieve interpretatie 
van ons axiomatisch-deductief ingevoerd begrip natuurlijk getal. 

Een voorbeeld van een oneindige verzameling is de verzameling N 
der natu.urlijke getallen. 

Door volledige induQtie toont men aans zijn Ven W twee eindige, 
disjunct, verzamelin.gen van m reap.n elementen, dan is de vereniging 
Vu W weer een eindige verzameling, bestaande uit m+n elementen. Het 
product m.n le.at ook een dergelijlce interpretatie toe. De elementen 
van een verzaraeling V kunnen getallen zijn. Zo ku.nnen we spreken over 
een verzameling van n getallen (al of niet onderling veraohillend). 

De positionele schrijfwijze van natu.urlijke getallen (im b.v. het 
tientallig stelsel) verondcrstellen we bekend. 

~4- AJ,gegene sommen en producten, M§.chten. 
Zij n een natuurlijk getal. We beschouwen een verzam.eling van n 

reijle getallen, dat is een verzameling gotallen, die eeneenduidig is 
af te beelden op de verzameling A(n) der natuurlijke getallen ~ n • We 
noemen a1 het getal dat bij deze afbeelding aan het natuurlijke getal 
i is toegevoegd (i 1 n) en spreken kortweg van de getallen a. 1,a2, ••• ,8n. 

We willen nu .eerst defi.nieren de som van de geta.llen a.1 , voorge-
n 

steld door %; 
1=1 

} k+1 
(4. 1) ( i~ 

k 
ai = 11 ai +91c+ 1 

n 

(k E.N). 

Hierdoor is het aymbool 
1
~ a1 gedefinieerd voor elk natuurlijk 

ptal krachtena (3.1); we zeggen dat het gedefinieerd is door volle-
dige inductie naar n. 

n 
Evenzo definiijren we hot product van den getallen a1 t gesohreven 

TT a1 , d.m.v. de 
1•1 · · 1 

( 4 • 2 ) Tf •1 :: 1 
1•1 

betrekkingen 

• W ai = (f· a1) · ak+1 
1=1 l= 1 

(k 6:N). 

Door volledige indu.otie naar m bewijst men onmiddellijk 

n m ~ 
(4•3) i, ai + i~ 8n+i = =1 ai • 

n+m 
a - ,,-
n+i - 1~1 
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Het is duidelijk hoe hier som en product van de getallon 9n+ 1, 
8n+2, ••• ,9n+m godofiniijord zijn op gron4 van (4.1) en (4.2). In plaata 

m n n+m n+m 
van ) 8n+i en 7T 3n+i ~ch.r,ijvon wo ook L. a1 resp. 1_lln .... 1an+1• 

l=i 1=1 i=n+1 .,. 

(4.5) Als4r(1) een eoneenduidige a.fbeelding is van A(n) op zichzelft 
dan gcldt n 

[;, ~(i) = (algemene oommutatieve eigenschap 
van de optellint-

Bewijg. Volledige induotie naa.r n. Voor n=1 is het duidelijk. Laat 
hot nu golden voor een zekere waa.rde van n. Beechouwen we dan een 
oenconduidige afbcolding<f(i) van A(n+1) op ziohzelf en zij s~n+1). 

Do gctallcn ~f( 1),~( 2),••••,1(n) zijrt do getallon a1,a2,••••8n+ 1 met 
woglating van x. Voor x t 1, x I n+1 kunnen we dus herleiden 

1=~ '\p(i) = k,af(i)+"x = ~ai+ i=}+; ai + "x 

= 

Hot resultaat geldt ook als x=1 of x=n+1. Hiermee is de bewori?l8 aan­
getoond voor n+1. Dus goldt (4.5) algemeen. 

Evenzo toont men aan: 
(4.6) Ala f(i) een eeneenduidige afbeelding is van A(n) op ziohzelf, 
dan geldt n n 

TT a ( 1 ) = ,r a1 (Algemene comm:uta.tieve eigenachap 
i=1 fir i=1 van de vermenigvuldigin~. 

Verder toont men aan door volledige inductie naar n 

n 
We merken nog op dat men in plnats van 

n 
Z: a.1 vaak sohrijft 
1=1 

a1+a.2+ ••• +9n en in plaats van lf a1 ook a 1a2 ••• an. 
i=1 

Zijn de gotallen a.1 gelijk,a1=a, dan geldt 
n 

(4.8) k, a=na. 

Vcrdcr schrijven we 
n 

an, (4.9) ,r a= 
1=1 

geheton ycbt van a; a hoet het grondt1l~ n de expono9t. 
Tenslotte definiijren we nog 

(4.10) a0=1,a-n= --1; (a,€0, n een natu.urlijk getal). 
a 
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We geven enige eigenecho.ppen va.n machten. Zijn n en m natuurlijke 
getallon, dan geldt 
(4.11} l a.m .. an = a.m+n 

(am)n = a.T.'1J'll 

anbn= (ab)n. 

Zijn a en b~O en pen q gehele getallen, da.n is 
o.P.a4 = up+q 

(4.12) aP.bP = (ab)P 

(nP)4 = aPq • b.v. (a-1)4 = a-q 
p + = ( ~)P • 

De eigenschappon (4.11) worden a.a.ngetoond door volledige inductie 
naar n; de eorsto eigenschap is con bijzonder geval van (4.4). De 
eigonschappen (4.12) wordon ook a.angotoond door volledige induotie, 
m.aar mon moot hierbij onigc gevallon onderscheiden. Zo bowijat men 
de eorste eigcnschap opvolgend voor q = O; voor q = 1 en-1 door 1e ,. 
ondcrscheiden de geva.llcn p >0, p=O, p ,O;(zeg q = -m, door volledige 
inductie naar m. De derde eigonaohap haalt men uit de tweede eigen­
sohap (4.1~) door ecrst door volledige inductie naar n aan te tonen 
a-n = ( a-1 )n en daarna to onderscheiden de gevallen p > O, q > O; p of 
q = O; p<O, q>O; p)O, q<O; p<O, q<O. 

Tot slot onige ~gclijkheden. 
{4.13) Zijn gcge;von 2 n geta.llcn a 1,o.2,. •• ,o.n;b1,b2, ... ,bn en is 
o.1 > bi voor i=1,2, ••• ,n, dan geldt ook 

n n 
>_a1 > .L bi 

1=1 1::: 1 

Bowijs. Voor n=1 geldt de eigenschap. Zijn gegoven 2n getallcn 
a1,a2, ••• ,an; b1,b2, ••• ,bn' geL~t o.1 > bi voor i=1,2, ••• ,n, is 

n n 
~ o.1 > ~ bi , en is voorta ¾+1 > bn+,, dan volgt door toepassing 

van (2.7) onmiddellijk 

t n+1 
z: 
J.= 1 

n+1 

i~ 

Door volledige in~uctie na.ar n volgt do ju.istheid van ( 4. 13). 

{ 4.14) Is a> b, 0 en n eon natuurlijk gotal, dcm is ook an> bn. 
k'L~Js. Voor nn1 is (4.14) juist. Ia an) bn, da.n volgt door tweemo.o.1 
toopassen van (2.8) 

an+ 1 =an.a> bn.a > bn.b = bn+ 1• 
Door vollediec :h~d.1.iotie na.ar n volgt (4.14) .. 
fvoor q) 0 aoo:r volledige inductie na.ar q; voor q < o, 
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( 4.15) Ia n oen natuurlijk getnl > 1 en is a. posi t1ef, de.n is 
( 1+a.)n > 1+na. ( ongeJ;_i_j,k.h9id v~q, _Bernou ;l;lj.,. 1689) • 
~ewijs. Voor n=2 luidt de ongelijkheid 

1+2a.+a2 > 1+2a, 
hctgoen zelfsjuist is voor alle n Io. Is, voor een zekere waarde va.n 
n, ( 1+o.)n > 1+na, don volgt 

( 1+n)n+ 1 = ( 1+a)n. ( 1+a) > ( 1+nn)( 1+a), 
due 

( 1+a.)n+ 1 > 1+(n+1 )o.+no.2 > 1+(n+1 )a. 

De beschouwde ongelijkheid geldt dus voor n ~ 2. 

§> 5. Gehcle en gebroken of rationf!l_o_ g0t1llen. 
Goh_q_le gct~l.l.£.q zijn ~er dcfinitic de na.tuurlijke gotallen, het 

gctnl Oen do tegcngostoldon dor natuurlijko getallon. De laatsten 
zijn wugens (2.2) ncgatiof. Eon getnl r= ...IL, waar q,{O en pen q 
gchclo gotallen zijn, hoot gcbrokcn oL.J:_at~ona!r\J:. 
(5.1) Som on vcrschil van twoe gohule gctallen is Wedr een geheel ge­
tal. 
Bewijs. We bewijzen eorst dat a-1 gehocl is, ala a geheel is. Voor 
a = 0 of 1 is dit duidelijk. Is o. een natuurlijlc geta.1 -;& 1, dan is 
a.= 1+b met b E:.N wegcns (3.5), du.s ook a-1 =been no.tuurlijk gctal 
en dus een geheel getnl. Is a ecn negatief geheel getal, a=-c met 
c LN, de.n is n-1=~-1=-(c+1) ook een ncgatiet gehael getnl. 

Zij nun eon natuurlijk getal met de oigenschap dst a-n geheel 
is, wo.nnci..!r a gehecl is. Wogens het voorga.a.nde is dan voor allo ge­
hcle o. ook a-(n+1) = {a-n)-1 geheel. 

Door volledige inductie naa.r n volgt dat, wanneer o. een geheel 
getal is en n een natuurlijk getal, ook a-neon geheol getal is. Ook 
is, daar het togengestelde van oen geheol geto.l weer een geheel gctol 
is, a+n = -((-a)-n) gchool, evonals a+O = a. Hiermee is (4.1) bewezen. 

(5.2) Het product van twee gchele getallen is weer ecn gehe~l getal. 
Bewijs. Volgt door tocpassing van de regals (1.13) en de eigenschap 
(3.3). 

Hot quotHint van twee ge!lele getallen behoeft niet weer een ge­
hccl getal te zijn. Zijn b.v. men n twee natuurlijko getallen met 
m (n, dan is -fi niet gcheol. Want ~ is positief (vlg.(2.10) en 
( 2. 11)), maar voor elk natuurlijk getal k is k.n ~ 1.n = n) m, dus 
-~k. n 
(5.3} Som, versohil, product en quotiijnt van twee rationale gatallen 
is weer rationaal. 
Bew~j§• Laten die twee getallen : en T zijn,(m,n,p,q geheel;n,q;l~) 



Ui t { 1.17) en 1 .20) volgt onmiddellijk dat ri + + en ~ · • + vo.n 

dezelfde gedo.ante, d.w.z. rationaal zijn. Dezelfde oonolusie geldt 
voor .J!... - ...lL. on ...!!L • ( ...lL.)-1 , wegena - ...lL. •(-1) • ....1L. = =.L , ( JL)- 1= n q n q q q q q 
• T (in hat lo.a.tste geval ook p IO). 

We tonen nog enigc eigeneohappen aan betreffende de ordening van 
gehele en rationale getallen. We zullen zeggen dat b tussen a enc 
ligt, ind1en geldt: a<. b <,.o. 
(5.4) Is p een geh.eel getal, chm ligt er tussen p en p+1 geen ander 
geheel getal. 
h•iJI• Blijkens (3.6) gevolg is de bewaring juiet ale peen natuu.r­
l1jk getal is. Dan geldt de bewering ook voor een willekeurig geheel 
getal P• Want uit P<.q<.,p+1 (q goheel)zou op grond van (2.6) volgen 
p+( 1-p) ( q+( 1-p) < p+1+( 1-p) 
ofwel 1 <.q+1-p <.2, 
waarbij q+1-p geheel is. 

( 5. 5 ) Tu.seen twee verachillende, rationale getallen a en b ligt 
steeds een ander rationaal getal. 
bwijs. Zij a de kleinate der twee getallen. Het getal a2b is 
rationaalt terwijl 

a<_ t;~◄~egene °'2b a= ½(b-a) }O ; 

~ < b wegena 'b.... a2b = i(b-a} )0. 

Opmeriting. We drukken deze eigenscha:p wel uit door te zeggen dat de 
rationale getallen overnl dicht liggen. Er volgt nog uit (4.5) dat 
or tussen twee re.tionnle got,-llon z-elfs oneindig vnel r~ttona.lo ge-. 
tallen liggen. 

Qpga:ven­
.2Rrt•.....!l· 
ORS• 14. 

Qpg .. 15. 

Q»Jh 16. 
t 

.Er ia geen grootste natu.u.rlijk getal. 
De verzameling A(n+1) bestaat uit het getal n+1 en de g8-
tallen van A(n) (n een natuurlijk getal), 
Zij E een eigenschap vnn natuurlijke getallen, die aan de 
volgende voorwaarden voldoet: 

a) 1 heeft de eigenschap E. 
b) hebben de getallen in de eigensohap E, dan heeft oak n+1 de 

eigenscbap E. Don b~eft elk nntuurlijk get.al de eigenscha.p E. 
Zij keen geheel getal en E ecn eigenschap vo.n gehele ge­
tallen die o.e.n de volgende voorwaarden voldoet: 

a)k heett de eigenscbap E. 
b)als p de eigonscho.p E heoft, dan ook p+1. 

Dan heeft elk ge~eel getal ~ k de eigenaohap E. 



.0J¥h 1z. Ondor n geto.llen komt een grootete voor, e.leook 
9P&• 18. Bowija door volledige inductie no.ar n 

n 
• 1m(n+1), L.. k2 = -f-n(n+1)(2n+1). 

k:=1 

een kleinst.~ 

Alan een natuu.rlijk getal is en q ,t. 1, bewijs 4an dat 

2 • ' t 1+q+q +. • .+qn = 
k=1 

1_9n+1 

1-q • 

Opg. 20. Bewija door vollodige 1nduct1e no.or n 

ofwel 
··+-· + ·+· +··· 

1T ( 1- ~) = -,t-. 
k=2 k 

Bew1ja TI. ( 1+x21 ) 
1=0 

Q.-1 
n • 

!)+1 
n 

2n+1 
= ~1-.... x __ 

1-x (n een natu.urlijk getal). 

N.B. x21 bctekent niot (x2 )1 , 
van 2i faotoren x. 

1 
ma.ar x(2 .. ) , d.1.het gedu.rig product 

Opg. ,21,. Is n een natuurlijlc getal > 2 en is a 1) o.2, a.2 > e.3, .. •, 

an_, > ¾, dan geldt ook a 1 > an. 
Opg. 2J. De ongelijkhoid van Bernou 111 geldt ook a.ls -1 <.,a <0, Voo-r 
a = 0 of n = 1 gaat zij in eon gelijkhe1d over. 
Opg. 2!• Wo.nneer is hot verschil van twee natuurl1jke getallen wee-r 
een natuu.rlijk getal? 
Q.}2g_._12. Is a IO rntionaal, don ook aP (peen geheel ~etal). 

~ 6 • De ene de Y!ID..J)e dekip_,g_. 
Het laatate axioma., dat we nodig hebben, lui~t als volgt. 

C. Laten gegeven zijn twee deelverzamelingen L en R van \ met d(· 
volgende eigenschappen: 

1) • de vereniging van L en R is 11 ~ 
2). de verzamelingen Len R zijn J!i,sjunct en nie]-1~ 
3). is a. ~ L en a. 1 <_a, dan is ook a.1 tL 

4). is b €:Ren b, > b, da.n ia ook b1 E:,.R. 
Dan heeft of Leen grootste getal of Reen kleinste getal. 

Zo'n verdeling van i~ zullen we snede noemen; L heet de l!D!ser 
klasse en R 2-.reohterklasae. 

Het axioma C, ingewikkelder van a.a.rd dan de overige, is i;as laat 
duidelijk geformu.leerd, en wel voor het eerst door Dedekind in 1872 
( R.Dedekind, Stetigkei t und irrationale Zahlen). Het is de slui tsteer.. 
van de constructieve opbouw van hat systeem der re?Ue getallen { die 
wij hier niet gegeven hebben) en is van tundamenteel belang voor de 
analyse, zoals we die in het volgende gaan bedrijven. Later zullen 



we zien, hoe b.v. deze snedeeigenschap aequivalent is met hct feit do~ 
f' te beschrijven is als het systeem van elle (oneindig voortl0:pende)~ 
oimGle breuken. Wat de inhoud van de eigenschap betreft, merken we 
nog het volgende op. Het is triviaai dater niet zowel in Leen 
grootste getal c als in Reen kleinste getal c 1 voorkomt : dan zou 
n.l.een getal d tussen c enc' nooh tot L noch tot R behoren, in 
strijd ntet de eis LU R = I . Het axiom.a zegt nu, dat zich tenminste 
een van die twee mogelijkheden voordoet. 

We gaan nu de z.g.stellingen van de bovenste en onderste grens 
bespreken,en beginnen daartoe met enige definities. We noemen een 
verzameling M van reele getallen naar boven begrensd, indien er een 
reeel getal K bestaat , zodanig dat geldt x ~K voor elk getal x uit 
M; een getal Kmet die eigenschap heet een majorant van M. Evenzo 
heet een verzameling M van reel~et\~1eieneden beg:;:,ensd als er een 
reeel getal K1 bestaat, zodat 

x ~ K' als x E. M 
zo 1n getal K' heet minorant van M, Een verzameling M heet begrensd, 
als .bij zowel naar boven als naar beneden begrensd is. 

We beschouwen speciaal een niet-lege, naar boven begrensde ver­
zameling ~• Zij L de verzameling van de getallen a met de eigenschap· 

er is een getal x EM, zodat a< x, 
Zij R de verzameling van de getallen b met de eigenschap: 

b ~ x voor elke x E.M 
(anders gezegd: R is de verzameling van de majora.nten van M). Ten 
duidelijkste bestaat L-uit de getallen die niet tot R behoren. Lis 
niet-leeg, omdat M niet-leeg isJ R is niet-leeg, omdat er krachtens 
onderstelling majoranten van M zijn. Behoort a tot L, dan ook elk 
kleiner getal. Is b een majorant, dan ook b1 ) b. Dus is voor het pae:.· 
verzamelingen Len R aan de eigenschappen 1), 2), 3) en 4) voldaan 1 

d.w.z. L en R vormen een snede. Y/e laten voorts zien dat er in L gec;.1 

grootste getal voorkomt. Inderdaad, zij acL• Dan is er een getal 
x met x EM, x > a. Het getal a 1 = a;x voldoet aa.n a 1 > a ., a 1 <. x 
en dus a 1 E: L. Bijgevolg is a niet het grootste getal . van L. 

Op grond van C mogen we ooncluderen, dat Reen kleinste getal 
heeft, zeg c. Dit getal c is de kleinste majorant van Men voldoeL ~ 

1 • c ~ x als x E. M 
2 • is a ( o, dan is er een x EM met a <. x ~ c. 

Gewoonlijk wordt ode bovenste grens van M genoemd; men schrijft 
o = f1WM x (uitgesproken supremu.m). Men ga na, dat niet meer dan ·V 

getal o aan de eisen 1 en 2 voldoet. Het verkregen resul taat kunnen 
we nu samenvatten tot de • 
Stel].in& vcn 9-0 'bovcnste gr ens. Een niet-lege, nac.r 'bov8n b egrern=,n ° 
verzameling heeft een bovenste grens. 



Analoge beaohouwingen gelden voor een n1et-lege, naar beneden 
begrensde verzameling N. Er is dan &a:>. getal d dat voldoet aan 

11 • 4 ix als x E.?.1 

2 •. is b) d, dan is er eon x t.r.! met d, I x < b. 
Dit getal dis de grootstc Illinorant van Hen wordt ook de o;gde;rst~ 
,sx:ens van M genoemd; men sch.rijft d = tf>t1r (uitgesproken 1nfimu.m/. 
St~liing van de ond~r..§l.t.~£e.nJ!.Een niet-lege, naar beneden begrensde 
verzameling heeft een onuQrstc grena. 

We goven enige voorbeelden. 
1°. Mis de veraameling van de poaitieve getallen. Dan is N naar 

beneden begrensd; de ondorate grens is o. 
2°. M is de verzameling der even getallen. Dan is M na.ar beneden 

bogrensd; de ondex·ste grens is 2. 
3°. M is de verzameling der getallen x met 1 ~ x <. 2. Dan is M be­

grensd; de onderste grens is i, de bovenate grena ie 2. 
4°. Mis een niet-lege, eindige verzameling. Dan is M begrenad; 

de onderate grens van Ii is het kleinste getal van M, de bovenste 
grens van 1/f. is het grootste getal van M (vgl.opg.17). 

Ui t de voorbeeldcn blijkt, dat de bovenste (onderste) grens van 
M nu eons wel, dan weer niet tot de verzameling M behoort. 

Van veel dudcre datum dan het axiom.a. van Dedekind is het, het 
eerst in de moetkunde o~getreden, axioms. van Ar9htmede~ (3 8 eeuw v. 
Chr.), ook wel naar ~faOXQS genoemd. Het kan afgeleid worden uit 
hot axioma van Dedekind, zodat het in onze opbouw een stalling is, 
Het luidt ala volgt. 

Zijn a en b twee poaitieve gatallen, dan is een natuurlijk ge­
tal n, zodat na) b. 
Bewij~. Noemen we L de verzamcling der geta.llen o met de eigensohap: 

er is een natuurlijk getal n, zodat na > o 
en R de verzameling dcr get&llen d waa.rvoor geldt: 

voor elk natuurlijk 
Onderstellcn we ee~s LI 
de eisen 1), 2), 3), 4) 
snede. Op grond van C is 

getal n is na ~ d. 
,-.. • Men ziet gema.kkelijk in, dat dan a.an 
(p.16) is voldaan. Du.a vorm.en Len Reen 
er een g etal '(. , dat hetzij het grootaf~c:.) 

van 1, hetzij het kleinste getal van R is. In elk geval is )! -a E. L, 
y +a E: R. Dus is er een natuu.rlijk getal m met ma > a'-a, dus 

(m+2) a) y+a. Dus y +a t L, hetgeen een tegenepraak oplevert. Dien­
tengevolge is L = r , specie.al 'b E. L. Daarmee is de bewaring aange•• 
toond. 
Gev2l8• Is a een re6ol getal~ dan zijn er gehele getallen pen q, zo• 
dat p < a <.q• 



An I 19. 

We hebben reeds kennis gemaakt m.et de rationale getallen (waar­
toe o ••• de natuurlijle en de gebole getallen behoren). We zullen aan­
t'lonta aan eon eenvoudig voorbeeld laten zien, 4at aommige getallen 
niet rat1onaal zijn, d.w.z. niet te aohrijven zijn ala het quotient 
van twee gohele getallen; zulke getallen noeaen we irr1tion§!.l• Irra­
tional• getallen zijn er in groto vorscheidenheid; in eernla.ter te b~­
~prekcm 11n zijn ae zelts talrijkar dan de rationale, Maar we zullen 
ona over het algomeen niet verliazen in beachouwingen aangaa.nde hot 
rekenlamd1g karakter van de voorkomende getallen: hoot4zaalt is voor 
ona tat het a.:x:1oma van Dedekind (of meestal een daaruit afgeleide 
atelling) ons keer op keer het bestaan verzekert van een getal, dat de 
bovonste grens is van e~n vorzameling, de limiet van een rij, de som 
van eon reeks, enz. 

We laten nu zien dater een poaitief getal x 1a, zodat x2 = 2 en 
zullen daa.rna aantonen dat dit getal irre.tionaal 1s. We stellen het 
voor door '\/2. 

Noemen we R de verzameling van de positieve getallen ~ met b2 > 2 
en L de vai·zameling van de overige gete.llen. Is b t.R en b1 > b, dan 
11 ook b1 E R wegens b1 2 > b. b1 ) b2• Xennelijk vormen L en R een snuoo. 
Zij o bet daardoor bepaalde getal en zij o = 2. ~:~ • Daar L posi­
tieve getallen bevat, is c > 0 en ook o ) 0. We hebben 

~2-2. 4 {9+1)2 -2 = 2. ?02+¼8+2-(92+:!,0+4) • g(92-2) 
(c+2)2 (o+2) (o+2) 2 

en 

o-o = o-~ = • 0!:~ . 
Was o2 < 2, de.n was ook o2 < 2 en o-o < 0, due c een getal ui t L grot er 
dan o. Was o2 > 2, dan wa.e ook o2 > 2 en e-o) O, dus o een getal ui t R 

kleiner dan o. Daar nu c of hat grootste getal uit L of het kleinste 
getal ui t R is, doet zich geen van 4eze .beide om.standiehad en voor. 
Dus is o2 = 2. Daarmee is '\/2 gevonden. 

stel nu eene da.t 'V2 rationaal is. Daar 'V2 pos1 tief is, zijn 
er da,n ook breuken met positievc teller en noemer, gelijk aan ~­
Daarondor 1e er wegens (3.7} 6,n met kleinate teller, zag ,...lL • Je 
hebben <-:-•)2= 22 du.s p2 = 2q2• De.aruit vol.gt p)q, p<2q. iesohouwen 
we nu de b:teuk • ~~ • 1.7e hebben O < 2q-p < p en tcvens 

( ~I. ) 2 • ¼g;-4RQ+l!~ • , ,.69~ -4:eg. • 2. 
p -2pq+q Jq -2pq 

Dit 1a in etrijd met de minimaliteitseis voor P• De oonoluaie luidt, 
4at .'Vi UTationaal ia. 

bl.:\lnl• taaeen twee veraohillende :reUle get&llen Uggen rationale 
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zowel ale irrationale getallen (due ook oneindig vele!). , 
Bowij s 1 Zij a<. b. We beginnen met een rationaal getal tussen a en b 
te zoeken en beschouwen daartoe eerst het geval, data, en dua ook b, 
poaitief ie. Daar b-a > 0 is, is er wegens hat axioma van Archimedes 
een natuurlijk getal n met n(b-a) > 1, due + < b-a. Eveneena op 
grand van het a:x::ioma van .Archimedes lrunnon we een natuu.rlijk getal m 
vinden, zodat +) a. Laat m speciaal hot kleinste natuurlijke getal 
met die eigenschap zijn (zie (3.7)). Dan is m~J ia, ook indien 
m-1 geen natu:u.rlijk getal, n.1.0 is. Er volgt ...!\L • m- 1 + -1.... ~ n n n 
i a+ ~ • < a+( b-a) = b. Dus a <.. 7 <. b, we.arm.ea er een 

rationaal getal tussen a en b gevonden is. 
Zij nu a ~o. Er is een gehool getal p < a { zie govolg op P• 18, on­

deraan). Volgens hot zojuiat bewezene is er een Dationaal getal r tus­
sen a-pen b-p. En r+p is weer een rationaal getal en gelegen tussen 
a en b. 

Volgens het nu bewezene is er, nog steeds in de onderstelling a<. b, 
ook een rat1onaal getal s, waarvoor goldt a+ V2 < s <. b+ '\/2. Dan 
geldt ook a < s- V2 <. b. Nu 1s het getal e- V2 irrationaal, anders 
waa n.1. s- (a-'V2) = 'V2 rationaal. Daa.rmee is de stalling geheel 
bewezen. 

Een meetkundi_ge ~si,r~tie van hot systeem r der reele getallen 
krijgen we ala volgt. Kies op een Eucl1dische reohte lijn een vast punt 
0 en beeld o op Oaf, de positieve getallen a op de pu.nten aan eM 
zijde van O, op afatand a van O, en de negatieve getallen -a op de 
pu.nten a.an de andere zijde van O, op afstand a van o. Er ontstaat dan -
- wat we hier niet zullen aantonen- een eeneenduidige toevoeging tus­
sen de getallen van r en de punten van de reohte. We zu.llen eohter 
nooit, ovoreenkomstig onze axioma.tische opbouw, voor hat bewijs van eni 
cle stalling een beroep doen op de meetkunde, alleen eomtijds een aan­
schouwelijke toelichting aan de hand van een tekening geven, Er is na­
tuurlijk geen bezwaar tegen, voor een aantal begrippen benamingen in 
te voeren die a.an de mectkundc ontleend zijn. 

Opg.26. Heeft een verza.m.eling L van reijle getallen de beide volgende 
eigenschappen: 

1) L is niet-leeg en # r 
2) is a ~Len a1 < a, dan is ook a 1 ~ Lt 

·dan · :ts er een snede, wae.rvan L de linkerklaase is • 
.OAA-27- Zij M een niet-lege, na.ar boven begrenede verzameling en M* 
de verz:a.meling van de getallen -x met x E.M. Dan is :M* ne.o.r benedan be 
grensd. De onderste grens van M"""is het tegengestelde van de bovenste 
grens van M. 



an I 21 

2M,20• :Bewi~s dat '\/3 en '\/7 1.rrationaal zijn (vergelijk' nu: breuken 
....lL. en Jg-R resp. 7g-2~ ). 

q p-q - ,.R-4 
0H•22• Bewijs dat ·V 2 + V 3 irrationaal ie (kwadraterenl) • 

Qag,JO. Zijn a, b, c, d rationale getallen met ad-bo IO en is t 
irrationaal, dan is ook 6:: ~ irrationaal. 

9M•Jl• Wat valt te zeggen over som en product van twee irrationale 
gatallen? 

9 7. l.:tlagJ.\\,t_e ward2. Opvcev!Bi• Ve,,r,,diohti_ngsmm:t.• 
In deze en de beide volgende para.grafen zu.llen we nog geen ge­

bruik me.ken van do snedeeigenschap. 
De absolute W§§fde of 142duluJ!. van een re~el getal a, geschreven 

la!, wordt ala volgt gedefiniijerd. 
I O I = 0 , I a I = a ala a > 0, 

lal = -a ale a ( 0 
Uit deze daf1nit1e vloeien onmiddellijk <le volgende eigenschapgpr 

voort. 
(7.1) 
(7.2) 
(7.3) 
(7.4) 

ta.I~ O, 1a1 = O alleen ale a = O. 

\at = I -a I 

lab t = 'a I • \ b I 
Is a reijel en A posi tief, da.n geldt \a, ~ A dan en slechts 
dan ale 

a i A en -a ~ A• 
Voorts gelden de volgende eigenschappen. 

(7.5) Zijn a en b willekeurige reijle getallen, dan is 
\a+ b\ ~\a.I+ \b\. 

Bewij;, Wegens a ~\a.\, b ii \b\ (vlg.(7.4)) is 
a.+b~lal + \b\. 

Wegens -a ~ I a~ -b ~ \ b\ is evenzo 
-(a+b) i \al + \bl • 

Door toepassing van ( 7 .4) volgt de bewering. 
(7.6) Zijn a en b willekeu.rige re~le getallen, dan is 

\\al - lbd ~ \a - b\. 
Bewija. Op grond van (7.5) hebben we 

\ a I = \( a-b) + b \ S \ a-b I + \ b~ 

lal - \b\ ~ ,a-b\ 
en avenzo 

\b\ • \(b-a)+a, ~ \b-a\ + \a\ • \a-b\ +\a\, 
du.a 

\ b \ - \a\~ \a - b\. 
Doo~ to•pe.ssing van (7.4) volgt de bewerin&• 
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Door voll-41&• induotie toont men aan 
(7.7) Heeft men n ~ 2 re8le getallen a1,a2,••••6n• dan geldt 

a(} Is t 
• - -t=:1 

\a~\ , 

anders gesohreven: 
\ a 1 + a2 + • • • + an \ ~ \ a 1 i + \ a2 \ + • • • + \ an, • 

Zij a< b• We weten al dater getallen tussen a an b ligg•n• We 
detiniflren nu: 

het QR8P interval (a,b) is de verzameling der getallen x met 
a <.. x < b, 

het gesloten in~,!3rval (a,b) is de verzameling der getallen x met 
a ~ X ~ b, 

het links (reohts) gesloten interval (a,b) ie de verzameling der 
getaJ.len x met a f: x <.. b ( a <..x ~b). 

In plaa.te van gealoten interval zeggen we ook segment. Genoemde 
intervallen zijn eindig. He definH!ren ook oneindige intervallen: 

het open interval (a,WI)) is de verzameling der getallen x) a, 
het open in1erva! (- oo ,a) is de verzam.eling der getallen x '-.. a, 
het links gesloten iI'l.WY!l (a, oo) is de verzameling der getallen 
X ~ a, 
het recnts geslot_Efil.ip_w_val (- oo ,a) is de verzameling der ge­
ta.llen x ~ a, 
het internJ. ( - OC), oo) is de verzameling r van alle re~le 
getallen. 
We lrunnennulutbegrip omgeving definiijren. Ie a willekeurig en 

is E. ) 0, dan heet het open interval ( a- t. t a+ E:. ) een o:mgeving van 
!!. ( en wel de ~ -om.geving van a). Verder heet voo~ elke a het open 
interval (a,oo) een O!DB§Ving van oo en het open interval (- OOt a) 
een 9mgev~ V§:n - Sl;? • 

De e -omgeving van een getal a is te besohouwen als de verzame­
ling der getallen x, waarvoor geldt \ x-a I < c.. 

Imm.era Ix-a I < €. is aequi valent met het stelsel mogelijkheden 
x-a.<e., a-x<:.t:, 

dus met 
X<.9.+f. t X)a-E;. • 

N.B. We voeren geen getallen e>0 en - oo in. Wel kom.en de symbolen 
oo en - o-o voor in de uitdrukkingen "interval (a,00) 11 , "om,geving 

van _ o0", enz., maar die hebben allen een wel gedefinHferde betekenis. 
In het vervolg zullen we ne term.~ gebru1ken en daarmee bedoe­

len: geta.l • oo , of - oo • In die zin zullen we vaak eprekeD van de 
ogeyi13g van ee:g. wnt. 
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We tonen nog aan 
(7,7) De dooranee van twee omgevin~en van eenzelfde punt is weer een 
oageTing van dat punt.-

• 1111.11, Zij vooreerst dat pu.nt eindig, zeg a, en laten (a-~,, a+~,) 
en ( a - E. 2 • a + E. 2) twee omgevingen van a z1jn. Als nu £ 1 het 
klei.nste van de twee getallen ~1 en ~ 2 is, dan is de doorsnee van 
de besohou11de omgevingen juiat (a- ~ 1, a + e:. 1), du.a een omgeving 
van a. Op analoge wijze toont men (7.7) aan in het geval van een on•· 
eindig punt • 

Zij gegeven een verzameling I van retile getallen. Hat punt a (ein­
dig of oneindig) heet v,rdightip.g§P!:Y!t van X, als tlke om,geyip.g van 
a een :mmt YM X bev,~, Jflrsoh1llend van I (de la.atiti toevoeging is 
overbodig, ala a oneindig is). Voorbeelden: 

1. Xis het open interval (1,2). Dan ·1e elk pu.nt uit het geslo~e_n. 
interval (1,2) , en geen ander punt, ~dic4tingspqnt van X. 

2. Xis het open interval ( o,o0). Dan is elk getal x ~ O, bene­
vens het punt oo , en geen ander punt, verdichtingspunt van x. 

3. De verzameling N der natuurlijke getallen heeft 6~n verdich­
tingspu.nt, n.1. o-~. (vlg. het a.xioma van Archimedes, p.18). 

4. Xis de verzameling der rationale getallen. Dania elk punt 
verdicht~punt (vlg. de stelling op p.19/20). 

5. Xis een eindige verzameling. Dan heeft X g~6n verdichtings­
p.mt. 

Behandelen we voorbeeld 3. Ia a een reijel getal, dan is er op 
. l-..<i•~'-grond van bet a.xioma van Archimedes een natuu.rlijirvn ) a. Dus bevat 

elke omgeving (a, oo ) van o<::i een getal ui t N, d. w. z. c:;.,<0 is verdi ch­
tingepu.nt van N. Tonen we nu aan, dat een willekeu.rig getal a geen 
verdiohtingspu.nt ia van N. Zij p het kleinste natuurlijke getal > a. 
Dan is p-1 ~a.In het geval p-1 <a atellen we €.=min (p-e.,a-{p-1)); 
in het geval p-1 = a stellen we £=min (p-a, a-(p-2)). Dan is~ 
een positief getal, terwijl de om.geving (a- t , a+, ) van a geen na-
tuu.rlijk getal ,/. a bevat (ui t n ~ p volgt n ~ a. + &:. , ui t n <. p volgt 
n ~ p-1 en dus n ~ a - E ). Du.a is a geen verdichtingepunt van N. 

Uit de voorbeelden blijkt, dat een verdiohtingspunt van een ver­
za.m.eling X niet noodza.kelijk deel uitma.akt van X, noch ook een punt 
van X steeds verdichtingspu.nt van Xis. Een punt van X, dat tsvens 
verdiohtingspunt van X is, zullen we 1?,,u.nt-v,..e._:rdioh,tine;s;wnt noemen; 
een pu.nt van I dat geen verdichtingspu.nt van Xis beet ge~sole§rd w.m 
van x. 

We bealuiten met do volgende 
b!lJ.~11• Zij I een ve:rzam.eling van re~ne geta.llen en X • de verza.me-
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ling der e1ndige verdichtingspunten van x.Dan is elk verdichtings­
p.m.t van X., tevens verdiohtingspunt van X ~'herhaalde" vorming van de 
verzameling der verdichtingspunten leidt niet tot nieuwe puntan). 
k.w.1.1.!• \Ye besohouwen eerst een eindig verdichtingspunt a van X.,.. • 
Nemen we een willekeurige omgeving (a-~, a+~) van a. Daarin ligt 
een getal b ,/, a van X *. Zij 

· rft, = min ( l b-a \ , f.. - I b-a I ) . 
Dan is "'l_ )0. Daar b verdichtingspunt van X ist bevat de omgeving 

( b- 'Y'\ , b+ ~ ) van b een ~tal o I- b van x. Voor dat getal c is 
, c-b \ < 'Y\ , dua 

18 • \ o-b \ < lb-a\ en 'du.a zeker c # a 
28 \c-b l < €.. - lb-a\ , op grond van (7.5) dus 

I c-a \ = \ ( c-b) + (b-a)\ '£ \ c-b \ + \b-a\ 
<. t - \ b-a t + I b-a I = t- • 

M.a.w. c is een getal uit X, dat verschilt van a en in de omgeving 
(a- t , a+€..) van a ligt. Daar ~ > O willekeurig was, volgt hier­
uit data verdiohtingspunt van Xis. 

Beschouwen we nu een (eventueel) oneindig verdichtingapunt van 
X +t , zeg oo • Beachouwen we een willekeurige omgeving ( p, oo) van 
oc. Daar oo verdichtingspunt van X ~ is, bevat X.,if een getal b > p 

( de toevoeging b /. oo is nu overbodig ! ) • Daar b verdiohtii9punt van 
X is, bevat X een getal c ) b. Dan is ook c > p. M. a.w. X bevat een 
getal c > P• Daar di t voor elke p geldt, is dus c,o verdiohtingspunt 
van x. Op analoge wijze behandelt men het geval, dat. oo verdioh­
tingspu.nt van X * is. 

Opg. 32. Behandel de voorbeelden 4 en 5 {p.23) 
Opg.33. Zij M een niet-lege, naar bovan begrenade verza.meling enc 
de bovenste grens van Iii. Als c ¢ M, dan is o zeker een verdichtings­
pu.nt van M. Is echter c ~M, dan is het mogelijk dat c een gefsoleerd 
punt van Mis (geef een voorbecld). 
Opg. 34. Zijn a en b niet-negatief, dan is ( a-b) 2 S \ a.2 -b2 \ • 

Opg.3:2• Latcm X en Y twee verza!,iJ.elingen van reijle getallen zijn. Dan 
wordt de verza.meling der verdichtingspunten van X UY gegeven door 
de vereniging van de verza.meling der verdichtingspunten van X en de 
verzam.eling der verdiohtingspunten van Y. 

9 8. Fugotie. Limiet.. Continurtei t. 
Het begrip functie, en wel apeciaal het begrip re~ne funotie, waal" 

wij mee te maken hebben, is ala volgt gedefini§erd-
Defipiti,. Zij X een niet-lege verzameling van re~le getallen. onder 
ean (re~le)funct1e op X veretaat men een voorschrift, waardoor aan 
elk getal ui t X op ondubbelzinnige Wijze een meel geteJ. is toegevo91d., · 
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We geven eerst enige voorbeelden. waarbij we steeds de v~rzame­
ling X opgeven, waaroJ? de functie gedefinieerd is, een willelrnurig 
getal van X door x aangeven en het daaraan door de functie toegevoeg-­

de getal door Y• 
1. y = 2x , y = I 5x+6 \, y = 2 (X = r). 
2. y = + X bevat alle getallen behalve O. 
3. y is het laatste cijfer van x 1 , X = N. 
4. y is de kleinst mogelijke J?Ositieve noemer van ecn breuk die 

x voorstelt, Xis de verzameling der rationale gctallen. 
5. y = 2x voor x > 0 en y = 3x2 - 1 voor x ~ ot X = r. 
Eeschouwen we in het algemeen een functie, ~edefinieerd op oen 

verzameling X,dan geven we het aan een willekeurig getal x e X door 
de functie toegevoegde gete.l a.an door f(x) en spreken van de functie 
f(x). Zijn er meer fu.ncties in het spel, dan gevon we deze aan door 
f ( x) , <p ( x) , g( x), f 1 ( x) , etc. '.lo noemen x de onafhank_cli_j__k _y_er_a_nQ..~-:-. 
lijke of het argu.Jllent van de funotie en y = f(x) (resp.g(x), enz.) 
de afhankelijk veranderlijfl:~ of de waarde van de functie. We wijzon 
er op, dat het niet nodig is 1 dat men de functie door een formule 
kan weergeven; eis is slechts dat y ondubbelzinnig bepaald is door 
x (zie de voorbeelden). 

Een funotie op N noemen we een rij. \~le geven het argument dan 
liever aan door n en plaatsen het in dmregel als index onderaan. 
Zo spreken we van een rij an en bedoelen daarmee een voorschrift 
waardoor aan elk natuurlijk getal n een re~el getal an is toegevoegd. 

1 Voorbeelden: ~ = 2n - 5, an= 4, an= n • 
Zijn f(x) en g(x) twee functies, gedefinieerd op eenzelfde ver­

zam.eling X, dan zijn ook f(x) + g(x), f(x). g(x), enz. funaties, ge­
definieerd op x. Is f(x) op X gedefinieerdt dan ook op X1 CX. 

Van een functie kunnen we een grafische vooratelling ontwerpen, 
in het Euclidische platte vlak. Daartoe tekenen we in het platte 
vlak twee onderling loodrechte assen, een X-as en een Y-as, met snij­
punt o. We denken r op de OJ? p, 20 aangegeven wijze afgebeeld op 
de X-as en ook op de Y-as. Zij nu gegeven een functie f(x) 1 gedefi­
nieerd op een verzamelingX,We voegen dm am een pmt xeX het punt van 
het platte vlak toe, dat x als projectie OJ? de X-as en y = f(x) als 
projectie op de Y-as heeft. Voor de zo verkregen grafische voorstel­
ling van de fu.nctie y = f(x) gelden dezelfde opmerkingen, als op 

~ 
p.20 gemaakt n.a.v, de afbeelding van r op een rechte. 
Definitie. Zij f(x) gedefinieerd op x. Dan zeggen we dat f(x) een 
limiet heeft in het punt a, en wal limiet b, geschreven +tm f(x)=b 9 f...,.a · 
indien het volgende geldt: 
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1. a is verdichtingspunt van X 
2. bij ~lf2. omgeving B van bis een omgeving A van ate vinden, 

zodanig dat 

f(x) e B als x ~ A, x e X en x I a. 
Men lette op het woord elke in de defini tie. Globaal gesprolrnn 

moet f(x) in een willekeurig kleine om.geving van b liggen als x maar 
boperkt wordt tot een voldoend kloine omgeving van a. 'Het punt a 
hoeft niet tot X te behoren, en evenmin wordt er, ingeval a EX, iets 
omtrent f( a) geeist; vandaar de toevoeging x /. a. Verder is de toevoe-­
ging x e X nodig, omdat anders f(x) niet gedefinieerd is. Ingeval 
X = r is automatisch x e X en a verdichtingspunt van x. 

In bovenstaande definitie mag het pun~ a, en ook het punt b, zo­
wel eindig als oneindig zijn. In de verschillende gevallen, die zo 
kunnen optreden, krijgt de definitie de volgende vormen: 

I. Zij a eindig, b eindig. Dan is±~~ f(x) = b, indien geldt: 
1. a is verdichtingspunt van x. 
2. bij elk posi tief getal i is cen posi tief getal o te 

vinden, zodat lf(x)-b I < c als Ix-al < ~ , x e. x, x /. a. 
II. Zij a eindig. Dan is lim f(x) = oo (resp._oo), indion geldte 

~➔ a 
1. a is verdichtingspunt van X 
2. bij elk re~el getal q is een positief getal 6 te vinden, 

zodat f(x) > q (resp. f(x) < q ) als Ix-a\ < _.5 , x E: Xt x /. a. 
III.Zij b eindig. Dan is i1m f(x) = b (lim f(x) ~ b), als x-oo X-+-oo 

1. oo (resp. -oo) is verdichtingspunt van x. 
2. bij elk positief getal e is een reeel getal p te vinden, 

zodat I f(x)-b \ < e. als x > p (resp. x < p) 1 x e. x. 
IV. We hebben lim f(x) = oo, indien geldt: 

X ➔ 00 

1. oo is verdichtings:punt van X 
2. bij elk reeel getal q is een reeel getal p te vinden zo­

dat f(x) > -q als x >pen x Ex. 
Analoge betekenis hebben xlim f(x) = - oo , 7 im :f(x) = ± oo • 

➔ OO X-+-oo 

Het enige punt, waar een rij an evt. een limiet kan hebben, is 
het punt oo (vgl. p 23, voorbeeld 3). Een rij heet convergent als 
hij een eindige limiet heeft in het punt x = oo; in alle andere ge­
vallen divergent. Een rij an convergeert dus (zie III), en wel tot 
de (eindige) limiet b, als er bij elk positief getal ~ een rang­
nummer n gevonden kan worden, zodat 

0 . 
l¾-b \ < e. als n een natuurlijk getal is > n 0 • 

Als b = O, spreekt men van nulrij• 

Definitie. Een functie f(x) op X haet continu in het punt a, indien 
geldt: 
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1. a 1a punt-vordichtingepunt van x. 
2. lim f(x) • f(a). 

X-+ a 
Omdat hier a oen punt van X ia, ie a ein~U.a. Do limiet 1a f( a) 

en du.a ook eindig. Op I lettende, hebbon we due: 
Ge;mlg. Een functie f(x) op X 1s oontinu in het punt a, dan en slechts 
dan ala geldt1 

1. a ia punt-verdiohtingspu.nt van X 
2. bij elk posi tie:f getal e is een poei tiet getal i te vin-

den zodat lf(x) - f(a}\ < e ala tx-al < I en z • x. 

We bebandelen nu enige voorbeelden. We w1jgen er op dat bet in 
geval I voldoende ie om bij elk poeitie:f getal e kleinor dan een 
zeker getal Ee een passende o te vinden. Imm.era is voor een 
zekere t en o a8ll de eis 2 voldaan, dan is die 8 ook goed voor 
alle grotere E • Evenzo is het in geval III voldoende om bij elke 
q groter dan een zekere q0 een paseende & te vinden. &is. 

1. De funot1e f(x) = 2x (X• r) is oontinu in elk eindig punt a. 
l3g;Ljg. Kies een willekeurig getal t >0. "!Je ·•1•tm lf(x) - 2al =-
21x-a I< e. als Ix-a\ < i . Bl1jkbaar voldoet d -ie.. 

2. De functie f(x) = o (constante funotie} ie oontinu in elk 
eindig punt a, want voor elke e. > 0 en elke & >0 is \:f(x) - f(a)I <- t 

ala tx-at < S • 
3. De fu.nctie f(x) = 3x2 is oontinu in elk eindig punt a. 

;twwiJ§• Kies willakeu.rig i > O. We hebben I :f(x) - 3a21 = 31:x:-a\. \x+a\ 
en moeten due een positief getal ! (uitera.ard niet van x a:t'hangendl) 
vinden, zodat uit 1x-a1 <- t volgt 3 tx-al. lx+al < e. • Nu volgt ui'b 

lx-a.1<1, dat 3 lx+al • 3 I (x-a)+2a I a 3 Ix-al +6 lal < .3+6 tal. Dienover­
eenkoms:tig voldoet ~ = min ( 1, )+i' 1 a\ } aan de vraa.g, want ui t 
Ix-al<.! volgt dan 

3 tx-al • lx+al < 3+6 ta.I • 3 lx+a. I< J+5 la.I • ( 3+6 !al) = f. • 

1 lim - = o. n ... oo n 
Bewija. Zij e eon willeketirig positief gota.l.;.Er is een na:tuurlijk 
tl 1 V 1 · 1 go a n0 > T . oor n > n0 s n > 6 , dus - ~ - \ ~- -0 l < & ., 

l:I::leruit volgt de bewaring. 
5.,,.,li.m (n2-5n) = oo • 

w-+00 2 
B§w;j.js. Voor n > 6 is n -5n > 6n-5n = n. Zia nu q een getal > 6. 
Iiezen we p = q. Voor n > p is clan tevena n -5n > q. Hierui t volgt de 
bewering. 

6. Zij voor elk rationaal getal x de !unctiewaarde f(x) = -1..., 
waar q de kleinste poa1t1eve noemer ia van de breuk: 1 gelijk aan ~. 
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Dan heeft f(x) in elk eindig punt limiet O (en ia dientongevolge 
nergens oontinu}. 
Bewija. Neman we een punt a (rationaal ot 1rre.tionaal}. ';7e weten al 
data verdiohtingspu.nt 1s van de versa.meling der rationale getallen 
(zie p.23, vb. 4~ Kiezen we nu een pos1t1ef getal •. We zoeken oen 
posi tief' getal I • zodat l!(x)-0 I • t(x) < e. als x rationaa.1, 
tx-a. I< cS en x /:. a is. Zij n0 cen na.tuurlijk getal met if- < e. • 

La.ten c en d twee gohele gotallen zijn met o < a < d~ Ala voor 
oen rationaal geta.l x uit bet segment (o,d) geldt f(x) ~if-, dan 

is x te sohrijven a.ls een breuk -:- met q • n0 • 0 

Voor de rationale getallon x, die niat te aobrijvon aijn a.ls 
zo'n breuk, ia f(x) < + . Nu beva.t het segment (c,d) eleohts ein­
dig veel rationale getalien, die te eohrijven zijn a.ls een breuk f 
met q ~ n. Bv. de getallen o end zel!. Onder die rationale getallen 

0 .!.L komt du.a een grootate voor~ zeg 1 , dat nog kleiner is dan a, en 
evenzo eenpkleinate, ;es _g_, iat groter is dan a. We kiezen nu 
S = min (L -a, a- _j_ )~2re dan x een rationaal getal ~ a met 
Ix-a I < f q~ dan is x \11et te sohrijven ala een breuk met noemar 
= n0 en due f'(x) < + , due f(x) <. t.. Hiermee is de bewaring aan-
getoond. 0 

Naast f(x} kunnen we een nieuwe tunctie f 1(x) ala vol.gt defi-
nitiren: 

{ f(x) als x rationaal is 
f (x)= 

1 0 ale x 1rrat1onaal is. 
Men gaa.t gema.kkelijk na, dat de.nook f 1(x), limiet O heeft in elk 
eindig punt. Blijkba.ar 1s t 1(x} continu in de irrationale en niet oon­
tinu (disoontinu) in de rationale punten. 

7. Zij b een vast getal > 1. Dan heeft de :rij 9n ;: bn limiet oo 

in het punt x = oo • 
Bewijs. Stellen web= 1+a, dan is a> O. Kraohtens de ongelijkheid 
van Bernoullli (zie (4.15),p.14) is de.n voor n ~ 2. bn • (1+a)~ > 

> 1+na > na. Zij nu q een willekeurig geta.l > 2a en neman we p = ~ · 
Is dan n een na.tuurlijk getal > p, dan volgt bn > na. > pa = q. 
Daa.ruit volgt de bewering. 

9. Het rfa]renen met lim.ieten. 
We kennen reeeds het begrip begrensde verzameling (zie p.17). 

We kunnen speoiaal de verzam.eling van de waardan van een tunotie be­
kijken.We komen dan tot 4e wlgende definitiea. 

Een :functie f(x), gedefinieerd op X, heet ntl[ lz9ven (Qftlf be-; 
Dtdeg) 9egrtn1a op X, indien er een oonetant getal X beetaat zodat 
K t} x resp. K • :z: voor ellce x e :t. Indien een 1\mctie zowel naar bovR 
a.ls naar beneden begrensd is, heat bij la!G:!!DIA• Ill hat laatate ge~ 
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1e c,r een oonstante IC, zodat lXI a I voor elke x • x. We bewijzen 
eeret 
(9.1) Laten f(x) en g(x) beiden gedetinieerd zijn op X en zij a 
verdiohtingepunt van x. Indien geldt :t~ f(x)• 0 en g(x) begrensd 
ia op I, dan geldt ook .:t~ f(x) g(x) = O. 
l§wi31• K.raohtens het gegeven bestaat er een poeitiet getal K, zodat 
lg(x)1 ii IC voor x e x. Zij t ean willekeurig poai tief getal en zij 
e 1 • 6 /K. Er bestaat kraahtens het gegeven een oqeving A van a, 
zodat lt(x)I < e1, ale x .e: X, x e A en x ,- •• Dan is ook l:f(:r:)g(:x)\ = 

• I :t(x)I • lg(x}I < IC e.1 • ! als x • x. x • A en x /, &• Dus is 
t:3'8 t(x)g(x) = O. 
Gey9l:g. Het produot van een nulrij en een begrensde rij is weer een 
nulrij. 

Vervolgens leiden we een aantal eigensohappen af voor het re­
kenen met limieten, die ala volgt eamengevat lcunnen worden. Laten 
weer f(x) en g(x} twee tu.notiee zijn, beiden gedefinieerd op X en 
zij a verdiohtingepunt van x. Zij :t~ t(x) = b, l~ g(:x) = c, b en 
o eindig. Dan geldt: 
(9.2) j!,i\' l:t(x}+g(x)} = b+o 

(9.3) 1~ cr.t(x) = ocb ( Cl(, een constante) 

(9.4} t-~ f(x)g(x} = be 

(9.5) :2-l.1\ 
1 _j_ als C f. 0. i('iT = C 

(9.6) f~ ff#= i.. ala C I o. g C 

Bewi;je.Ad (9.2). Zij E. een willekeurig positiet getal. Er is aen 
omgeving ~ van a, zodat 

lf(x)-b\ < ½t ala x 6 A1, x ~ X en x,f. a en een omge-
ving ½ van a, zodat 

lg(x)-c I < ½ e ala x E: A2 , x "- X en :x -/. a. 
Zij nu ! 3 de doorsrme van A1 an A2; dat is weer omgevi.ng van a (zie 
( 7. 7)). Is nu x E: A3, x e X en x I a., dan vinden we, onder gebruik•· 
making van de vorige regals en de moduluseigenaohap (7.5), 

l{f(x) + g(x)} -(b+o} I = f{f(x)-b} + {g(x)-c}I ~ 
alf(x} - bl+ lg(x) -cl< ¼i +¼e. = i .• 

Hieruit volgt de bewering. 
Ad (9.3). Z1j t. > 0, Br is een omgeving A van a, zodat 

I f(x) - b 1 < ,.,,r +'1 ale % E; A., X 6 X en X .;. a. 
Den is ook 

lcr.t(x)- Gt.bl • toe.I•• lf(x)-bl< letl • l«l•+ 1 <£ 

ala x • A, x • .I, x ~ a. Dils geldt ( 9.3) .. 
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Ad (9a4).Z13 e. een willekeu.rig positief getal <. 1.Stel K-max ( to\ +1,lb\) .. 
Er is een oqeving A van a, zodat tegelijkertijd 

lf(x)-bl < -,J,,.-, } .1 
1 c:r.. ale x • A, x • X, x ,. a •. 

lg(x)-ol < ~t 
Blijkbaar is K .- 1 en du.a, wegens e. < 1, 

lg{x)l • I {c(x) - c} + o I • jg(x) - o\ + lel 
< 2}rE. + 101 < 1+ lol -& K 

ala x EA, x • X en x ~ a. 
·;{e moeten het versohil f(x)g(x} - be bekijken; we herleiden 

f(x)g(x) -be• f(x)g(x) - b g(x) + b g(x) - be 

• {:t(x) - b} • g(x) + b. {g(x) - o}, 
Hieru.it volgt 

lf(x)g(x) - bo l, lt(x)-b l • jg(x)l + lbl. lg(x)-cl • 
Is nu x EX een punt Tan A, verachillend van at dan vol.gt 

I :f(x)g(x)-bc I < ~ i , K + IC. ~ , • t, 
Da.armee is (9,4) bewezen. 

Ad ( 9. 5). Zij c een willekeurig posi tief getal. Daar Io\ een posi­
tiet getal ie,is er een omgeving A1Tan a.,zodat lg{x)-o\< ½·IOI als xe A,, 
en x EX, x J a, Voor zulke xis da.n tevens, op grond van (7.6), 

lg(x)I ::i: le- {o-g(x)}\ iii lol ... lo-g(x)l 

>lcl -¼ lol • ½ IOI 

dus I g~x) - +I"' I~ I < ~ • I g(x) - o I , 
Nu kunnen we ook een omgeving ¾ van a kiezen, zodat 

I g(x)-o \ <. io2t. ala x 6 A2 , x • X, x /. a. 
Stellen we A1~ ¼ • A3• Dan is A3 een omgeTing van a, terwijl 

lg(x} - +\ < ~ • ie2s • e ale x • A.3 en x • X 1x .j a~ 
C 

Daarmee is (9.5) aangetoond. 
Ad (9,6). Is een gevolg van (9.5) en (9.4). 

Een direct gevolg van (9.2) t/m (9,6) is 
(9.7), Zijn f(x) en g(x), beiden gedefinieerd op X,continu in een (pun:t­
verdiohtingspunt} a. Tan X, dan ook f(x)+g(x), od'(x),t(x)g(x) en, ir16e-

val g(a)~ o, ook g{x) , !~~~ • 
Door speeialieatie "8,ll bo"Nnsta.ande beweringen verkrijgt men de ana­

loge stellingen over rijen. Men merke op dat de bewijzen doorgaa.n als 
a = oo of - 00 • 

Bovenstaande eigensohappen gaan niet zonder meer door a.ls b of c 
oneindig zijn. 
Wel hebben we b.v. (onder overigens gelijke voorwaarden): 



(9.8) Ia x1..!t f(x) • b > o, ~ .. ~ g(x) • oo I dan is 

x!.11 f(x)g(x) • oo , xl4-1 ~ • O; 

i.b.b• geldt dusz 
(9.9) is x;.11 g(x} • co , da.n is x~I ~ • o. · · 
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»u,~1.Er is een omgeving A1 van a, zodat t f(x)-b I <. ¼~ en du.s 
f(x)-b < ¼b, ofwel f(x) < + b 
en b-f(x) < vb, otwel f(x) > ib, 
indien x • A, x • X, x •"' a. Zij nu • > o. E:r ia dan ook een om.geving 
½ van a, zo4at 

g( x) > + q ala x • A2, ,: e X, x I a. 
Voor x 6 Al• A1 o ,½, x • X, x ~ a 1s g(x) poeitief, due f(x)g(x) > 

> ¼b&(x:) > q. Daarmee is het eerste 4eel van ( 9.8) aangetoond. 
Zij verv-olgens ~ > o. Er 1• een omgeving A2 van a, zoda.t 

g(x) > ¾ als x 6 A2, x • X, x ,,I. a. Stellen we A1n A2 = A3• Voor 
x • A.3, x • I, x ,J a is dan zeker g(x) positief en due 

~ < ...p-. g(x) < -P-• * • E. • 

Daarmee is ook het twaede deel Tan (9.e.) aangetoond. 
De bewaring (9.9) volgt door in (9.8) te nemen f(x) = 1, 

T 2e PlltUAi!m • 
1. De funotiers !(;~) • x2 • f(x) • x3, t(x) • ax3+bx2 +ex +d, 

enz. sijn overa.l oon~inu. 
2. De functie !(x) • t ta oon11nu 1n elk(eindig)pu.nt at O. 
J.,..lim .....Lx • O, xlim --..r • 0 (pas (9.9) toe met g(x:) = x of 

2 -. - OO - OQ Xe. x, a• O). 2 
4. lim 2~ +l • 2 • 

X-+oo 5x +x+1 T 2 2 
~e kunnen 1mmera herleiden ?x2 + 3 • _g+3L! 2 • Van de laatste 

5x +x+i 5+1/x:+1/x 
uitdrukking kwmen we op grond van voorgaande reeulta.ten de limiet 

van de teller en de limiet van de noan.er bepe.len. Daze zijn res:p. 2 
en ;. Toepaasing van (9.6) levert de uitkomst. 

Opg1J§. Z1Jn 8n en bn nulrijen, den is ook 9n+bn een nulrij. 
Opg1JZ• Bewije door V'Olledige inductie naa.r n, dat voor elk natuur­
lijk getal n de f'unctie f(x) = xn overal continu is. 
Op_g.J§• Een polynoom in x, f(x) =toy• is overa.l eontinu. 

2H,l9• Ondersoek volledig bet gelirag van de tunctie 
t(x) • ~ ! I (a, b, o, d oonstanten) voor x .... oo. 

01?61t*O. X..t voor elk retiel gete.l x het groots1Je gehele getal =' x 
aancegeven worden door [XJ. Ga n&t 1n well:e puntan de tu.notie 



an I 32• 

Opg1 4!• Bewije dat de rijen ~ • (-1)n n, ~ • (-1)n divergent sijn. 

0RSa42• Zij 8n een nulri~ en zij ~ > 0 voor elke n. Geet een Toor­
beeld van zo•n rij en bewijs algemeen nlim _j_ • oo. 

-oo 8n 

§10. Ngg eptge 99neeguent+es yan p.;ioma c. 
I. We beginnen met een oriterium af te leiden vocr het beetaan 
van eon eindige limiet van een tunctie in een gegeven punt. Voor 
rijen is het bekend onder de ne.a.m oonvergentieoriJer~y YJ,P Ca.u.c&y­
Bolz@Q en in zijn algemane gedaante luidt het als volgt. 

Zij f(x) gedefinieerd op Xena verdichtingapunt van X. Nodig 
en Toldoende Toorwae.rdo, opdat f(x) een oindMe lim.1.,et heeft in het 
punt x = a, 1a ·dat er bij elk posi tief getal e. een omgeving A van 
a gevonden kan worden, zodanig dat 

lf(x1)-f(x2 )\ < a ala x1, x2 e A en x 1,x2 E': X; x,,x2 /. a.. 

Bewijs. '/Ve tonen eerst aan d.at de voorwaarde nodig is; dit 1s het 
makkelijkste deel ·van het bewijs. Zij dus gegeven xJJi f(x) = b met 
b eindig. Zij t > 0 willekeurig gekozan. Er is een omgeving A van a, 
zodat 

(1) lf(x)-bl<{·f. alsxe:A,xeX,x/.a. 

Zijn nu x 1 en x2 twee getallen uit A, verschillend van a en behorend 
tot x, dan volgt door toepasaing van de moduluseigensehap (7.5) 

lf(x1)-f(x2)\ : l{f(x1)-b} - {f(x2)-b}I ~ 

~ I f ( x 1 )-b \ + j :f ( X2 ) -b I < t ~ +½ t = t • 
Due is de voorwaarde vervuld. 

Vervolgens tonen we aan, onder gebruikmaking van de stalling 
van de bovenate grena (p.17)- die een voortvloeisel is van de snede­
eigenschap-, dat de voorwaarde ook voldoende is. We gaan eeret een 
getal b zoeken. Ondersteld is nu due, dater bij elk positief getal e 
een omgeving A van ate vinden is, zodat (1) geldt. 

In het bijzonder is er een omgeving A1 van a, zodat 
jf(x1)-f(x2 )1 < 1 ale x1,x2 E A;x1,x2 ~ X; x1,x2 /. a. 

We kilezen voor x1 een vast getal /: a ui t A1 f'\ x. Voor elk getal x u.i t 
A1 A Xis dan lf(x1)-f(x)I < 11 du.a 



t(x1)-f(x) < 1 , of'wel f(x) > t(x1) - 1 

f(x)- f(x1) < 1, of'wel f(x) < f(x 1) + 1 ; 
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m.a.w. de verzameling van de correaponderende :tunctiewaarden is be­
grened. ':'le beschouwen nu de verzameling V van de getallen v met da 
volgende eigensohap& 

elke OIJl8eving A van a bevat een getal x .,l a met x: e X, v .16 f( x:) • 

Is v een getal van v, dan heeft o.a. A1 daze eigensohap en is op 
0 rond van het bovenstaande du.av< f(x 1)+ 1. Verder bevat elke om­
goving A van a een getal x /:. a met x e, X, t'(x) > f(x 1 )- 1. Want di t 
geldt voor de doorsnede van A en A. 1• Dus is f(x 1 )- 1 E v. Dus is V 

eoo niet-lege, naar boven begrensde verzameling, en·-heeft d:ua een bo-• 
vonste grens, zeg b. \"le zullen aantonen dat b de limiet is van f(x) 
in het punt x = a. 

Zij e > 0 willekeu.rig gekozen. Zij A eon omgeving van a, zoda-t 
I f(x:)-f(x 1 ) I < ¼ f. als x,x 1 Er A; x,x • • X; x,x 1 /; a. 

Dia omgevine; beva.t een getal x' ;I: a met •X • G X, b-i \ -< f( x 1 ) .:Ii! b, 
due lf(x')-b(<½t. • Voor x 6 A, x e:X, x: .,- a is dan ook 

lf(x)-bl = lt(x) - f(x') + f(x 1 ) - bl 
~ lf ( X) - f ( JC I )l + I f ( X I ) - b I < i f.. + i '- = f. • 

Dus is x!;:i f(x) = b, waarmee de bewering volledig is aangetoond. 
Gevolg. Een rij an convergeert dan en slechts dan, ale er bij elk 
positief getal t een rangnummer n0 is te vinden, zodat 

I an - am I < f. als n , m > n 0 

. ' . 
II. We kennen reeds de term segment (zie P• 22). 
Uiteraard is een segment een eindia interval. Onder de lengte van een 
segment (a,b) verata.an we het (positieve) getal b-a. Een rij segm.en­
ten zal zijn een voorschrift, waardoor aan elk natu.u.rlijk getal n ecn 
segment, zeg (an,bn), is toegevoegd. De lengte van het nde segment is 
bn-8n ; daze getallen vormen een rij. Onder een iQ.!. nul inkri?112~n.9~ 
rij segmenten wordt verstaan een rij segmenten (an,bn) met de volgen 
de eigeneohappen: 

1. voor elk natuurlijk getal n is (an+ 1,bn+ 1)c(an' bn) 

~ • n ~ 1'o ( bn -"n ) = o • 
De voorwaarde 1 is aequivalent met an~ 8n+ 1 , bn+i ~ b. Een voor­
beeld van een tot nuJ. inkrimpende rij segmenten is (0,2-B}. We bewij­
zen nu algemeen de z.g .. 

_q.tf!.~ XM Al ~nt1r:m).gobA);tliSS• :Bij een tot nul inkrimpende rij 
aep,enten is er ,,n pu.nt, dat tot elk segment behoort. 
BJ•i~I• Laat (9n, bn) de rij segmenten zijn. Zijn p en n twee na-
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"-u.urlijke getallen met n > p, 
volledige inductie naar n (te 
Evenzo geldt b .& b voor elk n q 

dan is ap - ~; men toont dit aan door 
beginnen bij n = p+1, zie opg. 16). 

tweetal natuurlijke getallen q en n mot 
n > q. Ui teraard is steeds an < bn. Dua geldt voor elk natuurlijk 

6atal pen elk natuurlijk getal q, dat ap< b4• 
Hieruit volgt dat de verzameling der getallen 9n begrensd is, o.a. 

door het getal b1• Zij oc. de bovenste grena van deze verzameling. 
Dan geldt « ~ 8n voor elke n. Verder volgt ui t bet bovenstaande 
dat voor elk natuurlijk getal m het getal bm een majorant is van de 
verzameling der 8n. Dus geldt ook <x.. $' b:m. voor elke ni. Dus is oc. 
oen punt dat ~ot elk segment (9n, bn) behoort. Een van oc verachil­
lend getal /5 , zeg met fo > 0( , kan niet deze eigenschap hebben: 
ui t an ~ ex., bn ,.:= ,..e voor elke n zou volgen °n-6n ;g,.&_oc. voor elke n, 
in strij d met de eis nlJ1:1, ( bn-an) = O. Hiermee is de stelling volle~ 
dig bewezen. 

III.Een eindige verzameling heeft geen verdichtingapunt. Anderzijd□ 

geldt de 
.::3tellin~n_:§.o_l.~~-n.o_-:-..Yl~l~tra.ss. Een begrenfde, oneindige verzame-
1 ing van reele getallen heeft een (eindig) verdichtingspunt. 
Bewijs. Zij X die verzameling. We beschouwan de verze.meling V van 
de getallen v met de eigenschap: 

voor s:echts eindig veel getallen x uit Xis x < v. 
Elke minorant y van X behoort tot V, want daarvoor is x ~ y voor elke 
x ~ x. Geen majorant z van X behoort tot V, want daa.rvoor is x ~ z 
voor elke x ~ x. Dus is Veen niet-lege, naar boven begrensde verza­
meling. '.'le beschouwen de bovenste grens c van V en beweren dat dit 
een verdichtingspun t ,.•an X is. Inderdaad, kiezen we willekeurig e. :> 0, 

dan is x < a - e voor slechts eindig vele getallen x e X en x < a+ t 

voor oneindig vele getallen x 6 x. Dan bevat het open interval 
(a- e , a+ t ) zekcr een getal van X, verschillend van a. Daaruit 
volgt de bewering • 

.9:gme_rki._n..e,. Soms zegt men dat een niet-lege verzameling M, die niet 
naar boven begrcnsd is, bovenste grens oo heeft, en dat een niet­
lcge verzameling M, die niet naar beneden begrensd is, onderste grens 
•· :.'<> heeft. 

§ 11 • .Q.Q!!.~~que fu..ncties. Overdekki_p_g_sstelling. 
Is elk punt van een verzameling X tevens verdiohtingspu.nt van X 

en is f(x) gedefinieerd op X en continue in elk punt van X, da.n h.&et 
f ( x) .£.gp...,tiJl:u.e .. o..R._d_e •• v .. e.i:~Elllleling X. We ga.an nu enige eigensohappen be 
wijzen van functies, die gedefinieerd en oontinu zijn op een segment 
(a,b). Da.arbij zullen we steeds een rij segm.enten (9ntbn) (n=0,1,2, •• 
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conatrueren door horhaalde tweedeling van het sep.ent (a,b), zodaniB 
48.t geldt: 

(a0 ,b0 ) ie het segment (a,b); voor elk natuurlijk getal n is 
(1) (8b_, bn) hetzij bet segment (8n_ 1,i(9u_1+bn_1)) hetzij ~et seg­

ment (i(9n_1+bn_ 1), bn). Voor zo'n rij hebben we bn-an = 2- (b-a), 
wegens nlim2-n = 0 (zie voorbeeld 7, p.28 en stelling (9.9)) dus 

-00 

n~il£,(bn-9n) • O. Du.a krimpt hij tot nul in; volgens de stelling van 
de intervalschskclm« is er dan 64n pu.nt o • dat tot elk segment 
(8n,bn) behoort. Is nu i een willekeu.rig positief getal, dan is er 
eon natuurlijk getal n, zodat bn-8n <: o , wegens 8n .1 o .I bn dus 

c-8n < f en bn-o < S, ofwel 9n > c _ S en bn < o+ l ; m. a .. w. de 
J -omgeving van c bevat het segment (9n,bn), due ook alle volgendc 

segment en ui t de ri"j.. 

I. DoorlopendheidaeisenschaR• Is f(x) gedefinieerd en oontinu op hct 
segment (a, b) en is r gelegen tussen f(a) en f(b), dan bevat het seg­
ment (a,b) een getal c met f(o) = 1. 
Bowijs. Is -r = f(a) of T= f{b), dan hoevan we nieta te bewijzen. \7o 
mogen ons dua bo:perken tot de gevallen f'(a)< 1 < f(b), :f{b)< f<.f(a) 

We behandelen eerst het geval, dat r = o. Dan geldt, dat f(x) op 
het segment (a,b) zowel positieve ala niet-positieve (zelfs negatic­
ve) waarden aanneemt. Daar de beide segmenten (a,¼(a+b)) en (¼(a+b),b) 
het punt i(a+b) gemeen hebben en hun vereniging (a,b) is, moet f(x) 
op minstens e6n van beid~ zowel poaitieve ala niet-poaitieve waarden 
aannemen. We kiezen er zo cen uit en noemen het (a1,b1). Door herhaling 
van dit proc6de zien we in, dater een rij segmenten (a0 ,bn) bestaat 1 

waarvoor (1) geldt, terwijl f(x) op elk segment zowel poaitieve als 
niet-poaitieve waarden aanneemt. Zij c het gemeenschappelijke punt 
der aegmenten. De fu.nctie f(x) neemt dan ook op elke omgeving van c 
zowel positieve ala niet-positieve waarden aan.Was f(c) ~ O, dan zou 
er echter, daar f(x) oontinu is in het punt o, een 8 > O zijn, zoda.t 

lf(x) - f(o)\ .c: )f(c)\ ala a~ xiii b, lx-cl<o; 
voor de cenoemde x zou f(x) hetzelfdo teken als f(o) hebben, hetgeen 
in strijd is :m.et hat vorige. Dus is f(c) = o. Daarmee is de eigenschap 
b0wezen ingeval , = o. 

Het algemene geval vole;t nu door het vorige toe te paesen op de 
funotie ~(x) = f(x)- T· 

II.§:!it\•1:M• Ia f(x) gedef1nieerd en continu op het segment (a,b), da.~ 
is f(x) op 4at segment begrensd en neemt er bovendien zijn bovenste 
on onderste grens ale waarde aan ( heeft er dus een maxim:wn en een 
minimwa). 
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,'.13e.'!'11~· We m..'3.ken gebru1k van het volgende :t'ei t. Ia f(x) gedefin1eerd 
op een verzameling Wen is W de vereniging van v1 en v2 , dan heeft 
f(x) op minstens e6n der verzamelingen v1 en v2 dezelfde bovenste 
g1•ens/onders'te grens. Dit goldt ook als f{x) niet begrensd is op W, 

Zij r do bovenste grens van f(x) op het segment (a,b). Op 
dinstens een der segmenten (a,·}(aw-b)), (i(a+b),J;)) heeft f{x) weer 
:,)Venste grens 7 • Door herhaling van dit proo6d' vinden we dat er 
c~n r1j segmenten (9n,bn) bestaat, waarvoor (1) geldt, terwijl f(x) 
J~· elk segment bovenste grens T heeft. Zij o het gemeenschappolij~c: 
p~~nt van c.1.') eegmenten. In dat punt c heeft f(x) een zekere waarde 
f(o) en is f(x) continu. Er is du.a een a > o, zodat \f(x)-f(c)\ < ~ 
en due f(x) < f(c)+1, ale a~ x" b en lx-o\ < <l • Bijgevolg is f(::) 

begrensd op do verzameling van de getallen x met a Iii x i1' b, Ix-cl< S • 
t- '.'.derzi j de heeft f(x) bovenste grens 7 op elk der in die verzameling 
te::,rs.tte aegmenten (~, bn). Dientengevolge is 1 eindig. We tonen nu 

, · ·1 f(o) = r. Allereerst is f(o) > 1 uitgesloten, ~egeng.~~J(x):-: 'f· 
·,,·h,:is f(c) <'f uitgesloten, omdat er anders eon J > 0 was, zo-

C.3. t 
t f ( x) -f ( c) I < ½( r -f ( c)) , due f ( x) < t( r +f' ( o)) a.ls a .ii x =ab, I x-c I < f 

L;.~ er 11.ts een segment (an,bn) wei.s, waarap f(x) bovenste grens 
::. i( r +f ( c)) < r had .. Dus is f( o) = 0 • Op dezelfde manier toon t 
1.1en aan d3.t de onderste grens )'' van f(x) op (a, b) eindig is en da '; 

u. een punt; d is met f( d) = ;r' . Daarmee is de stalling bewezcn. 

III Zij een functie f(x) gedefinieerd en continu op eon verzam.eling 
x. Zij t e€n positief getal. Kr~chtens definitie ku.nnen we dan voor 
elk punt a. E X cen getal o > 0 vinden, zodat I f(x)-f(a) I<. e. ala 
1.,.-a1 < 8 , x e x. Hierbij voldoen bij bepaalde a verschillende C : s 

::;1,rm da vraa.g, b. v. als S voldoet, dan ook elk kleiner poai tief gc · 

t-31 E' • Het kan gebeuren, dat er een vast getal cf is, dat voor 
0lke a e X a.an de vraag voldoet. Dan is dus If( x 1 )-f(x2 ) l < , ala x 1 
·::n :ir2 twee punten van X zijn met lx 1-x2 I < & • We treffen nu de 
volgonde 

.Dt:fi'l'l_:i,-tL·~ • Een functie f(x), gedefinieerd op een verze.meling X, die 
g,,_1f.:el i.;;i t p:r:. l-verdichtingspunten bestaa.t, heet uniform ( gelijkmai:_ig 

c 1 \"":.:i."'"~\2,. op X indien geldt: 
· ij elk posi tief getal e is een posi tief getal d te vinden, 

~?dat 
lf(x 1 )-:f(~) I< s. ale x 1 ~ X, x2 E X, tx: 1-x21 < 8 . 

Een bele.ngrijk bu.lp:rdddel is voor ona de z.g • 

.Q.v;er.dekkipgs_et,.!l.l.1p...&.-,11.ll\.~e-:Bor1~• La.at er eE:11 voorsohrift bestaa~· , 
·9~door er aan elk getal o van het segment (a,b) een omgeving 
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( o- t.( o), o+ ,( o}) is toegevoegd. Dan is er een eindig aantal pu.n ,c•n 
c1,o2, ••• ,cn, alle tot het segment (a,b) behorende. zodat de verenj­
ging van de bijbehorende intervallen (c1- ~(o1), c1+ e.(o 1)), 
(c2- t.(c2 ),o2+ e.(c2 )), ••• ,(cn- e.(cn),cn+ e.(on)) het segment (e.,b) 

overdek:t. 
1)cw1je. '.'ie bewijzen de stelling ui t het ongerijmde. Stel eBns dat 

het segment (a,b) geen eindige overdekking 11 toelaat 11 • Dan geldt het­
zelfde voor minstens ~ender eegmenten (a,i(a+b)), (i(a+b),b). Alge­
meen bestaat er dan zel:fe een rij segm.enten (9n,bn)• waarvoor (1) 
geldt, terwijl geen dier segmenten een e1nd1ge overdekking toelaat. 
Zij o weer het gemeenschappelijke punt. Daaraan is door het voor~ 
schrift een omgeving (c- e(c}, c+ c(c)) toegevoegd. Die om.geving 
laat een eindige overdekking toe, n.l. reeds door de ene omgeving 
(c- t(c),c+ a(c)). Anderzijds bevat hij een segment (8n,bn)' dat 
zich zelfe niet eindig laat overdekken. Dat is een tegenapraak. Daar ... 
mee is de stelling bewezen. 

We bewijzen nu de volgende 
,§_telling. Is f(x) gedefinieerd en oontinu op het segment (a,b), dan 
is f(x} ook uniform continu op dat segment. 
:Sew:i;J!• Zij 1: > O.willekeurig gekozen. :Sij elk punt c van het eegn,,.,r, ... 

(a.,b) is er een poeitief getal J" (o) te vinden - dat in het algcmcon 
van o afhangt - , zo da t 

\f(x}-f(c)l < ½e. ala a :1 :x: 1i b, lx-c\ < o (c). 
We voegen nu aan elk punt c van het segment (a,b) het open interval 
(c-i G(c), c+½o(c}) toe. Volgens de overdekkingsatelling is er dan 
ecn eindig aantal punten c1,c2 , ••• ,cn' tot het segment (a,b) behoren­
de, te vinden zodat het segment (a,b) bevat is in de vereniging van 
de bijbehorende intervallen ( c1-½ o ( ci), ci +½ o ( ci). Zij cf het 
kleinste van de n getallen ½ <f ( o 1), ½ .f ( c2 ), •.• ,¼ <f (en) en beschau -
won we eenstwee getallen x1 en x2 uit het segment (a,b) met !x1-x2j<o · 

Er is een natu.urlijk getal i ~ n, zodat x1 behoort tot hat open in­
terval ( c1-½ o ( ci), c1 +t <f ( ci), dus zodat I x 1-c1 l < ½ o ( o1 ). Dan is 
ook lx1-ci! < o (c1 ) .. Y.'egens J'-. i J' (c1 ) is verder lx2-c11 = 
= f(x2-x1)+(x 1-ci)I •lx2-x1 1 + lx 1-o1 1<&+½ &'(c1 ) ~ cf(c1 ). Uit de 
keuze 'Van o ( c1 ) volgt dan 

ff(x 1)-f(o1 )1 < ¼i , lf(x2 )-f(c1 )1 < ½e • 
DI.ls is \f(x1)-f(x2 }1 < t • Daarmee is de etelling bewezen. 

We tonen nog eene 1n een voorbeeld lange directe weg de uniform~ 
contimlttei t &ath Zij a een vast getal met O < a < 1 • We will en be­
wijaen dat de funotie t(x) = }, overeenkomstig de laatste stellin3 1 

uni;fo:na oontinu is op bet .segment {a., 1). Zijn x 1 en x2 twee puntan 
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uit dat eegm.ent, dan is 

I 1 1 \ = \ ~2-x 1 \ • I x 1-x2 \ . 
x,' - ½ x1x2 a2 

Ie nu e > 0 gegeven en kiezen we o • a2• E , dan volgt u1 t 
1x1-x2t.c:.d' inderdaad lf(x1)-f(x2 )1< e. 

De tunctie f(x) = f is ook gedefinieerd en oontinu op het rechts 
gesloten interval (O, 1). '(le la ten zien, dat hij da.ar niet uniform 
continu is door aan te tonen dater b.v. bij ~ = 1 geen u.niforme o 
is te vinden. Inderda.ad, zij S een posi tief getal en etellen we 
i 1 = m.in ( 1, cf ) • Voor de punten x 1 = o 1, x2c ¼ o 1, beide tot 

hat interval (0,1) behorende, is dan 
I x 1-x2 \ = ½ o 1 < d , l L - L l • ¼:- it 1 • x1 x2 I 1 

Dus voldoet o niet aan de vraag. 
We merken nog op, dat bovenbeschouwde 

is in het rechts gesloten interval (0,1) 
fu.notie ook niet begronsd 
( vgl. II). 

§ 12. Samengestelde, monotone, inverse functiea. 
Laten X en Y twee verzamelingen van getallen zijn. Laat op X 

een functie f(x) gedefinieerd zijn en op Y een :f'unctie g{y). We 
onderstellen dat de waardenverzameling van de functie f(x) deel uit­
maak:t van Y, a.w.z. dat y = f(x) E: Y als x e X (b.v. f(x)=2x+x3 , 
X het segment (0,1), Y het segment (0,3) of een dat segment omvat­
tende verzameling). Aan een getal x van Xis dan toegevoegd een ge­
tal y = <p (x) van Y en daaraan een getal g(y); da.t laatste getal 
stellen we voor door g( <p (x)). Er is zo een nieuw voorschrift f(x) 

ontstaan, van toepassing op elk punt van x. We noemen het een samen­
gestelde functie van x, gedefinieerd door tussenkomst van de functies 

<p (x) en g(y). Zo is g(2x+3) samengesteld uit q>(x)=2x+3 en g(y), 

~+ 1 uit m = f(n) = n+1 en am, {<9(x)} 3 uit cp(x) en g(y)=y3 1 cnz, 
Onder de bovenstaande onderstellingen omtrent X,Y, cp(x),g(y) bewij­
zen we nu eerst het 
Cgntinutte1tatheorema van de samengestelde functie. Zij a punt-ver­
diohtingspunt van X, b punt-verdichtingspunt van Y en b = f (a). 
Indien dan ,<x) oontinu is in a en g(y) continu is in b, da.n 1s ook 
f(x) = g( f (x}) continu in a. 

Globaa.l gesproken: een continue functie van een continue functie 
is een oontinue funotie. 
l!iWijEh Zij e. > 0 willekeurig gekozen .. Dan 1s er een getal 'Y) > O, 
zodat lg(:,)-g(b) I< ,s. als 1:,-bl< 1), y e y. Bij 1) k:u.nnen we & > 0 

bepalen modat I• (x)- cp (a)I = I• (x)-b \< '1 ala Ix-al< d , x f: X, 
Daar T(X) e Y, ala x • .I, hebben we due: 
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u.i·t ix-a I < .5' , :x e X vol.gt lg( ~ (x ))-g( (fl (a)) I < s. " Daarmee is c1v 

etelling bewezen. 
Voorts geldt ht·t - iets geoo:i.n.plioeordore -

.Limi '!tt.li_~ema _..Yfil'.l.._k_~J!ffi...8_?).g_e..§..lli.!~ _;t}}no_t u. Z1 j a ver di ch tings punt 

van X, b verdichtingepunt van Y, x~i <f!(x) = b, it¾g(y) = c 

(a.,b,c eindig of oneindig). Dan geldt x~i g( <fi (:i::)) = c, tenzij 

zich ·tegt:lijlrnrtij d de boide vclgonde 01nstandighaden voordoen: 

1 .. elke omgeving A. van a bevat punt1;,n x ,J a met x 6 Xt f»(x) = b 

2. g( y) ie d.iscontinu in y = b. 
Qm.~l'-lfil16• Is b oneindig, dan g1;ldt 1 kcnnelijk niet en doet zioh. 

het uitzonderingegeval due niet voor. 
$Wije. Zij C €:tm willekeurigc omgeving van c. Dan is er een omgeving 

B va:n b, zodat g(y) (: Cl, e.ls y eB, y ~ Y, y /. b. Bij B is een omge­

ving A van a to vinden, :zodat lf)(x) E: ::S a.ls x e. A, x eX, x /. a. 

Voore.lsnog kunnen we hil~rui t allean concluderen,, dat g( Cf (Jc)) e C 

indien x.;;.. A, x & X1 x /.a, ingBval voor zulke x steeds cp {x) /c b is. 

We zijn dua klaar, als de omatandighoid 1 zich n,_ie_i;l. voordoet, dan 
is er ean omgeving A0 van a, zodat uit x t1 A0 , x e- X, x ~ a volgt 

f{>(x) f. b en lrunnen we i.p.v. met A met A f\ A0 werken. In het tc,­

genovergestcldc goval wordt de zaak beslist door de vraag of g(b) 
al dan niet gelijk is aan Y~i g(y). 

Toepa.ssingen. Uit rt~~an = ot Yolgt n\i~ an+ 1 = ot , n~~ an2= Cl(. 

immers lim (n+ 1) = oo , . lim n 2 = oo an li.m. a1 = oc • n-oo 11-+60 ID➔ CX) n 

Uit x!tf f(x) = b(/- ± oo) volgt ±~a ( 2{f(x)J 2+4f(x)+5] = 

- 2b2+4b+5. 

Uit x~i f(x) = b (eindig en I- 0) volgt x~W ~ = ~. 

Zij f(x) gedefinieo:rd op X, a. een getal. Noemen we X~ de verza.­

meling der getallen x met x € X, x ~ a en X 11 de verzameling der x 
a 

met x e X, x ~ a. Heeft f(x), beschouwd als fu.."1ctie op X~ 1 limict 

bin het punt a, dan wil dit zeggen: 

1) elk open interval ( a- o, a) bevat oen punt van X 

2) bij alke o:mgeving B van b is een getal d > 0 te vinden, zo-

dat t(x) ~ B ale :x: e- X, a- & < x <a• 

We zeggen in di t geva.1 det a ]..1,p.k~cQ_tingspufil van X is ( a is 
dan zeker Yerdiohtings:pu.nt van X) en dat f(x) ,!_:i_nJf..lll"~ b heeft 

in het punt x :::. a, geaohl'even x~-f-f(x) = b. Is bovendien deze 
linkex-11.m.iet gelijk a.an f( b), de.n zaggen we dat f(x) links-con~l! 

is in l::h Ane.loog de:finilJren we: ~-OfilS verdicJ::!t~.1?.A~nt ,l:!S-~1?..tl-l:J.~_rtt • 
reohts-oontinu. 

Een tunctie :f(x), gedefiniaerd op X, heet 
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telltens voor alle etellen gete.llen x1,x2 • X met x2 > x 1• 
StelliBS• Is f(x) 1od.ofinieerd en m.onotoon op X, dan baste.an 

x!.11- f(x), x14-i+ f(x) (a eindig), x~1!J(x), 

1ndien elechts het betreffende punt links verdiohtingspu.nt / rechts 
verdiohtingapunt / verdiohtingepu.nt van Xis. 
lk!!ijg. le t(x) monotoon,dalend, dan is -f(x) en ook f(-x) monotoon 
stijgend, enz. Heeft f(x) een rechterlimiet 1n het pmt a, dan heeft 
f(-x) een linkerlimiet in het p.mt -a en om.gekeerdJ heef't f'(x) een 
limiet voor x - oo, dan hee:f't :f(-x) een limiet voor X ➔-oo en omge­
keerd. ~p grond van een en ander is het voldoende de gevallen te 
beschouwen, wae.rbij f(x) monotoon niet-dalend is en a 11nk:s-ver­
dicht1ngspunt resp. oo verdichtingapunt van x is. 

' 
Zij allereerst a eindig en links-verdichtingspu.nt van X. Zij 

1 = sup f(x) ( evt. oo , zie opn. p. 311). Is , eindig, dan redeneren 
X<a,x 6 X 

we ala volgt. Zij e. > 0 willekeurig gekozen. Er is een getal c < a 
met c '" X, r - ~ < f{ e)iii)', vanwege de eigensoha.ppen van de bovenste 
grens. Daar :f(x) monotoon niet-dalend verondersteld is, ie f~x);g f(c) 
ale x > c. Dus is -, - e. < f (x) =i -, , indien x e X, a- o < x < a, als 
we stellen d = a - c. Daarmee is bewezenxlim- f(x)=,. Is 1 = oo, .... a 
dan redeneren we aldus. Zij q willekeurig. Er is ceen Bettl c < a met 
c 4ir X, f( c) > q, Dan is ook f(z) > q, ale x E: x, a - o < x < a 
( o = a - c). Dus is ook in dit geva.l xlim- f(x)= J. 

➔ 9. 
Is oo verdichtingspunt, dan volgt door een geringe wijziging in 

bovenstaande redenering :x::u.znco f(x)= , , waar T = x~Px: f(x). Daa.rmee 
is de stalling geheel bewezen. 

G,ev9lg. Een monotone rij an heeft steeds een 11miet voor n .... oo , 

hetzij eindig, hetzij oneindig. 

We me.ken nog een op:a.erking over het geval dat een :f'unctie f(x) 
gedefinieerd en monotoon is op X en een eindig punt a zowel links­
ala reohts-verdiohtingspunt van X 1s. Volgens bovenstaande stelling 
baste.an dan xl.l.1"1; f(x) en xl.¼_m! f(x). Deze limieten behoeven niet 
aan elka.e.r gelijk te zijn. Zo is b.v. de tunetie f(x)= [x) (zie 
opg. 40, P• 31 ) gedafini•erd en aonotoon ni et-dalend op r ; is a een 
geheel getal, dao ie xll!D;tx] = a-1 en x1lm; txJ= a.. Zijn ze niet 
aan elkaar gelijk, dan bests.at, zoals men gemakkeli~k 1nziet, 
x~ f(x) niet. Zijn ze wel aan elkaar gelijk, d.-n ie 

xl~ f{x) = xl-1.-: f(x)= x~a f(x) .. 



·.1e beechouwen een tunotie f(x), ged,finieerd op X, met de volgenue 
eigenachaps 

ia x1 I x2 (x1t x2 • X), dan is ook f(x1) ~ f(x2). 

Laten we de verza.m.eling der getallen f(x) (x ~ X) door Y vooretel­
len. Bij elk getal y ~ Y (en geen ender) is dan precies ,,n getal 
x EX te vinden met f(x)= y, m.a.w. xis een functie van y, gede­
f'inieerd op Y. We noemen het de inverse :functie van f(:x). 

Aan de beschouwde voorwaarde is zeker voldaan, indien f(x) hetzij 
monotoon stijgend, hetzij monotoon dalend ie. Du.es een monotoon 
stijgende (dalende) functie bezit steeds een inverses We bewijzen nu 
de volgende 
StE!.!..lY!.11• Zij f(x) gedefinieerd, monotoon stijgend (monotoon dalend) 
en continu op het interval (a,b) . (al of niet gesloten). Dan geldt: 
1. de waardenverzam.eling Y van de functie is een interval, ( ex. , tt, ) 

2. de inverse functie van f(x) is gedefinieerd en monotoon atijgend 
(monotoon dalend) op ( 0t , ,e ~ 

3. de inverse functie van f(x) is continu. 

B,Jtwj.jac Zij f(x) monotoon stijgend. We weten al inf f(x)= xlJ;.m! f(x)~ 
sup f(x)= :x:12;._mb f(x) J noemen we die limieten 0<. resp. /!, • Zij nu 
ex.< y < j!,. Daar ex. en /!, onderste resp. bovenste grens van Y zijn, 
bevat het interval (a,b) getallen x 1 en x2 met oc.af(x1) < Y< f(x2 )te~• 
Daar voorta f(x) continu is op het segment (x 1,x2), is er op grond 
van de doorlopendheidaeigenschap (p.35) een getal x met f(x)= Y• Dus 
is Y het inter"Tal ( oc , f.>); oc. E: Y en f., E- Y ala ( a, b) het linker- resp­
rechtereindpunt bevat. Op dit interval is de inverse functie gede­
finieerd; noemen we hem g(y). Is y2> y1 (y 1,y2 - Y), dan is ook 
g(y2 )>g(y1). Immers stellen we g(y1) = x 1 , g(y2 )=x2 , dan is krach­
tens definitie f(x 1 )= y1 , f(x2 ) = y2 ; uit g(y2 )~g(y1 ) en de mono­
tonie van f(x) zou dus volgen y2 ~ y1• Dua is g(y) monotoon stijgend. 
Zij nu 7 een getal met ex.< 0 <- f-> en bewijzen we dat g(y) continu 
is in 7. Zij t > 0 willekeurig gekozen. We stellen g(; )= c, zoda.t 
f( c) = 'I en a< c < b. We kiezen twee getallen c 1 en c2 met 

C - E < C 1 < 02 < C + S 

en stellen f(o 1 )== r1, f(o2 )= r2• Dan is IX.< r 1< 1<r2 <,e. Het 
;positieve getal o = min ( y- y 1, , 2 - "1) heeft de eigensohap dat 
uit IY- rl < 6 vol.gt .r1 < y < "I 2 , dus e 1 < g(y) < o2 , due c- e. < g(y)< 
< c + t, otwel fg(y) - e I = I g(y) - g(1) I < E. • Iue is g(y) oontinu 
in 7 • Door een kleine wijziging in de redan&ring ziet men in, da.t ook 
g( y) oontinu 1s in e<. ala oc. E Y en oontinu 1n /!I, ala /!>f: Y. 

Bet senl de.t f(:x:) m.onotoon dalend 1e, wordt op dezel:f'de manier 
behandeld bf door het vorige toe te passen op de funotie -f(x). We 
hebben hierbij 
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K • inf f(X) • xl....~ f(X) t !J= WJ) f(x) • xl.tm: f(X) • 

Ia f(x) gedefinieerd op X en bestaat de inverse funot1~ g(y), op 
de wurdenverza:m.eling Y van f(x), dan gelden uiteraard de betrekkingen 

f(g(x)) = X (x E X), g(t(y)) = y(y • Y). 

QB•~§• Is a verdiohtingspunt van X, dan is er een rij getallen 9n, 
zodat ~ /. a, 9n • X voor elk natuurlijk getal n en n:U-oo ~ = a. 

Opg.47. Zij f(x) gedefinieerd op I, a verdiohtingapunt van X en~ 
een rij getallen met 9n I a, an E- X, n]J;moo •n = a. Is x~a f(x)= b, 
dan is ook nlJ..m-00 f(9n) = b. 

Opg.48. Is f(x) gedefinieerd voor x > 0 en is xlim f(x)= b, dan is 
-1>00 

ook nlim f(n) = b. 
-+CO 

Qpg,42• Onderstellingen ale in de stalling van de intervalschakeling­
Niet alleen is de rij 9n naar boven begrensd, maar ook de rij bn 
naa.r beneden begrenad. En er geldt sup~= inf bn = nlJ:mco ¾=n~~bn. 

0pg.,2,.O. Elke oneindige verzameling heeft een verdichtingspu.nt. 

Opg.5j. Zij gegeven een 'rij 8n• Dan is er een punt b met de eigen­
achap, dater bij elke om.geving B van been natuurlijk getal n is 
te vinden met ant B. 

9PS• 52 • Zij oc.. < ~ • Dan is er tenminste ~~n getal x, zodat ex.< x < f!,. 

x2+1 x6+1 - +-=0 :X-()(. X-f.> 
(gebruik de doorlopendheidseigenschap van continue functiea). 

Opg.53. Laten f(x) en g(x) beiden gedefinieerd zijn op x. Is 

xl~a f(x) ==oo en x~ag(x)=b; b e1nd1g, den 1s ook;_!,tn8 {r(x)+g(x)1•M . 
.; 

O:gg.?J. Zij a 1 > O, a2 > o, a3 > 0 en cx.1 < cx.2 < cx. 3• Dan heeft de ver-
gelijking 

a2 a~ 
+ - + ---'- :: 0 x-~ x-°1 

precies 46n oplos~ing tuaeen « 1 en oc.2 , en ook precies ~en oplossing 
tussen ct2 en O<.j • 

O:eg.22• Ia f(x} oontinu in een punt a, dan ook lf(x)l. 

Q;ge;.~. Laten a 1,a2, b1, b2 relle getallen zijn en zij b1 < b2• Dan 

beetut 

b /Pa b l Ca1 x - b1) ( 8 2 x - b2) I• 
1 · 2 

Q:es:,~I• Een ku.bieche vergelijking a x3 + b x2 + c x + d ~ 0 (a,b, 
o,d rellle getallen1 a/: 0) bezit minstens ~,n wortel. 
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f2Ei3• La.at aan een voorbeeld z1en, dat de over4ekkingsstelling van 
Beine-Borel niet geldt voor een open interval (a,b). 

Opg;1~i• La.at zien dat de functie f(x) ax+ [xJ een inverse bezit. 
Op welke verzameling is daze inverse funotie gedefinieerd? 

9PB,ti9.• Zij f(x) gedefinieerd en monotoon atijgend voor x > O. Is 
lim f(n)• oo , dan is ook xlim. f(x)= oo • 

n ➔~ ~~ 

Zij gegeven een geheel getal c0 en een rij gehele getallen en, 
zodat, voor elk natuurlijk getal n, en een der getallen 0,1, ••• ,9 is. 
Met de decimaalbraukontwikkeling o0 ,c1c2c3••• bedoelen we dan do 
schakeling van de intervallen (¾• bn),was.rbij 

a 0 = c0 , b0 • o0 + 1, 
c, crt-1 

a1 =co+ 11J' b1 • oo + 71f'" , 

a.lgem.een 
~ -'r o-n a_ = o + '- c'}) .10 , b..,.. • 8n + 1 • 

n o "t'=: 1 ... 

Kennelijk is 8n-, 11 8n < bn ~ bn_1 voor elk na.tuurlijk getal n: 
-n ( ) o-n i 1 o-n ~ a 9n_1 + on.10 , bn; 9n_1 + en+ 1 .1 • Verder s bn-9n= , 

dus lim (b -a..)= 0 (vgl, voorbeeld 7, p.28 en stalling (9.9)). M.1:h'.:, 
n ➔ co n -n 

de rij eegmenten (an,bn) krimpt tot nul in. Dus is er ~~n gemeenschap-
pelijk punt(§ 10, II), zeg o<. • Een decimale breu.k stelt dus een 
zcker re§el getal voor. 

Omgekeerd is elk reijel geta.l ~ in een deoimale breu.k te ontwik­
kelen. Dit kan geechieden door slechts van het axiom.a van Archimedes 
en niet van de snede-eigenschap gebruik te mak:en. '!/ant op grond va.n 
dat axiom.a. is er een grootste gehele getal o0 ;i «. • Dan is c0 + 1 :;,ex:.. 

1 2 10 Vervolgene kiezen we van de getallen o0 , c0 + W• o0 + ~, ••• ,00 + 11'5' 
het grootste uit dat ~~ is. Noemen we dat c1• Door herhaling van 
di t proo!d' vinden we een rij gehele getallen on, alle ii O en i 9, 

n . n 
zodat o0 + Z:.. 0.,.10-));ioc..-< o0 + :Z: 01> .10-"' + 10-n (n= 1,2, ••• ) 
en due een Jtiere, tot nul inkrimpeiaa rij segmenten {8n,bn), die het 
getal oc. gem.eenschappelijk hebben. Er kan geen van (X. verschillend 
geta.l tot a.lle segm.enten (8n, bn) behoren. Daarmee is oc. door een 
deci:male breuk: worgeeteld. 

Vie ma.ken n\l een opaerk1ng over axiom.a o .. Indian we postuleren, dat 
tot elke rij sepenten van bet boven omsohreven type een re§el getal 
behoort en dat bet uioma van .Archimedes geldt 1 dan kan dit a:i:ioma C 
afgeleid worden. Beschouwen we nl., onder genoem.de onderstellingon, 

. een snede 1n r met linlterklaese L en rechterklasse R. We construer1m ~ 
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op een analoge manier ala hierboven, eon rij gehele-getallen 
001 0 1,02, .... , zodat O ~ en a 9 (n • 1,2, ••• ), 

n _ 'I n 0-Y -n · ) 
o0 • Z:: 0,.10 E L, c0 + 1.:.. Ov•1 + 10 e R (n• 1,2, •••• 

~•1 Y•1 

~e krijgen zo een tot nul inkrimpende rij segm.enten (&.n,bn)• waartoe 
krachtens onderetelling een rel el getal «. behoort • :rs a < oc. , dan 
ziet men gemakkel1jk in data<~ is voor zeker natu.urlijk getal n, 
en dus zeker a • L. Is b > QI.. , dan leidt men evenzo af 'b e. R. Dan is 
~ het grootste getal van L bf het kleinste getal Tan R. Dus geldt 
de snede-oigenschap. T.a.v. onze opbouw geldt dus dat, vooropeesteld 
dat de liohaams- en ordeningseigensohappen gelden, het axioma C ge­
lijkwaardig is met het bestaan van een gemeeneohappelijk punt in de 
hier beschouwde intervalrijen, in oombinatie met het axiom.a. van 
Archimedes. 

We verm.elden nos, dat men in bovensta.ande gedachtegang ook het 
volgende kan aantonen. Gelden 1n een zekere verza:meling van wiskun­
dige objeeten de lichaams- en ordeningseigensohappen en bovendien 
het axiom.a C, dan kan deze e~e,n~idig op r afgebeeld worden, zo­
danig dat aa.n optellen, vermenigvuldigen en orderela.tie van twee 
elementen van die verzameling beantwoordt optellen, vermenigvuldigen, 
orderele.tie van de d aarmee corresponderende getallen in r • Zodat r 
in wezen door de axioma' s A, B, C ie bepe.ald. 

Voor de in de aanhef beschouwde decimale breuk en het daardoor 
bepaalde getal oc. geldt ui teraard nl._¼mco ~ = <X. • nl.1J\o b0 .:: ex. • 

§ 14. Aftelbare verzsely,,gen. 

Zij Veen willekeurige verzameling (niet noodzakel1jk uit getallen 
beataande). Indian er een voorachritt bestaat, wa.a.rdoor aan elk na­
tuu.rlijk getal n een element van Vis toegevoegd, terwijl er bij elk 
element van V slechta ,,n natu.urlijk getal is waaraan het is toege­
voegd (indien er due een eeneenduidige afbeelding te vinden is va.n. 
Nop V), heat Veen e,ttelbare verzyeling. We kunnen de elementen 
van V1 hoewel oneindig in aantal, nummeren door het aan n toegevoegde 
element van V aan ta geven door Vn• Een eventu.ele eeneenduidige af­
beelding van N op V is natuurlijk op velerlei wijze mogelijk. • 

.Y.w?FReeld§D Ill\ M:le~~IJ:g verz&eli9gen. 

1) De verzam.eliJ'l8 N der natuurlijke getallen. 
2) De versam.elins der gehele getallen; we ltunnen ze immers aldu.a 

rangaoh1Jtkeru o, 1, ... 1, 2, -2, ... J algameen krijgt hierbij n hat 
nummer 2n. tn -n het nuaer 2n+ 1 • 



3) De verzameling van de getallen 7n • 

.§.te•l1J:\S• Een onoindige dealverzam.eling van een a.ttelbare verzam.eling 
is een aftelbare ver1ameling. 

Bew1Js. Zij V oen aftelbare verzam.eling en Ween oneindige d.eelverza­

m.eling van "it. La.ten de element en van V genu.mmerd zijn ale v 1, v2 , • • •, b'* 
De rangnu.mmers van die element en van V die tot YI behoren, vorm.en een 
niet-lege, zelfs oneindige deelverzamelins N• van N. Zij ~ de kleinst* 
daarvan. La.ten we n1 weg uit N*, dan blijft er nog een oneindige ver­
zam.eli.ns over. Die bevat weer een kleinste getal, zeg n2• Door vollo­
dige inductie construeren we een monotoon stijgende rij van rang­
JlWl'lm.ere n1 ,n2 , ••• ,nk•••• met de volgende eigenschappeni 

1. vn "' W (k = 1,2t•••) 
k 

2 • 1 s v n & W en n ,/: n 1 , n 2 , ••• , nk , dan 1 s n > ~. 

Beachouw nu een willekeurig element a 6 w. Als element van Vis dat 
een zeker element v1• Nu is n1 ill 1, zoals door volledige inductie is 
a.an te tonen. Er is dus• een kleinate natuurlijk getal k m.et nk a. 1. 
Is k = 1, dan is 1 = n1 wegens de keuze van n 1• Ia k > 1, dan is 
nk ~ 1 > nk.1 en wegens 2 dus 1 = nk. Dus is W de verzameling van 
de elem.enten vn ,vn , ••• ,vn , •••• Daarmee is een eoneenf'iu.idige af­
beelding van N dp w2gevonde*• 

ptelliSS• De vereniging van eindig of aftelbaar veel aftelbare ver­
zamelingen is weer aftelbaar. 

Btwija. We behandelcn eerst bet geval van aftelbaar veel a.ftelbare 
verza.melinren, die twee aan twee disjunct zijn. De verzamelingen num­
meren we U 1), u< 2), ••• ,u(n), ••• en de elementen van u(n) geven we 
a.an door ~,~2, ••• ,¾k,··• (n = 1,2, ••• ). Beschouw nu het dubbel­
oneindig schema van ele~enten 

. . . 
• • • • 

U33 U34 • • • • 

U42 U43 U44 • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • 

en rangsohik de elemonten ervan op de aangegoven wijzes eerst de elu-­
menten 11.nk met n + k = 2, daarna die met n+k = 3, 4,••• en in elk 
groepje n~ar opklimm.ende waarden van n. Door dit nwnm.eringsproc6de jA 

van elk element "2nk het nu.mm.er eendu.idig bepaald (bet is niet nodig 
do :tormale te zoek-er. . .iti"' -la+. m,m.mer inn en k uitdru.kt), te.rwijl ook 
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elk n,-1nlu.rl1jlc getal 6~aal als zo'n nu.mmer voorkomt. Dtls ie 
u uh1>. aftelbaar. 
tl 

Z1jn 4e verzam.el1ngen niet disjunct, dan kan in bovenstaand sch~ma 
op verschillende plaateen hetzelfde elom.ent voorkomen. Bij de boven 
geconetrueerde rangsoh1kk1ng moeten dus nog hier en daar elementen 
worden weggelaten om een eeneenduidige a:fbeald1ng van Nop de ver­
eniging te krijgen. M.a&r in elk geval is n~1 u(nJ een deelveraame­
ling - en wel een oneindige - van een aftelbue ver1ameling, Volgens 
de vorige stelling is dan n\;! 1 u(n) aftelbaar. 

In het bijzonder mogen verzamelingen dezelfde zijn. Iaarmee is 
ook het geval van eindig veel verzamelingen u<n) afgehandeld. 

Ale toepaseing laten we zion dat de verzameling K der rationale 
getallen a.ftolbaar is. Zij K1 de verzameling der positieve rationale 
getallen en K2 de verzameling der negatieve rationale getallen. Zij 
voorta, voor ulk natuurlijk getal n, u(n) de verzameling der posi­
tieve rationale getallen x, te echrijven ala een breuk met noemer n. 
Dan is u<n) a:ftelba.e.r en K1 = 'r! u(n), <his K1 aftelbaa.r. Evanzo is 
IC2 aftelbae.r. Dus is ook IC == K1 + IC2 + l O} a.ttelbaa.r. 

Elke oneindige de8lverzameling van K is ook aftelbaar. B.v. de 
verzam.eling der rationale getallen tuaaen Oen 1. 

Er zijn ook oneindige verzamelingen, die niet aftelbaa.r zijn. Ze 
heten overaftelbaar. We bewijzen hier: 

Stelling. De verzam.eling r der reole getallen ia overaftelbaar. 
Bewija. Besohouwen we een willekeurige rij van reHle getallen 
x 1,x2 ,•••t~••··, twee aan twee verschillend. Elk der getallen ~ 
deuken we in eun decimale breu.k ontwikkeld: 

X = n .cr,o 10n1°n2 • • • 0 nk • '~ .. · · 

We rangaohikken de decimalen in een dubbeloneindig aohema. 

0 12 C13 • • • 0 1k ••• 

0 21 023 ••• 0 2k • •• 

0)1 0 3k ' .. 
• • • " • • • 
0k1 0k2 0k3 ••• 
• • • • • • • • • • • • • • 

en lotten op de getallen die op de hoofddiagonaal atae.n. 
We besohouwen de deoimale breuk y = Op1~2.,.o,c• •. , be~aald do.or 
het YQorschrift• 

indien ckk = 1 

indien okk I, 1 • 
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Dan versohilt y van elk getal Xn• Do besohouwde rij put r dua niet 
u1t. Er is chls geen eeneendu.1dige afbeelding van Nop r mogelijk. 

B<>venstaa.nde constructiemethode van een getal y met zekere eig~n­
sohappen heet .!!1!gO~JiJ!..~ethode en is van G. C1nto,r a:tkom.stig. 

Ale gevolg is ook de verzam.eling van de irrationale getallen ovor­
attelbaar (zie de voorlopige opmerking p.19, r.7). Het interval 
(0,1) b.v. is ook overaftelbaa.r. Want ale dit interval (0,1) aftclba::1r 
was, dan was elk e1.nd1g interval ottelbaar .,,. er 1-eN eeneendu:1,.d:tg op ar 
te beelden - , dus ook r • Men kan bet ook inzien aan de hand van de 
functie t(x) = log (t - 1), die later behandeld wordt on die een 
eeneenduidige a:tbeelding van het open interval (0,1) op r geeft. 

§ 15. M!_ohten met n\et-geA!lt ex:pon..!.9!. 

In§ 4 hebben we a.an het sym.bool a 0 reeds een betekeni8 toegekend 
1n de gevallen 

1. a willekeurig, o geheel en > 0 
2. a~ o, c geheel en ~o. 

We releveren de eigensohappen (4.12) voor dit symbool: 

I. aP.a4 = ap+q • II. (aP)q = 8 Pqt 

III. aP.bP = (ab)P, rv. ~ = (8.)P 
bp o ' 

waarbij p,q geheel en evt. a en b; o. 
We zullen nu door successieve ui tbreidingen, waarbij we op ui tecn­

lopende wijzen te werk zullen gaan, zien te komen tot een definitie 
van a c voor .P...Jt~J1e.~e.ur!.B._teije_Le_nJ posi tie.f ( evt. O), op zodanige 
wijze dat de eigenschappen I - IV behouden blijven. In het volgonde 
is steeds a, b > 0 of ~ 0 ondersteld. 

Tot een definitie van a* (n een natuurlijk getal) komen we door 
te besohouwen de ~..lli y = f(x) = xn, voor x & o. Daze functie i~, 

zoals men door volledige inductie aantoont, mono to on stijgend en con·• 
tin.u voor x ~ o. De wa.ardenverzam.eling is ook het links gesloten 
interval (O,oo). Krachtens de stalling over inverse f'u.ncties (p.41) 
bestaat in dat interval de inverse functie x = g(y), die we schrijven 
~ of y-'1 , en is de.ar eveneens m.onotoon stijgend en oontinu. Mer. 

m.erke op, da.t zo onder meer gedefinieerd zijn V2, V3, enz., en 
wel op bevredigender wij ze dan vroeger ( zie P• 19 ) , nl·• door gebruik 
te ma.ken van algem~nP 0+ 0 11 ➔~~0~ '~ctrgffende monotone en continue 
tunoties). 



y_.,..1.g.,_, aiellen we 

• 1 
•D • (a•)n (a t o. m en n natuiu-lijlte getallen) • 

-1\ 1 -1 
a n • { (am)n \ (a) 0, m en n natuurlijlte getallen) J 

de aerate resel ia voor m = 1 een identiteit en beide ragels zijn voor 
!! seh•el, 1,eg m = kn, in overeenetemming met de reeds gegeven def in i­n 
1r.t.••· !!: 

J:raohtena definitie is nu (an)n • am (a i O, men n natuurlijke 
getallen). Ook is da.n (al )4 • aP (a >,O, p en q geheel, q to). We 
kunr:aen nu herleiden ( p, q, r, s geheel; q, a -4' O) 

dus 

dua 

A !: qe l?. qs £ 
(aQ.. as) = (a4) • (e.")qe 

• (aP)S • 

ll l. 
a4. a8 = a 

(ar)q = 
ps+qr 

qs 

aps+qr , 

R+! 
= aq' s ; 

lLt ].£ R 
((at)")'-" • (((e.4)S)e)q • ((a4)r)q 

.». 
• ((aq)q)r = (aP)r = apr, 

ll 1 K l?. • !: 
(a4}8 = aqa = a4 s • 

Op anal.oge wijze toont men aan 

l?. .P. ]. 
<t) 4 = a4 / o4 (a,b > o, q,ilo). 

1 
De :tunot1e f(x) = xn is monotoon stijgend en oontinu voor x ~ O 

m •m m 
Betzelfde geldt voor xn. Dan is xn = (xn)-1 monotoon dalend en oon­
tinu ,oor x > O, We k:unnen dua zeggen dat voor o rationaal de f'unctie 
f(x) ~ x0 JAOnotoon etijgend en oontinu is ingeval o > 0 en monotoon 
dalend •n oontinu ingeval o <0, 

Om te geraken tot een definitie van a 0 voor irrationale c volgen 
we een geheel andere weg en beschouwen we de f'unotie f(x) = ax (x ra­
t1oneal). We beginnen met de volgende 
~IJltlliBB• Zij X een open interval en X.._ de verzameling van de 

:rationa1• getalla uit x. La.at een funotie f(x) gedefinieerd en m.ono-
1oon stijgend aijn op r"- en een limiet hebben in elk punt van J• Voo:r 
de funotie t 1(x). gedefinieerd door t 1(a) = x~if f(x} (a~ X) geldt 

4-• 
1• t 1(i:) is ge4efinieerd 1 monotoor.. 1tijgend en oon'tinu op x. 
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2. t 1(x) • f(x} voor x E. X-. . 
11:d~I• La.'tm a. en b twee willekeurige getallen u.i t X zijn met a< b. 
Den pl4t, ala x0 een rationaal getal ia met a< x0 < b, 

t 1(a) = x;a f(x) • x\X1l f(x} <. f(x0 ), 

en evenso f(x0 ) < :t1(b). Dus is t 1(a) < f 1(b). Daarmee 18 de monoto­
nia van f 1(x) aangetoond. 

Zij a een getal u1t x. Voor elk :tweetal rationale getall1m x1 en 
x2 uit i" met x 1 < a< x2 geldt, op grond van het bovenstaande 1 

is x een(rationaal of irrationaal) getal ut x1 < x <x2 • dan is 
f(x 1)<:t1(x) < f{x2 ), 1.h.b• :f(x1)<:f1(a) <f(x2 ); 1a a rationaal, 

4an geldt bovendien f(x1) < f(a) < f(x2 ). 
ffu heeft f(x) een limiet in het punt a, ala :f\lnotie op r. Uit de 
drie opgeaohreven ongelijkheden leidt men dan opvolgand af; dat f 1(x), 
ale tunotie op X, een limiet heeft in het punt a, dat deze limiet 
gelijk ie a.an f 1(a) en dat deze limiet bovendien gelijk is aan :f(a) 
ala a rationaal ia. Daarmee is as.ngetoond dat t 1(x) continu is op 
X en gelijk aan f(x) op x• en du.a de hulpstelling bewezen. 

We behandelen nu aohtereenvolgens de gevallen a= 1, a >1, a ~1• 
We sullen daarbij steeds met x, x', x1, x2 rationale getallen bedoe­
len en met o een irrationaal geta.l. 

1°. a= 1. We hebben ,x = 1 voor a.lle x en definitiren due 1c = 1. 
2°. a ). 1. Voor x) O is ax > 1:x. = 1, wegens de mon2tonie ~ de 

X l'.2 :r:1 --x2 lt1 X1 -
tunotie g( l ) = l . Voor x2 > x1 is dus a = a .a .) a • 

Is f > o, dan is er op grond vaR de ongelijkhei~;xan Bernoulli 
een natuurlijk getal n0 , zodat ( 1+ l) 0 > a, due 1 < a O < 1 + €. ; 

da.n is ook 1 < ax < 1 + £. ala O < x < 6 = ¼- . Du.a is xltW-+ ax = 1. 
- 0 ➔ 

Wegene a-x • ¼ is dan ook xl1¥f ax= 1, en due zelfs xli~ ax= 1. 
a ➔ ➔ 

Zij vervolgens 3 een willekeurig reeel getal. Zij e. > 0. We 
kiezen een rationaal getal x > l en een po si tief get al 6 < x - ) , l x o_ o 
zodat ta -1 \ < t. a O a.ls I x t < 2 b • Ui t I x 1 - j I < ~ , 
I x2-:- }I< b volgt dan x1 ,x2 < x0 , x1-x2 < 2 6 , dus 

\ x 1 x2 x2 I x 1-x2 , x 0 -~ 
a - a I == a • a -11< a. • £ a = E. • 

Irachtene het algemene oonvergentiecriteriu.m. (§ 10, p.32) mogen we 
dan besluiten dat x¾\ ax besta.at. 

Resu.merende zien we dat f(x) = ax voldoet aan de voo:rwaarden 
van de hulpetelling, met X • ( - 0() t oo ) • We de:f:'inHiren nu e. o = xliij ,/- .. 
Dan :le a>. gedefinieerd voor alle refile ) en weten we dat ➔ 
f 1 ( ' ) • a 'J monotoon atijgend en continu is op r • 

i~. a <. 1. We definiiren nu e.0 = <¾ )-0 • Dan is al overal 
geddinieerd, · aonotoon dale:.~ 0 r. ,o:.t:!.nu. 
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De relatiea a) .a 1\. == a 1 + fl , (a J )"'- • al'f\. t a 1 .bJ • (a'b)l , 

a 1 /bJ • <t>' verifieert men nu gemakkelijk: a 1 ,a"'l = :1:11:,,~ax. 
•,1~•1 • x¾'J ,.1~, ax .. ay = x;1' Y~~ ax+y • 

• xl..!:'-J aX+"t = ,)+ ~ ; 
(al)'\ = lim (al)Y = lim 1111,(ax)y 

Y ➔ "1\ Y➔ "f. X ➔ ..1 
= 1111 11.DL axy = lim a lY = al"'t. , enz., 

T"➔ ~ X ➔ ). Y-+ '\ 
onder voortdu.rende toepaaeing Tan bet lim.iettheorema van de eam.enge-
stelde tunctie. 

DI functie ya ax (x relel) beet •!P9Rtnt11&e ;f).w9tie• Voor a,{1 
is de waardeverzeeling hat open interval (O,oo ). Imm.era ingeval 
a > 1 is nlim an = oo t dus ook .,..lim ax = oo en .,..lim ax = 

1 ➔~ •➔ co .... ~---
=xlia -x = O, terwijl het voor a < 1 net andersom is• Men make een 
➔ ooa 

grafiek van deze fu.nctie voor verechillende waa.rden van a. Naast deze 
functie kan men natuu.rlijk besohouwen de fu.nctie y = x0 (y9ht). 

§ 16. Pu.ptverzyelingen, Voorbeelden. 
In vele van de Toorafgaande stellingen, zoala het algemene oon­

vergentieoriterium, de stalling van Bolzano-Weierstrass, atellingen 
over samegeetelde functies en over limieten van varb1ndingen van 
f'wlotiee en ten dele stellingen over continue functies, speelt het 
:fei t dat in de verzameling r der re§le getallen lichaams- en orde­
ningseigensohappen gelden, slechts een ondergeschikte rol. In feite 
kan men 1n heel veel andere verzamelingen de begrippen funotie, limiet, 
oontinu!teit invoeren en dan anioge stellingen afleiden. We gaa:n dit 
inderdaad doen en zullen one daa.rbij op axiomatisoh standpunt atellen. 
We zu.1len verzamelingen bekijken, die enkele algemene eigensohappen 
bezitten, :maar niet noodza.kelijk liohaams- en ordeningseigensohappen, 
en wel de z.g. puntverzamelingen, en daarvoor veel van de voorafgaa.n­
de beschouwingen "herhalen". 
DefiQitie. Een puntyerzameling of metrische ruimte is een verzameling 
E, waarbij aan elk tweetal elementen x,y op ondubbelzinnige wijze 
een retel getal e (x,y) ie toegevoegd, zodanig dat de volgende drie 
eigenschappen gelden (x,y,z EE): 

(Ol..) (O(x,x) = 0, e (x,y) > 0 ala X-/: y 

(p.) e(x,y) == e (y,x) (syyunetrische eigenSOA§p) .. 
(~) fl(x,z) ~ e(x,y) + e(y,z) (driehoekaone;elij}f):&§1:~) .. 

De eleaenten n.n E nomen we mm:h,n; de funotie e (x,;y) heet 
11ttiej; voor twee gegeven pu.nten x en y wordt het getal e,(x,y) 
de IZ'DIDA Vall x en y genoemd• 

Uit ( f?;) en ( r) vol.gt f(:t,z)- €(y,z) ~ e(x,y); e(y,z)- e(x~,,., 
' e (;r,x) • e (::s:,y). Du.a is 
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(1) I e (x,z) - e (y,z) \ i e (x:,y). 
Willen we voorbeelden van puntverzamelingen geven, 4an kunnen 

•• met voletae.n met een verzameling elementen aan te wijzen• ~ 
aoeten we ook aanseven wat de metriek zij. Het is mogelijk dater bij 

een gegeven verzameling veraohillende metrieken te oonstrueren zijn 
die hem. tot puntverzameling maken. 
!PQOttl!J I• E • r , e ( x, y) = t x - y ) ~ A.an de eieen ( ot- ) , ( ~ ) , 
( r) ia voldaan; ze vol.Ben uit reap. (7.1), (7.2), (7~5). Men ver­
gelijke nog (1) met de eigenaohap (7.6). Bij deze keuze van f cul­
len we r voortaan vooretellen door E1 • 
V9o;rbeel~ II. Zij n een natuurlijk getal~ We zullen een definitie 
geven (niet langs meetkundige weg) van ¥rat we noemen de n-diJl\¥J!io­
nlJ.~ k9J.'841s9he rntmte. We gaa.n daartoe uit van de verzameling V 
van de ge9;rdende 9-tallen Vaµ:\, 1:e~1, get1llen x = ( x,, X2, ~. • • ,~) r de 
aetallen x1,.x2 , ••• •~ heten coijrdinaten. Voor elk tweeta.l element en 
x = (x1, x.2, ... ,~), y = (y1, y2 , ••• ,yp.) van V etellen we e (x,y) = 

~ I 2 2 . 2 
= rV(x1-;y1) + (~-y2 ) + ••• + (~-yn). Dan gelden (ol.) en(~). 
Om ( f) te bewijzen laesen we een beschouwing over ongelijkheden in. 

Zijn t en u twee retne getallen l O, dan is 1\/tu 'S t( t+ u ) ; 
in woorden: het meetkundig gemiddelde van t en u ie hoogstene ge-
11ik a.an het rekenkundig gem.iddelde. De ongelijkheid volgt uit 

{t+u)2 - (2"-1-tu:) 2 = t 2 + 2tu +u 2 - 4-tu = (t-u)2 ~ o. 
Bet gelijkteken geldt blijkbaar alleen a.ls t- u = 0, dus t • u • 

We besohouwen nu 2n rei:ile geta.llen t 1 , t 2 , • • ~ , tn, u 1 , u 2 , ~tr , 
u n• 2al.le ~ O. We hebben, als we het vorige toepaseen met t = t __. , 
U :::iUi , 

t v u i ~ ½ ( t~ + u~ ) voor v = 1, 2, ••• ,n, 
due 

it 'I) U ~ ~ t !. t~ + j t.. U~l t 
-,1,r,'i \,)s.1 '\,),.1 V 

Zi~n niat alle getallen t v gelijk a.an o, en evenm.in alle getallen ~ 

(2) 



due 

(~) 
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Deae betrekking geldt ook ala een of meer getallen t v , u ..,) negatief 
zijn. We.nt verwieselen we in (3) een of meer dier getallen van teken, 
dan verandert het reohterlid niet en wordt het linkerlid niet groter, 

We willen wete~ wanneer 1n (3) het gelijkteken geldt. Ingeva.l 
t .\ to, u ~ , 0 ( -J = 1,2, ••• ,n}, T >0, U > 0 1s daarvoor blijkens 

y ' , 

de afleiding no dig en voldoende dat T-1tt ., = u-'ff'u" voor -.) = 1, 2 ,-,n.-
.. we Jru.nnen ook zeggen dat de.arvoor nodig en voldoende is, dat 

er twee constanten o1 en c2 bestaan, niet beide o, zodat 

o1tv + o2uv = O voor "= 1,2,-'.,n. 
In deze vorm is .. het algemeen juiet, ook ale een of meer getallen t v , 
u \l negatie:t zijn. 

Lat en nu x = ( x 1 , :x:2 , ••• , ~) , y = ( y 1 , y 2 , • • • , y n) , z = ( z 1 , z 2 , • • -~) 

drie elem.en ten van V &ijn. Toepa.ssing van (3 )met t v = x ',) -y v , 

u v = y ~ - z ~ ( ~ = 1 , 2 1 ", • , n) geeft 

✓ ~ ( X \) - z V ) 2 <. ✓,......t_(_x_'Y ___ Y_v _) 2 + 
t;; ...,,1 

e(x,z) ~ e (x,y) + e (y,z). 
Daar:mee is ( () aangetoond. Dus is Veen metrische ruimte. We stellen 
die voor door~ en noemen hem de n-dimension1le Euolidische ;:uimte, 
Uit de opmerking uit de vorige alinea volgt nog, dat voor drie punten 
x,y,z dan en slechts dan geldt ~ (x,z) = €. (x,y) + € (y,z) ala er 
twee oonste.nten c1 en o2 zijn, niet beide o, zodat 

c 1(xw -Y-J )+c2(Y-J -zv) = c1xoJ +(c2-c1)y" -c2zv = 0 voor v = 1,2, ... n. 
Andera gezegd: dan en alechts dan is e (x,z) = e_(x,y) + e(y,z) als 
er drie oonstanten 'I(. , 'A. , y.. zijn niet alle O, met - ~ = '!{ + A. , 
ofwel )(+~-+- µ. = o, zoda.t 

Ii<. x v + f\ y >.) + µ,z 'J = 0 VO or v = 1 , 2 , ••• , n. 
V9otJa1e,G III. De verzam.eling der :tunctiea f,g, •• , die gedefinieerd 
en oontinu zijn op het segment (a,b), is een metrisohe ruimte, ale 
we definUiren e(t,s) = aDfi &:b\f'(x) - g(x)\ • Men veri:f\'eert nl. ge­
meldtelijk de eisen ( o(..), ( tt) • ( t). Men lette er op, ds.t hierbij een 
f'uno'tie ale &en enkel wiskundig object opgeva.t wordt en een punt is 
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van de beaohouwde ruimte. 
V90£1>1t~A IV. Een willekeurige deelverzameling M van een aetrisohe 
ruimte E 1a weer een metrisohe ruimte, als we dezelfde metriek aan­
houden; we noemen de.n rI een deelru.imte van E. 

Willen we hat functiebegrip uitbreiden, dan moeten ,.e bedenken 
dat we niet alleen het argument, maar ook de waarde in een metrische 
ruimte kunnen laten varitiren. Is due gegeven een metrisoho ruimte E 
en is X een deelruimte van E, dan zullen we onder een tu.nctie op X 
verstaan een voorsohrift, waardoor aan elk element van X op ondubbel­
zinn1ge wijze een element van een gegeven metrieohe ru.im.te Pia toege­
voegd, Is F = E1, dan noemen we de :f'unctie refei; is X = N, da1'l 
apreken we van een rij. 

§ 17• Tonologisohe begrippen. 
Zij E een metriaohe ruimte met metriek € (x,y) en a een punt 

van .!. Is 6 een posi tief getal, dan noemen we de verzameling der 
punten x waarvoor e(x,a)< E, een o:mgevin_g van a,en·wel specia.al de 

6 -omgeving van a, aan te geven door U( 6 ,a). 
Zij verder A een deelru.imte van E. De ruimte der punten x E..E, 

die niet tot A behoren, noemen we het complem~nt va.n A, aangegeven 
door ~A of ook E/A. Verder definicren we: 

Een punt a t A heat inwendig punt, van A, a.ls er een posi tief 

getal 6 is, zodat U( b ,a) geheel bevat is in J.. 
Een punt a E. E heet ver_dichtingswnt van A, a.le voor elk posi­

t1e:f getal 6 de omgeving U( & ,a) een pu.nt x E A bevat, dat van a 
versohilt. 

Een punt a E. E heet x-.a.ndpu.nt van .A., als het zowel verdichtings­
pu.nt van E a.ls verdichtingapu.nt van 't., E is. 

De verzameling A heet open, ala elk punt van A inwendig punt 
van A is. 

De verzameling A heet gesloten a.ls elk verdichtingspu.nt van A 
tot de verzameling A behDort. 
V22rR9eld I. Zij E = E1 1~aAn~~\JJnks-gesloten interval (0,1) in E1• 
Dan zijn de inwendige pun~~,ret op.an interval ( o, 1); de verdich­
tingspunten van A vormen het gesloten interval (0 1 1); de ra.ndpunten 
van A zijn de punten Oen 1. 

Vop£bft!•9 II. Zij E = E1, en A de verzameling der rationale getallen. 
Dan baeft A geen inwendige punten, is elk punt verdichtingepunt en 
ook randpunt van A. 

Jen open (gesloten) interval in ~1 is ook open (gesloten), in 
de mojuiat gogeven betekenis van deze woorden. 

Ot een pmt a inwendig punt of randpu.nt van A is, hangt mede at 



Vd h ru.im.te Et waarTa.n A e~n dael vex· zameling is. Denk b. v • a.Rn de 

t'lliate ~• de deelruiflte E1 der :punten (x,y) met y x. 0 en de verza.­
mel.ing A dtr pimten (x,y) met C i x ~ 1, y = O (interval). Evenzo 

_h&ngt hat van E a.f, uelke punten verdiohtingsp.urten van A zijn. Dien­

tsngevolga hangt het ook va.l'l de gekozen ruiinte E sf, of aan verzame­
ling a CE open of geeloten ie. Om dit tot uitdrukking te brengen 
zeggen we o:pen in B (reep.geeloten in E), wsnneer het gewenst is aan 
te geven van "elke ruim.te i, A n[a dtel.ver~.wrroling beachouwd wordt. 

S;1iell:1,r,.g. Het oomple.ulent tan een open verz&IUeling is geeloten; het 

complement van ee.n gesloten verza:ixtsling ie open. 
~wj,_j_~. Zij A open in E en a een verdichtingspunt van 
Dan is a E A. uitgesloten, want dat zou betekenan dat een zekere 

6 -omgeving vane geheel tot A behoorde en due geen enkel punt van 
~ bevatte. Dus is a E <.A. Dus is CA geslote11. 

Zij nu A gesloten in E en a een p1i:nt van lff:A. Dan is a geen ver-
diehtingspunt van A en is er du.a een 6 > 0, zodat U( 8 ,a) geen 
punt ~ a van A bevat. Dus U( 6 ,a) C tA. Dus ie {!A open .. 

§i!Uini• De vereniging en de doorsnee van twee open (g.es.loten} ver­
zamelingsn in Eis weer een open (gesloten) ver!':ameling. 
BffJ.j~t., Beachouw in E twee open ver~amelingen A en B. Zij a een 

punt van A vB. Th.ls a EA en/of a. €B, stel b.v. a €.A· Er is een 
o) O, zode.t U( b ,a) ( A, due ze1cer U( 6, a. ) CA vB .. Dus is A v B 

lperl• Zij nu a. een punt van A 1""\B., Dan is a. E: A, a. E.. B. Er zijn dus 

twee set.allen &p 6 2 > 0 1 zodat U(6 1,a) c A, U(6 2 ,a) c. .B. Dus 

V(b 1a) CA f'\13 1 a.ls we nemen 6 = min ( & 1 , & 2 ) .. Th.ts is AriB open. 

Voor gesloten ve:rza:rnelingen A en B bewijst men de stalling door 
op te m.erken dat D1 = A vB gelijkwaardig is met -en1 = eA n eB en 

n2 :: A A B met .CD2 = e!.A v £B en de vorige stalling en het boven­

sta~de toe te :passen. Of rechtstreeks. 
Jloo~ volledige inductie toont men aan dat de vereniging en de 

doorsnee van eindig veel open ( gesloten) verzamelingen weer open ( ge­
sloten) is .. 

Willen we voor metrieche ruimten atellingen over continue 
tuneties afleiden, e.naloog a.an de vroeger gegevene, da.n moeten we nog 
extra eiaen opleggau. Het meest kom.t daarvoor in aa.nmerking het ana.­
logon van de stalling van Bolzano-'.7eie1~strasa (zie p .. 34) of van het 
oonvergentieoriterium van Cauchy-Balzano (zie :p •. 32 .. ) .. ?le kom.en zo 
tot de V<)lgande '6:fini ties. 

Een metriaohe r•u.imte E heet .conrpa.ct, indien elke one.indige 

4e.s1,l ve:ruaet1in1t ,Yi.,q_Jt_~ll.~412..~~p,.gsm;n,t iJlJ!l heeft. 
Een rij pun.ten a. 1, a2 , •ii> .. , ¾ in een metrische ruimte E met 
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Mlritk t (2:,1) (voor de definiti.e zie § 16, eind) heet een tyada­
:M.tnlfWitiL3 • indien er bij elk poai tiet getal E. een rangnum.er n0 

ia te rtnden, zodat 
ale n~m .> n0 • e C9nt¾,.> < t 

Verder heet een rij punten 
a. E. E beetaat, zodanig dat 

8n ~ E copvergeni in E, ale er een punt 
er bij elk poeitief getal l een rang-

nwmaer n0 is te vinden zodat 
e (9n_,a) < E.. ala n > n 0 • 

Het punt a heet de lillliet van de rij. De metrisohe ru.iate E wordt nu 
yplltdiiJc genoe•d , indien ellce fund§:menty~~~ AR E e2sv,rge9t in E 
1,. 

Een segment in E1 is com,actt op grond van§ 10,III bevat elke 
oneindige deelverzameling van zo'n segment een verdiohtingspunt, en 
zo•n verdiohtingspu.nt behoort kennelijk weer tot het segment. ~e 
beapreken nu een ander voorbeeld. 

Zij n een natuurlijk getal. Voor elk 2n-tal reUle getallen 
o<.p °'-2 , • .-, 01..n; r.> 1, P->2 , ••• , ~n met o&... 1 < r.> 1 (i = 1,2, ... ,n) 

noemen we de verzameling Ider punten x = (x1.x2, •• ~~) in~, waar­
Vt>or geldt 

oc..1 1! x, ~ (!>1, d..2 ~ x2 ~ r->2•••·, oi..n ~ ~ ~ f-- n ' 

een (geeloten) n-dimen~ionaal interval. Hillen we de a:f'bankelijkheid 
van I van de getallen oe.... 1 , ~i aangeven, dan sohrijven we 

I [ °"-1 ' Gil 2 ' • • • ~ n ; (?> 1 ' f-i 2 ' • • • ' ~ n] • 
We hebben de volgende 
§lie~liQ&• Een geeloten n-dimensionaal interval is compact. 
i)ewi;tg. Zij I= I [ot.. 1 , ol 2 , ... , °""n; ~,, ~ 2 , ... , ~rJ dat 

interval en X een one:indi.ge deelverzameling van I. Verdelen we elk der 
segmenten ( oi... 1 , f.> 1 ) (i = 1,2, .... ,n) in twee gelijke delen, dan wordt 
daardoor een verdeling van I in 2n "con gruerrte" intervallen gefndu­
oeerd, elk met ribben ½( f.> 1- d.... 1 ) (i = 1,2, ••• ,n). Minstens ~en daar-

van, zag I 1 = I [ ~ 1 1' °"2 1 '• • ·' 0(,, n 1 ; {o1 1, f.\... • 1 , • • • , t\ ,·J be-
' ' , f , t""'l, ,~, 

vat oneindig veel punten van x. Door herhaling van dit procede (volle-
dige induotie) oonstrueren we een rij gesloten n-dimensionale inter-

vallen Ik = I ld-,,..1,k' oi..2,k'•••, 01...n,k; ~1,k• ~2,k'•••, ~n,k], 
sodanig dat: 

1) ( O\...i,k:+ 1, ~i,k+1) ia ,,n der twee helften van ( °'--i,k' f?, 1~ 
~ ~ 1,2, ••• ,n; k = 1,2, ••• ). 

2) Ik bevat oneindig veal pu.nten van x. 
Voor vaate 1 heeft de rij segn,~nten ( d..i,k' t:>1 ,k) (k = 1,2, ••• ) 44n 
g.aeeru1oh&ppelijk punt, zeg 6 1 , kraohtene de stalling van de inter­
'ftlsohai:eling en de eigensohap 1). Besohouw nu het punt 
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& een positief getal. Er 1a een 

Verder bevat Ik 
0 

1,2, ••• ,n. 
oneindig veel pu.nten van X, wegens 2), dus zeker 

een punt x ii: (x 1 ,x2 , ••• •~) E. X, vereohillend van t . Voor dat punt 

:r: is\ x1- ( i \ Ea ~i k - o&...1 k <61,,Jii (1=1,2, ••• ,n), due 
' 0 ' 0 / 

e(x, t) • \b(xi- iit}\.✓ n.( o/fn)~ • o , d.w.z. xt.U(o,~). 
Dua 1s ( verdichtingspunt van X. Dus is I compact. 

Het begrip compacte verzameling in een metrische ruimte E 
hangt niet at van E, doch alleen van die verzameling en de daarop ge­
definieerde afstandstunetie: de begrippen "punt van A II en "punt-vordich­
tingspu.nt van A. 11 zijn geheel in term.en van A gedetinieerd. 
Stelling. Een gesloten deelverzameling van een compacte metrische 
ru.imte ie weer compact. 
Bew1.1s. Zij A. c E, E een compacte metrisehe ruimte, A gesloten in E 

en X een oneindige deelverzameling van A. Dan is X ook een oneindige 
deelverzameling van E, heeft due een verdichtingapunt in E. Daar A 
gesloten in Eis, is dit verdiohtingspunt een punt van A. Da.aruit vol.gt 
dat A compact is. 

Stellen we de afatand van een willekeurig punt x E:. En tot de 
oorsprong voor door Hx)I • ':le noemen een verza.meling A C. ~ begrensd 
a.ls er een positief getal IC is, zodat l\x\\ ~ K voor alle x eA. Uit de 
beide laatste stellingen volgt dat een geeloten, begrensde verzyelin.& 
in% qom.;pact is. Omgekeerd geldt de 

Ste,J.ling. Een compacte verzameling AC~ is begrensd en gesloten. 
BeJijs, Onderstel dat A onbegrensd was. Dan konden we een rij punten 
a 1 ,a2 , .. • ,9n, • • • Yin den met II 9n 11 ') n. Maar een dergelijke rij pun­

ten verdicht zich n~ns (we hebben geen oneindig verre pu.ntenl). 
Dit is in tegenspraak met de compactheid van A. Dus is A begrensd. 

Zij nu a een verdiohtingspunt van A. We ku.nnen dan een rij 
pu.nten a.pa2 .- • • ,9n •,.. kiezen met 8n /. a, 9n EA., e ( 8n, a) <. ¾ • 
We merken nog op, dat deze punten niet noodzakelijk alle verschillend 
sijn, maar dater wel oneindig veel verschillende zijn. In~ is 
h~t punt a verd1ohtingapu.nt van bovengenoemde rij, maar een van a 
versohillend pmt nie't (ga na). Dan moet gelden a E- A, daar A oom­
:paot ie en <lue de besohouwde r1j een verdichtingspunt !B.A m.oet heb­
ben. Du.sis A gesloten. 

Zij a verdiohtingspunt V'8.n A ( E en kiezen we een omgeving 
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U' ftft •• Die bevat een punt a 1 ~ a met a 1 E. A. Daarvoor is e (a1 ,a)> o. 
:DtA is er ook, omdat a verd1dht1ngepunt van A ia, een punt 82 ~ a 
ut e ('"t,a)< e(a1 ,a). Door volledige induotie vinden we dat er een 
r1j punten 8n is met 8n ,J. a, 6n e..A, e(8n.f.1,a)~- e.(8n,a). Die punten 
zijn twee a.an twee verschillend. Du.sa 

S$ell;Lp.fh le a verdiohtingspunt van A C. E, da.n bevat een willekeuri­
ge omgeving van a oneindig veel vereohillende pu.nten van A. 

Beschouwen we nu een oompaote ruimte E en een rij punten ~ E: E. 
Onderetellen we dat daaronder oneindig veel veraohillende voorkomen. 
Uit de laatete stalling en de oompactheid van E volgt nu, dat E een 
punt a )evat, zodanig dat 6n E. U, e.ls U een willekeurig gekozen omge­
ving van a is, voor oneind~g veel indices n. In deze formulering 
blijft de bewering doorgaan, ale er in de rij punten ~ niet oneindig 
veel vereohillende voorkomen. Dan is er n.1. een punt a, zodat ~=a 
voor oneindig veel indiees n. 

Zij E compact, 6n een :f.\mdam.entaal.rij in E, Gemakkelijk toont 
men a.an dater nu sleohts e~n punt a is met de hierboven genoemde 
eigensohe.p en dat da.t de limiet is van de rij 6n• Due: 
Ste11in5. Een compacte metrische ru.imte is ook volledig. 

Het omgekeerde van deze stelling geldt niet. Beschouwen we een 
fu.nda.mentaalrij nn in Em.Die rij is begrensd: U6n\\ ~ K voor 
zekare Ken elk natuu.rlijk getal n. Nu is in E• de verze.meling der 
p.mtfn x met \Ix\\ ~ K compact. Dus convergeert de rij 8n• Anderzijds 
is F,. niet begrened.Du.s: 
SjelllJaa• ~ is volledig, maar niet oompaot. 

ln de oursu.s analyse II zal de volledigheid aangetoond wor­
den van de ru.imte der fu.ncties f(x), gedefinieerd en continu op een 
seker stgment (a,b), en absoluut genomen begrensd door een ve.ste 
positieYe oonete.nte K, met de vroeger gegeven metriek. 

We gaan nu de overdekkingsatelling bespreken. We beginnen met 
een hulpst$lling. 
ff!~RBi9l~W• Zij E een compacte ruimte en b een poa1tie£ getal. 
Dania er em eipdig aantal punten a 1,a2 •••• ,9n te vinden, zodat 
de n omgevingen U( b ,a1), tr( h ,a.2 ), ••• , U( o ,9n) tezamen E overdekken. 
:Bewi~~,. X:ies 'iillekeurig a1 EE. Indian U( o ,a1) niet reeds met de 
bele ruim.te E esamenva.lt, kiezen we a2 f. E buiten die omgeving. Indien 
U( h ,a,) u U( b ,a2) niet met E sam.enval t, kiazen we a.3 bui ten die 
verenigi.ng. We beweren dat dit pr~•,d6 na een eindig aantal stappen 
atbreokt. Stel tene dat dit niet zo is, Dan is er een rij pu.nten 
e1,a2 ,••••8r,.•••• met ae eigenacha.p dat 

. t.,,.+1 '1:M U( 6 ,ai) (n= 1,2, ••• ), 
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ii.I e(a1 ,a3) ~ b vo~r i ,I, j, ale e de m.etr:Lek: in E ia, Daar E 
ooapaot 1•, heeft 4e rij punten '1zi een verdiohtingapu.nt a. Er aijn 
4811 twee :ln41cea 1 an j te vinden m.et 1 ,'. j, e(a1 ,a) < ¼ 6 , 

e(aj,a)<i b , dus e(a1 ,aj)' e(a1 ,a) + e(a,a3).c:: ¼o+i& • o • 
Dit is een tegenspraak. Dus breekt bovengenoemd proc4d6 at, waarmee 
de bulpstell1ng bewezen is. 
Qye[dt!J!:1ngastelling. Zij E een com.paote verzam.eling. Laat er een 
voorsehr1f't bestaan, waardoor a.an elk punt a t E een omgeving U( £a, a) 
van 4at punt is toegevoegd ( 6 a is due een willekeu.rige poai tieve 
rellle tunotie van a). Dan besta.at er een eindig aantal punten 
a1,a2 , ••• ,a..i, zodat de bijbehorende o:mgevingen de ruim.te E overdekken. 
l3ewijs. Stel eena dat E zioh niet eindig le.at overdekken .. Zij i> k 
een nul.rij ( ok> 0). Op grond van de hulpstelling bestaat er een 
eindig aantal punten b1,b2, ••• ,bn' zodat de omgevingen U( 6 1,b1), 
U( 6 1, b2 ) • • •• , U( c- , , b ) de ruimte E overdekken. Minstens ,,n daar­
van, zeg »< 1} • u( 6,, ~ (l)), la.at zich niet overdekken door eindig 
veel omcevingen U( b ,a)• lets anal.oor:1 geldt met 6 k 1nplaata van 
6 • We krijgen zo e:n rij punten b(k, met bijbehorende omeevingen 

B()l) • lJ( 6 k' b(k)), waa.rva.n geen enlcele te overdekken is door eindig 
veal omgevingen U( 6 8 ,a). 

Er 1s een wt a, zodat, ale U een willekeurig gekozen omge­
ving van a is, bk)~ U voor oneindig veel indices k. Speoiaal geldt 
dit voor de omgeving U{¼o ,a). We kiezen een rangnu..mmer k0 , zoda.t 

bk< i &., en b(ko)E.U(½a6a,a). Voor elk punt b E:. B(ko) is nu 
o (k ) 

e(b1b O )<:ib , terwijl ook €(b(k 0 /a)< ¼ 6 a• Dus is €(b,a)<.6a. 
DI.ls :etko) cu( &a,:). Dit is in tegenapraak met hat :feit, dat :sCko) 

geen eindige overdekking toelaat en U( E:. a'a) wel, nl. door de ene 
omgeving U( 68 ,a). We mogen dus concluderen dat E eindig te overdek­
ken is, waarmee de stalling bewezen is. Men vergelijke dit bewijs 
met het bewijs op P• 36/37. 

§ 18. Liaiejen. Contj.nue fu.n9tiee. 
Le.ten gegeven zijn een metrisohe ru.imte E met metriek e en 

een metriaohe ru.imte F met metriek et. Zij y = f(x) een funotie, ge­
dafinieerd op ICE, met waa.rden in F. We zeggen dat deze functie de 
limiet b hee:tt (b EF) in het pu.nt a EE, geschreven x~i :t(x) = b, 
indio hat voJ.cende seldt: 

1) a is ve:rdiohtingspunt van x. 
2) b13 elke E.)0 ia een 6 )0 te vinden, zodat ~(f(x),b)< t 

al.e e (x,a)< C t X ,/. a, X E.X. 
Ie bovendien b • f(a), dan heet t(x) continu in a. 



an I 59. 

We bewijzen, ale generalisatie van~ 10, I, de volgende 

Stt••MJS• Is de ru.imte F volledig en a verdiohtin,gapun~ van X, dan 
heeft f(x) een limiet in het punt a dan en sleohts dan als er bij 
elk getal £ ) 0 een getal & )0 te vinden is zodat 

O"(:f(x1), f(:x2 ))<. t als e(xpa)< £, e(x2 ,a)<. b; 
x1 ,x2 /. a ; x 1 ,x2 E x. 

Bew1Js. a) Laat f{x) de limiet b hebben in het punt a. Z1j I:..> 0 
willekaurig gekozen. '.le bepalen 6 > O, zodat d'(f(x),b) < ¼ f:. als 

e (x,a)< b , x -/: a, x E,X. Voor elk tweetal punten :r: 1,x2 met 
e(x,-a)< o, e.(:r:2 ,a)<b; x1,x2 '!- a, x1,x2 E:X geldt dan 

O"(f(:x:1)tb) <. ut , <S'(f(x2 ),b) < i·E.., 
due 

G(f(x 1),f(x2)) ~ G1(f(x 1),b)+ G'(b,f(x2 )) < ~E+½ E • ~ • 

Daarmee is aangetoond dat de voorwa.arde nodig is. 
b) Onderstellen we nu dat de voorwaarde vervuld is. 

'.'le kiesen een rij punten a 1 ,a2 , ••• ,~, ••• , zodanig dat ~ -p a, 
~ E: X en dat de rij posi ti eve getallen e (an, a) een nulrij :i.e. 

De rij pu.nten bn = f(an) in Fis een fundamentaalrij, Imm.era. 
kiezen we willekeurig ( 1 )0, bepalen we da.arbij overeenkomatig de 
voorwaarde een bijbehorend getal b1 > O en bepalen we tenslotte een 
rangnummer n0 , zodat e (9,n,an) <. 01 ala m,n > n0 , dan geldts uit 

m,n ). n0 volgt e(am,an)< 6', wegens am,an /. a en am,an EX due 
u (bm' bn) < E..'. Nu is gegeven dat F volledig is. Dus .oon:ver.ge.e.rt. de 

rij bn, zeg tot b. We kiezcn nu e.) 0. Daar bn limiet b heeft, be-
1:rtaat er een rangnu.per n 1 , zoda.t C!' ( bn, b) <:. ¼ t a.ls n > n 1• Kraoht.ens 
onderat.elling is er een posi tief getal o te vinden, zoda.t 

d ( f( X ) , f( X 1 )) < 'j €. als e ( X , a) ( ¢ t e ( X 1 , 8.) < 0 ; X, X 1 /. a; 
x,x' E. x. Laat • een willekeurig punt van E zijn met e (x,a)< o, 
x /. a, :r: Ex. Zij n een natuurlijk geta.l > n 1, mot e (9n,e.)< 6. 
Dan geldt <r(f(x), bn) <-} E. en ook cs'(bn,b) < ½ E. • due 
<S' ( f(x), b) < 3 • Daa.r de keuze van E willekeurig is, volgt hieru.i t 
dat f(x) de limiet b heeft in het punt a. Dus is de voorwaa.rde ook 
voldoende. 
O:pm.~rkl:PS• D&ar we aangetoond hebben dat En, en dus E1, volledig is, 
is hiermee tevena een nieuw bewijs gegeven voor de eerste stalling 
van t 10. 

Ia a verdichtingspunt ve.n X CE, dan ku.nnen we rijen punten 8n 
vinden, zodat 8n ,I. a,9n E.X, terwijl n!;~~ = a (vgl.blz.56/57). 
We tonen nu a.an 
§le.ll~S• Zij a verdiohtingspunt van x. Dan heeft f(x) een limiet 
in hat punt a, den en sleohts dan ala voor elke rij punten ~ met 

( 1) 9u E I• "r,_ I: a., n3:..1m00 8n = a 
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geldt dat ook de rij f(9n) E.F een limiet h.eeft. 
Bewija. Onder.stellen we eerst dat f(x) een li1lliet heeft in het punt 
a, zeg b. Zij 8n een rij punten waarvoor (1) geldt. Is nu ~ > 0 wil­
lekeurig gekozen, dan ku.nnen we wegens xlim8 f(x) =been getal b>O 
vinden, zodat <S"(f(x),b) < E. ala f>(X,7)< t>, X !, a, X E..~• Ver-
der is er een rangnummer n0 te vinden, zodat f(9n,a.) <.. 6 ala n > n 0 

(zie definitie p.55). Omdat steeds~ ;6 a, 8n E:.X geldt dua: voor 
n>n is G"(f(a),b) < l. • Du.s nlim f(a) = b. o -n ➔ C"'.> -n 

vnderstellen we nu dat de rij f(an) convergeert voor elke rij 

pu.nten ~, waarvoor (1) geldt. ;Ve kiezen zo'n rij 8n; zij n¼.moJ(~)= 
= b. Stel eens dat niet geldt lim f(x) = b. Dan is er een getal 

X➔8 
c.. 0 > o, zodat er voor elk lJOsi tief getal b een punt x is te vinden 

met x ~ a, x EX, f(x,a)< o, d(f{x),b) ~ f ... 0 • Zij &n een nulrij 

en kiezen we voor elk natuurlijk getal n een punt a'n' zodat a'n ta, 
~ EX, f{a'n,a)< bn' <S'(f(~),b) ~ e, 0 • De:f'inHiren we een rij 
punten 8n ale volgt: 

•2n-1 = 9n, a2n = a~ (n = 1,2, ••• ). 
Omdat 8n en ~ aan ( 1) voldoen, geldt hetr;elfde voor 8n .• Daar 
nUm f( 8n) = b, cf ( f( aA), b) ~ f:,0 voor alle n, oonvergeert de ri j 

_oo 
f(8n) echter niet (ga na). Dit is een tegenspraak. Dus is x¾i f(x)=b. 
Da.arm.ee is de stelling bewezen. 

We merken nog op, dat als f(x) een limiet heeft in het punt a, 
daze limiet eenduidig bepaald is. ',"/ant is x~ f( x) = b, en ook 
x¼.11 :f'(x) = b2 , dan is er bij elke E. ) O een getal 6 :> O te vinden, 
zodat 

d{f(x),b 1) < -~- t. , 
a.ls x ~ a, x €..X, f>(x,a) <. 6 

d (b1, b2 ) = O; uit ( d...) volgt 

getoond is. 

cr'(f(x), b2 ) <½E. 
• J.lus is 6"(b 1,b2 )< €, en dus 

da.n b 1 = b2 , waarmee de bewaring aan-

Een analoge eigenschap toont men aan voor rijen: is E een me­

trische ruimte en an convergent in E, dan heeft 8n niet meer dan een 
limiet. 

Van. veel nut is de volgende eenvoudige 
Stelling. Zij n 0 een natuurlijk getal. Zij <r (n) gedefinieerd en 
een natuurlijk getal voor elk .natuurlijlc getal n f n0 en zij ~;~ 'f(n)= 
= oo. Is dan E een metrische ruimte en zijn 8n en bn twee rijen in 

E met n;.1L ~ = a en bn = a ((>(n) voor n ~ n 0 , dan is ook n~~ bn = a. 
Bewijs. Zij t )0 willekeurig. Er is daarbij een natuurlijk getal n 1, 
zodat f (~,a)< £- a.ls n ) n1 • Verder is er een na.tuurlijk getal 
N ::,. n 0 , zodat <:f (n} ) n 1 a.ls n > N. Dan is ook p (bn,a) = 
== f (a '°(n)•a) < e. voor n >N• l)J.s nlim bn = a. 

l -:-i- ex, 
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Voorbee,l..4!Ul• I, De rij bn ontstaat door verschikking van de rij an, 
d.w. z. er is een ,,neenduidige afbeelding ~ (n) van N 9..12 N, zodat 

b =a. ( ) (n ~ 1). Is nu keen willekeurig natuurlijk getal en n ~ n 
noemen we n1 ,n2, ••• , nk de natuurlijke getallen, waarvoor ~ (n 1) = 1, 

4'(n2 ) = 2, ••• , <f(nk) = k, da.n is zeker ~(n) > k als n :>K = 

= iiffk n1. Dus is n)j~~ 4>(n) = o'l. 
II. De rij bn is een deelrij van de rij 8n• d,w.z. voor n ~ 1 

is bn = a 4 (n), met f (m) > ~ (n) a.ls m ) n. Ook nu is n3:.;-~ ,~ (n)= 

=o.o• 
III• De rij bn ontstaat uit de rij ~ door !nlaaail'lg van ~inq_i_g_ 

veel punten, op willekeurige plaatsen. Zij k het aantal ingelaste 
pun ten. Dan is er een natuurlijk geta.l n 0 , zodat bn = an-k voor n > n 0 • 

Hierbij is lim (n-k) = oc. 
n ➔ °'° In al deze gevallen geldt: is~ convergent in E, dan ook bn' 

met dezelfde limiet. 

Zij weer f( x) gedefinieerd op X C. E, met waarden in F. Als vroe­
ger zeggen we weer, dat f(x) 2ontin.H, is in een punt a e.X, als 
x\ii f(x) = f(a). Anders gezegd: f(x) is continu in a indien 

1) a is punt-verdichtingspunt van X 

2) bij elke f. ;O is een b)Ote vinden zodat o'(f(x),f(a))<.e. als 
f (x,a)< b, x e.x. 

Is f(x) continu in elk punt van X, dan heet f(x) .c_op.....tul.'LOP x. 
Stellin~- Is f(x) continu op X en .;-: compact, dan vormen de fu.nctie­

wa.a.rden in F ook een co,11pacte verzameling Y. 
Bewijs. Zij B een oneindige deelverza.meling van Y. Omdat B oneindig 
is, kunnen we een rij punten bn vinden, twee a.an twee verschillend 

en alle tot I\ behorend. Bij elk punt bn is er, wegens bn E. Y, (minstens) 
e,n punt 9n te vinden met f(¾) = bn. De punten an zijn twee aan twee 
verschillend en behoren alle tot x. Zij a een verdichtingspunt van 
de verza1,1eling der punten an. Er is nu bij elke E.. ) 0 een b > C te 

vinden met G"(f(x),f(a))<. f.. als f(x,a) < o • Verder is f (an,a) <. b 
voor oneindig veel ra.ngnuzr.mers n. :Cus is ook <r(f(an) ,f(a)) <. e voor 
oneindig veel rangnummers n. Dus is f(a) verdichtingspunt van de 
verzameling der punten bn, en dus van I\. Dus is Y compact. 
Gevolg, Is F = E:ri, da.n is dus Y begrensd en gesloten (zie stalling, 
~-56). Ingeva.l F = E1 bevat Y dus een grootste en een kleinste 
getal. Hiermede is ook de stalling op p.35, onderaan, teruggevonden. 
Stel in .. Ia f(x) gedefinieerd en continu op een compa.cte verzameling 

CE, dan is f(x) daar ook uniform continu. 
if!w3:js. Zij €, )0 willekeurig. Bij elk punt c E. X is een posi tief 
getal 6 ( o) te vinden, in het algemeen a.fhangend van c, zodat 
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cr(f(x),f(c)) <. ½ e.. a.ls _p(x,a) <. «S(c). ':le voegen nu aan elk 
punt o t:. X d~ omgeving u(~ o ( c), c) toe. Op grond van de overdekkirigs­

stelling is er een eindig aantal punten c1,c2 , ••• ,cn te vinden, zodat 

X overdekt wordt door de bijbehorende omgevingen u(; 6 ( c 1), c 1), 

u(} b ( c2 ), c2), ••• , U() S ( o ) , c ) , Zij nu b = min ½ 6 ( ci). Kiezen . n n 
we twee getallen x 1, x 2 e.X met f) (x1 ,x2 ) < cS. Dan is er een natuur-

lijk getal i ~ n met y (x 1,o1 ) <½ 6 (c1 ) en is verder f (x2 ,ci) ~ 
f (x2 ,x 1) + f (x,,,c1 ) < b + { i(c1 ) ~ b(c1 ). Dus is G"(f(x 1 ), 

f ( Ci ) ) < i t , <:1 ( f ( X 2 ) , f ( Ci ) ) < ½ £ , du S G' ( f ( X 1 ) , f ( X 2 ) ) < C. • 
M.a.w. voor elk tweetal :pun ten x: 1 ,x2 E. X met f (x,.x2 ) < o is 

ct (f(x 1 ), f(x 2 )) < e • Daarmee is de stelling bewezen. 

Het begrip samengest~l~e-~g_t_i_!t laat zich ook defini~ren even­
als vroeger. Zijn gegeven drie metrische ruimten E,F,G en is q> (x) 

gedefinieerd op X C E, g( y) op Y CF, terwij 1 <.fi ( x) E. Y als x E. X, 
g( y) E. G als y E. Y, dan is door samenstelling gedefinieerd g( ~ ( x)), 
voor x E.X, met waarden in G. Er geldt: 
Continufteitstheorema van d~J1~1engestelde fupctie. Zij a punt-ver­
dichtingspunt van X, b punt-verdichtingspunt van Y en b = 4> (a). 
Indien dan <.\' ( x) continu is in a en g( y) continu is in b, dan is ook 

g( l() ( x)) con tinu in a. 

Limiettheorema van ~~._8_]Jnen1te_stelde.J'_lh.n,ptie. Zij a verdichtingspunt 

va~ X, (b ver~ichtingspunt van Y, x~W <f (x) = b; y~Vr g(y) = c. Ih~n is 
y2;¥1 g 'f(x)) = c, tenzij ter,elijkcrtijd geldt: 

1. elke omgeving A van a bevat punten x I- a met x e.X, q, (x) == b 
2. g(y) is discontinu in y = b. 

De bewijzen verlopen precies als opp. 38/39. 

Tot slot nog iets over het geval dat F een Euclidische ruimte 

is. Zij f(x) gedefinieerd op X (E, met waarden in~· Voor elk punt 

x E:.X is dus f(x) een punt in En met n coordinaten, zeg f 1(x) 1 

f 2(x), ••• ,fn(x). Dus zijn f 1(x),f2(x), ••• ,fn(x) reele functies van 
x, alle gedefinieerd op X; we noemen ze de componenten van f(x). 

Stelling. De functie f(x), op X, met waarden in E, heeft een limiet n 
(is continu) in het punt a ~X, dan en slechts dan als elke component 
f 1(x) een limiet heeft (continu is) in a. 

:Bewi,js: Zij b = (b 1,b2 , ... ,bn) €~ .. 'Fie ~ebben 

_r(f(x),b) = f t(f1(x)-b1) 2 } 1t, dus 

max \f~(x)-b1 l i f(f(xJ,b)' l\fn .• max \f1(x)-b1 \. 
Uit f,f(x),b)< e volgt dus \f1(x)-b1 I< E. (i=1,2, .... ,n); uit 
\f1 (:x)-b1 \<E/i'ln (i=1,2, ••.• ,n) volgt p(f(x),b) < E. Het bewijs 

van de atelling is nu. gemak:kelijk te voltooien. 
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Zoals reeds gezegd in§ 16, spreken we van reele functie als 
F = E1• Reele functies kunnen opgeteld en vermenigvuldigd worden,enz. 
·i/e hebben analoge stellingen als in ~ 9. Zij E een metrische ruimte 
en lat~n f(x) en g(x) twee reele functies zijn 9 beiden gedefinieerd 
op een verzameling X CE. Zij Jim f(x) = b en xlim g(x) = c 

X➔a ➔a 
dus reele getallen). Dan geldt~ 
(2) 

( 3 ) 
( 4) 

(5) 

( 6) 

1 im S f ( X ) + g ( X ) l = b + c 
X ➔ a 1 l 
X lim o1...f(x) = :)(. b ( '-~ een constant reeel getal) 

-~a 
Xlim f(x) g(x) = be 
➔a 1 1 

x~~ ·r~ = C als C ;; C 
lim f x = b als c IO. 

x➔ a g x c 

(b enc 

De bewijzen zijn woordelijk hetzelfde als op p.29/30; de daar 
optredende omgevingen A, A1 ,.A2 , A3 zijn nu omgevingen in E i.p .. v. 
in 1-- • 
Opg.61· De verzameling der punten in E2 met rationale coordinaten 
is aftelbaar (gebruik de eigenschap dat de verzameling der rationale 
getallen aftelbaar is). Hetzelfde vonr En~ 
Opg.62. De functie y = 1~~~~:11 geeft een eeneenduidige afbeelding 
van het open interval (0,1) op I. Dientengevolge is het open inter­
val (0,1) overaftelbaar. 
Qpg.6J. Elke oneindige verzameling bevat een aftelbare deelverzame­
ling. 
Opg.64. Zij a) 1. Dan heeft de functie f(x) = ax een inverse op 
(- t"X), o<~); die inverse is gedefinieerd 1 monotoon stijgend en continu 
op het open interval (O,c;,r:,). 

Opg.65. Is c )O, dan is lirn x 0 = oo. 
X ➔ =-' 

Opg .. 66. Is b) C en lim f(x) = b, dan 
x~a /.Jr--

Opg.67. Bepaal lim ~ ('~x+1-1) (zet 
is lim ~) = Vb. 

3 x____.a 
~l -1 :;:= y en beschouw 

1 ~ X ➔ O X x (~ -1) als samengestelde functie van x, door tussenkomst van y). 
Cpg.68. Zijn gegeven n reele getallen a 1,a2, ••• ,a, alle ~ o, dan is 
( .;µ )2 < ~ 2 n , f;-, a-i, = n .~ a\) • 
Opge63_• De vereniging van aftelbaar veel open verzamelingen in een 
metrische ruimte Eis weer open. 
Opgw?_Q_. Elke omgeving U( 6 ,a) in een metrische ruimte Eis een open 
verzameling. 
ppg.71. Een eindige verzameling is compact. 
Opg.72. Zij E een metrische ruimte, met metriek f,en F de verzame­
ling der geordende paren (a, b) met a, b E. E. Dan is F een metrische 
ruimte, met metriek er' 1 als we definieren 

max } f ( a , c ) , f ( b , d ) } • 
Opg.73. Zij E een metrische ruimte, A en B 

~((a,b),(c,d)) = 

twee deelverzamelingen. 
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De rand van A'..JB is• ·ac v,.r~ni&in& v1.n de rc.nd vnn A en de rand v;:,n B 
(rand= verzumeling der rand:pu.nten). 
,0pg.7~ .. Zij a een vast punt in En, f de gebruikelijke 'metriek. Dan 
is f (a,x) een continue functie van x. Dit geldt ook in een wille­
keurige metrische ruiute. 
,Opg•72• Zij E een metrische ruimte, a een punt van E en X een niet­
lege, compacte verza.meling in E. Dan heeft de verzameling der getallm 

f ( a ,x) met x E:X een kleinste waarde ( di t wordt de afstand van a 
tot X genoemd). 

Opg.76. Is A een compacte verzaneling in En' dan bevat A een punt 
met maxima.le afstand tot de oorsprong (o,o, ••• ,o). 
ppg. Tl.• Is E een metrische rui:,1te en f( x) gedefinieerd en continu 
op E, dan is de verzameling der punt en x ~E met f( x) > 0 open • 
.Q;eg_~.§.• De retHe functie f(x ') = f( ( x1 , x2)), gedefinieerd door 

) :11X2 . . 
f~(O,O)) = O, f\(x 1,x2 ) = VX{+x2i.., 1s cont1nu op E2• 

§ 18. Hil,_be6rrip afgel,4..i_d_e. 
We keren terug tot reele functies, met reeel argument. Zij 

y = f(x) een reele functie, gedefinieerd op e~n open interval I, a 
een punt van I. Letten we, in de grafiek van deze functie, op het 

j(X -~::_.. punt \a,f( a)) en een variabel punt (x, f( x)) • 
De richtingscoefficient van de koorde die 
deze twee punten verbindt wordt gegeven 
door f(x)-=_tl~J .• Het kan gebeuren dat deze 

X - a 
koorde tot een vaste stand (raaklijn) na-

______________ _._.._... .. dert als x tot a nadert. Dan zal ook het 
.x. 

opgeschreven quotient tot een vaste waarde naderen voor x ➔ a. 
We stellen nu, los van bovenstaande aanschouwelijke redenering, 

de volgende definitie op. De functie f(x) heet differentiaarbaar in 
a, ala xl,_¼i f(~~;,f.Lal bestaat, en de limiet wordt het differenti­
aalquoti~nt van f(x) in het punt a genoemd, geschreven 

( df(,;)) of (EX) 
dx x = a dx x = a • 

Is f(x) differentieerbaar in elk punt van I, dan is het diffe-
rentiaalg_uotitint van f(x) ook een functie van x, gedefinieerd op I. 

''.!e noemen het de ,a_f_g_eleid.Et van f( x) 1 geschreven c'! ~), f'(x), 
i of Y'• In plaats van (E.~~xl) x = a ku.nnen we nu ook f'(a) 

schrijven. 
Voor een functie is differentieerbaarheid een ingrijpender eis 

dan continutteit: is f{x) gedefinieerd op I, dan is f(x) continu 
in een punt van I, wanneer f(x) daar differentieerbaar is, maar niet 
omgekeerd. 



an l OJ• 

Bewijs. Zij f(x) differentieerbaar in a (a inwendig punt van I). 
Schrijven we ( ,9:__fi£)) = 1. Er is een getal o 1 > 0 zodat voor 
x I= a, Ix - al <dx&" 1 g!l~t\fl~:¼la} - 1\ < 1, dus lf(x1:~(a)j<ll!+1, 

ofwel lf(x)-f(a)I< (lll + 1)lx-a\ • 

Is nu e een positief getal, dan is dus l f(:x:)-f(a)I < E. als 1x~a1<J= 
= min ( 8 1 , c/(I1I+ 1)). Dus is f(x) continu in a. 

Om.gekeerd is b.v. de functie f(x) = Ix! overal oontinu, maar 
niet differentieerbaar in x = 0: het quotient f(~)=f~OJ~ = 1~ 1 

neemt in elke omgeving van O zowel de waarde +1 als de waarde -1 aan. 
In het volgende, wanneer gesproken wordt van functies, differen­

tieerbaar in zeker punt, is steeds ondersteld dat die functies ten­
minste in een zekere omgeving van dat punt gedefinieerd zijn. 

i 19. Regels voor het differentieren. 
Voor differentiaalquotienten gelden dergelijke rekenregels als 

in§ 9 voor limieten afgeleid zijn. 
9_j;ellin_g. Laten f(x) en g(x) gedefinieerd zijn op eenzelfde verza­
meling X en beide differentieerbaar zijn in een punt a. Dan zijn 
ook f(x)+g(x), c f(x) (c een constante), f(x) g(x) differentieerbaar 
en er geldt: . 
( 1) cd(f(x)+g(:x:U) = (d f(xj) + (d g(rj) 

(2) 

( 3) 

dx x=a dx x=a dx x=a' 

( d cf ltl) = 0 ( 4.. f ( x) ) 
dx x=a dx x=a' 

(.iif_Lx)g(x)) = f(a) (Ag(x)) +g(a) (·d f(x)) • 
dx x=a dx .X=a dx x==a 

~ewijs. We hebben 

(f(x2.,+g(x))-{_f(a)+g(aJl:::: fg)-f(a) + fil..~.l:-g(al (:x:;ia) • 
x - a x-a x-a ' 

krachtens definitie hebben beide termen rechts een limiet in het 
punt .x = a. Volgens (9.2) heeft dan het linkerlid van de opgeschre­
ven betrekking daar ook een limiet. Dus is f(x)+g(:x:) differentieer­
baar in a, terwijl genoemde limieten verbonden zijn doo~ (1). 

Op analoge wijze volgt dat c f(x) differentieerbaar is en dat 
(2) geldt. 

Beschouwen we nu het product f(x)g(x). Voor x f a, x !: X is 
(vgl.het bewijs van (9.4)) 

f(x)g(x)-f(a)g{a). !(xJg(x)-f(x)g(a) + f(xJg(aj_-f(a)g(a) = 
x-a x - a 

= f(x) g(x)-g,W + f(x)-f(a) g(a). 
X - a. X - a 
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Letten we op het la.atste lid. De beide b:reuken ubben eeo l1m.1•t in 
a, kraohtens onderetelling, en f(x) is oontinu in a (zie § 18); ge­
noemde uitdrukking heeft du.a een limiet in het punt a (zie (9.2) en 
(9.4)}, en wel f(a)(~)x=a + g(a) (~)xaa. fu~ is f(x) g{x) 
differentieerbaar in a en geldt (3). 

Zijn f(x) en g(x) b.v. differentieerbaa.r op een interval I, dan 
bebben deaf. relaties 

( 1') ,k (f(x)+g(x)) == f'(x)+g 1{x) } 

(2•) kc f(x) = c t•(x) 

(3') k (f(x)g(x)) = f(x)g•(x) +g(x)f'(x} . 

(x e, I) 

.§.i.ell1ng. Zijn f(x) en g(x} gedefinieerd op eenzelfde verzameling 
X, en differentieerbaa.r in a en is g(a) ~ O, dan zijn ook itxr' en 
llil 
g(xT 

(4) 

differentieerbaa.r in a en er geldt: 

· , ( d~{x~=a 
c.L. > - - . 

d:J: ,l x) x=a - ( g( a} ~ ' 

A.. fuJ_ ) = g(a) ~kr(x))..,.-f(a)(¼is(x) >x-a • 
( 5) ( dx g(xT x=a ( g( a) ) 

Bewijs. Daa.r g(a) ~ 0 is en g(x) continu is in a, is er een omgeving 
A van a, waa.r g(x) steeds I O is. Voor x I a, x EA is 

1 1 
iw-ifi.I _ g(x)-g(a) l 

x-a - - x-a • g{x)g(a} 

gem.a.kkelijk volgt dat deze uitdrukking limiet -(~)x=a. - 1----
(g(a))2 

heeft in het punt a. Dus is g(xJ differentieerbaar in a en geldt (4). 
Door toepaasing van dit resultaat en de vorige stalling, speoiaal 
(3), volgt dat ~ differentieerbaa.r is in a en dat (5) geldt. 

Indian f 1(~)A~n g'(x) bestaan in zeker interval, en g(x) daa.r 
geen nulpunt heeft, hebben we 
( ) ( 5 ) d 1 __ g 1 ( x) 
4 t , I '!i irx1" - (g(X) )~ 

d fix-1 _ g(x)f'(x~-f(x)g'(x) 
'dx gfiT- (g(x)) • 

Er zijn ook regels voor het differentiijren van eam.engeatelde 
en inverse fu.notiee. 
S]e6liD&· Zij g( f(X)} een samengestelde fu.nctia van x, gedefinieerd 
door tussenkomst Tan twee functiea u = g( y), y = <P ( x) • Zi j 1 • <p ( x) 
differentieerbaar in a en u = g(y} differentieerbaa.r in b = <P (a). 
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Dan ie oolt g( q> (x)) differentieerbaar in a en er geldt: 

( 6) ( 4 Skx f ( !i }l ) 1111 ( ~) • ( d 4> ( X) ) • . 
x-a ~ y=b ~ x=a 

Be!~js. Er is een oomplioatie in die zin, dat ~(x)--~~a) = ~ kan 
zijn voor x -1- a., zodat we niet hat quotUfnt g(, 4ci~-gcpra.~fL kunnen 

bekijken. We redeneren nu ala volgt. Zij w(y) bepaald door 

w (y)= g(;y¼=~(b) voor 1 .;_ b, w(b)::11(~\.t,• n:Dis g(y)-g(b);:(y-b~), 

ook voor y=b,d:u.s 
.. ,s;(f~:g)l-g(f(A,)) == 1,(1)- ,:(1) w(<p(x)) (x ~ a). 

x-a x-a 
Ingevolge de onderetellingen heeft de eerste factor in het le.atste 
lid limiet (-£. .. i£:~l.)x=a in a en is w(y) oontinu in b, zodat we 
op w( <p (x)) het limiettheor.ema van de samengestelde funotie mogen 
toepassen (p.39). Dit la.atate leert ons da.t xl:ti w( cp(x))= w(b) = 

~ (d.g(y)) • Dan heeft ook het quotiUnt (S( f(x)}-g(cp (a)) een ---a:y- y=b X - a 
limiet in a, en de limiet wordt gegeven door (6). 

De formule (6) wordt kettinsregel (voor het differenti~ren) ge­
noemd. Beetaan de afgeleiden van u = g(y), y=f(X) in zeker interval 
I en geven we die aan door t, t, enz. ,dan krijgen we de sugges­
tieve formula 

(6 1 ) t=t• l (xceI) 

Hierbij moet de eerste afgeleide rechta genomen worden in y, verbon­
den met x door y:::; 4'(x), m.a..w. opgevat worden ala (samengestelde) 
funotie van x, door tussenkomst van y = <p (x) • 
Stelling. Zij y = f(x) gedefinieerd en monotoon stijgend (of dalen 1 ) 

op een interval I. Zij a een punt van I en laat c-!!:~)x=a bestaan 
en ~ 0 zijn, Dan is de inverse functie x = g( y) n·'..fferentieerbe.ar 

in b • f(a), terwijl 

{?) ( ~) Y= b ::: 1 : ( ~) X=a • 

Ia de a.fgeleide van f(x) gedefinieerd en~ 0 in elk punt van I, dan 
is •·l = 1: ij , als we linker- en reohterlid beide als functie van 
x, of beide als f'unctie van y opvatten. 
Bewijs. Voor x ~ a is oak y ~ b en hebben we dua 

g{~!~!b) = f(xJ:,{a) = 1: !L.~i:;(i) • 
ltraobtens onderetelling heeft f(xi:;!1) een van nul vereohillende 
limiet in a. De brau.k heeft dezelfde limiet als funotie van y, in 
y = b. Du.a heeft g~y~:~(b} een limiet in b. Daa.rbij is voldaan a.an 
(7), 
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We bebendelen nu enige voorbeelaen. 
Ben oonetante f'unotie 1a overe.l differentieerbe.a.r, met atgele1-

de o. De identieke tu.netie t(x) = x 1a overal 41.tteNlltieerbe.ar, met 
a:fe;eleide 1. Verder geldt 

(8) -ix -z:l = n xn-1 voor gehele n (x ~ o, ale n i O). 
:SeytiJ§• Voor n > O door volledige indu.otie. Voo:r n • 1 weten we bet 
al. Geldt (8) voor n, da.n is, op grond van (3'), 

d n+ 1 d ( n) n-1 n ( ) n 1i x = li x • r~ • x • nx + 1 • x • n+ 1 x . 
tus geldt (8) voor elk natuurlijk getal n. Voor n • 0 is (8) ook 
juiet. En voor n negatief, zeg n = -m, herleiden we op grond van (4') 

d n d 1 ~-1 -a-1 __ . _n-1 • 
-axx =u ;;=- rm=-mx nx 

Daarm.ee is (8) volledig bewezen. 
Door toepasaing van (6? leiden we af 

¾x (x2+1)n = n(x2+1)n-1.2x (n geheel, x willekeurig) 

Uit (7) volgt, als we nemen y = vx, 

hVi=1: hY2 =h==~ (x>O). 
Later zullen we een willekeurige maoht leren differentitiren. 

§ 20. De §j;elliM vaqRolle, De reg~le VAA l 1Hap1teJ.:_. 

Voor verschillende doeleinden is van belang de volgende -· 
St!U;J,W yan Rolle, Zij f( x) gedefinieerd en oonthlu op mt segment (a., b) , 
en differentieerbaa.r op het open interval (a,b). Zij voorts f(a.)=f(b). 
Dania er een punts met a< s <b, f'(s) = O. 
Bewije. De :functie f(x) neemt op het segment (a, b) een maximum 1' en 
een minimum ~• aa.n, omdat f(x) continu is op het segment {zie p.35/36). 
Ia,= ;' = f(a) = f(b), dan is f(x) constant en de stalling trivi­
a.al. Onderatellen we "I> f( a) ( het geval 4 '< f( a) wordt a.naloog 
behandeld). Zij ; een punt met f( 5 )= "¥ ; ui tare.a.rd is a < i < b. 

Ingevolge de voorwaarden besta.a.t x~if f(x~:~( i ) = f • ( s ) ; we 

zullen bewijzen t•(i) = o. 
Voor X>C (en !lb) is :t(x)-f(s) ~ o. Dus is li,n+ f(x)-f(s )_ 

'& X- i X - 6 X-s 
= .x~1f tC!il;:\i l ~ o. Voor X< 5 (en!: a) is f(xi:~s) ~ o, due 

11:m.- ,,1)-g(i l • lim. ~(1)-t{i) ~ o. De beeohouwde limiet, n.1. 
:r.., i x-; x .... I x- i 
f' ( i ) , ie du.a o. 

We behandelen nu enige toepe.ssingen van de stalling van Rolle. 
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I. Zij :t(x:) gede:tinieerd en oontinu op het segment (a,b) en diffe­
rentieerbe.ar op het open interval (a,b). Dan 1s er een punt§ met 

a<~< b, f'( ~ ) = f(bt:!(1} • 

(middelwurdestellins van de differentiaalrekening). 
Bewita. Pas de stelling van Rolle toe op de tu.notie g(x:) • f(x) -
- l( l-f'(1) (x-e.); er geldt g(a) = g('b) == t(a). Dit levert de exis­

tentie-~n een punt s met a< 5 < b, g'( 5 ) = t•(~ )- f(~!;f(p,) =0. 

Toepaefipg. 11 10-1010 = (11-10). 10 5 9 met 10 <i< 11, au.a 
10.,09< 11 10-10 10< 10.119• 
II. Laten f(x) en g(x) gedefinieerd en oontinu zijn op een segment 
(a,b) en differentieerbaar op het open interval (a,b). Zij g'(x) jo 
voor a< x < b. Dan is er een punt s met a< i < b, ffi-t = 

= ~f~}:!f:~ (uitgebreide middelwe.ardestelling). 

Bewijs. Allereeret merken we op dat g(b) ~ g(a) • .Anders zou er nl., 
wegens de etelling Yan Rolle, een punt ") zijn met a< 11 < b, 

g•(~) = O, in strijd met de onderstellingen. We beachouwen nu de 
funotie h(x), gedefinieerd door 

'

f(b)-f(a) f(x)I 
h(x)= g(b)-g(a) g(x) = (f(b)-f(a))g(x)-(g(b)-g(a))f{x). 

We hebben 

h(a) = I f(b) 
g(b) 

f( a) I 
g(a) 

' h(b) = I -f(a) 
-g(a.) 

f(b)I, due h(a)=h(b). 
g(b) 

Verder ie h(x) continu op het eegment (a,b) en differentieerbaar 
op hat open interval (a,b). Er is dan, volgens de stelling van Rolle, 
een punt !; met 

a < 5 < b, h 1 ( ; ) = ( f ( b )-f ( a) ) g ' ( s )-( g ( b )-g ( a) ) f ' ( 5 ) = 0 • 

Dan is ook f.!J._~_l = ffbj-ffa, · g'Tf"T g b -g a • 

III. Is, in zeker interval I,f!(x) = o, dan is f(x) constant op I. 
Bewijs. Laten a en b twee punten uit I zijn, a<. b. Dan is er, 
wegena de vorige stelling,een pu.nt ~ met a.<s <. b, f(b)-f(a) = 
= (b-a)f'(s ) .• Kra.chtens onderstelling ia f'(s) = O. Dus is f(a) = 
= f(b). Du.a is f(x) constant in I. 
Qaerk¼RS• Deze eigenaohap ia de om.kering van de eigenschap dat 
de e.fgeleide van een oonstante identiek nul is. 

IV. Ist in zeker interval I, f'(x)>O, dan 1a t(x) monotoon stijgend 
in dat interval. 
J1wijs. Le.ten x, en x2 twee pu.nten uit dat interval zijn met x 1 <x2• 
Er is een pmt 5 met :f'(x2)-f(x,) = (~-x,)f 1 (5 ); due ie 
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f(x2 )-:f'(x1) > o. Do.a ie f(x) m.onotoon st1jgend. 
QJlllrJ&w• ls omgek:eerd :f(x) monotoon stijgend en differ.entieerbaar 
in zeker interval I, dan mogen we nog niet bealuiten tot f' (x) > 0 
voor x • I, zoala blijkt uit het feit dat t(x) = x3 m.onotoon stijgend 
en differentieerbaar is op (-00,00), tenrijl de afgele1de f'(x) = 
= 3x2 nul is in x = o. Wel geldt f'(x) !: O voor xeI, onder de ge­
noemde voorwaarden (ga na). 

We tonen voorte aan 
Stel•4h8 Yin ~~QYe• Zij f(x) gedefinieerd en different1eerbaar 
op het segment ( a, b). Zij r een geta.l tussen f • (a) en f' ( b). Dan 

is er een getal s met a i~ i b, f'(s) • r. 
Bewijs. Ingeval r = f'(a) of r = f 1 (b) is de stelling triviaal. 
Geldt de stalling voor -f(x), dan ook voor f(x). We mogen du.a onde~ 
stellen f'(a)< r< f'(b). Zij nu g(x) gegeven door g(x) = f{x)-r:x. 
Dan is g(x) gedefinieerd en differentieerbaar op het segment (a,b) 
en er geldt g'(a) = f'(a)-r< O, g 1 (b) = f'(b)-r >0. Vie zullen aeri­
tonen da.t er een punt s is met a< 5 < b, g'( 5 ) = O; dan is f 1 ( s )= 

= r en due de stalling bewezen. 
Daar g'( a)< O, is ~-g( Eli < o, due g(x) <. g(a) voor x > a in 

een zekere omgeving van a. ~enzo, wegene g 1 ( b) > 0 , is g( xi:~< b) >0: 

due g(x) < g(b) voor x < b in een zekere omgeving van b. Dua wordt 
het minimum van g(x) op net segment (a,b) aangenomen in een punt 5 
met a< ~ < b. Voor dat punt s is g' ( 5 ) = 0 ( zie bewijs stalling 

van Rolle). Daarmee is de stelling bewezen. 
Bovenstaande stelling zagt ons dat afgeleide functies, evenals 

continue functiee, de doorlopendheidseigenschap bezitten. Later 
zal uit een voorbeeld blijken, dat een a.fgeleide funotie niet nood­
za.kelijk continu is. 

We behandelen nu twee stellingen, waa.rin een verbend gelegd 
wordt tussen de lifiliet van het quotiijnt van twee functies en de 
liDiet van het quotH~nt van de afgeleiden van die iu.ncties .r 
Eorsto regal van l 1H6pita1. Zij a een punt,eindig of .. o:neiXJ.dig,A een 
~ Tan dat punt ( evt. een linker-of' reohteromgeving) en 1..• die 
omgeving, met weglating van het punt a. Laten f(x) en g(x) twee 
:tunoties zijn die voldoen aan de volgende vier voorwaarden: 

1. f(x), g(x), f'(x), g'(x) zijn gedefinieerd op A• 

2. x!..11 t(x) = x1:!i g(x) = O 
3 • f: ~:~ .,- 0 voor x e: ;.• 
4• ~ heeft een limiet in a. 

Dan geldt: 

x~I ifff == x~i !;fit • 
( Het zijn de z. g • regele van l 'H6pi tal. 
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Bew1Je .. Stel lim r•{xl • 1: Het 11 voldoende ean te tonen 
X-+ 8 i'"'(iT 

11m ~{:J • l, ale x beperkt wordt tot een linker ... or rechterangev1ng 
x .... a 
van a. Zij dus A1 een linker- or reehtercngeving ven a, bev,t 1n A, met 
weglating van het punt a (1ngeval a oneindig is, A1•A•A"'). 

In elk punt van A1 is g(x) d1fferent1eerbaar en g'(x) ,' o. Wegens 
de stell1ng van Darboux, met r • O, bevat den A1 niet twee punten x1 
en x2 met g1(x1)>0, g•(x2)<0. Dus ~r g'(x)>O voor XEAt, bf g'(x)<O 
voor x~ A1 • Dus 1s g(x) monotoon op A1(z1e IV). Dua 18 g(x) ,' g(x') 
voor x ,f. x', x.,x' & A1 • In het bijzonder, wegene l.11\ g(x) • O, is 
g(x) ,' 0 VOOt' X Ci A1 • 

Ingeval l e1nd1g 1s, bew1Jzen we nu de bewering ala volgt. Zij 
e. > 0. Er is dan een linker- resp. rechteromgev1ng A2 van a, bevat in 
A1, zodat I~: f ~~ - 1j < ½t a ls JC E A2• Voor elk twee tel verechillende 

punten x., x 1 van A2 1s dan ook., wegens de u1tgebre1de middelwearde­
stelling, met een i tuaaen x en x', 

Dus is 

lf{x} - f(x•~ 
g(x) - g(x ) 

t~t~~ • 1/ ~ t t < e, VOOt' XE-A2, 
Dus lim fi:x:J • 1. Met een kleine wijz1ging in de redenering toont men 

x-.a s1'xT 
dit ook aan., ingeval 1 = + oo. 

Tweede regel van l'H§pital. Dezelfde onderstellingen ale 1n de vorige 
atelling, met veManging van 2 door 

2 1 11m f ( x ) = 11m g { x ) '==--. • 
X "8 X •-18 

;,~~1 - 11n ~: {~) • 
x- ... !l c x-a._.{) 

lir.\ 

Bewija. Het is weer voldoende de bewering aan te tonen ale x slechta in 
een linker- of rechteromgeving A1 van a varieert. Weer is g(x) I !~J~{ 
ala x ~ x 1 , x, X 1 6 A1• We behandelen eerst het geval dat l = lim ~ 

X➔ 8 

e1nd1g 1s. 
Zij e. > A. Laten f.1 en e.2 nader te bepalen poeitieve getellen 

zijn. Brie nu allereerst een linker- resp. recht:;~eving A2 van a, 
bevat in A1, met weglat1ng van het punt a, zodatj~ - 11 <&\,ale 
x ~ A2 • We kiezen een punt b in A2 • Voor x I b, x • A.2 1a 
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dua 

De laatste factor rechts heeft ten du1del1jkste, wegens 2 1 , 11~ 
miet 1 in het punt x •a.Er is due een linker- resp. rechteromgeving 
A3 van a, bevet 1n A2 (met weglating van het punt a), zodat 

\➔=,~~~~~~~ -1) < i2 als Xt;A3. 

Is x. E A3 { en dus x e A2), den is er wegena de uitgebreide midde1-

waardeatell1ng een punt§ tuseen x en b - dat dus zeker tot .A2 behoort 
waarvoor geldt: 

f(x)-f{b) f'(s) 
g(x)-g(b) •~,due 

Voor x Er A3 is 

M# - l == 

dus 

I ~ f ~ ~ - l I < E. 1 ( 1 + f 2 ) + I l I • t 2 • 

We denken nu t 1 en 

Dan is 

e2 als volgt gekozen: 

e 
f.2,.. 2 11{+ e • 

l~t~~ - 1j < e1 + i 2 (\1\ + c1) • ½e + ½t. e. voor xe:A3 • 

In deze relatie treedt het punt b niet meer op; het rungeerde 
alechts als hulppunt in de redenering. We hebben nu bewezen 
lim f(x) • 1, als l eindig is. 

X--+ 8 g(xJ" 
Zij nu 1 oneindig, b.v. l = + oo. We kiezen een poaitief getal p, 

Er is een linkeromgeving (rechteromgeving) A2 van a, bevat in A1, zodat 

fi# > 2p voor x f: A2 • We kiezen een punt b in A2 en bepa len daa rna 
een 11nkeromgeving (rechteromgeving) A3 van a, bevat in A2, zodat 

~=,~~~~,(~~ > ½ vo~r xx 6 A3 . Als boven vinden we nu dat ~f ~~ > p voor 
x & A3 • Due is x1~ ftif == oo • 

Oeheel analoog wordt het geval 1 • -()() behandeld. 
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121. D1rrerent1~ren van 1 • ax. Bet 5etal e. Invoer1!!i van de loga­
rieliiie. 

In deze paragraar zullen we onder meer bewijzen dat de runctie 
y • ax (a>O) overal d1fferent1eerbaar is. Dit zal one le1den tot de 
1nvoer1ng van het getal e. x 

Voorlopig onderstellen we a> 1. We stellen Q(x) • 8 x - 1 (x,'O) 
(d1t is het "d1fferent1equot1ent" van y • ax t.e.v. het punt O) en be­
ginnen met aan te tonen, dat Q(x) een pos1tieve rechterlimiet heeft in 
X • 0. 

Allereerat merken we op, dat Q(x) positiet en continu ie voor 
X>O. Z1j nu x een pos1t1ef getal en n,m twee natuurlijke getallen 
met n > m. We hebben 

Q(mx) • amx-1 ax-1 1+ax+8 2x+ ••• +a(m-1)x - - • I mx X m 

Q{nx) • 
anx_1 ax-1 1+ax+8 2x+ .•• +a{n-1)x - - . I nx X n 

Daar I- een monotoon stijgende functie van § is (z:te {l 15) ie aPX > aqx 

als p en q twee gehele getallen ziJn met p >q. Dus is 

m ( 1 +ax +a 2x + ••• +a ( n-1 ) x ) 

• m( 1+ax+8 2x+ ••• +a(m-1)x) + m(amx+8 (m+1)x+ ••• +a(n-1)x) 

> m(1+ax+a2x+ .•. +a(m-1)x) + m(n-m) amx 

> m( 1 +ax+8 2x+ •.. +a (m-1 )x) + (n-m) ( 1+ax+8 2x+ ••• +a (m-1 )x)., 

due m(1+ax+a2x+ .•. +a(n-1)x) > n(1+ax+a2x+ •.. +a{m-1}x). 

Dus Q(nx) > Q(mx) ala x > O, n > m. 
Zijn nu ~ en ; twee rationale getallen met p,q,r,s > O en ~ > ~ , 

dus pa> qr, dan krijgen we door het vor1ge toe te passen met X= ~s , 
n = pa, m • qr, 

Q(~) = Q(ps. ~) > Q(qr. : 8 ) = Q(~). 

Dit betekent dat Q(x) monotoon st1jgend is op de verzamel1ng der pos1-
t1eve rationale getallen. 

Daer Q(:x), els funct1e op de verzameling der rationale getallen, 
een limiet heeft in elk punt a> o, mogen we op Q(x) de hulpetelling 

op p.48 toepasaen., met X • (O,oo). Dit leert ons, dat Q(x) ook monotoon 
st1jgend 1s op de verzamel1ng der positieve re~le getallen. Dus heeft 
,(x) een ~echterl1m1et in x • O. Dat die rechterl1m1et poeitief is volgt 
aldus. ls n een natuurlijk getal en stellen we even b • a11n, dan is 



Q{1) • a-1 • bn-1 • (b-1)(1+b+b2+ ••• +bn-1) 

< n(b-1)b" • n(b-1)a 
1 a 1/n 1 

en Q(n) • - • n(b-1), 
1/n 

dus Q(:!.) > il1l • ~ . n e a 
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+ 
Dan is ook Q(x) > 0 ; 1 voor x > O (ga na). Dua lim Q(x) ii 0 ; 1 • 

X + 0 
De functie Q(x \ 1e ook gedef1n1eerd voor x < o .. We hebben 

X -:t 
Q(x) • L.:.1 • ax 8 ; 1 • Wegens 11m ax • 1 (z1e § 15) en het vorige 

X - X-+0 

-X + X 
is dan lim- Q(x) = 11m- 8 - 1 • lim !_:.1 

X ➔ 0 X ➔ 0 -X X _. 0 X 

Dus lim Q(x) bestaat en is poeitief. Laten we deze l1m1et, die natuur­
X-+0 

11Jk afhangt van a, voorstellen door C(a). Dan is due(~ ax)x.o=t(a). 

Krachtens de atelling over het differenti~ren van een samengestel­
de functie (p.66/67) hebben we, ala~ een willekeurig re@el getal is, 

d oc. x) (d ()(.JC} (d u) Cax (a ) x-o = ax a X=O =~au a U•O, 

anders gezegd C ( a oc. ) = « C (a). Daer C (a) posi tief is, kunnen we 0(. > 0 
zo k1ezen dat C (a oc. ) = 1 is. Er bestaat dus een getal > 1 - we noemen 
het e - zodat 

(1) (a{ ex )x.o = 
u 

lim ~ == 1. 
x ..... o u 

Ie x0 een willekeurig reijel getal, dan is 
X x0 x0 X-X0 

e -e e -1 ( J } = e X ~ X0 t x-x 
0 

x-x 
0 

( d ex) XO 
OUB OX XaX • e , 11m 

0 X +X0 

x-x 
e 0 -1 
x-x 

0 

Daamee 1s bewezen, dat de functie y • ex overal differentieerbaar is 
en dat 
(2) 

Uit §15 weten we dat., voor a >1, de funct1e y • ax gedefinieerd, 
continu en monotOAn at1Jgend 1s op (-00,00); verder is 11m ax=O, 

x- -oo 
lim ax. co • Dus bestaat de inverse functie; deze 1a gedef1n1eerd, con ... 

x--, 
tinu en monotoon st1Jgend op het open interval (o.,oo) (zie .stelling p.41). 
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·:1- - • --
1. '" ; .l ~ • - """"""" I 

8 1 im log ·i = oc . \h :·~1,~·r 1,. x • log y eont1nu en 
' •· I, y .. ,X) 

--:.•.c-i:rcr st:.1J(;<md ,,;-, (O .• oa). 

/,·( r,;:-,o kunncn WF. voor n < n < 1 ck f ,rnct1.e "! • Ax 1nverteren tf't 
,~. Dr x 71 --··· ·· - ,., ti o•oon , .. .Le., y. t"' unct.Jes y = ~ e~ ,, = .,,. , . .. J. con nu en mon ., 

. " l,;":f: rri ( - \'>:., ,'()), r(..sr. ( 0, O')) • V ·,rrkr l: :i.1~ c~ it. e;ev~ l 11m ax - 00 , 

•, ~ ... • X 

... ',)('_. 

... ~ ...., ..,, 

l ~ 11·~ 

) ... C 

i:) 

'"'1 og y = co , 117"' 

·1 ,- -, :· ~"eken we . 

3 log y • - oo • 

,, ~ 
l • '( L?gar1thme; we schriJ--

1•1~. vrijwel u1telu1tend 
, -~--,.._ ,·.,1: 1<'"'-r1 -::.:1en gebruiken. 

:"'\ ·"l:irl.., J.t!€'rH'Hlh,ppen v,i n dt l•ga ri thm.e zijn nu gemakkelijk ar te 
lt:i'i.::!' (w,·· l"\llrl":-!'.ltellen ~teed!!! a, b>O en I, 1; x,x'>f): 

alog x+al~g x'= 8 log xx'; want ~et 8 log x = y, alog x• = y 
is x = aY, x' = aY', xx' = ay+yi • 

)~l or,k 

'~_Blog x__ k ht d r· 't' _ x, rac ens e 1r.1 ,1e 

= J._og X 
log a' 

x, enz. 

leg x oc. = ,:x.. l0g x (ot rf"eel), want met log x = y is 
x = eY, x-x = e(JI..Y. 

Wegens de stelling op pag.67 ever het differenti~re~ van invProe 
functies kunnen we her lei (H!n, voor a.> 0, b -- log a, 

Dus 

( 3) 

d. lo :t x) d 
(- -- ~ = 1 • (-X=a • dx 

x, 
e ) x- ,. -u 

, • r, \ ,,x > ',, ,'. 

1 1 -- ·o = e a. 

We ku.nnen nu ook een wiLLf,keu:ri ex:pcnentiiHe of logari thmische 
functie diff erentii;;ren. 1,e h-?'tb ~n a = e10g a, dus ax= ex log a (a> O); 



door d1t te beschouwen als sa.mengcstelde functie van x en (2) toe 

tt passen vinden we 

rlet boven beschouwde grta.l C( a.) is blijkba.ar gelijk aa.n log a, want 
C(e) = 1, C(a) = C(elog 8 ) = log a. V0rder is 

( ; ) ( x > 0 , a > 0 en /. 1 ) • 

Uit (3) ·10lgt lim -1-0.?: ... J;. =(L~i.-'S.) 1 = 1, x ...,., x-1 ax x= 

h..r~chtens het limiettheorema van de :::;a.rnengestelde functie dus 

( ·:i ) 

'. 7) 

lim 1 log (i+h) = ~ 
h ➔ O h 'I 

liri.. ( 1+h) 1/h = h ....,.,, 
€'* 1ng(1+h) = 

lim (1+l)u = e, dus speciaal 
U➔OO U 

, . "' i :n l1m ~ ;;;- l 0= e. 
n-oc .i 

Ver.:l.er is, voc1r ~ ree8l, 

l., 1 -. - e, 

lim -h1 log( 1+ ocr.) = lim ~ log( 1+x) =Cl(., 
h ➔ O x-,O x 

lim ( h 
u .. ,1<\ 

dus ook 

(8) lim ( ~ + ~~)n °'-
•·• e 

n ... ao n 

b.v. lim ( 1- :)n 1 ·- -
n ... oo r. e 

Uit d. X) 
( die x::::O 

X = lim. _€) ___ -J. = 1 
x- .) X 

leidt men, eveneens door toe-

passing van het limiettheorema van de sair.engestelde functie, af 

( 9) lim n(v'e-1) = ~. 
n-oo 

We bepalen nu enkele limi~ten door toepassing van de regels 
van l' Hapi tal. De functies log x en ~1 zijn gedefinieerd en diff e­

d 1 "' -2 rentieerbaar voor x:>O, terwijl ai x =··X /: O voor x>O (zie pag.68, 
( 8)). Verder is li!ll• log x = - v0 , lirn)-+ .1 = oe • Nu is 

x ... o :.x: - I X 

! ~ ! • L 1=1 1 -x-2- -x. • dX X X -
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. : .. !'ze ".li tc.:r.i;.k1ring r.0 t ::.·nm rechterlimiet in x = 0, nl. 0. Fe mogen 

.. t;.s de t·i>veede regel va.'1 1 1 H6pi tal toepassen en vinden dan 

l ,, , .. \ 

\ ' ... , J 

Voor elks 

lira+ X log X = o. 
x-0 

,.. . 
!:.> 1.) lS 

1 . + xt . 1m 
x-o 

( x~ 

(~-> ). 

lini"" y log y, 
t y -o 

i::c]l:,-.Aw rl, ,Ja t log x zo :zwak naar - ::o 

· a::.t vo,:r x ~ ... · ( x-:-. ) ,det l. ··.,, ,1:~ v0rm1.~:11evuldie;ing met eE·n willekeurig 

>:.:.'-inE) :90,::;itirye 1nac:r~t va:! ;: !10p"'.' ':;ot n ri':ldP·tt voor x-C (x >- 0) • 

Vc,ert>n v,e u: ( i.1 ) in x :::: c,-~ rm r,a.8fH•'r: \v( hct limiettheorema 

,·s.r:. de sa£11en5eztE:ld.c i\mct1c -:;:,:,c 1 ~1a~1 v::i..,idr·r. ·,·:e, ~"egens 

lim e -u 
U-+01:.'.' 

algemeen lii:i 
x-a 

= o, 

-~ = , 
--r--· 
f,x; 

~1~ f(x) = O, is 

:oor oc. > 0 is ook lin 
U·-+CC-

l 
V 

= li.m .<L. -· IX V V...,K) 
1 

e -:;;: ·J. ~ 
( ') lim 1 1 ( ·---· \ .. 
' cl.-oo u 

' -u l 1r:, E '.1 = 
u-oc 

, ai.£, f(x,l > in een ongev1ng van s. 

C, '{ 

1 

u. 
1 
., lim 
.... "'..A.~·:'"c,..._; 

e -..;, ""' ---· 1 _ _., 
~.""""' 

= 

,, . 
' 

Jld (' ! i.{ 

'.l 
e 

::: lim :::: o-::· . 
-........... "" u"'· 

In wo/')rden: eu r.eP.n.t ster;{cr tor; vc0r -.:. - ,:>0 dan wel1{e posi ti eve macht 

,·a.11 u ook. i;1e merkan ::1og op dat .u.E:r: ( 1 ~) o .J:< direct kan bewij zen door 
toepassing vai~ de tv:eedC? reg,:;:1 ·1ar, l I Ha}Ji tal. 

e &;eYen nog e-nige t oepas2in:;;.:·r,3 1/3!'1 d.i:: :i~et?els van l 'H8~i tal ~ . 
i'.es,~hoi...wen w,~ d(: funci:-ie:J f(:;:' = ex -"!, g( x) = 1- V 1-x • Be1de 

i:'ur:c-cie s b ben lL.i ._q:: i 1 :.n X :;: ,.', 

or;.geving van x = 0, tcrw::.j l 

. c:rs-c,.:.: regel van l 1 ~!Bpi tal d·.is 

~ij~ Jiffprentieerbaar in een 
,.: -(-3x2 ). · · -h /. G voor x }. 0 

,: \i 1-x 

2, levert de 



n n-1 Vervolgens beschouwen we een polynoom x +a 1x :•••+an en 

t~achten te berek~~0c 
!-----·~--- -----,.,; 

lim ( \/ 
x-o;'.' 

••• ~ 3.., -x) . 
;. 

de ui td.ru.kicin,~ ender het limiettelc0r. 

m0gen de eerste regel van l I H8pi­

;;u..11 t y = 0 ~n vinden dan 

joor toE:lpassinJ va.ri hei l1n1,, t-cl:eore,J.a van de samengastelde functie, 
a1 
n -x) = 

~ 2 2 • .'L.1£...0l'_ d,la __ :-:.a.XL} 2 . ...Y) .. 01> 
Het kan gebeure!'i :lat de 2.fJcleidc v-an e,:m functie y = f(x) in 

:.: er interval ::: ze1f "· e, r diff erenticerbaa.r is in I. \.le noemen de 

3.fgele1de van y' = f'(x~: wr::u uc-r :lie bt:staat, de tweede afgeleide 

. d2 2 d2f(:,\ 
var. y.;;;: f(x). Notah",: y" i f"(x)i ... t,- ~ ~--?"Y::..t_. Evenzo is het 

dx dx-

.. ~ogE:lijk ·:lat nog hogE:.ire :.1f1:sc.h:idl:n var. f(x) besta.an. •'e noteren di€· 

J"', y"", ••• , f 111(x), ••• ) c·nz. nt: a.fgt::leide van y = f(x) (n een 

!'latuurlijk get al) 1 war.r:.\'-2!' e sc staat, ,vordt geschreven y( n), f( n) ( x ), 

a._~.,;y r.f _2..:_ f(x); hi,~rrij is y:r definitit; y(O)= y, in) = -~x y(n- 1 ). 
, n, ,,J ,.,.n ax ,:.x u.,.. 

,re bt:wijze:r. nu het vo1~;€nde tb::o:tema, waarin hogere afgeleiden 

2-:m re 1 spelen. 

.~.f'.l_G.Qil.~ van Iayl.£!'.· 
,,.:~rsi;e n-1 af gole iden 

~ij ~ ~~~ n3tuarlijk getal. Laten f(x) en de 
f 1 (x': 1 'f 11 (x:, •.. ,, f(n-·1 \x) g0definieerd 

( -r \ 
zijn 

interval (a,h) ;:r, 1::en 
t..U Zij 

s8gm3nt (a,b), laat 
( r ) 

f ··· (x) testaan cp het open 
f' · ( x) con ti nu or t s-2gm0nt (a,b). Dar, is er een punt 

t < b, zo dat 
. ~ 

lb '.:.: 
f(b)= f(a)+(b-e.)f'(a)+ ~j~J .. f'\a) + 

·-. 
\ ~1-; ., \ ' r., \ 

. b-aj-. f' \ ::1-1 j ( \ Lb.::.f-J-~ 1 .. / r. ,' { ~1::· 
, •• -1- n 1.,.,...,. - a,.,_ n. ' - ). 

- j ; .. -

1ve besohouwen de volgende twee fu.nctitis: 
') 

r(x)= f(b)-f(x)-(b-x)f'(x)- L02,J~ f" (x)- ... 

tr-x~~-: (n-1) 
•., • - •-· f ( X 1 n--1: II "" ; ' 

5 ' 
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G(x) = (b-x)n. 
1\: f'.mcti~ F(x) is diff,.:r.~rtL<r11aar Qy, he-c open interval (a, b), 
l-,:ra.cl·!i:;t:ns de ond,,r·~3t~ llir,(,r~ t::n c)~ rcge 1.n ~ 19. De afgeleide heeft 

:.::(;.;n t,ijzondl.lr E:envoudig•.; ,·, .. dr.:.·.1:1te. 

2 
F'(x)= -f'(x)+ff'(x)-(1::1-x)f'' (x)}-:-l(b-x)f 11 (x)- ¥, f"'(x)}+••· 

..... + {!t.-x~~~~ f(n-1)(x) - ~Ji)~-~-~ f(n)(x)} n- . -,n-1 . 

Lb~) n-1 _.,( n) ( x) 
= - --rn=;lT - J. • 

◄ 

'/,.:rdor is G'(x):::: -n(b-x)n-i voor 1:3.<.:X<'b, Jok zijr~ F(x) en G(x) 

~or.tinu op het segi11cnt (a, b). Io..:.:pasning van de ui tgebreide mi.ddel­

·,a.ardcstelling (p.6'.J) levert de existcntie van een punt § met 

a < S, <. b, zodat 

' ffi·)), F~ = Gt b~"t:-" a · • Nu is F ( b) = G ( b) = 0, en F ( a ) = 
1-lr a 

.. 2 1 
f( ) ( ) ( ) , ) Dl:-a)"- f (.) (b-aln- f(n-1)( ) G(a) .. b -fa - b-a f',a - 2-r- 11 a- ••. - (n-1)! a , -

= (b-a.)n • Verder is f:f ~4· = kr f(n)( ~ ). \'/e krijgen dus 

d-i- f(n)( f) = , __ 1-. ... ff(b)-f(a)-(b-a)f'(a)- 1P#.f 11 (a)- ••. -
n. .. ( b-of L .... 

'b )r-1 ( ) -1 1 -a - f n-1 ( ) i 
- 1..,..:--rr.==--n · i u J , 

;,Ll:J r,,gecn de gevraagdE: bt:tr :ing (1) gecft. 

:ipme.rkiJl~· Voor n = ~ gaa"t ht.:t theort.::im van Taylor over in de middel-

• ·,.1,1a.rdestelling. H<::t th2ore/kl var. ·:raylor is dus een generalisatie hier­

van. Men lette op de faculte1te~ i~ de noemers in het rechterlid 
van ( 1). Verder mi2rk1. 1:10n ()p dat nt: voorwaarden van de stelling ver­

v·J.ld zijn a.ls de n et:lrst .. afgeleiden van f(x) allen bestaan op het 

.::-ii.;;gment ( a, b). 

lcepas.{:'liJlB 1, Berekening van C(. = 1,001 100 • D1;; functie f(x) = x 100 

is willakeurig vaak differentietrbaar. Toepassing van het theorema 

var: Taylor met a= 11 b = 1,001 en r. = 4 geeft: 
0 001 2 0 001 3 

ex. = 1+0,001. 100+ .:...l2 -- .100. 99+ -'- ;--· .100. 99. 98 + R = 

= 1,1051117 + R, 

m.et 0 0014 96 10-4 4 ·5 
R == "24- • 100.99.98 .. 97.; < '"24 .. 1,001 < ~-.10"" • 
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~28:Ql~j_~& log 1,001 
0 oo, 2 

= 0,001- I~---+ R = 1,0010005 + R, 

-10 daar ct log x. = l a2 J~g ! 1 d3 log X 
mot O<R<.10 , = - 2 ' dx) 

= 
X X t 

X 

2 
:1 . 
X 

.Q.:e!.79. Latcn f(x) en g(x) differfJntie{.;rbo.ar zijn op een interval I. 
Zij f'(x) = g'(x) voor x E 1. Dan is er cen constante c, zodat 
f(x) = c+g(x) voor XE r. 
Q:eg.80. Zij n een natuurlijk gctal. Is f(x) differenticerbnar op 
cen interval I en hccft f(x) dao.r n nulpunten, dan heeft f '(x) daa.r 

minstens n-1 nulpunten • 
.QJ2g_.81. Zij f(x) twcomaal differontieorbaar op een interval I en zij 
f" (x) ~ 0 voor x iE: r. Voor elk tweetal :punten x 1 ,x2 e I is dan 

X1+X2 
f(x. 2 ) - 2f( 2-)+ f(x 1 )~0. 

Q:Q.g_. 82. Zij f ( x) diff ercnt ieerbaar op t.:en interval I. Dan is 

d ~~-,;) = - f'(-x), d fld~+bL =: af'(ax+b). 

In welke intorvallcn golden dcze formules? Men lctte er op dat 

f 1 ( ax+ b) betek,.m t ( A.J..W..) • 
du u:::ax+b 

Q]_g.83. Voor de in~ 21 bcschouwdc functie Q(x) geldt 
X 

a-1 < 1 . ( ) l . o. -1 1 - ::: 1m Q x = 1m --- < a- • 
0. x-'J x-0 X 

Leidt hierui t ai' o > 2 en ook log 2 ~ : , zodat e ~ 4. 

Qp_g.84. lii 
2x-1 = log 2. 

x- X 

.Qm.85. lim n (V2 -1) ::: log 2. 
n .. oo 

9..12.B.-86. lir:l frn::: 1 • 
n-+oo n 

QIJ.B.-87. lim (1+ ;) = 1 • 
n -+oo n 

QEg_.88. Ga nog eemprecics na, waarom in het bewijs van ( 11),p.77 
het limiettheorema van de samongcstelde functie toegepast mag worden. 

Q:12g.89. (y-x.) ax log a< aY-aX < (y-x)aY log a (y> x, a> 1). 

8 Ylog x 
.QR&• 90. Bepaal lim - vx · • 

X-+00 
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D~ffe,r.en~iHren vm de :fJID.c.ti.£:. y = xc. 
Zij c ijen willekeurig re~0l geta.l en x > O. '.!e kunnen schrijvon 

y = x0 = ec log x. We kunnen dezo functie 

gobruik: te maken van d0 kcttingrcgel. 'lie 

dus diff~rontieron door 

vindon 

y' = ec log x. ¾i(c log x) = £ 0 c log x = £ xc • 
X X 

Dus 

(2) ~: c cx0 - 1 • 

Hiermec is f' o::rn1ule (8), P• 68 ook voor niet-gehele n bcwezen ( x > 0). 
Q128..91. Gana in welke interva.llen de volgende uitdrukkingen diffe­
rentieerbaar zijn en bepaal de afg~lcide. 

a) ax+b b) 
:x:2_, C ) i_~) p (p,q willekeurig) cx+'d :x4-1 (x+b)q 

d) " ·,:." l. (n eon nntuurlijk gotal) 
')I;:() ~ 

e) ~ f) ( a.- .1) 3 
X 

g) (1-xP)q (p,q willekeurig) 

t 2 2 
h) -V'x.+1-1 i) \I§ j ) x (1-x)3 (1+x)' 

vx+ 1+ 1 1+x 

k) 2x2 V ( 1-x)3 + ¾ V ( 1-x) 5 + ~~ T 

0 ax2+bx m) xx n) 
(.;x 

1) 0 

o) , '1/1og x p) 
v-;..-? 

q) 2 
u log ( X+ -x'") (log x) 

r) log (ax+b) s) x4((/+c-x). 

QM, .. 92 .. Vorm (~~ ~ :~) 1 (f( ~))' • 

Q:Q.8..:..93• Z:ijnf(x) en g(x) differentioorbaar op uun segment (a,b), is 

f(a) = g(a) en f 1 (x) ~ g'(x) voor a:a x .1ib, dan is ook f(x) ir: g(x) 

VO or a. ~ X 1i b • 
Q]_g.94. Bt)Wijs ex ~ 1+x voor x l O, 

x"'- -1 < ex. ( x-1) a.ls x > 1 , 0 < ex. < 1. 

~ 23. De bepaalde integ~~~~• 
We beginnen met een meotkundige beschouwing. Zij gegeven eon 

:t'unctie f(x), gedefinieerd op een segtaent (u, b). '·fo onderst8llen 
gemakshalvo f(x)>O voor U::1Xtib• 'de wensen de oppervla.kte to bepa­
len van de figuur, begrensd door de x-as, de kromme die de functie 
y = f(x) grafisch voorstelt en de beide verticalu lijnen x = a, 
X = b. 
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Uo stui ton ui.ot\.!en op de vra.og, h.9.£. we do 
opp .... rvlakte van eon dergolijlrn figu.ur mocton 
·•me ten 11 • In ct:rsto insta.ntie wil me ten zeggen: 

v0rgclijkcn met vun maateenh~id, in ons geval 
een vierknnt lllet zijdtJ 1. !:Ia.or in het alge-
mc .... n is h~t nict filOgclijk eun gogevcn figu,ur 

prQcies op te vu.llcn met vierkanten. Om toch 
tot oen definitie van oppervla.kte te komcn, kunnen we, in hot be­
schouwde geva.l, a.ls volgt te werk gaan. 

We verdelcn het segment (a,b) inn subaegmenton (n oen natuur­
lijk gctal). Voor elk subsegment b~schouwon we een rochthoek met 
da.t subsegment, op de reele o.s, als basis, met vertica.le zijden en 
met vi~ra~ zijde juist bencden de 6rafiek van de functie. Dever­
eniging van den rechthocken die we zo krijgen behoort geheel tot 
do boven bcschouwde figuur. ~n dezc vereniging van rcchthoeken bc­
zi t een oppervlakte, zeg s. \1c kunncn ook de vi<.:rde zij de van elk 
der rochthoeken z6 ki~zen, dut hij gcheel boven de grafiek van 
y = f(x) verloopt. Dan lcrijgcn wo door veroniging van de n rechthoe­
ken een figuur, diode beschouwde figuur omvat en waa.rvan we de 
oppervlakte kennen. Zij die laatste oppcrvlakte S. 

Jillen we aan do beschouwde figuur eon oppervlakte toekcnnen, 
zeg I, dan zal I een getal moct~n zijn, dut tussen sen S ligt. En 
dit zal moetcn gcldon, van welke verdeling van het segment (a,b) in 
een eindig aantal subsegmenten wu ook uitgaan. We hopen nu dater 
zo 1n geto.l I is en tevens dat c.:r slcchts con zo•n gctal is.~ 
getal I zullen we dan .E.~cle:_t:i_n_i_ti_e. du op:pervlakte van de beschouwdc 

, figuur noomen. 
In het volgende zullen we dit probleem QP £ui:ver analytische 

wijzc aa.npakken en dan ko1n0n tot een analytische d0fini tie van hct 
bogrip bepaaldc intcgraal. .'e zull1.m daarbij g~0n gebruik ma.ken 
van grafische voorstcllingen ~.d. Tevens zullen we voorwaardcn vin­
den, waaraan de functie y = f(x) moet voldoen, wil zo•n definitie 
mogelijk zijn. ~e merken neg op, dat hot voor de bovenstaande be­
schouwingswijze nodig is dat de functie y = f(x) begrensd is: anders 
kunnen we niet overdekken met rcchthoeken. 

Zij een functie y = f(x) gedefinieerd en be&r..~11.~q op een seg­
ment (a,b). We kiezen n-1 geta.llen x1,x.,, •• ,x 1 (nli 1), zoda.t 

' n-
a < x 1 < x 2 < • • • < ~-, <. b. Verder stellen we x 0 = e., xn = b. Dan is 

dus X 0 < x 1< • • • < xn_1 < ~• De getallen x., ( ~ = O, 1, ••• ,n) bepa.len 
een verdeling van het segment (a,b) inn subsegmenten (x x ) 

o ' 1 ' 
(x.1,x2), ... ,(xn_ 1txn)• We geven deze verdeling a.an met D, of ook uit-
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•voeriger met (x0 ,x,,x2, ••• xn) • 
. Krachtens onderstelling is de functie f(x) op (a,b) zowel naar 

beneden als naar boven begrensd, anders gezegds de verzameling func­
tiewaarden op (a,b) 1a naar beneden en naar boven begrenad. Uit de 
stelling van de onderste (bovenste)grens volgt dan dat !(x) op 
(a,b) een onderste grens men een bovenste grens !I heeft .. Hierbij 
is m ifi M. 1 /e atellen !1-m ::.; w , zodat w ~ O, en noem.en w de 

~J.IW>:e lin_g van f ( x) op ( a, b) • 
Een deelverza1,1eling van een begrensde verzar,ieling is weer be­

grensd; en de onderste grens is niet kleiner dan de onderste grens 
van de oorspronkelijlce verza.m.eling en de bovenste grens niet groter 
dan de bovenste grens daarvan, Dus is f(x) begrensd op elk subseg­
ment (x')l_1,x))) (-., = ,,2, •.• ,n). '.fe stellen de onderste grens van 

f(x) op (x»_1,xP) voor door m)) en de bovenste grens door 
M'II ()')= 1,2, ••• ,n). Er geldt dan 

( 1 ) m ii m.1,1 ii Ml) .iii It ( ll = 1 , 2, ••• , n) • 

We st ell en H., -m.)) = w» , de schommeling van f( x) op het "de l!N.b­
segment. We hebben 
( 2) 0 a w)) ~ :1-m = w. 

We beschouwen nu de beide volgende sommen (denk aan de opper­
vlakten van de in de inleiding beschouwde, uit rechthoeken opge­
bouwde figuren): 

(3) 

Deze uitdrukkingen worden .Q!)_q_e.!'Jl..Q_~ resp.boven_!!.Qm van f(x) t.o .. v. de 
beschouwde verdeling D genoemd. Het verschil van deze beide sommen 
noemen we het .§.Q}~v~_t.,s_9b._il van f(x) t.o.v.de verdeling D, voorgesteld 
door d. We hebben 

(4) ,,_ = S-s = 

We soh.rijven wel x')I -x~_ 1 = ~x~; het is de lengte van het ~ 
de 

subsegment. He wijzen er op dat den subsegm.enten niet dezelfde 
lengte hoeven te hebben. Ongeacht de verdeling echter kunnen we de 
volgende schattingen voor onder-en mvamm uitvoeren. rregens xv-x'l> _ 1 > 0 
(~ = 1,2, ••• ,n) is 

ti I\ 

s Ii z: m( x.., -:ic')) _ 1 ) = m r_ (x.,-xv-i) ::;:: m(xn-x0) = m(b-a) 
li'o:1 )>., 1 

en 
" " s .1 z. M( x._.-x.,_ 1) = M z: ( x., -xl-' _ 1 ) = M(b-a) .. 

'>'111 h1 

Verder 
l't " s = z:. m.,(xl> ... .x,_1 ) ' z. M1 (x.,-xy_ 1) = s. ~- °P•1 



Dus 

( 5) m( b-a) ~ s i s fi n( b-a.) • 
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We willen nu. verschill,mde verdelingen bekijken en nagaan wat 
er over de bijbehorende onder- en bovensommen te zeggen valt. Het 
is niet mogelijk alle mogelijke verdelingen in een rij te rangschik­
ken. Hel kunnen we op heel veel manieren een rij van verdelingen 
aa.ngeven, da.t is cen voorschrift waa.rdoor a.an elk natuurlijk getal 
n een of andere verdeling Dn van (a,b) in een zeker aantal, zeg kn 
suboegmenten is toegevoegd. 1:!e lcunnen vragen naar wat er b. v. met 
de ondersom a ge\lftrt als D een rij van verdelingen door loo pt. ·:re 
voeren nu eerst een paar begrippen in. 

Onder de hierboven beschouwde getallen A x 1 , A x2 , •••• A xn 
komt er tenninste elm voor die het grootste is. './e stellen 

max AX =A t' 
~ =\2, .... ,n 

en noemen A de wij d_te van de beschouwde verdeling. ·7e we ten dan: 

1) er is een ~, zoda.t A xl> =A, 2) voor elite;, is A.Xv :'i 6. 

Een rij verdelingen Dn noemen we 2_<?.!L~ als de rij der bijbeho-
rende wijdten A n een nulrij is, d.w.z. als lim An bestaat 

n-oo 
en gelijk aan nul is. Huiselijk gezegd: een rij verdelingen heet 
convergent, als de a.fstanden van opvolgende deelpunten over het hele 
segment gelijkmatig tot nul afnemen. 

Wegena (5) liggen alle onder- en bovensommen tussen twee vaste 
getallen. n.1. m(b-a) en L(b-a). De verzameling van alle ondersommen 
heeft dus een onderste en een bovenste grens, en evenzo de verzame­
ling van alle bovensorruncn. ''e stellen de ~.9.V.f~.n .. ~.t~ . .&~ens ~k.-~-: 
zseling der onder.Ji9-1!Y.1Uill voor door j en de ~L~~~lll3-.van de 
.li~-+i,n_g __ @J'_Q.Q.iteJl_sommen., door J. 'ile weten dan: 

1) steeds is s :a j , S l J 

2) bij elke t > 0 is een ondcrsom s te vinden met s > j - ~ en 
een bovensom S ( niet noo dzake lijk bij doz elf de verdeling behorende) 
met S < J + t. • 

We stellen ons nu. voor de volgende bewering aan te tonen. 
}iewering. Bij elk posi ticf geta.l , is een posi tief getal "'1 te vin­

den, zodat voor elke verdeling D met wijdte ll. < VJ geldt, dat de 
bijbehorende onde.r- en bovensom voldoen aan de ongelijkhedens 

'le~ijs. We verdelen het bewije in een paar stappen. Eerst beschouwen 
twee verdelingen die 11bijna geheel 11 overeenstelllul.en. We gaan nl. 
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het effect na van het toevoegen van ~6n nieuw 4eelpunt aan een ge­
geven verdeling. 

Laat D de verdeling (x0 = a,x 1.x2 ••• ,,xn = b) zijn. Zij oc. een 
getal met a<~< b• dat niet met een der getallen x~(1 •1,2,,,,,n) 
samenvalt, Laat het behoren tot hot kde subsegment: xk_ 1 < ~ < xk, 

Zij D' de verdeling (x0•a,x1,, •• ,xk~1,«,xk••••,xn=b), die dus ont­

staat uit D door toevoeging van het ene nieuwe deel1111nt ex.• let.en~ 
DsiD'ondersommen a reap. s• en bovensommen S reap.S* behoron. 

Er geldt: 
n 

s = Z:. 
l>•1 
k.1 

s '= z: m (x -x 1 ) + 
)> l) l>-

+ m•cO(. ... ~-1) + m••<¾;- ~), 
ale m~ de onderste grens va.n f(x) op(¾:_1,«) is en mu die op 

( ex. , xk). 1degens nit' m• t,, t,c, 11,c ~ m•• ~ !11k hebben we da.n 

alsook 

s '-s j !••\/ oc. -xk-1} +?1ic ( ~- oc. )-n;/ xk-:s:k-1) = wk{ xk-xk-1 ) .. 

Dus, wegens (2), als D wijdte 6. heef't, O;s s•-s ill wl::i. • In woorden: 
voegt men aan een verdeling D, met wijdte .t::i. , een nieuw deelpunt 
toe, dan neernt de ondersom niet af, en ten hoogste met w A toe. 

Aan D' kunnen we weer een neiuw deel:punt toevoegen. Daar de 
wijdte van D' hoogstens gelijk aan 6. is, nee1,1t ook da.arbij de 
ondersom niet af en ten hoogste met wl::). toe. Door herhaling van 
dit proccae zien we in: 

Voogen we aan een verdeling D, met wijdte A , m nieuwe deel­
punten toe, dan neeLlt de ondersorn niet af en ten hoogste met m wA 

toe. 
Zij nu. t > 0 gegeven. Laat D0 een verdeling zijn, zoda.t voor 

de bijbehorende ondersom s0 geldt: j - }e < s 0 ~ j. Zij N het aantal 
deelpu.nten van D0 en 71 1 = e /2 N w • Beschou~en we een willekeuri­
ge verdeling D met wijdte A< ~i en de daarbij behorende_onder­
som s. 

Om een ongelijkheid voor s af te le.iden passen we de volgende 
kunstgreep toe. Zij r!- de verdeling, die als deelpunten heeft alle 
punten, die ale deelpu.nt in D0 of D voorkomen, met bijbehorende 
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ondersom s•. Dania~ een verde~ing 4io men uit D0 kan krijgen 
door toevoeging van cen aantal nh:uwe deelpu.nten (nl. diE! daelpunten 
van D die niet reeds als zodanig in D0 voorkomen). Eveneens kan men 
n-a: uit D vorkrijgen, uitsluitend door toevocging 1'8n nieuwe deel­
punten (1' is een verfijning van D0 en van D). Vool"t.& beva.t D~ hoog­
stens N de0lpuntcn, die niet rouds in D voork~men. 

Uit hct hierboven afgeleidc volgt nu, door~ oerst als ver­
fijning van D0 en daarna. a.la, verfij.nin.g ~ D 'lTe. bes-ehouw-en, 

B.._ i', 8 0 ; s• l! s + N w A • 

Hierui t volgt s 0 i s + N w .o. , wcgons 6 < Y), dus t1110 < s +·!· t • 

Tezamen met j-·:· E < s0 geeft di t s > j ... t , Ui teraard is, wegens 1), 
s i j. l·tierk op dat bij hot bewija D0 sle.hhts tiJdeliJk eten n>l s~l­
dc, 

Op dezelfde wijze kan men een positief get.al '1 2 vinden, zo­
dat S < J + e. bij elkc verdeling met wijdte < ") 2 (men zou ook 
het vorige ku.nnon tocpaaaen op dt3 :f'unctie .. t(x) )• De oowering 

volgt nu door te nemen "? • min ( "? 1 , ry 2) • 

~.1e leidi.m th.ans enig.a ge'Y'OJ.strekk.ingen .a.f.- Zij aller.eerst E 

eon :posi tiof getal. Er is een verdeling D llan (a,-'b)., zodat voor de 
bij behorenda -ondersom s en bovensom S geldt: 11 > j• t , S < J + e • 

.'egens s :i S ( zie ( 5)) volgt. b.ioru.it j < J + 2, ., Daar deze .ongelijk­
heid voor elke e. > 0 van kracht is, volgt 

(6) 

Vervolgens beschouwen w0 eua convorge.nt.a~i.j v.an verdaling Dn 
van (a, b). Zij l:lnde w:ijd:t€ W1 I1n on laat :r(x) t.o.v. Dn ondersom 
sn en bovensom Sn hebben (n=1,2, •• ). Zij t een positief getal en 

beschouwen we cen hierbij door dG boven aa.ngetoonde bewering bepaald, 
positief getal 11. Krachtens dcfinitic van convergente rij verdclin-
gen bestaa.t er een rangnurn.mer n0 , zodat 6n-<: Y) als n > n 0 • Dus 
ook j - t < sn~ j, J< Sn< J +t als n>n 0 • ','e hebben dus: 

( 7) lim sn = j, 
n ... oo 

lim S = J, 
n ..... oo n 

voor de ender- resp. boven~ommen t.o.v. etJn willekeurige £QIJ..Y:.,e.l'..fil3P.E 
rij verdelingen. 

Uit (6) en de definitie van j en J ·volgt, dat een willekeurige 
ondersom kleiner dan of gelijk aan een willekeurige bovensom is. 
Iets a.lgemener geldt, dat het verschil tussen een willekeurige boven­
eom en eon willekeurige onderaom,minstens gelijk J - j is. Verder 
geldt: bij elke E bests.at er een 'I') > O, zodat, a.ls D een verde-
ling van (a,b) is met wijdte I::. < "1 , het daarbij behorende som-
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versohil d < J - j + t is. 

De getallen j en i zijn niet nocdzakelijk aan elkaar gelijk. 
Dit blijkt uit het volgende voorbeeld. Zij f(x) als volgt gedefi­
nieerd op het segment (0,1): 

(8) 
111s x rationaal en O :a :x :r. 1 
a.ls x irra.tionaal en 0<X<1• 

Op het segment (0,1) en ook op elk subsegment daarvan hoeft f(x) 
onderste grens Oen bovensto grens 1, want elk zodanig segment be­
vat rationale zowel ala irrationale getallen. Dus is~ ondersom 
0 en ~J..k! bovensom 1. Dus j = o, J = 1. 

Er zijn eo.htcr grote kla3sen van (begrensde) functies, waar­
voor de geta.llcn j en J wcl gt:lijk zijn. ,Je stellen nu de volgende 
definitie op. 
Definitie. Zij f(x) gedefinieerd en begrcnad op een segment (a,b). 
Het getal j, bovenstc gr0ns van de ondersommen van f(x) t.o.v. een 
verdcling van (a,b), 1ivordt de .9.nj_gj__n_t_e_g_t_~_a_~ Vall f(x) over (a,b) 
genoemd. Het gctal J, onderste grcns van de bovensommon, heet 
boveninte_g_r~al van f(x) over (a,b). Is j = J, dan heet f(x) .!.n!.~ 
greerball£ ovt:r (a,b); de gcmoenschappelijke waardc van j en J wordt 
de (J2._e:paa,..l9..~) i,tl_-teo.filih van f(x) over (a, b) genoemd, geschreven 

b 

j f(x)dx. 
a 

Het nu ingevoerde integraalbegrip is afkomstig van ].Riemann. 
We geven mctecn een nodig en voldoende voorwaarde voor integreer­
baarheid van een functie: 
~.r.s_t_e_ iqt~g!'Jl,.P_=hlJ.. tej.j;_~_g_:r_:tt_c~rJum. Ecn functie f(x), godefinieerd 
en begrensd op een segment ( a, b), is dan en slechts dan integreer­
baar over ( a, b), als or bij elk getal \: > 0 een verdeling D van 
(a.,b) is te vinden, t.o. waarvan f(x) somvcrschil d < t hecft. 
~9wijs. Is j = J, dan is zelfs d <t voor elke verdoling met voldoend 
klein.e wijdte. Is j;t{ J, dus J - j > O, dan is d I:: J - j voor elkc 
verdeling. 

Een voorbeeld van e0n niet integrcerbare functi8 hceft men in 
de fu.nctie f(x) ged~finieerd door (8). 

Na.a.st onder- en bovensom kunnen we het begrip .i.1.l~l:J~ 
invoeren. Zij D = (x0 ,x.1, ••• ,xk) cen verdeling van (a,b) ink sub­
segmenten en strooien we, gcheel willekeurig, in deze subsegm.enten 
k pu.nten ;., , zoda.t x)l_ 1 ':i ;Y :i x·., ( )I ::::: 1, 2, ••• , k). Dan het:::t 
de uitdru.kking 

(9) 
k 

T = L 
lhl:1 

f( §.-, ) A x,, 



eon bij de vcrd1.:ling jJ bchorendc ,!u_s~9-c_n.!ci.9.fil van f ( x). Daar 
m• • f ( \,., ) 1i! Hi, ('11 = 1, 2, ••• , :d, ongQacht de k~uze dor ~ v , is 
s, T11 S, ala a t:n Sender- rf:sp. bove:nsom van f(x) t.o.v. D zijn. 

Is f(x) integre::erbaar over ( a, b) en S - s < t , da.n is dus ook 

I / 1,f(x)ax - 'f j <- t. • 
J 

Als dus, in gcval van 1.nts;:Grc(.;rbaarheid, I)n (;en convcrgun tu r ij ver-

delingen van (a,b) doorloopt l:n we lH:n tusst;nsom van f(x) t.o.v. 

Dn aangeven door ender hot somtt.Jken Jln to :plaatscn, dan geldt: 

(10) lim 
n••-t>OO 

i, 

j f(x)dx. 
.l 

Dit kan dienen tcr vorduidelijking van de gekozen notati8. 
S:pe ciaal is, a.ls f ( x) intl;gr0urbaar is, voor de ond0rsomr:1en 

Rn en du bovensoDm~n Sn bij Ct;D convergcntw rij VLrdelingen: 
b 

n ~-i~ sn = n ~.\;; Sn j f ( x) dx • .. 

de bchandelcn nu enige eL:nvoudige voorbceldon ter illustratie 
van de definitic van bepaalde intugraa.l. 

1) f(x) = c. Op elk segment heeft f(x) ondersta grens en bovenste 
grens c. Dus zijn allc onder~ on bovt.:nsor!ll11en t.o.v. een verdeling 
van een of ander s0gment gclijk. Dus is f(x) int0greGrbaa.r over elk 
segment (a,b) en er gGldt: 

b 

( 11) j c dx = c ( b-a ) • 
J 

2) f(x) = x. ' 1e bewijzen eerst dat f(x) integreerbaar is over oen 
willekeurig gelrnzen scgi,1cnt ( a, b). Daartoe is, lcrachtens he:t af ge­
leido critcrium, voldoendc dat, als i > 0 is, er ecn verdeling 
van (a, b) bestaat, zodat het bijbehor1.mdc sornverschil klciner dan E. 

is. Beschouwen we cens oc11 v0rdt:ling D van (a,b) inn gelijkc de-n 
len, waarbij n nog nader bupaald zal worden. Dan geldt, met voor 

zichzclf sprekende notatics, 

m X T' C x,,; xv 
b-a 

t.i.n ~ = }' -1 , l ')? = = a+ v . --- :::: 
)' n n 

l"I 

( a+ ( v - 1 ) ~..?-) .P-~ n 

Sn = :z: -- L ( a.+ ( ~ -1) A ) b. 
)1;1 n l>:1 n n 

- an· 6. n + n_(_ni-11 A 2 
n I 

n 
(a+)) b~a) ~ p_ln~Jl t:,. 2 Sn = L = an A + • 

\la1 n n 2 n 

Dus Sn A 2 1 2 als 1 2 - Sn = n = - ( b-a.) < f. n> T ( b-a) • n n 
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Verder 
lim sn = 11m [ a( b-a)+ ( b-a) 2 -· -k:-n ( b-a) 2 J n-oo n .... oo .C:Il 

"'c vinden dus 

(12) 
\, 

/ X -.. 
,.__2 2 
L.: -n 

dx = · --~r- . 

§ 2 4 • St e 11 i ng en o vo.r_ ~ iJ1_t.~t.9_e_r ..£.4§1...tJl .. t:l. i§ _ _vJ!!LJ!1.lLC ,.:t_i ~ • 
De stellingen in deze paragraaf vrnrdcn voornamelijk bewezcn 

m.b.v. hct op p.87 afgoleidc intograbiliteitscriterium. \!annecr 

niot expliciet vcrmcld, zijn d0 functi~s stoods begronsd ondersteld. 
I. Is f( x.) gedefiniocrd cm monotoon op con segi,10nt (a, b), dan is 

f(x) intogrccrbaa.r over (a., b). 
p:e_morking. Is f(x) monotoon op e-.:n seg1:1ont, da.n is f(x) daar oolc 

begrensd (waarom?). 
ll,owi.j s. 17e behandelen ocrst hot gcval dat f( x) monotoon niet-dalen d 

is. Op (a,b) he:eft f(x) dan ondc;rste grens f(a) en bovenste grens 

f(b). Op eon subsc~Jont (xv_ 1,x») hucft f(x) onderste grens 

f(xv_ 1 ) en bovenste grcns f(x,,). Voor het somvorschil d van f(x) 

t.o.v. cen verdeling D = (x 0 ,x 1, ••• ,xn) van (a,b), met wijdte b , 

vinden we derhalve, als we gebruik rnaken van f(x 1 )-f(xl>_ 1) ~ 0 

voor ~ = 1,2, ••• , n, 
n n 

d = f1 {f(xv )-f(x,.,_ 1 )} A x)l ti f, {f(xv )-f(x'l'_ 1 )}fl 

= t:. · { f(b)-f(a)} • 

Is t > 0, dan kunnon we steeds Len verdeling D kiezen, zodat de 

laatste uitdrukking klt:in'-'r dan e is. Dus is f(x) integreerba.ar. 

Hot geval dat f(x) monotoon niet-stijg8nd is, wordt evenzo buhan­
deld. 

II. Is f(x} godefiniecrd on continu 011 een segment (a.,b), dan 

is f(x) inte;;gr0erbaar over (a, b). 

Bewijs. We mcrken curst op, dat uit d8 gQgevens volgt dat f(x) 

begrensd is (zie t 11, II, p.35). 
Zij nu E. > 0 g<::igcven. Daar f(x) continu is op het segment 

( a, b), is f ( x} ook uniform continu op dat segment ( zie stelling, 

p.37). Er bestaat dus een positicf getal o , zodat 

lt(x}-f(:x:')I < ~a als lx-x'I< J en a;1xab, 8.tiX 1 :i b. 

Le.at nu Deen verdeling (a= x0 ,x1,x2, ••• ,xn = b) van (a,b) zijn, 
we.a.rvan de wijdte <i is. In elk subsegment van D neemt f(x) zijn 
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bovenste en onderstc grcns als wa~rdc aan (zie t 11, II). Dus is 
dEJ schommuling w~ het verschil van twee :f'unctiewaarden in 

(x)l_1 , xv) (\I= 1,2, ••• ,n). Omdo.t nu de l(:ngte van elk subsegment 
f. 

< 6 is, is wegens het bov0nste.ande w\l < 'b-a voor " = 1, 2, • .. ,D, 

Voor het sot.iverschil t.o.v. de vordoling D hebben we dus: 
., 
L 
h1 

(x,., -x"'_ 1 ) = e • 

Daarmct: is de stelling ao.ngc,toond. 

III. Is f(x) bcgrensd en integrul:rbaar over (a,b), dan ook lf(x)\ • 

~e~i.ia .. Buschouwen we cun willekeurig aubsegrr1.cnt ( ex. , t,) van (a, b) 
en vorgelijktm 'i'/8 de schor,t!lieling woi.,p van lf(x)~p(a.,,,s) met de 

schommoling w¥ van f(x) op (ex., f.>). 1rc hebben (ga ne.) 

w = sun !f(x)-f(x')I w¥ = su1Jl!f(x~-lf(x 1 )l) • 
~ O(~X.li/S 1>!.!IIX.6,S 

01, :; :>t.'\11 ,I.!> ~ • x.'111/-' 

Uit llf{x)I - !f(x' )l\ ~ lf(x)-f(x' )I voor alle x,x' volgt 

jlf{x)l-!f(x•)lj ~ wt¥.~ voor allt; x,x' uit het seg1nent (0<., ~) en 

dus w~ ~ wcic.,ft> • Dan is ook a~ d voor de somvcrsohillm vnnlf(x)l 
resp. f(x) t.o.v. eon willekcuri50 vcrdeling. Door het criteriurn 

tweemaal to(: te passen volgt de bewering • 

.9.P...Tl!.t;:F..l£i.Jl.E.· Het omgekot:rde van dezo stclling goldt niet, zoals blijkt 

uit het volgende voorbueld. Zij 

f( X) = { 1 

t.~ 1 

voor x rationa.al, 0 ~ x ~ 1 

voor x irra tiona.al, 0 < x <. 1. 

Dan is f(x) niet intcgrlJurbaar over (0,1), maa.r lf(x)I w~l. 

IV. Is f(x) integrearbaar ovur (a,b) enc cen constante, dan is 

ook cf(x) integrcorbaar over (n,b). En ~r goldt 
b b 

( 1) j cf(x) dx = c / f(x)dx. 
a ·a 

Aewi_j_§.. Alle onder- , bovcn- en tuss,.msom.r,wn worden r,1et c vermenig-

vuldigd. 

V. Zijn f(x) en g(x) integrccrbaar over (a,b), dan is ook 

f(x)+g(x) integreerbaar over (a, b). 1'n er geldt 
\i b i, 

( 2 ) ./, {. f ( X ) + g ( X) } dx = ~ f ( X ) dx + 1 g ( X ) dx • 

;B_J3wijs. ',lo merken op, dat f(x)+g(x) begrensd is, als f(x) en g(x) 

da.t zijn. Zij ( ex. , r>) eun willekcurig subsegment van (a, b). Dan is 

sup { f(x)+g(x)} :i sup f(x)+ sup g(x), 
« Ii X .1 fo o<. II X :5 ,& ot al JC ti fo 

met een dt:rgt:lijkc bctrckking voor de onderstc grenzen. Is dus 

D = (x0 ,x1, ••• ,~) een verdeling van (a,b), dan geldt voor de 
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schomm.olingcn w'.,,w;i,w» van rQBp. f(x), g(x), f(x)+g(x) op hat de 
)) 

subs<;gmunt: wv ~ .w~ + w\,. Zij nu t > O. Er b~staat dan een verdo­

ling D van (a,b), zodat, t.o.v. D, f(x) somv1;Jrschil d'< ~·t en 

g(x) soi11v0rschil d' 1 < ~ t • :'.:n dnn he;,.;ft f(x)+g(x) t.o.v. D som­

verschil d ;i1 d'+d'' < f. • l'h;ruit volgt dat f(x)+g(x) intogrocrbaar 

is o vcr ( a , b ) • 

Om nu (2) to bt.:wijzcn, hO,)Vcn we nog alechts oen rij tussen­

sommen van f(x)+g(x) to beschouwon, b0horonde bij eon aonvcrgentc 

rij verdelingtin Dn. ie hebbcn 

lim , Z::: { f( ; v ) +g( sv ) } ~ x,, = lira L. f( Sy ) 6 X 1 + 
n - oo Dn n ._,. oo 0 11 

+ lirn Z g( ;)') t::. xll , 
n ...,,.oo Dn 

waaruit (2) volgt. 

VI. Zijp f(x) en g(x) intcgrt:crbaar ov1.11· (a,b), dan is ook 

f(x)•g(x) intu~ru~rbaar over (a,b). 

]3e't~i,j,ti• Omdat de functius begre:nsd zijn, bestaan ar constantcn A 

en B zodat 

!f(x)I~ A, lg(x)I ;ti B voor o.~x~b. 

\/e schrijvcn nu 

f(x)g(x)-f(x' )g(x' )=f(x) .{ g(x)-g(x 1 )} +g(x'). { f(x)-f(x' )} 

on leiden daaruit af 

I f ( X ) g ( X ) -f ( X I ) g ( X 1 ) I f I f ( X ) I • I g ( X ) -g ( X I ) I + I g ( X I ) I • I f ( X ) -f ( JC I ) I 
:!a Ajg(x)-g(x')l +B!f(x)-f(x')l voor a~ xt:ib, 

asx•~ b. 

Zij nu D (;;en v0rdeling (x0 ,x 1, ... ,xn) van (a,b) en laton w'..,,w\:,,u>)l 

de schommelingun zijn van rcs;i. f(x), g(x), f(x)g(x) in het ,.,de 

subsegment. Voor xµ_ 1 t x ~ x,> , x»_ 1 1§ x' ~ xl-' goldt dan 

lf(x)-f(x' )l ~ w'l' , jg(x)-g(x')l ~ w~ , 

dus 

I f(x)g(x)-f(x' )g(x' )j ~ Aw;. + B w~ • 
Dus w)I ~ A w'!,.. + B w~ ( ,. = 1, 2, ••• , n). 

Zij nu ~ > O. 1 lrunnen JJ zo kiezen, da t 

Z. w·~~x~ beiden < A+Ii+i zijn, omdat f(x) en 
zijn. Voor die verdeling is dan ook Z. wy A x)> 

integrcorbaar over (a,b). 

Z: w~ AX» &n 
g(x) integreerbaar 

< t. Dus is f(x)g(x) 

Uit de integreerbaarheid van f(x) over (a,b) kunnen we niet 
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zonder mcer besluiten tot 

De bcgrensdhoid van nb 
':'/~l geldt 

do intcgrQ~r'baarneio '\l"8Jl rtb ovor (a,b). 
is ook ni~t zondcr meer gugarandverd. 

VII. Is f(x) integrccrbaar over (a,b), en 

zodat lf(x)li:fL voor nix:.b, dan is ook 

(a,b). 

is or i,en gt:tal µ > 0 

~ intogreerbaar ovor 

I dx; - nf,7j = l ft~~?ff,-;1-1~ ;Jl lf(x)-f(x•)\ 

in bcgrijpolijkc notatie dus w>' i1i ;½- wv • Hi~ru.it vol.gt d.e 
P· wcring. 

be-

Tcnslotte eun stclling, waarbij niut twu~ functios, maar twe8 
intograticvakkcn gccombincor<l wordun. 

C 

VIII. Is a< c < b en bostaan J f(x)dx on 
b a 

f f(:x:)dx en or geldt 
"J ,\. 

CJ) i f(x)dx == 
a 

C 

f f(x)dx + 
-a 

... 
j f(x)dx, 
e 

dan ook 

'b 
j f(x)dx. 
e 

1tc1,_i_j_s. \'/at het cerste dee 1 van do bewering botreft, zi j t > 0 ge:­

gcvcn. Er is t:;1:.::n v<.:rdoling D1 = (a==x0 ,x 1 ,x2 , ••• ,xm=c) van (a ► c)z.o-dat. 

het bijbehorendc somverschil <; l is en ecn verdeling D2 = 

= (c=xm,xm+ 1, ••• ,xn=b) van (c,b) zodat hut bijbehorendc somv~rschil 
< :,f. is. Het somvcrschil van f(x) t.o.v. de verdeling (x 0 ,x1,-.,.xn) 

van (a,b) is dan kloinor dun i • Dus is f(x) integreorbaa.r ovur 
( a, b). 

Nocmen we de bij D1 ,iJ2 er. D behorondc ondorsommen rcspectievE:J­

lijk s 1 , s 2 en s, dan is s = sfrs2 • Daar Deen convergentc rij 

vurdelingen doorloopt, als D1 on D2 dat doLn, volgt hioruit hct 

tweede dcGl van de bowering. 

0mgt:k1.rnrd, als f(x) int<.:greorbaar is ovor (a, b), dan ook over 

elk subsegment van (a,b). 

~ 25. Ui tbrej.fil,g v:,a_n_h_e_t_begpJ_p__ti:iJ~.A.al. 
1. Tot neg toe hobbcn wo (bf(x)dx alleen godefinieerd in . a 

het geval a.-:. b. Het is gewonst dit symbool ook te definH.iren voor 

hot geval a i b. Dit gaa.t als volgt. Allerccrst definieren we 
a f :f'(x)dx = O. 

a 

V0rvolgens stellcm we, als a> b, 
l> a 

..( f ( X) dx = - ~ f ( X) dx, 

indien do laatste intogra.al bcstaut. 

Q,evolg. Formulo ( 3) is goldig, ong0a.cht de rangschikking der getallen 



r., b, o, wannocr maar f(x) integr,icrbaar is tusaon do uitvretian 
van doze g~tallen. 

!ant b,v. voor a< b < c is 

j (; - (.:. 
a. • L 

2. Zij f(x) g1..:dcfini . ..:lrd en bt:gri.:nsd op cen vcrzancling X, 

c1 h: overal die ht is in hc·t s1.:gr:Knt (a, b). n. w. z. elk subscgml;lnt 

( .,.,_ , ,,~ ) bevo.t puntun van .~. 

Is D oen willekcurig(; vordt:1ing va.n (a,b), dan hcbbcn du bt;­

crippen onderstc en bovenste grons van f(x) op de verzameling dcr 

tall en x EX die tot con bupaa.ld subscgmt;nt ( o. , /5 ) behoren, d. i .. 

dG doorsnoe va.n X en ( °' , ;t ) , zin. 'le kunncn dus onder- on bov0nsom­

,,1-;n dofinil:rcn. De in ~ 23 g1.:go·1cn ontwikkoli.ngcn bchoudon hun 

culdigheid. Nodig en voldoonde voor intugrcerbaarhoid van f(x) 

(gulijkheid van j = sup s en J = inf S) is we()r, dat er bij elke 

: > 0 con vurd(;ling D van (a,t) bostaat, zodat f(x) t.o.v. D som­
v~rschil ct he;cft. 

Het bovenstaande is met nar-10 van bclang, a.ls f(x) gedefinivcrd 
:'..sin alle puntcn van een Regm1,,;nt mvt uitzondering van een eindig 
~antal. ~annoer nict vurmcld, is in het volgcnde altijd bodocld dat 
f(x) gcdefiniccrd is in alle; puntvn van het SL:gr.lunt (a,b) on dat 
a< b is. 

,Vro..q.1..~• 'ifolke stcllingcn ui t § ?4 blijVlm gcldig? 

t- 2 6. .P..t)_J1.o_qf_d13_t~J.J..iJ111_v11r1:. _dP: ... J .. n .. t_q,g_Q!._n1_r_1:_¥;2J1:i:..n11 • 
. §..t_e_lj.j_ng. Le.t0n f ( x) t:n F( x) twt: functie s zijn, gedof ini ucrd op 

e1.;n segmont (a, b), die voldoun a::i.n de volgt:nck voorwaardcn: 

1°. f(x) is b~Gronsd op (a,b) on intugreorbnar ov~r (a,b) 

2°. F(x) is continu op het segment (n,b) ~n differcnticcrbanr 

op hut open interval (a,b) un ur g~ldt: 

( 1 ) I"(x) = f(x) 

llan is 

( 2 ) 
1, 

j f ( x) dx = r ( b) -1!' ( a) • 
a 

J2.c11ij s. ·,;c bcschouwon u.:in convergunto rij Vl:rdulingen Dn van (a, b). 

Zij, voor ewn zokcr na.tuurlijk gvtal n, Dn de verdeling (x0 ,xr•·••1c)· 
Wo schrijvun 

k 

F(b)-F(a) = f { F(x1)-F(x1_1 )} • 

Op grond van 2° mogen we op clke term rt:1chts de middelvma.rdestelling 

van de di:f'f~rentia.alrckt:ning toopassen ( zit; p. 69). Voor i= 1, 2, ••• , k 
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is er dus in het open interval (xi_ 1,x1 ) 
J!''(x1 )-F(x1_1) = F'( § 1 )(xi-x1_ 1). '.?ogens 
we hobben dus 

e(..,n punt ~ . to vinden met . l 

( 1 ) i a F ' ( ; 1 ) = f ( ~ 1 ) on 

}"'(b)-F(u) == 

R<.:chts st a.at el:n tussvnso;n van f ( x) t. o. v. du v1,.;rdeling D • Nu n 
wutt:n vrn op grond ·,mn 1 ° da t, als w0 00:n conv::.:rgente ri j verd0lingon 
van (a,b) hcbbEn un t.o.v. olk di<.:r Vl.:rdelingon eon of anderc tus­
sonsom van f( x) neuen, de rij van die tussensomnen convorgecrt tot 

I,. f f(x)dx. Verd0r zijn de in hct bovenstaandu bij de rij Dn ge-

construeerdu tussensommcn a.llu t,;elijk nan F(b)-F{a). Du conclusic 
ia dat (2) geldt. 

Bovenstaande stelling, die de h.~o_f_q_§.t._~:_~lj.ng_y_a11_.Jl.s__i..n!...q_g_rEl­
!.l:'ls.uping genoemd wordt, is een rnachtig hulpmiddol om nllerl< . .:i intc-
6rah:n ui t te rekbnl..'n. f.n d1J bl.:rl:kuning gao.t vcel gemakkulijkor dan 

door directc toepassing van de definitic van de bepaalde integraal 
(vgl. de voorb0elden aan hct 0ind van~ 23). Als vrn maar, b.v. op 
grond van een van de algemvn1.J stellingen van~ 24, wctcn da.t de 
betrokktin functL:: f ( x) int0grel;;rb:i.ar is over (a, b) vn vcrdcr ecn o:p 
hut sogrn.wnt (a., b) continue functi0 }'( x) kunnen vindcn die op het 
opun interval (a,b) de g~g0vun functio tot afgoloide huoft, dan zijn 
wu klaar. Men gaa t go,:1akk(:lijk na, dat de stelling, m0t g~ringo 

wij ziging in dlJ fcrnuh,ring, ook doorgao.t ingeval b ~ a. Di t is nog 
oon rechtvaardiging van de in~ 25, 1 gvtroffcn dvfinitics. 

Het rochtorlid van (2) wordt vaak gonchrovon a.ls 

I b , . ] b F(x)1 a of LF(x) a • 

1.2.Qr_b_~_ell_~~~-.Jl• Daar do functie f(x) = x ovural continu is on 
ove:ral de afgelt1id1;;: is vnn F(x) = :x2 , hebben we 

i 'b , ? 1 'b -: ( 2 2 ) ) 
a x dx = ,:x'- J n :::: ·.2 b -a (a, b willclrnurig • 

2) Zij A ~ 0 en O;; a, b. De functie f(x) = xx is continu 
voor x~O en voor :J:>0 de afgoh:ide van >-}r x/\+ 1 (zio p.81, (2)). 
ic hobben dus 

i, /4 XAdx ::: 

J) Evenzo leiden we 
1> 

j ex dx = 
lilt, 

/ePX dx = 
.a 

11,A! 
a X 

= log b - log a 

(a,b willekcurig). 

b 
= log -a (a,b> 0). 
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We knopen nog onigu b~schouwingun vast nan de bosprokon st0l­
ling .. Daartoo stulhm wu 1,.;1.Jrst do vol.;ondc dufini tie op. 

p_qj_ln.!.tl.£.•Ia i'l.Olll interval (a,b) do functic f(x) de afgolcide van 
wvn functio F(x), dan he~ t x) "'d1 ,l;F_iJ'l,i_tj.~_V.£ van f(x) in dat in­

t1..;rval. 
Eun functil: 1''( x) k::i.n ·r1..:rDchillundo primi tiovon hebb .. m • Inder­

daad, is F1(x) ~vn prinitiuvu van f(x) in (a,b), dan is F2(x) = 

F1(x)+c (c oen constanto) do.took. Zijn oin.gekeurd F 1(x) en F2(x) 

beido primiti~vu van f(x) in zckor intvrval (a,b), dan is 
Fl(x)-F2(x) = f(x)-f(x) = 0 in (a,b) en dus F 1(x)-F2(x)= c 

(c 0un consta.nte), ofwcl F 1(x) = F2(x)+ c (zie p.69, III). '•Jo kunnen 

hl,.;t resultant zo formulcron: 
Hl:eft, in z1.:kcr int0rva.l, f(x) 01:n pri,1itiove, dan ht:cft f(x) 

do.or uen helo scho.ar vo.n prL;ii ticvon; dezc worden v1.;rkrugon door bij 

een primi tivvc 0en will...::kl'urige c()llto.nte op to tollen. riwn vergewisse 

er zich van, dat dit in overcl'nstumming is m0t du uitspraa.k van d0 

hoofdst1Jlling! 
'le boschouwen nu e1.;n willukourige functio f ( x), bcgrensd op 

0un segment (a,b) en intogreerbaar over (a,b). Uit t 24, VIII volgt 

dat f(x) dan int1.:gr1::c:rbaar is over olk va.k (a,x), waar a< x ~ b. 

Ook mag x = a zijn (zic ~ 25, 1). Dus is 

(3) I(x) = jx f(t)dt .. 
( do inte:gratievn.rio.b ... li;; is hh;r t gonoomd) ecn functie van x, ge-

definiccrd voor a~ x ~ b. noum(·n h.et d.0 i.n,1_egraa.lfJ:l.!1£:~J..£. , bepaald 
door f ( x) en het s1.:gment ( a 1 b). zo functic I( x) bezi t de volgendo 

oigenschappen; 

I. I(x) is continu op h,,t soc;ment (a,b). 

( a , b) , dan is 

-- /xf(t)dt, 
·x., 

onYerschillig of x > x0 , da.n wcl x = x 0 of x < x0 is. Daar f(x) be-

gronsd is op (a,b) is (;r v(:n constant,; r~, zodat lf(x)l~K voor 
nix i!. b. Is dus ( 0(., I') \J0ll of andtir sul:s1,;g1nent van (a, b), dan is 

de bov~nstc grens M~,~ vnn f(x) OJ dnt subsl,'gmunt =Ken de onder­

st0 gre:ns m "' ~ -K. Nu is ( zic ~ 23) ,...,r 
(4) 

~ 
rn°",-6 ( f.J - oi.) ~ j f ( x) dx ~ U or.,,/!> ( fa •· .x ) • 

OI, 

Du.a is 

I /,..f(x) dx I l K(f - 0(.), 

en dua ook, ongcacht x i x0 , 
X I j f ( t) dt I ,1 K. I x-xo I • 

x.. 
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Hieruit vloeit onmidd~llijk de continuiteit van I(x) voort. 

II. Is f(x) continu in 1:,,n punt x met a< x < b, dan is I(x) 
r O 0 

difforonticorbaer in x en bovendicn 
0 

(dI(_'S.).) = f(xo) • 
dx x=x 0 

J,~J.,'_i;j s. Voor x .j. x 0 , o. ~ x 11 b i~1 

I(x)-I(x0 )_ = 

x-xo 
1 

x--x 
0 

" 
/ f(t)dt 
x., 

:ii; 

j {f(t)-f(x0 )} dt 
Xo 

Zij t e,.m positief gctal. Daar gegcven is dat f(x) continu is in 

x0 , bostaat er 1,;1,;;n S > O, zodat 

Zij nu x eon g,;tal met a~ x ~ b, 1 x-x0 \ ~ S • Dan is ook lt-x0 1 ...:.. 5 , 
als t tot het vak (x 0 ,x) resp. (x,x0 ) bchoort. Op dezelfde wijze 

als hicrbovvn lcid0n we dan at 

Dus 

Dus is 

X 

j { { f ( t) -f ( x O )} dx j ~ i: I x-x O I • 

I(x)-I(x0 ) , ) ) 

x-x -- - f(xo ltit 

lim 
X -• X 

0 

0 ' 

I(x)--I(x 0 ) 

... --·--- = x-x: 
0 

m.a.w. I(x) is differvntiL:L:rbaar in x0 <.m ht::t difft:rentiaalquotiUnt 
is gelijk aan f(x 0 ). 

'fo kunnen nu i0ts zoggen ovc.:r hot vc:rband tusscn integraal­

functie en prirn.iti£;-vo. Zij f(x) bcgronsd on int0gr0vrbaar over (a, b) 
en aldaar in hut bezi t van 01.m pri1,1i ticv,_, l:'( x), continu op hot seg­

ment (a, b). De hoofdstvlling zvgt, to-:gqxist op ucn segment ( o., x) 

(at=Xiib): 
/ ,._ 

I(x) = I f(t)dt = P(x)-F(a) (ai x~b). 
·'a 

Nu is F(x)-F(a) ook ecn primiticve. DJ.s ook I(x). 'i0 kunnen dus de 

hoofdstelling aldus formulercn: 
Is f(x) begrensd op (a,b), bGstaat op (a,b) de integraalfunc­

tio en is er eon primitiove, dan is de integraalfuncti~ een primi­
tiove (dus de integraalfunctic diffurcntieerbaar). 



dat 
uit 
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In deze bewering (dus in de hoofdstolling) kan de voorwaarde 
er een primitieve bestaat niGt weggelaten wordon. Dit blijkt 
het volgende voorboGld. Zij f(x) de functiG gedefinieerd door 

f(x) 

1 als x > 0 

als x = 0 

als x < 0 

, ook geschreven f(x)=sign x. 

Dezc functie is monotoon en dus integreerbaar, b.v. over hot inter-
x 

val (-1, 1) e Zij I(:x:) = /_, sign t dt (--1 ;§: x ~ 1); mon vindt 
_f 

I(x) = !xi --1. 

Blijkbaar is I(x) niet differentieerbaar in x = O. Dus is I(x) geen 
primitieve van sign x. Bijgevolg hooft sign x guen primitiGve op 
hot interval (-1,1): anders zou I(x) irmners een primitieve zijn. 
Wol is, in ovGreGnstGmming m~t eigenschap I, de functie I(x) continu. 

Anderzijds kan het gobouren dat f(x) een primitiovG bezit, 
maar niet integrecrbaar is, We gaan hier niet nader op in. We vvijzen 
or slechts op dat men, alvorens in een bepaald geval de hoofdstelling 

toe te passen, de beide voorwaarden: integreerbaarheid (bestaan van 
een integraalfunctie) en bestaan van een primitieve moet verifi~ren. 

Uit eigenschap II volgt dat een continue functie niet alleen 
integreerbaar is, maar ook een primitieve bezit: immers de integraal­
functie is dan differentieerbaar en heeft de gegeven functie tot af­
geleide. Voor zo 1n functie leidt dus integreren en daarna differen­
ti~ren tot de uitgangsfunctie. Met zekere restricties kunnen we dus 
zeggen, dat integreren en differenti~ren omgekeerde processen zijn. 
Men geeft een primitieve van f(x) daarom wel aan met n- 1r(x). Ook 
schrijft men J f (x)dx, en spree kt dan van onbepaalde integraal. 

§ 27. Nog enige stellingen over integreerbaarheid van functies. 

Uit § 24 weten we, dat een continue functie steeds integreer­
baar is. Anderzijds zijn er ook niet-continue functies die integreer­
baar zijn (denk aan monotone functies). We leiden in dit verband nog 
enige eenvoudige stellingen af. 
Stelling. Zij f(x) begrensd op een segment (a,b) en integreerbaar over 
elk subsegment ( ex. ,13) met a < ex.< fo < b. Dan is f(x) integreerbaar over 
( a .,b) • 
Bewijs. Zij e een positief getal en zij w de schornmeling van f(x) op 
(a .,b). Zij a een positief getal met 8 < ~ , 8 < 4we +1 . Dan is 
a + J < b- o . En ui t het gegeven volgt da t f ( x) integreerbaa r is over 
(a+ o, b- o ) . Uit het eerste criterium volgt dus dat er een verdeling 
:,1 van (a+ a, b- o) is, zodat het bijbehorende somverschil a1 kleiner 
dan ½e is. Beschouw nu de verdeling D van (a,b) metals deelpunten 
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het punt a, de deelpunten ui t ::i1 en het punt b. Het s'omverschil d van 

f(x) t.o.v.D1s geliJk aan 

d • ~ wa.,a+6 + d1 + ~~b-6 ,b 

{met begr1jpelijke notat1e), dus 

2u..: 1.. 
2J w +1 E + ~ ~ < E.. 

Uit de w1llekeur1ghe1d van E volgt nu, 1.v.m. het eerste criterium, 
dat r(x) integreerbaar is over (a,b). 

Voorbeelden van deze stellin5. 

1) Is f(x) begrensd op het segment (a,b) en continu op het open 
interval (a,b), dan is f(x) 1ntegreerbaar over (a,b). 

2) Is f(x) begrensd op het segment (a,b) en monotoon op het open 
interval (a,b), dan is f(x) integreerbaar over (a,b). 

3) Laten f(x) en g(x) gedefinieerd z1jn op het segment (a,b), ziJ 
f(x) 1ntegreerbaar over (a,b) en zij f(x) = g(x) voor a< x < b. Dan is 
ook g(x) 1ntegreerbaar over (a,b). 

4) Zij f(x) gedefinieerd op het segment (a,b) en g(x) op het open 
interval (a,b). Zij f(x) = g(x) voor a< x < b en zij f(x) integreerbaar 
over (a,b). Dan is ook g(x) integreerbaar over (a,b)(vgl. de beachou-
wingen in § 25, 2 op P. 93) • b b 

In de gevallen 3) en 4} is verder j f(x) dx = j g(x) dx: 
correaponderende tussensommen van f(x) en8 g(x) zijn a steeds gelijk, 
als men het eerste atrooipunt, zeg 51 , la kieat en het laatste, zeg 
Sn, lb, en due ook de integralen. 

Door e1ndig vaak toepassen van de atelling over het combineren 
van 1ntegrat1evakken (zie § 24, VIII) leiden we uit 1) af: 
Stelling. Is f(x) begrensd op het segment (a,b) en continu in alle 
punten van dat segment, afgezien van eindig veel punten c1,c 2 , ... ,ck 
(a~c 1 < c2 < ••• < ck~ b), dan 1s f(x) integreerbaat" over (a,b). 

Evenzo volgt uit 3): 
Stellin&. Ia f(x) integreerbaar over (a,b) en verandert men de waarde 
van f(x) in een e1ndig aantal punten, dan blijft f(x) integreerbaar 
over (a,b) en houdt de integraal dezelfde waarde. 

Deze en andere stellingen over integreerbaarheid van functies 
kunnen ook worden bewezen m.b.v. het tweede inte~rabiliteitecriterium 
(at te le1den uit het eerste). We zullen het nooit gebruiken en daarom 
voletaan met de tormulering ervan: 

Is t(x) gedef1n1eer-d en begrensd op (a,b)., dan is nodig en vol­
doende voor de integreerbaarheid van f(x) over (a,b) dat men bij elk 
tweetal poa1t1eve s•tallen ~ en 6 een verdeling D van (a,b) kan vinden, 
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zodat de.totale lengte 1 van de subsegmenten van D, waar de schommeling 
van r(x) groter dan a is, kleiner dan 8 is. 

§ 28. Oneigenlijke integra len. 

We bespreken in deze § nog een uitbreiding van het begrip be­
paalde integraal. Tot nu toe beschouwden we slechts functies die be­
grensd zijn en beschouwden ze oak alleen op begrensde gebieden, n.l. 
segmenten, We willen ens nu van deze.reatricties vrijmaken en krijgen 
dan te maken met twee gevallen: 1) f(x) is niet begrensd op (a,b) 

2) integratievak (a,b) 1s oneindig. 
Voor beide gevallen (eventueel combinatie van 1) en 2)) zullen we een 
un1forme behandelingsrnethode geven. We zullen voortaan een functie,die 
begrensd is en integreerbaar over een zeker segment (a,b), 
e1genl1Jk integreerbaar over (a,b) noemen. 
Definitie I. Is f(x) een gegeven functie en is er een links open in­
terval (a,b), zodat f(x) eigenlijk integreerbaar is over elk segment 
( z, b) met a < z < b, rnaa r niet e1genl1jk integreerbaa r over (a., b), dan 
heet a links kr1t1ek punt (voor de integratie van f(x)). Evenzo defi­
nieert men rechts kr1t1ek punt. 
Opmerkin~. Is a links kritiek punt voor de 1ntegrat1e van f(x), dan 
is hetzij a• - oo, hetzij a eindig, maar dan f(x) niet begrensd in een 
rechteromgeving van a (zie de eerste stelling in § 27). 
Definitie II. ZiJ gegeven een links open interval (aJb) en zij f(x) 
eigenlijk inte~eerbaa r over ( z, b) a ls a< z < b, maa r niet over (a, b). 
Wanneer 11m+ / f(x) dx bestaat en eindig is, dan heet f(x) oneigen-

z ..... a z 
11jk 1ntegreerbaar over (A,b) en schrijven we 

+ lb Jb (1) lim f'(x) dx = f(x) dx. 
Z-+8 Z -

Is gegeven een rechts open interval (a,b} en 1s f(x) eigenlijk 
integreerbaar over (a.,z) als a< z<.b, maar niet over (a,b), dan noemen 
we f(x) oneigenlijk integreerbaar over (a,b) en schrijven we 

z b 

(2) lint / f(x) dx == / f (x) dx, 
Z-+b a a 

1nd1en de 11m1et 1n het 11nkerlid van (2) bestaat en eindig is. 
We noemen in deze gevallen de integralen in het rechterlid van 

{1) resp. (2) wel convergent. Indien de genoemde limieten niet best11an., 
dan heten deze 1ntegralen divergent. 
Voor-beelden.I. Zij f'(x} • _1. voor O<x ~ 1. Voor 0< z<1 is dan f{x) 
e1genl1Jk integreerbaar ove'{i°(z,1), omdat f(x) continu is op het seg­
ment (z,1); we hebben 

r1-!!!..2rxj 1 -2-2Vz. 
i 'Ii t 



an I 100. 

Verder 18 x • O links kr1t1ek punt voor de 1ntegrat1e van f(x} =-¾-, 
omdat deze functie niet begrensd is op (0,1). -Maar f(x) is wel on­

eigenliJk 1ntegreerbaar over (a,b) en er geldt 

1 

I~. 2, 
0 Vx 

wegens + /:1 +-lim ~ = l im ( 2- 2 Vz ) = 2. 
z.....,o " Z-+0 

Aanachouwel1jk betekent dit resultaat, dat de figuur in het (x,y)-vlak, 
begrensd door de 11Jnen y=O, Y= -1.., x=O, x=1, hoewel onbegrensd, toch vx 
een e1ndige oppervlakte heeft. 

II. Zij f(x) = x- 2 voor x~1. Deze functie 1s eigenlijk integreer-
• baar over elk interval (1,z) met z "> 1, en oo is, u1teraard, rechts kr-1-

tiek punt. Verder 1.s r(x) oneigenl 1.jk tntegreerbaar over ( 1, oo) want 

z z 

J -2 -1 1-z-1 X dx == -x = , 
1 1 

dus z 

f -2 (1-z-1 ) lim x dx = lim = 1 . 
z ... oo 1 z .... oo 

00 

We hebben dus J x-2 dx :: 1 • 
'1 

We wensen ook oneigenlijke integrcerbaarheid te defini~ren, in­
geval het 1ntegrat1evak verschillende kritieke punten bevat. We beg1n­
nen dasrtoe met de volgenrle 
Stell1n~. Zij a< b, f(x) eigenli,Jk integreerbaar over elk interval 
( z, b) met a< z < b, en a links kri tiek punt. Laat c tot het op~n inter­
val (a,b) behoren. Indien minstens een der beide integralenl f(x) dx 

O b c a rtl 
en ~ f (x) dx bestaat, dan ook de anc1ere en er geldt ~ = /2 + -~ • 

1) c b 

Bewijs. Voor a< z <C is, wegens § 24, VIII,/ =f + / • Uit het ge-
z Z C 

geven volgt, dat minstens d~n van beide leden een rechterlimiet heeft 
in z=a. Dan ook het andere lid, en we hebben 

/
b /b c b c +/b 

... lim + = 1 im + / + / • / 
a Z ➔ a z z-- a z c a c 

Gevolg. Is r(x) e:tgenl1jk integreerbaar over elk inwendig subsegment 
(z,u) van een interval (a,b) en oneigenlijk integreerbaar over (a,d) en 
over (d,b)., wear d een of ander inwendig punt van (a,.b) is, dan bestaat 

C b 
/ f(x) dx + / f(x) dx 
a C 
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voor alle c met a< c < b en hangt ni.et van c af. 
Def1n1t1e III. In het bovenstaande geval noemen we f(x) one1genlijk 
integreerbaar over (a,b) en stellen we 

b C b 
(3) / f(x) dx s / f(x) dx +j f(x) dx (a< c<b). 

a a c 

Ook nu defini~ren we (§25,1): 

a b a 

/ f(x) dx = -/ f(x) dx 
b a 

(a<b), f f(x) dx =0. 

Def1n1tie IV. Is gegeven een functie f(x) en bevat een interval (a,b) 
eindig veel punten c1,c 2, •.. ,ck, kritiek voor de integratle van f(x), 
met c1 < c2 < ••• <Ck, zodanig dnt f(x) ei.genlijk integreerbaat' is over 
elk subsegment (z,u) van (a,b), dat niet een der punten c1,c:,···,ck 
tevat, dan noemen we f(x) integreerbaar over (a,b) en defini~ren we 

/b f(x) dx = /c 1 r(x) ax +/2 r(x) dx + /c3 f(x) dx + 
a a c1 c2 

(4) ck b 

••• + j f(x) dx + / f(x) dx, 

ck-1 ck 

1ndien alle integralen in het rechterlid van (4) bestaan. 
We merken op, dat hierbij (! 1=a en/of ck=b mag zijn en voorts 

dat een punt c1 zowel links - en re~hts kritiek punt kan zijn voor de 
integratie van f(x), als wel slechts ·een van beide (geef ten voorbeeld). 

De stelling in § 24, VIII ( combina tie van twee integra tieva kken) 
blijft doorgaan voor de in defini tie IV gedei'inieerde omigenlijke in­
tegralen (ga na). Een bijzonder gevnl is de op p.99 afge.eide stelling. 

Zij f(x) eigenliJk integrcerbaar over elk inwen(ig subsegment 
(z,u) van een gegeven interval (n,b) en zij F(x) een p:-imitieve vnn 
f(x) en continu op het open interval (a,b). Krachtens de hoofdstelling 
(§ 26) is dan, ala c een inwendig punt is van (a,b), 

C U 
j f(x) ax= F(c) - F(z), / f(x) dx = F(\;, - F(c). 
Z C 

Laat nu f (x) integreerbaa r zijn over ( ~, b) ( eigerlijlc d::in wel oneigen­
lijk). Dan is 

lim + / f(x) dx == Jc f(x) dx., lim- ju (x) dx = jb f(x) dx., 
z--. a z a u ... b c c 

hetzij kraehtene definitie II (ingeval van oneigen11:ke integreerbaar-­
he1d), hetzij krachtens e1genschap I op p.95 (!.ngeva: van e1genl1Jke 
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irtegrcerbaarheid). Dus ook de volgende 11m1eten bestaon en zijn cind1h: 

11m + F ( z), 
z-ri 

llm F ( u). 
u .- b 

En ve hebben 

/
b Jc 1.b + /c _1u 

f(x) dx = + = lim f(x) dx + 11m f(x) dx 
a a c z-n z u-b c 

+ 
= lim F(x) - lim F(x). 

Het laa"":ste lid schrijvcn we per dd'1.nitic 1ls F(x) I: of [ F(x)j ; 

We kunnS:1 dan zeggen, dat clc hoofdstelling oak doorgnnt in het hi.er 

bescheuwa~ geval. Joor ccn combin~tie vnn vnkkcn te nemcn en tc letttn 

op § 24, ~III en defin1 t le IV vindcn we: tenslotte de volgende 

Uitbreidint van de hoofdstellin5. Zij f(x) integrcerbaar over (a,b), 
eigenlijk a~ oneigenlijk, en laat F(x} nan de volgende voorwaarden vcl­
doen: 

1. F(x) iscontinu op het open interval (a,b) 

2. op (a,b) is F(x) een pr:imitieve vnn f(x), d.w.z. F'(x)=f(x), met 
uitzondering v1n ten hoogste eindig vcel punten. 

:>an is 
b lb 

~ f(x~ dx = ?(x) j :1 

(waarbij het rech~erlid best~at en eindig is). 
N.a.v. de bwrnstnnnd\.,' '1eschouwing merkcn 2 we nog op, c\51t, als 

f(x) 1ntegreerbnar iE over (:-;,1:J), de integrnlcn] f(x) dx en j f(x) (J;: 

altijd continue func.t~c:s v-'.n ,, )p (:-i,l:1) ziJn (gc:f1 n3). We wiJien er v0r­

der op, dat het ind~ ecrs:0 voorwnarde nict toegclatcn is dater ein­
dig veel uitzonderings;untc~ ziJn, 

§ 29. Ongelijkheden voe~ int~grnlen. 

Stelling I. Is f(x) niet-ne~atief op en 1nt8grcerbaar over (a,b), d~n 
b 

is j f(x) dx ti o. 
Bew!.Js. Onderatellen we eerst dot f'(x) eigcnlijk integreerbaar is ove;,r 
(a,b). Alle onder-, tussen- en bovcnsommen van f(x) t.o.v. een verde • 
ling van (a,b) z1Jn • o. )us 1! de intcgraal ~ O. Ingeval van oneigen­
l1jke 1ntegreerbaarhe1d volgt 1e stelling nu door een limietovergang 
(z1e § 28, definities II en IV,. 
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Stelling II. Zijn f(x)bt:n g(x) intcg:~crbo'.:'r ov~r (a,b) en is steeds 
f(x) ll g(x), dan is j f(x) dx s j g(x) dx. 

n a 
b .b b 

Bew1js. / f(x) dx - j g(x) dx = / ~ f(x) - g(x)} dx ~ o. 
~ a n \ 

I b I -b 
Gcvolg. I~ f{x) dx '. ~ -~ lr(x)j dx. Als b:;; a mag zijn, dan is in 

elk geval jjb f(x) dx J ~ j jb lf(x)I dx I . 
a a 

Stelling III. 
,b 

Is f(x) continu cntflict-negaticf op (a,b) en is 

/ f(x) dx > O, dan bevat (~,b) 1..cn subscgmt:nt (e<.>f->) wa:'lr f(x) > 0 is. 
Ja 

Bewijs. Het interval (a,b) bevnt cen inwcndig punt c met f(c)> O. D□ n 

1s ook f ( x) > O in een zeke re 5 -omgeving v1n c. 
Stelling IV. Is f(x) cont1nu en niet-negnticf op (a,b) en is 
b 

j f(x) dx = O, dan is f(x) identiek O op (a,b). Anders gezegd: is 
a 
f(x) cont1nu en niet-negaticf op (a,b), maar niet identiek O, dan is 

b 
/ f(x) dx > O, 
a 
BewiJs. ruidclijk, 
Opmerking. De stelling gnat niet langer door ala men do continu!teits­
voorwaarde voor f(x) lant vnll8n (gcef ecn voorbceld). 
Stelling V. Ia f(x) eigcnlijk 1ntcgreerbnar over (a,b) en stelt men 
m = inf f(x), M = sup f(x), d~n ia 

a~x~b fl~X~b 

,b 
m(b-3) ~ j f(x) dx ~ M(b-n) • 

. g 

BewiJs. Alle ender- en bovensommcn l1ggcn tussen de opgegeven grenzcn. 
b b b b 

Of (stelling II): j f(x) dx ~ ( m clx=m(b-.1) en f f(x) dx 1=.j M dx=M(b-r1 ~. 
a ·ri a n 

Eerste middelwaard~atell1ng van de integraalrcKenin5. ZiJ f(x) inte­
greerbaar over (a,b) en continu op (a,b), Zij g(x) integreerbaar over 
en n1et-negatief op (a,b). Dan is er een punt; in het segment (a,b), 

l b .b 
f{x) g(x) dx = r(;).j g(x} dx. 

a a 

zodat 

Bew1Ja. Zij m de onderste en M de bovenst0 grens van f(x) op (a,b) 

(in d1t geval ism tevens het minimum van f(x) en M het maximum). Dan 
is 
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1) f(x) Im en dus f{x) g(x) ~ m g(x) voor a~x§b, wcgens stelling II 
b b 

dus / f{x) g(x) dx !; m j g(x) dx 
a ~ 

2) f(x) ~Men dus f(x) g(x) IM g(x) voor 1ixlb, weg~ns stelling II 
b 

dus / 
',9 

r(x) g(x) dx 
rb 

~ M / g(x) dx. 
J~ 

Jientengevolge is er een getnl r-, met m ~ r~ ~ M, zodat 

/
b .b 

f(x) g(x) dx • r*J g(x) dx, 
a a 

Wcgens de continu!teit ncemt f(x) de w~3rdc r~ nan, in een zeker punt 
§ ui t het segment ( :1, b) • 

0£merking. De stelling geldt blijkbn~r ook nls a~ b, 
We illustreren nu de voorg1nnde stLllingcn aan de hand van een 

voorbeeld. Zij 
1 

In=/ {4x(1-x)} n dx (n ecn nr)tuurlijk getal). • 
0 

We zullen aantoncn, dnt de getnllcn In positief zijn en een monotoon 

dalende rij vormen met lim1et o. We schrijvon r0 (x) = {4x(1-x)}n. J\1-

lerter-st 1s f n ( x) continu op het segment ( O, 1) en > O voor 0< x < 1. 
Dus is In> 0 (stelling IV). VL:rdcr is r1 (x) = 4x(1-x) ~ 4.(x+a-x) 2=1 

en r1 (x)=1 alleen als x=}. Jus is f'n+ 1 (x) = f 1 (x) fn(x)~ fn(x) op (0,'l) 

en fn+1 (x)< fn(x) voor x,o,},1. U1t stclling IV is d.:rn ,1f te le1den 

In+'1 <:In. Om Aan tt tonen lim In"'"O gn in WC; nls volgt t(~ wt:rk. 
D ➔ OO 

-½+ 1:/4 
Zij E. een positicf get1l < 1. )mi is j fn(x) dx <. t/2 • 

~ - E/4 
Beschouwen we nu de V3kken (0,1-'fr-) en 0·+¼,1). D1arop is 

r1 (x)=4x(1-x) 1 r1(J-¼) = n, wn,H'bij n een zckcr positiC:f gctol < 1 1~. 

!:.:: ::":::d:.~:::0 ~s n::n z:~;: ),~ < \~~ (;~~: : ~a:/::•~:b~:n a a::' be 
onder voortdurende toepassing vAn de voorgnande stellingen, 

½-¼ 1 ½-¼ 1 

j . fn(x) dx +/ f 0 (x) dx<j ½ dx + j ~ dx 

0 ½+¼ 0 ½+fr 
1 

< I 
0 

voor n > n0 , 

1 
dus / rn(x) dx < ½ + ½ = e voor n :> n0 • 

0 
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Daaru1t volgt de bewering. 

We bespreken nu een andere middelwaa rdtstelling. :;)aa rbij komt ti;.­

pas een z.g.partHHe sommntte v:m cen cindige reeks getalle;n (volgens 

Abel)., die we eerst behnndclcn. Z1j geguven et:n eindige som 

a 1b1 + a 2b2 + ••• + anbn (n (:en natuurl1jk getal), waarb1J elkt: 

term het product is van twee getnllcn ::i 1 en b1 . Onderstellcn we dnt de 
r1J getallen monotoon niet-stijgend is: a1~a 2~ ..• ~an. 

We voeren in de parti~l~ sommen van de getallen b1 door te stel-
len k 

~ 
Bk• L bi 

1=1 

( k• 1 , 2 , ••• , n ) 

en stellen de kleinste van dezc sommen voor door 13 en de grootstc 
I 

door ;e, : 

Dan geldt de volgende ongelijkheid: 

n 
(-M,) Jl(a1-an) + 8 n8n ~ Z::a1b1 ~ fo'(a1-an) + 8 nBn• 

1=1 

BewiJa. Uit de def1nit1e van de partH!le sommen Bk volgt onmiddell1,1k 

(i = 2,3, ... ,n). 

Voor 1•1 is dit niet Juist, omdat B0 niet gedefinieerd is, rnaa r 
hebben we b1=B1• We leiden nu af 

n 

L ai bi = a1b1 + a2b2 + ••• +anbn 
1=1 

• B1 (a 1-a 2 ) + B2 (ar')-a 3 ) + ••. + B 1 (a 1-a 2 ) + a B. 
~ n- n- n- n n 

Krachtens onderstell1.ng ls a 1-a 1+1 ~ O voor i=1,2, ••• ,n-1. Dus 

en dus 

ofwel 

n•1 n 

L ,,.s(a1 .. 8 1+1> + 8 n8n~ L 8 1b1' 
1•1 1•1 

n 

n-1 

L JS'(a1-8 1+1) + 8 nBn 
1=1 

I' (a1-an) + anBn II f1 a 1 b1 • ~• (a 1-an) + anBn., wat ae te bewij-
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zen betrekking 1a. 
We formuleren en bewijzen nu de 

Tweede m1ddelwaardestelling van de integraalrekening. Laten f(x) en 
g(x) gedefinieerd zijn op een segment (a,b) en zij f(x) monotoon op 
(a,b) en g(x) eigenlijk integreerbaar over (a,b). Dan is er een punt 
$ in het segment (a,b} zodat 

b /i b 
(1) / f(x) g(x) dx = f(a) g(x) dx + f(b{ g(x) dx. 

a a § 
OPffierking. De integraal in het 11nkerl1d bestaat, omdat f(x) en g(x) 
integreerbaar zijn over (a,b) en dus ook f(x) g(x) (zie §24, I en VI). 
Bew1Js. We behandelen eerst het geval dat f(x} monotoon niet-stijgend 
is. We stellen het linkerlid van (1) voor door Jen beschouwen een wil­
lekeurig positief getal t. Uit de onderstellingen volgt dat f(x) en 
g ( x) begrensd zijn op (a, b). Er is dus een constante K > 0, zodat 

I f ( x) I < K en I g ( x) I < K v oo r a , x ~ b. 

Verder bestaat er, daar f(x) g(x) integreerbaar is over (a,b), een 
verdeling D = (x0 .,x1 , ••• ,xn) van (a,b), zodat het somverschil van 
f(x) g(x) t.o.v. die verdeling <½is en tegelijkertijd het aomver­
schil van g(x) t.o.v. die verdeling < me is. 

We kiezen nu willekeurig n punten ~;, ("\)=1,2, ••. ,n)., zodat 
xv ... '1 i ;,-> ~ x..., ('-v::::1.,2, ••• ,n), maar speciaal s1=a, sn=b. Vervolgens 
letten we op de functie g(x). Uit stelling V volgt dater voor elke 
waarde van V=1,2, ••• ,n een getal gv is, zodat 

/X.., g(x) dx = g,, .; x.,, , 
xv-1 

We beschouwen nu de beide sommen 
n 

inf g(x) !Ill! g., =r sup g(x). 
x,y_ 1 .i xax')) x"\>_ 1 ii x,x..., 

n 

T 1 = L. f ( ~),)) g ( 51_) 6 x--v, 
'\>:::1 

T 2 = L f( ;)l ) g-p 6 ~ • 
')):c:1 

Hierbij is T1 een tussensom van f(x) g(x) t.o.v. de verdeling D. Dus 
is T1, evenals J, gelegen tussen de onder- en bovensom van f(x) g(x) 
t.o.v. D. Dus is IT1-JI< ½· 
Verder is n 

IT1-T2 1 - I z= r(t)(g(5 .. ) - ~) Axi,l I 
V•1 

n 

.i K L I g (i,.J - g,, I A xv < K. &- = ; , 
~-1 

omdat de laatste som gemaJoreerd wordt door het somverachil van g(x) 
t.o.v. D. Dus is 
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We paesen nu het hierioven behandelde 
nemen 

a.,• f(~.), 

Stellen we nog 

dan is 

p = inf 
atx,b 

"'x "/xv 
)l 

g(x) dx, t, ).l =g., 
x'l,)-1 

X 

/ g(t) dt I 

a 
q= sup 

a,x 1ab 

toe op de som T2 
x"' 

zodat B-v=I g(x) 
a 

X 

j g(t) dt, 
a 

p • min B)l tt max Bl> .!!Ii q. 
V=1,2, ••• ,n Y=1,2, •. ,,n 

We kr1jgen dus, door toepa ssing van { ~ ) , n 

door te 

dx. 

b 

p { r ( 51 ) - r (; n ) } + r ( ~ n ) • / g ( x ) ax , L r ( ~,,) g ll 6. x )) 
ab "l'=1 

ofwel 

Wegens 

i q { f(s-,) - f(;n)} + f(in) • I g(x) dx, 

b 

p{r(a) - f(t)} + r(b) f g(x) dx i T2 .iq {r(a)-f(b)} + 

b 

+ f(b) / g(x) dx. 
a 

(2) 1a dus ook b 

p {r{a) - f(b)} + f(b) / g(x) clx -f < 'J<q {r(a) - f(b)} + 
b a 

+ f(b) / g(x) dx + E. 
a 

Daar J niet vane afhangt, moet dan oak gelden b 

p { f(a)-f(b)} + f(b) jb g(x) dx ~ 0 ~q { f(a)-f(h)} + f(b)/ g(x) dx, 
a a 

Er is dus een getal t met pa~• q, zodat 
b 

(3) 'J = ; { f(a) - f(b)} + f(b) j g(x) dx. 
X 8 

Nu is J g(t) dt, waarvan we onderste grens p en de bovenste grens q 
a 

noemden., een continue functie van x (zie eigenschap I., p.95). Er 1.s duo 
een getal; in het segment (a.,b), zodat 

!§ 

~ ,. g(x) dx. 
a 

Vullen we d1t in (3) in, dan komt er 
I b § 

O • f(a) /g(x) dx + f(b).{/ g(x) dx - /g(x) dx} , 
a a a 
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wat de gevr-aagde betre 1<:~Jng (1) geei't. 
Het geval dat f(x} monotoon niet-dalend is, behandelen we door 

het vorige toe te pasaen op -f(x). Hiermee is de stelling bewezen. 
Een bijzonder geval kriJgen we nls b.v. f{x) monotoon niet-stiJ­

gend en tevens ~ O is. We moger. d:::m :::onodig de waarde van dx) in het 
punt b veranderen en r{b) nemen, zonder de monotonie van f(x) te ver­
storen. Er is in het segment (a, b) dan dus een ; , zoda t 

b i 
/ f(x) g(x) dx = f(a) / g(x) dx. 
a a 

§30. Stellingen over onei~enlijke integreerbaarhe1d. 
We beginnen met een bew1Js van de volgende 

Stellin5. Zij r( x) eigenlijl< integr0erban r over elk echt subsegment 
(z,b) van een links open interval (a,b) en zij lf(x)l integreerbaar 
over (a,b). Dan is ook f(x) integreer~aar over (8,b). 
BewiJs. We zullen het bew1Js leveren door toepassing van het conver­
tentiecriterium van C:-iuchy-Bolzano voor funct1esb(z1e §10, Pb32). ZiJ 

t: een positief getal. Dan is er, wegens 11.m+ j f(x) dx = j f(x) dx, 
z-a z a 

een rechtervormgeving A van a, zodat 

f /b lr(x)I dx - /b !r(x)I dx j <S :1ls z1 ,z2 > a en z 1 ,z2 t= A. 
z1 Z2 

Voor zulke z1 en z2 is dan ook 

b b 

I J f { x) dx - / f ( x) dx I = 
z1 z2 

/ /
2 r(x) dx I 

71 

I I /22 jr(x)I dx j < s 
z1 

(zie stelling II, gevolg op p.103). Hleruit volgt dat f(x) integreer-
baar is over (a,b), 

Bovenstaande stelling is natuurliJk speciaal van belang als a 
links kr1t1ek punt is voor de integratie van f(x). Het kan hierbij ge­
beuren dat f(x) integreerbaar is over (a,b), maar lf(x)lniet, zeals we 
later zullen zien. Dit is due anders dan bij eigenlijke integralen: 
daar volgt uit de integreerbaarheid van f(x) de integreerbaarheid van 
lf(x)I (zie stelling III, p.90). In het vervolg Z\.\.flen we zeggen, dat 
f(x) absoluut integreerbaar is over (a,b).. als j lf(x)I dx bestaat. 

We leiden nu enige stellingen af over het 8 bestaan van one1gen-
11jke integralen. Het zal daarbij steeds gaan over absolute 1ntegreer­
baes:-he1d. 
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Stell1ng I. La ten a en b eind z ijn en ziJ a < b. Zij een rune tie 

f (x) e1genl1jk integreerbno r over ( z, b) voor elke z met a < z < b. Laa t 
er verder een getel p bestaan met 0<P<1, zodat 

f(x)= 5(x) voora<xtb, 
( x-s) p 

wear g(x) een begrensde runctie is. 
Dan 1s r(x), en ook lf(x)l 1ntegreerbaar over (a,b). 

Bew1Js. Daar g( x) begrensd is, 1s er een c onstante K > 0, zodat 

lr(x)I < K (x-a)-P a ls a< x , 'b. 

Verder islf(x)I integreerbaar over elk segment (z,b) met a<Z<b. Voor 

elk tweetal getallen z1 en z2 uit het oper. interval (a,b) hebben we 
dus 

De integraal in het laatste lid kunncn we berekenen. Uit formulc 

(2), p.81 volgt (kettingregel) 

d A i\-1 ai (x-a) = i\ (x-a) a ls x > 3 en >.. ~ O. 

Dus wordt een primi ti eve v,:rn ( x-n )-P in hct interva 1 x > a ge leverd 

door ~~p (x-a) 1-P, wegens p /. 1, Ook is (x-a)-p continu voor X> a. 
Wegens de hoofdstelling 1s dus 

z2 120 1 {( )1-p( )1-P1 / (x-a)-p dx = 12p (x-3)1-p c == 1-p z2-a - z1-a J. 
z1 z-, 

d 1 . +( )1-p Wegens P<1 is 1-p>O, en ,.us .1m x-a =0. Dus is er bij elke 
x ..... a 

E > 0 een o > O (en < b-fl) te vinden, zodnt 

Dus is oak 

I /b I f { X ) I d X -

z1 

b 
/ !r(x)I dxj < e 
z2 

voor zulke z1 en z2 • Volgens het hierboven al meerbtoegepaste conver­

tentiecriterium van Cauchy-Balzano heeftbdan / I f(x) I dx een ein­

dige rechterlimiet in Z==a. Dus bestaat / lf(x)I ex, d.w.z. lr(x)I is 

1ntegreerbaar over (a,b). Wegens de vor!ge stelling is dan ook f(x) 
1ntegreerbaar over {a,b). 

Op analoge wijze toont men aan: 



J •• , I .,,. '· 
\ ,.._ ! 

gende stollingcn, 
'i' r X \ • \ • I 1ntcgrc0rbaar over elk segment 

fry, h) '""""t .. , h \ •,.., :i 0,,, . -~ I l ~~: •' 1,,., "'-. •·•· • Is dnn tu schrijvcr 

rur:c t.ic 

f' ( X \ r, n ,,, '• .. ;, : ,, ) I .. \ .• , 1.: vCi K \ 1 , , •• I 

(~t 0 1•··.1·11r1n• ·r·i" 1 !')' 4 :• ,., , .. ,, .. ~' ·;,·,,·· •• ~ .. ,., i f'(x\ .·,.·.',t',\.·'i:·: ... ,• .. •f..•"''.')<:'•1!'!"" i"'',\i'"'.'!.' ,-.~'.t',.;· ._< •• •c,_.,,.·-~.• ,.,.;..,,.: C, \.J\)C:,J , .. ,),,ii, •. !.,,.•\) ' ••• _,I_ ·,.S V 'C .. • ''••-

ment ((J 1 Z) :n€t z>a, If:: (i·.r· •·.: :::;,:hr•i,jv1:,r• 

X > '.1, 

·lr1t.n•>'c•·•;><''l.,>• .. ·•··,r·• ;Y'!>'•t' 1!:, 00) -~- .. ~ ' ,., t. ::, ... , .. , ~ ' ,_; ,,, ' ·--· ,.,. \ ...... i ' .• ., . <[) 

BcwlJS. ~e bewijzc~ 1llc~r Rtcl1ln~ II. l'.r is nllereerst ~en ccnGt8nt~ 

K .-:.. O, ;:od?.t 

•'.( I \-;i . ,~-:<.1. 

l f ( X) ! ' . . :lx ... ' dx 1 

! 

, \ _,, l) 
{ --:i . .! . ,j }'. ' 

ven 

niet bestaan van een 1ntegraal. 

) ? ~) 
_; l I .. , 
I :-~ •1 

;i'(x)\ dx l 
j 

I 

I ,. ) 'i -p I 
\ ·- ,:. '"1 i ~ 

I 

0, J~s is db laatste uit-

i<0?un 0ositi2f getAl 
- oo k l.c·zcn. A1s bo-

slulti,:n tot hct 

S+-· ""1·~'1"' "f"1•T ...... -e J. .4 .~ .. g .i . .i. -~- • n ~n b eindig. ZiJ 
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hetz1j f(x) & l" voor olle x met n < x, b 
(x-a)P 

hetzij f (x) i -1-4 voor a lle x met a<- x ab. 
(X-A) p 

Dan is f(x) niet jntegreerbaar over (a,b). 
Stellins IV. Zij a> O c.:n r(x) t;lgenlijk intcgreerbaar over elk seg­
ment (a,z) met z > a. L;iten er posltieve constanten f'- en p 

; .. H:staan, met p ;j 1, zodr.it 

hetzij f(x) ~ t!:... voor alle x !la 
xP 

hetzij f(x) A ±!:. voor alle x ~a. 
xP 

Dan is f(x) niet integreerbaar over (a, oo). 
BewiJs van stelling III. B~schouwen we het geval dat f(x) positief ls 

(het ande,:-c geval wordt :1rnloog belrnndeld). 

A.ls p >1, dan hebben we, voor a< z ,b, onder toepassing van stelling 

II, p.10J, 
b b 

/ f(x) dx ~ p j (X-·8 )-P dx 
z z 

= ~ (x-a)1-p lb= ~-r { (z-a)1-p - (b-11)1-p}. 
p z p 

Wegens p > 1 is 1-p < O en dus lim➔• ( z-c1) '\;P = oo. De laatste uitdrul<•· 

king is dus niet bcgrensd, e·1z :Tu: hee ft / f ( x) dx geen eind ige rech­
~z 

ter11miet in z=a. Voor p=1 vinden we 
b b 1 

/ f(x) dx i p- j (x-n)- dx 
z z 

b 

b 
= ft log(x-a) I 

z 

b-3 
-- p.log z=a , 

zodat ook nu/ f(x) ax geen eindiee rechterlimiet heeft in z=a. 
z 

Hiermedc is de stelling bewczen. 
Bewije van stelling IV. We behandelen het geval dat f(x) positief is. 
Is O < p < 1., dan vinden we 

z z 
J f(x) dx i µ j x-P dx = p- ( z 1-P - s 1-P) (Z> a), 
a a 

terwijl we voor p=1 krijgen 

/z f(x) dx If'- / x- 1 dx = I"- 106 } ( z >a), 
00 

Hieruit leidt me~ af dat / f(x) dx niet bestaat. 
a 

Analoge stellingen hPeft men in het geval van een rechts kritiek 
eindig punt b en van een kritiek punt - oo • 
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We merken op, dat in de atellingen II, II', IV het 1ntegrat1evai 
het punt O n1et bevnt. In verband met de stell1ng op p.100 over het 
combineren van integratiev1 1,:-ken is dit geen beperking. In het algemeen · 

moet men bij het onderzoek naar het bestaan van een of andere 1ntegr~ □ l 

het integra tievak in su fJ lntcrva l len verdelen, die elk s lechts een krl­
tiek puntbevatten, en wel rls een van de uiteinden. 

1 
Voorbeelden. 1) / Vdx 2 besto1t, w~nt 1 1s het enige krit1eke punt 

o 1-x 

en de integrand is continu op het 

ale V 1 2 = g(x)½ , w3nr g(x) = 
1wX (1-x) 

E b t t /o dx 

interval (0,1) en 1st~ schr1Jven 
1 t begrensd is op (0,1). 

(1+x)"' 

venzo es aJ n 
-1 V1-x;:;: 

nu is -1 het enige kr1tieke punt en 

kunnen we schrijven 

1 g(x) ( ) ( ) I , waar g x op -1,0 ~egrensd is. 
(x-(-1)) 

1 

D1entengevolge best2at ook j 
-1 

1 

dx v; _x'd • 

log 

2) / log X 
0 

xis continu 

dx bestaat, wnnt O is het enige kritieke punt en 

voor x > o, terw1Jl log x = ~ voor x > O, waJr 

g(x) = vx log x begrensd is 

(zic formule (10') op p.77). 

x2 + 
op (0,1), o.n. wegens 11m Vi log x = 0 

X -11> 0 

3) / 3 dx bestaat. Hier is 1 het enigc kritieke punt , de 
1 Yj log X 

integrand continu op het lin~(s o en 
als ~!x) 11 , waar g(x) = 3 1x-

(x-1) 3 0g X 

interval (1,2) en te schrijven 
begrensd is op (1,2), omdat 

x-1 
log x daar begrensd en positief is (g1 nn). 

Op~.95. De functte J(x), beµ~ild door J(x)= J dt , is continu, dif­
o 1+t2 

ferent1eerb~ar en monotoon 

beataa~ J(oo) en J(-oo). 
nt1 j(~end op hct inter-v::i 1 ( - oo, oo). Verd er 

OPS .96. L1ten eegeven zijn twffie rijen v1n retne yet:: llcn 
b1 ,b2 .., ••• en stellen we Bm= L b1 (m=1,2, •.• ). Voor elk 
tuurlijke getallen n en m, m~l; 1n > m., 1s don 

B1(~1-~1 1) + B n - B a + n n m m' 

11,02,_ .. ; 

twee ta l na -
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n 
Leid h1eruit schntt1ngen af voor L. a1 bi, als nog gegeven is dnt de 

. i==m 
riJ getallen a1 monotoon niet-dalend is . . 
Opg.97. Z1J f(x) e1genlijk integreerbaar over het segment (0,2). 
Laat z1en det K(x), gedef1n1eerd door 

X+1 
K(x) = / f(t) dt, 

X 

continu is op het segment (0,1). 
Ops.98. Z1J f(x) integreerbaar over (O,oo}, met oo ale enig kritiek 
punt. Dan is ook e- O!.X f(x) 1ntegreerbaar:- over (O,oo), als cx.&O, en 

er geldt + 00 oo 

lim / e- cx.x f(x) dx = / f(x) ax. 
~-o d o 

Ops.99. Is f(x) eigenlijk integreerbaar over (~,1), dan is 

O:eg .100. 

~ ( X ~ ~ j j f(t)dt) dx = j (1-x) f(x) ax. 
0 0 00 0 

I -x2 ,~ x dx Bereken xe dx, V 2 . 
O 1-x 

Ope; .101. BewiJs dat de volgende integralen bestaan. 

(0<<X<1) , j1 log(1-x) dx 
(l X , 

11 ot. 
x- log X dx 

0 
00 £ ( 1 + ;h 2) ( 11x - e -x) ¥-

§31. En1~e toepassin~en van het integraalbe5rip. 

1. Het meten van oprervlnkken. 
Is f(x) een positieve functie en K de figuur begrensd door de x-

a a., twee ordina ten x::a en X=b (b >a) en de liJn die de gra fische voor­
atelling ia van de functie Y=f(x), dan zutlen we aan K als oppervlakte 
toekennen het getal j, bepr.iald door J = j f(x) dx, in de veronderstel­
ling, dat de integraal besta,t. Het is O hierbij niet uitgesloten dnt 
f(x) onbegrensd 1s of d.'..'lt r-i= - oo of b= oo is. De gekozen oppervlakte­

def1n1t1e behoeft geen midere toelicht1ng: in § 23 schetsten we reeds 
hoe de paging de oppervlakte van de figuur K te bepalen als eventu~le 
lim1et van de oppervlakten van zekere in - of omgeschreven veelhoeken 
ona leidt tot de opstelling van het integraalbegrip van Riemann. 

Bestaat de beachouwde 1ntegraal niet, dan kennen we aan de figuur 
K geen oppervlakte toe. 

De hier beschouwde figuur K is van een heel Speciale gedaante. 
Immers K is begrenad door drie segmenten van rechte liJnen, die op~ 
volgend loodrecht op elkaar staan, en een willekeurige 11jn. Hebben 
we een willekeurige f1guur in het platte vlak, dan kunoen we trachten 
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die te verdelen in een eindig aantal figuren van de beschreven specin-• 
le gedaante en op deze wijze de oppervlakte te bepalen. Het is op dit 
ogenblik niet onze taak, na te gaan onder welke omstandigheden dit mo­
gel1jk ,is. We geven 8lleen een voorbeeld. De oppervlakte van de een­
heidscirkel is 2 x de o~vlakte van de halfcirkel, begrensd 1door de 
x-n s en de lijn Y= + V 1-x (-1, x , 1)., en dus gel1Jk aan 2 j ~ dx. 

-1 Op de berekening van deze integraal komen we nog terug. 
Is f{x) iri,tegreerbaar over (2,b) en negat1ef op (a,b), dan valt 

de integraal j f(x) dx negatief uit, en is het tegengestelde daarvan 
te beschouwen 8 als de oppervlakte van de ale boven geconstrueerde fi­
guur K. Het is nu ook du1del1Jk, wat de meetkund1ge beteken1a ia van 

b 
/ f(x) ax, nls f(x) zowel positieve ala negatieve waarden op (a,b) 
a 
aanneemt. 

2. Het meten van booglengten. 

Z1j gegeven een op een segment {a,b) continue functie y=f(x). In 
het platte vlak stelt deze functie een zekere figuur voor, die op 
grond van de contiriu!tei t van f (x) de naam "lijn" verd1ent. We vragen 
ons af of het mogelijk is op exacte grondslag een lengte van deze lijn 
te defin1~ren en, indien dit n1et algemeen mogel1jk is, voorwaarden 
aan te geven waaronder het wel kan. 

We stellen het probleem nog wat algemener. Laten gegeven zijn 
twee functies X= <p (t) en Y= i'(t), gedefinieerd en continu op een 
segment a i t ii b. Bij elk punt t ui t di t segment beschouwen we het 
punt met rechthoekige co~rdinaten (x,y) = (~(t),"4'(t)). Doorloopt t 
het segment (a,b), dan doorloopt dit punt een zeker lijnstuk. We 
trachten nu op de volgende wijze tot een defin1t1e van de lengte V3n 

dit lijnstuk te geraken. 
Zij f=(t 0 ,t1,t2, ... ,tn), met t 0 =n en tn=b, een willekeurige 

verdeling van het segment (~,b). Bij t 1 behoort een punt P1=(x1 ,y1 )= 
•(<.p(t1 ),'f'(t1 )) van het beschouwde lijnstuk (i=0,1,2, ••• ,n); P0 is 
het beginpunt en Pn het eindpunt. We verbinden deze punten opvolgend 
door rechte l1Jnstukken en kr1Jgen dan een gebroken lijn, met hoek­
punten op het gegeven lijnatuk, beginpunt P0 en eindpunt Pn, waa~van 
de Euclidische lengte gegeven wordt door 

" V 2 2 l•l(D)• ~ (x1-x1_1 ) + (y1-Y~~1 ) 

(vgl. de metriek in een 2-dimensionale Euc11diache ruimte, §16). Het 
ligt nu voor de hand af te spreken: vormen de bij alle mogelijke ver­
delingen D van (a,b) behorende lengten l(D) een begrensde verzameling 
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getallen, dan heet de bovenste ~rens van die 5etallen l(D) de lengte 
van het gegeven lijnstuk. 

Het blijkt mogel1Jk om ender betrekkelijk ru1me voorwaarden voor 
de functies f(t) en 1(t) een 1ntegraalvoorstelling voor die bovenste 
grens af te le1den. We zullen hier onderstellen dat ,(t) en ~(t) dif­
ferentieerbaa r zi Jn op he t segment (a, b) en da t de a fge leiden <.p 1 ( t) en 

"¼''(t) cont1nuz1.Jn op dat segment (we zeggen wel: ~(t) en "\J(t) z1jn 

continu d1fferent1eerbaAr op (R,b)). 
Beschouwen we een verdeling D-(t 0 ,t 1,t2, ••• ,tn) van (a,b). Op 

grond van de m1ddelwaardeatell1ng van de d1fferentiaalreken1ng (zie 

§ 20, p .69) hebben we 

{ 
x1-x1-1"" 'f'(ti)- <p(t1_1)"" .6t1 <f''( ;1) 

Y1-Y1-1= "l.\l(ti)- "1¥(t1_1)= .6ti 11' ( ~1) 

voor geschikte ; 1 en "'li met t 1_1<ii < ti, t 1_1 <-ry 1 < t 1(i=1,2, ••. ,n). 

ran is n 
1 ( D } - L. A t 1 V <f> I ( s i ) 2 + "iJ' ( 1? 1 ) 2 • 

1=1 

Nu z1jn de functies f'(t) en 'P'(t) begrensd op het segment (a,b). 
Er 1s dus allereerst een constante K>O, zodat l<.p'(t)\< Ken 

I"¼'' ( t) I< K voor a~ t ~ b. Verder- is er, a ls we "'1 > 0 willekeurig kie­
zen., een positief getal o te vinden., zodat l"t''(t)-1J'(t 1 )\<'r') ala 

8;f t,b., a it' iib, lt-t'I < i. Dus is 1"11'( ~1)- v'( '1')1)l<"r') (1=1.,2., ... ,n), 
ala maar de wijdte A VAn de ver-deling D kleiner dan o is. 

Hebben we in het algemeen twee getallen c end met 

I C -d I < 'Y) I I C I < K, Id I < KI 

waa r -ry en K gegeven posi ti eve get a llen zijn, dan is, voor- willekeurige 

a., IVa 2 + c2 - Va 2 + a2 \ < ~. max (1,2K). 

Want dit is kennelijk ju1st indien zowel Vn 2+c 2 < v:;; nls Va 2+a2 < v~ , 
terwijl we in het geval dnt minstens een vFin beide wortelvormen ~ VrJ 
is kunnen herleiden 

lva2+e2 -Ya2+a2 I = c2-d2 lc2-d~ < 2K v:;, . 
Ya2+c2+ V:::i.2+a2 i1! ½) 

Stellen we max {1.,2K)=K1, d3n is dua 

IV,•< i1>2+ ~·<"'l1>2 .. 1/tr/( s1) 2+ "''( s1) 2I < K1½J" , 
voor 1.1,2, ..• ,n, ala A< i. Dus 

ll(D) ... t1At1 V,•( 51)2 + '1''( s1)21< K,~ . t1 At1•K1(b-a)~ 
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ala 1:,. <~. De som in het linkerlid is een of andere tussensom van de 
functie V,•(t) 2 + "l>'(t)2 t.o.v. de verdeling D van (a,b). Uit de 
gegevene volgt dat deze funct1e continu op het s~gment (a,b) en dua 
1ntegreerbaar over (a,b) is. Z1J nu l een pos1t1ef getal. We kUnnen 
'1') > O kiezen., zodat K1 ( b-n) 'Fj < ½ , en vervolgens een poai tief get:1 l 

61 a JI zodat het somverschil van Vq.i 1 (t) 2+ '4''(t) 2 t.o.v. een verde­
ling D van (a,b) kleiner d~n 1 is, ala maar de wijdte van D kleicer 
dan &1 is. Op de gebru1kel1jke man1er volgt nu 

j 1(D) -t Vq,•(t) 2+ 'f'(t)2 atJ < • , 

als de wijdte van D kleiner dan 81 is. Hieruit volgt: 
b 

lim l(Dk) = j V<f' (t) 2+ "f' (t) 2 dt, 
k➔ oo a 

ala Jk een convergente rij verdelingen van (a,b) doorloopt. We kunnen 
hierbij voor de Dk verdelingen nemen, die stuk voor stuk een verfij­
ning z1jn van een willekeurig gegeven verdeling D. Nu volgt u1t de 
e1genschappen van de metriek in E2 , d\t l(D) :i l(Dk), ala :Jk een ver­
fijn1ng 1s van D. Dus 1s ook l(D)" -{ {{q,•(t) 2+ "P'(t) 2}at, wat de ver­
deling D van (a,b) ook zij. In verbnnd met de zojuist gevonden relatie 

I 

hebben we dan b 
(1) lengte gegeven lijn== sup l(D) =/ 'V~'(t) 2+"f'(t) 2 dt. 

D a 
Als cp(t)=t, dan 1s '4'(t)= '4'(x) en verkeren we in het aanvanke-

lijk beschouwde geval. De lengte wordt dan gegeven door 

jb V1+ ~• (x) 2 dx. 
a Het kan gebeuren dat de functies ~ 1 (t) en ~'(t) slechts conti­
nu zijn op het open interval (~,b), maar d~t V~ 1 (t) 2+ "+''(t) 2 b.v. on­
eigenlijk integreerbaar is over (~,b). Men ga na, dat, bij de boven 
gegeven definitie van lengte als een zekere bovenste grens, formule 
(1) zijn geldigheid behoudt. 

Op analoge wijze behandelt men, meer algemener, de lengte van een 
lijn in En. Laten gegeven zijn n functies x1= f 1(t), x2= ~ 2(t), ... ,xn= 
= ,n(t), van ,~n re~le veranderlijke, gedefinieerd en continu diffe­
rentieerbaar op een segment (a,b). Dan wordt de lengte van de door dit 
stelsel functies voorgestelde lijn in E0 gegeven door 

b 
1=.j 1/"?'1(t)2 + cp'2(t)2 + ••• + ~•n(t)2 dt. 

a 

3. Gem;Lddelde waarde van een grootheid. 

Het arithmetisch gemiddelde o van n getallen o1,b2, ••• ,bn ( n een 
natuurliJk getal} is gedefin1eerd door 
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b,i+b">+ ••• +b 
0 • , ... n 

n 

Van een functie f(x), afhangende V8n een parameter x die varieert 1n 
een segment (a,b) (b.v. temper3tuur als functie van de tijd in verloop 
van een etmaal), kunnen we onder zekere voorwaarden ook een gemiddelJe 
def1ni~ren. We maken c1:-iartoe het nr1thmet1sch gemiddelde op van n 
"eerlijk" gekozen functiewnnrden en voeren., indien mogelijk., een 11-
mietovergang uit. Verdelen we het segment (a.,b) inn gelijke delen en 
besohouwen we de uitdrukking 

1 
n 

n i L f(a+ - (b-a)). 
1=1 n 

b-a Noemen we - == lengte van een subsegment .ti , dan staat er 
n n 

~ Lf(a+i.6 )A , w.'.lt een tussensom is van f(x) t.o.v. de verdeling 
u-a 1==1 
van (a,b) in gelijke delen. We wetendat,:1nd1enf(x) begrensd enintegreer-
baar is over (a,b), dezc uitdrukking nadert tot de limiet 

1 lb o-a f(x) dx voor n - oo. Deze laatste uitdrukking heet dan ook per 
a 

definitie het gemiddelde van f(x) o,er (a,b),indien f(x) begrensd en 
integreerbaar is over (a,b). 

4. Van een rechtlijnige beweging warden de snelheid en de versnellin~ 
w1akundig gedefinieerd ;,ls de eerste resp, tweede afgeleide van de 
functie s(t} die de afge~egde weg aangeeft sls functie van de tijd: 
v(t). ~, a(t) = d dt(t) . We veronderstellen nu dat van een 
gegeven beweging snelheid en versnelling in de genoemde zin bestaan. 
Dan is s(t) een primitieve V8n v(t) en verder v(t) differentieerbaar, 
dus cont1nu. Volgens de hoofdstelling mogen we dan besluiten dat de 
afgelegde weg tussen twee tijdstippen a en b gegeven wordt door de 
formule b 

s(b) - s(a) = j v(t) dt. 
n 

§32. Goniometrische functies. 
We beginnen met een meetkundige inleiding. We tekenen de een­

he1dsc1rkel, gegeven door de vergelijking 
x2+y 2==1 en beschouwen de positieve y-as en 
een willekeurige hnlfrechte vanuit de oor­
sprong, die boven de x-as verloopt (links of 
reohts van de y-as). Laat (x,y) het snijpunt 
van die halfrechte met de eenhe1dsc1rkel zijn 
en ot de hoek die de halfrechte met de posi-

t1eve y-as maakt. Dan is., omdat de straal van de cirkel 1 is, sin°' =X. 
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Het gaat er nu nllereerst om, lqngs annlyt1sche weg tot een def1.­
n1t1e van de functie X=sin~ te komen. Nu is het merkwaardige dat de 
bepaling van de wnarde van x gemnkkelijk is (abscis van een punt), 
maar dat de bepaling vnn ex. cnige moe1te kost. Het 11gt dus voor de 
hand eerst oc als functie vnn x te bestuderen, d.w.z. de inverse rune-
tie « • a re sin x te beschouwen. Voor- oc. , c1 ls maat vnn de beschouwde 
hoek, nemen we de lengte van de hierbij ala middelpuntshoek behorende 
c1rkelboog op de eenheidscirkel. 

Is ~) een punt van die c1rkelboog, dan is t 2+y2=1 en y > o_. 
dus Y• V1-t2 (o, t•x resp. x,tliO). De lengte van die c1rkelboog be-

rekenen we volgens het 

V1 + YI 2 = V1 + 

in §30 gegeven voorschrift. We hebben 

De laatste uitdrukking is cont1nu op (O,x), ~ls !xi< 1. Dus vinden 
we 
( 1) / x dt 

oc. • ore sin x -
- .10 V1-t2 • 

Voor x < 0 ziJn x en oc be1de negrit1ef. Verder is V 1 oneigenlijk in-
1-t2 

tegreerbaar iver (-1,1), met -1 en 1 nls kritieke punten (ga na): de 
integra len j V dt 2 en f 1 V dt 2 zijn convergent. Volgens de opmer-

-1 1-t o 1-t 
king aan het eind von §30 geeft het rechterl1d van (1) dus oak de 
booglengte als X=1 of -1. 

(2) 

(3) 

We defini~ren nu 
X 

arc sin x = j 
0 

r1 dt 
i V1-t2 = a-re 

dt 
V ij 

1-t'-
( lxl~1), 

sin 1 

(kwart omtrek van de eenheiclscirkel ! ) . We werken nu verder met de for­

mules (2) en (3) zonder vJn het voorg8ande gebruik te maken. 
1 1 Voor O ;I! t < 1 is V 2 = 0, 2 , dus is, voor O :ii x < 1, 

1-t 1-(-t) 
arc sin (-x) = - arc sin x, zonls men inziet door terug te grijpen op 
de def1n1t1e van het integraalbegrip. :)oor- 11m1etovergangvolgt □re sin (-1 )= 

/ o dt ;-'l dt rr -a re sin 1. Dus is V ~ = - V 2 = 2 . 
-1 1-t o 1-t 

De functie y.arc sin xis als integraalfunctie continu op het 
eegment (*1,1). Verder is yaarc sin x monotoon stijgend op d1t segment, 
daar de integrand continu en positief is voor -1 < t < 1 (vgl. opg. 95 ) • 
Dus mogen we deze functie 1nverteren. te inverse, die we voorstellen 
door X•Sin y, is gedef1n1eerd, continu en monotoon stijgend op het seg­
ment (- ~ ~), terw1jl de waarderverzameling het segment (-1,1) is. 
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We merken nog op dat bij de hier gegeven def1n1t1es de hoekeenheid 
de radiaal genoemd wordt. Zo is de grootte van de gestrekte hoek, d.1. 
de lengte van de halve omtrek van de eenhe1dsc1rkel, gelijk aan Tr. 

De ainusrunctie kan op voor de hand l1ggende w1Jze worden voortge­

zet buiten het vak (-;,;).We def1n1~ren 

( 4) sin (oc.+2krr) == sin oc. 

( 5) sin (or. ~k+1 )1r) = - sin <X. 
} ( l rr rr ) k gehee , - 1 6 0<. , '2' • 

De waarde van sin y voor Y• .±. ~ + 2krr ( welk getal we kunnen echrijven 
als; + 2kn en als - ~ + (2k+1)rr) wordt hierbij ondubbelzinnig vaatge­
legd. In het algemeen is door de omkering van (2) en door (4) en (5) de 
waarde van sin« vaetgelegd voor elk re~el getal 0<.. Speciale waarden 
z1jn (k geheel}: 

( 6 ) a in k ,r •O 

(7) sin ( ~+2krr)•1., sin ( - S+2krr). -1. 

Men gaat gemakkel1jk na dat X= sin y overal continu is. Deze functie is 
in opvolgende 1ntervallen ter lengte" beurtelings monotoon atijgend 
van -1tot +1 en monotoon dalend van 1 tot -1, zoals volgt uit de monoto­
nie op ( .. ; , + f) en de defini ties ( 4) en ( 5). 

We w1llen nu de afgeleide van de functie x= sin y bepalen. Uit (2) 
en een eigenachap van de integraalfunctie (zie p.96) volgt: 

d arc sin x 1 als 1 x 1 >dx = V 2 c - < < • 
1-x 

Voor de inverse functie geldt dan (zie p.67, stelling): 

d sin i ,~ V 2 
dy = V1-x- = 1-sin y l TT rr 

as-'2"<Y<~. 

Uit de definitie van sin y voor IYI>; volgt dan dat X=Sin y d1fferen­
t1eerbaar is als y * 1; + 2krr (k geheel). Zij keen geheel getal en 
y 0 • ±. ; + 2krr • :t>an is lim sin y = 1 1, en dus 

Y ➔ Y 0 

lim d d~n Y = O. Fasaen we de eerste regel van l 1H8pital toe op 
Y ➔ Yo sin y - sin y 0 

het quoti~nt ------ t.a.v. het punt y 0 , dan vinden we 
y - Yo 

(d sin y) = l1m 
dy Y=Yo Y•Y 

0 

sin y - sin y0 

y - Yo 

Per detinitie stellen we nu 

(8) d a;n l • oos y ( y w11lekeur1g re~el). 

d sin "J. dy = o. 



an I 120 

Dan is coe Y= + \/ 1-s1n2y a ls er een gehele k 1s met ... ~ +2ktr 111 y • ~ +2krr 
en cos Y• - V1-sin2y ale er een geheel getak k 1a met 
... ~ + (2k+1)rr a Y'6 ~ + (2k+1)17. Steeds 1s due 

(9) s1n2y + cos2y .1. 

Verder hebben we de volgende specinle waarden (k geheel): 

( 10) cos ( ; + k rr) = 0 
( 11) cos 2krr =1 , cos ( 2k+1 )n- • -1. 

De funct1e x-cos y kan ook gedifferentieerd warden. Voor 
... ~ + 2kn<y < ~ + 2krr vinden we 

d cou • d V1-sin2y ... sin ~ cos ¥ • _ sin Y ; 
dy ay V1-sin y 

voor - ; + ( 2k+1 )11 < y < ~ + ( 2k+1) n- krijgen we 

d cos i'. = _ a V1-sin2y ,.. + sin y cos "I. • _ sin Y. 
dy ay V1-s1n2y 

Ala boven tonen we aan, dat dit resultaat ook geldt als Y• ±; + 2krr. 
Dus geldt algemeen: 

( ) d cos V 
12 dy ~ = - sin y. 

We beschouwen nu de uitdrukking sin x cosy+ cos x sin y. We 
zullen aantonen, dat deze uitdrukking alleen afhangt van de som der 
var1abelen x+y. Laat c een willekeurige reijle constante zijn en laat 
x en y zo vari~ren, dat x+y=c is. Dan is 

sin x cosy+ cos x sin y = sin x cos (c-x) + cos x sin (c-x) 

een functie van x; door differenti~ren vinden we, onder toepaesing vrm 
bekende regels (zie p.66, (3') en p.67,(6), met f(X)•c-x ): 

}x- { sin x cos (c-x) + cos x sin (c-x)} 

= cos x cos (c-x) + sin x sin (c-x) - sin x sin (c-x) - cos x cos(c-x) 

= o. 
De beachouwde uitdrukking is dus constant (zie p.69, III). Nemen we 
X•C, y.o, dan vinden we dat die constante gelijk is aan sin c. Dus is 

(13) sin x cosy~ cos x sin y • sin (x+y). 

Deze formule geldt voor alle x en y, omdat c w1llekeur1g was. Het 1s 
het add1t1etheorema van de sinusfunctie. 
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Uit (13) kunnen tal van elementa1re goniometrische formules wor­
den afgeleid. We vinden b.v. 
( 14) sin {x+rr) • - sin x, cos (x+1r} • - cos x 
( 15} sin (x+2rr) • sin x, cos (x+2") • cos x 
(16) sin {f -x). cos x, dus cos(~ -x) • sin x 
(17} cos (x+y) • cos x cosy - sin x sin y 

(18) sin (rr-x) • sin x, cos (1r-x) "' .. cos x 
(19) sin (-x) • - sin x, cos (-x) • cos x 
(20) sin (f +x) • cos x. 

Uit (,5) volgt det sin x en cos x 2er1odieke funct1es z1jn, met perio­
de 2" (zie ook (4) en (5)). Er 1s geen kle1nere periode omdat b.v. 
sin x uitsluitend positieve waarden heeft in het intervAl - ~< x < [ 

en uitsluitend negatieve waarden 1n het interval ; < X< ¥ . U1t (20) 
volgt dat de grafiek van y=cos x ontstaat uit die van Y•Bin x door op-
schuiven in de richting van de x-as over een afatand rr - ~ . 

We definU!ren nu tgoi. en cot 0(. door de formules 

(21) tg • sin 0(. 

O!. cos 0.. 

cos~ 
, cot01. = sin ex. • 

Jeze definities gaan niet op voor die waarden van«, waarvoor de noe­
mer in de betreffende formule de waarde O heeft. We weten al dat 
sinoc. •O voor oc.=k1t (k geheel). Uit de hierboven genoemde monotonie 
van sin x op intervallen volgt dat dit ook de enige waarden van ex. z1Jn 
waat"Voor sin ex. =1. Evenzo is cos!X. =0 dan en slechts dan a ls 
oc. == ;+krr • Dus is tg« slechts gedef1n1eerd a la o:. ,' ( k+, )rr en cot or. 

slechts ala r.,..-:). k1t. 
U1t (14) en (19) VOlGt 

(22) tg (x+rr) == tg x ., cot (x+rr) = cot x 

(23) tg (-x) = -tg X cot (-x) = - cot x . ., , 

verder tiebben we 
(24) tg :f -x) .. cot x., cot (f -x) = tg x. 

We bepalen nu de afgeleiden van Y=tg x en Y= cot x. Gebruik ma­
kende var. de regel voor het differenti~ren van een quotient (p.66, 
formule (5')) vinden we 

d ~s x d sin x cos2x + s1n2x 
ax • fi 008 X • COS~X 1 

(25) d ts :x 1 
dx · • oo~~x (x r/1 (ki½ )rr) 

en d cot x d cos x ax • OX Sin X 



an I 122 

( 26) d Cot X :1 ( X ~ k11'). ax - - sin~x 

Uit {14} en (21) volgt dat tg x en cot x per1od1ek zijn, met perio­
de11'. Dear deze functies op intervnllen ter lengte 1 beurtelings posi­
tief en negat1ef zijn, is er geer. kleinere periode. Uit (25) volgt dat 
tg x monotoon stijgend is op elk interval ((k-½)ir ,(k+,-),T); wegens 

11m + tg x = - ooen lim - tg x= c,o (let op (7), (10) en het teken 
X➔( ktl ),i X ➔ ( k_±J )1t 
van cos x rechts van x-(k+½)"TT"), neemt tg x dus in elk van die vakken 
monotoon toe van - oo tot + 00. Evenzo neemt cot x in elk vak 
(k,r,(k+1)1r) monotoon af van +ootot ... oo. Wegens (6),(7), (10) en (11) 
1s hierbij tg k'l'T=O, cot (k+½)"IT=O. 

De waarden van sini, sln '!'-, sin J worden op de bekende wijze 
uit (9), (13), (16), (17) nfgeleid. Zo heeft men sin l = cos ·t, dus 

1sin2 l + sin2 f =1; ~in J
2

=_ 2 sin l; cos 1f =2 sin~ sin J , dus 2 sin 1!; = 1 

en sin 1- == cos 1 •\/1-sin 1 . Jus 

{27) 

(28) 

~ sin t ... ½, sin ]- = ½ '\/'2, sin j = ½ ~, 

l cos i = ½ ~, cos 1 = t V2, cos 1 = ½, 

1 tg 1i = fY3, tg l =1, tg J ='\{J, 

l cot i ='V3, cot 1f = 1, cot j = J~· 
Men kan nu ook de waarden van de beschouwde functies in de punten 

X= g + k !!. , ! + k 1 , j + k ~ bepalen, op grond van de formules (14), 
(20), (23} en (24). 

We kunnen ook verschillende integralen van goniometriache functies 
berekenen. We hebben b.v. 

mite 

}b sin x dx. - cos x/: = cos a - cos b, 

I cos x dx = sin x/: = sin b - sin a, 

f c::2x 
het segment 

J dx 

e1n2x • 

.,,./b = tg ~ = tg b - tg a, 
a 

(a,b) geen der punten (k+½)-rr 

b 
- cot x/ • cot a - cot b, 

a 

bevat, 

~1te het segment (a,b) geen der punten k'11' bevat. 
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Al deze resultaten warden onmiddellijk verkregen door toepass1ng van de 
hoofdstelling van de 1ntegraalreken1ng. 

Tenslotte r1chten we onze aandacht op de 1nversen van de vier in­
gevoerde functies. We beginnen daartoe met de stell1ng op p.41 in her­
innering te brengen, die handelt over het inverteren van een functie: 

Is f(x) gedefinieerd, monotoon stijgend (of dalend) en continu op 
een interval (a,b) (al of niet gealoten), dan geldt: 

1. de waardenverzameling van de funct1e is een interval (c,...,~) 
2. de inverse functie van f(x) is gedefinieerd, monotoon atijgend 

{resp. delend)en continu op het interval (c;..,~). 
)e vier beschouwde funct1ea zijn op intervallen monotoon. We mo­

gen due bovengenoemde stelling toepassen, onder de voorwaarde dat x 
alleen een interval doorloopt, waar de betreffende functie monotoon is. 
Voor zo'n interval kunnen in pr1nc1pe verschillende keuzen warden ge­
daan. We doen bij elk van de vier functies een zeer bepae lde keuze voor 
dit interval (gerechtvaardigd door de in het voorgaande bewezen eigen­
echappen). Deze keuze blijkt uit het volgende lijstje, waar tevens de 
notatie voor de inverse functie in aangegeven is, benevens het inter­
val waar die inverse functie gedefinieerd is. 

functie 
ya Sin X 

),.• COS X 

Y• tg X 

Y= cot x 

inte't'val 

-1 ix,¥ 
0 ixi'T1" 

- ¥ < X <.; 
O<X<'Ti 

inverse functie 
x = arc sin y 

x = arc cos y 

x = arc tg y 

x = arc cot y 

interval 
-1 ~ y ~ 1 

-1 ~ Y i 1 

)e grafische voorstellingen van de vier inverse functies z1en er als 
volgt uit: 

X. 

-1 
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Zeals u1t voorgaande fonnules volgt hebben we de volgende betrek­
kingen: 

iarc sin (-y) = - arc sin y, 
(29){arc cos x = arc cos (rr-x) , 

arc tg (-y) = -arc tg y, 
a re cot x = a re cot ,,,. -x) . 

Speciale waarden zijn: 

rrc sin 0=0 ' 
arc cos 0=; 

(3o) arc sin "'ff ~ = !l 
1= ~ ' 

arc cos 
'" 3 

arc sin (-1 = rr cos. (-1) = TT - - , a re 
2 

arc tg 0=0 , arc tg 1 = f , etc. , 
terwijl 

lim ere tg y = 
.,,. 

11m arc tg y 
.,,. 

- ~ ' = -,., y ➔ ,:, •. :, i:: 

lim (31t➔- 00 arc cot y = ,,. , lim arc cot y =0. 
Y ➔ - oo Y➔ CY.J 

De vier zo juist 1ngevoerde funct1es kunnen ook gedifferent1eerd 
~orden. Toepassing van de stelling 0n p.67 leverc b.v. 

a arc sin y = 1 : 
dy 

( d sin x) 
dx X=8t"C Sin y= 

= 1 = ✓-1. .,.,- = ,yf:;z ( -1 < Y < 1) ; cos x 1-sin""x 

men bedenke hierbij dat cos x > C is en we d.1s de positieve wortel moe­
ten nemen, omdat X=arc sin y tot het open ~;terval (- J, J) behoort. 
Het resulteat klopt met wat we aan het be;in van deze paragraaf vonden. 
Bvenzo vinden we 

d arc cos v (d cos 
" dy 4 =1 : ax x)x.arc cos y 

1 1 
• - sln x • - ✓-,.1•-•c•o~s't.~x~"' = ~ ✓,, :~.'!' ( ... 1 < y <,), 

d arc tg "I_ 1 • ( d tg x) . • 1 a;v - • dx X=B r ~ ..;g y 



d arc cot y .,. 1 
dy 
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( y w1llekeur1g), 

(d cot x) _ ein2x = _ 1 
dx x=arc cot y= ~ y +1 

( y willekeurig) . 

Samenvattend hebben we dus: 

(.32) d arc sin 'i 1 d arc cos y = - 1 (-1 <y <1) ay = ✓ ·v, dy 'V1-y~ 1-y 

(33) d arc t5 y = 1 d a re cot 
'i = - + (-oo<.y<o-~. dy y~+1 , a:v y +1 

Deze resultaten kunnen weer worden gebruikt voor de berekening 
van enige 1ntegralen. We zullen daarbij bij voorkeur de eerste formule 
(32) en de eerste formule (33) gebruiken. We hebben 

(34) }
b dv 

• = arc sin b - arc sin a 
"/1-yi" 

(-1 <.a <.b <.1) 

(35) t __ Q.l __ - arc tg b - arc tg a t ~- (a,b willekeurig). 

We weten a 1 da t ~, oneigenlijk integreerbaar is over ( -1, 1) en 
1 £_,, 

dat ~ oneigenlijk -s integreerbaar is over (- a,,0, <."l!O). Hiermee is 
y +1 

in ove~eenstemming dat de rechterleden van (34) en (35), als functie 
van b., eindige limieten hebben in b=1 resp. b= e<1 en, a ls func tie van a, 
eindige 11nkerllmieten in a=-1 resp. a= - CX'. We kr1jgen zo de formule 
(3) terug, en verder, lettende op (31), 

(36) j oo~ 'Tr 
y +1 = 2 , J or. dy _ .,,-

--ior-- - • 
y"'+1 

-c,...; 

Opt?,102. Bewijs dat arc sin y =-;- nrc cosy (-~a y~~) en leid met 
behulp hiervan de tweede formule '.32) uit de eerste af. 
Opg.103. Bewijs dat arc tg y = ~ - arc ,:ot y (y willekeur1g) en leid 
met behulp hiervan de tweed~ fomule (33) uit de eerste af. 

4 2 ( 1 I Opg, 10 . :;)ifferentieer sin ax+b, \a, b willekeurige constant.en). 

OJ?g,105. Differentieer log cos x :- ~ <X < ~). 

Op5.106. Zij f(x) ~edefin1eerd dotr 

f(0)•0, f{x).x sin i vo:r o < x 11. 

Bew1js dat f(x) 1ntegreerbaar ls over (0,1). Gana, water valt 
op te merken aan de grafiek van y-x sin i. 
921• 107. Voor O < tll.. ~~ is sin o(. (d. <.tg<A.. 
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Opg. 108. Bewijs dat 61~ x monotoon dalend 1a op (o,-;}, en le1d daar­
u1t de volgende ongelijkheid af: 

"11' voor· O <. u. <. ~ • 

(pg.109. Bewijs, o.n. door tJep8ssing van de tweede m1ddelwaardestel-
11ng van de integraalreken1ng, dat de volgende integraal bestaat: 

ex.' J sin x dx. 
0 X 

Op$.110. Bewija dat de functie Y= s1n x geen limiet heeft in het punt 

X• ~ • 

Op~.111. Bepaal 

11m -x1 ~/,_1_+_s-in-x-1), 11m V:.~-x_-_s_i_n__,.x.---_c_o_s_x , lim 2n sin ! , 
0 2n 

x ➔ X ➔ O sin x n ➔ oo 

lim 
n ➔ ao 

0[?£5 .1~2. Bewijs 

s in ~ . n 

11m J..,,. (sin x)n dx =0. 
n➔ oo o 

t 33. H:yperbolisehe rune ties. 

Jx dt 
Het ui tgangspunt van de v0rige pa ragraa f was de integraa 1 ✓, 2 , 

waar -'1 ix i1. We wensen nu te beschouwen de functie g(x), 0 '1-t 

gedef1n1eerd door 

( 1) 
,x 

g(x) =j 
Cl 

dt 
1+tc. 

~ar de integrand continu is voor alle t, is g(x) door ( 1) gedefinieerd 
op het inte!'val (- oo, a0). Bovendien is g(x) differentieerbaar; we heb-

ben 

1+x 
g' ( X) = ::/11. '2 .( - 0¢ < X < oO) • 

Omgekeerd heeft 1/r/1+/2. als primitieve de functie g(x), gedefini­

eerd door (1). Nu is er een andere functie, heel anders gedefinieerd . r.--,,<j 
dan (1), die ook een primitieve 1s van 1/~1+x~. We hebben n.l. 

~x log ( x+ · ~+x ) = 1 (,, x ) 1 • ~ +x 
u.11. 'V 1+x- ,. t ',,.. ,+ ✓• '2 = ,.,f =-=-2 . r 2 --

x+·v 1+x'- ·1+x x+\1·1+x 'v·1+x 

1 
= V1+x2 • 

Deze afleiding geldt voor alle x, omdat voor alle x, ook negatieve 

.;J, x+~ positief is. 
,i ·. We weten dat twee primitieven van eenzelfde functie hoogstens een 

o:onetante verachillen. Verder hebben g(x) en log(x+~1+x2 ) beide de 
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waarde O voor x=O. Dus geldt: 

(2) g(x) • log (x+~/1+x~) (x w1llekeur1g). 

Dit resultaat, dat hier en1gsz1ns uit de lucfit komt vallen, zullen 
we later ook langs meer systematische weg verkrijgen. 

Daer 1n (1) de integrand steeds positief is, is g(x) een monotoon 
stijgende ftmct:te van x op het interval (- 00.,00). 

We we ten a 1 da t g (x) continu ( en zelfs differentieerbaa r) .is op 
(•oo,oo}. Verder volgt uit (2) dat lim g(x)= oo is. D1t kan cok uit (1) 

x-oo warden afgeleid en wel ale volgt. 
Voor x ai 1 is 1+x2 ii 2x2 , ch.ls 

1/~ i ~ . Voor b > 1 is 
X V2 

Lb dx lb dx 1 
dus 1 ---~ ~ - ... - log b, 

V1+x 2 1 xV2 V2 
en dus g( b) > ~ log b. H1eru1 t volgt de bewering ( vgl. het bewijs van 

Stelling IV op p.111). 
C,p analoge manier toont men aan: 11m g(x)= - e>0. Verder is 

g(O)•O. ~P grond van de bovengenoemde te!ftm mogen we besluiten dat de 
functie Y=g(x) een inverse bezit, zeg x=f(y), gedefinieerd,monotoon 
stiJgend en continu op het interval (-00,00), met ale waardenverzame­
ling het interval (-00,00), Speciaal is f(O)=O, dus f(y)< O voor y < 0 
en f'(y) > 0 voor y > O. Op grond van (2) kunnen we een exp lie iete ui tdruk­
king voor X=f(y) vinden. 

Zij~en willekeurig re~el getal. Dan voldoet X=f(y) 
V~-:~-~ ---,, log(x+ 1+x )=Y. :ius x+ V1+xc..=eY, waaruit we afleiden 

dua 

~= ,..., 

1+x' = 
2xeY = 

y e -x, 
e2Y-2xeY+x2 , 

e2Y-1, 

We stellen nu per definitie 

aan 

(3) ah y = ½(eY-e-Y) (sh= sinus hyperbolicus) 

en atellen de inverse van deze functie, dat is de functie Y=g(x), voor 
door 
(4) y = arg sh x 

We hebben dan 

(2') erg eh x (=g(x)} ... log(x+Q), 

terwijl x-sh yen Y• arg ah x beide gedef1n1eerd, continu en monotoon 
z1Jn op het interval (-co, oo). Speciaal is ahO=O. 
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De vorm Y-1+x2 is slechts gedef1n1eerd als 1xt • 1. Men gaat ge­
makkelijk na, dat, voor b > 1, de functie Y= 1/ V-1+x2 one1genl1Jk 1nte­
gre~rb~~r 1B over (1,b), met 1 als links kritiek punt. We mogen dus defi-
n1l!ren 
(5) 

X 

h(x) = /4 dt 

V-1+t2 

Op dezelfde man1er als hierboven kan men bew1Jzen 

(6) h(x) = log(x+ \f:1+7). 
De runctie Y=h(x) 1s cont1nu en monotoon stijgend op het 11nk3 gesloten 
interval (1,oo), met h(1)=0 en 11m h(x)• oo. We mogen deze functie dus 
1nverteren. De inverse funct1e!zg'g x=f1(y), is gedefinieerd, continu 
en monotoon stijgend op het links gesloten interval (O,oo). We leiden 
weer een expliciete uitdrukking voor deze inverse functie af. 

Z1j y een willekeurig re~el getal ~Oen x-r1(y). Dan is 

x+ V-1+x.2.-=eY, 

-1+x2 ... e2Y-2xeY+x2, 

dus x-½ ( eY +e -y) . 

We def1n1~ren nu 

(7) (ch= cosinus hJperbolicus) 

en stellen de inverse van deze functie op het vak (0 1 00} voor door 

(8) 1 • a rg <'h x, 

zodat 

(6 1 ) arg ch x(=h(x)) = log(x+ V-1+x2). 

HierbiJ is dan verder x=ch y continu en monotoon stijgend voor y ~ 0, en 
y=arg ch x voor x ~ 1. 

We merken meteen op, dat het rechterlid van (7) n1et alleen voor 
y;; o, maar ook voor y < O gedefinieerd is. Alleen is de functie niet 
monotoon stijgend_, maa r monotoon dalend voor y < 0 ( zie beneden); inver­
teren geschiedt daarom alleen op het vak (O,oo). 

In de benamingen van de door (3) en (7) gedefinieerde functies is 
al een verband gesuggereerd met goniometrische functies. Tot nog toe is 
dit verband alleen tot uiting gekomen in de integraalvoorstellingen 
voor de inverse functies ( vergelijk ( 1) en ( 5) met § 32, ( 2)). In het 
volgende zullen we neg veel meer gemeenschappelijke trekken ontdekken. 
We merken en passant op, dat we de 1ntegralen (4) en (5) hebben leren 
berekenen. 
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We gaan nu de functies y. sh x en~- ch x nader bestuderen, alleen 
gebru1k makende van de def1n1t1es (3) en (7). Dat deze runcties continu, 
en zelfs differentieerbaar zijn op (-00,00), is evident. We v1nden 

d ah x • Hex+e-x), d ch X } ( X -X} I dx ax = e -e , 

dus 

(9) d sh X 
= ch x d ch X • sh x. dx , dx 

Nu 1a ch x > O voor x,"O en sh x > o voor x > O., eh x < 0 voor x < 0 ( want 
ex> 1 > e•x voor x > o). Dus is (zie stelling IV, p.69) sh x monotoon 
stijgend op het hele interval (-00,0¢), ch x monotoon stijgend voor 
x > O en monotoon da lend voor x < O. 

Uit (3) en (7) volgt onmiddellijk 

(10) sh 0= O, ch 0-:. 1 

(11) sh{-x)• - sh x, ch(-x)= ch x. 

Je toename resp. afname van sh x en ch x voor grote waarden van xis 
exponentieel, zoals blijkt uit de volgende formules: 

lim sh x lim ½ (1-e-2x)= l -= 2, 
X-+oo ex X·+oO 

en evenzo 

lim sh X 1 11m ch X l 11m ch X ½. = -2, -= 2, -= -x X -x x .... -oo e X·•OO e X-+ -oo e 

De grafieken van de beide functies zien er a ls volgt uit 
~ ~ 

Y==Bh x, 
met raakliJn in (o,o) 

Y=Ch X 

Verder kunnen we afleiden 

ch2x-ah2x • J [ (ex+e-x)2 - (ex-e-x)2] 

= t [ 8 2x+2+e-2x .. e2x+2 ... e-2x] ,.1, 

(12) ch2x - eh2x .1. 

Hieruit, en ook u1t de defin1t1es, bl1Jkt duidelijk dat ch x > sh x is 
voor alle x, Ook is ch x il 1 voor alle x. Verder neemt 



1 ., 
ch x - sh x = •--·---- • -Ch X + sh X ex 

snel tot O af voor x - oo. 

Uit (3) en (7) volgt 

(13) ex= ch x + sh x, -x e = ch x - sh x. 
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We v1nden nu ook gemakkelijk het add1tietheorema voor b.v. de functie 

Y•Sh X: 

= ½ [ (ch x+sh x)(ch y+sh y)-(ch x-sh x)(ch y-sh y)) , 

dus 
(1lt) sh(x+y) = sh x ch y + ch x sh y. 

Evenzo heeft men 

(15) ch(x+y)=sh x shy+ ch x ch y, 

dus b.v. oak sh 2x=2 sh x ch x, ch 2x=sh2x+ch2x-1+2ah2x-2ch2x-1. 

Van per1od1c1teit ls hi-=r nir:'.;'1 '~e bespeuren (zie echter analyse II, 
waar het VP.rbanl.l tusseri goniometriRche en hyperbolische funct1es beter 
uitkomt). 

(16) 
We voeren nu in 

th Y. 
sh x 
C~l Y ' 

ch x cth X = snx 

( ui tgesproken ta_ng£E:_~flY.~erbo1 -~~~, ~9tangens hyperbolicus). De eerste 
functie 1s gedefinier:?rd vo0r r.:ll, xJ de t'i'·eede alleen voor x/0. Er 

geldt 

dus oak 
11m C th X ·.::1: 

X-+oo 

Verder zijn th x en cth x(x/O) differentieerbaar: 

dus 
(.17) d th X 1 

.... ax . - ~h2x I 

d cth x 
dx M - ± (x/0). 

sh X 

, 
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Dua Y• th xis monotoon toenemend op het interval (•oo,oo), terw1Jl 
Y•Cth x monotoon afneemt zowel op (-oo,0} ale op (O,oo). Tenslotte is 

(18) lim- cth X = ... oo, 
x ... o 

+ 11m cth X • oo. 
x .... o 

De gra f1eken z1en er nu a ls volgt ui t . 

§ 34. PartHne 1ntep;ratie. 

' 

Stelling. Laten twee functies f(x) en g(x) gedef1n1eerd zijn op een 
interval (a,b), eigenlijk integreerbaar over elk inwendig subsegment 
van (a,b), en op het open interval in het bezit van een primitieve, en 
wel resp. F(x) en G(x). Onderstel, dat lim+ F(x) G(x) en lim- F(x) G(x) 
beataan en eindig z1Jn. x - a x- b 

I u lb Indien dan J.. g(x) F(x) dx bestaat, dan oak f(x) G(x) dx, en er 
geldtt 8 a 

b . b ·b 
(1) j r(x) G(x) dx = F(x) G(x) I -J.. g(x) F(x) dx, 

a a a 
b b b 

anders gezegd: ~ G(x) d ~ix) dx = F(x) G(x) la -~ F(x) d g~x) dx. 

Bew1js. Op het open interval (a,b) geldt krachtens onderatelling 
F'(x) • f(x), G'(x) == g(x). Dan is ook, krachtens de regel voor het 
di.fferentilfren van een product, 

(2) :X- { F(x) O(x)} = f(x) G(x) + F(x) g(x). 

Z1j (z,u) een inwendig subsegment van (a,b). Dan zijn f(x) en g(x) 
e1genl1jk 1ntegreerbaar over (z,u) en F(x) en G(x) continu op (z,u).Dus 
f(x) G(x) en F(x) g(x) zijn eigen11Jk 1ntegreerbaar over (z,u). Wegens 
(2) mogen we den de hoofdetelli.ng van de 1ntegraalreken1ng toepassen; 
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we vinden 
u u 

/_ {r(x) G(x) + g(x) F(x)}dx • F(x) O(x) j , 
z z 

dua u . u u 
-~ f(x) G(x) dx • F(x) G(x) jz .. -~ g(x) F(x) dx. 

B1j vaste z hebben, kracht1:ns onderstell1ng, beide termen in het rech­
terlid een e1nd1ge 11nker11m1et in het punt U•b. Evenzo hebben bij vaste 
u beide termen een e1ndige rechterlimiet in Z•a. We hebben daarbij, ala 
c een 1nwend1g punt van {a,b) 1a, 

_ u u b b 
11m { F(x)O(x) I -1 g(x)fi(x)dx}- F(x)G(x) I - j g(x)F(x)dx., 

u-b c C C C 

+ C C } C ,C 
lim { F(x}G(x) j -1 g(x)F(x)dx • F(x)G(x) I -j g(x)F(x)dx. 

Z ➔ a z z a a 

,ezelfde linkerlimiet in b en rechterlimiet 
C 

resp. j f(x)G(x)dx. Dus beataan, krachtens 
C Z en/ f(x)O(x)dx, en er geldt 

u 
in a hebben j r(x)G(x)dx 

c b 
definitie., j f(x)G(x) dx 

C 

a b b b 
/ f(x)O(x)dx = F(x)G(x) I -j g(x)F(x)dx, 
·c C C 

C C C j f(x)G(x)dx = F(x)G(x) j -J g(x)F~x)dx. 
a a a 

Door opte111ng ontstaat (1). 

De zojuist bewezen stelling is van groat belang voor het berekenen 
of herleiden van allerlei 1ntegralen. Qlobaal geaproken, kunnen we 
,b 

J f(x)o(x)dx berekenen, als we de factor f(x} kunn-eh integreren en 
ab 
{ g(x)F(x)dx kunnen bepalen; de tweede integrael ontstaat hierbij uit 

de eerete door de ene factor van de integrand te 1ntegreren en de ande­
re te differenti~ren. Omdat hierbiJ begonnen ~ordt met slechts een fac­
tor van de integrand te integreren, spreken "·e van pa rtHHe 1ntef$ra tie. 
Theoretisch kan men een integrand op allerlei w:jzen in twee factoren 
f(x) en O(x) splitsen; in concrete gevalle:i gaat het er- om een zodan1ge 
factor f(x) te kiezen, dat we die kunnen ir.tegreren en bovendien de in­
tegraal in het rechterlid van (1) van eenvoud1ger type is d&c die in 
het 11nker11d. 

De voorwaarden voor de toepasbaarheid van (1 kunnen beknopt als 
volgt worden opgeschreven: 

·1) f(x) en g~x) zijn 1ntegreerbaar en hebben 'f;ri."!\itieve F(x) i:-e~.G(x), 
met hoogetens a en b ala kritieke punten; 
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2) de u1tdrukk1ngen 1n het rcchterl1d van (1) bestaan. 
U1t de voorbeelden zal blij\-:en dat de atelling ook van toepa.ssing 1s op 
allerle1 oneigenlijke 1ntegralen. 
Voorbeelden.I. Willen we x log x 1ntegreren, dan nemen we x als de te-1.n­
tegreren factor en log x als de te d1fferent1~ren factor. Het effect 
daarvan 1s dat de logar1thme verdwijnt. We v1nden b.v. 

12 j2 d 2 ) 1 X log X dx • 1 ax (tx ) . log X dx 

• ½x2 log x j2 .. / 2 ½x2 • .1 dx 
1 )1 X 

= 2 log 2 - Jx2 j~ = 2 log 2 - f, 
II. Voor het 1ntegreren van log x nemen we een constante 

factor 1 als de te integreren factor. We v1nden 

Ook is 

11 
0 

/ 2 --12 / log X dx 
~1 1 

d ax X. log X dx 

X 12 -12 • x log x~ 
1 1 

1 
- dx = 2 log 2 - 1 • 
X 

X 11 - 11 log x dx = x log dx 
0 0 

+ 1 
= O - 11m x log x -1 dx = -1. 

X-+0 0 
0() ~ 

III./ x e-x dx = -j xd~ (e-x)dx 
·a a x 

00 00 

= -x e-x I +./ e-x dx 
a a 
00 00 

= -x e-x \ -e-x \ = a e-a+e-a. 
a a 

Er 1s een analoge formule voor onbepaalde integralen. Zijn F(x) en 
G(x) d1fferent1eerbaar op een gegeven interval (a,b), met F'(x)sf(x) en 
0 1 (x).g(x), dan 1s (F(x)G(x))'=f(x)G(x)+g(x)F(x), of wel F(x)G(x)= 
= /{r(x)a(x)+g(x)F(x)} dx. Dan is ook , 

(3) jr(x)G(x)dx • F(x)G(x) -jg(x)F(x)dx) (a< X<b). 

Het is h1erb1J goed te bedenken dat een onbepaalde 1ntegraal een ~ekere 
schaar van funot1ee voorstelt, die onderling een constante verachillen. 
For-mule (3) m.oet blijkbaar zo gelezen worden: bij elke keuze van een 

l, 



primitieve in het rechterlid levert dit rechterlid een of andere pr1m1• 

tieve van f(x)O(x) (zie p.95 en 97), 
De voorwaarden voor de geld1ghe1d van formule (3), die alechts een 

andere man1er van opschriJven van for-mule (3') op p.66 1a, zijn veel 
zwakker dan die voor de geldigheid van formule (1)! er wordt slechts 
ge~ist, dat r(x) een primitieve F(x) heeft en dat G(x) afgeleide g(x) 
heeft. Je formule kan gebruikt wordcn voor de bereken1ng van primitieven. 

B. V. -/ x e-x dx = - x e-x + j e-x dx 

-x -x ==-xe --e. 

§ 35. Je substitutiemethode. 
We bespreken nu een anderc methode voor het berekenen van integra­

len. Zoals de formule voor pnrti~le integratie de pendant is van de re­
gel voor het differenti~ren van een product, zoeken we nu de kett1ngre­
gel, d.i. de regel voor het differenti~ren van een samengestelde func­
tie, te vertalen voor integralen. 
Stellin~. Laat een samengestelde functie g(f(x)) voldoen aan de volgen­
de voorwaarden: 

1. 

2. 

3 . 
4. 

5. 

6. 

f{x) is gedefinieerd en differentieerbaar op een interval (a,b) 
f(x) behoort t()t een (•-pen)intervtil (e.d) voor 8<X<b 
g(u) is gedefinieerd en heeft een primitieve G(u) op (c,d) 
g(1(x)) • <p' (x) is o1gcpl1jk" 1ntogrecrbaar over elk 1nwendig 
euts~gm~nt (z,u) v1n (n,b) 
g(u) is eigenlijk 1ntegrccrbaar over elk inwendig subs~gment van 
c,d) 

de: limietcn (X. = lim + (.j)(x) (;)n t,= lim - cp(x) bcstaan, en 
bestaat. ~ ..... c:1 x-- b 

Dan bestaat ook/ g(~(x)) f'(x)dx en ~r gcldt: 
a 

11,e 

~'(x)dx = g(u)du. 
0:.. 

b 
(1) j g(<p(x)) 

a 
Uit de voorwaarden 1,2,3 zonder m~cr volgt dat 

(2) /g(f(x)) <p'(x)dx =fg(u)du (a<X<b), 

mits het rechterlid van (2) d.m.v. u= f(x) opgevat wordt als functie 
van x. 
BewiJs. We beschouwon de functie G(u). Wegcns 3 is deze funct1e gedcfi­
nieerd en een pr1mitieve van g(u) ~p hot intt1rval c < u < d. Op grand van 
2 kunnen we O(u), door tussenkomst van u= ~(x), bcschouwen ale samengc­
stelde functie G(<p(x)) van x, godefinieerd voor a< x <. b. Wegens 1 en 3 
is deze runctie d1ffcrenti<:erbaar voor a< x < b en er geldt ( kettingre-



gel): 

d ax O(qi(x)) • [ d. 0( )1 1 ( ) 

OU U j U:: <fl ( X ) q> X 

== [g(u)J q>'(x) = g(,(x)) tp'(x). 
U= <f' ( X) 
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Dus is G(q,(x)) C(;n primith:vt.: vnn g(<p(x)) c;p' (x) op het interval 

a< x < b. H1t:rmce ls alvast formulc (2) b(;wezl;.'n. 
Bcschouwen we nu ccn wlllekcurig 1nwcnd1g subsegment (z,u) van 

(a,b). Dan is, w0gena 4, g(~(x)) <fl'(x) intcgreerbaer over (z,u). Op 
grand van de hoofdstclling 0n het bovc:nstaande is dus 

u u 
(3) / g(<.p(x)) cp'(x)dx = G(<r(x)}I • 

z z 

Verdcr is, wcgcns 1, ~(x) continu op h<.:t S(;gment (z,u) en oeeldt dit 
segment op cen zekcr S(;gm<.:nt af, dat b(,vat ls in het open interval 
(a,b) en dus een inwcndig subsegment van (c,d) is. Dan is ook · 
((f>(z), q,(u)), resp. (q:i(u), cp(z)) etm inwendig subsegment van (c,d). 
Wegens 5 1a g(u) 1ntegreerbaar over dat segment. Wegens hct in de vori­
ge alinea gezegd~ en de hoofdst~lling is dan 

(4) /
q,(u) l<r(u) 

g(u)du = G(u) . 
,(z) ~(z) 

De rechterleden van (3) en (4) st~mmen kennelijk overecn. Dus is 
u l~(u) 

(5) [ g(q,(x)) 't''(x)dx = g(u)du. 
z \1 ( z) 

We zullen nu (6) gctruik~n. We houdcn u vast en beschouwen het 
rechterlid van (5) als functie van z. Het is een samengestelde functie, 
bepaald door 

G* (v) = /<p(u) g(u)du , V = <f>(z) 
V 

Er is gegeven lim + cp( z )==ex.; Wf.::: merken op dat, wegens 2, oc zeker tot het 
z-a 

gealoten interval (c,d) behoort. Uit 6 volgt, dat G*(~) bestaat en ein-
dig 1s; daarb1j heeft o~(v), als functic van v op (c,d), limiet G*((X..) 
in het punt Ve()(,, Uit een en ander volgt dat we op G*(f(z)) het limiet­
theorema van de samengestelde functie mogen toepassen t.a,v. het punt 
Z•a. Dus 1e 

11m+ J..u g(cp{x)) <p 1 (x)dx = 11rn+ Oft(f(z)) = G*(oc.) =i<p(u)g(u)du. 
z..,.a z z-..a 0<. 

Evenzo v1ndt men., als z vaatgehoudcn wordt., 
u fl!I 

lim"" 1 g(1(x)) <f' (x}dx = J_, g(u)du. 
U-+b Z q>(z) 
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b 
Hicruit volgt dat/ g(~(x)) f'(x)dx bestaat en dat (1) geldt. 

n 

"/2 
Voorbeelden. I j sin x cos x 

0 11/2 

II J cos x dx 

0 Vsin x 

"/2 
dx = / sin 

o/2 0 

/ 
1 d 

"" 0 Vsin x 

1 
x d sin x dx =/ u du __ l.. • ax ~ 

0 1 

sin x dx = j ~ = 
dX 1~ 

O vu 

1 

-,Vuj ➔-
0 

== j cos x dx == 

= sin x = cos x u 
tg x = V1+u2 ' 

1n het interv11l ~ "/2 < x t= r. 12 (- ~ < u ,.: ,,1) 

Men ga na, dat in dcze voorbceldcn aan alle zes voorwaarden vol­
daan 1s. Deze voorwaard~n zijn van dr1e~rle1 aard. Ten eerste moeten 
de functies g(u) en ~(x) een primitieve reap. een afgeleide hebben. 
Ten tweedc moeten bcidc integrand~n integreerbaar zijn. De laatate 
voorwaardc tenalotte maakt speciaal toepassingen op one1genl1jke inte­
gralen mogelijk. ~e toepassingcn zijn vcrder in twee~rle1 zin mogelijk: 
men kan (1) van links na8r rechts tocpassen (I,II) en ook van rechts 
naar links (III). We wijzcn er op dat men in voorbeeld III niet b.v. 
h:::t 1nterva 1 ( 0, rr) mag ncmen: <P( x )= tg x is niet gedefinieet'd op het 

interval (0, rr). 
Een b1jzontier geval is dat <p 1 (x) gDen nulpunten heeft op het 

open interval (a,b). We zullen ·rnntonen dat in dat geval aan eis 3 vol­
daan 1a, als g( ~(x)) f'(x) cen primitieve heeft op hot open interval 

(a,b). VJlgtns de stelling vcn D~rboux ( zie pagina 70) 1s hetz1J 
\·~' (x) .~ 0 voor eH::e x ffi(;t ,, ( x .... b, ht.tzij •p'.(x) ,;,O voOr' 

elke x met a< x < b, Dus 1s sf>(X) hetzij monotoon stijgend., hetzij mono­
toon dalend op (a,b), We kunncn dan ~(x) inverteren en krijgen dan een 
monotone rune tie X( u), gedefin1eerd op ( 0(., f6), resp. ( fo, ex ) • Die 
functie X(u) 1e differentieerbaar en er geldt (zie stelling, p.67): 

X'(u) f'(x)-1. als we :X.'(u) d.m.v. U== .-p(x) weer als functie van x 
opvatten, of <9'(x) d.m.v. X= X(u) ala functie van u. Zij nu F(x) een 
primitieve van g{f(x)) f'(x) op het open interval (a,b) en beachouwen 
we de funetie F(X(u)) • G(u). Er geldt; . 
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~ G ( U) • [ ~ F ( X)] 'X_' ( U) • [ g ( <f( X) ) q;> 1 ( X)] 'X,_1 ( U ) 
X= X ( u) X• i\ ( u) 

"" g(u) q;' (x) ~ 1 {u) ... g(u). 

Dus is O(u) ec~ p~1m1t1eve van g(u). 
Daar <.p(x) monotoon 1s, kunnen we in het beschouwde geval voor 

(c,d) het interval met uiteinden ~en~ nemen. Het volgende stelsel voor­
w~arden is dua voldoende voor de geldigheid van de behandelde stelling: 

a) de functie 
primitieve 

<fl' ( X) ,/ 0 

g(f(x)) ~'(x) is gedef1n1eerd en in het bezit van een 
op hct open interval (a,b) 

b) VOCI" a < X <. b 

c) de integralen 1n hct linker- en 

ex. = 1 im + Cf ( a ) en f-, = 1 im - <f> ( x ) , 
X··► 8 X-+b 

einden als kritieke punten. 

rechterlid van (1), waarbij 
bestagn, met hoogstens de uit-

De vocrwaarden kunnen belangrijk verzwakt warden ala we van ~(x) 
nog iets meer eisen. Weliswaar moeten we dan een heel ander bewijs ge­
ven, dat geen gebruik maakt var: de hoofdstelling, maar direct terug­
grijpt op de def1nit1e van het integraalbegrip. We gaan hierbij uit van 
de integraa 1 / 5g( u )du. 

""' Stelling. Zij g(u) iritegreerbaar over een interval ( o<., ,s), met hoog-
stens «. en ;s als kriticke punten. Laat f(x) gedefinieerd en d1fferen­
t1eerbaar zijn op een interval (a,b) en zij ~'(x) positief op het in-
terval (a,b) en integreerbrrnr over relk tnwertdig subsegmE"·it van 
( a., b ) . Laten a en b voldoen aan lim+ -.p(x)=cx.., lim- <:p(x)== (3 .Dan 

X·•+a x ..... b 
is g(~(x)) f'(x) integrcerbaar over (a,b) en geldt (1). 

Een analoge stelling geldt als ~'(x) negatief is op (a,b). 
Bewijs. Uit de onderstellingen volgt dat cp(x) monotoon stijgend 1s op 
(a,b). We voeren eerst het bewijs ult vocr het geval van eigenlijke in­
tegralen en k1ezen daartoc een willekeurig inwendig subsegment (cx,1 ,f,1 ) 

van (~,,.e,). JaarbiJ zijn ondubbelzinnlg twee punten a' en b' in het in­
wendige van (a, b) bepan ld, met a 1 <: b', zoda t (f>( a')= oc' en 9'( b' )= ,.,s' • 

Stellen we J;c (,' g(u)du en schrijven we gemakshalve 
<f1 (t)• e(t) (a 1 ~ t ~ b'). Jan is e(t) eigenlijk integreerbaar over 
(a',b') en ~(t) een primitieve, dua 

X 

9( X) = 0(. 1 +j e( t) d t. 
a' 

Laat nu Dk(k-1,2, ••• ) een w1llekeur1ge convergente rij verdelingen van 
(a',b') doorlopen. Z1j daarbij Dk een verdeling (a 1-x0 ,x1 ,x2, ••• ,xn•b') 
1n n•nk subsegmenten. Noemen we q,(x,,)•uv ( v =0,1,2, ••. ,n). Dan is, 
omdat f(X) monotoon st1Jgend is, (u0 ,u1,u2, ••• ,un) een verdeling Dk 
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van (u ,u )•(~',,Ro'). Natuurl1jk hangen de getallen x~ en u~ nog van de o n 
index k van Dk af; eenvoud1ghc1dshalve is dit nict in de notatie tot 
uitdrukking gebracht. We zullen nu cerst laten z1en dat de r1j Dk een 
convergente rij verdclingen van (~',fa') ia. 

De funct1e f(x) is d1fferenticerbaar in elk punt van het segment 
(a',b'), en dus continu op het segment (a',b'). Dan is q,(x) ook uni­
form ccnt1nu op het segment (a',b'). Is dua 8 een positief getal, dan 
bestaat er een positief getal ~, zodat 

l<f(x)- <p(x'}l<8 als lx-x 1l<'l) en a'~ Xiib, a'a x•~b• • 
Omdat de rij verdel1ngen Dk convergent is, is er een natuurlijk getal 
k0 , zodat voor k > k0 de wijdte van Dk kle1ner dan 1'} is, d .1. 

jx., - xy_ 1 \<-ry voor ))=1,2,,,.,n = nk. 

:)an is ook 

I <P ( x )) ) - If' ( x-.> _ 1 ) I = j u }I - u ~ _ 1 I < & v o o r .,, = 1 ., 2 , • • • , n , 

d .w. z. de wijdte van Dk kleiner dan ~ , voor k > k0 • Dus is de rij ver­
delingen Dk convergent. 

K1ezen we bij elk natuurlijk getal kin elk van de subsegmenten 
(xv_ 1,xy) een willekeurig strooipunt 5)) en atellen we f( 5~)= ~)>• Dan 
is rv een punt van het segment (uv_1,uy). Uit de def1n1tie van het be­
grip eigenlijke integraol en het feit dat de rij verdelingen Dk conver­
gent is volgt nu 

(6) 'J• 11m L.. g(i--,1)(uv - u1 _ 1 ). 
k+oo D* 

k /x-1 
Hierbij 1s Uy - uy_ 1= f(xy)- ~(xy_1)=;~ 

XY-1 
TI een geschikt gekozen. getal is met 
I~ 

inf 9( t) ~ 1h ~ sup e( t) 
xy_1 t t d x)> x))_ 1 lli t i1i x)> 

( "•1,2., ... ,n). 

~e som in het rechterlid van (6) kan dus geachreven warden als 

(7) L g(q>( Si,)) YJ-v (xi• x))_ 1 ). 
Dk 

We gaan de verandering na die deze aom ondergaat bij vervanging van ~)I 

door Q ( il>). De functie g(u) is begrensd op («-', 13 1 ). Er is dus een 
constante K >O,. zodat 

Jg(u)I < K voor « 1 .1u, (!;', d.1. lg(ct(x))I < K voor a'~Xilb' • 
. 

Zij verder w'i de schommel1ng van e( t) op (x)l_1 ,xv). Dan is 
lTJ\> ... 8( si)I fi w)) ( v -1,2, .. .,n), dus 

(8) Ii g(<f(~l>))1J~(x,..-x., .. 1) -f g(<f(sl>)) 8{5)>)(x)I-XV-1)I 
: k k 
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l~ • L g(cp( s11)). ( 'Y}y -9 ( ;.)) 
))•1 

wll (x-y - x},)_ 1 ). 

De laatste som is het somverschil van e(~) t.o.v. de verdel1ng Dk van 
(a', b r). Is t een poai t1ef getal, dan 1s er dus een rangnummer k:1, zo­
dat het linkerlid van (8) kleincr dan ½ e. is voor k > k1 • Evenzo is er 
een rangnummer k2, zodat de som (7) minder dan ½t van J afw1jkt voor 
k > k2 • Voor k > k0 == max(k1 , k2 ) is due 

Dus is 

11m L.. g(<+7( ~)) e ( ~ } (x)I - x)l_1 ) = J . 
k ..., 0() Dk )I 

De som in het 11nkerl1d is een tussensom van de functie g(~(x)) 9(x) 
t.o.v. de verdeling Jk. We hebben bl1jkbaar het resultaat dat een w1lle­
keur1ge rij tussenaommen van deze functie, genomen t.o.v. een convergen­
te rij van verdelingen vnn (a',b'), limiet j heeft. Daaruit is af te 
leiden dat g(~(x)) 0(x) 1ntegreerbaar is over (a 1 ,b 1 ) en dat we hebben 

b I ( r,· 
(9) !, g('f(x)) 0(x)dx = ~• g(u}du, 

Het bewije is nu op dezelfde manier te vo'ltooien ala dat va~ de 
eerste stelling in deze pa ragraa f. We hebben o(. 1 = cy( a '), 11m + i,, ( a 1 )= d\.. 

en weten verder dat .cg(~d~ convergent is. We vinden weer8 '➔ a dat het 
rechterl1d van (9) bij vaste b' en~', als functie van a', een eindige 
rechterl1m1et heeft in a, en evenzo als functie van b', bij vaste a' en 
dJ, een eindige linkerl1miet in b. Tenslotte v1nden we dat (1) geldt. 

Het prettige van de nu bewezen stelling is dat, afgezien van enige 
eisen voor f(x), alleen ge~iat wordt dat het rechterl1d van (1) be­
ataat. Bij de overgang van het rechterlid naar het linkerlid van (1) 
zeggen we dat we de funct1e U= <f(x) substitueren (substitueert men in 
het linkerlid de inverse functie X= )l(u), dan komt het rechterlid weer 
te voorsch1Jn). Aan de eisen voor c.,(x) is zeker voldaan., ala <f' (x) te­
kenvast en oontinu is op (a,b) en ~(x) doar als waardenverzameling 
het interval(°'-',~) heeft. We kr1Jgen zo de volgende 
~tell~ng. De tunct1es U• <f(x) uit de hiernavolgende lijst mogen in 
elke convergente, bepealde integraal gesubstitueerd worden, m1ts het 
integratievak deel uitmaakt van het opgegeven u-interval (we geven ook 
het co~responderende interval voor x op): 



functie 

U•X2n-1 
UcX2n 

U=Xc:it.. 

U=Sh X 

U-,.,Ch X 
X u=C 

u-1 :igx ,., 
U• ·-X 

U="'-i 1 X 

U=COS X 

U=tg X 

U=t-~ X 

U=c-h X 

opmerkingen 
m.,q constant 
en m,'O 
n een nat.getal 
n een nat.getril 

olconstant en ~O 

u-1nterval 
(- oc, o,) 

(-00,00) 
(n,o0) 
( 0, oo) 
(- <Y:,,c..~) 
( 1, oc.,) 

( 0, ex•) 
( - 00, ,::,,c.,} 
(O,c.0) of 

(- 0)10) 

(-1,1) 
(-1,1) 
(- O<>,e-t,) 

(-1,1) 
( 1, c. .... .,) of 

(-cx,,-1) 

x-1nterval 

( -°'' o0) 

(-00.,00) 
(O,oo) 
( 0, oo) 
(-~CIC>) 
(0.,C'l<I) 
(-0<>,oo) 
( 0, oo) 
( 0, oo) reap • ( - oo., O ) 

( - il'/2 I 'ff/2) 
(QI 'Tf) 
( - '"TT72, -,Y2) 
(- oo., oo) 
(t''., 00) resp. ( - oo,O). 

-- ...• ---------------------------------
9 36. Jiverae~. 

We noemen een funct1e f(x), gedefinieerd op een interval (-a,a)., 
met a )0 of i.:'-" o.o, ~ als f(-x)=f(x) voor alle x uit dat 1nter:•val 

en .2~~!:. a ls :'.'( -x )= -f ( x) voe>r a lle x ui t da t interva 1. Is in het 
eerste geval f x) integreerbaar over (-a,a) en (c.,d) een subsegment, 
dan krijgen we ~oor X= -t te substitueren: 

Ja -d J-c J-o f(x)d:x == ( f(-t).-dt= f(-t)dt= f(t)dt. 
c ~~ -d -d 

Is daarente6en ffx) oneven op (-a,a), integreerbaar over (-a,a) en 
(c~d) een 3ubse~~ent, dan vinden we 

Jd J-d r-c 1 c 
f ~)dx= f(-t).-dt= · f(-t)dt= - J~ f(t)dt, 

r• -c i.d -d 

a,:r:i b.v 

Jc 
( 1; 

-c 
( X ) d X= r. + r = 

-c 6 

§kl:_lin ~- Zij r(x) gedefinieerd voor xi O en integreerbaar over (O,a) 
voor eliee a >0. Laat er een getal b .>O zijn, zodat f(x) positief en 
nionoto.n niet-st1Jgend is voor x ~ b. Dan geldt: 
0() 1 : integraa 1 Jr( x }dx convergeert dan en slechts dan a ls de reeks 

L. '(n) convergeert. 
n=1 
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Bew1Js. Zij n0 een natuurl1jk getal ! b. Voor n in0 geldt: 

f(n) l f(x) l: r(n+1) ala nix in+1, 
n+1 

f(n) : j f(x)dx ~ r(n+1), due 
n 

dus 

n0 +m-1 /\+m 
~ f(n} t.J,_ f(x)dx ~ 

n +m f f(n)(m=1,2, ..• ). 
n=n 0 +1 no no 

le leden van de laatste ongel1Jkhe1d nemen monotoon niet af als m de 
natuurl1Jke getallen doorloopt, wegens r(x) )0 voor x tb. Convergeert 

o<J m 
_due ( f(x)dx, dan ie 2.- f(n) begr-ensd ale m de natuurlijke getal-

t n=n0 +1 
0-., 00 

len doorloopt, en dus >: f(n) convergent. Omgekeerd, ala L f(n) 
n='1 a n• 1 

1convergeert, dan 1s f f(x)dx, wat voor a ts n0 een monotoon niet 
n ~ 

dalende funct1e van a is, 0 begrenad, en convergeert due J f(x)dx. 
naarmee 1a de stelling bewezen. 0 
0Pf1!erk1ng. Deze stelling sluit nauw aan bij het 1n an II, p.23 gegeven 
1ntegraalcriterium voor de convergentie van een reeks; de functie f(x) 
hier correspondeert met de afgeleide F'(x) aldaar. 

We weten dat J00 1_,ctx convergeert ala ..._ .>1 en divergeert als 01. ~ 1 

(z1e stelling II e~ ~, p. 110-111). Door te scht-1jven ~ .. d J~~ x en 
te aubst1tueren log X=U vinden we 

Jb 1 dx = flog b 
1 - du, 

x(log x)d.. -~ e 1 u 

Jb 1 • Jlog b 1 dx ci du. 
e2 x log x( log log X )o(. 

e u ( log u) · 

f oa 1 oo 1 
Dus ---- dx en J d.... dx, enz. convergeren 

e x(log x)...., e2 x log x (log log x) 
ot. >1 en d1vergeren als at. ~ 1. Door toepass1ng van de stelling kr1Jgt 
men de reaultaten in an II, p,23/24 terug. 

als 

We behandelen een voorbeeld van een functie, die wel 1ntegreerbaar, 
~aar niet abaoluut integreerbaar is over (O,oo) (vgl.p.108, laatate 
al1nea). En wel beschouwen we de functie r(x) gedef1nieerd door 

f(0)-1, f(x) • si~ x voor x >0. 

Men gaat gem.ak:kelijk na dat f(x) continu is voor x to. Door toepassing 
van de tweede m1ddelwaardestell1ng vinden we (zie vooral p.108, eind 
s,29): 1a b >B ~o, dan is er een J, met a\ ) i b, zodat 

)> . J 
J sin x dx a 1 ( sin x dx • .1 (cos a - cos 1 ), 
8 x a , a / 



dus I t si~ x dx I f; ~ 
Hieruit volgt dat f(x) integreerbaar is over (o,oo). Anderzijds 

is echter r jf(x) I dx) 

> 1 . 
V ., 

n-1 
wegens lim ~ 't = oa dus \f(x) I niet integreerbaar over (o, o<>). 

D➔ oo '-'=O 

Een andere methode bestaat in het uitvoeren van een parti~le inte-
gratie: 

b b 

J sin X dx J 1 
~x(-cos x) dx = 

a X a X 

COS X lb Jb cos X dx, = . 2 X a a X 
dus t s1~ x ax I 2 Jb dx J -s (b)a). a+ ~ <·a, enz. 

a X 

toor te substitueren X=U~ kan men uit het gevonden resultaat af­
leiden dat sin xu.. ( 0\. >0) wel integreerbaar., maar niet absoluut integreer­x 
baar is over (O,oo). 

.X dt 
We keren nog even terug naa r de integraa 1 J ✓. 1 2 ., beschouwd in 

o 1+t 
~33. We trachten deze integraal direct te berekenen, en wel door een 
geschikte substitutie uit te voeren. ~at zal zo mogelijk een substitu­
tie moeten zijn die leidt tot een integraal., waarbij in de integrand 
geen wortelvorm voorkomt. Stellen we ✓-1+t 2=u-t, dan verdwijnt bij kwa­
drateren de term met t 2 en is dust lineair in u uit te drukken en kun­
nen we dus verwachten ons doel te bereiken. Hierbij is u als functie 
van t gegeven door 

u = t + ✓1+t2 , 

blijkbaar is u i1 en u een monotoon s~ijgende functie van t (~ >O). 
2 2 2 u -1 u 1 Verder is 1+t = u -2ut+t, dust=~=~ - ~. Dit laatste is de 

eigenlijice substitutiefunctie. Bij het uitvoeren van de substitutie mo­
gen we natuurlijk gebruik maken van de formule ~=u-t. We bepalen 
eerst nog de afgeleide van t als functie naar u. We vinden 
dt 1 1 
-::r.-:- = -+ - 2 , dus 
uu 2 2u 
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1 • (J. + .:L ) 
~ + ,k r. 2u2 

1 
- u , 

log(x+ ✓1+x~). 

Hiermee is het resul taa t van ~ 33 ter1a1ggevonden. Evenzo vol gt (6), f 128. 
Voor later doeleinden beschouwen we nog eens de integraal j ~. 

We weten dat deze integraal beetaat, als a en b eindig zijn en het 
segment (a, b) het punt O niet bevat. Verder weten we dat voor x .> 0 een 
primitieve van i wordt ge~rd door log x. Voor x <0 kan dit geen pr1-
mitieve zijn, omdat log x dan niet gedef1n1eerd is. Echter geldt wel, 
voor x <.O, 

~x log(--x) = (d log u) ~x (-x) 
uA du U==-x• uA 

:>us is log(Mx) een primitieve van x voor x <0. We kunnen de resultaten 
mooi ala volgt samenvattent 

log,x1 is een primitieve van tin elk interval dat het punt O niet 
bevat. b 

Dus is ook J d~ == log lbl - log 1a1, als (a,b) het punt O niet 
bevat. 8 

Uit het bovenstaande volgt nu ook dat log Ix + ✓-1 + x2 I een pri­

m1t1eve is v~m ✓,• 1. '2 in elk interval dat geheel buiten het segment 
-1+x . r--, 

(-1,1) ligt. Men bedenke hierbij dat x +'V-1+x- >0 is voor x >1 en <0 
voor x <-1. 
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We gaan er thans toe over systematisch een aantal klaseen van inte­
irnlen te behnndelen, die we kunnen berekenen met behulp van de vroeger 
behandelde method en. We zullen o::in rbij voortdurend de methode van par­
ti~le integratie en van substitutie toepasaen en zo de 1ntegralen terug 
trachten· te brengen op andere die we reeds kennen. 

We beg1nnen met het opstellen van een lijat van atandaardintegralen. 
~ie we reeds hebben leren berekenen en die ten grondslag liggen aan het 
bovenbedoelde systematisch onderzoek. We achrijven alleen onbepaalde in­
tegralen op; de corresponderendc bepaalde integralen volgen dan door toe­
:lCIBBing van de hoofdstelling, d1'lar de te beschouwen funct1es steeds con­
tinu, en dus integreerboar zijn in he~ beschouwde 1ntegrat1evak. We zul­
len steeds het intervnl (de interv1llen) opgevcn, waar de formul~s gel• 
dig ziJn, wanneer ze nict geldig z'.jn op h0t hele interval ( _,.,...s,J,..;..t:•). 

Steeds zijn m,q,a constanten. 

(1) m dx = mx 

(2) 

(3) 

(4) 

{5) 

{6) 

( x .• 0; n I -1 ) 

_, 
( )n d 1 ( )a +1 mx + q x = m( a +1) mx + q 

(m ,/. O; x : -q/m als r.1 · 0.. x < -q/m cils m<. O; a .,I -1) 

., dx 
/ - • lo~ x 1 

-.· X 
r .~ • O of x , , 0) 

,. 
, dx 1 

/ mx+q = in log I mx + q 1 ..,, 
( m ,/. O; x > -q/m of x z -q/m) 

(m 7' O) 

(7) .J' oos x dx • ain x 

.(8) 
.,.. 

. / o OS ( mx + q) d:v: •~ .~ "'"' ' (m ,I O) 



,'" 

( 9) / sin x dx • - COB x 

(10) 

(11) 

/ sin (mx + q) • - .:l cos (mx + q) 
/ m 

/ .. dx 
--~ • tg X 

/ C os 2x 

(12) / dx 1 tg (mx + q) 
_ cos2(mx+q)• in 

{13)}" d2, • - cot x 
sin x 

(14)/ dx ... - .1 cot (mx + q) 
s1n2 (mx+q) m 

( ) / dx 15 J ~•arc tg x 
1+x 

( 16) j "~~.2 = log(x + v11+x2 ) 
'/1+x 

( 17 ) / dx • 1 log/ 1+x; 
/ 1-x~ ~ 1-x I 

(x<·-1 of -1,,x <1 of x :--1) 

(m .,J 0) 

(m ,' 0) 

(m ,' 0) 

(18) / ~:C.2 • arc sin x = -nrc cos x (-1<x<.1) 
J\/1 ... x 

(19) Iv·~~- - log IX+\ x2-1I (x<.-1 of X >1) 
.., X -1 

( 20) / ~ • ~ a re tg ~ ( q ', 0) 
X +q 1/ q \/ q 
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(21) Jvd;, = log J x + \: x2~q / (x< - -q of ,>V~q als q<O) 
X +q 

( 22) J/V. ~-x·2 • ~r- log/ ''ti +x j ( q > o; 
q-x 2\'q \ q-x 

(23) ( !~2 • arc sin,¾• - arc oos ~· 
./ Vq-x 

{q)O) . 

We geven nu enige toel1cht1ngen. F)rm.ule (2) volgt uit formule (2), 
p.81 (z1e ook p.94, 2)). Evenzo, of doer aubstitutie van mx+q•u, ie 
t'ormule (3) af te leiden. HeG is duidelijk dat de forniule geen beteke­
n1s heeft ala m-0; in dat ,eval reduceert de integrand zich tot een con­
stante. Voor (4) verwijze~ we naar formu:e (3), p.75 (z1e ook p,94,3)) 
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en voor:-al naar de beachouwing opp.143.0p dezelfde wijze kan men (5) af­
leiden. Men kan (5) ook afleiden uit (4) door te eubstitueren mx+q•u, 
d.1. X• u-g. 

m 
Voor (6) verwiJzun we naar formule (2), p.74 of naar p.94,3). 
Formules (7), (0), (11), (13) zijn, in de vorm van bepaalde inte­

gralen, te vinden 1n de par~graaf over goniometrische functies (zie 
p.122). Zie ook de formulea {8), (12), (25), (26) in de genoemde para­
graar. De afleiding van de 1ets algemenere formulas (8), (10), (12), 
(14) levert geen moe111jkheden op en moge daarom achterwege worden gela­
ten. 

Pormule (15) volgt uit formule (33), p.125. Evenzo volgt (18) uit 
(32), p.125, of uit (2), p.118, waardoor de functie arc sin x gedefini­
cerd werd?). Formule ( 16) is te beachouwen a ls een pendap~ _ _van ( 18). 
Immet"s in ~ 33 he~b~n we la ten zien dat g(x) • log (x+✓ x +1) een primi­
tieve is v;n 1/lx2+1, en tevena dat y•g(x) de inverse is van X•Bh y. 
Anuloge opmerkingen gclden voor formule (19). Formule (17) 1s naast (15) 
te stellen. Want atellen we de inverse van X•th y voor door 
y-arg th x (-1r:x <1) en de inverse van X==Cth y door y.arg cth x (1 x1>1), 
dan hebben we: 

~ arg cth x • 1 : d a~h ¥ a 1 -1 sh2y-ch2y 
:~=1: - -

shy sh2y 

- 1 = 1/ •/~--~:2 ( l X l > 1) 

(z;e (17), p.130 en (12), p.129). Anderzijds kunnen we y oplossen uit 
X=th yen x-cth y; uit 

eY-e·Y e2Y .. 1 
X•th y == --- = ---

eY +eY e2Y +1 

volgt yaarg th x •½log~ ,-x 
y -y 2y 

en u1t X•cth y • e +e = e +1 
eY-e·Y e2Y .. 1 

volgt Y•a.rg cth x • ¼ log ~:~ • 

Samenvettend hebben we dan {17). We kunnen ook (17) direct afleiden als 
· volgt,. 

Stellen we ~:~•u. Voor x~z1 is u gedef1n1eerd en ,o. Differenti~ren 
'we het Nthterl1d van ( 17) ala samengeetelde funct1e, onder toepassing 
' 



vn n de f'ormulc 

' ' "'I -
lJ 

( 1 , .. , ) 
\l.J f' \.:,, 

f .., 'i "' .,,, ,, l:. -~ ) ··J ., ·-' , , ,,. ,;.: I: • I ·, .I I c , . , I W(; I onige vcrderc gevalcndcrscheiaing: 

,, 
' :-.::s -·":,r $ 

''l -x ... 

cl ~-~ f'! - :,:; 
... - -::i-- ;,.r ~--·) • 
OX 1-•X ,::.1, 1•1-X 

l?ornn.1lc: ( ;?0) v:l.ndt men di:icn' •Uff'0t'(mtL:tlt: van het rechter-lld or 

dDor te e1.1brn;ituer{;n x::,u\ ,.1. Evcnzo zi,jn '..l.it ('16) en (19) for•mules nf 

te letden voor 

(., dx 
1 .. ; .. ,,~ , resp. 
' , q•i-X .. 

( "' .,r,\ 
k_i _,.: \.,,/ ., " 

( ') ·'.) \ £• r, ( •'') :i. ) tif r. "1 j" n Cl r•· , ... ~G,} l;,j.,f \ '-.,i /,1 h~ ,\ 't ·--~~ , 

tc v □ ttcn tot (21). Op analoge wljze vindt mc:1 

r,1·, ,·'•; t • '··t ,\;c, (•,·,,,to••> "1/\I,-:;· 1"" •1 e· """"}·1t·e·n'le 1''"'li ~ "'1.. • n-1,nc t c ,.-r. , ,_, ~- , L 1 • '-1 , ,, , .. ; • t.-.: .• • . ,. ~- . 

"··· n ( 2r,) e·~( ·''>•'.'> 1 
""' ,.I H .(.~ .. .i.t terw1Jl jn de rechterleden van (21) en (23) niet zo'n 
factor v 1:iorl<:e►mt. 

In het volgen,je zullen we 1ohtercenvJlgene integrnlen berekenen 
1/,''lf): 

II Wortelfuncttes 
III 

';.I'" 
poi'\. 

,., ' sin x, COE X 

IV Fu.r1ct:tea W;l::Jt•in lor:s x., :u•,~ s1n x, a:rc tg x voorkomen. 

~ j S 9 ~!9mi J.e i'un~c.t-.i!!. 
Is r(x) een gehcle rAtionele funct1c, i.e. een polynoom, zeg 

~fx) .3 Tn. ft xn-1 
,. \ u. , o·"' ·!" a 1 

Ji"\n h.ebben we orurdi::ldr:11:1.Jk 
<1 A Ir ·0 n~1 -1 n ' r. ( X) dx ~ n '+-~ :x. . + -· X + 

,I n 

Is f{x} een r.ia<:ht; vari een linerili:'e· of kwadrDti.sche vorm, nog ver­

menigvuldlgd ?ilet: een t?teoht van x, d,m lcari hot eer: omweg ziJn eer·ot r( x) 
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uit te werken nls polynoom en dnarno dit polynoom te integrer-en. Dit 
blijkt uit de volgcndc voorbccldcn. 

3 

(we aubstitueerden x+1=u). 

J 6 ,, 1 6l 1 )s 1 ( )1 x(x+1) dx ... ji(x+1) - (x+1)) dx = 'ff (x+1 - '7 x+1 • 

. / x(x2+3 )6 dx = ~ (x2+3) 7 

(zoals blijkt door differentiHren van het rechterlid, of door te substi­
tueren x2 +3=u en f 37,(3) toe te pnssen) • 

.• .I 

j x3(x2+3)6 dx == ./· x [ (x2+3)7 - 3(x2+3)6j dx 

= ~ (x2+3)8 - f':7 (x2+3)7. 

We gaan nu over tot de integratic van geb~oken rationale functies. 
Jnartoe behandelcn we cerct een stukje algebra, n.l. de splitsing van 
cen gebroken rationale functie in pnrti~le breuken, waarbij de noemers 
:-illcen machten van liner:ire of kwridr::itische vormen zijn. Daarna zullen 
we bespreken hoc die pnrtHHe brcuken gc!ntegreerd moeten warden. 

Van fundamenteel belJng is voor dcze splitsing in parti~le breukJn 
de hoofdstelling van de nlgebra. We geven direct een toevoeging aan du7~i 

stelling, in verband met het felt dat we ons hier alleen met re~le ann­
lyse bezig houden en Blleen intcgrJtie van re~le functies bespreken. 

Zij f(x) = a0 xn + n1x0 - 1 + ••• + nn_ 1 x + an ( n een natuurlijk ge­

tnl) een polynoom met re~le co~ffici~nten a1 • We beschouwen dit poly­
noom tijdelijk ook voor complexe waorda-i van x en schrijven dan liever z 
in plaats van x. Krachtens de genoemde hoofdstelling (zie an II, p.77-
80) is er een complex getal <>,., zodanig dat f(•',) =0. Zij vooreerst ,:_... 
re@el. Delen we f( z) door z- ,, , dan zien we dn t f( z) te schrijven is 
nle (z ... :\() r1{z), waar r1(z) een polynoom is met retHe co~ffici~nten, 

Laat nu eensa. een n1et-re~el nulpunt von f(z) zijn. Zij ~~ het 
toegevoegd complexe getal. Omdat de a1 ref§el zijn, hebben we, kracht:ens 
de formules (1.34) en (1.36), an II 7, 

're<-..)'. ;o;-n ~-~-~~n-1-~.---~-~n-1°' + an 
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Dus is f (~) • r'(-... J .. o. Hierbij is i :/.;;., omda t ..x niet-re@el onderste ld 

· is. Schrijven we 
') 

=- z'- + bz + c; 

hler1n zijn be .. (v- +c:), C= vi>- rct!el. We delen f( z) door z2+bz+c. QuotH5nt 

en rest (hoogstens vnn de ecrste grnad) hebben dan re~le co~ffici~nten. 
Dus 

w~ar f 1 ( z) een polynoom is met rctne co~fficHfoten en p en q ret!el zijn. 
Nu hebben we f((.(.) == f(i,"') ... O. D,rnr"' en:;. de nulpunten zijn van 
z2+bz+c, is dus 

p:x + q = o, p~ + q = 0 . 

Wegensv ,1;;. volgt hieruit P=Q=O. Dus f(z)=(z 2+bz+c) r1(z). 
Samenva ttend kunnen we zeggen, d.1 t een polynoom f (x) met retne 

co~ffici~nten onder alle omstandigheden te s~hrijven is als het product 
van een re~le, lineaire of een re~le, kwadratische vorm en een polynoom 
r1(x), dat eveneens re~le co@ffici~nten hceft. Door herhaalde toepas­
s1ng van dit result38t vinden we tcnslotte: 

Een polynoom f(x) met rc~le cobffici~nten is het product van lou­
te:r• lineaire of kwadrntischc vormen., cille met rctne co~ffici~nten. In 
formule: j k 

( 1) f ( x) • n Tl ( x- J,) · . / F ( x 2 + b 1 x + c 1 ) ., 
o 1=1 1 

waar J.,?. o, k?;.;0 en j + 21< = n., terwijl ae,..._ j' bi' c1 alle re~el zijn. 
De lineaire en kw1drc1tische vormen in het rechterlid van (1) kun­

n1::n gedeeltelijk samenvnllcn. Hcbben hierbij twee kwadr8t1sche vormen -
met re~le co~ffici~nten en hoogste co~ffici~nt 1 - een niet-re~el nul­
punt '✓> gemeen, don hebben ze oo\{ beide /.... 1 ls nulpunt en zijn ze dus 
1dent1ek. Is ~ een niet-re~el nulpunt vc1n f ( x), dan is cx een nulpunt 
ll'let dezelfde multipliciteit. 

We beschouwet, nu een gebroken 1~atiormle functie AA , waar f(x) 
en g(x) polynomen zijn en r(x)een graad ~ 1 heeft. Door u1tdelen krij­
gen we m+ • k(x) + ~~~~ , 

waar k(x) en h{x) weer polynomen z1jn en h(x) van lage~ graad is dan 
r(x). 
BE;~rin5. Zijn P(x) en Q(x) twee polynomen zonder gemeenschappelijke 
nulpunten, met graad )> 1, en is P(x). Q(x) = r(x), dan bestaat er een = 
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en olechts 66n pnnr polyno~cn A(x) en B(x), zodanig dat geldt: 

1. A(x) heeft 11 r grnnd dan P(x) 

2. B(x) hccft lnscr grond dnn Q(x) 

3 . ~ = ~f ~j + §t~~ . 
BcwiJs. Latcn n,s,t de grndcn van resp, f(x), P(x), Q(x) zijn. Dan is 

n""s+t. Laten P(x) en Q(x) gcgevcn zi,jn door 

... 

Hct polynoom h(x) hcert een gr:-rnd ~' n-1. L:int het gegeven zijn door 

2 n-1 h(x) = c0 +c 1x + c2x· + ••• + cn_1 x 

(hierb1J is niet noodz1kclijk cn_1/o). We zoekcn nu een polynoom A(x) 
met graad S•1 en een polynoom B(x) met graad < t-1, zeg = 

A(x) = .; +:1 x + '"' ,.,x2 + ••• +,x 1 xs-1 
0 1 ~ s-

;,< 2 
+,:.., ,.,x + 

I c. 

n . t .... 1 
••• +pt-1 X ' 

zodnnig dat geldt h(x) - A(x) Q(x) + B(x) P(x). We moeten dus hebben 

n-1 
c xk 

a-1 .. , .t ·J t-:1 /1... s ✓ '1'''"'-~,, '<:'" . 
~ 13. . 'L '~- ¥~ = ... :A X ,/ _ .. q ,1 X + ,,·.-· X , P./x: k J.\ • 

J,. =O ,,, • 
k==O /1:Q ), ::0 \I =0 

. We gebruiken nu de cigcnschap dnt., nls twte polynomen 1dent1ek zijn, 
corresponderende co~fflciUnten gelijk zijn. We moeten dus hebben: 

(2) 

waarbij de sommaties in hct rechterlid uitgestrekt worden over de,,:.<. met 
0f,,..t"-~_a-1, O~k-,t<<-~t., resp. 0~/4-<-~t--1., O~k-.-lc$S· We hebben hier te 
mnken met n 11neaire vergelijkingen met n onbekenden o<, 0 ,0'.1 , ••• ,()1.5 _ 1; 

;30 ,;)1, ••• ,Jt.1• Ult de theorie der lir.eaire vcrgelijkingen (zie al 19, 
(I)) weten we dat dit stelsel ecin en elechts 6en oplossing toelaat, ala 
de determinant van de co~ffic1Mnten in de rechterleden van de vergelij­
kingen (2) van nul versch1lt. Die determinant, zeg R, ziet er ala volgt 
u1t (nullen 1n de opengelaten driehoeken): 



R = 

.._ ... 

-- ··- ~·". ~,,,,,. 
s kolommun 

·q P., ,,: 
Q u- I, 

' ..q t 

p 
s '·p 

10 
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Inncrs elke q1 komt als cotH'fici~nt van een willelceurige c,c...,,,« voor in de 

vcrgt:lijking (2) met bekende term c1-l;-«; en elke qJ komt voor ala co~ffi­
ci~nt van een w1llekeur1gcf.1v in de vergelijking (2) met bekende term 

cj+✓ • 
Gelukkig behoeven we bovenstarrnde determinant niet uit te rekenen 

om te bewijzen dat RiO 1s. Stel cens dDt R=O is, Dan heeft het stelsel 
homogene vergelijkingen 

(3) <:,,,- "'-0 "" ,:::_oc,, qk + ,, /3 pk , 
-if ,/ I - 4 \.. l~~- ( - AA.. 

/ (.. I /' •·· <- I 
/ 

dat uit (2) ontstaat door de ck door O te vervangen, een van nul ver­
schillende oplosaing (zie al 23, (III)). Dat betekent, dater twee poly­
nomen A(x) en .B(x) z1jn., niet beide identiek nul en met grndcn <s-1 

-:-::::,. ... 

resp. t-1, zodanig dat 

A(x) Q(x) + B(x) P(x) = o. 

Dus B{x) P(x) = -A(x) Q(x). Dus P(x) is deelbaar op A(x) Q(x). Nu is 
~(x) van lager graad vnn P(x). Dan moet P(x) cen nulpunt met Q(x) gemeen 
hcbben. D1t is in strijd met de onderstelling dat P(x) en Q(x) geen ge­
mocnschappelijke nulpunten hebbcn. Dus is R;iO. 

Uit het voorgaande volgt dat erot'/, , J? ~ zijn, zodat aan (2) vol­
doan is, due dat er polynomen A(x) en B(x) met graden :S s-1 resp. t-1 
ziJn., zoden1g dat h(x) • A(x) Q(x) + B(x) P(x). Daaruit volgt 

h{x~ A(x) ;sJxJ 
P(x).Q xJ • F(xT + ~ • 

Daarmee is de bewaring aangetoond. 
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Kunnen we P(x) of Q(x) splitsen in twee polynomen zonder gemeen­
achnppelijke nulpunten, beide met~raad ~ 1, dan kunnen we bovenst~1nd 
precede voortzettcn en in A(x) +Bx een der termen vervangen door de 'fi{xY X 
som v,.m twee echte treui<en r1et noemers v~n lager gra ad. Nu we ten we dot 

de noemer f(x) vnn de beschouwde breuk te schrljven is ala product van 
lineAire en/of kw'ldr1tische vormen, wriarbij de laatste geen re~el nul­
punt hebben. Nemen we identieke vormen enmen, dan vinden we dat f(x) 
te schrijven is als een product van de volgende gedaante: 

n 1 n2 n j 2 m 1 2 mk. 
(4) f(x)-a 0 (x-a 1 ) (x-a 2 ) ••• (x-clj) (x +b1x+c 1 ) •••• (x +bkx+ck) , 

hierin zijn j en k gehele getallen ~Oen n 1,n2 , ... ,nj; m1 , ••• ,mk m1 -

tuurlijke getallen met n1+n 2+ ••• +nj+~i (m1+ ••• +mk)=n, Verder zijn de 
get3llen a1,a 2, •.. ,aj twee aan twee verschillend en ook de paren 
(b1,c1), ••• ,(bk,ck) zijn twee aan twee verschillend. Tenslotte hebben 
dan twee factoren in het rechterlid van (4) nooit een nulpunt gemeen. 
Uit een en ander volgt drit we h(x)/f(x) kunnen splitsen op de volgende 
wijzet 

(5) 
h 2 (x) 

+----nr., 
(x-a2) c 

+ ••• + + 

met zekere polynomen h1(x), h2(x}, ... ,hj+k(x), elk van lager graad d1n 

de bijbehorende noemer. 
We kunnen nog elk der polynomen h1(x) ontwikkelen naar machten 

van de bijbehorende lineaire of kw:1dratische vorm. B.v. 
n 1-1 n1-2 

h1(x)=cn1-1(x-a1) + cn1-2(x-81) + .•. + c1(x-a1) + co, 

zodat 
h1(x) 

n 
( x-a) 1 

=--

- dm 1x+e 1 1· m1-
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De conclusie is nu: 

r(x) lt:iat een splitsin5 toe vein de gednonte (4), waarbij de vormen 

x-D 1 twee aan twee verschlllend zijn en de vormen x2+b1x+c 1 5een re~el 
nulpunt hebben en cvencens twee ::,rn twt'e verschillen,d Z1Jn, verder is, de 

echte breuk h(x)/f(x) to ~h.:hri,jven cils som vDn termen vnn de 5edcrnnte 

(5) A1,r 
(x-ai) r 

( r ~ n 1 , l= 1, 2, •.• , j ) 

en termen van de gedaante 

( 6) Bi .1 sx + C 1 1 s 

( X 2 + b 1 X +c 1 ) s 

met zekere constanten .'\ 1 r' n1 .,, , , , ,, 

Hiermee is de bcoof_;de spli tsin,; in pD rtHHe breuken gevonden. De 

vraag doet zich metecn voor, hoe we zo snel mogelijk de daarbij optre­
dende co~ffici~nten A,B,C berekenen. Je weg, wnarlangs we bovenstaand 
resultant gevonden hebben, :ls dnnrvoor- minder bruikbaar. We maken di­

rect gebruik vnn de mogeli Jkhcirl v·rn zo I n spli tsing en zullen achter­
eenvolgens een aantn 1 gev1 llen nrn opklimmende gecompliceeI"dheicl beh1n­

delen. Aangezien het niet op onzc wes ligt hogere-machtsvcrgel1Jkingen 
op te lessen, zullen we steeds van een splitsing van f(x) van de ged~an­
te (4) uitgaan. 

a) f(x) heeft slechts enkelvoudise retile nulpunten a 1,a 2, .•• ,an. 

Het is geen beperklni tc nemen f(x)=(x-a 1)(x-a 2 ) ••. (x-a 0 ). Bij gc­
ceven h(x), met graad <n, zijn er constonten A1 , A2 , •.. ,An, zodanig 

dat 

Vermenigvuldiging van beide leden met f(x) geeft: 

Subst1tueren we hierin x=a 1, dan blijft rechts slechts de eerste tem 
over. Dus 
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Dus is A1=h(a 1)/f'(n 1). ~lrcrneen hcbben we: 

h(a 1 ) h(1 1 ) 
A - --== 

1- f'(ai) (c11-"1H 1 1-1 ;:) ••• ( i- 9 1--,)(~ii-1 1+1) ••• (r:il ... nn) 

Voor-beeld. 
') , 

3x'--tlX+5 ' B C D ,;,'\ 

(x2-1)(x2-4) 
:::: 

x-1 + i+1 + x-2 + m- , 

met A• 2 1 B=, 14 7 , 5 5 
D=~ 2.-1.3 "" - :; , -2.-3 =) , C= n = 12, . 

b) f(x) heeft slc2hts re~le nulpunten 
n1 ,n2 , ••• ,nj, nlet 1lle 1. n is 

A 
""A11 1,n1 

met multipli<Jiteiten 

----- + ••• +-- + • • • • + 
n,1 x-r1_, 

( X -:1 '1 ) I 

Na vermenigvuldis; met f(x) vcrdw.ijnen de breuken. Substitueren we 
dan x-0 1(1=1,2, •.. ,j), d1n vinden we in elk gcval de constnnten 
A11 ,A21 , ••• ,Aj, 1 . ~m de overlcc 2onstnnten tc berekenen vullen wo een 
·, 1nta 1 wAarden v1n x in, ;'. -.1 t \\7C l lnca 1 re vergelijkingen voor de nog 

onbekende constnnten kriJ 
We kunnen ook de terr1en, wn rirvnn we de c oijff ic i~nten kennen, 

naar links hrengen, r~ctorcn x-n 1, x-0 2, •.• ,x-aj uitdelen en dan het 
eerste proc6d6 herh~len. l1chten dit toe ~~n de hand van het volgende 

3x 4 +x3 +2x 2 +x-r 1 " 

x(x-1) 2(x+1) 3 = x 
Voorbeeld. + B +~+ D + E + F 

(x-1)'- x-1 (x+1)3 (x+1)2 x+1 , 

met nog te bep8len co~ffici~ntcn A,D,:,J,E,F. We hebben 

Jx 4 +x3 +2x2+x+1=A ( x-1) 2 ( x+1) 3 +Bx( x+1 )J +ex ( x-1) ( x+1 )3 +Dx( x-1) 2+ 

Subatitutie van X=0,1,-1 geeft ochtcreenvolgens: 

Dua 3x4+x3+2x2+x+1-(x-1) 2(x+1)3-x(x+·1)3+x(x-1) 2 = 

=Cx(x-1)(x+1) 3+Ex(x-1) 2(x+1)+Fx(x-1) 2 (x+1) 2 , 

r: 4 3 2 2 ,f -:i \ or wel -x~+x +x -x = x(x -1) l0(x+1)~+E(x-1)+F(x-1)(x+1} J. 

Delen door x(x2-1), wat automatisch mogelijk is, geeft 
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-x ( x-1 ).c ( x+1 )2 +E ( x-1) +P( x-1) ( x+1). 

Substitueren we h1er1n X=1 en X= -1, dnr1 krijgen we C•O, E=1. Om F tc 
vinden, substitueren we ni.i P1:rnr X=O. t seeft C-E-F=C, dus F= -1. Tf,L­

slotte is dus 

2+ 1 1 + 1 
x (x-1) 2 - (x+1) 3 -(x-+-1)-2 

1 - - . 
x+1 

c) Het al5emene 5evnl. We kunnen hier beg1nnen met op dezelfde w1Jze 

nla vroeger de co~ff1c1~nten te 't:epalen die biJ de 11neaire vormen ho­
ren. Om de over:\ge cot!fficH!nten te bep1len substitueren we een :::r:rntsl 

waarden voor x en krijgen d~n een 31nt3l linealre betrekkingen. Of we 

lriten complexe getQllen toe en substitueren cle nulpunten v,rn de optre­
dende kwadrc1tlsche vormen • 

Voorbeeld. 

x+4 A + ¥ Dx+E 
2 2 = x x~+1 + x2+4' 

x(x +1)(x +4) 

met nog te bepnlen const~nten A,B,c,~,E. Wegwerken van de noemers geert 

x+4= A(x2+1)(x2+4) + x(Bx+c)( +l~) + x(Jx+E)(x2+1). 
2 Substltutie van X=O geeft ~=1. We aubstitueren nu een nulpunt v□ n x +1, 

d.1. X= +1 of X= -1. t Beeft: • 
i + 4 = i(Bi+G).3= -3B + 3Ci. 

Dus B= -4/3, C=-1/3. Substit:1tie v1n x=21 geeft 

21 t 4 = 21(2D1+E).-J= 12D - i, 

dus ":J= 1/3 1 E= -1/3. We hebben clus 

x:+4 1 + -4x+1 x-1 
x(x2+1)(x2+4)= x 3(x~+1) + J(x2+4). 

Ona rest nu nog de vormen (5) en (6) te integreren. W~t de vormen 
(5) betreft, hoeven we slechts op te merken dnt de formules (5) en (3) 
op p.144 onm1ddell1jk geven: 

alsr.)1. 
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~aar nu r een natuurliJk bctnl 1s, heeft de laatste rormule beteken1s 
zowel voor x )fl 1 als voor x <.ri 1. 

Nu de vomen ( 6). Berekenen we eerst 

S Bx+C dx, WL'.H" x:2+bx+c geen re~el nulpunt heeft. 
x 2 +bx+c 

'J 
Zoa ls bekend, is de vorm x'-+bx+c pos 1 tief voor a lle waa ttden van x. We 
zetten J b2-c:::d. Jan is d <0., doar de vorm x2+bx+c geen re~el nulpunt 
heeft. We merken nu op: 

1) in de breuk 2x+b is de teller de afgeleide v3n de noemer; 
x2+bxh: 

dus is deze breuk zelf de nfgcle1de vnn log(x2+bx+c), i.e. 

S 2x+b dx = loc(x2+bx+c). 
x2 +bx+t.: 

2) de 1ntegrna 1 J 2 dx . brengen we terug tot ( 20) door te sub-
x +bx+c 

stitueren x+~b=u (bedenkende dat -cl positief is). We krijgen dan 

S 12,dx = J gu = _j_ r-irc tg -~ = -l:: nrc tg ~ • 
x +bx+c u--a ~ 'V-d ✓-a ~ 

Gebru1kmakend V'"'n cle voorig::iande ui tkomsten vinden we: 

= ½B log(x2+bx+c) 
,-, I 
\.• +-,J::a" 

met C 1 =C-i Bb • 
"" 

Vervolgens beschouwcn we de intecri83l 

Pr=Pr(u) = J 15du r (r een notuurliJk getr::il). 
(u.::+1) 

De 1ntegranl P1 kennen we (zie (15),p.145). Voor r .>1 vinden we, door 
de integrAal Pr_ 1 partieel te integrcren, met 21 r-~ als te differen­
ti@ren factor en 1 ala tc integreren factor, (u +1 ) 

2 
p u + 2( 1 ) J. u du 

r-1 = (u2+1)r-1 r- (u2+1)r • 

Splitsing van de teller in de laatste integraal geeft: 

dus 
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We kunnen nu Fr voor• elk n1tuurlijk tal r bepnlen. B.v. 

We kunnen nu ·1 L~er·1een vonn ( C) i ntcgreren we gens 

5 Bx+c __ JiB(2x+b)+C' ~ dx ~ - -~ - dx 
(x +bx+c)r (x~+bx+~)r 

(r>1). 

Resumercnd kunnen we zcggcn d::it een pr1m1tieve vnn een r8tionalc 
functie nltijd een sor:1 ls v1n los1r1thmen v1n line11re of kwndratischc 
vormen., van nrcustangenten (<Ht 1 lles met numerieke cot!ffici~nten) en/ 
of een rationale functie. 

We besluiten met eniBe opmerkingcn over gevnllen waarin men de in­
tegraal van een r1tionnle functie sneller k1n vinden dan met de hierbo­
ven uiteengezette ~ethodcn. 

I. Is een polynoom in x een even or oncven f'unctie vnn x, dan ont­
breken in dnt polynoor:, :: lle even resp. o lle on even ma ch ten vrm x. Is 

dus de teller v,rn een breuk h(x)/r(x) even ofonewn, en eveneens de noe-

mer, dan is die breuk te 
0 

rationnle functie in x~. 
schrijven ols een !ehele mncht v3n x mnal een 

o k~n men onmiddellijk herleiden: 

X2+3 '\ E -+- +-,;- , 
(x2+1)(x2+4) = x~+1 xc+4 

,, 
wnarbij A en B volgen uit xL A(x2+4) + B(x2+1), hetgeen geeft A=2/3, 
B= 1/:3. 

II. Ia een ration~ functie gegeven in de gedoante 
( Bx+0 )( x2+bx+c )-r, Wi'.HH' r een no tuurli jk geto l en .;}b2 -c > O is, dnn in 

tegreren we die bet snelst op dezelfde wijze ols in het gevnl Jb2-c <0. 
Er komen dan, naast een rationale functie, lognrithmen van kwadratische 
vormen te voorsch1Jn, die ontbindbaar zi,jn en dus geschreven kunnen war­
den als sommen va.n logarithmen V":ln lineoire vormen. 

III. Beschouwen we een integrnal J" xP(x.:t,1)q dx, wnarbij pen q ge­

heel zijn en minstena een negatief. Is q positief, dan ontwikkelen we 

{x,t1)q. Is q= -1 en p >0, dan voeren we de deling door X.±.1 uit (als 
vroeger). Is q < ... 1, mnar klein t.o.v .• p, dan kan het de moeite lonen 
door part11le i,ntegrntie q te reduceren tot .. 4. Verder valt op te merken 
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J r:x 2-12x+18 
xJ-6x2+11:ir-6 

dx, J cix 
x3 _/+ _/5 +x6 ' 

s 
4 J~, J d~ s x9 X dx dx 

(1+x3)2, 1+x~\x4 
, 

(x+1) 1(5 
• 

X +1 

939. Intep;rnlen v-:m funct1es met wortelvornen. 

1. In een integranl v~n de Gedannte 

J R(x, ~' ~, ... ) dx , 

wrinr p,q, ••• nrituurlijke cets1llen ~ 2 zljn, :3 en b const:rnten en R een 

r□ tionale functie in de j81rnchter vol3ende u1tdrukk1n~en voorstelt, 
subs ti tueren we ~=U met n=k .g. v. ( p., -1, ••• ). Dnn komt men terecht 
op een integra~l v~n een r1tion~1c functie. 

2. InJ .nr?ix'+F" 
R(.x, V fua) clx ( n een n1 tuurl1Jk get a 1) 

substitueren we f/ (rx+b)/(cx+d)=u, wn::ir-n:-i we op een integraal vrin een 
rationale functie terechtkomen. Gana, wn1r de beschouwde integrnnl be­
st::-int. 

Voorbeelden: S dx 

x~ 
J '.?u du ,, J du 

= - ,,; ' = -c.. ~ [~=u] 

( 1) 

(1-u')u 1-u~ 

2 l 1 1-u I 0 1 . 11- vr:x = - og 1+u = -c. Oi, 1+ :.rt:;, (0<x<.1); 

f') 

J X cl X __ ( ( U '- -2 ) 2 U cl U __ 

Vx+2 ·- J u 

';:) Q)~ ( <- ~ I +''J = ._~x-3 x c • 
., . 

3. We beh~ndelen nu uitvoerig de volgende integr~2l: 
p/2 S xm(ax2+bx+c) dx , 

wnarin a,b enc const~nten zijn, m een ~eheel getal en peen oneven ge­
heel getAl is (men p mogen neg~tief zijn). We sluiten de triviale gc-,, 
vnllen, dat a.a 1a of ,t(axc.+bx+c) een volkomen kwndrant is uit; drin 

volt n.1. (1) onder de reeds behandelde typen. Door een lineaire sub­
stitutie kan men deze integ~aal terugbrengen tot een der volgende: 

J xm(x2_±:1 / 12 dx , J xm( 1-x2 / 12 dx . 

Voor de eerste moet het :tntegrrtievok bevat zijn in ( ... oa.,-1) of ( 1, c-;), 
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voor de loatste in (-1,1). 
OnmidclelliJk op te losscn is het ~eval m•1. We hebben in dat gcvnl: 

(3) 

( 3 I) 

Verder komt hct geval m=O, -1 onder de stnndaardintegralen voor; zie 

de formules (16), (18) en (19), p.145. 
We gaan nu nn wot bet effect is van substitutie van X=1/u in de 

a lgemene integraa 1 ( 2). Oak zullen we na an wa t we kunnen bereiken met 
partHHe integratic. Daarn:1 zullen we reccpten kunnen opstellen om (2) 

te berekenen voor willekeuri,~c waardcn 

geheel). Zetten we 

van men p (m geheel, p oneven 

r,/2 
Imp"" I (x)=Jxm(x 2+1) dx, 

I m,p 
J 2 p/2 

I' =I' (x)= xm(x -1) dx, m,p m,p 

2 p/2 
I" •I" (x)= 5xm(1-x ) dx. m,p m,p 

Bij substitutie van X=1/u krijgcn we 

f 2 p/2 f I") p/2 d 
xm(x +1) dx= -. u-r.1(1/u'-+1) j 

J ) ,) {"'\ p/2 
-m-i-c.( c.+1) d - - u u u, 

of wel 

Evenzo is 
I' (x)= -I' 1 (1/x) I'' m,p -m-p-2,p ' m, -I' 2 (1/x) -m-p- ,P 

( let op de mintekens in ck wortelvorm). 

PartHHe intcgratie hccft verschillcnd effect, al naargelang we 
xm of ( x2 +1) r/2 , etc. a ls de te integreren factor opva t ten. Integrc:rC;'n 

we de factor xm, dan kri j n we voor de eerste int.E.graa 1 ( 2), 1ngeva 1 m,/. -1, 

J xm(x2+1)P/2dx= j(x2+1}P/2 cfx- x::~ dx 

We z1Jn dus tereohtgekomen op een integraal van hetzelfde type, waarbij 
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de exponent m me_t 2 verhoo:;d en p 
:3;ebleven is. We kunnen dr? 1natste 

met 2 verlaa~d is, dus m+p constant 
integraal nog verder herle1den door 
we xm+ 2=xm\(x2+1)-1}, dan kunnen we de volgende ovcrwc~in • hrijven 

We onderstcllen nu dnt ·1+ ~ r/0, 1.c. m+p/ -1 is. We ziJn er in ge:-m+1 
slaagd de oorspronkeliJke intesrJal terug tc brengen op een van hetzelf-

de type, waarb1J de exponent m dezelfde 5ebleven is en p met 2 verlaagd 
is. We kunnen de resultaten als volgt weergeven: 

1 m+1 2 r/2 p 
Im,p(x)= m+1 x (x +1) - m+1 Im+2 ,P_ 2(x) (m1 -1) 

1 J~ 0 p/2 
I ( ) --- xm· 1 (x'-+1) + P m,p x = m+p+1 m+p+1 Im,p_2(x) (m1 -1, m+p,( -1). 

Beschouwe:n we not~ even liet gev:J 1 m+p= -1. Dan is 1 + m~1 =0 en 

volgt uit het bovcnstanndc onm1ddel11Jk de waarde van 

¥ Jxm(x2+1) dx. In dlt ccval ism even, zeg m=2q. Dan is p-2=-1-m-2= 

= -(2q+3}. We hebben du □ 

:)q2J ' 2q21 
( 4 ) ( ) ( 2 q ( '2 ) - . -1 2 q + 1 ( 2 )-

I 2q, - ( 2 q + 3) X = JX X +1 OX= 2q+1 X X +1 · 

Men kan dit resultaat oak aflcidcn door te substitueren X=1/u en doarna 
( 3) toe te passen. 

I) p/2 
Integreren we nu particcl, waaro1J we (x"·+1) als de te integre-

l'."en factor ncmen. We vinden: p+2 
p/2 2 ~ J xm( x 2+1) dx= Jxm-1 d (x +4 ) -·- dx ax p+2 

£# p+2 
= 1 xm-1 (x2+1 ) ,. _ m-1 J xm-2( 2+1 )~d p+2 p+2 X X. 

Nu is de exponent m met 2 vcrlaagd en p met 2 verhoosd, Door nag een 
splits1ng toe te passen kriJgen we: 

~ p/2 J xm- 2(x2+1) dx= J (xm+xm- 2 )(x2+1) dx 
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dus 

dx, 

of wel I?$ 
( ) 1 m-1( 2 1 ) ~ m-1 ( ) 1m,p x ~ m+p+1 x x + - m+p-1 Im-2,p x (m+p,' -1). 

Nu is dus m met 2 verlaagd en p const3n~ Gebleven. 
Analoge herleidingen gcldun voor de andcre integralen (2). 
We zijn nu in sta3t cen al~cmeen reccpt te geven voor de berekenin~ 

van de integralen (2). Het is nls volgt: 

A. m oneven 1 pos1t1ef, Door parti~le intc~ratie, zonder daaropvolgendc 

splitsine;, de exponent m verlagen tot 1, Daarna formule (3) of (3') 
toepassen, 

B. rn even, m+p <. -1. Door de substit1.,1t1e x=1/u komen we wcgens -m-p-2 

oneven, positief in hct vori~e geval terug, 

C. m even 1 m+p ~ -1. :·1.0 nod ecn- of meerm::ilen op een der genoemde wij-

zen particel inte~reren, tclkens cevolsd door een splitsin~ van de 

integrand, totdat de som m+p reducccrd is tot -1. Vcrvolgens par­
tieel integrercn, zonder splitsen, tot m=O en p=-1 gewordcn is. Men 
kan ook m+p rcc1,1cercn tot -3 en dm: formula (lt) toepassen. 

D. m oneven, ne~atief. 
gevallen. 

substi~utie x=1/u le1dt tot een der vorige 

Voorbeelden. I J ~dx (-1<.x<1) 

wordt volgens G tierekend door partiecl tc integrercn en daarna de inte­

grand te splitsen. DifferentHircn we hierbiJ d0 factor ~, dan krij­

gen we een integraal van het tyne (2) met m=O, P=-1. Dus herleiden we: 

J ~dxax 'M + J J,~ dx 
1-x 

• x..r,::;:e+J ✓~:x2 . s~ dx, 

dus 
2 J~ dx•xQ+ Jv, ~x2 , 

1-x 

J ~ dx1111 ½x~+ ½ arc sin x (-1 <x <.1}. 
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II. J 2· r-2 1 3 · ~ 1 ) 3 -x x ·v1-x· dx- - x '\/1-x~- - x , _-, 2 dx 
3 3 '\/1-x 

1 3 ... ~'? 1 l x2dx 1 r t")_ 12 • -:- x ·v 1-x' + ,... ✓ 2 - "5'" x r... 'V 1-x. dx., 
3 3 1-x J 

dus 

in verband met I dus 

r 2. ~ 1 3-~ 1 . ~ 1 J x ·v1-x~dx= ~ x 'Y1-x~- E x'\/1-x' + 8 arc sin x. 

( dx 
III j x2 ✓~2 = 

J u du .r,:s--- 1 - f"2"" 
"" - ,. rF = - '\/ u ~ + 1 = - x 'V x - +-1 • 

·vu +1 

Later zullen we zien hoe, speciGal in bE:paalde 1ntegralen, gonio­
metrisehe substitutics soms sneller tot rcsultaat leiden. 

4. De intecraal 

f g(x)(✓ax2 +bx+c)P dx, 

waar g(x) een polynoom is, n,b,c constanten ziJn en p ecn oneven geheel 
getal is, wordt door een ~cschikte lineaire substitutie overgevoerd in 
een som van integralcn v:rn hct rlierboven behandelde type. 

5. De 1ntegrnal 

I = J (x+j,~f x&;;'2+tx+c dx, 

waar g(x) een polynoom is en k cen natuurliJk getal, is tot het vorige 
type terug te brengen. We schrijven daarto(;;, 

~(x) '"'g (x) + 82(x) , 
(x+ ot..)k 1 (x+ oc..)k 

waar g1(x) en g2(x) polynomen z1jn en een graad <. k heeft. we 

kr1jgen dan 

f g1(x) 

I • '::J:i12+bx+c 

De eerste integraal is van het vorige type. In de tweede substitueren 
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we x+c;.,. ¾; hij gaat dan over in 

J (1) k-1 g3 u u 
f\/ l u 2 :::;:_ n du ' 

waar g3(J} een zeker polynoom in a is van graad < k, en dus g3(:)uk-1 

cen polynoom 1n u, en 1,m,n zekcre conatanten zijn. De laatste intcgrJal 
is dus van het vorigc type. 

6. We bchandclen nu de integraal 

(5) J e;(x) . dx 
(dx2+ex+f)m ~~ ' 

waar g(x) een polynoom is, m cen nntuurlijk gctal en a,b,c,d,e,f con­
stanten zijn. Het is geen ~cpcrkin~ aan tc numcn dat de graad van g(x) 
ten hoogste 2m-1 is. We moscn ondcrst~llcn dat de vorm dx2+ex+r geen 
reHle nulpunten heeft, omdnt we in dat ceval (5) kunnen terugbrengen 
tot een som van intccralcn van ~ct type 5, door n.l. ~(x) min 

(dx +ex+f) 
part1~le breuken te splitsen, Vcrder mosen we onderstellcn dat de vorm 
dx2+ex+f geen vcelvoud is van d;.:; vorm ax 2+bx+c, d.w.z. daaruit ontstaa.t 
door vermenigvuldit;inf~ met et:n constantc: in dnt gcval is (5) van hct 
type 4. 

Onder de genoemch: ond0.rs tel ling12n pro'bcren we de subs ti tu tie 

(6) 0:..Z + ~i. 

X = z+1 1 

met nog te bepa lcn cons t:1 tc n <:( en (1 • De.: bt:ide kwad ra tische vormen 
gaan dan over in 

(z:•1) 2 \ d(o<..z+ ~) 2+ c( e7-,.zJ-p)(z+1)+f(z+1) 2 } 

= 1 2 l (d<X. 2 +e,·,,.+f)z~1 +(2d(.)(..12 +ea.+ef,i +2f)z+(d~ 2 +e~ +f)~, 
(z+1) 1 j 

resp. 

( z:1 ) 2 ta ( 0\. z+ ~) 2 +b ( ~ :~ + (.; ) ( z +1) +c ( z +1) 2 ~ 

• 1 2 J (a~2+b~ +c)z2+(2a,-,c.f!) +bc,..+br-. +2c)z+(a ~ 2+b~+c)L • 
c z+1 > l j 

We Willen nu oc. en (\ z6 bepalen dat de tcrmen met z wegvallen, dus dat 
geldt: 

(?) j 2d ot.. (, +e( 01-. + ~ )+2f=0 
{ 2a-. r.i ..,.b( o.. + (?, ) +2c-=O • 
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Is ao-bd•O, dan kunncn we ..,c.. en (l niet u1 t ( 7) oplossen. Maa r in 

dat gcval wordcn de bcide vorrncn dx2+ex+f, ax2+bx+c tot een zuivcre 
2t:-h 

vierkantavorm teruggcbracbt als we substituercn X•~. 
Beschouwen we nu 'net ceval ae-bd,"O. Dan leiden we u1t (7) af: 

I\ lJf-ce 
d,..,,.. = nc-bd ' 

01..+ P., cd-a f -r = ne-'60 • 

'~ 
Dus zijn CJ(,. en ~ wortcls van cit..' volgende vierkantsvergelijking in ;,; 

(ae-bd)! 2 + 2{af-cd)}+ {bf-ce)•O. 

We bewercn dat deze vierkantsvcrgelijkins twee verschillende re~le wor­
tcls heeft. Hct is daartoe voldoendc te laten zien dat ziJn discriminant, 
zeg D, positief is. Wo hebben 

D = (af-cd) 2 - (ae-bd)(bf-ce). 

Hierbij 1s (ae-bd)(bf-ce) cen homogene kwadratische vorm in b en e; 
splitsen we, mi vermenigvuld1g1ng met -4df, een kwadraat af, dan vind1,.;n 

we: 
-4df(ae-bd)(bf-ce} 

= +4df { dfb2-(af+cd )e+ace2 } 

= {2dfb-(af+cd)c} 2 +4acdfe 2-(af+cd) 2 e 2 

= \2dfb-(ar+cd)e } 2 -(af-cd) 2 e2 . 

We merken op dat df positief is, omdat dx2+ex+f verondersteld werd 
geen re~le nulpunten te bezitten. We hebben nu: 

D == (af-cd) 2 + ~ [ (2dfb-(af+cd)e2 )-(af-cd) 2 e2 ] 

= _j_ f (af-cd) 2 (4df-</) + (2dfb-(af+cd)e) 2 ]. 
4df L 

De factor 4df-e2, het tegengestclde van de discriminant van de vorm 
dx2+ex+f, is zeker positief. We merkten al op dat df >O 1s. Uit de laat­

ste uitdrukking voor D volgt dus dat :) i O is, terw1jl voor D=O vereist 
is: 

af-cd=O, 2dfb-(af+cd)e=O, 

due 
a f==cd en bf•ce. 

Stelt men?• A (vgl.d!O)., dan leidt dit tot 

a• Ad., c• ">..f, b= >..c. 

Maa~ dit ken n1et, omdat we uitgesloten hebben, dat de vormen dx2+ex+f 
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en nx2+bx+c evenrcdig zouckr, ziJn. Dus 1s D > O. Dus, ale ae-bd,'O is, dnn 

zijn er twee rtrle, verschillende getallen ~on~, zodan1g dat (7) gcldt. 

We mogE.n dan de substitutic (G) uitvoeren, met die waarden van°'- en ~ • 

LatC;n we b1J d(: f.>:er;ocmdt: substitutie hcbbt:n: 

OI. .. ~ 

== (z+1)~ 

daar g(x) een polynoom van hoogstcns de graad 2m-1 is, is hierbij 

g(a.~:f )(z+1 )2m-'1 cen polynoom in z van hoogstens de graad 2m-1, ZE..g 

h(z). 
De conclusie is dat ender de in de aanvang genoemdc onderstellincen 

1n beide gevallen: 4) ac-bd=O; 2) ae-~a,o de integraal (5) terug te 
brengen is tot een integraal vsn de vol."TTl 

(5 I) J h(z) dz 
(d1z~+f 1 )m ✓a1z2~ , 

waar a 1,<o, a1,o en h(z) c.cn polynoom in z is. We gaan nu na hoe we (5') 
kunnen integreren. 

We splitsen h(z) in de som van twee polynomen h1(z) en h2(z), wnar­
bij h1(z) alleen onevcn machten van z en h2{z) alleen even machten van 
z bevat. In J h1 ( z) 

-(-a-,z~2~+-r_
1
_)_m_r.(;';?-~a~

1
•z=--+•c-=-

1 
dz 

substitueren we ✓a 1 z2 +c 1 =u; we ~ebben 

du 8 1z 
az = ,Va 'z2+c 

1 1 
van de vonn 

J 

dz u . , dus z ".'!f':":' == - , uu a 1 
dus komt er een integraal 

* met een zeker polynoom h (u) in u. De 1ntegraal 
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J h 2(z) 
~ m:t.:=::2 1 dz 

(d 1z +r 1) •ya 1z +c 1 

br~ngen we tot de vori~c terug d.m.v. de substitut1e z= 1: er komt d n 
in de teller een polynoom m~t alleen onevcn machten van t. 

Voorbeeld I. J1 dx 
I• 0 (x~-x+1)~::1 • 

Hier is rn-1 en de teller zeker hoogstens van de graad 2m-1•1. De 
vorm x2-x+1 heeft .seen retHe nulpunten en is geen veelvoud van x2+1. 
Dus zijn de voorg3andc bcschouwin~en van toepassing. Subst1tut1e van 

X• ~z+~ in de vormen x2-x+1, x2+1 geeft: -m-
x2-x+1 = 1 2 } (""-2- ~+1)z2+(20(..~- o..- ~+2)z+ ~2- (?>+1 l , 

(z+1) l · f 

We stellen nu 2a-.f-.- o..-~ +2=0, 20\..~+2=0. Dit geeft 0!{>•-1, a...+~==0. Dus 

ot=1, r-, =-1 of Ol=-1, ~ =1. 
~ 1-z Doen we de keuze 0(.=-1, ,- =1, d.w.z. substitueren we X= 1+z. Dan 

komt er 
0 1 :1 

I •I -2(z±21__ dz='V2J . zdz +~ ( __ d_z_,.,,,,,....,,,,,,,, 
1 (3z2+1)~ 0 (3z 2+1)~ ~ (3z2+1)\!?+1 

•V2.(I1+I2) • 
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Dus tenslottc 

II dx 

Door subs ti tu tie van X• ~!1 ~ kr1jeen we: 

x2 +x+1 •. 1 ~ i (,.,,,2+0i.+1)z 2+(2~~+«-+ (?>+2)z+ (?, 2+(1+1 l . 
(z+1) l i 

We bepalen Ciwen (i zodanig dat 2Ql..~-«.-~+2•0, 2-.~+0,,.+~+2=0. Dat geeft 

oc..+p. .. o, «.~•-1, dus b.v. o(.=-1, r-,=1. We vinden 

::, 
I ( 2{z+1)dz . _ I + I 

- ~ Gz2+1 )W+3 - ., 2' 

1 2 
I j 2z dz J 2u du 

1 • 0 (3z2+1)WB s (3u~-8)u 
VJ 

met 

= 3 .2. \lsiJ lo,i I~:~ I 42 
• ~ log ("'5-V2)(3+'V8} = f;V6 log ("/3-"'2.)(3+2V2), 

2''/6 ( V3+'V2)(3 .. ,J's) 
1 oQ 

I ( 2d z _ 2 J t d t 
2 = ~ (3z2+1) ~ -· 1 ( t 2+3) 1+3t2 

1<X> ju du 2 loo 
• 2 1 2 • ,v'8 arc tg ~ 

1(u +8)u 2 

• ½'V2 (f ... arc tg 'V"2) • ½ 'V2 arc tg 4/2, 

dua 
I • t"'6 log( AJ!-'\J2){3+2'·../2) + ½~ arc tg ~-
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~40. Inte5retie van rationale ,runcties van sin x en cos x. 

We beschouwen allereerst de integraal 

( 1) 

waar men n gehele getallen zijn. Ism of n <O, dan mag het 1ntegrati~­
vak geen punt (2k+1)~ resp. k'IT (k geheel) bevatten. 

a) ZiJ een der exponenten onevcn, b.v. m. Dan gaat (1) door sub­
st1tut1e van sin x •U over in de integraal van cen rationale functie 
van u. Want cos x • fx,s1.n x en een even macht van cos xis rat1onaal 
uit te drukken in sin x. 

b) Zijn beide exponenten even, dan voert in elk geval de substitu­
tie tg X•U tot de integraal van een rationale funct1e. Want 

1 d 
~ • ax tg x, 

008 X 

1 2 --2- =1 + tg x, 
COS X 

[ U = tg X] • 

De subst1tut1e tg x = u is zekcr geoorloofd in een interval dat geen 
punt (2k+1)f bevat. Op analoge wijze kan men de subst1tut1e cot X=u 
gebruiken; die is geoorloofd in een interva 1 dat geen punt k1T bevat. 

c) Zijn beide exponenten positief, dan kan men door toepassing 
van goniometrische formulen de integrand herleiden tot de som van een 
aantal s1nussen en cosinussen en daarna integreren. Men kan b.v. ge­
bru1ken sin2x cos 2x=(½ sin 2x) 2 =; (1-cos 4x). 

d) Zijn beidc exponenten even, is m+n >0, maar een van de exponon­
ten negatief, dan kan men partieel inteGreren tot de negatievc exponent 
nul is geworden en dan verder volgens c) te werk gaan. 

e) Het Speciale geval m+n=O. We hebbcn don te maken met de inte­
graal j tg"x dx, waar n een geheel gctol 1s. Voor n=O resp. 1 hebben 
we: 

J dx•x, J tg x dx • J 81~0 : ~x = - log l cos x l . 

Voor n >1 splitsen we de integrand: 

tgnx • tgn~2x. tg2x • tgn-2 x. 
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zodat ( · 
J tgnx dx • n~1 t .n-1x 

E, -

Di t 1s cen recursieformulc d le ons in str1a t stel t om ) tgnx dx tc: b-.: rc­

k~nen voor n >1, omdat w~ ~iL intcg~n~l kLJnncn voor n=O en n=1. 
Is n <.O, d:n1 is m=-n > O ._:n schr1jven we de gegevcn integraal lh:­

VE:!I' a ls ) cotmx dx. Die kan 0p dezelfd(;; wi j ze behandeld word en. 

Voor':>e::elden. 1 ) ( 1 10 d _ ! 81 .... 1ox d sin x dx sin 11x J s n X cos X X n J ,, dx = - 11 

2) j" ~ = 
sin x 

.1i 1 1-cos x 
= + 2 og 1 +c OS X , 

wat nog herleid kan warden tot: 

{x/k 71) 

d 

dx 
COB X ax 

d sin x dx 

dx 

=~log 1+sin x 
1-s1n x 

=½log 1-cos(x+ TT/2) 
1 +COS ( X + iT /2) 

( x/. ( k+'}) 7T) • 

4) J dx _ -J 1 cos3x - -(1 ___ s_i_n2_x_)_2 
d sin X dX= 

dx 

wegena 1~ =-:-¾: -J~· 1 2 2 .2u du= ~ -2 f du +2J~ 
1-u 1-u (1-u) 1-uG J (1-u2)2 1-u 

h~bben we 

J du = 1,J~ + 1 u _ 
( 1-u2)2 ~ · 1-u... ~ 1-u2 -

due is tenslotte 

J nx3 • _ J log 11+sin x I -
cos x 1-sin x 2 

1 log J 1+u \ + ~ lf 1-u c:. 
u . 

1 ... u2 ' 

( x,,l ( k +½ ) iT) • 
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s)J d~ • -J(1+cot2x) d cot x dx= -cot x - ! cot3x (x,'k .,,). 
sin x dx 

6) fa1n4x dx-f( 1"00: 2 X) 2dx= J(.J- - ; cos 2 x +~+;cos 4 x)dx 

3 1 1 4 =Ex - l sin 2 x +-rt sin x. 

7)fs1n4x ax .... + s1n3x ... 3J 1 sin2x cos x dx 
cos2x cos x COG x 

s1n1x - ½x +{ sin 2 x ( x1' ( kfi ) 7T) • - COS X 

8)Jtg3x dx= Jtg x. 1-cos2x dX=- ½tg2x - ftg x dx 
cos2x 

= ½ tg2x + log I cos xi ( x1'( k+½) 71). 

9)Jcot2x dx•J 1-s1n2x 
s1n2x 

dx = - cot x -x (x,'k 77). 

We merken op dnt men op geheel analoge wijze de integraal 

{2) 

waar men n gehele get!'l11erJ zi iri_ k.ci11 beh:rndelen. Men heeft irnmers arn­

loge formules voor de afgeleiden van sh x, ch x, th x, cth x. Zo heeft 
men: 10}1~ =Jah X dx = f du 

sh x ch2x-1 u2-1 
[u=ch xJ . 

Dus J dx l 1 ch x-1 
-sh x = 2 og · ch X+1 

J J 2 
11) . th3 d th ch x-1 X X = X. - 2--

ch X 

• log ch x - ½ th2x. 

Men kan de 1ntegralen, beschouwd in het begin van j 39, terugbren­
gen tot de hier beschouwde, ala men substitueert x-sin u, x-cos u, 
x-sh u of x. tch u. Men maakt hierbij gebruik van de formules -
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Dus in J xm(x2+1)Pl2ax substltueren we X•Sh u, waardoor we kr1Jgen 

f xm(x2+1)Pl2ax. Jshmu chP+1u du. 

Evenzo vinden we door subst1tut1e von x=sin u: 

fxm(1-x 2)P/2dx= Jsinmu cosp+"lu du (-1<x (1; -;<u<~. 

Tenslotte is 

Jxm(x2-1)P/2dx= .±. Jchmu shP+1u du, 

met ala subat1 tut1efunct1e X=ch u in het intervn 1 x) 1 en X• -ch u in 
het interva 1 x < -1. 

Speclaal voor bepaalde 1ntegralen lelden deze subetitutiee soms 
snel tot reeultaat. We hebben b.v. 

1 1Tli2 [ 'Max: cos u.cos 
0 0 

-
Jl/2 

u du= ½i (cos 2 u+1)du 

[ ] Tf/2 
= li sin 2 u + ½u = f . 

0 

Hier staat te lezen, d;:it de oppervlakte van een kwart van de eenheidn­
cirkel gelijk 1s aan 7T/i+ (zie: ook de definitie van 7T als halve omtrd: 
vnn de eenheidscirkel op p.118}. 

Elke integraal 

( 3) f R(sin x, cos x) dx, 

waarbij R(sin x, cos x) rationa~l opgebouwd is uit de functies sin x en 
cos x, gaat over in de 1ntegrnal van een rationnle functie ala we sub­
stitueren 

tg ½x == u 

We hebben immers: 

fx tg ½ X • 

of cot lx = u. 

1 2 a ½(1+tg2½x), 
2 cos ½x 

sin x • 2 sin ½x cos ½x• ~ tg ¼x, 
1+tg2½x 
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We vinden dus: 

JR(oos x, sin x) dx•J 2 2 R( 2 t5~x 
1+tg ½x 1+tg ½x 

f 2 ( 2u ~) du 
== 1 +u2 R ·1+u2 ' 1+u 

[u=tg·; X J . 

De subst1tutie in geoorloofd in elk interval dat geen punt (2k+1)77 be­
vat en ook geen punt waar R(cos x, sin x) oneindig wordt. 

We beschouwen speciaal de integraal 

f a cos x d: b sin x 

Deze integraal bestaat in elk interval dat geen wortel van tg X= - ~ 
bevat. Substitutie van tg} x=u in een interval, dat bovendien geen 
punt (2k+1) 7T bevat, geeft: 

dus 

f. dx = - ~-92 log l oa tg-~x-b+ :4~~ 1. 
cos x+b sin x \/,: +b f tg½x-b- Va +b 

We merken op dat de uitdrukking ~chter de logarithme een eindige limiet, 
en wel limiet 1 heeft, in elk punt (2k+1) 7T. We kunnen hier dus de 
hoofdstelling toepassen op elk segment dat geen wortel van tg X=- % 
bevat. 

Een andere wijze van beh~ndeling is de volgende: 

I dx Ja cos x+b sin x dx 
a coe x+b e1n x • (a cos x+b sin x) 2 

• f a~+b~-(b 
1 • _c!_ (b cos x-a a1n x) dx 
cos x-a sin x) 2 dx: 

1 log t \Ja2+b2+b cos x-a sin : \ . • 
2 Va'2'+'i 2• 7a2:;t:_b cos x+a sin 
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Dit antwoord kan tot het vor1ge worden herleid. We voeren dit niet uit. 
Zijn a en c constanten f-0, dnn moet men ook f O ~~s x+c met de '':'.":! -

st1tut1e tg ¼ x •U beh□ ndelen. We hebben 

J a c:: x.-c = J, ( 1-t~2l:) +c ( 1+tg2i,x) • c·o:2½x • 2 I a +c :~ c-o )u" 

[u=tg ½ x] • B1J de verdere herleld1ng m~akt het verschil uit of n+c en 
c-tl positief, negatief of nul zijn, Bijzonder eenvoudig zijn de gevr?llen 
a+c•O en a-c•O. We hebben dan 

,, 
Het bovenstaande is geldig in elk interval dnt geen wortel van cos X= - ~-

en geen punt ( 2k+1) T( bevn t. 

Op analoge wijze worden behandeld 

f dx 

b sin x+c 
, J dx 

_a_c_o_a_x_+_b_s_i_n_x_+_c_ 

Voorbeelden. 1 )f 1T/4 __ d_x___ l'/4 

0 4 co"s x-3 sin x = J 0 

dx 

tg Tr/8 

= f 2-2:t3u · 
0 

Deze herleiding is zeker geoor-lnofd, 4 daa r het scgmen t ( O, 7T/4) geen 
( 2 k+1) 7T en geen wortel vnn tg X= ~ bev;,t. We berekenen nu eet'st 
,1' ::tg 7T/8. We hebben 1=tg 7T/4= ~; in verband met ci<. > O dus 

ri.. :a ... 1+ V2. 1-o( 

We krijgen dua: 

f7T/4 a 

0 
4 cos :_3 sin x = 

-1+\'2 

J 0 

__ 1 .. -1+ V2 
-2--- - 2 
2u +3u-2 

0 

du du 

1.. dv i .. 1/4+V2 

= ~ ~ 25 = 
1+V2 .\ 

3/4 V ... "ffi' 

• 1 log V2+1 • 1 log ( \/2+1 l3 
5' 2(3-2 ¥2) 5' ~ 

2)f T{ 2+::. x •moet gesplitst worden. We hebben: 

0 

' r:) ') -v /"'.' t:..,, 
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J dx -~ dx .2(.du _ _g_arctgtg£;!, 
2+cos x ) ( 2+2 tg~½x+1-tg~½x)cos2½x J u2+3 v'3 \/ 3 

2 iT 7T 21/ .. Ti 12"/Tj 
dus ( dx =1 + ( = ,~ (arc tg tG}._xl 1 + arc tg tg½x _ 

JO 2+cos x O J11 v 3 l V 3 0 VJ II 

2 [T( 71'] 27T' - V3 2 -( - ~) - VJ . 

3 )JTT2 dx 71 dx 

0 cos x+ain x+3 = I (2-2 tg2J,x+2 tgix+3+3 tg2½x)cos2½x = 

Joe du foe dv J 00 Ti 1f Tr = 2 2 = 2 -ior- = arc tg v = ~ - r. = ~. 
O U + 2u +5 1 V c. +4 1 c. 't 't 

Soms kan men een integraal van het type (3) rationaal maken door 

te substitueren tg X=u. Indien dat zo is, dan is deze substitutie tt 

prefereren, omdl'lt hij mi.nder bewerkelijk is. We volstaan met enige -.r('l :,,· 

beelden._ -i-1' 

I (l/2 J tl/2 1 
1~ 0 (cos x+si/:)(cos x+2 sin xtf0 (1+tg x)(1+2 tg x) ,, ~~· " 

=jo<J>(h - ~)du= log ~~, rP = c::u+ I u+ I ll+ I 

O 0 

Joe du 

= 0 (u+1)(2u+1) 
log 2. 

Jll/2 if.' 

2 cos x dx J du 

0 (cos x+sin x)(1~cos 2x) = 0 -(u_T __ 1_)_(_u_2_+_2_) 

Qt:) J 1( u-1 1 ) , 
= - - 7r:"': + - eiu 

3 u +2 u+1 
0 

• [-t log fu2+2I + 3~ arc tg ~ + J logju+1IJ~ 

• ~I"':!. arc tg u \~ - 1 log u2+2 joe= 1 7iV2 + J log 2. 
3v 2 "2 0 b (u+1 )2 0 ~ 
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§ 41. Inte~ratie van functies van ex, log x, arc sin x, arc tg x. 

We behandelen enkele typen. 

(n een natuurlijk getal). 

Door part1eel te lntegreren en daarb1j de factor xn te integreren vi~­
den we J xn ex dx=xn ex-n J xn-1 ex dx. 

Door dit te herhalen komen we tenslotte terecht op f exdx=ex. 

II. J ex cos X dx. 

We integreren nu twee maal partieel, danrbij b.v. beide keren de r~ct,~ 
ex integrerend. Dan krijgen we: 

X X s· X J e x dx= e cos x + e sin x dx 

= ex cos x + ex sin x - Jc/ cos x dx. 

We ziJn op de uitgangs.integraal terechtgekomen en vinden 

Jex cos x dx = Jex(cos x + sin x). 

Evenzo bepA~lt men 
natuurlijk ook J xn eax 

III. J xd.. log x dx 

Jex sin x dx. In plaats van I en II 
dx, f eax cos bx dx beschouwen (a, b 

( of-.. een constente). 

Door substitutie van lac x=u zaat deze integraal over in 

kan mer 
constnntt~n). 

f e( v- +1 )u u du, wDt van het type I is. Is ,t.., ,I -1, dan kuri­
nen we ook partieel integreren: 

(A +1 f x c:J.. log x dx = _x __ lofl, x - 1 fx cl- +'1. ~ dx 
ot.. +1 cl.. +1 

1 ~+1 1 o(.+1 
= - - x loe: x - ---.... x , 

<:J- +1 ( o'- +1) 2 

IV. Jxn arc sin x dx (n een n3tuurlijk getal). 

Door parti~le integratie krijgen we 
xn+1 

arc sin x dx • =-:--::i- arc sin x­n+1 
1 f xn+1 

n+1 v:1-';2 dx • 

Daarmee is de integraal teruggevoerd op een van bekend type. 
Op analoge wijze behandelt men J xn arc tg x dx. 

1 1 

$)p;pve 119. Bereken J -::T,.+ yjx , f m dx. 
0 0 
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( X ) 'l of' X ( •1), 

OpgFive 121. Geer 1·,n hoe: (1e jntegr('.).cil 

J R(x) {t1x2 + bx + c )P/2 dx, 

wsar R(x) een rationale funct'.Lc voorstelt, :::i,b enc constznten z1Jn <.::n 

p een oneven, geheel gct11 is ( > o of ( O), beh:rndeld moet word en. 

Opgave 122. BepnPl 

J x2 

(x+1) Vx~~ dx • 

Opgave 12). Bepaa l J r'\dx 2 , J-4- , f s1n3x cos3x ax, 
sinLx cos x sh x 

Cpg3ve 124. Bep83l X e Bin X dx, X sin X dx, J X J 3 J~ log X JX, 

J (are sin x) 2 dx, J x a re 
(X) 

x dx, J e-ax cos bx dx (·.,l· > 1..·). 
0 

Opgave 125. Leid recursiefor~ules ~f voor 
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§ 42. Intefiratie van reekseE_. 

We weten reeds dat rationale functies en functiea met wortelvormen 
vaak pr1m1tieven hehben, die n1et meer tot deze klasse van funct1es be­
horen. En sle~hts in een anntal gevallen kunnen we f'unct1es, die expo­

nentHHe of goniometrisc:ie u1tdrukk1ngen, of de inversen daarvan ( logo -
r1thm1sche reap. cyclomctrische uitdrukkingen), bevatten, in "gesloten 
vorm" integre:-e:n. E!" zl jn echter andere methoden om een 1ntegraa l aan 
te pakken. B.v. methoden met behulp waarvan we in vele gevallen een pri­
mitieve kunnen bepalfn in de vorm van een oneind1ge reeks van functies. 
Men begint daarbij met de integrand in een reeks te ontw1kkelen. We zul­
len h1er allereerst een aantal stellingen behandelen betreffende de 1~­
tegrat1e van reekaen van functies. Literaard zullen we daarbij gebruik 
maken van een aantal begrippen en resultaten, behandeld in de cursus 
analyse II, speciaal toegepast voor reijle functies. Van fundamenteel 
belang is het begrip "uniforme convergentie van een reeks functies". 
Voor re~le functies, gedefinieerd op een interval,. luidt het ala volgt 
(zie an II, pp.41 en 45): 

Laten r1(x), r 2(x), •. ..,fn(x), ••• rel.He funct1es zijn., alle gedef~1 •· 

~tecrd op een segment of interval (a,b). )an heet de reeks functies 
co L f 0 (x) uniform conver~ent op het interval (a,b), als er op (a,b) ern 
n-1 
functie s(x) bestaat, z1) dnt er bij elk ~etal £} O een rangnummer N 1s 
te vinden met 

als n):r en xc(a,b). 

De functie s(x), indien 11 ij bestaat, 1~ eendu1dig bepaald en heet de 
~vm van de reeks. 

Stelling. Laten de func•,ies r1(x), r2 ,x), •.. ,rn(x), ... gedefinieerd., 
begrensd en integre~rb' a r zijn op ee:1 segment (a, b) ( dus a en b eind te} . 

Indien dan de reeks L';.=1 f n(x) yr:iiform conver5eert op het segment. 
(a,b)., dan is ook a, som van die re<.;kc:i integreerbaar over (a,b) en er 
geldt! 

ni .. a .. w. integratif: en sommatie mogen worden verwisseld. 
00 

(n•1,'.2, •.• ), s(x)s ~ rn(x). 
n•1 

~• bew1Jten eerrt dat s(x) integreerbaar is over (a ,b). Z1j E. > o. Er 
~.,, een ~•nsnumer m, zodanig dat 
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voor a< x < b. - .. 
De schommel1ng van s(x)-sm{x) over (a,b) 1s dan kle1ner dan 2. e, = 

4{b-a) 
• €. • Dus is het somversch11 van s(x)-s (x) t.o.v. een willekeur1-

2(b-a) m 
ge verdel1ng van (a,b) kle1ncr dan ½ t (zie p.83). Verder 1s de functic 
sm(x) e1genl1jk integrcerbaar over (a,b), ala som van e1nd1g veel eigon­
lijk 1ntegreerbare functies. Er is dus een verdeling D van (a,b), z6 
oat het somversch11 van sm(x) t.o.v. D kle1ncr is dan ½E. Het somver­
schil van s(x)= {s(x)-sm(x)} +sm(x) t .o.v. D is dnn kleiner dan £. Er 
volgt dat s(x) 1ntegreerbaar is over (a,b) (zie eerste 1ntegrab111te1ts­
cr1ter1um, p.87). 

Vervolgens leiden we ( 1} a f. Zij we;er ::: ) 0. Er is een rnngnummer 
n0 , z6 dot 

r s(x) - sn(x)I < '6~o ala n > no en n ~ x~ b. 

Daar s(x) integreerbaar 1s over (a,b), mogen we opachr1jven: 

b b b J s(x) dx == J sn(x) dx + I [ s(x) - sn(x.)j dx. 
n n a 

Voor n) n0 hebben we 

I b b I b 

..r. s(x) dx - f. sn(x) dx/ = I. [ s(x) - sn(xu dx 

b ,f_ i 1 c-a dx = t . 
- a 

..)us is b b 
11m J s (x) = J s(x} dx. 

n-, oo n a ,1 

De integraal in het linkerlid mogen wa schrijven ~1ls 

b b b ,...D- b 
_..{ r 1(x)dx +J r2(x)dx+ •.• +J~ fn(x}dx,· L::--_ j fk(x)dx 
a a a k 1 a 

(herhaalde toep~s-

sing van etelling V, p.90). Dua: 
n b b 

~2) 11m L J rn(x) dx •f 
n➔ OO k•1 8 8 

De som in het rechterlid van (1) (aom van een reeks getallen!) 1s per 
det1n1t1e de 11.miet in het linkc~lij van (2). Daarmee is (1) bewezen. 
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Oevola. Is een reeks van op een segment (a,b) 
functiea uniform convergent op (a,b), dan is 

begrensde, 1ntegreerbnre 

c,::l X 

f. L fn(t) dt = L J r0 (t) dt 
n•1 n-1 a ~ 

voor a < x .( b. 
:it:.:» 

In verband met de eigenschnp I, p.96 en de eigenschap (7.7), an II 42, 
volgt hieruit: 

Een op een segment (~,b) uniform convergente reeks van aldaar con­
tinue tunct1es heeft een primit1eve op (a,b), en wel o.a. de aom van dt 
integra len van die funct1es over ( a ,x), wan r a ( x (b. 

De volgende uitspraak is nagenoeg nequivalent met deze eigenech~p: 
Een reeks van functies f 0 (x) (n=1,2, •.• ), differentieerbaar op 

cen segment (a,b), mag terMsgewi.js woNJen ged1fferent1eerd voor a< x < ~J, 

als de afgeleiden ak, 'f n(x) continu zijn op het segment (a,b) en de 
reeks dier afgeleiden uniform convergeert op (a,b). 

Een bijzonder geval is hct geval van een functie r(x), voorgestcld 
door een machtreeks 

. . . . , 

convergerend voor --R < x < R (R) o). We hebben: 

X 

()t -¥) .£ f(t) dt = a X 
0 

a 
+ 1 

2 (-R ( x ( R). 

Omgekeel"d is het rechterlid van (1't) de afgeleide van het rechterlid vnn 

(1f*) voor -R(x(R. Dus :nachtreeksen mogen termsgewijs ged1fferentieC'rd 
worden. In de curs us an:J lysc II ( p. 48) is di t ook bewezen voor complexe 
waarden van het argument binnen de convergentiecirkel, en voor macht­
-eeksen met complexe co~ff1c1~nten. Doch nu hebben we, zij het nog 
slechts voor re~le functies, een veel algemener reaultaat. 

Voorbeeld I. Voor lxl ( 1 mogen we herle1den: 

X J o0 f ~ dt a L (-1)n 
O 1+t O n=O 

oC 

t2n dt = ~ (-1)n x2n+1 

n=O 2n+1 

We merken op, dat hieruit volgt: 
co 

81.'C ts .x. L 
n-0 

~-1 ln x2n+1 

2n+1 
- x-

x3 x5 
- + - -3 5 

x7 
7 + • • ( tx I < 1 ) • 

,:(voor complexe waarden van x ofeeleid in an II., p.76). 
"''\ 

II. Voor lxl ( 1 is evenzo (z17 ook an II 68) 
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X X t::P c0 

I d I ' ' ( ... 1,nxn+1. log (1+x) • ,k, = ./.._ (-1)n tn dt • L- - ~+1 
o o n-o n-o 

We behandelen nu twee stellingen over integratie van reekeen., wnnr,, 
b1j de voorwaarden iets zwakker ziJn. 

Stell1ni• Z1J {~,b) een begrensd interval en..,:P~ 
baar over (a,b) (n-1,2, ••• ). Z1j de reeks i._ 0 • 1 
gent op elk 1nwend1g subsegment (o< ., (3 ) van (a, b). 

begrensd en integreer­

rn(x) uniform convcr­
Laet er verder een 

getal M zijn met de e1genschap: 

l t: fk(x) I < M voor alle n en alle x met a(x < b. 
k-1 = 

.. :.2n is L:1 fn(x) 1ntegre~rbaar over (a,b) en er geldt 
00 

b oO ~ b J L fn(x) dx = L ( fn(x) ax. 
n=1 !':1=1 JA 

a a 
cP 

B~_!'fijs. Stellcn we sn(x) • >.0 fk(x} 
<:=1 

( n= 1, 2., ••• ) ; a ( x) = L. f n ( x) . 
n=1 

Hit de voorwaarden volgt, in verband met de voorgaande atelling, da t s. x ._ 
·.:.1':"gr~c:.' 1:• is over f;lk :.nwendig subsegment (c;( ,(J) van (a,b). Voor 

elke x met a <x (b ir. J tin'x) J ~M, ongeacht n, dus ook ls(x)I ~ M. D,1n 

is s(x) ook integreerbaar (Ver ~,b) (zie de stelling op p.97). Het in· 
teresseert ons hierbij niet of s(x) ook gedefinieerd is in de punten 1 

C1C> 
""' l:> (u1t de voorwaarden vn1 de stelling volgt niet dat Ln=1 rn(a) :.:: 
~eo 
L n= 1 f n(b) convergeren); ,,e kunnen desgewenst aanvullend defini~ren 
s(a)=s(b)==O. 

Verder merken we op dat. omdAt de functies fn(x) integreerbaar 
zijn over (a,b), ook de part~~le sommen sn(x} dnt zijn. We hebben nu, 
,ls a (.Q( < fJ (b, 

\ l s(x) dx -/ •n(x) ax:• If {•(x) - •n(x)j dxl 

al/+/+ t / 
a .,_ /3 

1'~ f s(x) - sn(·,1 dx I + 2M(c( -a) + 2M(b-(3 ) , 

--



:)·1n h:rni..;en de :;ctn llen n ni.e: v-: n ct. ,, f en is ) F n (ot) t ~ a0 
('' < cit < 0; n-1,2, .•• ). Uit .ie voorwr'Jt".1envrin de stellin:; volgt d."t 

Ln~1 nn conver:~eert. Wt,;ct'S het crlter-1ur:, V'.'1n Weierstr:::,ss (zie "-n II 

- '<-" 1+6) is d:rn C(; r'l:ef<:1 func ties L 1<1 (,;.(} unifom converp,-2nt op h~t i,, -
1 n 

n= 
terv1l (:1, f.>). Ult :'.e v•Jorw:-,1r·::En V:'n 10 st;ellii'i;~ vol1~t ook jnt Fn(:;.() 

1.•u; eindic;e rechterlir.1let heeft ir, <;J.. ... ~i, en wtl J~f (x) ::':x. D1n heeft 
oo n 

nok de sorn v::in dt ree 1rn L. 1 F (cA) .;;en clnrj1;_;e':lrechterl1:n1ct 1.n ~ =:, 
o0 ~ r= n 

+ - ~ + (; n we l 11m L F n ( c( ) = L- l 1P1 i ,- ( o< ) ( z 1 e :rn I I 4 2-4 3 ) • 
C( ~ 1 n=1 na·1 A -+ :' " 

.. wle rs .:eze 
~ 00 S ~ .. ,, ,' (;-:) ,'x !~cc,'.'t, ::ls functie v.rn r::J.-, een eirn1~ ./ L..n= 1 n 

c,.. 

ax. 

~Jb f (x) ~~x L 
n = n= 1 ,:j_ 

~-~ruit vol3t de stcllin:. 

,..;y:J j' 

V,:,orbeelden .I. De int..::,_ r--:-. 1 l ! + ,_:x best" t. ImM0rs c1r2 integr,rnJ ir.; 
I (; -1 Jo 

::ontinu voor x) O, h€::eft cen r\,;::~l·t0rli1",iE:t 1 in het punt x=O (cr,a n:-), 
x ( x 6 r·oo dx er voor x) 1 1,1t ~ --- = """"5' , ccrw.~J l ~ best8;-i t. Ora de ir;-

e· -1 x3 /3: xc.. ~ 1 x · 
t01~r"al te bt:rekcnen, ·~·'lr· M. ·,2 inte(,r1ri·J ln c8n reeks ontwikkelen. En 

X X f~-X 
11cl schrijven we - = --- voor x) O he:bben we dus 

X ,.. ,,, -X 
E· - 1 1-t.: 

00 rJ) 

X -x L -nx ,- -~lX 
= X C e = X L t; 

X 
e -1 n=O n= 1 

De l8Jtste reeks conver~eert nlet voor x=O. M13r hij convergeert unif~r · 
:-::p elk interv:-il (CA ,(3) net (3) Oi.) O. Vt:r·Jcr is Ix E:-nxl=x e-nx 1ntc­

rcerba1:1r over (0, oo). En wt;l hebbem we 

~ 00 l~ j O x c -nx dx = • ;1; x e -nx tl + ;1; 0 e -nx <1 x 

== 0 - J,,. 
n·~ 
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CO 00 

Tenslotte conver,seert de reeks '/[~ J
0
"']x e•nX I dx • ~ ~ (zie e.r u 

22, r.14). Dus is vollfa·:in :-inn c'.E· voorvnc:irden v:in de stelling op p.182, 

'let o=O,b= oo , f (x)=x e-nx. We ht::'J\ier, :Jus n 
::P oO . er, J ·dl ·~· '" • " (1X = ,/.__. x i.: -me dX= L- , x 

O r.:::1 (;:-::: 1 Jo 
ra:> X 

JO ex-1 

00 

-nx ' 1 e dx= L ~r·i- • 
n-1 

Men kin bewijzen dnt de earn v~n de leJtste reeks gelijk is aan 
rr 2/6. 1 

II. ::>c intec:r'.'l~l 1 Jo,:~~1.::!J. dt wor•dt tot je vor1ge teruggcbrac?1t 

0 -u -n '\oor cJc substitutic 1-•t=e , clus t:=1-e • Wl· kriJ:1en don imrners 

= - loo u e -u r1u 
-u , 0 1-c· 

d 

du 

v<> 
III. De inte;_;r,1 ::il[ s!n ·-:x jx (n c-::en const.:mte) 0) best~at ook •~.r. 

,._ 0 e -1 

wordt op dczelfdc wij~e bertkend ,~ □ ~e intr~rnal ender I. We berckcnc, 

J:rnrtoe cerst(IX)sin(::ix)(.:-nx 1x (n;:::1,2, ... ). We hebben 
'--0 

fr.t'J O -nx 
" s 1 n n x c1 x -

,. 0 

'1 -... -;lX CCB :1 X 'cf:) -
0 

,..cO 
~ ) e-nxcos nx dx 

"'O 

1 
= - -['l 

n 2j" (f;l - n x :-2' e: sin ::x ex, 
,.I ( 

.J 

zodnt 

~!£ 
sin nxf :ix < J (,;-n;, 1x '.1X, 

C 

we[;ens sin rix 5.2x voor x) o. Dus is (zit: cle beh;:inClE:lint::; v:-in voorbecl' I): 

re() le-nx sin nxj dx (~ 

Jo n 

(we merken op dat de schattin,~ fain ax/ ~ 1, dus je-nx sin BX !5 e-nx 
n1et tot het gcwenste doel voert). 

00 c,Q 

En L :1! convergeer-t. Tenalotte 1s de reeks L c-nx sin ax unif or·n 
n-1 n n=1 

conver3ent op elk interv::i l ( O{ , (3 ) met (3 > ~) o • We hebben dus, werl.z.r-
om op grond vnn cie stell1nr:; op p.182, 



cP (11'} oO 

[ !11~ nx dx = I L 
"- 0 e -1 J0 r.=1 

co en ~1 -nx = L..- e 
n=1 0 

c;;f') 

:n n " X r' X = 2-:... 
r=1 

Men k1n bewijzLr }~t 

{/; cth Tr ri- 2:'- , 1 
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1 

IV. De intec;r:-: '.: 1J'"' '"l 

t" loc;(1-t) lt (n eE::n constnnte) best:n"!t 

0 
~:) -2. Voor I ti t.. 1 1s 

~")e reeks in het rechterl1.1 convcr;,;cert unifom op het interval (0( ,r,), 
·1 n+·~ 

:: ls O < o< <,t1,1 De f1mc tic i-;- :, ' is inte_;reer'o~a r over ( O, 1) voor 

n=1,2, •.• , rnits o) -2, en we hcbben d1"'.Jrbij 

1 
1 tn+2 dt = __ '_: __ 

n(n+l1-:-i J 
11+ ·1.1..-~ I 

t' · I 
lo 

= n(n+1+1J • 

1 
-n-( n-+-1--+-:::-) c 011vcr :eert. Dus is 

.... 1 
i "'.J ( ) 

) t· los 1-t 
~ 0 

1 ,-,..') ,·­
) ,'.,..,, __ 
lj:1 

V0or ,'l=-1 krijgen we hct --:ntwoor•1J tcru.; ,.ht we 111crboven hnc1den ( zi€: I 

en II) • 

V. Zij ri)-1. D~rn brsV'·::t :1 c inte,;rnal 

(' 1 1 

Jo~ 
Voor O < x <1 

n 
X xn+a • 

1 

We beachouwen 1;1llereerst de binom1A~lcot5ff.tcit:nt (-~) wat nader. We h,;l.)-
. 1 ( 1) ( 3) ( 2n-1) 1 3 n 2n-1 

ben ( •n"f ) = "'"! • - 1 ... • -~ = ( -1 ) n ~. ~ ••••• ~ 
n. n. 

__ ...,.(_2_n_) .... ! ___ == 

2n.2.4.6 ... . • ( 2n) 
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sin½ x. l\n,n(x). ~sin½ x sin V x 
)"•m 
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• ½ ~: .. { cos( Y )x-cos( V ,½ )xj s ½ f cos(m-½ )x-cos(n--½ )xJ • 

Dus is jain ~x.B (x)f ( 1. Voor O<x < 7Thebben we dus m,n _ -
IB (x)I< 1 • 

m,n = sin ¼x 

Laat nu S een positief geta l < ½ TT zijn. We bepe:rken x tot het 
segment ( S', 7r- 0). Door partHHe sommat1e (zie p.105) v1nden we: 

r:: sin Vx = ~ .1 [B (x) _ B (x)( 
y •ffl V v=m V m, ll m, V-1 J 

..!!.:..1 1 1 1 - L ( - - -) B V ( X) + n Bm. n ( X) • 
)J sm V Y+1 m, , 

Dus 1B .t VOOt' m > n en O < X < ll- d, 
::a =- ::,: 

-1l- a in ti x l , t n ... 1 1 1 ) 11 1 L v -< & i::" (v - v+'1 + - = 1 a· 
lJ •m = sin ½ .,, v =m " n m sin ~ 

Voor de som in het 11nkerl1d hebben we dus, op het segment tf-< x < '!T- S, 
.:s:: -

een grens, die alleen van c en m afhangt, en die tot nul nade:rt voor 
m ---11-o0. H1eru1t volgt dat de beachouwde reeks functies uniform conver­
geert op elk segment (t,71- S) (zie an II 42, atelling (7.6)). 

We beachouwen nu een willekeurig punt x met O <x < 7T. We atellen 
k•('"/x] . Voor n <k hebben we, wegens )sin .vxl <.. yx, - -- -I ~ sin .l/ x < ~ Vx = nx 

v-1 JI = v== 1 x 
~kx ~ 7T. 

Voor n > k hebben we 

t:" sin Jlx == t:" sin 1/x +C, 
V•1 V )I =1 ll V=k+1 

Daarbij is I C sin II xi < 1 . 
Jl•k+1 V ::: ( k+1 )sin ½x 

sin V x 
V 

Nu 1a 81t t een monotoon da lende funct1e van t voor O < t <. ½ 7T, wegena 
~ si~ t. t cos'2t ... s1n ,t. co2 t (t-tg t)<O voor O<t<½7T. Dus is 

t t 
Sin i;x ) f!1yrr 1 J.. X 1 < 7r < , x , . • ft , dus sin :i x ) 'fr . Dus { 1c+1 )sin t x ( k+~ )x 1., 

_.gen a k+1 > 1f /x. 
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Voor n) k hebben we dus 

I~:, s1n/x ~\~,sin/• l •lvt+, ain:x],m 1. 
De pa rtH!le sommen van de beschouwde reeks zijn due, uniform in n en x, 
begrensd door de constonte TT+1. 

Op grond van het bovenataande en de stelling op p.181 mogen we nu 
termsgew1js integreren: 

sin nx 
n 

c,O i.,,, dx • l sinn nx 
na1 0 

dx 

rr o0 c0 
-cos nt \ = L 1 _ L ~ 

n~ O n=1 ~ n=1 n 

cR 2r: 1 
• n==O (2n+1)~ 

~43. Integralen die afhangen van een parameter. 

Reeds verschillende malen hebben we integralen beschouwd, waarbij 
in de .integrand behalvc de integratievariatele nog een parameter optreedt. 

b ) lb B.v. r x dx= sin ri,.. x dx, enz. We hebben echter nooit zulke inte-
Ja a 

gralen onderzocht op hun afhankelijkheid van die parameter. We willen 
dat thans gaan doen. We hebben dan te makcn met integralen, waerbij de 
integrand een functie van twee variabelen is. We maken eerst enige al­
gemene opmerkingen over zulke functies. 

We kennen reeds het begrip functie op een rnetrische ruimte (zie 
p.53). We hebben hier speciaal te maken met re~le functies op een deel­
verzameling van E2 . HierbiJ is E2 de verzameling der geordende paren 
re~le getallen x=(x1,x2}, metals metriek \.OCT twee paren X=(x1,x2 ) en 
Y•(Y1,y2) de Eucl1dische afstand f(x,y)= V(x1-y1}2+(x2-y2)2 . Is X een 
deelverzameling van E2, dan is een re~le functie op X een voorschrift, 
waardoor aan elk punt X•(x1,x2 ) van X een re~el getal f(x)=f(x 1,x2} 
toegevoegd wordt. Omdat de waarde van de functie afhangt van twee re~le 
getallen, spreken we ook van re~le functie van twee verander11Jken. Hou­
den we x1 of x2 vast, dan wordt het een gewone functie van een verander­
lijke. 

Voor een dergelijke functie f(x).r(x1,x2 ) kunnen we verechillende 
aoo~ten van cont1nuite1t onderscheiden. En wel: 
a) t(x) 18 continu in een punt a=(a 1,a2 ), ale funct1e van x, w11 zeggen: 
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E.)O ➔ O )0., z6 dat jr(x)-f(a)I < E. als Vcx1-a1) 2+(x2-a2) 2 ,<cf 

b) houden we x2 vast, b.v. x2-a2, dan is f(x 1,a 2), ale functie van x1 , 

continu in a1 1nd1en geldt: 

f)O ➔ 6)0, z6 dat l f(x 1,a 2 )-f(a 1,a 2 )j <! als lx1-a 1I < o • 
Evenzo hebben we continu!teit van f(a 1,x2 ), als functie van x2 . 

Is f(x) continu in a= (a 1,a 2 ), dan blijkbaar ook f(x 1,a 2 ) in a 1, 
ala functie van x1 J en f(a 1,x2) in a2, als funct1e van x2 . Het omgekeer­
de geldt niet, zoa ls blijkt uit het volgende voorbeeld. Z1J f ( x1 , x 2 ) 
gedefinieerd op E2 door: x1 l sin x a ls x2,-o 

f( X1' X 2) • 2 
o ala x2-o. 

Dan is f(x 1, x 2 ) overal continu ala functie van x1 , bij vaste x2 , en 
ala funct1e van x2, bij vaste x1 . Maar f(x 1, x 2 ) is niet continu in 
(O,O), ale functie van (x 1 ,x2 }. Immers in een willekeurige omgeving vnn 
(0,0) neemt f(x 1,x2) alle waarden tussen -1 en +1 aan. 

Aan j§17 - 18 ontlenen we de volgende eigenschappen. Een verza­
meling X in E2 is compact dan en slechts dan ala hij begre.nsd en geslo­
ten is. B.v. een begrensde rechthoek, met inbegrip van de rand. Is een 
f'unctie f(x) continu op ~en compacte verzameling, dan is hij daar ook 
uniform continu en begrensd. 

We zullen de hier beschouwde functies voortaan aangeven met f(x,y), 
g(x,y), enz., waarbij x en y de beide re~le veranderlijken zijn. Latcn 
we eens een functie f(x,y) hebben, waarbij y een zekere verzameling Y 
doorloopt en f(x,y) voor elk0 waarde YE Y integreerbaor is over een 
v~st, ci~d1g interval (a,b). t 

Dan is.[ f( x, y) dx gedefinieerd voor y f Y, en dus een zekere functie 
van y. ~tellen we die functie voor door F(y). Ons doel is nu voorwaar­
den voor f(x,y} te vinden, waaronder de functie F(y) continu, of zelfs 
different1eerbaar is in een bepaald punt. We zullen twee definities 
geven, elk gevolgd door een stelling. 

Defin1t1e 1. De functie f(x,y) heet continu in een puntverdichtingspunt 
y 0 van Y, uniform voor a,sx..s.b, indien geldt: 

bij elke i > 0 bestaat een 8 > O, z6 dat I f(x,y)-f(x,y 0 )J <. E. voor 
a 1 le x en y met I y-y 0 J < l, y ( Y, a ~ x ~ b . 

D1t is dus weer een n1euw begrip continu!teit. We merken meteen op, 
dat f(x,y) zeker continu is in y, uniform voor a<.x<b, 1ndien er een 

0 : -= 
getal o/)0 is, zodan1g dat f(x,y) continu is als functie van (x,y)voor 

aix ~b, Y0 -, ~ Y~ Y0 + o/. Want dan is f(x.,y) uniform continu op die 
rechthoek, zodat geldt: 
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E > 0 ~ d ) 0 met I f ( x , y ) - f ( x ' , y ' ) J <. f. a ls 

lx-x'l<o,IY-Y'f< o, (x,y) en (x 1 ,y 1 ) in die rechthoek. 

Dus is zeker aan de 1n de definitie optredende voorwaarde voldaan. We 
bewijzen nu de volgendc 

Stelling 1. Zij f(x,y} gedefinieerd voor a ~x ~b, y E Y en integreerb[lor 
over (a,b) voor elke y ( Y. Zij f(x,y) continu in y0 , uniform voor 
a< x <:b. Dan is de func tie F( y), bepnald op Y door 

._ :: b 

f(y). f r(x,y) dx 

a 
cont1nu in y0 • 

In het bijzonder mogen we de stellin~ toepassen ala f(x,y) continu 
is ala functie van (x.,y) op een zek<:re rechthoek a ~x :_b, y0 -n;iy ~Yo~• 
Dan is automatisch f(x,y) 1ntegreerbnar over (a,b), ala functie van x, 
voor y 0 -7~y~y 0 +7, en ook continu in y 0 , uniform in x. 

Bew1Js van stellins 1. Zij t > o. Er is een o ) o, zodanig da t 
J f ( x, y )-f ( x, y O ) / ( .f-a a 1 s a ~ x ~ b, I y-y O j < J', y E Y. Voo r I Y-Y O I < $' , · 
y £ Y is dus ook -

jF(y)-F(y0 )/=I f { f(x,y)-f'(x,y 0 )} dxl 

~ J. b I f(x,y)-f(x,y 0 )/ dx ~ f. 

Hieruit volgt de continu!teit van F(y) in y0 • 

We willen nu komen tot een analoge stelling voor het differentieren 
van F(y). We letten eerst op f(x,y). We nocmen f(x,y) differentieerbaor 
naar x in een punt (x0 ,y0 ), als de functie van ~~n veranderlijke f(x,y 0 ) 

differentieerbaar is in x 0 • Evenzo heet r(x,y) differentieerbaar naar y 
in (x0 ,y0 ) als de functie f(x 0 ,y) differentieerbaar 1s in y0 • Men is 
gewoon bij differentiatie van :uncties van meer variabelen naar een der 
variabelen in plaats van een 11 d II een "d " te schrijven. In het hierbe­
schouwde geval heeft men de volgende notaties tot zijn beschikking (wan-
neer de opgeschreven limieten bestaan en eindig zijn): 

f(x,y 0 )-f(x0 ,y0 ) d f(x,y 0 ) 

x-x0 = ( ;, x )x ... x0 = f'x(xo,Yo), 

f(x0 ,y)-r(x0 ,y0 ) Jf(x0 ,y) 
Y•Y ,. (-~--)Y=Y == f 1y (xo,Yo) · 

o •Y o 

Bestaan deze limieten op een zekere 
nieuwe funet1ea van de variabelen x 

verzame11ng, dan heeft men twee 
en YJ ze worden aangegeven met 

artx..11l • f'x(x,y) resp, if(Xr~) ax a1 • f'y(x,y). Deze twee runcties wor-



den de partiUle afgeleidenv~n f(x,y) naar x resp. y genoemd. Men heef: 

b.v. 
a x~2 • \12 a X ~ , 

Defin1t1e 2. De funct1e f(x,y) heet differentieerbaar near Y, 1n het 
punt y 0 , uniform voor a,Sx,s'!;, 1nd1cn geldt: 

1) r(x,y) 1s gedefin1eerd op een zekere rechthoek a'. x <b, 
Z::: C 

Yo· "1J < y-< y 0+'7(~) O} 
2) f(x,y) is d1fferentieerbaar naar yin elk punt (x,y 0 ) met 

a~x ~b 
3) bij elke f > O beatnat een o met O < & < 7, zodanig dat 

Globaal gezegd: het verschil tussen het different1e-en het diffe­
rentiaalquotient van f(x,y), als functic van y, in y0 n~dert uniform 
tot nul ala Y ➔ Y 0 • Aan de voorwasrde is zcker voldaan als f(x,y) dif•'_ .. 

rentieerbaar is near y, niet slechts in elk punt (x,y 0 ) met a ~x "'-b, 

maar zelfs op een hele rechthoek a <x ~b, y - 'o/ < Y< y 0 + 7, en bovcn­
d1en de parti@le afgeleide ~ fj~,Yr co;;tinu o is op die rechthoek. We to­

nen dit ala volgt aan: 
Allereerst is O ~x,y2 == f' (x,y) uniform continu op de rechthoe·. 

n ~x ~b., Y0 -½ ?J ~Y ~y 0 ~ 7J. Jue is er een getal 6 met O < 8 <'.. ½ 7J, zo­
danig dat Jf'y(x,y)-f' (x,y )I< f.. cils n sx ~b, j y-y I.( S. Bij elk punt y o _ _ at 
(x,y) met a iX~b, jY-Y j <. &-, yfy ia er, krachtens de middelwaarde-
stelling (zie p-:69), ee~ getnl y* 0 tussen y 0 en y met f(x,~±~~(x,¥o) •­
• f'y(x.,/1'). Hieruit volgt d~ voorw~arde 3). We bewijzen nu: 

1 Stelling 2. Zij f(x.,y) gcd~finieerd voor asx,sb, y0 -'7 < Y<Y 0 + 77 
( 1'J )0) en integreerbaar over (::i,b) voor y 0 - 7J <Y <Y 0 + 1/· Zij rtx,y) 
differentieerbaar naar y in hct punt y 0, uniform voor a ~x ~b. Laci t ten­
alotte J \,( x,y O) integreerbanr zijn over (,'),b}. Dan is do functie 
F(Y}•.J f(x,y)dx differenticerbnsr in y 0 • Bovendien geldt de formule 

a b 

(1) F'(y0 ) =1 f'y(x,y 0 ) dx. 

BewiJs. Zij l:. > O. Er is een posi tief geta 1 o < '/' zodanig da t 

- f 'Y ( x., y O ) I <. b ~a a 1 s a ~ x ~ b, } y .. y O I < & . 
y,/.y O. 

(lx, 
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due 

-lb r• (x Y) dx -~b {r(x,~)-r(x,l02 
y 'o Y·Y a o 

DUI is 

, ,(~~;:(Ya) -t r, y(x,y0 ) dx ~ t I f(x,~~;:(x,Yo) - r 'y (x,y0 ) I dx 

Hier-uit volgen de beide beweringen van de stelling. 
Aan de voorwaarden van atelling 2 is zeker voldaan als f(x,y) 1nte­

greerbear 1s over (a,b) voor y 0 - 7/ < y <y 0 + 71 en f'y(x,y) beetaat en 
continu is in de rechthoek a sx~b, y 0-' ,<y-<:y0 + "7• Dan 1s vanzelf 
t''y(x.,y0 ) integre~rbaar over {a,b). 

V•orbeelden. I J e-xy dx (b e1nd1g) ia een continue funct1e van y. 

0 

II 11 
sin x2y dx is een continue functie van y. 

0 

III Zij b) O en zi J f( x, y) de funct1e, gedefinieerd door ( ) f sin Xl'. als O <x <=b , y willekeurig 
f x,y • xy 

als x=O , y willekeurig. 

Hierb1J ie f(O,y) z6 gekozen dat f(O,y) = lim f(x,y), voor elke y. 
Voor elke y 18 f(x,y) continu als funct1exv7n°x en dus integreerbaar 
over (O.,b). We merken vervolgens op d~t voor willekeurige pen q geldt 

fs1n p - sin qj • 12 cos ½(p+q) sin !(p-q)lil2 sin ½(p-q)j~Jp-qj. - -
Voor O <x ~b 1s dus 

Jr(x.,y)-f(x,yo)f • J sin X}';sin x;taJ ~ • J x;t-~l'.o} • IY-Yol , 

terwijl ook lf(O.,y) .. f(O,y 0)j = jy-y0f • Dus is f(x,y) continu in een 
w1llekeur1g punt y0 ., unifo~voor O ~x~b. ~an mogen we stelling 1 to~­
passen. Dit leert ons dat ~ r(x,y) dx -~ si~ X¥ dx 

een continue runet1e van y is. 
IV We zullen thane door toepassing van stelling 2 de volgende in­

tegr-aal berekenent 

I •! .. 11~ X dx, 



( ) sin x We bewijzen eerst dat deze 1ntegraal bestaat. De funct1e f x • x ie 
oont1nu voor X)O en heeft eindige 11miet 1 in X•O. We passen nu de 
tweede m1ddel~ardestel11ng van de integraalrekening (zie p.106) toe op 
de 1ntegreal~ sin x dx, waar- b)a)O. De factor¾ is positief en mono-
toon dalend voo~ x)O. Dus is (zie p.108, laatste alinea j 29): 

l a 
Due 

If 

81~ x dx. t jtsin x dx, met een zekere f tuseen a en b. 
a 

sin x 
X 

Due 1a er bij elke E. >O een getal P>O te vinden, z6 dat 

ll a 

sin x 
X dx/ < c 

a 
Du h ft f sin x dx d d b h s ee 't x een eindige limiet voor a-4 o0 1 .w.z. e esc ouw-

ain x de integraal bestaat. We me~ken op dat x niet abeoluut integreer-
baa r is over ( O., o0) . 2k7f: 

Om de integraal te berekenen stellen we Fk• { ei~ x dx (keen 

natuurlijk getal). Dan is I= lim Fk. Vervolgens vormen we uit Fk een 
k~OO 

1ntegraal die van een parameter afh8ngt. We stellen 
2kTr 

Fk(y) • J e-xy Si~ X dx. 

0 

Dan is zeker Fk(O)•Fk. De integrand is voor elke y continu ala functie 
van x, en dus integreerbaar over (0,2klr). Verder is 

-fy f e-xy •i~ x] = -e-xy sin x, 

D1t is continu als functie van (x,y). Dus mogen we stelling 2 toepaseen, 
Dat geeft: 

I2k7T x 
Fk{y) • - e- Y sin x dx. 

0 

De laatste integraal kunnen 

tk" •-xy a1n x dx. 

we berekenen: 

12k7T 
- e -xy a d~s x dx . 

0 

- -•-X'Y cos 12k/'r J2k 7f .. xy 
x -y e 0-08·~ dx 

0 0 



dus 

• 1-e""2k77y ... y •-xy sin x 

2k7' 

2k?f" 

\ 2k'":y2 J e -xy sin x dx 
0 0 

• 1-e•2k7Ty_y21 e•XY 

0 

sin x dx, 

2k7T -2k 7iy r e-xy sin x dx • 1-e ~ • 
i 1+y 

Een en ander betekent dat we de afgeleide van Fk(y) kennen. We heb-
ben nu y _2k,,. 

Fk(Y)• f f 4 + e t yj dy + Ck, '6 1+y 1+y 

waar Ck een zekere 1ntegratieconstante is, die natuurlijk van k kan af­
hangen. We merken nu op dat uit de def1n1tie van Fk(y) volgt dat 

11m Fk(Y)•O is. Immers 
y-4oo 2k7r 

I Fk(y) I ~ { e -xy 
2k,r 

I si~ x f dx_sj e•XY dy 

- 0 
00 

<-- J e .. xy dy 

0 

1 
= -y 

Due is 
j y -2k y l 

Ck• - 11m f 4 + e dy 
y~(f:J O 1+y 1+J'2 

• -f c:;2 + •~:;2 y J dy • 

Verder is Fk-Fk(O)•Ck. Dus vinden we tenslotte 



~44., One11•nl1Jke 1ntegralen die afhan~en van een ;E&rametel'. 

U1t het laatste voorbeeld in f 43 volgt 

100 sin tx f --- dx = sign t, 
0 X 
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waar sign t • 1,0,-1 al naargelang t) o, t=O, t -<.O. Het linkerlid is 
due geen continue functie van t. Anderzijds weten we uit j 43, voorbeeld 
III, dat de corresponderende 1ntegraal over een eindig vak wel een con­
tinue runotie van tis. Om voor one1genl1jke 1ntegralen tot analoge 
stellingen te komen als in ~ 43 hebben we dus nog extra voorwaarden 
nodig. 

Def1n1t1e. Zij (a,b) een eindig of oneindig interval. Zij f(x,y) gede­
f1n1eerd voor y ( Y, x( (a,b) en integreerbaar over (a,b) voor y( Y. 
Dan zeggen we datlf~ f(x,y) dx (a<. (3 c::b) op Y uniform convergeert tot 

b a 

J f(x,y) dx voor (3 ~ b, 1ndien geldt: b1j elke £ > 0 is et' een 11nker-
8omgev1ng B van b, zodanig dat 

ls: f(x,y) dx -t r(x,y! dx I< E als Y€Y, r EB, 

Stellin~. Een functie F(y)=~ f(x.,y) dx ie continu 1n y0 , 1nd1en geldt: 

1) f( x,y) is gedefi.nieerd voor y E Y, a< x < b en is voor y f. Y 1nte­
greerbaar over (a,b) 

2) y0 is punt-verdichtingspunt van Y en J(J f(x,y) dy 1a voor 

a < (3 <.:b cont1nu in y 0 ala functie van y a 

. 3 )J: f( x, y) dx., waa r a< (3 <. b., convergeert op Y uniform naar 
b J: r(x,y) dx. 

Bew1Ja. Zij £ > O. Er is krachtena 3) een linkeromgeving B van b, zo 
dat Lib f(x,y) dxl = IJ:r(x,y) dx -f.b f(x,y)d:.c <. l-0 .lo j;,i-f ~· ~ EY, 

Kies zo'n (J. Wegens 2) isJ~r(x,y) dy, ala functie van y., continu in y 0 • 

Er is dus een getal d > o, zodanig dat 

l~'\·cx,y) dx -~(3f(x,yo) axJ < t als f Y·Yol <d, y t Y. 

We hebben dua, voor J y ... y 0 f < S, y € Y, 

I b b f J. t(x,y) dx -J t(x,y0 ) dx • 



I I\ ,,~ b b I • L , .. t ( x , y ) d x - 'il r ( x , y O ) d x +Jr; r ( x, y } d x ... Jr.» r ( x , y O ) ax 

~ \t(x,y) dx •t f(x,y0 ) dxj + 11: f(x,y) dx +IJ; f(x,y0 )dxj 

< ~+J+f = £. 
b 

:Dus is F(Y)•J f(x,y) dx continu in y 0 • 
a 

Een analoge definitie, met bijbehorende stelling, heeft men voor 
b 

un1forme convergentie van Joe f(x,Y) dx., waar a< (I.. Lb, voor or. ~a. 

Stell1n&• Laat f(,xy) voldoen aan de volgende voorwaarden: 

1) r(x,y) is gedef:ln1eerd op een rechthoek a ,<.x <.b, 

Y0 - 7 L y,<.y 0 + 7 ( '/ > o) en is ala functie van x integreerbaar over 
( a , b) voor y O.. ·7J .(. y < y O + '7 

2) f'y(x,y 0 ) bcstaat voor a ,<x <b en is 

3) voor elke (3 met a < (J -<:: b geldt: is 

is ('~F{/3,y~) =Jflf, (x,y) dx 
d y Y=Yo a y o 

integreerbaar over (a,b) 

F(P,y).jt'r(x,y) dx, dan 
a 

van 
4) er is een getal d.. met a -<.OC: <b en een functie UJ (x), alleen 

x a fhangend, zodanig da t 

f(x,y)-f(x.,y 0 ) 

Y-Y 0 

- f'y(x_.y 0 ) <. UJ (x) 

b 
voor a<x<b, y 0 -~ < y<y 0 +7, en dat JO(w(x) dx bestaat. 

Dan mag ook { f(x,~,) dx onder het integraaltfiken gedifferenticcrcl 

worden vogr in het r,:\lnt y0 , d.w.z. als F(v)-~ f(x.,y) dx, dan is 

F'(y0 )• { f'y(x,y 0 ) dx. b 

BewiJs. Zij l > 0 en F( y )= J f ( x, y) dx. We mri 1-ccn het differentiequ o­
tient van F(y) op en vergel~ken dRt met de te verwachten limiet: vo~· 

O(b-10 I <. 'J 1s 

-Jb b { 
f' (x y ) dx = J f(x.,y)-f'(x,yq) - f' (x: y )} dx. 

y ' o Y-Y Y ' o 
a o 

b 
El" is een getal fl tussen a en 'J met Jr,i w (x) dx < f. Nu is F( (3,y)= 

.jPr(x,y) dx, ala functie van y, differentieerbaar in y0 • Er is dus, 

all we op 3) letten) een getal t met O (d <~, zodanig dat 

IF((l,y~ ... F((.J,yo) .. (g?!/Jl~~) I •I rfl{r(x,y)-f(x,:t0) -f' (x,y)jdJ 
'!I 1o ~ y "•Y J, y-y o y u 1 

~ o a 
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<; nls IY-Yol<&', Yf<Y 0 • 

:)us is, voor J Y-Y 0 1 < S, y,l.y 0 , 

I F(y)-F(y 0 ) Jb 1Ib[f(x,y)-f(x,y0 ) ( )1 I 
• f 1 (x,y )dx = ------- - f'y x,y 0 ax} 

Y-Yo a Y a a Y-Yo 

~ l s:1 + lf~b ; l ill + ~~ w(x) dx 

,<~+½•t. 
Hier~it volgt de stelling. 

Ala eerste toepassi~g Dcschouwen we de functie F(y), bep8ald doer 

F(y) •l"" e•XY • si; x dx . 

Voor y.o stnAt hier de 1ntegrrrn1J; si~ x dx, waarvan we reeds op p. ': ~,. _ 

bovenaan, gezien hebben, ds t hij bes ta at. Voor y > 0 bestaa t de integr·:- •· l 

ook,. a.a. wegens 

j fo""e·X~sin x dx Ii JJe·XY. •1~ x I dx 

,:,() 

< ( e-xy dx = 1 
= .Jo Y 

Dus is F(y) gedefinieerd voor y >0. We garin nu bewijzen dat F(y) cor.tl­

nu is voQr y .?-O. 
- xv sin x We zetten f(x,y)=e-· ', x (x;iO) en nemen f(0,y)=1 (zodat f(x,>) 

continu is ctls functie V3n x voor x ~ O). Voor willekeurige y en y O is 

( ) ( ) -xyo sin x -.:.x(y-y) 
f x,-y -f :x:,y 0 =e • x • (e O -1), 

-x(y-y ) 
due I f(x,y)-f(x.yo)I ~ I e o -1 J als x~O. 

:>us is f ( x.,y) continu in een willel-ceurig punt Y=Y O, uniform voor 

O~xsb (b.>O). - -Zij Y>O. Krachtens het tweede gemiddeldetheorema van de integrn1l-
reken1ng 1:, a ls /3 >ex> C, 

r-i i -cJ..y I'..., 
JO'-e-xy. a.~ x dx = e Jtsi~ x dx, 

een zekere ) tuseen Olen (3. Wegens de convergentie van 

81~ x dx en wegens e· ~Y ~ 1 is er dus bij elke E.) O een p >O tc 

met 
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vinden, zodan1g dat 

(J 
J 50( e•X;/ • 

sin x 
X a lo /? ) 0( )P. 

Dan is ook 

I fo""e•XY. si~ x dx -f'e·•Y •1~ x dx I • u: I ;t ala <X){J, 

=::1..i.s convergeertJ°"e•XY. si~ x dx uniform totJ 00voor y~O. 

0 0 -

Krachtens de atell1ng op p.195 is nu F(y) continu voor Y>O. 
-:::. 

( ) J"°sin x Vervolgene geven we een kortere methode om F O • x dx te 
' 0 oerekenen (zie p.193-194). We werken nu met F(y) i.p.v. met Fk(y). We 
stellen weer f(x,y)•e-xy. si~ x . We hebben 

( ) -xy f'y x,y = -e sin x 

De functie f'y(x,y) is 1ntegreerbaar noar x over (o, o<J ), als y > O. Ver-
der geldt voor elke (3) O, omdat f'y(x,y) continu is ala functie van 
(x,y) op de rechthoek o::s_x ~(3, y )O, datJf3r(x.,y)dx onder het integr:1al­
teken gedifferentieerd mag worden. Anders O gezegd: als F( r,Y)=j~f(x,y)dx, 

n is ~F{ fl,y) ,.,(f!ir 1 y(x,y)dx (zie stelling 2, p.191 en de 0 
a Y Jo 

opmerking daarboven). Daarmee z1Jn de voorwaarden 1),2),3) van de stel-
11ng op p.196 geverifieerd. 

Z1j nu a een pos1 tief get a 1. Voor y > a is 
lf'y(x.,y)f "§.. e-ax. Toepasslng van de mid~lwaardeatelling van de d1ffe­
rentiaalreken1ng leert dan 

I f(x,y)wf(x,yo) l 
f Y-Yo - f'y(x,yo) < 2e-ax 

I "-' 2r:ix als x)O., y,/.y 0 , y~a, y 0 ~a. Nu bestaat O e-' dx. Omdat a willekeuri0 

was, volgt hieruit dat voorwaarde 4) van bovengenoemde stelling geldt 
a ls y 0 ) 0 (met bijpassende w ( x) en 1Z). 

Op grond van de genoemde stelling hebben we due: 

P'(y)• j
0
"" e·XY sin x dx (y > o). 

De integraal rechts hebben we al meermalen berekend. Er geldt 
F'(Y)• -~ • Dus 11!1 F(y) .... ac-c tg y + C (voor Y> O), waar C een neg 

1+y 
te bepalen 1ntegratieconetante is. Nu is lim F(y)=O en 11m arc tg Y=rr/2.. 

1:tDuS 18 O• 7l /2 • Y -4 co Y-+ oO 



H1erboven hebben we bewezeri tiat F(y) continu is voor y )0. Dus is 
::::: 

F(O)•C. Dus hebben we 

( 00 sin x dx = F ( 0) = C • 7t /2 • Jo X 

We geven nu nog twee 1voorbeelden. 
I. Berekening van L i~~1x dx (y) -1). 

0 
De integraal bestaat. Want in een gesch1kte rechteromg,ving 

sprong is /log x/ > 1 en fxY-11 < max (1,xY), dus JI0 ; 1xl 
een zekere p tuaeen O en 1. En voor O < r. < 1 is de integrand 

functie van x. Tenslotte is 

van de oor­
C::. + met 
conlinu als 

xY-1 eY log x_1 euy_1 
lim log x = lim log x = lim 

X-41 X-+1 U-?0 u 
( d uy) 

= ay e Y=0=1, 

Zij O < :){ < n < 1. Dan is f ( x, y) eigenlijk integreerbaa r over (r;x, (3 ) . 
Verder is f'y(x,y)=xY. Dus is f'y(x,y) inte~reerbaar over (0,1) voor 
y)-1. Oak 18 f'y(x,y) continu alr. functie van (x.,y) voor O<x <1, 

y ) -1. Tenslotte is, voor· y > -P >-1, 
1 

jf'y(x,y)J < x-P , f x-P dx convergent. 
0 

Toepassing van de stellingen ovPr het differenti~ren van een inte-• 

graal geeft nu, als we de beschouwde ir:tegraal voorstellen door F(Y: _. 
1 

F'(Y)=I xY dx = y11 . 
0 

::us is F( y )= log ( y+1) + C voor y) _, 1, me(· e.:.rn zekere constante C. Vnn­

zelf is F( y) cont inu voor y > -1. We gens F( O )=0 is C=O. Dus 

1 r xY-1 
Jo lo'gx ax= log (y+1). 

7r/2 

II Z1J F(y) =1 log (s1n2 Hy) ax (y ~O). 

0 
De integraa l bestaat zeker. Is O -< 0(. .,(_1. dan 1s de integrand con­

tinu ala functie van (x.,y) op de rechthoek CA,<. x ,< 1, y > O. Verder is, 

voor x) 0, blog ( sin2x+y )f g flog s1n2x l + log ( ;+1). Jus::::: conve·rgeert 
f TT/2 log(s1n :"+y)dx uniform- tct { 77 2als y behoort tot ee1: segment (O,b)(b>O). 

, 2-kJ 1 Dus 1s F(y) continu voor y i o. 
';,t Voor y > 0 18 ~ log ( sin x+y )= 2 , continu a ls functie v::n) 
( ) ~- s1ur x+y x,y • ~ beschouwde 1ntegraal is eigen lJk voor y > o. Dus is 

J'd/2 
Ft(y). ~x 

0 sin x+y 
(y>O), 
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We berekenen deze integraal d.m.v. de substitutie tg x • u. DPt geeft 
m2 

F' ( y )• r , ~ 1 
JO tg x+y /cos2x 

y 

Jus F(y). f i 
0 

dv ~==::;: + C, met een zeker-e censtante C. We hebben 
Vv(v+1) 

dua 

F(y). r log l (y~ )+ V y(y+1~ + C'= 

met een zekere nieuwe conatante C'. 

We bepa len nu C 1 • Voor y ➔ oo is 

_j_ f YffJ +\ff-] == ½ M + l -? 1. "2y ~ y 

Dus is F(y)= 7Tlog \(";y + C 1 + lf(y), waar 

'f ( y) • 77 log { ~ ( \.l'Y;-! + \1lj ~ 0 voor Y ➔ 00. 
2 

Verder 1s er bij elke l) C een p )O, zodanig dat j 1og( 1+ si~ x)l < t. 
a ls y ) p , uniform v o or O '5_ x <. 1 • Dus i o 

7T72 - :: 'Jr/2 i't1J2 
F( Y )= J log( sin2x+y) dx =J log y dx + log( 1 + 81~2X) dx 

0 0 0 

= flog y + 'f' * ( y), 

waarl'fl*(y)I< fl voor Y)P, dus f*(y)-+'.) voor y~ oo. VergeliJ­

king van beide uitdrukkingen voor F(y) gce['t C'= - rlog 2. Dus is 
'lr/2 

F( y )=J log ( sin2x+y )dx = TT log VY'} V;i ( y )0). 

0 

Daar F(y) aontinu 1s voor Y>O, volgt nog 
7f/2 = f O log sin x dx = ½ 7r log ½ = - ½ 7Tlog 2 • 

Einde van deze cursus 




