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Avondcursus 1954-1955.
Analysc I.

dooy

CeGoeLokkerkerker.

De analyse, zoals dic in deze cursus bdbchandeld zal worden, houdt
zieh voornamelijk bezig met refle getallen. Daarbij interussceren ons
niet zozcer individucle eigenschappen van getullen, maar operaties,
waaraan men in et algemeen redle getallon an onderwerpen, en zullen
begrippen als functie, limict, recks voortdurend op de voorgrond staan.

Alvorens net de cigenlijke analysec te kunnen beginnen moeten we
weten wat “reéle getallen zijn. Hierbij zullen we nict een (tijd-
rovendc) constructicve opbouw van het systeem der reéle getallen ge-
ven door achtereenvolgens de natuurlijiie, gcbroken, negaticve en irra-
tionale getallen in te voercn. llaar we zullen -~ om toch tot een weten-
schappeli jk verantwoorde opzet te komen- de¢ axiomatische methode vol-
zen door enige grondeigenschappen van de rodle getallen op te sommen
in de vorm van axioma's en daaruit de overige ter sprakce komende ei-
genschappen door logische redencring afleiden. Deze grondeigenschappen,
die we nu achtercenvolgens zullen bespreken, vallenin drk groepen uilt-
cen, tc weten

A. lichaamseigenschappen (eigenschapoen van de optelling en ver-

menigvaldiging) .

B. ordeningscigenschappen.

Ce cigenschap van de sncde van Dedelind.

De verzameling der rctle getallen zullen we in het vervolg stcoeds
door [ voorstellen.

§ 1. Lichaasmseigenschanpen.

Tava

In Mis de optclling onbeperkt en ondubbelzinnig uitvocrbaar: bij
elk tweetal getallen o en b is steeds &¢én getal a+b bepaald, de gsom
van die beide. Deze optelling bezit de volgende eigenschappen:

Age a+b = b+a (commutativiteit van de optelling)
Ay a+(b+o)= (a+b)+c (associativiteit van dec optelling)
AB»  de vergelijking a+x = b bezit stecds een oplossing (moge-

1ijkheid van de aftrekking).
We leiden direct enige consequenties af.

(1+1) Ei

tokiel getal O ("nul”), zodat voor elk getal a geldt:
a+0=0+a=a
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Bewijs. Neem (willckcurig) con gutal Qg Tegoens AB is or een getal O,
zodat 31@0 = 8y Yegens A1 is dan ook O+m1 = Q4. "le laten ziocn, dat
het zo bepaalde zetal O voldoet aan de betrckking O+a = a, welk getal
we voor a ook nemen. Z2ij daartoc a willekceurig gekozen. egens A3 is
¢r een getal X1 zodat o FXy = O Dan hebben we, met toepassing van AQ,
O+a O*(H1%Ki> = (O+a1)+x1 :

‘Tl,x in‘){l = Do

Tenslotte is dan ook a+l = a.

i

(1.2) PEr is slcchts &&a getal O et de bovengenoemde eigenschap.
dewijs. Laat veor twee getallen O en o gelden:
a0 = a, n+0' = a voor alle a.
Invulling van a = 0' in de eccrste betrekking en a = 0 in de tweede
cecft respecticvelijk
o'+0 = 0', 0:0' = 0.
mar - 0'+0 = O+O', Acbhon we dus 0' = 0. Dus is er slechts &én ge-

t21 0, dat de in (1.1) gunocudc cigenschap hocft.

1+3) Voor allc a, b heceft do vergelijking a+x = b slechts &én op-~
lossing (ondubbelzinnigheid van de aftrekking).

suwiis: Pr is cen getal &, zodat a+a (=a+a) = 0. Laten nu eens x en
-! twee getallen zijn et de cigenschon

7.

i
arXx =b, a+X = b

wan is -

a+b = a+(awx) =(a+a)+x = 0+x = x,

- - !
) _ Ca+b = ar(a+x') =(dral)+x' = 0+x' = x .
us 1s x = x - Hicruit volgt de %wubrlng.

Die ene onlossing van de vergelijking a+x = b wordt hct verschil
b oen a genocid en geschreven b-a. Speciaal de oplossing van de
vergelijhing a+x = 0 wordt het tegengestelde van a genocmd en geschre-

vert —2. /e hebben de regels

(1.4) =(-2) = a, dear a ownlossing is van dc vergelijiting (-a)+x = 0.
(1.5) ' b-a = b+(-a),
dear a+(b+(-a)) = a+((=a)+b) = (a+(-2),+b = 0+b = b, jus is steedls
een verschil terug te brengen tot cor 5o
(1.6) -(a+b) = (~a) + (-b),
daar we hebben
(a+D)+((=a)+(=b)) = (bia)+((=a)+(-0)) = ((b+a)+(-a))+(=b)
(b+(a+(~a}))+(»b) 2(0:0)+(-b) = O. H; ”lJﬂ alle uitdrukkingen
Egdenriﬁldbn wasrin slechits so.'en, verschillen .en tmgenuwﬁtelden Voor-
In M is ook de vermcnigvuldiging onbeperkt en ondubbelainnig it
voerbaar:s bij elk tweetal getallen a en b is stecds ¢één getal a.b, (ook
zeschreven ab), het product, bepaald. Deze veriuenigvuldiging heeft de

%1

i



cigenschannen

AA' asb = bea (co.omtbativiteit van de verwenigvuldiging )

A5~ as(bec) = {aeb)ec (amscciativiteit van de vermenigvuldi~-
ging)

Ags er is behalve O nog minstens é¢n ander redel getal en de

) vergelijking ax =h heoft steeds een oplossing, j{ﬁﬁﬁgggyég
(mogelijitheid van de Geling), '
terwijl ooll nog guldt
A7~ as(b+c)= a.bracc  (distributiviteit van de ver.uenigvuldiging
ten aanzien van de ovtelling).
leiden analoge consceguuntics af.

(1.7) Er is cen relel getal 1 (#8én%), zodat voor ulke a geldt

ast = 1.8 = a.
dewijs: Kiezen we a1¥ 0. Vegens Ag is cr ecn getal 1, zodat a,.1 = a.;
er een getal

€
o X

fese

dan is ook i.aq = 8ye 2ij nu o willeleurigs Yepens AC
x4y 2zodat a,x, = a. e hebben dan lea = 1.(31A1)~ (1. a,
1

1 = a,x
Qolt iz dan a.

1% q =0

) i
= e

(1.8) Er is slechts ¢én goetal 1 wet de bovengenocmde eigenschape

R - | : Tt
Bewijss  Stel cens ael = a, 2.1 = a voor alle a. I.heb. is dan 1 .1=1

| 1

1.1" = 1, c¢n wegens 1141 = 11" dus ook 1' = 1. Dit levert de bewering.

(1.9) Voor alle a,b mct af O heeft de vergelijking asx = b slechts
ossing (ondubbelzinnigheid van de dcling).

Bewijs: Dear a # 0 is, is er cen getel 4, zodat aa = ad = 1. Laten nu
x en x' twee getallen zijn, zodot ax = b,ax' = b. Dan is

ab = a.(ax) = (Ca)ex = 1ox = x,

-, o —t {

b = Te(ax )= (a2)ex' = 1.x' = x'.
mes x = x'e Hieruit volgt de bowering.

De cne oplossing van de vergelijking ax = b (ingeval a # 0) heet
guotidnt van b cn a en wordat geschroven Ew . opeecianl de oonlossing
von de vergelijking ax = 1(&#0/ heet het égwgyggggg van a, geschreven
'5w of a”l.

e leidcn nog cnige cigenschapnen omtrent vermenigvuldiging en
dvling af.

(1.10) a(b=c) = ab-ac.

Bewijs: Krachtens definitie van verschil is c+(b-c) = b. Dus is
“ac+al{b-c) = alct(b-c)) = ab, d.w.z. dat a(b-c) het verschil is van
~ ab en ac.
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{(1.11) Qe = 0.0 = 0 ,
Jewiis: ¢ hebben a-a = Oy wesens (1.10) dus 2.0 = a(a~a) = a.a-a.a=0.

>
)

Dan i8 ook Q.a = 8.0 = U,

{1.12) (a+b)c = ac+be, (a=b)c = nc-be.

¥oodijsr  Volgt uit A7 enn (1.10) door tocepassing van A4-

(:‘3‘13) (~—€TL)»1’)::: -ab “ta(wh} = =ab, (...;;';_), (-b) = ab.
Newigs: Ve hebben ab+(-a)eb = a+(-a) b = O.b = 0, krachtens (1.12)
2n de definitie van verschil. De anderc relaties worden evenzo bewezen.

(1.14) ig nb = 0, dan is minstens &¢én der getallen a2 en b gelijk aanG
Cpnerking. Ve drukloen dit uit door te zeggen dat in geen nuldelers

VOOrKomen.

vewids:  Stel eens, dat gelat alb = O, a £ O. Dan bestaat het omgekeer-
g : -1 -1 . . -1 -1

Loa 1; doarvoor gcldt el = eld = 1. Dr volgt a~ .(ab) = a~ .0=0,

A
elens 3“1.(ab) =(a”'vn). b = 1.b = b dus b = 0. Op grond van A, we-
o we dan ook dat uit ab = J, b £ O volgt a = 0 . [iermec is de be-

wering aangetoond.

4 e . - . e - e

(1.15) zijn a en b £ 0, das is (ab) Vo oty , andcrs geschreven
1 1 1

“::"'b" = - ""(2:'" » )

Tewiis: Ve merken cerst oy, dat uit a # O, b # O krachtens (1.14)
). (a"1.b“13 = (bn}.(awj.b“1)

-1 1 | -1 -1

= (ba)a b7 = be(asa’ ) Wb = (Ded)ed

= bobwﬂi = 13

1

is 2~ v de oplossing van de vergelijking (ab).x = 1. Let nog op

volgt ab £ 0 .Daar nu (at
-1

de analogic wuct (1.b).

B . . Ly “a \” b
(116 ziin ~ en b £ O, dan is (a=1) = a,(§§~ = e,

a
. - . -
Lewiis: We merken eorst op, dat uit a £ O en a.a” = 1 krachtens (1.14)

O De cerste relatie volgt nu uit het feit dat a oplossing
. o - .- . . ‘
g van de vergelijking a .x = 1. 7at de tweede relatic betreft, stel-

1.n we cven 5= = ¢. Dan is ¢ oplossing van bx = a. Dus be = a, ¢ # O,
- \ -1 -1 .
e = (be).c = be{ce ') = bel = b, dus ¢ oplosging van ax = b,
dus x = w$L~.
a

7 T 0 : T T N AU 1A
(1.17) is b £ 0, 4 # 0, dan is RS o e
Tewiis: Allercerst is bd £ O, krachtens (1.14). Krachtens definitie
. o c . . . 2 c a c
o3 PR TN -} PO = . Jus =] ® D T @ g .
is by = » de ~=F= c. Dus is (bd) 5 Do o Ao
= ac (ga na), dus wé%n ﬁﬁ§w oplossing van de vergelijking (bd).x = ac,

a4 b, G
GeaWesPoe H ® 3 = ba B
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: a
{(1.18) ig a £ 0, dan is Y
Bewmijs: Volgt uit 1. = 2, resp. ool = a.

(1.19) R = ek, Lta b A0, 0 £ 0

C 2
Ligs ac . _ A, .G L o &
wviig: e = e E el =g
. ) . e ad+ho
¢ 3 et O ] Y N I e w e wememm e N o
(1.20) is b A0, 4 #0, ¢w io -or + F va

Bowijs: Allercerst is bd # O. Verder hebben we
Y A A R 5 3 o
(bd)ey - + g = (ba)s Bt (vd). —%-
& A

2]

= Qe | b.'ﬁ “ 4+ Db { dnm%iﬁz do+be = ad+be,

hetgoen Juist zeggen wil dat w%w * ~%w het quotitnt is van ad+bc on bd.

e maken nog cnige slotormwrikingen. Xrachtens A, is a+(b+ec) = -
= (a+b)+c. Het komt dus niet o» de plantsing van de haakjes aan. ‘e
mnnen die zonder gevaar voor aisverstand weglaten en zullen dan ook
voortaan zonder neer schrijven a+b+ce. Tvenzo mogen we krachtens A5 in
2.{be) de haakjes weglaten; we zullen voortaan dus schrijven abe.

De vergelijking O.x = b heoft geen oplossing als b # O (als b = 0,
dan is elk getal x onlossing). el hoeeft voor a £ O de vergelijking
a.x = 0 cen oplossing, n.l.x=0; het quotiint, dat we schrijven »é%*,

. C . . 0 ,
is gedefinicerd en we hoedben o= O.

L

& 2. Ordeningseigenschaipon.

[388
S e

Het is mogelijk in M cen deel van de getellen a als groter dan O

(ook wels positicf) aann te .oriten, in formule wecrgegeven door a > O,
op zodanige wijze dnt de volgende cigenschappen gelden:
B

BE' isa> 0enb >0, dan is ook a+b >0, ab > O.

1+ is o #0, dan is df a » 0 df -a > O.

dJefinitie. Zijn a2 en b twee willckeurige getallen, dan nocmen we a
groter dan b, alsook b kleiner don a, indicn a-b positief is; we schrij-
ven: a » b, b < a. Het getal O wordt nict drositief genoomd.

(2.1) Zijn a en b twee willekeurige getallen, dan treedt steeds één
en slechts één van de volgende drie nogelijiheden op:

a = b, a>»b , a < b
Bewijs: Beschouw het getal o~b. ‘rachtens D, geldt df a-b = 0, df
a~b > 0, df ~(a-b) > 0. In het ecrste geval is a(= 0+b) = b, in het
tweede is krachtens definitic a 3 b. Tenslotte is -(a-b) = b-a (ga dit
na), zodat we in het derde goval hebben b-a 30 ; krachtens definitie is
dan by a, alsook a < b. Hicimee is alles anangetoond.



(2.2) is a2 %2 0, dun is -o :*§~ O, on omgeleerd.

i9s =< 0 betikent Jw(=o) 00 baar 0-{=u) = 0+ (a«(»a).\) = a, 2ijn
Wf o pewWerdngal oo 0o e (O ccguivalent. Tvenzo zijn de beweringen
e a<¢ O acquivalent.
n 2laats vor kiciner den O zogt aen ook negatict.

3) dis as>b oen bye, don oo o0l a>e.
J,J\,‘.‘/’lﬁ}fﬂ; Un ‘gz on Vot Go dol Svloaw oI Qg ._',L,L’u."»r(_.ilﬁ 18 «,}u"‘b > Uoen b“c >O‘P
s o m R A A e e Y
vosen we O, toe, don vitiduon v
e

{;fzw"b);(bw ) = ({o~b) 0 (-e) = 2=c 30, Mea.W. 2D C.

(2eA) ds a £ 0, don dim e v O,

\

Fewigs: Voor o> volgt doe bewering metecn uit Br,. ITs dearentegen

a 0, dan redeneren we als volst. Uit (2.2) volgt -a% 0. Verder is
(-a)e(=a) = a.a, wegens (1.33), s, wegens het vorige geval, a.ab O.

. .*“;“L'i'.,j.s,: 1 P 1 © 1 7 ( 2 » 4 > .

(2.6) dis a>b en ¢ willckeurig, dan is a+c > b+c.
Cowidss Udlt a-b >0 volgt (avc) = (bre) = a=c ) 0.
(2.7) dis asbcen ce>d, dan is o ¢ D>bod.
Bewijse Uit a>b volgt are »bcy, uit ¢ > d volgt c+b> dvb, ofwel
BERe )b+~d. Tocnassing van {2.3) geeft don a ¢ b+d.
[2.8) dis o>b en ¢ >0, dnr is nc> be.
i et gogeven houdt 1 a--b >0, ¢ > 0. rachtens B ig dan (a=b)e=

)
0, cus ac >be-

a.b en c<o, don is o< be.
Nu is a=b >0 cn =-c» 0 .zic (2.2) . Dus is (a~b).(-c) =

s

= a.(-c)=b.(=c) =-ac+(-d (=c) = --acrbe >0, dus be >ac, ofwel ac < be.

(2.10) dis 220 ¢en v< O, dan is ab$ 0.
Zevijs: Is a»>0 en b 9O, dan is ~b -0, dus a.(-b) = -ab> 0, dus abg O.
i a<0 en b<O, dan is -2 >0 ¢n ~-b>0, dus (-a).(-b) = ab> O.

(2.11) dis a >0, da is ook “";")O.
Agwijss e hebben 'w..‘ezwr: 1 en 1>°. Verder is 3>f--~~>0 ¥ k= O BF »»::0.
e

Uit o> 0 ¢n fjme zou volgen 1=0; uit n:;0 o -»-~~/O Zou wgens (2. 10)
volgen 1< 00Blijft slechts over do mogelijh heid -~~ > O, '

( u

=.,'Z

k
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FeBe Br geldt nict: uit a>b, c>d volgt ac >bd, zelfs nict als 2
va ¢ beide positicl zijn. !en overtuige zich hicrvan aan de hand van
ecn getallervoorbeelde

Qgggyang

ODge_ -(a- ) Doty W
QE&L.Eﬂ (a+b)=c = a~(b~c}.
Opge. 3- (&ub) (c-d) o ( b+d) .
Opge. 4. (a+bic)d = ad+bd+ed

o

Onge 5. (a+b)(c+d) = ac+ad-be+dd.
e B e ,u:t),« = De %J‘“ ( i““/ 3
- & o

w

NE dc regels uit o> b en ¢ >d volst ac> bd geldt wel, indicn
a,b,c,d allen nositicy z2ijn.

Cofe B -0 = 0, a=0 = a.

Ope 9. uit ate . b+c volgt a>b.

- . P ‘ a C e .
Opie. 10 2zijn a,byc en d> 0, dan is "1;“¢i g ceguivalent met
ad < bc.
. - N , o a c .
Opgs_11. 2zijn a,b,c on d>» U, cn is bovendien -3~ <-5- , dan is
...»--@'m < - g .r.Q & ‘Cm
b b+d 4 :
a_ /e ad . ;
Omge. 12. ) o= cgp (hhed S
. atuurlijxe getallen.
3. 1} Ao g n

De ba¢nruklnu vail a¢ lantete grondeigenschap stellen we nog even
uit. e hebben tot nog toc nict gesvroken over natuurlijkce ( = posi-
tieve, zchele) getallen, dic toeh deel uit aken van de verzancling

dur rcéle getallen. ¢ zullen nu in I de natuurlijke getallen gaan
sanwijzen en er doarna allorlel eigenschapien voor aflciden. Ecrst

laten we enige ecnvoudige begripoen vit de verzamclingsleer de revuae
DASECTEN .
Een verzameling is de somenvatting van cen aantal objecten tot
“en g@haol. De obgcctun heten de cleacnten der verzameling. Is a cle-
went van cen verzaaling V, dan schrijven we a+ V. e laten ook de¢ ver-
zancling toe, waartoc geen onkel clement bohoort, we noemen dit de
;ege verzameling.

Een verszaneling V hect dublxrqj}qvi%n’ van cun verzaweling 'V, go-
gehreven: VCW indien elk clewent van V ook tot ¥ bchoort (andcrs ge-
zegde indien uit a2+ V volgt a<V). 4ls cr bovendicn een e¢leuent van
7 is, dat niet tot V behoort (als cr cen a is met ac¢W, a ¢ V), dan
nouvmen we V een gchte declvergameling van . De lege verzaaeling is
deelverzaneling vaen iedere verzouneling.
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Zijn V en VW twee verzamelingen, dan noemen we de vergameling
van die elementen, die tot V en / of W (tot een van beiden of tot bei~
den) behoren, de vereniging van V en W, geschreven Vu'W. Is er een
collectie F van verzamelingen V ‘gegeven, dan noemen we de verzaaneling
van de elementen, die tot minstens één van de verzamelingen V uit de
collectie behoren, de vereniging van de verzamelingen uit de collec~
tie F.

De doorsnee VAW van twee verzamelingen V en W is de verzameling

van de elementen die zowel in V als in W liggen. Twee disjuncte ver-
zamelingen hebben een lege doorsnede. De doorsnee van een collectie ™
van verzamelingen V is de verzameling van de elementen, die tot elke
verzameling V uit de collectie F behoren.

e beschouwen nu deelverzamelingen V van | die aan de volgende
twee voorwaarden voldoens
1) 1 eV
2) als x eV, dan ook x+1 € V.
Er zijn zulke verzamelingen. Voorbeeldens | =zelf; de verzameling van
de positieve getallen; de verzameling, bestaande uit de getallen -,
%, 1 en de getallen > 1 (ga na). /e kunnen dus de doorsnede N van all-
verzamelingen beschouwen, die aan de eisen 1) en 2) voldoen. Die door-
snede N is weer zo'n verzameling:
ad 1): 1 & N, daar 1 voorkomt in elke zodanige V
ad 2): is x ¢N, dan behoort x tot elke V die aan de bovenbeschouwde
voorwaarden voldoet, dus ook x+1, dus is x+1 € N, Kennelijk is N de
kleinste verzameling die aan 1) en 2) voldoete

We definiéren nu:
de kleinste vergameling die aan 1) en 2) voldoet.

We kunnen meteen een belangrijke eigenschap van de verzameling I

afleiden, n.l. het princive van de volledige inducties

(3.1)Zii E een eigenschap van natuurlijke getallen die aan de volgen-
de twee voorwaarden voldoet:

1e het getal 1 bezit de eigenschap E.
2. 1s x een getal uit Il dat de eigenschap E bezit, dan komt E
ook toe aan het getal x+1.
Dan heeft elk natuurliik getal de eigenschap E.
Bewijs: Zzij I de verzameling der natuurlijke getallen die de eigen-
schap I bezitten. Dan geldt:
1T ¢l 5 als x ¢ M, dan x+1 € Il

Mea.wes M voldoet aan de eisen 1) en 2). Krachtens de definitie wvan N’iﬁ
dan N CM. Vanzelf is M ¢ N. Dus zijn M en N didentieky; M = N.
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Meb.ve(3.1) kunnen we een groot aantal andere eigenschappen af-
leiden. We zullen voortaan voor het aanduiden van natuurlijke getallen
in denregel de letters n, m, kX, 1,p, g gebrulken.

(342) Ism €N enn ¢ N, dan ook m+n e N,

Bewijs. Houden we m vast. Dan hebben we te doen met een zekere elgen-
schap E van n. Voor n=1 is deze juist: wegens m €N is ook m+1 € N.
Zij nmu n een natuurlijk getal dat de eigenschap E bezit, waarvoor dus
m+n ¢ N. Op grond van 2) is dan ook m+{n+1) = (m+n)+1 €N, zodat ook
n+1 de eigenschap E bezit.Krachtens (3.1) bezit dan elk natuurlijk ge-
tal de eigenschap E. Daar bovenstaande redenering van kracht is voor
elk natuurlijk getal m, is hiermee de bewering aangetoond.

Opmerking. We zeggen dat we hicrboven de bewering hebben aangetoond
door volledige inductie naar n.

(3.3) Is.m e¢Nenn eN, dan ook men &N,

Bewijs. We houden weer m vast.Voor n = 1 is de bewering juist: uit

m €N volgt me1(=m) eN. Stel nu eens men € N, Wegens m.(n+1)=mn+n

en de zojuist bewezen eigenschap is dan m.(n+1) € N. Door volledige
inductie volgt dat m.n e N voor eclke n € N. Daar het bovenstaande voor
elk natuurlijk getal m geldt, is hiermee (3+3) bewezen.

(3.4) n 21, als n eN.

Bewijs. Ten eerste is 12 1. Is n 2 1, dan is, ova.wegens (2.5) en (2.3),
ook n >0, dus ook n+1 >1. De bewering volgt nu door volledige inductie.
Gevolg. De natuurlijke getallen zijn positief.

(3+5) IsnelN, dan isn =1 0of n = 1+m met m € N.

Bewijsg. Voor n = 1 is de bewering juist. Stel dat de bewering geldt
voor een natuurlijk getal n. We hebben n+1 = 1+n, n € N. Dus geldt de
bewering ook voor n+1. Door volledige inductie volgt dat de bewering
juist is voor alle n.

(3.6) Uitn¢m (neN, m ¢ N) volgt n+1 $m.

Bewijs. Door volledige inductie naar n. Zij vooreerst n = 1 en m een
natuurlijk getal > 1. Op grond van (3.5) kunnen we dan schrijven
n=1+p, waar p € N. Wegens (3.4) is p2 1 en dus m=1+p 2 1+1. Hiermce
is (3.6) sangectoond voor n=1.

Zij nu n een natuurlijk getal.met de eigenschap dat uit n ( m steeds
volgt n+1 § m. Beschouwen we het natuurlijke getal n+1 en een natuurliiv
getal myn+l. Wegens (3.5) ism= 1 +p met p €N. Dan is p>mn, dus i >n
m¢ n+l+le Mea.we 00k nt1 heeft de beschouwde eigenschape.

De twec in (3.1) genoemde voorwaarden zijn dus weer vervuld en
het bewijs vaen (3.6) is geleverd.

m Uit n ¢m+1 {n el, melN) volgtb n $ me
(3+7) Eon nict-lege verzamcling M van natuurlijke getallen bevat cen
kleinste gebal.



%11(.)0

Bewiis. We beschouwen ook de verzameling V van de getallen n met de

eigenscheap
ngm voor elke m ¢ M.

Wegens (3+4) heeft zekcr 1 deze eigenschap (1 €V). Anderzijds, als we
een getal m' uit M nemen (M was niet leeg ondersteld), dan hecft b.v.
m'+1 niet die eigenschap (m'+1 4V).Dus bevat V niet alle natuurlijke
getallen. Gold nu voor ¢ 1k natuurlijk getal n, dat uit n eV volgt
n+1 €V, dan voldeed V aan de eisen 1) en 2) en was dus V=N. Dit is
een tegenspraak cn dus is er een getal n met neV, n+1 €V. Dan is er
cen m" ¢ M, zodat n+1>m", tcrwijl toch n ¢m". Uit (3.6), gevolg lei~
den we af m" € n. Dus m" = n. Hiermee is een getal m" ¢M gevonden
met de eigenschap

m" $m voor elke m eil.
Andcrs gezegd: m" is het kleinste getal van M.

We laten nu zien dat het aldus ingevoerde begrip natuurlijk getal
overgenstemt met het intultieve begrip natuurlijk getal, dat samen-
hangt met het tellen.

Definitie: A(m) is de verzameling van de natuurlijke getallen, die
hoogstens gelijk zijn aan het natuurlijke getal m.

Het tellen van de clementen van ecn verzameling V is het tot
stand brengen van cen eenccnduidige afbeclding van de elementen van V
op dc getallen uit ccen zekere verzameling A(m), dat is een afbceelding,
waarbij aan elk clement van V één getal uit A(m) beantwoordt en aan
elk getal uit A(m) één element van V. Ve bewijzen eerst:

(3.8) Bestaat er een epncenduidige afbeelding van A(m) op A(n), dan
is m=n.
Bewiijs. Volledige inductie naar n. Is n=1, dan is ook m=1. Stecl nu
dat de bewering geldt voor cen mekere waarde van n en beschouweiveen
cenecnduidige afbeelding van A(p) on A(n+1). Yegens n+1 £ 1 is p # 1.
op grond van (3.5) dus p=1+q met q ¢N. De beschouwde afbeelding in-
duccert een eencenduidige afbeelding van A(q) op de verzameling B die
uit A(n+1) ontstaat door daaruit het beeld 1 van p weg te laten. Nu
is B ecnecnduidig af te beelden ov A(n), zoals men inziet door te be-
denken dat B en A(n) ontstaan door weglating van resp. 1 en n+1. e
vinden dat [(g) ecneenduidig is af te beelden op A(n). egens induc-
ticonderstelling is dan g=n. Dus p=n+1, zodat de bewering geldt voor
n+1. Daarmece 18§ (3.8) bewezoen. '

Beschouwen we nu een verzameling Ve Indien cor een ecneenduidige
afbeclding is van V op A(m), dan is ook A{m) eeneenduidig op A(n)
af tc beelden en dus m=n. Voor V zijn er nu twec mogelijkheden. 0f V
is op geen verzamcling A(m) af te beeciden; in dat geval hect V een
Fen ook een eeneenduidige afbeelding van V op A(n)
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opegindige verzameling. OUf V is af te beelden op cen A(m) en dan is

m ondubbelzinnig bepaald; in dat geval heet V ecn eindige verzameling
en m het aantal elementcn van V ( we zeggen: V bestaat ult, is een ver-
zameling van m elecmenten). De lege verzameling wordt ook eindig genocmd.
Het begrip aantal is tc beschouwen als een intuitieve interpretatie

van ons axiomatisch~deductief ingevoerd begrip natuurlijk getal.
Een voorbeeld van een oneindige verzameling is de verzameling N

der natuurlijke getallen.

Door volledige induetie toont men mans zijn V en W twee eindige,
disjuncte verzamelingen van m resp.n elementen, dan is de vereniging
V. W weer een eindige verzameling, bestaande uit m+n elementen. Het
product mn laat ook een dergelijke interpretatie toe. De elementen
van een verzameling V kunnen getallen zijn. Zo kunnen we spreken over
een verzameling van n getallen (al of niet onderling verschillend).

De positionele schrijfwijze van natuurlijke getallen (im b.v. het
tientallig stelsel) verondecrstellen we bekend.

§ 4. Algemene sommen en producten. Machten.
2i] n een natuurlijk getal. We beschouwen een verzameling van n
rele getallen, dat is een verzameling getallen, die eeneenduidig is
af te beelden op de verzameling A(n) der natuurlijke getallen & n. e
noemen &, het getal dat bij deze afbeelding aan het natuurlijke getal
i is toegevoegd (i ¢ n) en spreken kortweg van de getallen By9Bopees -
We willen nu eerst definiéren de som van de getallen a;, voorge-

n
steld door L a,+We stellen daartoe
i=1 1
a.=a
.Z; i~
e+ 1 kT

n
Hierdoor is het symbool 3 ay gedefiniéerd voor elk natuurlijk

getal krachtens (3.1); we zeggen dat het gedefini¥erd is door volle-
dige inductie naar n.

Evenzo definié&ren we hct product van de n getallen 8y gespghreven

n

a3 d.meve de betrekkingen
(42 T Rl (“l‘cr (ke
(4.2 a, =1 a; =1 | a)-a k &N).
Door wvolledige inductie naar m bewijst men onmiddellijk

(4.3) n m n+m
{43 ; 8B, + > , = b f
;é% i éz% Fn+i Eé% i
m

n
(4‘4‘) W &i . M-T a

=]
4
fud
i
o
Jode
®
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Het is duidelijk hoe hier som en product van de getallen 8nyq?

ces,8l gedefinierd zijn op grond van (4.1) en (4.2). In plaats
an+2’m "“n+m n n+m n+m

a; resp. m B

e
van &
= i=n+1

) nei €0 ‘EE o ,q Pohrijven we ook

i

imn%1

(4.5) Als@(i) een ecnecnduidige afbeelding is van A(n) op zichzelf,
dan gecldt n ,
::; %Q(i) = ;?% aj (algenene commtatieve eigenschap
=1 = van de optelling.
Bewijs. Volledige inductie naar n. Voor n=1 is het duidelijk. Laat
het nu gelden voor een zekere waarde van n. Beschouwen we dan een
cenecnduidige afbeclding (i) van A(n+1) op zichzelf en zij x=@(n+1).
De getallen Q1) 18¢(2) 7+ 18 (n) 2ijn de getallen fy,8pyeee,By, 4 DET
weglating van x. Voor x 1, X # n+1 kunnen we dus herleiden

n+ i& X1 n+1
. - = B P - §
& %}( 1) 18-\?( i )+ax j;ai ) Z}H’ 8.1 X

1= 1=
éfj n+1 n+1
= a,+a_+ E a, = S
f X 5T 1 ;é% 1

Het resultaat geldt ook als x=1 of x=n+1. Hiermee is de bewering aan-
getoond voor n+1. Dus geldt (4.5) algemeen.

Evenzo toont men aan:
(4.6) AIS(p(i) cen eencenduidige afbeelding is van A(n) op zichzelf,
dan geldt

n n
il C@(i) = fﬂ" ay (Algemene commutatieve eigenschap
=1 i=1 van de vermenigvuldiging.
Verder toont men aan door volledige inductie naar n

n n
(4.7) a> b, =S ab,

We merken nog op dat men in plaats van j:,ai vaak schrijft
n i=1
aqtaotessta  en in plaats van 'z£1ai 00k a,8,evea .
Zijn de gctallen By gelijk)ai=a, dan geldt
n
(4.8) 2 a=na.

i=1
Verder schrijven we

n n
(4'9) TT a = a
i=1

geheten macht van aj; a heet het grondtal, n de exponent.
Tenslotte definilren we nog

(4.10) aomi,a"nu wig (a#0, n een natuurlijk getal).

a
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We geven enige eigenschappen van machten. Zijn n en m natuurlijke

getallen, dan geldt

(4.11) g ot

( (e

Zijn a en b#£0 en p en

n ameﬂn

am ) n amn

alpt= (ab)®.

q gchele getallen, dan is

H

o8

i

ﬂpo @.q = &IH’Q'
(4.12) af.v? = (ap)?P
(ap)q = aPd y DeVe (a~1)q = a ¢
Y
w%?w = ( %”)P .

De eigenschappen (4.11) worden aangetoond door volledige inductie
naar n; de cerstc eigenschap is cen bijzonder geval van (4.4). De
eigenschappen (4.12) worden ook aangetoond door volledige inductie,
maar men moet hierbij enige gevallen onderscheiden. Zo bewijst men

de ecrste eigenschap opvolgend voor g = O3 voor g = 1 en-1 door He
onderscheiden de gevallen p >0, p=0, p qO;fzeg q = -m, door volledige
inductie naar m. De derde eigenschap haalt men uit de tweede eigen-
schap (4.1%) door ccrst door volledige inductie naar n aan te tonen
2™ = (a™ )" en daarna te onderscheiden de gevallen p>0, g >0; p of
g =0; p<0, ¢>0; p>0, q<0; p<«O, g«O.

Tot slot enige ~mgelijkheden.
(4.13) 2ijn gegeven 2 n getallen Bq1BpseesB 3Dy, byyeee,b en is
aih.bi voor i=1,2,ee.,n, dan geldt ook

g% a
8y > 2Dy
{=3 * i=1

Bewiijs. Voor n=1 geldt de eigenschap. Zijn gegeven 2n getallen
Qq18oreeeya ] b1®2y-~-,bn, gelit 24> bi voor i=1,2,.¢s,n, is

n n
gg% 2y > éé% by , en is voorts a, ,>b . ., dan volgt door toepassing

van (2.7) onmiddellijk

n._ n n+1 n+ 1
Eéﬁ aj+a, 4 > ;Z% b,+b, 4, dus gg% a; > Eé% b,

Door volledige inductie naar n volgt de¢ juistheid van (4.13).

(4¢14) Is a>b20 en n ecn natuurlijk getal, dan is ook a3 b™.
Bewijs. Voor netl is (4.14) juist. Is ap;>bn, dan volgt door tweemaal
tocpassen van (2.8)

an+1 = al.a > b ea > b = SO
Door wvollediegz indnotie naar n volgt (4.14).
Fvoor g >0 door volledige inductie naar g; voor g O,
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(4.15) Is n cen natuwurlijk getal > 1 en is a positief, den is
(1+a)™ 3 14na  (ongelijkheid van Bernou 11i, 1689).
Bewijs. Voor n=2 luidt de ongelijkheid
1+2&+a2> 1+2a,
hetgeen zelfsjuist is voor alle a # O. Is, voor een zekere waarde van
n, (1+a)®s 1+na, dan volgt
(1+0)™ 7 = (1+2) (1+3) > (1+n2)(1+a),

dus
(1+a)n+1 S 1+(n+1)a+na2 > 1+(n+1)a.

De beschouwde ongelijkheid geldt dus voor n=22.

5. Gehele en gebroken of rationalc getallen.

Gechele getallen zijn ner definitie de natuurlijke getallen, het
gctal O en de tegengestelden der natuurlijke getallen. De laatsten
zijn wegens (2.2) ncgatief. Eon getal r= -2 s Waar q#O en p en q
gchele getallen zijn, hect gcebroken of rationaal.

(5.1) Som cn verschil van twee gehcle getallen is weer een geheel go-
tal.

Bewijs. We bewijzen ecrst dat a-1 gehecl is, als a geheel is. Voor

a =0 of 1 is dit duidelijk. Is a cen natuurlijlk getal % 1, dan is

a = 1+b met b €l wegens (3.5), dus ook a-1 = b een natuurlijk gcetal
cn dus een geheel getal. Is a een negatief gehecl getal, a=-c met

¢ ell, dan is a-1=t-1=-(c+1) o0k cen ncgatief geheel getal.

Zij nu n ecn natuurlijk getal met de cigenschap dat a-n geheel

is, wanneccer a geheel is. Yegens het voorgaande is dan voor alle ge-
hele a ook a~(n+1) = (a=-n)-1 gcheel.

Door volledige inductie naar n volgt dat, wanneer a een geheel
getal is en n ecn natuurlijk getal, ook a-n een geheel getal is. Ook
is, daar het tcgengestelde van een geheel getal weer een geheel getal
is, a+n = =((-2)-n) gechecl, evenals a+0 = a. Hiermee is (4.1) bewezen.

(5.2) Het product van twee gchele getallen is weer ecn geheel getal.
Bewijs. Volgt door tocpassing van de rcgels (1.13) en de eigenschap

(3.3)

llet quoti&nt van twec gchele getallen behoeft niet weer een ge-
heel getal te zijne Z2ijn beve m en n twee natuurlijke getallen met
m¢n, dan is “%» nict gcheel. Want ~%w is positief (v1g.(2.10) en
(2.11)), maar voor clk natuurlijk getal k is k.n21.n = nym, dus
«-%-«% K.
(5.3) Som, verschil, product en quotiént van twee rationale getallen
is weer rationaal.
Bewiis. Laten die twee getallen w%w en *&* zijn (myn,p,q geheel;n,qg# 0)



Uit (1.17) en 1.20) volgt onmiddellijk dat *%~+ *gj en m%—c'~§~ van

dezelfde gedaante, d.w.z. rationaal zijn. Dezelfde conclusie geldt

(. * I B p oyt - B (1), R = 2R (R
voor = T % h N : )™' , wegens > =(=1) 5 f o 9 )

= »%w (in het laatste geval ook p # 0).

We tonen nog enige eigenschappen aan betreffende de ordening van
gehele en rationale getallen. ¥We zullen zeggen dat b tussen a en c
ligt, indien geldts a<¢ b {c.

(5.4) Is p een geheel getal, dan ligt er tussen p en p+1 geen ander
geheel getal.

Bewijs. Blijkens (3.6) gevolg is de bewering juist als p een natuur-
1ijk getal is. Dan geldt de bewering ook voor een willekeurig geheel
getal p. Want uit p¢q¢p+1 (g gcheel)zou op grond van (2.6) volgen
p+{1-p) ¢ g+(1-p) < p+1+(1-p)

ofwel 1< q+1-p <2,

waarbij q+1-p geheel is.

(5.5) Tussen twee verschillende, rationale getallen a en b ligt
steeds een ander rationaal getal. 5
} 54 ) - e+ i
Bewiis. Zij a de kleinste der twee getallen. Het getal 5 is
rationaal, terwijl
a(wﬁl%bmwegens a;b a = #(b-a) >0 ;

_Q%Qm < b wegens b a;b = #(b-a) >0.

Opmerking. We drukken deze eigenschap wel uit door te zeggen dat de
rationale getallen overal dicht liggen. Er volgt nog uit (4.5) dat

er tussen twee raticnale geitnllen zwvlfs oneilndig veel rationalv ge-
tallen liggen.

Opgaven.
Opg. 13. Er is geen grootste natuurlijk getal.
Opgs 14. De verzameling A(n+1) bestaat uit het getal n+1 en de ge-
tallen van A(n) (n ecn natuurlijk getal).
Opg. 15. Zij E een eigenschap van natuurlijke getallen, die aan de
volgende voorwaarden voldoet:
a) 1 heeft dec eigenschap E.
b) hebben de getallen < n de eigenschap E, dan heeft ook n+1 de
eigenschap Es» Dan hceft elk natuurlijk getelde eigenschap E.
Opg. 16. Zij k een geheel getal en E een eigenschap van gehele ge-
t tallen die aan de volgende voorwaarden voldoet:
a)k heeft de eigenschap E.
b)als p de eigenschap E hecft, dan ook p+1.
Dan heeft elk geheel getal > k de eigenschap E.



Opgs 17. Onder n getallen komt een grootste voor, alsook een kleinsta
Opge. 18. Bewijs door volledige inductie naar n

n n
éz% k = in(n+1), £i3 x° = w%“n(n+1)(2n+1).

Opgs 19. Als n een natuurlijk getal is en q # 1, bewijs dan dat

2 ‘' n ] _n+1
1+q+q_ fowat(] = ki‘ qk = *mlﬁa-‘—'— .

Opgs 20. Bewijs door volledige inductie naar n

A 2 4 n-1 n+1 ol k+ 1 n+1

7 “%" B T T S :ggi”(_hk 'Mgk )”"ﬁh
ofwel 1%' (1- L ) Bl
k=2 ‘;5

i

n
n ) oh+1
. B 2+ 1=X
Opgs21, Bewijs fﬂ; (1+x° ) = = (n een natuurlijk getal).
1=
o1 2,1 (24
N.B. x betekent niet (x)~, maar x'“/ , d.i.het gedurig product

van 2i factoren x.

Opge 22. Is n een natuurlijk getal > 2 en is ay> oy By >Bypees
Bre1 > B dan geldt ook ay; > ap.
Opg. 23+ De ongelijkheid van Bernou 11li geldt ook als =1¢a <0. Voor
a=00fn=1gaat zij in een gelijkheid over.

Opg._24. Wonneer is het verschil van twee natuurlijke getallen weer
ecn natuurlijk getal?

Opg._25. Is a # 0 rationaal, dan ook aP (p een geheel getal).

§6. De snede van Dedekind.
Het laatste axioma, dat we nodig hebben, luidt als volgt.
C. Laten gegeven zijn twee deelverzamelingen I en R wvan T met de
volgende eigenschappen:
1). de vereniging van L en R is { .
2). de verzamelingen L en R zijn disjunct en niet-leeg
3). isa ¢ 1L en aq <8, dan is ook a, €L
4). is b &R en by > b, dan is ook b, eR.
Dan heeft 0f I een grootste getal df R een kleinste getal.
Zo'n verdeling van | zullen we snede noemen; L heet de linker
klasse en I de rechterklasse.

Het axioma C, ingewikkelder van aard dan de overige, is mms laat
duidelijk geformuleerd, en wel voor het eerst door Dedekind in 1872
(R.Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen). Het is de sluitsteen
van de constructieve opbouw van het systeem der re8le getallen (die
wij hier niet gegeven hebben) en is van fundamenteel belang voor de
analyse, zoals we die in het volgende gaan bedrijven. Later zullen




we zien, hoe b,v. deze snedeeigenschap aequivalent is met hct feit das
b te beschrijven is als het systeem van &lle (oneindig voortlopende)r
cime.le breuken, Wat de inhoud van de ecigenschap betreft, merken we

nog het volgende op. Het is triviaal dat er niet zowel in L een
grootste getal ¢ als in R een kleinste getal ¢! voorkomt s dan zou
nel.een getal 4 tussen ¢ en c¢' ndch tot L ndoch tot R behoren, in
strijd met de eis L \WR = | . Het axioma zegt nu, dat zich tenminste
é€én van die twee mogelijkheden voordoet.

We gaan nu de z.g.stellingen van de bovenste en onderste grens
bespreken.en beginnen daartoe met enige definitiess We noemen een
verzameling M van reéle getallen naar boven begrensd , indien er een
reg€el getal K bestaat , zodanig dat geldt x & K voor elk getal x uit
M; een getal K met die eigenschap heet een majorant van M. Evenszo
heect een verzameling M wvan reél.eE%é&ﬁﬁmneden begrengd als er een
reéel getal K' bestaat, zodat

x2K' alsx el ;
zo'n getal K' heet minorant van M. Een verzameling M heet begrensd,
als hij zowel naar boven als naar beneden dbegrensd is.
We beschouwen speciaal een niet-lege, naar boven begrensde ver-
zameling M. 2ij L de verzameling van de getallen a met de eigenschap”
er is een getal x €M, zodat a <X '
Zij R de verzameling van de getallen b met de eigenschap:

b2x voor elke x ell
(anders gezegd: R is de verzaneling van de majoranten van M). Ten
duidelijkste bestaat L uit de getallen die niet tot R behoren. L is
niet-leeg, omdat M niet-leeg isy R is niet-leeg, omdat er krachtens
onderstelling majoranten van M zijn. Behoort a tot L, dan ook elk
kleiner getal. Is b een majorant, dan ook b1>‘b. Dus is voor het paev
verzamelingen L en R aan de eigenschappen 1), 2), 3) en 4) voldaan,
dewez. L en R vormen een snedes We laten voorts zien dat er in I gecn
grootste getal voorkomt . Inderdaad, zij a €L. Dan is er een getal
x met x €M, x> a, Het getal a, = a;x voldoet aan a;>a 3 a2, X
en dus a1E:L. Bijgevolg is a niet het grootste getal - yan I.

Op grond van C mogen we concluderen, dat R een kleinste getal

heeft, zeg c. Dit getal c¢ is de kleinste majorant van M en voldoel .
1a c2 x als xelM
2 is a¢c, dan is er een x €M met a < x £ c.
Gewoonlijk wordt o de bovenste grens van M genoemd; men schri jft
c = supy X (uitgesproken supremum). Men ga na, dat niet meer dan %4

getal ¢ aan de eisen 1 en 2 voldoet. Het verkregen resultaat kunnen
we nu samenvatten tot de ) . -

Stelling ven de bovenste grens, Een niet-lege, nacr boven begrensde
verzameling heeft een bovenste grens,
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Analoge beschouwingen gelden voor een niet-lege, naar beneden

begrensde verzameling M. Er is dan 8én getal d dat voldoet aan
1'% 4 $x als x €ll
2'e is b>d, dan is er een x €1 met di S x < b.

Dit getal 4 is de grootste minorant van Il en wordt ook de onderste
grens van M genoemd; men schrijft d = nfHX  (uitgesproken infimam,.
Stelling van de onderste grens.Fen niet-lege, naar beneden begrensde
verzameling heeft een ondcrste grens.

e geven enige voorbeelden.

1%, 11 is de verzameling van de positieve getallen. Dan is M naar
beneden begrensd; de onderste grens is 0.

2°. 1 is de verzameling der even getallen. Dan is M naar bencden
begrensd; de onderste grens is 2.

3%, M is de verzameling der getallen x met 13x < 2. Dan is M be-
grensd; de onderste grens is 1, de bovenste grens is 2.

4°. M is een niet-lege, eindige verzameling. Dan is M begrensd;
de onderste grens van Ii is het kleinste getal van M, de bovenste
grens van M is het grootste getal van M (v8l.0pge17)e

Uit de voorbecelden blijkt, dat de bovenste (onderste) grens van

M nu ecns wel, dan weer niet tot de verzameling M behoort.

Van veel dudcre datum dan het axioma van Dedekind is het, het
eerst in de mecetkunde ongetreden, axioma van Archimedes (3° eeuw .
Chr.), ook wel naar Eudoxos genocmd. Het kan afgeleid worden uit
het axioma van Dedekind, zodat het in onze opbouw een stelling is.
Het luidt als volgt.

2ijn a en b twec positieve getallen, dan is een natuurlijk ge-
tal n, zodat na > b.

Bewijs. Noemen we L de verzameling der getallen ¢ met de eigenschap:
er is een natuurlijk getal n, zodat na > ¢
en R de verzameling der getallen d waarvoor geldt:

voor elk natuurlijk getal n is na £ d.

Onderstellen we eens L £ | . Men ziet gemakkelijk in, dat dan aan

de eisen 1), 2), 3), 4) (p.16) is voldaan. Dus vormen L en R een

snede. Op grond van C is er ecen getal Y , dat hetzij het groots%ev

van L, hetzij het kleinste getal van R is. In elk geval is ¥ -a €L,
Y +a €R. Dus is er een natuurlijk getal m met ma ) X~2s dus

(m+2) a > y +a- Dus y @ ¢ L, hetgeen een tegenspraak oplevert, Dien-~

tengevolge is L = [ , speciaal b ¢ L. Daarmee is de bewering sange-

toond.

Gevolgs. Is a een relel getal, dan zijn er gehele getallen p en g, zo-

dat pca<q.

1
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We hobben reeds kennis gemaakt met de rationale getallen (waar-
$0e o.a. de natuurlijle en de gehcle getallen behoren). Ve zullen aan-~
stonds man een eenvoudig voorbeeld laten zien, dat sommige getallen
niet rationaal zijn, d.w.z. niet te schrijven zijn als het quotient
van twee gchele getallen; zulke getallen noemen we irrationaal. Irra-
tionale getallen zijn er in grotc verscheidenheid; in emn later te be~
spreken zin zijn se zelfs talrijker dan de rationale. Maar we zullen
ong over het algemeen niet verliezen in beschouwingen aangaande het
rekenkundig karakter van de voorkomende getallen: hoofdzaak is voor
ons dat het axioma van Dedekind (of meestal een daaruit afgeleide
stelling) ons keer op keer het bestaan verzekert van een getal, dat de
bovenste grens is van ecn verzameling, de limiet van een rij, de sonm
van ecn recks, enz.

We laten nu zien dat er een positief getal x is, zodat x~ = 2 en
zullen daarna aantonen dat dit getal irrationaal is. We stellen het
voor door /2.

Noemen we R de verzameling van de positieve getallen b met b™> 2
en L de verzameling van de overige getallen. Is beR en b1 > b, dan
is ook b1 € R wegens b124> b.b1_>b2. Kennelijk vormen L en R een sncde.
Zij o het daardoor bepaalde getal en gij o = 2. ~%§%w « Daar L posi-
tieve g@tallen bevat, is8 ¢ > O en ook ¢ >0. We hebben

2o =g 19_1-_1_);._ -2 = 2. 20%+4c+2-( % +40+4) - 2(c?-2)

2

2

(c+2) (0+2)2 (c+2)2
en 2(een) 5
"y c+ 1 c -2
0=C = C= ™"i5 = o2 * ~
Was 02< 2, dan was ook 6°< 2 en 0-9 < 0, dus ¢ een getal uit L groter

dan c. Was o> 2, dan was ook o2 »2 en c-c >0, dus ¢ een getal uit R
kleiner dan c. Daar nu c 0f het grootste getal uit L df het kleinste
getal uit R is,doet zich geen van 8eze .beide omstandighed en voor.
Due is c2 = 2. Daarmee is V2 gevonden.

Stel nu eens dat V2 rationaal is. Daar V2 positief is, zijn
er dan ook breuken met positieve teller en noemer, gelijk aan V2.
Daaronder is er wegens (3.7) één met kleinste teller, zeg'm9~ .« e
hebben («ilﬁzm 2, dus p2 = 2q2. Daaruit volgt p > gy P« 2g. Beschouwen
we nu de breuk g%f%w + e hebben 0 <2g-p < p en tevens

(82) - e

2pq+q ~-2pq

Dit is in strijd met de winimaliteitseis voor p. De conclusie luidt,
dat V2 irrationaal is.

Stelling. Tussen twee verschillende refle getallen liggen rationale
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zowel als irrationale getallen (dus ook oneindig vele!).

Bewijse 2Zij a ¢ b. We beginnen met een rationaal getal tussen a en b
te zoeken en beschouwen daartoe cerst het geval, dat a, en dus ook b,
positief is. Daar b-a >0 is, is er wegens het axioma van Archimedes
een natuurlijk getal n met n(b-a)> 1, dus w%m < b~a. Eveneens op

grond van het axioma van Archimedes kunncn we een natuurlijk getal o

vinden, zodat 2.y a. laat m speciaal het kleinste natuurlijke getal
met die eigcnschap zijn (zie (3.7)). Dan is wm—;L— ¢ a, ook indien

m-1 geen natuwurlijk getal, n.l.0 is. Er volgt *%w = m;? + g g
< a+ —m < a+(b-a) = b. Dus a < B. ¢ b, waarmee er een

rationagl getal tussen a en b gevonden is.
Zij nu a £0. Er is een gchecl getal p<a (zie gevolg op p.18, on-

deraan). Volgens het zojuist bewezene is er ecen vationaal getal r tus-

sen a-p en b-p. En r+p is weer een rationaasl getal en gelegen tussen

a en b.

n

Volgens het nu bewezene is er, nog steeds in de onderstelling a ¢ b,
ook cen rationaal getal s, waarvoor geldt a+ \fé (s <b+ 2. Dan
geldt ook a « 8- \f§ { be Nu is het getal s- 2 irrationaal, anders
was n.l. s- (8-2) = A 2 rationaal. Daarmee is de stelling geheel
bewezen.

Een meetkundige illustratie van het systeem | der reéle getallen
krijgen we als volgt. Kies op een Euclidische rechte lijn een vast punt
O en beeld o op O af, de positieve getallen a op de punten aan één
zijde van O, op afstand a van 0, en de negatieve getallen -a op de
punten aan de andere zijde van O, op afstand @ van 0. Er ontstaat dan -
- wat we hier nict zullen aantonen- een eeneenduidige toevoeging tus~
sen de getallen van [T en de punten van de rechte. We zullen echter
nooit, overeenkomstig onze axiomatische opbouw, voor het bewijs van eni
du stelling een beroep doen op de meetkunde, alleen somtijds een aan-
schouwelijke toclichting aan de hand van een tekening geven. Er is na-

tuurlijk geen bezwaar tegen, voor ecn aantal begripnen benamingen in
te voeren die aan de mectkunde ontlecnd zijn.

Opg.26. Heeft ecn verzameling L van re&le getallen de beide volgende
eigenschappens

1) L is niet-leeg en # [

2) is a ¢L en a, < a, dan is ook a, € L,
‘dan is er een snede, waarvan L de linkerklasse is.
Opg.27. 2ij M een niet-lege, naar boven begrensde verzameling en M
de verzmmeling van de getallen -x met x €M. Dan is M™ mear beneden be
grensd. De onderste grens van M™ is het tegengestelde van de bovenste
grens van M.
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Opg.28. Bewijs dat N3 en NT irrationaal zijn (vergelijk nu breuken
2 —29=R . =2p_ Y,
o resgﬂ mijizga )
Opg.29. Bewijs dat V2 + V3 irrationaal is (kwadrateren!).

Opgs30. Zijn a, b, ¢, d rationale getallen met ad-be £ 0 en is ¥

irrationaal, dan is ook _€%§%;§ irrationaal.

Opgs31. Wat valt te zeggen over som en product van twee irrationale
getallen?

B

In deze en de beide volgende paragrafen zullen we nog geen ge-
bruik maken van de snedeeigenschap.
De absolute waarde of modulus van een redel getal a, geschreven
jal, wordt als volgt gedefiniderd.
lol= 0, Jal =a als a >0,
jla] = -a als a ¢ 0
Uit deze definitie vloeien onmiddellijk de volgende eigenschapoer
voort.
(7+1) fa12 0, Jal = O alleen als a = O.
(7.2) lal = |-al
(7.3) tabl = tal . IDbl
(7T«4) 1Is a reéel en A positief, dan geldt \(al $A dan en slechts
dan als

a $A ¥® -a %A,
Voorts gelden de volgende eigenschappen.
(7+5) 2ijn a en b willekeurige retle getallen, dan is
la + bl g tval + bl .
Bewijss Wegens a €lal, b < \bl (vlg.(7.4)) is
a+ b &lal + bl .
Wegens —-a <lal, ~b € \bl is evenzo
~(a+b) < lal + bl .
Door toepassing van (7.4) volgt de bewering.
(7.6) 2ijn a en b willekeurige re¥le getallen, dan is

hal - 1l g ta - bl

Bewijs. Op grond vaen (7.5) hebben we

lat = {(a=b) + b ] S la-b! + 11,
dus

fal - 1vl € ta-bl
en evenzo

\b} = {(b-a)+al € \b-al + tal = la=b} +\a\ ,

dus

I8l - falZia - bi.
Door toepassing van (7.4) volgt de bewering.
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Door volledige inductie toont men aan
(7«7) Heeft men n > 2 re¥le getallen 84985y 0+,8,, dan geldt

té a8, | < 2. lagh

anders geschreven:
la, + a5 + eeo + an\ s lagl o+ \aZ\ + e + \an\.

Zij a < bs We weten al dat er getallen tussen a sn b liggen. We
defini&ren nu:

het open interval (a,b) is de verzameling der getallen x met
a {x <b,

het gesloten interval (a,b) is de verzameling der getallen x met
asx £0,

het links (rechts) gesloten interval (a,b) is de verzameling der
getallen x met a €Sx <«b ( a<x $b).

In plaats van gesloten interval zeggen we ook segment . Genoemde
intervallen zijn eindig. /e definiéren ook oneindige intervallen:

het open interval (a,®®) is de verzameling der getallen x > a,

het open interval (- oo ,a) is de verzameling der getallen x ¢ a,

het links gesloten interval (a, oo) is de verzameling der getallen

Hv

x a,
het rechts gesloten interval (- oo ,a) is de verzameling der ge-~
tallen x $ a,
het interval (- oo, co) is de verzameling | van alle reé&le
getallen.
We kunnennu hetbegrip omgeving definiéren. Is a willekeurig en

is € > 0, dan heet het open interval (a-e , a+e& ) een omgeving van

a ( en wel de & —omgeving van a). Verder heet voor elke a het open

interval (a,co) een omgeving van oo en het open interval (- oo, a)
een Qongeving van = oo .
De € -—-omgeving van een getal a is te begchouwen als de verzame-~
ling der getallen x, waarvoor geldt lx-al < eg.
Immers |x-al <¢&¢ 1is aequivalent met het stelsel mogelijkheden
X -8 <& ., a - X < ¢,

dus met
X <a+¢& , X >a-=- ¢ o

N.Bs We voeren geen getallen oo en - oo in. Yel komen de symbolen
co en - oo voor in de uitdrukkingen "interval (a,eo)", "omgeving

van . oo', enz., maar die hebben allen een wel gedefinigerde betekenis.

In het vervolg zullen we fe term punt gebruiken en daarmee bedoe-~
len: getal, oo , of - oo+ In die zin zullen we vaak spreken van de
omgeving van een punt.
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We tonen nog aan
(7+7) De doorenee van twee ougevinjen van eenzelfde punt is weer een
omgeving van dat punt.
Bewlis. 21J vooreerst aat pant eindig, zeg a, en laten (a- €4, B+ 51)
en (a - €y » @+ £2) twee omgevingen van a zijn. Als nu €, het
kleinste wvan de twee getallen Lqen &, is, dan is de doorsnee van
de beschouwde omgevingen juist (a- €49 8 + e;i), dus een omgeving
van a. Op analoge wijze toont men (7.7) aan in het geval van een on-
eindig punt.

Zij gegeven een verzameling X van re¥le getallen. Het punt a (ein-
dig of oneindig) heet yverdichtingspunt van X, als elke omgeving van
a een punt van X bevat, verschillend van g (de lantste toevoeging is
overbodig, als a oneindig is). Voorbeelden:

1« X is het oven interval (1,2). Dan is elk punt uit het gesloten
interval (1,2) , en geen ander punt, verdichtingspunt van X.

2. X is het open interval ( ©,o0). Dan is elk getal x 2 O, bene-
vens het punt oo , en geen ander punt, verdichtingspunt van X.

3. De verzameling N der natuurlijke getallen heeft één verdich-
tingspunt, n.l. oo . (vlg. het axioma van Archimedes, p.18).

4. X is de verzameling der rationale getallen. Dan is elk punt
verdichtinbpunt (vlg. de stelling op p.19/20).

5. X is een eindige verzameling. Dan heeft X géén verdichtings-
punt.

Behandelen we voorbeeld 3. Is a een reéel getal, dan is er op
grond van het axioma van Archimedes een natuurlijﬁV%ﬁ>a. Dus bevat
elke omgeving (a, co) van oo een getal uit N, d.wez. oo is verdich-
tingspunt van N. Tonen we nu aan, dat een willekeurig getal a geen
verdichtingspunt is van N. Zij p het kleinste natuurlijke getal > a.
Dan is p-1 £ a. In het geval p-1 < a stellen we € = min (p~a,a—(p~1)):
in het geval p-1 = a stellen we ¢ = min (p~a, a—(p—2)). Dan is &
een positief getal, terwijl de omgeving (a~¢ , a+ & ) van a geen na-
tuurlijk getal # a bevat (uit n 2 p volgt n 2 a + & , uit n<p volgt
n <p-lendusnsSa-¢ ). Dus is a geen verdichtingspunt van N .

Uit de voorbeelden blijkt, dat een verdichtingspunt van een ver-
zameling X niet noodzakelijk deel uitmaakt wvan X, noch ook een punt
van X steeds verdichtingspunt van X is. Een punt van i, dat tevens
verdichtingspunt van X is, zullen we punt-verdichtingspunt noemenj
een punt van X dat geen verdichtingspunt van X is heet geisoleerd punt
van X.

We besluiten met de volgende
Stelling. Zij X een verzameling van refle getallen ¢n X *de verzame-
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ling der eindige verdichtingspunten van X.Dan is elk verdichtings-
pant van X ™ tevens verdichtingspunt van X (herhaalde" vorming van'de
verzameling der verdichtingspunten leidt niet tot nieuwe punten).
Bewijs. We beschouwen cerst een eindig verdichtingspunt a van X ™.
Nemen we een willekeurige omgeving (a- & , a+ € ) van a. Dasarin ligt
een getal b £ a van X . Zij
M=min ( lb-a) , £ - tb-al ).
Dan is M >0. Daar b verdichtingspunt van X is, bevat de omgeving
(b= v, b+ M ) van b eengetal ¢ £ b van X. Voor dat getal c is
fe-bi< m , dus
1. lo-b) < ib-al en dus zeker c¢ £ a

2¢ je=bi{ < €& - fb-al , op grond van (7.5) dus
le=al = l(e=b) + (b-a)l <€ | c=b | +\b-al
<t~ tb-at + lb-a| = & -

Meae.w. ¢ is een getal uit X, dat verschilt van a en in de omgeving
(a- ¢ , a+ &€ ) van a ligt. Daar & > O willekeurig was, volgt hier-
uit dat a verdichtingspunt van X is.

Beschouwen we nu een (eventueel) oneindig verdichtingspunt van
X*® , zeg oo . Beschouwen we een willekeurige omgeving (p, ©o) van
oo« Daar oo verdichtingspunt van X ™ is, bevat Xx* een getal b>p
(de toevoeging b A oo is nu overbodig!).Daar b verdiehti‘ punt van
£ is, bevat X een getal ¢ >b. Dan is ook ¢y p. Msa.w. X bevat een
getal ¢ »p. Daar dit voor elke p geldt, is dus o verdichtingspunt
van L. Op analoge wijze behandelt men het geval, dat « oo verdich-
tingspunt van X* is.

Opgs_32. Behandel de voorbeelden 4 en 5 (p.23)

Opzs33. Zij M een niet-lege, naar boven begrensde verzameling en c
de bovenste grens van M. Als c ¢.M, dan is ¢ zeker een verdichtings-
punt van M. Is echter ¢ €1, dan is het mogelijk dat ¢ een gelsolecrd
punt van M is (geef cen voorbeclad).

Opgs34. Zijn a en b nict-negatief, dan is (a=1)° £ |a%-1%)| .
Opgs35. Laten X en Y twee verzawmelingen van re&le getallen zijn. Dan
wordt de verzameling der verdichtingspunten van X UY gegeven door

de vereniging van de verzameling der verdichtingspunten van X en de
vergameling der verdichtingspunten van Y.

$ 8. Functie. Limiet. Continuiteit.
Het begrip functie, en wel speciaal het begrip re&le functie, waar
wij mee te maken hebben, is als volgt gedefini&erd.
Definitie. Zij X een niet-lege verzameling van reé&le getallen. Onder
een (re&le)functie op X verstaat men een voorschrift, waardoor aan
elk getal uit X op ondubbelzinnige wijze cen méel getal is toegevoegd.
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We geven eerst enige voorbeelden, waarblj we steeds de verzame-
ling X opgeven, waarop de functie gedefinicerd is, een willekeurig
getal van X door x aangeven en het daaraan door de functie toegevoeg-—
de getal door y.

e y=22%x , 7=15x+6], y=2 (X =0).

2. ¥y = «%» , &£ bevat allc getallen behalve O.

3. y is het laatste cijfer van x7 , X = N.

4. y is de kleinst mogelijke positieve noemer van ecn breuk die
x voorstelt, X is de verzameling der rationale gectallen.

5. y = 2x voor x > O en y = 3x2 - 1voorx=0, X=1T.

Beschouwen we in het algemeen een functie, 8edefinieerd op cen
verzameling X,dan geven we het aan een willekeurig getal x € X door
de functie toegevoegde getal aan door f£(x) en spreken van de functie
f(x). Zijn er meer functies in het spel, dan geven we deze aan door
f(x), @(x), g(x), f1(x), etc. Je noemen x de onafhankclijk verander-
lijke of het argument van de funetie en y = £(x) (resp.g(x), enz.)
de afhankelijk veranderlijke of de waarde van de functie. We wijzen
er op, dat het niet nodig is, dat men de functie door één formule
kan weergeven: eis is slechts dat y ondubbelzinnig bepaald is door
x (zie de voorbeelden).

Een funetie op N noemen we een rij. We geven het argument dan
liever aan door m en plaatsen het in dearegel als index onderaan.
zo spreken we van een rij a, en bedoelen daarmee een voorschrift
waardoor aan elk natuurlijk getal n een re&el getal a, is toegevocgd.
Voorbeelden: 8, = 2n -~ 5, a, = 4, a, = m%m .

zijn £(x) en g(x) twee functies, gedefinieerd op eenzelfde ver-—
zameling X, dan zijn ook f(x) + g(x), f(x). g(x), enz., funaties, ge-
definieerd op X. Is f(x) op X gedefinicerd, dan ook op X'CX.

Van een functie kunnen we een grafische voorstelling ontwerpen,
in het Euclidische platte vlak. Daartoe tekenen we in het platte
vlak twee onderling loodrechte assen, een X-as en een Y-as, met snij-
punt O. We denken [T op de op ps 20 aangegeven wijze afgebeeld op
de X-as en ook op de Y-as. Zij nu gegeven een functie f(x), gedefi-
nieerd op een verzamelingX.We voegen dm amm een pnt xeX het punt van
het platte vlak toe, dat x als projectie op de X~as en y = f(x) als
projectie op de Y-as heeft. Voor de zo verkregen grafische voorstel-
ling van de functie y = f£(x) gelden dezelfde opmerkingen, als op
p.20 gemazakt n.a.v. de afbeelding van [ op een rechte.

Definitie. Zij f(x) gedefinieerd op X. Dan zeggen we dat f(x) ecn
limiet heeft in het punt a, en wel limiet b, geschreven igga f(x)=b,
indien het volgende geldt:
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1. a is verdichtingspunt van X

2. bij elke omgeving B van b is een omgeving A van a te vinden,
zodanig dat ‘

f(x) € Bals x ¢ 4, x e X en x # a.

Men lette op het woord elke in de definitie. Globaal gesproken
moet £(x) in een willekeurig kleine omgeving van b liggen als x maar
beperkt wordt tot cen voldoend klcine omgeving van a. Het punt a
hoeft niet tot X te behoren, en evenmin wordt er, ingeval a e X, lets
omtrent f(a) geéist; vandaar de toevoeging x # a. Verder is de toevoe--
ging x € X nodig, omdat anders f(x) niet gedefinicerd is. Ingeval
X =10 1is automatisch x € X en a verdichtingspunt van X.

In bovenstaande definitie mag het punt a, en ook het punt b, zo-
wel eindig als oneindig zijn. In de verschillende gevallen, die zo
kunnen optreden, krijgt de definitie de volgende vormens

I. Zij a eindig, b eindig. Dan is Fim, £(x) = b, indien geldt:

Te a 1s verdichtingspunt van X.
2. bij elk positief getal & is cen positief getal & te
vinden, zodat [f(x)-bl< e als |x-a|< & , X e X, x £ a.
II. Zij a eindig. Dan is lim f(x) = o (resp.-oco0), indien gecldt:
1+ a is wverdichtingspunt wvan X
2o bij elk re&el getal g is een positief getal & +te vinden,
zodat f£(x) > q (resp. f(x) < q ) als Ix-a} < &, xeX, x # a.
III.Zij b eindig. Dan is lim f(x) = D (%_j;lgwf(x) = b), als
1. oo (resp.-co) is verdichtingspunt van X.
2. bij elk positief getal & 1is een reéel getal p te vinden,
zodat |f(x)~b)l < e alsx >p (resp. x < p), X ¢ X.
IV. We hebbenx;igbf(x) = co , indien geldt:
1s o0 is verdichtingspunt van X
2. bij elk re&el getal g is een re&el getal p te vinden zo-
dat f(x) > q als x > pen x e X. _
Analoge betekenis hebben _1im f£(x) = -oo ,lim F(x) = t oo .

Het enige punt, waar een rij 8y evt. een limiet kan hebben, is
het punt oo (vgl. p 23, voorbeeld 3). Een rij heet gonvergent als
hij een eindige limiet heeft in het punt X = oo ; in alle andere ge-
convergeert dus (zie III), en wel tot

vallen divergent. Een rij a,
de (eindige) limiet b, als er bij elk positief getal & een rang-
nummer n gevonden kan worden, zodat

la -bl <e als n een natuurlijk getal is > n_.

0
Als b = O, spreekt men van pulrije

Definitie. Een functie f£(x) op X hret continu in het punt a, indien
geldt:
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1. a is punt-verdichtingspunt van X.

2. 1in  £(x) = £(a).
X-» 8
Omdat hier a cen punt ven X is, is a eindig. De¢ limiet is f(a)

en dus ook eindig. Op I lettende, hebben we dus:
Gevolg. Een functie f£(x) op X is continu in het punt a, dan en slechts
dan als geldt:
1« a is punt-verdichtingspunt van X
2. bij elk positief getal &¢ is een positief getal § te vin-
den zodat |f(x) - f(a)l< & als |x-al< 3 en x e X.

We behandelen nu enige voorbeelden., e wijzen er op dat het in
geval I voldoende is om bij elk positief getal & kleincr dan een
zeker getal €, een passende & te vinden. Immers is voor cen
zekere &€ en & aan de eis 2 voldaan, dan is die & ook goed voor
alle grotere ¢ . Evenzo is het in geval III voldoende om bij elke
q groter dan een zekere q, een passende § te vinden. Enz.

1. De functie f(x) = 2x (X=T ) is continu in elk eindig punt a.
Bewiis. Kies een willekeurig getal &>0. Ve ‘eisen |f(x) - 2al =
2lx~al< €& als |x-a] < § . Blijkbaar voldoet & =fh¢.

2. De functie f(x) = ¢ (constante funectie) is continu in elk
eindig punt a, want voor elke &€ >0 en elke §>0 is |f(x) - f(a)l< ¢
als |x-al < § .

3. De functie f(x) = 3x2 ig continu in elk eindig punt a.
Bewijs. Kies willekeurig ¢>0. We hebben |f(x) - 3&2\ = 3lx~-al Ix+al
en moeten dus een positief getal § (uiteraard niet van x afhangend!)
vinden, zodat uit |x-al< & volgt 3ix~al.|x+al < &€ . Nu volgt uitb
jx~al<1, dat 3ix+aj= 3 |(x~a)+2a| = 3|x-al+6lal < 3+6}al. Dienover-

eenkomstig voldoet § = min (1, §~%-T) aan de vraag, want uit

+bla
lx-al<§ volgt dan

3lx-al. |x+tal< —3—_;%-{51- 3!x+a|<m.(3+6la}) = & .

1
be }L-Too n =~ °°

Bewijs. Zij ¢ een willekeurig positief getal..Er is een natuurlijk
- ] 1 . 1 -1 1
gctal L Voor n > ng is n > dus - ’"Er —O}( &
Hieruitvolgt de bewering.
5-nﬁm (n2~5n) m 00 ,
- 00 2

Bewijs. Voor n>6 is n"-5n > én-5n = n. Zij nu q een getal > 6.
Kiezen we p = g» Voor n>p is dan tevens n -5n>gq. Hieruit volgt de
bewering.

6. Zij voor elk rationaal getal x de functiewaarde f(x) = -
waar g de kleinste positieve noemer is van de breuk, gelijk aan x.

?
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Dan heeft f(x) in elk eindig punt limiet O (en is dientengevolge
nergens continu).
Bewijs. Nemen we cen punt a (rationaal of irretionaal). 7e weten al
dat a verdichtingspunt is van de verszameling der rationale getallen
(zic p.23, vb. 4 Kiezen we nu een positief getal & . We zoeken cen
positief getal & , zodat [£f(x)-0} = £f(x)<e als x rationaal,
Ix-al<d en x # a is. Z2ij n, cen natuurlijk getal met Hl~ < £

Laten ¢ en d twee gchele getallen zijn met c<a<dl Als voor
cen rationaal getal x uit het segment (o0,d4) geldt f£(x) 2 §5L~ , dan
is x te schrijven als een breuk B met Q&N °

Voor de rationale getallen x, die niet te schrijven zijn als
zo'n breuk, is f(x) < ~%— . Nu bevat het segment (c¢,d4) slechts ein-
dig veel rationale getalien, die te schrijven zijn als een breuk e
met q = e Bv., de getallen ¢ enp? zelf. Onder die rationale getallen
komt dus een grootste voor, zeg —7— , dat nog kleiner is dan a, en
evenzo eenpkleinste, Beg < ’ 3at groter is dan a. We klezen nu
3 = min (~g~ -2, a- 1 ).218 dan x een rationaal getal # a met
|x-al < § § dan is x ﬁiet te schrijven als een breuk met noemer

2 n, en dus f(x) < ~%— , Qus f(x) <&. Hiermee is de bewering aan-

getoond. °
Naast f(x) kunnen we een nieuwe functie f1(x) als volgt defi-
niéren: £ (x) {f(x) als x rationaal is
X/ =
1 0 als x irrationaal is.

Men gaat gemakkelijk na, dat dan ook f1(x) limiet O heeft in elk
eindig punt. Blijkbaar is fT(x) continu in de irrationale en niet con-
tipu (discontinu) in de rationale punten.

7. Zij b cen vast getal > 1. Dan heeft de rij a = v limiet oo
in het punt X = o0 .
Bewijs. Stellen we b = 1+a, dan is a > O. Krachtens de ongelijkheid
van Bernouilli (zie (4.15),p.14) is dan voor n 2z 2. vt = (1+a)" >
> 1+na > na. 2ij nu g een willekeurig getal > 2a en nemen we p = g—»
Is dan n een natuurlijk getal >p, dan volgt " > na > Pa = Q.
Daaruit volgt de bewering.

9. Het rekenen met limieten.

We kennen reeeds het begrip begrensde verzameling (zie p.17).

We kunnen speciaal de verzameling van de waarden van een functie be~
kijken.We komen dan tot de volgende definities.

Een functie f(x), gedefinieerd op X, heet naar boven (naar be-
neden) begrensd op X, indien er een constant getal X bestaat zodat
Kz x resp. K £ x voor elke x € X. Indien een functie zowel naar boven
als naar beneden begrensd is, heet hij begrensd. In het laatste gavﬁl
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is er een constante K, zodat Ix| & X voor elke x e X. We bewijzen
eerst

(9+1) ZLaten f£(x) en g(x) beiden gedefinieerd zijn op X en zij a
verdichtingspunt van X. Indien geldt lim f(x)= 0 en g(x) begrensd
is op X, dan geldt ook Jim £(x) g(x) = O.

Bewijs. Krachtens het gegeven bestaat er een positief getal K, zodat
lg(x)l = K voor x e X. Z1] & emn willekeurig positief getal en zij
& y = E/K. Er bestaat krachtens het gegeven een omgeving A van a,
zodat If(x)| < €,, als x « X, x ¢ A en x # a. Dan is ook If(x)ag(x))
= [£(x)| . lg(x)l <K &, = ¢ ealsxeX, xeAenx#a. Dus is

FB t(x)e(x) = 0.

Gevolg. Het product van een nulrij en een begrensde rij is weer een
nulrij.

Vervolgens leiden we een santal eigenschappen af voor het re-
kenen met limieten, die als volgt samengevat kunnen worden. Laten
weer f£(x) en g(x) twee functies zijn, beiden gedefinieerd op X en
zij a verdichtingspunt van X. 2ij Lim, £(x) = b, Lim, g(x) = ¢, b en
¢ eindig. Dan geldt:

]

(9.2) Lim {f(x)+g(x)} = bic

(9+3) ;;nia af(x) = «b ( « een constante)
(9.4) Jim  f(x)g(x) = be

(9+5) Hm 57 = = alsc 0.

(9.6) mn HEH- 2 ascio

Bewijs.Ad (9.2). Zij & een willekeurig positief getal. Er is een
omgeving & van a, zodat
If(x)-b| < ¢ als xe Ay xe X en X% a en een omge-—
ving A2 van a, zodat
lg(x)=c| < +&¢ als x e Ay; X € X en x # a.
Zij nu A, de doorsnme van A1 en A2; dat is weer omgeving van a (zie
(7.7)). Isnu x e A3, x e X en x # a, dan vinden we, onder gebruik.-
making van de vorige regels en de moduluseigenschap (7.5),
[{£(x) + g(x)} —(b+e)| = F{£(x)-b} + {g(x)-c}| =
s|If(x) - o] + lg(x) =¢] < %e +4e = & .
Hieruit volgt de bewering.
4d (9.3). Zij & > 0. Er is een omgeving A van a, zodat
[£f(x) - b| < ~ﬁ55:7~ als x e A, x e X enx ¥ a.
Dan is ook
lf(x)= =b] = l}-o [£(x)=b] < [} . -ﬁﬁﬁ-_ﬂ < €
als xeh, x ¢ X, x # a. Dus geldt (9.3).
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Ad (9e4)e2ij & ecen willekeurig positief getal < 1,Stel K=max ( {of+1,bl).
Er is een omgeving A va? a, zodat tegelijkertijd
1£(x)~-v| < £
jg(x)~c] < §é§g: }
Blijkbaar is KX 21 en dus, wegens ¢ < 1,
lg(x)] = ijf(x) -cl+c]a lglx) - el + el
<wpE+ lol < 1+lel & K
als x ¢ A, x e X en x £ a.
We moeten het verschil f(x)g(x) - bc bekijken; we herleiden
f(x)g(x) -be = £(x)g(x) - v glx) + b glx) ~ dbe
= {#(x) - b} s g(x) + be {g(x) -c}.
Hieruit wvolgt
[£(x)g(x) - bels |£(x)-v} + |ag(x)| +Ivl.lg(x)-¢c] »
Is nu x € X een punt van A, verschillend van a, dan volgt
[£{x)g(x)~ve| < §%¢-a . K + K. 5%— g€ = €.
Daarmee is (9.4) bewezen.

Ad (945). Zij e een willekeurig positief getal. Daar |c| een posi-
tief getal is,is er een omgeving A1van a,zodat ig(x)-c‘< el als Xeh,
en x € X, X £ a. Voor zulke x is dan tevens, op grond van (7.6),

lg(x)l = |e= {c-g(x)}| 2 lelnle—g(x)l
Slel =% lel = Ficl

dus gzx) - g ‘: lgﬁg%é% 1< 7;%5 o lag(x) - ¢l

Nu kunnen we ook een omgeving A2 van a kiezen, zodat

als x e A, x € X, X # a.

lg{x)=e| < éﬁze als x e Are X & X, x # a.
Stellen we A1n Ay = A3. Dan is A.3 een omgeving van a, terwijl

’
ngxS - "g_‘ < "’i‘? . %‘328 =¢ als Xehy on X & X,x # a-

Daarmee is (9.5) aangetoond.
Ad {946)e Is een gevolg van (945) en (9+4).

Een direct gevolg van (9.2) t/m (946) is
(9¢7)e Zijn £(x) en g(x), beiden gedefinieerd op X,continu in een (punt-~
verdichtingspunt) a van X, dan ook £(x)+g(x), «f(x),2(x)g(x) en, inge-

val g(a)# O, ook §%§7 , é :

Door speeialisatie wan bovenstaande beweringen verkrijgt men de ana-
loge stellingen over rijene Men merke op dat de bewijzen doorgaan als
a = o0 0f - co

®

Bovenstaande eigenschappen gaan niet zonder meer door als b of ¢
oneindig zijn.
Wel hebben we b.v. (onder overigens gelijke voorwaarden):
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(9.8) Is L4 £(x) = v>0, Iig g(x) = c0 , dan is

s w ; = "‘
xl»i@ f(x)g(x) ! Il*ig gix“ !
i+hebs geldt dus:

(9.9) 1is i g(x) = oo , dan is <1iB E%ET = 0,
Bewijg.Er is een omgeving A, ven a, zodat [£(x)-b] < #b en dus
£(x)-b < #b, ofwel £(x) < —4 b
en b=f(x) < 4b, ofwel f£(x) > #b,
indien x e A, x € X, x # 8. Zij nu g>0, Er is dan ook een omgeving
Az van a, zodat
g(x) > -%%'q els X e Ay, x € X, X £ ae

Voor x € Ay = Ay 0 Ay, X & X, X £ a is g(x) positief, dus f£(x)g(x)>
> %bg(x) > q. Daarmee is het eerste deel van (9.8) aangetoond.

Zij vervolgens €& > O, Er is een omgeving &) van a, zodat
EQK) > *%%* als x € Aé, xe X, x # a. Stellen we A1n.Aé = AS. Voor
xe Ay, xeX,x # a is dan zeker g(x) positief en dus

£(x) 3b 1 b £
glx) < 77 E® < 4> "5”6" €.

Daarmee is ook het tweede deel van (9.8,) aangetoond.
De bewering (9.9) volgt door in (9.8) te nemen £(x)

Toepassingen.

1. De funeties f(x) = x2. £(x) = x3, £f(x) = axS+1x° +ox +d,
enz, zijn overal continu.

2, De functic f(x) = —— is con¥inu in elk(eindig)punt a # O.

3‘x%3%b~%— = 0, xli%g‘";z's 0 (pas (9+9) toe met g(x) = x of

1

L

—

12, azO}, 2

: 2%+ 2
toglin, - . £

5x%+x+1

2 2
Ve kunnen immers herleiden 235_1_3 = _éiilﬁw__z « Van de laatste

5x“+x+1 5+1/x+1/x
uitdrukking kumnen we op grond ven voorgaande resultaten de limiet
van de teller en de limiet van de nogmer bepalen. Deze zijn resp. 2
en 5. Toepassing van (9.6) levert de uitkomst.

Opge3be. Zijn a, en b nulrijen, den is ook a +b, een nulrij.
Ogg:ﬁi. Bewijs door volledige inductie naar n, dat voor elk natuur-
1ijk getal n de functie f(x) = x" overal continu is.

Opg.38. Een polynoonm in x, £(x) zﬁfi avx” is overal continu.
7:

Opge39. Onderzoek volledig het gedrag ven de functie

£(x) = w%ﬁm%m% (2, b, ¢, @ constanten) VOOr X — oo

Opge40. ILaat voor elk redel getal x het grootste gehele getal g x
aangegeven worden door [x] . Ga na, in welke punten de functie
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£(x) = [x] continu is en in welke niet.
%3& ® BeWijB nlim "“2"“"“‘" = 0;

3 +3n
QQ&.& .nlim “‘"‘(‘j‘ml

@ - (1-)

- ™

; 1 410 10
OEEQ&}D Bewj.js n];’in%o (2" ""';1"'"") = 2 .

Qpge44+ Bewijs dat de rijen a = (~1)" n, a = (-1)7 divergent zijn.

Opge45. 21j a, een nulrij en zij an:>0 voor elke n. Geef een voor-
beeld van zo'n rij en bewijs algemeen _lim 1 - 0.
N ~» o0 B.n

§10. Nog enige conseguenties van axioms C.
I. We beginnen met een eriterium af te leiden voar het bestaan
van ecn eindige limiet van een functie in een gegeven punt. Voor
rijen is het bekend onder de naam convergentieeriterium wvan Cauchy-
Bolzano en in zijn algemene gedaante luidt het als wvolgt.

Zij f(x) gedefinieerd op X en a verdichtingspunt van X. Nodig
en voldoende voorwsarde, opdat f(x) een eindige limiet heeft in het
punt x = a, isg-dat er bij elk positief getal & een omgeving A van
a gevonden kan worden, godanig dat

TE(xy)=£(x,) | < e als X, X, € A en x,,X, € X; X%, # a.

Bewijs. We tonen ecrst aan dat de voorwaarde nodig is; dit is het
makkelijkste deel van het bewijs. Zij dus gegeven x%}g £(x) = b met
b eindig. Zij € > 0 willekeurig gekozen. Er is een omgeving A van a,
zodat
(1) |f(x)-bl<%e als xe A, x e X, x £ a.
Zijn nu X, en x, twee getallen uit A, verschillend vell & en behorend
tot X, dan volgt door toepassing van de moduluseigenschap (7.5)
[ £(x)=E(x)) = [{£(x )0} = {£(x,)-b}| =2

s lf(x1)-b! + {f(xz) ~bl<te +%e = ¢,
Dus is de voorwaarde vervuld.

Vervolgens tonen we aan, onder gebruikmaking van de stelling
van de bovenste grens (p.17)- die een voortvloeisel is van de snede-~
eigenschap-, dat de voorwaarde ook voldoende is. We gaan eerst een
getal b zoeken. Ondersteld is nu dus, dat er bij elk positief getal &
een omgeving A van a te vinden is, zodat (1) geldt.

In het bijzonder is er een omgeving A1 van a, zodat

£(x)-f(x,)] < 1 2ls x,,%, € AjXy,Xy € X} X%, £ a.
We kiezen voor X, cen vast getal £ a uit ﬁs.1 n X. Voor elk getal x uit
A,n X is dan |f(x)-f(x)| < 1, dus ,
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f(x1)~f(x) < 1, ofwel f(x) > f(x1) -1
en
£(x)- f(x1) < 1, ofwel f(x) < f(xj) + 13
me.a.w. de verzameling van de corresponderende functiewaarden is be-
grensd. e beschouwen nu de verzameling V van de getallen v met de
volgende eigenschaps
elke omgeving A van a bevat een getal x ¥ a met x ¢ X, v = f(x).
Is v een getal van V, dan heeft o.a. A1 deze eigenschap en is op
orond van het bovenstaande dus v < f(x1)+ 1. Verder bevat elke om-
geving A van a een getal x # a met x € X, £(x) > f(x,)- 1. Want dit
geldt voor de doorsnede van A en A,. Dus is f(x1)~ 1 € V. Dus is V
ecn niet-lege, naar boven begrenade verzameling, en.heeft dus een bo-
venste grens, zeg b. e zullen aantonen dat b de limiet is van f(x)
in het punt x = a.
2ij &>0 willekeurig gekozen. Zij A ecen omgeving van a, zodat
Pe(x)-f(x")] <« 4¢ als x,x'e A; x,x' € X; x,x' £ a.
Dic omgeving bevat een getal x' £ amet x' ¢ X, b~ e < f(x') = b,
dus |f(x')-b|l<te . Voor x e A, x € X, x £ a is dan ook
[£(x)-b| = |£(x) - £(x') + f(x') - bl
qu(x) - f(x'){+ | £(x' ) - bI be + %~a = & &
Gevolg. Een rij a, convergeert dan en slechts dan, als er bij elk
positief getal ¢ een rangnummer n is te vinden, zodat
1&n - am} < € als n, m > n,
II. Ve kennen reeds de tern segment (zie p. 22).
Uiteraard is een segment een eindig interval. Onder de lengte van een
segment (a,b) verstaan we het (positieve) getal b-a. Een rij segmen-
ten zal zijn een voorschrift, waardoor aan elk natuurlijk getal n ecn
segment, zeg (an'bn)’ is toegevoegd. De lengte van het nde segment 1is
bn~an ; deze getallen vormen een rij. Onder een tot nul inkrimpende
rij segmenten wordt verstaan een rij segmenten (an,bn) met de volgen
de eigenschappen:

1. voor elk natuurlijk getal n is (an+1,bn+1kz(an, bn)
2. plim (b -a)) = O.
De voorwaarde 1 is aequivalent met a, = a b, ,q = b,+ Een voor-

n+1 ?
beeld van een tot nul inkrimpende rlj seguenten is (O 2 R) e bewij-

zen nu algemeen de z.g.

: schak : Bij een tot nul inkrimpende rij
aagmantan 1& er één punt, ﬂat tot elk segment behoort.

Bewijs. Laat (an, bn) de rij segmenten zijn. Zijn p en n twee na-
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“uurlijke getallen met n > p, dan is ap s a, ; men toont dit ean door
volledige inductie naar n (te beginnen bij n = p+1, zie opgs 16) .
Evenzo geldt bn = bq voor elk tweetal natuurlijke getallen g en n met
n>q. Uiteraard is steeds a < b . Dus geldt voor elk natuurlijk
setal p en elk natuurlijk getal g, dat ap<'b .

Hieruit volgt dat de verzameling der getallen 8y, begrensd 18, o.a-

door het getal b1. Zij o« de bovenste grens van deze verzameling.
Pan geldt o 2 a, voor elke n. Verder volgt uit het bovenstaande
dat voor elk natuurlijk getal m het getal b een majorant is van de
verzameling der a Dus geldt ook m.a'b voor elke m. Dus is «

cen punt dat ot elk segment (a , b, ) behoort. Een van o verschil-
lend getal B , zeg met B> o, kan niet deze eigenschap hebbens
uit B, £ o bn =8 voor elke n zou volgen bn-anap_oc voor elke n,
in strijd met de eis n%}%o(bn~an) = 0. Hiermce is de stelling volle--
dig bewezen.

I1I.Een eindige verzameling heeft geen verdichtingspunt. Anderzijds
geldt de
~telling van bolzano-'/eierstrass. Een begrensde, oneindige verzame-
ling van reéle getallen heeft een (eindig) verdichtingspunt.
Bewijs. Zij X die verzameling. We beschouwen de verzameling V van
de getallen v met de eigenschap:

voor siecnts eindig veel getallen x uit X is x < v.
Elke minorant y van X behoort tot V, want daarvoor is x z y voor elke
4 e X, Geen majorant z van X behoort tot V, want daarvoor is x s 2
voor elke x € X. Dus is V een niet-lege, naar boven begrensde verza-
meling. /e beschouwen de bovenste grens ¢ van V en beweren dat d4it

een verdich%ingspunt van X is. Inderdaad, kiezen we willekeurig e > O,

dan is x < a - ¢ voor slechts eindig vele getallen x ¢ X en X< a+é
voor oneindig vele getallen x € X. Dan bevat het open interval

(a~ ¢ , a+ & ) zeker een getal van X, verschillend van a. Daaruit
volgt de bewering.

Opmerking. Soms zegt men dat een nict-lege verzameling !M, die niet

naar boven begrensd is, bovenste grens oo heeft, en dat een niet-

lege verzameling M, die niet naar beneden begrensd is, onderste grens
>0 heeft.

§ 11. Continue functies. Overdekkingsstelling.
Is elk punt van een verzameling X tevens verdichtingspunt wvan X
en is f(x) gedefinieerd op X en continue in elk punt van X, dan hect

R

w1jzen van functleﬂ, dle gedefinleerd en continu =zijn op een S@gm&nt‘

» a )

(a;b). Daarbij zullen we steeds een rij segmenten (a ,b ) (n=0,1,2,-
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construeren door herhaalde tweedeling van het segment (a,b), zodanig
dat geldt:
(ao,bg) is het segment (a,b); voor elk natuurlijk getal n is
(1) (ags bn) hetzij het segment (&n~1;§(&n_1+bn_1)) hetzij het seg-
ment (%{an_1+bn_1), b ). Voor zo'n rij hebben we b -a = 2% (v-a),
wegens n%iﬁﬁfn = 0 (zie voorbeeld 7, p.28 en stelling (9.9)) dus

n%éﬁk(bn“&n) = 0. Dug krimpt hij tot nul in; volgens de stelling wvan
de intervalschekecling is er dan &én punt ¢, dat tot elk segment
(a,,b,) behoort. Is nu § een willekeurig positief getal, dan is v

een natuurlijk getal n, zodat bn-an< $ , wegens a, s ¢ = bn dus

c-a, <& enb-c<§, ofwel a > c-§ en b < o+ § ; m.a.w. de
§ —-omgeving van ¢ bevat het segment (an,bn), dus ook alle volgendc
segmenten uit de rij.

I. Doorlopendheidseigenschap. Is f(x) gedefinieerd en continu op het
scgment (a,b) e¢n is y gelegen tussen f(a) en f£(b), dan bevat het scz-
ment (a,b) een getal ¢ met f(e) = 7 .

Bewiis. Is 4 = f(a) of y= f(b), dan hoeven we niets te bewijzen. Ve
mogen ons dus beperken tot de gevallen f(a) < y < £(b), £(b)< y< f(a)
We behandelen eerst het geval, dat 7 = O. Dan geldt, dat f£(x) op

het segment (a,b) zowel positieve als niet-positieve (zelfs negatic-
ve) waarden aanneemt. Daar de beide segmenten (a,%(a+bd)) en (¥ (a+b),b)
het punt #(a+b) gemeen hebben en hun vercniging (a,b) is, moet f£(x)

op minstens één van beide zowel positieve als niet-positieve waarden
aannemen. We kiezen er zo cen uit en noemen het (aq,b1). Door herhaling
van dit procédé zien we in, dat er een rij segmenten (an,bn) bestaat,
waarvoor (1) geldt, terwijl f(x) op elk segment zowel positieve als
niet-positieve waarden aanneemt. Zij ¢ het gemeenschappelijke punt

der segmenten. De functie f£(x) neemt dan ook op elke omgeving van c
zowel positieve als niet-positieve waarden aan.Was f(ec) # 0, dan zou
er echter, daar f(x) continu is in het punt ¢, een & > O zijn, zodat

[£(x) - £(c)] < |£(c)] als a = x =D, Ix-cl<§;
voor de genoemde x zou f(x) hetzelfde teken als f(e¢) hebben, hetgecn
in strijd is met het vorige. Dus is f(c) = O. Daarmee is de eigenschap
bowezen ingeval y = O.
Het algemene geval volgt nu door het vorige toe te passen op de
functie f(x) = £(x)-7-

II.Stelling. Is f(x) gedefinieerd en continu op het segment (a,b), dan
is £(x) op dat segment begrensd en neemt er bovendien zijn bovenste

c¢n onderste grens als waarde aan ( heeft er dus een maximum en ecen
minimum) .



an I 36.

Bewiis. We maken gebruik van het volgende feit. Is f(x) gedefinieerd
op een verzaweling W en is W de vereniging van V1 en V2, dan hecft
{{x) op minstens één der verzamelingen Vv, en v, dezelfde bovenste
grens/onderste grens. Dit geldt ook als f(x) niet begrensd is op V-

Z2ij ¥ de bovenste grens van f£(x) op het segment (a,b). Op
ninstens één der segmenten (a,3(awbd)), (4(a+b),b) heeft f(x) weer
Yovenste grens ¥ . Door herhaling van dit procédé vinden we dat er
cen rij segmenten (an,bn) bestaat, waarvoor (1) geldt, terwijl f(x)
> elk scgment bovenste grens ¥ heeft. Zij ¢ het gemeenschappelijikc
vnt van d4s segmenten. In dat puht ¢ heeft £(x) een zekere waarde
f{ec) en is f(x) continu. Ir is dus een & > 0, zodat |f(x)-f(e)l <"
cn dus f(x) < f(c)+1, als a £ x g b en |x-c| < & . Bijgevolg is f£(u)
begrensd op de verzameling van de getallen x met a = X = b, jx-cl<d .
t~derzijds heeft f(x) bovenste grems ¥ op elk der in die verzameling
revgtte segmenten (an,bn). Dientengevolge is » eindig. We tonen nu

1 f(e) = r. Allercerst is f(e) > ¥y uitgesloten, wegeng ﬂ%%b‘f(x)m Y-

kxdis £(e) <y uitgesloten, omdat er anders een ¢ > O was, zo-
aat

| £(x)-£(c)| < (y =£(c)), dus f(x)<#(y +f(c))als asx b, |x-cj<d
¢ioer Jas een segment (an,bn) wgs, waarop f(x) bovenste grens
£ #(y+f{c))<y had. Dus is f(c) = y . Op dezelfde manier toont
wen aan dat de onderste grens y' van f£(x) op (a,b) eindig is en da’
. ecn punt d is met £(d) = ¥' . Daarmee is de stelling bewezen.
I1I Zij een functie f(x) gedefinicerd en continu op eecn verzameling
A~ Z1ij & een positief getal. Krachtens definitie kunnen we dan voor
elk punt o € X cen getal & >0 vinden, zodat |f(x)-f(a)l<e als
.~al< & , x € X Hierbij voldoen bij bepaalde a verschillende § ‘s
aon de vraag, beve als & voldoet, dan ook elk kleiner positief go-
tal &' . Het kan gebeuren, dat er een vast getal 4 is, dat voor
¢l%e a € X aan de vraag voldoet. Dan is dus !f(xq}—f(x2)i< g als x,
¥, twee punten van X zijn met ]x1~x2} < § . Ve treffen nu de
volgende
Defini%’ s . Een functie f(x), gedefinieerd op een verzameling X, dic
goaeel uit ponl-verdichtingspunten bestaat, heet uniform (gelijkmatig
exavimu op X indien geldts

"1j elk positief getal & 1is een positief getal § te vinden,
sodat

tf(x1)~f(x2)l< ¢ als x,e X, x, € X, (xy=x,] < .
Een belangrijk hulpmiddel is voor ons de z.ge.
gy@rﬁekkipgaatglling@mwkggg@ﬁzgggg;. Laat er een voorschrift bestaar.
-ardoor er aan elk getal ¢ van het segment (a,b) een omgeving
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(e- e(e), o+ e(ec)) is toegevoegd. Dan is er een eindig aantal pun.cn
CqsCpysseyCpy 8lle tot het segment (a,b) behorende, zodat de vereni-
ging van de bijbehorende intervallen (01“ 6(01), cy+ &(01)):
(ep= elcy)yopt €(cy))yeen,(e - €(c )ye + e(c )) het segment (a,b)
overdekt.
Bewijs. Ve bewijzen de stelling uit het ongerijmde. Stel esns dat
het segment (a,b) geen eindige overdekking "toelaat". Dan geldt het-
zelfde voor minstens é¢n der segmenten (a,%(a+b)), (#(a+b),b). Alge-
meen bestaat er dan zelfs een rij segmenten (an,bn), waarvoor (1)
geldt, terwijl geen dier segmenten een eindige overdekking toelaat.
Zij c weer het gemeenschappelijke punt. Daaraan is door het voor-
schrift een omgeving (c- e&(c), c+ e(c)) toegevoegd. Die omgeving
laat een eindige overdekking toe, n.l. reeds door de ene omgeving
(c= e(c)yc+ e(c)). Anderzijds bevat hij een segment (an,bn), dat
zich zelfs niet eindig laat overdekken. Dat is een tegensprask. Daar-
mee is de stelling bewezen.
We bewijzen nu de volgende
Stelling. Is f(x) gedefinieerd en continu op het segment (&,b), dan
is f(x) ook uniform continu op dat segment.
Bewijs. Z21ij e > O.willekeurig gekozen. Bij elk punt c van het segm-r~
(a,b) is er een positief getal J (¢) te vinden - dat in het algemccn
van ¢ afhangt - , zodat
1£(x)-f(c)] < %¢ als a s x = b, |x-c| < §(c).
We voegen nu aan elk punt ¢ van het segment (a,b) het open interval
(c=% 8(c), c+% 8(c)) toe. Volgens de overdekkingsstelling is er dan
ecn eindig aantal punten CqsCoyeseyCy tot het segment (a,b) behoren-
de, te vinden zodat het segment (a,b) bevat is in de vereniging van
de bijbehorende intervallen (ci~%-5(ci),ci+% J‘(ci). zij 4 het
kleinste van de n getallen d‘(c1), %cf(cz),...,% d (cn) en beschou-
wen we eenstwee getallen x, en X, uit het scgment (a,b) met lx1—x2|<5»
Er is een natuurlijk getal i = n, zodat X4 behoort tot het open in-
terval (ci—%é"(ci), ci+% § (ci), dus zodat [x,-cyl< 5§ (Ci)‘ Dan is
ook tx1~ci{~<<f(ci). vegens Jds% & (ci) is verder |x,-c,|=
= | (xymxy)+(x4-cy) | s |xp=x, | + [z -cy [<8+3 6 (cy) = tf(ci). Uit de
keuze van J’(ci) volgt dan
[£(x)=£(e;)] < e, [2(x)-f(c)f < e .
Dus is lf(x1)—f(12)l < & . Daarmee is de stelling bewezen.

We tonen nog eens in een voorbeeld langs directe weg de uniform~
continuiteit aan. Zij a een vast getal met 0 < a < 1. We willen be~-
wijzen dat de functie f(x) = %, overeenkomstig de laatsbe stellin?,
uniform continu is op het segment (a,1). Zijn X, en X, twee punten
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uit dat segment, dan is

1x] xz\ .

a
Is nu e > 0O gegeven en kiezen we § = ag. ¢ , Gan volgt uit
Qx1—x2§<5 inderdaad |£(x,)-f(x,)|< € .

De functie f(x) = % is ook gedefinieerd en continu op het rechts
gesloten interval (0,1). ‘e laten zien, dat hij daar niet uniform
continu is door aan te tonen dat er b.v. bij & = 1 geen uniforme §
is te vinden. Inderdaad, zij 4 een positief getal en stellen we
¢ =min (1,8 ). Voor de punten X, = 51, x,= % §,, beide tot
het interval (0,1) behorende, is dan

Ix,=%,| = % 8, <6 ,l%;-i;}: -}; 2 1,

1 1 ‘m iﬁg“"w

X, X0 X4%o

Dus voldoet & niet aan de vraag.
We merken nog op, dat bovenbeschouwde functie ook niet begrensd
is in het rechts gesloten interval (0,1) (wvgl.II).

§ 12. Samengestelde, monotone, inverse functies.
Laten X en Y twee verzamelingen van getallen zijn. Laat op X

een functie f(x) gedefinieerd zijn en op Y een functie g(y). Ve
onderstellen dat de waardenverzameling van de functie f(x) deel uit-
maakt van Y, dew.z. dat y = £(x) € Y als x e X (bev. £(x)=2x+x°,
X het segment (0,1), Y het segment (0,3) of een dat segment omvat-—
tende verzameling). Aan een getal x van X is dan toegevoegd een gc-
tal y = ¢ (x) van Y en daaraan een getal g(y); dat laatste getal
stellen we voor door g( ¢ (x)). Er is zo een nieuw voorschrift f£(x)
ontstaan, van toepassing op elk punt van X. We noemen het een samen-
gestelde functie van x, gedefinieerd door tussenkomst van de functies
¢ (x) en g(y). Zo is g(2x+3) samengesteld wuit ¢ (x)=2x+3 en g&(y),
8n,q Wit m = ¢(n) = n+1 en 8y %p(x)} 3 nit ¢(x) en g(y)=y3’ enz.
Onder de bovenstaande onderstellingen omtrent X,Y, ¢(x),g(y) bewij-
zen we nu eerst het

Continulteitstheorema van de samengestelde functie. Zij a punt-ver-
dichtingspunt van X, b punt-verdichtingspunt van Y en b = q»(a)-
Indien dan ¢ (x) continu is in a en g(y) continu is in b, dan is ook
f(x) = g( ¢ (x)) continu in a.

Globaal gesproken: een continue functie van een contimue functie
is een continue functie.
Bewijs. Z2ij € >0 willekeurig gekozen. Dan is er cen getal 7 > O,
zodat |g(y)-g(b)i<e als ly-bl<n, y e Y. Bij n kunnen we &>0
bepalen zodat lo (x)- ¢(a)] = le(x)-bl<y als Ix-al<d, x e X.
Daar ¢(x)e Y, als x e X, hebben we dus:
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uit |x-a]<8 , x e X volgt lg( ¢ (x))~g( ¢ (a))| < &¢ . Daarmee is de
stelling bewezen.

Voorts geldt het - iets gecompliceerdere -
Limiettheorema van de samengestelde functie. Zij a verdichtingspunt
van X, b verdichtingspunt ven Y,  lip ¢(x) = b, y1_3‘_,’zn.bg(y) = c
(a,b,c eindig of oneindig). Dan geldt <1ig g( @(x)) = ¢, tenzij
zich tegelijkertijd de beide volgende omstandigheden voordoen:

1. elke omgeving A van a bevat punten x £ a met x e X, p(x) = b

2. g(y) is discontinu in y = b.
Opmerking. Is b oneindig, dan geldt 1 kennelijk niet en doet zich
het uitzonderingsgeval dus niet voor.
Bewijs. Zij C een willekeurige omgeving van c. Dan is er een omgeving
B van b, zodat g(y) € C, als yeB, y € ¥, y # b. Bij B is een omge-
ving A van a te vinden, zodat ¢(x) € B als xeA, xeX, x £ a.
Vooralsnog kunnen we hieruit alleen concluderen, dat g( ¢ (x)) e C
indien xe A, x € X, x #a, ingeval voor zulke x steeds ¢ (x) # b is.
We zijn dus klaar, als de omstandigheid 1 zich niet voordoets dan
is er een omgeving AO van a, zodat uit x e Ao, x e X, x #a volgt

@ (x) # b en kunnen we i.p.v. met A met A N A werken. In het to-

genovergestelde geval wordt de zaak beslist door de vraag of g(b)
al dan niet gelijk is aan yEJB gly).

Toepassingen. Uit lima = o w2rolgt e - ntil an2= X
immers n];}%‘o(m” = , linn® =oc en lima = o .

Uit lip £(x) = b(# £ o0) volgt Jim_ [ 2{£(x)}Z+4£(x)+5] =

i}

= 2b%+4145.

. 1
Uit ,lip £(x)

b (eindig en £ 0) volgt x1ip ﬂtff =3 -

Zij f(x) gedefinieerd op X, a een getal. Noemen we Xé de verza-
meling der getallen x met x € X, X = a en X; de verzameling der x
met X ¢ X, x 2 a. Heeft f(x), beschouwd als functie op Xé , limiet
b in het punt a, dan wil dit zeggen:

1) elk open interval (a~ §,a) bevat een punt van X

2) bij elke omgeving B van b is een getal ¢ >0 te vinden, zo-
dat f(x) e Balsx ¢ X, a- 8 < x <a.

We zeggen in dit geval dat a links verdichtingspunt van X is (a is
dan zeker verdichtingspunt van X) en dat f(x) linkerlimiet b heeft

in het punt x = a, geschreven xl}g—f(x) = b. Is bovendien deze
linkerlimiet gelijk aan f(b), dan zeggen we dat f(x) links-continu

is in b. Analoog defini&ren wes: rechts verdichtingspunt,rechterlimiet.
rechts~continu.

Een functie f(x), gedefinieerd op X, heet
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monotoon stijgend op X indien £(x,)>f(x,) ;

monotoon niet-dalend op X indien f(x,) z £(x,);

monotoon dalend op X indien f(xz) < f(x1);

monotoon niet-stijgendop X indien f(xe) = f(xi);

telkens voor alle stellen getallen XysXy € X met Xp > Xqo

Stelling. Is f(x) godofiniecerd en monotoon op X, dan bestaan
x%}a’ f£(x), x%3§+ £(x) (a eindig), x%}@gf(x),

indien slechts het betreffende punt links verdiohtingspunt / rechts
verdichtingspunt / verdichtingspunt van X is.
Bewijs. Is f£(x) monotoon dalend, dan is -f(x) en ook f(-x) monotoon
stijgend, enz., Heeft f£(x) een rechterlimiet in het punt a, dan heeft
f(-x) een linkerlimiet in het punt -a en omgekeerd; heeft f£(x) een
limiet voor x - oo, dan heeft f(-x) een limiet voor x—»-co en omge-
keerd. Cp grond van een en ander is het voldoende de gevallen te
beschouwen, waarbij f(x) monotoon niet-dalend is en a links-ver-
dichtingspunt resp. co verdichtingspunt van x is. )

Zij allereerst a eindig en links-verdichtingspunt van X. Zi]

T = sup f(x) (evt. 0 , zie opm. p. 34). Is ¥ eindig, dan redeneren
Xx<a,xe€ X

we als volgt. Zij e > 0 willekeurig gekozen. Er is een getal ¢ < a
met ¢ e X, y~-¢t < f(c)sy, vanwege de eigenschappen van de bovenste
grens. Daar f(x) monotoon niet-dalend verondersteld is, is ffx)z f(c)
als x > c. Dus is y-¢ < f(x)=s y , indien x ¢ X, a~8< x < a, als
we stellen & = a -~ c. Daarmee is bewezen lim_ f(x)= ¥ « Is 7 =00,
dan redeneren we aldus. 2ij g wWillekeéurig. Er 1s een getcl ¢ < a met
¢ce X, f(c) > q» Dan is ook f(x) > g, als x € X, a ~8< x<a
(8§ =a - c). Dus is ook in dit geval X;%p; f(x)= ¥ «

Is oo verdichtingspunt, dan volgt door een geringe wijziging in
bovenstaande redenering x%}g*>f(x)= ¥, wear ¥ = _supy f(x). Daarmee
is de stelling geheel bewezen.

Gevolg. Een monotone rij a, heeft steeds een limiet voor n oo,
hetzij eindig, hetzlj oneindig.

We meken nog een opmerking over het geval dat een functie f(x)
gedefinieerd en monotoon is op X en een eindig punt a zowel links-—
als rechts-verdichtingspunt van X is. Volgens bovenstaande stelling
bestaan dan x%&p; f(x) en x%%g; f(x). Deze limieten behoeven niet
aan elkaar gelijk te zijne Zo is b.v. de functie F(x)= [x] (zie
opg. 40, p.31) gedefinieerd en monotoon niet-dalend op N} is a een
geheel getal, dan is x;&g;[xj = a~1 en xliy;‘fxl= as Zijn ze niet
aan elkaar gelijk, dan bestaat, zoals men gemakkelijk inziet,
gkim, f£(x) niet. Zijn ze wdl aan elkaar gelijk, dan is

- v + _
img T(x) = ldm) £(x)=  lim, £(x).



/e beschouwen een functie f(x), gedefinieerd op X, met de volgende
eilgenschaps

is x4 £ x, (x4, X, e« X), dan is ook f(x1) # f(xe).

Laten we de verzameling der getallen f(x) (x e X) door Y voorstel-
len. Bij elk getal y € Y (en geen ander) is dan precies één getal
x ¢ X te vinden met £f(x)= y, m.a.w. x i8 een functie van y, gede-
finieerd op Y. We noemen het de inverse functile van f(x).

Aan de beschouwde voorwaarde is zeker voldsan, indien f(x) hetzij
monotoon stijgend, hetzij monotoon dalend is. Duss een monotoon
stijgende (dalende) functie bezit steeds een inverse: We bewijzen nu
de volgende
Stelling. Zij f£(x) gedefinieerd, monotoon stijgend (monotoon dalend)
en continu op het interval (a,b) . (al of niet gesloten). Dan geldt:
1. de waardenverzameling Y van de functie is een interval (o, )

2. de inverse functie van f(x) is gedefinieerd en monotoon stijgend

(monotoon dalend) op (o ,8°
3. de inverse functie van f(x) is continu.

Bewijss Z2ij f(x) monotoon stijgend. We weten al inf f£(x)= xl_j;m; f(x).
sup £(x)= xlﬁﬂ;mg f(x); noemen we die limieten o« resp. B . 2ij nu

x<y <M. Daar « en B onderste resp. bovenste grens van Y zijn,
bevat het interval (a,b) getallen x, en x, met «=f(x,)<y<f(x,)szp.
Daar voorts f£(x) continu is op het segment (X1’x2)' is er op grond
ven de doorlopendheidseigenschap (p-35) een getal x met f£(x)= y. Dus
is Y het interval («x,p); xeY en peY als (a,b) het linker- resp.
rechtereindpunt bevat. Op dit interval ig de inverse functie gede-
finieerd; noemen we hem g(y). Is Yo> ¥4 (y1,y2 e Y), dan is ook
g(y2)>g(y1). Immers stellen we g(y,) = Xqs g(yz)zxz, dan is krach-
tens definitie f(x1)= Yqs f(xz) = ¥p; uit g(y2)§g(y1) en de mono-
tonie van f(x) zou dus volgen Yo & ¥q» Dus is g(y) monotoon stijgend.
Zij nu y een getal met o« < y<pB en bewijzen we dat g(y) continu

is in ¥ . 2ij &> 0 willekeurig gekozen. We stellen g(y)= c, zodat
f(c) = 7 en a<c<b. We kiezen twee getallen c, en c, met

a<c1<c<02<b, C=-8 <Cy < Ch<C +&

en stellen i’(c1)n Ty f(02)= Yor Dan is < ¥y <¥<¥,<p . Het
positieve getal & = min ( 7y~ Yo Tp - Y) heeft de eigenschap dat
uit |y-rl<d volgt Yy <Y < Ty, dus c1<g(y) < ¢y, dus c-& < g(y)<
<c +¢, ofwel |g(y) - c| = |a&(y) - g(3)] < ¢ . Dus is g(y) continu
in ¥ « Door een kleine wijziging in de redenering ziet men in, dat ook
g(y) continu is in x als o € Y en continu in g als pe Y.

Het geval dat f(x) monotoon dalend is, wordt op dezelfde manier
behandeld df door het vorige toe te passen op de functie ~f(x). We
hebben hierbij
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« = inf £(x) = lim® £(x), p= sup £(x) = ,lim’ 2(x) .

Is £(x) gedefinieerd op X en bestaat de inverse functie g(y), op
de waardenverzameling Y van f(x), dan gelden uiteraard de betrekkingen

flg(x)) =x (xe X), &gl2(y)) =ylye ).

Opge46. Is a verdichtingspunt van X, dan is er een rij getallen 8,

zodat a # a, a e X voor elk natuurlijk getal n en  lim a = a.

Opge.47. 2ij £(x) gedefinieerd op X, a verdichtingspunt van X en a
een rij getallen met a # a, a € X, lim a =a. Is lim £(x)= b,
den is ook lim f(a ) = b.

—n O n

Opg.48s Is f(x) gedefinieerd voor x » O en is o £f(x)= b, dan is
ook lim f(n) = b,

Opge49, Onderstellingen als in de stelling van de intervalschakeling-
Niet alleen is de rij 8, naar boven begrensd, maar ook de rij bn
naar beneden begrensd. In er geldt sup a, = inf bn = n%}%b an=n}igbbng

O0pgeH0, Elke oneindige verzameling heeft een verdichtingspunt.

Opge.51. Zij gegeven een rij . Dan is er een punt b met de eigen-
schap, dat er bij elke omgeving B van b een natuurlijk getal n is
te vinden met a_ € Be.

n

Opge52¢ Zij o« < p « Dan is er tenminste één getal x, zodat o<X<p.
x2+1 . x6+1 =0

X—- o X~p

(gebruik de doorlopendheidseigenschap van continue functies).

Opge53. Laten f(x) en g(x) beiden gedefinieerd zijn op X. Is ‘
ckim, f(x) =c0 en xtin, g(x)=b, b eindig, den is oongipa{f(x)+g(x)%ana,

B

Opze54. Zi] ay > o, ap > 0, ay > 0 en Xy < KXo <<x3. Dan heeft de ver-
gelijking

a a a
x-; * E:E” * E:i“ =0
1 % !
precies één oplossing tussen ®y en «,, en ook precies één oplossing

tussen ®5 en ms.

Opg.55. Is £(x) continu in een punt a, dan ook |f(x)|.

Opge56. Laten 84180 b1, be redile getallen zijn en zij b1 < b2. Dan
bestaat

b, S% 0, | (g = = b)) (a8 x - byl
2

OpZe5T7« Een kubische vergelijking a x3 +bx" +cx+d#£0 (a,b,
e,d retle getallen, a £ 0) bezit minstens één wortel.
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OpRe58. Laat aan een voorbeeld zien, dat de overdekkingsstelling van
Heine~Borel niet geldt voor een open interval (a,b)e

Opgs b9« Laat zien dat de functie £(x) = x + [x] een inverse bezit.
Op welke verzameling is deze inverse functie gedefinieerd?

0pgeb604s 21ij f(x) gedefinieerd cn monotoon stijgend voor x > Q. Is

olim f(n)=o0 , dan is ook <lim f(x)=o00 .

§ 13. Decimale breuken.

Zij gegeven een geheel getal c, en een rij gehele getallen Cp o

zodat, voor elk natuurlijk getal n, c_ een der getallen Op1peeey9 1iae

n

Met de decimasalbreukontwikkeling oo,c1c203... bedoelen we dan do
schakeling van de intervallen (a_, b,),waarbdij

8y = Cgr By = G + Ty

4 c1+1

8.1::00-!-—1-6' b1=00+_._‘.0..’

algemeen
e+ Zn: ey #1077 b a, + 1071
o P . ’ = ®
“n ° = 7

Kennelijk is a _, = &, < bnﬁiﬁkﬁ voor elk natuurlijk getal ng
-n -n !
B, = 8,1+ 0107, b s L+ (c, + 1)4107". Verder is b -a = 107,
dus n%igb(bn«an): 0 (vgls voorbeeld 7, D«28 en stelling (9.9)). Meusw-
de rij segmenten (an,bn) krimpt tot nul in. Dus is er één gemeenschap-
pelijk punt (§ 10, II), zeg o o Ecn decimale breuk stelt dus een
zcker reéel getal voore
Omgekeerd is elk re¥el getal o« in een decimale breuk te ontwik-
kelene. Dit kan geschieden door slechts van het axioma wvan Archimedes
en niet van de snede~cigenschap gebruik te maken. Want op grond van
dat axioma is er een grootste gehele getal Cy, B X . Da@)is co+1 >ﬁ6
Vervolgens kiezen we van de getallen Cor Co * ﬁ%} Co * FTre 1 Cot T
het grootste uit dat =o ise Noemen we dat Cqe Door herhaling van

dit procédé vinden we een rij gehele getallen c,r alle = 0 en =9,
n

zodat ¢  + Z %.10"9:;&0:. < ¢, + % Cy 10”7 + 1078 (n= 1,2,¢04)
en dus een E@ﬂere, tot nul inkrimpeﬁﬁg rij segmenten (an,bn), die het
getal o gemeenschappelijk hebben. Er kan geen van o verschillend
getal tot alle segmenten (an,bn) behoren. Daarmee is o« dooxr een
decimale breuk voorgesteld.

We maken nu een opmerking over axioma C. Indien we postuleren, dat
tot elke rij segmenten van het boven omschreven btype een redel getal
behoort en dat het axioma van Archimedes geldt, dan kan dit axioma C
afgeleid worden. Beschouwen we nl., onder genoemde onderstellingcn,
~een snede in " met linkerklasse L en rechterklasse R. We construercn,
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op een analoge manier als hierboven, ecn rij gehele getallen
00,31,62,‘-.-, zodat O = Cna 9 (n = 1,2,00.)'

n
c, + pa

n .
0,01077 € L, o  + 2 001077 + 107 e B (n= 142,400 ).
P Y=

e krijgen zo een tot nul inkrimpende rij segmenten (an’bn)' waartoe
krachtens onderstelling een re¥el getal o« behoort. Is a < o , dan
ziet men gemakkelijk in dat a < a, is voor zeker natuurlijk getal n,
en dus zeker a € L. Is b > oo, dan leidt men evenzo af b € R. Dan is
o het grootste getal van L 3f het kleinste getal van Re. Dus geldt
de snede-cigenschap. T.a.v. onze opbouw geldt dus dat, vooropgesteld
dat de lichaams- en ordeningseigenschappen gelden, het axioma C ge-
lijkwaardig is met het bestaan van een gemeenschappelijk punt in de
hier beschouwde intervalrijen, in ocombinatie met het axioma van
Archimedes.

We wvermelden nog, dat men in bovenstaande gedachtegang ook het
volgende kan aantonen. Gelden in een zekere verzameling van wiskun-
dige objecten de lichaams- en ordeningseigenschappen en bovendien
het axioma C, dan kan deze eeneenduidig op I' afgebeeld worden, zo-
danig dat aan optellen, vermenigvuldigen en orderelatie van twee
elementen van die verzameling beantwoordt optellen, vermenigwvuldigen,
orderelatie van de daarmee corresponderende getallen in [ + Zodat I
in wegen door de axioma's A, B, C is bepaald,

Voor de in de aanhef beschouwde decimale breuk en het daardoor
bepaalde getal o geldt uiteraard n%%%o 8, = % n%iﬂ» bn = o e

§ 14. Aftelbare verzamelingen.

Zij V een willekeurige verzameling (niet noodzakelijk uit getallen
bestaande). Indien er een voorschrift bestast, waardoor aan elk na-
tuurlijk getal n een element van V is toegevoegd, terwijl er bij elk
element van V slechts één natuurlijk getal is waaraan het is toege-
voegd (indien er dus een eeneenduidige afbeelding te vinden is van
N op V), heet V een aftelbare verzameling. We kunnen de elementen
van V, hoewel oneindig in aantsl, nummeren door het aan n toegevocgde
element van V aan te geven door V. Een eventuele eeneenduidige af-
beelding ven N op V is natuurlijk op velerlei wijze mogeldijk.

Voorbeelden van aftelbare verzamelingen.

1) De verzameling N der natuurlijke getallen.

2) De verzameling der gehele getallen; we kunnen ze immers aldus
rengschikkens 0, 1, -1, 2, -2,+..; algemeen krijgt hierbij n het
nummer 2n en -n het nummer 2n+1.



3) De verzameling van de getallen Tn.

Stelling. Een oneindige declverzameling van een aftelbare verzameling
is een aftelbare vergamelinge.

Bewijse 21J V cen aftelbare verzameling en W een oneindige deeclverza-

meling van W. Laten de elementen van V genummerd zijn als VisVoae e e
De rangnummers van die elementen van V die tot W behoren, vormen een
niet-lege, zelfs oneindige deelverzameling N™ van N. Zij n, de kleinst.
daarvan. Laten we n, weg uit N*, dan blijft er nog een oneindige ver-
zameling over. Die bevat weer een kleinste getal, zeg Noe Door volle-
dige inductie construeren we een monotoon stijgende rij van rang-
DUIMETrs N, yNoyeesyll), 0o met de volgende eigenschappent

Te Vn & (ka"-‘- 1,2,.#0)
k

2, isv e Wenn # Ny Dpyeesyfy, dan is n > ny.

Beschouw nu een willekeurig element a € W. Als elcment van V is dat
een zecker element vye Nu is n, & 1, zoals door volledige inductie is
aan te tonen. Er is dus. esn kleinste natuurlijk getal k met n, = 1.

Is k = 1, dan is 1 = n, wegens de keuze van N Is k > 1, dan is
n, = 1> ny_q €0 wegens 2 dus 1 = Ny Dus is W de verzameling van
de elementen Vi 9V geeey Vi gees e Daarmee is een ecneenduidige af-

Ns n
beelding van N 3p i gnvondcﬁ

Stelling. De vereniging van eindig of aftelbaar veel aftelbare ver-
zamelingen is weer aftelbaars,

Bewijss We behandelen eerst het geval van aftelbaar veel aftelbare
verzamelingen, die twee aan twee disjunct zijn. De verzamelingen num-
meren we U 1) U goee, U n yees en de elementen van U n geven we
aan door unﬂ'unQ""’unk"" (n = 1,2,0.4)e Beschouw nu het dubbel-
oneindig schema van eleienten

A Ky S
/%3/3 S

L] L - L] ® - L - . ® - . L] * *

® Ll L4 ® . » ® « L] L] Ll . L & L

en rangschik de clemcnten ervan op de aangegeven wijze: eerst de elc-
menten Wk met n + k = 2, daarna die met n+k = 3, 4,+.. en in elk
groepje naar opklimmende waarden van n. Door dit nummeringsprocédé i=
van elk element U het nummer eenduidig bepaald (het is niet nodig
de formule te zoeken A1~ Aat vwmmer in n en k uitdrukt), terwijl ook
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elk natuurlijk getal &énmaal als 20'n nummer voorkomt. Dus is

L!U(n),aftelbaar.
n

Zijn de verzamelingen niet disjunct, dan kan in bovenstaand schema
op verschillende plaatsen hetzelfde elcment voorkomen. BiJ de boven
geconstrueerde rangschikking moeten dus nog hier en daar elementen
worden weggelaten om een eeneenduidige afbealdin§ van N op de ver-
eniging te krijgen. Maar in elk geval is §g1 U(n‘ een declverzame-~
ling - en wel een oneindige - van ecn aftelbare verszamelings Volgens
de vorige stelling is dan 331 U(n) aftelbaar.

In het bijzonder mogen verzamelingen dezelfde zijn. Daarmee 1is
ook het geval van eindig veel verzamelingen p(n) afgehandeld.

Als toepassing laten we zicn dat de vergameling K der rationale
getallen aftclbaar is. Zij K1 de verzameling der positieve rationale
getallen en K2 de verzameling der ncgatieve rationale getallen. Zi]
voorts, voor clk natuurlijk getal n, U R/ ge verzameling der posi-
tieve rationale getallen x, t¢ schrijven als een breuk met noemer n.
Dan is U(®) aftelbaar en K, = tg U(n), dus K, aftelbaar. Evenzo is
K, aftelbaar. Dus is ook K = K, + K, + {0} aftelbaar.

Elke oncindige declverzameling van K is ook aftelbaar. B.v. de
verzameling der rationale getallen tussen O en 1.

Er zijn ook oncindige verzamelingen, die niet aftelbaar zijn. Ze
heten overaftelbaar. We bewijzen hier:s

Stelling. De verzameling [M der relle getallen is overaftelbaar.
Bewijse« Beschouwen we een willekeurige rij van re¥le getallen

Xy9XppeeasXygree, twee aan twee verschillend. Elk der getallen X,
denken we in ecn decimale breuk ontwikkeld:

= c * e 0 * 7 R -
xn pno’°n1 ne Onk B

We rangschikken de decimalen in een dubbeloneindig schema
012 013 L B C_lk LK 2N
021 023 o w s C2k vae

) Csk

- * L] L] L] * * L ] L] * » L Ld L4

en letten op de getallen die op de hoofddiagonaal staan.
We beschouwen de decimale breuk y = 0p,€5+4.Cy..., bepaald door

het wvoorschrift:
2 indien Crk = 1
C =

1 indien oy 1.



an I 47.

Dan verschilt y van elk getal x . Do beschouwde rij put I" dus niet
uit. Er is dus gecn eeneenduidige afbeelding van N op ' mogelijke.
Bovenstaande constructiemethode van een getal y met zekere eigen-
schappen heet diagonaalmethode en is van G. Cantor afkomstig.
Als gevolg is ook de verzameling van de irrationale getallen over-
aftelbaar (zie dc voorlopige opmerking p.19, r.7)e Het interval
(0,1) bev. is ook overaftclbaar. Want als dit interval (0,1) aftclbaar
was, dan was elk eindig interval aftelbaar - er immers eeneenduidig opaf
te beelden - , dus ook "+ Men kan het ook inzien aan de hand van de
functie £(x) = log (% -~ 1), die later behandeld wordt cn die een
eeneenduidige afbeelding van het open interval (0,1) op " geeft.

§ 15« Machten met niet-gehsle exponente

In § 4 hebben we aan het symbool a® reeds een betekenis toegekend
in de gevallen

1« a willekeurig, ¢ geheel en >0
2. a # 0, ¢ geheel en £ 0.

We releveren de eigenschappen (4.12) voor dit symbool:
I. aP.a® = a?%9 | II. (a?)? = apq,
I1I. aP.vP

il

‘ P
(a®)?, 1V, %5 = ()7,

waarbij p,q geheel en evt., a en b £ O.

We zullen nu door successieve uitbreidingen, waarbij we op uitecn-
lopende wijzen te werk zullen gaan, zien te komen tot een definitie
van a® voor ¢ willekeurig refel en a positief (evt. 0), op zodanige
wijze dat de eigenschappen I - IV behouden blijven. In het volgende
is steecds a, b > 0 of 20 ondersteld.

Tot een definitie van a% (n een natuurlijk getal) komen we door
te beschouwen de functie y = f(x) = x%, voor x 2 O. Dege functie ic,
zoals men door volledige inductie aantoont, monotoon stijgend en con-
tinu voor x z O. De waardenverzameling is ook het links gesloten
interval (0,o0). Krachtens de stelling over inverse functies (p.41)
bestaat in dat interval de inverse functie x = g(y), die we schrijven
Q@rﬂiwof ya‘ y en is daar eveneens monotoon stijgend en continu. Men
merke op, dat zo onder meer gedefinieerd zijn \fﬁ, \fﬂ, enz., en
wel op bevredigender wijze dan vroeger (zie p. 19 ), nl. door gebruik
te maken van algemene etellinesn “otreffende monotone en continue
functies).
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Vervolgens stellen we

o 1
a® = (™) (a 2 0, m en n natuurlijke getallen),
n 1 -1 |

al = {(am)n k (a>0, m en n natuurlijke getallen);

de eerste regel is voor m = 1 een identiteit en beide regels zijn voor
% geheel, zeg m = kn, in overeenstemming met de reeds gegeven defini-
ties. m

Krachtens definitie is nu (a™)® = &® (a 2 0, m en n natuurlijke
getallen). Qok is dan (a%)2 = aP (a>0, p en q geheel, g ¥0). Ve

¥unnen mu herleiden (p, g, r, 8 geheel; q, 8#0)

2 =

2 P
(% a%)" e

= (aq) ° (aa)qs

= (ap)s . (ar>q - apa+qr ,

R I Pt »p,:
due a% . 2% = @ = 2% ®

R DI 2
((a2)®)2 - <K(aq)8)§>q = ((ad)F)2

2
= (ﬁaq)q)r = (a®)F = a?,

2 2 2 X
dus (a%)® = a%® = o9 %,
Op analoge wijze toont men aan

D 2 2 2 2 ]
(ap)% = o p% ()2 = ol /% (a,050, of0).
‘ 1
De functie f(x) = x® is monotoon stijgend en continu voor x 20
m m i

Py ——— e

Hetzelfde geldt voof 2. Dan is x % = (xm)“1 monotoon dalend en con-
tinu voor x >0, We kunnen dus zeggen dat voor c rationaal de functie
£(x) = x° monotoon stijgend en continu is ingeval ¢ >0 en monotoon
dalend en continu ingeval ¢ <O,

Om te geraken tot een definitie wvan a® voor irrationale ¢ volgen
we een geheel andere weg en beschouwen we de functie f(x) = aX (x ra-
tionaal). We beginnen met de volgende
Hulpgtelling. 2ij X een open interval en X° de verzameling ven de
rationale getallen uit X. Laat een functie f(x) gedefinieerd en mono-
toon stijgend zijn op X* en een limiet hebben in elk punt van X. Voor
de functie fq(x), gedefinieerd door f1(a) = x%}ﬁ f(x) (a €& X) geldt
dan:

T f1(x) is gedefinieerd. monctoor ~tijgend en continu op X.
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2. ¢ ‘(x) = £(x) voor x € X*.
Bewijs. Laten a en b twee willekeurige getallen uit X zijn met a<l b.
Dan geldt, als x, een rationaal getal is met a < x, < b,

? 1(a) = Jlim £(x) = ,inf £(x) < :l'(x ),

en evenszo f(xo) < f1(b). Dus is f1(a) < £ (b) Daarmee is de monoto-
nie van f1(x) aangetoond.

Zij a2 een getal uit X. Voor elk tweetal rationale getallen x, en
Xo nit I* met X,<a<x, geldt, op grond van het bovenstaande:

is x een(rationaal of irrationaal) getal met x,< X <X,, dan is
f(x )<f (x) < £(x, ), iehebs f(x1)<f (a)(f(xz); is a rationaal,
dan geldt bovendian f(x ) < £fla) < f(xz)
Nu heeft £(x) een limie"b in het punt a, als functie op X*. Uit de
drie opgeschreven ongelijkheden leidt men dan opvolgend af, dat f1(x),
als functie op X, een limiet heeft in het punt a, dat deze limiet
gelijk is aan f£.(a) en dat deze limiet bovendien gelijk is aan f(a)
als a rationaal is. Daarmee is aangetoond dat f1(x) continu is op
X en gelijk aan £(x) op X% en dus de hulpstelling bewezen.

We behandelen nu achtereenvolgens de gevallen a = 1, a >1, a 1.
We zullen daarbij steeds met x, x', Xq9 Xp rationale getallen bedoe-
len en met ¢ een irrationaal getal.

19, a = 1. We hebben 1* = 1 voor alle x en defini&ren dus 1 = 1.

2°, a>1s Voor x>0 is = S = 1y w;agens Qe m&no%cnle Xan de
functie g( §) = 3 3 x, Voor x, » X, is dus a © = & T.a dea

Is ¢ >0, dan is er op grond vaH de ongeliakhelg? van Bernoulli
een natuurlijk getal n,, zodat (1+e) °sa, dqus 1 <a 9 <1 +E. ;

L]

dan is ook 1 <aX <1 +¢ a1s0<x<a =~:;-—-.Dusis li_ga, = 1.

0
Wegens a X< J-x- is dan ook 1151 a* = 1, en dus zelfs ll@ a* = 1.

Zij vervolgene 3 een willekeurig reéel getal. Zij &€ >0. We
kiezen een rationaal getal x0>}_ en een positief getal & <X - 3 ’

X
zodat iag -1l <g.a © als Ix! < 2% . Uitlx §|< S5
lxzf },i( & volgt dan Xy1Xo < Xy X=Xy < 26 , dus
b ¢ X X, . X,=X x -X
la1-a25=a2.ia12-—1‘<a°-£,ab=£-

Krachtens het algemene convergentiecriterium (§ 10, p.32) mogen we
dan besluiten dat ,1i a* Ybestaat.
Resumerende zien we dat f(x) = 2* voldoet aan de voorwaarden
ven de hulpstelling, met X = (- eo, oo ). We definibren nmu &° =  lig & .
Dan is a:‘ gedefinieerd voor alle redle E en weten we dat =
1( 3 ) =ak monotoon stijgend en continu is op 1
3°. & <1. We definiéren nu & = (l )"C. Dan is a® overal
gedefinieerd, monotoon dales? on 2cniinu.



De relatiea a.‘g at o= ai*ﬂ , (as )«1 3’; N g.l

a} = (%) verii’ieert men nu gemakkelijk: a” sa " = J[lim,é’a .
X+y -
ylim ay = lin& ylim a*.a¥ = lims ylim a =
1im XM o a’”‘v1 '
! " i |3 »Y - X\y
(a h =y, (e2) y;ir% 11 (a7)
— i Xy — i y — I"l 'Y
yJ:_:;gl\ xl—-) a ygm‘la 8 y ENnz.,
onder voortdurende toepassing van het limiettheorema van de samenge-
stelde functie,

De functie y = aX (x re&el) heet exponentiBle functie. Voor a#1
is de waardevergameling het open interval (0,co ). Immers ingeval
a> 1 isnlim anzoo, dus ook 1im;ax=oo en _lim a* =

-3 o X oo Koew = o0
:xl_._%%o 5= 0, terwijl het voor a < 1 net andersom is: Men make een

a
grafiek van deze functie voor verschillende waarden van a. Naast deze

functie kan men natuurlijk beschouwen de functie y = x° (macht).

§ 16. tverzamelingen., Voorbeelden.

In vele van de voorafgaande stellingen, zoals het algemene con-
vergentiecriterium, de stelling van Bolzano-Weierstrass, stellingen
over samegestelde functies en over limieten wvan verbindingen van
functies en ten dele stellingen over continue functies, speelt het
feit dat in de verzameling | der re&le getallen lichaams- en orde-
ningseigenschappen gelden, slechts een ondergeschikte rol. In feite
kan men in heel veel andere verzamelingen de begrippen functie, limiet,
continuiteit invoeren en dan amlloge stellingen afleiden. Ve gaan dit
inderdaad doen en zullen ons daarbij op axiomatisch standpunt stellen.
We zullen verzamelingen bekijken, die enkele algemene eigenschappen
bezitten, maar niet noodzakelijk lichaams- en ordeningseigenschappen,
en wel de z.g. puntverzamelingen, en daarvoor veel van de voorafgaan~-
de beschouwingen "herhalen'.

Definitie. Een puntverzameling of metrische ruimte is een verzameling
E, waarbij aan elk tweetal elementen X,y op ondubbelzinnige wijze

een redel getale (x,y) is toegevoegd, zodanig dat de volgende drie
eigenschappen gelden (x,y,z €E):

(o) e(xyx) =0, e(x,y) > Oals x £y
(p) e(x,y) = e (y,x) (symmetrische eigenschap).
(y) e(x,2) 2 e{x,y) + e(y,2) (driehoeksongelijkheid).

De elementen van E noemen we punten; de functie e(x,y) heet
metriek; voor twee gegeven punten x en y wordt het getal € (x,y)
de afstend van x en y genoemd.
Uit (@) en (y) volgt e(x,z)- ¢(y,2) 2 e(x,y); e(y,z)-e(x.~"
2 e(y,x) = e(x,y). Dus is
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(1) le(x,z) - c(y,2)! £ ¢ (x,3).

Willen we voorbeelden van puntverzamelingen geven, dan kunnen
we niet volstaan met een verzameling elementen aan te wijzen, maar
moeten we ook aangeven wal de metriek zij. Het is mogelijk dat er bij

een gegeven verszameling verschillende metrieken te construeren zijn

die hem tot puntverzameling maken.
Voorbeeld I. E= 1 , e(xy) =1x -yl . Aan de eisen (ot), (B),
(y) 4s voldaan; ze volgen uit resp. (7.1), (7.2), (7.5). Men ver-
gelijke nog (1) met de eigenschap (7.6). Bij deze keuze van ¢ zul-
len we [ voortaan voorstellen door E,.
Voorbeeld II. Zij n een natuurlijk getal. We gullen sen definitie
geven (niet langs meetkundige weg) van waf we noemen de n-dimensio-~
nale Euclidische ruimte. We gaan daartoe uit van de verzameling V
van de geordende n-tallen van re¥le getallen x = (x1, 12,?-.,xn); de
getallen Xy KpyeresXy heten cobrdinaten. Voor elk tweetal elementen
X = (11, 12""’xn)’ ¥ = (yqs yz,...,yh) van V stellen we @ (x,y) =
)2

= ’\/(x1—y1)2 + (Xp=Fp)° + veu # (xn-yn)z. Dan gelden (o) en (B ).
Om ( K) te bewijzen lassen we een beschouwing over ongelijkheden in.

Zijn t en u twee redle getallen = O, dan is Ntw S Ht+u );
in woorden: het mecetkundig gemiddelde van t en wu is hoogstens ge-
1ijk aan het rekenkundig gemiddelde. De ongelijkheid volgt uit

(t+u )2 - (2Vtu )2 = 2 4 2tu +u2 - 4ty = (t=-u )2% 0.
Het gelijkteken geldt blijkbaar alleen als t~u =0, dus t = 4 .
We beschouwen nu 2n redle getallen Ty bogeeast s Wqr Uoreaey

11n,2alle 2 0. Ve hebben, als we het vorige toepassen met t = %t

?

2 2

t,) uQ é % (t\) +u0 ) voor V= 1, 2,-.-,!1,
dus
” ~m
(2) Loy aZ Gein il

Zijn niet alle getallen t, gelijk aan O,‘en evenmin alle getallen u
en schrijven we '

z e
_,\I %‘ty =T, ;uz\) = U,

Vel - ok -
dan kunnen we besshouwen de 2n getallen T 't1, T “tz,..., T %tn’

U u?,’ U "*u oreees U"'11n en daarop (2) toepassen.
We krijgen dan

N .

- ~ -$,2 -4 2 ;

U t,u‘é%f:'rt+ U = = 1.

»é?a v o v %% 4 %*.,é 1
Ty, s o .g:ui;}*. -

De leatste ongelijkheid geldt ook als alle’ty of alle u, gelijk

dus
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san O zijn. Er volgt nog uit

2 . 2 . o Y

3 - t

Gl ma)” Eatl*éa“v 27 v .
< 2 2 2 2}

H]
e ATy
M
s of
< [
4
M3
s
< ro
S, g’
P

dus W .
() '\/?:__(tg + u‘,)\2 E ’\/Zt% + \/ﬁ_ u'*; (ongelijkheid van
M=l Minkowski ) .
Dege betrekking geldt ook als een of meer getallen t,, u, negatief
zijne Want verwisselen we in (3) een of meer dier getallen van teken,
dan verandert het rechterlid niet en wordt het linkerlid niet groter.
We willen weten wanneer in (3) het gelijkteken geldt. Ingeval
ty 2 0, u 20 (V= 1,2,00.,0), >0, U >0 is daarvoor blijkens
de afleiding nodig en voldoende dat T °t , = U_”ﬁu\, Voor V= 1,2,mynn
..We kunnen ook zeggen dat daarvoor nodig en voldoende is, dat
er twee constanten c, en c, bestaan, niet beide O, zodat
c1t\,+ eouy = O voor V= 1,2,sbs,N
In deze vorm is het algemeen juist, ook als een of meer getallen t,,
u, negatief zijn.
Laten nu X = (x1,x2,...,xn), y = (y1,y2,...,yn), z = (2.1,22,...2‘11)
drie elementen van V zijn. Toepassing ven(3)met ty = X, =¥,
Wy =¥y, =2y (¥ =1,2,4ve,n) geeft

,\«/%‘;(xg"zg)z /\/é(xy“Yv)2+ \/%(YQ-ZQ)Zy

e(x,z) = e (x,y) + e(y,z).

Daarmee is (X) aangetoond. Dus is V een metrische ruimte. We stellen
die voor door En en noemen hem de n-dimensionale Fuclidische ruimte,
Uit de opmerking uit de vorige alinea volgt nog, dat voor drie punten
X,y,z dan en slechts dan geldt e (x,z) = e(x,y) + e (y,z) als er
twee constanten ¢y en c, zijn, niet beide O, zodat

cy(xy =¥y )vey(yy ~2y) = cqxy +(ey=cy)yy =cpzy = 0 voor v = 1,2,..n.
Anders gezegd: dan en slechts dan is ¢ (x,z) = e(x,y) + e(y,2z) als
er drie constanten X , A, w zijn niet alle 0, met — p= K+ A
ofwel X+&+ =0, zodat

1l

ia€e

?

KX, + Ay, + mzy =0 voor v=1,2,...yn.
Voorbeeld III. De verzameling der functies f,g,«. , die gedefinieerd
en continu zijn op het segment (a,b), is een metrische ruimte, als
we defini8ren ¢ (£,8) = 8 ’b‘“ f(x) - g{x)! . Men verificert nl. ge-
makkelijk de eisen (ot ), (P ), ( x‘). Men lette er op, dat hierbij een
functie als één enkel wiskundig object opgevat wordt en een punt is
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van de beschouwde ruimte.

Voorbeeld IV. Een willekeurige declverszameling M van een metrische
ruimte E is weer een metrische ruimte, als we dezelfde metriek aan-
houden; we noemen dan !i een declruimte van E.

Willen we het functiebegrip uitbreiden, dan moeten we bedenken
dat we niet alleen het argunent, maar ook de waarde in een metrische
ruimte kunnen laten vari¥ren. Is dus gegeven een metrische ruimte I
en is X een deelruimte van E, dan zullen we onder een functie op X
verstaan cen voorschrift, waardoor aan elk element van X op ondubbel-~
zinnige wijze ecn element van een gegeven metrische ruimteFis toege-
voegds, Is F = E1, dan nocmen we de functie refel 3 is X = N, dan "
spreken we van een rij.

§ 17» Topologische begrippen.

Zij E een metrische ruimte met metriek @ (x,y) en a een punt
van s I8 & oen positief getal, dan noemen we de verzameling der
punten x waarvoor @ (x,a)< & een omgeving van a,en wel speciaal de

& —~omgeving van a, aan te geven door U( &,a).

Zij verder A een deelruimte van E. De ruimte der punten x €E,
die niet tot A behoren, noemen we het complement van A, aangegeven
door T A of ook E/A. Verder definifren wes

Een punt a € A heet inwendig punt van A, als er een positief
getal & is, zodat U(®,a) geheel bevat is in A.

Een punt a &€ E heet verdichtingspunt van A, als voor elk posi-
tief getal & de omgeving U( & ,a) een punt x € A bevat, dat van a
verschilt,

Een punt a € F heet randpunt van A, als het zowel verdichtings-
punt van E als verdichtingspunt van T E is.

De verzameling A heet open, als elk punt van A inwendig punt
van A is.

De verzameling A heet gesloten als elk verdichtingspunt van A
tot de verzameling A behoort.
Voorbeeld I. Zij E = E, en A %%§§%&nks-gesloten interval (0,1) in Eqe
Dan zijn de inwendige puéfg “het open interval (0,1); de verdich-
tingspunten van A vormen het gesloten interval (0,1); de randpunten
van A zijn de punten O en 1,
Voorbeeld II. Zij E = E1, en A de verzameling der rationale getallen.
Dan heeft A geen inwendige punten, is elk punt verdichtingspunt en
ock randpunt van A.

Een open (gesloten) interval in 31 is ook open (gesloten), in
de zojulst gegeven betekenis van deze woorden.

0f een punt a inwendig punt of randpunt van A is, hangt mede af
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ven de¢ ruimte E, waarvan A een deelverzameling is. Denk b.v. amn de
ruinte E,, de deelruimte E, der punten (x,y) met y = 0 en de verza-
meling A der punten (x,y) met 0 £ x £ 1, y = O (interval). Evenzo
hangt het van E af, welke punten verdichtingspunten van A zijne. Dien-
tengevolge hangt het ook van de gekozen ruimte E af, of een verzame-
ling 4 CE open of gesloten is. Om dit tot uitdrukking te brengen
zeggen we open in E (resp.gesloten in E), wanneer het gewenst is aan
te geven van welke ruimte E, A als deelverzameling beschouwd woxdt,

Stelling. Het complement ¥an een open verzameling is gesloten; het
complement van een gesloten verzameling is open.
Bewijs. Zij A open in E en a een verdichtingspunt van €A = E/As
Dan is a € A uitgesloten, want dat zou betekenen dat een zekere

& ~omgeving van a geheel tot A behoorde en dus geen enkel punt van ’
fA bevatte. Dus is a € €A. Dus is €A gesloten.

Zij nu A gesloten in E en a een punt van €A. Dan is a geen ver-
diehtingspunt van A en is er dus een & > 0, zodat U( 8 ,a) geen
punt # a van A bevat. Dus U( &8 ,a) C £A. Dus is <€A open.

Stellings De vereniging en de doorsnee van twee open (gesloten) ver—
zamelingen in E is weer een open (gesloten) verzameling.
Bewljs. Beschouw in E twee open verzamelingen A en B. Zij a een
pant van A WB. Dus a €A enf/of a €B, stel b.v. a €A. Er is een

§> 0, zodat U(&,a) C A, dus zeker U( §,a ) C AvB. Dus is A u B
epene Zij nu a een punt van ANB. Dan is a € A, a €B. Er zijn dus
twee getallen &, &, > 0, zodat U(Sva) C A, U(Sz,a) C B. Dus
U{S ,a) CANB, als we nemen & = min ( &4y 62). Dus is ANB open.

Yoor gesloten verzamelingen A en B bewijst men de stelling door
op te merken dat D, = AUB gelijkwaardig is met €D, = €A » €B en
D, = AN Bmet &, = €A v £B en de vorige stelling en het boven-
staande toe te passen, Of rechtstreeks.

Door wvolledige inductie toont men aan dat de vereniging en de

doorsnee van eindig veel open (gesloten) verzamelingen weer open (ge—
sloten) is..

Willen we voor metrische ruimten stellingen over continue
functies afleiden , analoog aan de vroeger gegevene, dan moeten we nog
extre eisen opleggen. Het meest komt daarvoor in aanmerking het ana-
logon van de stelling van Bolzano-Weierstrass (zie p.34) of van het
convergentiecriterium van Cauchy-Bolzano (zie p.. 32.). We komen 2o
tot de volgende definities.

Een metrische ruimte E heet compact, indien elke oneindige

‘ a1 g van F een verdichtingspunt in E heeft.

Een rij punten @47 Bopessy 8y in een metrische ruimte E met
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metriek @ (x,y) (voor de definitie zie § 16, eind) heet een funda-
mentaglrij, indien er bij elk positief getal € een rangnummer n
is te vinden, zodat

elapa)) <€ als nym o> g,
Verder heet een rij punten a, &€ E convergent in £ , als er een punt
a € E bestaat, zodanig dat er bij elk positief getal €& een rang-
nummer n is te vinden zodat

¢(aa) <& alsn>n,.

Het punt a heet de limiet van de rij. De metrische ruimte E wordt nu

volledig genoepd , indien elke fundamentasalrij in E convergent in
is.

Een segment in E1 is comnact: op grond van § 10,III bevat elke
oneindige deelverzameling van zo'n segment een verdichtingspunt, en
zo'n verdichtingspunt Dbehoort kennelijk weer tot het segment. Ve
bespreken nu een ander voorbeeld.

Zij n een natuurlijk getal. Voor elk 2n-tal re¥le getallen

OLyp Bhpgeeey oL i Py Poyees, Bomet k< 3y (1= 132, swegn)
noemen we de verzameling I der punten x = (x14x2,..,xn) in En' waar-
voor geldt

&1§x1§: B okzé x2§ (52,...,ogn§xn§(‘5n,
een (gesloten) n-dimensionaal interval. Willen we de afhankelijkheid
van I van de getallen oLyy py Bangeven, dan schrijven we

1 £°k1’ Agrees obpi Bqr Porere @n] '
We hebben de volgende

Stelling. Een gesloten n-dimensionaal interval is compact.

interval en X een oneindige deelvergzameling van I. Verdelen we elk der
segmenten ( Ay ;51) (i = 1,2,444,n) in twee gelijke delen, dan wordt
daardoor een verdeling van I in o "con grucmte' intervallen geindu-
geerd, elk met ribben #{ f%i— d‘i) (i = 1,2,+04yn). Minstens één daar-
van, zeg I, =1 [oty 15 oup jovees oty o Ry 1y Brrqaees By q] e-
vat oneindig veel punten van X. Door herhaling van alt procédé (volle-
dige inductie) construeren we een rij gesloten n-dimensionale inter—

vallen I = T [dy py onpyreess oinnd Bqpr Popreer Pox]
zodanig dat:

1) A er1? (ai’kﬂ) is &én der twee helften van ( Xy g ﬁ'i,k)
(= 142,00em; kK = 1,2,004)

2) I, bevat oneindig veel punten van X.
Voor vaste i heeft de rij segmenten ( Ay g (5i,k) (k = 1,2,...) é&én
gemeenschappelijk punt, zeg X i krachtens de stelling van de inter-
valschakeling en de eigenschap 1). Beschouw nu het punt




&nl%o

y= ( X 40 Yarecre X o) en zij § een positief getal. Er is een
natuarlijk getal kg, godat .
=k, i
Bie, ~ i,k =2 ( Py~ oty) <B)yg voor 1
1'2,...,!1.
Verder bevat Ik oneindig veel punten van X, wegens 2), dus zeker

0

een punt X = (x1,x2,...,xn) € X, verachillend van y .+ Voor dat punt
] b x” - ey £ Y

x is|x- 4|8 @i’ko d‘”i,ko<8/'~dn (i=1,2,¢444n), dus

elx, y ) = %i(xi— Xiﬂ"é\/n.( 8/\{?;)2 =8 , dewez. xeU(S,xk
Dus is Y verdicﬁ%ingspunt van X. Dus is I compact.

Het begrip compacte verzameling in een metrische ruimte E
hangt niet af van E, doch alleen van die verzameling en de daarop ge-
definieerde afstandsfunctie: de begrippen "punt van A" en'punt-verdich-
tingspunt van A" zijn geheel in termen van A gedefinieerd.

Stelling. Een gesloten deelverzameling van een compacte metrische
ruimte is weer compact.

Bewijse Z2ij ACE, E een compacte metrische ruimte, A gesloten in E

en X een oneindige deelverzameling van A. Dan is X ook een oneindige
deelverzameling van E, heeft dus een verdichtingspunt in E. Daar A
gesloten in E is, is dit verdichtingspunt een punt van A. Daaruit volgt
dat A compact is.

Stellen we de afstand van een willekeurig punt x E.En tot de
corsprong voor door WHxl . e noemen een verzameling A C.En begrensd
als er een positief getal K is, zodat !xW\ 2 K voor alle x €A, Uit de
beide laatste stellingen volgt dat een gesloten, begrensde verzameling
in compact is. Omgekeerd geldt de

Stelling. Een compacte verzameling A.CE% is begrensd en gesloten.
Bewijse Onderstel dat A onbegrensd was. Dan konden we een rij punten
B198pgeespByyres vinden met \tann > n. Maar een dergelijke rij pun-
ten verdicht zich megens (we hebben geen oneindig verre punten!).
Dit is in tegenspraak met de compactheid van A. Dus is A begrensd.

21§ nu a een verdichtingspunt van A. We kunnen dan een rij
PUnten &yj8ppeess8yyee.  kiezen met a, # a, a €4, el(a ,a) < % .
We merken nog op, dat deze punten niet noodzakelijk alle verschillend
zijn, maar dat er wel oneindig veel verschillende zijn. In En is
het punt & verdichtingspunt van bovengenoemde rij, maar een van a
verschillend punt niet (ga na). Dan moet gelden a &4, daar A com-

pact is en dus de beschouwde rij een verdichtingspunt in A moet heb-
ben. Dus is A gesloten.

Zij = verdichtingspunt van A C E en kiezen we een omgeving
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U van a. Die bevat een punt a, #Z a met 8, € A. Dearvoor is e(a1.a)> c.
Den is er ook, omdat a verdichtingspunt van A is, een punt a, # a
met @ (eyja)<e(ay,a). Door volledige inductie vinden we dat er een
rij punten a, is met a  # 8, a €4, ¢la ,y)0)« e(a ,a). Die punten
zijn twee aan twee verschillend. Dus:
Stelling. Is a verdichtingspunt van A C E, dan bevat een willekeuri-
ge omgeving van a oneindig veel verschillende punten van A.
Beschouwen we nu een compacte ruimte E en een rij punten a, € E.
Onderstellen we dat daaronder oneindig veel verschillende voorkomen.
Uit de laatste stelling en de compactheid van E volgt nu, dat E een
punt a bevat, zodanig dat aneU, als U een willekeurig gekozen omge-
ving van a is, voor oneindig veel indices n. In deze formulering
blijft de bewering doorgaan, als er in de rij punten 8, niet oneindig
veel verschillende voorkomen. Dan is er n.l. een punt a, zodat a, = a
voor oneindig veel indieges n.

Zij E compact, a, een fundamentaalrii in E, Gemakkelijk toont
men aan dat er nu slechts één punt a is met de hierboven genoemde
elgenschap en dat dat de limiet is van de rij] 8, Dus:

Stelling. Een compacte metrische ruimte is ook volledig.

Het omgekeerde van deze stelling geldt niet. Beschouwen we een
fundamentaalri] o, 1in Eqe Die rij is begrensd: t!anﬂ S X voor
zekare K en elk natuurlijk getal n. Nu is in Ey de verzameling der
puntgn x met |ixil £K compact. Dus convergeert de rij 8y Anderzijds
is Ep niet begrensd.Dus:

Stelling. En is volledig, maar niet oompacte.

In de cursus analyse II zal de volledigheid aangetoond wor-
den van de ruimte der functies £(x), gedefinieerd en continu op een
zeker segment (a,b), en absoluut genomen begrensd door een vaste
positieve constante K, met de vroeger gegeven metriek.

We gaan nu de overdekkingsstelling bespreken. We beginnen met
een hulpsteéelling.
Hulpstelling. Zij E een compacte ruimte en & een positief getal.
Dan is er e eindig santal punten BqrBoreee,a, te vinden, zodat
de n omgevingen U( & ,a,), U( $ 185y s e, U é »8,) tezamen E overdekken.
Bewijs. Kies willekeurig a, € E. Indien U( & ,a.l) niet reeds met de
hele ruimte E samenvalt, kiezen we a, € E buiten die omgeving. Indien
u(é ,a;,) uU(§ ,32) niet met E samenvalt, kiezen we a3 buiten die
vereniging. We beweren dat dit prreédé na een eindig aantal stappen
afbreckt. Stel eens dat dit niet zo is. Dan is er een rij punten
BysBorusryBypers  met de eigenschap dat

&nm@; U( 6,a;) (n= 1,2,.4.),
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dus G(ai,aj) S voor i # j, als ( de metriek in E is. Daar E
compact is, heeft de rij punten a een verdichtingspunt a. Er zijn
dan twee indices i en j te vinden met i £ j, e(ai.a) <458,
e(aj,ak‘%é » dus elay,ay) £ e(aj,a) + elayay)cddsibd= 8.
Dit is een tegenspraak. Dus breekt bovengenoemd procédé af, waarmee
de hulpstelling bewezen is.
Qverdekkingsstelling. Zij E een compacte verzameling. Laat er een
voorschrift bestaan, waardoor aan elk punt a € E een omgeving U( Sa,a)
van dat punt is toegevoegd (Ba is dus een willekeurige positieve
re¥le functie van a). Dan bestaat er een eindig aantal punten
Bir8op eyl zodat de bijbehorende omgevingen de ruimte E overdekken.
Bewijs. Stel eens dat E zich niet eindig laat overdekken. Zij Sk
een nulrij ( 6k> 0). Op grond van de hulpstelling bestaat er een
eindig aantal punten b,,b,,+..,b , zodat de omgevingen U( & 11940,
u( é 1,b2),..., U( & 110, ) de ruimte E overdekken. Minstens één daar-
van, zeg B ! = U( 61,b(1)), laat zich niet overdekken door eindig
veel omgevingen U( éa,a). Iets analoogs geldt met ék inplaats van
8,. We krijgen zo een rij punten b(k , met bijbehorende omgevingen
B(}h = U( §k,b k ), waarvan geen enkele te overdekken is door eindig
veel omgevingen U( 6a,a).

Er is een punt a, zodat, als U een willekeurig gekozen omge-
ving van a is, b k € U voor oneindig veel indices k. Speciaal geldt
dit voor de omgeving U(% &a,a). We kiezen een ranghummer ko' godat

&k < %&a en b(kO)ﬁU(% 6a,a). Voor elk punt b EB(kO) is nu
)

E(bzb %o )<#&_, terwijl ook e(b(ko,)ak% & .+ Dus is e(b,ag<83.
Dus B'¥O CU( cSa,a). Dit is in tegenspraak met het feit, dat B(ko
geen eindige overdekking toelaat en U( 5a,a) wel, nl. door de ene
omgeving U( éa,a). We mogen dus concluderen dat E eindig te overdek-
ken is, waarmee de stelling bewezen is. Men vergelijke dit bewijs

met het bewijs op p. 36/37.

§ 18. Limieten. Continue functies.

Laten gegeven zijn een metrische ruimte E met metriek @ en
een metrische ruimte F met metriek & . Zij y = £(x) een functie, ge-
definieerd op X CE, met waarden in F. We zeggen dat deze functie de
limiet b heeft (b €F) in het punt a € E, geschreven x]__‘:’lg f(x) = b,
indien het volgende geldt:

1) & is verdichtingspunt van X.

2) bij elke € >0 is een & >0 te wvinden, zodat & (f(x),b)< €

als e(x,a)l<d , x £ a, xeX.
Is bovendien b = f(a), dan heet f£(x) continu in a.
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We bewijzen, als generalisatie van { 10, I, de volgende
Stelling. Is de ruimte F volledig en a verdichtingspunt van X, dan
heeft £(x) een limiet in het punt a dan en slechts dan als er bij
elk getal € >0 een getal &>0 te vinden is zodat

s (£(x4), f(x,)) < e als  e(x,a)< &, elxyalcé;
Xy Xy Aa g xy,x, e X
Bewijs. a) Laat f(x) de limiet b hebben in het punt a. ZiJ &>0
willekeurig gekozen. /e bevalen &> 0, zodat « (f(x),b) < & als
e(x,a)<é& , x #a, xeX. Voor elk tweetal punten x,,X, met
é’{x,!,a)( S, e(xz,a)f.& P Xq9Xy £ a, X)X, €X geldt dan

(‘S'(f(xj),b) < & G)(f(xz)yb) < H €,
dus
S (£(x,),£(x,)) < G (£(x,),b)+ & (b,f(x,)) < Je+k e = € o
Daarmee 1s asngetoond dat de voorwaarde nodig is.

b) Onderstellen we nu dat de voorwaarde vervuld is,.

e kiezen een rij punten a,,a,jee«y8 ye.-, zodanig dat e/ Z a,
a, €X en dat de rij positieve getallen e(an,a) een nulrij is,

De rij punten bn = f(a.n) in I is een fundamentaalrij. Immers,
kiezen we willekeurig g' >0, bepalen we daarbij overeenkomstig de
voorwaarde een bijbehorend getal &'>0 en bepalen we tenslotte een
rangnumper n , zodat elagra )< &' als m,n > ng, dan geldts uit
myn > ng volgt eley,a )< &', wegens a_,a £ a en a e, €X dus
Y (bm,bn) < &'y Nu is gegeven dat F volledig is. Dus oconvergeert de
rij bn’ zeg tot b. We kiezen nu € > 0. Daar bn limiet b heeft, be-
staat er een rangnummer n,, zodat o (by,b) < € als n >n4s Kraohtens
onderstelling is er een positief getal & te vinden, zodat

o (f(x ), £(x")) <e als e(x,alcd, e(x,alcd ; x,x' # a;
x,x' € X. Laat x een willekeurig punt van E zijn met e (x,a)< &,
x # 8, x €X. Z2ij n een natuurlijk getal > n,, met ¢ (a r8)< 8
Dan geldt & (f(x), bn) < %€ en ook o’(bn,b) < 5 e , dus
cs‘(f(x),b)< 3 . Daar de keuze van € willekeurig is, volgt hieruit
dat f(x) de limiet b heeft in het punt a. Dus is de voorwaarde ook
voldoende.
Opmerking. Daar we asangetoond hebben dat }Z:n, en dus E1, volledig is,
is hiermee tevens een nieuw bewijs gegeven voor de eerste stelling
van § 10.

Is a verdichtingspunt van X CE, dan kunnen we rijen punten a

v:rmden, zodat a £ a,a, €X, terwijl nl;gnéoan = a (vgl.-b1z.56/57).
We tonen nu aan

Stelling. 2ij a verdichtingspunt van X. Dan heeft f(x) een limiet
in het punt a, dan en slechts dan als voor elke rij punten a, met

(1) a, €X, a #a, plin &, = a
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geldt dat ook de i} f(ah) €F een limiet heeft.
Bewijs. Onderstellen we eerst dat f(x) een liwiet heeft in het punt
8, zeg b. Zij a een rij punten waarvoor (1) geldt. Is nu & > 0 wil~
lekeurig gekozen, dan kunnen we wegens ,lim. f(x) = b een getal >0
vinden, zodat & (f(x),b)< & als fz(x,a)c &y x#a, x €X. Ver-
der is exr een rangnummer n, te vinden, zodat P(an,a)cké> als n >0,
(zie definitie p.55). Omdat steeds a, £ a, B, € X geldt dus: voor
nyn, is & (£f(a ),b) < & . Dus lun,ﬂa ) =

understellen we nu dat de rij f(a ) convergeert voor elke rij
punten 8,y Waarvoor (1) geldt. e klezen zo'n rij &y zij %%ny(an)w

= b. Stel eens dat niet geldt 11@ f(x) = b. Dan is er een getal
& > 0, zodat er voor elk positief getal & een punt x is te vinden
met x £a, x€X, p(x,2)<8, & (£(x),b) 2 &, 2zij &  een nulrij
en kiezen we voor elk natuurlijk getal n een punt a'n, zodat a'n £ a,
ay €X, p(a' ,a)l< b, & (£(a}),b) 2 £ . Defini¥ren we een rij
punten a, als volgt:
EQn—1 = a., an = a} (n = 1,2,000)0 B

Omdat a  en s aan (1) voldoen, geldt hetmelfde voor a, - Daar
n%%%”f(an) = b, 6’(f(a§),b) 2 &O voor alle n, convergeert de rij
f(gh) echter niet (ga na). Dit is een tegenspraak. Dus is x%&@ f(x)=
Daarmee is de stelling bewezen.

We merken nog op, dat als f(x) een limiet heeft in het punt a,
deze limiet eenduidig bepaald is. 'ant is x1ig f(x) = b, en ook
llg f(x) = b, , dan is er bij elke >0 een getal & >0 te vinden,

zodat
o (£(x),by) < 2 & , o (£(x), by) <3
als X # 8, x €X, ¢@(x,a)< d .« Ius is o( 1,‘r:>)'<E, en dus
<Y (b1, 2) = 0; uit (=) volgt dan b, = b, , waarmee de bewering aan-
getoond is.

Fen analoge eigenschap toont men aan voor rijen: is E een me-
trische ruimte en a, convergent in B, dan heeft a, niet meer dan één
limiet.,

Van veel nut is de volgende eenvoudige
Stelling. Zij n, een natuurlijk getal. Z2i] c?(n) gedefinieerd en
een natuurlijk getal voor elk natuurlijlk getal n 2 n, en zij %gﬂmq(n)z
= oo. Is dan E een metrische ruimte en zijn a, en b twee rijen in
E met 11m moa, =aenb =ag) voorn :n o0 dan is ook pLim bn = B.

ew1js¢ Zij e>0 w1llek@ur1g. Er is daarbij een natuurliak getal n,
zodat fﬁ(an,a)< ¢ alsn » n,. Verder is er een natuurlijk getal
N > n,, zodat ¢ (n) > n, als n > N. Dan is ook f>(bn,a) =
= pP (ad?(n>,a)( ¢ voor n»N. Dus n%ggg b, =
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Voorbeelden. I. De rij b ontstaat door verschikking van de rij a ,
dew.z. er is cen éénéénduidige afbeelding ¢ (n) van N op N, zodat
Py = 8 (p) (n 2 1), Is nu k een willekeurig natuurlijk getal en
noemen We N, Nnyess, Ny de natuurlijke getallen, waarvoor &&(n1) = 1,
%’(ﬂ2> = 25000, t;(nk} = k, dan 1s zeker uQ(n) s> k als n »K
= JUp¥y Dy Dus is n%}%m‘?(m> = O,
II. De rij bn is een deelrij van de rij 8, dewsZo VOOr n

i

A

1

is by yr met §(m) > w(n) als m > n. Ook nu is n%gggrp(n>m

1 T 8 ¢ (n
oD e

IIT« De rij b ontstaat uit de rij a, door inlassing van eindig
veel punten, op willekeurige plaatsen. Zij k het aantal ingelaste
runten. Dan is er een natuurlijk getal N zodat bn = a

Hierbij is _lim (n-k) = oo.
Do oo

nele voor m >n .
In al deze gevallen geldt: is 8y convergent in E, dan ook bn’
met dezelfde limiet.

Zij weer f(x) gedefinieerd op X CE, met waarden in F. Als vroe-
ger zeggen we weer, dat f(x) gontinu is in een punt a € X, als
<LiB f(x) = f(a). Anders gezegd: £(x) is continu in a indien

1) a is punt-verdichtingspunt van X

2) bij elke € >0 is een 5 >0te vinden zodat cf(f(x),f(a)><;&.al$

Ppx,a)c &, xeke ‘

Is f(x) continu in elk punt van X, dan heet f(x) continu op X.
Stelling. Is f(x) continu op X en & compact, dan vormen de functie-
waarden in F ook een coupacte verzameling Y.
Bewijs. Zij B een oneindige deelverzameling van Y. Omdat B oneindig
is, kunnen we een rij punten bn vinden, twee aan twee verschillend
en alle tot B behorend. Bij elk punt bn is er, wegens bnELY, (minstens)
één punt a, te vinden met f(an) = b+ De punten a, zijn twee aan twee
verschillend en behoren alle tot X. Zij a een verdichtingspunt van
de verzameling der punten a, - Er is nu bij elke &€ >0 een &> C te
vinden met 6’(f(x),f(a))<_£ als §>(x,a)<: & . Verder is f>(an,a) < é
voor oneindig veel rangnurmers n. Lus is ook cf(f(an),f(a)) < €& voor
oneindig veel rangnummers n. ‘Pus is f(a) verdichtingspunt van de
verzameling der punten b,y en dus van B. Dus ie Y compact.
Gevolg. Is F = En’ dan is dus Y begrensd en gesloten (zie stelling,
p.56). Ingeval T = E1 bevat Y dus een grootste en een kleinste
getal. Hiermede is ook de stelling op p.35, onderaan, teruggevonden.
Stelling. Is f(x) gedefinieerd en continu op een compacte verzameling
g¢:E, dan is f(x) daar ook uniform continu.
Bewijs. 21j ¢50 willekeurig. Bij elk punt ¢ € X is een positief
getal & (c¢) te vinden, in het algemeen afhangend van ¢, zodat
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g”(if(x),f(ﬂ) < % £ als va(x,fa) < &(c). e voegen nu aan elk
punt ¢ € X d. omgeving U(J ©(c),c) toe. Op grond van de overdekkirngs-
stelling is er een eindig aantal punten CqrCnyeesyCp te vinden, zodat
X overdekt wordt door de bijbehorende omgevingen U(} 5(@1),01>,
U(;«S(cz),cz),..., U é(on),czQ. Zij nu & =min ¥ & (Ci)‘ Kiezen
we twee getallen X, X, € X met jf;n(x,},xg) < & .« Dan is er een natuur-
1ijk getal i = n met j)(chi)(% & (oi) en is verder ¢ (xg,ci) £
f’(xg,xi) + R (xt’Qi) < &+ 7 5((:1) 2 5((:1). Dus is ts‘(‘:f(x1),
f(ci)> <L E 4 & Qf(xz), :f(ci)>< ~ € , dus @ (f(x1),f(x2)> < £
M.a.w. voor elk tweetal punten x,,X, € X met P (xx,) < &is
3 (:f(xl), f(xz)) < & . Daarmee is de stelling bewezen.

Het begrip samengestelde functie laat zich ook definiéren even-
als vroeger. Zijn gegeven drie metrische ruimten E,F,G en is ¢ (x)
gedefinieerd op X CE, g(y) op Y CF, terwijl (x) €Y als x €X,
gly) € G als y €Y, dan is door samenstelling gedefinieerd g@p(x)),
voor X ¢« X, met waarden in G. Er geldt:
Continuiteitstheorema van de sauengestelde functie. 72ij a punt-ver-
dichtingspunt van X, b punt-verdichtingspunt van ¥ en b = qp(a).
Indien dan q)(x) continu is in a en g(y) continu is in b, dan is ook
g(@(x)) continu in a.
Limiettheorema van de samengestelde functie. Zij a verdichtingspunt
van X, b verdichtingspunt van Y, _lip « (x) = b; lig gly) = ¢. Dan is
},i@ é‘-’(‘ﬂ‘*(x)) = ¢, tenzij “t;e«e:ﬂl:ijf:r“ti*d geldt: v
YU “N7F / ! Y . SR ’

1. elke omgeving A van a bevat punten x # a met x €X, cp(x): b

2. g(y) is discontinu in y = b.

De bewijzen verlopen precies als op p. 38/39.

Tot slot nog iets over het geval dat I een Iuclidische ruimte
is. Zij f(x) gedefinieerd op X CE, met waarden in En. Voor elk punt
xeX is dus f(x) een punt in E, met n codrdinaten, zeg :f:‘,l(x),
f2(x),...,fn(x). Dus zijn fq(x),fz(x),,..,fn(x) regle functies van
x, alle gedefinieerd op X; we noemen ze de componenten van f(x).
Stelling. De functie f(x), op X, met waarden in En, heeft een limiet
(is continu) in het punt a € X, dan en slechts dan als elke component
fi(x) een limiet heeft (continu is) in a.

Bewijs: Zij b = (by,bp,ee,b ) €E . Ve hebben

&

o (£(x),b) = {Z"_(fi(x)~bi)2§ , dus
max lfq(x)—bii 5 ?(f(x)",b) £ AN n. max \fi(}:)-bi\ .
Uit f?f(x),b)(& volgt dus \fi(x:)-wbi¥< € (i=1,2,c0e,n); uit
lfi(x)—-bikE/‘\fﬁ (i=1,2,¢4.,n) volgt F(f(x),b) < €& . Het bewijs
van de stelling is nu gemakkelijk te voltooien.
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Zoals reeds gezegd in § 16, spreken we van regle functie als
F = ET' Re&le functies kunnen opgeteld en vermenigvuldigd worden,enz.
‘le hebben analoge stellingen als in § 9. Zij E een metrische ruimte
en laten f(x) en g(x) twee reéle functies zijn, beiden gedefinieerd
op een verzameling X CE. 2ij lim f(x) = b en x1in g(x) = c (benc
dus reé&le getallen). Dan geldt:

(2) L lip it (*<)+g(X)} = b+e
(3) ;gm o f(x) = b (= een constant regel getal)
(4) f%m ﬂx)gx)zbc
.- 1
(5) X%&g E) T o als ¢ £ 0
: Lo I(x) b
(6) X1 S5 = ¢ als e £ 0.

De bewijzen zijn woordelijk hetzelfde als op p.29/30; de daar
optredende omgevingen A, A1,.A2, A3 zijn nu omgevingen in E 1.p~V.
in {7 .

Opg.61. De verzameling der punten in E2 met rationale codrdinaten

is aftelbaar (gebruik de eigenschap dat de verzameling der rationale
getallen aftelbaar is). Hetzelfde voonr L.

Dpz.€2. De functie y = T%%%%le geeft een éénéénduidige afbeelding
van het open interval (0,1) op | .« Dientengevolge is het open inter-
val (0,1) overaftelbaar.

Opg.€3. Elke oneindige verzameling bevat een aftelbare deelverzame-
ling,

Opg.b4. Zij a > 1. Dan heelft de functie f(x) = 2X een inverse op

(= oy o0); die inverse is gedefinieerd, monotoon stijgend en continu
op het open interval (0, ou).

Opg.65« Is ¢ >0, dan is lim % = oo .

Opg66. Is b>C ki f( ) = b, dan is _lim N f(x) =
Opg.67. Bepaal 11m - \Jx+1 1) (zet \fX%ﬁ ~1 = y en beschouw

X
1 (</x+1 =1) als %amenﬂeqtelde functie van x, door tussenkomst van y).

“E;_§8 Zijn gggevef n reéle getallen a,,a,;+-+;a,, alle Z 0, dan is
( av>2 RS ?; av.

Eg°69 De vereniging van aftelbaar veel open verzamelingen in een
metrische ruimte E is weer open.

O0pg-70. Elke omgeving U( é,a) in een metrische ruimbte I is een open
verzameling.
Opg.71. Een eindige verzameling is compact.

Opg.T72. Zij E een metrische ruimte, met metriek e,en F de verzame-
ling der geordende paren (a,b) met a,b € E. Dan is F een metrische
ruimte, met metriek o , als we definiéren g’({a,b),(c,d))

max ip(a,c),f(b,dﬂ,

Opg.T73- Zij E een metrische ruimte, A en B twee deelverzamelingen.
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De rand van AWB is de vireniging vin de rend van 4 en de rend vin B
(rand = verzameling der randpunten).

Opg+T4+ 21j a een vast punt in ﬁn, P de gebruikelijke’metriek. Dan
is p (a,x) een continue functie van x. Dit geldt ook in een wille-

keurige metrische ruiiites.

0pge75. Zij I een metrische ruimte, a een punt van E en X een niet-
lege, compacte verzameling in E. Dan heeft de verzameling der getallem
P (a,x) met x €X een kleinste waarde (dit wordt de afstand van a
tot X genoemd).

Opgs.T76. Is A een compacte verzaneling in En, dan bevat A een punt

met maximale afstand tot de oorsprong (0,0,...,0).

Opg.T77. Is E een metrische ruimte en f(x) gedefinieerd en continu

op E, dan is de verzameling der punten x €I met f(x) >0 open.
Opg.78+ De retle functie f(x = f( Xy 9%, ), gedefinigerd door

s

££(0, 0)) = 0, f((XT,X ) = Q&TT"‘“Y is continu op E,.

§ 18. Het begrip afgeleide.

We keren terug tot re¥le functies, met reéel argument. Zi]
y = £(x) een reéle functie, gedefinieerd op een open interval I, a
een punt van I. Letten we, in de grafiek van deze functie, op het
; 1 punt (&, f( a)) en een variabel punt (x,f(x)).
SﬁmA_/’ De richtingscoé&fficiént van de koorde die

deze twee punten verbindt wordt gegeven

| door miﬁliiéﬁj . Het kan gebeuren dat deze

koorde tot een vaste stand (raaklijn) na-

- ; —L..dert als x tot a nadert. Dan zal ook het
opgeschreven gquotiént tot een vaste waarde naderen voor X -3 a.
We stellen nu, los van bovenstaande aanschouwelijke redenering
de volgende definitiec op. De functie f(x) heet differentiaarbaar in
f(x)-f(a)

a, als _lim -~ ~=  bestaat, en de limiet wordt het differenti-
X' 58 X~a

aalgquotiént van f(x) in het pvnt a genoemnd, geschreven
(& ko of (dx X = as
Is f(x) differentieerbaar in elk punt van I, dan is het diffe-
rentiaalquoti®nt van f(x) ook een functie van x, gedeflnleerd op L.
"'e noeuwen het de afgeleide wvan f(x), geschreven «meLw , %),
ay | émgL&L .
ag of y'+ In plaats van ( ~ ) x = p kunnen we nu ook f'(a)
gchrijven.
Voor een functie is differentieerbaarheid een ingrijpender eis
dan continuiteit: is f(x) gedefinieerd op I, dan is f(x) continu

in een punt van I, wanneer f(x) daar differentieerbaar is, maar niet
omgekeerd.
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Bewiijs. Zij f(x) differentieerbaar in a (a 1nwend1g punt van I)
Schrijven we *ﬁiim ) = 1. Er is een getal zodat voor

x #a, |x-al<d, geldt\miu—iiiil 1‘< 1, ti&&%:%igll lll+1,

ofwel [£(x)-f(a)l< (111l + 1)|x-al

Is nu & een positief getal, dan is dus [f(x)=f(a)l <& als )x-ald=
= min ( 51, e/(11l+ 1)). Dus is f(x) continu in a.
Omgekeerd is b.v. de functie f(x) = Ix| overal continu, maar

niet differentieerbaar in x = O: het quotiént iiﬁlfiégl = iﬁL

neemt in elke omgeving van O zowel de waarde +1 als de waarde -1 azan.

In het volgende, wanneer gesproken wordt van functies, differen-
tieerbaar in zeker punt, is steeds ondersteld dat die functies ten-
minste in een zekere omgeving van dat punt gedefinieerd zijn.

§ 19. Regels voor het differentigren.
Voor differentiaalquotiénten gelden dergelijke rekenregels als
in § 9 voor limieten afgeleid zijn.
Stelling. ZILaten f(x) en g(x) gedefinieerd zijn op eenzelfde verza-
meling X en beide differentieerbaar zijn in een punt a. Dan zijn

ook f(x)+g(x), ¢ f(x) (c een constante), f(x) g(x) differentieerbaar
en er geldts

(1) (d(f(x)+g(X)l) e (Q"g§§l)xza + (dalx)y

dx x=a '
(2) (Q”%ﬁLél)X:a =c (Qhﬁxx )x=a !
(3) (& ﬁ%i)g(x)) = £(a) (g“%§§l)x=a +g(a (ggﬁLEl)xza .

Bewijs. We hebben
(£(x)ra(x))-(£(a)+gla)) _ £(x)-f(a) , a(x)-g(a) (x£a)
X-a

X - a - X3

krachtens definitie hebben beide termen rechts een limiet in het
punt x = a. Volgens (9+2) heeft dan het linkerlid van de opgeschre-
ven betrekking daar ook een limiet. Dus is f(x)+g(x) differentieer—
baar in a, terwijl genocemde limieten verbonden zijn door (1).

Op analoge wijze volgt dat ¢ f(x) differentieerbaar is en dat
(2) geldt.

Beschouwen we nu het product f(x)g(x). Voor x # a, xeX is
(vgl.het bewijs van (9.4))

f(x)g(x)-f(a)g(a) £(x)a(x)-f(x)gla) + f(x)gla)-r(a)g(a) _
X=-a X -~ a

(x)-g(a) . £(x)=f(a)
= £(x) BlEzela) | Hxl=f(a) oy,
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Letten we op het laatste 1id. De beide breuken hebben sen limiet in
a, krachtens onderstelling, en f(x) is continu in a (zie § 18); ge-
noemde uitdrukking heeft dus een limiet in het punt a (zie (9.2) en
{9.4)), en wel f(a)(—dmﬁs(f-l)xza + g(a) (é---"g%}--)-)xca . Dus is f£(x) g(x)
differentieerbaar in a en geldt (3).

Zijn £(x) en g(x) b.v. differentieerbaar op een interval I, dan

hebben de af, relaties
(1) & (£(x)+g(x)) = £'(x)+g'(x)
(29 %—xjcf(x) = ¢ £¥(x) (xe 1)

(3") & (£(x)g(x) = £(x)g'(x) +g(x)2'(x)

Stelling. Zijn £(x) en g(x) gedefinieerd op eenzelfde verzameling
X, en differentieerbaar in a en is g(a) £ 0, dan zijn ook E%ET en

%%%% differentieerbaar in a en er geldt:

! (L&, o
(4) (-Q-!- ) _ ,
dx .8%35) X=8 W
d a
(5) (%E f i )y = g(a) gﬁgi(x))x;&~f(a)(g§g(x))xza .
¢ (g(a))

Bewliis. Daar g(a) # 0 is en g(x) continu is in a, is er een omgeving
A van a, waar g(x) steeds # 0 is. Voor x # a, Xe A is

1 1
gx)ale] _ _ &lx)-zla) ,
X-8 P g(x)g(a)
gemalkkelijk volgt dat deze uitdrukking limiet -(9~%§51)x= . —

(g(a)?
heeft in het punt a. Dus is E%ET differentieerbaar in a en geldt (4).
Door toepassing van dit resultaat en de vorige stelling, speciaal
(3), volgt dat i%%% differentieerbaar is in a en dat (5) geldt.

Indien f'(x) en g'(x) bestaan in zeker interval, en g(x) daar
geen nulpunt heeft, hebben we

t t d 1 ! a f
(4),(5) ﬁfém=‘ - ' Ax gg

x) _ g(x)f(x)-f(x)g'(x)
T (e(x))?

Er zijn ook regels voor het differentiéren van samengestelde
en inverse functies.
Stelling. 2ij g( ¢ (x)) een samengestelde functie van x, gedefinieerd
door tussenkomst van twee functies w = g(y), ¥ = @(x). Zij y =@ (x)
differentieerbaar in a en u = g(y) differentieerbaar in b = ¢ (a).
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Den ies ook g( ¢ (x)) differentieerbaar in a en er geldt:

(6) (g“gﬁgngll)x=a = (g”§§xl)yab. (gi%éﬁl)x”& T

Bewijs. FEr is een complicatie in die zin, dat cpixg) Ea) 0 kan
~&

zijn voor x # a, zodat we niet het quotiént gle ©(x) ~<PF;S3)) kunnen

bekijken. We redeneren nu als volgt. Zij w(y) bepaald door

w (y)= AL.Y.F:L%.(.P.}_ voor ¥ £ b, w(b)m(%ﬂ-))&. Dmis gy)-g(v)l=(y-oxly),

ook voor y=b,dus
W—D Ww(cp(x)) (x ;é a)

Ingevolge de onderstellingen heeft de eerata factor in het laatste
1id limiet (—J%§~l)x:a in a en is w/(y) continu in b, zodat we
op w( ¢(x)) het limiettheorema van de samengestelde functie mogen
toepassen (p.39). Dit laatste leert ons dat  lip w( 9 (x))= w(b) =
= (§4§§Xl)y:b » Dan heeft ook het quotid¥nt (Ei @(§)1—§(¢>(all een
limiet in a, en de limiet wordt gegeven door (6).

De formule (6) wordt kettingregel (voor het differentisren) ge-
noemd. Bestaan de afgeleiden van u = g(y), y:-y(x) in zeker interval
I en geven we die aan door %ﬁ 3% , enz. ,dan krijgen we de sugges-
tieve formule

du _ du d
(6%) ==y " -&“é (xel)
Hierbij moet de eerste afgeleide rechts genomen worden in y, verbon-
den met x door y = ¢ (x), m.a.w. opgevat worden als (samengestelde)

functie van x, door tussenkomst van y = c?(x) .

Stelling. Zij y = £(x) gedefinieerd en monotoon stijgend (of dalen?)
op een interval I. Z2ij a een punt van I en laat (d fx ) —a bestaan
en # 0 zijn, Dan is de inverse functie x = g(y) d'fferentieerbaar

in b = f(a), terwijl

(gl o (s

Is de afgeleide van f(x) gedefinieerd en £ 0 irn elk punt van I, dan

is i%% = 1 %% , als we linker- en rechterlid beide als functie van
x, of beide als functie van y opvatten.

Bewiis. Voor x £ a is ook y # b en hebben we dus

gly)-g(b) _ X-a . f(m)-f(a)
y-b = Fx)-f(a) = X~ *
Krachtens onderstelling heeft iﬁé%fﬁL@l een van nul verschillende

limiet in a. De breuk heeft dezelfde limiet als functie van y, in

¥ = b. Dus heeft ELI%E%LHI een limiet in b. Daarbij is voldaan aan
(7).
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We behandelen nu enige voorbeelden.,

Een constante functie is overal differentieerbaar, met afgelei-
de O. De identieke functie f(x) = x is overal differentieerbaar, met
afgeleide 1. Verder geldt

(8) %—x- 2 =n 71 yoor gehele n (x £ 0, als n £ 0).

Bewijs. Voor n>0 door volledige inductie. Voor n = 1 weten we het
al. Geldt (8) voor n, den is, op grond van (3'),

A

= %i' (x.xn) = Xa nxn"1+1.xn = (n+1)xn

%_i xn-M

Dus geldt (8) voor elk natuurlijk getal n. Voor n = O is (8) ook
juist. En voor n negatief, zeg n = -m, herleiden we op grond van (49
m-1

¢ .n_d 1 _ _ R, . L B L
EYc® @m0 gmo s =X

x
Daarmee is (8) volledig bewezen.

Door toepassing van (6) leiden we af

%E (:{2+1)n = n(x2+1)n"1.2x (n geheel, x willekeurig)
Uit (7) volgt, als we nemen y = V' x,

d d 2 1
-a-}-{-v—iz‘}: a-s}-y :%&"zm (X>0)-

Later zullen we een willekeurige macht leren differentié&ren.

§ 20, De stelling van Rolle, De regels van 1'H8pital.

Voor verschillende doeleinden is van belang de volgende ~
Stelling van Rolle.Zij f(x) gedefinicerd en comtinu op et segment (a,b),
en differentieerbaar op het open interval (a,b). Zij voorts f£(a)=£(b).
Dan is er een punt § met a< E <b, £'(g ) = 0,

Bewijss De functie f(x) neemt op het segment (a,b) een maximum ¥ en
een minimum ' aan, omdat f(x) continu is op het segment (zie p.35/36).
Is y= 7' =1f(a) = £(b), dan is f(x) constant en de stelling trivi-
aal. Onderstellen we 7> f(a) (het geval r< f(a) wordt analoog
behandeld), Zij § een punt met £( g )= ¥y ; uiteraard is a< § < b.

. .o E(x)-f N ]
Ingevolge de voorwaarden bestaat x{.’lga Y= E = £'(§ ); we
zullen bewijzen £'(g ) = O.
Voor x>& (en = b) is %ﬁﬁl % 0. Dus is x];}%_k f(x})c:g('é )
e T(x)-£(E ) . ()-£(E ) =
= xji;l? X-E £ 0. Voor x<E (en Z a) is -4 Xx-fg = 0, dus
- f x""f ; f X "‘f >
x%}g Mx-g =t -L—)—-—{—E’-)-x_g 2 Q. De beschouwde limiet , nel.

£'(E ), is dus O.

We behandelen nu enige toepassingen van de stelling van Rolle.
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I. 2ij £(x) gedefinieerd en continu op het seément (a,b) en diffe-
rentieerbaar op het open interval (a,b). Dan is er een punt E met

a<E<bd, £'(g) = ﬁ-@%{{ﬁ—iﬁ .
(middelwaardestelling van de differentiaalrekening).
Bewijs. Pas de stelling van Rolle toe op de functie g(x) = f(x) -
- ﬁ (x~a); er geldt g(a) = g(b) = £(a). Dit levert dg exis-
tentie van een punt £ met a<f < b, g'(g ) = £'(E )- = 0.

-8
Toepassing. 11701070 (11-10). 1O§9 met 10 <§ < 11, dus
10.107< 111%-10"% 10,11°,

II. Laten f£(x) en g(x) gedefinieerd en continu zijn op een segment
(a,b) en differentieerbaar op het open interval (a,b). 72ij g'(x) £0
voor a<X<b. Dan is er een punt § met a<g < b, g : =

g D :g : (uitgebreide middelwaardestelling).

Bewijs. Allereerst merken we op dat g(b) # g(a). Anders zou er nl.,
wegeng de stelling van Rolle, een punt m zijn met a< n < b,

g'('r) ) = 0, in strijd met de onderstellingen. We beschouwen nu de
functie h(x), gedefinieerd door

f(b)=-£(a) £(x)
h(x)= 2(b)-g(a) g(x)| = (£(v)-f(a))g(x)-(g(v)-g(a))£(x).
We hebben
n(a) = |E(0) 2] o ey o | -E@) E(B))  gug n(a)=n(b).
(e \g(b) &(s) ( Cale)  glwy| T e

Verder is h(x) continu op het segment (a,b) en differentieerbaar
op het open interval (a,b). Er is dan, volgens de stelling van Rolle,
een punt & mnet

a<g< (g )=(§(b()-z)?(a))g (5 )-(g(b)-g(a))f'(E) =

b, h
- fr{eg) ~ £(b)-f(a
Dan is ook ,(§7 Zo—ala) *

III. Is, in zeker interval I,f#(x) = 0, dan is £(x) constant op I.
Bewijs. Laten a en b twee punten uit I zijn, a<b. Dan is er,
wegens de vorige stelling,een punt & met a<& < b, T(b)-f(a) =

= (b-a)f'(E ). Krachtens onderstelling is £'(g ) = O. Dus is f(a) =
= f(b)., Dus is f(x) constant in I.

Opmerking. Deze eigenschap is de omkering van de eigenschap dat

de afgeleide van een constante identiek nmul is.

IV. Is, in zeker interval I, f£'(x)>0, dan is f(x) monotoon stijgend
in dat interval.

Bewijs. Laten x, en X, twee punten wit dat interval zijn met Xy < Xye
Er is een punt § met f(xz)-—f(x1) = (x2~x1)f'(§ }s dus is
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‘f(xz)-f(x1)>-s. Dus is £(x) monotoon stijgend.

Opmerking. Is omgekeerd f£(x) monotoon stijgend en differentieerbaar
in zeker interval I, dan mogen we nog niet besluiten tot £'(x)> 0
voor x eI, zoals blijkt uit het feit dat f£(x) = x3 monotoon stijgend
en differentieerbaar is op (~co,00), terwijl de afgeleide £'(x) =

= 3x% nul is in x = 0. Wl geldt £'(x) 2 O voor xeI, onder de ge-
noemde voorwaarden (ga na).

We tonen voorts aan
Stellihg Darbouxs 2Zij f£(x) gedefinieerd en differentieerbaar
op het segment (a,b). 2ij r een getal tussen £'(a) en £'(b). Dan
is er een getal § met a 2E £ b, £'(5 ) = r.

Bewijs. Ingeval r = £'(a) of r = £'(b) is de stelling triviaal.
Geldt de stelling voor -f(x), dan ook voor £(x). We mogen dus onder-
stellen f'(a)<r<f'(b). Zij nu g(x) gegeven door g(x) = £(x)-rx.
Dan is g(x) gedefinieerd en differentieerbaar op het segment (a,b)
en er geldt g'(a) = f'(a)-r<0, g'(b) = £'(b)-r >0. We zullen asn-
tonen dat er een punt § is met a<gE< b, g'(g ) = 0; dan is £'(§ )=
= r en dus de stelling bewezen.

Daar g'(a)< 0, is gLﬁ%ia 2L <0, dus g(x)< g(a) voor x>a in
een zekere omgeving van a. Evenzo, wegens g'(b)>0 , is xx: b >0.
dus g(x)< g(b) voor x<b in een zekere omgeving van b. Dus wordt
het minimum van g(x) op het segment (a,b) aangenomen in een punt %
met a <k < b. Voor dat punt £ is g'(g ) = O (zie bewijs stelling
van Rolle). Daarmee is de stelling bewezen.

Bovenstaande stelling zegt ons dat afgeleide functies, evenals
continue functies, de doorlopendheidseigenschap bezitten. Later
zal uit een voorbeeld blijken, dat een afgeleide functie niet nood-
zakelijk continu is.

We behandelen nu twee stellingen, waarin een verband gelegd
wordt tussen de liwmiet van het quoti&nt van twee functies en de
limiet van het quoti&nt van de afgeleiden van die Iuncties.f
Eorste regel van 1'H8pital. Zij a een punt,eindig of.oneindig,A een
emgeving van dat punt (evt. een linker—of rechteromgeving) en A% aie
omgeving, met weglating van het punt a. Laten f(x) en g(x) twee
functies zijn die voldoen aan de volgende vier voorwaarden:

1. £(x), g(x), £'(x), g'(x) zijn gedefinieerd op A*

2+ x5g 2(x) = iy e(x) =0

3. g'(x) £#0 voor xe A®

4. g' ;\ heeft een limiet in a.

Dan geldt: .
B §%§% = 5B %Tfﬁ% )

/*Het zijn de z.g. regels van 1l'HB8pital.
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Bewljs. Stel lim f"x = 1, Het is voldoende san te tonen

K 8 g \x
fix
1im =
x»ag x
van a. Z1Jj dus A1 een linker- of rechteromgeving van a, bevat in A, met

weglating van het punt a (ingeval a oneindig is, AﬁsAmA*).

In elk punt van A, is g(x) differentieerbaar en g'(x) # O. Wegens
de stelling van Darboux, met r = 0, bevat dan A1 niet twee punten X4
en x, met g'(x1)>ﬁo, g'(x,)< 0. Dus of g'(x)> 0 voor xe 4, of g'(x)< O
voor xeA,. Dus 1s g(x) monotoon op Aq(zie IV). Dus is g(x) # g(x')
voor x £ x', x,x' e A4. In het bljzonder, wegens lim g{x) = 0, 1s
g(x) # 0 voor Xeh,.

Ingeval 1 eindig is, bewljzen we nu de bewering als volgt. Z21]
£>0, Er is ?an een linker- resp, rechteromgeving A, van a, bevat in
Aﬂ, zodat ié7%§} - 1}< 3e als xeaAe. Voor elk tweetal verschillende

= 1, als x beperkt wordt tot een linker- of rechteromgeving

punten x, x!' van A2 1s dan ook, wegens de uitgebreide middelwaarde-
stelling, met een § tussen x en x!',

=g - - lé—’—% -1 < 3

flx)-f{x? f
Wegens 2 en g(x) # 0 is x}iTa g%i;-g%ifg = 8%§;

Dus 1is
£
lgi -lté%a < &, voor xeA,,
Dus 1im g i = 1, Met een kleine wijziging in de redenering toont men
X -» 8

dit ook 2an, ingeval 1 = + oo,

Tweede regel van 1'HBpital. Dezelfde onderstellingen als in de vorige

stelling, met vervanging van 2 door
2' 1im f£(x) = lim g(x) =
X va X ~a

’

Ook d~n is .
1
1n 5’;3 = 1in f,g;

X -» A € X - 8 -
Bewljs. Het 1s weer voldoende de bewering aan te tonen als X slechts in
een linker- of rechteromgeving A, van a varieert. Weer 1is g(x) # ggx'
als x £ x', x, X'e A,. We behandelen eerst het geval dat 1 = lim g‘ z
X->» a
eindig 1s.
Z1j e>0, Laten €, en &, nader te bepalen positieve getallen

z1Jn, Er is nu allereerst een linker- resp. rechteromgeving A2 van a,
i

bevat 1in Aq, met weglating van het punt a, zodatiéngi - 1* < & , als
xe Ay, We klezen een punt b in A,. Voor x # b, xehA, 18
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f(x)-f(v) _ f£(x)
glx)-glb)  g(x) °

£(x) _ £(x)-f(b) 1-g(b
g{x)  glx,-g(b) ° -

. 3
b
G

(=3
o i)
b
»

dus

MM

De laatste factor rechts heeft ten duldelijkste, wegens 2', 1li-
miet 1 in het punt x = a, Er is dus een linker- resp. rechteromgeving
AB van a, bevat in A2 (met weglating van het punt a), zodat

1=z b X
Tﬁ%ﬂéﬁf}”ﬂ < &, als xeh .

Is Xe AB (en dus xeae), dan is er wegens de ultgebreide middel~
waardestelling een punt § tussen x en b - dat dus zeker tot4A2 behoort
waarvoor geldt:

£(x)-£(b) £ £(x)-1(b
o= - & .,
glx)-g g’gg;’ dus zg X)-g 1‘ < 1

Voor X e A3 is

fix f{x)=-(b 1-gib X 1-g(b X
glx) " 1T {Egﬁﬁéﬁ%" 1} N %) 1'{ = X "1}

dus
té{%& - 11 < &y (148) + 1] . e,
We denken nu &, en &, als volgt gekozen:
E=3¢8, E£,= E‘f§r?€ .
Pan 1is

£
l@{é% - 1] < B, &, (11l + &1) = 3¢t + & = & voor xcaAB.

In deze relatie treedt het punt b niet meer op; het fungeerde
slechts als hulppunt in de redenering. We hebben nu bewezen

lim §%§% = 1, als 1 eindig is.
X~ 8 g

Z1ij nu 1 oneindig, b.v. 1 = + co, We kiezen een positief getal p.
Er is een linkeromgeving (rechteromgeving) A2 van a, bevat in Aq, zodat
)
é, i > 2p voor xa:Ae. We klezen een punt b in AE en bepalen daarna
een linkeromgeving (rechteromgeving) A3 van a, bevat in A,, zodat

%E%ébg/%%i% > % voor xeaAB. Als boven vinden we nu dat g%§%='p voor

X&AB. Dus is 11m£§£}=oo.

X—hag X
Geheel analoog wordt het geval 1 = -~o0o behandeld.
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§ 21. Differentiéren van y = a®, Het getal e. Invoering van de loga-
rithme,

In deze paragraaf zullen we onder meer bewlijzen dat de functle
y = a¥ (a>0) overal differentieerbasar is, Dit zal ons lelden tot de
invoering van het getal e, x

Voorlopig onderstellen we a> 1, We stellen Q(x) = ax—1 (x#£0)
(d1t is het "differentiequotient” van y = a™ t.a.v. het punt 0) en be-
ginnen met aan te tonen, dat Q(x) een positieve rechterlimiet heeft in
X =0,

Allereerst merken we op, dat Q(x) positief en continu is voor
X>0., Z1J nu x een positief getal en n,m twee natuurlijke getallen
met n>m. We hebben

Q(mx) = a™ .1 - a*-1 4+ax+aex+...+a(m'1)x

T Tmx x m ’

Q(nx) = al*_1 - aX-q 11a%4a Xy | 4a (D-1)X
nx X * n ’

Daar & een monotoon stijgende functie van E is (zie §15) is a®* 5 a¥*
als p en g twee gehele getallen zijn met p>q. Dus 1s

m(1+ax+82x+ (n-ﬂ)x)

y @ .+a
= m(14a%+a @, g (M=Xy L pmx(mit)x, L (n-1)x,y

> m(1+ax+aex+...+a(

2%+ M%) 4 (nom) (14a%42%p L pa (M=)

dus m(1+ax+32x+...+a(n'1)x

m—ﬂ)x) + m(n-m) a™

> m(1+a*+a

) > n(1+ax+a2x+’.‘+a(m-ﬂ)x).

Dus Q(nx) > Q(mx) als x>0, n>m,
Zijn nu g en g twee rationale getallen met p,q,r,8 >0 en % > g s
dus ps > qr, dan krijgen we door het vorige toe te passen met x= 1 s

8
n = ps, m = Qr,

§) = Qlps. -%g) > Q(ar. %—5) = Qlg).

Dit betekent dat Q(x) monotoon stijgend is op de verzameling der posi-
tieve rationale getallen,

Daar Q(x), als functie op de verzameling der rationale getallen,
een limiet heeft in elk punt a > 0, mogen we op Q(x) de hulpstelling
op p.U48 toepassen, met X = (0,00), Dit leert ong, dat Q(x) ook monotoon
stijgend is op de verzameling der positieve re¥le getallen, Dus heeft
Q(x) een rechterlimiet in x = 0, Dat die rechterlimiet positief is volgt

aldus. I8 n een natuurlijk getal en stellen we even b = aq/n, dan 1s
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Q1) = 8-1 = b%-1 = (b-1)(14b+b%+. . +b"" 1)
<n(b-1)b" = n(b-1)a
4, a4
en Q(ﬁ') & —----7--— e n(b~‘1),

1/n

dus Q(%) > Mw -q:-j.

a a °
Dan is ook Q(x) > 2=1 yoor x>0 (ga na), Dus lim Q(x) 1 .
X - 0
De functie Q x% is ook gedefinieerd voor x< O, We hebben
Q(x) = ;4 = gt 2 _x1 ., Wegens lim a* = 1 (zie § 15) en het vorige

X - Q
-X + X
is dan lim~ Q(x) = 1im~ 2 ;1 = lim a1,
X =0 X - 0 - X =0

Dus 1lim Q(x) bestaat en 1s positief. Laten we deze limiet, die natuur-
X -0

11jk afhangt van a, voorstellen door C{a). Dan is dus (%i ax)x=ouc(a)

Krachtens de stelling over het differenti¥ren van een samengestel-
de functie (p.66/67) hebben we, als « een willekeurig re8el getal is,

(F5 (2% )0 = (G 2 " )ymg = =g 2Mumo |

anders gezegd C(a*®™ ) = «C(a), Daar C(a) positief is, kunnen we o« > O
zo kiezen dat C(2a™ ) = 1 is. Er bestaat dus een getal >1 - we noemen
het e - zodat

d x e¥-1
(1) (af e )m0 = lim —— = 1.
X -0
Is xO een willekeurlg redel getal, dan is
x X X X-X
e =€ - e -1
=e . @/ (x#x),
X-X X=X 0
X~X
X 0 Xy oV x
d X 0 e -1 -1 e}
dus ( e") . =€ , 1lim —— @ .
ax X=X x"xo X=X 11~>O

Daarmee 1is bewezen, dat de functie y = e® overal differentieerbaar is

en dat

(2) 3% eX = e* (x regel).

Uit § 15 weten we dat, voor a >1, de functie y = a* gedefinieerd,

continu en monotoen stijgend is op (-o0,o0); verder 1s lim a8’ =0,

X = =00
1im a~= oo . Dus bestaat de inverse functie; deze 1s gedefinieerd, con-
X > 00

tinu en monotoon stijgend op het open interval (0,o0) (zie stelling p.h1).
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. ’ a. .
o e funetie voor Jcer X o= 0 v, Wo oweten dan
R - a
Tim ity o= =00, 1im log y =00, Verder 1n.x = Tlog y continu en
\7 }’W‘:‘O

o o e . , - o o I3
nocror atiggend o {(0,00),

\ , x
SOOI KUDNED wWe voor Ne n <l de {uanctie v a” inverteren tet

#

: “lce ¥. Do functies y = X en vy = T1a . ©.r continu en monokoon
s / ) X
“lemg op (=os,0m ), resp. (0,0n), Vorder o oan dib pevel  lim a” = o0,
oy - OO
x int B 114 39 s
= 0, 11 1og ¥y =00 , 1lir log y = - oo,
e y - G Ve s

LA ot Are scrveken we o0 0t e ogarithme; we schrij-
Shcocands s et 1o y. Inohet vomgol o oo we veijwel uiltslultend
cLuiuaes et stimen zebruiken,
N Al arenachappen van de legarithme zijn nu gemakkelil jk af te
leidon (we mnderatellen ateeds a, b>0 en £ 1; X,x'>0):
3 : 2 -
log % = - q1ogg X , vent ret o M=y 18 X o= ay, % =a"V
alog X*alog x'= *log xx', want met alog X =Y, alog x' = y'
. ! a4yt
ia X = ay, x' = ay , XX o= PCAR

a = X, Krachtens defiritie

1 0Nk
a 1 log a; log X
T D = gr—= e 08 X = =
log b 1o log a’? & log a !
Puant

“ N T .
“1o8 t. Tlog X log x
& 1og & = D = = X, €No.

leg x% = ~log x (x redel), want met log x = y is

N N [ Y
b= ej, e = @ 3’-

Vegens de stelling op pag.t67 ever het differentifrern van inverse
functies kunnen we herleiaen, voor a>0J, b = log a,

;G log X , d p 1 1
R = o o T .
! dx )x:a s (5% & k=t T - =

Du
(3

e I}

dlegx 1 ol
dx 7 SR

}\f

We kunnen nu ook een willekeurize expenentidle of logarithmische
l ) k x X \
2, dus a’= e log a (a»0);

iy

e]

functie differentiéren. “e nzhbhen a =



loor dit te beschouwen als samengestelde functie van x en (2) toe
te passen vinden we

;o C log X
(4) X X loga 042, 123 a.

Het boven beschouwde getal C(a) is blijkbaar gelijk aan log a, want
o ~f ~ o L0og )
Cie) = 1, Cla) = C(e™ 7"

]

log a. Vverder is

. P
e d “log x 1 A log % 1 ~
C ) R R T B e R e S O en 1
b BV log a ax A L0 & (x>9, a> A1)
o g los
Uit (3) volgt ll@ ~~~~~ % :("“”%& k) =1 =1

hiachtens het limiettheorema wvan de cauengestelde functie dus

i 1 PR .
(%) lim ¢ log (i+h) = 1,
noes
alsook ( )
/ Ing( 1+h
IRV U L :
lir T+h = RTINS = o= @
h>0 (1+h) Yoo ¢ @y
lim (1+)% = e, dus specimal
oo O
) lim (-7 = e.
Tt n

Verder is, voor ~ reédel,

_dim % log( i+ ak) = lim % log(1+x) = o,

h-0 *° % -0

‘.‘. ’
o L v O
dus ook
{ : “ U 4 o
(8) lim (- 297 2 e
TN wp O hd
4 o
b lin (1= )% = .
T - 00 L. e
i % X
Uit {EE@“)XRO = 11m) .~-" = 1 1leidt men, eveneens doocr toe-

passing van het limiettheorema van de samengestelde functie, af

(9) lin n{Ve-1) = 1.
T 00

We bepalen nu enkele limietven door toepassing van de regels
van 1'H6pital. De functies log x en % zijn gedefinieerd en diffe-

3

rentieerbaar voor x>0, terwijl %ﬁ % =ox e % 0 voor x>0 (zie pag.68,
(8)). Verder is li@* 108 X = ~wo , lim' —+ = oo . Nu is
Ko X - L) X

d logx , 4 1 1 -z ,
m“§§g”m A xS x PR o5 %
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king he:f+t sen rechterlimiet in x = 0, nl. 0. ¥e mogen
tweede regel van 1'i8pital toepassen en vinden dan

Jua Jde

.

oo .k . .
) 11% X log x = U,

Voor elke &>

1 o & - B S R I ~ p! 3 —
e formule 7egt dus, globaal teschowwd, dat log x 20 awak naar - <o

T

Cant voor ®ee O (X~ 0),ded ke an vermenigvuldiging met een willekeurig

Tioine, opositieve macrht van x o nog Sot O onadert voor XU (X > U)

¥ Py

s

r ;o . - A . .
Voeren we in (r1 ) in x = o en paasen we het limiettheorema

varn e sanengegtic ‘e functie vod, wan vinden vwe, wegens

iim e = U,

W oo
Tim ot / S Lol .
.Lliifp e " A4 o= L, QUE ”1_1“ € o,
U O U e ey

sasr algemeen  Lim et = +oe , ais T(x)> U in een ongeving van =

N ol S B e e -
w e fu J.\}\) = J, T 00K
X — o
W
£y e
LAN e m ox .
u-on U ‘ 1
LW 4 T
. o~ - € e =
oor o> U dis 00k lim cvesee = e lim e =
u‘...;m [v% e TR e NG .‘.ﬂ
s
1 e’
= = lim = = , dus 0O¥
Ve v

1

/g s e ™ Ty . e
(11 lim (S 2 lim Ee = e

W 00 W [P i
. w . C . .
In wonrden: e” reemt sterxer tos voor U -—eon dan welke posltieve macht
ven u 0ok. YWe merken nog op dat wer (17) o0ox direct kan bewi jzen door
toepassing van de tweede regel var 1'Hépital

e ogeven nog enige toer

van de regzels van l'H6§ital.
p)
4 o

i wa\f’ 2 Jee \/ Ai"'X ® Beldt:’
Jyozign ixﬁﬁﬂwwntxgerbuaz in een

resohouwen we oo funcvties

PGy e e L b T L . -
SUINCTCLe s Aaboen Lini20 v oin

.

ougeving van X = 0, terwiil gi{x; = =(=3x°). "*/““"Wr £ 0 voor x £ 0
oV 1-x”
LIRen OMEeVING van de COrsSTrong. paar

\
o)

S 9 R
B TTT E 1

-

~er8te regel van 1'dbpital dus

: 2
lim S = 2, levert de



4
-
e 4

lim = emmmwar = 2,

X0 e \mx”
Varvaloen v . } n n=1
Vervolgens beschouwen we een polynoom X +a,x teseta, €N

trachten t¢ berckener

Y —— \
2 i SO >y N
Lim {\/ e R T O
K i 0D ! b

Vervangen we x door % , dar gaat de uitdrukiing cnder het limietteken
sver ir ; (Vva y+eee 2 yM=100 e mogen de eerste regel van 1'H8pi-
! assen (ga na) t.o.v. “ct wunt v = O er vinden dan

no. N~

ny
) \W1¢%3y¢thﬁ*ﬁﬁy - o 1 J1"4&9y+...+nany aj
lim " A T 6 Vo S, ,i-* = “’-ﬁ"
Nad 0 Y N, n v - :

L00r toepassing van het liniettheorena van de samengestelde functie,

A
- ”».."; 1
Lim \\g aa X beaw X ) m e
B e O i n ¢t
(AR Ak o .o m e -
W 22, l‘ﬁ"kiﬂf}ru}ug_ Vall 9‘} e

Het kan gebeurern dat de efgeleide van een functie y = f(x) in
zeker interval - zell wecr differenticerdaar is in I. Ve noemen de
ifgelerde van y' = ©'(x), wau acr dic hesteat, de tweede afgeleide

M o} .
SR . v dty” a f(: - .
var. y o= f{x). Notatic: v'", £ (x;}, ww¥%-, wwiﬁgww » Bvenzo is het
dx~ dx -~

ogelijk dat nog hogere afgcleiden van f(x) bestaan. e noteren die

yUL oyt e, £UX) ..., onz. Do 0" oafgeleide van vy = f(x) (n een
natuurlijk getal), wanrecr die cestaat, wordt geschreven y( ), f(n (%),

n ¢} PN
\ d y . . e (0
SN cf  Seeme £(x); hicrbij is Ler definivie Y\b/“ V(n) = (n 1>

o ( . 'bvn ) ) ) SN : S Y 3 E dx
b (e

g bewijzen nu het volgende theorema, waarin hogere afgeleiden
ocn rol spelen.

. Laten f(x) en de

\ x) gedefinieerd zijn

Sy een segment (a,b), laat T'7(x) “estaan cp het open interval (a,b)

<heorema van laylor. Uij n ocen navuurlijk geta
-

+ ~ A N o o roon i

cerste n-1 afgelelden £9(x, TV (X, 6.,

e
N
e
o
et
e

ool : : . _
enn zid TV (x) continu op het segment (a,b 18 er een punt §

-

mnen a « P b‘} e é(l‘mt
LI F %)w o o N b &j: .
Ly J~(d,- i(&)W\b*m>i (‘;;;,)4‘- f l(

Nl s an o S (O

-t } o

) b &‘ Al Tl Dem ) PR U B TN
o e 8 ({ﬁﬂ .1\' /(a)¢ &%Tdhwlf**kh ) a
had e i b

w

ewijse. e bescnouwen de volgende twee functies:

i

I(x)= £(b)=f(x)~{ D) F" (X)) (..?;9‘.;’75),.- T (K )menn

\ et
=X ) An=t1) s
» oy %ﬁ ?d{ ‘( j(K},
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fon n
G(x, = (b-x)
Yo functis P(x) is diffurortiocrbaar orn het open interval (a,b),

wracrkrens de onderst llirsor

en de regels in § 18. De afgeleide heeft
cen bijzonder cenvoudige edaante.

o
F'()‘{)w -f'(§€)~: '(}\'w”»h}f”('{\)z ,‘\( )1”'}()-—- ,UD—‘K) f”'(x)}m--
, L

Vi - \ﬁ“

6 @ +§\ h; )“" af(n 1>(X} b“":}"”’")” o 1(1'1) }

_y =1 -(n
- g e,
vorder is G'(x) = -n(b=x)"" " veor a<x<b. Jck zijr P(x) en G(x)

~orntinu op het segnent (a,b). Tocpassing van de uitgebreide middel-
waardestelling (p.63) levert de existentie van een punt £ met
a <« & < b, zodat

t(x ) YT a) o
%ﬂ%éhf‘ﬁ T %{“ﬁﬁ%?& . Nu is P(d) = G(b) = 0, en F(a)
e o sl d

’ A< N~
- £(0)-£(a)-(b-a)1'(a)- B5H- :i?"(:i)»...mL—(’n)

7 £ (), 6la) -

, \ o C L E(E) . - . -
= gb~&)m . Verder s;%r %w$;; i%w:(n)(u ). Ve krijgen dus
> S Y il v
1.e(n) g 1 Ters \ (_p..a)‘?
wn'-«g{x ‘”: 4 { z } ey e w1 ‘t( tx)...f( ‘a)..»"‘(‘b"'"fl)i a‘mmma F'“ (,&)-—-‘ o o -
. (b-—ﬁg L

nutgeen de gevraagde betrokhiing (1) geeft.

Jpmerking. Voor n = ' gaat hot theorena van Taylor over in de middel-
N

spardestelling. Het theorena var Tavior is dus een generalisatie hier-
van. Men lette op de faculte:x

,—g«

e in de noemers in het rechterlid

van (1). Verder merke men op dat de voorwaarden van de stelling ver-
vuld zijn als de n ecerste afgeleiden van f(x) allen bestaan op het
acement (a,b).

. o e ) , g 100 U 100
fcepassing 1: DBerekenming van « = 1,001 . D¢ functie f(x) = x

is willekeurig vaak differentiecrbaar. Toepassing van het theorema

var Taylor met a = 1, b = 1,001 en rn = 4 geeft:
2 a3
0.0 9l
® = 140,001, 100+ 1 %ﬁﬁm .100.99+ ?i’s-‘s’%l» .100.99.98 + R =

= 1,1051117 + R,

o and -4 ‘
met R = S-t—ig-%L . 100.99.98.97. ¢ 26 -lgw@m .1,001% <« 3.1075
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Toepassing 2¢ log 1,001 = 0,001~ 534-%@3” + R = 1,0010005 + R,
2 . 3
‘ . ~A=10 dlogx 1 & logx _ _ 1 4- log x _
met  O<R<10TT, daar SRS e g, SeptSe -7 *’;};3“‘"

Opg«79. Latin £(x) en g(x) differentiecrbaar zijn op een interval I.
Zij £'(x) = g'(x) voor xe I. Dan is er cen constante ¢, zodat

f(x) = c+g(x) voor xe L.

0pg-80. Zij n een natuurlijk getal. Is f£(x) differenticerbaar op

cen interval I en heeft f£(x) daar n nulpunten, dan heeft f'(x) daar
minstens n~1 nulpunten.

Opg.81. 2ij f(x) tweemaal differenticerbaar op een interval I en 2zij
£11(x)20 voor xe I. Voor elk twectal punten X,4X,€ 1 is dan

,}(1+X? X . .
f(x.g) - :af(a-«?mr-)«f i(xﬂ/ 20,

Opg.82. Zij f(x) differenticerbaar op ecen interval I. Dan is

In welke intervallen gelden deze formules? Men lette er op dat
4 f{u)
‘ -3 3 A s b \3
:f (aX+b> bbtt»kbnt ( du, /,leaxurb
O0pg.83. Voor de in § 21 beschouwde functie Q(x) geldt
a=l <

e
: . L ooa=1
= lim_ Q(x) = lim === <a-1.

a X o K e ()

Leidt hieruit af ¢>2 en ook log 2 % ., zodat e £ 4.

8 2%y . o
Opg.84. x%&%}~~1r~: log 2.
0pg.85. lim n (V2 -1) = log 2.

T - o0
0pg.86. 1im Un = 1.

11 - 0O

n

Opg-87. lim (1+ 45" = 1.

Tl e 0O el

Opg+88. Ga nog eens precics na, waarom in het bewijs van (11),p.77
het limiettheorema van de samengestelde functie toegepast mag worden.

0pg.89. (y=-xJ) a* log a<a¥-a* < (y-x)a¥ log a (y>x, a> 1),

Vlog x
Opg.90. Bepaal linm ~*=-me .

p
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Differentifren van de functic y = x°.

2ij ¢ een willekeurig redel getal en x> 0. Ve kunnen schrijven

¥ o= x° = & log X, Ye kunnen dezc functie dus differcentiéren door

gebruik te maken van de kettingregel. Ve vinden

v o ¢ logx 4. L) - & .clogx _c C
y' = e -m-’(clogx}mxs, % X
Dus
dx® Cw1
,u} -
(2) & .

Hiermec is formule(8), p.68 ook voor niet-gehele n bewezen (x>0).
Opg.91. Ga na in welke intervallen de volgende uitdrukkingen diffe-
rentieerbaar zijn cn bepaal de afgeleide.

) 2 P
a) %%%% b) EK:l c) (xra) (p,q willekeurig)
X -1 (x+b) 4
a) = X
g; %T (n cen natuurlijk getal)
3 .
e) %%+ 1 ) (a- %)3 g) (T—XP)Q (p,q willekeurig)
2 2
VX - . [1=x : % 3
h) ﬁﬁ-ﬁ- i) *};ﬁ $) %3 (1-x)3 (1««3‘:)1;
Y pe——— o e S -
D & [ o 4 T
k) = ¥/21~x>3 + %% ‘v/(1-x)) *‘%%K \/(1—x)7
2 \ X > i (,;X
1) JReR +bx m) X n ¢
?) m—— vz "
0) c\/iog * ) log (x»\/?;xd) q) (log x)°
T) log (ax+b) s) x4(ux+v"x>.

af(x)+by' | VAN
SR 6 (V)

0pg.93. Zijn £(x) en g(x) differcnticcrbaar op cen seguent (a,b), is
f(a) = g(a) en £'(x) = g'(x) voor asxsb, dan is ook f(x)=z g(x)
VOOr a =X &D.

O0pg+92. Vorm (

Opg.94. Bewijs e”z1+x  voor x20,
x* -1 < x(x=1) als x>1, 0< o < 1.

§ 23+ De bepaalde integraal.

We beginnen met een mectkundige beschouwing. 21i] gegeven een
functie f(x), gedefinieerd op een seguent (a,b). e onderstellen
gemakshalve f(x)>0 voor a=xgb. Ve wensen de oppervliakte te bepa-
len van de figuur, begrensd door de x-as, de kromme dic de functie
y = f(x) grafisch voorstelt en de beide verticale lijnen x = a,

X = D

]
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e stuiten uweteen op de vraag, hoe we de
opperviakte van een dergelijke figuur moceten
"meten'. In cerste instantie wil meten zeggen:
vergelijken met cen maateenheid, in ona geval
ven vierkant wmet zijde 1. Maar in het alge-
meen 18 het nict wogelijk evn gegeven figuur

precies op te vullen met vierkanten. Om toch
tot cen definitie van oppervlakte te komen, kunnen we, in het be-
schouwde geval, als volgt te werk gaan.

We verdelen het segment (a,b) in n subsegmenten (n een natuur-
1ijk getal). Voor elk subsegment beschouwen we een rechthoek met
dat subscgment, op de reéle as, als basis, met verticale zijden e¢n
met vierde zijde juist beneden de grafiek van de functie. De ver-
eniging van de n rechthoeken dic we zo krijgen behoort gecheel tot
dc boven beschouwde figuur. In deze vereniging van rechthoeken be-
zit een oppervlakte, zeg s. Ve kunnen ook de vierde zijde van elk
der rechthoeken z6 kiezen, dat hij geheel boven de grafiek van
y = £(x) verloopt. Dan krijgen wc door vercniging van de n rechthoce
ken een figuur, dic de beschouwde figuur omvat en waarvan we de
oppervlakte kennen. 2ij die laatste oppervlakte S.

/illen we aan de beschouwde figuur cen oppervliakte toekennen,
zeg 1, dan zal I een getal moeten zijn, dat tussen 8 en 5 ligt. In
dit zal moeten gelden, van welke verdeling van het segment (a,b) in
cen eindig santal subsegmenten we ook uitgaan. We hopen nu dat er
zo'n getal I is en tevens dat e¢r slechts één zo'm getal is. Dat
getal I zullen we dan per definitie de oppervlakte van de beschouwde
. figuur noemen.

In het volgende zullen we dit probleem op wulver analytische
wijze aanpakken en dan komen tot een analytische definitie van het
begrip bepaalde integraal. Ve zullen daarbij geen gebruik maken
van grafische voorstellingen c.d. Tevens zullen we voorwaarden vin-
den, waaraan de functie y = f(x) moet voldoen, wil zo'n definitie
mogelijk zijn. Ve merken nog op, dat het voor d¢ bovenstaande be-
schouwingswijze nodig is dat de functie y = £(x) begrensd is: anders
kunnen we niet overdekken met rechthoeken.

2ij een functie y = f(x) gedefinieerd en begrensd op een seg-
ment (a,b). We kiezen n-1 getallen Xq9XpseesX, o (n21), zodat
BCX < Xg<aes < xn~1"(b’ Verder stellen we X, = 8y X, = b. Dan is
dus X < X4< e0e < Xp.q <X, De getallen x, (v =0,1,...,n) bepalen
een verdeling van het segment (a,b) in n subsegmenten (XO’Xq)'

(xj,xg),..,(xn_j,xn). We geven deze verdeling aan met D, of ook uit-
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'voeriger met (xo,xg,xg,...xn).

.Krachtens onderstelling is de functie f(x) op (a,b) zowel naar
beneden als naar boven begrensd, anders gezegcd: de verzameling func-
tiewaarden op (a,b) is naar beneden en naar boven begrensd. Uit de
stelling van de onderste (bovenste)grens volgt dan dat £(x) op
(a,b) een onderste grens m en een bovenste grens !1 heeft. Hierbij
is ms M. e stellen !T=m = w , zodat w & 0, en noemen w de
schommeling van f(x) op (a,b).

Een deelverzaneling van een begrensde verzaneling is weer be-
grensd; en de onderste grens is niet kleiner dan de onderste grens
van de oorspronkelijke verzameling en de bovenste grens niet groter
dan de bovenste grens daarvan. Dus is f(x) begrensd op elk subseg-
ment (xvnq,xv) (»= 1,2,+5e,0)s e stellen de onderste grens van
f(x op (xv 1%y ) voor door m, en de bovenste grens door

, (= 1,2,s¢.yn)s Ir geldt dan

(1) mgm, 2 M, s 1 (» = 1,2,000,0)
We stellen I, -m, = w, , de schommeling van f(x) op het =»
segment. YWe hebben

de eab-

(2) 0% wy £ =m = w.

e beschouwen nu de beide volgende sommen (denk aan de opper-
vliakten van de in de inleiding beschouwde, uit rechthoeken opge-
bouwde figuren):

4] L&l
(3) s= g; m, (x,=x, ,), S= g; My (xvuxvn1).

Deze uitdrukkingen worden gndersom resp.bovensom van f(x) t.o.v. de
beschouwde verdeling U genoceud. Ilet verschil van deze beide sommen
noemen we het somverschil van f(x) t.o.v.de verdeling D, voorgesteld
door d. We hebben

(4} A = S8 = Z; Wy, (Kv*xv 1

Pui
vt T B X, het is de lengte van het »
subsegments. Ye wijzen er op dat de n subsegmenten niet dezelfde
lengte hoeven te hebben. Ongeacht de verdeling echter kunnen we de

volgende schattingen voor onder-on bwenmom witvoeren. "egens X, =X,
(v == 1’2,nﬂm,n) 13

We schrijven wel X, =X de

_‘_.i}O

®
8 =z %; m(xv~xp*1) = .M g;i (xv~xv_1) = m(xn*xo) = m(b-a)
en
n L)
S - - = M — — N e 3 .
52 Z Mx,-x, 4) =M Z (x-x,_;) = M(b-a)
Verder

0 .
s= Z m(x-x,_.) § Z M(x-x, ,) =S5
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Due
(5) n(b-a) = 8 < 3 < M b-a).

We willen nu verschillende verdelingen bekijken en nagaan wat
er over de bijbehorende onder- en bovensommen te zeggen valt. Het
is niet mogelijk alle mogelijke verdelingen in een rij te rangschik-
ken. Vel kunnen we op heel veel manieren een rij van verdelingen
aangeven, dat is een voorschrift waardoor aan elk matuurlijk getal
n een of andere verdeling ﬁn van (a,b) in een zeker aantal, zeg kn
subgegmenten is toegevoegd. /e kunnen vragen naar wat er b.v. met
de ondersom 8 gebgurt als D een rij van verdelingen doorloopt. ‘e
veeren nu eerst een paar begrippen in.

Onder de hierboven beschouwde getallen A Xy AXpyeesy O X
kont er teniinste ¢én voor die het grootste is. /e stellen

n

nax o X, = Fay
P =y ey

en noemen A de wijdte van de beschouwde verdeling. /e weten dan:
1) er is een v , zodat ax,= A , 2) voor elke » is A X, s A& .

s s

rende wijdten Py een nulrij is, dew.z. als 1lim A&  Dbestaat
n 7] b 50 n

en gelijk aan nul is. Huiselijk gezegd: een rij verdelingen heet
convergent, als de afstanden van opvolgende deelpunten over het hele
gsegment gelijkmatig tot nul afnemen.

Wegens (5) liggen alle onder- en bovensommen tussen twee vaste
getallen. n.l. m(b-a) en M(b-a). De verzameling van alle ondersommen
heeft dus een onderste en een bovenste grens, en evenzo de verzame-
ling van alle bovensommen. e stellen de bovenste grens van de ver-

zameling der ondersommen voor door j en de onderste grens van de
verzameling der bovensommen door J. We weten dan:
1) steeds is sgsj , SzJ

2) bij elke >0 is een ondersom s te vinden met s> j -& en
een bovensom S (niet noodzakelijk bij dezelfde verdeling behorende)
met S<dJ + & .

Ve stellen ons nu voor de volgende bewering aan te tonen.
Bewering. Bij elk positicf getal & 1is een positief getal n te vin-
den, zodat voor elke verdeling D met wijdte a<v geldt, dat de
bijbehorende onder- en bovensom voldoen aan de ongelijkhedent

J -8 < s8g8], J&S<ed + & .

"Bewijs. We verdelen het bewijs in een paar stappen. Eerst beschouwen
we twee verdelingen die "bijna geheel" overeenstemanen. We gaan nl.



an I 85.

het effect na van het toevoegen van één nieuw deelpunt aan een ge-
geven verdeling.

Laat D de verdeling (X = a,X,yXppree X = ) zijn. Zij « een
getal met a < « < by dat niet met een der getallen x,(» =1,2,444,n)

samenvalt. Laat het behoren tot het k4@ subsegnent: X, . < & < Xy

2ij D' de verdeling (xo”a’x1""'ka1'“'xk"'"xn”b)' die dus ont-

staat uit D door toevoeging van het ene nieuwe deelpunt o « Laten biJ
D en D'ondersommen s resp. 8' en bovensommen S resp.S! behoron.
Er geldt:

"

s = Z Ty (xv"xvm1)

P d

Ko L)
ot ¥ - . -
s'= E; (X =%, )+ g;ﬂ m (x, X, 1) *

+ mx(m '—x}(—J) + mix(xk“u)r

als m* de onderste greng wvan f(x) op(xk“1,a ) is en m*® die op
) e o £ . X . .
(a‘,xk). jegens m g m g 1L, m sm gl hedbben we dan

§'—g= m*(a,uxk_1)+mmx(xk~cx)— mk(xk-xk_1)

z mk(“'"xk~1)+mk(xk-°‘) - mk(xk»xk_1) = 0,

S'"S'gmk(“'“xk~1)*mk(xk"°‘)”mk(xk'xk~1) = uak(xk~xk“1).

us, wegens (2), als D wijdte & heeft, Ofst-s = wa , In woorden:
voegt men aan een verdeling D, met wijdte A, één nieuw deelpunt
toe, dan neemt de ondersom niet af, en ten hoogste met wao toe.

Aan D' kunnen we weer een neiuw deelpunt toevoegen. Daar de
wijdte van D' hoogstens gelijk aan A 18, neeut ook daarbi] de
ondersom nict af en ten hoogste met wad  toe. Door herhaling van
dit procédé zien we in:

Voegen we aan een verdeling D, met wijdte & , m nieuwe deel-
punten toe, dan neent de ondersom niet af en ten hoogste met mwa
toe.

2ij nu ¢ > O gegeven. laat DO een verdeling zijn, zodat voor
de bijbehorende ondersom s, geldt: j - e < S, = jo Z2ij N het aantal
deelpunten van D en 7, = ¢ /2 Nw . Beschouwen we een willekeuri-
ge verdeling D met wijdte 4 < M4 en de daarbij beharende‘onderw
gom S

Om een ongelijkheid voor s af te leiden passen we de volgende
kunstgreep toe. 2ij ® de verdeling, die als deelpunten heeft alle
punten, die als deelpunt in ﬁc of D voorkomen, met bijbehorende
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ondersom s*. Dan is D* cen verdeling die men uit DQ kan krijgen
door toevoeging van eccn aantal nicuwe deelpunten (nl. dié€ deelpunten
van D die niet rceds als zodanig in DO voorkomen), [Lveneens kan men
»® wit D verkrijgen, uitsluitend door toevocging wan nieuwe deel-
punten (.DI is een verfijning van DO tn van D). Voorts bevat D* hoog-
stens N declpunten, die niet rceds in D voorksmen.

Uit het hierboven afgeleide volgt nu, door D% corst als ver-
fijning van Do en daarna als verfijning wan D te beschouwen,

¥
8 =z 80 ; s*ga + Nwa .

Hieruit volgt s s s + Nwa , wegens oa<m, dus 8,< 8 v
Tezamen met j—. e < 8, geeft dit s> j- ¢ + Uitersard is, wegens 1),
sz J. Merk op dat bij het bewija D, slethts tijdelijle een rol aspeel-
de,

Op dezelfde wijze kan men ecn positief getal P vinden, zo-
dat S<J + ¢ bij elke wverdeling met wijdte <My (men zou ook
het vorige kunnen toecpassen op de functie =~ f{x)), De bewering
volgt nu door te nemen n = min ( Nys 72).

‘e leiden thans enige gevolgtrekkingen af, Zij allereerat e
ecn positicf getal. Ir is cen verdeling D wan [a.,d)s zodat voor de
bijbehorende ondersom 8 en bovensom S geldt: o> jeg , S<dJ + & .
Jegens 8= S (zie (5)) volgt hiecruit j<J + 2¢ 5 Daar deze ongelijk-
heid voor elke € > " wvan kracht is, volgt

(6) isd.

Vervolgens beschouwen we ecn convergente rij van verdeling D,
van (a,b). 2ij A de wijdte wn Lyon laat £{x) t.o0.v. D, ondersom
8, en bovenson Sn hebben (n=1,2,..). Z2ij ¢ een positief getal en
beschouwen we cen hierbij door de boven aangetoonde bewering bepaald,
positief getal n . Krachtens definitie van convergente rij verdelin-
gen bestaat er een rangnumer o, zodat Ay < als n>mn_ . Dus
ook j —& < 8 2], J< Sn‘ J +¢ alsn>n_. ‘e hebben dus:

(7 lim s = j, lim 8 = J,

n.w» oo Jo )

voor de onder- resp. bovensommen t.o.v. een willekeurige convergente
rij verdelingen.

Uit (6) en de definitie van j en J volgt, dat ecn willekeurige
ondersom kleiner dan of gelijk aan ecen willekeurige bovensom is.
Tets algemener geldt, dat het verschil tussen een willekeurige boven-
som en een willekeurige ondersom minstens gelijk J - j is. Verder
geldt: bij elke ¢ TDbestaat er een 7 >0, zodat, als D een verde-
ling van (a,b) is met wijdte A < , het daarbij behorende som~
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verschil d«<J-J +¢ is.

De getallen j en J zijn niet noodzakelijk aan elkaar gelijk.
Dit blijkt uit het volgende voorbeeld. 2ij f(x) als volgt gedefi-
nieerd op het segment (0,1): :

£(x) ={0 als x rationaal ¢n Os x g1
(8) \1 als x irrationaal en O< X< 1.

Op het segment (0,1) e¢n ook op elk subsegment daarvan hceft f(x)
onderste grens O en bovenste grens 1, want elk zodanig segment be-
vat rationale zowel als irrationale getallen. Dus is glke ondersom
0O en glke bovensom 1. Dus j = 0, J = 1.

Er zijn eghter grote klassen van (begrensde) functies, waar-
voor de getallen j en J wll gelijk zijn. Ye stellen nu de volgende
definitie op.

Definitie. 2ij f(x) gedefiniecrd en begrensd op cen segment (a,b).
Het getal j, bovenste grens van de ondersommen van f£(x) t.o.v. een
verdeling van (a,b), wordt de onderintegraal van f(x) over (a,b)
genoemd. Het getal J, onderste grens van de bovensommen, heet
bovenintcgraal van f(x) over (a,b). Is j = J, dan heet f(x) inte-
greerbaar over (a,b); dc gemcenschappelijke waarde van j en J wordt
de (bepaalde) integraal van f(x) over (a,b) genoemd, geschreven

b

j/ f(x)dx.

a
Het nuw ingevoerde integraalbegrip is afkomstig van B.Riemann.

We geven metecn ec¢n nodig en voldoende voorwaarde voor integreer-
baarheid van een functie:
Eerste integrabiliteitscriterium. Fen functie f(x), gedefinieerd
en begrensd op een segnent (a,b), is dan en slechts dan integreer-
baar over (a,b), als er bij elk getal € >0 cen verdeling D van
(a,b) is te vinden, t.o. waarvan f(x) somverschil d < ¢ heeft.
Bewijs. Is j = J, dan is zelfs d <& voor elke verdcling met voldoend
kleine wijdte. Is j# J, dus J - j>0, dan is d2J =~ j voor elke
verdeling.

Een voorbeeld van ecn niet integreerbare functic heceft men in
de functie f(x) gedefinieerd door (8).

Naast onder- en bovensom kunnen we het begrip tussensom
invoeren. Zij D = (xo,xj,...,xk) cen verdeling van (a,b) in k sub-
segmenten en strooien we, gcheel willekeurig, in deze subsegmenten
k punten §, , zodat x _, = §, = x, (» = 1,24+0+,k). Dan heet
de uitdrukking

I
() T = ,,é. £(E,) A xy




L= T S W 4

ecen bij de verdeling D behorende tussensom van f£(x). Daar

L
P g o

m, & £{(g,)s1, (v = 1,2,...,%), ongeacht de kcuze der £, , is
8sTsS, als 3 ¢en S onder—- resp. bovensom van f£(x) t.o.v. D zijn.
Is £f(x) integrcerbaar over (a,b) en S - s < & , dan is dus ook
! |
i [ f(x)dx —- 1|« & .
T
Als dus, in gcval van integrecrbaarheid, ﬁn cen convergente rij ver-
delingen van (a,b) doorloopt e¢n we een tussensom van f£(x) t.o.v.
Dn aangeven door onder het somtceken - tc plaatscn, dan geldt:
&

b
(10) in 7 £(&,) ax, = [ f(x)ax.
T O D” a

Dit kan dienen ter verduidelijking van de gekozen notatie.
Speciaal is, als f(x) integrocrbaar is, voor de ondcrsomumen
8, en dc¢ bovensoumien Sn bij een convergente rij verdelingen:

&)

lim 8 = 1im S - T{x)dx.
7N aon n nt,(,n “n 8 ( )

JJe behandelcn nu enige ecnvoudige voorbeeclden ter illustratie
van de definitic van bepaalde intcegraal.
1) £(x) = c. Op ¢lk segment hecft f£(x) onderste grens en bovenste
grens c¢. Dus zijn alle onder- cn bovensommen t.0.v. een verdeling
van een of ander segment gelijk. Dus is £(x) integreerbaar over elk

segment (a,b) en er geldt:
b

(11) 4{ ¢ dx = c(b-a).

2) £(x) = x. e bewijzen cerst dat f(x) integrcerbaar is over cen
willekeurig gekozen scguent (a,b). Daartoe is, krachtens het afge-
leide criterium, voldoende dat, als ¢ > O is, er een verdeling
van (a,b) bestaat, zodat het bijbehorende somverschil kleiner dan e
is. Beschouwen we cens ccon verdeling Dn van (a,b) in n gelijke de-
len, waarbij n nog nader benaald zal worden. Dan geldt, met voor
zichzelf sprekende notatics,

. b-a Dempy
m = X T . P ® = A . P
. pot v b X1 X P ' znn = ’

¥y 3]
s, = 2 (ar(v-1)22) B8 . > (ai(v -1)a ) A
- - n n

n n '’
1
, b-ay b-a n(n+1) 2
€0 P w——— o, L. o mcpdacn
on..%(w«vn) == an o A+ S AL
2 1 2 1 <
Dus S, - 8, =n A7 = = (b-a)“<e als n> T (b=a)“.
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Verder N
s o7 . ‘ _,‘Q Ay . Z :
lim S, wn%sgﬁfm(h a)+.(b-a) T (b-a) }

L e 02

3 2 w 4 2 P
= a(b=a)+_(b=a)® = J(b=a)(b+a) = (b =a") .
e wvinden dus

b 2_ 2
(12) / x dx = ﬁ«;&m .

<

§ 24. Stellingen over integrcerbaarheid van functies.

De stellingen in deze paragraaf worden voornamelijk bewezen
m.b.v. hct op p.87 afgeleide integrabiliteitscriterium. Vanneer
nict explieciet vermcld, zijn de functics steeds begrensd ondersteld.
I. Is f(x) gedefinicerd cn monotoon op cen seguent (a,b), dan is
f(x) intcgrecrbaar over (a,b).

Opmerking. Is f(x) monotoon op ewn segnent, dan is f(x) daar ook
begrensd (waarom?).

Bewijs. 'Je behandelen cerst het geval dat £(x) monotoon niet--dalend
is. Op (a,b) hceft f(x) dan ondcrste grens f(a) en bovenste grens
f(b). Op ecn subsecguent (wiq,x») heeft f(x) onderste grens

f(xv_1) en bovenste grens f(x,). Voor het somverschil d van f(x)
t.0.v. cen verdeling D = (XO,X1,.-.,Kn) van (a,b), met wijdte & ,
vinden we derhalve, als we gebruik waken van f(x?)»f(x?_q) 20
voor v = 1,Z2,e.., 0,

il

d = vm}{(}x_yf()),}}lﬁ}{vm;;‘{ f(x >}A

¥-1
= & {r(v)-f(a)} .

Is ¢ » C, dan kunncn we steeds cen verdeling D kiezen, zodat de

laatste uitdrukking kleinor dan & is, Dus is f(x) integreerbaar.
Het geval dat f(x) monotoon niet-stijoend is, wordt evenzo bchan-
deld.

IT. Is f(x) gecdefinieerd cn continu op een segment (a,b), dan
is f(x) intcgrcerbaar over (a,b).
Bewijs. We merken cerst op, dat uit de gegevens volgt dat £(x)
begrensd is (zie § 11, II, p.35).

Zij nu ¢ > O gegeven. Daar f(x) continu is op het seguent
(a,b), is f(x) ook uniform continu op dat segment (zic stelling,
p-37)+ Er bestaat dus cen positicf getal ¢ , zodat

[£(x)-£(x")] < Eéﬁ als |x-xt|<d ena=xsb, asx's b.

Laat nu D een verdeling (a = XoaXqgKpgeee X, = b) van (a,b) zijn,
waarvan de wijdte <d is. In elk subsegment van D neemt f(x) zijn
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bovenste en onderstc grens als waarde aan (zie § 11, II). Dus is
d¢ schommeling w, het verschil van twee functiewaarden in

(xv“q, x,) (v=1,2,00syn). Ondat nu de lengte van elk subsegment
<d§ 18, 18 wegens het bovenstaande w, < 3%5 VOOr Y= 1,2,+54,R.
Voor het souverschil t.o.v. dc¢ verdeling D hebben we dus:

n . AN
- 7: R ! - H - ..uj o oy ] & -
q = Loy, (%, = x4« g %; (x, xv“1)

Daarmee is de stelling aangctoond.

III. 1Is f(x) begrensd en integrcerbaar over (a,b), dan ook |£(x)}.
Bewijs. Beschouwen we cen willekeurig subscgment (« , o) van (a,d)
en vergelijken we de schomucling @n s Van [f(x)op(a,8) met de
schommeling wg, van £(x) op («,p). ‘¢ hebben (ga na)

Wap = SUD [f(x)=f(x")] , Dup = ui“i%,ﬁ“f(ﬂ" I£(x")l]
o E s S omx'E S

Uit |1f(x)] ~If(x’)ﬂ ¢ |f(x)-f(x')| voor alle x,x' volgt

i}f(x)lwif(x')w 2wy, voor alle X,x' uit het segment (x , &) en
dus g F wWys o Dan is ook d=d voor de somverschillen van!f(x)l
resgp. £(x) t.o.v. ecen willekecurige verdeling. Door het criterium
tweemaal tou te passen volgt de bewering.
Opmerking. Het omgekecrde van dezce stelling geldt niet, zoals blijkt
uit het volgende voorbeeld. Zij

f(x) =/ 1 voor x rationaal, Oz x =1

(mi voor x irrationaal, U<« X <« 1.

Dan is f(x) niet integrecerbaar over (0,1), maar |£(x)| wol.

IvV. Is f(x) integrecrbaar over (a,b) ¢n ¢ ecen constante, dan is
ook ef(x) integrecerbvaar over (a,b). Fn ¢r geldt
b b
(1) */ ef(x) dx = ¢ /' f(x)dx.
a A

Bewijs. Alle onder- , boven- en tussensommen worden met ¢ vermenig-
vuldigd.

V. Z2ijn f(x) ecn g(x) integrcerbaar over (a,b), dan is ook
f(x)+g(x) integrecrbaar over (a,b). En er geldt
) [ 1£(x) a0} " £(x) " e(x)
2 f{x)+g(x dx = f(x)dx o(x)dx.
( [ {£(x)+e(x)] Jotoax + [ elx

Bewijs. /e merken op, dat f(x)+g(x) begrensd is, als f(x) en g(x)
dat zijn. 2ij (o, 5) cen willekeurig subscgment van (a,b). Dan is
sup {f(x)+g(x)} s sup f(x)+ sup g(x),
oz X354 o X E 4 xEX 65
met cen dergelijke betrekking voor de onderste grengen. Is dus
D = (xo,x1,...,xn) ecen verdeling van (a,b), dan geldt voor de
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schommelingen w!,w’,w, van resp. £(x), g(x), f(x)+g(x) op het »
subscgnent: w, = w, +w, s Zij nu ¢ > 0. Ir bestaat dan een verde-
ling D van (a,b), zodat, t.o.v. U, f(x) sonverschil d'< & «¢n
g(x) sowverschil d'' « | ¢ . %n dan heeft £(x)+g(x) t.o.v. D som-
verschil d=sd'+d'' < ¢ . Ficruit volgt dat f£(x)+g(x) integrcerbaar
is over (a,b).

Om mu (2) te bewijzen, hooven we nog slechts cen rij tussen-
sommen van f(x)+g(x) tec beschouwen, behorende bij een sonvergente
rij verdelingen Dn. ‘¢ hebben

lim , /. ~%f( E,)+g( By )} ax, = lin 7 £(§,) ax,+
I -» o0 Dn

waaruit (2) volgt.

VI. Zijn £(x) c¢n g(x) integrecrbaar over (a,b), dan is ook
f(x)+g(x) intcgreerbaar over (a,b).
Bewijs. Omdat de functice begrensd zijn, bestaan o constanten A
en B zodat
[f(x) = A, lg(x) = B voor asx=b .
Ve gehrijven nu
f(x)g(x)~f(x‘)g(x'}:f(x).gg(x)~g(x')}+g(x‘).{f(x)~f(x'}}

en leiden daaruit af

(x)] +lglx) .}f(x)wf(x'”

.
x)-f(x')| voor a= x=b,

HA
b
g
—~
7
N
{
[92e}
o~
&
¥
g
4
e
A
Hy
P
=

as x's b.

7ij nu D cen verdeling (XO’XT""’XQ> van (a,b) en laten w',, w",, w,

dc schommelingen zijn van resn. f(x), g(x), f(x)g(x) in het y4e
subsecgment. Voor X o4 EXEX,, wi1ﬁ;x‘ﬁ‘xv geldt dan
[E(x)-f(x")] = wy ,  fax)-g(x)] =2 wy
dus
[£(x)g(x)=f(x)g(x")] = Awl + Bw) .
Dus wyz Awy  + Bw), (¥ = 1,2,es4,n).

Zij nu e > O, "¢ kunnen D zd kiezen, dat Z w, ax, en
- " » & ¢ ) .
Z w),8x, beilden < y=r— zijn, omdat f(x) en g(x) integreerbaar
zijn. Voor die verdeling is dan ook Z w,ax, < & . Dus is f(x)g(x)

integrcerbaar over (a,b).

Uit de integreerbaarheid van f(x) over (a,b) kunnen we niet
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‘zonder meer besluiten tof de integreerbaarheid van ?T“T over (asb

De begrensdheid van ¥TW7 is ook nict zonder meer gegaranduoerd.

el geldt

VII. Is f(x) integrccrbaar over (a,b), en is er een getal >0
zodat If(x)lz2x voor asxsb, dan is ook ?%?T integreerbaar over
(aib)‘

Bewijs. We hebben

i?T%T T f x‘“ = %;%”%”(L”yl “* | £(x)-£(x")] ;

in begrijpelijke notatic dus @, = w? w,, . Hlarult volgt de be-
A
wering. r

Tenslotte cen stelling, waarbij nict twee functios, maar twee
integratievakken goecombineerd worden.

e i
VTLI. Is a<gc<® e¢n bestaan j f(x)dx en M/‘f(x)dx, dan ook
| (4

/ f(x)dx en Lr geldt

¢ b
{3) ‘/ f(x)dx = é/.f(x)dx + /( f(x)dx.
. "¢
Bewij Wat het cerste decel van de bewering betreft, zij €> 0 ge-
geven. Er is een verdeling D, = (axxo,xq,xg,...,xmzc) van (a,c)zodat

het bijbehorende somverschil <« ¢ is en ecn verdeling D? =

s

(e=x greeeaX =b) van (c,b) zodat hct bijbehorendc sowverschil

) m? *m+ n
< JE is. Het somverschil van f(x) t.o.v. de verdeling (XO,X1,n.’X

)

n
van (a,b) is dan kleiner dan ¢ . Dus is f(x) integreorbaar over

(a,b).
Noemen we de bij Dq,ﬁo en D behorende ondersommen respectieve-

1ijk 849 Sy €N 8, dan is & = SPREPE Daar D een convergente rij

verdelingen doorloopt, als b1 ern hg dat doen, volgt hicruit het
tweede deel van de bewering.

Omgekeerd, als f(x) intcegrecrbaar is over (a,b), dan ook over
elk subscgment van (a,b).

§ 25. Uitbreiding van het begrip integraal.

b
1. Tot nog to¢ hebben we ~4 f(x)dx alleen gedefinieerd in
het geval a<b. Het is gewenst dit symbool ook te definiéren voor
het geval az be Dit gaat als volgt. Allercerst definiéren we

&
[ f(x)ax = 0.
“a
Vervolgens stellen we, als a» b,
b a
mé’f(x)&x “'”M{ f(x)dx,

indien de laatste integraal btestaot.
Gevolg. Tormule (3) is geldig, ongcacht de rangschikking der getallen



2, b, ¢, wannecr maar f(x) integruerbaar is tussen 4o uitersten
van deze getallen.

b [
y X - /
Jant beV. VOOr a<becC is // =/ + , dus
B e} e
b ¢ .~ ¢ ko
/ s / o / e / 4 ?/ » ‘?an -
A a RN CA "%

2+ 2ij £(x) godefinicerd on begrensd op cen verzaneling X,
Giv overal dicht is in hct segnent (a,b). Dewe.z. c¢lk subscgnent
(>, a) bevat punten van J.

Is D cen willekcurige verdeling van (a,b), dan hebben de be-
srippen onderste en bovenste grens van f£(x) op de verzameling der
tctallen xe X dic tot cen bepaald subscgment (o, 8 ) behoren, d.i.
d¢ doorsnce van X en (=, 4 ), zin. e kunnen dus onder- en bovensom-
wen defini€ren. De in ¢ 23 gegeven ontwikkelingen behouden hun
reldigheids Wodig en voldoende voor intcgreerbdaarheid van f(x)
(gelijkheid van j = sup s en J = inf 8) is wecr, dat er bij elke

> 0 een verdeling D van (a,b) bestaat, zodat f£(x) t.o.v. D som-—
verschil <& heelt.

Het bovenstaande is mct name van belang, als f(x) gedefinicerd
=5 in alle punten van ecn scguent met uitzondering van cen eindig
asantals. Yanncer niet vermeld, is in het volgende altijd bedoeld dat
f(x) gedefinicerd is in allc punten van het scgment (a,b) cn dat
e b i,

Vraag. Welke stellingen uit § 24 blijven geldig?

v 26. De hoofdstelling van de integraalrvkening.

Stelling. Laten £(x) en P(x) twee functice zijn, gedefinicerd op
cen seguent (a,b), dic voldoen aan dc volgende voorwaardent

1%, £(x) is begrensd op (a,b) en intcgreerbaar over (a,b)

2°. P(x) is continu op het scgment (a,b) en differenticerbaar
op het open intcrval (a,b) un er goldt:

(1) P (x) = £(x) (a<x<b).

Bewijs. ‘e beschouwen cen convergente rij verdelingen D van (a,b).
Z2ij, voor ecvn zekcer natuurlijk getal n, Dr de verdeling (xo,x?...,xk).
4
We schrijven
K
. - - . . )
P(b)-Fla) = . { E(Xi}“ﬂ<xi~1)} .

Lt
0 . . R
Op grond van 2 mogen we op clke term rechts de middelwaardestelling
van de differentiaalrckening tocpassen (zie p.€9). Voor i=1,2,...,k
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is er dus in het open interval {x 1%y ) eun punt ‘Ei te vinden nmet
Pxy)=F(x;_4) = F'(5 )(x-xy_, >» Tegens (1) 18 F(E,) = £( &) en
we hebben dus

b,
P(b)-F(a) = ?‘ £(5 ;) axy »

Reehts staat coen tusscnson van f(x) t.o.v. de verdeling Dn. Hu

weten we op grond van 10 dat, als we cen convergente rij verdelingen
van (a,b) hcbben en t.o.v. elk dicr verdelingen ecn of andere tus-
scnsom van f£(x) neuen, de rij van die tussensomnen convergeert tot

/ f(x)dx. Verder zijn de in het bovenstaande bij de rij D gu
con trucerde tussensommen ellc gelijk aan P(b)-F(a). Dc conclu
is dat (2) geldt.

Bovenstaande stelling, dic de hoofdstelling van de integraal-—
rekening genocmd wordt, is cen machtig hulpmiddel om allerlel inte-
sralen uit te rekenen. Tn de berekening gaat veel gemakkelijker dan
door dirccte toepassing van de definitic van de bepaalde integraal
(vgl. de voorbuelden aan het c¢ind van § 23). Als we maar, b.V. op
grond van ecn van de algemcenc stellingen van y 24, weten dat de
betrokken functic f(x) intigrecrbaar is over (a,b) en verder ccn op
het segment (a,b) continue functic I'(x) kunnen vinden die op het
opun interval (a,b) d¢ gegeven functic tot afgeleide heeft, dan zijn
ve klaar. llen gaat genakkelijk na, dat de stelling, met geringe
wijziging in de feorimlering, ook doorgaat ingeval bs a. Dit is nog
cen rechtvaardiging van de in ¢ 25, 1 getroffon definitices.

W

Het rcchterlid van (2) wordt vaak gcschreven als

oy b - 1Y
F(x) , of [F(x)]) .

Voorbeelden. 1). Daar de functic £(x) = x overal continu is cn
- ~ : : ol ! 2
overal de afgeleide ie van F(x) = 1x°, hebben we
s

. 2'hr R 2 2\ p C e .
/ x dx = X ; 0 = b =a") (a,b w;ullm:eur:.g) .
| [w

2) 7ij Az 0cen Cga<b. De functic f(x) = x* is continu
-~ s 4~ . .
voor x20 en voor x>0 d¢ afgcleide van Xfﬁ-xk ! (zic p.81, (2)).
‘e hebben dus

b
A - W.L,. . /\%‘1’_ 3+1\
‘é‘x dx = AT (b a )

3) Evenzo leid@n we af
j/ e dx eb - e®
j@px dx = % (ePPcP?) J

%% = log b - log a = log % (a,b>0).

i

(a,b willekeurig).

i



-

We knopen nog cnige beschouwingen vast aan de besproken stol-
ling. Daartoc stellen we corst de volzende definitie op.
Definitic.Is ewm interval (a,b) de functic f£(x) de afgeleide van
cen functie F(x), dan heot P(x) eon primiticve van f(x) in dat in-
tervale

Fen funetic P(x) kan verschillende primiticeven hebben. Inder-
daad, is Fqix) cen prinivicve van I(X) in (a,b), dan is Fz(x) =
?1<x)+0 (¢ e¢un constante) dat ook. Zijn omgekeerd F1(x) en Fg(x)
beide primitieve van f£(x) in zeker interval (a,b), dan is

¥l (x) ~F4(x) = £(x)- f(x) = 0 in (a,b) en dus Fj(x)ng(x)z
(e oen constantm), ofwel F?(X) = FE(X)+ ¢ (zie p.69, III). e kunnen
het resultaat zo formuleren:

Heeft, in zeker interval, f(x) cen priniticve, dan heeft £(x)
daar cen hele schaar van priaiticven; deze worden verkregen door bij
¢dén primiticve cen willckoeurige cartante op te tellen. lien vergewisse
er zich van, dat dit in overcenstemming is met de uitspraak van de
hoofdstelling!

‘J¢ beschouwen nu ecn willckeurige functie f£(x), begrensd op
cen segment (a,b) c¢n intcgreerbaar over (a,b). Uit § 24, VIII volgt
dat f(x) dan intcgrecrbaar is over clk vak (a,x), waar a< x = b.

Ock mag x = a zijn (zic § 29, 1). Dus is

4 / /x SR
(3) I(x) = / f(t)at
A
(de¢ intcgratievariabele is hicr t genoemd) ecn funetie van x, ge-

definicerd voor azxsb. /¢ nocmen het de integraalfunctie , bepaald
door f(x) on het scgment (a,b). Deze functic I(x) bezit de volgende
eigenachappen:

T. I(x) is continu cp het scegment (a,b).

i S

Bewiljse. Zijn x ¢n X, twee punten uit het seguent (a,b), dan is

X Ko .
(x)-I(x )= / f{t)at- [ f(t)at = [ £(t)at,

A 4 .
onverschillig of x> X dan wel x = X, of X< X, is. Daar f(x) be-
grensd is op (a,b) is er coen constante i, zodat |f(x)| s K voor
asxsb, Is dus (e, s) cen of ander subscgaent van (a,b), dan is
de bovenste grens M, o, van f(x) op dat subscguent = K en de onder-
ste grens m, . z K. Nu is (zie y 23)

A , ,
(4) My, p (p-o) s /'f(x)dxgilwﬁ (g o).
S

Dus is P
}[f(}:)dxl g K(p-«x),

en dus ook, ongecacht xg:xo,

I1(x)-1(x )| = | / £(t)at
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Hicruit vloeit onmiddellijk de continuiteit van I(x) voort.
II. Is £(x) continu in epn punt x_ met a<x < b, dan is I(x)
differenticerbaar in X, on bovendien

(ﬁi&%ﬁh = f(x )
dx ‘x=x_ ~‘"o’
0
Buwijs. Voor x # x_, 2£Xsb ic
l(x)ml{xo} 1 /x%
TTxex . T xex / f(t)as
0 0 T
X . /‘K
1 f ey | o [ 1
e ! i\){ >d‘t} i f(‘t}“f\x )" dt
X=X 0 X=X 4. { 0’}
e
= P(x) & mame [ O{E(4)=D(x )} at.
(x) = g [ HE()=2( o/
O ?
ij & evn positief getale Daar gegeven is dat £(x) continu is in
X, bestaat cr ven § > 0, zodat

if(t)«f(xoﬁime als [t-x | < ¢ ,a=t=D.

Zij ma x een getal met asxz Db, ?x—ng@ §. Dan is ook §t~x0! <« d
als t tot het vak (xo,x> TCSPe (x,xo) bechoort. Op dezelfde wijze

als hicrboven leiden we dan af
®,

%,f {f(t)-f(xn)g dx§§ £lx=x_| .
4, o
Dus
I(x)-I(x) | | )
T T :(xo)gfx als |x-x <&, asxsb.
Ll A
O 1
s is
Dus 1 [(x)--I(x_)
RO SRt A AN gt - £
xllg X=X “&me’
R

mea.w. I{x) is differcnticcerbaar in X, en het differentiaalguotidnt
is gelijk aan f(xo),

e kunnen nu icts zeggen over het verband tussen integraal-
functie en primitieve. Zij f£(x) tegrensd en intcegrecerbaar over (a,b)
en aldaar in het bezit van cen priaiticve ¥(x), continu op het seg-
ment (a,b). De hoofdstelling zugt, tocegepast op ven segment (a,x)
(a<x=sb):

I(x) = [ f£(t)dt = F(x)-F(a) (azxsb).
|
Ma is F(x)=F(a) ook ecn primiticve. Dus ook I(x). /¢ kunnen dus de

hoofdstelling aldus formuleren:

Is f(x) begrensd op (a,b), bestaat op (a,b) de integraalfunc-
tie en is er een primiticve, dan is de integraalfunctic een primi-
tieve (dus de integraalfunctic diffcerenticerbaar).
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In deze bewering (dus in de hoofdstelliné} kan de voorwaarde
dat er een primiticve bestaat nict weggelaten worden. Dit blijkt
uit het volgende voorbeceld. 7Zij f(x) de functic gedefinieerd door

1 als x>0

f(x) =9 0 alsx =0, ook geschreven f(x)=sign x.
-1 als x<0

Deze functie is monotoon en dus integreerbaar, b.v. over hcet inter-
val (=1,1). 2ij I(x) = /: sign t dt (-1==x=1); mcn vindt

I(x) = |x| ~1.

Blijkbaar is I(x) niet differenticeerbaar in x = O. Dus is I(x) geen
primitieve van sign x. Bijgevolg hecft sign x gceen primiticve op
het interval (-1,1): anders zou I(x) immers cen primitieve zijn.
Wel is, in overecnstemming met eigenschap I, de functie I(x) continu.
Anderzijds kan het gcbeuren dat f(x) een primiticve bezit,
maar nict integrecrbaar is. We gaan hicr niet nader op in. Ye wijzen
cr slechts op dat men, alvorens in een bepaald geval de hoofdstelling
toe te passen, de beide voorwaarden: integreerbaarheld (bestaan van
een integraalfunctie) en bestaan van een primitieve moet verifi&ren,
Uit eigenschap II volgt dat een continue functie niet alleen
integreerbaar is, maar ook een primitieve bezit: immers de integraal-
functie i1s dan differentieerbaar en heeft de gegeven functie tot af-
geleide., Voor zo'n functie leidt dus integreren en daarna differen-
ti&ren tot de uitgangsfunctie. Met zekere restricties kunnen we dus
zeggen, dat integreren en differenti€ren omgekeerde processen zijn,
Men geeft een primitieve van f(x) daarom wel aan met D_qf(x). ook
schrijft men J/f(x)dx, en spreekt dan van onbepaalde integraal.

§ 27. Nog enige stellingen over integreerbaarheild van functies,

Uit 8§24 weten we, dat een continue functie steeds integreer-
baar is, Anderzijds zijn er ook niet-continue functies die integreer-
baar zijn (denk aan monotone functies). We leiden in dit verband nog
enige eenvoudige stellingen af.

Stelling. Zij f(x) begrensd op een segment (a,b) en integreerbaar over
elk subsegment (o« ,8) met a < « < B <b. Dan is f(x) integreerbaar over
(a,b).

Bewiljs, Z1] ¢ een positief getal en zlj w de schommeling van f(x) op
(a,b). Zij 6 een positief getal met &< E%E-, 6 < HZ??T . Dan is

a +4d < b-Jd . En uit het gegeven volgt dat f(x) integreerbaar is over
(a+ 5, b- 5). Ult het eerste criterium volgt dus dat er een verdeling
)1 van (34-6, b- 5) is, zodat het bijbehorende somverschil d1 kleiner

dan $& 1s. Beschouw nu de verdeling D van (a,b) met als deelpunten
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het punt a, de deelpunten uit D, en het punt b. Het gsomverschil d van
f{x) t.o.v.Dis gelijk aan

+d, + 0

d = 5wa,a+6 1

“pad ,b
(met begrijpelijke notatle), dus

’:) LA

Lo

= 2 & : i
dm;..()w*d,i( m&’?’ﬁ&(&.

Uit de willekeurigheid van e volgt nu, i.v.m, het eerste criterium,
dat f(x) integreerbaar is over (a,b).

Voorbeelden van deze stelling,.

1) Is f({x) begrensd op het segment (a,b) en continu op het open
interval (a,b), dan is f(x) integreerbaar over (a,b).

2) Is f£(x) begrensd op het segment (a,b) en monotoon op het open
interval (a,b), dan is f(x) integreerbaar over (a,b).

3) Laten f(x) en g(x) gedefinieerd ziJn op het segment (a,b), zi]
f(x) integreerbaar over (a,b) en ziJ f(x) = g(x) voor a<x«<b, Dan is
ook g(x) integreerbaar over (a,b).

4) 713 r(x) gedefinieerd op het segment (a,b) en g(x) op het open
interval (a,b). 2Zij f(x) = g(x) voer a< x<b en z1J f(x) integreerbaar
over (a,b). Dan is ook g(x) integreerbaar over (a,b)(vgl. de beschou-
wingen in § 25, 2 op p.93). b b

In de gevallen 3) en 4) is verder [/ f(x) dx = [ g(x) dx:
corresponderende tussensommen van f(x) en“g(x) zijn 2 steeds gelijk,
als men het eerste stroolpunt, zeg gﬂ, #a kiest en het laatste, zeg
E, » #b, en dus ook de integralen.

Door eindig vaak toepassen van de stelling over het combineren
van integratievakken (zle § 24, VIII) leiden we uit 1) af:

Stelling. Is f(x) begrensd op het segment (a,b) en continu in alle
punten van dat segment, afgezlen van eindig veel punten CqsCnseessCy
(aﬁcq< Co<ure <0 F b), dan is f(x) integreerbaar over {(a,b).

Evenzo volgt uit 3):

Stelling. Is f(x) integreerbaar over (a,b) en verandert men de waarde
van f(x) in een eindig aantal punten, dan blijft f(x) integreerbaar
over (a,b) en houdt de integraal dezelfde waarde,

Deze en andere stellingen over integreerbaarheid van functies
kunnen ook worden bewezen m.b,v. het tweede integrabiliteitscriterium
(af te lelden ult het eerste). We zullen het noolt gebruiken en daarom
volstasn met de formulering ervan:

Is f(x) gedefinieerd en begrensd op (a,b), dan is nodig en vol-
doende voor de integreerbaarheld van f(x) over (a,b) dat men bij elk
tweetal positieve getallen o en & een verdeling D van (a,b) kan vinden,




an I 99.

zodat de.totale lengte 1 van de subsegmenten van D, waar de schommeling
van f(x) groter dan o is, kleiner dan & is,

§28. Oneigenlijke integralen.

We bespreken in deze § nog een uitbreiding van het begrip be-
paalde integraal. Tot nu toe beschouwden we slechts functles die be-
grensd zijn en beschouwden ze ook alleen op begrensde gebleden, n.l.
segmenten, We willen ons nu van deze restricties vrijmaken en kriljgen
dan te maken met twee gevallen: 1) f(x) is niet begrensd op (a,b)

?2) integratievak (a,b) 1s oneindig.
Voor beide gevallen {eventueel combinatie van 1) en 2)) zullen we een
uniforme behandelingsmethode geven. We zullen voortaan een functle,dle
begrensd is en integreerbaar over een zeker segment (a,b),
eigenlijk integreerbvaar over (a,b) noemen,

Definitie I. Is f(x) een gegeven functie en is er een links open in-
terval (a,b), zodat f(x) eigenlijk integreerbaar 1is over elk segment
(z,b) met a<z<b, maar niet eigenlijk integreerbaar over (a,b), dan
heet a links kritiek punt (voor de integratie van f(x)). Evenzo defi-
nieert men rechts kritiek punt.

Opmerking. Is 2 links kritiek punt veoor de integratie van r(x), dan
is hetzij a= - oo, hetzij a elndig, maar dan f(x) niet begrensd in een
rechteromgeving van a (zie de eerste stelling in § 27).

Definitie II. 7ZiJ gegeven een links open interval (a,b) en zij f£(x)
elgenlijk inte%feerbaar over (z,b) als a< z<b, maar niet over (a,h).

wanneer 1im" j' f{x) dx vestaat en eindig is, dan heet f(x) cneigen-
Zsa 2z
1ijk integreerbaar over (a,b) en schrijven we
N b b
(1) 1im ./ f(x) dax m‘/ r{x) dx.
-8 Z p

Is gegeven een rechts open interval (a,b) en is f(x) eigenlljk
integreerbaar over (a,z) als a< z<b, maar nilet over {(a,b), dan noemen

we f(x) oneigenlijk integreerbaar over (a,b) en schrijven we
b

4
(2) 1im / f(x) dx = / £(x) dx,

z->0D & a

indien de limiet in het linkerlid van (2) bestaat en eindig is.

We noemen in deze gevallen de integralen in het rechterlid van
(1) resp. (2) wel convergent. Indien de genoemde limieten niet bestaan,
dan heten deze integralen divergent.
Voorbeelden, I, Zij £(x) = —L voor 0<x £ 1, Voor O<z <1 is dan £{x)
eigenlijk integreerbaar ove x(z,ﬂ), omdat f(x) continu is op het seg-
ment (z,1); we hebben

/ﬂ *gm o VE ‘ﬂ
z VX g

= 2 - 2 Vz,
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1
Verder 18 x = O links kritlek punt voor de integratie van f(x) = =
omdat deze functie niet begrensd is op (0,1). Maar f(x) is wel on-
eigenlijk integreerbaar over {a,b) en er geldt

1
‘/ d .
T 2
0 }X
o+ R S )
wegens lim = J = lim = (2-2Vz) = 2.
z—»0 & Z - O

hanschouwelijk betekent dit resultaat, dat de figuur in het (x,y)-vlak,
begrensd door de lijnen y=0, y= ?%?, x=0, X=1, hoewel onbegrensd, toch
een eindige oppervlakte heeft,

11, Zi§ f(x) = x"g voor x21. Deze functie 1s elgenlijk integreer-
* baar over elk interval (1,z) met z >, en oo is, ulteraard, rechts kri-
tiek punt, Verder is f(x) oneigenlijk integreerbaar over (1,00) want

Z
-2 -
X 7dx = =X
1

dus S5 _1
1im /' x7° dx = lim (1-27 ) = 1.
7 00
Lol

o)
We hebben dus /' x*» Todx o= 1,
“

We wensen ook oneigenlijke integreerbaarheid te defini¥ren, in-
geval het integratlevak verschillende kritieke punten bevat. We begln-
nen daartoe met de volgende
Stelling. Z1J a<b, f(x) eigenlijk integreerbaar over elk interval

(z,b) met a<z<b, en a links kritiek punt. Laat ¢ tot het opgn inter-

val é ) behoren., Indien minstens een der beide integ ralen é f&x) dx
c o9 .

em_/ dx bestaat, dan ook de andere en er geldt“/ / +~A

D
BewlJs. Voor a< 2z «<c 18, wegens a8 24, VIII,{/ xj/ +// . Uit het ge-
2 Z c

geven volgt, dat minstens één van beide leden een rechterlimiet heeft
in z=a, Dan ook het andere 1id, en we hebbhen

¢ /b c b

[ogmt L LS
a Z-»3 z e 8 c

Gevolg. Is f(x) eigenlijk integreerbaar over elk inwendig subsegment

(z,u) van een interval (a,b) en oneigenlijk integreerbaar over (a,d) en

over (d,b), waar d een of ander inwendig punt van (a,b) is, dan bestaat
c b

J ot(x)ax + [ £(x) ax
a

C
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voor alle ¢ met a<c «b en hangt niet van c af.
Definitie III. In het bovenstaande geval noemen we f{x) oneigenlijk

integreerbaar over (a,b) en stellen we
b ¢ b
(3) / f(x) dx = /i f{x) dx +/'i%x)dx (a< c<b).

a a C

Ook nu defini¥ren we (8§ 25,1):

a b a

JC f{x) dx = —J/ f(x) dx (a<hb), J/ f{x) dx =0.

8 a

Definitie IV, Is gegeven een functie f(x) en bevat een interval (a,b)
eindlig veel punten ChaCosenssCyo kritiek voor de integratie van f(x),

met ¢, <« ¢, < ... <y, zodanig dat f(x) eigenlijk integreerbaar is over
elk subsegment (z,u) van (a,b), dat niet een der punten c¢,,C-,...,Cy
Ltevat, dan ncemen we f(x) integrecerbaar over (a,b) en defini¥ren we

b c ¢ c
/' f(x) dx w'/ L f(x) dx f/-g f(x) dx + J/ 3 f(x) d» +
a a ¢4 &
(%) ok b
et /{ f(x) dx + // f(x) dax,
“k-1 “k

indien alle integralen in het rechterlid van (4) bestaan.
We merken op, dat hierbi] C4=a en/of ckzb mag zijn en voorts
dat een punt ci zowel links - &n rechts kritiek punt kan zijn voor de
integratie van f(x), als wel slechts één van beide (geef een voorbeeld).
De stelling in § 24, VIII (combinatie van twee integratievakken)
blijft doorgaan voor de in definitie IV gedelinieerde on:igenlijke in-
tegralen (ga na). Een bijzonder geval is de op p.99 afge.elde stelling,

Z1j f(x) eigenlijk integreerbaar over elk inwendlg subsegment
(z,u) van een gegeven interval (a,b) en zij F(x) een primitieve van
f{x) en continu op het open interval (a,b). Krachtens de hoofdstelling
(§ 26) 1s dan, als c een inwendig punt is van (a,b),

u

J/ f{x) dx = F(e) - F(z),‘/ f(x) dx = F(uv, - F(c).

4 ¢
Laat nu f(x) integreerbaar zijn over (a,b) (eigerlijk dan wel oneigen-
1ijk). Dan is
c u b

1im * jp f(x) dx = / £(x) dx, lim~ u/ f.x) dx m‘/ f(x) dx,

"
AR ] 4 a U 0 c C

hetzl] krachtens definitie II (ingeval van oneigenli’ke integreerbaar-
heid), hetzij krachtens eigenschap I op p.95 (ingeva. van eigenlijke



irtegreerboarheid). Dus ook de volgende limieten bestaan en zijn eindig:

+

lim F(z), 1im  ®(u).
2o 7 U s D
En wve hebben
D C b N c .M
j/ f(x) dx m‘/ ~%j = lim // f{x) dx + 1lim d/ f(x) dx
a a c 7 e 0 2z We-»b ¢
- +
= 1lim  PF(x) - lim F(x).
X b X -» 0
b S
Het laasste 1id schrijven we per definitice als F(x) ? cof [F(x) ;

We kunnzi dan zeggen, dat de hoofdstelling ook doorgaat in het hier
bescheuwas geval. Door een combinatie van vakken te nemen en te letten
op 8§24, TITIT en definitie IV vinden we tenslotte de volgende
Uitbreiding van de hoofdstelling. ZiJ f£(x) intcgreerbaar over (a,b),

eigenlijk o° oneigenlijk, en laat F(x) aan de volgende voorwaarden vol-
doen:

1. F(x) 1is continu op het opcn interval (a,b)
2. op (a,b) is F(x) cen primitieve van f(x), d.w.z., F'(x)=(x), met
ultzondering vin ten hoogete cindig veel punten,

Dan is

b b
J[ f(x, dx = P(x) j
a "

(waarblij het rechierlid bestont cn eindig is).

N.a.v. de bovenstasnde beschouwing merken,we nog op, q§t, als
f(x) integreerbaar it over (2,b), de integralen [ £(x) dx @n~f f(x) ax
altijd continue functics ven = op (a,b) zign (g&lnﬂ). We wij%en er vor-
der op, dat het in d2 zers<c voorwaarde niet toegelaten is dat er ein-
dig veel ultzonderingsiuntcn zign,

§ 29. Ongelijkheden voo» intzgralen.

Stelling I, Is f(x) niet-negatief op en integreerbaar over (a,b), dan
18 ,fb f(x) dx = 0,

Be&@js. Onderstellen we eerst dat {(x) eigenlijk integreerbaar is over
(a,b). Alle onder-, tussen- en bovensommen van £(x) t.o.v. een verde -
ling van (a,b) zijn 2 0, Dus it de integraal 2 0, Ingeval van oneigen-
lijke integreerbaarheid volgt "e stelling nu door cen limletovergang
(zie § 28, definities II en IV,
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Stelling IT. Zign f(x),cn g(x) intcg

b

o
f(x) & g(x), dan is w/’ f(x) dx = j g(x) dx,
a a

rcerbacr over (a,b) en 1s stceds
},

b b b
Bawi@&.‘/ f(x) dx - / g(x) dx = J/ $r(x) - g(x)} ax = 0.
n “a A ’
) b | L
Gevolg. ;/( f(x) dxi £ [ |f(x)] dx. Als b 2 a mag zijn, dan is in
" ©oovD
| fb | i b %
511 sy o / " x | = [£{; sh
elk geval Lé f{x) dx% Lé I (x)] dx |

Stelling III. Is f(x) continu cnenict-negatief op (a,b) en is

D

[ f£(x) dx > 0, dan bevat (n,b) cen subscgment (o, A ) waar f(x)>0 is,
4 .

Bewijs. Het interval (a,b) bevat cen inwendlg punt ¢ met f{¢c)> 0. Dan
is ook f(x)>0 in een zekere & -omgeving van c.

Stelling IV. Is f(x) continu ¢n niet-negntief op (a,b) en is

)

_f f(x) dx = 0, dan 1s f(x) identiek O op (a,b). Anders gezegd: 1s
a

f(x) continu en niet-negaticf op (a,b), maar niet identick 0, dan is

b

j/ f(x) dx » 0,
a

Bewija. Duideli jk.

Opmerking. De stelling gnat nict langer door als men de continultelts-
voorwaarde voor f(x) lant vallen (geel een voorbeeld),

Stelling V. 1Is f(x) eigenlijk integreerbanr over (a,b) en stelt men

m = inf f(x), M = sup f(x), don is
asxXED AEXED

L0

m(b-2) éﬂj f{x) dx

HA

M(b-a),

Bewljs. Alle onder- en bovensommen liggoen tussen de opgegeven grenzen,
s RE 0 b

Df (stelling XI):‘f f(x) dx 2 [/ m dx=m(b-n) en / f(x) dx ﬁf M dx=M(b-n}.
a A a a

Eerste middelwaardestelling van de integraalrekening. Zij f(x) inte-
greerbaar over (a,b) en continu op (a,b). Zij g(x) integreerbaar over

en nlet-negatief op (a,b). Dan 1s er een punt £ in het segment (a,b),
zodat b b
f(x) g(x) dx = F(E),‘/ g(x) dx,
a a

Bewijs. Z1j m de onderste en M de bovenste grens van f(x) op (a,b)
(in dit geval is m tevens het minimum van f(x) en M het maximum). Dan
is
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1) £(x) B m en dus f(x) g({x) 2 m g(x) voor a=xE&b, wegens stelling II

b S0
dus “/' f(x) g(x) dx 2 m/ g(x) dx
a “a
2) £(x) = M c¢n dus £(x) g(x) =M g(x) voor 71Ex%b, wegens stelling IT
b X
dus [/ f(x) g(x) dx = MJ% g(x) dx,

Dientengevolge is er cen getal £, met m = F™ 3 M, zodat

b b
j' £(x) g(x) dx = £* [/ g(x) dx.
a “a

Wegens de continulteit neemt f(x) de waapde £™ aan, in een zeker punt

-

€ uit het scgment (a,b),

Opmerking. De stelling geldt blijkbanr ock als a E D,
We 1llustreren nu de voorgnande stellingen aan de hand van cen
voorbeeld, Zi)
,r}
4 n Ve ,
I, = / {Ax(ﬂ»x)} dx  (n een natuurlijk getal).

S

We zullen aantoncen, dnt de getallen ];Vj pogitief zijn en een monotoon
4 .

dalende rij vormen met limict 0. We schrijven f(x) = {ax(1-x)1", Al-

lereerst 1is fn(x) continu op het segment (0,1) en > 0 voor O< x< 1,

™ . . . ; o » o - s )H*’] - ’(‘:}

Dus is I_>0 (stelling IV). Verder is ri(x) = dx(1-x) = 4,(~m§~*) =

en fq(x)mﬂ alleen als x=%, Dus is f?+1(x) = Fq(x) fn(x)é fn(x) op (0,
en fn+q(x)<;fn(x) voor x#0,%,1, Uit stclling IV is dan af te leiden
1n+4 qIn. Om aan te tonen lim Ian garn we ala volgt te werk,

N —» 00 ﬁ
5 8/Y
s
Zij €& een positicef getnl <1, Dan is J fﬁ(x) dx < & /5.
%“é/a
Beschouwen we nu de vakken (O,QM%} en (§+ﬁ,1). Daarop is
fq(x)mﬂx(ﬂ~x) £ fq(ﬁ—ﬁj = a, wanrbi) a een zcker positief getal < 1 is.
In de genoemde vakken 1is dan fn(x) = {fﬂ(x)}m = 2", Wegens O<a <1 be.
staat er een rangnummer Ny zodat ﬂn<ﬁ/g voor n>n . We hebben dan,
e
onder voortdurende toepassing van de voorgasnde stellingen,
by 1 s 1
d *]/ i < & ¢ J/ £ dx
J/ P, (x) dx £, (x) ax ,/ % dx % d
0 %+& 0 %%&

4
< £ ax £
- = 5% VOOr N »n_,
S [ o e}

dus j’ fn(x) dx < % + %—m ¢ voor n > n_.
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Daarult volgt de bewering.

We bespreken nu cen andere middelwaardestelling. Daarblj komt te
pas een z.g.partille sommatie van cen cindige reeks getallen (volgens
Abel), die we eerst behandelen, 71) gegeven cen eindige som

a,‘b,1 + aabz
term het product is van twee getallen 7, en bi. Onderstellen we dat de

rij getallen monotoon niet-stijgend is: aqﬁag%...@an.

We voeren in de parti¥le sommen van de getallen by door te stel-
len k

+ aee + 2 D

2 b (n ecen natuurlijk getal), waarbij elke

n (

B, = 7 by (k=1,2,...,n)
1=1
en stellen de kleinste van deze sommen voor door 8 en de grootste
door /3':

A =min B ., g'=max B

15ken 12ksn ¢

Dan geldt de volgende ongeliljkheid:
Y

N ) e = BT, = S, I
(a%) /‘3(2!1 an) +a B, 2 {:mqhibi = /g’(aq an) + aan.

—

Bewljs. Ult de definitie van de parti®le sommen Bk volgt onmiddelliik

i 1= (i = 2;3:---:“).
Voor i=1 is dit niet juist, omdat BO niet gedefinieerd is, maar

hebben we b1zB1. We leiden nu af

N

a, b, = a,b, + a,b va Y
Z» “1 i 171 '33 o "1”...4'3an
1=

= 8131+82(B2—Bq) +""+”n-1(Bn—1'Bn~2) + an(Bn—Bn_q)
= Bﬂ(aﬂ—ag) + Bz(a2~33) touut Bn~1(an_q—an_2) +a.B .

Krachtens onderstelling is ay-84y.4 2 0 wvoor i=1,2,...,n=-1. Dus

ﬁ(ai'ai+1) 2 Bi(ai”ai%’\) & /6"(81‘3144) voor 131:2;...,1’!—1

en dus
n-1 n n-1
L plag-ag,,) +oBs 840 € A(ag-ayq) +apB,
1=1 1=1 1=1

n
ofwel /e(a,‘-—an) + anﬁnﬁ 1{:4 aibiﬁ,&'(aq-an) + aan, wat de te bewlj-
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zen betrekking is.

We formuleren en bewijzen nu de
Tweede middelwaardestelling van de integraalrekening. Laten f(x) en
g(x) gedefinieerd zijn op een segment (a,b) en zij f(x) monotoon op
(a,b) en g(x) eigenlijk integreerbvaar over (a,b). Dan is er een punt
£ in het segment (a,b) zodat

b £ b
' X = f 2 d (X dx,
(1) ~é £(x) g(x) dx (8L5?H) X+1(Qé g(x) dx

Opmerking. De integraal in het linkerlid bestaat, omdat f(x) en g(x)
integreerbaar zijn over (a,b) en dus ook f(x) g(x) (zie 8§24, I en VI).
Bewijs. We behandelen eerst het geval dat f(x) monotoon niet-stijgend
is. We stellen het linkerlid van (1) voor door J en beschouwen een wil-
lekeurig positief getal e. Uit de onderstellingen volgt dat f(x) en
g(x) begrensd zijn op (a,b). Er is dus een constante K >0, zodat

[t(x)< K en |g(x)] < K voor agxsb.

Verder bestaat er, daar f(x) z{x) integreerbaar is over (a,b), een
verdeling D = (xo,xq,...,xn) van (a,b), zodat het somverschil van
f(x) g(x) t.o.v, die verdeling <« % is en tegelijkertijd het somver-
schil van g(x) t.o.v, die verdeling < gk is.

We kiezen nu willekeurig n punten §, (v=1,2,...,n), zodat
X, 25, %X, (v=1,2,...,n), maar speciaal E,=a, §,=b. Vervolgens
letten we op de functie g(x). Uit stelling V volgt dat er voor elke
waarde van v=1,2,...,n een getal £, 18, zodat

L)
Jir g(x) dx = g, ax, , inf ‘&( x) = g, = sup; . g(x).
v -1 Xp g EXEX, Kpoq@XaX,
We beschouwen nu de beide sommen
n
Ty = L 0(E) &(5,) ax,, ? 5,) 8y A%,
- Y=

Hierbij 1s T, een tussensom van f(x) g(x) t.o.v. de verdeling D. Dus
is T,, evenals J, gelegen tussen de onder- en bovensom van f(x) g(x)
t.o.v. D, Dus is |T, —3!< %.

Verder is

|74-T5l = | 2: £(5,)(8(5,) - &,) 2%,

a7
n
g K VZ:’} ’3(@9) "E’L’wgaxv‘ﬁ K. %K*%,

omdat de laatste som gemajoreerd wordt door het somverschil van g(x)
t.o.v, D, Dus 1is
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(2)  11,-3] & |T,-3] + ITp-T,l < & L

We passen nu het hierboven behandelde toe op de som TQ door te
RN Ky

nemen - v
a, = I(&,), b =g, éxxvm,/ g(x) dx, zodat vaj/ g(x) dx.
xv—ﬂ a
Stellen we nog X x
p = inf _/ g(t) dt , a= sup J/ g(t) dt,
asxsb ° agsxgb °
dan is
p # min B, s max Bp & .
vx'z,g,...,n )’m”},w,..,,l’i

We krijgen dus, door toepassing van ( x )

o { £(g,) - f(gn)} éﬁ z(x) ﬂx;ﬁZi f(g,) 8, &x,
sa{r(e,) - (g} - / (x) ax,
ofwel ﬁ
p{f(a) - r(e)} o+ 0(b) / g(x) 9x = Tysq {f(a)-f(b)} ¥
’ a
b
v (o) [ oe(x) ax.
a
Wegens (2) is dus ook B
P{fW)"fW)}+1xb)£ Q@)dx-ﬁ«:3<q{fw)-fﬂﬁ}+
b

+ f(b)_/ g(x) dx + ¢,
a

Dagr J nlet van ¢ afhangt, moet dan ook gelden

b
b
p {f(a)-f(b)} + £(b) / g(x) dx £ J=q {f(a)—f(b)} + f(b)gr g(x) dx

a
Er is dus een getal ¥ met p s ¥ = q, zodat

b
(3) 9= s {ra) - t(m} » ) [ slx) ox.

X
Nu is jr g(t) dt, waarvan we onderste grens p en de bovenste grens g
a

noemden, een continue functie van x (zie eigenschap I, p.95). Er is dus
een getal £ in het segment (a,b), zodat

&
% = g/ g(x) dx,

Vullen we dit in (3) in, dan komt er
1

E P 3
am;ﬂa)/gu)dx+1wm.§/gu)dx—”/gM)dx},
a a a
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wat de gevraagde betreking (1) geeflt.

Het geval dat £(x) monotoon niet-dalend is, behandelen we door
het vorige toe te passen op -{(x). Hiermee is de stelling bewezen.

Een bijzonder geval krijgen we als b,v. [(x) monotoon niet-stij-
gend en tevens 0 is, We moger dan zonodig de waarde van U(x) in het
punt b veranderen en [(b)=0 nemen, zonder de monotonie van {(x) te ver-
storen, Er is in het segment (a,l) dan dus een g , zodat

: .
J £(x) g(x) ax = £(a) [s(x) ox.
a

a

§30, Stellingen over oneigenlijke integreerbaarheid.

We beginnen met een bewijs van de volgende
Stelling, 71} f(x) eigenlijk integreerbaar over elk echt subsegment
(z,b) van een links open interval (a,b) en z1j |f(x)| integreerbaar
over (a,b). Dan is ook [{(x) integreerbaar over (a,b).
Bewijs., We zullen het bewijs leveren door toepassing van het conver-
tentiecriterium van Cauchy-Bolzano voor functies (zie 8§10, p.32). 21
€ een positief getal. Dan is er, wegens lim” /") f{x) dx =:J/J f(x) dx,

a

2 d Z

een rechtervormgeving A van a, zodat

b | b |
!'/ If(x)] dx - / !f(x)lﬁxiczg 918 24,25 > A €N 2,,2,€ A,

W
e !

Zq 42
Voor zulke z, en z, is dan ook
[

o) o
b Zo
}/ f(x) dx - j/ f{x) dx| = { f{x) dx
Z, Zo 7 4
?2
= /( }f(x)l dx 5&&
Z,

(zie stelling II, gevolg op p.103). Hieruit volgt dat f(x) integreer-
baar is over (a,b).

Bovenstaande stelling is natuurligk speciaal van belang als a
links kritiek punt 1s voor de integratie van {(x). Het kan hierbij ge-
beuren dat f(x) integreerbaar is over (a,b), maar |f(x)|niet, zoals we
later zullen zien, Dit is dus anders dan bij eigenlijke integralen:
daar volgt uit de integreerbaarheid van f(x) de integreerbaarheid van
|£(x)] (zie stelling III, p.90). In het vervolg zyllen we zeggen, dat
f(x) absoluut integreerbaar is over (a,b), als / |f(x)] dx bestaat,

We leiden nu enige stellingen af over het 3 pestaan van onelgen-
lijke integralen, Het zal daarbij steeds gaan over absolute integreer-
baarheid,
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Stelling I. Laten a en b eindig zijn en zi) a<b., Z1) een functie
f{x) eigenlijk integreerbaar over (z,b) voor elke z met a< 2 <b. Laat
er verder een getal p bestaan met 0 <«p <1, zodat

r(x) = &%) yoor n<xsh

(x-a)P -
waar g(x) een begrensde functie 1is,
Dan is C(x), en ook |f(x)| integreervaar over (a,b).
Bewijs, Daar g(x) begrensd is, is er een constante K»> O, zodat

If(x)] < K (x-a)7P als a<xgh,

Verder is If(x)l integreerbaar over elk segment (z,b) met a<z<b, Voor
elk tweetal getallen z, en z, uit het open interval (a,b) hebben we

dus
b

/

Zq

i

< K

l£(x)| ax - [ [|5(x)] dx! = J “2 |r(x)] ax
z

b
7
2 g

%1
De integraal in het laatste 1id kunnen we berekenen, Uit formule
(2), p.B81 volgt (kettingregel)

a% (X-“)A = A (x-2) A als x>0 en Az20,

e N
Dus wordt een primitieve van (x-a) " in het interval x> a geleverd
door Tiﬁ (x~a)1°p , wegens p £ 1. Ook is (x-2)"P continu voor x> a.
Wegens de hoofdstelling 1s dus

Z
2 ) e RN ) B 1-p
/ (X_a)-p dx = 1 (Xmﬁ),}”p = {(dq_c.i) *(4.,‘~°3) 1

= T T e I
Z, 7
Wegens p <1 is 1-p >0, en dus lim "L'(;x:.--zfe)ﬂ“p =0, Dus is er bij elke

Kow 83
£€>0 een 6>0 (en <b-2) te vinden, zodat

e
Z

1

-~

2
(x-a)"P ax

<& alsa<z, < a+d , a<z,<a+d,
[ 4

Dus is ook

b h
[ole(x)l ax -/ le(x)] dxf< e
21 zg

voor zulke z1 en z,. Volgens het hierboven al meeq}toegepaste conver-
tentiecriterium van Cauchy-Bolzano heeft,dan jf If(x)! dx een ein-
dige rechterlimiet in z=a. Dus bestaat j'if(x)t Bx, d.w.z. lf(x)ii@
integreerbaar over (a,b). Wegens de vorige stelling is dan ook f{x)
integreerbaar over (a,b),

Op analoge wijze toont men aan:

]

2(x~3)"nfjx .
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Stelling I', Zij a<bH, » ¢ b eindig, Iz {(x) eigenlijk integreer-
baar over elk segment (2,2) met a<z<b en kan men schrijven

f(x) = g(x) VOOr 2§ X < b,
X

o

) -

—

waar p een positicve constante <1 en g(x) een begrensde functie is,
dan is f(x),en ook |f(x)| integreerb.ar over (a,b).

Voor het geval van oneindige integratievakken hebben we de vol-
gende stellingen,
Stelling II1. Z2ij b negatief en zij f(x) integrecerbaar over elk segment

(z,b) met z<b, Is dan te schrijven

f(x) = &(x) voor Xx<b,
(-x)P
waarbij p een constante »1 en g(x) een begrensde functie is, dan is
f(x), en ook |f(x)| integreerbaar over (-oo0,b),.
Stelling II', 7Zij a positicf en zij f(x) integreerbaar over elk seg-
ment (2,z) met z>a, Is darn tc schrijven

f(x) = Eigl voor X»a,

X

waarbij p een constante >1 en g(x) cen becrensde functie 1s, dan is
f(x), en ook |f(x)| integreerbaar over (n,c0).

Bewiljs. We bewijzen alleen stclling II. Er is allereerst een constante
K>0, zodat

le(x)] < K (-x)7P voor x <n.

We hebben dus

b b ' L
./ !f(X)l dx */ l?‘(;{)! GX! - i/“?L lf(X)i dx]
S 22 74 |
Z, | |
<k [T 0o < Bl - (™)
1

Wegens p>1 13 1-p<0 en dus 1im  (-x)""P = 0. Dus is de laatste uit-
X —» -00
drukking kleiner dan &, waar ¢ een willekeurig gekozen positief getal

is, als we 21 en z, in e¢en_geschikte omgev%pg van -o0 kiezen, Als bo-
ven concluderen we, dat J/ Ir(x)| dx en J/ f(x) dx bestaan,
OO

-0

Er zijn ook voorwaarden, waaronder we mogen besluiten tot het
niet bestaan van een integraal.
Stelling III. Zij a<b, a en b eindig. Z1j een functie f(x) eigenlijk
integreerbaar over elk segment (z,b) met a<z<b, Laten er constanten
M>0 en p&1 bestaan, zodat geldt:
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hetzij f(x)z e voor nlle x met o< X &1
fx-a)P

hetzij f(x)s ....:Léf......g voor alle x met a< x &b,
(XMﬁ;

Dan is f(x) niet integreerbaar over (a,b).
Stelling IV. 7Z21j a> 0 c¢n f(x) vigenlijk integreerbaar over elk seg-

ment (a,z) met z>a, Laten er posltieve constanten s en p
vestaan, met ps1, zodat

hetzij f(x) =& voor alle x2a

X
hetzij £(x) s 2-% voor alle xz 2,
X"
Dan is f(x) niet integreerbaar over (a,eo),
Bewijs van stelling ITI. Beschouwen we het geval dat [(x) positief is

(het anderc geval wordt analoog bLehandeld).
Als p >1, dan hebben we, voor a<z $b, onder toepassing van stelling
IT, p.10%,

b : .
/ f(x) dx 2 u« / (x-a) P dx
z z

AL 1D b w 1ep 1-p
= 5t (x-a) = Lo 4 (zwa) Y ~ (b-a) }
-P V4 v
Wegens p»>1 1s 1-p<« 0 en dus 1im® (::»-n)/‘;p = oo, De laatste uitdrulk-
Z-» D 4
king 1s dus niet begrensd, e dus heeflt / f(x) dx geen eindige rech-
Z
teprlimiet in z=a, Voor p=1 vinden we
b b » b -
?{ f{x) dx 2 /un{{ (x-n)7 dx = & log(x-a) }? = plog s— ,
b
zodat ook nu / f{x) dx geen e¢indige rechterlimiet heeft in z=a,

z

Hiermede is de stelling bewezen,
Bewijs van stelling IV. We behandelen het geval dat f(x) positief is,
I8 0O<pel, dan vinden we

z z
/ f(x) dx 2 . / x"P ax = /A(zq"p - ?21"p) (z>2a),
a a

terwljl we voor p=1 krijgen
z z
{ f{x)dx&,u{' x"1 dAx = /u.lo{);; (z>a),
L K m

Hieruit leidt mer af dat / f(x) dx niet bestaat.

‘9
Analoge stellingen heeft men in het geval van een rechts kritick

eindig punt b en van een kritiek punt - eco ,
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We merken op, dat in de stellingen 11, II', IV het integratieval
het punt O niet bevat, In verhand met de stelling op p.100 over het
combineren van integratievakken is dit geen beperking. In het algemeen
moet men bij het onderzoek naar het bestaan van een of andere integrnrol
het integratievak in subintervallen verdelen, die elk slechts één kri-
tiek puntbevatten, en wel 21ls een van de uiteinden.

Voorbeelden, 1) / dx bestont, want 1 1s het enige kritleke punt
0 ;1«x§

en de integrand is continu op het interval (0,1) en is te schrijven

als AN g(x)k , waar g(x) = ~*1~ﬁr hegrensd is op (0,1).
1-x%  (1-x)2 o (1+x)?
Evenzo bestant ‘/ vwiﬁg ; nu is -1 het enige kritieke punt en
-1 F-x
wunnen we schrijven
L o = g(x) ~ , waar g(x) op (-1,0) begrensd is,

Va-x®  (x-(-1))2 ;

Dientengevolge bestrat ook '/ 4% .

2y Vax?
it
2) /' log x dx besteat, want O ig het enige kritieke punt en

o
log x 18 continu voor x> 0, terwijl lopg x = : voor x> 0, waar

2

+
g(x) = VX log x begrensd is op (0,1), o.a. wegens lim VX log x = O

(zie formule (10') op p.77). x>0
o]
(—7
3) J gfg§::_ bestaat, Hier is 1 het enigc kritieke punt , de
1 \/ log x
Integrand continu op het 1imgswgpen interval (1,2) en te schrijven
x xX-1 ,
als , waar g(x) = To— begrensd is op (1,2), omdat
(x-1) "3 105 X ’
x-1

Toe = daar begrensd en positief is (g2 na).

Opr.95. De functie J(x), bep~nld door I(x)= ,7“932 » 18 continu, 4ir-

N o 1+t
feréntieerbnar en monotoon stijrend op het intervnl (-oo0, oo). Verder
bestaan J(eo) en T(-oc), ‘

OQ§.96. Laten pegeven z1ijn twge rijen van re8le @Ctmllon ’
basbs,e.. en stellen we B= ?i
tuurlljke getallen n en m, n

0 0=~

Ay by = 7 B, (1,1 ) + B a-B o
;%h 1°1= £ Byl 149) * By ay m

(PP PN
\ by (m=1,2,...). Voor elk tweetal na-
et n»m, 1s dan

mn
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n

Leid hieruit schattingen af voor 7 a, b,, als nog gegeven 1s dat de
L1=m

rij getallen ay monotoon niet-dalend is. .

Opg.97. 21J f(x) eigenlijk integreerbaar over het segment (0,2).
Laat zien dat K(x), gedefinieerd door

X+

K(x) m/ £(t) dt,
X

continu is op het segment (0,1).

Opg.98. ZiJ f(x) integreerboar over (0,c0), met oo als enig kritiek
punt. Dan is ook e ®* f(x) integreerbaar over (0,o0), als «xz0, en
er geldt 00

ey
lim 6/ e” % £(x) dx = j/ f(x) ax.
0

o () .
Opg.99. Is f(x) elgenlijk integreerbaar over (¢,1), dan is
4'1

v

2 A
Opg.100. Bereken G/Axe"x dx, Jf V%mg% .
: ) 1-%

: r(t)dt))dx = /’1 (1-x) £(x) dx,
/ 0

o0

Opg.101. Bewljs dat de volgende integralen bestaan.

1 1
[ x%log x ax (0<w<t) , [ w dx,
0 0

ol

&31. Enige toepassingen van het integraalbegrip.

1. Het meten van oprervlakken,

Is f(x) een positieve functie en K de figuur begrensd door de x-
as, twee ordinaten x=a en x=b (b>a) en de 1lijn dle de grafische voor-
stelling is van de functle y=f{x), dan zu%}en we aan K als oppervlakte
toekennen het getal J, bepaald door 3:3_/ f(x) dx, in de veronderstel-
ling, dat de integraal besta~t., Het 1is : hierbiJ nlet ultgesloten dat
f(x) onbegrensd is of dat a= -oc0 of b=oco 18. De gekozen oppervlakte-
definitie behoeft geen nadere toelichting: in § 23 schetsten we reeds
hoe de poging de oppervlakte van de figuur K te bepalen als eventu¥le
limiet van de oppervlakten van zekere in - of omgeschreven veelhoeken
ons leldt tot de opstelling van het integraalbegrip van Riemann.

Bestaat de beschouwde integraal nlet, dan kennen we aan de figuur
K geen oppervliakte toe,

De hier beschouwde figuur K is van een heel speclale gedaante.
Immers K 18 begrensd door drie segmenten van rechte 1lijnen, die op-
volgend loodrecht op elkaar staan, en een willekeurige lijn. Hebben
we een wlllekeurige figuur in het platte vlak, dan kunpen we trachten
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die te verdelen in een eindig aantal figuren van de beschreven speclo-
le gedaante en op deze wijze de oppervlakte te bepalen. Het is op dit
ogenblik niet onze taak, na te gaan onder welke omstandigheden dilt mo-
gelijk is, We geven allecn een voorbeeld. De oppervlakte van de een-
heldscirkel 1s 2x de OQQQSVlBKt@ van de halfcirkel, begrensdqdogfwge
x-a8 en de 1lijn y= +\/4—xa (-18x £1), en dus gelljk aan 2_/ Va-x? dx.
Op de berekening van deze integraal komen we nog terug. al

Is f(x) integreerbaar over (a,b) en negatief op (a,b), dan valt
de integraal j f{x) dx negatief uit, en is het tegengestelde daarvan
te beschouwen “als de oppervlakte van de als boven geconstrueerde fi-
guur K, Het is nu ook duidelijk, wat de meetkundige betekenlis 1s van
/b £(x) dx, als f(x) zowel positieve als negatieve waarden op (a,b)

a
aanneemt .,

2, Het meten van booglengten,

7Z1Jj gegeven een op een segment (a,b) continue functie y=f(x). In
het platte vlak stelt deze functie een zekere figuur voor, die op
grond van de continuTtelt van f(x) de naam "1iJjn" verdient. We vragen
ons af of het mogelijk 1ls op exacte grondslag een lengte van deze 1lljn
te defini¥ren en, indien dit niet algemeen mogelijk 18, voorwaarden
aan te geven waaronder het wel kan,

We stellen het probleem nog wat algemener, Laten gegeven zijn
twee functies x= ¢ (t) en y=y(t), gedefinieerd en continu op een
segment aztsb. Bij elk punt t uit dit segment beschouwen we het
punt met rechthoekige coBrdinaten (x,y) = (¢ (t),w(t)). Doorloopt t
het segment (a,b), dan doorloopt dit punt een zeker lijnstuk. We
trachten nu op de volgende wijze tot een definitle van de lengte van
dit lijnstuk te geraken,

Zij Im(to,tﬂ,tg,...,tn), met t =a en t =b, een willekeurige
verdeling van het segment (a,b). Bij t, behoort een punt Piu(xi,yi)z
m(?(ti),wy(ti)) van het beschouwde 1lijnstuk (1=0,1,2,...,n); P is
het beginpunt en Pn het eindpunt. We verbinden deze punten opvolgend
door rechte lijnstukken en krijgen dan een gebroken lijn, met hoek-
punten op het gegeven lijnstuk, beginpunt PO en eindpunt Pn’ waayvan
de Euclidische lengte gegeven wordt door

n .
2 2
lml(D)m ;Z_; \/(xj_“xj__.q) + (yi*yi__q)

(vgl. de metriek in een 2-dimensionale Euclidische ruimte, §16). Het
1igt nu voor de hand af te spreken: vormen de bi) alle mogelijke ver-
delingen D van (a,b) behorende lengten 1(D) een begrensde verzameling
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getallen, dan heet de bovenste grens van die getallen 1(D) de lengte
van het gegeven 1lijnstuk,

Het blijkt mogelijk om onder betrekkelijk ruime voorwaarden voor
de functies ¢@(t) en +(t) een integraalvoorstelling voor die bovenste
grens af te leiden, We zullen hier onderstellen dat ¢(t) en p(t) dif-
ferentieerbaar zijn op het segment (a,b) en dat de afgeleiden ¢'(t) en
y'(t) continuzjn op dat segment (we zeggen wel: @(t) en y(t) zijn
continu differentieerbaar op (a,b)).

Beschouwen we een verdeling Dm(to,tq,t@,...,tn) van (a,b). Op
grond van de middelwaardestelling van de differentiaalrekening (zie
§ 20, p.69) hebben we

{xinxi_qa P(ty)- 9ty )= oty ¢'(5,)
yi"yi__nf: '\P(ti)“\}f"(ti._q)z Atj_ W'(”y) )

1
voor geschikte ¥, en m, met t, ,<F,;<ty, ty_q<my< ti(ia1,2,,..,n).
Fan 1s n
o e
1) = 7 ety Ve (87 + v(my)

Nu zijn de functies ¢'(t) en +'(t) begrensd op het segment (a,vb).
Er is dus allereerst een constante K>0, zodat |¢'(t)] <K en
iw‘(t)!« K voor agt b, Verder 1s er, als we >0 willekeurlg kie-
zen, een positief getal ¢ te vinden, zodat !qﬂ(t)—lv'(t')l<'q als
as tab, ast'sb, lt-t'|l < d . Dus is W'(g’i)— »\;;'(':)1)]«:7) (1=1,2,...,n),
als maar de wijdte A van de verdeling D kleiner dan § is,

Hebben we in het algemeen twee getallen ¢ en d met

fc-dl < n lel < K, |dl <« K,

waar v en K gegeven positieve getallen zijn, dan 1s, voor willekeurige
a.!

i\/az s c° - \/32 ¥ d£3 < V?g. max (1,2K).

i

5B N e
Want dit 1s kennelijk Jjulst indien zowel Vg?+c‘<:Vr) nls a2+d2«:Vv7,
terwiJl we in het geval dat minstens één van beide wortelvormen z VM
is kunnen herleiden

IVQE+CQ..v%9+a21 =

cg—d"‘E ‘lcz—dq
Va4c®s Va4d® |~ V&;

Stellen we max (1,2K)qu, dan is dus

N‘f"( ‘31)2* w‘(ﬂi)g - Ve §1)2+ v ( Ei)gl < KV o,

voor i=1,2,...,n, als A <& . Dus

(D) - ﬁﬂmi qu'( 51)2 o' 1;:,1)2

n
<KV . 2 atg=K, (b-2)Vm

1=1
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als A<é. De aom in het linkerlid is een of andere tussensom van de
functie Vﬂy(t + o (e )Q t.o.v. de verdeling D van (a,b). Ult de
gegevens volgt dat deze functie continu op het segment (a,b) en dus
integreerbaar over (a,b) is., Z1j nu ¢ een positiefl getal. We kunnen

1 > 0 kiezen, zodat K ( )Vﬁ < %‘, en vegvolgens een positiefl getnl
51 s 0 , zodat het somversohix van~ \/§’ 4 ’(t)2 t.o.v. een verde-
ling D van (a,b) kleiner dan = is, als maar de wijdte van D klelper
dan 6 is. Op de gebruikelijke manier volgt nu

11(13) —/ Ver(£)2+ i (t)° dt§<e )

als de wijdte van D kleiner dan 51 is, Hieruit volgt:

k}j:; 1(Dy) _f \/q? CH \{a'(‘%:;)2 dt,
als Dk een convergente rij verdelingen van (a,b) doorloopt. We kunnen
hierbl] voor de Dk verdelingen nemen, die stuk voor stuk een verfij-
ning zijn van een willekeurig gegeven verdeling D. Nu volgt ult de
eigenschappen van de metriek in E,, d}f 1(D) = 1(Dk)’ als D, een ver-
fijning 1s van D, Dus is ook 1(D) = mé \/{Q (t ) + ' (t )2}dt, wat de ver-
deling D van (a,b) ook zij. In‘verband met de zoJjulst gevonden relatle
hebben we dan )

b ,
(1) 1lengte gegeven lijn= sup 1(D) ”u/ \A@’(t)2+f¢'(t)2 dt.

&

mi‘ﬁ

Als g@{t)=t, dan is w(t)=~(x) en verkeren we in het aanvanke-
1ijk beschouwde geval, De lengte wordt dan gegeven door

f Var v (x)8 4

Het kan rebeuren dat de functies ¢'(t) en «'(t) slechts conti-
nu zijn op het open interval (2,b), maar dat V@‘(t)2+ w‘(t)2 b.v. on-
eigenlijk integreerbaar is over (a,b). Men ga na, dat, bij de boven
gegeven definitie van lengte als een zekere bovenste grens, formule
(1) zijn geldigheld behoudt,

Op analoge wijze behandelt men, meer 2lgemener, de lengte van een
11jn in E . Laten gegeven zijn n functies x,= ?q(t): X o= qg(t),...,xnn
= Qn(t), van één re¥le veranderlijke, gedefinieerd en continu diffe-
rentieerbaar op een segment (a,b). Dan wordt de lengte van de door dit
stelsel functies voorgestelde lijn in E  gegeven door

2

b
la_g \/fp‘q(t)2 + tp'z(t)2 oot @t (£)° dt,

3. Gemiddelde waarde van een grootheid,

Het arithmetisch gemiddelde T van n getallen bq,bz,...,bn ( n een
natuurlijk getal) 1s gedefinieerd door
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ba+ba+., 4D
Eﬁ-‘ 1 “ n

n

Van een functie f(x), 2fhangende van een parameter x die varieert I1n
een segment (a,b) (b.v. temperatuur als functle van de tijd in verloop
van een etmaal), kunnen we onder zekere voorwaarden ook een gemiddelde
defini¥ren. We maken dnartoe het arithmetisch gemiddelde op van n
"eerll jk" gekozen functiewnarden en voeren, indien mogelljk, een 1li-
mietovergang uit. Verdelen we het segment (2,b) in n gelijke delen en
beschouwen we de ultdrukking

4 O
- 22: (a+ = (b-a)).

b-a
Ncemen we ”E;'x lengte van een subsegment & , dan staat er

= ZZ:f a+ia)a , wot een tussensom 1s van f(x) t.o.v. de verdeling
' B
van (a,b) in gellijke delen. We wetendat,indlenf (x) begrensd enintegreer-
baar is over (2,b), deze ultdrukking nadert tot de limiet

5:5 V/ (x) dx voor n—»o00. Deze laatste ultdrukking heet dan ook per

definitie het gemiddelde van £(x) oser (a,b),indien f(x) begrensd en
integreerbaar is over (a,b).

L., Van een rechtlijnige beweging worden de snelheid en de versnelling
wiskundig gedefinieerd als de eerste resp. tweede afgelelde van de
functie s(t) die de afgelesde wey aangeeft 2ls functie van de tijd:
v(t) = g«%éﬁl , alt) = S22 . We veronderstellen nu dat van een
gegeven beweging snelheld en versnelling 1in de genoemde zln bestaan.
Dan 1s s8(t) een primitieve van v(t) en verder v(t) differentieerbaar,
dus continu. Volgens de hoofdstelling mogen we dan besluiten dat de

afgelegde weg tussen twee tijdstippen a2 en b gegeven wordt door de
formule b

g(b) - s(a) z‘/ v(t) dt.

8§32. Gonlometrische functies.

We beglnnen met een meetkundige inlelding. We tekenen de een-
heldscirkel, gegeven door de vergelljking
x2+ygxﬁ en beschouwen de positleve y-as en

///Wn een willekeurige halfrechte vanuit de oor-

“
M//) sprong, die boven de x-as verloopt (links of

rechts van de y-as). Laat (x,y) het snijpunt
van die halfrechte met de eenheidscirkel zijn
en o, de hoek die de halfrechte met de posi-
tieve y-as maakt, Dan 18, omdat de straal van de cirkel 1 i8, sinw =X,
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Het gnat er nu nllereerst om, langs annlytische weg tot een defl-
nitie van de functie x=sin« te komen. Nu is het merkwaardige dat de
bepaling van de waarde van x gemakkelijk is (abscis van een punt),
maar dat de bepaling van « enige moeite kost. Het 1igt dus voor de
hand eerst « als functie van X te bestuderen, d.w,z. de inverse func-
tie e« = arc sin x te beschouwen. Voor o , als maat van de beschouwde
hoek, nemen we de lengte van de hierbil] als middelpuntshoek behorende
cirkelboog op de eenheldscirkel,

Iavﬁﬁi%) een punt van die cirkelboog, dan is tQ+y
dus y= V1-t° (0s tsx resp, xst=0). De lengte van die cirkelboog be~-
rekenen we volgens het in 8§30 gegeven voorschrift, We hebben

x/% sy 2. \/1 b (b2 1

) .
V1-t© V-t

De laatste uiltdrukking 1s continu op (0,x), als x| < 1, Dus vinden
we

Em’l en y >0,

fx dt

(1) o = arc sin x = _—
%3 ih_tu
/‘

Voor x< 0 zijn x en o« beilde negntief., Verder is oneigenlijk in-
;ﬁ»tz
tegreerbaar qver (-1,1), met -1 en 1 als kritieke punten (ga na): de
at dt
Integralen : en = zijn convergent. Volgens de opmer-
j% Vi-t? é/ Viet’
king aan het elnd van §30 geeft het rechterlid van (1) dus ook de

booglengte als x=1 of -1,
We definiEren nu

/X dt )
(2) arc sin x = ] ( Ixt=n
n Vit ’
1 )
(3) J/ et~ arc sin 1 - % .
o V1-t°© “

(kwart omtrek van de cenheldscirkell!). We werken nu verder met de for-
mules (2) en (3) zonder van het voorgeande gebruilk te maken.,

VOOr 08 <1 18 s = oty

V1-t<  Va-(-t)
arc 8in (-x) = - arc sin x, zonls men inzlet door terug te grijpen op
de definitie van het igteggialbegr{g.%ggv Bigmxwqumgvokﬁ arc 8in (-1)=
arc 8in 1, Dus is‘[1 VET?? = ’j; vqug =3

De functie y=arc s8in x 1s als integraalfunctie continu op het
segment (-1,1). Verder is y=arc sin X monotoon stijgend op dit segment,
daar de integrand continu en positief is voor -1<t <1 (vgl. opg. 95 ).
Dus mogen we deze functie inverteren. e inverse, die we voorstellen
door x=8in y, 1s gedefinleerd, continu en monotoon stijgend op het seg-
ment (- %% %), terwijl de waarderverzameling het segment (-1,1) is,

, dus is, voor 0sx <1,
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We merken nog op dat bij de hier gegeven definities de hoekeenheld
de radiaal genoemd wordt, Zo is de grootte van de gestrekte hoek, d.1.
de lengte van de halve omtrek van de eenheidscirkel, gelijk aan 7.

De sinusfunctie kan op voor de hand liggende wijze worden voortge-
zet buiten het vak (- 5 , x). We defini¥ren

(#) sin (x+2km) = sin« } (k geheel, - gﬁmﬁg ).

(5) s8in (o#k+1)7) = - sine

De wearde van sin y voor y= + g + 2k (welk getal we kunnen schrijven
als g + 2km en als - g + (2k+1)7) wordt hierbij ondubbelzinnlg vastge-
legd. In het algemeen is door de omkering van (2) en door (4) en (5) de
waarde van sina vastgelegd voor elk reel getal « . Speciale waarden
zijn (k geheel):

(6) s8in k7 =0
(7) sin ( Z+2km)=1, sin (- %+2knjm -1,

Men gaat gemakkelijk na dat x= 8in y overal continu is, Deze functie is
in opvolgende intervallen ter lengte m beurtelings monotoon stil jgend
van -1 tot +1 en monotoon dalend van 1 tot -1, zoals volgt ult de monoto-
nleop (- 5 , + ) en de definlties (4) en (5).

We willen nu de afgeleide van de functie x= sin y bepalen. Uit (2)
en een elgenschap van de integraalfunctie (zie p.96) volgt:

d are s8in x g
= als -1T<x <.
X i7ﬁ—xg

Veor de inverse functie geldt dan (zie p.67, stelling):

3 siny — i e ) o
W“%-x m\/’l-siny Blu—g'(y('g.

Uit de definitie van sin y voor |yl»> % volgt dan dat x=gin y differen-
tieerbaar 1s als y # + g + 2kmr (k geheel). Zij k een geheel getal en
Vo= £ g + 2k . Dan is lim sin y = + 1, en dus

I=>Vq

lim §-§%§~1 = 0, Passen we de eerste regel van 1'H6pital toe op

y=>Tq sin y - sin y,
het quoti¥nt t.a.v. het punt Vs dan vinden we
y -,
iny - 8in y
d a8in 8 0 d s8in
(wuam—mz) = 1im = 1lim —~3—-1 = 0,
Vo ysy, v -y, vy,

Per definitie stellen we nu
(8) ng%ﬂml = CO8 ¥ ( y willekeurig redel).
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Dan 18 cos ymwtm-sin y als er een gehele k 18 met -~ = +2k77ﬁyé2— +ekir
en coB y= - V%-sin?; als er een geheel getak k is met
- F+ (2ke)m s y& % + (2k+1)7 . Steeds is dus

(9) siney + aosey =1,

Verder hebben we de volgende specinle waarden (k geheel):
(10) cos ( g + k) = 0
(11) cos 2kmr =1, cos (2k+1)7m = -1,

De functie x=co08 y kan ook gedifferentieerd worden. Voor
- g + 2kn<y< g + 2k vinden we

dcosy _d Vg~sin2y - 8in y cos y _

R Y e ; - gin y ;
y y V%-sindy
voor - g + (2k+1)m < y< T + (2k#1)m krijgen we
d cos y d /i 2.+ 8in vy cos vy
e i 1-81n“y = = - sin y.
@y ] VQ~sin£y

Als boven tonen we aan, dat dlt resultaat ook geldt als y= + % + 2km .
Dus geldt algemeen:

(,12) d cos Yy -

5 - 8in y.

We beschouwen nu de ultdrukking sin X cos y + ¢cos8s x sln y. We
zullen aantonen, dat deze ultdrukking alleen afhangt van de som der
variabelen x+y. Laat ¢ een willekeurige re&le constante zijn en laat
X en y zo varidren, dat x+y=c 1is, Dan is

8in x cos y + cos x sin y = sin x cos (c-x) + cos x sin (c-x)

een functle van x; door differentifren vinden we, onder toepassing van
bekende regels (zie p.66, (3') en p.67,(6), met @(x)=c-x ):

%E' {ain x ¢cos (c-x) + cos x sin (c—x)}

= cos x cos (¢-x) + sin x sin (c-x) - sin x sin (c-x) - cos x cos(c-x)

®
mc,

De beschouwde ultdrukking is dus constant (zie p.69, III). Nemen we
x=C, y=0, dan vinden we dat die constante gelljk 1s aasn sin c. Dus is

(13) sin x cos y + co8 x 8in y = sin (x+y).

Deze formule geldt voor alle x en y, omdat ¢ willekeurig was. Het 1is
het additietheorema van de sinusfunctie.
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Uit (13) kunnen tal van elementaire goniometrische formules wor-
den afgeleid, We vinden b.,v,
(14) sin (x+7) = - sin x, cos (x+m) = - cos X
(15) sin (x+2m7) = sin x, cos (x+2m) = cos X
(16) sin (g'-x) = CO8 X, dus cos (g -x) = sin x
(17) cos (x+y) = cos x cos y - 8in x 8in y
(18) sin (7-x) = sin x, cos (m-x) = - co8 X
(19) 8in (-x) = - 8in x, cos (-x) = cos x
(20) sin (F +x) = cos x.

Uit ("15) volgt det sin x en cos x periodieke functies zijn, met perio-
de 2 (zle ook (4) en (5)). Er is geen kleinere periode omdat b.v,

8in x ultsluitend positieve waarden heeft in het 1nterval - %4 x<-g

en ultsluitend negatieve waarden in het interval §~:x< %E . Uit (20)
volgt dat de grafiek van y=cos x ontstaat uit die van y=s8in x door op-
schulven in de richting van de x-as over een afstand ~‘% .

We definiBren nu tgx en cotx door de formules

sina . CO8 o
(21) tego T cosw cote T o8ine

Deze definities gaan niet op voor die waarden van e« , waarvoor de noe-
mer in de betreffende formule de waarde O heeft. We weten al dat
sina =0 voor w«=km (k geheel)., Uit de hierboven genoemde monotonie
van 8in x op intervallen volgt dat dit ook de enige waarden van « zijn
waarvoor sin« =7, Evenzo is coso =0 dan en slechts dan als
o = %+k7¥. Dus 1s tgx slechts gedefinieerd als o # (k+)7 en cotw
slechts als o #f k.

Uit (14) en (19) volgt
(22) tg (x+m) = tg x , cot (x+m) = cot x
(23) teg (-x) = -tg x , cot (-x) = - cot x
verder hebben we
(24) tg ig'-x) = cot x, cot (g'-x) = tg X,

We bepalen nu de afgelelden van y=tg X en y= cot x. Gebruik ma-
kende var de regel voor het differenti¥ren van een quotient (p.66,
formule (5')) vinden we

) ~
dtgx 4 sinx cos“x + sin“x

s o
]
x dx cos x cosex

(25) 38X Do (x4 (kid)m)

ooB"xR
en d oot x - 4 cos X _ ~sin2x - co&gx
ax dx BIn x 7 e

gin™x
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(26) g gzt 2 m'-sii?x (x # W),

Uit (14) en (21) volgt dat tg x en cot x pericdiek zijn, met perio-
de 7, Desar deze functies op intervallen ter 1engte'g beurtelings posi-
tief en negatief zijn, is er geer kleinere periode. Uit (25) volgt dat
tg x monotoon stijgend is op elk interval ((k-%)™ ,(k+3)W); wegens

1im ¥ tg x = -ocen 1lim T tg x= oo (let op (7), (10) en het teken
x- (k3 ) x = (k+5 7
van ¢os X rechts van Xm(kiﬁ)ﬂj, neemt tg x dus in elk van die vakken
monotoon toe van - oo tot + oo, Evenzo neemt cot x in elk vak

(kw, (k+1)T) monotoon af van +ootot - oc. Wegens (6),(7), (10) en (11)
i1s hierbi) tg k=0, cot (k+)w=0,

De waarden van sin & , 81n g-, sin ¥ T worden op de bekende wijzp
uit (9), (13), (16), (ﬁ?? afgeleid. Zo heeft men sin % T = uos'%

ésine'%-+‘sin2“§fx1* sin”ﬂ = 2 sin\g cos 6 =2 sin & Y sin'% dus 2 8in 6::1

en sin %— = cos a:\/'lm—'sin“ '{g . Dus

T=14, siny =32, :ain‘%" - 13,
27) | cos = 4n3, cos T= 3V, cos
3 Ly

i
N

(28)
cot T =03, cot T =1, cos g = %\/;
Men kan nu ook de waarden van de beschouwde functies in de punten
X= L 4+ k*w R E + K W',“E + K % bepalen, op grond van de formules (14),
2 2 -
? en (24). ‘

We kunnen ook verschillende integralen van gonlometrische functies
berekenen, We hebben b,v,

b b
2 gin x dx = - co8 x/ = C08 8 - 08 b,
a
b
cos x dx = sin x/ = 8in b - sin a,
a
a
by b
dx
—= = X/ = tg b~ tg 2
cos“x /a ’
mits het segment (a,b) géén der punten (k+: )T bevat,
éf §§§~ = - cot x/b = cot a cot b
gin™x a ’

mits het segment (a,b) géén der punten k7 Dbevat.
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A1 deze resultaten worden onmiddelll jk verkregen door toepassing van de
hoofdstelling van de integraalrekening.

Tenslotte richten we onze aandacht op de inversen van de vier in-
gevoerde functies. We teginnen daartoe met de stelling op p.41 in her-
Innering te brengen, dle handelt over het inverteren van een functile:

Is f(x) gedefinieerd, monotoon stijgend (of dalend) en continu op
een interval (a,b) (al of nlet gesloten), dan geldt:

1, de waardenverzameling van de functie is een interval (=,B)

2. de inverse functie van f(x) is gedefinieerd, monotoon stijgend
(resp. dalend)en continu op het interval (e,f).

Pe vier beschouwde functles ziljn op intervallen monotoon, We mo-
gen dus bovengenocemde stelling toepassen, onder de voorwaarde dat X
alleen een interval doorloopt, waar de betreffende functle monotoon is.
Voor zo'n interval kunnen in principe verschillende keuzen worden ge-
daan, Wedoen bljelk vande vier functies een zeer bepaalde keuze voor
dit interval (gerechtvaardigd door de in het voorgaande bewezen elgen-
sehappen). Deze keuze blijkt uit het volgende lijstje, waar tevens de
notatie voor de inverse functle 1n aangegeven 1s, benevens het inter-
val waar dle inverse functie gedefinieerd is,

functie |  intervsl | inverse functie interval
y= 8in x ~'% § XS% x = arc sin vy -18y &1
y= COB X 0O gxsw 1 X = arc cos y -1g8y s
y= tg X -% cxcg- é X = arc tg y —ou ey <o
y= CcOL X 0 «x <™ 3 X = arc cot y - LY € o

De grafische voorstellingen van de vier inverse functleg zlen er als
volgt uit:

/

3 o Ty 3 “\\\\\

X= QPG $in y Kz are cod y
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Zoals ult voorgaande formules volgt hebben we de volgende betrek-
kingen:

arc s8in (~y) = - arc siny , arc tg (-y) = -arc tg v,
(Qg)iarc cos X = arc cos (W-x) , arc cot X = arc cot iM-Xx).

Specilale waarden zijin:

arc sin 0=0 , arc cos O= &
, arc 8in 1= & , arc cos + = 1
(30) g2t T3
arc 8in (-1)= - T , arc cos  (-1) =m
[ s
arc tg 0=0 , arc tg 1 = g , ete.
terwijl
1im arc tg y = - = , lim arc tg y = &
(31RY 73177 - y e 3
1im arc cot y = W lim arc cot y =9,
y—-g—-oﬂ va-'-iw-)

De vier zo juist ingevoerde functies kunnen cok gedifferentieerd
worden. Toepassing van de stelling on p.67 lever: b.v,

d arc sin y 1 (d sin x, _
dy - dx  ‘x=arc sin vy
1 1 ! ¢
=S e s (v )
- T-8in"x ’Jﬂ—y

men bedenke hierbij dat cos x > C is en we dias de positieve wortel moe-
ten nemen, omdat x=arc sin y tot het open :rterval (—'% s %) behoort .
Het resultaat klopt met wat we aan het bezin van deze paragraaf vonden.
Evenzo vinden we

d arc cos y , , ;4 co8 X
=1 { ax )xmarc cos y

dy
men ~m£mww «%Lw’ﬂ(yfﬂ)
m e e - — “»u- & s
sin X WJﬁucas b wﬁﬂy”

d arc tg y L4 tg x 4. 1
y = 12 (g~ )xear gy = ?



2
= s’ = = ,q = —m— (y willekeurig),
cos® tgfx+1 YT
d arc cot v _ . , ,d cot x ) L2 A

v+
(y willekeurig).

Samenvattend hebben we dus:

d arc sin vy 1 d arc co8 y 1 ‘
(32) = e S = — (-1 ¢y <)
dy ,\\/q”yg h{V I\/q_y
, d 4 d arc ¢ot 1 )
(33) argvtg - - 5 ;o Evb == r— (-eccycod),
y'%ﬂ : y 4

Deze resultaten kunnen wecer worden gebrulkt voor de berekening
van enige integralen., We zullen daarbij bij voorkeur de eerste formule
(32) en de eerste formule (33) gebruiken. We hebben

(34) ;

b

i
o

rc 8in b - arc sina (-1<«38 <b <1)

(35) J ~gi; = arc tg b - arc tg a (a,b willekeurig).
a oy +

We weten al dat *wmmw onelgenlijk integreerbaar is over (-1,1) en

dat —31— oneigenliJk 1-
v+
in overeenstemming dat de rechterleden van (34) en (35), als functile

van b, eindige limieten hebben in b=1 resp. b= ecen, als functlie van a,
eindlge linkerlimieten in a=-1 resp. a= - oo, We krijgen zo de formule
(31),

integreerbaar 1s over (~aﬂ,wo). Hiermee is

(3) terug, en verder, lettende op

dy o dy
(36) w-——g———k Wi e '_7.5____] s ‘Tr
ye+1  ® ' 1 "1

n»

Opg,102. Bewijs dat arc sin y :'% - arc cos y (- gfésy'ﬁgﬁ en leid met
behulp hiervan de tweede formule '32) uit de eerste af.

Opg.103. Bewl]s dat arc tg y = @ - arc cot y (y willekeurig) en leid
met behulp hiervan de tweede f@?mule (32) uit de eerste af,

Opg. 104, Differentieer sin® (ax+t' {a,t willekeurige constanten).
Opg.105. Differentieer log cos x :~'§ x<f).

0pg.106. 213 f(x) gedefinieerd dotr i

£{0)=0, f(x)=x sin % vosr 0 «x £1,

Bewljs dat f(x) integreerbaar is over (0,1), Ga na, wat er valt
op te merken aan de grafilek van y=x sin % .
0pg.107. Voor 0O < m.ag 18 8in o <enctgek .
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Opg. 108, BewlJjs dat sii L monotcon dalend is op (O;%J, en leid daar—

uit de volgende ongelijkheid af:

2 .
S < sin o o voor (»4«(%.

(pg.109. Bewlijs, o.a. door toepassing van de tweede middelwaardestel-
ling van de integraalrekening, dat de volgende integraal bestaat:

o

[sin x
)

dx,
9]

0pz.110. Bewljs dat de functle y= sin x geen limiet heeft in het punt
K= evor ,
Opg.111. Bepaal

lim & (Y 44sin x-1), lim ok sin X - c08 X gy on gqp X

[P —

& 3
X -0 X - QO sinzx 7 - oo oD
4 n
1im - 2 gin LU=
n n
T vy ey i
Opg.172. Bewl]js s
1im ,{ (sin x)" dx =0,
N3 oo O

§ 33, Hyperbolische functies.

X .
Het uitgangspunt van de vorige pavagraafl was de 1Integraal J dt S
e
waar -7 $x 1. We wensen nu te beschouwen de functie g(x), o It
gedefinleerd door

X
, ’ dt
(1) 2x) = At
T+t7
Paar de integrand continu is voor alle t, is g(x) door (1) gedefinieerd
op het interval (= o0, on). Rovendien is g{x) differentieerbaar; we heb-
ben .
y W ( 2)
g \X> = —prE (h" o0 X el )
T+x7

S
Omgekeerd heeft ﬁ/ﬂ/%+x“ als primitieve de functle g(x), gedefini-
eerd door (1). Nu 18 er een andeve functile, heel anders gedefinieerd
St
dan (1), die ook een primitieve is van 7/“/}+x”. We hebbten n.l.

d z g X
log (x+N1+x%) = e T *)
ax i 1exS Al1ex®
1
Vex©
Deze aflelding geldt voor alle x, omdat vecor alle x, ook negatieve
2
X, x+“J%+x positief is.
‘ We weten dat twee primitieven van eenzelfde functle hoogstens een
econstante verschillen. Verder hebben g(x) en 1og(x+fVﬁ+xa) beide de

e -

l/ »
1 VxS ax
- TR i e =
x+“J1+x“ V14ex©

[l
i

v
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waarde O voor x=0, Dus geldt:

...... »
(2) g(x) = log (x+"V14x%) (x willekeurig).

Dit resultaat, dat hier enigszins ult de lucht komt vallen, zullen
we later ook langs meer systematlsche weg verkrijgen.

Daar in (1) de integrand steeds positief is, 1s g(x) een monotoon
stijgende functie van X op het interval (- oo,00).

We weten al dat g(x) continu (en zelfs differentieerbaar) is op
(=00,c0), Verder volgt uit (2) dat lim g(x)= oo 1is, Dit kan cok uit (1)
worden afgeleid en wel 2ls volgt, Koo

2 2
Voor x 21 18 1+x~ g 2x7, dus
1 - b b
/ 1+¥§ 2 A . Voor b »1 is dus“/ wrﬁﬁﬂm.;‘/ ax = ~l log by
x V2 1 Va4x© 1 xV2 V2
en dus g(b)> j% log ». Hieruit volgt de bewering (vgl. het bewlJjs van
stelling IV op p.111).
Cp analoge manier toont men aan: lim  g(x)= - oo, Verder is

g(0)=0, Op grond van de bovengenoemde Teélfen mogen we besluiten dat de
functie y=g(x) een inverse bezit, zeg x=f(y), gedefinleerd,monotoon
stijgend en continu op het interval (-eco,cc), met als waardenverzame-
ling het interval (-oo0,c0), Specisal is £(0)=0, dus £(y)< O voor y <O
en £{y)>0 voor y >0, Op grond van (2) kunnen we een explicilete ultdruk-
king voor x=f(y) vinden,

Z1j y een willekeurig re¥el getal. Dan voldoet x=f(y) aan
1Gg(x+(V1+£§)ny. Dus x+ V%zgémey, waaruit we afleiden

T = eymx,

) < S
14x° = e?y-ﬁxej+x‘,
QXQy = eay—ﬂ,

dus
x=}(e¥-e7V),
We stellen nu per definitie
(3) shy =3i(el-e™) (sh = sinus hyperbolicus)

en stellen de inverse van deze functie, dat 1s de functie y=g(x), voor
door

(%) y = arg sh x (arg = argument).
We hebben dan
(21)  arg sh x (=g(x)) = log(x+V1x?),

terwi]l x=8h y en y= arg sh x beide gedefinieerd, continu en monotoon
zijn op het interval (-co, o), Specisal i8 sh0=0,.
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makkell jk na, dat, voor b >1, de functie y= 1/ -ﬁ+xg oneigenllijk inte-~

greerbrop isover (1,b), met 1 als links kritiek punt. We mogen dus defl-

ni#ren <

dt
(5) h(x) *w/ p—
1 V-st
Op dezelfde manler als hierboven kan men bewljzen

(6) h(x) = log(x+ V-14x2).

De functie y=h(x) 1s continu en monotoon stijgend op het 1links gesloten
interval (1,o0), met h(1)=0 en 1lim h(x)= oo . We mogen deze functie dus
inverteren, De inverse functiel z&x xqu(y), is gedefinieerd, continu
en monotoon stijgend op het links gesloten interval (0,co0). We lelden
weer een expliciete uiltdrukking voor deze inverse functie af,

ZiJ y een willekeurig refel getal z O en xmfﬂ(y). Dan is

i

i) i) s
~ﬂ+x*me“y~£xey+x£,

dus xmg(ey+e‘y).

We definl&ren nu

(7) chy = 3(eV+e™) (¢ch = cosinus hyperbolicus)

en stellen de inverse van deze functie op het vak (0,c0) voor door

(3) ¥y = arg °h x,
zodat

‘ S
(61) arg ch x(=h(x)) = log(x+ V~1+x“).

HlerbiJ 1s dan verder x=ch y continu en monotoon stijgend voor yz O, en
y=arg ch X voor x2z 1.

We merken meteen op, dat het rechterlid van (7) niet alleen voor
¥20, maar ook voor y« O gedefinieerd is, Alleen is de functle niet
monotoon 8tijgend, maar monoteon dalend voor y< O (zle beneden); inver-
teren geschiedt daarom alleen op het vak (0, o).

In de benamingen van de door (3) en (7) gedefinieerde functies 1is
al een verband gesuggereerd met goniometrische functies. Tot nog toe is
dit verband alleen tot ulting gekomen in de integraalvoorstellingen
voor de inverse functies (vergelijk (1) en (5) met & 32,(2)). In het
volgende zullen we nog veel meer gemeenschappelijke trekken ontdekken.

We merken en passant op, dat we de integralen (1) en (5) hebben leren
berekenen,
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We gaan nu de functies y= sh x en y= ch x nader bestuderen, alleen
gebrulk makende van de definities (3) en (7). Dat deze functlies continu,
en zelfs differentieerbaar zijn op (-0, 00), 1s evident. We vinden

d 82 X é(ex+e~x)’ d 52 X _ %(ex_e~x)’
dus

d sh x d ch x
(9) St =chx, —35— = sh x.

Nu 18 ch x >0 voor x#0 en sh x>0 voor x>0, 8h x<0 voor x<O0 (want
e*>1>e™ voor x>0). Dus is (zle stelling IV, p.69) sh x monotoon
stijgend op het hele interval (-oc, o), ch x monotoon stijgend voor
x>0 en monotoon dalend veoor x <0,

Uit (3) en (7) volgt onmiddellijk

(10) sh O=0, ch 0= 1
(11)  sh(-x)= - sh x, ch{-x)= ch x,

De toename resp. afname van sh X en ch x voor grote waarden van X 1s
exponentlieel, zoals blijkt ult de volgende formules:

1m SBX L qim 3 (1-e” %)= )

3 |
X 00 eX X o0
en evenzo
sh x . ch X ; ch x
1im =< = -5, lim “hx = 5, 1lim - = 5.
Ko e e K o o0 (2] Ko -y €

De grafleken van de belde functies zlen er als volgt ult
Y 4

/

%‘P

y=8h X, y=ch X
met raaklijn in (0,0)

Verder kunnen we afleiden

mhzxnshex = g [ (ex+e—x)2 _ (ex_e~x)21

) - -0
= g- [92x+2+e'2x-ezx+a—e x]

(12) ¢h®x - sh°x =1,

=,

Hierult, en ook ult de definities, blijkt duldelijk dat ch x> sh x is
voor alle x, Ook 18 ch x 21 voor alle x, Verder neemt
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« 1
¢h X - 8h X = gm-r—rsR¥% = X

snel tot O af voor X -+ oo,
Uit (3) en (7) volgt
(13) e~ chx +shx, e =chx - shx.
We vinden nu ook gemakkelljk het additietheorema voor b,v. de functile
y=8h %X

KEY gV L (X, eV oe R oY)

e

sh(xiy)=3(e

= % {(ch x+sh x)(ch y+sh y)-(ch x-sh x)(ch y-sh y)] ’

dus

() sh(x+y) = sh x chy+ ch x sh y.
Evenzo heeflt men

(15) ch(x+y)=sh x shy +chx chy,

)
dus b.v. ook sh 2x=2 sh x ch x. ch 2x:sh“x+chQXmﬂ+29h2xm20h2x—1.

Van perlodiciteit 18 hi=2r nlcin e bespeuren (zie echter analyse 11,
waar het verband tussen goniometrische en hyperbolische functies beter
ultkomt).

We voeren nu in

- sh X ch x
(ﬂ@) th » - %ﬂ“; P cth X = EEME

(uitgesproken tarngens hyperbolicus, cotangens hyperbolicus). De eerste
functie is geodefinierrd vonr 211: x, de tweede alleen voor x#0. Er
geldt

X =X PRRYb 4
) =" e .. 1-e
1im th x= lim € Iy T Lim - LT T 1,
X-»00 Xx~o0 7 e Xacol+e
- . -y

; . e XX 1%
lim th %= lim - —IXTR = 1im e e =
X > =00 X w00 0 H4eT X mo0 e

dus ook

lim c¢th x =1, inm octh o= -1,
Koo e O

Verder zljn th x en cth x(x#0) differenticerbaar:

2 2. 2 2
d th x ch"x-sh™x d cth x sh™x-ch™x
X : Ly T = " ’
ax ch%x X Shax
dus
d th x 4 d cth x g
(1) SE e = -l (%40).
x ehex ax sh®x
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Dus y= th x 18 monotoon toenemend op het interval (-oo,c0), terwijl
y=cth x monotoon afneemt zowel op (-o00,0) als op (0,c0), Tenslotte 1s

(18)  1im™ cth x = ~o00, 1im ' cth x = co.
: X0 X-»0

De grafleken zien er nu als volgt ult,

Y
: e
e
| -
& : .

&34, Parti¥le integratie.

Stelling. Laten twee functies f(x) en g(x) gedefinieerd zijn op een
interval (a,b), elgenlijk integreerbaar over elk inwendig subsegment
van (a,b), en op het open interval in het bezlt van een primitieve, en
wel resp. F(x) en G(x). Onderstel, dat lim™ F(x) G(x) en 1im~ F(x) G(x)
bestaan en eindig zijn. x>a X—+b

D b
Indien danJ/ g(x) F(x) dx vestaat, dan ookJ/ f(x) a(x) dx, en er
geldt: 8 a
Eb /‘b

b ’
(1) £lx) 6lx) dx = F(x) a(x) | -/ s(x) F(x) dx,

a la  “n
b
.../ F(x) __ale GXX dx.

b )dF X) b
a a

anders gezegd:J/ G(x - dx = F(x) G(x)
a

Bewijs. Op het open interval (a,b) geldt krachtens onderstelling

F'(x) = £(x), 6'(x) = g(x). Dan is ook, krachtens de regel voor het
differenti¥ren van een product,

(2) g% {F(x) 6(x)}= o(x) a(x) + P(x) g(x).

zij (z,u) een inwendig subsegment van (a,b). Dan ziJjn f(x) en g(x)
eigenlijk integreerbaar over (z,u) en F(x) en G(x) continu op (z,u).Dus
£(x) G(x) en F(x) g(x) zijn eigenlijk integreerbaar over (z,u). Wegens
(2) mogen we den de hoofdstelling van de integraalrekening toepassen;
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we vinden
/u 3 (M
/ {f(x) G(x) + g(x) F(x)lax = F(x) a(x)| ,
z / 'z
dus u .
/z £(x) G(x) dx = F(x) s(ﬂiz [ &(x) F(x) ax.

Bij vaste z hebben, krachtens onderstelling, belde termen in het rech-
terlid een elndige linkerlimilet in het punt u=b. Evenzo hebben bl]J vaste
u beilde termen een elndige rechterlimiet in z=a., We hebben daarbij, als
c een inwendig punt van (a,b) is,

- u fu | ]b b 4
Rl | - [ e(x)F(x)ax] - F(xm(x)ga - etx)R(x)ex,
+ C ¢
1 {(5(x)6(x) | - [ s(x)tx)ax |« Flx)a(x) | - [ s(xr(0

u
uezelfde linkerlimiet in b en rechterlimiet in a hebben_/ f(x)a(x)ax

¢ b
rer J/ x)dx. Dus bestaan, krachtens definitie, J/ f(x)a(x) dx
¢
fn%/ f(x)G x)dx, en er geldt
a b b b
[ £(x)6(x)dx = F(x)aml - [ s(x)F(x)ax,
e c ¢
¢ ¢ ¢ ’
[ t(x)a(x)ax = F(X)G(x)i - [ elx)F(x)ax.
a a “a

Door optelling ontstaat (1).

De zojulst bewezen stelling 1is van groot belang voor het berekenen
of herleiden van allerlei Integralen. Globaal gesproken, kunnen we

fhf(x)G(x)dx berekenen, als we de factor f(x) kunnreh integreren en
‘7b g(x)F(x)dx kunnen bepalen; de tweede integrasl ontstaat hierbij uit
de eerste door de ene factor van de integrand (e integreren en de ande-
re te differenti¥ren. Omdat hierbij begonnen wordt met slechts een fac-
tor van de integrand te integreren, spreken we van partiBle integratie,
Theoretisch kan men een integrand op 2llerlei wijzen in twee factoren
f(x) en G(x) splitsen; in concrete gevallen gaat het er om een zodanige
factor f(x) te kiezen, dat we die kunnen irtegreren en bovendien de in-
tegraal in het rechterlid van (1) ven eenvoudiger type is dan die in
het linkerlid,

De voorwaarden voor de toepasbaarheid van (1 kunnen beknopt als
volgt worden opgeschreven:
"4) f£(x) en g.x) zijn integreerbaar en hebben primitieve F(x) resp.G(x),
met hoogstens & en b als kritieke punten;
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2) de uitdrukkingen in het rechterlid van (1) bestaan,

Uit de voorbeelden zal blijken dat de stelling ook van toepassing ls op
allerlel oneigenlijke integralen,

Voorbeelden,I, Willen we x log X integreren, dan nemen we x als de tedn-
tegreren factor en log x als de te differenti¥ren factor, Het effect
daarvan 1s dat de logarithme verdwljnt. We vinden b.v,

2 2
jg x leog x dx mvé ga{ﬁxg). log x dx
o] ba)
2 [ Lo 2 1
= $x“log x ~JQ xS - dx
= 2 log 2 - ﬂx? : = 2 log 2 - %
= g K- ,‘im fes g .

II. Voor het integreren van log X nemen we een constante
factor 1 als de te integreren factor. We vinden

/2 /% q |
dé log x dx qu gx X+ log x dx
1 m .
= X log x *[ o 2 log 2«1,
a X
Ook 1s
A g 1
/ log x dx = x log xi _'/ dx
X 0 0
-0 - 1im x log x - / ax = -1,
X - 0 N
o0 o
-X / -
111, [ x e ax = -/ x & (e™®)ax
J v dax
a a
o0 SO0
= -X e x} + / e™™ ax
a 'a
OO ’C\»ﬁ
-X -X -a, -3
= -X € j -e | =3 e "+e
a a

Er is een analoge formule voor onbepaalde integralen. Zijn F(x) en
G(x) differentieerbaar op een gegeven interval (a,b), met F'(x)=f(x) en
G'(x)=g(x), dan 1s (F(x)G(x))'=f(x)6(x)+g(x)F(x), of wel F(x)G(x)=
ndf{f(x)G(x)+g(x)F(x)} dx. Dan 1s ook

(3) /r(x)a(x)ax = P(x)6(x) - [g(x)P(x)ax (a<x<b).

Het is hilerbij goed te bedenken dat een onbepazlde integraal een zekere
schaar van functles voorstelt, die onderling een constante verschillen,
Formule (3) moet blijkbaar zo gelezen worden: blj elke keuze van een



primitieve in het rechterlid levert dit rechterlid een of andere primi-
tieve van f£(x)a(x) (zie p.95 en 97),

De voorwaarden voor de geldigheild van formule (3), die slechts een
andere manier van opschrijven van formule (3') op p.66 is, zijn veel
zwakker dan die voor de geldigheid van formule (1): er wordt slechts
getlst, dat f(x) een primitieve F(x) heeft en dat G(x) afgelelde g(x)
heeft. De formule kan gebrulkt worden voor de berekenling van primitieven,
B.v.

.
‘ - - ~X
j{x e * dx = - x e +J/@ dx

i -X
m o= X @ - €

§ 35, Je substitutiemethode,

We bespreken nu een andere methode voor het berekenen van integra-
len, Zoals de formule voor parti¥le integratie de pendant 1s van de re-
gel voor het differentiren van een product, zoeken we nu de kettlngre-
gel, d.i, de regel voor het differenti¥ren van een samengestelde func-
tie, te vertalen voor integralen,

Stelling. Laat een samengestelde functle g(e(x)) voldoen aan de volgen-
de veoorwaarden:

1. @(x) 1s gedefinieerd en differentieerbaar op een interval (a,b)
2. ¢(x) behoort tot een (epen)intervol (e,d) voor a<x<Db

3. glu) 1s gedefinieerd en heeft een primitieve G(u) op (c,d)

L, gle(x)) + ¢'(x) 1s cigeplijk, integreerbaar over elk inwendig

gsuts.gment (z,u) var (a,b)

5. g(u) 1s elgenlijk intcgrecrbaar over elk inwendlg subsegment van
¢,d)

i~ ; - . + ) - v

0, de¢ limleten o= 1im g?(x> en A= lim (P(X) pestaan, en /g;(»u)du
bestaat, X0 x=>D .

r
Dan bestaat DQKJ/ g(e(x)) ¢'(x)dx e¢n er geldt:

b A

(1) [ ele(x)) ¢'(x)ax = [ g(wau.

a

Uit de voorwaarden 1,2,3 zonder meer volgt dat
(2)  [ele(x)) ¢ (x)ax = [g(u)au (acx<b),

mits het rechterlid van (2) d.m.v. u= @(x) opgevat wordt als functie
van x,

Bewl Js. We beschouwen d¢ functie G(u). Wegens 3 is deze functle gedefi-
nieerd en een primitieve van g(u) op het interval c<u<d. Op grond van
2 kunnen we G(u), door tussenkomst van u= ¢(x), beschouwen als samenge-
stelde functie G(¢(x)) van x, gedefinieerd voor a<x <b, Wegens 1 en 3
is deze functie differenticerbaar voor a<x <b en er geldt (kettingrc-
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gel):s
d { d 1
3= 0le(x)) = [ § o(w)] ¢' (x)
u= ¢(x)
= [e(u)] o' (x) = gle(x)) ¢'(x).

u= ¢ (%)

Dus 18 G(p(x)) cen primiticve van g(e(x)) ' (x) op het Interval
a<X<b., Hlermece 1s alvast formule (2) bewezen,

Beschouwen we nu cen willekcurlg inwendlg subsegment (z,u) van
(a,b). Dan 1s, wcgens 4, g(g(x)) ¢'(x) integreerbaar over (z,u). Op
grond van d¢ hoofdstelling ¢n het bovenstaande is dus

) /" alelx) @ (x)ax = alp(x)] .

|
2 2

Verder 1s, wegens 1, o(x) continu op het segment (z,u) en beeldt dit
scgment op een zeker scgment af, dat bevat is in het open interval
(a,b) en dus cen inwendig subsegment van (c,d) is. Dan is ook

(¢(z), ¢(u)), resp. (¢(u), (z)) een inwendig subscgment van (c,d).
Wegens 5 18 g(u) integreerbaar over dat segment., Wegens het in de vori-
ge alinea gezegde en de hocfdstelling 1s dan

e(u) (e(u)
(%) 2(u)du = G(u)
Jotzy & "otz

e rechterleden van (3) en (4) stemmen kennclijk overeen, Dus is

u p(u)

- I ) ?’, N

(%) J/ glo(x)) @' (x)ax mj/ g(u)du.

z ¢(z)

We zullen nu (6) gebruiken, We houden u vast en beschouwen het

rechterlid van (5) als functie van z. Het is een samengestelde functie,
bepaald door

e

6% (v) x/”‘?(u)

v

glu)du , v = @(z) (a<z<b).

Er is gegeven lim' ¢(z)=o; we merken op dat, wegens 2, o zeker tot het
Z e A

gesloten interval (c,d) behoort. Uit 6 volgt, dat G®(e) bestaat en ein-
dig 1s; daarblj heeft G*(v), als functie van v op (c¢,d), limiet G*(o)
in het punt v= «. Ult een en ander volgt dat we op G*(¢(z)) het limiet-
theorema van de samengestelde functie mogen toepassen t.a,v. het punt
Z=a, Dus 18

1im® j/ (x)) ¢'(x)dx = 1im* 6*(e(z)) = j/? u)du.

z—>a ‘2 z-»a
Evenzo vindt men, als z vastgehouden wordt,

u A
- '( = 3 .
[ g(g(x)) ¢ (x)ax &)Ewmu

fo
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Hieruit volgt dmﬁv/w g(e(x)) ¢'(x)dx bestaat en dat (1) geldt.
a

"2 72 1
Voorbeelden,I J/ sin x cos x dx m]/ 8in x gw%%ﬁéﬁ dx “J/ u du =%,
Rz o O 10
[ cos x dx _ 1 d_sin x m(/' du _
T Vemw , Veme ® T Ve
1
=4 Vu| =%.
0
3::{'?;/‘3“ = [ o ax = [cos x dx =
(Varu©)’ (V1+tg‘x)3 cos°x

u
= 8in X = ¢co8 x tg X = 3

1+U
in het interval - 7/2< X K1/2 (~w ¢ u <o)
/ du _ 1% - 1
\ 2 . “ oo
0 (V1+u )3 V1+u 0

Men ga na, dat in deze voorbeelden aan alle zes voorwaarden vol-
daan 1s, Deze voorwaarden zijn van drierlel aard., Ten eerste moeten
de functies g(u) cn ¢(x) cen primitieve resp. een afgeleide hebben.
Ten tweede moeten belde Integranden integreerbaar zijn. De laatste
voorwaarde tenslotte maakt speciaal toepassingen op oneigenlijke inte-
gralen mogelljk., De toepassingen zijn verder in twee¥rlei zin mogelijk:
men kan (1) van links naar rechts tocpassen (I,II) en ook van rechts
naar links (III). We wijzen er op dat men in voorbeeld IIT niet b.v.
h2t interval (0, m) mag nemen: @(x)= tg x 1s nilet gedefinieerd op het
interval (0, m).

Hen bijzonder gevel is dat ¢'(x) geen nulpunten heeft op het
open interval (a,b). We zullen santonen dat in dat geval aan els 3 vol-
daan is, als g( ¢ (x)) ¢'(x) cen primitieve heeft op het open interval
(a,b). V.lgens de stelling ven Darboux ( zie pagina TO) 1s hetziy
gf’(x) ©0 voor eike x met & { x ~ b, hetzl] ‘p'(x)',o voor
elke x met a<x <b, Dus 1s ¢(x) hetzij monotoon stijgend, hetzij mono-
toon dalend op (a,b). We kunnen dan ¢(x) inverteren en krijgen dan een
monotone functie X(u), gedefinieerd op (e, s ), resp. (B, o ). Die
functie X(u) is differentleerbaar en er geldt (zle stelling, p.67):

X'(u) @'(x)=1, als we X'(u) d.m.v. u= ¢(x) weer als functie van x
opvatten, of ¢'(x) d.m.v. x= X(u) als functie van u. 2ij nu F(x) een
primitieve van g(¢(x)) ¢'(x) op het open interval (a,b) en beschouwen
we de functie F(X(u)) = G(u). Er geldt:
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X (w)= [gle(x)) ¢ (x)] X! (u)

T o) = [ F(x)] )

x= X{u)

= g{u) ¢'(x) X'(u) = g(u).
Dus is G(u) eer primitieve van g(u).
Daar ¢(x) monotoon 1is, kunnen we in het beschouwde geval voor
(c,d) het interval met ulteinden o en A nemen. Het volgende stelsel voor-
waarden 1s dus voldoende voor de geldigheid van de behandelde stelling:

a) de functie g(p(x)) ¢'(x) is gedefinieerd en in het bezlt van een
primitieve op het open interval (a,b)

b) ¢'(x) # 0 vocr a<x<b

¢) de integralen in het linker- en rechterlid van (1), waarbij

o= 11im”T ¢{a) en p= 1lim~ @(x), bestaan, met hoogstens de uit-
X-» 3 X-»D
einden als kritieke punten,

De voorwaarden kunnen belangrlik verzwakt worden als we van W(x)
nog lets meer elsen, Wellswaar moeten we dan een heel ander bewljs ge-
ven, dat geen gebrulk maakt varn de hoofdstelling, maar direct terug-
grijpt op de definitie van het Integraalbegrip. We gaan hierblj ult van
de integraal jM%(u)du.

Stelling, Zij\g(u) integreerbaar over een interval (o« , 8 ), met hoog-
stens « en g als kritiecke punten. Laat ¢(x) gedefinieerd en differen-
tieerbaar zijn op een interval (a,b) en ziJ ¢'(x) positief op het in-

terval (a,b) en integreertaar over telk inwendig subsegment van
(a, b ). Laten a cn b voldoen aan 1im® @(x)=oc, 1im~ @(x)= s .Dan
X-»a X-»b

1s g(@(x)) ¢'(x) integreerbaar over (a,b) en geldt (1).

Een analoge stelling geldt als ¢'(x) negatlef is op (a,b).
Bewljs. Uit de onderstellingen volgt dat «(x) monotoon stijgend is op
(a,b). We voeren eerst het bewijs ult vocr het geval van eigenlijke in-
tegralen en kilezen daartoe een willekeurig inwendig subsegment (ﬁf,ﬁ')
van (e«,p). Daarblj zijn ondubbelzinnig twee punten a' en b' in het in-
wendige van (a,b) bepaald, met a'<bd', zodat ¢(a')= o' en @(b')= p'.

Stellen we U= 4f'g(u)du en schrijven we gemakshalve
¢ (t)=6(t) (a'st<b'), Dan is &(t) eigenlijk integreerbaar ovcr
(a',b') en @(t) een primitieve, dus

o(x) = o &/X o(t)dt.
Laat nu Dk(km1,2,...} een willikeurigo convergente riJj verdelingen van
(a',b') doorlopen. Zij daarbi] D, een verdeling (a'=X ,X,,X,,...,X =b')
in n=n, subsegmenten. Noemen we @(x,)=u, (v=0,1,2,...,n), Dan is,

omdat ¢(x) monotoon stijgend is, (ugstiqsUpss ... 0, ) een verdeling Da
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van (uO,un)w(mﬁ,ﬁ'). Natuurlijk hangen de getallen x, en uy, nog van de
index k van Dk af; eenvoudighcidshalve is dit niet in de notatle tot
ultdrukking gebracht, We zullen nu cerst laten zien dat de rij Da een
convergente rij verdelingen van («',s') is.

De functie ¢(x) 1s differentiecerbaar in elk punt van het segment
(a',b'), en dus continu op het segment (a',b'). Dan is @(x) ook uni-
form centinu op het segment (a',b'). Is dus & een positief getal, dan
bestaat er een positief getal M » zodat

lP(x)- ¢(x")|<é als Ix-x'{<m ena'sxsb, a'sx'sb' .
Omdat de riJ verdelingen Dk convergent 18, 18 er een natuurlijk getal
ko, zodat voor k:»ko de wiljdte van Dk kleiner dan m 18, d.i.

|x, = x,_4|l<m voor v=1,2,..4,n = Ny .
Dan is ock
}w(xv) - w(xv_q)i = Iu? - uy~q§<6» VOOr Y =1,2,...,0,

d.w.z. de wijdte van DY klelner dan ¢, voor k> k. Dus is de rij ver-

delingen ﬂa convergent,

(xv_q,xy) een willekeurlg strooipunt §, en stellen we ¢(E,)= t,. Dan
is 7, een punt van het segment (uy_q,uy). Uit de definitie van het be-
grip elgenlijke integraal en het felt dat de rij verdelingen Da conver-
gent is volgt nu

(6) Tw= lim /[ g(ty)(u, - Uy _q).

ko0

M
Dk ) Xy
Hlerblj 1s u, - u, ,= ¢(x,)- @(Xp‘q)“/; e(t)dt= nv(xv—xv_q), waarbi]
V-
n, €en geschikt gekozen getal is met
inf e(t) =, = sup e(t) (v=1,2,...,n).
xv—ﬂétng Xy_1 =t &Xx,,

De som in het rechterlid van (5) kan dus geschreven worden als

() 2. sle(%)) 7, (x,- x,_,).
Py

We gaan de verandering na die deze som ondergaat bi} vervanging van ",
door €(E,). De functie g(u) is begrensd op («', A'). Er 1s dus een
constante K»>0, zodat

lg(u)] < K voor o' zu = A, d.i, {gg(cp(x))l < K voor a'sxsb'.
Zij verder w, de schommeling van 6(t) op (xv_q,xv). Dan 1s
1.{}?"' e’(gy” 2w,y (V ”1:Q:--‘Jn): dus

; (8) ;%k g(‘?(gv))").‘; (xy”xv,«)) "'2; g(ﬁf( g»)) e(gp)(x)}"xywq)
, “k
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. n
“if; gle(g,)). (m,-0(5)) (%, - x,_4)|
"

De laatste som 1s het somverschil van ©(t) t.o.v. de verdeling Dk van
(a',b'). Is ¢ een positlef getal, dan 1s er dus een rangnummer K,, ZO-
dat het linkerlid van (8) kleiner dan 3e 1s voor k> k,. Evenzo 1s er
een rangnummer kg, zodat de som (7) minder dan 4e van J afwijkt voor
k>k,. Voor k>k = max(k,,k,) 18 dus

|9-Z ele(s)) e(g)(x, - %, )| <¢.

Tus i=

um Z gle(g)) (5 )(x, -x, 1) =J.
W-»eoo D
k

De som in het linkerlid is een tussensom van de functle g(4(x)}) 8(x)
t.o.v. de verdeling Dk. We hebben tlijkbaar het resultaat dat een wille-
keurige rij tussensommen van deze functie, genomen t.o.v., een convergen-
te rij van verdelingen van (a',b'), limiet J heeft, Daarult is af te
lelden dat g(¢(x)) ©(x) integreerbaar is over (a',b') en dat we hebben

b 8
) [ elgn) Ox)ax = [ g(won.

Het bewijs is nu op dezelfde manler te voltoolen als dat vaﬁ de
eerste stelling in deze paragraaf., We hebben ot'= @(a'), 1im" gla’)=cr
en weten verder dat | glddu convergent is. We vinden weer? 2 dat het
rechterlid van (9) bij vaste b' en p', als functie van a', een eindige
rechterlimlet heeft in a, en evenzo als functie van b', blJ vaste a' en
&', een eindige lirnkerlimiet in b, Tenslotte vinden we dat (1) geldt.

Het prettige van de nu bewezen stelling is dat, afgezien van enlge
elsen voor ¢(x), alleen ge¥ist wordt dat het rechterlid van (1) be-
staat., BiJ de overgang van het rechterlid naar het linkerlid van (1)
zeggen we dat we de functie u= @(x) substitueren (substitueert men in
het linkerlid de inverse functie x= Y(u), dan komt het rechterlid weer
te voorschijn). Aan de eisen veor ¢(x) is zeker voldaan, als cf(X) te-
kenvast en continu is op (a,b) en @(x) doar als waardenverzameling
het interval («,P) heeft. We krijgen zo de volgende
Stelling. De functies u= ¢(x) uit de hiernavolgende 1lijst mogen in
elke convergente, bepaalde integraal gesubstitueerd worden, mits het
integratievak deel uiltmaakt van het opgegeven u-interval (we geven ook
het corresponderende interval voor X op):




functie opmerkingen u-interval x-interval

UsmmX +q m,q constant (- oo, &) (- op, o0)
en m#0

u=x D=1 n een nat.getal (00,00 ) (=o0,00)

u=x 2D n een nat.getal (N,o0) (0,0¢)

De=x olcongtant en #0 (0, e0) (0, a0)

u=sh x (- oy wn) (- on o0)

u=ch x (1, 001) (0,000)

u=e® (0, oy (= 00y 00)

u=12gx (=~ 0wy me) (0,00)

U= % (0,00) of (0,00) resp.(-ev,0)
(- ©30)

u=ei1 X (=1,1) (- W, T2)

U=C08 X (-1,1) (0,)

U=tg X (= oy 00) (- W2, T2)

u=t- X (-1,1) (= 00, 00)

u=c-h X | (1, en) of (M, 00) resp. (=-o0,0).
("0‘«":”1)

?

?36. Jlversen.

We noemsn een functle f(x), gedefinieerd op een interval (-a,a),
met 2 >0 of = oo, even als f(-x)=f(x) voor alle x ult dat interval
en oneven als 7(-x)= -f(x) voor alle x uit dat interval. Is in het
eerste geval f x) integreerbaar over (-a,a) en {(c,d) een subsegment,
dan krljgen we <oor x= -t te substitueren:

-3 ,=C

d y -
Jormax = 7 p(ee)imat= [ p(et)a= [ e(e)at.

C 2n ~d -d

Is daarentegen fix) oneven op (-a,a), integreerbaar over (-a,a) en
(c.d) een subsegment, dan vinden we

a ~d e —c
j £ x)dx:j f(-t).-dt= " f{-t)dt= -f f(t)dt,

&) d -4
d":ﬁ b.V
. ¢ ) 0 o ) ,-\O
(1) j (x)dx= [ - 1 = - | .= 0.
-C 2 O a0

Stellin:. 21 f(x) gedefinieerd voor x 20 en integreerbaar over (0,a)
voor elce a >0, Laat er een getal b >0 zijn, zodat f(x) positief en
monoto.n niet-stijgend 1s voor x 2b., Dan geldt:

o
1> Integraal g f{x}dx convergeert dan en slechts dan als de reeks
(e ] j

Z_ '.n) convergeert,
N="1]
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; ; el a1l 2 .
Bewljs. 21} n, een natuurlijk getal 2 b, Voor n gno geldt:

f(n) 2 f(x) 2 £(n+1) als n £x £n+1, dus
9
£(n) gj £(x)dx 2 £(n+1), dus

n_+m

4 o Ho

gg; f(n)ﬁj: £(x)dx 3 gié +1f(n)(mm1,2,...).

0 0 0

»e leden van de laatste ongelijkheld nemen monotoon niet af als m de

natugg}ijke getallen docglmopt, wegens f(x) >0 voor x Z2b. Convergeert

'dus«{ f(x)dx, dan 1is n;%:iﬂ f(n) begrensd als m de natuurlijke getal-
o

o D
len doorloopt, en dus éi: f(n) convergent. Omgekeerd, als ;E: f(n)
= N ]

a

convergeert, dan 1s '[ f(x)dx, wat voor 8 %no een monotoon nilet
n Lo )

dalende functie van a 13, ° begrenasd, en convergeert dus‘j f(x)dx.

Daasrmee 18 de stelling bewezen, 0

Opmerking. Deze stelling sluit nauw aan blj het in an II, p.23 gegeven
integraalcriterium voor de convergentlie van een reeks; de functile f(x)
hier correspcondeert met de afgeleide F'(x) aldaar.
We weten dat jwmﬁkdx convergeert als o >1 en divergeert als o 21
X

“
(z1e stelling II en IV, p. 110-111). Door te schrijven % = Q_%%&_i en
te substitueren log x=u vinden we
b
‘ Ql'du,

-~j-_~;de m4j %
e x(log x) 4 u

log b

b log b 4

S o -
2 x log x(log log x) , u(log u)"

LAl

du,

o

1
€ x(log x
oL >1 en divergeren als o
I

/1

x log x (log log x
$1. Door toepassing van de stelling krijgt
I, p.23/24% terug.

ey
Dus dx en J dx, enz. convergeren als

)™ )

men de resultaten in an

We behandelen een voorbeeld van een functle, die wel Iintegreerbaar,
maar niet absoluut integreerbaar is over (0,o0) (vgl.p.108, laatste
alinea). En wel beschouwen we de functie f(x) gedefinieerd door

£(0)=1, f£(x) = ZLX  yoor x s0.

Men gaat gemakkelijk na dat f(x) continu is voor x 20. Door toepassing
van de tweede middelwaardestelling vinden we (zie vooral p.108, eind
?29): is b ya 20, dan is er een Y met a % % §b, zodat

b e
g’ §l§“§ dx = ; g sin x dx = % (cos a - cos 3):



b
‘f sig X dx
2

A

dus

2
=

Hieruit volgt dat f(x) integreerbaar 1s over (0,=0). Anderzijds
is echter
im g S T
‘f )| ax > ‘Ef ( f(x)| dx

+ar

3

jo]
I
A
3
!
N

L
2

L4 -

2
<}

By 3
4

N
<
i
O
T ol
AN

wegens 1lim iz: a = sodusg |f(x)| niet integreerbaar over (0, o),
n— oo Y

Een andere methode bestaat in het ultvoeren van een partile inte-
gratie:

b b
j' §£%—§-dx = J’ % %k(—cos x) dx
a a
_ cos X o 5b cos X dx,
-7 X T ‘""?‘
a a
dus b b
sin x < 2 ax .3
é( X dx = 5-+85 ;g(-a—, enz. (b)a)-

Coor te substitueren x=u® kan men uit het gevonden resultaat af-

il
leiden dat §l§—§~ (A~ >0) wel integreerbaar, maar niet absoluut integreer-
baar is over (0,ec0).

X

We keren nog even terug naar de integraal j at s beschouwd in
o) ’Q 1+t

§33. We trachten deze integraal direct te berekenen, en wel door een
geschikte substitutie ult te voeren, Dat zal zo mogelijk een substitu-
tie moeten ziljn die leldt tot een integraal waarbij in de integrand
geen wortelvorm voorkomt., Stellen we N/1+t =u~t, dan verdwijnt bij kwa-
drateren de term met t2 en is dus t lineair in u uit te drukken en kun-
nen we dus verwachten ons doel te bereiken. Hierbilj is u als functie
van t gegeven docr

u==t + KJ;IEE H

blijkbaar is uz1 en u een monotoon sgljgende functie van t (g%'>0).

2 _ .2 _u-1 _u 1 L
Verder is 1+t~ = u —2ut+t dus t = S =5 - Bg - Dit laatste is de

eigenlijaasubstitutiefunctie. Bij het ultvoeren van de substitutie mo-

gen we natuurlijk gebrulk maken van de formule 'V1+t2=u—t. We bepalen

eerst nog de afgeleide van t als functie naar u. We vinden
dt _ 4 1
a—ﬁ--—- 72'1‘ —2—1;2 ’ dus



1
J@+t 2u” w + %? 2u
jx»‘V1+x“
g

X
dus j MQE~3 du log(x+“fﬂ;;2).
0 N1+t~

u
Hiermee 18 het resultaat van &33 terwggevonden. Evenzo volgt (6), gLﬁEB.
Voor later doeleinden beschouwen we nog eens de integraal 1% .
We weten dat deze integraal bestaat, als a2 en b eindig zijn en het
segment (a,b) het punt O niet bevat, Verder weten we dat voor x >0 een
primitleve van % wordt geleverd door log x. Voor X <0 kan dit geen pri-

mitieve zijn, omdat log x dan niet gedefinleerd 1s, Echter geldt wel,
voor X <0,

I log(x) = (1588 . & (%)
=

Dus 1s log(-x) een primitieve van x voor x <O. We kunnen de resultaten
mool als volgt samenvattent

g dt 1 1 1
T o wm ot ww (Bt om) g ) =g

1
)um_xa "1 = 4 '5'{" »

logixy 1s een primitieve van % in elk interval dat het punt O niet

bevat.

b
Dus 18 ook J Q% = log Ibl - log tal, als (a,b) het punt O nlet

bevat, a

I
Uit het bovenstaande volgt nu ook dat log)x +WV-1 + x°| een pri-

1 : _
mitieve 1s van in elk interval dat geheel buiten het segment
AJ—1+X;

(-1,1) ligt. Men bedenke hierbij dat x +V-1+x“ >0 18 voor x >1 en <0
voor X <=1,
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Avondcursus 1955-1956

-

Annlyﬁe I

door

Dr C.G. Lekxkerkerker

5 3T. Lijst van standaardintegralen.

We gaan er thans toe over systematisch een aantal klassen van inte-
sralen te behandelen, die we kunnen berekenen met behulp van de vroeger
behandelde methoden., We zullen canrbij voortdurend de methode van ﬁar~
ti¥le integratie en van substitutie toepassen en zo de integralen terug
trachten te brengen op andere die we reeds kennen,

We beginnen met het opstellen van een 1lijst van standsardintegralen,
Jie we reeds hebben leren berekenen en die ten grondslag liggen aan het
bovenbedoelde systematisch onderzoek. We schrijven alleen onbepaalde in-
tegralen op; de corresponderende bepaalde integralen volgen dan door toe-
mssing van de hoofdstelling, daar de te beschouwen functies steeds con-
tinu, en dus integreerbaar zljn in het beschouwde Integratievak, We zul-
len steeds het interval (de intervnllen) opgeven, waar de formules gel-
dig zijn, wanneer ze niet geldir zijn op het hele interval (-*w,~#).
Steeds zijn m,q,a constanten,

(1) m dx = mx
{2) ‘Xa ‘jx = 5—-2-—;-}- an{h’ﬁ' (X O; n ?[ -'1)
(3) /‘(mx + )" ax = | (mx + q)a+1

L

(m#0; x © =g/malsn 0, x« -q/mals me0; a £ =1)

(n) ,}’l % = lOQ: K ,4 - C Of K«NO)
(5) -ﬁ%*q = 1 log mx +a (m # 0; x»-q/m of x<-q/m)

[

-
£
i

(6) ™ ax=ge™ (n#0)

(1) jﬁaaa x dx = 8in x
v

At

(8) jﬁcﬂﬂ (mx + Q)‘G? -1 ooora) (m # 0)
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(9) } 8in x dx = - cos x

(10) / sin (mx + q) = - % cos (mx + q) (m #£ 0)
(1) [ - tgx
Jocostx
’ dx 4
(12) /-—-mem(mmq) (m 4 0)
/ cos“(mx+q) m
” dx
(13) [ ——p— = - cOt X
w./ gin™x
g dx 1
(14) / = - — cot (mx + q) (m £ 0)
/ 8in(mx+q)
7 dx
(15) / —— = arc tg x
,/ T4+x"
(16) // S log(x + \ 14x9)
\/1+x2
(17} / dx _;35 log g 4ES O
/ ;S = BATY
/=X - *

(x< =1 of =1 x <1 of x N1)

A [ __dx : , ¢ x -
(18) Aop = arc sin x = -arc cos X (=1 x<1)
z\ﬁ-x

dx vy ‘
(19) J/<;§%t: = log | x +\ x%-1] (x €. =1 of x >1)

(20) //’mgﬁ_.a ~%f arc tg jﬁr (g~0)

x“+q Vg VA«
dx | V2] VD or ST ,
(21) > = log | X + ' x743 (x¢ =V -q of >Vaeq als gq<«0)

Vx“+q

We geven nu enige toelichtingen. Formule (2) volgt uit formule (2),
p.81 (zie ook p.9%, 2)). Evenzo, of docr substitutie van mx+q=u, is
formule (3) af te leiden. He¢ 1s duldelljk dat de formule geen beteke-
nis heeft als m=0; in dat geval reduceert de integrand zich tot een con-
stante, Voor (4) verwijzen we naar formule (3), p.75 (zie ook p.9%4,3))
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en vaaral naar de beschouwing opp.M3.0p dezelfde wijze kan men (5) afl-
leiden, Men kan (5) ook aflelden uit (4) door te substitueren mx+g=u,
d.l, Xe }.%;;3
Voor (6) verwlijzen we naar formule (2), p.74% of near p.94,3).
Formules (7), (9), (11), (13) zijn, in de vorm van bepaalde inte-
gralen, te vinden in de parngreafl over goniometrische functiles (zie
' p.122). Zie ook de formules (8), (12), (25), (26) in de genoemde para-
graal, De aflelding van de lets algemenere formules (8), (10), (12),
{14) levert geen moeili jkheden op en moge daarom achterwege worden gela-
ten,

Formule (15) volgt uit formule (33), p.125. Evenzo volgt (18) uit
(32), p.125, of uit (2), p.118, waardoor de functie arc sin x gedefini-
cerd werd’) Formule (16) is te beschouwen als een pendant _van (18).
Immers in 3 33 hebben we laten zlen dot g(x) = log (x+V’x2+1) een primi-
tieve 1s van A/ /x‘+1, en tevens dat y=g(x) de inverse 1s van x=sh y.
Annloge opmerkingen gelden voor formule (19). Formule (17) is naast (15)
te stellen, Want stellen we de inverse van x=th y voor door
y=arg th X (-17x 1) en de inverse van x=cth y door y=arg cth x (i x'>1),
dan hebben we:

*

A 2 2
d d th 1 ch~y=-8h
mmpgthxﬁﬂgﬁﬁmqgvmﬂz%

' cnty cnTy

d . ,dethy .. =1 _ .  sh®y-ch%y
35 arg cth x = 1 ¢ -a§~ww'w 1 s ;;?; = 4 1 w—;%ggn*_

=1t (1-eth®y) = 1/ 1-x% (x> 1)

(zie (17), p.130 en (12), p.129). Anderzijds kunnen we y oplossen uit
x=th y en x=cth y; uit

X=th Vv = &y'e*y @:y -
Vied ey
volgt y=arg th x = 3 log .}l’ﬁ

VeV eay+ﬂ

e
en ult X=cth y = =
eV egy~1

volgt y=arg cth x = 4 log =T

Samenvattend hebben we dan (17). We kunnen ook (17) direct afleiden als
volgt.

Stellen we %%%wu. Voor x#+1 1s u gedefinieerd en #0. Differentiliren
we het rechterlid van (17) als samengestelde functie, onder toepassing
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van de formule
d | 4
™ logiul = = (u £ 0)

(zie p.143), dan vinden we, zonder enige verdere gévalonderscheiding:

d 14X | 1 d 1+x
ax 3 log} T=x' = 7 A& * dx T=x
“r TX
. -x d (1+x + 1)
2(1+x) dx ‘=X
. J-x d 2 - =X 2
2(1+x) dx T=x ~ 2[7+x)° (1—x)2
- 1
=X

Daarmee is (17) geverifieerd.
Formule (20) vindt men door differentiatie van het rechterlid of

door te substitueren x=u\ q. Evenzo zijn uit (16) en (19) formules af
te leiden voor

[/ ax [/ dx .
——=m—, TeSP. | —wy— (qa »0).
/‘;q+x ’ ) Vxcaq

Die formules zijn samen te vatten tot (21). Op analoge wijze vindt men
(22) en (23). We wijzen op de numerieke factor 1/Vq in de rechterleden
van (20) en (22), terwijl in de rechterleden van (21) en (23) niet zo'n
factor voorkomt,

In het volgende zullen we achtereenvolgens integralen berekenen
vanzs
I Gehele en gebroken rationale functies
IT Wortelfuncties
ITTI Rationale functies van ex, sin x, cos x

IV Functies waarin log x, arc sin x, arc tg x voorkomen,

338. Integratie van rationale functies.
Is f(x) een gehcle rationale functie, i.,e. een polynoom, zeg

n n-1
f(x) = ax’ + a,x toao.otag X +oa,
dan hebben we onmiddelli jk
a a a
0 n+1 1 .0 n-1 _2
)ff(x) dx = = X o Xt . b —— X7 +a X,

Is f(x) een macht van een lineaire of kwadratische vorm, nog ver-
- menigvuldigd met een macht van x, dan kan het een omweg zijn eerst f(x)
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uit te werken als polynoom e¢n doarna dit polynoom te integreren. Dit
blijkt uit de volgende voorbeelden,

o
/=

Rl

- ‘ - . 3
| &, ‘ o, 17 10T A7
| X~M) dx = ulodu = U e 3 -2 )
/4 ( 2 ST 2 ?(

(we substitueerden x+1=u),

fx(x+ﬂ)6 dx = ;i(x#ﬂ)? - (x+1)6g dx = % (x+1)6 - % (x+1)7.

/

A/x(x9+3)b dx = 517 (x2+3)7

(zoals Lliikt door differentiéren van het rechterlid, of door te substi-
tueren x°+3=u en § " 37,(3) toe te passen).

J EICRICRN )T - 30530 o
= 5%8 (x +3) ;%? (x“ +3){

We gaan nu over tot de integratie van gebroken ratlonale functles,
Dnartoe behandelen we eerst een stukje algebra, n.l., de splitsing van
cen gebroken rationale functie in partitle breuken, waarblj de noemers
nlleen machten van linecire of kwadratische vormen zijn. Daarna zullen
we bespreken hoe dile parti¥le breuken geintegreerd moeten worden,

Van fundamenteel belong is voor deze splitsing in partiEle breuk:n
de hoofdstelling van de algebra, We geven direct een toevoeglng aan dere
stelling, in verband met het felt dat we ons hier alleen met re¥le ana-
lyse bezig houden en alleen intepratie van reffle functles bespreken

7Zij f(x) = aoxn + ﬁqxn~1 .. b 4 X +ag ( n een natuurlijk ge-
tnl) een polynoom met re¥le coBffici¥nten ay . We beschouwen dit poly-
noom tiljdelijk ook voor complexe waarden van x en schrijven dan liever z
in plaats van x. Krachtens de genoemde hoofdstelling (zie an II, p.77-
80) is er een complex getal « , zodanig dat f(+») =0, Z1j vooreerst
reel, Delen we f(z) door z-«, dan zien we dat f(z) te schrijven is
alg (z-x) f (z), waarp fq(’) een polynoom 1s met refle co¥fficlénten,

Laat nu eens o een niet-redel nulpunt van f(z) zijn. Z1Jj X het
toegevoegd complexe getal, Omdat de ay re¥el z1jn, hebben we, krachtens
de formules (1.34) en (1,36), an II 7,

; PR B « P o
ﬁw’" :*_ - (€. o @ 2 & ;
) = g N a, + ta, qotag
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Dus 1s f(*) = (=) = 0. Hierbl) is 3 f &, omdat % niet-re¥el ondersteld
18, Schrijven we

(z=a)(z~4) = 2° + bz + ¢ 3

. » - , . 2 L
hierin zijn b= -( +), c=uv* pelel., We delen £(z) door z%+bz+c. Quotilint
en rest (hoogstens van de eerste graad) hebben dan re¥le co¥fficl¥nten,
Dus -

£(z) = (2 +bz+c) fqiﬁ) + pz + q,

waap fq(z) een polynoom 1is met redle co¥ffici¥inten en p en q re8el zijn,
Nu hebben we f(w) = f{») = O, Daar. en * de nulpunten zijn van

3y

z +bz+c, 18 dus

p:‘x+ q = O, §f35~4“ q = o .

Wegens . # X volgt hlerult p=g=0. Dus f(x)u(zg+bz+c) fq(z).

Samenvattend kunnen we zeggen, dat een polynoom f(x) met re¥le
coffici¥nten onder alle omstandigheden te schrijven 1s als het product
van een relle, lineaire of een re¥le, kwadratische vorm en een polynoom
fq(x), dat cvencens relle co¥fficifnten heeft. Door herhaalde toepas-
sing van dit resultaat vinden we tenslotte:

Een polynoom f(x) met rctle co¥ffici¥nten is het product van lou-
ter lincaire of kwadratische vormen, nlle met reBle co¥ffici¥nten. In
formule:

J k
I )
(1) f(x) =a_ 77 (x->)". 7/ (¥ + b, x +¢c,)
© jon A ! b

waar 20, k20 en J + 2k = n, terwijl det&j, by, ¢y alle redel ziljn,

De lineaire en kwadratische vormen in het rechterlid van (1) kun-
nen gedeeltell jk samenvallen. Hebben hierbij twee kwadratische vormen -
met re¥le co¥ffici¥nten en hoogste co¥fficiént 1 - een nlet-re¥el nul-
punt «« gemeen, dan hebben ze ook teide A als nulpunt en zijn ze dus
identiek. Is X een niet-re¥el nulpunt van f{x), dan is X een nulpunt
met dezelfde multiplicitelt,

We beschouwen nu een gebroken rationale functie %%%} , waar f(x)

en g(x) polynomen zijn en f(x)een graad 1 heeft. Door uitdelen krij-
gen we

X hi{x
B - elx) « BE

waar k(x) en h(x) weer polynomen zijn en h(x) van lager graad is dan

£{x).

‘Bewering. Zijn P(x) en Q(x) twee polynomen zonder gemeenschappelijke

‘nulpunten, met graad > 1, en is P(x). Q(x) = f(x), dan bestaat er één
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en slechts één pnor polynomen A{x) en B(x), zodanig dat geldt:
1. A(x) heeft lager grand dan P(x)

2. B(x) heeft lnger groad don Q(x)
hix Al x o Dx
3. X . vﬁ% v 3

Js. Laten n,s,t de geaden van resp. £(x), P(x), Q(x) zijn. Dan is
n=s5+t, Laten P(x) en Q(x) gegeven zijn door

P(x) = Py + PyX ¥ p8x8+ vea 4 paxs (QSJQ)

]

i ‘ 2 ; t
Q(x) = Qg + Q4% + x4 .o+ g x0 (q#0).

Het polynoom h(x) heeft een grand « n=1. Laat het gegeven zijn door

] -
h(x) = PR o e x1=1

o

(hierbiJ is niet noodzakelijk mn_q¥0). We zoeken nu een polynoom A(x)
met graad < 8-71 en een polynoom B(x) met graad < t-1, zeg

o
ooy

2 D R
A(x) =R X e XT L b x5

B(x) =4 + 7 x +g:?x”

zodanig dat geldt h(x) = A(x) O(x) + B(x) P/x). We moeten dus hebben

m".ﬂ; -k S(t:' 1 , R t Y E—-j . AL :.iw N,
a{m o C k}( e F— /”\}& X . q‘z:)w‘ q \) O /~’___Nv‘ /“ X N e p\( X .
k=0 At =0 ' v =0 e N = ()

. We gebrulken nu de eigenschap dat, als twee polynomen identiek zijn,
corresponderende codlficiinten gelijk ziin., We moeten dus hebben:

({2) Ck = ’:1 M"“;‘{ Y"U&qi{‘“_‘(: "§' { jjr (kz‘»‘:), ‘1 LIRS | n"‘)!) 3

£ e pl{«,ﬁa_
£

waarblj de sommaties in het rechterlid uitgestrekt worden over de, .« met
maken met n liﬁeﬁire vergell jkingen met n bﬁbek@ndenc&@,mq,..,,q8~ﬂ;
ﬁ%,g%,,..ﬁﬁzﬂqa Uit de theorie der lireaire vergelijkingen (zie al 19,
(I)) weten we dat dit stelsel één en slechts ¢én oplossing toelaat, als
de determinant van de co¥ffici¥nten in de rechterleden van de vergelij-
kingen (2) van nul verschilt. Die determinant, zeg R, ziet er als volgt
uit (nullen in de opengelaten driehoeken):
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N :
1, Pq
{ 'y i8]
g,“‘l 9 E"’S 50
: ™ i i -
' , )
i , .
I . . ' )
R o=t N q@ {, fw-fi s .
4 : 1 ' ~
¢ ' p
q - Y] O
v = i
q f
t X
S i f
- ]
\’\ ] 1
T ! .
S ‘QY . p
/f “ . &
oot T e R ——
s kolommen t kolommen

Immers elke ay komt als coBf{ici¥int van een willekeurige o voor in de
verzell jking (2) met bekende term Sy, en elke qg komt voor als colffi-

citint van een willekeurigﬁ/fv in de’vevgelijking 2) met bekende term

Gelukklg behoeven we bovenstaande determinant niet ult te rekenen
om te bewljzen dat RO is. Stel cens dot R=0 is, Dan heceft het stelsel
homogene vergell jkingen

(3) 0 = z}zd‘ q + 7 A P ,
A ! k-' [ ;'"/ e k“/“‘

dat uit (2) ontstaat door de ¢, door O te vervangen, een van nul ver-
schillende oplossing (zie al 23, (III)). Dat betekent, dat er twee poly-
nomen A(x) en B(x) zijn, niet Leide identiek nul en met graden < s-1
resp. t-1, zodanig dat .

A(x) a(x) + B(x) P(x) = 0.

Dus B(x) P(x) = -A(x) Q(x). Dus P(x) is deelbaar op A(x) Q(x). Nu is
"(x) van lager graad van P(x). Dan moet P(x) cen nulpunt met Q(x) gemeen
hebben. Dit 1s in strijd met de onderstelling dat P(x) en Q(x) geen ge-
meenschappelijke nulpunten hebben, Dus is R#O.

ULt het voorgeande volgt dat ervt, , /7y zijn, zodat aan (2) vol-
daan 1s, dus dat er polynomen A(x) en B(x) met graden << 8-1 resp. t-1
zijn, zodanig dat h(x) = A(x) Q(x) + B(x) P(x). Daaruit volgt

h{x) - hix Alx N Blx
. TX X).alx) ~ Flx WXy

Danarmee 18 de bewering aangetoond.
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Kunnen we P(x) of Q(x) splitsen in twee polynomen zonder gemeen-
schappelijke nulpunten, beide met graad % 1, dan kunnen we bovenstnand
procédé voortzetten en in :§x) + §§;§ een der termen vervangen door de
som van twee echte breuken rmet noemers van lager graad, Nu weten we dat
de noemer f(x) van de beschouwde breuk te schrijven 1s als product van
lineaire en/of kwhdratische vormen, waarbij de laatste geen redel nul-
punt hebben. Nemen we ldentieke vormen samen, dan vinden we dat £(x)

te schrijven is als een product van de volgende gedaante:
n, n, n, ~
(%) f(x)mam(x~aﬂ) 1(x‘»ag) d...(xmﬁj) (x4

qx+cﬂ)mﬁ...,(x2+bkx+ck)mk3
hierin zijn J en k gehele getallen 20 en ﬂ,ﬁm,...,n 3oMyseas,My NO-
tuurlijke getallen met nﬁ$ma+,..+nj+;?{mﬂ&...+nk)~n. Verder zijn de
getallen B4s8ps. .08y twee nan tuee verschillend en ook de paren
(bq,cq),...,(bk,xk) zijn twee ann twee verschillend. Tenslotte hebben
dan twee factoren in het rechterlid van (4) nooit een nulpunt gemeen.
Uit een en ander volgt dat we h(x)/f(x) kunnen splitsen op de volgende
wiljzes

v h,(x) h,(x) h,(x)
(5) h x = 1 s + [:) et +0’»+ J._._.._»‘,«w +
S N, n, : 0
(x-a,) (x-a,) © (x—aj)
hﬁ+4(x) Foout ~§J+k{x)
(x%+b x e )m“ (x°+b, x+e )mk ’
RO VE TR TR

met zekere polynomen hq(x), hg(x),...,hj+k(x), elk van lager graad dan
de biljbehorende noemer,

We kunnen nog elk der polynomen hi(x) ontwikkelen naayr machten
van de biljbehorende lineaire of kwndratische vorm. B.v.

ﬂq~1 mqn@
( )= =C (x 11) + cnﬂugix-aq) +ouot cﬂ(x-aﬁ) +egs
zodat
C ’ ¢ y Il ~ -
hq(x) n,=1 i n,-2 c, Cy ‘
= : teo et + E
i o n,-1 n,
(x=-a) x-a, (x-a,)" (x-a,) (X~ﬁ1)
2 MKk
hj+q(x)a(dmﬁwqx+emq“q)(x +h1X$uﬂ) Fou
2 . :
+(dqx+eq)(x +h1x+cq) +d x+e ,
zodat
, d XA4e p A
h§+q(x) i my=1"""m, -1 . . d x+e, . d x+e
2 M 2 o : =1 2 ™1
{x +b1x+a1) x“+b X +c (x”+b X4C) (x +b1x+cﬁ)
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De conclusie 18 nu:

£{x) 1nat een splitsing toe van de gedaante {Q), waarbij de vormen
X=1y twee aan twee verschillend z1ijn en de vormen X +mix+yi geen rebel
nulpunt hebben en evencens twee 7nn twee verschlillend zign, verder 1s de
echte breuk h(x)/f(x) te schrijven als som van termen van de gedaante

(5) i,r (r$n
(x“ai}p

en termen van de gedaante

i" ‘:3_,4::”}";’?’3,,,’,})

(‘3 Bﬁ F*K +0 8
( ) r'}], l% (S :&;ML}‘.; },“1,1,...,&'{)
(x“+b x+cl}“ '

met zekere constanten 4.

Hiermee is de beoogde splitsing in porti8le breuken gevonden. De
vraag doet zich meteen voor, hoe we zo snel mogelljk de daarblj optre-
dende co¥ffici¥nten A,B,C berekenen, De weg, waarlangs we bovenstaand
resultaat gevonden hebben, is danrvoor minder bruikbaar. We maken di-
rect gebruik van de mogelijkheid van zo'n splitsing en zullen achter-
eenvolgens een aantal gevallen van opklimmende gecompliceerdheid behnn-
delen, Aangezien het niet op onze weg ligt hogere-machtsvergeli jking
op te lossen, zullen we steeds van een splitsing van f(x) van de gedann-

(4) uitgsan,

2) f(x} heeft slechts enkelvoudige rellle nulpunten EPFLPTRRRFL

Het is geen beperkin: te¢ nemen F(x)m(xwaﬁ)(x~a2),,.(xwﬁn). Bij ge-
geven h(x), met graad <n, z1jn er constanten A

dat .
n(x) ™M . o2, . on
X) "X-a, X-3, """ xen
i [ Il

Vermenigvuldiging van beide leden met f(x) geeft:

q b Ag’ ® o @ ,Iﬁ\rl’ ZOL%:]!'}lgz;

h(x) = A, WT‘(x~ai) y A, T (x=2,) + ... + A ﬂﬂw(x-ai).
141 : < 140 : 1#n .

Substitueren we hierin X=2 4, dan blljft rechts slechts de eerste temm
over. Dus
h(a.,)

A, =
‘A; 3
(mﬁmaa)(aqumB)...(aq-aﬁ)

Men gﬁ@t &ﬁmakkelijk na dat geldys
£'(a,) = { B TT"{x~ﬁ } = (a4-ap)(24-05)...(a -a,).




Dus is &th(aﬂ)ff’{ww), f1pemeen hebben wes

h(a,)
A 1

T 154

(& H

AR ; T h 0o
{ (4,11\) \«ih ﬂé)&w ))',.(341..%?”)65)(;11*-Ql‘}q),..<ii*x.}r}}
Voorbeeld,
e .
AXTOXEH A B + C D
2 T X X+ X 42
(Ka~q)(xmua) Ko X+ Koom b
2 7 14 7 -29
" A 1 - - o T
met Haue BTy S Zr » D= m = '3 p = ;F», s -
b) f(x) heeft slechts re¥le nulpunten ﬁq,wg,...,wi, met multiplicliteiten
o N
[STPS ¢ PR « I iet alle 1, Tan is
/3’ 22, ,Y)J, !?.,H., 11 ¥ A
A
;"x‘, ",ﬂ i&.
? X = ‘ij'"‘"“:' . 8 e + M1 + s 5w + ""Q‘L‘%
. ij'} X"‘r!«s x"‘\wi
(}’;”Hﬁ> i 'L}

Na vermenigvuldipging
dan xmai(imﬂ,ﬁ,...,J),
5 A g o @ Kxu ¥
Agqebpqreeesiy 4
cantal waarden van x

dnn vinden we in elk geval

Om de overlive constanten te

B I

onbekende constanten krijcen

"

met £(x) verdwijnen de breuken,

berekenen

Substitueren we
de constanten
vullen

we een

we lineaire verpgelljkingen voor de nog

We kunnen ock de termen, wanrvan we de co¥ffici¥nten kennen,
naar links brenpgen, frctoren =74, x~44,,..,x~1, uitdelen en dan het
eerste procédé herhnlen, We lichten dit toe nnan de hand van het volgende

S S D= . : . . .
Voorbeeld, 3x +x*+«x +x+1 4 B PSS O L _F
30X 2 x=T1 2 x+1
x(x-1)(x+7)" (x=1) T (xe1)? (x#1) ‘
met nog te bepalen colf itnten 4,B,2,0,E,F, W¢ hebben

o)

ix3ioxt +x+ﬂmﬁ(x-ﬁ)“i

3x x>

+Ex(x«1)2(x+i)+ﬁk(x 1} (x+1)“.

Substitutie van x=0,1,-1 geeft achtereenvolgens:

B=1,

Dus an+x3+@xg+x+ﬁw(x~ﬂ)2(x+1)3 (&+1} +x(x 1)

1 2 g 8]
x&ﬁ)j+Bx(x+1}’+Cm(xmﬂ)(x+1)}+ﬁx(x~ﬂ)“+

=Cx(x=1) (x+1) 3 4Ex (x-1) 2 (x41) +Fx (x=1) (x+1) %,

4

of wel -x7+x'+x° = xg~ﬁ) 13(x+ﬁ)9+E(X«1)+F(

x-ﬂ)(x+ﬂ)3

. Delen door x(x£~ﬂ), wat automatisch mogelijk ls, geeflt
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wx(x~ﬁ)mi(x#ﬂ}ﬁ@ﬁix»1)%8(x~1)(x%ﬂ).

Substitueren we hierin x=1 en x= -1, dnn krijgen we C=0, E=1., Om F te
vinden, substitueren we nu manr x=0, Dat geelt C-E-F=C, dus F= -1. Ten-
slotte 1s dus

o )
3X X2 42X 4x4T

x(x—%)g(x+ﬂ)3 v

i 4 i i

4 5 - »:{ 4" . bl *
(x=1)°  (x+1)7  (x+1)° x4+

E Y

¢) Het algemene geval, We kunnen hier beginnen met op dezelfde wijze
nls vroeger de co¥ffici¥nten te bepalen die bij de lineailre vormen ho-
ren, Om de overige co¥ffici¥nten te bepalen substitueren we een 2antal

waarden voor x en krijgen don een aantal lineaire betrekkingen. Of we
laten complexe getallen toe en substitueren de nulpunten van de optre-
dende kwadratlsche vormen .

Yoorheeld,

X+ A Bx+C Dx+E
"x TTm ot I
x4 x4+l

x(x241) (x2+h)

=

met nog te bepalen constanten A,B,C,D,E, Wegwerken van de noemers geeflt
X 4+-l= A(xﬁ+ﬂ)(x£+@) - x(ﬁx+€)(xﬁ+h) + x(Dx+E) (x“+1).

)

Substitutie van x=0 geeft A=1. We substitueren nu een nulpunt van x“+1,
.3 b% -y ¥
d.i, X= 41 of x= -1, Int peeflt:

i+ 4 = 1(Bi+2).2= =3B + 301,

Dus B= -4/3, C=1/3., Substitutie van x=21 peeft

NS

i+ 4 = 24(2D14E).-3= 12D - 6B,

dus D=1/3, E= -1/3. We hebben dus

X +-4

- 14X 4] X
) D !
x(x“+1) (x“+4)

3(x°41)  3(xo+h)’

.1‘}
==+

Ons rest nu nog de vormen (5) en (6) te integreren. Wat de vormen
(5) betreft, hoeven we slechts op te merken dat de formules (5) en (3)
op p.144 onmiddellijk geven:

" d .
j i%%z = log ixwaii (x>ay of x (ai),

ax 4 U r-1 "
er e W (X«ﬁi) e mm alw r )‘10,
- i
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Daar nu r een natuurlijk petnl 18, heeft de laatste formule betekenis
zowel voor x a, als voor x «a_,

A

Nu de vormen (€). Berekenen we eerst

{ o
m@ﬁﬁiw~ dx, wnar x"+bx+c geen refel nulpunt heeft,
x“+bx+e
o

Zoals b@kend, is de vorm x“+bx+c positief voor alle waarden van X, We
>
zetten E b* »u~d Dan i8 d <0, dear de vorm x“+bx+c geen redel nulpunt
heeft, We merken nu op:
o : Wl ;?X”,’b ] W - i R p - o »
1) in de breuk e 18 de teller de afgelelde van de noemer;
XT+bR 40
dus 1s deze breuk zelf de afgeleide van log(x +bx+ﬁ), i.e.

) o
j’mwﬁiEMm dx = log(x“+bx+c).
xT+ox4C

2) de integraal 5 brengen we terug tot (20) door te sub-
X“+bx+e
stitueren x+sb=u (bedenkende dat -d positief is). We krijgen dan

J de - I gu _ 1 are tg \j L arc tg X4+4Db .
x“+bx+c U - N - N/~d ’VL

p “"(3

Gebrulkmakend von de voorgaande uitkomsten vinden we:

Bx+C 4. _ B(MA ix
XT+bX+C J xf &hx+~
™ . L\ s
= 4B 10g(x2+bx+c) b are tg a2

met C'=C-4Bb,
Vervolgens beschouwen we de intepranl

?rmPP(u):m J zﬂﬂﬁESF (r een natuurlijk getnl).
0+

De integraal P, kennen we (zie (15),p.145). Voor P >1 vinden we, door
de integraal ?rwﬁ partieel te integrcren, met “”””“"F”T als te differen-
ti¥ren factor en 1 als te integreren factor, (uo+1)

u ‘ . u“du
P s o S 2({’«’]) f - .
r-1 (ug+ﬁ)p”[ (u“+4)p

Splitsing van de teller in de laatste integraal geeft:

P + 2{r- 3)(}3 -P )
(u%) & -y
dus e

. - * E e ®
v 2(?»?) (u2+1)v~ﬁ EPwme P
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We kunnen nu ?F voor elk notuurlijk getal r bepnlen, B.v,

R + é are tg u.

We kunnen nu 2 lieneen

5 BX +0 i { L B
W i = o : Y
(x“+bx+c)’ J o (x“+ox+c)f

= LB il e o dx

s oy » ol Q_.,a{ o - S I
e X7HDX+C ‘ Ko ) Tl
(r=1)(x“+bx+c) ((x+:b)==d)"

p R W e
= 3B , ll I Mmﬂixq(ﬁiﬁw) (r>1).

Resumerend kunnen we zeggen dot een pramitieve von een rationale
functle nltijd een som is van logarithmen van lineaire of kwadratische
vormen, van arcustangenten (dit alles met numerieke co¥ffici¥nten) en/
of een rationale functie,

We beslulten met enipe opmerkingen over gevallen waarin men de in-
tegraal van een rationnle tfunctie sneller kan vinden dan met de hierbo-
ven ulteengezette methoden,

W

I. Is een polynoont in X een even of oneven functie van x, dan ont-
breken in dat polynoom nlle even resp. nlle oneven machten van x, Is
dus de teller van een breuk h(x)/f({x) even ofcneven, en evencens de noe-
mer, dan is die breuk te schrijven nls een gehele macht van X maal een

o~

rationale functie in x“. 7o kon nmen onmiddelli jk herleliden:

2, . . .
X+3 A , B

() ) Al O
(x“+1) (x+4)  x“+1 x“+h

wnarbij A en B volgen uit xﬁ%}mﬁ(xg+%) + E(xg+1), hetgeen geeft A=2/3,
B=1/3.

IT. Is ecen rationnle functlie gegeven 1n dc gedaante
(Bx+3)(x2+bx%c}’?, waar r een natuurlijk getal en gwﬁ*u 0 is, dwr in
tegreren we die het snelst op dezelfde WiJ,“ als in het geval wu —u <O,
Er komen dan, naast een rationale functie, logarithmen van kwadratische
vormen te voorschijn, die ontbindbaar zijn en dus geschreven kunnen wor-
den als sommen van logarithmen van lineaire vormen,

II1I. Beschouwen we een integraal ijp(xiﬁ)q dx, waarbij p en q ge-
heel zijn en minstens één negatief, Is q positief, dan ontwikkelen we
(;ﬁﬁ)q, Is Q= -1 en p >C, dan voeren we de deling door x+1 uit (als
~ vroeger), Is q ¢ -1, maar klein t.o.v, p, dan kan het de moeite lonen
- door parti¥le integratie g te reduceren tot -1. Verder valt op te merken



an I 158

dat substitutie von X+71=u of X= % leidt tot

§xP(xe1)9 ax

i

'j(uzﬂ)p u? du, resp.

pr(xi1)q dx = = Ju'p'q'2(1+u)q du,

Mogelijk komt men daarblj in een eenvoudiger geval terecht (b.v.
als p+a= =2!).

IV. Beschouwen we een integraal _Sxp(xeiﬂ)q dx, waarbij p en q ge-
heel zijn en minstens één negatief., Ingeval p oneven is, substitueren
we xgiﬂau. Voor q <0 kan het voordelis zijn door parti¥le integratie g
te reduceren tot -1,

(&)
ba
()

X d 1
Voorbeeld. .[-3§-w dx = - j’§x7 ~— dx
T ( )< REREI

X4+
..)(7 7 [Xédx
= '—"'—FS-'“'""'{_ + ?é' ZS
2(x“+1) X7+
7
- 7 J'i b0 }
- TR X =X+ = e} dX
2(x241)  ° X<+
7 -
nq'f,._._._.+_z_x5—%xj +-!)—x~'-;7)-PPC tg x.

Opgave 113. Waarom kan een polyncom h(x) op de op p.152 aangegeven

wlijze naar machten van een regeven kwadratische vorm worden ontwikkelc?
)

ntwikkel x7 naar machten van X +2x+2.

Oogave 114, Bereken “f dx .
g (x+1) (x+2) (x+3)

Opgave 115. Leid met de methoden van deze § nog eens formule (17), p.
145 af,

Opgave 116. Leild een recursiebetrekking nf voor

Qp(u) = S'ZG%E?TF (r een natuurlijk getal),
o0

x dx
Opgave 117. Bereken —— . Bewljs dat deze integraal bestaat
"-(—“(x +X+h)

alvorens hem ult te rekenen,

Opgave 118. Bepaal

j 4x%4 o [x3+2x2—1 i J ax
(5x+1)3 x(x=1) (x2-1)
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i

5% “«19%x+18
3 e v i
K7 wOHRT ] ¥l

J

Integralen van functies met wortelvornen,

ax ,

T dx ax
o0 AR
, X A4 FEMES GukS

)
xtax | J' x9 _ dx
(1+X“§)th (x+1) 1V

A\

639.

1. In een integraal von de gedaante

J.R(X, N, A xeb,...) dx
nar P,d,... notuurlijke getallen g2 zijn, 2 en b constanten en R een

roationnle functie in de dnarachter volzende uitdrukkingen voorstelt,

substitueren we Y nx+b=u
op een

met n=k.g.v.(p,1,...). Dan komt men terecht
integranal van een ration~le functie.

2. In = -
XR(K, ~/ g%%%d dx  (n een natuurlijk getal)

substitueren we “S/{wx+b)/(ux+ﬁ)mu, waarna, we op een integraal van een
rationnle functie terechtkomen, G2 na, wanr de beschouwde integraal be-
ataat,

3 oy o ‘ L P
Voorbeelden: —X . *j"& L jmﬁfm' [Vi-x=u ]
x N 1-x (1-u“)u 1-u” ’
R = B B T
s {w?_w iy ~ E -
Vx+2 - E
L ﬂ wwwww
=l ox-m )N x+2
373

3. We behandelen nu ultvoerig de

(1) {

waarin a,b en ¢ congtanten zljn, m een peheel getal en p een oneven ge-
heel getal is (m en p mogen negatiefl zijn). We sluiten de triviale ge-
vallen, dat a=0 is of i(axg+bx+c) een volkomen kwadraat is uit; dan
valt n.1. (1) onder de reeds behandelde typen, Door een linealire sub-
stitutie kan men deze integraal terugbrengen tot een der volgende:

~ p/2 N n/2
| J~xm(x“i1) ﬁ(x“(ﬂ~x2)

dx ,
Voor de eerste moet het integrrtievak bevat zijn in (-es,-1) of (1,ew),

volgende integranl:

~ ;J,/ 2

X" (ax+ox+c) ax

dx
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voor de laatste in (-1,1).
Onmiddellijk op te lossen is het peval m=1, We hebben in dat gcval:

D+
(3) x+1) <,

Verder komt het geval m=0, p=-1 onder de standaardintegralen voor; zie
de formules (16), (18) en {1@), p.145,

We gaan nu na wat het effect 18 van substitutie van x=1/u in de
algemene integraal (2). Ook zullen we nagaan wat we kunnen bereiken met
parti¥le integratie., Daarnn zullen we reccpten kunnen opstellen om (2)
te berekenen voor willekeurise waarden van m en p (m geheel, p oneven
geheel), Zetten we

e

s D /2 /.f.»
Km,p” Kmyp{x)mﬂjx (x“+1)  dx, NS ‘J (x dax,
17/?
Iy =T (x)= jx (1-x2) ax.

m,p

Bij substitutle van x=1/u krijgen we

. . n/?2 . 0/2 o
J Xﬁl(xlw‘*q) A= «jw -ﬁ("iﬂ ¥ »1‘) d

e, 2 p/e
= - [T )

i‘x:l o

of wel

(“) = -1 o (1/x).

M=, D

Evenzo 18
Ip,plx)= "Ii$~n~¢,u /%), Iﬁ;ﬂx _Iim~p~9,p(1/x)
(let op de mintekens in de wortelvorm).
Partitle integratie heelt verschillend effect, al naargelang we
x™ of (x +1)“!2, ete, als de te integreren factor opvatten. Integreren
we de factor x', dan krijrenwe voor de eerste integraal (2), ingeval m#
m+]

o] ] - i .
J xm(x“%ﬁ)p/“dxm‘j{x“+1)p/d ﬁ% iﬁ?? dx

-2
oA .mt 2 e/ 1 J( m+l 2 E’?"
= o X (x“+1) -~ =7 )X px(x“+1) © dx

-2
1 m 2 p/2 m+t ?
mmx (X *}4 iﬁ% j X *3“’])

We zijn dus terechtgekomen op een integraal van hetzelfde type, waarbi]
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de cxponent m met 2 verhoo-d ¢n p met 2 verlaagd is, dus m+p constant
rebleven 15, We kunnen de laatste integraal nog verder herleiden door
de volpende overweg ine, Schrijven we m+&wx %Qx &ﬂ)»ﬂ} , dan kunnen we
de Integraal 2ls

4.7 o [ ¥ ” B et 2 e
jxm”“(x‘w—’i) © UXx= j xM(x“+1)  dx- g;ﬂfiﬁ(x’“ﬁ) < dx,

In verband met het bovenstaande hobben we dus

(1+ ) J (x° +ﬂ}w}(dx

o /2 s W’p“&

i

We onderstellern nu dat 1+ ?%W #0, 1.c. m+p# -1 1s, We zijn er in go-
s8laagd de ocorspronkeligke integraal terug te brengen op een van hetzelf-
de type, waarblj de expornent m dezelfde gebleven 1s en p met 2 verlaagod
is, We kunnen de resultaten als vwlgt weergeven:
:;/8
4 m+t, 2
= X X"+ -

- r“j
1 m+l, 2 . p/2 D , ‘ .
Im’p()ﬁ)» %m X L X “}w) + W ‘Xm,p—-@(x) (m:,! -1, mﬂ)# -'?).

Beschouwen we nog even het geval m -1, Dan is 1+ mi =0 en
volgt ult het bovenstaande &nmiddmlligk de waarde van
D -2
ij(x"+ﬂ) “ dx., In dit peval is m even, zeg m=2q, Dan is p-2=-1-m-2=

= =(2g+3). We hebben dus

2043 - 2gq+
ro . I R . 0 ) -
| I R I s o= 2q+1, 2 )
(4) IQq,»(2q+3}(x)wm)X (x°+1) dx= 57T ¥ (x“+1)

Men kan dit resultaat ook afleiden door te substitueren x=1/u en daarna
(3) toe te passen. o p/2

Integreren we nu partiecel, waarbij we (x3+ﬂ) als de te intepgre-
ren factor nemen, We vinden:

- p/2 . 2 <
j xm(x2+ﬁ) dxm_sxm"q 2 Xﬁ%ﬁ — dx

p+2 Lo D+2
9 m=1 (x +1) 3 m«? xm~h! 2 2]

Nu 1s de cxponent m met 2 verlaagd en p met 2 verhoogd, Door nog een
splitsing toe te passen krijgen we:

pte
) T - ” /2
Sxm f”(xgﬁ) < dx= j(}fmwm “)(x‘?é—‘%) dx




.
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1 Me, 2 .\ 2 m- ‘ d
n, ol mEEr X (50 T - oy Ty p(x) (meed 1),

Nu is dus m met 2 verlaagd en p constant gsebleven,

Analoge herleidingen zelden voor de andcre Integralen (2).
We zijn nu in staat cen al-emeen recept te geven voor de berekening
van de integralen (2), Het 1s als volgt:

A, m oneven, positief, Door parti®le integzratie, zonder daaropvolgende
splitsing, de exponent m verlagen tot 1, Daarna formule (3) of (3')
toepaagsen,

B. m even, m+p < -1, Door de substitutie x=1/u komen we wegens -m-p-2
oneven, positief in het vorlee geval terug,

~

C. m even, m+p 3 -1, 0 nodig ecn- of meermalcen op een der genoemde wij-

zen particel intepgreren, telkens pevolod door een splitsing van de
integrand, totdat de som m+p gereduccerd is tot -1, Vervolgens par-
tieel integreren, zonder splitsen, tot m=0 en p=-1 geworden 1is, Mcn
kan ook m+p rcduceren tot -3 en dar formule (h) toepassen,

D. m oneven, nejatief. De substitutie x=1/u leidt tot een der vorige
gevallen,

Voorbeelden, I j” \fﬂ-x? dx (-1<x ¢1)

wordt volgens T berckend door particel te integreren en daarna de inte-
grand te splitsen, Differentifren we hierbiy de factor \/ﬁ~x , dan krij-
gen we een integraal van het tyre (2) met m=0, p=-1., Dus herleiden we:

R —— . 13
J “JQ»XQdex“Jﬁ»x*+ j —E ey dx
-x©

K’\,"'}*K +fv—§§n-?*j ’l:;:é ax,
-¥X
d
ue QJ V 1-x" cﬁxwx'\/"?mx “4 Jw
1-X

jld1~x2 dX= %x“Jﬁ~x2+\ﬁ arc 8in x (-1 <x €1),
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. P e S . -
j‘x'\/’%x dX= — x-j\f%x‘“— lng- ngx dx
3 3 1-x

§

T - ' % j,

A ﬂx, 3 .; g - \ X -
b}
’ \;’? x“

dus

in verband met T dus
J '\[» “ A% X xj 1ux® -7 XNJ%M;W + i are sin x,
5“/1 “/M%g N D

Later zullen we zien hoe, speciaal in bepaalde integralen, gonio-
metrisehe substitutics soms sneller tot resultaat lelden.

4, De interraal

jg(x){

waar g(x) een polynoom is, a,b,c constanten xi) en p cen oneven geheel

- i )
ax“+hx+e )P dx,

petal 1s, wordt door een ceschikte lineaire substltutie overgevoerd in
een som van integralcn van het hierboven behandelde type.

5, De integraal

g(x ;
I :‘:-J ’Ig ) =y dx,
(x+x) N/ﬁx“+tx+a
waar g(x) een polynoom is en k ecen natuurlijk getal, is tot het vorige
type terug te brengen, We schrijven daartoe

2l x 2p(%)

(x+ k) (x+ x)

waarp gq{x) en gz(x) polynomen zijn en g, (x) een graad < k heeft. We
krijgen dan

. J g4(x) S J( go(x) ;
E X 4+ UK .
;Jaxz+bx+c (x+tx}k Nax©+bx+e

De eerste integraal is van het vorlge type. In de tweede substitueren
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we X+ A= 2, hij gaat dan over in

g E
Ty, K
J g4 (g )u
g du,
’\fle“+nwg%r

1 71 o 1
waar gE(U) een zeker polynoom in = is van graad < k, en dus g%(ﬁ)u

-

I

cen polyncom in u, en 1,m,n zekere constanten zljn, De laatste intcgrnal
is dus van het vorigce type,

6. We behandclen nu de integraal

(5) ‘f g(x) e OX
(dxg+ex+f}m Nfggglbx+c ’

waar g(x) een polynoom is, m cen natuurlijk zetal en a,b,c,d,e,f con-
stanten zijn., Het is geen benerkin aan tc nemen dat de graad van g(x)

o

ten hoogste 2m-1 is, We mopen onderstellen dat de vorm dx2+ex+f geen

retle nulpunten heeft, omdat we in dat ceval (5) kunnen terugbrengen

tot een som van integralen van het type 5, door n.l. % X) = in
(dx“+ex+f)

parti¥le breuken te splitsen, Vorder mogen we onderstellen dat de vorm
dxg
door vermenigvuldiging met een constantc: in dat geval is (5) van het
type 4,

]
+ex+f zeen veelvoud is van d¢ vorm ax“+bx+c, d.w.z, daarult ontstaat

Onder de genoemde onderstellingen proheren we de substitutie

met nog te bhepalen constanten o en 3, Do beide kwadratische vormen
gaan dan over in

wwiwww f d(a&w»ﬁ)9+ e{mju~&)(z+ﬂ)+f(z+ﬁ)2}
(z+1)°
i

V I ~ 4 i |
- --»~—-—-——2-( ) % ((j TN H’”)Qt" H(2d= B +eol +e & +»2f‘)f;:+(@ ﬁ t«+@(3 +f‘)§ )
Z+1 \

resp.
(} N ‘ ;«2 - p’) \

ey aloez+ @) +b(xzs () (z+1)+c(z41)°

(z+1) § § ' }

] b )
- .(.,..5...3? i(a L +b B +c)z " +(2a B +h e +b P +2¢ )z +(a ﬁgm(s +c)§ .
z+4
We willen nu o en (¥ 20 bepalen dat de tcermen met z wegvallen, dus dat
geldt:
(7) {Edm{% ve( o+ () +20=0
2ae (3 +b( e + ) +2e=0 .
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@

Is ac-bd=0, dan kunncrn we X en ( niet uit (7) oplossen., Maar in
dat geval worden de beide vormen dx“+ﬁx+f, ax +bx+ﬂ tmt een zulvere
vierkantsvorm teruggebracht ale we substitueren Km~§5**.

Beschouwen we nu het reval ae-bd#0. Dan leiden we uit (7) af:

hf-ce oA, 4 cdwal
d"f\s = ‘f. ? 3 7 ﬁ’ = :L .
Qe =00 o a¢=-nad

Dus zlin oL ©n {5 wortcls van de volgende vierkantsvergelljking in ﬁ,'

(a@wbd)§22%~2(af~cd)§-*(bfwce)mm.

We beweren dat deze vierkantsvergelijkin: twee verschillende re¥le wor-
tels heeft, Het is daartoe voldoende te laten zlen dat zijn discriminant,
zeg D, positief is, We hebben

]
D= (af-cd)” - (ae-bd)(bf-ce),

Hierbij is (ae-bd)(bf-ce) cen homogene kwadratische vorm in b en e;
splitsen we, na vermenipgvuldiging met -4df, een kwadraat af, dan vindcn
we 3

-4df(ae-bd)(of-ce)
+4dr idfhg~(af+cd)@+acugg
{”dfb;(af+cd)c }2 shacdfe”
{@diw -(al+cd)e }2 -(af~cd)2 e,

#

il

i

We merken op dat df positief is, omdat dx9+ex+f verondersteld werd

geen reble nulpunten te bezitten. We hebben nu:

. e ~ ~
D = (af~cd)a *'K%T t(Qd?b«(af+¢d)G“)—(af-cd)‘ e }
= l(af cd)g(éd;~u ) + (2dfb-(af+cd )? ]

Qdf

De factor Qdf-eg, het tegengestclde van de discriminant van de vorm
dx2+ex+f, is zeker positief. We merkten al op dat df >0 is. Uit de laat-
ste uitdrukking voor D volgt dus dat D20 is, terwiljl voor D=0 vereist
iss

af-cd=0, 2dfb-(af+cd)e=0,

dus
af=cd en bi=ce,

Stelt men ;g- = A (vgl.d#0), dan leidt dit tot

a= Ad, c¢= Af, b= Ac,

2

Maar dit kan nlet, omdat we ultgesloten hebben, dat de vormen dx“+ex+f
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en ax“+bx+e evenredip zoudcr ziyn, Dus 1s D >0, Dus, als ae-bd#0 is, dan

ziJn er twee re¥le, verschillende petallen oven B , zodanig dat (7) gcldt.
We mogen dan dc substitutie (0) ultvoeren, met dic waarden van o en B .
Laten we bl) de rencemde substitutle hebben:

d 2 1 1T L2, e
XTHEX % e (d1« +§1),

(z+1)°

w2 v L 1 L2
ED QEE R S ToT S — (aqz +Cq)s
(z+1)°
s GX (z+1)={wz+0) -3
Wegens . (z+1)9 = (g+1)?

gaat dan (5) over in

-

VAN 2me-1
YAt £ 3

(x-p) S ™
{dqz +fq) ’\/’a,}:‘z‘«w,i

daar g(x) een polynoom van hoogstens de graad 2m-1 is, is hierbi]

g{gégéi)(z+1)gm~ﬁ cen polynoom in z van hoogstens de graad 2m-1, zeg
hiz).

De conclusic is dat onder de in de aanvang genocemde onderstellingen
in beide gevallen: 1) ae-bd=0; 2) ae-hd#0 de integraal (5) terug te

brengen is tot een integraal van de vorm

(5!) JM h(z) dz,

e m N
(dﬂz +f1) N/aqm Fe

waar aq#b, dq¥0 en h(z) cen polynoom in z is, We gaan nu na hoe we (5')
kunnen integreren,

We splitsen h(z) in de som van twee polynomen hq(z) en hg(z), waar-
bij hq(z) alleen oneven machten van z en hg(z) alleen even machten van
z bevat. In

dz

f ny(z)
P A
(dqz +11) A/aqh +e,

substitueren we Va zé+cqmu; we hebben

1
du aqz dz u
I5 = = dus z = — ¢ dus komt er een integraal
?» bl
z “ngz +C au 8y

van de vorm

| h(u) 4y
4 m
(d u+f,)

met een zeker polynoom h*(u) in u, De integraal
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J. h, ( ) .
(dng%f «Jﬁ 224 ’

brengen we tot de vorice terug

1
d.m.v, de substitutle 2zw= T er komt dnn

in de teller een nolynoom met alleen oneven machten van t,
‘ A
Voorbeeld I. dx
R LA d
I=) 7= =
5 (x“=x41)N x4

Hier is m=1 en de teller zeker hoogstens van de graad 2m-1=1.

De
2

]
vorm x“-x+1 heeft geen re¥le nulpunten en is geen veelvoud van x“+1.

Dus zijn de voorgaande beschouwinzen van toepassing. Substitutie van

WZ+
=77

x2~x+1

We stellen nu 2o - &-@ +2=0,
=1, (=-10f o=-1, (=1,

Doen we de keuze of =-1, @ =1, d.w.z, substitueren we X=

komt ¢r
0
2(z+1
1

' ml (32°+ )«/“75?15
=N2(1,+1,).

s B

d?w“Jw'j

in de vormen x“«x+ﬂ, x“+1 geeft:

{ (a2 2 2
ﬁ(a& - +1)2 (2B - - PH2)z+ (3 @M} ,

2+Uhx@+ﬁ)z+ @2+1&.

2ep+2=0. Dit geeft aP=-1, A+{@=0. Dus

1=2
L {}
1+2 Dan

zdz
+1)

/\
,\/5 dz —
N ' (3zg+1)Nf§?+?

We hebben 4 V@
I = ?d” - S udu
1 32 +1) Nf; +1 Z (3u2—ﬁ)u
, N2
1 f{g du L ron |02V }
3 WwPes T 3NeS ur )
og LB=0(NFNE) 10 [7 10e (A1) (W
: (VE-1) (V3eVR);
E\/ﬂ («/‘Emw’ VB 3VETT
dt
I.= —
e 8 322+ﬂ);§ E “f 1+3/t ) 141/t ;?g
r e b
- tdt df u du
4 (t +5)N/§' (u2+”)u
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1 .u 4 xil , il
— arc t{ —= o —— - ) = - .
VG v VR A T -

Dus tenslotte

T = 3N3 lor (V3-1)(V3eNE) + I

4
11 1 wJ ) dx
3 (x§~x+ﬁ);;x2+x+ﬂ
Door substitutlie van X= ‘?? krijgen we:
2 1 2 PR 2 A
KT =Xt s &{m ~o41)z2 " +( 2B - A - B2)z+ B ol CR AR
(z+1)°
2 1 2 2 a2 |
XT4X+T = W«TY (" +ots1)z (2B + o+ B+2)z+ B +(3+1§ .
(z+1)°

We bepalen o en 3 zodaniyp dat 2ef-ol-PB+2=0, 2af+ o\+(%+2m0. Dat geeft
A+ B3=0, afd=-1, dus b.v, el ==1, @)mﬁ. We vinden

1

I = 35 2(z+1)dz I, + 1.,

jz“+1 “/z +3 1

met : #f 2z dz ,{ 2u du
! (3z°+1)NVz°+3 3u©-8

U~ ’\/(3/3 i

u+ V8/3 NG

--V?lo* ('://__—Jrf\//__:)gi*x—_l %'\/E:loL {V(3+2V—
; 2

o

I mj 2dz :Ejoo t dt

S ST RV ) (£543)  143t°
W}'u o g arc tg - ’
B‘(u +8)u TNB " NB 5

= %“Jg'ﬂ%} - arc tg ?;g) = %ﬂfﬁ arc tg V2,

dus

I= %“ﬁg log(ﬂf§;‘vg)(3+2”J§) +-§Nf§ arc tg /2.
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§1KL Integratie van rationale functies van sin x en cos X,
We beschouwen allereerst de integraal
(1) 5 cos™x sin"x dx,
waar m en n gehele pgetallen zlin, Is m of n <0, dan mag het integratic-

vak geen punt {2k+ﬂ)§ rcsp. kW (k geheel) bevatten,

a) 21j een der exponenten oneven, b,v. m, Dan gaat (1) door sub-
stitutie van sin x =u over in de integraal van ecen rationale functie
van u, Want ¢co8 X = é%@ﬂn X en een even macht van cos x is rationaal
ult te drukken in sin x,

b) Zijn beide exponenten even, dan voert in elk geval de substitu-
tle tg x=u tot de integraal van een rationale functie, Want

1 d i 2 i 1

= tg x, T =1 + tgx, T = 1+ ~ 8
tos™x ax co8"x sin™x tgx
i m+2 n dx
dus Jrcosmx sin"x dx = j cos™rex sin 'x ——
cos"x
m+2 n
o W -5
m‘((1+u“) < (1+ ;%) “ du (u = tg x] .
u-

De substitutie tg x = u is zeker geoorloofd in een interval dat géén
punt (2k+4)§ bevat. Op analoge wijze kan men de substitutle cot x=u
gebruiken; die is geoorloofd in een interval dat géén punt kT bevat,

c) Zijn beide exponenten positief, dan kan men door toepassing
van gonlometrische formules de integrand herleiden tot de som van een
aantal slnussen en cosinussen en daarna integreren., Men kan b.v. ge-
brulken sin°x COSQXm(ﬁ sin Qx)g = % (1-cos 4x),

d) Zijn beide exponenten even, is m+n >0, maar een van de exponen=-
ten negatief, dan kan men partieel integreren tot de negatieve exponent
nul 1s geworden en dan verder volgens c¢) te werk gaan,

e) Het speciale geval m+n=0. We hebben dan te maken met de inte-
graal j'tgnx dx, waar n een geheel getal 1is. Voor n=0 resp. 1 hebben

we
8in x dx ,
demX, ‘ftg x dx ”_[””EBE*E" = - log )cos xl .

Voor n »1 splitsen we de integrand:

2
tgnx - tgn”ax, tgax - tgn‘2 x. 1-c08 "X

coB X

- tgn*zx 4 n~2x

3
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n 1 n=-4 n=-2
tg x dx = ty X - {ﬁﬁ x dx,
) 23 op G S

: . h n, .. .
Dit is cen recursieformule die ons in staat stelt om tg 'x dx te bure-
kenen voor n >1, omdat we dic integraal kennen voor n=0 en n=1.

Is n <0, don is m=-n >0 c¢n schrijven we de gegeven integraal lie-

ver als )cat x dx. Die kan np dezelfde wijze behandeld worden,

11

) 1) 10 R o (.s.70, d 8in x 4. _ 8in x
Voorheelden, Ssin X con X dx = -j sirn 7x -a§——-‘dx —T
3) ax - agin x dx .. 1 g_ cos x dx
gin % 8in“x 1-co8x dx
i -C0O8 X

= 5 24
i 1o h—COS X

wat nog herleid kan worden tot:

Y log =St = low |t kx| (xAKTT)

. [9D.¢ r t 1
3) dx _ }cos X dx - } 1 . d 8in x ax
cos X cos“x J A-sin"x dx
-} log d+sin x L 1og 1"09$(X+“f/2)
1-sin x 1+cos(x+ 17/2)
= los ftz G+ D (x4 (k43) 7).

1) ( dx . N 1 d sin x A= = ( du [d 1 Q
" B n ,-:s o —"-{,\ -
J cosIx (1-8in“x )" dx K (1—u2)“ ‘

i du u 8 1 u f du
Wep’[eng = 5 - u o M——— .:\’Bu db“.m w_—-;-q +2 7
‘[1 u®  1-u” j (1-u=)“ -u” ¥j( )2 1=u”
hebben we

du ___ A fdu 1 _u__ A4, ’1+u1 P
(ﬂ*ug)é 2 PR ) 2 - F € T=u z 2’

i

aqus is tenslotte

1e8in X ain x

(x# (ktk) 7).

ﬁ
mm«gm lag
cos“Xx

Tegin x 2 cos8 x
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2.y d cot x ) 1 3
5) ”—~g— (1+cotx) =222 dx= ~cot x - % cot’x (xfk /7).
sin'x ax 3

-

6) sinx dx“,fkq A-cos 2 X de‘j(g-- % cos 2 x + §-+ % cos 4 x)dx

A

- - 2 X 4+w= sin 4 x,
gx EBiﬁuX“ﬁoi

-

L 3 /
o]
7) Eiﬂgi dx= + SZX 3 1 $1n°x cos x dx
cos“x cos X cos X

3 .
§H25~%x+%3wqu (x£ (k3) 7).
cos X
B)U[thX dxmd{tg X, img%i~£ AX= %tv X - ftg x dx
cos“x
= % tggx + log |cos x| (x£ (k2 ) 7).
2
2 1-8in"X
9) | cot®x dx=] —%—= dx = - cot X -X (x£k 7).
Jf Vfasin X

We merken op dat men op geheel analoge wljze de integraal
(2) .fchmx shx dx,

waar m en n gehele getnllen z1in  kan behandelen, Men heeft immers ann-
loge formules voor de afgelelden van sh x, ch x, th x, cth x. Zo heelt

men s
')O) x‘j\Sth dx - f,.%l{, [Umch x_}
sh x ch®x-1 u=-1
Dus
dx é log ch x=1 )
ah x oh X+

2
, . ch™ %=1 ; 1 2
11) jthBK dax =jm X. —y—— dX= j‘ch x dx - § th%x
ch™x

= log ch x - % th%x,

#

Men kan de integralen, beschouwd in het begin van § 39, terugbren-
gen tot de hier beschouwde, als men substlitueert x=8in u, X=co08 u,
X=8h u of %= +ch u, Men maakt hierblj gebrulk van de formules

\/%+ﬂh2Xm ch x, ‘v¢-sinEXmic09 x|, mhgx—ﬂm lah x 1,
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Dus in jﬁxm(x2+ﬂ)p/8ﬂx substitueren we x=sh u, waardoor we krijgen

‘fxm(x2+1)p/gdxm rshmu ehP*u au,

u

Evenzo vinden we door substitutie van x=s8in u:

o

Jxm(”t-xz)n/;z;jx-zjsinmu cosPtlu du (-1¢x ¢1; - §<u<’§-) .

Tenslotte is
‘fxm(x2-1)p/2dxm i“fChmu shP*u au,

met als substitutlefunctle x=ch u in het interval x )1 en Xx= -ch u in
het interval x (-1,

Speciaal voor bepaalde integralen leiden deze substitutlies soms
snel tot resultaat. We hebben b.v.

g 72 Y2
Jh\J1—X2dXz cos u,cos u du= 3 (cos 2 u+1)du
0 ' 0

0

/2
= [5 sin 2 u + 3u = g:.

0

Hier staat te lezen, dat de oppervlakte van een kwart van de eenheids-
cirkel gelijk is aan 77/4 (zie ook de definitie van 77 als halve omtrel
van de eenheidscirkel op p.118).

Elke Integraal
(3) Jfﬁ(sin X, cos x) dx,

waarbilj R(sin x, cos x) rationa~l opgebouwd is uit de functies sin x en

cos x, gaat over in de integraal van een rationale functile als we sub-
gtitueren

tg X = u of cot

;%X = U,
We hebben immers:
el x - —— o = }(1+t2"kx),
2 cosix
s8in X = 2 8in %x cos 4x= guﬁﬁﬁﬁﬁ ,
1+tg“hx

2
COB X = aoaaéx - sinaﬁx = ccszgx (q,th%x)~m 1-tg %x )
1+tg“4x



We vinden dus:

) # L
J(R(coa x, 8in x) dx= { = R() tEg

2 X
[} 2
) 1+eghx 4+tg8%x 1+tg“%

)
0 2u 1-u“y e ]
z’(;+u2 R({ 5 =) du [?wtg §4xj .

14U 14U

De substitutie is geoorloofd in elk interval dat geen punt (2k+1)77 be-
vat en ook geen punt waar R(cos x, sin x) oneindig wordt.
We beschouwen speciasl de integraal

J~ dx (a0, b#0).

a co8 X + b sin x

Deze integraal bestaat in elk interval dat geen wortel van tg X= - %
bevat, Substitutle van tg 5 x=u in een interval, dat bovendien geen

-

punt (2k+1) 77 bevat, geeft:

dx du
= |7 > -runialic TP
a cos x+b sin x ia(ﬂ-tg Ex)+2 tg%x} cos“ix a(1-u®)+2by

= 2 -2 du au+b=v
f (au-b)°-(a%+b%) f L ]

1 v+ \a +b
= = e 108 e |
Va©+b© v- Va“4b"

dus
dx _ 1 a tgsx- b+\ﬂ;;;;§)
a ¢cos x+b sin x a tgix-b- \/5"+b
We merken op dat de ultdrukking achter de logarithme een eindige limiet,
en wel limlet 1 heeft, in elk punt (2k+1) 7/ . We kunnen hier dus de
hoofdstelling toepassen op elk segment dat geen wortel van tg X=- %
bevat.

Een andere wijze van behandeling 1s de volgende:

dx _ a cog Xx+b sin X dx
= v
a cos X+b sin x (a cos x+b sin x)“
% 1 m 31-(b cos x-2 8in x) dx
+b° -(b cos x-a sin %)< dx
- 1 log !\Ja +b° +b cos x-a sin x|
2Va©+b a +b cos x+a sin x
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Dit antwoord kan tot het vorige worden herleid. We voeren dit niet uit,
dx
jn ¢ constante lan moe 2N ¢ b i
Z1jn a en ¢ constanten #0, dan moet men ook Jpa T T
stitutie tg & x =u behandelen, Wc hebben

o

dx 3 4 ax = 0 du
- b2l PRI -3 “ <
a cos X+ 3(1=tz"Ex)+e(1+tgsx) cos“ix a+c+(c-a)u

foe)

met de ~b-

Tu=tg % x] . Bij de verdere herlelding mnakt het verschil ult of n+c en
*-a positief, negatief of nul zijn, Bijronder eenvoudig zijn de gevnllen
2+c=0 en a-c=0, We hebben dan

ax ax ax dx )
= ,? = tg :;3 X, = ™S = =0C0%¢ ) X
14c08 X 2 cos“dx 1-c08 X 2 sin“ix

-

Het bovenstaande 1s geldig in elk interval dat geen wortel van c08 X= - =
en geen punt (2k+1) 77 hevat,
Op analoge wijze worden behandeld

dx dx
A A L D R ’ *
b sin x+c a c0o8 X+b s8in x+¢

77/ i / I
Vecorbeelden, 1?J/ dx ﬁﬂA dx
0

4 cos x-3 sin x JO (2-2 tg =)

— S
3x-3 tgix)cos“ix

e Tl

du
“j E-EuE-Bu
o)
Deze herleiding is zeker geoorlnofd, daar het segment (O, W74) geen punt
!
(2 k+1) 77 en geen wortel van tg x= % bevat. We berekenen nu eerst

A=tg /T/8, We hebben 1=ty 77 /b= 3&_@); in verband met X » O dus
[P Sae
K= =1+ V2, '
We krijgen dus:
/N ax B -1+V2 du . -1+ V2 du
= - ——— = = —
4 cos x-3 sin x Pu“+3u-2 J[ (u+ﬁ) -3
O "O (:) i
-1/4+ V2 -
= =% W@V + p 10p) 5 /4 +v -1/4+ V2 1
= il 5 = = ] ™ ”3_ ) =
3/ M BT
a3
= glogmué‘.logm
2(3-2V2) -
21 ax
2) ——ee +moet zesplitst worden, We hebben:
2+c08 X



277 v - 27
dus =1 + - Ve arc tg —=e~| + arc Ug —
S 1
o 2eos x Jy )= ’ 3 g 3 J
e (7, m] _ ew
S (RN ) LA
V3| 2 “ 3

1

3)] dx [ dx -
g ; s 5] =
€ cos x+8in x43 ° A (2-2 'Lé?‘ LX42 tgEX+3+3 tgzv,%x)cos";%x

0

o0 L OO

- %}r Jﬂ = apre tg v = g -lg‘w ;r.
o u +Bu+‘

Soms kan men een integraal van het type (3) rationaal maken door
te substitueren tg x=u., Indien dat zo is, dan is deze substitutie to
prefereren, omdat hij minder bewerkelijk is. We volstaan met enipge vooo
beelden.__ ~

_r‘f
1)j//a . i /2 1 ¢ i
0 (cos x+sin x)(cos x+2 sin x) . (1+tr x)(1+2 tg x) o

N >
of ! oo o
du 2 4 2ut+
= =1 (= - ~)du= log S—— = log 2.
. 2u-+ u+1 R
{(uﬂ)((ﬁuﬁ) j(: o
~ o8 X dx j du
[ f} e r)
o (cos x#sin x)(M+cos®x) o (u+1)(u+2)

00
=j —;;—(— ._V,.b:j. + —~j——) au
o u-+2 u+1i

= [- 8— log luei2l + 2= arc te — + —g» 1ogiu+1l]

3\V72 V2
1 u % W2 | g TNV
= arc tg - » log m———-z‘”, ! = IV2 + og 2.
3V?2 Vo o 6 (u+1)4,
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§h4. Integratie van functies van ex, log X, arc 8in x, arc tg X.
We behandelen enkele typen,

I. J’xn e® ax (n een natuurlijk getal).

. n
Door partieel te Integreren en daarblj de factor x te integreren vin-
den we Jﬁxn e* dx=x" ex—nj’x“"q e dx.
‘ X
Door dit te herhalen komen we tenslotte terecht op f e deeX.

1T, f&x cos x dx,

We Integreren nu twee maal partieel, dnarblj b.v. belde keren de [nctnrl
X .
e Integrerend. Dan krijgen we:

X x e ‘
ife X dx= e” cog X + \j@ sin x dx
X X X
= e cos X + e sin x - j’e cos x dx.

We zljn op de uiltgangsintegraal terechtgekomen en vinden

X X
“(e cos x dx = e (cos x + sin x).

X . _
Evenzo bepaalt men er sin x dx, In plaats van I en II kan mern
n _ax ax : ‘
natuurlijk ook ‘fx e?* dx, je cos bx dx Dbeschouwen (a,b constanten).

I1I. erd log x dx ( < een constante),

Door substitutle van log x=u zazat deze integraal over in

fe(ka)u u du, wit van het type I is. Is &4 # -1, dan kur-

nen we ook partieel integreren:

( ,,cl
A SR
hf% log x dX = X log x - 1 KC%+1, % dx

A 4+ K 4+

. ok 4
= L x +11mrx-—~j~—ﬁ-x“+?
oA+ (A +1)°

Iv. x" arc sin x dx (n een natuurlijk getal).

Door partiBle integratie krijgen we

n XNt 1 el
‘fx arc 8in X dX = fom— arC 810 X- o Jr\/?:;E dx,

Daarmee is de integraal teruggevoerd op een van bekend type.
Op analoge wijze behandelt men j'xn arc tg x dx.

1 1
\6/%x+3
Opgave 119. Bereken u(‘ : M{» S dx.
, ;;x+”gy§ ’ o XA
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Opgave 120, Bepaal jxg(x2~1)'5/ﬁ dx  (x )1 of x¢=1),

p.§

e . ,
jﬂjg V1-x< ax («1¢x (1), J 1V 1-x" ax (-1<x ¢1).
X

Opgave 121. Geef nn hoe de integranl
2 ., /2
R(x) (2x° + bx + ¢) dx,

waar R(x) een rationale functie voorstelt, 2,b en ¢ constanten zijn en
D een oneven, geheel getal is (5 0 of (0), behandeld moet worden,

Opgave 122. Bepael

i}
[«

X dx
m‘(’}u--—-&..-l‘b £ £l
(x+1) VX +x+1

, ax " dx b
Cpzave 123. Bepaal A ™ —T ~f31n3x coajx dx,
sin"x cos™x sh X

teg X 5 A ax
~55" ax, NN B
co8”x 177Co8 " X+b T 8in X sin xX+3

n S ’ - ,
Cpzave 124, Bepaal »{x e” sin x dx, V(XD gin x dx, f\yf;”log x dx,
k{(arc sin x)° dx, #(x arc tg X dx, yf e "7 cos bx dx (“,t >0,
0
Opgave 125. Leid recursieformules af voor

1

.0
Vf(ﬂ-x“) dx, vftgn x dx, “fxn cos L x dx,

0
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§&2. Integratie van reeksen.

We weten reeds dat rationale functies en functies met wortelvormen
vaak primitieven hebben, die niet meer tot deze klasse van functies be-
horen. En slechts in een aantal gevallen kunnen we functies, die expo-
nenti¥le of goniometrische ultdrukkingen, of de inversen daarvan (loga-
rithmische resp. cyclomctrische uitdrukkingen), bevatten, in '"gesloten
vorm" integreren, Er zijn echter andere methoden om een integraal aan
te pakken, B.v, methoden met behulp waarvan we in vele gevallen een pri-
mitieve kunnen bepaien in de vorm van een oneindige reeks van functiles.
Men begint daarbl] mect de integrand in een reeks te ontwlkkelen., We zul-
len hier allereerst een aantal stellingen behandelen betreffende de in-
tegratle van reeksen van functies. Ulteraard zullen we daarblj gebrulk
maken van een aantal begrippen en resultaten, behandeld in de cursus
analyse II, speciaal toegepast voor re¥le functies. Van fundamenteel
belang 18 het begrip "uniforme convergentie van een reeks functies".
Voor retle functies, gedefinieerd op een interval, luidt het als volget
(zie an II, pp.41 en 45):

Laten fﬂ(x), fg(x),..,,fn(x),... reéle functies ziJjn, alle gedef’.

nieerd op een segment of interval (a,b). Dan heet de reeks functies
oo

j;w fn(x) uniform convergent op het interval (a,b), als er op (a,b) ern
N

functie s(x) bestaat, z% dat er bij elk zetal & )0 een rangnummer N is
te vinden met

:Z: fk(x)-s(x}}<5§ als ny en x& (a,b).

De functie s8(x), indien '1j bestaat, is eenduidig bepaald en heet de
.vm van de reeks,

Stelling. Laten de func' ies fq(x), fg‘x),...,fn(x),... gedefinieerd,
begrensd en integreerb-ar zijn op een segment (a,b) (dus a en b eindig).
Indien dan de reeks >:?;;1 fn(x) vniform convergeert op het segment
(a,b), dan is ook d som van die recks integreerbaar over (a,b) en er
geldt:

b R o b
(1) jﬁ :E:rfn(x) dx = E;: Jf fnfx) dx,
“a Tiw ] n=1 “a
m.a.w. integratir en sommatie mogen worden verwisseld,
n oD
Bewljs. 21} sn(x}m g:; fn(x) (n=1,2,...), s(x)= Ez% £,(x).
- Viem

We bewijzen eerrt dat 8(x) integreerbaar is over (a,b). Zij g£)>0. Er
is een rangnummer m, zodanig dat
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ls(x) - s (X)‘ 4 m voor a < x ¢b.

De schommeling van s(x)~sm(x) over (a,b) i1s dan kleiner dan 2, Efﬂm—) =
b-a
= ~z£i~s . Dus 1is het somverschil van g(x)wﬂm(x) t.o.v. een willekeuri-
2(b=-2
ge verdeling van (a,b) kleiner dan % &€ (zie p.83). Verder is de functic

Sm(x) eigenlijk integrcerbzar over (a,b), als som van eindig veel eigcen-
1ijk integreerbare functies. Er is dus een verdeling D van (a,b), zd
uat het somverschil van s o(x) t.o.v. D kleincr is dan } €. Het somver-
schil van s(x)= [s(x)-s (x)} +8 (x) t.o.v. D 1s dan kleiner dan £. Fr
volgt dat s(x) integreerb.ar ia over (a,b) (zle ecerste integrabiliteits-
criterium, p.87).

Vervolgens leiden we (1) af. Z1J weer £ 0. Er 1s een rangnummer
.. z4d dat

‘5 o a ]
{’s(x) - sn(x)) { gz 2lsnd>n enagxgb,
Daar s(x) integreerbaar is over (2,b), mogen we opschrijven:
b b b
J( s(x) dx me sn(x) dx +;} {s(x) - sn(x{} dx.
a a a
Voor n) n, hebben we
’ b b

jr s(x) dx -uf s, (x) dx} =

a a

b £ ‘
§;~[ EfE dx = &

Jus is b b

1im s, (x) u[ s(x) dx,
n—00 J, .

it

De integraal in het linkerlid mogen we schrijven als

b b
f fq(x)dx +q{ fo(x)dx+. ..+ J’ (x)dx: Ef' ./ dx (herhaalde toepns-
" a 8

ging van stelling V, p.90). Dus:
b 2
2} 1lim E: fn(x) dx = L f(x) ax.
n—p 02 lem A=
a a
De som in het rechterlid van (1) (som van een reeks getallen!) is per

definitie de limiet in het linkerlld van (2). Daarmee is (1) bewezen.
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Gevolg. Is een reeks van op een segment (a,b) begrensde, integreerbarc
functies uniform convergent op (a,b), dan is

o X

x\m"‘" r
Z £.(t) dt = ¢ fn(t) dt  voor af x«b.
D= Nae 4 ==

In verband met de eigenschap I, p.96 en de eigenschap (7.7), an II 42,
volgt hieruit:

Een op een segment (a,b) uniform convergente reeks van aldaar con-
tinue functies heeft een primitieve op (2,b), en wel o.a, de som van dc
integralen van die functies over (a,x), waar a¢ x b,

De volgende ultspraack 1s nagenoeg aequivalent met deze elgenschop:

Een reeks van functles 7>n(x) (n=1,2,...), differentieerbaar op
cen segment (a,b), mag termsgewijs worden gedifferentieerd voor a <x (b,
als de afgeleiden é% P n(x) continu zijn op het segment (a,b) en de
reeks dier afgeleiden uniform convergeert op (a,b).

Een bijzonder geval is het geval van een functie f(x), voorgestcld
door een machtreeks

() f£(x) =a  +a.x +2,x" + ...,

convergerend voor -R¢x ¢R (R)0). We hebben:

a

X
(¢ 3¢) N - I -
g £(t) dt = a x P X0 b X0 4 (-R¢x<R).

Omgekeerd 1s het rechterlid van () de afgeleide van het rechterlid von
(ﬁ~%ﬁ voor ~R ¢ x ¢R. Dus machtreeksen mogen termsgewljs gedifferenticerd
worden, In de cursus analyse II (p.48) is dit ook bewezen voor complexe
waarden van het argument binnen de convergentiecirkel, en voor macht-
~ceksen met complexe co¥ffici¥nten. Doch nu hebben we, z1Jj het nog
slechts voor re¥le functies, ecn veel algemener resultaat,

Voorbeeld I. Voor |x| ¢ 1 mogen we herleiden:

* - n _2n+1
.
f lyat=f 2 ()" ¥ at - > (1) x :
0 144 0 N=0 n=0 2n+1

We merken op, daﬁ)hieruit volgt:

n _2n+1 3 5 7
arc tg X = EZ:’ (-1) =x = x- 2+ 20X 4 L (1) <),
n=0 2n+1 3 7

;‘(Vomv complexe waarden van x afgeleid in an II, p.76).

II. Voor |x| (¢ 1 is evenzo (zie ook an II 68)



AR Ed e (AT

x x o o0

n_n+4
, -1} %
tog (10x) = [ R [ 2 07 o g = 2 LR
0
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FeE |

We behandelen nu twce stellingen over integratie van reeksen, waar
bl) de voorwaarden iets zwakker zijn.
Stelling. Zij (a,b) een begrensd interval en f (x) begrensd en integreer-
baar over (a,b) (n=1,2,...). Z2iJ de reeks neq fp(x) uniform conver-
gent op elk inwendig subsegment (X ,{3) van (a,b). Laat er verder een
getal M zijn met de eigenschap:

¢ M voor alle n en alle x met adx (b,

R
somtr

n
{ E: £y (x)

Sen is Zn q £ (x) integrecrbaar over (a,b) en er geldt

> )
b R b
j 2 f(x) dx = 2_ f £ (x) ax.
‘ N

N=
a
o
Bewijs. Stellcen we sn(x) mf% fk(x) (n=1,2,...); s(x) ::E . fn(x),
(= iz

Ult de veoorwaarden volgt, irn verband met de voorgaande stelling, dat 5 x!
“nregreer’ cav is over elk inwendig subsegment (d [3 van a,b). Voor
elke x met a¢x b ir ]sn"xﬂ {M, ongeacht n, dus ook ]s(x)) M. Dan
is s(x) ook integreerbaar (ver (a,b) (zile de stelling op p.97). Het in
teresseert ons hierbij niet of s(x) ook gedefinieerd is in de punten n

» (uit de voorwaarden van de stelling volgt niet dat Ziq i‘n(a)

Z::,’fn(b) convergeren); 'e kunnen desgewenst aanvullend defini¥ren
s(a)=s(b)=0.

Verder merken we op dat. omdat de functies fn(x) integreerbaar
zijn over (a,b), ook de part.?le sormen sn(x) dat zijn. We hebben nu,
218 a (X { F(b,

b b ‘
, ax - dx = ) - X
IJG s(x) dx J&' s, (%) 3 ‘f {s(x) s ( )} ox

a

b

B
PN
j,’ﬁ {s(x) - sn(‘;)} dx | + 2M(el-3) + 2M(p-f3 ),
&




o hangen de setallen o

5

niet von oL U en 1is }Fn(ﬁ) ’ {2,
7 volgt dnt

("¢ ot ¢f}3; n=1,2,...). Ult ie voorwrardenvan de stellin:

e D ., ) P

Z " converreert, Wercrs het crilterium van Welerstraoss (zie =n II
N ini

46) 18 don de reeks functles 2' # (#) unifern converpent op het Li.-

rerval (o, ). Ult le vocrwarden van o stelliny volgt ook dnt F”(s)

cin eindise rechterliniet heeft in ol =n, en wel (Bf’n(‘x) X, Dan heeft
\ %

— 00
2 ‘
nok de som van dg reels Z; 4 FPQ%) cen cindise rechterlimiet in oK =1,

o L=

R (e)=y_ 1t A («) (zie an II 42-43).

‘ 4 D
cnowel  lim 2 ‘ R
= ] ! Y 7| S t

of =71 g
nilers cezesds J E‘mxﬂ > {x) 'x heelft, ols functie vin A, een eindl

recnterlimicet in ol =~ er er ccldt

7

o0
n 22 n e R
11mt ‘”E: fo(x) xo= f Z So(x) Ix = Zj f‘h(x) ax.
n=" by .

o 2 SRS =1
oL

vernzo bewljst men
E Rens
Co(x) 2x = [/ £ d3
NJ 2 ‘n(x) x= L ‘n\x) e
ol Nzl n=",

Toorult veolst de stelline.,

ax bestn t, Immers de Integrond ig

Voorbeelden,I, De interrpanl |

continu voor x ) 0, heelt cen reobterlimlet 1 in het punt x=0 (ga nr),

, , X X & ‘ L 00 dx .
en voor x » 1 zeldt ¢ - = o, uwvw@gi(' —= bestant, Om de ivn-
et xo /31 x°© Jaox©
tegrral te rerekonen, oarn o we e intesrard In een reeks ontwikkelen, In

W . s -t \ .
el scehrljven we = = = 5 voor Xy 0 hebben we dus

(S 1oy

0 o

nx T anx
=X / _ ©

€
@ - M=) ="

De luntste reeks converveert niet voor x=0, Miar hij convergeert unif -»
op elk interval (& ,R) net /Q‘>zx So. Verder 1s | x e ex ™™ inte-
reerbaar over (O,¢0). En wel hebhen we

o0 00 ©

-h . - A - _
u[ x e ™ 4x = - ; x o R 270X ax
n n

0



X0

—- o
1 1

From "y Wt i’

Tenslotte convergeert de recks

22, r.14),

Dus 1
\ - K
a=0,b= O, fn(x)mx €

g voldnrn nnn de

net . We

Ix e
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00

2 L (zte ar i

n=1 n°

J"'“X‘ Ax =

voorwtapden van de stelling op p.122,

o0
WW~ = (\:{") o '1
\ ! -NX g
X= /2 e dx= — .

: Rl ~11X
K== P X 1
, -, l— | >
‘JO @ - o =] ;,r‘:‘] UQ ﬁm1 I

Men kan bewijren dnt de som von de lantste reeks

7 °/8, A
oe lntUQr“n%j

Y0

gelljk is azn

- 7 L
O M=t v .
IT. gmwéuwwl«dt wordt tot de vorlge teruggebracnt
v

17

3 . -1l o] , . .
Joor de substitutie 1-t=e 7, dus t=1-e 7, We Krijren dan immers

1
1og§1_t) it o U4 (g™ au
’ o u ’
<0

Yo adu

~ W0
- L ) o i “ X
ITI. De lntcngnlj ) Ax

< (7 een constante > 0) bestaat ook on
€=

A
O
wordt op dezelfde wijze berekend n o de inteogoranl onder I, We berclkonc
. 0 -TX :
Jaartoe ccvs;f sin(ox)e v (n=1,2,...). We hebben

v 0
)

) € gin oX %X = - = . con o X - ) @ cos ax dx
-0 O e
o) { oo
1 n _=-nX 7 -1x .
== - = Six ~gj - = | sin ax ¢dx,
a 0 | \,,I{w
-V ¥ X 1 n A
zodat : inooX X = o= s (7 oy )= ———
J B VT .T;) 2, .¢
O (] n +i3
Verder 1is
e L ‘1'
it PUAN

)e' sin "xj X

j nx 1
0 0

werens 8in ax {2x voor

fw ;@-nx
W 0

(we merken op dat de schattinz |sin ax|
niet tot het gewenste doel voert).

x> 0. Dus is (zic de behandeling van voorbecl  T):

sin ax

dx <<—w
[
n

£ 1, dus le—nx

iy

sin nx](e"nK
o0

reeks 2 e™™ gin ax unifor:
N=="

converzent op elk interval (o, f3) met /3) d‘> © . We hebben dus, wedtr-

-

om op grond van de stelling op

o0
En E:: J% convergeert . Tenslotte 1s de
=1 n

Yoy,
D182,
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L o0 ol

kﬁin X o VIR
——— dx = E“, ¢ 7" sin ox dx
o ¢ -1 a b=l

92 oo <
n ) N [
= §:: e™ "% zin x ox = ¢ ——
=1 r=1 n+ "

bt

Men kon bewijzer St do som van de pevonden reeks gelljk is non
/ , 4
g ooth Tom —
e 28" 1

IV, De integrnnl £ lom(1-t) :t (7 een constante) bestaot =le
Y0
1) -2, Voor bl < 1 1s
2 N U ' 1, n4n
£" locs(1-t)= -t D T R
Z’]:::;’i T“}‘:z"‘

D¢ reeks in het rechterlid converzeert uniforn op het interval (X ,f),

o~ e i n+o .
2ls 0 € & £s1De functic — .77 1s Inte:recrbaar over (0,1) voor
n=1,2,..., mits o » -2, en we hebben dnanrbi]

7
Sl
ot
=
+
-
i
=
-
e
*
+
=
+1.a
+
P )

Do recks éﬂm RCEEED) couver cgert, Dus 1is

voor n=-1 kriljgen we hot ~ntwoord terus di1t we hicrboven hadden (zle I
¢cn I1).
V. Z1j oy =1, Dan bestoat de intesraal
: gl

[ X

"JO VARSS
Voor 0 < x <1 hebben we (zle »n II 72):

oo

z “ ~2 v - N =5y DHA
=" 2 () (0T =T (-1 () KM

V1= Ne=) N=0

We beschouwen allereerst de binomiaalcoBfficibnt (1?) wat nader. We hub-
ven i (=g)u(- 2)... (- ) 1.3 ...

*iﬁ“) - ] s < PRI Y
n n. ‘ n.

if
i

(=1)P 1.3.2. ...(2n-1) _ (-1)7 . (2n)!
2' n! 27.2.4.6. ... .(2n)

2n ).
(-n" '
47 (nt)
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1
Een schatting voor l(ﬁf)l krijzen we 218 volgt:
1 3 5 2n-1
~%) 22T T 1 % 5 2n-1
(n 3’ ”?’c‘rEo-oT"’n;
1, .2 3 n
2
-5y|2_ (2 5 en=1\", 1 2 b 2n-1 2n_ _ 1
aws |5 G- 42 T35 8 5T et T mET
-k 1 1
aus [ ()] ¢ < (n=1,2,...).

1
De functies (-1)" () x"*" z14n alle integreerbaar over (0,1). De
reeks van deze functies convergeert uniform op elk interval (ot , (3) met
0 AL (3(1, omdat in zo'n intervnl geldt

(—ﬂ)n(?) X Loa"fo 3 (n=1,2,000).

Vn
Verder 1is 1 1 4
-t a 1 n+n 1
( 2):«”+ dx -—;f\ X X = ——e (n=1,2,...)
“E ) n ¢ VT g (n+a+1)Vn
en E " — convergeert. Dus mogen we herleiden
n=1 (n+a+1) V¥n
1, 12 1
X N, =3 n+a
ax = (=1)(72) x dx
jo V-x fo n=0 o
o0 1 o
L , 1
me (-1)7 () T ax = 2 (<) () L
n=0 0 n=0 n+a+1
Q0
_ § (2n)!
n=0 Mn(nl)e(n+1+1)

o sin nx
VI. We zullen nu bewljzen dat men de reeks 22:521 . termsgewl js

mag integreren over het vak (0,77). We merken alvast op dat in elk geval

elk der functies §l%~55 integreerbaar is over (0,77).

Als voorbereiding beschouwen we de ultdrukking B n(x), gedefinieerd
>
door

Bm’n(X)u Vim sin ¥x (0gx §77'),

waar m en n natuurlijke getallen zijn met n>m. We stellen nog

=
B moq{x)=0 (m=1,2,...). We kunnen een schatting voor B  (x) afleiden
S

door als volgt te werk te gaan. We vermenigvuldigen met éin $x en her-
leiden dan:
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3 - ip A
sin & x. Emm(x) i 8in 4 x sin V¥ x

Y=
n ]
=3 2 {m’m( y -k )x-cos(V¥ %}é-)xj = & zws(m-%)x—cos(n-é)xf .
y=ill

Dus is lésin ix.B (x)} { 1. Voor 0<X & 77 hebben we dus
m,n S

4

’Bm’n(X)] ésin 4x .

Laat nu & een positiefl getal <« ¢ ?"‘ zijn. We beperken x tot het
segment ( &§,77- ). Door partible sormna‘cie (zie p.105) vinden we:

zf: sin Vx zi ) {Bm’v (x) - B, 1/_q(x)}

YV =m ¥ V=m 4

Y =m 14 Y4+

Dus is, voor m>nen & <x < Jj7-3,
= =

-
e

I n=-1

Z ain Vx / 4 1 1 1
t———— ( r——————— E (_.. - ) E—— I e————

Ve V| = sin 56 {Vam v v n} m sin 36

Voor de som in het linkerlid hebben we dus, op het segment S(x(??‘“ %\
een grens, die alleen van §enm afhangt, en die tot nul nadert Voor
m — ¢0, Hierult volgt dat de beschouwde reeks functles uniform conver-
geert op elk segment (§,77- &) (zie an II 42, stelling (7.6)).

’ We beschouwen nu een willekeurlg punt x met O<x « 77. We stellen
Ke= [W/x] . Voor nsk hebben we, wegens |sin V x| < V¥,

&ﬁ:sin Vx i menx <kx £ 77.

V=1 = Y

Voor n>»k hebben we

z‘i sin Vx gzjf:sinvk,’x +2‘i“ sin Vx ‘

Ve v V=1 V=k+1 v

Daarblj 13, E sin

Y=K+1 Vv

<1
= (k+1)8in 3x

Nu 1s §-j-‘%—-£ een monotoon dalende functie van t voor 0 <t<¥ 7, wegens

d ain _ L cua t-sin t _ cos t (t-tg t)< 0 voor O<t«477. Dus is

gin sin ?7" 1 X 77
-——-—ﬁ—-) =5 dus 33»“%"};;-- Dus (kM)ain %x<{k’+’3)x <1

wegens k+1 > 7 /x,
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Voor n » k hebben we dus

‘ﬁ-: sin ¥x Z EL‘_‘&, sin Vx N f: sin Vx (_771 1.
V=1 ¥V | =1y=1 ¥V V=k+1 Voo

De partidle sommen van de beschouwde reeks zijn dus, uniform in n en X,
begrensd door de constante 77 +1.

Op grond van het bovenstaande en de stelling op p.181 mogen we nu
termsgewl js integreren:

;19 E 1 E““ 1

' Sin nx 8in nx
— dx = f ——— dx

0 N="|

D= 0
O 7 oo o n
- E:i -c08 nt _ 1 §—ﬂz
n=1 n ‘0 g;; n E;% n“
(o)
= 2 E:: —1
n=0 (2n+1)“

g&B. Integralen die afhangen van een parameter,

Reeds verschlllende malen hebben we integralen beschouwd, waarbl]
in de integrand behalve de integratievariabele nog een parameter optreedt.

b
B.V.J" x} dx:\f sin ol x dx, enz, We hebben echter noolit zulke inte-
a a

gralen onderzocht op hun afhankelijkheid van die parameter, We willen

dat thans gaan doen, We hebben dan te maken met integralen, waarblj de
integrand een functie van twee variabelen is. We maken eerst enige al-
gemene opmerkingen over zulke functies.

We kennen reeds het begrip functie op een metrische ruimte (zie
p.53). We hebben hier specianl te maken met reéle functies op een deel-
verzameling van EQ. Hierblj 1s E? de verzameling der geordende paren

rele getallen Xx(xq,xg), met als metriek woor twee paren x:(xq,xg) en
ym(yq,ye) de Euclidische afstand p(x,y)x\/(xq-y1)2+(x2-y2)2. Is X een
deelverzameling van EQ, dan is een re¥le functie op X een voorschrift,
waardoor aan elk punt Xm(xﬂ,xz) van X een redel getal f(x)mf(xﬂ,xz)
toegevoegd wordt, Omdat de waarde van de functie afhangt van twee retle
getallen, spreken we ook van re¥le functie van twee veranderlijken, Hou-
den we X, of Xp vast, dan wordt het een gewone functie van één verander-
11 jke,

Voor een dergelijke functie f(x)af(xq,xg) kunnen we verschillende
~ soorten van continulteit onderscheiden., En wel:

a) £(x) is continu in een punt am(aq,ag), als functie van x, wil zeggen:
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£>0 =6 >0, 26 dat |£(x)-1(a) l( g als \/x 4=8 4 +(x2—(39) <&

b) houden we X, vast, b.v. X,=a,, dan 1s (%

Xy=a5, ), als functie van x,,
indlen geldt:

a
1282

continu in aq

E>0 = 5)0, 26 dat | £(x q,ﬁ,.))-f’(@,},ﬁg)‘ <¢ als ‘xq-a,}, < §.
Evenzo hebben we continulteit van f(aq,xg), als functie van Xne
Is £(x) continu in a = (aﬂ,ng), dan blijkbaar ook f(xﬂ,ae) "
als functile van X,s €n f(aq,xg) in 8n, als functie van X5 Het omgekeer-
de geldt niet, zoals blijkt uit het volgende voorbeeld., 21} f(xq,:cg)

gedefinleerd op EE door: X

1
sin T als xg#o

in a

r{x,, x,) =
v oe 0 als xgmo.

Dan is f(xﬂ, xg) overal continu als functie van x,, bilj vaste X5 &n

1)

als functie van Xns bij vaste x Maar f(xq, xg) is niet continu in

(0,0), als functie van (xq,xe).11mmers in een willekeurige omgeving van
(0,0) neemt f(xq,xe) alle waarden tussen -1 en +1 aan.

Aan §§ﬁ7 - 18 ontlenen we de volgende elgenschappen. Een verza-
meling X in Eg is compact dan en slechts dan als hij begrensd en geslo-
ten is. B.v. een begrensde rechthoek, met inbegrip van de rand. Is een
functie f(x) continu op een compacte verzameling, dan is hij daar ook
uniform continu en begrensd,

We zullen de hier beschouwde functies voortaan aangeven met f(x,y),
g(x,y), enz,, waarbij x en y de beide rele veranderlijken zijn. Laten
we eens een functie f(x,y) hebben, waarbij y een zekere verzameling Y
doorloopt en f(x,y) voor elke waarde y€ Y integreerbaanr 1s over een
vagt, eigd*g interval (a,b). u {

Dan ia\f X,y) dx gedefinieerd voor y€ Y, en dus een zekere functie
van y. gtellen we die functie voor door F(y). Ons doel is nu voorwaar-
den voor f(x,y) te vinden, waaronder de functie F(y) continu, of zelfs
differentieerbaar is in een bepaald punt. We zullen twee definities
geven, elk gevolgd door een stelling.

Definitie 1. De functie f(x,y) heet continu in een puntverdichtingspunt
Yo vVan Y, uniform voor a €x £b, indien geldt:

bij elke g >0 bestaat een & >0, z4 dat } f‘(x,y)-f(x,yo)l < & voor
alle x en y met jy-yo’(c‘;,y(‘x’, a<x b,

Dit is dus weer een nieuw begrip continufteit. We merken meteen op,
dat f(x,y) zeker continu is in y o» uniform voor a<x <b, indien er cen
getal 27 30 is, zodanig dat f(x ,y) continu is als functie van (x,y)voor
a«:xqb, v -*7 £ yey +f7 Want dan is f(x,y) uniform continu op die

s

rachthoek, zodat gel@t~
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é}O%S}Omutif‘(x,y f(’,g(ala
!x~x‘3(;§,’y»y’{< S, (x,y) en (x’,y’) in die rechthoek.

Dus 18 zeker aan de in de definitie optredende voorwaarde voldaan., We
bewl jzen nu de volgende

Stelling 1. 2iJ (x,y) gedefinieerd voor w<fx<:b y €Y en integreerbonr
over (a,b) voor elke y€ Y. 2ij f£(x,y) ¢ ontinu in Yo» uniform voor
a<X <b. Dan 1s de functie F(y), bepaald op Y doar

S v

2(v)- | 2(xy) ox
a
continu in Voo
In het bijzonder mogen we de stelling toepassen als f(x,y) continu
is als functie van (x,y) op een zekere rechthoek agx<b, y —/743; <VO+’7
Dan is automatisch f(x,y) integreerboar over (a, b), als functie van x,
voor yo—’7§y§yo+7, en ook continu in Voo uniform in x,

Bewijs van stelling 1., Zij § >0. Er is cen & >0, zodanig dat
[£(x,9)-0(x,y.) | < g&s als o gx <y |y=3o]< 8,y €Y. Voor |y-vo| < &
vEY is dus ook

|P(v)-Fly,)]|=

b

\L {f(x’y)’f(X,yO{} dx

é jqb lf(x,y)—i‘(x,yo)! dx ég.

Hieruit volgt de continulteit van F(y) in Vo
We willen nu komen tot een analoge stelling voor het differentieren
van F(y). We letten cerst op f(x,y). We noecmen f(x,y) differentieerbaar
naar X in een punt (xQ,yO), als de functie van één veranderlijke f(x,yo)
differentieerbaar is in X Evenzo heet f(x,y) differentieerbaar naar y
in (xO,yo) als de functie f(xo,y) differentieerbaar 1s in y_. Men is
gewoon bilj differentintie van uncties van meer variabelen naar een der
variabelen in plaats van een "d" een "3 " te schrijven. In het hierbe-
schouwde geval heeft men de volgende notaties tot zijn beschikking (wan-
neer de opgeschreven limieten bestaan en eindig zijn):
f(x:yo)"f(xo:yo) - {af(x:;‘o)

lim = ( = 1 (x,,v,)
X — xo X=X FEES X=X x* "o’ o’?
£(x,v)-t(x_,y,.) 28(x_,y)
1im Qy—y o’’o’ _ ( o’ oy = f'y(xo’yo)'
b B 2R PN 0 Jy o

Bestaan deze limieten op een zekere verzameling, dan heeft men twee
nleuwe functies van de varilabelen x en y; ze worden aangegeven met

JQ%}%&El = r’x(x,y) resp. JQ%%%LEl = f'y(x,y). Deze twee functies wor-



den de parti¥le afgeleidenvan f(x,y) naar x resp. y genoemd. Men heef:
b.v.

- 2

Definitie 2. De functie f(x,y) heet differentieerbvaar naar y, in het
punt Voo uniform voor a<x<hb, indien geldt:

1) f£(x,y) is gedefinieerd op een zekere rechthoek a <x .,cmb,

- L y<y +n(77>0)
2) f(x,y) is differentieerbaar naar y in elk punt (x,yo) met
a<x <D

. 3) blj elke g > O bestoat een & met O <5’</7, zodanig dat

£lx,y)-rlx,y,) J
T - f y(x,yo) < g als agx<h, )y-—yo)<5, yAY -

Globaal gezegd: het verschil tussen het differentie-en het diffe-
rentiaalquotient van f(x,y), als functie van y, in Yo nadert uniform
tot nul als y—y_. Aan de voorwasrde 1s zcker voldaan als f(x,y) dif»
rentieerbaar 18 naar y, niet slechts in elk punt (x,yo) met 2 <x <b,
maar zelfs op een hele rechthoek a «x (b You P KYLY * ,» en boven-
dien de partiBle afgelelde ﬁié%f—ll)— cominu is op die rechthoek. We to-
nen dit als volgt aan:

Allereerst is %Ml = f! (x,y) uniform continu op de rechthoe .
04X cb, v -—%»’7('y< ?7/7 ous iss er een getal & met PE-ES ’7, D0
dmug dat }f’ Xx,y)-f"' V(x,y W< e als ngx <b, | y=v ‘(8. Bij elk pun
(x,y) met G<X<’D H v } & y%—y S cr*, krachtens de middelwaarde-
stelling (zie p.69), een getal y* tusscn Y, €n y met £(x,y)-0(%,¥0) _

y=¥o
= {! (x y*) Hierult volgt de voorwnarde 3) We bewljzen nu:

Stelling 2, 721 £(x,y) gedefinieerd voor a <x éb: yo-?] <y (yo»;» 77

{7] >0) en integreerbaar over (a,b) voor Vom B Y <Y+ 7 71 fdx,v)
differentieerbaar naar y in het punt Voo uniform voor a <x éb. Laat ten=-
slotte t1:."3,,(7<:,:yo) integreerbaar zijn over (a,b). Dah is de functie

F(B")Wf f(x,y)dx differenticerbanr in y
a

b
(1) F'(v,) mdf £ (6y,) ox.

[

Bewljs., 213 & > 0. Er is een positief getal cf<f7, zodanig dat

o° Bovendien geldt de formule

| T(x,y)-T(x,y,.)
‘ - - T (x,y )
vy, v 0

< -5-‘2_-?_'-5 als ag<x<b, ly-—yoj<5
| VA
Nu is, voor y#yey ’y‘yoll( 7:

Fly)-F(y,) b b b f(x,y)-f(x,y.)
] - 1 _ _ r Vol
¥, T {j; f{x,y) dx f f(x,yo)dxj _.i A ax .

a
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dus
F(y)-F(y,) b b
AR M. ' y - f(x,y)-f(x,y0) - (x Ix.
Dus is
F(y)—F(y ) b ‘ b
-«—a————m& - ¥ RY - f(XJY)_f(X#y{‘)) ” i‘[ dx
) g -y long) axfg [ | Ml , (x,3g)

'.f».__ _gj E% dx =g als |y-y | < &, ¥#V,.
Hierult volgen de beide beweringen van de stelling.

Aan de voorwaarden van stelling 2 is zeker voldasn als f(x,y) inte-
greerbaar is over (a,b) voor yo-'7 <Y<Y+ 7 en f’y(x,y) bestaat en
continu 18 in de rechthoek & ﬁxgb, Yo~ 7 <y <Yt 7 Dan 1is vanzelf
f'y(x,yg) integreerbaar over (a,b).

b
Vsorbeelden. I Jﬂ e™™¥ ax (b eindig) is een continue functie van y.
0

1
II f gin xzy dx is een continue functie van y.
0

IIT 24ij b>0 en zly f(x,y) de functie, gedefinieerd door
8in xy . ke
£(x,y) = {""‘5{"’"’” als O <x gb s vy willekeurig
y als x=0 R y willekeurlg,
Hierbij is £(0,y) zd gekozen dat £(0,y) = 1lim f(x,y), voor elke y.

Voor elke y is f(x,y) continu als fumtiexv?nox en dus integreerbaar
over {0,b), We merken vervolgens op dat voor willekeurige p en q geldst

]aim p - sin qj = lQ cos s(p+q) sin ;‘;(p—q)!g {a sin ~%(p—q)]é }p—qj .
Voor O<x<b 18 dus

|e(x,3)-£(x,5,)| = | SR 2210 Xig

B SR IEAN

terwlijl ook 'f(o,y)—f‘(o,yo)] = ‘y—yO{ . Dus 1s f(x,y) continu in een
willekeurig punt Yoo unifovmbvoor 0<x=<bh, P:m mogen we stelling 1 toe-
, N ’ sin x
passen, Dit leert ons dat J; f(x,y) dx af ""’"’lx dx
0

een continue functie van y is,

IV We zullen thans door toepassing van stelling 2 de volgende in-
tegraal berekenen:

[
lmf Mnxdx.
x
0




We bewljzen eerst dat deze integraal bestaat, De functie f(x)= El§“£

continu voor x>» 0 en heeft eindige limiet 1 in x=0, We passen nu de
tweede miﬂaelw%ardeatalling van de integrasalrekening (zie p.106) toe op
de Integraal 312 X dx, waar b>a »0Q, De factor % is positief en mono-
toon dalend * voor x>0. Dus 18 (zile p.108, laatste alinea § 29)1

is

x

sin x !
wf % dx
a

Dus 18 er bilj elke £ >0 een getal p>0 te vinden, zd dat

hf sin x4y . g.drzéin x dx, met een zekere J tussen a en b.
a a

Dus
Fggin x dx| = 4 ‘ooa a-cosZ| ¢ £
) a t sa -

a

1

b I

b
‘ 8in x ‘
;‘g — ax| < g als b>ay p.

a
Dus heeft‘g Eig-ﬁ dx een eindige limiet voor a—3 00, d.w.z, de beschouw-

de integraal bestaat. We merken op dat SAbX

niet absoluut integreer-

X
baar is over (0,00),
Rkﬂéin X
Om de integraal te berekenen stellen we F = dx (k een
natuurlijk getal). Dan 18 I= 1im F . Vervolgens vormen we ult F en
integraal die van een parame%er afhunvt We stellen
217
-X 8in x
Fk_(y) -"'-f e y ***)E--“ dx .,

0
k(o)”FV‘ De integrand 1s voor elke y continu als functie
van X, en dus integreerbaar over (0,2k7T). Verder is

- {e-xy Ei%”%} = -7 sin x.

Jan is zeker B

oV

Dit 18 continu als functie van (x,y). Dus mogen we stelling 2 toepassen.

Dat geeft:
kT

PAY) = —~( e sin x dx.
O

De laatste integraal kunnen we berekenen:

2wl 2kIT
~-Xy _ ”Vf -xy d cos x
e 8ln X dx= A e —— dx

2krr 2k
e

-yhf

- wn ¥
w - v cO8 X xy o8 -x dx




ek
2w
1—e'gk77%~y e gin x \ «ygxy e ™ gin x dx
2K

0
- 1~a"qury»y2vf e ™ sin x dx,
0

dus g

e

-2k Ty
sin x dx = 1-¢ ,

14y

—xy

Een en ander betekent dat we de afgelelde van Fk(y) kennen, We heb-
ben nu y

~2R Iy

-1 e

F. (y)= + dy + C
18 i {‘?HJQ ’H}/Q } Wk

waar Ck een zekere integratieconstante 18, die natuurlijk van k kan af-
hangen, We merken nu op dat ult de definitie van Fk(y) volgt dat
1lim Fk(y)mo is. Immers

§ vy 0O p ~
2K ek Ir
e ¢ [T ™ EEE ] g [ e gy
= =%

* 4
< [ oy -g
0

ous 1s y

-1 e~k Y
C= - lim 5+ - dy
y—3® 1+y 1+y©
-1 e"gk y
W e 7 + 7 dy.
o 1+y 1+y
Verder is kaFk(O)ka. Dus vinden we tenslotte
I= 1lim ka lim Ck
k=) oo kK —> ©
y e
= + —= - 1im g (Y

1+y K> 00 14y

= arc tg vy l %r,

e~2KTTY w©
wegenaw{» dy 4,Nf‘e’2k77y dy = .
0

,’4

n
=
3

Dus sf 1n X
dx mg,

0
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544, Oneigenlijke integralen die afhangen van een parameter.

Uit het laatste voorbeeld in ?M3 volgt

L]
sin tx . 7. .
jo — dx = guign t,
waar sign t = 1,0,-1 al naargelang t> 0, t=0, t <0, Het linkerlid is

dus geen continue functie van t, Anderzijds weten we uit % 43, voorbeeld
11T, dat de corresponderende integraal over een eindig vak wel een con-
tinue functie van t is, Om voor oneigenlijke integralen tot analoge

stellingen te komen als in § 43 hebben we dus nog extra voorwaarden
&
nodig.

Definitie, Z1J) (a,b) een eindig of oneindig interval. 21j f(x,y) gede-
finieerd voor y € Y, x¢ (a,b) en integreerbaar over (a,b) voor y€ Y.
Dan zeggen we ﬂaﬁfﬁ f(x,y) dx (a<« (3<¢b) op Y uniform convergeert tot
b

f(x,y) dx voor (3 — b, indien geldt: bij elke £ >0 1s er een linker-
ammgeving B van b, zodanig dat
b

A ‘ ‘ y) dx
j; f(x,y) dx —\{ f{x,y) d

3 N

als y¢ Y, (3 €B.
Stelling., Een functie F(y)= gw f(x,y) dx is continu in V,» indien geldt:

1) f(x,y) is gedefinieerd voor y €Y, a<x<b en is voor y€ Y inte-
greerbaar over (a,b)

2) Yo is punt-verdichtingspunt van Y enwfﬁ f(x,y) dy is voor
ac< /3 <b continu in Yo als functie van vy a

32j#3f(x,y) dx, waar a< ﬁ3<kh convergeert op Y uniform naar
b a

‘jﬁ f(x,y) dx.
a
Bewijs, 71 £ > 0. Er 1s krachtens 3) cen linkeromgeving B van b, 24

-0 b
dat ‘Jﬁ f(x,y) dx jﬂ x,y) dx -f f(x,y)az ¢ & » 18 ij{ R, VY.
a

Kies zo'n 3 . Wegens 2) is ﬂf( ,¥) dy, als functie van ¥, continu in y
Er 1s dus een getal é$,> 0, zodanig dat

Uﬁ;/}f(xﬂ) dx -faﬁf(x,yo) dx} < s- als ’y—y@i(_&, yEY.

We hebben dus, voor |y-y | < &, vEy,
b b

rwglf(x,y) dax *‘L f(x,yﬁ) dx, -




Ao

’jpf x,y) dx ..l; £(x,y,) dx »jz f(x,y) dx - J: £(x,y,) dx
a . y

g\vg (x,y) dx ,,,j(%(x,yg) dx j; f(x,yo)dx}

D

5{5 f{x,y) dx +

+

a

< %+§+%m£.

Dus 18 P(y)= j (x,y) dx continu in y

00

Een analoge definitie, rget bijbehorende stelling, heeft men voor
uniforme convergentie van j f(x,y) dx, waar a<ot L b, voor ol —>a.
[

Stelling. Laat f(,xy) voldoen aan de volgende voorwaarden:

1) f(x,y) is gedefinieerd op een rechthoek a <x «b,
Yo 7 ¢y<y0+? ( 7> 0) en is als functie van x integreerbaar over
(a,b) voor Yo~ 77<y<y0+"7

2) R ) bestaat voor a<{x <b en is integreerbaar over (a,b)

y(x

3) voor elke /3 met a< 3 «b geldt: 1s F([3,y)= fpf x,y) dx, dan

y 3
is (M) :-,rj(t (x’y )dx
oY v o}
y'm”y{) a

4} er is een getal ol met a <X <b en een functie w (x), alleen

van x afhangend, zodanip dat

£(x,9)-(x,v,)

Y=Yq

| < uw

\

voor a <x <b, vy ~z< Yy Ly +a'7 , €n dat J w (x) dx bestaat.

Dan mag ookf (x,y) dx onder het integraalteken gedifferenticcrad
worden vopr in @ ho‘r tunt oy, d.w.z. als F(V)ng f(x,y) dx, dan is

F'(y )mi £ (x,y,) ax.
b

Bewljs. Zij & >0 en F(y)z{ f(x,v) dx. We maken het differentiequo-
tient van F(y) op en vergeliJken dat met de te verwachten limiet: voc -

0<ly-9,] < 7 1s

F(y)-Fly,) P b
..............-....-_....-;9.... - ! 1 1% = ( :y) t( ;yn) - ! ; 13
7, ‘1\ iy y(X,jO) ax -_f { = £ y(x,yo) dx.

a
b
Er is een getal (3 tussen a en % met jf& w (x) dx < é . Nu is F( ﬁ,y)::

j{si‘(x,y) dx, als functie van y, differentieerbaar in y_. Er 1s dus,
al8 we op 3) letten) een getal & met O ) (’7), mdanig dat

F(R,y)-F(B,y,) - Qggéﬁ v), Nf{?{f(x,y)—f(x,yn) f'y(x,yu?}d4

V-3,

y=Y,
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&~
< % als |-y | <&, VAV, -

Jus 1s, voor |y-y,]¢ § V#ng

) F(y)-Fly,) b bt ,y) 1( ,yo) ‘ v
R Bli e

Mierult volgt de stelling.
Als eerste toepassing beschouwen we de functie F(y), bepaald docr

> .
F(Y):i[ o™XV Sin X 4o
O

gin x
%

PN

dx, waarvan we reeds op p.

PO
Voor v=0 staat hiler de 1nte»raa{j

bovenaan, gezlen hebben, dat hij Festaat Voor y >0 bestaat de integr -1
ook, 0.7, wegens

}b[‘ %1n X 4y

(KD
=Xy 4.
< j\ e dX = 7

j']@—xy‘ sin xl ax

Dus 1s F(y) gedefinieerd voor y>0. We gaan nu bewijzen dat F(y) conti-

nu 1s voor y >0,
We zetten f£(x,y)=e (x#0) en nemen (0,y)=1 (zodat f(x,u)
continu 1s als functie van x voor x;:@). Voor willekeurige y en Yo is
—xy “x(y-y,)

fx,y)-f(x,y )=e 22 (e -1),

XV gln X

dus | f£(x,y)-f(x

G-X(y“ye)-ﬁ] als X;iO-

Dug 18 f(x,y) continu in een willekeurig punt V=Yg uniform voor
d<x<b (b>0).

- —éij ygiﬁ. Krachtens het tweede gemiddeldetheorema van de integra-i
rekening is, als B> >C,

{3 - - Ay - 3
j’e xy_ gin x dx = e Jgg,n X ax ,
X X
o4 (o 8

met een zekere ? tussen Ol en /3. Wegens de convergentle van

’
oo - ok ‘
fg §},%_§ dx en wegens e yéﬂ 1s er dus bilj elke £ > 0 een p >0 te
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ﬂ.nden, zodanig dat

(e 213f8 3k yp.

ot
Dan 4is ook
® Xy 8in X * Xy 8in x
!fe ‘.----x———-dx_L@ — } ‘j !(Eals‘ot>(3
0 M(
o 00
~ug Canepgeertj e™ ™V, 812 X dx uniform totj voor y >0.
0 0 -

Krachtens de atelling op p.195 is nu F(y) continu voor y>0.

Gosin X

Vervolgens geven we een kortere methode om F(O) mj dx te

0
berekenen (zie p.193-194), We werken nu met F(y) i.p.v. met Fk(y). We

stellen weer f(x,y)=e 7, ﬁ-—i—%»-& . We hebben

..)(y

' (x,y) = -e sin x (x>0, y>0).

y

De functle f‘y(x,y) is integreerbaar naar x over (0, ¢0), als y> 0. Ver-
der geldt voor elke (3 >0, omdat ' (x,y) continu is als functle van

(x,y) op de rechthoek O«(x (ﬂ v »0, dat ﬁ f(x,y)dx onder het integranl-
teken gedifferentieerd mw worden, Anders~© gezegd: als F( (3,y) fﬁi(x,y dax,
dan ig 28 jﬁf" (x,y)dx (zie stelling 2, p.191 en de

opmerking daarboven). Daarmee zijn de voorwaarden 1),2),3) van de stel-
ling op p.196 geverifieerd.

Z4i3 nu a een positiefl getal. Voor y>a is
if’y(x,y)f "—:“,- e”%%, Toepassing van de middelwaardestelling van de diffe-
rentiaalrekening leert dan

-ax

£(x,y)-f(x,3,) ‘ A
t =N - f y(x,:yo)i £ Pe

-
als x>0, y#yo, Yy a, yy>a. Nu bestaatf e gx. Omdat a willekeuriy

was, volgt hlerult dat voorwaarde 4) van bovengenoemde stelling geldt
als y >0 (met bijpassende  (x) en 7?).
Op grond van de gencemde stelling hebben we dus:

F'{y)= —jm e ™ sin x dx (y>0).
0

De integraal rechts hebben we al meermalen berekend., Er geldt

Friy)= - --—3-§ . Dus 18 F(y)= - arc tg y + C (voor y>0), waar C een nog
14y

te bepalen integratlieconstante 1s. Nu is 1im F(y)=0 en 1lim arc tg y=772,
oo
< Dus is C=77/2. y— y— o0



Hierboven hebben we bewezen dat F(y) continu is voor y20. Dus is
F(0)=C. Dus hebben we

oo
J gin x 3% = E«?‘(Q) = O om ?T/E'
0 X

We geven nu nog twee,voorbeelden.

I. Berekening van Vf §%§i" dx  (y > -1).

De integraal bestaat. Want in een gzeschikte r@uhsmvomggving van de QO
sprong 1s |log x| > 1 en [xY-1] « max (1, xy), dus ilcg xi £ met
een zekere p tussen O en 1. En voor 0« x «1 18 de integrand can%inu als
functie van x. Tenslotte is

N v log x uy
-] € © e - e’ =" 4 uy
11 X - T et £ = (g7 =1,
X ~?1 Tog x x%iiﬁ og x uiﬁfo H ( y )ymo

Z1) 0< % <3 ¢1, Dan 1s f(x,y) eigenlijk integreerbaar over (o,{3 ).
Verder is f*y(x,y)xxy. Dus is f’y(x,y) intecoreerbaar over (0,1) voor
yy -1, Ook is f‘y(x,y) centinu als functie van (x,y) voor 0 <«x <1,
¥y >-1, Tenslotte is, voor y >-§ >y

-P [ x-P

}f*y(x,y)’< x v, JQ x " dx convergent.

Toepassing van de stelllngen over het differenti¥ren van een inte-
graal geeft nu, als we de beschouwde integrasl voorstellen door F(y)

1
- _ Vo4, o ]
B (y)~j X Ix = W
0
nus is F(y)= log (y+1) + C voor y>-1, mit zen zekere constante C, Van-

zelf 18 F(y) continu voor y>-1. Wegens F(0)=0 is C=0. Dus

1
M
xY =1 i
Jo 1B X dx = log (y+1).
/e
I1 71§ Fly) = log (s?nd x+y) dx (y_zo),
0

De integraal bestaat zeker, Is 0 < & «1, dan is de integrand con-
tinu als functie van (x,y) op de rechthoek dzx &1, vy>0. Verder is,

Y%%g x50, llog (8in x+y)f { OR $}§‘x§ + log{y+1). Dus convergeert
g log(sin®r+y)dx uniform tot “als v behoort toteen segment (0,b)(b:0)
o 5 4 Dus 1s F(y) continu voor v 20,

‘ Voor y »0 18 =75 log (%in“x+y) e, CONtinu als functie van

i"c' XAy

(x,¥). De beschouwde integraal is eig nlijk voor y >0, Dus 1is

’(3})“.{”/2 ch

gy 2 D)
sin " xX+y
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We berekenen deze integraal d.m,v, de substitutie tg x = u. Dot geeft

72 "

F'(y)= 1 dx du 1 w0 du
yI= s 5T TomL T T -2 Y
0 tg“x+y/cosx cosx o U +y(14+u€) V4 0 u= 4 ?%W
1 A " L‘moo
L VI pe g u V3 S /A
7 u=0 2 Vy(y+1)

Sus F(y)= é?k(~ v + C, met een zekere censtante C. We hebben

Vv {v+1)

NAYS

y g Yz
v
L YAY ( v":’ﬂ %

el e
F(y)m'gmlog {. (y+ )+ Vy v+1“§ + Ct= 1og(\’1%1 +\v/%) + Y,

3

dus

met een zekere nieuwe constante C',
We bepalen nu C', Voor y— o0 is

1 \[IH A\/T VARSI
e F\f e = 5 T e 5 -y 7V,
Vay { - \/jj : v
Dus is F(y)=771log V 2y + C' + W(y), waar

P (y) = T log {V’L (\/3‘/;§q + \/g)jw—f} 0 voor y — 00.

2y 5
Verder 1s er blj elke & > C een p >0, zodanig dat llcg(ﬂ+ §i§m§) -3
als y>»p, uniform voor 0 x 1, Dus is

72 T e W2 5
leg vy dx ﬁJr log( 1+ §i§~5) dx
0

F(y)ﬁj‘ 1ﬂg(sin2x+y) dx ij
0

0
= Froey + ¥ (y),

S N
wamr’*@ (v)l < %rghvoov y>p, dus %D*(y)ﬂw.ﬁvoow y — 00 , Vergelij-
king wvan beide uitdrukkinben voor F(y) geelt C'= xrlog 2., Dus 1s

[

F(y)= »[ log (sin® x+y)dx =77 log uLaméﬁlfl (v >0).
Daar F(y) continu is voor y);o volgt nog
/e
\f; log 8in x dx = 5 77 log % = - 4 7Tlog 2.

Einde van deze cursus





