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Ans!yt!sche meetk~nde II ----·--·------
door 

V"ec. tcrrui;nte1--; --·-----
1. Vectoren 1n het platte vlRk. 

~paling 1, Een :'.::~: j_n het pl,.1tte vlal< is een gericht lijnatuk, ge­

geven dcor N:"1 1 ec:l;:;,:,1.nt A en f.;en elndp· . .mt 13. De:.~e ve~tor­

wordt 8anged• .. 1.U r!oor £t een vector· lean ook op 1Je wi.jze 
,.,,_1•·1 :1 ···i··•·''"'t' ~--··n··••.e,r"11·'··• "'' .l C! W( 4- ',_J .. :, I ,,i ;·;: ~·•,{,..,''·~' .,¾.l,i.J: '!I> 

een nulve,::tor·. 
mwe Ve" .... ·,or• -~', ·, -·e·1 .,· ·•· _.·,]•~ ,;,·] ,, ,•jc,ccr,>lf'de '"'1' ·•·r·1•·1•~g· 'r· '1,s·!-_ l, e ' \,; t,C.)li~ ... .i ~·: .. ,j,.tJ-""l ~~ .• :..j.,'_it\., , ... i..:J ~ .... ,.,u ,, ~,£,!({;~ .. , 6. \., l., - 4~.' \I J._., ..... , -~-

tege11gestelde r1~iit1n~) en dezelfde lengte hebben. Alle 
nulvectoren zjjn ge11Jk. ~e n~lvector woPdt 9angeduld dncr 
~ 

\_,, .. 

·1e. zi,j le, r'eflex.ief, J.v;,:-,:., stee,JrJ :i.s i = ·J. 
,., ' j • l.,J J . ., ~ .. n "''"'"·"""''~· r v·d c, ... ·,.. 1 ,,, ,-,, i "' -:f ... -;_➔ l" ~ r· ,.....,,. Q 1'yit~a.L,r..,_ -._,,,1,,, ,.1..-0C-l1, .._,.., \.\ o ,,,. 1t J ..... 1. .. 1 1 ••• -· ,.,.. fl )t1 ... i 

➔ ➔ 
1;3b=n. 

·➔ -:-. ··::> -➔ ➔ _,. 1s transltief, d.~.z., ~ls~= ten c = c, da11 is a= c. 

Bepa 1 i.nf,!; 2. ~e som v~~ twee vectoren wordt ala volgt gevonden. Als 
=i.~ ·•-➔➔ ·➔ 
BE='.J1.,,, dot~ ia AB+-C:}::J-1.E. 

Stelllng 1. Al s ~ "" t{, d an :ts 7t + -:J = f- + ? . 
~ -➔ -~ ➔ ➔ ---~ 

Als C - d, n ls~+ C - a + a. 
Stelling 2. ~,➔ ~-~ ~ 

;:! T (l '"' . .., T R "" ,:1 ' 

. s-1-.. e 11 ".Lnil ·.-.', • -:;,1 , ~,Jl·e \re,,,.,,.,,~ ~ l·,,=, ;., 0 "'t·•t e,,,,7 'l'e· :>i· or•( ::?) '7 od,.., +-':,_-, _ .J. .. ' ,J t, .. ,~t\. <..., /,,1\..,l. ,.,,. •~-•-LJ. I,.;. Vla , ~-.... , ..,;1 ;., \.,. :J - Ci~,,' 

➔ I --;:i'-- ( ~) . 7 7 
21 t- \ -,l ; = -,::i 1- a ""' 1.). 

;)e ve::ctorc1:tellin'=~ is ,::crnmutgt Jef, d. w. z ·~ steeds is 
➔ ➔ -➔ ~ 
"l 4-b,,.t+o. 

Stelling 4. 

~e vectorcptelling is asscciatief, d.w.z., steeds is 
,➔ -+) ~ ➔ i➔b ~' \8 + b, + C"" ~i +- \. + \,}, 

Al deze stellingen zijn direct ~it de figuren af te lezen. 
Men ia,n de stellinger, 2, 3, 4 '1:m :) e:::imenv:a tten in 

Stel;lin~ 6. Tegenover:' de optelling ,.,ormen de vec toren een Abelse 

(= commutatieve) groep. 



... 
en a een vector, dan wo!"l:lt het pro-

r 
.~.,,,,,11~1r;; '7 

'-' . 
Ste.11.tniz e. 

~ te ,J. 1 ir"~ ···1,-, :1. ..lo f~ .. ~ 

(Tweede distribut1eve Pigenschap). 

BeoallD~ 4. ~~3t een verz~rneli11g v ge~even zijn, wearv8~ wij je ele~e~-
,,, - ,.:; ,, -:::-, -~ , " cttr-1, ,,,t-t,€1! uOOr "·jJ \,),,. I' VO~.:r ..... ..:: J...t.: .... Jt!) 

., -? -;::> -, -~ 
:::,2a t. var: elize twee etementen '3, u van V de aom D + D gege-

'-tee tel!' [{ het pccr.'w::: ,A .-:1 gegever: z.1.jn. Wann1::-::e1"' V voldcet 

aan de eigenschrppen, uitgedpukt in de etellingen 2,3,4,~J 
7 °~A~ ·-1 ~~·1-,· '1·.•,eet •.. · ,~,,:,_,>, i 1..J3'1 .. • _, .. ) . V E:er, vt:,c torruimte. 

Cp grond v~n de bcr~linge11 2 en 3 is het platte vlak ee 

Bepa11ng 5. Heef't A de c:oor:j'.J.n:Yt(r: (n .. ,~' .) .en B de coBrdinaten (b,,;t:,,), 
➔ '! r: . I ,.:. 

dan wordt de vector AB voor~esteld door het getallenpA8r 
,,_ ~ 

\
1 (' ,, h ,, \ ',JP>"' s•,hnt 'f'j-. ~B - le -i' b -a ' !'eze . ·' 1-(,,,. 1 , ·,J ,;2-'·' 2 / " J. ,.., i 1 "-- ,.,, l t °'> . ,j _,-. .,, Ii> J-t ...,.. \ .,, ~-• 1 :J ., 2 , ~? } i, 

twee get a 11.en he ten de e :Jmpcii:e•nten Van de vector'. In het 
,, i"' st-eoa'<> ~ - (,., ,.,, \ vePVOJ.g o L...,, ........ ~ p ... ,. ,t,..i_ •. l,~../t:,Jit 

l .!;,.,. 

P,arametervoor-stelling v.:rn een 1~ec:hte 11.Jn 1. 

Lnat: de lijn 1 gegeven zi,in door P(p,.pp,J op l en de vector ~a,.,a,::,)//1. 
I ~ l ~ 

;:.--.. _~--~'!1'1#1>. \ -~«·-➔ 
, ie A < C, dan heeft A • a tegengestelde richting als 



~ ,,_..,.-+ 
I~ X een w11lekeur1g punt op 1, dan is CXmOP+PX. W1j stellen in het 

_., ➔ -·-+ ~-• ➔ ➔ ➔ \"'+ 
vervolg steed a OP• p ., OX"" x. PX/in I dus er· ts een geta 1 ..:\ zcdat PX• "n. 

(1) 

Is~ een tweede gcieven nu:1t 
-➔ -~ 
P~! ,,, u nemen. 

➔ ·➔ ( A q -~·JD (.,.) C.1-ti''"'}"~,'~.,~ .... "'7;, - ; , \,l ... \ ' •• ,,J ,, ,,, ., 

(2) 

Bel'-'=> 1 ir··~e•·\ ·•1. '::: • . ·-.·:, ".'r€.·l:'1.e.el anr~ "] CC,~~-- ··•e 1 h ·1 1)et" ·1 ~) -, = ,,. ,.., .,;, ~ ~ ~ ~ _ .. _ . _ ;,:a~,..\.•· j . I • ;i,-,·• ,. • J .. :; ~· 111a 

Ste111n~en 'i t::,t E:r r:~€t ·1-·1 ziJn ?eli,j:duj .. di:H'cl met de cvereer:komstige 
"'i-'. ,~ ·1 7 b·, ·:-er, 1,, t f.,, ,1 
..,_; I.,., C:: - , . .a., """' i , C:'J ·•· ~ , ~-, .J._ '•.~ ~ 1 "' 

Stelling: "12. Analoo£; r,H:t ~ '1, ste111ng 12. 

Heeft A de ~o~rdinaten (e~,n~,a~) en B de co~rdinaten 
1 ,:, .:';J; 'b 't"\ .... , \ •"i:··· .... 1 10 -~t ·•e "<l":':l,i'lt·~, .... '\ A' V•iorge~t-n}d do•O" \ ,J J •'•") ,,, (;,; l .• \,, ·.:" v,, t'(J " (,.t V !;;., ,,_ ,,lJ! \., .;:, vco ' ~ 

1\1<-'J (1 ..• b ... ,-,L., -r-1,.,,). r·,e c'lr:le ..-retallen heten de componen-
- l ',"' . i· ,::. .,.) 0 

~. i.'.W'\ U ~, >" ~ ,,.,\{:, .. , «~:Jii A . .,tj. 

Ook nier stellen w1j steeds _.. ( ) ·r~ . , \ .,.., ~.,, = p,.,f,,:,,1-J,), • 
I '- ,,; 

(,._ 1 " t e 1 ~J. 1 n ,,. ,1 ·1 1 '7 )' , o , ~-· b ,_-:, - • I • 

re parametervoorstelling v~~ een 11j11 in de ruimte is dezelfde ale in 

het platte vlak en worJt J~ dezelf'cie w1Jze ?fgeleid. 

Pa ramete r•voorste 11 ini; v·n·, eni v.l:J 1<: o1.... • 

L~rn t het vlg k o£.. gegever: ~:1jn dcor een ;·~a,t F in cit. en twee \'ec t oren 

?en 7, die //o4.,.. z:!.,;ri. Lc'J:Jt X een w:tllekeurig punt in o,(.. ziJn. De ve,.:­

tor PX is de som vrn twee ve,: t:)ren, die respe,; tleve 11.jl-:: evenwi jdi,; 
. ➔ ➔ zijn met a en met b, dus 

( 3) 

~ ... ➔ ➔ 
PX = A3 + µ,.b 

➔ ➔ , ➔ ➔ 
X s= p ... A ,:1 + f.i..b • 

Zi.jri Q en R twee punten in <0',,., die n1.1:0 t met P 
➔➔➔➔-... ➔ 

0p een rechte lijn 
dnn kan men a :;;;; q - p en b = ii - p r;emen. Men vindt da:1 °.dt 

(4) 

{? 3. Vector-en ln R • 

➔ I \ \ ➔ \·➔ ➔ 
X ::: \ 1- A - }-A-) p t "-(l + ,....,r , 

l ··). ) • 
\ .,,; Ill! 

ltggen, 
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Bepaling :!_~Is-;?'.,, (a,1, .•. ,:~ 1) een vect1.1r en A eer1 getal, dan ver.sts!2:·, 
'1 ~ · j· ,.., \ ,,·I:, ,·d•~ • l )..•• ).o. ) w ... ,1 on( e ,. ,\ . .i ,_ t. v e-.. ,., o t , . ,l .1 , ••• , , I;) n • 

~te1lin5en 1-12, 1rn 1:lQ0;_; :net de stel11.n-t!en ·1-·12 uit 9·1, volgen onmld-

dell1.Jk t cleze deflnities. 

-..; ➔ 
Voorteelden. Wonneer zijn twee vectoren a en b in het platte vlak af-

hnnk:ellJk'? D,rn en slechts dnn, wi:rmeer mer1 A en >,A-, kan vinden., 
.... iet· ·~,e·'•·l,-,. ,,, Z''da· ;. ➔a+ ~.rr N'eem ···•·z·, ,·~·••+. A 1·"-• --"~r is L ,i ' f ~J .• L. \_1 'f.:;:, '--' , t ·"-,.,! V ,f' 't , 1-)JJ=- '~,.· • i- ,l ,, (1 ?.:1 I , ,._,j ~1 V .,, LJ :, u •,,., . A 

? .u. ~ Me···, \'~ •1,., •. M ..... r .. :.,: ,_, -_x··.. ~··,; ! ... ·t. ' .. A..~ -.J v 1,,.,\,1 ~ 

,Stelling ·13. Twee ·✓ e:)t;c,ren in ht~t p11tte vl::'!k zl,Jri dar1 en slechts d'.'1n 

afhonkelijk, w~~:1eer z:J dezelfde r1cht1.ng hebben, of rnin­
stens een vAn beide de n,1lve~tor is. 

('+-r-,i ·1~nQ" ''1i'-l4 t.rar1>'\0t'.:,1•· ,..,,,.,·1,::.r, '"""' <,•·::. 1 -rre•·>+-)"''">i'I "e •1t·lve·'t0"' v,.,orkomt 1j· ::'!,,t',• Uv.:,~,.:_;~..:..n;,1.,c,<;;. ~.,; ◄,,., .• -., .• i;;;iJ,;,\,,~,,l.vl~•••'•Ct:,,.,.J .~ \.,,,JL 1,,1 , ;p 

zijn zij steeds ~rhankel1Jk. 

13€w1 ,1 s • 
·➔ ➔ -~ de vecicren zijn O, n, b, ... ; dan is 

,jan zijn ook de 

gewljs. 

,.,tel liY'g -1fi r;+·1 vect:0ren in Rn :z:i.:jn ,:i 1 tl,:d ::: fhtiokelijk. 

Bewijs. Om de ge 1Jr-1,.::hter te bepalen, nemen wij nz3. 
" ➔ i ➔➔ ~ 

f'i:,.,.r",\'A''·1 •71 •ri 1j1.; •1re•··t ✓-····e" '0 -- I" ,:, . .,. ) b ... o» d \,.f._ec '...-~1 ,;_ ,- ~J.1.~ '>., t;.:; \ ._, '\,}J... ",i..l (,\ u_,, \ -:~• -1 :J(,! ') ,{,.J,:;i , 'J l,.:; !OJ. l 111 

l ''-" _J 

Wij moeten i£t8llen A,~,~, f, niet alle O, bepalen, 
zo(jr-'.t A1+ >-;t+ -.J-:!+ rc?::or', 
d • w. z. it >..,:·i .1 + µb1 + v;; .1 + f d -r""o, 

An,,.+ µ_b .. ,+ l)Z:n+ 0 d,,:.::.:O 1 c . ,;, .:: ; .:: 
A c'l .• + ,LL.b ,., + "c ., + (:> d .. :;:; 0 • 

;.•·J )l) 

Dit zijn J t1amogene lineaire vergelijkingen met 4 onbeken­
den A., µ., v, i;; deze lD ten !• l t:i,Jd eer. andere da n de nulcp­

loseing toe. (Zie syllabus algebra blz.23). 
Voorbeelden.Drie vectoren in het platte vlak zijn alt1jd afhankelijk. 

Vier vect:cren in de i:•uimte ztjn altijd afhankelijk. 

Stelling '17. l<: vectoren i.r: Rn zijn dan ('n s1echts dan afhankeli,1k, w:m­
neer oe rang V'.:.m de mn trlx, die de vec tor·en a le ~ijen bez1 t,, 
kleiner is dank. 
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Zij zijn afhankelijk., ale )... ., ,>-, \)., ~., 
zodat >..."if + µb' + •t' + ft". 0., 

n1et alle o, beataan, 

d • w • z • >t.b 1 + \)c 1 + ~ d f" 0 • 

Dit zijn n homogene lineaire vergelijkingen in 4 onbeken­
den A, µ., >J, ~. Zij hebben een andere dan de nuloplossing.,­
als de rang van hun matrix kleiner is dan 4 (syllabus alge­
bra, blz.25). Deze matrix heeft de vier vectoren ala kolom­
men; de matrix met die vectoren als rijen heeft dezelfde 
rang. 

§ 4. Linea ire deelruimtes in Rn. 

Bepaling 1. 

Stelling 1. 

Lewijs. 

-=... In een willekeurige vcctorruimte V heet de vector x een 
lineaire combinatie van de vectoren ?, ~ ..... ,P, wanneer 
er getallen A,µ., ... , 's bestaan, zodat 

-t = A7f + »,1! + •.. + (?'. 
Alle lineaire combinaties van een aantal gegeven vectoren 
a', ~ .. , , ? vormen een vectorruimte W. 

➔ Men behoeft slechts na te gaAn, dat, wanneer a tot W be-

hoort, ook A? (vocr een willekeurig getal A.) tot W be-
~ --:-+ ➔ ➔ hoort, en dot, 11s a en b tot W behoren, ook a + ti tot W 

behoort. 
Bepalin~ 2. De vectorruimte W, die uit ~1lle lineaire combinatiea van 

-;!., .lf, ... ,"1 bes ta at, heet de door 7, tr, ... ,r/ opeiesprrn-

Bepaling 3. 

Voorbeeld. 

Bepalin~ 4. 

Voorbeeld. 

Stelling 2. 
. - ; 

~ ruimte. 
Wanneer de vectorruimte W opgeapannen wordt door de vecto­
ren "'"t, "if, ... , ~ dan vormen ?, -t, ... ,"'t een basis van W. 

De vectoren ? 1=(1,0,0),-: 2=(0,1,0) en 7 3=(0,0,1) vor­
men een basis van R3 . Laat namelijk?= (a 1,a 2,a 3 ) een wil­
lekeurige vector zijn; dan is 7 = a 1e1' 1+a 2Et 2+a 3~ 3 . 
Meetkundig komt dit neer op de ontbinding van 1t langs de 

drie coBrdinatenassen. 
➔ ➔ ~ De vectoren a, b, ... , p vormen een lineair onafhnnkelijke 

basis van de vectorruimte W, wanneer zij een basis van W 
vormen en onafhankelijk zijn. 
ft' 1 , t' 2 en -t 3 vormen een lineair onafhankelijke basis van 

R3 • 
k onafhankeliJke vectoren in een vectorruimte V apannen 
een Rk op. 



t 

8 1 

·t" 

, 

J- .. .;~ 

r 
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1 

veet 

t ona 

,JI 

) 

, 

+ pl ., ., 
I 
I -' 

) 
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I 
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V 
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k vee: tot•en een 
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, 

li k., 

, 



Be;eeling. 

Stelling, 

BewiJs. 
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-tk+1 • De twee ruimten kunnen dus nooit samenvallen. 
De dimensie van een vectorruimte is het aantal vectoren, wa3r­
u1t een lineair onofhankeliJke basis van die ru1mte bestaat. 
Uit de voorgaande stelling volgt, dat de dimensie ondubbel­
zinnig bepaald is. 

5. De oplossingen van een stelsel homogene 11nea1re vergelij­
kingen met n onbekenden, vormen een 11nea1re deelruimte van 
Rn (d.w.z. een vectorruimte, die in Rn 1e bevat). 

Als1 = (p1, .•. .,pn) en Cf• (q1 ., ... ,qn) oplosaingen van het 
stelsel vergelijkingen ziJn, dan zijn ook ~ + ci en ">."top­

lossingen, (Ga dit na~) 

Stelling 6. Als de rang van het stelsel vergelijkingen., bedoeld in st.5, 

Bewijs. 

Gevolg. 

Stelling 

J¥1w1Js. 

r is, dan heeft de oplossingsruimte de dimensie n-r. 

Volgens de syllabus algebra, blz.24., kan men in de oplossing 
xr+1, •.. ,xn willekeurig kiezen. Neemt men hiervoor achtereen­
volgens x8=1, xt=O voor t~s (s=r+1, •.• ,n), dan vindt men de 
n-r oplossingen: 

➔p 1 ( ) = c11•···,c1r' 1, C, ... ,O 
~2 
P = ( c21 , ... ,c2 r, 0, 1, ... ,0) 

..................... " ..... 

De oplossing, waarin x +1=a 1 , ... ,x =a is, wordt blijkba~r 
➔ 1 -,. 2 r rrt n n 

ar+1 fJ + c1r+2 p + .•. +anv . 

(tit is een oplossing volgens st.5, en zij voldoet aan de 
eis). 
re oplossing~ruimte wordt dus opgespannen door de n-r onaf-
h k li 'k ~ 1 ➔ n-r an e J e vectoren p , ... , p . 
Uit st. 5,6 en 3 volgt nu: 
n-r willekeurige onafhankel1Jke oplossingsvectoren van het 
stelsel., bedoeld in st.5, spannen de oplosa1ngsruimte op. 

7. Een (n-r)-dimensionale deelruimte van R kan door r verge-n 
11jkingen warden bepaald. Zij is dus de doorsnede van r 
hypervlakken ((n-1)-dimensionale deelruimten). 

Ik neem n=5, r=3, dua n-r=2. Laat een 2-dimensionale deel­
ruimte opgeepannen worden door de onafhankelijke vectoMtn 
➔ ( ~ a• a1, ••• .,a5) en o = (b1, ••• ,b5). Wij zoeken vergelijkin-

~ .....I), gen e1x1+ ••• +s5x5-o, waaraan a en b voldoen. Dan moet vol-
dean zijn aan 

8181 + ••.• +8585 = 0 
s1b1 + •••• +s5b5 = o. 
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\Hj lnmnen d.U t:eschouwen als 2 vergellJki.ngen tn a'1, •• .,fl,,. 
➔ ~ ' ' 

Dear a en b or1afhankeli,)k ziJn, ia hun ra11g 2. Zij hebben 

'·1 '''r .,., +a'' x --n 
1-. •1 ~ .... , , $ $ ll :) •:s·'.,.,'-' 
➔ -~ bepalen een Ft), c;i«: ?. en b bevat en .jus met de gegeven deel-

f~ 

r•u 1.::1 t e s anle nv ~l l t . 

Ale toer~esing ~ewij~en wiJ: 
Stelling t1 .Wanneer· in ee~·1 m'1trix ;,,~ ':.:en on<jerdeterm1.nant H van nul 

ver~s;:~r1iJ.t, tet'\\r1j1 r:s11·E• ct~:Jer-idt~tt:~r-mir1s·t1te~1, d:i.-e 1J:1.t r:· ont-

Bewijs. 

dan 1s H een r:o;)fddetermlr«rnt. 

(:)it wil dus z1:11:2:en, dc1t dan ulle or.derdeterminanten ult M., 

d i e i!, rot e l" z 1 .1 : 1 cl s 1~ H ... :::i c I< d :leg e r: e .He n 1 et d o or r· a n den u l t 
H cntstae,~, ~ul zlj~. Het is du!delljk dat dezc stelllng 

veel werk teepaart biJ het bepalen van de rar1g van H). 

Laat H uit de eerste r r-ijen en de eerste r kolomm.en Ver. 1/t 

3 ·'11,.X ,, + ..•. +a r•l>',:; .,=n r··1!c ( li.:oc ·1, ••• , l1)' 
n.. 1 '\, J. '~; •• \, 

der 

11nkerleden celljk a2n r; verder zij~ ~lle karakteriatieke 
determ:l.nanter, nul volgens c)n<.~ePs te 11.ing. De vergeli:Jkingen 

hebten (il:s E~E:11 ,.·pl:)Sc1 J (syl hus algebrA, tlz. 21; de ~a-
.. ,,c,lr·•·o.--lc:;+·',,-,'.,e ,··e,··,;,,·, ... ·,·1 ,····it'\"'Pr 1·1et'.:,1··· ,·~~,~r· '\:) R) "' 1 t· .,,1··1• 
1.c.n\.L...,,, ... ,1. .• .1.s;c,,· \.l ·., ......... ,.;c .. 1.,., .. ,J , .•. ,:..l U<:Jc, nk+'l'•••, p•• ~)a.," 

zegge~, dat ~lle riJen van M lineaire combinaties zijn van 
de eerste r t·1 ,jen. ::i.sn ::5.jn r+1 w11lekeur1ge r•j_ jen a fhanh:e-

1:l.,j'.c~ ( ~:,;., !~telLi.n5 ~(), Hier•uit vol.gt, dat ~c;lle C'leter•minan­

ten ult M rrret r+·1 r-1jen ffJ'.L ziJn ( 9J, etelling ··17). 

Bomcgene 1ine:::,:1.r(: tr·:rne:formeties 

§ 5. Trans format1es en ma tt'ices. 

Bepa:U.11~ '1. Een homogene lineal.re tr·ansfot'rr,at:te heeft de Yot•m 

n 
of", verkort geschr-even, Yf" ;£: aHlk (i=1, .. .,p). 

K:.:: ·1 
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1.n de p-ve,~ tor 

Het is du!i.de1:1. j k, d::i t de mat Pix de t.ransf orma U.e bepea 1 t. 

Wici tehoeven n sle~~tG te bew1~zen, dat dezelfde tranaf0r-

Stel dat biJ A en ti~ 

dezelfde 

gelden: 

~ tP8t1sf0rmatle behoort. Dan ~oet voor elke vectcr x 

if G1,,x,1~---+J,1t~X,,=t~~x,+ ..• +b~nxr • 
• • .i ,. : I i \ 1 ,. • 1. -1 

0 QI i, G t t,, 'JI ti t;t (I • II <& 

8~4X~~- ..• +arYX~=b~~x.+ ..• ~l:r~x•1· 
}• , ! ~.,J~ .• ,.~ ~, • I t.Jl, '-

11.t paf:1 d1.t toe 
➔ •l ' ,. ', " ... ' r ,.. .. ' 1' '1 ') I" ) u t:;,'. y i:,,· '-·' L .. ) s,,. t.' =- '\, l ' \.,. , @ IJ • ;} ·-. ,' ,, I)ar~ "V :lnd ik: 

a -L ~ -h ~e eer~~~ ~~l~m ir ~ en Bis dus rre-
{A ,,1 ·1 ·- •'l <'1 .,.'f " (I, II s '-"· {"' .,1-···· !,., t .... , ~ ii) -··' ' ' ... ;)- ~-- ..... l -~- ' '..d,. J ,... ""' '·•-··' 

... ' ' ·ii~- J ·:i, ,., •'"'\ .. •-;t ':!., ' i '.⇒ ri '1· r•, ,~·. ·n :-:"· ·\ n +- ... ~ ',.'"'. 1 1"i 'tf ,•"1 ' , l"' ,,.1; ··:·, -:·· 11,.,.-, ..... ·'~'-,t c ., • , • _,._:, , .... ,,). ..._ .c., , .. ~, .• , .. ,l.:.e,., , i.rh., 1,-.., ,.,,~.., 

ool< de ovcr'1.,:;e \,:olc1mmen e:vereensti?mmen. 

Bep3 line,; 2. W l j S t P 1} e•·· ,] " t. 1"~11 ·,"' ,.,,,t"'m"·· t·1' e i '') ,.. ,,, - - " d , !;;; , c, ., " l • .. , , "Cl , . • \ I voor door Jezelfde letter 

( ~) 

(Letor:1:tr:i ➔ eer: p-vector, xis een n-vector!) 

Stell:tn5 ~~. De transfor•m1:itie (1) voldof:::t cian de betrekkingen: 

f ") \ {. ( =1i:q) ,:;_ 
~ . -::t 

\ 1- I . ~--, ' 
... p + ,.,_ 

.... i 

I ~ \ \. J P1. ( ).!5) = i\ 'n"t\ \.. • J . 
Bew1Je. ~oor gewoon invullen, bijv. 

Ste111nf5 3. Een transfot"matie T, die !edere n-vectol'.' in een p-.vector 
overvoert, er1 de eigenschappen (2) en (3} heeft, 1s een 
homogene linea 11~e transfor·matie. 

Bewi,Je. /Jegeven ls, dat; voor 9lle ve·ctoren r! en 7( geldt 
m ( ➔ + -It\ m -, + ri~ -;. • m ( Jo ➔) \ ( T ➔ ) 
.l. p \ll = 1p ,.q, 1 '\P = ,., p • 
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➔ ➔ ➔ 1 ➔ n Voor een willekeurige vector x geldt x • x1e + ••• +xne • 
Uit de twee gegeven e1genschappen volgt nu, dat 

➔ ➔ ( ➔ 1) ( ➔n) y = T x = x1 Te + •.• +xn Te • 

➔1 ➔ 1 ➔n ➔ n (-+k "-k k)). Stel Te =a , .•• ,Te =a . a -~ 1, ••• ,ap 
~ ~1 ➔ n Dan is dus y = x1a + •••• +x a • 

1 n n 

Dit betekent: i ~~~~;~:~:::::~~~~~.: 
1 n 

Yp=x 1ap+ •.•.. +x0 ap. 

Dit is een homogene lineaire transformatie. 

Stelling 4.Een 
van 

Bewijs. Uit 

homogene lineaire tranaformatie laat alle betrekk1ngen 
lineaire afhnnkelijkheid tussen vectoren bestaan. 

A-'! + r4-"t + v t = cl volgt 

A ( >.. ~ + ;;. b + \) <!) = A ~ = o. 
➔ ➔ ~ ➔ A(A a) + µ,,(Ab) + v(A c) = o, 

hetgeen te bewijzen was. 

Bepaling J· De~ van twee matrices (ieder met p r1Jen en n kolommen) 
wordt verkregen, door overeenkomstige elementen bij elkaar 
op te tellen. 

Bepaling 4. Een matrix wordt met een getal vermenigvuldigd, door elk 
van ziJn elementen met dat getal te vermenigvuldigen. 

Bepaling 5. De nulmatrix is de matrix, waarvan alle elementen nul 
zijn. 

Stelling 5. De matrices met p rijen en n kolommen vormen een np-dimen­
sionale vectorruimte. 

Stelling 6. (o A) 7 = c(A i). 
(A + B) ? = A x' + B ;?, 

Bewijzen zeer eenvoudig. 

g6. Samenstelling van transformaties. 

Beschouw de transformaties 



n 
,. "' 
\,..,•, l "'k" nK 

i ' l ,, r < ... 'h ~ 1 ) .... ,:S: 1 , w • • ,, C:! , ,.. , • .. •.• t , ',II 

()f" Z~_"'= 
4,::. 

Bepalin5 i. {)) he-et de productmntl."'1.X van ('1) en (2). 
➔ ,,,--. ... ,,­
~;· :.::~ \.,, X. ~; o }1- J("' 

C heet de pro~~c~~at~lx v~n ~ en B; wij scnrijven c~BA. 
Let o~.': A heeft r, r:l. Jen en n kolorrnnen; B heeft q rljen 1:m ri 

ko1ommen; ,::; het;;f't:. ~-l r·iJen e-r, n kol.ommen. A heet daarom e.:~n 

Ip ~J' ·r•at"'X n1~7 \ ,.. I J. j -,l ¼J:.A L. ,... , - _.4,,o .,, 

~ Df.: :-na tr-ixver.·rrnn.i.t,;vuld 1g1 ne: ls assoc 1a tier. D. w. z.: Is A cen 

(r.1 1,)-ti-:att•:Lx, Beer, (q_,p)-matt'.1.x, C een {p,n)-11:}.ltrix, dan 'ls 
/At').-, ,, I_, .•• \ 
\ ,.;:, \., "" ,'"I.\ .ti., / • 

,.., 1 ➔ t -t "' -➔ -', "" ➔ ''t?,'"' )-➔ ➔ 
i ' ·. X ee>r1 n-v,~c v r':!' V:·•>, :;(. ,, ;;;:; ,_ 17 ,::;lJ. •, X U ;;, I,,., • .._ ;) 'I.,# j, , · , ~,.. •' ,-., J u ._ V J ♦-• .,l..,11 ,J \ , -..... JJ ~ ~z ·-·- fl { n·-- )_,.x.' l"' t'\\ \., , 

dan 1.s ··iJ "" I, rf/ ,~, (AB) :;~ 7. 
Volgens §5, nt.1, volgt h.i.eruH A(BC)=(AB)C. 

Stellin~ 2.OA=A0=O. 

~ fie matrix.ver·rnentf;;v·.1ldlgi.ng ls r1 1e:t commt~tatief, ook ni.et 

als '1=P=n. 

Uit ABcO volgt nlet, ,J,)t fl=O of B=:O. 

Geef tegenvo0rb8elJcn! 

Nem(;n wl,J 

schreven, 
1.n (~) n""·1, dar: is A f~en veetCJr:-7, ale kolom ge-

. ·➔ en:; een vE.,:·ccn' c, a1s kolom geachreven. Er staat 

nu: 

Zo vl.nden wlj: 

·➔ B·~ Of C = . c:,, 

Stelling J. Een homogene lJ.;1ea l re t ra nsforr:ie tie k.a n 313 mat r•ixvermc~ri1£;­

vuld1ging ges·: hr•even wcn'dc1, ml ts men e lke vector> a ls een 

matrix van een kolom bcE~houwt. 

St 111n5 4 De matr:tx:verinentgv1Jldiging 1s d:lstribut.:tef t-.o.v. de mstr•ix­

opt~lllng, d.w.z. 

·m1ta de producten bestna~. 
Vclgens §5, st.6, :is 



~ --, -, 
(A+B)C x = AC x + BC X = 

C(A+B) -t' = C(A 7 + Bi') = 

( ~5, at.2) = (CA+CB) £. 

(AC+BC) 7. 
CA i + CB7 
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g 7. De inverse van een mat r1x. 
In deze paragraaf beschouwen w1j alleen vierkante (n,n)-matricea 

en n-vectoren. 

Bepa ling 1. De transformatie I 7 = 7 heet de 1dent1eke transformat1e; 
de matrix I(a 11=1, a1k=O voor 1/k) heet de eenheidsmatrix, 

Stelling 1. IA= AI= A. 
➔ ➔ Bepaling 2. ~e transformatie y =Ax heet singulier, als det. A= O. 

Zij nu det.A io. Lost men uit de vergelijkingen 

(1)) ::~~::~:~:::~~:~~~ 
l Yn=an1x1+ ..• +annxn 

de onbekenden x1, ..• ,xn op, dan vindt men 

n mki 
(2) Xi= ef=~ bik Yk, waarin bik= det A, 

en m1k de minor van a1k in A voorstelt. 

(Syllabus algebra, blz. 19). 

BeEaline; 2. De transformatie (2) heet de inverse transformatie van (1). 
De bijbehorende matrix B heet de inverse matrix van A; wij 
schrijven B = A- 1. 

Stelling 2. Elke niet-singuliere matrix A bezit een inverse A-1 . Men 
heeft AA- 1=A- 1A=I. 

Stelling 3. De elementen bik van de inverse matrix van A zijn 
mki 

bik= -- , waarln m1d de minor van aki in A voorstelt. 
det A 

Stelling 4. Zijn A en B nlet-singullere n-matrices, dan is (AB)-1= 
=:; B-1A-1. 

Bew1Je. (AB)(B-1A-1)=A(BB-1)A-1=AIA-1=AA-1=I. 

S~elling 5. Is B niet singulier, dan is de rang van AB en die van BA ge­
lijk aan de rang van A. 

BewiJe. Stel BA=C. De stelsels vergelijkingen 

(1) 
➔ -,. 

AX= 0, -- ➔ (2) C X = 0 

hebben dezelfde oplossingen, want uit A -:t' = ~ volgt B(A "'1)-o, 
en uit B(A "1}.o volgt A t' =0, ( syllabus algebra, blz. 25). 



(3) 

Volgi:,ns ,s, l.1, ., 

•""" 1 -➔ n-r v, ... ,v 
ls d,Jn ·➔ B peen 11neatre ~omb1riatie van 

.-, ' ,.,-·; -7·1. . • -1 ➔ rl-1'"' 
p ~- ,,,,,,

1
,.Li \ .. "t ... ""·t- )..-n_.,,,B v· 

'J L 

Icdt:re ;.ir1osslr:g van U) i.t: dus een :!.i.neaire comb.1.na tie Vt.in 

➔ 1 -:,-n-c >-'j ,.,p1•4, ,,.,·1,-t •·j•·:'· ""d "''"'n"' \ •·· y , , . . .• ~ , ., 1 • f.. ,, ,. ,. , !.., - e, , , d 1, _, e ~ a ~ J:' :'1 e C: 1 t , 

§ 8, De productstellin~ voor determlnanten. 

Besct1ouw Jc d~tcrmi~rnt, ~~c ~cvor~J is t11t 4 vakke11; in het vak 

onder - I. 

d --
~ a 
dO'l • • 'nr•, 

) ' ,, ~ 

C 0 

0 b .~1 .• 
I 

ID .,, - ' 

Iedere tet'm ,.iit~ ,:'J 1:::, ool< w&t het te1ccn tetr·t'ft, gelijt< aan het 

product van t>en term uit A er: een term uit 5; omgekeerd komt elk v3r; 

,foze producten ir: ,j leer. H:i.E:rt~H vol1:1,t: d '"' det A det B. Verm1:;r,:igvul­

d1g nu de (n+1) 8 rlj met a11 , de (n~2)e met 0 12 , enz., en tel z£ daarnn 
bij de 18 rij op. 

Vermenigvuldig vervclgens de (r:+·1)e t'i.,; met a, .. ,,,, ck (n+<?)~: met a,,,:;,, 
~ I ~~ 

en tel ze daarna bij de 2e r1j en. 

Zo doorgaande bereiken wtj 1 da t links boven O komt te stnrrn, ter-
• .., 4_,. j 1 ...,e,..ht .. · bcve··· d ·• n:0 "' .... d x. t' • B 1Yc•~1"' 1 '"1 ·• 6 r:: ·r""-m·u ·1 e (~) n 1. c, j:j ., I 1.J !;, .n:>1.·~,. ,,::::,-.,, ,'cf)lt.,

0
~•,,:. I;",.;&• . .';,~\.,£" J. I met V!£1r•wls-

seling van A en B). 



I 
I 
I 

d •·• I 

I -~ 
I o 

0 .... C) 

C ,, 
,., 1 •••• ·~ ,, ,, 

i , f d 

Ontw1kkel ik deze determinant aehtc-:·eenvolgcris na,u• iJe eerate n 
kolr .. mmen, dan v:tnd 1.i{ ch., de'.:. C. (G2 r,ri, d;,t r:et teken klopt!) Bi~lf~evol:_; 

is 
det AB a det A jtt B. 



1 

1,j 

( ) 

t v rvu 

\ 
) 

r 
l + 
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Stelling 3. Nodig en vold0ende, opd6t de transformAtie (1) een draaiing 

om O voors tc lt, 1::: 

( 3) ( 
C 11 

C 
O

) 

c11 C 1 ~~ 

:: )= C 
(\ () 

) ?1 
\, 

~ ' 

C 1'' (' C 1 , ., 
C;2 1 () ., ,., ,1 ,. ' ' ,. ) 

c13 C '.'' -l C c.1 C . -- c. \) (\ 1 ,_. 
j j / ~~1 ) ,: jj 

(3 r) CTC :::: I. 

H'erin stelt CT de matrix v0or 1 dll u1t C dnor spiegel~n in de hoofd­

diagonaal ontst □ at. 

Bepaling 3. Een :::r,trix, :He :,~,r. ( ·'.) v::--lcl,~ct, hcct crth,·,g1 m::·1l. 

Stelling ,4. Vocr ccn rth/,: n~:l( r1,1trix C ,':eldt: 

( 4) 'I c-1 C -

( 5) 
'T' 
-'- I. --

(6) det. C -- + 1. 

Opmerkin5. De betrekkingen (2) tussen de kolommen van C ziJn equival~nt 
met (J). Evenzo is (5) equivalent met de annloge betrekkin~en (7) tussen 
de rijen van C. 

(7) 
0 

+ c'-

0 
+ c':,.., 

Jc 

~) 

+ C 

1"''1 

+ C 
(~ 

j 

- 1 

-- 1 

Bijgevolg is (2) equivalent m~t (7). 

(., - ) 

+ C 
1 

+ C ) ") -r c ,., ) c . - 3 
_J<. ( j j 

= () 

De draaiingen C, wabr7oor dct. C = 1, kunnen continu uit de identi­

teit verkregen warden; zlJ hetcn t1scnlijkc dra31ingen. D1egen~, waarvoor 
det. C = -1, kunnen nict continu u1t de iclentiteH verkr,:: 1:en worden. 
Is (1) een dr:,~1iq,. 0 1;1°~lnr:~ ci!i: l,; 

draaiing en S ecn s~ier~l1n( ls: 

y 1 = c11x1 + C ,,x,. --t· C ·1 !X" 
( , J 

(D) Y2 = c21x1 + C,l .;. c,, 3x~ ,_ t.,, ~ ,..) 

Y3 =-CJ1X1 - C :i •) - c ., X 
_) l~. ) ) 

' . , 

(S) ,::::; y,,..,, 23 - -y 
C - 3 • 

- 2(p1q1 + p2q2 + P3q3) = 

+ P3q 3) • 



'1 

I 
M 

1 .• \' 
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-, ➔ "-Cll\ ' ➔ ➔ -, Stellinf 2. (A a,A b,A c, = d t. A.(a,t,c).(in het rechterlid staat 
e n product v::,n n:tallcn!) 

Bewi,Js. fit vo t :.d t t1::l 1 inf. 1 en 9 fL 

Ste llinf 3. Hct : nJr,r cii..;, t ?:::in lr1(; vc l'·rui is invtiriant bij ( 11n n-

Beptiling 2. [r\.,_ ··n fh r:k ii,1k, vcct2rc 11 v rmi,n ,en dricpc•ot. EE::ri drie-
➔➔➔ -,---t--, 

root ·,t,,c, w·c1rv)or (:·,,b,c) ,.,::, h t positief ceor1?:Jnt~~erd. 
➔➔➔ 

Is (,,.b,c) ,c cl n l:eet de ,Jr!epoot rn.:g:1tief ceori~nteerd. 

Beealin13 ~ . orH'nt~it L vrm vi.ervlak is zelfde 8 l f) die van de 

dr1e t ,<, ·~, ~ :.1,1 rJt l, r:..: b lt! cl)or h2t tel{t.: n nf, ,.,,1_,, ,\1.,, \,' l.J. ~) ... van 
1 1 ,,, 

I 

t -~,,, ,-, I 0,1 h C j1 1 ·1 d': ·1 ' ,, 
1 I I 

t - :1 ·- (~: b ., C ,-4 

' - \.A 
( 

b ) L (' d (; t C j ~ ,: ~ 

Stelllng 4 rH!nt·JtlC \' ;_ 0 n v 1 rrv 1::,k ,;:· ~ in de t l: ngestc hk . Cl 

over bij verwisscl1n van twee ho~kpuntcn. 

Bewi,js. In l11tstc ctettrmin nt warJ,n twet kolcmmen verwisseld. 

~12. Hct uitwendigc proauct van 

Het eindproduct (r:f;~,1) kan 

t 1,:cc vectoren. 
schreven worden als 

a1 b1 C 1 

'\: b •") C •·J 
'-

8~, b .3 C, 
) ' _) 

Be:ealing 1 . 

l . 

-, 
JE. v ctcr v, ·.:rv:,n 

v1 = 
,1 

bl') I 
C, I V . :::. t. ' ,_: 
~ 

t 
t 

1 

,) 

'·1 

·1 b1 
C + C' 

[1,", b."' ' -' 

1, 

I, I.. 
< 

t V 

1 
➔ ➔ 

he, t rkt uitv:'--n .. Jr," r.rorJuct cf V(ctorproduct v.~n £, en b <.:n 
-➔ ·➔ ~ ) w0rclt geschrcv,.:r~ ,.1 v"' '.' x t (:::ipreck utt: :: uit b • 

( -'I>·➔➔\ ( ➔ 7) ➔ s t e 11 i ng 1 • CJ ' b , C ) ::; ~1 X C' • C • 

Bewijs. ·z,: por::igr E:f. 

Stelling 2. Een ci[enlijkc draal!nf vocrt hct uitwc 1 pro duet v .Jn 

twee vectorcn over 1n hct uitwendigL product vnn hun ~ecld-
vectore:n; in f'(:,rmulc_ 81s C en 21 nl1Jl<e dr aiin[ LS, 

➔ "'.'? ➔ ~) (ca) X (Cb) = C(a X b . 
---+ -, ➔ ~ 

Hulpstelling.Als voor ieder8 vector x g~ldt o.x = O, den is x = O. 

Be,w1,1a. D1t volgt uit 11 .1 "". O, dus a1 :, O (i = 1,2,3). 

BewiJs van stelling 2. Volg~ns ~11, stelling 3 is 
➔ -::i' ➔ -,.~ ➔) , ➔ (1) (C a,C ti,C x) = (a 1 ~,x voor 1 rev ctor x. 

( 2) ( { C ·t) x ( C 1) ) . ( C '1) = (1 x b) . ? ( st e 11 i ng 1) • 



( 3) 

( 1+) 

Stelling 3, 

Bewijs. 
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(c(l x 1?)). (c 1) :cc (6 x b) .1: (~9, stelling 1). 

( ( C a) X ( C ti) ) . ( C 1') = ( C ( 8" X b'} ) . ( C 1) ( u it ( 2) en ( 3) ) . 
...... Daar C ~ een will~keurigl v0ctor is 1 volgt hieruit volgenLl 

cle hulpstelling 

( c "6) x ( c b) = c ( :=7 x b) . 
-➔ ~ ,.;:...,. ~ _. 

Zijn 2 t.n ~ afhankelijkJ dan is ~ x b =Oen omgekeerd. 

Zijn ~ en 15 onc'lfhankcliJk, dan is 1' x lS' loodrecht op het 
...,_ ......, 

vlak, dat door a· en~ opg~spanncn wordt. 

Uit bepaling 1 volgt cHrect, d8t ~ en 1f dan en sL:chts den 
.~. ._... ·➔ 

afhankelijk zijn, ~ls ~ x b = O . 
.....:,. ...,...,. 

Ncem nu aan) clc,t cl en b on8fhc1nk, 1ijk zi,Jn) en ~,tel 
➔ -), ➔ 
8 X b = v. 
➔ -;:'> -:-> ~ ~ ~ H -~) v.3 = (ci x b) ,;:, = (a,b,3 = O 

(determinant m(t twee geliJke kolommen). Evenzo blijkt 
~--i,. -·~ -..1,. - _......, 

v. b .. = OJ dus v ...L n en V .lb'. 

Stelling 4, Zijn ? en ·7:; onDfhanl<:cliJk, en is-:;= 7 x 15'., dan is de drit., 

poot ·1,1~1 positief geori~nteerd. 

Bewi,js, ( ,;,·g_\1) = (E(' x "'8') ,if= v'.V = /-;;12 > 0. 

Stelling 5. JE3 -J==cixl5j clnn is )·V'\= hE:·t oppervlak van het parallc-
-....::, ·➔ logrum, dnt 1 en b als ziJden h~eft. 

Bewijs. Laat Lf de hoc,k tussc.n a en b ziJn 1 dan is het be doe ldc opr, ~ 

vlak 

17J,y\_15JE,~1:1 ... ~--~l"t~ 1t1;L-i __ ---ryCOS_(f==~l?i 21i11 2 - (~15)?._ == 

1V(c~_;· + n~:' + n';)(b1 + b; + b3) - (a 1b 1 + ,J 2b 2 + ::1jb7 = 

V(,.1,,,b,1 - <'1,)b, .. J 2 + (a 3b 1 - a/lb-:·~---~- (a 1b 0 - a?_b,1)c 
C ,) .) c I .) <. • I 

✓v2 _[ 2 I ~- \·➔ I '1 1· V;? ·,- V 3 °-0 V _ • 

= 

Opmerking. Door de stellingen 3)4 ~n 5 ls 

volkomen bepaald. 

➔ ....., 
de vEctor ax b meetkundig 

Stelling 6. Voor het uitwendlge product geldE:n de volg~nde r~kenregels· 

cf x r5 = - (i{ x -4) (~ commutattef ~). 

( .Xp) X q = A ( p X q) . 
~ ➔➔ ➔➔➔➔ 
p X (q + r) = p X q + p X r. 

volgen direct uit bep8ling '1. Deze regels 
➔ -"".) ➔ 

Stellin~ 7, a.(b x c) = 
·➔ ·-:.-') ➔ ➔ ➔-;, 
(ax 15) .c = (a,b,c). 

BewiJs. ➔ (-::-'> -'>) a.bx c 
_.._ -? ~ ~ ➔....,. ➔➔ -'> 

= (bx c) .a= (b,c,a) = (e_,b;c). 
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8 -t _., _ _. - ➔ -t - ·➔ .... st e 111 ng . • a X ( b X C) .-: ( ;1 • C ) b - ( • b ) C • 

BewlJs. Door n;,rr 11tn. 

Stelling 9. 
BewiJs. 

- (~ .--n (t ."?). 
. . .,. ..... -, 

. ( l: X ( C X J ) ) -

➔ --- .., -- (t,.d)(b.d. 

Stelling 1c. ( xt).(7 xd) = (1,T~.dfc~ -
Bew1Ja. Uit stelling 8. 

inhoud v2n 0cn viErvl~k. ~13. De 

Ste llin1'.. De inhou~ v~n ~Lt v1 rvl 
1 1 ➔ -:-' ➔ 

-, 
t n r . 1:, rilbt.n iG 

.:'... rs i, p,q r). 

Bewi .Js. f [L t Vi ' rv l ''. k l:'. E. Ui t H,3 de hout. UJn ',it H ::i,in; 

'f . ~ \, i n h Cu l ls ' f c: i {;; n V :'In l l (:; t t <;;kt. n ' 

l L ,Jk ~::m 

Cpmcrking. '.1Jnr:c~cr ',-1/lJ r~,rrck, n, k inh:ui.l v n ccn positi,::f g(:c-ritln-

teerd viervl::1k pcsiticf, d.1 v:!r: en ne1';,tt. f oriUnteerd vicrvlr:k 
ti f t 1 ~ .... ·-" 

nega 12 .e ncrr.en, clan gcJ:Jt 1f~c..r~:: n: I OPQR "" 0 (r:,q.r). 

1. Vergeli.jk :~, '/'.-~: .. , .. n ·.·c.•~. 

n t c1 c v . :: tor '1 k '.: r i_ : .. • • • 1· 

1 n V zi j n . HE t pm t :< li ;r : : , n 

1. (Y! - p) = C. Le VC'rL cl i. J i 
7 

er he'. v1:..,k V ;;t:.l:i, 

V ··:n r: 
➔➔ 
":'!. p. 

U ,~. 
,) . 

,.n ]:. t F e:cn punt 

:il !1: i. "1, c1us ls 

Stelling 1. 
. -;t-} Is ~-1.x :-= b . l ' k . . V l ·1 1 r \T , l.l'.: r' i S ~.! c:, c: l1 cw V rgc. lJ "lnt: V n tCt'l ::.i, - • .. '"'-

VECt'.:lr ht er) V (ncrr.JJ:dvc 1t·r). 

2. Op~ave. Door ~en P t~n vl~k t( trtngcn, tVEnwiJdig aJn 

het 
verge 11 Jl( L v: n he t £::t:'vraa 

er 1n, dus 
➔➔ ➔ ➔ a.x = ri.p. 

- -:-1 • p = c: , I)e 

OJ;?merkin5. SchriJft men d 2tc: vc:rg .. liJki --. _., 
dan drukt zij ult, dnt PX L~. 

b. _,, 
., X .:: ·: • r' ligt 

Het sniJpunt te bep~ltn vnn de liJ~ m~t p2rnmttervoor-
_,. ➔ i ➔ . - ➔ ➔ stelling x :::.-: p + ,u: en hft vL.ik met vergLlijking b.x = c. 

Stel, dat het sniJpunt Q behoort bi,j ,\ = 1\, zod8t Cf = 

1 + A1d . ran is ti. (q + A,{i!) = c. J:Ii0ru1t kEin men A., 
bereken:m. 
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4. Ope;;ave. 
➔➔ 

Gegeven zijn een punt P en twee vlnkken c-..(a.x = b) en 
➔➔ i(c,x = d). Bepaal een pnrometervoorstelllng v n de lijn 

dcor r, cvenwi.1dL_ r:1et de snijltJn von tx. en 0. 
Cplossing. ➔ :: l. x , l-, .L , d,.1s :--lt sni~'. l i n vim -~ en ~ is locdr0cht 

p \:l1 - • :c vector ~x? is dus 0venw1Jdig aan die 

:.:,ni,jli,,n. I0 g<;vr '.) 0 p2rDmctervoorstcllinf luidt 
➔ -➔ - ➔ _,, 
X = ! + A ( :, X t' ) • 

5. Op5ave. Gegev~n zijn CEn punt Pen twee lijnen 1 en m, met para-
·➔ _. >., ➔ ➔ ➔ ,,._➔ 

metervocrste111n~ x = q + n, rEsp. x = r + ~. Bepaal 
de Vt..r1 cl1Jktng V'rn het vl'.ik :l(.dc1 or P, dot evcnwiJd is 

me t 1 n nE t r·i. 

Cplcss i np;. re n, I''.'.!'.!'!lVl('t·~r p "t, JUS even-
---'ii 1.J 1.l , :_, n . x b • , t v e -11 I k i nc v 2 n 'A 1 s ll u:~ 

-}) /~ -~\ l -•, ➔ ·? __ ,, 
xt .,x-p 1 ""'c, r (·1,b,x -P) =C. · --Opmerking. In JG 1 :·Lnt.: vcr,:--, .lrukt Jc ven;elijking uit, :l: 1 t o,b 

➔ ➔ en x ... p in een vl,k Ur: n. Dit i.s t vl:1k door 0 en// ot... • 

6. Cpgave; 

Oplossinf~. 

Ch.:c:0vcn ::.jn tn punt Pen twee vlakken o<.("fr.'"l = b) en 
➔ •➔ 

~(c.x = 1). Ieps3l de vergtliJking van het vlak door Fen 

de s n i ,J li J n v fm ot-. e n 0 . 
All2 vl~kken door de snijlijn v1n ~ en v vormen een vl □k-

1\ -
kcnw:. i,:r; <k vl·.1 n vein d..:-zc v,wr:iE:r hebten vergelijlcingen 

v nn de v, '!"::: 
\ I ➔ . ..., - ) _, -, ' 
A, .x l: +;i(c.x-dJ=O. 

(Ann o~ m~t l1Jncnw~8icr 1n het platte vlak; :i~ syllobus 
am I, ll:, 11), 

.:3tel d t hE.:t evr:, e vlal{ 1::choort t·ij A. 0 : 1\ 1 , µ:,;;: t'1• 
,➔..... -"> ..... r moct 1.n : ! 1 t vl:ik l n, dus A1 , ··1,p - b) + y.1 (c.p - d) = o. 

I1cre 1-:v1 wi,i hi-cI•·.dt de \'(rnoudinc: v•,n ,\en ;;- 1 , drm vin­
n -.1 .l ·v,'cr :k r:Lvr,·:i 0 vtrgt::lLJlnn1° 

I -'t -, ' ) ' ·➔ ➔ ) ... _,, .-, ) ( ➔ ➔ ) 
\ C • p - ,; , ·i • X - t - ( . , l - L c • X - d :::: 0. 

?. Stellin5 2. Ncdig •;.;n voldoendc, ,'p(i':t J,2 lljnen l en m, met parc:1-
-1 - \ -"· -'> --l> 7> metervcorstell en x == p + 11 :i en x = q + f"-'t,, in een vlak 

➔- ➔ ➔ liggen, ls dnt ( ,l,q - p) = O, 
( -,.·➔ ~ -'>) . BewiJs. a,b,q - p = O 1s liJkwaardig met de vc,orwac1rde, d2.t 
➔ -I ➔ - , ➔ -t a,b en q - p afhankelijk ziJn, dus dJt of s er, , a~hanke-
11 'k ( .. ) , , .,. _., J ztJn c1.w •• 1 m , of q - p ':en line 1re c r:1birn:it1t 

is van~ entf. Het loatste w11 11, d'.'tt rr:en ... ~enJJ, zo 
1 - ...... ·➔\. ,-~ -"\..-i-+ ..... 
,rnn lc:n, d:h q ➔ :'• = ,61 + r'1b, C:Uf} p-+ "'18 =- q ... f1b· 
D1t betekent dat 1· en m een snijpunt hebben. 



8. o;eeiave • geven zijn twee lijnen 1 en m, met parametervoorstel-
_-, .... _.,➔ ➔ 

lingt:n x = p + ;\ 1 en y = q + .,-.. b. Bepaal de punt en, waar 

de ensch2ppclijke loodlijn vnn 1 en m die lijnen snijdt. 
Stel, d;,t dh puntcn H (op 1) en ~, (op m) t,ehoren b1j 

·~➔ ...:.:, ~_,,, ➔ 
A1 n , s = q + ,u.1 b • RS ..La 

dus ~en tal f, zodGt 

\ \ ......, ·➔ 
/ = ,, c n ,.... µ.,, , z od D t r = p + 

~1 -) -.1 -t :-, 
en l t , RS JI r: x b • Er is 

-:t .-, (' ➔) s-r==fsxb 
➔ ...... ➔ ""t ➔ ➔ 

( i,. + ,~l) - ( P + A>1 (,) 0: Y ( 8 X b) o 

➔ ➔ -:, -+ -::I -+ 
>-1 a - >A1 b + f ( a x c) = tJ - q. 

➔ 
Door dcze vergelljkinr ;:i,~hteri2envol ns inwendig r.ict a en 

➔ 
:net 1:: te vermenirvuldi n, vindcn wij 

-;,;;:' 4 ( ➔ -,lo A,i i.: - }~1 • r = • p - q ) • 
' 7'1 ·➔ 2 ➔ ➔ 

).. : • ti - A1 t = • ( P - q) . 

UH dezc twee vcrr·c11Jl<in1:r:cn k~rn men ,\1 en ,v.-1 tE:rEkcnEn; 

drm ziJn E en :, bekcnd. 

Opmerking:. Het result ant lrnn vereenvolldigd worden met behulp van de 

formule (1 X b) 2 = 1~\;c - (it.ti) 2 u,_1;'' Stelling 8 en 9). 

9. Opgave. 

Oploss1n5. 

-'I, 

Een vector x draait 

heidsvector 7. I'ruk 

over een hoek ~ om de ~rn door de een-

de zo verkregen vector 1 ui t in X, ~en~• -Ontbind x" in een ➔ ~ ~ ~ component p langs a en een compare nt cf ..L a. 
·➔ ,...., -'t ➔ '_.. -) ~ ,➔ \ 

..., t c l p == "' cl' • q = x - ,,\ t1'. u • ( x - ..., \ n ) == o • 
•''"' I:-nnr:°1.:.: = '1, volgt hieruit A~ 1'.-;t, _.,, 

~ tliJft bij de draaiinf nver2nderd; 
-, ➔ 
q , t over in r. tW\..l:dc figuur 

llct in het 

hh:rin lift 

_, 
vlnk locdrerht op~~ 

➔ -, I ➔ _.,I ) ➔ I ook c x q; n x q = 1 
...;.. 

rit .J<2 flr:.uur t-11,Jl<:t, dnt r = 
cfc ;.,'f-'- (i7x'cf)sinf. Eijgevol is 
➔ ➔~ ➔ ~-· 
y = , r = r: + q c D s ''5, -1.- ( ,1 x cl) sin 'f-= 
-4 -➔ -; _,, 7 -) 
x c: c ,; 1' + ( :1 • x ) ( 1 - co s j) d + s i n ~( ~, x x ) • 
" t· ' +· • - ., ' ,, ] .,, -~, t;lt ... en vC0-, -r. 

d2n w rdt dlt 1 = 

-i:- ~ 
C 'l •' in l_ '->I - n 0 J l, "-) ~ 1, ,.2 J - ,,_, ; 

( 2 ) ,,, ( ➔ ~) ➔ 
CO - + c: C • X C + 

Ioor de compon,:,;ntcn v::➔ n -; ui t te schrlj­

ven, virujt mend~ porametervoorstelling 

van C2yley voor de algcmene orthogonale 
transformatle. (Werk dit uitt) 
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Stellina_ 2. Is ;\ 1 e:en 1... ig1.:nwrio rd.: vnn A, dan z1Jn d~ bij /\ 1 b(=horen­

de e1g~nvtctorli.!n dt. oploss1ng1:n van 

" -+ -+ (4) (A - n 1I) X = 0. 

9J:S8Vt. Schrijf (4) ult 1n 41... vorm vMi (2). 
Stellint5 3. D,: ;.;:11:.::1..:nwnnl'."dt n vnn A zijn invarinnt bij cotsrdinat~ntrans­
formati<:;s. 

BewiJs. Zij B = s·1 AS. 

B- A I = s-1 AS - il I • S - 1 ( A- ~ I ) S • 

de t ( B- A I ) = d ct ( A- A I) • 

De kar~ktt.risti0k1;; Vl::rc;clijking vnn B is dus dt';;Zelfde ala die van A. 

StcllinG 4. I~dtr, ~ig~nv~ctor v1n A eaat door ja co~rdinat~ntrans-
.. 1 fornmth: S OVi..;t" in --:en Lig1...nv'-ctor van B=S AS met dezelfde ~ig,:;n-

waa rd,~. 

!¼w1Js. Dit volgt onmiddcllijk uit het f..:it., dat B dezelfde transfor­

mati~ voorstult als A, mnRr op h~t and~r~ co~rdinat~nst~lsel. M~n kan 
het ook nls volgt n3r1.:k~n0n. 

Ste: 1 A.? • A'! ~, 1,;n 7 = s'"if' , 
- s·1 ( "°"' = A s-1 1 = ~~'. 

. 
dan 1a B;f '= s- 1 As -r/'. s-1 A7'= 

-41 Stalling 5. Eun nodi~L un voldo~nd0 voorwaat"dc, opdat ~ een dig~n-
-+1 vector van A is, luidt, dat a 21 = ••• =an 1=o. n~ bij ~ b~hordnd~ eigtn-

waarde is dan a11 . 
-+1 ~ Bt:wijs. Subatitueer v voor v in (2). 

41 -+n Onderstel nu, dat A den onafhankelijku ~igenvector~n v , ••• ,v 
heeft. Voeren wij dcze als nicuwu gronjvectortn in door d~ co~rdina­
tentransformatie S, dan hceft volc;~ns st.5 en f15,st.3, dL matrix 
:a,.s-1 AS de vorm 

A 1 0 ... ........ Q 

(5) 0 , 
•, 

0 

6- 0 ~ n 

waar1n ~ 1 , ... ., ~ n d~ eigunwnardt.:n van A z1Jn. Wij nocm""n de. matrix 5 
de diagonaalmatrix (4 1 , •.. ,::\n). Zo komt:n wij tot 

Stel~tng ,6. Heeft de matrix A n onafhankelijk~ eigenv~ctort:n., dan 1a 
er ceff matrix S, zodat s-1 AS de vo:rm (5) heeft, en omg~kuerd. 
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(10) 

De elliptische 

(11) 

r, 
)(. f~,-\:: 

C _, 
b·c 

cy'llnct1;;r 
,') •") 

X c., X , .. 
,'\ •0 

'") 
X ,~, 

.. ~-~,, u. 
(! 

-~ + --.;.;- ... 1 • 
1:1 r .. , b"--

De hyperboliache cylind~r 
~~ cl 

X,1 Xe~ 
{12) -,- - -,,- ~~ 1. 

~:i b 1-H 

De pRrabolischc cyJ,inder 

D; algemene vcrgJlijk1,ng van je twceJe graad. 

1m II 30 

door- cot\r-din;:itentr:H1:·::;t'c:·-·:nat-:v ,:ov,f.:1 mcg;_:;J,i,Jl<: te verE:envoudigen. ::)e 

coefficienten worden retel ~ndt:rstsld. (1) is te schrljven als 

De eerete aom in hel 
De tweede i:'iom ls het 

xt •!- r, = 0. 1 ,')() 

voe:ren w:t,j em-i ;:Jsaendr2aliru:: u:.t n1r1c cen nh:uw Gariteslsch stelsel. 

::.1aar dcz(: ,,joor oe:'"i homog,:.:n,_: tr·c:in~•foi.·math, wordt vcorgefsteld, voert ziJ 

het kw1H:'IN1tische deal in h0t nieuwe kwBdra tische dt:eil, h1:,t l :Lner:: irf, 

cteel in het nieuwe l.in~~aii:-e deel over, !:t:r-wijl dt bektcnde term invari­

ant blijft,. W1j beachouwen eet"'St allee:-1 het kwadratisc:he deel. Hierblj 

behoort de matrix 

I a 11 8 12 a13 

i\ • (::: a,,.,2 a<'.)~ ,::, .,.. .... -

a,,,,,,., 8-, 3 ' ).:C, j 
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waarin (r2 ,r3) een eigenvector is van de matrix(b22 

b32 

am II 32 

..... -, 
b23) en s ..L r. 

033 
(~ 'a~"?) vormen weer een Ca rtesisch stelsel. Volgens a telling 3 is 
nu '2 x'2 + 

I I 

b22 x2 + b33 2b2.3 x2 X3 -3 
II "2 

c22 X ,2 + 
2 C33 X3 . 

H1ermee is het docl ber1:;ikt. 

Stelling 2· Wanneer C a 1k xi xk door een aseendraa11ng overgaat in 
f~ I 2 t c11x1 + c22x2 + c33x32, dan zijn de nieuwe grondvectoren eigen-

vectoren van A, en c11 , c22 , c33 zijn de biJbthorende eigenwaarden. 

Bewijs. Dat de nieuwe gr-ondvectoren eigenvectoren z1Jn, volgt uit 
stelling 3. 
Volgens f 16, st.3, zijn de eigenwaarden van A dezelfde als die van 

de diagonaalmatrix C; de laatste zijn c11 ,c22 ,c33 . 

Stcll1n~ 6. Twee eigenvectoren van een symmetrische matrix A, die b1J 
verschillende eigenwaarden behoren, zijn loodrecht op elkaar. 

Bew1Ja. Laat7en7zulke ~igenvectoren zijn, zodat A~- ~1V: A-:J'= A27t, 
°A1 I ~2· 

De 

L 8 ik v k = :\ 'l vi • 
k 

cc 8 1k vk wi = ~1 
1 k 

r::: 'I:: 8 ik wk vi "" ;\ 2 
1 k 

laatste twee linkerlcden 
aan, dat A symmctrisch is). 

L vi wi. 
1 

z:: vi w1. 
1 

z:1.jn gelijk {Verwissel 1 met ken denk er 

Steflin~ 7. Alle eigenwaarden van een reele symmetrische matrix zijn 
re~e.l. 
Bew1~e. Stel, dat A 1 een complexe eigenwaarde was, waarbij de eigen- . 
vector (v1,v2,v3) behoort, dan is de toegevoegd complexe X1 ~en ~1~ni r - " 

Daar ~:1," A 1'. volgt uit st •. 6, dat v1v1 + v2v2 + V3V3 • o~,1ff\1Jpidt 
voor 1eder compl•x geta 1 a,'o, dat aa > o. Wij z1Jn dus tot;;-'ri tegen-

,,,_,1,11'' 

lltr1.Jd1ghe1d gekom~n. 
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Oi:va l 2b. d ~ o, l) ~ o. 

A1 x.2 + 42 y2 + e :Q: 0~ 

Ell1pt1sche of hyp~rbolieche cylinder. 

Kwadriek cmt::ia rd 1.n twee :rni.J~h;nd(; vlakken ( re~el of toegf.:Vot::gd com­

plex). 
Oeva1 3,. 

Otval 3a. a ~n b nict be1jc O. 

Parabol1schc eyllnd~r. 

O~val 3b, a~ b • O, c ~ O. 

Kwad?:"i0~c ontaard in twc:e (,Vcff1,;i .. ,J:1ige vbkk,.:;n, rct!el of t;oegevocgd ~)om­

plt:x. 

Gcval Jc. a• b - c • O. 

2 
X '""0. 

Kwadrit:k ont?.llr:l ln twee s;:imcnvelh,r.d•O vl::.1kken. 

~ 23. Invarinnten van ecr. kw;;:frick. 

Het volg<:.'nde h,.:.E:ft b12trekking op de kwr.1~r•iek 

I ·1 ) 
\ ' ' a ik x~ x1r +· 2 ~ t:,. h x:h + :1 = 0. l i.- ) C)(') ., - . h , - . 

di~ door d~ asaendraa1ing 8 ovcr~nnt in 

(2) + b 
00 

·~ o. 

Stelling 1. DJt. A is lnvnriant tij Dssendraaiing, d.w.z. det.A = det.B. 

Bewijs. Volgens ~2'1, st.1, 1s B =STAS, dus dt;t.B ,..(det.S) 2 det.A, ., 
maa r dtit .S ""' 1, due det .B = dct .A. 
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8 00 8 01 8 02 a03 

8 10 8 11 8 12 8 13 

8 20 8 21 0 22 8 23 

8 30 a31 8 32 8 33 

~tell1n6 2. Det.D is invari~nt bij assendraa11ng. 

~w1Js. W1J voeren hulpveranderl1Jken x0 dn x0 1 in en beachouwen de 
vormen 

(3) 2, a1k xi xk 
1,k•O 

(4) ~ b1k x1' xk'' 
1,k•O 

tn 

die in (1), r~sp. (2), overgaan, nls men 
volgt, dat (3) in (4) overgaat door 

X • X 1 
0 0 

X = XO 
I 

0 

T 
x1 • 8 11x1 + 8 12"2 + 813X3• 

x2 • 8 21x1 + 8 22x2 + 8 23X3" 

X3 ::::i f:31X1 + S32X2 + 8 33X3 • 

• 1 stelt. H1~ru1t 

Laat Ede matrix zijn, die bij (4) hoort, E.:venals D bij (3). Volgens 
§21, st.1, 1B E = TT DT, dus 

det. E • (d~t.T) 2 dct.D. 

dtt.T = det.S = 1, dus det. E = dct. D. 

Stellin~ 2· D~ r~ng vnn A en di~ v2n D zijn invariant bij assendraai­
ing. 
BewiJs. D1t volgt ui t f 7, st. 5, in verbancl met de formules B==ST AS en 
E-S't DS. 

De gevallen uit f5 kan men onderscheiden nacr de rang van A en van D. 

Geval rang A rang D. 
18 3 4 
1b 3 3 
28 2 4 
2b 2 3 
2c 2 2 
)a 1 3 
jb 1 2 
30, 1 1 
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V¾rk,:~rt. V, ... ·rvolg(::;s knr1 r;1-..r·, cicor g\'.,bruik tt; m.eken van de invar:!.ant...:;n. 

de 00orr101~ntdn u1t d~ ~~~vou11gatr v2rgBliJking bcrekcnan. 

dct.. D = 

2xy ~ ?xz - 2x - y - 2z + 2 ~ 0 

12 3· 12 A ! 
X + y +. ,.;Z = o. 

- '1 

-1 2 

-'l 
,,, 

! 

() ,.. ... , , ... , 'I..) 

0 1 

I 
0 0 

,j 0 

_1 

,, 
i 

0 

1 

() 

0 d 

0 0 

3 O 

0 () 

{Hct tekEn v~n d v~r1ndert 1 ~le m_n d0 Z'-~s 1n t~gtngcsttld~ richting 
kiest). 

~ 24. BE-pn l 1ng vnr: :,et micJ•~k lpur t. 

In dD voorRfg811:rl~ p8rngrnf0n ~cbb0n wij gclterJ, d0 g~J33ntt 
( b J.• 1 j .,. • d . ., t'. d ', ' ' ' "' .. - '\I ' ·, d 1 · .. ,:.i· . ' \ • .,. ' l ' ' 1 1 ,,. ) ' "' ,,, '' . . l " :"' ~ ,, ·l ., k •· , .. e,1 t. ~i. , t .. \, .. rl."l!,Ol.,.~ 6• t. /er ... , ..... .L,J,{ rlt'c. \ .. ,,. '~(;n ,'..Wut.I ... L \,L, be-

stand v~n h~t opporvlak in de ~uimt1 is pas b~k~nd, ~ls m0n w~~t, ho~ 
hdt nieuw~ ase~net~ls0l ligt t0n opzichto vnn h~t oudc. De richtinc~n 
der nii::1.lWt: IHl;f!en wordLn g2g:;v.:ri door- d,1 e:!g .. mvcctorcn van A. \~ij be­

ho~v~n dus nog el2chts a~ ~1~uw0 oorspronz t~ zo0kun. In a~ gcv~llen 

1a, 1b, 2b, 2u, 3b, 3c ie a~ ni~uwG oorsprong cen middclpunt van a~ 
kwadriek. 

Stc~}-in& 1. D2 (;Ot•sprong ls dan (.n Slechta d8n cun m1ddelpunt van de 
kw!'!dt"'it::k, ~ ls het 11.W.::fl i rf1 gedE:L':lt1:: u 1.t. d,:-:: vcri::;c<U.Jking w~gva 1 t. 
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Hoofdstuk 6 

Algebratsche krommen en oppervlakken 

~25. Al5ebra!sche krommen (zie am I blz.23-25). 
De vergelijk1ng van een algebratsche kromme van de graad n kan ala 

volgt worden geschreven: 

(1} fn(x 1,x2 )+f0 _ 1(x1 ,x2 )+ ..• +r1(x 1,x2 )+f0.o; 

hierin stelt fk(x 1,x2) een homogene veelterm van de graad kin x1 en x2 
voor. 
Om de snijpunten van de kromme met de rechte lijn, waarvan de parameter-_. _. .... 
voorstelling luidt x = p +la, te bepalen, substitueren wij deze para-
metervoorstelling in (1). Er ontstaat dan een vergelijking van de graad 
n in A ( tenzij de coef fie ient van A n nul wordt). HiE: rui t volgt: Een 
r~chte lijn heeft met een kromrne van de graad n in het algemeen n anij­
punten, m1ts een snijpunt, behorende bij een r-voudige wortel A, r­
voudig wordt geteld. 

met 

(2) 

De kromme gaat door O, als f -o. Dit annnemende, snijd 
..... 0 

de lijn l(x =At). Substitutie in (1) geeft 

An fn(a1,a2)+ An-1 fn-1(a1,a2)+ •.. + Af1(a1,a2)•0. 

ik de kromrne 

Ik onderstel, dnt r1 (x1 ,x2 ) niet identiek nul is; dan heeft (2) in 

het algemeen een enkelvoudige wortel ~ =0; de wortel A •O is alleen 
meervoudig, ala r1(a 1.,a 2)=0; dan 1s r1(x1 ,x2).o de vergelijking van 1. 
Wij formuleren deze resultaten met behulp van de volgende bepalingen en 
atellingen. 
~palin~ 1. P heet een enkelvoudig punt vnn een algebraiscrekromme k, 
als Pop k ligt en er lijncn bestaan, die in P e~n enkelvoudig snijpunt 
met k hebben. 
Bepaling 2. Is Peen enkelvoudig punt van ken heeft de liJn r in Peen 
meervoudig snijpunt met k, dan 1s r een raakl1jn in P aan k. 
Stelling 1. In een enkelvoudig punt heeft de kromme ecn raaklijn. 
Stelling 2. 0 is een enkelvoudig punt van de kromme (1), als f 0 =0, ter­
wijl r1(x1,x2 ) niet identiek nul is. 
Stellfnl ~. Is O een enkelvoudig punt van de kromme (1), dan is 
t 1(x1 ,x2)-o de verg~lijking van de raaklijn in o ann j8 kromrne. 
Be2a11ng 3. Pis een bui~punt van de kromme k, als Peen enkelvoud1g 
punt van k 1s en P meer dan tw~,;,. •. :mdig telt als snijpunt van k met de 
raakliJra in P aan k. 

~e!.l,1!S, ,Ji. .. Een punt P heet een r-vo,udifi punt van de kromme k, a ls er 
lijnen bttataan., waarvoor P alFI Q,d ipunt met k r-voudig telt., anaar geen 
l1Jn, lf8arvoor P minder dan r-voudig ~elt. 

~~!~fin&, 4~. 0 is een r-voudig punt van de kromme ( 1) ala t 0 ,t 1, ••• , f r-1 
ri'-t.-tAlr n zijn., maar f\. n1et. 



Bep8ling 5. Is Peen r-voudig punt van de kromme ken telt P meer dan 
r-voudig als snijpunt von k met de lijn 1, dan heet 1 een raaklijn in 

P aan k. 
Stelling 5. Is O een r-voudig punt v,rn de kromme ( 1), dan is 

fr(x 1 ,x2 )=0 de vergelijk1ng van hct stel raaklijnen in 0. 

Bewijs. Laat l(x-1:::= X8') een rnakl1jn in O zi,jn; dan is 11 =0 een minstens 

(r+1)-voudige wortel vAn (2), dus fr(a 1 ,a 2 )=0; daar fr homogeen is, 

geldt fr(x 1 ,x2 )=0 voor iedcr punt v □ n 1. VolJoet omgekeerd Q aen 

fr(q1 ,q2 )=0, en ism de lijn OQ, dan ism een raaklijn in o. 
Bepaling 6. Ecn dubbelpunt (tweevoudlg punt) met twee verschillende 

re~le raaklijn":n heet een knooppunt van dE: kromme. 

Een dubbelpunt met twee complexs rAaklijnen hcet een geisoleerd 

punt van de kromme. 

Een dubbelpunt met samenvallende raaklijnen heet een keerpunt van 

de kr omme . 

Om het gedrag van de lcromme in een willekeurig punt P te onderzoe­

ken ve:rplaa tsen wij dE; oars prong nBa t' P door de coordina tent ransforma -

tie 

( 3) 

Laat de vergelijking van d,:: krommu k zijn f(x 1 .,x 2 )=0. Op de nieuwe coor­

dinaten luidt zij 
l l 

f(x 1 +p1 ,x2 +p 2 )=0 of 

a2r 
-2) 
dP2 

+ It • ♦ • S • II ::::: 0 fl 

Ligt Pop k, dan is f(p 1,p2 )=0. Volgens stelling 3 is de vergelij­
king van de r8aklijn in P 

(5) ·(x1-p1) tr + lx,.)-p?) .,af = 0. 
oP1 c. ,_ 0P2 

Dit is oak gemakkelijk af t2 lciden met behulp van de differentiaal­
rekening. 

Uit stelling 4 volgt 

Stelling 6. Nodig en voldoendc opdat Peen meervoudig punt van k is, 

is dat 

(6) 

Wij keren nu torug tot de snijpunten van de kr'omme (1) met de lijn 
-t ~ ,·~ 
X:::: p+l'\a. 
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Hoofdstuk 8 

Or'thogonsle inver-tanten van een kwadrtek 

f33. De !.nvar:1.anten I,1 en 

cotsrdinatentranaforma tie S 
in &,.STAS. 

I~. Stelling 1 uit §19 luidde: Dao~ de 
'" 

gaat I: a ik x1 xk over in C b1kxi 'xk', wa1n• .. 

...,, 'I 

Hj.er 1.s S een orthogonale m., t:r-1>~., due 3.1,.,..3- '. In § 16, stelllng 3 
is bewezen, dt~t u1.t B=S-1AS volgt det (B- AI)= det (A- ;\I). 

Nu ia 
8 1·1- ll a 1 •:) 

(_ t~ 13 

aet (A- 111) "' 8 2·1 a22- A 8 23 
a 1 ,, 

., ' 8 32 8 33-). 

3 2 = - A +(a.1,f+~ 22'1--a 33 ) A - (m,1,1+m22+m33 )) + det.· A :;o, o. 
Hierin stelt rn1k de minor van a1k in.A voor .. Uit bovengenoemde :!tel­
ling volgt nu: 

8 '11 +a22+9 33•b 1 ·1+b22+b33 
I I I 

m-, 1 +m22 +rn3 3 =-m1 ·1 +m22 +m3 3 

det. /i. = det, B ( j 23, stelling 1). 

Wij stellen a 11+•a 22 +a 33.r1 , m,11'+-m22 +m33-I2 . 

Stelling 1. r 1 en r2 zijn 1.nvariont bij cot}rd::i.natentransfonnetie. 

Vermenigvuldigt men alle ai\c me: c,. dan wordt r 1 na:et c en r 2 met 

c 2 vermenigvuldigd. De waa rden van r1 er1 1 2 hebben dus gae11 meetkundige 

betekenis; de vergelijkingen I 1=0 en I 2mO wel. 

§34. Meetk:undi~ betekenis van I 1,.,o. 

Stelling 1. Als de kegel ~ a ikxl xk .. o drie onderling loodrechte be-
h "j . b t ~ft • I n 80 r1 venaen eva , Yan lS 1=v, 

Bewijs. Neem de drie onderling loodrechte beschrijvenden als nieuwe 
! I I 

oot5rd1naatassen. De ver·geli,jk:lng va:1 de kege 1 wordt I: b1kxi xk-=O. Hier-
1 I 

aen is voldaan door x 1 :::sx2 ::.C, dus b33=o, Evenzo bli,jkt b 1'1=-b 22=0, dus 

I 1-o. 
Stellin~ 2~ Als If'"'O, dan bevat de kegel S a 1\<:xixk=0 oneindig veel 
stellen van drie onderl1ng loodrechte beechrijvenden. 

! 

Bew1Je. Kies een willekeurige beachrijvende van de kegel ala x1 -as van 
een reo.hthoekig cot)rd1netenstelsel. Laat de vergelijking op de n1euwe 

' 1 cot5rd1naten zijn C: bucxi xk=O; dan is b1.,=0, If'"o, dus b.._2+b3~ .. o. De 
I 12 C. I .-It 12 

dooran~de van de kegel met het vlak x1 aO is b22x2 +2b23x2 x3 +b33x3 •O. 
Deer b22+b33.o,, stalt d1t twee onderling loodr-echte lijnen voor. Semen 
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i 

met de x1 --as vormen z1J e<.rn stE:l van dr·ie onderl1ng loodrechte be-
echr1jvenden. 

Stell1nt5 3. Bevat. eer: lcegel een et:.t-:1 van drle onderl1ng loodrechte be­
schr1jvend£11, den bevat M.j oneind1g veel zulke stellen. 
Dit volgt ult stelling 1 e~ ztelling 2. 

§ 35. Meetkund1 e betckenie van Iz_•O, 

Stellin6 1. Last r::: a1kxixk.o de vergelijking zijn van kegel K. De 
loodl1jnen, in O opgerieht op de ra!!lkvlakken van K., vot-men een kegel 

I 

K met vergeli.jking C:. m1kx1xk.o. 
Bewija. Hf:t raekvlak in P aan K heeft de v1::rgel1Jk1ng t:: ail-cpixk.o; 

hierc1j 1s C. s 1kpi pk .. o. 1 Voor een punt op de lood liJn geldt xk. 

•AC::a,kp1, dus p1 1111 ~ • , C'm,,kxk. {t;ie :§7). 
• ~ A~ det A k i 

l'f• }A.. ,t m1i?~1t' 

Substitueer tHt in C a 1kPiPk•o, 

t:: 8 1k C, mihxh t: mkl xil.O. 
1,k h l 

Nu is t: e1~ 1h.o voor k,itl en det A voor k..h. Er komt dus 
1 

de t A t.: mkl xkx l 110. 
k,l 

Stell1n~ 2. Als de kegel K o=aikxi¾-0) elrie o.rider-ling lo-odrecht1:; 

raakvlakken heeft, dan is I 2ao. 
! 

BewiJs. K heeft dl."ie onderling loodrechte ribben, dus m11+m22+m33,.o. 

Stelling 3. Ale I 2""o, dan heeft K'. oneindig veel stellen van dr1e onder­

ling loodr-echte raakvlakken. 
I 

Bew11s. m11 +m22 +1n~n=-O, dus K heeft oneindig veel stellen van drie on-

derling loodrechte beschrijvenden. 
Stelling 4. Heeft cen kegel cen stel van drie onderling loodrechte 
raakvlakken, den heeft hi~l oneind1g veel zulke stellen. 

Hoofdstuk 9 

Projecti<2ve m(~etkunde 

§36. One1aenl1Jke .unten. 

In de vlakke euelldiache meetkunde gt.;ldt algerneen: 
V I Door tw~e vet•sch1llende p\lnten gaat een {:?n slechts een rechte lijn., 

m.aa r niet a lgem-0en: 
VII Twee versch1llende rechte liJnen hebben ecn en slechts een punt ge­
meen. 
Oil II algeme.en geld1g te rnaken, voegen wij aan 1:Jlke bundel evenw1jd1ge 
11Jnen ee:n one1genl1jk punt toe. Bovend1en beschouwen w1j de verzame-
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ling der one1genl1jke punten els de one11enlijke rechte lijn. Door alle 
mogelijke gevallen na te gaan, z1et men gemakkel1Jk in, dat II nu alge­
meen geldt. 

Evenzo voegen wij in de ru1mte aan 1edere schoof van evenwijd1ge 
11jnen (d.w.z. de verzamel1ng van alle 11Jnen, die evenw1jd1g zijn met 
een gegeven lijn) een one1gen11j_~ Eunt toe. De one1genl1jke punten van 
alle 11Jnt:n in een vlak vormen de one1s;enl1jke rechte l1Jn van dat vlak. 
Hieruit volgt, dat de one1genlijke rechten van evenwijd1ge vlakken ea­
menvallen. Alle on~igenlijke punten vormen het oneigenliJke ~- De 
volgende e1genschappen gelden nu algemeen: 
RI. Door twee verschillendc punten gaat een en slechts een rechte lijn. 
R II. Door een lijn en een punt buiten die lijn gaat een en slechts een 
vlak. 
R III. Een vlak en een lijn, die niet in dat vlak ligt, hebben een en 
slechts een punt gemeen. 
RIV. Tw~e verschillende vlakken hebben een en aleehts een lijn gemeen. 
Ook dit ziet men gemakkelijk in door alle mogel1Jke gevallen na te gaan. 

x1 x2 
Laat x en y Cartesische coijrdinaten z1Jn. Stel x. x' Y• x' dan is een 
punt bepaald door de verhouding van x0 ,x1 ,x2; deze 0 heten °aaarom homo­
gene oo~rdinaten. Aan het one1genl1jke punt van de lijn ax+by=O geven 
wij de homogene cotlrdinaten (O,b,-a). De lijn ax+by+c-0 heeft in homo­
g~ne co~rdinaten de vergelijking ax1+bx2+cx0-o; hieraan voldoet ook 
h~t oneigenlijke punt van die lijn. De vergelijking van de oneigenlijke 
lijn is x0.o. 

;§ 37. Dubbelverhoudin5en. 
In het platte vlak projccteer ik de puntcn van l uit Sop l'. Het 

oneigenlijke punt van 1 is X; dt projectie van Xis X1 • Nu is 

(1) OP 0 1P' X'P' 
~ = t,rET : x-rE'T • 

o------!~----~--L 

Bewijs. Trek 1", door O •, // 1. 
OP O'P" 
OE'= trrr· 
O'P" O'P' 
x-rs-""X""P'"'r· 
O'E" O'E' 
XTr,. XTET· 

Door deling de laatste twee formules vindt men het gevraagde. 
1¥,t&•l~~l.1• Het reohterl1d van (1) heet de dubbelverhoud1ns van 
:!•.,Et,O•,x• en wordt geschrt:ven (P'E'O'X'). 

·,fi,ftll~!'I t• De dubbelverhouding van vier punten is invariant b1j cen­
:}Wt:1 .... projeotie. 
\ l)";,t:·,, 1~.i':ft~,t-: t: 



Bewijs. Zie de figuur. Te bewijzen is: (ABCD)•(A 1 B1 C1D1 ). 

Trek l '1// SD. Volgens ( 1) is 

C"A 11 C"A" (A.BCD)•~ en (A'B'C 1 D•) • 'O"T. 
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Bepeling 2. Dt: dubbelvi.:rhoudin_g van vier lijnE::n door een punt of van 
vier evenwiJdig~ lijnen is gelijk aan de dubbelverhouding van de vier 
punten, waarin ziJ door ~en willekeurige lijn warden gesneden. 

Bepaling 2· De dubbt:lverhouding van vier oneigenlijke punten A,B,C.,D 
is gelijk aan de dubb~lvcrhouding van de vier lijnen, die een wille­
keurig punt Smet A,B,C,D v2rbinden. 
Men ziet gemakkelijk in, dat deze dubbelvcrhouding niet afhangt van de 
keuze van S. 
Stcllins 2. Zijn de vergelijkingen van de lijnen a,b,l,rn achtereenvol-

( ?1 f'-2 
gens 11'=0, 12.o, A111 +_µ..112=0, ). 211 +p.212=0, dan is lmab)= ~: ¼. 
Bt:wiJs. Oeval 1. D~ lijnen gaan door een punt. Ki~s het co~rdinaten­
stelsel zo, oat de vergclijkingcn van a en b zijn: X=O en Y=O, dus van 
1 en m, ) 1x+µ.1y=O en A2x+,..u.2y=0. Door snijden met Y=1 ontstaan de 
punten 

f1 f'-2 L (- - , 1), M (- -, 1), A(0,1), B {oneigenlijk). 
~1 )2 

(lmab)•(LMAB) ,. ~ = ~ : ~ • 
t\l'l ). 1 ii2 

Geval 2. De 11Jn~n zijn evenwijdig. Kies h~t co~rdinatenatclsel zo, dat 
de vergel1Jk1ngen van a,b,l,m zijn Y=O, Y-=1, l 1y+.fl1 (Y-:1)=0, 
12y+P.2(y-1)•0. Snijd met X•O en bereken d1; dubbelverhouding dor aniJ­
punten .. 
geval J. bis de oneigenliJke recht~. Kies het co~rd1natenstelsel zo, 
~at de vergeliJ\tingen van a, b, l ,m z1jn x2-o, x0 sO, ),1x2+ P.1 x0-o, 



) 2x2+ ~Xn•O. 
Ber~k1;m de dubb,.;lV1.:r-houding i::kr- sn! Jpuntri:-, me:t x.1.o. 
Stellin5 3, Zijn A$B,G,D "~~t.>r punt~·n vrin ,.:t~,r, lijn, dirn is (ABCD)•(CDAB). 
~_l!. Dit•,::ct uit: bcp!dirg ·1. 

,18 ~~1 -•h~~~mc01)'t'~i~n~ ·~ ., --'' • ::'~~ .. -~::-~.:::.:!~~ ' 
Laat A A,1A,., c.:en clr1-::ho1.:k ziJn, E r:.:en punt; buitt:n de zi~iden van 

0 , C. 

di~ dri~ho~k, e~ P ~en will~k0urig punt. D~ project!~ van E en P uit 
A Op ~M ov "•taa~c1·e zJ1~ ~~ ·m·•p\ w1 i F ~n p fk O 1 n) \(: 'JI'-, ._;,,.,_, "''' ~ .l,<.J>;;; ,.1.1•. -..:., -_, ·•··'\{ ,,,., ·\(\••JI .,c. • 

Volgens J 37, stullhig 1, is 

;:~AP 
I 

0.-tE • I 

Wij nemen nu driehoek A~A~A? als cobrd1natendrichoek en E als ~onh~ide-
·-' j. ,_ 

punt van het cotsr-dinat,.mstt:ls~l A,.,.A,.,A,:iE. Uit stelll.ng 1 volgt, dat men 
l,..J 1 1i.-

(:it'ie getallen p0 ,p1 ,p2 kan vtnd,.in, di.c vold0en ran 

(1) P2 ( \ p O ( ' ) p 1 I O .,.. •1 A ) -- = p E. A1A2J t - ::i: F1E1A2.r1. ' -· = \ .. ?.c.21·0 ..,, • P1 o a P2 o Po -

~~11ng 1. Drie getallf;:'n p0 »p1 ,p2 , d:i.0 aDn (1) voldot;Jn, heten cen 

at~l cor$rd1naten van P in het stc lsBl A0 A1A2E. 
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0£!:et'k:lni 1,. Door P 1s 11llt.cn de v~rhoud1ng v~n p0 ,p1,p2 bepeald" Men 

noemt de21;: •~o~t•ctlnet(:n daar•om !1~o~cm: cot$rd1nateri. 
9~erk1ng 2. Cart~sische cob~dinatcn zijn e~n biJzond~r g~vel van 

drieho~kncoMrdinaten. A1 en A2 z1Jn 
hi"•' '')n,:..'I D"' 0 r~1i ~\,-~, r,unt,c,n .. ,,,, p ""'" '•' ,, '•· ,,. ·"',:>,;; ,..~ ,i Jt\,.:pl•'-4 '-' ,:; •• 0 1 • 

'"' .f P ,_j' ,•. A \ :& p-,• '• ,.) ... '2 "10 ··\ ,... • 
4 .::; - () 2 

Etr<.mzo voor p,) • .... 
Wij zo~k~n nu het v~rband tua::H::n de 

homogt:r1t: Ca rteeiische cotird ina ten 

(x ,x1 ,x 0 ) en de dri0hoaksco~rdina-
o C::. ! I 

ten (x 0 ;x1 ,x2 ). Ik noem A1A2 ook 
10 , enz. L._i::1at a 1x0+b1x1 +c 1x 2-o de 

A$ f, p1 -4A1. v,;rg1~·11Jking van li zi,jn (ii=0,1.2}. 

Dar:: z1j:, d1:: v--:rgell,ikingc~ van P. 0 E en 1; 0 p: 

(e2t 0 +b2c 1+c2c2 )(a 1x0 +b1x1+c 1x2 )-(a 1e0 +b1~1+c 1e2 )(a 2x0 +b2x1+c 2x2 )~o. 

( a2po +b2P1 +c2P2) ( a 1xo +b 1x·i""°c 1 x2 )-( a 1Po +b 1 P1 +c 4 P~?) ( a 2xo,+-b2x1 +c2x2 )=0. 

Volgt:ns J37, stt:lling 2, ls dus 

(AOP, AOE, 1~,12) D 

detelfdE.: 

Stel ilt 

a1po+b1P1+C1P2 

a 2Pa +b2P1 +c2P2 

dubbt.;l Vi..~t·houd .tng 

1 fcr dar. ls 
.l. 

De cot5rd1natentransf'ormatit: is dus homogcen lin0a.lr; >ix 1 -aSx. Daar> ze: 
'"•\ I een-eenduid1g is, is dd;. s,lo. p.x=S l( • 

Stel11ne: 2. De ve !"ge lijk:l.ng VtH1 (:en r',::C btt: l ijt: in d ri"'h01;:ks:::oord ina -

ten 1s homogeen linl:air. 
Bvw1Ja. Vo1:n' in de vvrgeli,1k1,ng op homog,mt: Cart,esischc cotlr-dlnatcn, 
d x +d 1x.,,+d, ... x?=O, de co~rdinat,.mtr:::maforinatii..' uit,; dari ontstaat weer 
00 , c. -~ 

een hanogene lineair1: verg1::li;)king. 

Stellina ,) . De Vil:rglJlijking van PQ. in d t•1,~;hoekacoc5rd 1na t,,,:;rl 1s 

X 
0 X1 x2 

Po ·~ t--1 P2 "" o. 

qo q'l q2 
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. 
ljlew,1Ja. De vergel1jk1ng stelt ~en rechte liJn voor, die door P en door 
Q gaat. 
Stellin5 4., ~ psrametervoorat~ll1ng ven PQ in drishoekacOOrdinat~n ia 

X1• 1 P1 +}-lqi • 

BewiJs. Opdat X op PQ ligt, moeten d~ rijer. van de dsterminant uit 
etell1ng 3 afhankelijk zijn. fA.i )½_ 
Stellin§ ~. Is r1111 >i 1p1+),l,-1q1, s 1• A2p1+.J½q1 , dan is (PQRS) •ii:-: r,;-. 

"'1 2 
~•1Js. Leet Teen punt buit~n PQ zijn. D~ vcrg~l1Jk1ngen van TP, TQ, 
TR zijn 

XO X1 x2 XO x1 x2 
1 s to t1 t2 - o, m• to t1 t2 - o., 

Po P1 P2 qo q1 q2 

XO x1 x2 

to t1 t2 • O, of ~11 +fL1m = o. 
ro r1 r2 

Evenzo 1s de verg~lijk1ng van TR, l 21 +.tllz11 = o. 
p., ~ 

Dus (PQRS) • (TP.,TQ,TR,TS) • ~; A2 . 

Ste.lling 6. Is p1• >.1a 1+,tt1b1 , q1• A2a1+~2o1 , r 1• >. 3a 1+JA:;:b1 , 
s 1• l 4a1+fa,4'b1, dan is 

A 1 fl; -P1 ). 3 . A1 fl. 4 - µ1 :\ 4 
(PQRS) • X°2P-_,- /J-2 ~3 • ;\2fl4-fa2 A 4 . 

Bewijs. st~l :>. 1pk-)kµi.tfik' 

Uit p1• ~1a1+.,U.1b1 , qi= A2a1+}J-2b1 volgt 

6128 1•fL2P1-.fL1q1 • & 12bi'"" - A2P1 + ">i1q1 · 

&~· 2 613 
r1• A3a1+fl-3b1• - P1 + r- qi 

12 °12 
424 6'-,4 

8 1 • l 48 1 +JJ-4b1• - .,,-- P1 + -r- qi. 
0 12 °12 

d. {PQRS) • ~1l: ~ (stelling 5). 
23 24 

Opmerking. Is P•Q of (en) R•S, dan is d=1. 
Is P•R of {en) Q•S, dan is d=O. 
Is P.S or (en) Q-R, dan is d= a(). 

¥allen di-ie der punten same:n, dan is d onbepaald. 
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§ 41 .. Toe:eass1ng<.:n von d1.; pooltheori€,. 

I .. PQ 1a ecn raakllJn n:.:in ~ , els de wortela van (2) gel1jk ziJn, dus 
els 

f 2 (p;q) - f(p) f(q) • o. 
De vergelijking 

r2(p;x) - f(p) f(x) • O 

st~lt dus de b~ide raaklijnen uit P aan 1 voor. 

II, teat P ecn punt zijn., dat niet op a llgt; p de poollijn van P; Q 

een punt opp, maar n1et op r . De poollijn q van Q gaat door Pen 
snijdt p in R. Dr1~J10ek PQ,R hceft de eigenschap, da t iederc z ijde; de 
poollijn is van hct ovrrstaande hoekpunt. Een derg~lijke driehoek heet 

c:r.:n :eooldriehoek v<1n ~ • 

Is de co~rd1natcndr10khcek een pooldriehoek, dan heeft de verge-
lijking van 1 de vorm 2 2 x 2 

aooxo + 8 11x1 + 0 22 2 = o. 

III. De poolli Jn va ri cen onE. igt:n lijk punt A gaa t door de middens van 
alle koorden, d].( l afsn1jd :: op koordE:n door A, en door de raakpunten 

van de raaklijnen uit A. Dczc koorden en raaklijnen zijn evenwijdig. 
De poolliJn van A hcet de t.oegevocgde middelliJn van de richting, door 
A bE:paa ld. 

Alle midd~ll 1 Jnen gaan door een punt, namelijk de pool M van de 
oneigenlijke rtchte 1. 

Geval 1. l raakt nH:t aan D . Dan is M een cigt:nlijk punt, het middel­

EUnt van I . Alli· middelLt.Jncn g3an door M. l heet 0en middelpunts­
kt:gelsnede. 
o~val 2. l raakt aan 

raakpunt van l met K 
pa rabool. 

1. Dan is M etn oneig~nlijk punt, nameliJk het 
. Allc middellijncn zijn evenwijdig. l is ecn 

M~ddelpuntskegelsneden. La3t M he~ mlddelpunL van 3 zijn~ A een on­
e1genl1jk punt~ a de toegevoegde midd~llljn, behorende bij de 11jnan 

door A;B het oncig.::.nlijk0 punt von a. MAB is E:cn pooldriehoek van d . 
MA en MB zijn toe5cvoe5de middellijnen van~ , MA d~elt de koord~n, die 
evenwijdig z1jn met MB, middendoor; MB deelc de koorden, die evenwij­
dig zi~n met MA, middendoor. 

Kiest men MA ~n MB als cot5rd:1.nntenasscn (scht:efho1::kig cotsrdinaten­
stelsel), dan wot"dt de vergelijking van t : 

2 2 
e1x1 +a2x2 =1. 

De assenvergeliJking is hiervan ten biJzonder geval • 
. W.1J bepalen nu de: bE.trekking tusscn de richtingscoefficienten van 

t:oegf:Jvoegde middellijnen bij ellips 0n hyperbool op hun eenvoudigste 

•~~pJ1jk:fB8 bij cartesische cotjrdins ten: 
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) 1 en p.1 zo, dat de k,;gelsnedt.: l 1r(x)+ J41g(x)•O door P gaat. Daer 
deze kegelsnede v1jf puntcn m~t t gemeen heeft, valt zij met a. sam1:::n. 
Bepal1ng. Zijn f(x)=O en g(x)=O tw~e verschill~nde kegclsneden, dan 
vormen alle keg:: lsm:den, voorg<:stc ld door verge 11Jkingen van de vorm 

(3) cen kcgclsnedenbundel. 
OPff!erking. Dez~ b~paling is ook bruikboar 1n het g~val, dat de kegel­
sn~den geen vi~r v~rschillt::ndt puntcn gcm~en hcbben, b1Jv. ala zij el­
kaar raken. In ht::t geval, dat de vii.::r snijpunten A,B,C,D van l en 6 
verschillend zijn, bevnt de bundel dr1e ontaarde kegelsntden, nam~lijk 
d~ paren ovcrataand~ zijdcn van d~ volledige v1erhock ABCD. 
Stcllin~. Zijn P,Q,R de dubbelpunten van de ontaarde k~gelsneden uit 
een bund1;;l met vh·r ba sispunten, dan is PQR een pooldrlehoek van 1cdere 
keg0lsn~de uit de bundel. 
Bew1Js.(zie de figuur biJ j39, stelllng 1, blz.52). 

Volgens § 39, st.1, is (RSAD)=-1, dus R t::n S zijn poolverwant t.o.v. 
iedere kug~lsn~dc door A ~n D. 
Evenzo is (RTBC)=-1, dus Ren T zijn poolv~rwant t.o.v. iedere kcgcl­
sned~ door B ~n C. 
PQ(•ST) is dus de poollijn van R t.o.v. iedere kcgelsnede door A,B,C,D. 
Evenzo bewijst men, dat RQ de poolliJn van P ls en dat RP d~ poollijn 
van Q is. 

Kiest men PQR als coordinat(;ndriehoE:k, dan wordt de vergelijklng van 
de bundel: 

( 4) ( l a oo + ft boo) xo 2 + ( l s 11 + JJ- b11) x1 2 + ( )i a 22 +JA-b22) x/.?•O. 

Ik beschouw nog cnkel~ bijzondore gevellen. 
I. l en i raken ~lkaar 1n ~en punt en hebben nog twee verschil~cnde 
punten gemeen. Kies A0 in het ra~kpunt en A1,A2 in de snijpunten. D~ 
vergelijking van l luidt dan 

8 o1xox1 + 8 o2xox2 + a12x1x2 = O. 

De raeklijn in 00 is a01 x1+a 02x2=0. 
Kiezen wij het cenheidspunt op dezc raaklijn, dan wordt haar vtrge­
lijking x1-x2=0, dus a02=-a 01 .De vcrg~liJking van i is nu 

eo,<xox1-xox2)+a12x1x2=0. 

Evenzo luidt die van & b01 (x0 x1-x0 x2)+b12x1x2=0. 
D& vergeliJting ven de bundel is dus: 

(5') · l x0 (x1-x2 ) + )'A- x1xi•O. 

;I>e.ontaarde kegt1lsneden uit de bundel z1Jn: 

.,, x0(x,.,.x2)•0 en x1x2-o. 
U,tl' geen gemeenscm,ppelijke pooldriehoek, 
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II. De kegelsncden raken elkaar in twee punten. Kies deze als A en A 1 0 > 

en kies A2 in het snijpunt van de gemeenschappelijke raaklijnen in A 0 

en A2 • De vcrgelijkingen van 6 en & worden: 

2 2 
2ao1xox1 + a22x2 =0, 2bo1xox1 + b22x2 =0, 

dus de bundelvergelijking is 

(6) 

2 Ontaardingen: x0 x1 =Oen de dubbcllijn x2 ~o. 
Er zijn oncindig vcel gemeenschappelijke pooldriehoeken. 

III. Drie sn ijpunten van O en o va llen samen. Kies A0 in he t raa kpun t, 
A1 in het snijpunt, en breng daarna, als ondcr II, de vergelijking van 

0 op de vorm 2 8 01 x 0 x1 +a 22x 2 2=0. Ki;;s bovend ien het eenheidspunt op "t, 
zodat de vergelijking wordt x 0 x1-x2L=0. 

De vergelijking van 6 is 2b 01 x0 x1 +2b12x1x 2+b 22x22=0. Door eliminatic 

van x1 vindt men 

2b12x23+(2bo1+b22)xox22=0. 

Drie snijpunten vallen in A0 ssmen, Jls 2b01 +b22:o. 
De vergelijking van J is dus 2b12x1x2+2b01 (x0 x1-x22 )=-0. 

De bundelvergclijking luidt dus: 

(7) 

Er 1s slechts c2n ontaarding x1x2=0, en gcen gemeenschappelijke pool­

dricihoek. 

De kcgelsne;de O en de osculatiecirk\:.:l FJan 't in een punt p van X , be­

horen tot 8en bundcl van dczc soort. 


