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Avondcursus 1955-1956

Analytische meetkunde II

door
Prof.Dr A, Heyting

Hoofdstuk 1
Vectorruimten

1. Vectoren in het platte vlak,

Bepaling

1'

Een vector in het platte vlak is een gericht lijnstuk, ge-
geven door een heginpunt A en een eindpunt B. Deze vector
wordt aangeduid door Kg; een vector kan ook op de wiljze
van‘g worden aangeduid,

Een vector, waarvan begin- en eindpunt samenvallen, heet
een nulvector,

Twee vectoren zijn gelijk, als z1j dezelfde richting (niet
tegengestelde richting) en dezelfde lengte hebben. Alle
nulvectoren zijn gelijk. De nulvector wordt aangeduld door

C.

Men zlet gemakkelijk in, dat deze gelijkheldsrelatlie de volgende eigen-

schappen heeft:

1e, z1] 1s reflexief, d.w.z., steeds is a = =z,
2e, z1J) is symmetrisch, d.w.z., als

- o

Iy

d

-3 = =
a = b, dan 1is b = a.

-

—,
3e. z1j 18 transitief, d.w.z., als @ = D en_g ='?’ dan 1s 2 = <C.

Bepaling

2,

De som van twee vectoren wordt als volgt gevonden., Als

Stelling

Stelling

Stelling

Stelling

Stelling

5.

ﬁ%=5§; dan 1is Kg+55=§§.

>
Als 7 = b, dan is?+?=?+—3.
oy
Als ?: d, dan is? +?=?+?.
-
?'*- 0 =6-,+?=‘8-).
: ~ 3
Bij elke vector a behoort een vector (-d), zedat
- —
?4’ (-:’?) = (—-8) +.é’== 0.
De vectoroptelling is commutatief, d.w.z, steeds is
T+ O=1 + 2

De vectoroptelling 1s assoclatief, d.w.z., steeds 1s
- - 3 - —
(a +b) +c =28+ (b +c).

Al deze stellingen zijn direct ult de figuren af te lezen,
Men kan de stellingen 2, 3, 4 en 5 samenvatten in

‘Stelling

6’

Tegenover de optelling vormen de vectoren een Abelse
(= commutatieve) groep.



Bepaling 3,

Stelling

Stelling

Stelling

O jo 3

Stelling

Stelling

11.

Bepaling

Stelling

Bepaling

Stelling

13,

Stelling

14,

Stelling

15.

Bewigs.

Stelling

16.

Stelling

’17‘

Is A een redel getal en S’een vector, dan wordt het pro-
duct A% als volgt gevonden:

De lengte van A.3> is |\A|Xde lengte van a.
AT 1s gericht langs dezelfde 11jn als 7.

Is A >0, don heeft A7 dezelfde richting als a3 /=

Als ?::73’, dan is AT = AT,
07 =0. A0=03. 13 ==
(A). 2= A (pr.D).

)“(5’4-15 = A2+ AT,
(Eerste distributieve eigenschap).
(A+p).a = }“3’+-p”51
(Tweede distributieve eigenschap).

Laat een verzameling V gegeven zijn, waarvan wlj de elemen-
ten door 51 Tz... voorstellen.

Laat van elke twee elementen"ﬁﬁ T?van v de som'5’+-g gege-

ven zijn. Laat verder, als A een getal voorstelt, voor elke
vector @ het product A.Z gegeven ziljn, Wanneer VvV voldoet

aan de eigenschappen, uitgedrukt in de stellingen 2,3,4,5,

7,8,9,10,11, dan heet V een vectorruimte.

. Op grond van de bhepalingen 2 en 3 is het platte vliak een

vectorruimte,

Heeft A de cobrdinatig (n,50,),en B de cobrdinaten (bqs25),
dan wordt de vector AB voorgesteld door het getallenpaar

. —
(bq-aq, bz-ne). Men schrijft: AB = (bq—aq,bg—az). Deze
twee getallen heten de componenten van de vector., In het
vervolg is steeds P = (pyspp) -

Gell jke vectoren hebben gelijke componenten.

9= (0,0).

Als 7 = (a,},ae), T = (b,,b,), dan is T+ o= (a,l+b,],32+b2).
Stel EZ‘A = ?, c;-zg = _6), dan 1is

849%447Pq» #0=4p P

B4=9m Pp=rp=dp .

> o

~ + T = PR = (rq—pq, re-pe) = (a1+b1, 32+b2).
(Teken de figuur!)

Als B = (aq,ae), dan is -7 = (-a1,~a

2)’
Als ?:—— (a,‘,a

), dan 18 AP = ( Aaq, Aa

2 2)-

Parametervoorstelling van een rechte 1lijn 1,
Laat de 1ijn 1 gegeven zijn door P(pq,pQ) op 1 en de vector a a1,a2)A/1.

T - o -

N
/7is A< 0, dan heeft A .a tegengestelde richting als a.
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— — —
Is X een willekeurig punt op 1, dan is OX=0P+PX, Wij stellen in het
— — o3
vervolg steeds OP= p, OX= X Px//a"t dus er is een getal A zodat Pl= AR,

(1) ?:: g-}- l\‘ﬁ’.

2

Is Q een tweede gegeven punt op 1, dan kan men PQ = ? nemen. Dan 1s

?mg—?, dus (1) wordt
(2) T=(1-%7T+ 2T

§2. Vectoren in de ruimte.

Bepalingen 1,2,3. Geheel analoog met §’I, bep. 1,2,3.

Stellingen 1 tot en met 11 zijn gelijkluidend met de overeenkomstige
stellingen uit §1.

Stelling 12. Analoog met §1, stelling 12.

Bepaling 5. Heeft A de coBrdinaten (31:32:33) en B de co¥rdilnaten
(bq:bg’bB): dan wordt de vector ﬁTﬁ voorgesteld door
(bq—aq, by-a,, ?33-33). De drie getallen heten de componen-
ten van AB,
Ook hier stellen wij steeds D = (p,‘,pe,DB).

Stellingen 13 tot en met 17. Analoog met §1, stelling 13-17.

Pe parametervoorstelling van een 1lijn in de ruimte 1s dezelfde als in
het platte vlak en wordt op dezelfde wijze afgeleld.

Parametervoorstelling van een vlak ol .
Laat het vlak oL gegeven zijn door een punt P in o en twee vectoren
T en —b,; die //e zijn. Laat X een willekeurig punt in o< zijn., De vec-
tor 15_)? 1s de som van twee vectoren, die respectievelijk evenwl jdig

- -
zljn met a en met b, dus

—> -
PX = Aa + pb
_.>
(3) X=1 + A5+ b
Zijn Q en R twee punten in o, die niet met P op een rechte 1lijn liggen,

-
dan kan men @ = q - ?en‘gs? - D nemen. Men vindt dan uit (3):

(4) X = (1- A= ) T + AT + u¥.

é}. Vectoren in R*q.i.

Bepaling 1. Een vector in R.n, of n-vector, is een rij van n getallen;
7 = (a,‘,...,an).

Bepaling 2. De nulvector 6"1n Rn is de rilj van n nullen,

Bepaling 3. De som van de vectoren 7 = (a,‘,...,an) en O = (b,],...,bn)
1S3+ 0 = (a1+b,],...,an+bn).
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Bepaling 4, Is e (&*@""”jn) een vector en A een getal, dan verstaan
wij onder A3 de vector (/\Ex,i,..., Aah).

Stellingen 1-12, analoog met de stellingen 1-12 ult §1, volgen onmid-
dellijk ult deze definities.

‘ e -3

Bepaling 5. Enige vectoren a, b,...,P zlJn afhankelljk, wanneer men ge-

wp -

tallen A, »,....,}) kan vinden, zodat AT+ %b+...+:§f:>’m0,
terwijl A, p,..., § niet alle nul zijn,

Voorbeelden., Wanneer zijn twee vectwen:&’ en _’g in het platte vlak af-
hankellijk? Dan en slechts dan, wanneer men Aen pm kan vinden,
niet belde 0, zodat AT* ng Neem aan, dat A#£0; dan is
T - -‘f ‘E}’ Men vindt zo:

Stelling 13. Twee vectoren 1n het platte vlak zljn dan en slechts dan
afhankell jk, wanneer zlj dezelfde richting hebben, of min-

atens een van belde de nulvector 1is,

Stelling 14, Wanneer onder een stel vectoren de nulvector voorkomt, dan
zijn z1J steeds afhankelljk.

Bewl js, Laat de vectoren zijn Z‘Tz ?, ?,...; dan 1s

’1.6) + O.'E? e O.“r?+--—‘=3.

Stelling 15. Zijn de vectoren &, B,...,0 afhankelijk, dan zijn ook de
vectoren ?,E?, o e ,?,3, - ? afhankell jk.

Bewl js. Gegeven 1s AT+ Yy e ‘3;@)

Dan 18 ook A+ pBt-—-- §§+O.g+...+0.~§=3.
Stelling 16, n+1 vectoren in R, zijn altljd afhankelijk.
Bewl js. Om de gedachten te bepalen, nemen wlj] n=3,

-3 > -
Gegeven zijn de vectoren & = (81»‘39’33): b,c en d.
Wij moeten getallen A, u, V, ¢, nlet alle O, bepalen,

zodat 2B+ pB+ VT4 a0,
d.w.z. Al + pb g+ Ve, + 9d,=0,

Aag+ wbo+ Ve + pdy=0,

,«\a3+ MWDyt \>c3+ edfo.

Dit zijn 3 homogene linealre vergeliljkingen met 4 onbeken-
den A, p, vV, ¢ deze laten altljd een andere dan de nulop-
lossing toe. (Zie syllabus algebra blz.23).

Voorbeelden.Drie vectoren in het platte vlak zijn altijd afhankelljk.
Vier vectoren in de ruilmte zijn altijd afhankeli jk.

Stelling 17. k vectoren in Rn zijn dan en slechts dan afhankelijk, wan-
neer de rang van de matrlx, dle de vectoren als rijen bezit,
kleiner 1s dan k,

Bewiljs. Ef neem k=l Deﬁfectoren zijn‘gi(aq,...,an), 5L(b1,...,bn),
e=(c ,uesey), d=(d,,...0d ).

n
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Z1) zljn afhankelijk, 2ls A, m, v, ¢, nlet alle O, bestaan,
zodat AT + mE +9C + @0 = Oy

d.w.z, Ao+ b+ Ve + ed,= O,
| 1

|

- e mw owe mw em

N+ 04 e d = 0,
Aﬁn% Mhn v n+' ¢ r 0

1

Dit ziJn n homogene lineaire vergelijkingen in 4 onbeken-
den A, w, v, ¢ . Z1j hebben een andere dan de nuloplossing,
als de rang van hun matrix kleiner 1s dan 4 (syllabus alge-
bra, blz.25). Deze matrix heeft de vier vectoren als kolom-
men; de motrix met die vectoren als rljen heeft dezelfde
rang.

§ 4. Lineaire deelruimtes in R, -

Bepaling 1.

Stelling 1.

Bewijs.

Bepaling 2.

Bepaling 3.

Voorbeeld,

Bepaling 4,

Voorbeeld.

Stelling 2.

—>
In een willlekeurige vectorruimte V heet de vector x een
: - -
lineaire combinatie van de vectoren Ei b, ...;0, wanneer

er getallen A, m,..., ¢ bestaan, zodat

X = AT + }ﬁ? to.t g%ﬁ

Alle lineaire combinaties van een aantal gegeven vectoren

= T, ..., T vormen een vectorruimte W.

Men behceft slechts na te gaan, dat, wanneer & tot W be-

hoort, ook A?’(vocr een willekeurig getal A ) tot W be-

hoort, en dat, als T en O tot W behoren, ook?? +*§ tot W

behoort,

De vectorruimte W, die uit alle lineaire combinaties van

Eifii ...;ﬁ bestaat, heet de door ‘E: Yi ...f? opgespan-

nen ruimte,

Wanneer de vectorruimte W opgespannen wordt door de vecto-

ren 7?,Ei cees ?z dan vormen '?,wg, ...fg’een basis van W,

De vectoren E?ﬁx(q,O,Q),??gm(O,q,O)ENWE?Sm(O,O,Q) vor-

men een basis van R,., Laat namelijk a = (aq,ag,aa)yeen Wile
- =2, =¥

& tase +83€ .

Meetkundig komt dit neer op de ontbinding van & langs de

drie coBrdinatenassen,

—

e . -
lekeurige vector zijn; dan 1is 3" = a

-3 =3 -3 .
Le vectoren a, b, ..., ¥ vormen een lineair onafhankell jke
bagls van de vectorruimte W, wanneer zlj een basis van W

vormen en onafhankelijk zljn,

2?1, E?g en‘E?B vormen een linealir onafhankell jke basis van
R,.

k onafhankell jke vectoren in een vectorrulmte V spannen
een Rk op.
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R i

Bewl js, Laat de v&ct@remkgt b, ¢, d de ruimte W opspannen, Elke vecsor
y =

¥ in W is een lineaire combinatie van'ﬁﬁ Tﬂ Gﬁ d:

= A%+ pb s+ T+ 95{

“’" I 5
De vector X kan op slechts één wijze zo geschreven worden;
stel namelljk, dat

T = AT + abt a&fiﬁ AT T e v,

dan heeft men (A= XN) & + (= p) ) ¥+ (9—0‘)’? + (gay’)?m ?,
dus, daar @, b, @, d onafhankelljk zijn,
D L T e gs‘.‘»-f!
Aan ledere vector ?? uit W is dus eenduldig een rijtje var
vier getallen (A, », v, ) toegevoegd, en omgekeerd.
7ijn aan E?de getallen (pq,pg,pa,p&) toegevoegd, dan 1s
— —

T = p.A+ pb + p.e + pyd, dus
o= p ? %: S ?’%f EJ,LL‘"J

Ap mﬂp{g-+Ap;g~¥Ap§?f+Apﬁf

Aan A???ijn dus de getallen (qua Apﬁ, Ap ,,Kpa) toegevoegd,
Vijn verdév aan q de ?etﬂllen &qq,qm,qj,qu% toegevoegd, zo-
dat q = q + QQ T4 oq.C + qﬁd

don 18 T+ g = (pq+q1§‘*’+-(ng+qg)'5’+ (py*ay)  + (py+ay) T,
zodat mnn"ﬁ + q de getallen (pq+qﬂ,...,p4+q43 ziin toege~-
voegd,

Vermenigvuldiins van een vector met een getal, en optel-
ling van vectoren, gaan dus in W precles zo als in K

k L]
Stelling 3. n onafhankelljke vectoren in Rm vormen een basis voor Rn’
. oy X ,,_,1.\) X . . ) P
Bewl js. Laat a, b, ¢, ¢ onafhankell ke vectoren in Rq zlin, en X
een willekeurige vector in R%. Volgens @3, st.16, zijn

e B Bt S G .
a, b, ¢, d, x afhankeli k.

- e v e
Aw4gmv+u?+gw’+6xztx

N - ol e
Hierin 1s <& #0 (anders waren ai v, ¢, afhankelijk)
- - ,
QRS SRS S
o &

i — -5
X is dus een lineaire combinatie van'ﬁﬂ b,_?, d.
Stelling 4. Elke lineair onafhankelijke basis voor Rn bestaat uit n
vectoren,
Bewl js. Laat k onafhankelijke vectoren emn basls voor Rn vormen,

Volgens éj}, st. 16 is k >n onmogelijk. Neem nu aan, dat
kKen, Volgens de stelling 2 spannen de k vectoren een Rk oD«
De vraag 1s, of deze Rk met R zou kunnen samenvallen,
Volgens §3, st.16,zijn elke k+1 vectoren in R ~§ afhankeligk,
maar R bevat de k+1 onafhankelijke vectoren & 87

S w0 s 3
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7?'k+q, De twee rulmten kunnen dus noolt samenvallen.

Bepaling. De dimensie van een vectorruimte is het aantal vectoren, wanr-
ult een lineair onafhankelijke basis van die ruimte bestaat.
Uit de voorgaande stelling volgt, dat de dimensie ondubbel-
zinnig bepaald is.

Stelling 5. De oplossingen van een stelsel homogene lineaire vergell j-
kingen met n onbekenden, vormen een lineaire deelruimte van

R, (d.w.z. een vectorruimte, die in R, 1is bevat).

Bewi js. le}?..(p],.. P, )(ﬂsz (qq,...,q ) oplossingen van het
steleel vovgelﬁgwingeﬁ zijn, dan zijn ook P 4‘3 en Ap op-
lossingen, (Ge dit nal)

Stelling 6. Als de rang van het stelsel vergelljkingen, bedoeld in st.5,
r 1s, dan heeft de oplossingsrulmte de dimensie n-r.

Bewi js. Volgens de syllabus algebra, blz.24%, kan men in de oplossing
xr+1,...,xn willekeurig kiezen, Neemt men hiervoor achtereen-
volgens x =1, x, =0 voor t#s (s=r+1,...,n), dan vindt men de
n-r oplossingen

-

p o= ( C”’i?’ ’L’i[" ’l’ C\’ ,L)
-0

P o= { L“’f’a/*lﬁ ’L’"»”IT" 0, 1, -:G)
-7 =D -

P “(Aﬁ_r,q: ’\'I"—I’,f"w"o" :O) o

D sging aarin x e =7 > aarp
e oplc%sizﬁ, wzzr}n YP+1 r;W’ sX, =3, i, wordt blijkbant

(Pit 18 een Qplossing volgemg st.5, en z1j voldoet aan de
els),
Te oplossingsruimte wordt dus opgespannen door de n-r onaf-

harkeli jke vectoren Eﬁq,.- e Y?lq -

Gevolg, Uit st. 5,6 en 3 volgt nu:
n-r willekeurige onafhankeli ke oplossingsvectoren van het
stelsel, bedoeld in st.5, spannen de oplossingsruimte op.

Stelling 7, Een (n-r)-dimensionale deelruimte van Rn kan door r verge-
lijkingen worden bepaald. Zij is dus de doorsnede van r
hypervlakken ((n-1)-dimensionale deelruimten),

Bewl js. Ik neem n=5, r=3, dus n-r=2. Laat een 2-dimensionale deel-
ruimte opgespannen worden door de onafhankelljke vectoren
2 = (aq,...,a ) en T - (bq,..,,b ). Wij zoeken vergelijkin-

e
gen 81 1 ..,+35 5~O waaraan a en b voldoen, Dan moet vol-

daan zijn aan
8484 * ....t8c8; = 0

595
ﬂqbq + ,...+s)b5 0.

i
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Wi} kunnen dit beschouwen als 2 vergell jkingen in ﬁ1,...,3%.
Daar??en&??omafhankélijk zijn, 18 hun rang 2. Zij hebben w
dus n-r=3 onafhankelijke oplossingen (8%,...,8%),(3%,...,8%),
(s%“,...,sg').

De vergell jkingen m%x4+...+séx5m0

8%, +, . +BEX =0

bepalen een Hg, die??ens??bevat en dus met de gegeven deel-
ruimte samenvalt.
Als toepassing bewljzen wilj:

Stelling B.Wanneer in een matrix M een onderdeterminant H van nul
vergchlilt, terwljl alle onderdeterminanten, dle ult H ont-
staan door randen met een rlj en een kolom uit M, nul zljn,
dan 18 H een hoofddeterminant,

(Dit wil dus zeggen, dat dan alle onderdeterminanten uit M,
die groter zijn dan H, ook diegene die niet door randen uit
H ontstaan, nul zijn, Het is duidelijk dat deze stelling
veel werk bespaart blj het bepalen van de rang van H),

Bewl js. Laat H ult de eerste r rijen en de eerste r kolommen van M
zljn gevormd. BReschouw nu het stelsel vergelijkingen:

a X,*teooota X =8 {z= . e R
,H{ ,] t+& . A ’I, ,ﬂ)

Omdat det.H#0, is de rang van de coefficienten-matrix der
linkerleden gell jk aan r; verder zijn alle karakteristieke
determinanten nul volgens onderstelling. De vergelijkingen
hebten dus een oplossing (syllabus algebra, blz. 21; de ka-
rakteristieke determinanten heten daar Rk+4""’Rp)‘ Dit wil
zeggen, dat alle rijen van M lineaire combinaties zijn van
de eerste r rijen. Dan zijn r+1 willekeurige rijen afhanke-
11k (éﬁ, stelling 16). Hieruit volgt, dat alle determinan-
ten uit M met r+1 rijen nul zijn ( $3, stelling 17) .

Hoofdstuk 2.
Homogene lineaire transformatiles
§5. Transformaties en matrices,

Bepaling 1. Een homogene linealire transformatie heeft de vorm

X

quaqﬂxq+...+aqn n

(’3) PR B I NN R Y

n
of, verkort geschreven, y,= %E% a5 (1=1,...,p).
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De transformatie (1) voert de n-vector X = (xq,...,xn) over
By
in de p-vector Y = {y?,...,y@).
Stelling 1. De transformatle (1) is volkomen bepaald door dé matrix

q’“ 4 o @ ﬁ
“11° *“1n

en omgekeerd,
Bewljs. Het is duldelijk, dat de matrix de transformatie bepaalt.

Wij behoeven nog slechts te bewljzen, dat dezelfde transfor-

matie niet blj twee verschillende matrices kan behoren,

Stel dat bij A en bii bﬂq,....,b,

b'@’?"””bpn

. ; ]
dezelfde transformatie behoort, Dan moet voor elke vector X
gelden:

X+ +b

* ¥t %y -

& =D
1nxn

8, Kt ..
“4171

apﬁxq+...+a$mxnszqx1+...+bpnxn.

Ik pas dit toe op de vector E’“:(ﬂ,o,...,o). Dan vind ik:

a1ﬁsb11,...,qpqmbpq. De eerste kolom in A en B 1s dus ge-

11jk. Door €5,,..,¢
ook de overige kolommen overeenstemmen,

'voor §? in te vullen, vind 1k, dat

Bepaling 2. Wij stellen de transformatie (1) voor door dezelfde letter
A als de bljbehorende matrix, en schrijven haar

—
(1) y = AX.
(Let Qp:??iﬁ een p-vector, E?is een n-vector!)

Stelling 2. De transformatie (1) voldoet aan de betrekkingen:

(2) A (5?4-5?) = A? + AE.
(3) A(XD) = A(LTD).
Bewl js. Door gewoon invullen, bijv,

8 qq(pqta ) eectla (ppray)=(a 4P ke ota D) H(8 4@ - o +800,)

Stelling 3. Een transformatie T, die iedere n-vector in een p-vector
overvoert, en de eigenschappen (2) en (3) heeft, is een
homogene lineaire transformatie,

Bewl]js, Gegeven 1is, dat voor alle vectoren E?en'@?geldt

T+ =P+ 1T T(AB) = A(TD).
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4 -
Voor een willekeurige Véﬁt@?m§>g@ldt it = xﬁ?1+~...+xne n‘
Uit de twee gegeven elgenschappen volgt nu, dat

T=1%=x, (0 )s...x (1 T7).

Stel T ?13? ’1,-ov3T ?Q@:ﬂn. (?km@?ﬁ’»on,a

- -~ Sl ¢!
Dan 18 dus vy = x,8 1*....+Knﬂ

k
)

4

i ’ e - - @ s M; n
Dit betekent: quxq@1+.....+xna1 ’

B % 6 & 3 5 & T BB YRS O PG S DG W

tx a b

pquagﬁ. REERESEFN
Dit is een homogene lineaire transformatie,

Stelling 4.Een homogene lineaire transformatie laat alle betrekkingen

Bewljs,

van lineaire afhankelijkheid tussen vectoren bestaan.
Uit A2+ p+ v2=T volgt
A()\?wk );}?u% \)?) AT =

: -
A(AE) + w(AD) + V(A "c‘

hetgeen te bewljzen was,

._.;
0

bl J

)

Bepaling 3. De som van twee matrices (leder met p rijen en n kolommen)

wordt verkregen, door overeenkomstige elementen bij elkaar
op te tellen.

Bepaling 4, Een matrix wordt met een getal vermenigvuldigd, door elk

van zijn elementen met dat getal te vermenigvuldigen.

Bepaling 5., De nulmatrix is de matrix, waarvan alle elementen nul

zijn.

Stelling 5. De matrices met p rijen en n kolommen vormen een np-dimen-

Stelling 6.

gionale vectorruimte,
By
)

®

(6 A) T = c(AX
(A +B)X=A%X+BT.
Bewljzen zeer eenvoudl

§6. Samenstelling van transformatiles,

(2)

Beschouw de transformaties

n
V=84 a%qFe e te, X of y,= Ez% a; . x. (1=1,...,p)
R I N N R A A Gf?;’p\?
%
C )
L I R A A NI Of?mB‘y

Zmb

qqu cb.+bqp p
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b ¢l n
Dan 18 z,= > Dby, i T Zs Sk

1= L Lo
P
(*) met €y F: Py By (h=1,...,4; k=1,...,0).

Rﬂm C1%X@+....+eqﬂxn .
(3) R R R N Of thgchkxk(hmf},-'oiq)
‘ m.l’

o =

SOIDP. P S NI < f 2= C %X,
qa Cq1™1 gn'n © v

Bepaling 1. (3) heet de productmatrix van (1) en (2).

Z-C%X=B4aYX.

C heet de productmatrix van A en B; wij schrijven C=BA,

Let op: A heeft p rijen en n kolommen; B heeft g rijen en p
kolommen; C heeft g rijen en n kolommen. A heet daarom een
(p,n)-matrix, enz.

Stelling 1. De matrixvermenlgvuldiging 1s assoclatlef, D.w.z.: I8 A een

Bewijs.

(r,q)-matrix, B een (q,p)-matrix, C een (p,n)-matrix, dan is
(AB)C = A(RC).

71] X een n-vector, =C ¥, 2= BY =(BC)X, &= A Z = A(BC)T,
dan 1s W= A BY = (AB) C X.
Volgens &5, st.1, volgt hieruit A(BC)=(AB)C.

Stelling 2.0A=A0=0,

Opmerkingen. De matrixvermenlgvuldiging 1s nilet commutatief, ook niet

als g=p=n.
Ult AB=0 volgt niet, dat A=0 of B=0,
Geef tegenvoorbeelden!

Nemen wij in (*) n=1, dan is A een vectordgﬂ als kolom ge-
schreven, en ¢ een vemtov“ﬁﬂ als kolom geschreven. Er staat

nu: p = N
¢y = 5%%‘bhi Ay, of ¢"=DBa%

Zo vinden wij:

Stelling 3. Een homogene lineaire transformatie kan als matrixvermenig-

vuldiging geschreven worden, mits men elke vector als een
matrix van een kolom beschouwt.

Stelling 4. De matrixvermenigvuldiging is distributief t.o.v. de matrix-

optelling, d.w.z.
(A+B)C=AC+BC en C(A+B)=CA+CB,

‘mits de producten bestaan,
Volgens §5, st.6, is
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(A+B)C® = AC X + BC X = (AC+BC) X.
C(A+B) ¥=C(AR+BX) =CAXR +CBX

(&5, st.2) = (CA+CB) X.

é?. De inverse van een matrix,
' In deze paragraaf beschnouwen wij alleen vierkante (n,n)—matrices
en n-vectoren,

Bepaling 1. De transformatile I??:m”? heet de identieke transformatie;
de matrix I( =0 voor i#k) heet de eenheidsmatrix.

4]

31471 34y
Stelling 1. IA = AL = A,

Bepaling 2. De transformatie E?x A x heet singulier, als det. A = O,
7Z1j nu det. A #0, Lost men uit de vergelijkingen

Yq=8qqXqte a0 Xy
(1) e
:‘{n:ﬁnﬁlxq'*. . .'H?lnn n

de onbekenden x X, 0D, dan vindt men

,],...
n m
ki
(2) x,= ; b, ¥,, waarin b, = ,
1 ik Yk ik det A
en my de minor van a,, 1in A voorstelt.

1K

(Syllabus algebra, blz. 19).

Bepaling 2. De transformatie (2) heet de inverse transformatle van (1).

De bljbehorende matrix B heet de inverse matrix van A; wl)

schrijven B = At
Stelling 2, Elke niet-singuliere matrix A bezit een inverse A“q. Men
heeft AA™ =A™ A=I.

Stelling 3, De elementen b van de inverse matrix van A zijn

ik
m
b, = ki s waarln m, de minor van a in A voorstelt.
Stelling 4. Zijn A en B niet-singuliere n-matrices, dan is (AB)—ﬁz
g1,
= A R
Bewd js . (aB) (B~ A" N=a(BR" Yo~ Yenta™ Yean~ o1,

Stelling 5. Is B niet singulier, dan 1is de rang van AB en die van BA ge-
1ijk aan de rang van A,

Bewl s, Stel BA=C, De stelsels vergelijkingen
e
(1) AxX=0, (2) cx=0

hebben dezelfde oplossingen, want uit A7?¥=7§'volgt B(A"?)so,
en uit B(A X)=0 volgt A X =0, (syllabus algebra, blz.25).
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Is r de rang van A, dan heeft (1) n-r onafhankelijke oplos-
singsvectoren, dus (2) eveneens; de rang van C 1s dus r,
Stel AB=D.,Een stel van n-r onafhankelijke oplossingsvectoren

van (1) noem 1V 1,...f? n=r

Stel B ¥V = ?’i (i=1,...,n=-r); dan 18 ¥ =B ?’1. De vecto=-
ren}?q,...ﬁ?ﬁ'P zijn onafhankelijk volgens §5, st. 4,
Laat E?een oplossing zlJn van

(3) DX =0,

Dan 1is D“’Sn'& dus AB P = 0, zodat B P aan (1) voldoet.

Volgens §f¢, st.6, ig dan B“S’een lineaire combinatie van
~» ] - N=p

v’o«o’ H
2 - 1 > n-r
§ = N R A .
B 1 )\qx ook A
- e -] =
p=AB [ +...+An_rBﬂ1v oo,

-y =1 n-r
p::)\,i-? +‘..+/\n'(’? -

Tedere coplossing van (3) is dus een lineaire combinatie van

37'3...,‘§*n_r. Hieruit volgt, dat D de rang r heeft,

& 8. De productstelling voor determinanten,

Beschouw de determinant, die gevormd is ult 4 vakken; in het vak
links boven staat de matrix A, rechts onder B, rechts boven O , links
onder - I,

a,M “Aan O 0
- 0 bqﬂ" bﬂn
0 -1 Lo Bon

Tedere term uit d 1s, ook wat het teken betreft, gelijk aan het
product van een term ult A en een term uit B; omgekeerd komt elk van
deze producten in d veoor. Hieruit volgt: d = det A det B, Vermenigvul-
dig nu de (n+1)€ riJj met 8,4, de (n+2)€ met 8,5, €nz., en tel ze daarna
pij de 1% rij op.

Vermenigvuldig vervolgens de (n+1)¢ rij met a
en tel ze daarna blj de ¢ rij op.

Zo doorgaande berelken wij, dat links boven O komt te staan, ter-
wijl rechts boven de matrix C=AB komt,(zie §6, formule (*), met verwis-
seling van A en B).

e
0qe de (n+2)~ met 8500
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® % » @ 1‘:: L] C'{:“g
0 0 11 “n
d e Comenne
=10 0 n1 nn
-'3 Q bq,?a-..D,,&n
.: b ¢ @ e 5
0 1 N nn

Ontwikkel 1k deze determinant achtereenvolgens naar de eerste n

kolommen, dan vind ik d= det C. (Ga na, dat het teken klopt!) Bijgevol:

1is
det AB = det A det B,

Stelling. De determinant van het product van twee matrices is gelljk
aan het product van de determinanten van dle matrices,.
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Hoofdstuk 3

Vaectorreken

9. Draesiingen in de ruimte.

; , . ey

lute waarde van de vector a = (a,,&,,a5)

L4 ﬁ 1 . - -“y “"}

. Men stelt de lengte van a voor door IEAR

e 2 I ;
Let op: i a 11«:‘7 rFeen Vi?@tﬁ)}"s maar een @‘631)’311

aling 2. Een droaiing om C is een afbeelding T van de ruimte op zich-

volgende drie eirenschappen heeft:
-
}J’

{rr\w rver Jedere veeteom o R g

Vi voor lederc veetor en 1e
e A -

=Tp -7 ¢ vocr alle vectoren ¢ en 4.

o voer Ledere vector p.

dat een draaiing in de zewone zin van het

Opmerking: Het is

wocord deze drie eiljencschappen heeft, De bepalingen 1 en 2 hebben het

voordeel, dat zi] R uitgebreid kunnen worden,

Stelling 1. lec

cre draalling wordt voorgesteld door een iinealre

ormatie, Dit veolgt ult &5, stelling 3.

2}

tranast

Wij kunnen T dus schrijven als
y/: - < «n:h - L ” X s
()}) yf“\, = { 1‘!; ) y:’\ o }e
C L%, s

of

Opdat III vervuld is, moet voldaan zijn aan

= X7 + Xo o+ x7,
) I b)
o) - ~ P P
P 3 Lo ot
(eqq Coa v yplxn v L ERSEYEE

(«cmc,"3 * Coplny T C- iﬁ)x?x% = X4 xf PG

O

Dit moet gelden voor ledere VQCYCW“?z*1JE3 vinden dug:

Stelling 2. Nodig en voldeende, opdat de transformatie (1) een draaliing
om O voorstelt,K is

~

2 : 7
[ + ¢ +Cn, = ChnCoam ¥ CuaChn + ¢, C = O,
11 21 31 11512 21%2: 39930 7
o) ” o g
”~ @ o8 & .. -
j - . Lo = C L C . =
(2) Cia ¥ Cop * C3n =T Caufag F CouCpg F Cyucay = 0.
2 2 2

o +

]
[+
ad

13



Stelling 3. Nodig en voldoende, opdat de transformatie (1) een draaiing

om 0O voorstell, ls

" - ~
¢ y i 4 C ¢ P [ PN i “‘} U )
! ‘i | 1 HE)

(] ~ + > . 4 e
L b o L NI T T s E L e ! ) J
{o 4 4

r ~ N p ~ ~
C . O b SRR O A ) () 1
A 2 P 53
17 ' e 22/
r

Herin stelt C° de moatrix voor, die uit C door splegele n de hoofd-

~
s
-
~
o
3
"
o
s
o]
48]
g
s
5
ot

dlagonaal ontstaart,

Een motrix, die can (3) voldoet, crthogonaal,
T - +
Joor ocen orth Tl (FXR reldt:

(5) cct o= I,
(6} det, C = + 1,

Opmerking. De betrekkingen (2) tussen de kolommen van C zlgn equlvalent

met (3). Evenzo is (B) equivalent met de =anal betrekkingen (7) tussen

Al

de rijen van C,

~
.
o " n - - ~ . i ) " ~ I -
C t ¢ ( C . O FoC o, .= s
A . 1 ’ ) . v 7
11 15 172 12727 15703
-

(7) ci, +

-+
1
@]
kY
b

fa 2 11 i 1405
v'"‘} ™y s

o £ Lo [ . l + n . ~

“ 3 T Man Va7 Gy A T L
3 i 54 15 4

[ ¢

Bijgevolg is (2) eaqulvalent mct (7).
De draslingen O, wazrvoor det, C = 1, kunnen continu uit de identi-

telt verkregen worden; =zl) heten vipenli ke drasiingen., Dieg

clie , Waarvoor

det. C = -1, kunner nict continu uirt de ldentitelt verkrey,en worden.

7 e R SR s VO ¢ B S T - - . . wn 1t
Is (1) een draslopogeling, den io O o= S0, wrrvin [ een ¢ooentloike
; I N S U SATLL R i IS

draaling en 3 cen sviereling 1s:

(}:\) y/:j, = ¢ "y /‘X A RIS = \:4\ - E
o el

=
St
i
&
e
=
H
e
e
H
3

(8) Zy = Y4 Bp = Vo 23 = =Y.,

X
et

é,ﬁ&. Het inwendige product van twee vectoren,
Voor willekeurige vectoren ¥ end geldt:

lp - al

#
S
o

-

4

A
- Y
RO

2 2
+ (92 - q‘:) + ({35 - ’3;) =

i
o
2z
..;;
=
et

Py + Ay + Qg + q; - ?(yﬂqé tPols t pgqq) =

#
h
o

DA, * Py t pﬁﬁa).

-



voorgesteld ﬁmar“ﬁjﬁ (spreek uit: ﬁm

. , . - N T R R R B S
de formule:|P - QE& m}_ &%§q36~ 2p.q.
1 geen vector, maar een g

D

—
se
-
e

von twee vectoren 1s invariant bij

orthogonale

1
RR SR

Fewl s, Laot C cen

tronsformetie zijn, dan is volgens

e .
.0 = 0 ig equivalent met ¥ = O of 3 =

13 4, el Takige am T ) e ~rr
Lijk syl labus am 1 s blo. 27 )

Voor het inwendire

product gelden de volgende rekenregels.

ornde coorten van vermenigvuldiging

11, Het eindproduct van drie vectoren,

. . R i .. ] ~ )
Repaling 1. Onder de matrix M(E,b,c¢) von dric VﬂﬁTﬁﬁtﬂ~g,b,Q verstaan
PSRRI S———-——————

wij de matrix, die oren tot kolommen heeft,

v, ¢); het wordt voor-

. - Y e Y £ oo
Stelling 1. naformoetie, dan is
S RS AR D W07

cen matrig,

Bewl s matrices wit te schrijven,
T e S TS
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LA b, ¢) = det, A{a,t,¢).(in het rechterlid staat

(2 e b - N - PR T AP DT Ay Y i .o ey e 3 ™ Ty ey ey . P Y 3 pp
Stelling 3, Het condoroauct van drie vecioren 1o invarisnt bil) ¢igen-

w2

. bEen drie-

reoriénteerd,

ceoriinteerd,

van viervlak A

ot ~

AC, AL ST wordt cus b

o door het teken van

]
i.‘ A - } 4} - : P
y = 4 -

Stelling 5.

T e i 9 T 4 3 T ey ey oo -~ PR ST IR - 1 £ pom g " I T v o 1A
Bewlis, In de lastste determinont wordon twee kolommen verwisseld,
B

van twee vectoren,

éﬂﬁ. Het uiltwendige

; ) ' i e
Het eindproduc 7 ¥,¢) kan geschreven worden als

pi "
a, b, c¢,
.y i o |
2 L . C .. ,":; I { i | i, i o 4 b,}
¢ ! i
| N o + ‘ N [

a. b, ¢, g Lo . b, * . &. b. 3t

0 ) 2 | I | ’

>
ae]
o~
3
-
“
"
S
it
\
—

s Y 8 . + j ]
N i o [
y : . - . iy -
heot het ultwenoore product of vectorproduct van € on b oen

S T

e

spreck uit: o uit b).

174 e e R SN 4

Stelling 1. (z,b,c) = (7 x ©).c.

R e

Bewljis. de opmerking zan het begin van dezoe paragroafl,
s RSN

o
pe
=3

"

Stell

het ultwendige proauct van

pets

ng 2, Een ¢lgenli jke dr:

twee vectoren over in het ce product van hun bee ld-

vectoren; 1in formule. eigenll ke dreosailing is,

(c ) x (¢ B) = C(F x

- N D O v
Hulpstelling.Als voor iedere vector X

) e =l - N ~ . PR,
Bewijs. Dit volgt ult €°.% = 0, dus a, = 0 (1 = 1,2,3).

Bewljs van stelling 2. Volgens &11, stelling 3 is

(1) (¢ 2,0 0,0 %) = (bﬁ?fg;g) voor icderc vector x.

(2) ((cB) x (cB)).(cR) = (T xB).X (stelling 1).
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(§9, stelling 1).
() ((c8) x (CB).(cF) = (C(FxTE)).(cF) (uit (2) en (3)).
Daar O X een willekeurige vector is, volgt hierult volgens

de hulpstelling
(cF) x (CB) = (7 x Y.

Stelling 3. Zijn 2 ¢n ¥ afhankelijk, dan is @ x b = 0 en omge ekeerd.,

-

7ijn A en b onafhankelijgk, dan is & x U loodrecht op het

e eandy
vlak, dat door & en ¥ opgespanncn wordt,

Bewljs. Uit vepaling 1 volgt direct, dat'?kwl??dan en slzchts don
afhankelijk zijn, ols FxT = 0.
Neem nu asn, dot & en U onafhank: 11jk zijn, en stel
"x T = 7.
VA= (TxB).T= (353 =0

(determinant mct twee geligke kolommen) . Evenzo blijkt
—y . e - R
v.b = 0, dus v1d en v.1i¥.

, IR -3 i e T . »
Stelling 4. Zijn o en b onafhankelijk, en is v = a x §, dan is de dric-
! J
poot a,b,v positief georiinteerd,
;s e =y TR TR >
Bewi s, (a,b v) = (7 x ).V = V.V = ]vf > 0.

Stelling 5. Is Vv = o x ¥, dan is ] ¥ | = net opperviak ven het paralle-

logram, dnat 4 e¢n ¥ als zijden heeft,

Bewljs. Leat @ de hoek ftussen 2 en b £ign, dan 1s het bedoe lde opt

vlak
|\ T IT  cosg=NIZEIRE - (D)7 -

. .Pj..-—‘.‘.- .—lr "‘
V(] + n

&2
IaY
i
P
‘,N
o
TN
p—_
it

. B s ‘ ‘ o . —_ - ,
Opmerking. Door de¢ stellingen 3,4 en 5 ip de vector & x b meetkundip
volkomen bepaald,

Stelling 6. Voor het ultwendige product gelden de volgende rekenregels:

rels volgen direct ult bepaling 1.

>=<?x?L?=<ﬁﬁ”
)

a,b,c).

— ~ - = s -

(b x38).5 = (v,¢,3) = (¢

il
|



(T
(7 ) -
B

roey
Vel

Oplossing.

a.x = u;p.

el R ;
Schri)f verge Ligking wn de vorm 2 (x - =

Jj ouit,

Het snijpunt te

atellingt??r:§?4+

Stel, dat het snijp
¢

2?&»343 . Da

Ligrn met porametervoor-
L i

ljking b.x =
bij AL:A1V zodat q =

is v.{q + Aﬁa) = ¢. Hierult kan men A,
i

met vergeael

0

berekensn,




twee vliakken o{a,Xx = b) en
ametervoorstelling van de 1ijn

snijlijn van ewen 3 .

lian van A en g}s ig locdrecht
x U dis dus evenwl nan die

ofatis t@“va“biailin§ luidt

zijn €en punt P ¢n twee lijnen 1 en m, met para-
3 - oy iy g - .
metervoorstelling X = g + AT, resp. X = r + AP, Bepaal

de verycll jking von het vliask o deor P, dat evenwl jdisg is

¥ X
L, JUS evel=

verpell jking ult, dot o,b

viak door O enfl o

y - . -
o, ge P en twee vliakken o(a,X = b) en
b R 1 ; ™
Y{C,x = verge liking van het vlak docr P en
L

Oploasing, Alle vlakken doer de snuljlijn van o en y vormen een viak-
AR < X

de o vilukken van deze wealer hebben vergelljkingen

vlaik; zie syllobus

lijnen 1 en m,

- X, R g N . -
en X = q + a0, in een vlak

= (O 18 gelijkwaardig met de voomr

aarde, dat

- e \ . ; : ‘e - o
a,b ern q - p %ihnmkaii ik zign, dus dat of g L Arnanke -

R PP S S ]
1 mdtz;er" wil




T AVE , Gegeven zijn twee lijnen 1 en m, met parametervoorstel=-

" . H ;
linpen X q -+ &an Bepaal de punten, waar

de gemeenschappelitke loodliin van 1 en o

1e 1ijinen snijdt.
bij

3

Oplossing.

RS L=

vinden wil}j

vereelljkingen kan men A, €n oy bercekenen:
1 ,

5 bekend,
nerking,

L ot kan vereenveudigd worden met behulp vean de
. A RN ok oy .
formule (a2 x b))~ = 2"b° - (d,U)° (§12, stelling 8 en 9).

9. Cpgave, ¥

. ,,.«* .
oen vecetor X dra

it over cen hoek @ om de as door

‘ ¥
heldsvector 4, Druk de zo ve?kré

n vector ¥y uit 3
. - - R
Oplossing. Ontbind ¥ in een cwmponen* p laﬁ@ a en een comporent d 42

y —

- — 5 b
7.q = X - AT (x - A\F) =0,

‘ g -
1, volgt hieruit A= F.%

P1) de drasiing onveraonde

Ligt dn het viak locdrec

bt
) : ; AT B
i Ligt cok o x a3 3&

. . m 4 oy
componenten van y uit te schrlj-
vern, vindt men de parametervoorstelling

o

van Cayley voor de

enene orthogonale
transformatie, (Werk dit uit!)
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Hoofdstuk 4
CoBrdinstentransformatics, Eigenwaarden en eigenvectoren,

§1§‘ Codirdinatentransformatics,

ke . L h
Laat u, v, w dric onafhankelijke vectoren in Rg zljn. Volgens
N e oy
$4, st.3, vormen zij cen basis voor HB’ d.w.z., ¢lke vector X kan wor-
den geschroeven ols

(1) “;{*m X, W

sty i
VI SR O SN T
2 3
Men noemt xq',x? yX, ' de componunten van X in hct cordinatenstelsel
432
(ﬁﬁ T?,TJ). Is ¥ = S%t dan heten X4’,Xq',X3’ ook de colBirdinaten van X
i [
p i
in het stelsel (T, ¥, #).
Opmerking. xq,xQ,XB zijn dus de cotrdinaten van X in het stelsel
- [ 4
NPT :

E) J e

1

(1) kan ook in de volgende vorm worden geschreven:

X, = U,X," + Vv X' + WX, !
[

1T Mt 1 1%3

(1) Xo = UpX,' + VoXo! 4 WKy !

x3 = uBXﬂ‘ + VBXQ' + WBXB,

of
(1) .57,
waarin ., v, v
S = Us Vo W, .

u:3 v, WB

;'? 4 — 2;5*3)

(1') heet de codrdinatentransformatic van het stelsel ( yE

naar het stelscl (T0 ?ﬁ'ﬁ).
Stelling 1. D¢ codrdinatentransformatic van hct stelsel (5* 4,3* 2;59 3)
naar het stelsel (Gﬁ'?ﬁ'ﬁ) is homogeen lineair, In de kolommen van de
transformatiematrix £ stazan de componenten van de nieuwe grondvectoren
OV, W, det 8§ £ 0.

Opmerking. In (1), (1') en (1") stellen X en X' dezelfde vector
voor, genomen ten opzichte van verschillende cofrdinatenstelsels,

Bepaling. Een codrdinatenstelsel (ﬁt'Vfdﬁ) heet Cartesisch als
'H,fﬁien'w drie onderling loodrechte eenheidsvectoren zijn, (fﬂ'ﬁt 73)
is dus Cortesisch, als [T = | ¥ = |Wl=1en TP=-T. T=-7.7= o.
Steliing 2. Zijn de beide stelsels (34 ﬂ;%* 2,3* 3) en (ﬁt v, ?3) Carte-
gischy dan is de moalerlx S der colrdinatentransformatic orthogonaal.

SWEgs . . Dit volgt direct uilt $9, st.2 en 3, bep.3.
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Laat i?n A§* cen homogen. lineaire transformatie zijn en S een
cordinatentransformatic, zodat X = S;*, S?a S§+ '. Dan is‘§' -
.s”“?*a s aR = 571 as? . Hicruit volgt
Stelling 3. Do transformatic™y = AX krijgt in het stelsel (T, ¥, W)

de vorm — 1
T =5 as Y,

waarin S de codrdinacentransformatic van het stelsel (—* ']*"* 2‘“+ 3)

naar het stelsel (ff?‘v"t'?f) voorsteclt,

§46. Eigenwaarden en eigenvectoren

Y
Bepaling 1. Een van O verschillende Vcctor'Vt dic door de homogene
lineaire transformatic A met ven constante A vermenigvuldigd wordt,

heet een eigenvector van A, A heet een eigenwaarde van A,
Voor dc GianVuCtOP-vﬁ oeldt dus:

) ')v = B4 Vgt eea.ta, V)
AV = 'Bn .V,I + ..-.."H’]nn Vn
of
(2) (qg= A) Vg + 20 Vo Feeeeib 2, V= 0
g Vq b (Rpamd)vakeeiis g, v = 0
e e
Men kan (2) ook schrijven in de vorm
(21) (A -21)7 =7

De vergelijkingen (2) hebben een oplossing dic verschilt van

7z‘5‘: als

Q,‘,‘ "“) a,‘r‘a . ® . - ",]n
82 a 2" ---..-o-.a )

(3) 1 2 2n = 0.
an1 ang . » o . qnn_)

of, anders geschreven
(3') det. (A-AI) = 0.

Bepaling 2. (3) heet de karakteristicke vergelijking van de matrix A.
Stelling 1. De eigenwaarden van A zijn de wortels van de karakteris»
tieke vawgelijking van A,
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Stelling 2. Is A 4 €en cigenwaarde van A, dan zijn de bij‘a 1 behoren-
de elgenvectoren de oplossingen van

(%) (A - 2,0

Opgave. Schrijf (4) uit in 4. vorm van (2),
Stelling 3. De cigenwaarden van A zijn invariant blj codrdinatentrans-
formatles.

a1

Bewlijs., 21J B =5  AS.

-1 as -

B-DT = S AT = 5™ (a- AI)S.

it

det (B-QI) = dct (A- ATI).

D¢ karakteristiceke vergelijking van B is dus dezelfde als die van A.

Stelling 4, Icdere clgoenvector van A paat door de codrdinatentrans-
-1

formatie S over in cen cigenvector van B=S§~
waardae,

Bewljis, Dit volgt onmiddellijk uit het feit, dat B dezelfde transfor-
matie voorstelt 2ls A, maar op het andere colrdinatenstelsel. Men kan
het ook nls volgt narckonen,

AS met dezelfde eigen-

o 1 e '
Stel AV =h ¥, v, en V=387 , dan 18 BY = 8”1 as¥= 5" aAT=
= s AT - """x pid

w")
Stelling 5, Evn nodige on voldoende voorwaarde, opdat ¢« 1cen clgen-
————— i L
vector van A is, luldt, dat a,,=...=a_,=0., D¢ bilJj ¢ behorende clgen-

n4
waarde 1is dan ﬁq1

Bewigs. Substitueer ° voor ™V in (2).
-—-&n

. ) Ca —
Onderstel nu, dat L do n ONﬁfhﬂnkcliJku clgenvectoren vq,...,
heeft., Voeren wij deze als nicuwe grondvectoren in door de codrdina-

tentransformatic S, dan heeft volgens st.5 eon §15,st.3, de matrix
-1 )
B=S AS de vorm

)1 0  Q

(5) 0 T ,
P 0
O 0 a 5

waarin 2'1""’2T3ﬂ¢ elgenwaarden van A zijn, Wij noemen de matrix 5
de diagonaalmatrix (2*1,...,3 n)’ Zo komen wij tot

Stelling 6. Heeft de matrix A n onafhankelijke eigenvectoren, dan is
‘er cen matrix S, zodat S“q AS de vorm (5) heeft, en omgekeerd,
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Niet iedere matrix van n rijen on kolommen heeft n onafhankelijke
glgenvectoren,

Bl jvoorbeeld: de matrix (1 1) heeft alleen de elgenvectoren (Vq:O).
0 1

2ulk cen matrix kan dus nilct door cofrdinatentransformatie op de dila-
gonaalvorm worden gebracht.,

Stelling 7. Do c¢igenvectoren, behorende bilj cen bepaalde vigenwaarde

31’ vormen een lincalrc deelruimte van Ry

Bewljs, De eigenvectoren, behorende bij A 4+ 21jn de oplossingen van
(2), waarin Qﬁ voor A gesubstitucerd is, Volgens §l4, st.5, vormen
deze een lineaire deelruimte, "

Stellling 8. Bechoort bij de cigenwaarde A 4 €D k-dimensionale deel-

ruimte van cigenvectoren, dan i1s A, cen minstens k-voudige eigen-

g
waarde van A,
) ‘ et - K
Bewljs. Laat v ,...,v "onafhankclijke eigenvectoren bl] de elgenwaarde
. , . o o 3
}4 zijn, Vour con colrdinatentransformatic 8 ult, waardoor v ,...,vk

de cerste k nicuwe grondvectoren worden, Volgens st.5 is de matrix
Bms"q AS zo gevormd, det in de ezerste k kolommen overal 2 4 in de
hoofddiagonaal en 0 buiten de¢ hoofddiagonazl staat. (Tcken dic matrix!).
De karakteristiecke vergelijking van B is dus declbaar door (X - A,})‘“
Volgens st.3 is dit dus ook huet geval voor de karakteristieke verge-
11jking van A,

Opmerking. Uit het voorbecld na st.6 blijkt, dat bij ¢en k-dimensio-
nale rulmte van elgenvectoren cen meer dan k-voudige eigenwaarde kan
behoren,

Hoofdstuk 5

Kwadrieken,

?ﬂ?. Cmwentelingsoppervlakken,
Stelling 1. De vergelijking van het omwentelingsoppervlak, dat ont-
staat, door de kromme Xx,=0, f(xq,XB)zo te wentelen om de X;-as, luidt
£(+V xﬂ2+xq2,x3):0. '

Bewijs. Laat F(g? ’Py ) ¢en punt in het vlak x,=0 zijn, en Q(qq,qz,qB)

het punt, dat uit P onta aat door draaling om de XB-qs over een hoekwy
; dan is
]

q/‘”.pq COS\P:QQ’“Q:‘ Sin\‘)’qB:pB,

en omgekeard

p1m+- WQQQ"'C}E:QBS‘QB-

e
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Ligt P op de kromme X,=0, f{xq,xl)ua, dan ligt Q op het oppervlak
f(i;qug%xgg,xg)mO. Ligt omgekeerd Q op dit oppervlak, dan ligt P op

de kromme X,=0, f(xq,xsing- L2

Voorbeelden., De ellips —— oy = geeft door wentellng de omwente-
. [

lingsellipsoide a ¢
E+x 2 < Py
X ey
/ 2 3
(1) b = 1,
5 a® 5 c€
X, XB

De hyperbool —p— - s =1 geeft evenzo de eenbladige omwentelings-

hyperboloide 2(omwentelingshalsvlak)
¢ ~
xq2+x22 x.%L
(2) - = = .

2 (8]

De hyperbool mig - —%— = -1 geeflt de tweebladige omwentelingshyperbo-

loide (draaitwBeblafl)
o] o]
% 24")(,«" X. fod
(3) IR~ E
- Y-
2 :
De parabool —;~ = QXB geeft de omwentelingsparaboloide (vaas)
22
o
x12+x0¢
(4) -—--—-g-—-’:-*—' = QXB.
a

%18. Algemene kwadrieken.

Door de transformatie Xq“x1’> X, = % X5y XS:XB’ (samendrukking of uit-
rekking in de richting van de Xo~as) ontstaan ult de omwentelingskwa-~
drieken achtereenvolgens: -
De ellipsoide X 2 ) )

(5) 12 P

De eenbladige hyperboloide (halsvlak)

-
x12 Xy XBL
(6) T R
N~
a b C

De tweebladige hyperboloide (tweeblad)

( 5 xqe x,2 X}e
v ¢ + ot fad = "1.
a2 bg c2
De elliptische paraboloide (ellipsvaas)
2 2
(8) g B
¥ (=S S
; # b 3

De doorsneden van het oppervlak (8) met de vlakken x,=k zijn Eongruente
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parabolen, waarvan de toppen liggen op de parabool x1=0, x22m2b2x3.
Laat men op analoge wijze de parabocol X 2:232x3, xzao, met zijn top
glijden langs de parahbool xqmo, x22=-2b x3, dan ontstaat:

De hyperbolische paraboloide (zadelvlak)

2 2
X X5
(9) - = 2xj.
a b

§19. Rechte lijnen op kwadrieken,

Stelling 1. Op het halsvlak (6) liggen de twee stelsels rechte 1ijnen

1 A (2} + §?> = AL+ 2?)
X X X
AUF =2 = AU - )
(e LG (1 s 2
TR - PP
c T '

BewiJs. Door vermenigvuldiging van de vergelijkingen I ontstaat (6);
evenzo met II.

Stelling 2. Twee lljnen van I kruisen elkaar; evenzo voor II.

Bewlijs. Iedere 1lijn uit I snijdt de lijnen

X3 X2

X
-C--==O, 1+—B—=O)enm(———

13 xz)
C -

%1
gt - 220, 1 - & =0

Zouden twee lijnen uit I in een vlak liggen, dan zouden 1 en m in een
vliak liggen. 1 en m liggen echter in de evenwi jdige vlakken 1? =+ 1,
en zijn zelf niet evenwljdig. Zij kruisen elkaar dus,

Het bewijs voor II gaat net zo,.

Stelling 3. Een 1lijn uit I en een lijn uit IT liggen in een vlak.
Bewijs. De 1lijn I ligt in het vlak

X

TG - ptn e PGP - ]

De 1lijn II ligt in het vlak

P2 - T e 2 - - ) o
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Deze vlakken vallen samen,

Stelling 4, Aan elke 1ijn van I loopt één 1lijn van II evenwijdig, en
omgekeerd,

Bewijs, De richtingsvector van de 1ijn I is

~
[

(/UQ".AE 2Ap AL

+X2)
be ’ ac 7 ap

2

die van de 1lijn II is

be * ac ? ab :

Daar [3 en (O met eenzelfde factor vermenigvuldigd mogen worden, mogen
wilj aannemen, dat bij evenwijdige lijnen de richtingsvectoren samen-
vallen, Dan 1s

{{;2_0.2 =/~L2-—?\2, (‘)0;)‘/# ) {02+0'2=}L2+3\2.

Hierult volgt {0 = i,ﬁi» G = i.A ., Belde tekens geven dezelfde 1l1ijn.
Stelling 5. Op het zadelvlak (9) liggen de stelsels rechte 1lijnen

X X X X
1 2 1 2
( ) (zw t) = 2L P A 5) = 20
I V) IT
X X X X
1 2 1 2
Z./“(? - 2) = A xy. G+ 2) = Py,
%2
Stelling 6, Alle lijnen van I lopen evenwijdig aan het vlak-g— t 5 =0.

Alle lijnen van II lopen evenwljdig aan het vilak 2; - 2? = 0,
Bepallng, Te in stelling 6 genocemde vlakken heten de richtvlakken van
het zadeilvlak,

Stelling 7., Twee lijncn van cenzelfde stelsel op het zadelvlak kruisen
elkaar,

Bewljs. Twee lijnen uit I z1jn beide evenwijdig aan het vlak

il + i = 0 en snijden de 1lijn 1(f1 - i = 0, X,=0), die dit richtvlak
a b " a = b T3

snijdt.

Stelling 8. Een 1iJjn 1 uit I en een 1ijn m uit II snijden elkaar.

Bewljs. Analoog als voor stelling 3. 1 en m kunnen niet evenwijdig zijn,
daar zlJ] dan beide evenwijdig moesten zijn aan de snijlijn x

1=X2=O der
richtvlakken. Uit stelling 5 volgt, dat dit niet kan,
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?20. Kegels en cylinders,

Hiertoe behoren:
De kwadratische kegel

2 2 2 '

(10) o X

De elliptische cylinder

2 2
X X

(11) P
a® b

De hyperbolische cylindcr

- 2 . 2
/z s
(12) - - gﬁ* = 1.
3

De parabolische cylinder

D

(13) x," = 2px,.

@21. Dz algemene vergelljking van de tweede graad,
Wij willen trachten, de vergelijking

o) ” )
o [ , . e ~
(1) Baq¥q" FAppXaT b oaygXyT 4 éuqqqug + 8 43% %3 + 2823X2X3 +

£

4 an K, + 2a + 212 + 8 = 0

1%4 02%2 23%3

00

door cobrdinatentransformatic zoveel mogelljk te vereenvoudigen., De
coefficienten worden retel ondersteld. (1) is te schrijven als

2
a

(1) Z:%:: B4y Xy X+ 2 P a__ = 0.

X, +
1, k=1 D" oh “h folo]

De eerste som in het kwadratische gedeelte; wij nemen hilerin 84178 0
De tweede som 1s het lineaire gedeelte, E de bekende term. Eerst
voeren wij een asgendraaling uit naar cen nieuw Cartesisch stelsel.
Daar deze door een homogenc transformatie wordt voorgesteld, voert zi]
het kwadratische deel in het nieuwe kwadratische deel, het lineaire
deel in het nieuwe lineaire deel over, terwljl de bekende term invari-
ant blijft. Wij beschouwen eerst alleen het kwadratische deel. Hierbi}]
behoort de matrix

819 842 843
fifer %2 B3 ) |



4

. : : am II 31

Stelling 1. Door de cobrdinatentransformatie S gaat 2_ 8, X, X,

over 1“12:: bik xi'xk', waarin B = ST AS.

Bewijs, Als x, = Z;: Sy Xy'» dan 1s
i

dpy = IE: Upg ©p5 = = £ Sy 2y Sy
Dus D = B, h,t.b.w,

Stelling 2. Gaat Z:: A Xy Xy door de orthogonale transformatie S

. .. . e
over in 2— bik Xy Xy dan 1is B = S

Bewijs. Volgens § 9, st.h4, is ST = S‘q.

Stelling 3. Laat S de codrdinatentransformatle zijn naar cen Carte-
sisch stelsel (ﬁﬂ'ﬁﬁ'ﬁ), terwijl s

AS.

AS = B, Nodilg en voldoende, op-
dat b,, = by = 0, 1s dat U cen cigenvector van B 1is.

Bewizs. Zie § 1€, st.5.

Stelling 4, Er is steeds een Cartesisch stelsel te vinden, waarvoor
- : . T TR

Bewijs. Ga eerst over op het Cartcsische stelsel (U, Vv, W), waarin

T?een elgenvector van A is.(In st.8 zal worden bewezen, dat men "@
reel kan kiezen).

2 e '2

+ bea 5 + b33x3

!
oAy Xy X = boxy t 2bpyx 2 3

Voer nu de volgende codrdinatentransformatie uit:

"
X' = %
KE" = 22" +323 »
y Lt n
[X3' =i TaXp' 4+ syxg”
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e 3 s
waarin (rz,r'a) een eigenvector is van de matrix(b,é? b23) en s | r

P32 P33
(ﬁﬁ"§f”?) vormen weer een Cartesisch stelsel, Volgens stelling 3 is

:2 ! 1

t
+ b Xfy 23 XQ XB

!
2 T2

A8
o

33

Hiermee 18 het doel berelkt,

Stelling 5. Wanneer Z::aik Xy X, door een assendraaling overgsat in
T2 '2 . [ . : -
Cq9%4 t ConXp + L33x32 , dan zlJjn de nieuwe grondvectoren elgen

vectoren van A, en Cqq2 Cons c33 zijn de bijbehorende eigenwaarden,

Bewijs. Dat de nleuwe grondvectoren elgenvectoren zljn, volgt ult

atelling 3.

Volgens ? 16, s8t.3, zijn de eigenwaarden van A dezelfde als die van
i ® < [~ S ¥

de diagonaalmatrix C; de laatste zijn Cﬂ1’022’033'

Stelling 6, Twee eigenvectoren van een symmetrische matrix A, die bij

verschlllende eligenwaarden behoren, zijn loodrecht op elkaar,

— — —
Bewljs, Laat VvV en W zulke clgenvectoren zijn, zodat AV= }qv, A W= )E“W)
2 A3,

Z;‘aikvkz}'ﬁvi' E:k:aikwkmzzzwi‘
X%; zi: By Vi Yy = A ; }%F vyoW .

I%; }%; Bk M Vi = A ZEZ Vi Wy

De laatste twee linkerleden zijn gelljk (Verwissel 1 met k en denk er
aan, dat A symmetrisch is).

-
')g,i;é:ie,dua z:viwi:(). v LW
Stelling 7. Alle elgenwsarden van een reéle symmetrische matrix zijn
reéel.
Bewijs. Stel, dat )\1 een complexe elgenwaarde was, waarblj de eigen-

vector (vq,vz,VB) behoort, dan is de toegevoegd complexe ,:% cen qig@h~ﬁ/"

Daar A 4 £ A 42 VOlgt uit st..6, dat v{?} + vé?é + v3§5 = 0, Nu geldt
voor leder complex getal a#0, dat a8 > O, Wij zijn dus tot~%ﬁﬁ tegen-

strijdigheid gekomen.

waardc met de elgenvector (§H’Eé:"j)-



am II 33

Stelling 8. Jedere eigenvector van een re¥le symmetrische matrix is
een veelvoud van een re¥le vector,

Bewljs. Vult men in de vergelijkingen §16 (2) voor A een re&le waar-
de in, dan vindt men voor de¢ verhouding van VaseseaVy re8le waarden,

Voorbeeld, 2x2 + y2 & 22 - 2Xy + 2Xz - 2X -y - 22 + 2 = O,

WiJ zoeken eerst de eigenwaarden van

1 0 1 -7

Men vindt )ﬁ,‘a’], )2_-.-3, )3=o,

De elgenvector, behorende bij P =1, vindt men ult de vergelljkingen

x,‘ --x2 +x3=o
-—X,.‘ = 0
x1 = 0

Hieraan voldoet (0,1,1). Ecn cenheldsvector in dezelfde richting is
T = (0,4Y2, 1V2). Evenzo vinden wij

bij A =3 de elgenvector '71'6 (2,-1,1);

bij A =0 de eigenvector —71-3- (1,1,-1).

Wij voeren dus de volzgende assendraalln_ uit:

x = %V?-’.Y’ + %V‘Q.z'.
y - IV - ey 4 1Veeer.
Z = }V'B.x’ +§-\f3.y' —;-\/3.2'.

Zonder deze substitutie werkelijk uilt te voeren, weten wij, dat het

kwadratische deel van de vergelljking daaricor de volgende gedaante
ketjgt: ,
X 2 + 3y'2.
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Het lineaire deel kan door substitutie worden gevonden. Ter afkorting

schrijven wij hiervoor )
bx + cy' + dz',

De vergelijking 1s dus geworden:

1 1y 1
X 2 + 3y © o+ bx' +Ccy o+ dz’ + 2= 0,
2 2
(x' + g) +3(y' +g) +dz +e=0
2 2
(Ewc.-br'-'.(’).
T "3

Nu voeren wij een assenverschulving ult door

Er komt dan:

"2 Hr)
X + 3y o+ dz" = 0.

Het oppervliak is een clllptische parabololde.

§ 22, Indeling der kwadrieken,

Geval 41, De eigenwaarden ),1,),3,K 3 van A zijn alle £ 0.
De methode, door het voorbecld gelllustrecerd, voert dus to"

' 2 2 2
)‘qx + 3\23: +ASZ +¢ = 0.
Geval 1a, ¢ # 0.

Afhankelijk van de tekens van }'1’)2P )3, ¢ heeft men een kwadriek
zonder redle punten (nuldellge kwadriek), een ellipsoilde, een halsvlak
of een tweeblad,

Geval 1b. ¢=0, Kegel, nuldelig of eendelig.

Geval 2.2 ,#0, A,#0, A ,=0.

De vergelljking wordt (zie het voorbeeld):

| %1x2+32y2+dz+e=0.
Geval 2a. d £ 0. Men komt dan tot

s 2 2
( }qx + Ao ¥ +dz = 0.
Ellliptische of hyperbolische paraboloide.
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Geval 2b, d = 0, e £ 0,
2 2
Ay xS+ }2 ¥ + e =0,
Elliptische of hyperbolische cylinder,
Geval 2¢, 4 = e = O,

Kwadriek ontaard in twee snijdende vlakken (re¥el of toegevoegd com-
plex).
Geval 3. A,‘#O, Ap = }3-=O.

Aq x2 +ay + bz +¢ = 0,
Geval 3a, a en b niet belde O,
hq x2 + dy = 0.

Parabolische eyllinder,
Geval 3b, a =b =20, c # 0.

A,‘x?*“'cuo.

Kwadriek ontaard in twee cvenwijdige vlakken, regel of toegevoegd com-
plex,
Geval 3c, a =b=c¢c =0,

X ‘Ou

Kwadriek ontaard in twee samenvallende vlakken,

§ 23. Invarianten van een kwadrick.

Het volgende hceft betrekking op de kwadriek

(1) j%;i By Xy Xy + 2 I%: agy Xy F 250 = 05
]

die door de assendraaiing S overgaat in

1 1
(2) b2 Dy Xy Xy + 2 p bop ¥ * Poo = O-
i,k h
Stelling 1. Det, A 1s invariant blj assendraaiing, d.w.z. det.A = det,B.

Bewijs. Volgens £ 21, st.1, is B = S AS, dus det.B =(det.S)? det.a,
maar det.S = 1, dus det.B = det. A,

Bepaling. Onder D verstaan wij de metrix
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800 201 02 03
810 %11 fq2  fay
820 %21 %22 fp3
830 %31 32 933

Stelling 2. Det.D 1s invariant blj assendraaling,

Bewijs. WiJj voeren hulpveranderlijken X, oen xo‘ in en beschouwen de
vormen

3
(3) ‘ a X, % en
1%=0 ik "1 Tk
(%) ) b, x,' %!
%m0 Ik "1 "k’

die in (1), resp. (2), overgaan, als men X, = X ' = 1 stelt, Hieruit
volgt, dat (3) in (4) overgaat door

X, = xo’

. X, = S44%q * S4p%p + 849%5.
Xy = So4%4 F SpoXpy + Soq%ge
Xy = Syq%y * S3p%p ¥ 833%3.

Laat E de matrix zijn, die bij (4) hoort, evenals D bij (3). Volgens
21, st.1, 18 B = TF DT, dus
det. E = (det.T) det.D.
det T = det.3 = 1, dus det, E = dct, D,
Stelling 3. De rang van A cn dic van D zijn invarlant bilj assendraai-
ing.

Bewljs. Dit volgt uit ?'7, 8t.5, in verband met de formules BzST AS en
E=3" DS.

De gevallen uit §'5 kan men onderscheiden nacr de rang van A en van D.

Geval rang A rang D.
1a 3 4

1b 3 3

2a 2 4
2b 2 3

2¢ 2 2

3a 1 3

3b 1 2
3¢ 1 1
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Men kan dus door ber:lkening van de rang uitmaken in welk geval men
verkeert, Vervolgens kan men, door gebruik te maken van de invarilanten,
de coefficienten uit de eenvoudigste vergelljking berekenen,

Voorbeeld. In §Erivorﬁun wij, dat de¢ kwadrilek

2x2 + y2 + 22 -~ 2Ky + 2%X2 - 2X = Y - 22 + 2 = O

een elliptische paraboloideis met als cenvoudigste vergelljking

x'2 + By‘g S dz‘ = 0,

2 -1 -3 -

-1 2 - 1 1

"'}): "/g 1 O

- 1 0 1

0 0 0 d

0 1 0 0 o
det, E = = -3d

0 0 3 0

d 0 0 0

-3d° = - % Ld =+

(Het teken van d verandert, als men de Z'-as in tegengestelde richting
kiest).

%24. Bepaling van het middclpunt,

In de voorafgaonde paragrafon hebben wij geleerd, de gedaante
(blijkende uit de vercenvoudigde vergeliljking) van een kwadrlek to be-
palen, zonder de cofrdinatentransformatic werkclijk ult te voeren, De
stand van het oppervliak in de ruimte is pas bekend, als men weet, hoe
het nleuwe assenstelscl 1ligt tun opzichte van het oude. De richtingen
der nleuwe assen worden gegoven door de elgenvectoren van A, Wij be-
hoeven dus nog slechts de nicuwe oorsprong te zocken, In de gevallen
1a, 1b, 2b, 2¢, 3b, 3¢ 1is d¢ nicuwe oorsprong cen middelpunt van de
kwadriek,

Stelling 1. De oorsprong 18 dan en slechts dan cen middelpunt van de
kwadrick, als het lincaire gedeelte uit de vergelijking wegvalt.

Bewijs, De vmrg?liaking mag nict veranderen door de substitutis
£k ¥
tqw*‘x,l F xam*x? » XBz‘XB ®
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Laat de vergelijking van de kwadriek zljn
(1) T ag, %y x ¢+ Qi%gaoh X, +8,, = 0,

Voer de assenverschulving ult naar het punt =

! i ]

Kﬂqu ““pq, }‘:23){2 +p2, XBWXB +‘p3.
¥ L] L]
Eg:g 844 (x1 +p1)(xk +pk) + 25&% 8 n (xh +ph)+a00 = 0.
»

De termen van de eerste graad hierult zijn:

] 1 ]
T Ay Xy P f I A X by v A w .
1,k 1,k h

De eerste twee sommen zijn gelijk (verwissel i met k), Er komt dus:

E

2(&1,H Py + 240 Pp ¥ 045 0y + aqo) X, f
i
+ 2(&321 Pq *8pp Pp * 3p3 Py ¢ ago} X, o+
t
+ 2(334 Py + 335 Py + a33 Py + 330) x3
Pe nieuwe oorsprong is middelpunt, als
(2) 849 Pq * 845 Pp + 843 Py + 3,5 =0
8pq Pq *+ 8pp Py ¥ 8353 Py + 855 = 0
834 Pyt 332 Py * 333 pz + &30 = 0,

(2), met P4sPpsPy Als onbekenden, heten de middelpuntsvergelijkingen
bij (1).

Opgave. Ga met behulp van de tabel uit ?’23 het verband na tussen de
rang van A en de dimensic van de verzameling der middelpunten,

Opmerking. In de gevallen 22 (paraboloide) en 3a (parabolische cylinder)
is er geen middelpunt., Om te laten zien, hoe men in deze gevallen de
nieuwe oorgprong vindt, gebrulken wi) weer hcet voorbeeld

2x2 + y2 + 22 - 2Xy + 2Xz - 2X -y - 22 + 2 = O,

De X'-as had de richting (0,1,1). Snijd de kwadrieck met Len 1ijn in die
richting, bijv. x=0, y= g/, 2z=_A( . Substitutie geeft 2,& -3 A+ Emﬁ. Het
midden tussen de snijpunten hoort bij U = % » dus is het punty %-%)
Het vlak door dit punt loodrecht op (0,1,1) is cen ﬁymmtfpiafwfkv de
vgrgaliJkimg hiervan is yuzm1% Evenzo vindt men voor hewrsymmeurievlak
%%@éw&ahtgj wi{@rmd, f%ﬁ@m%gmg@lijking 2K~y +Z= % . De s idlijq van deze
Eabee wlakken snijdtide Porsiboloide in de nieuwc ocorsprong (#0p vap de
pa¥aboloide),
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Hoofdstuk 6
Algebralsche krommen en oppervlakken

§25. Algebralsche krommen (zle am I blz.23-25),

De vergelijking van een algebralische kromme van de graad n kan als
volgt worden geschreven:

(1) (XX )+ L (xg0%0) 4u e v, (x,,%,) +f =03

hierin stelt fk(xq,xg) een homogene veelterm van de graad k in x, en X,
voor.
Om de snijpunten van de kromme met de rechte 1lijn, waarvan de parameter-
voorstelling luildt E'm’g +}??,tW9bepalen, substitueren wij deze para-
metervoorstelling in (1). Er ontstaat dan een vergelijking van de graad
n in X (tenzij de coefficient van A" nul wordt). Hieruit volgt: Een
rechte 1lijn heeft met een kromme van de graad n in het algemeen n snij-
punten, mits een snijpunt, behorende bij een r-voudige wortel 2 s D=
voudig wordt geteld,

De kromme gaat door 0O, als meO. Dit aannemende, snijd ik de kromme
met de 1ijn 1(X = A7). Substitutie in (1) geeft

n n-1 4
(2) A fn(aq,a2)+ ) tn_q(aq,ag}+...+'lfq(aq,ag)ao.

Ik onderstel, dat fq(xq,xg) niet identiek nul is; dan heeft (2) in
het algemeen een enkelvoudige wortel 2 =0; de wortel A =0 is alleen
meervoudig, als fﬂ(aq,ag)zo; dan is fq(xq,xg)mo de vergelijking van 1.
Wij formuleren deze resultaten met behulp van de volgende bepalingen en
stelllingen,

Bepaling 1. P heet een enkelvoudig punt van een algebraische kromme k,
als P op k ligt en er lijnen bestaan, dic in P ecn enkelvoudig snijpunt
met k hebben.
Bepaling 2. Is P e¢en enkelvoudig punt van k en heeft de lign r in P ecen
meervoudig snijpunt met k, dan is r een raaklijn in P ean k.
Stelling 1. In een enkelvoudig punt heeft de kromme één raaklijn.

(1), als £ =0, ter-

Stelling 2. 0 1s een enkelvoudig punt van dc kromme
wijl fﬂ(xq,xz) niet identiek nul is.

Stelling 3. Is O cen enkelvoudlg punt van de kromme (1), dan is
fq(xq,xe)nO de vergelijking van de raaklijn in O aan Jc kromme.
Bepaling 3. P is een bulgpunt van de kromme k, als P een enkelvoudig
punt van k is en P meer dan twee.oudlg telt als snijpunt van k met de
raaklijn in P aan k.

E@galiag 4, Een punt P heet een r-voudig punt van de kromme k, als er
lijnen bestaan, waarvoor P ale eriipunt met k r-voudig telt, maar geen
1ijn, waarvoor P minder dan r-voudig telt.

Stelling 4, 0 is een r-voudig punt van de kromme (1) als fo,fq,...,f
tdemntisrle 0 zijn, maar fr niet,

r-1



Bepaling 5. Is P een r-voudig punt van de kromme k en telt P meer dan
r-voudig als snijpunt van k met d¢ 1lijn 1, dan heet 1} een raaklijn in
P aan k.

Stelling 5. Is O een r-voudig punt van de kromme (1), dan is

fr(xq,X2)=O de vergelijking van het stel raaklijnen in O.

Bewijs. Laat 1(X= 23) ecen raaklijn in O zijn; dan is A =0 een minstens
(r+1)-voudige wortel van (2), dus fr(a1,32)=0; daar £, homegeen is,
geldt fp(xq,xe)zo voor leder punt van 1. Volloet omgekeerd Q aan
fr(qq,q2)=0, en is m de 1ijn 0Q, dan is m een raaklijn in O,

Bepaling 6. Een dubbelpunt (twcevoudig punt) met twee verschillende

re&le raaklijnen heet een knooppunt van de kromme,

Een dubbelpunt met twee complexe raaklijnen hecet een gelsoleerd

punt van de kromme.
- Een dubbelpunt met samenvallende raaklijnen hecet een keerpunt van
de kromme,

Om het gedrag van dc kromme in een willekeurig punt P te onderzoe-

ken verplaatsen wij de oorsprong naar P door de codrdinatentransforma-
tie
! 14

(3) X, = X4 4D, Xy = Xy + Pye

Laat de vergelijking van de kromme k zijn f(xq,x2)=0. Op de nieuwe cobr-
dinaten luidt zij

1 1
f(xq P45 %5 +p2)=O of

' dF Y 12 3%¢ o 3%r
(L“) f<p/!’p2>+(x,] g—p-‘/l'f' X2 -5—5-5) + (X,l W + 2}(,] X2 m—g-
2 42
+ X2 a g) teeens . = O
3
P2

Ligt P op k, dan is f(pq,pg)zo. Volgens stelling 3 is de vergell]j-
king van de raaklijn in P
. afr . f
(5) (xq—pq) 55;-+ Xg‘pg) o = 0.
Dit 1s ook gemakkelijk af te lciden met behulp van de differentiaal-
rekening.
Uit stelling 4 volgt

Stelling 6, Nodig en voldoende opdat P een meervoudig punt van k is,
is dat

(6) fpgp)e0. AL JEoo

Wij keren nu terug tot de snijpunten van de kromme (1) met de 1lijn
= T+27
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Bij substitutie worden de termen met PR
n
At (2.,0,).
Nadert 8538, tot een waarde, waarvoor f (aq,ma)mo dan nadert één der

wortels A tot ©9, D¢ bij deze verhoudingen a,:7, behorende richtingen
heten de asymptotische richtingen van de kromme (1).

Stelling 7. Dc asymptotische richtingen van de kromme (1) worden ge-
geven door fn(xq,xg)mO.

Stelling 8. Heeft de 1ijn 1 een asymptotische richting van de kromme
k, dan heeft 1 hoogstens n-1 snijpunten met k,

(Men zegt in dit geval, dat ecn of meer snijpunten van 1 naar het
oneindige verdwenen zijn).
Bepaling 7. Heeft de 1lign 1 n-1 snijpunten met de kromme k, en heeft

de 1ijn m, cvenwijdig met 1, n-2 snijpunten met k, dan heet m een gewo-
ne asymptoot van k.
$26. Toepassing op de¢ kegulsneden,

Laat de vergelljking van de kegelsnede J zijn

>
(1) f(x)= aqqxq“+2nq2qug+nggng+a7 X, +22

10%1 122 ppXa T =0

Laat P een punt van ¥ zijn. Volgens $25,(5) is de vergelljking
van de roaklijn in P:

-0 M 0 Do+ . -
(Xq=0y 0 (244P4 0 40P 4040 ) +(x =05 ) (2004 #2505 +2 5 ) =0,

Telt men hierbl) f(pﬂ,pg) op, wat 0 1s, dan vindt men

\

(2) 2P Xt 0 (B Xt 40,5000 % 40 40 (X 40, ) 4250 (X +D5 ) 42,5 5=0.

De asymptotische richtingen worden gegeven door

2
(3) nqqx12+2r,?x1x2+aﬁ2x2 =0,

Er zijn dric govallen:

I. aﬂﬂ“£ﬁ~ﬂ}22250 . (3) heeft complexe wortels. Ellips of nuldelige
kegelsnedce,

i1, aqﬁagewaﬂg$ <0, (3) heeft twee redle wortels. Hyperbool.

ITI, ﬂq1620*a42du0. (3) heeft samenvallende wortels. Parabool,

In geval IT zijn de asymptotische richtingen loodrecht op elkaar, wan-
neer het product der wortels van (3) gelijk is aan -1, Dit is zo, als
Stellin (ﬁ) stelt cen orthogonalc hypurbool voor, als a,,+8,,=0.

§27. Algebraische oppervlakken,
De vergelijking voan ee,. ~~ob»nimeh oppervlak van de graad n luidt



(1) fn(x1,xa,x3)+fn~1(xq,x2,x3)$.,..+f1(xq,x2,x3)+fomo;

hierin stelt fk(xﬂ’xa'x3) ecn homogene veelterm van de graad k in
xﬂ’“&’xB voor,

De snijpunten met ecen rechte 1ijn R = ?+ )\';wor‘dm‘a bepaald als
bij cen algebraische krommc,

De bepalingen van een enkelvoudig punt en van een r2aklijn in een
enkelvoudig punt zijn geli jkluidend met die bij een algebralsche krom-
me ( 25, bep.1 en 2).

O ligt op het oppervlak, als [ =0, Snijd nu met de 1ijn l(ii«x??).
Substitutie in (1) geeft

(2) " fn(a1,92,33)+....+ Efq(a1,a2,ag)mo,

Neem san, dat fq(xq,xg,xg) niet identick 0 is; dan 1s 0 een enkelvou-
dig punt.

Stelling 1. D. raaklijnen in O vormen het vlak fq(xq,xe,x )=0.
Bewijs, Is 1(§2‘335 cen rasklijn in 0, dan is fq(aq,ag,aB%zO; daar T
homogeen 1s, gcldt dan fq(xq,xz,XB)mO voor louder punt van 1,
Omgekeerd: is fq(ﬁq’QQ:Q3)xO: dan is 0Q een raaklijn in 0.

Bepaling. De meetkundige plaats der raaklijnen in een enkelvoudig punt
aan het oppervlak heet het raakvlak in dat punt san het oppervlak,
Stelling 2. Is P cen unkelvoudig punt van het oppervlak T(f(xq,xe,x9m0),
dan is de vergelijking van het raakvlak in P

/!

| af af 3f
(3) (Xq"pq) gf;l‘ t+ (xe“pg) ﬁ-:&- + (X:ﬁ‘pj) 5;(‘3“ = 0,
Bewljs, Analoog met de afleiding van 325, (5).

§28. Toepassing op dc kwadrieken,
Laat de vergelijking van de kwadriek [ zijn

f(x) = E:f; 3y Xy Xyt ZE; 2,1 X * 850 = Os

1,k=1 % - 1=1

en laat P een punt van r zign,
Op analoge wijze als § 26, (2) leidt men af, dat de vergelljking
van het raakvlak in P van | luidt

:3—: A4k Py X * é 351 (Xy+py) + 250 = 0.

Hoofdstuk 7.

Meetkundige plaatsen

$29. Meetkundige plaatsen in het platte vlak.
Een vraagstuk, waarin een meetkundige plaats in het platte vilak
wordt gevrasgd, kan dikwljls teruggebracht worden tot cen vraagstuk
'an de volgende vorm:
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Gegeven zijn twee stelsels krommen f(xﬁ,xe,;\)mc en g(xq,xg,))MO.
Gevraagd wordt de meetkundige plaoats van de snijpunten van overeenkom-
stige (bij dezelfde waarde van A behorende) krommen uit beide stelsels.

Algebraisch wil dit zeggen: De voorwaarde te zoeken, waaraan X,
en x, moeten voldoen, opdat de vergelijkingen ?(xq,xe,))ao en
g(xﬁ,xg,)):o cen gemeenschoppell jke oplossing voor X hebben. De g -
vraagde meetkundige plaats wordt dus gevonden, door A uit die twee
vergelijkinger te elimineren,

In de ruimte doen zich analoge gevallen voor, Hier volgen enkele
voorbeelden,

§ 30. Regelvlakken,
Een regeloppervlak kan wordern gegeven door de parametervoorstel-

ling
(1) T =TO) + MF(R)
3?::‘3()) stelt wen richukromme var hot oppervlak voor.
Laat eern ruwmteltromme k gegeven zijn als snijglijn van twee opper-
viakken:
(2) f(x»‘:x2>x3) =0, g(xqaxgxxa) = 0.
Beschouw cen lign 1 met de parametervoorstelling

-y
(3) ?w?+‘>tb

De voorwaarde, opdat 1 ¢n k cen punt gemeen hebben, vindt men,
door {3) in (2) te substicuercn e¢n daarna A te elimineren. Er ont-
gtaat dan cen botrokking tu%$gn‘??t11?i

De ruimtekromme k kon ook gepevin zijn door een parametervoor-
stelling:

(4) = ().

Nu vinden wij do voorwnarde, opdnat 1 en k cen punt gemeen hebben,
door ult “'if . %_gz_?(/*)
Xfanfx te elimineren. BEr oncstast woor cen betrekking ﬁussen'aamwii

Laat nu drie richokrommen kq,k k% gegeven zign, Door te «isin,
dat 1 deze drie krommen snijdt, vinden wi) drie bebreckingen tu"°cn'5*
@&“3{ Uit deze betrokkingen kunnen wij de verhoudingen van bﬂ’bQ’b3
elimincren, zodat cen betrekking tussen aq,qg,q3 averblijft, Vervangt
men hierin qq,f:;m,r;:,3 door lopende cobrdinaten, don vindt men de Verge-
1ijking van het regelvliak met ¥q,k0jk3 als richtkrommen,

Ben belangrijk bijzonder geval is, dat kq ¢en rechte 1ijn is. Dan
brengen wij door k, wen veranderlijk vlak & +A3=0. De snijpunten met
ké on kg zijn E(R) on Q(A). De 1ijn PO is

T BN wa Y 2()).
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Dit 18 8l cen parametervoorstelling van het gevraagde regelvlak, Door
eliminatiec van )xﬂ}/k vindt men de vergelljking van het oppervlak,

§ 31. Cylinders en kegels,
De algemene paramctervoorstelling van cen cylinder is
T =BD) + T

E?w'B(X) is ecen richtkrommec,
D¢ algemene parametoervoorstelling van cen kegel 1s

(6) T =T+ AT,

o
wn
S

P(T) 1s dc top van de kegel,
Laat gevraagd ziljn d¢ vergelljking van de kegel met top P en richtkrom-
me (2). WiJj substi ucrcn in (2) T = P +U4F en climincren go.. In het
resultaat substitucren w13“?45*voor'ﬁi Zo ontstaat de gevraagde vorge-

1ijking.

§ 32. Omwencielingsopperviakken,

Het goeval, dat de omwentelingsas met de X,-as samenvalt, 1s in
$ 17 bchandeld. Laat nu de as gegeven zijn door ® = P + 2, <n cen
richtkromme door (2). Ecn parallelcirkel is de doorsnijding van cen
vliak loodrechi op de a2s met cen bol om P

(7) FX=c, (3113 —— PE.

Elimina:ic van T uit (2) un (7) geeft t@(rg,c)uo.
De gevraagd. vergeligking is @((?—?)2, ?.?)mo.
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Hoofdstuk 8

Orthogonale invarianten ven een kwadriek

433, De invarianten 11 en 12. Stelling 1 uit §19 luidde: Door de
coﬁrdigatentvansformatie S gaat IZaik XX, over in & bikxl'xk', waar-
in B=8S"AS.

Hier 18 S een orthogonale matrix, dus sTas™?, 1n $ 16, stelling 3
18 bewezen, dat uit B=S” 'AS volgt det (B- AI)= det (A- AI).

Nu is

o 34q= 2 842 843
det (A- A1) = 854 850 A 823 -
234 B3p 2337 )

= -2 74(a prep5t035) A - (mypimppinys) ) 4 et h = O,

Hierin stelt My de minor van a4y in(A voor, Uit bovengenoemde stel-
ling volgt nu:

811+822+833-b11+b22+b33

] 1 '

My qHigo iy 9= Mooty g
det, A = det. B (§23, stelling 1).

Wij stellen 311+822+833=11, m41+m22+m33112,

Stelling 1. Iq en 12 zijn invariant b1j coBrdinatentransformatie.

Vermenigvuldigt men alle a4k met ¢, dan wordt I1 met ¢ en I2 met
02 vermenigvuldigd, De waarden van 11 en I2 hebben dus geen meetkundige
betekenis; de vergelijkingen 11=O en 12=o wel.

§34. Meetkundige betekenis van I,=0.

Stelling 1. Als de kegel = aikxixk“O drie onderling loodrechte be-
achri jvenden bevat, dan is 11=O.

Bewljs. Neem de drie onderling loodrechte beschrijvenden als nieuwe
cobrdinaatassen. De vergelijking van de kegel wordt P bik 1 k‘O Hier-
aan is voldaan door X, =x2 =O dus b33-0 Evenzo blijkt b =b22~0, dus
IﬂwO.

Stelling 2. Als I,=0, dan bevat de kegel Z::aikxixk=0 oneindig veel
gtellen van drie onderling loodrechte beschrijvenden.

Bewljs. Kies een willekeurige beschrijvende van de kegel als xq'—as van
een rechthoekig codrdinatenstelsel Laat de vergellijking op de nleuwe
cobrdinaten zijn Z::bikxi =0;dan 1is bqqno, Iqao,‘gua b22 33a0 De 5
doorsnede van de kegel met het vlak x, =0 is b +2b

| 1 p2¥p teDp3Xp X3 tDy3xy =0,
Daar b22+b33m0, stelt dit twee onderling loodrechte lijnen voor, Samen
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met de Xﬂ‘—as vormen ziJ een stel van drie onderling loodrechte be-
schrijvenden.

Stelling 3. Bevat een kegel een stel van drie onderling loodrechte be-
schrijvenden, dan bevat hij oneindig veel zulke stellen,
Dit volgt uit stelling 1 en stelling 2,

§35. Meetkundige betekenis van I,=0,

Stelling 1, Laat IZ aikxixk'o de vergelijking zijn van kegel K, De
loodlijnen, in O opgericht op de raakvlakken van K, vormen een kegel
K' met vergelijking ¥ mikxixk'o‘

Bewlijs. Het raakvlak in P aan K heeft de vergelljking Z:Zaikpixksc;
hierbi] is f::aikpipkuo. Voor een punt op de loodlijn geldt X, =

u)\caikpi, dus pi- m i:‘;—mikxk; (Zie §7).

Dym p B My
Substitueer d4it in Z:'aikpipk&04

oAy f—;—; mih”h%:mm"i‘o*

ik

Nu is = 2,y =0 voor kéh en det A voer k<h, Er komt dus
i
det A SL;:-]_ mklxkxluo.

Stelling 2. Als de kegel K (£ a,, %X, =0) drie onderling loodrechte
raakvlakkcn heeft, dan 1s I,=0.

Bewljs. K heeft drie onderling loedrechte ribben, dus m11+m22+m33=0
Stelling 3, Als I zo dan heeft K oneindig veel stellen van drie onder-

ling loodrechte raakvlakken.

Bewljs., m, ,+m,,+Hn,,=0, dus K, heeft oneindig veel stellen van drie on-
11 722 733
derling loodrechte beschrijvenden,

Stelling 4, Heeft cen kegel een stel van drie onderling loodrechte
raakvlakken, dan heeft hij oneindig veel zulke stellen,

Hoofdstuk 9

Projectieve meetkunde

§36. Oneigenlijke punten.

In de vlakke euclidische meetkunde geldt algemeen:
V I Door twee verschillende punten gaat een en slechts een rechte 1lijn,
maar niet algemeen:
V II Twee verschillende rechte lijnen hebben een en slechts een punt ge-
~ meen,
Om IT algemeen geldig te maken, voegen wij aan elke bundel evenwijdige
~1lijnen een oneigenlijk punt toe., Bovendien beschouwen wij de verzame-
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ling der onelgenlijke punten als de oneigenlijke rechte lijn. Door alle
mogelijke gevallen na te gaan, zlet men gemakkelijk in, dat II nu alge-
meen geldt.

Evenzo voegen wij in de ruimte aan ledere schoof van evenwljdige
lijnen (d.w.z. de verzameling van alle lijnen, die evenwijdig zijn met
een gegeven 1iJn) een oneigenlijk punt toe. De onelgenlijke punten van
alle lijnen in een vlak vormen de oneigenlijke rechte lijn van dat vlak.
Hieruit volgt, dat de oneigenlijke rechten van evenwljdige vlakken sa-
menvallen, Alle oneigenlijke punten vormen het oneigenlijke vlak, De
volgende eigenschappen gelden nu algemeen:

R I. Door twee verschillende punten gaat een en glechts een rechte lijn.
R II. Door een 1lijn en ¢en punt bulten die 1lijn gaat een en slechts een
vliak.

R III. Een vlak en een 1lijn, die niet in dat vlak ligt, hebben een en
slechts een punt gemeen,

R IV. Twee verschillende vlakken hebben een en slechts een lijn gemeen,
Ook dit ziet men gemakkelljk in door alle mogell jke gevallen na te gaan.

X X
Laat x en y Cartesische co¥rdinaten zijn., Stel x= Ei’ Y= EQ’ dan 18 een

punt bepasld door de verhouding van X oXqs%n; deze °heten °daarom homo-
gene cobrdinaten. Aan het oncigenlijke punt van de lijn ax+by=0 geven
wlj de homogene cobrdinaten (0O,b,-a). De 1ijn ax+by+c=0 heeft in homo-
gene codrdinaten de vergelljking ax1+bx2+cxono; hieraan voldoet c¢ok

het oneigenlijke punt van die 1lijn. De vergelljking van de oneigenlijke
1ijn is xOmO.

§137. Dubbelverhoudingen,
In het platte vlak projecteer ik de punten van 1 uit S op 1'. Het
oneigenlijke punt van 1 is X; de projectie van X is X', Nu is

oP o' X'P!
(1) °E = OET G XUET

Bewijs. Trek 1", door 0',//1.

0P _ O'P"

GE‘ == G“"E"ﬁ‘u
o'p" o'p!
TS = XTPT
Q'E" O'E!

3
Door deling van de laatste twee formules vindt men het gevraagde.

Bepaling 1. Het rechterlid van (1) heet de dubbelverhouding van
P',E',0',X' en wordt geschreven (P'E'Q'X!').

Stelling 1. De dubbelverhouding van vier punten is invariant bij cen-
trale projectie, .
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Bewljs. Zie de figuur, Te bewijzen is: (ABCD)=(A'B'C'D').
Trek 1'%/ SD. Volgens (1) is

c!!AH n CUA”
(ABCD) = W ©en (A’E'b'D') = W .

Bepaling 2, De dubbelverhouding van vier lijnen door een punt of van
vier evenwijdige lijnen is gelijk aan de dubbelverhouding van de vier
punten, waarin zlj door ven willekeurige 1lijn worden gesneden,

Bepaling 3. De dubbelverhouding van vier oneigenlijke punten A,B,C,D
is g&lijk aan de dubbelverhouding van de vier lijnen, die een wille-
keurig punt S met A,B,C,D verbinden.

Men zlet gemakkelijk in, dat deze dubbelverhouding niet afhangt van de
keuze van S,

Stelling 2. Z1ljn de vergelljkingen van de 1lijnen a,b,l,m achtereenyol-

- Mo MR
gens 1,=0, 1,=0, A41ﬂ+/kqlgz0, Aol + Myla=0, dan is (1mab)= i; : XE .

Bewljs. Geval 1, Do lijnen gaan door een punt., Kies het cobrdinaten-
stelsel zo, ﬁat de vergelljkingen van a en b zijn: x=0 en y=0, dus van
1l enm, }qx+-ﬂwy=0 en 22x+,ﬁbyzo. Door snijden met y=1 ontstaan de
punten

{
L (- &i., 1), M (-'ﬁg, 1), A(0,1), B (oneigenlijk).
Aq Ao
_AL M A
(1mab)m(LMAB) =IM = -)‘—:‘* : :):2'2- .

Geval 2. De lijnen zijn evenwijdig., Kies het codrdinatenstelsel zo, dat
de vergelijkingen van a,b,1l,m zijn y=0, y=1, )1y+/ud(y11)=o,
12y+jm2(y~ﬁ}u0. Snijd met X=0 en bereken de dubbelverhouding der snij-
punten,

Geval 3. b 18 de oneigenlijke rechte. Kies het codrdinatenstelsel zo,
dat de vergelijkingen van a,b,l,m zijn X5=0, x,=0, )ﬂx2+,uaxom0,
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AgXot Mpx =0,

Bereken de dubbelverhouding der snijpunten met x1-0.

Stelling 3, Zijn A,B,C,D vier punten van cen 1lijn, dan is (ABCD)=(CDAB).
Bewijs, Direct uit bepaling 1.

§38. Drichoekscodrdinaten,

Laat A0A1A2 <en drichock zijn, E een punt bulten de zijden van
die drichoek, en P een willekeurig punt. De projectie van E en P uit
A, op de overstaarde zijde noemcn wij E, en P (k=0,1,2).

Stelling 14, (POEOA1A2)(P1EqA2AO)(P2E2A0A1)=1. !
Bewljs, PE snijdt Aqu in Qo’ A2AO in Qq, AOA1 in Q2.

Volgens $§37, stelling 1, is

QP QP
(POEOAqAE) = (PEQ,Q,) = TE : TE
RSP QP
(PAE4A0A ) = (PEQQ,) = QEE toE -
QP QP
(PE’E?AOA") = (PEQ,]QO) = m : Q‘;E' .

Door vermenigvuldiging vindt men het gevraagde.

Wij nemen nu driehock AOA1A2 als codrdinatendrichock e¢n E als eenheids-
punt van het codrdinatenstclsel AoAquE. Uit stelling 1 volgt, dat men
drie getallen Po2PqsPp kan vinden, die voldoen aan

Py Py Py
() 57 = (BBohahp)s 5o = (PyBahaho)s o= (PoBahohy).

Bepaling 1. Drie getallen PysPqsDps die aan (1) voldoen, heten een

stel codirdinaten van P in het stelsel AOA4A2E°
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Opmerking 1, Door P is allecen de verhouding van PysPq2Pp bepaald, Men

noemt dezc cobrdinaten daarom homogene coUrdinaten.

Opmerking 2. Cartesische codrdinaten zijn een bijzonder geval van
drichoekscodrdinaten. A1 en Ae zijn
hier oneigenlijxeppunten en posﬂ.

Q
AA P1=(PoEA AL )= o=

o2

p Evenzo voor Poe
1//? P ° Wij zocken nu het verband tussen de
homogene Cartesische codrdinaten
g, £ (xo,x1,x2)’en ?e drichoekscodrdina-
v ten (xO;x1 X5 ). Ik noem A,A, ook
\ lo, enz, Laat aixo+b1x1+cix2=0 de
A £ P A, vergelijking van 1, zijn (1=0,1,2),

-] 1]
Dan zijn de vergelijkingen van AOE en AOP:
(ageo+b2c1+c2e2)(a1xo+b1xq+cqx2)—(a1e0+b1e1+cﬁe2)(82x0+b2x1+02x2)=0.

(32p0+b2p1+02p2)(a1x0+b1x1+cﬂx2)—(a1po+b1p1+cqp2)(a2x0+b2x1+c2x2)=0.

Volgens §37, stelling 2, is dus

(AP, AE, 1,,1,) =
o a1p0+bqp1+c1p2 . a,‘eo+b1e,‘+cqe2 ‘
o 7 » ) O 3
82p0+b2p,!+02p2 32L0+b2Lq+C202 ’
P
dezelfde dubbelverhouding is gelljk aan (POEOA2A1) = —17 .
1 . Ps
Stel ik - — = f,, dan 1is
aieo+bi«,,‘+clc2 i’

t

kpo 'aopo+bop1+cop2’
1

APq =84Po*D P e Do,
]

APp =850 +b,D +CoDy .

De cobrdinatentransformatie is dus homogeen lincalr; Ax'=3Sx, Daar ze

een-eenduidig is, is det. S#0. /szs’qx'.

Stelling 2. De vergelijking van e¢en rechte 1ijn in drichoekscodrdina-
ten 1s homogeen lincair.

Bewljs, Voer in de vergelijking op homogene Carteslische coSrdinaten,
d0x0+dqxq+d2x2a0, de codrdinatentransformatic uit; dan ontstaat weer
een homogene lineaire vergelljking.

Stelling 3. De vergelijking van PQ in driehoekscobrdinaten 1s

XO Xq X2
pO pa\ p2 = 0,

9y 94 9p



am II 51

Bewijs, De vergelljking stelt cen rechte 1ijn voor, die door P en door
Q gaat,

Stelling L, De¢ parametervoorstelling van PQ in drichoekscodrdinaten is
Xy= kpi+)xqi.

Bewijs. Opdat X op PQ ligt, mocten de rijen van de determinant uit
stelling 3 afhankelijk zijn.

Stelling 5. Is ry= k1p1+/¢qql, 8y= )2p1+/¢2qi, dan is (PQRS) m‘;%-: éég .
Bewljs, Laat T een punt bulten PQ zijn. De vergelijkingen van TP, TQ,

TR zijn

X, X, X L
1s |ty t, t,| =0, m=E t  t, t,| =0,
Py P4 Pp 8, 44 9o
o X X2
tg ©4 tp| =0, of WL +p,m= 0.
ry 4 To

Evenzo is de vergelijking van TR, Agl +pMm = 0,

Dus (PQRS) = (TP,TQ,TR,TS) ,%’1 :% .
1

Stelling 6. Is py= Ao+ Mby, Gy= Agag+ Mpby, rym dgay s Mub,
84= )aai+/¢4bi, dan is
AqMgmfa Ay MMy My dy
AE/J?-/LE ;\3 ) 22#4'/“"2)4 |
Bewljs, Stel }i,ukdk,uinéik,
Uit py= )1ai+flﬁbi’ Q= )2a1+/u2bi volgt

(PQRS) =

S0 y=Mgpy=Fiay. bagby= = Aopyt Agay.

P
23 13
r‘im xaﬂi"l‘ﬂabim - 5—;-2— pi + 3-:1—5 qi
8oy &1y
51 = ’All—al.}‘#l%biw - m pi + 3:-:25- Qi.
843 . &y

d = {PQRS)} = = : stelling 5).
( ) ggg Egg ( g 5)

Opmerking. Is P=Q of (en) R=S, dan is d=1,
Is P=R of (en) Q=8, dan is d=0,
Is P=S of (en) Q=R, dan is d=oo,

Vallen drie der punten samen, dan is d onbepaald.
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§39. De zes waarden der dubbelverhouding., Harmonischeé paren,

Laat ry= }3pi+/u3q‘ ¢n 8y %pi+/4&qi zijn.

/1.
(PQRS) m{:B f_ . Uit § 318, stelling 6 volgt nu, dat
3 4

(QPRS) = 7 .  (PRQS) = 1-d.

Vormen wij de 24 permutaties van de vier punten, dan ontstaan 24 dub-
belverhoudingen, die vice aan vier gelijk zijn.

(PQRS) = (RSPQ) = (QPSR)=(SRQP) = d.
(QPRS) = (RSQP) = (PQSR)=(SREQ) = 7.
(PRQS) = (QSPR) = (RPSQ)=(SQRP) = 1-d.
(PRSQ) = (SQPR) = (RPQS)=(QSRP) = »iy.
(QRPS) = (PSQR) = (RQSP)=(SPRQ) = dsi.
(RQPS) = (PSRQ) = (QRSP)=(SPQR) = a%T'

Als twee der punten famenvallen, dus als d=0, 1 ofao , dan zljn twee
der zes waarden gelijk. Wij gaan nu na, of nog op andere wijze twee der
zes waarden gelijk kunnen worden,

= % geeft d=X1,

Bepaling 1. Als (PORS)=-1, hcten de puntenparen PQ ¢n RS harmonisch.
De zes waarden ?ign nu =1,-1,2,%,2,5%.

-~

d= 1z geeft d=t * V13, d=1-d geeft d=h.

De zes waarden zijn dreie aan drie gelijk., Bilj refle punten kan dit nilet
voorkoman,

Qe —q&l gt,ef”b d:—'}; — 'Z V) -3.

d= g2r geeft d=0 of d=2.

Bepaling 2. Een volledige vicrhoek bestaat ult vier punten, waarvan
geen drie op ecen 1ijn liggen, met hun zes verbindingslijnen. De drie
snijpunten van overstaande zijden heten diagonaalpunten, de drile ver-
bindingslijnen van dlagonaalpunten heten diagonalen,

Stelling 1. Twee diagonalen van cen
volledige vierhock liggen harmonisch
met de twee zijden door hetzelfde
diagonaalpunt,
Bewlis., Te bewijzen 1s:

(2P,QR,QA,QD) = -1, of (SRAD)=-1,
Projecteer uit P op CB en terug uit
Q op AD.

P
- d=(SRAD)=(TRBC )= {snng)m .
ﬁ#ﬁ, want S¥R en A#D, dus A==,
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§40. Poolverwantschap bij kegelsneden,
De vergelijking van cen kegelsnede 8 op drichockscolrdinaten
luidt:

2 2 2
(1) g(x)a;aooxo 804K, T4 50X, TH28, 5K Ko H28 X X428 X X =0

01701
of % 5 a5 X %=0. (ag=a,,).
» k-

De snijpunten van y met de 1ign PQ(xia'kp1+/Aqi) volgun uit
Tag (dpg+pmra ) ( Aoy +pq, )=0.

2 2
AT Toagy PyP2AMI— 2y, Dy M7 84,049,=0.

(2) 22r(p) + 22 pf(p;a) +Mr(q)=0.

yym, of L YT, of
2 Pi‘éa"-z q:t;'{);-

Zijn S1 en S, dc snijpunten van PQ met , dan 1is S1s }1P+)uﬂQ,

1. 2 A . _
Sy= 22 P+M,Q, waarin YT de wortcls van (2) zijn, 8,5, is harmo

Hicrin is f(p;q)= Z::aikpiqk=

1°2
nisch met PQ, a1e M2 =“-1, dus =L +=2 = 0, dus f(p;q)=0.
A 2 A A2

Bepaling 1. P ¢n Q heten poolverwant t.o.v. y , als f(p;a)=0.

Stelling 1. Zijn P e¢n Q verschillend en snijdt PQ de kegelsnede J in
twee verschillende punten S1 en Sg, dan zijn P e¢n Q dan en slechts dan
poolverwant, als PQ harmonisch is met SWSE‘

Stelling 2. D¢ meetkundige plaats van de punten, dle poolverwant zijn
met P, is de rcchte 1ijn f(p;x)=0.

Bepaling 2. Deze rechte 1ign heet de poollijn van P.

Stelling 3. Ligt Q op d¢ poollijn van P, dan ligt P op de¢ poollijn van
Q.

Bewijs. Dit volgt uit f(q;p)=f(p;a).

‘Stelling 4, Ligt P op a’, dan is de¢ poollijn van P tevens de raaklijn
in P aan J .

Bewijs. Als P op jy ligt, 1s in (2) f(p)=0. Ecn wortel van (2) is dus
M=0. Er is een tweede wortel M=0, als f(p;q)=0. Dit is dus dc voor-
waarde, opdat @ op du raaklijn in P ligt., De vergelijking van de raak-
1lijn is dus f(p;x)=0.
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§ 44, Toepassing.n van dc pooltheorie,

I. PQ is ecn raaklijn nan ¥ als de wortels van (2) gelijk zijn, dus
als o ‘
(“(p;a) - £(p) £(q) = 0.

De vergelijking o
f(p;x) - {p) f(x) =0

stelt dus de belide raaklijnen uit P aan 5 voor,

II, Leat P ecn punt zijn, dat niet op B ligt, p de poollijn van P; Q
gen punt op p, maar niet op Y - De poollijn g van Q gaat door P en
snijdt p in R. Drichoek PQR hceft de eigenschap, dat ilederc zijde de
poollijn is van het overstaande hoekpunt. Een dergelijke driehoek heet
ecn pooldrichock van 5 .

Is de coBrdinatendrickhcek een pooldriehoek, dan heeft de verge-

1ijking van y de vorm .
2y oa.x,° e

11%4 T pp Xp = 0.

F00%0

IIT. De poollijgn van €en oneigenlijk punt A gaat door de middens van
alle koorden, dic J afsnijd: op koorden door A, en door de raakpunten
van de raaklijnen ult A. Dezoe koorden en raaklijnen zidn evenwljdig.
De poollijn van A hcet de¢ boegevocgde middellijn van de richting, door
A bepaald.

Alle middellijnen gaan door een punt, namelijk de pool M van de
onelgenlijke rechte 1,

Geval 1. 1 raaki niet a2an 5 . Dan 18 M een elgenlijk punt, het middel-
punt van g - Alle middellinen gaan door M. Y heet cen middelpunts-
kegelsnede,

Geval 2. 1 raaki aan Y- Dan is M cen onecigenlijk punt, namelljk het
raakpunt van 1 met i - Alle middellijnoen ziin evenwi jdig. ! is een
parabool,

Middelpuntskegelsneden. Laat M he: middelpunti van 3 Zijny A een on-

elgenlijk punty a de toegevoepgde middellijn, behorende blj de 1liljnen
door A}B hel oncigenlijke punt van a. MAB 1s een pooldriehock van g -
MA en MB zijn toegoevoegde middelllgnen van H s, MA deelt de koorden, die
evenwl jdig zijn met MB, middendoor; MB deelt de koorden, dic cvenwij-
dig zijn met MA, middendoor.

Kiest men MA e¢n MB als coBrdinatenasscn (scheefhoekig cobrdinaten-
stelsel), dan wordt de vergelijking van y :

8K e K 2 ‘1
Aq%q FapX, =1

De apsenvergelljking is hiervan een bijzonder geval,

Wij bepalen nu de betrekking tussen de richtingscoefficienten van
toegevoegde middellijnen bilj ellips en hyperbool op hun eenvoudigste
vergelljking bij cartesische colrdinaten:
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2 2
X 2.2 2. 2 2.2 2
Ellips. ;g + %E =1 of b X, +a Xy -2 b X, =0,

Middellijn y=mx met oneigenlijk punt A(0,1,m).
2
. .l 2 . b
Poollijn van A: b X4 + 2 mxggo, of y= - 52; X.
Richtingscocfficicnt m's= - ﬁ%— .
am

2
b
(’\) mm'z-—?.

2 2
X y 2, 2 2,2 2,2 2

Hyperbool. - = 1, of b"x,"-a"x,"-2°"0"x _"=0,
a? bE ’ 1 2 o)

Evenals bij de ellips vindt men: Zijn m en m' de richtingscoeffi-
clenten van toegevoecgde middellijnen, dan is

[ b2
(2) mm = 7z

Parabool. Allc middellijnen zijn evenwijdig. De as is een van de mid-

delli jnen, 5 o
vy~ = 2px of 2pxox1-x2 =0,

Stelsel evenwijdige koorden y=mx+q, met oneigenlijk punt A(0,1,m).

Poollijn van A: pxo—mx2=o, of y= % .

Ontaarde kegelsneden,

Laat ¥ ontaard zijn in 1 ¢n m, die elkaar in S snijden. Kies de
cobrdinatendrichoek zo, dat de vergelijking van J wordt x1x2a0; dan is
8=(1,0,0). De poollijn van P(po,pq,pe) 18 piX,+p,%,=0, dus gaat door S.
S is poolverwant met iedcr punt. Van lcdere pooldriehock is S ecn hoek-
punt., Is Y ontaard in twee in 1 samenvallende lijnen, dan kie;en wi]
het cofrdinatenstelsel zo, dat de vergelijking van ¥ wordt X5 =0.

De poollijn van P(po,pq,pe) is pyX,=0, dus valt met 1 samen. Ligt
P op 1, dan is P poolverwant met ieder punt. Van iedere pooldrichoek
liggen twee hockpunten op 1.

342, Bundels kegelsneden,

Laat y en § twee kegelsneden zijn, die elkaar in vier punten, A,B,C,D
snijden; en laat de vergelijkingen van y en § zijn £(x)=0 en g(x)=0.
De vergelijking

(3) AC(x) + pg(x) =0

stelt voor alle waarden van X en m (nict beide 0) een kegelsnede voor,
die door A,B,C,D gaat. Omgekeerd wordt ledere kegelsnede door A,B,C,D
‘voorgesteld door een vergelijking van de vorm (3).

Bewijs. Laat ¢ een kegelsnede zijn door A,B,C,D. Kies P op ¢ . Bepaal
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24 €0 m, 2o, dat de kegelsnedu )qf(x)+,u1g(x)mo door P gaat. Daar
deze kegelsnede vijf punten met & gemeen heeft, valt z1J met & samen,
Bepaling. Zijn f(x)=0 e¢n g(x)=0 twee verschillende kegulsneden, dan
vormen alle kKegelsneden, voorgesteld door vergelljkingen van de vorm
(3) een kegelsnedenbundel,

Opmerking. Deze bupaling 1s ook brulkboar in het geval, dat de kegel-
sneden geen vier verschillende punten gemeen hebben, bijv, als zlj el-
kaar raken, In het geval, dat de vier snijpunten A,B,C,D van y &n §
verschillend zijn, bevat de bundel drie ontaarde kegelsneden, namelljk
de paren overstaande zljden van de volledige vierhock ABCD,

Stelling. Zijn P,Q,R de dubbelpunten van de ontaarde kegelsneden uit
een bundel met vicr basispunten, dan is PQR een pooldriehoek van icdere
kegelsnede uit de bundel.

Bewijs.(zle de figuur biy §39, stelling 1, blz.52),

Volgens $ 39, st.1, is (RSAD)=-1, dus R ¢n S zijn poolverwant t,o,v.
iedere kegelsnede door A ¢n D,

Evenzo is (RTBC)=-1, dus R ¢n T zijn poolverwant t,o,v, icdere kcgcl-
snede door B en C,

PQ(=ST) is dus de¢ poollijn van R t.o.v. iedere kegelsncde door A,B,C,D.
Evenzo bewijst men, dat RQ de poollijn van P is en dat RP de poollijn
van Q 1is.

Kiest men PQR als cobrdinatendrichock, dan wordt de vergelljking van
de bundel:

2 2 2
() |« }aoo+ﬁ‘boe)xo +( 2 ﬁqq+}¢bq1)xq +(}3322tpr22)x2 =0,

Ik beschouw nog enkele bijzondere gevallen,

I. y &n é raken clkaar in cen punt en hebben nog twee verschillende
punten gemeen., Kies AQ in net raakpunt en Aq:Ag in de snijpunten, Do
vergell jking van Y luidt dan

8oqXoXq T ag0X Xp + A 0% %y = O,

De raaklijn in OO is a01x1+aogx2=0.
Kiezen wlj het cenheidspunt op deze raaklijn, dan wordt haar verge-
lijking xq~xg=0, dus a,o==2

aan(xuxﬂ—xmx2)+a12qu2:0.

O1,Du vergell jking van Y is nu

BEvenzo luidt dic van § B4 (X X=X Kp ) 4D X 1 X5=0.
De vergelijking van de bundel 1s dus:
(5) kxﬁ(anxe) + M X, x5=0.,
De ontaparde kegelsneden ult de bundel zijn:
| xm{xqwxg)mﬁ en X,Xx,=0,
Evr is geen gemeenschappelijke pooldriehoek,
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II. De kegelsneden raken elkaar in twee punten., Kies deze als AO en A’l’
en kies A2 in het snijpunt van de gemeenschappelijke raaklijnen in.Ao
en A,. De vergelljkingen van y en & worden:

2 2

QaO,IXOX/| T 850X, =0, 2boqxoxq + b22 5 =0,
dus de bundelvergelijking is
2
(6) 2% %, + x,” = 0.

Ontaardingen: X ¥q = 0 en de dubbellijn x22=0.
Er zijn onelndig vcel gemeenschappelljke pooldriehoeken.

IITI. Drie snijpunten van y en & vallen samen. Kies AO in het raakpunt ,
A,l in het snijpunt, ¢n breng daarna, als onder II, de vergelijking van

y op de vorm 2 a__X xq+a22x22—0 KibS bovendien het eenheldspunt op A

o1
zodat de vergelijking wordt I ~O

De vergelijking van & is 2boqxox1+2bqu1x2+b22 5"=0. Door eliminatic
van X, vindt men

2

3 -
2b X7 +(2b 4 +bsn )% x5 7=0.
Drie snijpunten vallen in AO samen, als 2b 1+b22=0.
A 37 9 3 i a 2 —
De vergelijking van d is dus Qbﬁg 4 2+2b 1(xox1~x2 )=0.

De bundelvergelijking luidt dus:
2

(7) 23 x,%, +‘/L(XOX1—X2 ) = 0.

Er is slechts c¢en ontaarding x1x2=0, en geen gemeenschappelijke pool-

driehoek,

De kegelsnede ¥ «n de osculatiecirkel aan Y in een punt P van X , be—

horen tot een bundel van deze soort.



