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Algebra
door

Dr H.J.A-Duparcs

§1. Permutaties en combinatiese.

Onder een perimmtatie van een amntal elementen ByyeessBy wordt
verstaan de in een of andere volgorde genomen verzameling dezer ele—
menten.

Zo bezitten de elementen aqs8, de volgende twee permutaties:

848, €N 25234, Het valt niet moeilijk na te gaan hoeveel permutaties
een verzameling van n elementen bezit, welk aantal wij met P? zullen
aangeven. Gaan wij de n elemecnten rangschikken, dan kan op de eerste
plaats elk der n elementen staan en is eenmaal een keuze voor het ele=-
ment op de eerste plaats gedaan, dan kunnen de overige n-1 elementen
nog over alle vorige n-1 plaatsen worden gepermteerd. Bijgevolg is

* o= nPn—1, waaruit wegens P1 = 1 onmiddellijk volgt 2l n!, waar-
bij met n! wordt bedoeld het getal 1.2...n. Voor n=2 hadden wij dit
resultaat hicrboven al gevonden.

Op allerlei plaatsen in de wiskunde , de kansrekening en de sta-
tistiek en ook in dc¢ practijk spcclt het begrip permutatie een be-
langrijke rol. Dit gcldt trouwens ook voor de hierna te bespreken
begrippen combinatie en variatie.

Wij geven enkelc voorbeclden. Zij gevraagd de som van alle ge-
tallen van 5 cijfers, waarin elk der cijfers 1,3,5,7 en 9 precies één
keer voorkomt. Ondcr deze getallen zijn er JPAr stuks waarbij het cijfer
1 op de voorste plaats staat, even zovele waarbij dit cijfer op de
volgende plaats staat, enz. dus dg¢ bijdrage van het cijfer 1 in de
som der getallen is P4 x 11111 = 24 x 11111+ Op analoge wijze vindt
men voor de bijdrage van het cijfer 3 in de gezochte som de waarde
P4 x 33333 enz. De waarde der gezochte som is dus.

24 x 11111 x (1+3+5+7+9) = 6666600,
Opg.1. Een gezelschap van 9 volwassen personen spreekt af iedere\ﬁag
te dincren aan een ronde tafel en daarbij steeds weer op een ande%g‘

wijze ( dat is op een wijze waarbij niet ieder dezelfde twee buren \\\\

|
A

heeft als bij een vorige maaltijd) aan te zitten. Hoe oud is de jong
ste van het gezelschap op de dag van de laatst mogelijke maaltijd ten
minste? '

Thans bespreken wij het begrip variatie. Een variatie van k uit
elementen is een keuze van k elementen uit de groep van n elementen.
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Het aantal mogelijke dergelijke variaties geeft men aan met Vﬁ. Wij
leiden een formule af voor VE.

Voor het eerste eclement der variatie van k uit de n elementen
zijn n mogelijkheden, terwijl bij een eenmaal gedane keuze voor de
overige k-1 elementen nog alle variaties van k-1 ult n~1 elcementen
kunnen worden genomen. Bijgevolg is

_ n-1
U =0Ty,
waarult wegens V? = h door volledige inductie volgt
n!
V{{l = 1’1(1’1-—-1)\,.. (n—k+1) = m" »
Voor k=n vinden wij het vorige resultaat P o= V? = n! terug.

Opg.2. Hoeveel getallen van 4 ongelijke cijfers zijn er? Bepaal ook
hun som.

Opg.3. Hoeveel getallen onder de 10.000 bestaan er waarin geen zelfde
cijfer tweemaal of vaker optreedt?

Onder een combinatie van k uit n elementen verstaat men een groep
van k elementen genomen uit de n elementen waarbij het van geen be-
lang is in welke volgorde die k elementen genomen worden. Het aantal
combinaties van k ult n elementen geeft men aan met CE. Wenst men
wel op de volgorde te letten, dan dient men nog achteraf alle permu-
taties van iledere combinatie van k tc beschouwen (welk aantal Pk = k!
is), waarna men weer alle variaties vindt. Bijgevolg is

n o _ n o n!
Pka = Vi, dus k! Q) = T
dus

ot - ___nl 3 (n)

kK~ k(n-k)! = \k/-
Opg. 4. Hoeveel diagonalen bezit een vlakke n~hoek?
Opg. 5. Hoeveel verschillende bridgec spelen zijn er?

. n+l1_ n n
Opg. 6. Bewijs Ck = Cp + Ck~1’

- n n
Opge T« Bewijs Ck = Cn~k

De getallen OE :(ﬁ) noemt men ook wel binomiaalco&fficiénten, dit in
verband met het feit dat de volgende formule (binomiaalformule van
Newton) geldt
n e n_k, n-k
(a+b)™ = %z: Cra™b .
=0

Wij geven van deze formule twee bewijzen. Het eerste maakt gebruik
van het hierboven ingevoerde begrip '"combinatie'" en van de elementaire
eligenschappen van vermenigvuldiging.
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De laatste leren ons direct dat (a+b)n cen som is van termen a,
an_1b, an'zbg,...,bn, waarvan cchter de co¥ffici¥nten nog nader moe-
ten worden bepaald. lMen verkrijgt ecn term akbn_k door bij k der n
factoren a+b dic in (a+b)n optreden de termen a te vermenigvuldigen
en bij de overige n-k de termen b tc kiezen. Zoals wij boven zagen
kan dit op Ci wijzen geschicden, waarmec de formule bewezen is.

Men ken het gevonden reosultaat ook door volledige inductie bewij-
zen. Wegens COO = 1 is zij juist voor n = o. Onderstellen wij haar
recds bewezer voor zekere gehele n 2 o, dan vindt men voor n+1

n

(a0) ™1 = (asD)(as®) = (a42) 2 (DPenh
=§(i) SPtlyn-h é—b (g)ahbn+1~h
= ;ﬁ; 2_1) ghpnt1-h Z—:;O @) Jhpnt1-h
= Z:: {2 = (D)} alptt1h o r{ié (Pr1) aPent 1o,

waarmede de formule voor n+1 is gevonden.
Opg. 8. Bewijs dat (a+b)7—a7-b7 voor gehele a en b deelbaar is door
Te

Wij kunnen nu ook een formule afleiden voor (a+b+c)n. Men heeft ...

(a+b+e)? = {a+(b+c)} oo

n
| h n-h
= 7 “-r('—’Trn a (b+c)
h:O h- n"‘h .
n g n-~h
n! h n-h)! .k n~h-k
= wmmwT 8 L x oo
h=o0 k=0
n n-h :
! k n-h-k
= Z: z: ?‘.'nv . ¥ ahb C
=5 = h.x!(n-h~k)!
_ Zn—_ n! . _hkm
h,k,m:o h’k'mb
h+k+m=n

Zo vindt men b.v.

(a+b+c)3 = a3+b3+03+3a2b+3ab2+3a2c+3302+3b2c+3b02+6abc.

Hier hecft men voor (h,k,m) slechts mogelijk de getallencombinaties
(0,0,3), (0,3,0), (3,0,0,), (2,1,0), (1,2,0), (2,0,1), (2,1,0),
0,2,1), (0,1,2), (?,1,1). Bij elk dier combinatics moet de betreffen-
de cofficiint pfyymr efzonderlijk worden berekend. Er zijn echter
termen die analoog gebouwd zijn, n.l. de ecerste 3 en ook de daarop vol-
gende 6.
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Hier zijn de diverse waarden van h,k,m door permutatic uit elkaar te
vinden. Men schrijft wel eens kortweg
(a+b+c)3 = Y ad3 Za2b+6abc,
waarbij de 2Z -tekens nu betrekking hebben op een aantal analoog ge-
bouwde termen.
Opgs 9. Schrijf de ontwikkeling ncer van (a+btc+d)"
Opg. 10.Bewijs
n n nl h1 h2 hp
(a +s6et+3 ) = Z i T i a a .o @20 Q) °
1 P _ h,lhyteoh 91 2 P
h h2,...,h =0 172 D
'h fh +,..+h§ =

Opg. 11. Bepaal de coéfficiént vgn x4 in de ontwikkeling van (1+x+x2)3
Opg. 12. Bewijs Zz: ( ) ot 7 (—)n(n)=
h=0 h=o0 h

Wij geven nog een toepassing. Berckent men (1+X)a+b = (1+x) (1+xjb

op twee wijzen dan vindt men, allcreerst

(1+x)a+b = %%% (a;b) %
n=o0
en verder

(1+x)a(1+x)b

il

a b
7 (%) = = (E)xb

h=o0 k=0
_ 2 D ay\ (b a+b
= %;% g;% (5) () =7

Om nu de coéfficiént van x in het laatste 1id te vinden moet me:.
a en b zo kiezen, dat a+b= n is. Dan vindt men (mits zowel a als b
niet groter is dan n) voor die codfficiént de waarde
n
Z a by Z a b
£ () &= Z @) G-
h+k=n

en wij krijgen voor n 2 a en nzb, de formule

3= Z (%) Guln

Opgs 13. Bewijs %i% (2) 2 - (ﬁn).

Opg._ 14. TUitgaande van (1-x)%(1+x)® = (1—X2)a

bewijze men
Z ") E) =R
h,k =z o
h+k = 2n

en leide daaruit af on

a (__)h (2;11)2: (-)B (Zn) .

h=o0 n
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Jpg._ 15. Bewijs

e

Opg. 16. Bewijs me? volledige inductie voor n>a
n-1
: h

Z%: <a) = a21> *
Opgi 17. Bewijs 7?: n(y) = n.on b,
L

Opg._ 18. Bewijs

gi% (£> (ﬁ) = (E) on-k

Tenslotte beschouwen wij het begrip permutatie nog wat nader.

Wij permuteren een aantal elementen a1,..;,an en letten er blj een per-
mitatie ak1’"”5akn dezer elementen op hoe vaak twee elementen uit die
permutatie een inversie vormen d.wez. hoe vaak een element met een ho-
gere indes voorefgaat aan cen met een lagere index. Zo bevat de permu-
tatie a1a3a53234 juist drie inversiesa.

Men noemt een permutatie even als zi] een even aantal inversics
bevat, oneven als zi]j er een oneven aantal bevat. De bovengenoemde
vermutatie is dus oneven-

Thians bewiljzen wij de
Stelling-. Alc men in een permutatie twee elementen verwisselt, ver-
andert haar pariteit (dat is het even of oneven zijn).

Beschcuw vorr let bewijs ecn permutatie 2y peee g8y 9 waarin de
twee elementen 8y en A, worden verwisseld. OA te ondBrzoeken hoe
hierdoor het aantcl inviisics zich heeft gewijzigd is het voldoende
de elementen a,ia ﬁ+1°‘”aK. 1ak te beschouwen want ten aanzien van

174 G~

J
Ze overige elemcrien is de positie van a  en a, niet veranderd.
1 J

Stel nu dat &, met s der tussen 2y en ap gelegen elementen een
.L-' i .
inversie vormde en met de overige j-i~1-s elementen geen. Dan vormt
na de ruiling A, juist met Jj-i-1-s van die tussenliggende elementen
Sl
ecn inversic en met de overige s geen. Het aantal inversies dat 2y
i
met die tusscrnliggende elementen maakt, is dus gewijzigd met een
bedrag j-i-l-s-s~ = j-i-1-2g. Laat cvenzo cerst t der elementen tussen
2, en a,  een inversie met 2 hebben gevormd en Jj-i-1-t dus geen.
5 . .
Na de ruiling zijn deze aantallen dan resp. j-i-1-t en t, zodat de toe~
neme van het santal inversgies j~i-1-2t bedraagt. Bedenken wij dat door
de ruiling het aantal inversies tussen I zelf van O of1-o0p 1
of O is gecgaan, dan bedraagi de totale wiﬁzigingavan het aantal inver
sics door het ruilen van a, en a, dus j-i-1-2s+j-~i~-1-2tx1 =

ki kj
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= 2(j=i-1-s=t)+1, en dit is em.ceven bedrag, waarmede de stelling be-
wezen 1is.

Deze stelling geeft soms een gemakkelijk middel om de pariteit
van een permutatie te bepalen. Beschouw b.v. de permutatie a1a3a5a2a4«
Ruilt men eerst 25 me’d 2y dan 8y met ag en dan ay, met 259 dan krijgt
men na deze drie ruilingen de even permutatie 8485838 85, zodat de
oorspronkelijke pcrmutatie oneven was.

Opg. 19. De permutatie ak1"°akn is even als het product j7z~i(kjﬂxi/
positief is en oneven als dat product negatief is.

Opg. 20. Er zijn evenveel even als oneven permutaties van n elementen:
indien nz 2 is.
Blijkens opgave 17 zijn er dus #n! even en Zn! oneven permutaties-

§ 2. Determinantens (Grondeigenschappon)

Wenst men de vergelijkingen

ax + by = ¢
(1) {
xXX + By = ¥

op te lossen, dan vindt men door de gebruikeliljke methode van optelle:n
en aftrekken

x = PBCTby . o _J8-Coc
T pa-bx Py o= pa—box ’

mits pBa - bwx £ 0 is. De uitdrukking pa - b speelt blijkbaar
een belangrijke rol bij het stelsel (1).
Wenst men het stelsel
ax + by + cz = d

Il
=%

(2) *X + By + Y2

AX + By + Cz D
on te lossen, dan kan men weecr zijn toevlucht nemen tot de methode van

1

optcllen en aftrekken en vindt o.a.

(3) « - 8p8C-dBy + §Bc- 30C+Dby -Dpc
T apCl-aBy + «Bc- abC+Aby =~Apc

De noemer van deze breuk is voor het stelsel (2) van dezelfde beteke-
nis als de vorm pa-box  voor het stclsel (1), Tevens merken we op,

dat zowel bij de oplossing x van stelsel (1) als bij die van stelsel
(2) de teller een analoge structuur hceft als de noemer. Voor uitdruk-
kingen als deze gaan wij nu een andere schrijfwijze invoeren.

Beperken wij ons eerst tot het stelsel (1), dan schrijven we de
gevonden waarden van X en y eenvoudiger door het symbool IE %l in te
voeren. Dit noemen wij een determinant van de tweede orde.
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Ve kennen er de waarde ps -~ gr aan toe, zodat de oplossingen van stcl
sel (1) luiden '

¢c b ' a ¢
l? ﬁ‘ |0L Xl

* = la""ﬁa“ ;¥ E la‘”g" '
o« /3: o /5

Voor de voor (1) belangrijke uitdrukking ag - bx hebben we dw
nu de schrijfwijzc ti 2‘ ingevocerd.

a b ¢
Op analoge wijze vocren wij in het symbool x B ¥ y Waarva
A B C

de betekenis is de uitdrukking, dic in nocmer van (3) staat. Bijgeolg
is de oplossing x van het stelsel (2) te schrijven in de gedaante

d b c a b c
X = J /B T : & A3 T .
D B C A B C

De nieuw ingevoerde symbolen noemen wij determinanten. Wij gerven
- . - - c .
thans algemeen de definitie van determinant van de n° orde. Hicrcnder
verstaan wili] het symbool

814 810 = * ° 84y

8.21 a22 ° a 0' a2n

s o080

s kortweg geschreven ]arS[,

D eevoa
0 ecas

a

ni 2n ° ° ° . “nn
bestaande uit n rijen en n kolommen van getallen,dic men de n2 clemen
ten van de determinant nocmt. Aan dit symbool zullen wij een bepaalde
waarde toekennen, zodanig dat dic veor n = 2 en voor n = 3 overeen-—
stemt met de hierboven gegevene. Dic waarde is

Z & 8.15_1 aeig 0, ani_n >
waarbij de som wordt uitgestrekt over alle permutatics 11 12---in der
getallen 1,2,+..,0n, Bij de even pcrmutaties moct het + teken en bij de
oneven permutaties het - teken worden genomen. Daar cr n! permutaties
der getallen 1,2,e.0.,n zijn, bestawct onze som uit n! termen.

Men ken de definitie van determinant ook anders formuleren. Een
determinant van de n® orde heeft een waarde die de som is van n! ter—
men. Elke term is eventucel afgezien van het teken, dat als zoé€ven
wordt bepaald, gelijk aan het product van n elementen der determinant,
waarvan er geen twee in dezelfde rij en ook geen twee in dezelfde ko-
lom staan.
Voorbeeld.
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Er zijn 2! = 2 termen, resp. behorcnde bij de even permutatic 12 on
de oneven permutatic 21 van de getallen 1 en 2. Dus de beschouwde de-
terminant is gelijlk aan 24855 = a12a‘21 analoog aan het hierboven ge-
wenste resultaat. Dit geldt ook voor determinanten van de 3% orae (ga
dit na; vergelijk opg. 1).

Opg. 1. DBercken de waarde van de determinant
G141 12 B3
821 %22 823 ‘
®31 %32 %33 . e
Sarrus gaf cen rcgel aan om direct een determinant van de 37 orde

te berckenen. Hij schreef ne.l. het volgende getallenschema op

891 a12\<fan3 819 P92

a%£::>§g£

g7 egp gy ey a3
en vormde cr de 6 door lijnen aangegeven producten uit. De drie pro-
ducten in de richting aﬂa22a33 krijgen elk het + tcken, de andere
dric het ~ tckene De som der 6 zo gevonden producten is juist de waar -
de van de detcrminant (Regel van Sarrus).
Opge 2. Bercken de waarde van de determinant

8., O 0 0 0
a5 4 a22 0 0 0
a31 a32 333 0 0
89  Byp 843 344 O
851 8gp 853 @54 G55

Opg._ 3. Berecken

a0 ayy 0
0 asp O 2,
ayq O a3y O
0 2 O ey
Opg«_4. DBercken
2 7 6
9 5 1 ("‘360)0
4 3 8

Beschouwt men cen willekeurige term a a Y cuib eontwilk
T4S94 TSy, TSy
keling van de determinant van de n° orde]arsl, dan is het om het te-

ken van deze term te bepalen, nict nodig de factoren zo te rangschikken,



dat de eerste indices resp. 1, 2geeoyll worden. Wij bewijzen n.l. dat
het teken in dezc term gelijk is aan de som van het aantal inversies
van de indices T en het aantal inversies van de¢ indices s. Hicrtoc

verwisselen wij ecns in hct beschouwde product twee factoren a., s, en
]

a . Mierdoor verandert het aantal inversies in de indices r en
Dee e o o
0dk‘in de indices s met een oneven bedrag (verg. de stelling van 81,
blz.5) hun som dus met cen even bedrag. Door nu net zo lang factoren
te verwisselen totdat de volgorde der eerste indices gelijk geworden
igs aan 1,2,..+,0, is de som der aantallen inversies van de indices r
en van de indices s mct ecn even bedrag verand.ord. Daar in het nieuw
opgeschreven product de indices r geen inversies bezitten, 1is dus
het aantal inversics in de indices s (afgezien van een even getal)
gelijk aan de som der aantallen inversics in de indices r en de indi-
ces s in het ocorsvpronkelijk product, zodat deze som het teken bepaalt
van dit product in de berckening van de waardec der determinant.
Voorbeeld: De tern 859 844 B30 813 heeft in de eerste indices de
inversies (2,1), (4,3), (4,1), (3,1) en in de tweede indices de inverw
sics (4,2), (4,3), het totale aantal is dus 6. Zou men de factoren
rangschikken naar de cerste index dan vindt men a13 854 a32 a44, waar-
in de tweede indices de inversies (3,1), (3,2) bezitten, dus een even
aantal minder dan 6.
In cen willekeurige term der uitgewerkte determinant van de n®

_ ) R+S

orde is het teken dus ( , waarin R en S resp. de aamallen inversies

in de indices TigeeesT ©N S geeeS, voorstellen. Het is duidelijt dat

hieruit volgt, dat ecnndeterminant niet van waarde verandert, als

men haar om de hoofddiagonaal (dit is de verbindingsrechte van de ele-
MeNten a,y &ppesea ) laat wentelen (d.w.z. clk twectal elementon

ang €0 A, verwisselt). Immcrs hicrna ontstaat ecn determinant die
allc termen van de oorspronkelijke bevat en wel met cen teken (~)S+R,
dus met hetzelfde teken als de oorspronkeclijke determinant. Zo is dus
li g % gl, Bij wenteling om de hoofddiagonaal blijven de cle—
menten daarvan natuurlijk on hun plaats.

Definitic: Ecn determinant hect symmetrisch als zij door wente-
ling om de¢ hoofddiagonaal in zichzelf overgaat, dus als a = a voor

rs sT
alle combinaties (r,s) met r = 1,2,40.,n €n 8 = 1,2,00.,0. Z0 is dus
F 2} symunetrisch, maar 2

a ]
b Z niet.

Een detcrminant heet schcef symaetrisch als voor elk paar (r,s)

o0 _ L3
geldt Bg &gp

Ong._ 5. Laat zien dat de determinantLg gl in het algcmcen niet
scheef-synnetrisch is.

Opg. 6. Bercken de waard va de scheef-symnetrische determinanten
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| Stelling. Een scheef-symmetrische determinant van oneven orde is nul.

fBewijs; Daar de determinant bij wentelen on de hoofddiagonaal haar

- waarde behoudt, heeft nen voor haar waarde D

“81n

"
1

In de laatste determinant heeft ell:

0

812

a1n

elenent een teken dat tegen-

sesteld is aan dat van het overeenkonstige element in de oorspronke-

1lijke determinant;

is dan gelijk aan de overeekoustige in de oorspronkeli jke,

van n factoren -1,

- . . - v s n
‘c weten echter dat zij gelijz is aan D, dus D=(-)"D. Daar

elk der optredende termen in de laatste

dus de nieuwe deter.inant is gelijk aan

ondersteld was, heeft men D=-0, dus 2D=0, dus D=0.

determinant
afgezien
(-)"D.

n oneven

In het voorgaande hebben wi] gebruik gemaakt van het feit, dat als

men alle eleuenten van een determinant met -1 vermenigvuldigt, de waar-

de der deteruinant

geldt: Vermenigvuldigt

wiet

. n
wordt de waarde ervan met ¢

vermenigvuldigd (bewijs dit).

(-)" wordt vermenigvuldigd. Geheel analoog
men elk eleient van een determinant met c, dan

Opge. 1. Hoe verandert de waarde van een determinant, als uen elk ele-

ment van &én bepaalde rij

0»2. 8. Berelken
0
--a

-b

ba 3b
0 e}
~-2C O

et ¢ verienigvuldigt?

Wij gaan thans na hoe de waarde van eeun deterwinant verandert, als

nen twee rijen verwisselt . Beschouw dus de deterainanten

811

aw

en sz
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Het is dus duidelijit dat een willekeurige tern a ceed_ cesa .-
181 gsp qsq
N van D1 ook in D2 ontrendt en ongekeerd. Het teken dezer terin in
n
D1 is (—)S waarin S het aantal inversies in de indices 31..sp..sq..sn
aangeeft. De Dbeschouwde ter.: treedt ook in D2 op. Tij geven tijdelijk

an,...,aqn aan resp. door bp1""’bpn en ap1,...,apn door bq?""’bqn
Onze term treedt dan in b, on als 3151 "bqsp ..bps1 "ansn . Het aan-
tal inversies hierin is de sou der aantallen inversies in de 1° en 2°
indices. De 1° indices zijn 1,256,071, qy P+lyees,g=T, Dy q+lyee., ™.
dus na 1 ruiling 1,2,«e¢,p=1, D, D+1y,eee,0-1, g, g+1yes.,n. De 2% in-

‘Cec" Zi; e 3 20 e R
dices n s, ,sp__1 mp,SP+1, 18 _q0 sq, Sq+1, »S, en bevatten
dus S inversies. De bescnouwde ter: in D2 wordt dus voorgzien van het

teken (-—)S+1 . Iederec tern in D, is derhalve tegengesteld aan de cor-
responderende ter: in Dq, dus D1 = —DP.
' We vinden dus de meer belangrijke

Stelling: Verwisselt uen twee rijen van een determinant dan verander:®
deze van telen en natuurlijk ool: verwisselt men twee kolommen van eern
determinant, dan verandexrt deze van teken.

Toenassing. Heeft een deteruminant twee gelijke rijen, dan verandert

T s v

die determinant (dus ook de waarde D ervan) niet, als men deze verw:
?

selt. Anderzijds zaat volgens de zojuist gevonden stelling bij die ver -

wisseling de.waarde D over in -u, dus men heeft O = =D, waaruit volst
20 = 0, dus D = 0. Dit levert de

Stelling: Een determinant met twee gelijke rijen (of uet twee gelijke
kolommen) is gelijk aan nul.

Zijn de elementen van een rij cen vast veelvoud a van die van een

*"andere rij van een determinant, dan vindt men dat de ocorspronkelijke

determinant een a keer zo grote waarde krijgt, als in dic andere rij
alle elementen met a worden vermenigvuldigd. Dan ontstaat echter een
determinant met twee gelije rijen, die volzens het bovenstaande nul
De oorsnronkelijke determninant is dus ook nmul. (Geldt het resultaat
ook als a = 0 is?).

b de
4

Dit resultaat is nog iets anders te formuleren:
Stelling. Heeft een determinant twee evenredige rijen (of twee even.c
dige kolommen), dan is haar waarde nul.

Toepassing.
3 4 6 T
8 2 3 = 0 !_1 1 , =0 .
4 6 9

Elk element van een deteriiinant treedt in de eerste graad op in

”;uitdrukking, die de waarde van de deteruinant aangeeft. Van deze op-

-

v

[
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merking zullannev@%cheidene keren gebruik maken. Allereerst blijkt
hieruit dat geldt

o [} ° ° » ' a ° L ] : a
&19 81n - 811 &1n 11 1n
° ° L] o L) o L ] o o ® ° ° L] * » L] L] [ ) L] ® °
® -+ 1 = ® o + b L'} b
ar1+br1' * @ Prn 8pr1 ° @rn r1 *° iags)
] . . [y ° e o ) a ° ? o 3 [y L] ° e [ ® ° [ ] ° <
° ° ° ] - a
&n1 * &nn 81 * @nn 1 * * “nn

Gevolg: Telt men bij een rij van cen determinant een veelvoud van een
andere rij op, dan blijft de waarde ongewijzigde. Tmmners men heeft

a..].1 [ L] a2 ca1n 8.11 L] ® ° a,,]n 8.11 L ] L ] L] a.]n
L] ° e L] L] ° ° - 1 ] ® e L3 » [} '] [') [ ] ® L] L] L4 o
o = o« . + t ta
By M8 1 arnTtasn‘ 8rq * 8 Ggqe * sn
° ° - ° . ° 0 e ° s [} ° e » ° s ° 8 & @ e 6 ° o
L] L] L] L) [ ] 1 ] L3 a
@n1 8nn an1 ‘ *8nn @1 * * “nn

In de laatste determinant luidt de r° rij tasq...tasn, welke even-—

redig is met de elementen van de s® rij B qpeeed dus de laatste de-

sn?
terminant i1s nul, waaruit de bewering volgt,.
Toepassing. Verifieer elk der volgende gelljktekens bij de berekening

van de determinant

7 4 5
2 3 8
4 6 1
len heeft
7T 4 5 7T 4 5 7 =63 5 -6% 7T 5
2 3 81 =12 3 8 (=2 0 8 |= 0 2 8
6 1 0 0 =15 1|0 0 =15 0 0 =15

= - (=6.)e24(=15)= ~1554

bZo kan men bv. de determinant
2

a a 1
D= |b° b 1
02 c 1

als volgt herleiden
2 .2
a -b

a~b O a+b 1 O a+b 1 0
D= 2 b 1| =(a=b) | B2 b 4|=(a~b) [b2=cZ b—e O
o2 c 1 02 c 1 02 c 1|
atb 1 O a-c 0 O
=(a-b)(b~c) bre 1 0| = (a=b)(b-c) bte¢ 1 O
2 2
.C c 1 ¢] c 1

= (a~b)(b-c)(a-c).
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Op analoge wijze vindt men

a4a3a2a 1

p4o3py 1

ctedcle 1 = (a-b)(a-c)(a~d)(a~e)(b~c)(b-d)(b-c)
a*a3aa 1 (c-d)(c-e) (d-e).
e4e3@2e 1 (Van der Monde).

Opg. 9. Bewijs

1 2 3
0 1 2 =0
-1 0 1
Opg. 10. Bereken
3 4 5 2
1 0 0 1 (=11)
1 1 7 1
2 1 -4 2
Opg. 11. Begeken
2 b } . (a+b+e){a-b)(a-c)(b-c).
C.‘.3 c 1

Opge. 12. Bereken
0 2 3 -4
-2 0 -1 5 .
-3 1 0 6
4 -5 =6 0

Opg. 13. Bereken de determinanten
a b D b

a b c 1 a be

° 2 E ° ' c en 1 b ca

E E a E c a 1 e abl
b b b a

Opg. 14. ©Los x op uit de vergelijking

a+x b c d

a b+x c d =0

a b c+X d

a b c d+x

Opge 15+ Los x op uit

D P X
q x q =0
1 11

Zoals wij rceds eerder opmerkten, treedt in de waarde der deter-



. al 14.

8 s v 08l
ninant Al . n het element 844 lineair ops. Alle termen, die 244

&n1 &nn

bevatten zijn van de gedaante

L
nrn

R
(~) 891 a2r2 sred
waarin R het aantal inversics is dat optreedt in de rij 1, r2, r3,...,3§1
dus in de rij ro,rB,e..,rn.Merken wij op dat de som van de termen
R o
(=)" ap,

a cesl juist gelijk ig aan
> 3r3 nr,

Boo * * * Bpp
8o o e Bl '
dor zien wij dat de factor van a9 juist die determinant is, die men
krijgt door in de oorspronkelijke determinant de eerste rij en de
ecrste kolom te schrappen.
} Schrapt men in een determinant&ars\ van de n® orde de pe rij en qe
kolom, dan ontstaat een nieuwe determinant van de (n——‘l)e orde, die
men de onderdeterminant nocemt van het element a__» Wij schrijven hier-
voor mp « Wij vonden dus boven dat de Ffactor van het element 8,4 in de
ontwikleling van de determinant&arsl juist gelijk is aan my g
Wenst men de factor te vinden, waarmee een willekeurig element
a in de ontwikkeling vangar8

bg
achicrcenvolgens met de (p=-1)

| optreedt, dan gaan wij eerst de pe ri
, (p=2)%,...,2%,1% rij verwisselen en
dasrna de g° kolom achtercenvolgens met de (g-1)%, (g-2)%,...,2°%, 1¢
kolom. E? ontstaat dan een detecrminant, die (--)P+q maal zo groot is

als de oorspronkelijke determinant.De nieuwe determinant heeft de
gedaante

a a sses & a ece 8
b | “pq 1q 2q p-1,q p+1sq nq
%p1 %11 %21 "tt Bpet,1 Bpat,1 ottt %
a

Dy9-1 F,9-1 %2,q-1 "7 Fp-t,q-1 Bpri,q-1 *** Bn,q-1
Jpaq+1 a1’q+1 a29Q+1 Tt aP‘1rq+1 aP+1’q+1 e an1q+1 !

< ° L3 e ° @ ® s @ L] ° » ® o » L] L] ° ® e ° 3 ° L] @ L] ° L}

Son %1n @on **t 851,n Gb+1,n 7 %nn

115 hicrin is op grond van het receds afgeleide resultaat de factor van
apq Juist gelijk aan de onderdeterminant m__ van het element a__ in &
oorsvronkoelijke deverminant § in de oorspronkelijke determinant zelve is

focffﬁcien% Tan apq dus gelijk aan (-—)p+q m_ e Wé zullen de Ffactor
'»\Q+qmﬂq voortaan aanduiden mct qu. Het getal A__ nocmt men de minor
van het element ap .

Wenst men de determinant larsi te berekencen, dan merke men op dat in
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LS

elke term precics één clcment van de p0 rij optreedt. Dus men heeft

[a = ap1f1 + aprZ + 2ea + a__*t

mn!
terwijl wij nmu weten dat f1 = AT)1, f2 = AP2, e e . 'f

I‘Sl

A

n pn? dus

}

[arsl = ap1Ap1 + apzAp2 + o s o + apnApn = é; avapv'

Men nocmt dit laatste resultaat de ontwikkeling van de determinant,larsl

naar de elementen van de p°© rije
Tocpassinge.
2:? 23ﬁ {4 5l8l35 Ol3 4}
= a A 10 - [ + e
) 8 0 '9:“ 3p73p 6 7 2 7 2 6
= -2 - 88 = - 90,
4 5 6 7 -11 5 6 17
2134*-1136‘1"435:“120:
-3_.4 7 -3 -5
iji\\i¢,5 -3 1 4 7 = ,
-3% + 22X .33
-27 ~49
== (=1) = 257 - 245 = 52,
-5 -11

Opge 15+ Bereken de determinant

2]
L S
2

2 1 3.
303

#ij vonden bierboven dat voor dc waarde A van de determinantlars[gelu

n
A =7 Brpbyy *
n=1
ij kunnen nu ook direct de waarde bepalen van de som die men krijgt
als men de elementen van ecen rij met de minoren van een andere rij ver-
menigvuldigt en dic producten optelte.

. n . -
Imacrs men vindt dan £§1athrm ¢n deze som is gelijk aan
&899 ot 8y
8t,1 ° ° * Bg.n
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In de laatste detcrminant zijn de r® en t° rij gelijk, dus dszc is
nul. Men heeft dus
n {.A, als t =r
a —
Z 2t Arn 0, als t#r

m=1

Van dit resultaat zullen we later nog vaak gebruik makene.
Soms is een determinant van bepaalde orde gemakkelijk te berekenen

door deze over te vocren in een determinant van hogere orde, b.v.
) b
a+X b+2x c+3x 1 a b ¢ ! & ¢

D =|ary b2y c+dy| = 0 a+x b+2x c+#3x| _|-1 x 2x 3x
a+z b+2z c+3z O a+y b+2y c+3y -ty 2y
0 a+z Db+2z c+3% -1 =z 2z 3z

en de laatste determinant blijkt bij ontwikkeling naar de elenenten van
de cer-te rij dc waarde nul tc bezitten. Men noemt het verhogen van de
orde van een determinant door toevoegen van nieuwe rijen en kolommen L:
randen van cen determinante

Ong. 16 Bewijs

ac-—b2 bd-e2

2

il
bd-c ce-4"

I

fe]
o o ©
o0 U
o o 0

®

Oo2._17. Beschouw een determinant larslvan de 3° orde.

Ayp App

Bercken de waarde van

*®

Apq oo

Opg._ 18. Bercken de waarde van de determinant

X v z u
a3 a2 a 1 .
AR L
03 02 o] 1

Opge 19« Bereken de determinant

e

~a+b+e  ~-.b -%c
-.a a+.b+c —.c .
-7a -.b a+b+ic

Opg. 20+ Bereken

24 a3 vt 43 12

a3 32 v> 32 6D
a2 22  v°  2v 2 | .
a 1 b 1 0

1 0 1 0 O
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Opgs21. Bereken

-1 cosax  cosp’

zcosm ~1 cosy , als x+ Pp+ Yy =T,
,cosp  cosy -1
Ong. 22. Bereken .
1 1 1 1
a b c d
a2 b2 02 dg )
bed cda dabd avc

)

Tenslotte definicren wij nog het begrip matrixs Een matrix is cen
rcchthockig schema van w bij n getallen

8.11 312 s e a a.ln

8pq Bpp <+ e v By

. . . s kortweg "ars“ ’

° ° 3

a1 %2 8in

waaraan gcen getalwaarde is toegcekend. Het enige hier van belang zijnde
begrin is de rang van cen natrixe. Hieronder verstaat men de orde van de
“grootste’ determinant (dit is de deterninant van de hoogste orde), aie
in de matrix bevat is (dwz. cruit ontstaat door uit de¢ matrix cen aante
rijen en kolommen weg te laten — dit aantal kan soms mul zijn ~) on die
cen van nul verschillende waarde bezite

Zo bezit de matrix

toe s 1.0 0
2 3 % de rang 2, de matrix 0 1 O} daarentegen de rang 2
4 5 6

Ooge 23« Depaal de ran. der matrices

2 3 1 12 3 4 S| Ho 1 0 1 0 4 1
ll1302ll;443;L6712;1011; 4 0
2 3 4flke 1 7 Slbllo 1 0 1 < 7 0

2 -2 3



al 18.

Wij geven ter oefening nog een aantal opgaven over determinanten.
Opg.24. Bereken de determinant

a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

Opge25. Bereken de n x n determinant welke in de hoofddiagonaal a
bevat en elders overal D.

la b ¢
Opge26. ~Bereken de determinant ib c a
c a b .

Een dergelijke determinant wordt circulaire determinant genocemd. Hier-
bij is 245 = & als i+j = k+1 of | (i+3)=(k+1) | = 3. Een analoge
definitieds te geven voor een circulaire determinant wvan hoger orde.
Opg.27. Bereken dewaarde van een circulaire determinant yan de vier-
de orde, waarin elementen de waarden a, b, c resp. d bezitten.
Opg.28. Los x op uit de vergelijking

48 c : 3 sx | =0

0pgs29. Los x op uit

X + a b, c d
x+b c d = O.
b X+ C d
a b o] x+d
0¥g.30. Bereken a+b b 0 0
b b+e c
0 c c+d d ‘
O 0 d d+ e
Ovz.31. Bereken a b c
' a3 b3 03
o1 vt oter |,
. 2 .2
Opg.32. Bereken a +b be ca
o)
be 02+a“ ab
ca ab b2+02 .

& 3. Stelsels lineaire vergelijkingen.
Wij gaan thans de in-de vorige paragraal behandelde eigenschap-
pen van determinanten en matrices toepassen bij het oplossen van stel-

sels vergelijkingen.
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Beschouw het stelsel

Byq%, A%y + o eee t a?nxn b1
821X1 -+ a22X2  ew e P aznxn == b2
(I) . ® L] ® . » ® L] L] » ® L hd
amx,i + an2x2 + ees + annxn = bn‘

Wij kunnen hiervan onmiddellijk de oplossing vinden in het ge-
val dat de determinant a =}ar8§£ 0 is. In dat geval vermenigvuldige
men nel. de 1° verg. met A11, de 2% met A21,..., de n® met An1 (waarin

wederom A de minor van het element 8. in de determinant ‘arsi voor-
stelt), waarna men vindt:

1Dy agp ree By
Do Bpp e 8pp
aX,} = b.]An,] + b2An2 + sew +bnAnn =
by Bpovtee 8np
Noemen wij de determinant, die uit}arslontstaat door daarin de s°®
: b1
kolom te vervangen door b2, voortaan I dan vindt men
bn
a a.
x, = -4 en op gelijke wijze x, = -T— (r = 2,... yn) (regel van

Cramer).

Hiermede zijn de formules teruggevonden die in de gevallen n = 2
en n = 3 het uitgangspunt voor de theorie der determinanten .waren.

Het is duidelijk dat in het geval, dat a = 0 is, op deze wijze
seen oplossing wordt gevonden.

De gevonden waarden van XygemeXy voldoen aan het gegeven stelsel
vergelljkingen en deze zijn daarvan bovendien de enige oplossing. In
het geval a # O heeft het gegeven stelsel dus één ondubbelzinnig be-
paalde oplossing, gegeven door de regel van Cramer.

Opg-1. Los op het stelsel

24x + 11y - 10z = 5
2x + 2y + 2z = 10
13x = 2y - 7z = =10
Opge.2. Los op het stelsel
X+y3+2z2 =20
ax +by + cz = 0 (a£by b#£cy c#al

a2x + b2y + cgz =

—t



al 20.
Opge3. Los op het stelsel

g

e
(SERFSIIE S
+ + +

+

.

oo

£ 2 o
it

W N e

4.
Thans gaan we beschouwen het algemenere geval van p lineaire ver-
gelijking in g onbekenden.

X +y + 2 -

il

H
o’

a X + ese + 8 X
1171 1 1
(II) L] - L] £ 3 * ® L] ? L] ® * ®
8_.X, + ses + a4 X = Db
1 Pa q P
|
899 °°° Bqq
Beschouw de matrix A = vevsavesesaa + Onderstel dat
a 3K 'Y
®p1 ®pq

deze de rang k bezit en laten de onbekenden en vergelijkingen zo ge-
nuiamerd zijn, dat één der in A bevatte van nul verschillende determi-

nanten van de orde k, juist de determinant ’811 see By is.

& s a0 &
k1 kk i
Allereerst beschouwen we het geval k = p. Door de vergelijkingen

te schrijven in de gedaante
S Bqq¥q Foeee P B = Dy = Ay g T g T T 8%y
lap']x'i + ® 8 9 + apkxk = bp had a}},k-"‘]}ck‘l“l bR B apqxq $
blijkt uit het voorafgaande dat hieruit ( met behulp van de regel van
Cramer) de onbekenden Xqg seny X zijn op te lossen, d.w.z. ult te

arukken in de groothc ..n a b en de willekeurig te kiezen groot-

b
heden Xpepqo eees X o Op grgid v:n het laatste zegt men wel dat het
beschouwde stelsel 0037P stellen oplossingen bezit.
Vervolgens beschouwen wij het geval, dat k ¢ p is. Hieronder valt
dus tevens het in het begin van deze paragraaf niet behandelde geval

a=0; p=gqg=n.

Wij kunnen de determinant o s e e b s wederom

van nul verschillend onderstellen.
He‘t S.telsel o @ - L] ® L e L e L L L] L]
By Xy £ oeee ¥ akqxq =
is dan op grond van het bovenstaande oplosbaar en bezit zelfs GDq"k
stellen oplossingen.

=



Het is de vraag of zo'n gevonden oplossing ook véldoet aan elk der
overige p - k vergelijkingen.
Beschouw daartoe de determinant D = Biq e BBy

L L] * ® L L4 L ,

%1t Fr®k L

anﬂ ses amkamyl
waarin m één der getallen k + 1, ..., p en i één der getallen k+1,...q
is. Daar elk dezer determinanten de orde k+1 bezit en de matrix ’Iars”
de rang k bezit, is elk dezer determinanten nul. Duidt men de minoren
ior elementen Bad r cer s Bl in deze determinant weer aan door
A1Q’ g eeay Aﬁxl y dan heeft men

2 8pg App = 1
.

zodat het linkerlid van de vergelijking

Ovoors;égf
D = 0 voor s z4t

a.m.l](? + eseae -+ aquq = bm

wegens AmQ, # 0 een lineair compositum is van de linkerleden der eers-
te k vergelijkingen.

Hieruit volgt dat een gevonden oplossing der eerste k vergelij-
kingen dan en slechts dan ook aan de me(m =K+ 1, ese , D) vergelijking
voldoet, als het rechterlid bm dier vergelijking eenzelfde lineair com—
positum is van de rechterleden b1, see bk dier eerste k vergelijkin-
gen, dus als

Byq oo ajkb1
7:brAri_ = 0, dus Rm = e s s e e s o s = 0

Bl toe Bl
b

8n1 *°° Bmk’m |

Wij zien dus dat het gegeven stelsel d)q’k oplossingen bezit, als
elk der determinanten Rk+1’ cee Rp gelijk is aan nul en geen oplos—
sing bezit, zodra één dier determinanten van nul verschilt. In het eers-
te geval noemt men de beschouwde vergelijkingen afhankelijk, in het
tweede geval strijdig. Vij vat*~en de gevonden resultaten samen.
Bij het stelsel (II) van p lineaire vergelijkingen in q onbekenden,
waarin dec rang der coéfficiénten matrix gelijk is aan k, heeft men de
olgende gevallen.
"k = P; g = k. Er is é4én stel oplossingen.
3y ke Er zijn 00%7E gtellen oplossingen.
=k; R 4 = 00 =R = 0. Er is één st;l oplossingen.

i Byyq = ree = Ry = 0. Er zijn W™ gtellen oplossingern.
5 k; tenminste één der uitdrukkingen Rk+1"“’Rp verschilt
mal. Er zijn geen oplossingen. ‘

A
e
Q0 0 0
v
o
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Wij kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formuleren door
naast de coéfficiénten matrix A ook te beschouwen de

311 e s a1qb1

321 «eas aquz .

° (] L] * ° L] °

matrix B =

ap1 ene a_ b
In geval 1% igs de rang van A en B elk gelijk aan k.

In geval 2° is dat eveneens het geval.

In geval 5° is de rang van A gelijk aan k en die van B gelijk aan k+1.
w1j laten zien, dat in de gevallen 3% en 4° de rangen van A en B gelijk
zijn. Was dit n.l. niet zo, dan was de rang van B gelijk aan k+1, dus
er bestond een determinant

a

r.s v e 0 a. b
171 r1sk r1
D = [} [y '] . .
a 8 ves a b
Tyiq | Ter1Sk Herd

van de ~rde k+1, die van nul verschilde, d.w.zs Op grond van een ont-
wikkeling naar de elementen der laatste kolom, waren niet alle onder-
deterninanten hiervan, waarin de eerste k kolommen optreden, gelijk aan
nul. Laat nu de onbekenden en vergelijkingen zo genummerd zijn, dat de
onderdeterminant

L] L] L] L] L] - # O iS!

ak‘] o ® o akk
Daar D #£ O ig, verkeert dan ons stelsel in geval 50 en heeft dus geen

oplossing, in strijd met de onderstelling, dat wij met geval 30 en 4°
te maken hebben, en het stelsel wel een oplossing bezit.

Vij zien dus, dat het stelsel (II) dan en slechts dan tenminste
één oplossing hezit, als de rangen der matrices A en B gelijk zijn.
Jit resultaat is afkomstig van de mathematicus Capelli.

Hecht men voorts aan het symbool 0027 voor het geval g = k de
waarde 1, dan kunnen de gevallen 1° en 2° en evenecens de gevallen 30
en 4° samen worden genomen.

Opg-4-Los op het stelsel

X + ay + 2%z = ad
X + by + bgz = b3
y + 2az = 3a2
hes5, Los op het stelsel
X +y+2=-u-="1
X 4+¥y -2 +u=2
X -y +2z+u=23
ax + y + z +u = 2’ - a
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Opg«6. Als aan dc vergelijking
84Xy + BoXy + ees aqxq = b
voldoen de beide stellen oplossingen Xy = Cuy vee xq = Gq;
Xy = dyy ooe y xq = dq, dan voldoet hieraan ook iedere lineaire com-
~ binatie van de gedaante

AC.+ ko A Cp+ D
A+ q A+

Naast het homogene stelsel gaan wij thans het homogene stelsel
vergelijkingen

ByqXq + oeae 4 a1qxq = 0

(III) . ® s [ ° e ® & ®
X s s = 0
a,1%, + + apqxq

beschouwens Hierbij zijn de rangen der matrices A en B gelijk, zodat
er steeds een oplossing bestaats lien is echter gewoon slechts dan
een stel (x1, ‘o ,xq) een oplossing van het homogene stelsel III

te noemen, als niet alle Xqy wev 3 X gelijk zijn aan nul. Het is
nl. direct duidelijk dat aan (III) onder alle omstandigheden het

stel oplossingen X, = «eo = x_ = 0 voldoet. Verder merken we op, dat
als aan (III) een oplossing (X450 o0e 4 x ) voldoet, aan (III) evencecus
de oplossing (7\x1,... y >\xq) voldoet. ﬁen is echter gewoon de op-

lossingen (>\x1, «es , AX_) voor verschillende waarden van X (£ 0)
als dezelfde te rekenen. Zo zijn dus de stellen x=2; y=3 en x=4; y=6
ecnzelfde oplossing van de vergelijking 3x-2y = 0. Wij verstaan dus
onder een oplossing van het stelsel (III) een stel getallen (x1,...,x
niet alle gelijk aan nul, of alle daarmede evenredige stellen. Bij
homogene stelsels vergelijkingen komt het dus slechts op de verhou-

)

dingen der onbekenden aane.
Evenals bij het stelsel (II) voeren we weer de rang k van de
coéfficiéntenmatrix in.
Beschouw eerst het geval p > k; g > ke
Dan is, als wij de nummering der onbekenden en vergelijkingen zo

819 °r By
kiezen,dat c e e e s s # 0 is, de determinant

81 **° Bk

(m= k+1,.~l\ $ p; tn k+1, “% e ’q_)’
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die van de orde k+1 is, geclijk aan nul dus als wij de minoren hierin
weer op de gebruikelijke wijze aangeven
Zars A

Uit houdt in wegens A, £ 0, dat de m® vergelijking van het stelsel
(III) ecn lineair compositum is van de eerste k, zodat ieder stel
oplossingen van de eerste k vergelijkingen tevens voldoet aan de m®
vergelijking (m = k+1, ... , p). Hicrmede is het geval p > k; ¢ > k
teruggebrachttot het geval p = k; q > k.

Het is verder duidelijk dat men bij het oplossen der eerste k verge-
lijkingen de getallen Xp,qr v 1 X willekeurig kan kiezen (echter
nict allen gelijk aan nul) en dan, zoals in het voorafgaande is aan-
gogeven, ult dic vergelijkingen de onbekenden gy ove g X kan op-
lossen, d.w.z. lineair uitdrukken in de grootheden Xpepqr *o xq.
..cn vindt dan niet rmﬂ_k, maar slechts ;kanJ stellen oplossingen
daar elk stel evenredig met cen vast stel, tot eenzelfde oplossing
aanleiding geeft.

~p = 0, zowel voor s =l als voor 8 # L .

Is g = k+1 dan vindt men juist één oplossing, die bepaald wordt
door
R L T} o P T I WL L P

®

ak,]X.] + oee + akak

= 8%, ke 1%+t

&1, k+1212 " Fqx Bqq vt Bqx
dU.S X.lz"‘ )ﬁ(+1 ° ° ° ° - . * - - H ° . ° . .« o N eNnz.
&, k+1%%2 *°° ®kk 81t By
Stelt mens
. 819 *** Bk ‘
Xy q = (-) e 6 v e e u (dit mag want wij mogen alle oplossingen

Biq v Bl Fqr e xq tegelijkertijd met een con-
stante, die van nul verschilt,vermenig-
vuldigen),

dan vindt men:

812 " B,k 811243 **° 1,k
X.] = s ® e o s o & o ’ xz = e » @ e & © @ ® » o ; aew ;
B2t B,k 183t B, ke
891 *v0 Bk
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Dc onbekenden zijn dus gelijk aan of evenredig met determinanten wvan
de orde k, die men uit de matrix

B9 0 %4 k41

Bx1 By ket
verkrijgt, door daarin achtereenvolgens een kolom weg te laten en de
zo verkregen determinanten op de juiste wijze van een + of - teken

t~ voorzien. Men schrijft in dit geval wel kortweg

1B11 0 B9,k
X1:X2;X3:onoz}ck+1 oC e & & o s © s »
Bt o B,k

(et tcken o uit te spreken als "evénredig met de miporen van'),

X+ 2y + 3z =0
Bvb. het stelsel{ heeft de oplossing
3x + 2y + 2 = 0
1 2 3 2 3 13 1 2
Xeyez oc = ¢ - : = - 4:83-4 = +15 =2:1.
3 2 1 2 1 31 3 2

Het geval p2 k; g = k kan direct worden behandeld. Immers na
gcschikte nummering der onbekenden en vergelijkingen
ByqXy T oo+ oA X = 0
heeft men o e s s st e 8 e e e e

ap.]X.] 4+ eeos -+ a.pkxk prend O.

seschouw het stelsel der eerste k vergelijkingen van dit stelsel.
Uit 1s een stelsel van k vergelijkingen met k onbekenden en rang

der matrix = k, welk stelsel één en slechts één oplossing bezit, die
~on vindt met behulp van de regel van Cramer. Men ziet direct in, dat
Jegens het nul zijn van alle rechterleden, elk der onbekenden nul is,
zodat de gevonden oplossing niet als oplossing van het homogene stel -
sel wordt aangemerkt.

Samenvattend zien wij dus dat p homogene lineaire vergelijkingen
in g onbckenden, waarbij de rang der cotfficiéntenmatrix gelijk is
aan k, geen oplossing bezit als k = g,

één oplossing bezit als k = q - 1.
w31 plsmingenbezit als k < g - 1.
Opg.7. TLos op het stelsel
xX+y+2-u-=0,
x+y-2z2+u=0.
X-y+z+u=0.

O0g.8. Los op het stelsel
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[N

X+ ay + a"z = 0

X + by + bzz =0

X + Cy +<cez =.0
O0pz.9e Los op het stelsel

x1 Xy A+ x3 + eve + X =0

n-1
X, + 2x2 + 4x3 + aes + 2 X, = 0
n-1 _
X, + 3x3 + 9x3 + eee + 3 X, = O,
x, + (n-1)x, + (n—1)2x + (n--1)n"1 =0
1 2 3 Xn = ©r
Wij zien uit het voorafgaande dat als het stelsel
ByqXy T oees v B X = 0
(IV) 4 ¢ o o o o 4 8 ¢ o » @
BqXq * oeee + B X = 0
een oplossing bezit, de rang der matrix “ars” kleiner is dan n, du-
is de determinant N 0, zodat het stelsel

waarin niet alle br nul zijn,

Beschouw verder het geval dat
de n® orde de rang n—1 heeft.

dan geen oplossing bezit.

een guadratische matrix ”a

Dus de determinant ’arsl = O

Het stelsel (IV) heeft dan juist één oplossing:

X1vX20 > & 8 ® xn .]n

Deze oplossing vindt men ook door de minoren van een andere rij to

*

= A11:A12 see o A

nemen; dan vindt men:

P X = Ar1:Ar2 : :

n

* 8 e * e e

X, 3%53 Arn'
Hieruit volgt dat als = 0 is, elk viertal mi-

noren A g A

Ars

een determinant ‘arsl

rt? Aps’ Apt een evenredigheid vormt

A

Aps'

A

«

rt pt

§ 4. Veeltermen.

In deze paragraaf worden enige eigenschappen van veeltermen be-
schouwd, welke behalve voor de algebra ook van groot belang zijn
voor de meetkunde en voor andere delen van de wiskunde.

Wij beginnen deze beschouwingen met de behandeling der
Reststelling. Laat f(z) een veelterm voorstellen. Dan is de res:
bij deling van f(z) door z-a gelijk aan f(a). |
Bewijs: Men heeft

f(z) =

n n-1
z
a2z + a,

+ ecewve + %”1Z+ an 9
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n n-1
= - - +
dus f(a) a,a +a48 *oese oAy 4oata

waaruit na aftrekking volgt

f(z)-f(a) = ao(zn—an) + aT(zn"1~an_1) + oees an_1(z-a),

In het laatste 1id is, zoals bekend, z"-a™ te ontbinden in de n
gedaante (z-a) q,(z) voor m = 1, z,..., n, wearbij ag(2) een veel-
term in z voorstelt.

Opg.1. Bewijs dit.

Derhalve bezit £(z)-f(a) de gedaante (z-a)qg(z), waarbij ook

q(z) een veelterm in z voorstelt. Dus

f(z) = (z-a)q(z) + f(a),
waarmede de bewering bewezen is.
Opg.2. Bepaal de rest bij deling van

2" - 722 + 3z +1
door z + 1.
Opge3. Bepaal de rest bij deling van 230 - 421 + 1126 - Tz - 3 door
22— 1. Wil men de rest bij deling van f(z) door (z-a){z-b) bepalen,
waarbij a # b is, dan merken wij op dat wij zo&ven reeds vonden dat
(1) f(z) = (z-a)a(z) + f(a).
Verder is evenzo

alz) = (z=v)p(2z) + q(b),

8

dus
(2) f(z) = (z-a)(z-b)p(z)+(z-a)q(b)+£(a).
Uit (1) volgt

f(b) = (b-a)q(b)+f(a),

a(v) = -EHpie)

hetgeen ,ingevuld in (2), oplevert

f(z) = (z-a)(z-b)p(z)+(z-a) ii%%giiél +f(a).

dus

De rest bij deling van f(z) door (z-a)(z~b) is dus

(z-a) iihlgi&él +f(e) = iiﬁ%féi&l 7 + bf(;};afgbz

b~

Opg.4. Bepaal de rest bij deling van z"-1 door 22—1.
OBg.5. Bepaal de rest bij deling van een veelterm f(z) door -
{z-a)(z-b)(z-c), waarin a # b, b £ c, ¢ # a.
Wil men de rest bij deling van f(z) door(z—a)2 bepalen, dan ken
men als boven te werk gaan en uit (1) en (2) concluderen dat

f(z) = (z—a)gp(z)+(z-a)q(a)+f(a)-
Terwijl wij zo&ven q(®) vonden door in (1) in te vullen z = b, gelvk
het nu niet om op soortgelijke wijze g(a) te bepalen. Wij moeten ™
kennelijk anders te werk gaan. Nu vonden wij hierboven dat



al 28.

| n
P{z)-f(a) =gzg RN (z"-am)

n

_ -1 m=2 m—1
= (z-a) ZZ; R (2" 42 far .. 4271,

dus
n

alz) = 7 e o (zm"1+zm“2a+...+am'1),
m="1
waaruit volgt

n
-1
(3) ala) = %;%man_mam .

Dc rest bij deling wvan f(z) door (z-—a)2 is blijkens (2) dus Az + B,

waarin n -1
A=gqla) =7 ma &
m=0
en
n n
B=f - = o n
(a) -aq(a) Z:o &y @ 1; ma, . &

ZZ: (1-m) a .

nm

Opmerking. De ultﬂrukklngen in het rechterlid van (3) wordt wel o-
noemd de afgeleide functie van de functie f(z) genomen voor z = a.

Het begrip afgeleide (functie) wordt nader in de differentiaalr- -
"~ning behandeld. Wij gebruiken hier de volgende twee eigenschappen

Tan afgeleide functies:
I. De afgeleide van de functie f(z)= ZZ: a, 2™
n
is de functie f'(z) = 7 ma.mzm"'1 .
m=1
I1.De afgeleide van het product f(z)g(z) van twee veeltermen f(z) o
g(z) is gelijk aan
£'(z)g(z) + £(z)g'(z) «

Opz.6. Bewijs dat de afgeleide van een som van twee veeltermen gelijk
iz aan de som der afgeleiden der veeltermen.
Opg.T. Bewijs dat de afgeleide van (z-a)™ gelijk is aan m(z-a)®" 1 .

Wij definiéren thans het belangrijke begrip nulpunt van een veel-
term f£(z) of wortel van een vergelijking f(z) = O. Hieronder wordt vc-
staan ecn getal W met de eigenschap £f(w ) = O.

Met behulp van de reststelling ziet men direct in dat een getal °°
dan en slechts dan nulpunt is van een veelterm f(z) als f(z) te schr o g
ven is in de gedaante

f(z) = (z=w)alz),

woarbij ook g(z) een veelterm is.
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Tot nu toe hebben wij ons er niet over uitgelaten tot wat voor
getalverzameling de colfficiénten van onze veeltermen behoren. Be-
kijkt men vergelijkingen met gehele co&fficiénten dan is het duideli
dat de wortels niet geheel behoeven te zijn (men neme b.v. de verg.
2z+1 = 0); evenmin behoeven dc wortels dan rationaal te zijn (men
lette op 2% - 2 = 0), ja zelfs is het mogelijk dat de wortels niet
redel zijn (men beschouwe 22 + 1 =0). In de cursus analyse wordt be
wezen dat iedere veelterm ten minste een al of niet re&el nulpunt be
git. Dit nulpunt kan zoals uit het bovenstaande bleek, niet re&el ui
/ij gebruiken dit resultaat (van d'Alembert) hier en bewijzen:
Stelling. Een veelterm van de n® graad is te schrijven als een produ
van n.ecrstegraads veeltermen.

Bewijs. Uit de stelling van d'Alembert weten wij dat een veelterm £
van dc n° graad te schrijven is in de gedaante |
£(z) = (z-w,)f,(2),

waarbij w, een nulpunt van f(z) is en f (z) eveneens een veelterm,

welke kennelijk de graad n-1 heeft. Past men de stelling van d'Alem«

bert toe op de veelterm T (z) dan vindt men evenzo ?

£,(z) = (Z~W )E,(2),

waarin fg(z) een veelterm van de graad n-2 is, enz.
Zo voortgaande vindt men tenslotte

f(z) = fn.(z-w1}(z-W2) cee (z~wn), |

waarbij fn een veelterm van de nulde graad, dus een constante is. !

Omdat twee veeltermen dan en slechts dan identiek zijn als al hun co

¢fficiénten overeenstemmen, ziet men, lettende op de co&fficiént vagg

z ,dat f gelijk is aan de co&fficiént van z% in f(z).

Wij v1nden dus

n-1

(4) a zn+a1z ¥ sse +3

o B+a = ao(z;w1)(z-wz) e (z-wn).

n-1
Nu kunnen uit de identiteit van deze veeltermen nog meer conclve

worden getrokken. Let men op de co&fficiénten van zn"1 in beide led~

dan vindt men :%i e,

w, , dus W, = - .

k =1 k N

venzo vindt men

h«<k
enzs, De hier beschouwde uitdrukkingen Zw, , leh (REAAL nﬁﬁm@ A

de «lementair symmetrische functies der wortels WygeoesWo
Opg.8. Schrijf de elemcwtalr symmetrische functies neer van da nm*
punten van een veelterm van de vierde graad. ,
0pg.9. Druk het product van alle nulpunten van een vualtarm*uit in
de coéfficié&nten der veelterm. Fo ;
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0pg.10. Toon aan dat 1edere gehele wortel van de vergelijking
4 - 33z + 20z + 12 = 0.
een deler is van 12. Los daarna de vergelijking op.

Indien in het rechterlid van (4) onder de getallen Wopeen,W ge-
lijke voorkomen, zegt men dat de veelterm dubbele (of meervoudige)nul-
punten bezit: komt een factor z--vv'j precies m keer voor dan zegt men
dat de veelterm een m- voudig nulpunt Wj bezit; het nulpunt bezit
de multipliciteit m.

Bezit de veelterm f(z) een nulpunt w met multipliciteit m, dan
heeft men dus

£(z) = (z-w)"g(z),

waarin g(z) een veelterm is, die niet door z-w deelbaar is. Past men
de regel II en opgave 7 van differentiéren toe, dan vindt men

£'(z) = m(z—w)m°1g(z)+(z-~w)m g'(z)

= (z-—w)m"1 mg(z)+(z—w)g'(z)} .

Laar de laatste factor niet door z-w deelbaar is (want g(z) is het
niet), bezit £'(z) dus het nulpunt w met multipliciteit m-1. Zo door-
gaande ziet men dat de afgeleide van f'(z) aan te geven met f''(z)
het nulpunt w bezit met multipliciteit m-2 (mits natuurlijk m > 2 is),
enz.

Wij hebben ook de stelling: Bezitten f(z) en £'(z) een gemeensgr™~~
pelijk nulpunt w, dan is w een (ten minste) dubbel nulpunt van f(z).
“mmers stel f(z) = (z-w)g(z). Wij hebben te bewijzen dat z-w deelbaar
is op g(z). Inderdaad vindt men uit

£'(z) = g(z)+(z~w)g'(z),
welke vorm blijkens het onderstelde door z~-w deelbaar moet zijn, zodath
g(z) deelbaar is door .z-w .
Opgel1l. 2ij w een k-voudig nulpunt van f(z). Ga na of w dan een nul-
punt kan zijn van de (k+1)€ afgeleide van f(z).
Opge12. Toon aan dat als 22+pz+q een dubbel nulpunt bezit, geldt
p° - q = O.
Opg.13. Bepaal de meervoudlge wortels der vergelijking
2t 3 5z +12 = 0.
Tventuele meervoudige wortels van een vergelijking f£(z) = 0 zijn te
vinden als gemeenschappelijke nulpunten van £(z) en £'(z), dus als
nulpunten van de G.G.D. g(z) dezer veeltermen welke met de welbekend~-
rekenwijze van FEuclides kan worden bepaald. Ieder nulpunt van g(z) T
is een meervoudige wortel van f(z). Blijkt g(z) een constante te ﬂiﬁﬁm?
dan bezit g(z) geen meervoudige wortels.
Opg.14. De vergelijking

z4~4z+a 0.
bezit een meervoudige wortel. Bepaal a en los daarna de vergelijki

0P



Heeft de vergelijking f(z) = O de wortels Wypses,W  dan is he’
gemakkelijk aan te tonen dat de vergelijking
f(z-a) = 0
(e wortels w1+a, Wotayess W +a bezit.
..Q.HF} » 1 é . Berj IS ] dito
Opg.16. Toon aan dat de vergelijking f( méw ) = 0 de wortels

8l geee @0, bezit.

n

Opgs«17. Bepaal de vergelijking met wortels ﬁ%“ yo ey §l~ .
n
0pze18. Bewijs voor de veelterm aozn+a1zn“1+ veo +a, met nulpunten
W.yeesWw_ de relatie
! n 1 1 1 8
Tl e R il
1 2 n n

C2.19. Bewijs dat dmst x{z)bijdeling van een veelterm £(z) door
(z-a)° voldoet aan
22 1 r(z)
a 1 f(a) = 0
1 0 f(a)
Onge.20. Bepaal a en b zodanig dat de veelterm
zZH + az + b
ccelbaar is door (z-1)2-
UbZe.21s. Van de veelterm z3 + p22 + @z + r = 0 gijn de nulpuntci .
Vg Bepaal de veelterm met nulpunten w?, Wy en wg.
Opg.22. Bepaal de rest bij deling van
z6 + 3z4 + 223 + 22 + 2 door 22 + 1.
Opg.23. De lengten der zijden van een driehoek zijn de wortels wvan
de vergelijking
23 4 p22 + gz +r =0,
Druk het oppervlak van de driehoek uit in p, q en r.
~wuvn getgl heet algebraisch als het nulpunt is van een veelterm met
schele coéfficiénten. Is er geen zo'n veelterm te vinden waarvan hr’
ge¢tal nulpunt is, dan heet het transcendent.
OpZ.24. Bewijs dat alle rationale getallen algebraisch zijn.
Bewijs dat !€f§ voor gehele m en n algebraisch is.-Door Lindemann i
in 1882 met behulp van niet algebraische hulpmiddelen bewezen dat 1
getal T +transcendent is. Hiermede is tevens het aloude prodlc:.

de cirkelquadratuur definitief opgelost (in negatieve zin).



