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.1~-

"J ('; 0 !:> cloor j r~ ,. 

I .1 \ 
\ • I ) 

( ~) ) 
' ·- ( - n ). l '" 0 (, r -

• _,..J. 

1, C-\ 'n·'. \/ r, ';• 
- . ! . .... • .: ..... , .,.) 

li: VC.J·')C' i~l:E:~ 

.Be t re 1 cl;: r: 
, l ' 
(, ·'-i ,.: ! 

- \ . ) 

·1_ 1 n J e " o r"·J · 

I '\ 
\.. I Q 

\/•)C,r '.,?,::::() VJOr•, 

'l·, 'L' ('. 'j_., r ~ ) " - - , -r· - \ ,:, ii(_ ,_ ' 

t rli vRn (5) hoc 

•·1 J t :1. C: VO J. 

r, 17 \•] ,_ ( 'l ) 
l.., :_. ]- ,.., 1[~ \lOl;~:t 

( 1),=h~ .·, verc.Jer v n 

U e f i n i e o r cl : 

t uit c1eze ,"jefinltJ. 

: ... ; h=n+1, n+2, 7+3 1 ••• ). 

ct:1.e 
,•-■■• : .·•" "' i ( z) gede1 inieerr1 1:Joor 

cc, f .J .. 
- i., 

:-- E: t':-'1 (! ·;~ 0 

· · = . ., r·( •7 ) 
/ '~·' ; . ' ., 

-.. ' 
( I '.;, ·!-1 ) 
.J.----

) 

'G) vervul , rn k~n men r(z) dcf1ni~ren door 

, ·) niet dcfini.c:-ercl_9 m2r1r \ \(z) j.7 eR? 21s z . ...:,,c,., 

,J"' ·,1,1 i-~c·t·r-,ki::,r.'L. f,' \rr1o"L" •;0 ( '7 ) :> -1, '7 1(J HEt rE:c°i1•" ..,.J j. -~ ....,, " -'""'"~·~~- •• ,.__ U'l ,_i I:; ~.,=,-, .. V . . 

'.l_. r)/)lr ,_)"°'tEslrc,ni· r, ,·oor _,_::, < 00 ('7) s -'1 "l-f-"1 Voor . •~ ', \.. , .. ,l.,. ,.; -•-V~. I~ ,/ .. L- {.}\_, L-> :_ ;J .:..1/ o, • 
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?:, WZlclrVoor r(z) is gedefinieerc]J. is 1-·(2:) dan cont:1.nu en lo 811 volc1oe;t 

20n (4). Als z nodei...,t '.:Jt 66n v1n cle getc1llen OJ-'1,-2, ••• , dan 

I r(z)l~ 00 
1 

De functie -·- hccft nu betekenis en is /o en continu voor 3lle rr z ·. 
WJ ·.• rd eD van zJ w:.:inrvoor \,--, I ' ~zJ is gcdofinieerd. Bovendien . 1 nc1dert -

nz) 
tot O, 6£n van de gctallen 0,-1,-2, ... We geven dt: :1 i-·-

om san 1 
-- de • De functie 
1( z) 

betekenis voor alle waardcn v~n z. 

Uit (1) en (4: volgt 

Deze f'ormule kunnen we ook sthrijvcri 1.ri de vorm 

( 8) ---~-- = 
f'(a+rJ 

1 

r( 2) 

1 heeft 
r( z) 

en deze betrekkin~ blij ook nog to gelden voot a±0,-1,-2, •• ! • 

n 

rJeometr1schc functie F(a,b;c;z) wordt gedefinieerd 
,loor 

Is 2=0.-1,~2, ... , aan is F wegers (2) een veelterm in z; evenzo voor 

b=0,-1,~2, ... Is geen vgn de t2llen a en b gelijk aan O of een n 

tief getcel getal, dan breekt de reeks niet af en de convergentiestr-Jl 
j_ s 1 i.J k a a n ··1 ) z 

f\l ,, UJ_t.'ore-ir111-J•-;• ,;-:::,r1 r,,r.,, h• 0 ·z) o - · ..._ ._.. •·-· I::., •- · - - \ ~ , ,..,,; J, .... ,, ;; ...; 
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J, ... ·1, -2, . . . .. Is p ~ 1 en een dt:·;r get:1 llen oi._ lijk a.1n O, -1, -2, ... , de:n 

een veelter'm in z, zod.at F (z) in dit gevGl betekenis heeft 
"() 11 r_- ·-:i., 

voor e1ke z., onverschi.llig welke w.·1arden p en q hebben (p ~ 1). Als we 

dit geval buiten beschouwing laten en de r~eks voor F (z) schrijven 
p q 

in de vocm 

rJ,'H1 is /\-­
''11+1 

gelijk aan 
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We zullen 6 fz) evenRls r (z) 
p ··'.1 \ ri q een neraliseerde hypergeomctrlsche 

f'unc tie noer:-1::11. 

a r cle func tic cp boven P het voordeel heeft, d2t de 
0. 

t llen)t~:e-

lijk mogen z jn aan 0,-1,-2 •.. ·: zullen we van nu of steeds de functie 
,-1) 1 '-i rui:rnn. 
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Vele functies ziJn bijzondcre gev □ llen van de functie ~; er gel­

den bijvoor~eeld de volgendc betrekkingen: 

(12) 

( 14) ( > /0) 

(hierin is J-::,1,.,(~) de funct:L0 v::in Bessel) en 

(15) 

('5./0;2m/ -1,-2,-3,, .. ) 

(hierin in M1 (~) cen functh: v,rn Whitt.1lrnr). K,m ,,. 



Serie voordrachten over: 

Ontwil{ksln113:;n van GCgent,rul iseerde 

hypergeometrischc functiE;s 

door 

Prof.Dr C.S. MeiJer 

Tweede voordracht op 24 October 1955 

Ook de veelterm L~c,() (,i\) van Logucrrc kan op zeer eenvoudige w1 ,Jz,~ 

in de functieq> worden uitg0drukt. Is r = O, 1, 2, .•• , dc1n wordt L~\) (-;\) 

gedefinieerd door 

Men noemt r de orde van de vet.: 1 term en o< ck par2meter. Vermenigvuldirt 

men beide leden van de bctrekking mE:t r ( .,1-+t]+rJ en maakt m(:;n gebruik: v2n 

(8), dan komt er 

wegens 

(16) 

L~c,;) (A) 

r' ( 1 +r;(+r) 

( 11) krijgen wiJ dus 

L~J() (;\) 

r ( 1+o(+r) 
- 1 (I) ( r . 1'-L,-1 • i\ ) - r; 1]·1 - ' ,,P., · 

Is 1+~f -r,-r-1,-r-2,o••, dan k2n dtze betrekking ook warden geschrcvcn 
in de vorm 

(17) = f1( 1+tf.+r) 0 ( _ . ~1 
r ~ ,;-¥ 1 r , 1 ~ ; /I ) • 

De door ( 11) gedefinicerdE; functie1) is E.:'cn symmetrise he functl1;;; 

van ti 1, .•• ,o<p en eveneens een symmetrische:.: functie van $--i3 ••• ,(Jq. 

(18) 

Uit (11) en (1) bliJkt 

/l{ (d-1, ... ,a1.,,; '31• .• "{Jq; 0) ~ ___ 1 __ _ 
f(/34) •. -r (/3q) 

met behulp van (8) volgt uit (11) 

. , 



(A 2) voor elke -~ j 1. 
Hct l1gt voor de. hand tt vro;cn of er voor de functie 

p+'1~+1 (ct1 , ... 2c.:Ar2'f; (>,1, ••• 2pq' S; "5) 

bevat. Het zal bhjkt.n, 

noemen hem formulc (A). 

c18 t 

(A'1) En (A2) 

een dcrgc LL 

als b1Jzondere gcv2llc.n 

bctrekldnv, bestc:2t; v:' ,, 

I d f · ·1 ( ') l 1 ·· ., t n ezi.:; _ ormu __ c. A :i l ,Jt{ · 2ls b1J~ondcr gcval ook opgeslot!.n 

tc: zitte:n de volgcncJc bc..1-ctnclc f.'ormuL UJ.t d,~ thc':orit der funct1cc3 

v2n Bessel oo 
~ ( (, ~ V7--L+r 

1 rt (,/1/) = 2 _ _c_v_-_P_~ r_·_· _:2_v_., ___ :·l/·' --l+r (w) 
r ( 1 +f!) rJ v ~ r ; r ( 1 + V+ r) rl / 

( VV'f' 0 ) . 

Wij delcn □ an wccrsk □ ntcn ( - )\) or , 'w ,..:.n stell'-=n 

d8n komt er 

(A) 1 (b(,,,,·v·· -,..) 
' 3 r ( 1-1j'.i_) (/ 1 IT 5 s --
~}eze fo:rmule bli,jkt ook nog tc gelder voor3 = O, 

Nu heeft Erdcl biJ zi,Jn er, oc, !·:1. n over de functics 

Whittaker in 1937 twee Letr~ 

formaties ovc 2::m in rmul :~; 9 die \'U::l c,p (JLJ) liJkcn. De: ,,t,·::i, 

ven die formulct, kr1Jg, n:, cl1c tr::ns~' rm,·tu:s dE: vorm 

en dE: tweed6 

( A ) 
5 

rt) . -) h- {. \f. D. ?' 
1 1 \ 6 '';,) ) 

Beide betrekkingen gelc1en voor c-:llc w:,c:,rckn van 1' . Een bctrcklci, ., 

die veel op (A4) en (A5) gcliJkt, was ~0eds in 1913 door Nielse~ 

gevonden, nl. 

(A5) a>(~,V;p;)) 
2 1 0 

is r;J, f..0,-1J-2J .. , 5 dan geldt dt:ZE 1J1.:trt~ i 

-1 , -2, ... , d an g e 1 c1 t ( A6 ) v o or c 1 kc > . 
voor :::r; (-r) (-}; :Ls U\ 1 

--, 
\...' J 
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Het is duicle1i;Jl,,:; dot (IL,), (!i ), (flr-) en (li,,_...) veel op elkoar ge:-
. ) !.j ) 0 ,, 

lijken en dus 1s t zeer voor de hand liggend te proberen een or-

mule af te leidenJ die (A 3)-(A6) als biJzondere Gevollen bevot. l~t 

221 nu bliJkcn, d8t er ~&n formule (A) best2at 1 die niet alleen (A 1 ) 

re gev2llen bevat. 

Deze formules ziJn rifkomst v2n Klrn1m0r. (B1 ) geldt voor alle vr· n 

van); Iso!~oj -1J _;;~, .... , dan geldt ( ) voor?xCn<1; is(A:c= J 

1 d t ( B ,-,) v o or e 1 k e 1 f; 1 , 
{__ 

Het ligt voor de h0nd te probcren voor de functic 

11"1 (-• _1 V • ti f) ') i. r;:, 7) p + 1~ + 1 '"'' --i ., ••• , I'./' p, o , ;..;1 ,,1 , ••• J eq, [_ v ;) . ) 
een betrekk1ng af tc le 

bevat. De tc bepnlcn bet 

en~ ell .. (B,.
1

) en (B,-,) als biJzondere 
C. 

ing noemen wiJ formule (B). 
gcv ·,ll('n 

Hij beschom:en :1u C:'n funct:LE van tvJee verr.mderlijken F(;,~vv) en 

nemen 2an, dat deze k2n worden ontwikk~ld 

opklimmende machtEm van\/\/, 

een machtreeks nnnr 

(fJ 

(20) -(' ) \ r ('~) r 11• r\ ~vv =, L--- A 1, v,i • 
r=O r 

Men noemt F(~~,) een voortbrengende of generercnde functie v2n 

de functies Ar(~). W:LJ zul n nu twee ontwikkelingen van de gedaante 

(20) geschouwcn; die door vele schrijvers ziJn gcvonden; in beide 

zal Ar(~) op een zeer eenvoudi w1Jze uit te drukken zijn in de 

vee 1 termen v::m Laguerre, In de:: eerste ontwikkeling zal A (~) r 
zijn aan 

; 
I' ( 1+o'-+r) 

li}{ 

( ~- ) , (cl ) ( - ) in de tweede zal Ar~ = Lr A ziJn. De eerste ontwikkeling wordt 

door bijna iedereen in 
1 

de ~lg~n(iP) . (12:ntc geschreven 

( 2 "I ) e w c; w) i ( 2 ( ~ w) 2 t == L r (t-1 ) V·./ ; 

,1 ( J r==O r ( 1·h:;<+r) 
u 0,, " 



cle twcec1e ontvrc :·J:c l Eli_" 

1\ :' 
-1 - /;', 2-·::-~y 

('i-::::) (: ( "") CC.'. 

_)"::·, 

•• r:; ---· 

i 1;.:; VCJl 

T ~ v, ) ( ' ) ,. r 
.Jy, I\ w o 

.L 

( Soni nt, ( '1 rzock: rs (_±_ 19~20-1950))" ForrmJ1 . --;;) 

ldt voor a 11 \.E1 :'lrc':Gn 1 r,n ,-\ en vv " f or1nu J.e: ( 22) voor I z I< 1 en 

d ~, ' · ' . ' -, ·1 ( n '1 ) k (_._i.• --, n. Vi2Dr en V3n /1 • :JJ.,) 1Jr:t3 n.JU".J•·n nu 0.crsc 1,:>rrnu".c c. en on1(:n . .1, 

Klassc ·3. 

in cle vorm 
\JV 0 

c -,,"V1 ( ···: ~-4 _; 
(,. 

/1 
I 

;.-;- ,. .. 
j, ; 

I 

(T \ 
. ) I 
"'-.· I ,·1' ·:. 

Dcze gedaante v2n (21) kcrt oak vuo· biJ crt (1924). Humbert 
f' t c .. ' 

( (' ) -'•2 

c1e zc 

I')_')) ~ '-,) 

ook nog vol 

(Pl 

vV ~, . 
•.c. ( 'y , ,\ ' -(! '"'-·) 
c;; 11(JJ"'J . 

\.­
= / -~~--

ldt evenc:1s (c 1 ) vi.er 

FI c t 1 t rru v o c T 1 c1 t2 1~1,? L 

bcpalen tctrckkins nocmcn WlJ 

Klasse 4. 

), 

1 (_~ ( _ .. , ·_,J s·-1':\ )w r ,. 
',· "I \ - ,_;_;· :, . } 'I ~ :c ~ ..::. 

11:_,_ 'ti L::rck::n v::11 /\ 0n \N' • 

t ·.:: vr .,_,_, ,·n o .. ~· c r voor de vc G 1 t crm 

(:' = 0}1J2J••·) 

allen b2vat. De t 
•.·, r,·,1 ·1 ·1 ,· r c--· 'J - " ..... •.. \ . ' 

For·rnule 17 l'· ;·.: '. , .. ; .. k1· l l ' U '. ' ., .. 1 ( / 7 \ • ,,_~l, 1,_, .. ,l C ,, .. l 11/ uorden ces:hrcvcn in 
,;:;>.:) 

vorm 

( 2 1( ) ( 1 - z ) - 1 -

Een uitbre:Ld 

ma, Pinney en Toscano; nl, 
I 

c, 

( D 1 ) ( 1 - z ) - a1(!?1 ( a ; c ; ~ z~. ) 
,C.•• I 

-· L = -
-r.-;::-· --

geldig voor I z/(1 en willekeuri 

( 
\ 

_, .. " 
.... :) 

( i ;; : ( '1 ; 1 + d 00 O , - 'I , - 2 , , , • ) 

,.,.. c:1,oor ~ ' '1 · cvo _ brae y1. 

,. ) ,.D L, r c.· 
r ' 1 1 

( -r _; c ;; ,~ ) ,_ r J 

don geldt (D1 ) voor z ~ 1 en al 8 waa~den van~. 

Een met ( D ,1) verw .snt c f' orT . .Le i::;; · 1oor Pe lclh,; Lrn vonden 

,' 



( n ) { ,. -"') !.o (]) 
L2 ' I ,__ 2' /i J ,_. 

,-, 
is b = O, -··1, ~- ,.-: 5 " Q :; 

ty. ~~ ".'"l i-'1 
!lt,,._,_,.,L 

\ 
en vc:n /1 

- 0 -

1·"• 

'"r:: .. ,001,l: 

oO >-­
re::O 

d ,ci n f: c l d t 

\ r 
( · -r, b ; C t 1 \ ) 2; • 

dE zc betrekk:l nE 

-1, -2, ·••J d2n seldt (D2) VO 

--- o_, ··1, -2,.,., don G':ldt (f 

voor z -I= 1 ccn :1lL,:; :,rn::, ,:::n v2n/1 • 

Het ligt nu voe~ de ncl tc rn·c1 rcn ed1 formule (D) ::if t<.. 

l ~i·~~n c11 c· (D) '-- "' c . ; .I ~ ---1 

dat in het rccht(rll6 de veelttrm (23) trEcdt. 



Ser:ie voordrachtEn ovt:r: 

Ontwikkeling€n van ~~gsn2ral1se~rde 

hyper~eomEtr1sche funct1es 

door 

Prof.Dr C.S. MeiJ~r 

Derde voordracht op 7 Novemb~r 1955 

Klasse 5. 
Wij gaan uit van de bekende ontwikkeling 

( 25) (½ w)') = f= (0w )r 1. (w) 
J(1+V) r=O r~ rJ'll+r 

(w I- o). 

Drukken wij met behulp van ( 1~-) d~ f'unctie l van Bessel uit 
in de functie 0¢i13 dan gaat (25) over tn 

v "'° " r:i ( .l w ) ~ ( J_ w) v+c..r /4 ,, 2 
2 = ~ 2 VJ ( 1 + \J +r; - If w ) • 

f(1+V) r=O r~ O 1 

1 w2 
1+ 

Wi .J delen aan weerskanten door ( ½ w / en stellen daarna 

= -1; dan gaat aez2 bEtrekking over in 

~ r 
= L- ( - s ) (/) ( 1 + \J +r; S ) ; 

r=O rt O 1 
1 

t( -1+v) 

deze betrekking blL __ ikt ook nog te gelden voor 5 = O. 

In 1936 heeft Erde l;:· 1 bi j z i Jn onderzoekingen over de func t ·J 

van Whittaker een betrekking afgeleid, die na het aanbrengen van 

enige vereenvoudigingen ovErgaat in een ontwikkeling, die veel op 

(E1 ) geliJkt 3 nl. een ontwikkeling van een constante in een reeks 

van functies 1,t,1 • De formule van Erdel-)'i kriJgt na die transforma­

ties de gedaante 

( E)..) 
C 

.:;'- (ct) r. (_-~) r G--i-\ 
= I!-- ----- f,1;, (o<. +r; (3 +r; ~ ) , 

r=O rt 1 1 

geldig voor alle waarden van r . 
In 1930 ontrnoette Bailey bij een onderzoek over bolfuncties 

een ontwikkeling van een constante in een reeks van functies {/..~. 

Bailey vend nl. de betrekking 

.1_ = f- ( 1+m+n) r. ( m-n) r ( -1) r sin2r½ .j )( 
ml r=O r~ 

X: 2 ¢1 ( 1 +m+n+r, m-n+r; 

als -½ 7T'(V<½ TT. geldig 



Als men (E1), (E2 ) en (E3) met elkaar ver~eliJkt, komt men 

natuurliJk tot de vraas of er ook en ontwikkel bestaat, die 

(E-1), (E2) en (E.,) a1s bi,Jzondere revallen bevat, d.w.z. een ont-
1 ) -

wikkeling van en constante in een reel,<:s van functi<-?s van de ,,e-

daante 

De door ans te bepalen formul~ noemen wiJ (E). 

Klasse 6. 
De laatste .1aren hebben versci'tej_den math(.'matici, dle bczir,; 

waren met onderzoekinsen, waarbiJ veeltermen van Laguerre optre0en, 

de volgcnde formule cntmo .t 

ldig voor alle w2.arden van cJ, (~ c:n/\, 

WiJ vermen~gvuldt~cn beide leden van deze betrckkint met 

In het rechterlic..'I 

r ( 1 + (~ +n) n '1 +t7'1) 

1 v e rv ::1 n ,. ·· e n w 1 .. J f( 1-hi) ( 1 +e,i) r ----; er komt dan r( 1 +cl+r) 

met brhulp van (8) door 

Deze betrekking kan wegens (16) ook seschreven warden in de vorm 

·1 1'1. n ; ,?-- (lJ-oL) n - r · ( 1 -h.cx ) r -+. 
--- 1 'P1 ( -n J 1 +r ; ;\) :---'--- L--------1 lt-<1 ( -r; 1 +c<; 11 ) 0 

r('1+ot.) r(1+p+n) r=O (n-r)! rt 

Wi,J zoekr:::n nu cen formulc.· (F)., clie ,~en uitbreidin,2; is van (F 1). 

De uitbreidinf zal daarin bestaan, dat in hct rechterlid in plaats 

van ,{P1(-r; 1+cJ;/\) de functj_e k+1Y\(-r,t1,·••.iok; S1,···,c.\;,i\) 
optreedt. 

Wij moeten nu de formules (A) - (F) bepalen. Wij zullen laten 

zien, dater een zeer altemene formule (G) bestaat, waarin (A) - (F) 

alle zes als bijzcnder geval op~esloten zitten. Deze algemene for­
nule (G) luidt als volgt: 
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!Gasse 5. 
Wij gaan uit van de bekende ontwikkeling 

(25) o- w)\) = f? (}w)r 1 (w) 
r ( 1 +v) ~ r ~ t1 "J+r 

(w I o). 

Drukken wlj n11st bchulp van (11+) de functieJvan Bessel u1t 

1 n de fun ct i 2 0 (f)1 , d an ri a at ( :? ') ) over i_ n • 

y vO 'Jr, 
I .L 1.,J ) ~ ( L 1/l) +c.r ,,+, -1 •;) 

\ ,- ' = .,(_ \ 2 'P ( 1 + \J +r; - "If W "- ) • 

r(1+~) r=O r! O 1 

" ( l ))) 
'/11.J len aan w erskanten ctoor ~· w en stellen daarna 

1 .. 2 
4 w = -?; _; clan gaat Cez b,0:trekking over in 

\ .:-..'.. ,-~ 
', 

co 
-1 = >-~ (- s)r 

...,___.,;;;..-<,._ o (/) 1 ( 1 + -J +r; S ) ; 
n·1+v) ;:a r~ 

deze betrekking blL .ikt ook nog te E,C lden voor ~ = O. 

In 1'JJ6 heeft Erd,61;,i bi,J z1 n onderzoek:Lngen over de f'unct-' 

van Whittaker een betrekking afgeleid, die na het aanbren~en van 

~ni vereenvoudigingen ov~rgaat in e~n ontwikkeling, die veel op 

(E1 ) geliJkt~ nl. een ontwikkeli van een constante in een re .ks 

v2n functies 1<.,b1 . De formule van Erdel\i kriJgt na diE"~ transforma­

ties de gedaante 

1 

run 
geldig voor alle waarden van t . 

In 1930 ontmoette Baile\ biJ een onderzoek over bolfuncties 

een ontwikkelinr van een constante :Ln een reeks van functies 2c/.)1 . 

Bailey vond nl. de betrekking 

( .1.. = f (1+m+n)r,(m-n)r (-1)r sin2r_;~~) )( 

J m~ r=O r~ 

L v r/\ ( 1 + + + 1 . 2 l C,- ) ."' 2'+1,i m n r; m-n+r; +rn+r; sin 2 1; :; 

geldig als -½7r<"V<~, 7T. 



Als men (E1 ), (E2 ) en (E3) met elkaar ver[eliJkt, komt men 

natuurlijk tot de vraag of er ook 1:,en ontwikkeling bestaat, die 

(E1 ), (E2 ) en (E 3) als bijzondere gevallen bevat, d.w.z. een ont­

wikkeling van een constante in een reeks van functies van de pe­

daante 

De door ons te bepalen formulr noemen wiJ (E). 

Klasse 6. 
De laatste Jaren hebben verscheiden mathematici, die bczig 

waren met onderzoekingen, waarbiJ veeltermen van Laguerre optreden, 

de volgende formule ontmoet 

( - ) n (~ - f-) ( ) 
Ln!~ (;\) = L n-r Lr~ (Ii), 

· r=O (n-r)~ 

geldig voor alle waarden van rj,_, (!:> en/\ . 
Wij vermenigvuld1ren beide leden van deze betrekking met 

In het rechterlid vervancen wij 
(1+Gl)r 

; er komt dan r( 1+,t+r) 

1 
f( 1+o() met behulp van (8) door 

n 
n~ L((3)(/\)= n'. L. (0-c,t:)n-r•('1+d.)r 1 (c1-)(A). 

r(1-+f-i+n)f{1+d.) n r(1+r+n) r==O (n-r) ir(1~+r) r 

Deze betrekking kan wegens (16) ook geschreven warden in de vorm 

1 rl. n ! ~ ( f-3-ct-) n-r · ( '1-+iot.) r ,+.. ') 
--- 1 'f-'1 ( -n; 1+r ;i\) ·---- L---~----1'-l-'1 ( -r; 1+c<; /I ) , 

r(·1+o1,) r(1+p+n) r=O (n-r) ~ r~ 

Wij zoeken nu een formule (F), die een uitbreiding is van (F 1). 

De uitbreiding zal daarin bestaan, dat in het rechterlid in plaats 

van ,,f/)1 (-r; 1+cl.; ft) de functie k+1<,L\ (-r,(1 , •• "'Ok; S1 , ••• , t\; A) 
optreedt. 

Wij moeten nu de formules (A) - (F) bepalen. Wij zullen laten 

zien, dater een zeer algemene formule (G) bestaat, waarin (A) - (F) 

alle zes als bijzonder geval opgesloten zitten. Deze algemene for­
mule (G) luidt als volgt: 
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p+k{pq+l ~ 1'. ••J0k' c(1_.. • .,o1.p; (-31, · • "'pq' 01,. • .,£'1;;\ ~) == 

00 

'. G) = ;;~ it k+1 ¢1 ( -r' ~ 1' · • • 'Q k; cf 1' .. • '01; ~ ) X 
Ix T((ctJ.)r.(->)r v!J (o( 1+r, ..... ~ +r,n1+r, •.. , p +r; )'). 
~ J=1 ) p q p /~ q ) 

Wat de geldigheid van (G) betreft moeten wij drie hoofdgeval­

len I, II en III onderscheiden. Hoofdgeval I wordt nog weer ge­

splitst in vijf ondergevallen Ia - Ie; hoofdgeval II wordt gespl1tst 

in de twee ondergevallen Ila en IIb. 

Hoofdgeval I: Geen van de getallen t1, ..• ,Xk en d 1 , .•. ,~Pis gc­
lijk aan O, -1, -2, ..•. W1j nemen dan aan, dat k, 1, pen q vol­

doen aan k) o, 1) o, q) o, o <p<q+1., p+k<q+l+1 .. =· ,';;: :::;:: :::: ::::;: '::a 

Wij onderscheiden nu de volgende viJf ondergevallen: 

Ia. Als p < q+1 en bovendien p+k < q+l+1, dan geldt ( G) voor al le 

waarden van~ en?· 

Ib. Als p < q+1 en p+k = q+l+1, dan geldt (G) mits ;\ en ~ voldoen 

aan \A'sl<1. 
Ic. Als p :::: q+1 en k < l.9 dan geldt ( G) voor J'f(~) < ~ en alle waarden 

van ~ . 
Id. Als p = q+1 en k = 1 = o, dan geldt ( G) mits /\ en ?,' voldoen aan 

Ie. Als p = q+1 en k = 1)0, dan geldt (G) mits 1\ en'3 voldoen 2an 

I-Ioofdgeval II: k~1 en tenminstc een der getallen(J'i' ... 'Ok i~ cc-
- 2 , • • • , ma a r :::, e en v an de g e t a 11 e n cA 1 , .•• , ct p is [~ c -lijk o, -1, aan 

lijk aan o, -'1, -2, .••• \11.j nemen dan aan, dat k, 1, p 0:11 q vol-

doen aan 

k ~ '1, l~O, q?0.9 O(p<q+1. - - -
Wij onderscheiden nu twee ondergevallen: 

I Ia. Als p < q+1, dan ge ldt ( G) voor alle waarden van A en 5 . 
IIb. Als p = q+1; dan geldt (G) voor Of(~)-<]:, en alle waarden van/\ • 

Hoofdgeval III: p ~ '1 en tenminste een der getallen 0\1 , .•. ,ozp is 

gelijk aan o, -'1, -2; .••• \iij nemen dan aan, dat k, 1, p en q 

voldoen aan 

k2_0, 12 o_. P21, q) 0. 
.... -

Formule ( G) geldt dan voor al le waarden van ~ en S. 
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Wij zullen nu laten zie~, dat de door ans gezochtt formules 

(A) - (F) door spec1alisatie u1t (G) kunnen warden afgel~id. 
Wij beg:nnen met (A). Wij stt::llen :tn ( :.l'): 

k == 1 

en ~aken gebruik vRn de bekende fcrmulL 

{;-,\ t - ' ,u 1 ~aa □ Jn over 1t1 

voorwaarden voor de geldigheid van (A): 
Als gecn ,.,,.., ··1t: ·e.,.,·,1 1 ,rcj,_ , 

'JC•!l ...... t::' 'v ... ~ •. ........ cl. ~··11•••,C .. r, liJk is aan C, -1, 
rl3n vcld02n pen q aan 

•'er>r•·11]i:· ( ,,\ g·•.t.'a·t· .L,_I ,u;...t .. ..,.. \l'"\i t dan voor alh WEWrden van r c1ls p < y+·i en voor 

of(~) ( !:: ~ils p '"' q+1. 
I " p '-- ·1 I "'. • ,. ~ d· .... , .... ,.., ·1 ., • ' • ..J. 

,., . ' 1 €n €<,..;r, Vdh ',., i'.Ll.d.i..l.l:;f: <::t-1> •• •J'-"'p 

-2, .•. , dan behoev~n ~1j slcchts 23n tc nemcn q)O -
::,,-, { L ___ ·J\ •. 
-..1 \ .... ,, ~l.JZC;-r1-

'" \Tc1or r> cc, q 

h€t rechterlid van a~ze l·ttrEkkin~ is W~f ~~G ( 11) g~lijk ~a~ 

zodat wiJ op (A1) terecht kcmen. 

~ij neme~ nu p • 1 1 q ,::;. 0 i;.'11 o.,, voc,r t2 lk..::! S' ; ·1 gE: lClt 

we gens ( 'i ·)) 
,, ¢:.'· ( d- -~ r .i 'z; ) --

'r " ,_z_). 
i,~-1 ; 

~ct r~cht~rlid van dezE b~trckkinr 1s w0gcns (11) gelijk aan 

( -1 - ~ ) - ~/1'..1 ( a -"~r:;( ; ¢ ; l ~ ,) _; 
() , 

WiJ \.:r1Jgeri dus 
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Om aan te tonen, dat (A3 )-(A6 ) specialisaties ziJn van (A) gaan 
wij als volgt te werk. Wij onderstellen eerst q>1 en nemen in (A) -Pq = ~~ Met behulp van (19) vindt men dan -

(A' ) , 

_1_ p<Pq(cx.,,, ··.,Olp; P1, · • .,f3q-1' £°; '>) = r(a) 
00 ,c-',Or p 

= ~ rlr(&+r) ?i (o",j)r.(-1)rpct>q(o<1+r, ••• ,o<P+r; 

fi1+r, ... ,f\-1+r, 0 +r; 'J) • 
Vervolgens onderstell, n wij p ~ 1 en nemen in ( A) O(.p = S. Met 

behulp van (19) en (8) komt Pr dan 

( Au) 

Hf?t is nu terstond in te zien, dat ( A3) en ( A4 ) bi jzondere p.,eval­
len zijn van (A'); evenzo, dat (A5 ) en (A6 ) in (A") opgesloten zttten. 

Voor (A') en (A 11 ) zie men ook C. Fox, Proc. London Math. Soc. (2), 

26 (1927), p. 201-210 (forrnules (1.9) en (1.11)). 
De betrekking (B), die (B1) en (B2) als bijzondere gevallen bevat, 

kan op de volgende wijze uit (G) warden af7eleid. Wij stellen in (G) 

k = 1 = 1, A..= 2, 01 =Oen 6~ = 20. Formule (G) levert dan 

p+1¢q+1(o(,,, ••• ,exp, o; P1, .. . ,rq, 20; 2'5J 
co 1 l'1"\ p 

(27) = L rT 2~ (-r, Y; 2,,y; 2) 7T (o(j)r.(-'7")rx 
r=0 O V j=1 ) 

xp¢q(ct.,,+r, ••• , ot.p+r; p,,+r, .. . , pq+r; '3'). 
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Wij maken nu g~bruik van 

2(/)1 ( -2r-1, 0; 2r 2) = 0 (r = 0.,1,2, ••• ) 

en 
\hr ( 2r) ~ (r = 0,1,2, ••• ) 

( 27) gaat dan over in 

(B) 

p+1cpq+1(0(1, ••. ,o<p'Q; P1,•••,~q' 23; ~5) 
= \m: f_ j~(o<jl 2;r X 

220-1 r(5) r=O ri r(½+o+r)22r 

2r ,,,.;.... x? p L.v'q ( Oi.1 +2r ., ••• ,'-Xp +2r; (31 +2r., ••• , pq +2r; S ) . 
Uit de geldigheidsvoorwaarden voor (G), leidt men af, dat (B) 

geldt onder de volgende voorwaarden: Als geen van de getallen 

0(.1 , '° .,~ gelijk is aan 0.,-1.,-2, ... , dan onderstellen wij q~O, 

0::;,p.-t:.q+1; is nu p<:.q+1, dan geldt (B) voor alle waarden van'-3'; 

maar is p = q + 1, dan geldt (B) voor 3f_(5,) ,½. Is p ~ 1 en een der 

getallen0t,1..,,o.,°'p gelijk aan 0.,-1,-2, ••• ., dan geldt (B) voor P2:1, 

q > O en alle waarden van S. 
- Om (B 1 ) uit (B) af te leiden, stellen wij p = q = o. Wij krijcen 

dan met behulp van (12) 

We 'f r __ j' __ 2_r --
1¢1 ( r~ 2'J; 21) = . 

J 

cC 

de som ko 
22O-1 f (o) r=O r! r(½+o+r)22r 

in het rEic htor::.id is we gens ( 11) ge li jk aan 0©1 (½+/;JS 2), 

zodat wij (B 1 ) vinden. 
Dat ook (B2) een bijzonder geval is van (B) zien wij als volgt. 

Wij nemen p = 1, q = 0 en o<1 = <Y-- in (B). Wij maken gebruik van 

(~)2r = 22r(½oc:)r.(½+½o()r 

en verder nog van (zie (13)) 

1 ¢0 (rx+2r; '5' ) = ( 1-'5') -cJ--2r 

die voor elke ~ ~ 1 geldt. Formule (B) gaat dan over in 
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00 

de som ~~ in het rechttorlld van dezE:; 'cetr-ekkini:: is 

gel:1.Jk aan rf'. ( 1 1 ~ , , ½r):;:) ~ ""'r:J. <-+ • ;+X• '...J.._ ) 2 1"" ' ,, ' ,_ u' ,,,_...,. ,, 
waarmee oak (B~) afpeleld is. 

) 

L 

Voor (B) verreliJke men ook for~ul~ 
geclteerde artikel van C. Fox. 

\:1• 7,i}lr.,11 ,,,1 l 1•-1 t tr;) '-'€"1 i-,,.,•c;,-,~kt.rlr, ·\'r"'_)1 "'"1e 1 11"E.""'· d·'L1· 1 • \ ,, 1 , ,4. ... "' , ""'• ...... , _.., ¥\w '-J ,.,A ~' • \ ". 0 "-'• • ,. "'' \_, .L- \., ' .. t .. .... • L. i ¥ ·••· .J.. J,.. .... •• ' S ). , °' < '' V \ \.,• "i J '• 

(C 0 ) als bijzcr1e1e:rc ,svallcn :::evrit. I:-ezc bf'trekkl.n; (C) het,ft cic 
'-

VOlGende sedaante (zie ook Erd61 , Hlther transce~de11tal fur:cti~ 0, 

III, p. ~{;7) 

' ' r I\. )W • 

H~t is zonder mecr duiJ~lijk, dat (c 1 ) en (c~) t1Jzondere ~c­
v.::illcn zt,jr: van ( C). C•m ( C) Ji t ( J) nf te lei.den rcitel.len w1j :1.n '·; \ 

~, - ,., -- ('\ n,, i'·l•r<••1· 1 e ,,+,. \iy\ <r, ~,e·• ·r·•t"".•·• 1"+·c1-c11•":-l \'"''•'t .... ,) ,., .. ,.,,,,,t· d-~--n t·· - \,j -- , .... 9 J .... t_ .,; A.1• .• , •. .L. , y..;...._ ;.__ / J~ ►-- l.:. \.: . ·...-,L \~.\: 'h ,, , 4;:~. \ I..J \.""i'\...,,J.. \,,,J .. ·~ l)~.t 

0 '·-'), ,I . 

Vl(:•[:ens (1;i) gell,ik aan e) . Stelt men ~ "' -1,,· 1 dan kri,lgt m1::r: d•,13 

(C). Jit (G) leiden wij meteen de voorwaarden voor de gcldigheid 
·-···r r1~\) a,". ·rs . .,.,.._,er\"'" 1~- .-,-t~11c,. y Y, ..,.-,1• 'k ""··· ,.,. -1 ... _ 
··_ r::-. t \ ..., , i. • .i. b '- . • . , a i 1 - ,~ > ·:: " c.1 ,-~... " U 1 , • • ~ , (/ k bi . ..,_ .t J e:, <';:111 ·:-· , - , ~ , • • • , 

CHrn onderstellfn w1,; l 2-c, O;:-.K~1+'i; l.S ln dlt EE'Val k..(l+·:, CJ( - -~ -
geldt (C) voor alle wcarden van~ en w; maar is k = 1+1, ~an gclJt 

(C) vocr i), wl <1. Is k,>1 en cen d<::P fE'tall<~n 'x X -,•i::1.~ i!, risr. \ ' =.:.. (J 1 .'I • 91 • , () l{ L-- •.~ - .a.. !) ,· ~. 

---, ··1 ·-::i _:, "" -, --- ., d +- i' ,.., \ , • --, --- "' ·•c '> --; 1 ., .. , .-, i~ ,· __ -:, 11 ".' ,,, ·a· aP, . .,_,- e-- •·,- ,.r-- ~_., r • - •· , · \...' , - ' , - , .• , .... ' v, (l \. !. .~- \;;; J. \.I \ \j ) '( '....: u J. l L ·' » .,&., ,,•"'_ \J ;:;. ~ ! ''... .... Wi ... ' I ~ • ·-" .I /\ t . ' w • -- -
WlJ zullen nu uit (G) door spec1al!snt1e een formulc (~) aflttden, 

die (=~~,,) ert (D~1) als ~cijz:c,tld<;::re ~-~~~va1len Ce.,1at. I>e·d~E- t,et1rtf;k:k:1.·.n.F tI:) 
1 1-"t 1 l ,._ ,' ~" ~.-.: '1"''' ,.,, I ,-,,, • J Qf' •• '1-..,J,.·u· u .. as vo g·"' \ZJ..~·; i..1vtC ... ,,t. \ .. nc~·u.·n(1~l, ~\·uar~:. otrrr1 • .. 1'1at1:. 

( Cxford Series) 14 ( -1~'-4) L p. 1Y3-78, formule ( 2:,i)) 

! .... ,_ \ 
\ ,L, j 
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Wij zien terstond., dat (D1 ) en (D 2 ) biJzondere gevallen zijn· vein 

(D). Maar nu moet nog worden aangetoond, dat (D) zelf een bijzondcr 

geval is van(~). Daartoe nem~n wiJ in (G) p = 1, q =Oen stel1 

()( 1 = a en r = 2 : 1- ( z f- 1). Voor iedere eindige z is S -/= 1. Wij kun­

nen dus de functie (-5)r//>0 (a+r; ~) in het rechterlid van (G) met 

behulp van (13) op de volgende wiJze herleiden 

(-s)r1¢o(a+r; '3') = (1~z)r,/Po(a+r; z:1)=(1:z)r(1-z:1)-a-r= zr(1-z)c1. 

De ontwikkeling (G) gaat nu over in 

k+1 '--l\ ( 8 ' ()1 ' • • • 'J k; 01 ' °' "' 61 1 /-
21 ! = 

"' a~ (a)r r7\ <' (" r 
= ( i - z) L-. -- k+1 ½L-"l ( -r, 01' •• •, yk; o1, .• •., 91; ;t ) z , 

r=0 r ! (/ 

en deze betrekking is equival~nt met (D). 
De voorwaarden voor de geldicheid van (G) leveren de volgende 

voorwaarden voor de geldigheid van (D): Is geen van de getallen 

01' 000 'Jk 
if: :.Ln c1i t 

;]_ J is in 

en a p0elijk aan o.,-1.;-2, .•• , dan onderstellen wij O~k -~1; 
.,;,;,- ·.t..:, 

geval k .::'..l, dan geldt (D) voor )z / ..(_1 en alle waarden van 

dit geval k=l=0, dan geldt (D) mits z / 1 en /(~-1)zl < 1; 

~sin dit gevaJ k=l )0, dan geldt (D) mits ~ en z voldoen aan 

I z I < 1 ., I ( A --1 ) z I -< 1 . Is k ~ 1 en e en de r get a 11 C n d" 1 , ••• , 0 k 2: e 1 j_ .J k 

aan 0.,-1;-2.,- .. ., maar a/ 0.,-1.,-2., .•. ., dan onderstellen wij k_>·l, 

1 >o; formuJe (D) geldt dan voor I z / c::::_ 1 en alle waarden van A-:- Ts 

a= 0.,-1,-2, ... , dan behoeven ken 1 slechts te voldoen aan k)O: 

l >O; formule (D) geldt dan voor alle waarden van)\ en iedere z I- 1. 

Wij 7ullen nu laten zien, dat de door ons gezochte formule (E) 

ook een bijzonder geval is van (G). Wij stellen k = 1 = ~ = O tn (G). 

Met behulp van (~8) krijgtrmen dan 

oo ~(ex ) 
= ~. J=1 J r -(-t)r m ( 2._ ) plf-"q oi-1+r, ••• ,()!,,p+r, 

r=O rl 
IE) 
\, I 

~e voorwaarden voor de geldigheid van (E) volgen uit die voor d~ 

geldtgheid van :a): Is geen van de g:etallen c< 1 , •. ,,O(p geli 0ik aan 

0,-1,-2, .•. , dan onderstellen wij q>0, 0~p~q+1; is in dit gc:val 

p <::q+'1, dan geldt (E) voor alle waarden va~7 'tj .... _; maar is p = q+--1_. 

dan geldt (E) voor df.( 5) ..(½. Is p~'1 en een der ,~etallencx1 ., .. ,,~· 



gelijk ~an 0,-1 1 -2, ••• , e11 allt: 

waarden van'!. 
Wij zien terstond, dat (E) cvergaat in (E1 ), ala wi.) p=O, q=1 en 

/31 = 1+ )J nemen, \•.:1,1 krijf;e:1 (E,L:--) v0or n=a=,1 r:J.. :.::: cJ.. e'·, (3-., = (3. 1/r-or p=2, .: ... .. ' "'l . ... 1 · ,j ~· .. -

q ··1 r,;: ,, +•n..i..n ,-v t"' n (3 '1 '--'~1 i r· = ", •1 ') ) "' ·, '-r -- 1=: i ,-. .c:.. I. )'1" : J '-''1=·1 d '"J '-"'):: ,i- I • ,, =: "q\ ,,i! '·'J . 1 , ... , •••• I;,., ~ - u •. l .. ·., 
<r- ,. ' 

:.·,.u·• t - .t T( <'.. 'V < l lrT( lrr• ·I i gt m f:1•··, ( ' ' ) 
~¼...,. 2 ,:J n. .,1...v \,., '- 1 -· ,~_.'J:; • 

Nu zullen wij nae laten zten, 

opgeslcten zit, dit, cen uitbr~•ldin is van (F 1). Wi.J n,;:r:cn ir• (.n 
p=2, q='1,0I-.~.:::: -n (Yl=0,1,2, ••• )d,.,,.:,=e!--,(3.,1=-,fJ en 'r"'" ·1. Wet de ,-€.l-,,,. ) 
dirheidsvoorwaarden betreft tevi:1d8n wij ons 48~ cRder hocfri vt,1 III 
van formult: (_\:;): in het rcchtcrlld trccdt dus nt:' C tr .,.,la~+•:; ",;, 
{;:,(:} "' 1· II =\J ' t },,: '-" "' I.... ' • ,, 

( i:;,) 
\ .. 

i)czc t<:tre:·kk1ng geldt vocr• k) ), l > 2 en .Lcd,::re ?i. 
Nu mo est de door ons h: ·o-epnh n form,ile ( F) E;en ui tl::rt\ 1d lni: /, i ,j11 

van (F) en wel een zodan1ge 
'· 1 ·· ,,h. 

, '{ + 1 ' 1 , - - ·• II•~ , ' • • ' , , ·• 

uittreidin~, dat in l1et r~chtcrlid ,10 

c,),,, •• • ,E,; ;t) cpt:re~·dt. 
J. 

VLElteMm ~J ( ~ v 1 · 
► , . i V, .,...,. 

J;a·n df.;Z(~.: laatste vocJ--in!aar·, e ts :r-seds ~ilc•l.da(1r1. [;at (:F.1 ) (.·~·t:. l:1..)zon<.Jc:r 

i 2val is van (F) 

c\ = 0( 1 dan ~aat 

zien wij als vclgt: neemt 

(F) wegens (19) ov~r tn 

1; n 1 + ;3, dan krljgt men (F~). 
I 

mer: l en stc 1 t r.:0:r: 
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Bewija van formul~ (G} 

Wij llver~n cerst hlt b~wijs van h~t g,.vol ~~t k - l - O van (~). 

( ';':i\ \ ,:. t, I 

formule: 

Nu volp:t c.lH ( 1) 

(;,-~:.t; Wl·., ff· r·1,::~ l ·1 1 \} 
- '" - • (..I. ._, \ I • 

b::.•u:L\c v .,::n 

(o-) h+i 

r:l~ l~q(°'1»•:·,~; {3-1., ••• ,~; ~) ,,, 

; 

{28\ 
\ I 

}, ,'\ s .. - ' 

l:r komt dus 

'"' o1., • • • C(p &P q ( o,, 1 + 1 s- .. J ~p + 1 ; /3-, -t- ·1 ..... 1 p q + 1 ; ~ ) • 

I 0q \ 
\ '-·~ .._, I 

r = 1,2.3, .•• ; voor r ~ O is (28) cv!d~nt wtg~ns (1). 
H~t gcvnl m~t k ~ 1 = 0 V311 (G) w~rdt nu 210 vol~t bcwtzen: I~ 

P< q+-1, dan ia de machtr,:,eks l n he t 

veer ell~ wearct0n van z; db funct!~ 

~~hcl~ z-vlak. Is~ c~n will~k~uri~ 
ontwikklld in a~ Taylorr,:cks 

r~chterlld van (11) conv~r~~nt 

~ 1 - ) i"' -~ ·, ,,. l s•t 1 "" 1 ·· r· · -1· ,.. r \ •.. . ., 1., .... n ,_, na ! .• S ,.-il L _.(.. .. 
i ,; 

1·,, tc::il, clrm knn p~q(z} dus wc,rcl, n 
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( 29) 

die convergeert voor alle waarden van z. Is St 0, dan kan men bij 

elke z het getal ~ zodanig kiezenJ dat z = ~~ • De Taylorontwikke­

ling gaat dan over in 

p(fq(~S) - fo r1 ( 1-A)rH)r ~r ;..'f>q(<";) · 

Nu volgt uit (13), dat (1->-.)r = ,,(p0 (-r;A). Met behulp van (28) kri~igt 

men dus 

p ~q ( c,(1 J ••• J(){p; f31 9 •• ' ,t3q; >-. S" ) = 

CC> p 

(30) Z: 1 rh yr 
= r=O rT 1't'o(-r; ,\) j=·'/""j)r.(-<;)r X 

x /Pq (o< 1+r J ••• ;£Xp +r; (31 +r J ... J(3q +r; ~ ) 

en dit is (G) met k = 1 = o. Bij het bewijs van deze betrekking maak­

ten wij de aanname ~ / O. De formule geldt echter ook voor ~ = 0 9 daar 

beide leden dan wegens (18) gelijk zijn aan 

1 

P({31 ) ... P((3q) 

Nu hebben wij (30) bE.:wezen onder de aannamc p< q+1. Het bijzondc_;'re 

geval met k = 1 = o van het ondergeval Ia is dus hiermee afgehandeld. 

Is p~ 1 en een van dE:.' getallen <X1 J ... ,~ gelijk aan 0 3 -1,-2J .... , 

dan is p<fq(z) een veelterm in z; de Taylorreeks (29) breekt dan af en 
geldt voor alle waarden van z, onverschillig welke waarden pen q heb­

ben (p ~1). De substitutie z = A~ voert (29) in (30) over. Wij krl,-i!3en 

dus het bijzondere geval met k = l = O van het hoofdgeval III. 

Is p = q+1 en geen van de getallen o<.1 , ..• ,~ gelijk aan 0 3 -1, 

-2, .•• , dan is i§Pq ( z) analytisch in het z-vlal-<:, waarin een coupure is 

aangebracht van z = 1 naar z = 1 +o-:i i of van z = 1 naar z = 1 - = i. 
Is Seen willekeurig getal f 1, dan breng ik de coupure aan naar 

1 +()Oi als j(_5")-;; Oen naar 1 -oci als .1($) ~O. De functie l?q(z) is 
dan analytisch binnen de cirkel met~ als middelpunt, die door 1 gaat. 

De straal van deze cirkel heeft de lengte \~ -1/. Binnen deze cirkel 

kan ~ (z) nu warden ontwikkeld in de Taylorreeks (29); dit betekent, p'-fq 
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dat (29) nu geldt voor \z-~\< \~-1 \. De substitutie z = )..~ lcvert r,'J., 

d~t (30) geldt onder de voorwaard~n 

Hiermee hebben wij het ond~rg~val Id bewE~cn, zo~at de gevcll~n m~t 

k = l = 0 nu All~ behandeld zijn. 

Wij zullen nu met bthulp van het princip( van volledir:~ indurti 

d~ gcvolleh met k = 0, 1 ~ 1,2,3, ... vrn formule (G) bEwlJZ~n. Wi 

maken bij dit bewijs gttruik v2n de formul~ 

:D 
'-,'\ 

\...,_ ___ ~··· .. ·-·-·---········ ---·-·•-······•---' .lll>t:, ;·------~--- ··-··· ·----·····-

~ezc formul~ 11tldt als de 

don mc~te~ wij aannemen, 
straal von het cirkclvormige d~el van 
ls ecn w111~kcuri posititf 1 ttol 1ls 
,. "' rr.' ~1 ·1' 1 \c ~ ~ "'"\ n '" ,, .. ., ,~, ·1 3 o e • ~• 0 ,S ~ t,; , t) ~I,.. 0 (cl (.,i l V J - ( :,,~ - {::'. jl .; • • 

D grater is dan \zf; dezc otrnol 
s;; t. Als elr, v2n d1.:- £::t:t.2lh,n 

don i 1,elat (31) vocr s~O, t;:,_,,; 

JL strrnl v~n tct cirk~lvormlft: dtel 

kLurif positief Kttal. 
vsn: is 1n dit r~v~l ,ln will~-

met tc .. t1lp 
,,~r- r~~, ~~ 1n~ 0 ~1·~~· •1 +••r·n·~~-Ll1 ·1a• (',l~ 

'•-'· i \ I l' ,;,,. ~... '-',;..:t::- }- ... , \,.,'' ,.,..... l-OL,,; .. _. ... ..-:. ..... ,,-:, J ,;.,,, 1ntegral(n, 
, ~wljzs int~gratte optreden, berektnfn wij m~t b~hulp van 

r " t... 2-rtl Je -'"''( -u)-rdu = 
C - r(r-4) 

It: g1::va11t:;n m,.t Ic = 0, l "" ·:,;?,), •.• in forr:iult:: (G) zijn btJzc::01..;­

rE ~evall~n van de ondcrg~vallcn Ia an Ic tn vnn het hoofd~eval Irr. 

ondergeval In rrn.:t kc Oen l '"' ·1.,2,3, ••• te t1t·wij~en necm ik rinn, dt·t 
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is s = t, dan moeten wij in (32) en in (33) bovendien nog aannemen, 

dat ft( z) < 1 is. De straal van het cirkelvormige deel van de int0grn­

tieweg Dis in (32) een willekeurig positief getal. Is een van de 

getallen a1 , ••• ,a8 gelijk aan o of een negatief geheel getal, dan 

gelden (32) en (33) voor s~ O, t;;o; de voorwaardeZR.(z)<1 als s = t 
is in dit geval overbodig ( in ( 33) moeten wij de voorwaarde R ( v) > O 

handhaven). 
Om (32) en (33) te bewijzen, constateren wij eerst, dat uit het 

gedrag van de functie fPt(z) voor grote waarden van \z) volgt, dat de 

integralen (32) en (33) voor alle waarden van z convergent zijn, in­

dien s< t; als s =t, dan corn'ergeren de integralen als <R.( z) < 1. Het 

bewijs gaat nu door ontwikkeling van de functie s't\ ( zu) en termsge­
wijze integratie (als s =tis deze termsgewijze integratie zeker gc­

oorloofd voor / z I< 1; voor ~ ( z) < 1 ma ken wi j gebruik van de theorie 
der analytische voortzetting). Als 6en van de getallen a1, ... ,a 8 gc­

lijk is aan 0,-1,-2, ... , dan behoeven wij natuurlijk geen andere 

restricties op te leggen aan z, s en t dan s-::. O, t ~ o. 
Om de bijzondere gevallen met k = 1,2,3, •.• van het ondergeval Ia 

~n de beide ondergevallen Ib en IIa te bewijzen nemen wij het reeds 

bewezen bijzondere geval met k = o van het ondergeval Ia als uitgangs­

punt van een volledige inductieredenering. Wij zullen nu aannemen, 

dat formule ( G) met p < q+1 en k = m ( m? 0 en p+m< q+l+1) reeds bewczen 

is, en aantonen, dat ( G) met p < q+1 en k = m+1 dan ook waar is. Wij 

zullen eerst onderstellen 

(34) 
I 

'if m+"\ t= '1 , 2, 3, ... 

In formule ( G) met p < q+1 en k = m vervangen wij A door .t\ u.. en verme­
nigvuldigen daarna met e-u(-u)-'1+tm+1. De betrekking, die er dan komt, 

integreren wij langs D (in het rechterlid termsgewijs) met behulp van 

(32). De betrekking, die dan ontstaat, mogen wij wegens (34) delen 
door 

2TTi 

Het resultaat wordt (G) met p < q+1 en k = m+1. Wij hebben hierbij dG 

onderstelling (34) gemaakt. Om deze onderstelling kwijt te raken, 

beschouwen wi j nog afzonderli jk het gc:val., dat R(o- m+'1) > 0 is. Wi j 
vervangen weer A door~~, maar in plaats van met 

e-u(-u)-'1+fm+1 vermenigvuldigen wij met e-uu- 1+1m+1 • 
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Wij integreren nu met behulp van (33) van O naar oo. Na delen door 

r(Jm+1) vinden wij weer (G) met p<q+1 en k = m+1. 
Bij ons integratieproces hebben wij in het rechterlid termsgewijs 

ge!ntcgreerd. Is geen van de getallen r 1 , ···,lm+1 gelijk aan 
0,-1,-2, .•. , dan kan men uit het gedrag van de algemene term van d 

reeks in het rechterlid van (G) voor grote waarden van r afleidcn, 

dat deze termsgewijze integraticc geoorloofd is voor alle waarden v·:n 

~en~ 1ndien p+m+1 < q+l+11 is cchter p+m+1 = q+l+1, dan is de t rms­

gewi j ze intc:gratie allcen gcoorloofd als I ,\~I< 1. Hh;rmec. z i J n de 

ondergc.vallen I2 en Ib vollc:dig afg8handeld. 

Is ~~n van de getallen r1 , •.. ,Jm+1 gelijk aan 0,-1,-2, ... , d2n 
blijkt ook voor p+m+1 = q+l+1 de termsgewijze integratie geoorloofd 

voor alle waarden van~ en ~ en bovendien blijkt het, dat het in dit 
geval zelfs mogelijk is met behulp van dezelfde methode het aantal 

parameters~ nog met een willekeurig aantal te verhogen, en wel 

zonder restricties aan ),. en ~ op te leggen. De voorwaarde p+k ~ q+l+1 

valt in dit geval dus geheel weg, zodat wij het ondergeval IIa krij­

gen. 

Wij bewijzen nu de bijzondere gevallen met k = 1,2,3, .• , van hct 

ondergeval Ic en de beide ondergevallen Ie en IIb. Het reeds bewezen 

bijzondere geval met k = o, 1 >O van het ondergeval Ic dient hierbij 

als uitgangspunt. Wij onderstellen thans, dat (G) met p = q+1, 1 0 

en k = m (O~m<l) reeds is bewezen ondsr d0 voorwaarde~(S)< ½ en 

bewijzen dan, dat (G) met p = q+1, 1 > O en k = m+1 ook waar is. Dit 

bewijs gaat met bchulp van dezelfde integratiemethode als zo pas. 

Is geen van de getallen d1' ... ,om+1 gelijk aan 0,-1,-2, ••• , dan 
blijkt de toegepaste termsgewijze integratie geoorloofd te zijn voor 

o~(~)<½· en alle wa,1rden van A mits m+1<1. Hiermee is het ondergevol 

Ic afgehandeld. Is m+1 = 1, dan blijkt de termsgewijze intc 

zeker geoorloofd indien I'$! < J en I A/ < 1. Uit het gedrag van de 81-

gemcne term van de reeks in het rechterlid van (G) volgt echter, dat 

· ( G) met p = q+1 en k ::::: 1 > 0 een onalytische functie is van ~ en >.., 
mi ts ~ en >-. voldoen aan de voorwaarden '(R ( ~) < ½ _. f ( ~=~ )S j<1. De 

voorwaarden \ ~ l < J , \A\< 1 kunnen dus met behulp van het begins el 
der analytische voortzettinc door deze ruimere voorwaarden warden 

vervangen; zodat ook het gehele ondergeval Ie bewezen is. 
,, ,, 

Is een van de getallen ¥1 , ••. ,~m+1 gelijk aan 0,-1,-2, .•• , d8n 
blijkt ook voor m+1 = 1 de termsgewijze integratie geoorloofd voor 
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<X.(S)-< ½ E.n all:: waarden ,;an ~ 1.:;n bovendiEn blijkt het, dat wij in 

geval htt aantal parameters lf w1110keurig groot kunnen maken,. m1ts 
aannetnEin, dato?._(5)<.½. WiJ kr1jgen dua het onderg1:;val IIb, maar ni.€ 

het volledigE;, ond1::rgeval IIb, alleen het bi jzondere geval met 1 > O. 

daar wij zijn uitgegaan van het bijzondcrt.~ geval met k = O, 1>0 van 
ht: t ond€rgev2l Ic. Om ook het geval van IIb m~t 1c = d. ( d > O) en 1 = 

te bewijzen, n~men wij van IIb het beweztn geval m~t k = d+1 en 1 = 1 

en stelhm dan nog ln formule (G) ci-1 = id+'1 • Wij l<rijgtn dan (G) m(t 

k; den 1 • O volg~ns (19). Hitrmee is het ond~rgeval IIb volledi 

afs1;; hande ld. 

Ht:t bi jzondere r:,eval mt t k > () van h\,.;t hoofdgEcva.l III kan wcrdE n 

afgel£id uit hct geval m~t k = 0 vJn h~tzclfde hoofdgeval. Met b~~1ulp 

vsn onze 1.ntegrathmethode kunnen w'tj (d1 willt:kcurirr, aantal param1..:tcrs 
., , 

toevoegen. Daar e8n van de getAll~n ~ lijk is aan 0,-1,-2, ..• , 

stcat in het link8rl1d van (G) ten vceltcrm in~~ en in h€t r~cht~rlid 

stoat wegcns (2) een cindige som, zodnt dB termsGewijze integr0t1~ 
oorloofd is zond8r dat een voorwnorde tcho~ft t~ worden opgelegd. 


