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20 ® o’»-«‘n
men het wetal 1.

men het product o, .8 ter afkorting
t

‘. a. verstnat
o= "1 J
n wordt (a), nls volzt gedefinieerd:
ta-1), als h 21,
volgt (1)ﬁ:h1 ; verder volgt uit deze definituic

h=n+1, n+2, n+3,...).

wondt de gomnnfunctie | (z) gedefinieerd door
R
-t 2=1 4,
= v{e ot at,
O
>ovolut

nicerde Cunctle er) is een continue functie von
arde van 7 ogelijk nan O wordt,
“dgven we 1in de vorm
o~ \
'. _\_;—:-H J
v o 2rze bhetreklcing heelt ook betekenis als

zAC,

") vervuld, dan kan men definiéren door

i z) niet gedefinicerd, maar 5 oo als 2.0,
nis voor W (z)> -1, z£0. Het rech-

)
( -1, z#-1, Voor
r

ro

due beteke

ma

1. ook betekenis voor -2 < Rz

a7 z) nu zedefinieerd door (5); uit deze defi-
P R R QN g B

saan we verdor

T : o e - “
e functle | (z) krijgt betekenis voor alle
~unndering van z=0, -1, ~2,... Veor alle waarden von
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7, waarvoor | (z) is gedefinieerd, is | (z) dan continu en #0 en voldocst
aan (4). Als z nadert %ot één van de getallen 0,-1,-2,..., dan

T (z)] = =

De functie

=
Pz, .
wanrden van z, waarvoor | (z) is gedefinieerd, Bovendien nadert

heeft nu betekenis en is #0 en continu voor alle

g
y z)
tot O, als z nadert Tot é¢n van de getallen 0,-1,-2,... We geven daor-

om aan

heeft dan

de waarde O, ais z=0,-1,-2,... . De functie
Mz) | Mz)

betekenis voor alle waarden van z.
Uit (1) en (4, volgt

(7)  Tla+r)= Cla;.(z  (240,-1,-2,...5 r=0,1,2,...).

Deze formule kurmen we ook sthrijven i de vorm

(a:
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!
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i

3\
/

en deze betrekking blijkt ook nog te gelden voor a=0,-1,-2,,.,. .

De gewcne hypergcometrische functie F(a,bse;z) wordt gedefinieerd

door ( ) ( )
[ ] a - b 1
Fla,breiz)e 5 om0 g% (od0,-1,-2,0.0),
) — ﬂ,\‘C,‘h

k
b

i
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Is 2=0,~1,-2,..., dan is F wegens (2) een veelterm in z; evenzo voor
b=0,-1,-2,... Is geen van de getallen 2 en b gelljk aan O of een nezi-
tief geheel getal, dan breekt de reeks niet af en de convergentiestrool
is gelijk aan 1, zodat Fla,bsci;z) betekenls heeft voor |zl (1.

Als ultbreiding ven F(a,bjcs;z) beschouwen we, als p en g geheel

[-to] (ctq)h°'i(0&p)lq hg

F ok, s,k : Boseos ;2 )= z;
/} 2 D' ’13 5 PqJ
: n=0 h!i(fR,) «..(B.)
B N Py h

O zijn, de functle

oq

we moeten hilerbij aannemen, dat geen der getallen ﬁ gellijk is aan
J

]
Dy=1,-2, ... + Is p21 en één der getallen oL gelljk aan 0,-1,-2,..., don

is )F

- (z) een veelterm in z, zodat rFm(z) in dit geval betekenis heeft
= D s

qQ
voor elke z, onverschillig welke waarden p en g hebben (p 21). Als we
dit geval builten beschouwing laten en de reeks voor qu(Z> schrijven
in de vorm

.o

h+1

2

Fq(z)=Ao+qu+Aez +eee, dan 1s gelijk aan
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De functie F(2,b;c;z) %an nu worden voorgesteld door qu(a,b;c;z).

FO(Z) heet de gegenernliseerde hypergeometrische functie (Pochhammer,

S
-

n (9) moesten we anunemen, 4t ledere (3 £0,-1,-2,... . Om deze
onderstelling kwijt te roken heschouwen we naast an(Z) de functie

;P(Z,, die pgedefinieerd wordt door

[ S 3
- oo .
(11) ‘3 ( "ERREFL S ﬁq,aa.gﬁqu): 7 - n n e
= - 1SR i 1A +h
h=0 o \{%,l'ru).., \ <@q}l)

- - - N ha! o 5, i
Daar de Tanctle V (w) nerzens nul wordt, treedt in de noemer von de ol-
vemence tern van deze reeks nimmer de actor O op, zodat we niet mecer he-

hoeven aar. e nemen, dnt de petallen {3%0,—?,-2,... zijn,

v

~

Ig 027 en één der webrllen o gelijk onn 0,-1,-2,..., dan is i%(ﬁ)

™ ! - NSTRRE [ AU v - <1y~ Ly o 11 £ < S Yoo [d
evennl e z) ecn veelterm in 2, die boetokenis heeft voor clke z, on-
A

2

verschillig welke wanrden o en g hebben (o 21). Als we van dit gevol af-

I
zlen en de¢ reeks voor _@](Z) schrijven in de vornm

e T e o o g

n - . \
dan heeft »—lvoov voldoend grote wharden van h de door (10) gegeven
“h*ﬂ

wrarde; de fonvercenticstrarl van de reeksz {(11) 1s dus even groot als

die van (9.
ITs mesn van de petnllen p celijk asn C,-1,-2,..., aan blijgkt tus-

-

sen T (z en SEWLZ) het volgende verband te bestaan (zie (7))

‘{v (d Ay (5 ) qu(oaqj..”dpg e’r]ﬁ--~:(3qj’?f)
[Shae] AT /tjoou, R(} ) r(ﬁ) )
J/‘ o o e q

z) cen gegeneraliseerde hypergeomctrische

We zullen g?&(z) evenals F
- L

5
functie noem:n.

Daar de functic ‘@ boven F het voordeel heeft, dat de getalleh@ée—

1ijk mogen z. jn aan 0,-1,-2,.... zullen we van nu af steceds de functie
&Dhebrulken
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Vele functies zijn bijzondere gevallen van

de functie @ 5 er gel-
den higvoorheeld de volpende betrekkingen:
(12) ‘]8 (1) = (‘E

otolh) = ¢7 &

(13) i) - (1970,

’, H {:L \ p /\ [

(14) T(2) = (20 & (rees o 7)) (Z40)
(hierin is J,j\(g) de functie ven Bessel) en

(15

1 L
) M - ( ‘ .
) Mksm(;) = [(1+em) =" e =5 ,I“p,l(i'-lwmg’li—’)m Z)

(g #0sem# -1,-2,-3,...)

(hierin is Mk,m(;) cen functic van Whittaker).
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hyperpgeometrische functies

door
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Tweede voordracht op 24 October 1955

% .
Ook de veelterm L§ )(A) van Laguerrce kan op zeer eenvoudlge

wil e

in de functieiﬁ worden ultgedrukt. Is r = 0, 1, 2,..., dan wordt Lgﬁ)(ﬂ)

T
gedefinieerd door

r . _ o
LA = =+ /£
T rl A
h=0

hi

Men noemt r de orde van de veclterm en™ de¢ parameter. Vermenigvuldipt

men beide leden van de betrekking met P 1+;+r en maakt men gebrulk van
(8), dan komt er
), T h
Lé )(A) RS (=), ™ 0
IS — =T ~ 5
[ (1+4+r) P'Jﬁgé ni [ (A4etth)
wegens (11) krijgen wij dus
)
) ()
(16) L = %; g@%(-r; A3 A )
P (1+dr) ©

Is 1+L # ~r,~r=1,~r~2,..., dan kan deze betrekking ook worden geschroeven
in de vorm

(17) r, @) - B-ﬂ—“;gﬁﬁlQ(-r; T4t5 ) ) -

De door (11) gedefinicerde functied? 18 ecn symmetrische functic
vantﬁq,...,d en eveneens een symmetrische functic van Bﬂ""’ﬁq‘
Uit (11) en (1) bligkt

(18)

, . 1
o7g (a(q,...,o(p, ,1,..,,3(1,0)

RECARTS

met behulp van (8) volgt uit (11)



(A.) voor elke G # 1
[
Het ligt voor dc hand te vrasen of er yoor de functie

p+1<pq+1 (s oesdn)s Bgseesfiys $53)

een betrekking bestaat, dic (Aq) en (Ag) als bijzondere gevallen
bevat. Het zal blijken, dat ecn dergelijke betrekking bestaat; wr
noemen hem formule (A).

In deze formule (A) blijkt 2ls bijzonder geval ook opgesloten
te zitten de volgende bikende Tormule uit de theoric der functics
van Bessel

o
AR 2

R ) - .
[ (1449 %‘J () T T (v 7) / SLr

Deze formule kan met behulp van (714) herleid worden tot

SN, S (V)L (YR
(Lw) (D (v w2y S (Y =p) L - (9) @

T s "t
[ (1) 01 l r=0 vl (1+V+7) 01

. - . N o
Wij delen aan weerskanten door (W) ¢n stellen daarna %vb =

(WwW# 0 ).

(1pfrrs V)

dan komt er O

—_— ) / i
D iy - D8 78 -
(A5) . (1+V; T) = £~ ‘ Itllirs T
T () O S S E ) /

jeze formule blijkt ook nog te gelder voorj;s 0.
Nu heeft Erdllyi bij zijn onderzocloinsen over de functics v

Whittaker in 1937 twee Letrekkingen fiocleird, die na cnige trons

formaties overgaan in formules, dic veel op (A 3 gelljken, Do cervnto
van die formules krijggt no die transiormatics de vorm

o402

(hy) _- e LS By )
4 ”_(W@(djg’?) Zo e 2 ors ) +5T)

en de tweede formulL &rij;t de vorm

(0- .
Lhs) f‘) s =; (rJ»/ -3 :Dq (+rs B4r37) .

Belde betrekkingen gelden voor alle woarden van § . Een betrekkin
die veel op (Aq) en (AB) gcligkt, was rceds in 1913 door Niclsen

gevonden, nl.,

(§-y)_. .
e Doy 5: L@z (r D (oe, §ovs ors )

is & #£.0,-1,-2,..., dan geldt deze betrekling voor ge) (55 iscl -0

~1,=2,..., dan geldt (A6) voor ¢lke X,



Het is duideligk, dat (R;), (A ), (AZ) en (BAg) veel op elkaar gc-
- -

A . R ) 7 7 £~ e
lijken en dus 15 het zeer voor de hand liggend Te proberen een o0~

=

mule af te leiden, die (A,)-(Ag) als bijzondere gevallen bevat. H.i

2 ,
zal nu blijken, dat er één formule (A) bestaat, die niet alleen (Aq)

en (AE) maar ook (AQ)—(A6) als bijzondere gevallen bevat,
-
Klasse 2.
3 (D , 4 oo
() (Y 2{)/3 27) = ey o1 () 7 %),
N\

Gy ooy 27) = VT (a-g) "% CD Lok Lpkds LY 52
(BE) 2 /‘(O\’gﬁ Ogﬁ ?)) (/] .;) 2 /!(:i 35_’_+¢ 3 2 (T/(/‘_g) /)

Deze formules zijn afkomstig van Kummer. (Bq) geldt voor alle wrarien
van 7 ; Isel# 0, -1, -2,..., dan geldt (B,) voor J7(T) L 5; is A = O,
-1, =25... dan geldt (B,.) voor elke G # 1.

Het ligt voor de hand te proberen veor de functie

p'*‘/‘@:i"“/l (U(wls-e.af/épscys ﬂzfliﬂ“'y/}qs gd/; 2?’)

cen betrekking af te leiden, di: (Eq) en (E,) als bijzondere gevaillen

bevat. De te bepalen betrekking ncemen wij formule (B).

Wij beschouwen nu ecn functie van twee veranderlijken F(A;ﬁd en
nemen aan, dat deze kan worden ontwikkeld in een machtreeks naar
opklimmende machten van W,
o8
\ <

(20) F(uLw) = 2 & ()w'.
=0
Men noemt F(A M) cen voortbrengende of genererende functie van
de functies AP(A). Wig zullen nu twee ontwikkelingen van de gedaante
(20) geschouwen, die deor vele schrijvers zijn gevonden; in beide
zal AP(A) op een zeer eenvoudige wijze ult te drukken zijn in de
veeltermen van Laguerre. In de cerste ontwikkeling zal AP(A) gelijk

zijn aan L@%)(z)

R
[ (140 +r)

J

in de tweede zal Ar(ﬂ) = Lgi)(x) zijn. De eerste ontwikkeling wordt

door bijna iedereen in de gglgengﬁ)geda nte geschreven
. L’

(21) e"“()w)"%” {2(AW>%2=Z r (A)w” 5
/A

r=0 F(ﬂ+¢+r)



de tweede ontwililccling lurat o2ls volgt:
N T X

“"1"'"‘/ ..U— < 5. ':(7“ ~ _.r
(22) (1-)""ET LS L)y
(Sonine (13380); vol. anjicre onderzockors (+ 1920-1950) ) . Formule
geldt voor alle waarden 7on A enw , formule (22) voor | 21 ¢en

waarden van A

Klassc 3.

Wij beschouwen nu cerst formule (21) en komen dan

N
ppd

Maken wij pebrulld ven (A4%) en (10), dan kunnen wij (21) schiow,

in de vorm P

/ .
” . r —— P T
(¢ & o@q(”‘/‘; )= Ly 46)/~ (ERED RN

—_—i
Az

Deze gedaante van (21) kout ook voor big Humbert (1924). Humbert

ceft ook nog de volgende »ntwilkloling
. ‘/:z> /
) o 3 < 1 D S T
((—32) \ @ 53(“; _ﬂ_\/\-) '.{,._-— :;’:'5- (:\1 ."i(_lﬁjl}/}r:;A)W
SETOR i

deze geldt evenals (Cq) vior alic wearden vai A enw

Het 1ligt nu vocr de nand te vragen of ¢r voor de veelternm

(.(23) -‘E{+,‘L{}1("'PJO/,Iﬁnoo)&/l{sé,‘ﬁcuaj(:_:‘lgl\,) (:ﬂ = 031323090)

cen soortgell jke penererende betrekking Lostaat; wij zoecken aus o

betrekking, diec (Cﬁ} en (C,) als bijzondree gevallen bevat, De t
et

bepalen betrekking noemen wij formule (C).

Klasse 4,

Formule (22) kon wet behuls ven (47) worden ceschreven in oo
oS

e i

vorm

T .
(28) (1=g)~ %=1 2 Llwden) (D0 iy

1.,; - - -5
=0 ‘

Y

{

9 L5 ¢ o o

(12101, 1468 0, =1, =2 ).
Een uitbreiding van deze formule 1o pevonde door Erddlwi., o

0”

ma, Pinney en Toscano, nl.
@ - (o), :
-a z *
( ID/}) ( 1-z ) 179 ( as; Cj i?m/]> - BETE QI- /%“:2 ('"175 Cs )& )

geldig voor |zl{1 en willekeuriié wacrden van A o= 0, =1, =7
dan geldt (Dq) voor z # 1 en al e waarden van A

i A3

Een met (Dq) verwante form.le 18 ‘Joor Feldheim pevonden

[oF
. 1
.

Lo

[S24}



A
) QD Az — e g oo T
(Df\) (1‘2) o) /] ( Yo by J E/J:/—l-) = }___ ‘—{""I" LA)‘D/] ( I‘9 L 5 Cy /\ )../J o
= o # r___o ° -
Ziqn o oen b £ O, -1, +2,..,. dan gcldt deze betrekking voo:

b}
N
(@)

A%
:
N
A-3
{
no
o
.
o,
8]
o
'Oi‘.\
[
H
o
ct
N
]
no
p——
<
O

is b =0, -1, ~2Z2,. ., maar

[zl {1 en alle woarden venA ;@ is a = 0, -1, =-2,..., dan 371ldt (£>‘

voor z # 1 ¢n alle wearden van A .
Het ligt nu vocr de hand te proberen ecn formule (D) af to

-

=

leiden, die (Dq) en (D) als bijuondere gevallen bevat en zodea. .
.

dat in het rechtorlic de veelterm (23) optreedt.



Serie voordrachten over:

Ontwikkelingen van gegeneralises-rde

hypergeomstrische functies

door

Prof.Dr C.3. Meijer

Derde vocordracht op 7 November 1955

Klasse 5.

WiJj gaan ult van de bekende ontwikkeling

L
I = }““‘ b0

Drukken wij met behulp van (1%) de functleé;Zvan Begssel uit
in de functie P, dan sagt (25) over in

o 1’
N V+or
1 P
%4lil_ = E LQ*L__—_ (1+ Ntr; - g.w“),
F(1+9) r=0 r!
t)
Wiy delen aan weerskanten door (4 W) en stellen daarna
g-wz = -Z ; dan gaat Cez: betrekking over in
£ AT
(E/‘\r ......_/_‘._...__ 'Z_’_‘_.g.:__z_l_o(ﬁ/] (’]-}-\j-}-r;g);
- [(1+)) r=0 !

deze betrekking bli ikt ook nog te gelden voor I =

In 1936 heeft Erdél+wi bij ziin onderzoekingen over de funct .c

van Whittaker een betrekking afgeleid, die na het aanbrengen van

enige vereenvoudigingen overgaat in een ontwikkellng, die veel op
(hq) geli jkt, nl., een ontwikkelinz van een constante in een re

van functies 1¢H. De formule van Erdélvi krijet na die transforma-

ties de gedaante

o (&), (-7
(54) =S e @) s Bers Y ),

r=0 r!

el

Lar

‘*"3

¢ldig voor alle waarden van ;

In 1930 ontmoette Bailey bij een onderzoek over bolfuncties

cen ontwikkeling van een consftante in een reeks van functies ‘i

2"
Bailey vond nl. de betrekking
: 2 (1+m+n)_, (m-n)
=2 = L (=17 510”34 X
(E ) ma =0 ri
3

x_ng(1+m+n+r, m-n+r; +m+r; singéi7),

geldig als —%7r(i?<% 77,



Als men (Eq)s (E,) en (E%) met elkaar verpelijkt, komt men
st b 7 .
natuurlijk tot de vraaz of er ook =en ontwikkeling bestaat, die
(Eq), ( E,) en (Lﬁ) als bijzondere gevallen bevat, d.w.z. een ont-

wikkeling van xen constante in een reeks van functies van de re-

daante

S’r fj (O(

S p q 1+I’,°..3 O(D+r;pq+r30"5{3q+r;?;>'

De door ons te bepalen formul: ncemen wij (E).

Klasse €.
De laatste jaren hebben verscheiden mathematici, dle vezig
waren met onderzockingen, waarbiy veeltermen van Laguerre optreden,

de volgende formule ontmoct

. n -A
My = 5 Lnme 160 5

n r=C (n-r)!

5

geldig voor alle wearden van o, (3 enA .
Wij vermenigvuldiren beide leden van deze betrekking met

nt
[+ 3+n) [ (140
: 7 0
In het rechterlid vervangen wi ] ; met behulp van (&) door
- ; ( ’H‘D‘x;
(1+at)
mﬁ%—y ; er komt dan
t‘\
nl nl @ d)n -7’ (1+d)r o«
(B)(\): . Z ! >(A)o

[ (14p+a) [(140) Y [(14p+n) =0 (n-v) 1 (1et4r)

Deze betrekking kan wegens (16) ook geschreven worden in de vorm
(B =) e (1)

, /l l & "
E) __m__ﬁ_1@%(_n;q+@;ﬁ)=_~_ﬂ____ 1J%(—r; 1463 A ).

(1) F(1+B+n) r=0 (n—r)l r!
Wij zoeken nu een formule (F), die cen uitbreiding is van (Fq).
De uitbreiding zal daarin bestaan, dat in het rechterlid in plaats
van qqa(—r; 1+d 3 A ) de functie 1+{#3 —P,Xq,.,.,gk; gqg...,c 5A)
optreedt.

Wij moeten nu de formules (A) -~ (F) bepalen. Wij zullen laten
zien, dat er een zeer alpemene formule (G) bestaat, waarin (A) - (F)
alle zes als bljzonder geval oppesloten zitten. Deze algemene for-
mule (G) luidt als volgt:



Ontwikkelingen van pegéneraligecrde

hypergeometrische functies

door

Prof .Dr C.3. Meil jcr

Derde voordracht op 7 Novembsr 1955

Klasse 5.
Wij gaan uit van de bekende ontwikkeling

(25) Lg___l__ L——L—/ﬁl\)—i— W) (w # 0).
F(1n) =0
Drukken wij met behulp van (44) de functie/;Zvan Bessel uilt
in de functie O¢H’ dan gaat (25) over in
1 v 1 o ~
_(:_ﬁ"_.l__ -2_ LAL__ (7J (1+ Ni4rs - {l_‘_.wa)c
F(1+V)  r=0 r!

%
Wi; delen aan weerskanten door (4 W) en stellen daarna

g-wg = -¢ ; dan gaat Gezo betrekking over in
(%, _:__:.]_..__ L_.._._)_.. Q,Z) (’]+\j+r;§);
[(1+Y) r r=0 1!

deze betrekking bli jkt ook nog te gelden voor Z =

In 1936 heeft Erdélwi bij zin onderzoekingen over de funct it
van Whittaker een hetrekking afgeleid, die na het aanbrengen van
enlge vereenvoudligingen overgaat in ecn ontwikkeling, die veel op
(Eq) gell g kt, nl. een ontwikkelinz van een constante in een recks
van functies 1¢H. De formule van Erdélvi krijgt na die transforma-
ties de gedaante

o (&) . (-3)F
(Ed. 1 -5 — A+ 5 s
LEd) e ézb By %i% @+rs f4rs 7))

A

geldig voor alle waarden van Z

In 1930 ontmoette Bailew bij een onderzock over bolfuncties
cen ontwikkeling van een constante in een reeks van functies EQ%'
Bailev vond nl. de betrekking

1 i?i_(1+m+n)r,(m-n)r

) m! r=0 r!

(E
PR
g

X 2@%(1+m+n+r, m-ntr; 1+m+r; sin l}?),

geldipg als ~§77(if<% 7.



Als men (Eq), (Eg) en (E3> met elkaar verpelijkt, komt men
natuurlijk tot de vraasz of er ook =en ontwikkeling bestaat, die
(Eﬂ), (Eg) en (E3) als bijzondere gevallen bevat, d.w.z. een ont-
wikkeling van c¢en constante in een reeks van functies van de ce-
daante

kS

(7 . o =
k) p?bq(o(,‘]‘Hf’,..., O(p+r,9(3/]+r3°"3~{3q+r3 ())'

De door ons te bepalen formule noemen wij (E).

Klasse 6.

De laatste jaren hebben verschelden mathematici, die bezig
waren met onderzoeckingen, waarbl] veeltermen van Laguerre optreden,
de volgende formule ontmo:st

() 0 U?‘ﬁ)n
L) = ——
r=C (n-r)!
geldig voor alle waarden van &, (3 enA .
Wij vermenigvuldiren belde leden van deze betrekking met

n!
[+ pn) [(1+9)

. : d
et = q > anoe ; ¥z 1 7
In he rechterlid vervar cen Wi ?:‘("“—*‘5‘/‘ oy met hChulp van (8) door

(1+et)
m;er komt dan
1 A d (1+e4
= TP s e P R RPN

Ly (A)=
[ Tee) f 4+p+n> r=0 (n-r)! f(mw) v

Deze betrekking kan wegens (16) ook geschreven worden in de vorm

[3 -ch) ’H"o(
Ja-x Qb s 4G A ),

- 1 n!
) Pens ) =
1 [T (1+e) 11 r(1+ﬂ+n) r=0 (n-r)! r!

Wij zoeken nu een formule (F), die een uitbreiding is van (Fq).

De uitbreiding zal daarin bestJan, dat in het rechterlid in plaats

van 1¢%(—r; 1+a: A ) de functie Xq,.,.,5k5<)13...,c HE.
optreedt.

Wij moeten nu de formules (A) - (F) bepalen. Wij zullen laten
zien, dat er een zeer alpemene formule (G) bestaat, waarin (A) - (F)
alle zes als bijzonder geval opgesloten zitten. Deze algemene for-
mule (G) luldt als volgt:



~e

-3 -

p+k¢q+l %1""’5k’0‘1""3°‘p3Bﬂ""’ﬂq’ §s-e0013A %) =
O
f 1 s
\G) =;}‘Tk+q®l(-rszq,qgggﬁk; 51310-36\152) X
D or
)K’;ZZ(dj)r.(—s) pq%(d1+r,...,dp+r;ﬁq+r,...,/3q+r;§ ).

Wat de geldigheid van (G) betreft moeten wij drie hoofdgeval-
len I, II en III onderscheiden, Hoofdgeval I wordt nog weer ge-
splitst in vijf ondergevallen Ia - Ie; hoofdgeval II wordt gesplitst
in de twee ondergevallen IIa en IIb.

Hoofdgeval I: Geen van de getallen Xﬂ""’Xk en o, 0.0 18 go-
L

P
11jk aan 0, -1, -2,... . Wij nemen dan aan, dat k, 1, p en q vol-

doen aan k30, 1) 0, g>0, 0<p<q+l, p+k <q+l+i,
WiJ onderscheiden nu de volgende vijf ondergevallen:
Ia. Als p<g+1 en bovendien p+k < q+1+1, dan geldt (C) voor alle

waarden van A en .
Tb. Als p<g+1 en p+k = g+1+1, dan geldt (G) mits A en Y voldoen

aan A %|<1.
Ic. Als p = g+1 en k<1, dan geldt (G) voor 3?(;)‘(5 en alle waarden
van A .
Id. Als p = g+1 en k = 1 = 0, dan geldt (G) mits A en ¥ voldoen aan
P
\{74 1, u&}(q.

3 -1

Te. Als p = g+1 en k = 1) 0, dan geldt (G) mits A en ¥ voldoen aan
Q03] .
g-ﬂ

Loofdgeval II: k> 1 en tenminste één der getallen 1"°"5k is pe-

R <L,

1lijk aan 0, -1, -2,..., maar zeen van de getallen Cﬁﬂ""’dp is pe—
1ijk aan 0, -1, =2,... . %WiJj nemen dan aan, dat k, 1, p en q vol-
doen aan

kzﬂ,IZO,qEO, OSp§q+m

Wij onderschelden nu twee ondergevallen:
Ila. Als p<ag+1, dan geldt (G) voor alle waarden van Aen3y.
ITb. Als p = q+1, dan geldt (C) voor ¥7(¥) <% en alle waarden van A .

Hoofdgeval III: p} 1 en tenminste één der getallen<¢1,...,dp is

gell jk aan O, —1,‘:2,... . Vi1J nemen dan aan, dat k, 1, p en q

voldoen aan
k>0, 1> 0, > q_go.

Formule (G) geldt dan voor alle waarden van A en .



Wij zullen nu laten zilen, dat de door ons gezochte formules
(A) - (F) door specialisatie uit (G) kunnen worden afgeleid.
Wij beginnen met (A). Wij stellen in (3):

k=1=’1,<\f,1=a, ngé,/\zq
en maken gebruik van de bekende formule

CEM
(26) ,‘ -r, ) J; :Fﬁ (r =0, 1, 2,...).

(G) gaat dan over in

pmﬂbq“(oq,..., or ) 3Ba s B3 )
Z (&-Y) .. ..f.. L
m ) (’S) }C‘qu<d’l+r’""dp+r;(‘)}1+r""’pq+r5§ ).

De voorwaarden voor de geldigheid van (G) leveren de volgende
voorwaarden voor de geldigheid van (A):

Als geen van de getallunqu,...,up geligk is aan O, =1, =2,.04,
dan voldeoen p en g aan

920, 0<p<La+i;

formule (A) geldt dan voor alle waarden van z'als p £g+1 €n voor
a?<3) {1 als p = g+1.

Is p;>1 en één van de getallcn<fq,...,db gelijk aan 0, -1, =2
~25 040y da n behoeven wij slechts aan t¢ nemen pé:ﬂ,c}éC)en } is
willekeurig.

Wij kunnen zeer gemakkelijk aantonen, dat (A
dere gevallen zijn van (A). Voor p = q = 0 gaat (
over in oo

(’b’%(?{;&;;) = Z‘m(‘i“?f)r (-3)° ¢35

r=0 r!f (§ +7)
het rechterlid van deze betrekking is wegens (11) gelijk aan

e3 qé’q(g-g.: §; -3,

zodat wij op (Aq) terecht komen,
Wij nemen nu p = 1, q =0 en &k, =d; voor elke § # 1 geldt

1) en (A?) bijzon-
A) wegens (12)

wegens (13)
B ;) = (1-3) 70

Formule (A) gaat dus &yﬁ§
R TEER i i L Sy R
a, r=0 r! rr§+r 3"
het rechterlid van deze betrekking is wegens (11) gelijk aan

- A
) ¢ &—-5,0{;8; E%T)

Wij krijgen dus (A,).
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Om aan te tonen, dat (A Y~(A ) specialisaties zijn van (A) gaan
wij als volgt te werk., Wi onderstcllvﬂ eerst q‘>4 en nemen in (A)
ﬂ 5 Met behulp van (19) vindt men dan

F(—é’_)_p% Os e es@3 B ee a0 03 T)
o0 £~ D
(AT) 4 _ S” ._.E,_.._@_E’.__ T (o _\g)rfb (GRS P LR AT

4+, ...,ﬁq_,ﬁr,&l +r; 3’)

r=0 ri['(§4r) =1
Vervolgens onderstell-n wilj P >71 en nemen in (A)(Xp =c;. Met
behulp van (19) en (8) komt ¢r dan

XA (s e sy g5 Baseens fy3Y)

1 o0 (‘S'J) p-1
() = I,Z:o—*;'—ﬁ JE (dj)r(_z)rE@q(g@ﬁr,...,(xp_,‘ﬂf‘, 5+r;
ﬂ1+r,..., ﬁd+r;\§).

Het is nu terstond in te zilen, dat (AB) en (A&) bijzondere peval-
len zijn van (A'); evenzo, dat <A5) en (A6) in (A'") opgesloten zitten.

Voor (A') en (A") zie men ook C. Fox, Proc. London Math. Soc. (2),
26 (1927), p. 201-210 (formules (1.9) en (1.11)).

De betrekking (B), die (Bq) en (Bg) als bijzondere gevallen bevat,
kan op de volgende wijze uit (G) worden af;eleid. Wij stellen in (G)
K=1=1, A= 2, JH = 5 en 5H = 2&. Formule (G) levert dan

P (ot 1,...,% Y p 1 25 2
o, ,
()] = 2 #r 2 Sk d T () (=97

r=0 ~°

Xaig(dq+r,...,cxp+r; ﬁ1+r,...,{3q+r; 3).



WiJj maken nu gebruik van
gqb’l("gr”’/‘:g; EJQ 2) =0 (l" = 05132:'-->
en

2@,}(-21",015 25; 2) = \/—7_1:(21’)3

pPT 2 KOoES F’(~£;+af+r>

(r = 0,1,2,...)

(27) gaat dan over 1in

O U B
cO

(B)< — \/:/_T Z j*"‘/}(O(j)EI’ X

221 F(J) r=0 rilﬁ(%%&4r)22r

er
C/? p¢q (04,1+2r, .,,,o<p+2r;ﬁ1+2r,,..,ﬁq+2r;\g).

Uit de geldigheidsvoorwaarden voor (G), leidt men af, dat (B)
geldt onder de volgende voorwaardens: Als geen van de getallen
Oﬁ,.a.,0¥ gelijk is aan 0,-1,-2,..., dan onderstellen wij q >0,
0<p <q9+1; 1s nu p<g+l, dan geldt (B) voor alle waarden van*;;
maar is p = q + 1, dan geldt (B) voor J{(‘g) <%. Is P21 en één der
getallenqu,,o,;ip gelijk aan 0,-1,-2,..., dan geldt (B) voor 21,
q>0 en alle waarden Van‘g.

" om (Bq) uit (B) af te leiden, stellen wij p = q = 0., Wij krijzen
dan met behulp van (12)

q§ ) ] B \/7Z»e\§ ..@— Z 2r
Py 2ys 27) = 2
- 2{”1‘ r=0 1 2r
o 25T () vt [(3yer)2
de som g;% in het rechtcrlid is wegens (11) gelijk aan éi%(%ﬁy;%fgg),
zodat wij (B
Dat ook
Wij nemen p

o
B

1) vinden.,
(Bz) een bijzonder geval is van (B) zien wij als volut,
1, d=0end, =*Kin (B). Wij maken gebruik van

2r
(@), = 277 (30) . (3+3o0)

It

en verder nog van (zie (13))

ﬂjo (x+2r; %) = (1-%) -¢-2er

die voor elke g # 1 geldt. Formule (B) gaat dan over in



-3 -

oca/ QJ 2)\/77“ ?)'“Z(M (249, (;‘ ar
2&’-1rdr~0rrz+a+r) 3

J

de som 2;% in het rechterlid van deze betrekking is wegens (11)

gelijk aan L 1
2@ 2%0‘: +J
waarmee ook (B L) afgeleid 1is.

Voor (B) vergelijke men ook formule (3.3) van het boven reeds
geciteerde artikel van C. Fox.

Nu zullen wij uit (G) een betrekking (C) afleiden, die (C,‘) er
(Cg) als bijzondere nevallen bevat., Deze betrekking (C) heeft de
volpende redaante (zie ook Erdélyi, Higher transcendental functio 3,

I1I, p. 267)

@(a/,‘,...,a/k, g eeesOys AW)
(s~ 1 P (e Cofne e fis Gure e ys A

r=0

Het is zonder meer duidelijk, dat (Cq) en (Cg) bijzondere rc-
vallen zijn van (C). Om (C) uit (G) af te leiden stellen wij in ’3)
p =9 =0, De functie éﬁ (?) in het rechterlid van (G) wordt dan
vwerens (12) gelljk aan e . Stelt men ¥ = -w, dan krijgt men dus
(C). Uit (G) leiden wij meteen de voorwaarden voor de geldigheid
van (C) af: Is geen van de cetallen J%,..., o gelijk aan 0,-1,-7,...,
dan onderstellen wij 1 >O, O<k<1+1 is in dit geval k «L1+1, dar
geldt (C) voor alle waarden van A en w; maar is k = 1+4, dan geldt
(C) voor |Aw| <1, Is k:>:’l en &én der getallen J"""’dk gelijk asar.
0,-1,-2,..., dan geldt (C) voor k21, 12>0 en alle waarden van Aen w,

Wij zullen nu uit (G) door specialisatie een formule (D) afleiden,
die (:q) en <D2) als bijzondere gevallen bevat, Deze betrekking (T)
luidt als volgt (zie ook T.W. Chaundy, Quart. Journ, of Math,
(Oxford Series) 14 (1°43), p. 55-78, formule (25)) )

§(1-z} ak+1¢1 e i Sovererdys A5
(D) & (a),
szj B (s far oo Spoeeer Gk

r=0 1!}



Wij zien terstond, dat (Dq) en (DQ) bijzondere gevallen zijn van
(D). Maar nu moet nog worden aangetoond, dat (D) zelf een bijzonder
geval is van (G). Daartoe nemén wij in (G) p =1, g = 0 en stell n

= a en ?-——~—- (z # 1). Voor iedere eindige z is"g £ 1, Wii kun-
nen dus de functie (—?)r1¢b(a+r; g) in het rechterlid van (G) met
behulp van (13) op de volgende wijze herleiden
27 D (atr; E)=(2E0) T (1-En) BT 2T (-2,
) gaat nu over in

-Z)qulb (a+r; 7)
De ontwikkeling

k-{-’]‘:bl(a,a/’]’.'.’gks /I_von.,é\;—za-:z;]—? =
x© (a)
= (’l-Z)aZ rk-}-/‘d)]—( r&,""’ik;&]’°"’é\3A)zr:

r=Q0 r!

(==
(G

en Geze betrekking is equivalent met (D),

De voorwaarden voor de geldirheid van (G) leveren de volgende
vocrwaarden voor de geldigheld van (D): Is geen van de getallen
Xa,.aa,gk en a pelijk aan 0,-1,-2,..., dan onderstellen wij O—ék;il;
ig in dit geval k<1, dan geldt (D) voor }z](<ﬂ en alle waarden van
J; is in dit geval k=1=0, dan geldt (D) mits z # 1 en |(A-1)z| < 13
ig in dit geval k=1 »0, dan geldt (D) mits X en z voldoen aan
| z] <1, )(Auﬂ)zf<:1° Is k>1 en één der getallen gq,...,gk pelijk
aan 0,~1,~2,-,., maar a # 0,-1,-2,..., dan onderstellen wij k >1,
1>0; formule (D) geldt dan voor |z« en alle waarden van Rﬁ% Ts
8 = O,-1,~2,,.., dan behoeven k en 1 slechts te voldoen aan k >0,
1>0; formule (D) geldt dan voor alle waarden van A\ en jedere z £ 1.

Wij zullen nu laten zien, dat de door ons gezochte formule (E)
ook een bijzonder geval is van (G). Wij stellen k =1 = A =0 1in (G).
Met behulp van (“8) krlgptrmen dan
oo Z‘_
(E) TR g;OJ 1 e G AR AT
’ L 9 ﬁ%+r,...,ﬂq+r; z).

De voorwaarden voor de geldigheid van (E) volgen uit die voor de

+r;

geldigheid van (G): Is geen van de getallen dq""’dp gelijk aan
Cy=1,-2,..., dan onderstellen wij g >0, 0<p«ag+1; 1s in dit geval
= = =
p <g+1, dan geldt (E) voor alle waarden van z'; maar is p = g+1.
1 22 U -
dan geldt (E) voor 32(3)<L§. Is pﬁéﬂ en één der getallerxaw,,,rydp.



gelijk .ean 0,-1,-2,..., dan geldt (E) voor p >1, qéo en alle
waarden vany,
Wij zien terstond, dat (E) overgaat in (E ), als wij p=0, g=1 en
G’l = 1+ Y nemen, Wij krijgen (E,) voor p=g=1, cﬁ,} c en ﬂ’i 3. Voor p=2,
- - 1 - - - ?1 5
q=1, 0(,‘«-'1+m+n CXQ- m-n, /3’1 = 1+m (m = 0,1,2,...) en ¥ = sin"5}

met 270 < V<ITT wrijgt men (E 3).
Nu zullen wij nog laten zien, dat in (G) ook een formule (F)
opgesloten zit, die een uiltbreiding is van (F Y. Wi) nemen in (G)

p=2, g=1, %= -n (n = 0,1,2,...) &A= &, {3,i [3 en %= 1. Wat de gel-
dirheidsvoorwaarden betreft bevindem wiij ons dan k,;ﬁgder hoofdeeval IIT

‘{,S” formule (G); in het rechterlid treedt dus op E) in plaats wvan

%'::—:O' In het rechterlid maken wij gebruik van (—1)r(~n)r-— —
(zie (1)); de functie @é} n+r, oL +r; ﬂﬂ‘, 1 (r=0,1,2,..0) herleiden
-n+1,0k+r',[3+r; 1) = (A-a n- r .
r

Q-H’z

ISl
‘g

wij met behulp van (26)
DPe ontwikkeling (G) levert dan

k+2®1+4(—r7;&’51”"’ a/k; {3, 51,..., Jls )
(F) y_ _nt (ﬁ"“‘)n—r‘(a)r
F(ﬂ+n) r=0 (n-r)!ir!

Deze betrekking geldt voor k>0, 12>0 en ledere A.
Nu moest de door ons te bepalen formule (F) een uittreiding zijn

k+$bl(~1“: U,‘,...,%{; 54,...,51; A

van (F,‘) en wel een zodanlge ultbreiding, dat 1n het rechterlid dc
veelterm k+"®1<—r’b/”‘""’§k; 54"”’513 A) optreedt.

Aan deze laatste voorwaarde 1s reeds voldaan, Dat (F ) een btijzonder
pgeval is van (F) zien wij als volgt: neemt men 1 g’? en stelt men

c§ =™, dan gaat (F) wegens (19) over in

-z—mq@l o, 3«,--,,5@{){5 SyreensBy i A -

({3 ~ex) . )
P—m) i; = ol l{+’1<p1('r’ ) SRR ka;“’éww“?l—«;M‘

Neemt men hierin nog k = 0,
en 1 +(3, dan krijgt men (F,)

1 = 1 en vervangt men & en {3 door 1 + =

1
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Bewijs van formule (G)

~

Wij leveren cerst het bewijs van het geval met k¥ = 1 = 0 van (G).
Wij maken hicrbij pebruilk van

dI"

< g#g(dﬁ,...,dp} Bysevespys ) =
(28)

= 5&%(¢J)r,épq0xq+r,.,.,O%+r; ﬁ%+r,...,&%+r; S) ;

Deze formule geldt voor r = 0,1,2,... . Het bewiljs van (28) gaat als
volgt: Wegens (11) heeft men

o= (1) e« « (Xp) -
g B h h =1 _
7 P - = (h1) 1T (8y) - T (Bem)
& (1) g e+ (©@p) ppq h
= o= ¢

RLI(Byth+1) oo D (B +h+1)
Nu volgt uit (1) (oa)h+1 =¢x(u+1)h; er komt dus

3 ) fi (a0q+1) e v (apt1) h
a5 Pal®) = oy i bl (@, +h+1) oL (B +h+1) >

dus wegens (11)

d
a‘g E@Q(d1,‘z.,%; B"}""‘{;qi %)

= dq e dp éPq(m1+1,...,dp+1; Bq+1""’Pq+15§ ).

Door herhaalde toepassing van deze betrekking krijgt men (28) met
r=1,2,3,... 3 voor r = 0 is (28) evident wegens (1).

Het geval met k = 1 = 0 van (G) wordt nu als volgt bewezen: Ic
p< q+1, dan is de machtreeks in het rechterlid van (11) convergent
voor alle waarden van z; de functie &#Q(z) is dan analytisch in hct
gehele z-vlak. Is § een willekeuric petal, dan kan
ontwikkeld in de¢ Taylorreeks

D q(z) dus wordun



22 r
(29) pdpq<z>=550<zr? )

die convergeert voor alle waarden van z. Is % # 0, dan kan men bij
elke z het getal A zodanig kiezen, dat z = X§ . De Taylorontwikke-

ling gaat dan over in

G’J

B 08) = 2 F (N7 i‘—g—f B,

Nu volgt uit (13), dat (1- A = 1#5 -r3N). Met behulp van (28) kriigt

men dus

o P
(30) { = Z5 o B-rsn) TT(ek) (=97 X

X gih(u1+r,...ixp+r;(31+r,...y@q+r;§ )

en dit is (@) met k = 1 = 0. Bij het bewljs van deze betrekking maak-
ten wij de aanname S # 0. De formule geldt echter ook voor § = 0, daar
beide leden dan wegens (18) gelijk zijn aan

. ]
P(B) -+ T ()

Nu hebben wij (30) bewezen onder de aanname p< q+1. Het bijzondere
geval met k = 1 = 0 van het ondergeval Ia is dus hiermee afgehandeld.

Is p2 1 en één van de getallen ps e o0y gelijk aan 0,-1,-2,...,
dan 1is ¢q(z) een veelterm in z; de Taylorreeks (29) breekt dan af en
meldt voor alle waarden van z, onverschillig welke waarden p en q heb-
ben (p21). De substitutie z = A voert (29) in (30) over. Wij krijren
dus het bijzondere geval met k = 1 = 0 van het hoofdgeval III.

Is p = g+1 en geen van de getallen o%,...,qp gelijk aan O,-1,
~25.4. 5, dan 1is (Pq analytisch in het z-vlak, waarin een coupure 1is
aangebracht van z = 1 naar z = 1 +e”1 of van z = 1 naar 2 = 1 ~-o1i,

Is 5 een willekeurig getal # 1, dan breng ik de coupure aan naar

1 +oi als F(3)< 0 en naar 1 -eei als J(3) 20. De functie Cb is
dan analytisch binnen de cirkel met ¢ als middelpunt, die door 1 gaat.
De straal van deze cirkel heeft de lengte \3 —1}. Binnen deze cirkel
kan aﬁq(z) nu worden ontwikkeld in de Taylorreeks (29); dit betekent,



dat (29) nu geldt voor &z-St<\§-1}. De substitutie z = A} levert nu,
dat (30) geldt onder de voorwaarden

T4, \%{—”‘%g—i@.

Hiermee hebben wij het ondergeval Id bewezen, zocdat de gevallen met
kK =1 =0 nu alle behandeld zijn.

Wij zullen nu met behulp van het principe van volledige inductic
de gevallen met k =0, 1 = 1,2,3,... van formule (G) bewijzen, Wi,
maken bij dit bewijs gebruik van de formule

7 -V

—u » ” ,
ffC S¢t(a'l’“"as‘; b/‘,.-.,btg —J)(.—u) (ju

(31)
2"2’1‘{‘1 S¢t+1(a,lyant,as; b/]j.-qybt,v_; :);

Hierin heeft de integraticweg D de volpende gedaante (het punt u = 0O
is het middelpunt van het cirkelvormipce deel van D)
D

N

o J
Deze formule geldt als de volpende voorwaarden vervuld zijn: Is geen
5 gelijk aan 0,-1,-2,... , dan geldt (31)
voor t 20, 0€s£t+1; 1s s = t+1, dan moecten wij aannemen, dat dc
straal van het cirkelvormige deel van D groter is dan ‘z[; deze straal
is een willekeurig positicf petal als sgt. Als één van de getallen
845 e00,8g geligk is aan 0,-1,-2,... , dan peldt (31) voor s20C, t20;
de¢ straal van het cirkelvormige deel van D is in dit geval cen wille-
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van de getallen CPPRERTE:

keurlg positief getal,

Om (31) te bewljzen ontwikkelen wij de functie ;$t(f%) met behulp
van (11) en integreren termsgewiljs; de integralen, die bij deze terms-
~cwlijze integratie optreden, berekenen wij met behulp van

[ =u - 270l
e -u) "du = -
ﬁf~ (=u) T

De gevallen met k = 0, 1 = 1,2,3,..,. in formule (G) zijn bijzonde=-
re¢ cevallen van de ondergevallen Ia en Ic en van het hoofdgeval ITI.
Het ondergeval Ia met k = 1 = 0 18 receds afgrehandeld. Om nu ook het
ondergeval Ia met k = 0 en 1 = 1,2,3,... te bewijzen neem ik aan, dot



# (G) met p<q+1, k =0 en l =n (n20) rceds bewezen is en zal aantonen
dat (G) met p<q+l, k = 0 en 1 = n+1 dan ook waar is, In (G) met p<q+i,
-k =0 en 1 = n vervang 1k X door - % en vermenigvuldig daarna aan
 weerskanten met e'u(-u)'5“+4. De betrekking, dic er dan komt, integrcren
' wij langs de integraticweg D (in het rechterlid termsgewl js); met be-
hulp van (31) krijgen wij dan (G) met p<qa+1, k = 0 en 1 = n+1,

Op volkomen dezelfde wijze behandelen wij de gevallen met k =
1 =1,2,3,... van het hoofdgeval III.

Om de gevallen met k = 0, 1 = 1,2,3,... van het ondergeval Ic te
behandelen nemen wij ols ultgangspunt formule (G) met p = g+1 en
k =1 =0, dit is het reeds bewezen ondergeval Id. Laat § voldocen aan
R (%)< %; deze voorwaarde is gelijkweardig met l§%7"1<4' Laat X een
willekeurig getal zijn. Is de straal van het cirkelvormig deel van de
integratieweg D voldoende groot, dan geldt voor ieder punt u van deze

-2 0y

Volgens het ondergeval Id mogen wij nu in (G) met p =g+l en k =1 = 0
het getal A vervangen door - % . Wij vermenigvuldigen de betrekking,
dic er dan komt, aan weerskanten met e*u(—u)'sq en integreren langs T,
- wat geoorloofd is, als de straal D voldoende groot is. WiJ krijgen dan
| (G) met p = q+1, k = 0 en 1 = 1 onder de voorwaarde R ()« 3. Hieruit
kunnen wij met behulp van dezelfde integratiemethode (G) met p = q+1,
"k =0enl=2,3,4, .., afleiden. Hiermee zijn de pevallen met k = C,

<

Integraticweg

1 =1,2,3,... van het ondergeval Ic bewizen.

Met behulp van een volledig inductieproces kunnen wij nu ook dc
revallen met k = 1,2,3,... van formule (G) bewijzen. Wij maken hicrbij
cebrulk van de belde betrekkingen

Ff(?_uscbt(a,},.-.yasj b/t,.-.,tt; ZU)(—U.)‘,_‘? du =

(32)
L. 2Tt qﬁ . .
B P-_(T‘T"“D 5+ t(a’t""’as’ ‘J, b”‘"..}bt, Z)
Py
i J ‘
e . vy P=T
s < ﬂ?t(a,},...,as, bﬂ”'."tt’ @h)u du =
(33)

=I'(9) S+4¢Q(aq,...,as,v; Dasenesbys 2)s

Deze betrekkingen zijn geldig als de volgende voorwaarden vervuld
zljn: Is geen van de getallen aﬁ,...,as gellik aan 0,-1,-2,..., dan
reldt formule (32) voor 0Ls€t en formule (33) voor 0 s St enR(v)>0;



is 8 = t, dan moeten wij in (32) en in (33) bovendien nog aannemen,
dat R(z) <1 is. De straal van het cirkelvormige deel van de intecgra-
tieweg D is in (32) een willekeurig positief getal. Is één van de
getallen Baseees g gelijk aan 0 of een negatief geheel getal, dan
gelden (32) en (33) voor s2 0, t20; de voorwaarde®R(z)<1 als s =t
is in dit geval overbodig (in (33) moeten wij de voorwaarde . (v) >0
handhaven) .

Om (32) en (33) te bewijzen, constateren wij eerst, dat uilt het
gedrag van de functile é@t(z) voor grote waarden van \z) volgt, dat dc
integralen (32) en (33) voor alle waarden van z convergent zijn, in-
dien s< t; als s =t, dan convergeren de integralen als ®(z) < 1. Het
bewljs gaat nu door ontwikkeling van de functie g?t(zu) en termsge-
wijze integratie (als 8 = t is deze termsgewiljze integratie zeker go-
oorloofd voor !z}<’1; voor® (z) <1 maken wij gebrulk van de theorie
der analytische voortzetting). Als één van de getallen BaseersBg CC-
lijk is aan 0,=-1,-2,... , dan behoeven wij natuurlijk geen andere
restricties op te leggen aan z, s en t dan s20, t20.

Om de bijzondere gevallen met k = 1,2,3,... van het ondergeval Ia
¢n de belde ondergevallen Ib en IIa te bewijzen nemen wil]j het reeds
bewezen biljzondere geval met k = 0 van het ondergeval Ia als ultgangs-
punt van een volledige inductieredenering. Wij zullen nu aannemen,
dat formule (G) met p<g+1 en k = m (m20 en p+m< g+l+1) reeds bewczen
1s, en aantonen, dat (G) met p<q+1 en k = m+1 dan ook waar is. Wij
zullen eerst onderstellen

(34) Fawq & 15253540,

In formule (G) met p<g+1 en k = m vervangen wij A door Auw en verme-
nigvuldigen daarna met e_u(—u)"1+¥m+q. De betrekking, die er dan komt,
integreren wij langs D (in het rechterlid termsgewijs) met behulp van
(32). De betrekking, die dan ontstaat, mogen wij wegens (34) delen

door ot

N ST

Het resultaat wordt (G) met p<g+1 en k = m+1. Wij hebben hierbij dc
onderstelling (34) gemaakt. Om deze onderstelling kwijt te raken,
beschouwen wij nog afzonderlijk het geval, dat<R(ym+1):>O is. Wij
vervangen weer X door hw, maar in plaats van met

e "4 (mu) "It vermenigvuldigen wij met e "%y FIme



Wij integreren nu met behulp van (33) van O naar co . Na delen door
D(¥meq) Vinden wij weer (G) met p<q+l en k = m+1.

Bij ons integratieproces hebben wij in het rechterlid termsgewijs
geintégreerd. Is geen van de getallen.gq,...,5m+4 gelijk aan
0,-1,-2,... 5 dan kan men uit het gedrag van de algemene term van dc
reeks in het rechterlid van (G) voor grote waarden van r afleiden,
dat deze termsgewiljze integratie geoorloofd 1s voor alle waarden vin
X en § indien p+m+1 € g+1+1% is echter p+m+1 = g+l+1, dan is de termg-
gewljze integratic allcen geoorloofd als (k§‘<‘1. Hicrmee zign de
ondergevallen Ia e¢n Ib volledig afgehandeld.

Is één van de getallen FAseeesfmpq E€lidk @aan 0,-1,-2,... , don
blijkt ook voor p+m+1 = g+l+1 de termsgewijze integratie geoorloofd
voor alle waarden van A en { en bovendien blijkt het, dat het in dit
geval zelfs mogelijk is met behulp van dezelfde methode het aantal
parameters y nog met een willekeurig aantal te verhogen, en wel
zonder restricties aan A en $ op te leggen. De voorwaarde p+k <g+1+1
valt in dit geval dus geheel weg, zodat wij het ondergeval IIa krij-
gen,

Wij bewijzen nu de biljzondere gevallen met kK = 1,2,3,.., van het

ondergeval Ic en de beide ondergevallen Ie en IIb. Het reeds bewczen
bijzondere geval met k = 0, 1 >0 van het ondergeval Ic dient hierbij
als uitgangspunt. Wij onderstellen thans, dat (G) met p = q+1, 1 O
en k =m (0€m< 1) reeds 1s bewezen onder de voorwaarde R(J)< 3 en
bewijzen dan, dat (G) met p = g+1, 1>0 en k = m+1 ook waar is. Dit
bewljs gaat met behulp van dezelfde integratiemethode als zo pas.

Is geen van de getallen ) CERRRER (T gelijk aan 0,-1,-2,... , dan
blijkt de toegepaste termsgewijze integratie geoorloofd te zijn voor
N(3)< % en alle waarden van A mits m+1 <1, Hiermee is het ondergeval
Ic afgehandeld., Is m+1 = 1, dan blijkt de termsgewiljze inte

zeker geoorloofd indien \3! <'& en LK{< 1, Uit het gedrag van de al-
gemene term van de reeks 1n het rechterlid van (G) volgt echter, dat
’(G) met p = g+1 en k = 1> 0 een analytische functie 1s van § en X,
mits § en N voldoen aan de voorwaarden R(3) < 3, ]i§2%13-1<ﬂ. De
voorwaarden \§'-<W% ,\X}<’1 kunnen dus met behulp van het beginsel
der analytische voortzetting door deze ruimere voorwaarden worden
vervangen, zodat ook het gehele ondergeval Ie bewezen is,

Is één van de getallen Fqs e esdpeq BE11Jk aan 0,-1,-2,... , dan
bli jkt ook voor m+1 = 1 de termsgewi jze integratie geoorloofd voor
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R(Z)< % en alle waarden van A en bovendien blijkt het, dat wij in
geval het aantal parameters § willekeurig groot kunnen maken, mits 1
agnnemen, dat R ()< 3. Wij krijgen dus het ondergeval IIb, maar nie
het volledige ondergeval IIb, alleen het bljzondere geval met 150,
daar wij zijn uitgegean van het bijzondere geval met kK = 0, 150 va
het ondergeval Ic. Om ook het geval van IIb met k = d (d >0) en 1
te bewl jzen, nemen wij van IIb het bewezen geval met k = d+1 en 1
en stellen dan nog in formule (G) 61 = Yg4q WiJ krijgen dan (G) met |
k =denl =0 volgens (19). Hiermee is het ondergeval IIb volledip
afgehandeld.

Het bijzondere geval met k>0 van het hoofdgeval III kan worden
afgeleid uit het geval met k = 0 van hetzclfde hoofdgeval., Met behulp
van onze integratiemethode kunnen wij cen willekeurlg aantal parametcers

it

il

toevoegen. Daar één van de getallen o cclijk is aan 0,-1,-2,... ,
staat in het linkerlid van (G) cen veelterm in XS en in het rechtcrlid
staat wegens (2) een eindige som, zodat de termsgewljze integratic
geoorloofd is zonder dat een voorwaarde behoeft te worden opgelegd.
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