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D= getallen -...-3, 2, -1, 0, 1, 2...gehele rationale
getallen, kortweg gehéle getallen; de getallen 0,1,2,3,.... GO
niet-negatieve gehele, en de getallen 1,2,3,.......de pasitieve
geheles getallen, ‘

Als a geheel 1s, is ook -a geheel. Met a en b zijn ook a-b,;
a-b ¢n ab geheel. Uit as>Db volgt a = b+1.
Definitie: Zij a # 0, b willekeurig. b heet door a deelbaar,
als er cen geheel getal q bestaat met b = ga,
b heet dan een veelvoud van a, a is een deler van b,
Schrijfwijze: a/b. Is b niet deelbaar door a, dan schrijft men
a7 b,

Dz volgende stellingen zijn eenvoudig te bewijzen:
1. Ui, 8 b volgt: a/-b; -a/-b; }él/’ib\.
2. Uit a/b en b/c volgt a/c. ( de deelbaarheid is transitaief)
Uit ac/be volgt 8/b, en omgekeerd: uit a/b en ¢ ¥ 0 volgt
ac/be.
. Uit a/b volgt &bx voor elke x.
Uit /b, a/c v.lgt: a/b-c en a/b-c.
Uit a/b en a/c volgt a/bx+cy.

W

- Oy Ul

. Is a>0 en b willekeurig, dan bestaat er precies één paar
getallen (q,r) met b = aqg+r, 0 £ r <« a. Kortweg: deeltal =
delar x quoti&nt + rest. (0 = rest < deler)

i

Stelling (ontwikkeling in g-tallig stelsel)
é

Zij g > 1. Elk getal a2 > 0 kan men op één en slechts één

manier schrijven in de vorm:

_ 2 PRI o
a = C +C B + Cog t ...+ C 8
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Bewiis. 1) de mogelijkheid. Wij bewijzen dit met volledi-
ge induetie naar a. Voor a = 1 duidelijk. Stel voor ax>1 en
1,2+0.,a-1 is de stelling bewezen. a ligt dan zeker in één
der intervallen:

12 awg, g at= 82, g2 =
Er is dus een n Z O met go =

g, enz.

. n
Dan ig a cL8 +r

©
I
0}

N n n
(0 = r<g"). Hierin is c >0, want cngn = a-r>g —-g =0 ; en
+1

c, <& want cngn = a<g . Is r =0, dan klaar. Is r > O
dan wegens r<g® = a (inductie) r = ‘L>O+Y>1g+...+btg't (t 2 0,
b,>0, O<b;<g (0= 1 E ). Hierin is t<n, daar gi>r Z

Z b.g’ 2 g¥, dus
a = bo+b1 g+c..+btgt+o.gt+1+...+O.gn“1+cngn-

2. Benduidigheid.

. N 11 xr . .
Z2ij a = C O &FsestC g = do+d1g+.*o+dpg , dan te bewijzen:

n = en .= 4. (0 =41 =
r cy 5 ( i

Was 4it niet het geval, dan zou

n).

s .
0 = e +e gts.eete g (5>0, e A0, ~g<e;<gy 0% iss)

dus

g S

lIA

s~1} = (g-1)(1+g+..,+gs~1)=gs~1

Tegenspraak.

iesgsiz teo+...+eSw1g

Kleinst gemene veelvoud. Zij a>0, b>0., Onder al de gemeen-

schappelijke veelvouden van a en b zij m het kleinste posi-
tieve.

Stelling. Zij n een willekeurig veelvoud van a en b. Dan
is m/n.

Bewijs. g en r zijn te bepalen zodat n = qutr (O = r<m).

r = n-gqm. Nu is a/n en a/m, dus a/r. Evenzo: b/r . r is dus
een kleiner gemeenschappelijk veelvoud van a en b dan m,
dus r = 0O,

Stelling. Is a # O. b/a dan is (b} = }a).

Bewiis. b/a, dus a = gb met g # O, dus iql £ 1, en la} =

= |q] bl Z Ibl. Hieruit volgt: Elk getal & # O_heeft slechts
een_eindig asantal delers.

Grootst gemene deler. Laten & en b niet beide O zijn. Onder
de gemeenschappelijke delers van a en b zij d de grootste

positieve. Deze bestaat, want minstens een der beide ge~
tallen a en b heeft een eindig aantal delers, en 1 is zeker
een gemeenschappelijke deler. Schrijfwijze: (a,b).
Stelling. 1) %2ij f een gemeenschappelijke deler van a en b '
dan is f£/4a.

2) Als 2>0, b>0 en m het K.G.V. van a en b, dan



is md = abdb.

Bewiis. I 2Zij a>0 b>0. ab is gem. vecelvoud, dus m/ab of

ab = mg (g = gehecl). Zullen bewijzen: g = d. ,

Uit £/a, £/b volgt 2 geheel, geheel, dus a/ %% ent{?b.
Dus m/ %P of &2 / é%-. Dus %E g %} = % geheel of f£/g.
Verder is % = % = geheel, 2 = S = geheel, dus g/a en g/b.

g is dus gemeenschappelijke deler voor a en b; en elke ge~
meenschappelijke deler f gaat in g op en [T lgl. Dus g = d.

o'

Uk

II. Is a #0 b # 0, maar niet a>0, b>0, dan bedenke men
dat tai dezelfde deler heeft als a, |b} dezelfde als b, dus
is ook d juist de G.G.D. van lal en |bl.

ITI. Is ecn van beide getallen a en b nul, bijve. a = 0, dus
b #£.0 » Dan is d = 'b}, en volgt uit £/0, £/b weer f/d.

Is (a.b) = 1, dan heten a en b onderling ondeelbaar.
Gemakkelijk bewijst men:

Stelling. Uit (asb)= 4 volgt (%, % ) = 1. en omgekeerd.
Uit ¢>0 c¢/a, ¢c/b en ( % . % ) = 1 voigt c = (a,b).
Hiermede bewljst men de voorname stelling:

Stelling. Uit a/be en (a,b) = 1 volgt a/c.

Bewijs. a #0. 1) Is b =0, dan is a = 1, dus a/ce

2) Is b #O0 en is m het K.G.V. van tal en |b}, dan is
mel = lal bl . bc is dus een gemeenschappelijk veelvoud
van lal en van |b}, dus m/be of la! 1bl/ be of ab/be of
a/c. Hieruit volgt direct:

Stelling. Uit a/a1...an en (a,ai) =1 (1= i<n) volet a/an-

Elk getal a >1 heeft minstens 2 positieve delers nl. 1 én 2.
Definitie. Elk getal a > 1 heet priemgetal, als dit slechts
twee positieve delers 1 en a heeft. Gebruiken voor priem-
getallen steeds p,p‘,p1,p2, enz. Het getal 1 wordt niet als
priemgetal gerekend. Een getal > 1 dat niet priemgetal is,

heet samengesteld getal.

sStelling. Elk getal a >1 is steeds voor te stellen als

een product van priemgetallen. a = éz P, (r = 1)

Bewijs. (voor volledige inductie). Voor a = 2 is de stel~
ling duidelijk. Zij a>2 en dc stelling bewezen voor 2,3,¢s a1

Is a priem, dan is de stelling triviaal. Is a samengesteld,
dan kunnen wij schrijven: a = 248y 1<.a1<.a, 1—:a2<:a.
volgens inductie kunnen a, en a, in priemfactoren worden
ontbonden.

Is n = ab, dan kunnen niet beide factoren a en b groter
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zijn dan Vn . Elk samengesteld getal is dus deelbaar door
een priemgetal dat niet groter is dan Vn .
otelling. Er ziin oneindig veel priemgetallen.

Bewijs. (van Euclides). Laat 2,3,5;...,p de verzameling
zijn van priemgetallen tot en met p zijn, dan beschouwen we
a = 2c3.5c0ep+1s ‘

a 1s nict deelbaar door een van de priemgetallen 2.3:5.«+D»
Dus 0f a is zelf priem, of deelbaar door een priemgetal
groter dan a.

De volgende stellingen zijn weer eenvoudig te bewijzen.
Stelling. Is p # a, dan is (p,a) = 1.
Stelling. Is p/a1...an, dan is voor minstens voor één i
p/ay.
Stelling. Is p/p1...pn dan is voor minstens één i p=p,.
Hoofdstelling. De ontbinding in priemfactoren

& = PyPoreces Dy
van elk getal a>1, 1s op de volgorde van de factoren na
ecnduidigs
Bewijs. We moeten bewijzen dat uit a = p1p2,...pn=p%pé...pé
Py sss = Py s p% = péé one = pﬁ volgt n = n', pizpi
(1

I. Voor a = 2 1s de bewering juist. n = n'= 1, p1=p{ = 2.

n 1A
e
j3¢)

Zij voor a > 2 de bewering voor 1,2,..., a—1 bewezen. Is a
priemgetal, dan is de bewering triviaal.
Is a samengesteld, dan is n>1e n'> 1. Uit p%/P1"'pn en
p1/p5 ,..pﬁ volgt, dat voor minstens één i en voor minstens
één j geldt Pj = DPys Dq = pj. Nu is

pq = p; = 0}
is dus

= pﬁ: Py dus Py = p%. Daar 1<;p1<;a,p1/a

<z g‘- s foved 3 3 -—

1"p = DpPysese:Pp= B P} ¢-+D)<a: Dus volgens inductie
onders%elling n-1 =n'-1 of n=n', en p; = p} (2 41 = n).
Gevolg. Elk getal a>1 is dus van de vorm

a = J7 pt
¥/ a

waarin p de verschillende in a bevatte priemgetallen door-
loopt.

De eerste pricmgetallen zijn:

235,711,133, 17,19,23,000.
Men kan een tabel van deze priemgetallen construeren, die
niet groter zijn dan N, met behulp van de Zeg. "zeef van
Eratosthenes'.
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Voor elke n = N, en n niet priem, is n declbaar door een

pricmgetal dat niet groter is dan V. e schrijven nu

alle getallen op 2;3,4,5;6,¢0+,0 en strepen achtereenvolgens

door:

4,6,8,10,40a dus 22 en verder elk 2-voud,

9,15,21,+40 dus 32 en verder elk nog niet doorgestreept
3-vouds

enz.

We zetten dit vnroces voort, totdat het getal waarvan de

veelycuden doorgestreept worden groter wordt dan VN,




Elementaire Getallentheorie IT

door Prof.Dr B.Meulenbeld en Prof.Dr S.C.v.Veen

1. 1
ctelling. Het aantal delers van a=p, j...pn ? pedraagt (11+4)..,.(1n+1).

Getallentheoretische functies.

Definitie. Elke functie F(a) die voor elke gehele a > 0O is gedefinieerd,
heet getallentheoretische functie.

Voorbeelden: F(a)=a'! ; F(a)= cos a; Fla)= ~ﬂj——-, enz.
a +1
De som van de positieve delers van a > 0 noemen we S(a),

Stelling: Is a>1 en a:ffpl, dan dis

p/a
1+1
p/a P
Bewljs. Telt men de delers op, dan vindt men
1 1A 1+1_
(14D 4+ . +D, 1)(’i+p2+..+pa ) (e ) /TEe—=2,

p/a P

Definities.

/

~

Elke positieve deler van a, behalve a, heet echte deler van a,.
15 heef't als echte delers 1,3,5
a2 heet even als 2/a, oneven als 2 -4 a. O is even. Van twee op elkaar

ro
~

volgende natuurlijke getallen is er een even en een oneven., Elke

n>2 1s oneven,

I

(!
N—

a heet volkomen getal, als a= som van de echte delers van a , dus
als 3(a)=2a,

Voorbeelden: G=1+243, 28=1+2+4+7+14, enz.

Stelling: Is p=2"-1 (dus n =1), dan is 3:p+ﬂ p=2"" 1(: -1)
een volkomen getal, en anders ”ijnner Lea even volkomen getallen
Bewijs a) S(a)= { = 1(' 1) S 1= (27-1)2"-2a.

2-"1 ’ p 1
a is dus volkomen.

b) Is a een volkomen even getal, dan is

a:?h_qu, n>1, u:>8 en oneven
dus 2“u=23=8(a)= ;_;q S(u)=(2n~1)8(u).
A1
S(u)= _nu = U+ g .
27 -1 2 -
E = S(u)-u is geheel, dus wegens n > een echte deler van u. De som
27 =1

S(u) is gelijk aan de som van u en een echte deler. Dus u is priem en

Y o1 of u=2"-1,

de echte deler
o1

Dus a=2""T(2R-1),



Men weet niet of er oneindig veel even volkomen getallen zijn, dus of er
cneindilg veel getallen n zijn, w=arvoor ol priem is.Voor n=4 is 2.1
niet priem. Voor n= niet-priem is ol samengesteld. n=5 geeft volkomen
getal 496=16.31.n=7 B128. Voor n=11 is 2"-1=2047= 23.89, levert dus
geen volkomen getal,

Mersenne beweerde in 1644 dat Mp:Ep—ﬂ priem is voor p=2,3,5,7,13,17,19,
31,67,127,257 en voor de overige tussengelegen waarden van p samenge-
steld., Dit is echter onjuist, daar in 1886 Pervusin en Seelhoff ontdek-
ten, dat Mg, priem is, en in 1903 bewees Cole dat M67=1937O7721.7618382W287
samengesteld is. Men weet nu dnt Mp priem is voor p=2,3,5,7,13,175,19,31,
51,89,107,127 en samengesteld voor de andere waarden van p=257, behalve
voor p=157,167,193,199,227,229 waarven men de aard niet kent.

Teze getallen noemt men de getallen van Mersenne. Men weet niet of er

z¢lf'es een oneven volkomen getal is.

De getallen van Fermat ziljn gedelfinieerd door

Fn=2“ +1, zodat F,.=5, Fo=17, F3:257, enz,
Teze getallen spelen een rol in de cirkeldelingstheorie. Gauss bewees
tnt als [ prieg » is, er een regelmatige p-zijdige veelhoek 1in een
rirkel kan geconstrucerd worden met passer en lineaal,

telling: Geen twee Fermat-getallen hebben een G.G.D. >1.

Bewijs. Stel m/Fn, m/Fn+k (k>0).
rs x2? Fro® _ 0?0 o ok
I8 x= dan is "n+k ~ 27 - 2 )
= 2 - = p—— =X -1 = geheel

n 2 X+

5% 41 L

dus ¥, /F -2, Uit n/F___ en m/P__ -2 z lgen m/2, en daar F ve
us B /P -2 Uit m/F_ . en m/F__ -2 zou volgen m/2, en daar Fp oneven

s, is m=1.
~¢ eerste vier Fermat-getallen zijn priem, en Fermat v%rmoedde dat ze
~1le pricm waren. Euler vond cchter in 1732, dat FE=22+1=641.6700447.

>
Later 18 bewezen dat Fn samengesteld is voor n=7,8,9,11,12,15,18,23,36,
e 2
)‘-";7)-

‘unctie van M8bius: De getallentheoretische functie au(a) van M8bius wordt

redefinieerd door:

1 veor a=1
a(a) =¢ (=1)"7, in het geval dat a het product is van n(21) verschillen-
de priemgetallen.

. 0O, overigens, d.1. als a minstens een priemgetalkwadraat bevat.
voorbeelden: a(1)=1, a(2)=-1, m(3)=-1. In 't algemeen m(p)=-1, u(4)=0,
a(0)=1, pu(8)=0, n(9)=0, m(10)=1, enz.

Ctelling. Voor a>0, b >0, (a,b)=1 geldt u(ab)zula)u(b).
Dewijgs. a) Is a of b niet kwadraatvrij, dan is ab dit ook niet. Dus
a(a0)=0= a2 u(b) .
b) Zijn 2 en b kwadraatvrij, dan is wegens (a.b)=1 ook ab kwa-




draatvrij. Is a=1 of b=1, dan Btelling trivinal. In de andere gevallen
is het aantal »riemfactoren van ab gelijk aan de som van de aantallen
nriemfactoren van n en b,
Atelling. > a(d)= 1 voor =1
d/a 0 voor a1
Bewijs. 2) 2 a(d)=m(1)=
— da/
11 1n
b) Is a>1 en a=p, ...P, ~, dan 1s

(@)= 7 p(@)=1e (D) (=) +(B) (=) 7!

?_3”.1@.__11:_1’]:'
VATV St (=174 () (1) = (1-1) =0

Stelling, (MBbius-omkering). Zij F(a) een willckeurige getallentheore-
tische functie, en zij G(a)= 2 F(d), dan is

a/a
a)=2 m(d)e(F).
?(1)=Z, p(@)0(3)
Lewljs., Voor elke positieve d/a is G(%) quF(b)
/5
ﬁu(d)G(%)= Zzgu(d)F(b), dus g;a/u(d)G(%)=;;; g}a/u(d)F(b) =
b/—d~ d
=5 Zq,%/umm(b):bZh F(b)Z%d<d>=F<s>.

‘unctie van Euler. Ondecr de geballentheoretische functie ¢(a) verstoat
aen het aantal van de getallen n uit de rij 1,2,...,a, waarvoor (n,a)=1.

Voorbeelden. w(1)=1, ¢(2)=1, ©(3)=2, @(4)=2, 9(5) w(6)=2. @(p)=p-1.
Otelling., 2 w(d)=a.
d/a ?

Bewljs. Verdeel de 2 getollen 1,2,...,2 in klassen naar de waarden van
d=(n,n), voor diec d>0 die in a opgaan. Bij elke d/a behoren die n=kd,
wnarvoor (kd,a )=d of (k,=)=1.
03t zijn wegcns O<kd=n, ;f O« k=L juist<p(%) getallen
Dus is =2 @ Q© Z w(d
d/a
Stelling. @(n =2 ZZ Aiﬁl_
- d/a
Dewijs. We passen de Mﬁbius omkering toc met P( )=q%a).

(z)w‘7_'( y=a, dus e(a g; /U(d)g = ?;? /u

+

Stelling. ¢(a)=a [] (1-—)

p/a
Bewljs. a) voor a=1 is @&1):1 (%eeg product).
b) zij a1, a=p, q...pn ", Dan is
n
o(a)=a K%%i_ a 77 (1~——



1,
Stelling. Voor 21 is ¢«(a)= // oh (pn—ﬂ)
n=1
n n n e
()= /T Ly 7 (-d = TT Ly 1 7T

Bewijs: @(a)= // p. [ (== )= /] py (M==)= [/ b,

i=q Y 4 Pel g b P51 il

1-

Gevolg. @w(p~ )=0 1(@-4)

Stelling. Voor 23>0, b>0, (a,b)=1 is @(ab)=@(2)e(b).

Pewljs:

n S
o li ,* m.,
ous a= // =N} =1, b= erq q. J s s dus
=1 .
77 11—1
(P(ﬂ): ]_/’:-1 pi (1\ "/\)ﬂ ‘p(
Jrar (a,b)=1 is o : 5
T R T m.,
e P 1 i J
ab= gy Py j=1 45 °
n 8
‘,7 11—/] mj.,—’l
ab )= “_’ 0. N - ‘\/. / , o
plab)= 14 Py (py-1) =1

Is a=1 of b=1, dan is de stelling triviaal.



ELEMENTAIRE GETALLENTHEQRIE III

door Prof., Dr B, Meulenbeld en Prof. Dr S.C. van Veen

Leer der congruenties.
Def, a=b (mod m)(m>0), als m/a-b
ab (mod m) als m ¥ a-b.

Eigenschappen: 1. a=a{mod m) (reflexief)

2. uit a=b (mod m) volgt b=2a {(mod m)(symmetrisch)

3. uit a=b (mod m), b=c (mod m) volgt a=c (mod m)

(transitief)
Deelt men ¢ door m volgens c=gm+r (O=2r<m), danwiat r de rest van c
(mod m) genoemd. a=b (mod m) geldt dan en alleen dan als a en b dezelfde
rest mod m hebben.
De gehele getallen vallen dus mod m in m restklassen uiteen, zodat elk
tweetal getallen uit dezelfde klas congruent mod m zijn, en elk tweetal
uit verschillende klassen incongruent zijn,
Stellingen:1. Uit a=b, c=d volgt a+c= b+d, a-c=b-d.
2., Uit a

4= b,}, aesbg,..;’jn:—a bn volgt

a,]+...+an=*——b +..+bn .

1
. Uit a=Db volgt voor elke c ac= be.
4, Uit a=Db, ¢c=d volgt ac= bd.

5 Uit a,= bq, azsbg,..,ana bn volgt

il

(W)

8, 85 8, = b,‘bz..bn.
6., Uit a=b, n>0 volgt a"= b"
7. 21] f(x)=co+c,]x+...+cnxn een veelterm met gehele co&fficién-
ten, Uit a=Db volgt f(a)= f£(b).
8. Uit ac=Dbec (c,m)=1 volgt a=b.
9, Uit ac=bc (mod m) volgt

2= (mod o). (1)

Bewijs: m/(a-b)c, dus(?’%-)— /(a"b)('éjgrﬁ')' .

m C N s m _
Daar ((c,m)’(c,m))“ 1 is, volgt(-é-’—a)—/a b.

10. Uit a=b (mod m), n> O n/m volgt a=b (mod n).

11, Uit a=b (mod m), ¢ >0 volgt ac=Dbc (mod ¢ m) en omgekeerd
Def, Onder een volledig restsysteem mod m verstaat men een systeem van
m getallen, waarvan er elk = 0,1,..., m~1 (mod m) is. Het is dus een

systeem von m representanten van alle restklassen,
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Efig‘ Het aantal oplossingen van f(x)= 0 (mod m) is het aantol der oP~
lossingen in een willekeurig volledig restsysteen,

JZE?- Onder een gereduceerd restsysteem mod m verstast men een systeem
van ¢ {m) getallen, die representanten zijn van die klassen, waarvan

de getallen onderling ondeelbaar zijn met m,

Stelling. Is (k,m)=1 en 84385558, €€n willekeurig volledig restsy-
steem, dan is Ay k agk,,.,a k dit ook,

Bewijs: Deze m getallen zijn onderling xn&ongrughc, Irmers it

a k=a k (mod m) 1srzm, 1£s=m volgt wegens (k,m)=1: a.mag {mod m),
dus r=s.

Ste}ling‘ Is (k,m)=1 en a,,a,,..,3 @(m) €€V willekeurig gersducesnrd
Pestsysteem; ﬁan‘is aqk, a2k,..,a 'm)k dit ook.
Bewijs: Volgens de vopige stelling tijn zé ondériing incongruent en
ondepling Ordeslbaar met m wegens (R;m)=1,
Stelling. Is (a,m)=1 dan heeft de congruentie
axta =0 (mod m) (1)
precies één oplossing,
Bewijss De getallen 2,0, 2.1,...,8,(m=1) vormen een volledig restey-
steem, Een van deze getallen is dus = el (mﬁd~m)
Deze stelling is een bijzeonder geval wvem de volgende
Stelling, De congruentie axwao._o (mod m) is dan en alleen dan oplos-
baar als Ga.m)/éo.
In dat geval is het aantal oplossingen =(a,m), en aan de congruentie
voldoen preeies alle x van esn bepsalde restklzsse mod aTm ).
Bewijss Is {1} eplowbaar, dan is axsa =0 {mod (a,m));aoa:o {a,myd.
Is a,=0 (med (a,m)) dan is de congruentie
a
(a%ﬁ) X+ (a?m) = 0 (mod TE%HT ) (2)
oplosbaar, dus ook (1). (2) heeft dan precies één oplossing en dus (1)
(a,m) cplossingen.
Stelling, 21j n>1, de getallen 3,4...a, niet alle 0, d-(aq,ae,..,a Y,
dan heeft de diophantische vergelijking B Xqte A X =C dan en alleen
dan een oplossing als d/c.
Bewijss <Zonder de algemeenheid te schaden mag men stellen
aq>0,...,an>0.

Is de vergelijking oplosbaar, dan is d/aqx1+. +a, X, dus d/c. Z1iJ nu
3/c., Is n=2, dan moeten we oplossen 84X tayX,=c of a x,-c=0 (mod ag)
Jeze 1s oplosbaar, daar (aq,ag)/-c. Zij n>2, dan wordt de bewering
7OOr 2;...,0=1 als bewezen aangenomen. We stellen (a B4see0Bp_ 1)..a, dan
is (a,a )=d. We kunnen nu oplossen ax+a nXp=¢. Daar {a1,..,an 7)/ax zijn
7olgens inductieonderstelling XyseosXy q te vinden met AXq%e o t+2

an dus a o o2 -
1 1 °°* "ne 1 n- 1+anxn c.

n=-4 n“ax’
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Gevolg, Is (a,b)=1 dan is de "onbepaalde“vergelijking‘ ax+by=1 oplos-
baar,

Stelling. Is (a,b)=d, en d/c, dus ax+by=c oplosbaar, dan volgen uit de

oplossing (xo,yo) alle oplossingen: x=xo+t§, y=y0~t% (t wi;lekeurig).

Bewijs: 1) Het zijn oplossingen:
' b ay _ _

a(xo+ta)+b(yo—ta) = axo+by0—c.
2) Er zijn geen andere oplossingen, Zonder beperking der algemeenheid
mag men stellen b 0. Ult ax+by=c=ax +byo volgt ax-c=0 {modlibl),
axy=c =0 (mod 1{bl), dus X=X (mod 1o ) of X=X +t§ . Verder is

by:c—ax:c—a(xo+t§)= (c—axO)—b%§~= by 'bjy‘- b(yo-ta) of y= yo“tH .

Gevolg, Is (a,b)=1 en is (xo,yo) een oplossing van ax+by=1, dan zijn
alle oplossingen: x=X +tb, y=y,-ta (t willekeurig),

Stelling. De congruenties XEiaq( mod mq), X=a, (mod m2) hebben dan
en alleen dan een oplossing als (mq,mg)/aq-ag. Is dit zo, dan zijn de

oplossingen de getallen van een bepaalde restklasse med m (m=KGV van
m, en me).

Bewijs: 1) Stelt men (mq,m2)=d, dan is x=a
dus a, = a, (mod d), dus d/aq-a

A (med d), x=a, (mod a),

o
2) Is d/aq-a2, dan moet men uit de oplossingen x=a1+ym1(y willekeurig)
er een kiezen dle aan x=a, (mod me) voldoet. Dus a +ym, =2, (mod m2),
of ym, +(a a,- 2).. (mod m2) Deze heefﬁ een oplossingﬁ dée de vorm
heeft y=y, (mod a—) . Dus x= a1+(yo+t7y)m1~a +mqyo+t~a-=a m, Yottm
(t willekeurig). Dit is een bepaalde restklasse mod m,

Stelling. Zij n>1. Elk tweetal van de getallen Myseosly ziJn onder-
ling ondeelbaar. Dan zijn de :ongruenties x:z’ai(mod mi)(i=1,..,n)
oplosbaar, en de gemeenschapp:1ijke oplossingen bestaan uit alle ge-
tallen van een bepaalde restklasse mod m My, .M.

Bewljs: Voor m=2 1s dit wegens m=m ,m, in de vorige stelling bewezen,
Zij m>2 en de beweringen voor n-1 bewezen. De eerste n-1 congruenties
hebben dus bij passende a een oplossing: x=a (mod mq...mn”1). Uit de
vorlge stelling volgt dan verder deze, daar (mq...mn_q,m)=1.

Stelling. ZijJ n>1 en elk tweetal van de getallen Mys oMy onderling
ondeelbaar., Dan is het aantal oplossingen van f(x)=0 (mod mq...mn)
gelijk aan het product van de a2antallen oplossingen van

f(x)=0 (mod mq),..., f(x)=0 (mod mn).

Bewljs: Het is duidelijk, dat f{x)=0 (mod mq,.mn) vervuld is dan

en alleen dan als f£(x)=0 (mod mq),..., f(x)=0 (mod mn).

Heeft een van deze laatste geen oplossing, dan ook de eerste niet. Zijn
deze laatste alle oplosbaar, dan komt er volgens de vorige stelling

met dledere restklasse mod My s mod m2,,.mod My die aan de lagtste



i

congruenties voldoen, een restklasse mod m,...m overeen die aan de
eerste congruentie voldoet,

Stelling, Is f(x):co+é1x+..+cnxn, p £ ¢, dan heeft de congruentie
f(x)=0 (mod p) hoogstens n oplossingen.

Bewijs: 1) Voor n=0 is dit duidelijk, daar voor 1ederexq3¢C)(mod D)
2) ZiJ n> 0 en de bewering van n-1 bewezen, Zou f£(x)= 0 (mod p) n+1
wortels xo,x?,dx&yhebben, dan zou gelden:

n--1

f(x)—f(xo)z(x—xo) g(x), met g(x)=b0+b Xttb X

1 -1
Dy _4=CpsD AP, 44 en (x5-x )g(x;)=(xy)-£(x) =0 (mod p)

voor i=1,2,,.n. Dus g(xi)szo (mod p) voor i=1,2,..n, hetgeen strijdt
met de inductie-onderstelling.

Kleine stelling van Fermat, Is (a,m)=1, dan is

a ¢lm) = 1 (mod m),

Bewlijs: Z1j aﬂ""aw(m) een gereduceerd restsysteem mod m; dan is
aaq,...,aa@(m) er ook een, Afgezien van de volgorde zijn dus de ay ean

de aa; congruent (i=1,.., ¢(m)). Dus geldt ook:

a

180- Rg(m) = 394205, ..aa(?(m):a<P aqae..a?( )(mod m
dus, daar mfa, : 8?0“)51 (mod m).

Gevolg. Voor p.%a is aP" T2 (mod p) en voor elke a aP=a (mod p).

~—

Stelling van Wilson. (p-1)! = -1 (mod p)

p-1

Bewijs: Beschouw f(x):xp'q-ﬂ-gza (x-1).

Dit is een veelterm van de(p—zfigraad, die p-1 wortels 1,2,.,p=1 2Zou
hebben, Dit kan alleen als alle co&fficienten van f(x) deelbaar zijn
door p. De constante term is ~1-(-1)p'1(p~1)1.

Dus —1—(-1)p_1(p~1)1550(p), of (p-1)!= -1(mod p).



ELEMENTAIRE GETALLENTHEORIE IV

door Prof. Dr B, Meulenbeld en Prof., Dr S.C, van Veen

Omgekeerde van de stelling van Wilson.

Als gegeven is (a-1)! = -1 (mod a), dan is a priem,

Bewljs: Was a samengesteld: a=bc met 2=2bsza-1, 22csa-1, dan was het

linkerlid =0 (mod b) en het rechterlid niet. Tegenspraak.
Theorie der kwadraatresten.

Definitie. Als de congruentie ngsn (mod m) oplosbaar is, heet n kwa-
draatrest mod m; niet oplosbaar, dan een niet-rest mod m.

n heet dus kwadraatrest mod m, als n representant is van een klasse,
waarin kwadraten voorkomen. Zo is 7 kwadraatrest mod 9, Immers 522 7
(mod 9). We onderzoeken eerst het geval dat m een priemgetal p 1is.
Voor p=2 is elk getal kwadraatrest. Daarom nemen wij aan p> 2, Is o/n,

dan is n kwadraatrest mod p, immers 025 n (mod p). We onderstellen dus
D>2. pf-n, Voor deze gevallen is het symbool van Legendre (E)ingevoerd.

Definitie. Voor p>2, p{n is
2y - ( 1, als n kwadraatrest (mod p) is,
P 1 -1, als n niet-rest (mod p) is.
Stelling. Uit n=n' (mod p) volgt (%Jz(%).

Bewijs. Als pf n, is ook p4n'. Het symbool (%‘) heeft dus zin, Uit

x“= 1 (mod p) volgt x“= n' (mod p) en omgekeerd.

. (352 19
. b - o T = = .
Voorbeeld: ( 37) (37)
Stelling. 2Z1] p>2, In elk gereduceerd restsysteem mod p zijn er pre-
cies —— kwadraatresten (mod p), dus ook precies Eéi niet-resten

i
mod p). De eerste -1 getallen worden door de restklassen voorgesteld,
2

waartoe 12ﬂ22,,..(251)2 behoren,

Bewijs. De kwadraatresten zijn die en alleen die getallen, die liggen
in de restklassen, voorgesteld door 12,22,..., (p-ﬂ)g.

Als x voldeoet aan x°= n (mod p), voldoet ook p-x hieraan. Immers
(pmx}za (_x)gs x°= n(med p). Voor kwadraagresten komen dus alleen in
sarmerking de restklassen 12,22,...,(251) . Elk tweetal van deze ge-
tallen is echter incongruent mod p. Ze stellen dus alle kwadraatresten
ToOOTr . p-1

Stelling (Criterium van Euler). Voor p>2, p4n is n K E(%)(mod p).

Bewijs. Volgens de kleine stelling van Fermat heeft de congruentie

nP7l = 1(mod p) de oplossingen:



[pS]

n=1,2,..,p-1. Voor deze congruentie kunnen we ook schrijven

D=1 -1
—— e

(n 7 =1)(n “ +1)=0 (med p), Een en slechts één van de factoren
links 1is deelbnar door ¢ (beide kan niet, want dan zou p/2). n voldoet

4
=" D=

()
o

1an n +1=0 (mod p). Is nu n kwadraatrest

i
w
T
W
)
3
o1
i
b
i
()
(o4

3
. . 2
=1, dan is er dus cen 2 met 2= n(mod p). In dit geval

::}

O

jon
307
-

(e

[

m
—~

p-1 D=1 p-1

. = N
voldoetdus naann = -1=a -1=0(mod p), dus aan n

fop

=1 (mod p) of
kwadraatresten voldoen hieraan, en

dnar deze congruentie hoogstens —wl wortels heeft, zijn dit dus alle

p=1
culossingen. De niect-resten voldoen dus aan n B +1=0(mod p), of
n-"1 p-"1
- -

n = -1 (mod 1) of n = (=) (mod p).

+3
kolle]

-~ ~
oerassing. Stel p/a“+b° (a,b)=1, den is zeker p% b, Dus 1s er een
tal ¢ te vinden met bc=1 (mod p). Uit p/a c%4pe 2 volgt p/(ac ) +1,

m.a.w. {(ac)” = -1 (mod p). Dus -1 is kwadraatrest med p of {51)=:.

o]
ke
I

03
[¢2)
}_J

{(Cmzekeerd: Heeft men een p met (2é)=1, dan is p een priemfactor van
gen som van twee kwadraten: immerskx2+1sso(p), dus p/x2+1). Vﬁnge;ce
priembetﬁllen is (:%)=1? Volgens crit. van Euler is (:1)=(-1) (med p

dus (——J 1 als p=4 voud +1 of p=2. Bewezen is dus: Alle oneven priem

delers van de som van twee kwadraten a +b2 met (a,b)=1 zijn van de

4

gedaante 4 voud + 1.

2ty (9) ().

O .
Dus: de congruenties x"= nn'(moed p) zijn dan en alleen dan oplosbaar

Stelling. Voor p>2, pin, pin' 1s (

] 2
~1s de congruenties x%= n(mod p) ¢n x“= n'(mod p) beide oplosbaar of

Peide niet oplosbaar zijn.
™ L

P =1 D= p=-1
N nn' A - A
sevige. ()= (n') ® an Tt T 4 (2)(B)(mod p)
! 1
B.ide leden zijn + 1. Wegens p>2 is dus (%ﬁ ) = (%)(% ).
Ultbreilden tot
Stclling. Veer p>2, rz2, p%xmv.., p%x%,is
() ().
p p e » o ,p ° A
r A ro0 71
Is n = 77 ny Y Gen is dus (%): ]7 (—~)
1=1 SO
Stelling. (Criterium van Gauss) 2ij p> 2, p{.n. Men beschouwt de Eél

getallen n,_n,..,931 n, en bepaalt hiervan de resten mod p. Dit ziin

Vj__!

-ﬂ—- verschillende getallen >0 en <p. Is nu m het aantal van deze



Ll

rcsten die 7‘% zijn, dan is (S) = (-1)™,

Voorbeelds p=7, u=10. Getallen 10,20,30, resten 3,6 en 2, Dus m=1,
gie 3 ' -
d s (~7)=(§)=—1. De congruentie %= 3(mod 7) is onoplosbaar.

Bewljs. Laten de resten mod p van n,?n,...,gil n zijn Pﬂ’PE""rp—ﬂ 3

o : =
don zijn deze alle 21 en =£p-1. Het is duidelijk, dat Piir*(mcd ).
- Jal -1 -,
Nu is vy rp..rg g=naln.ioen s (55=)' n ¥ (mod p). We be-
e

schouwen nu de ri PR PRI O arbif = D
( e J rytsts Fp_q’ waarblj ryl=ry als ry< %
= !

e D
Ly =p-ry als ry> 5 .

1 o~ . - !
flle ry zijn dan <:§ . Steeds is r, # ré,(mod o). De rij rq’..r'p_q

bestaat dus uit 251 verschillende getallen die 21 en £ Eil zijn, is

e : -1 L i -1 o
dis gelijk 2an de rij 1,2,..,3§—, dus rq',:g‘,.r'p_q =(E§—)i Vergele-
5

» met de ri] TysTpe Ty 4 zijn er m getallen vervangen decor p-rys

c,: p-—']
Coze zijn zs—ri(mod p). Dus is: (—4)m(£%1)is (Ell)l n B (mod p), dus is
L=
ikl i
n ° ={-1)"(mod p), dus volgens crit.van Euler: (%):(-ﬂ)m.
Toepnssing. Stel 0/a" -2 s (2,b)=1, p oneven, Weer is p4 b, kunnen dus
) ~
¢ bepalen met be =1(mod p). Ult p/a“cg-Ebgce volgt p/(ac)“-2. M.a.w,
(n2)= 2(mod p). Dus 2 is kwadraatrest mod p, of (%):1. Deze voorwaarde
o
is © =

ok voldeende. Voor welke priemgetallen is (p)=1? We rassen het
criterium van Gauss toe. We schrijven op de rij: 2,4,6,..,p-1. Dit zijn
fevens de resten mod p.,

1.

i

g q 2

Stel nu p= 8 voud +1 = 8v+1, dan is m=2v, dus (5)
is p= Sv+3, dan is m=2v+1, dus

r= Bv+5, dan is m=2v+1, dus

p= Bv+7, dan is m=2v+2, dus

RS P —m—
oiroolosieg

qE -,

Yunnen dit samenvatten tot (g)=(~1)

¥

Y ! 2
We hebben dus btewezen: Alle oneven priemfactoren van ag-Qb“ (a,b)=1

zijn van de gedaante 8v+1.

re

il
bnderzoeken we nu p/a°+2b°. Nu wordt de voorwaarde (=)="1.

IZ2) = (:1)(5). Hieruit leidt men af: (%g)=1 als p=8v+1 of Bv+3

Y IS
=-1 als p=8v+5 of 8v+7,
2

'U!I

~Dus: Alle oneven priemfactoren van 32+2b (a,b)=1 zijn van de gedaante

8v+1 of Bv+3.
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De wederkerigheidswet der kwadraatresten.

Wij veronderstellen voorlopig,

dat in

de _meeste gevallen (é) (F) dus p tegelijkertijd rest
(niet rest)van q met g rest (niet re s8t) van .
: 02 e - - 13 .
DaVa g (87 = 13 (med 17) dus (T§> = + 7.
?~2“ = 17 (mod 13) dus (}%) = + 1.
c : - Yy . !
{:{ = 7 (mod 5) géén oplossing, dus (ﬁ> = - 1.
2 - ~ .
Lx“ = 5 (moad 7) geén oplossing, dus (2) = ~ T
Er zijn echter duidelijke uitzonderingen (globaal in 2““ der gevallen)
Devo s 2 ¥ 11 (mod ,7) dus (J%,\: + 1.
- "" gy - { - - ‘1 ‘\ P 2 7 -
x7 = 7 (mod 11)goeen oplogsing, (73 (i
Gauss heeft (corspronkelijl langs experimentele weg) ontdelkt:
D :
(E) = (%) wanneer ten minste 1 der priemgetallen p en
- g van de gedaante 4k + 1 is.
T a , .
(f) :w(%) wanneer beide priemgetallen p en g van de

it is de

Irn het bijzonder met het symbool

rizsheidswet de volgende elegante

o=
D T
(503 1) = (-1)
q
lJ ga nu oves tot het tewljis
ederker ghei@swetz Gegeven >
Te bewijzen:
=t
(D) = (-1 °
ool T
Bowijs:
Veolgens het criteriua van Gauss

(__,l )m

waarin m het aantal resten (mod

/g.\}
(3

wederkerigheideawet der |

dat
Vlanneer men getallenvoorbeelden narekent,

4

van L

P en g oneven
plijkt

priemgetallen zijn.
het gemakkellik,
l\

k-

L

kwadraatresten.

sendre verkrijgt de wederke-

e e e e

gedaantey

q-1

. D en g priemgetallen, p £ g.

(1

rij:s



Qs 2(,19 3Q,? D Eg‘l-q

die > % zijn, of, nog eenvoudiger:

het aantal gbsoluut Xleinste negatieve resten uit deze rij.

Al deze absoluut kleinste resten zijn dus van de gedaante

- g < gx - py<0 (2)
waarin x een geheel getal is uit de rij 1, 2, 3, cev, E%j-, en y is
‘het daarbij behorende gzehele getal [%?]F 1. Het getal m uit (1) is
“dus het aantal oplossingen (x,y) in gehele getallen dat aan (2)
roldoct.

Op demelfde wijze vindt mens

(5) = (-1 (3)

4
waarin n het aantal oplossingen (x,y) in gehele getallen voorstelt,
dnt aan ‘

- % < Py qx<U (4)

Toldoct.

J1j stellen nu x en y voor als rechthoekige codrdinaten (zie figuur).

De punten met gehele codrdinaten x en y heten roosterpunten.

Y

B - l .
el |
el “n,_...!.v,

P

L F?é 1 | e 'g.;‘l . 5 e ' p_a_ﬁ A
Jij tekenen nu de drie lijnens PP' T gx-py = - g (5)
Q' T gu-py = + & (6)
00" = qx-py = U (7
P¥' zaat door P(‘Oy;f) en ' <£ gii)

NOfT

2
23! gaat door Q(:5,0) en Q (L~“ L) .

2o 3 rechten PP', QQ' en 00' lopen evenwijdizg.

£1] saan door geen enkel roosterpunt binnen OACB of op de grens van



CACB. Immers substitutie van gchele waarden van x en y ip {5) en

oS

(6) voert tot een tegenstrijdigheid, terwijl in (7): % = % , dus

de kleinste gehele van nul verschillende waarden y en x, die hieraan-:
voldoen, zijn g en p (buiten de rechthoek),

Het totaal aantal roosterpunten binnen OACBH = E%i . Q%i {8)

Uit de volkomen gelijke ligging wvan de congruente a4 A BPP' en
AQ'Q ten opzichte van het rooster wvolgt, dat het santal roosterpun-—

-

ten d binnen 4 AQQ' = aantal roosterpunten d binnen A BP'P.
Het aantal roosterpunten binnen 0QQ*CP' vedraagt dus:

b astea (9).

Uit (5) en (7) volgt, dat de codrdinaten van de roosterpunten binnen

5
OPP'C0Y wvoldoen aan

- B gxepy<0
2 < q'_)\, py\k/.

Tus in verband met (2) is hed mlwtal roosterpunten binnen OFPP'CO!

gelijlk aan m.

sunten binnen 030'0" gelljk 1s aan 1.
Dus het aantal roosterpunten Linnen 0QQ*CE? is anderzijds gelijk
-

aan m+1n (10).
Uit (9) en (10) volgt:
m+n = ﬂ§l LAzl og
<
dus
D=1 a=1 _og p=1 a=1
: mn o, 22 Wy 2 "
(L) (R) = (=1)™ "= (=1) “ = (-1) .
P g
WebTebew
Historische opmerkingen: De wci”rhxrlghéWd swet 1s feitelijk het
cerst (zonder bewiijs) uitgesproken door Tuler. De cerste niet ge-

claagde bewijspoging is van ;iggjmg

stelling weer gzevonden door de nog nict 18 jarige Gauss,dic op dat

czenblik niet bekend was met et werk van zijn voorganger. Na cen

7‘
worsteling van meer dan een Jaar gelukte het Gauss op & April 1796

-+

het eerst deze stelling te bewijzen. Dit bewijs was z

@

£
J ecr gecompli-
ccerds In zijn latere leven is hij er nog geregeld op teruggekomen,
tn hij heeft nog 7 anderc bewijzen gegeven.le cenvoudigste hiervan

terusten, evenals het voorafgasnde, op het “lemma van Gauss' (= cri-

terium van Gause) dat door hem in 1808 werd gepubliceerd.
~o¢passingen van de regiprociteitsyet.

K
Ions 4
Pl

Stel:  p is ecen priemgetal van Fermat:



(28 =1 voor k0.
dus: 1
(%) = (&) P = 2 {(wmod 23)
~2
el

3y -2y -y B
dU.S (p> - (3/ - ( 1> = 10

wug 3 1s een niet-rest van ecn priemgetal van Fermat.

Volgens het criterium van Zuler is dus

~1
a5
3° = ~ 1 (mod p).
.
-
A2 ! LK Sk
A [

i
1

- 1 (mod 2° +1) mits 2° +1 priem is.

k

. . o) N 1 |

Dan 1s p-1 = 2 de laagste exponent 1, die 37 = +1 (mod p) maakt.
= el e Sadth. 4y RS 5

s is cen primiticve wortel wvan de congruentic van Fermat voor ieder

pricmgetal van Fermat.

Dit feit is wvan Dbetekenis voor de theoric van de veelhoeksconstruc-
tics. Op een analoge manicr kan men zonder grote moelte aantonen,

s

10 een primiticeve wortel is van deze priecmgetallen.

oy
-+

a
. 1 . .
Yannecr men dus -~ tot c¢en repeterende breuk wil herleiden, dan

P
igaat het er om, de kleinste exnonent 1 te zoeken, zodat
10° - 1 =0 (mod p).

nodat

Beva voor p = 25

Udltbreiding tot deelbarc getallen.

Definitie: Wannecr m sen oncven getal > O voorstelt, dat ontbeonden

o e

wordt in =zijn priemiactoren

»
m= I/
=1 f r

(meervoudige Tactoren meervoudig opgeschreven)

¢n wanneer n cen ander getal is, al of niet oneven, al of niet po-
sitief, dat onderling ondeclbaar is met m ((n,m)= 1) dan is bij
definitic

1 Py

Dit is het gymbool wvan Jacobi.

B = JT (&)




be factoren onder het productteken zijn gewone symbolen van Legendr

Het symbeool wvan Jacchi is dus stecds + 1.

FHet symbool van Jacobi betclient niet, dat uit (3)

I T e i)

= + 1-volgt, dat

ot

vy I‘kc‘.‘_ -
T nieterest YOR e

! . . .
(#) kan + 1 zijn als n nict-rest is van een gven aantal prieufac-
toren uit de ontbinding van .

Stedlinz 1: m> 0 oneven, n ¥ n' (mod m), (n,m) = 1.

, 1
Dan is (%} = (?E, .

21t volzt uit:e

clling 2:

m>0 oncven, m'> 0 oneven; (n,m) = 1, (n',m) = 1.

gan ig
(B) () = (g -
v v
Stel m o= I[Z Dy M o= 12— D'
4 V'
G = TG [T G TR = G-

Het laatste product wordt uiltgestrekt over alle priemfactoren van

it {(leder gerelond naar haar mneervoudigl veid) .

it - - N SN " / )
Stoelling 2 om> 0 oneven. (n,m) = 1, (nt.m) = 1.

Dan dsv

ennty o'y
N m

S
/\
i
st
—
—~
PR
4
i
~
v
H
5
—
—
A
i
N
a

(zie

wijs.(mntym) = 1

RN 0

ling 4z a>Uooneven.
lan is: 4
D1 |

{Berste aanvullingsstelling veoor de
wederkerigheidswet van Jacobi).

Bewiis. Als u en u' onocven zijn, dan is
N AN e
(a—a;\u’—a) = O (mod 4).

dus wa'=1 T (u=1)+(u'=1) (mod 4).

dus VOOT QRCVEN Uay Usgess; U

Ce



-
T Y i) -
Ll SENe]

(2¢ aanvullingsstelling voor de wederkerigheidswet van Jacobi).

Yowegenss:

:1
m =

m>0 ¢

2
(=)

-

2
u u

U_1 5U.2 g ® s 5*&.].))

-~

<
-1

1

=1y y
7 G-

NeVeIl e

(-1) g

v

o
onvven /7 uf -
r=1 L
5 2_,
VL =
= 2 I
_v T &
o]
{ ]—T 1 \;‘i_"‘.
' r_‘;tv_‘:_?:(.‘.‘_f ' v

8
11
i \q

™
‘D Y ( :.«:""T-\ =
E oy
N r 2
F’ru
RY R
\ B
/ ( -1 / )
FAE

e S e 36

2

<

1=

P AR 09

»
L

>

L.
r=1

(mod 2).

w en u' oneven — (u -1)(ut ~1) £ 0 (mod 16).

p) . s ,
= (0 =10+ (ut“=1) (mod 16).

2 s
(urw 1) (mod 1

6

)
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De wederkerigheidswet van Jacolb

: . . n .
Jacobi heeft met behuln van zijn syubool (1) (m cneven> 0) de vol-
gende uitbreiding van de wederkerigheitswelt der kwadraagtresten opge-

steld,

Stelling 6: Ales n en m positieve oneven getallen zijn, die onderling

ondeelbaar zijn, dan is

(

Bewijs: Zonder beperking is:

Ny m \
")(Hﬁ = (-1) .

m

n= Il p>1

Tuas ny emy_ [T Byca 7T T 3 "
TuEs (7’{)'&1’1\)_ {z,q <q>{p\ Ted (=1) = (=1)

= ("‘7) f V ::(""1) = h :(““1} < - WelToebDoewa




D

Deze berekeningen worden vaak vereenvoudigd doors
stelling 7: n en m oneven en onderling ondeelbaal (niet noodzake-

L teponduind ¢h M

lijk > 0).

n=1 n-1
. ° .
(T%ﬂ'ﬁﬁdzz—ﬂfﬂ 279 gls n<0 en m<0 is
n=-1 m-1

= (=1) ° ¢ 4n alle andere gevallen.

Bewijs: a)

(B (B= (SR EEN = R CREOCEDLCRE) =

il ) sl el Vi nl in!
AT TR B oA R AL Jﬁ&;l+i¢4%1{&Q;;QJRL;l 1
= (_1> < [l [ [ :J(-,']) <
1| - ‘ nj -+ nl A+ -n+1 -+
(JE%T;L+1>('1IGT.1) ‘&%§"1 _O,ﬁﬂ. -l%fl“
=-(~1) = ~-(-1) =—(~1)
ne1 w7

) Tén van de getallen n, 1 >0, het andere < O; zonder beperking

n>0, m<G.

nej -1 n-1

g o o et o

il SRR G A b 2
(rn-»)(l):(lif(l;): (,.,._,,)( ”) (w) (- 1)
n=1 Jmj+1 n-1 n=1 m-1
p) I p) L] , °
= (-1) © < = (1) = (=1) °

) voor p >3, wegens p >0 -3 =¥ 1 (mod 4)

e T

Het symbool van Jacobi (%) is alleen gedefinieerd voor m oneven.
Volledigheidshalve delen wij mede, dat het in sommige onderzoe=-
kingen der getallentheorie gewenzt i1s, over een dergelijk symbool
te beschikken wvoor even waarden van .

Dit wordt geleverd door het symbocl van [{ronecker, althans van die

waarden van n, waarvcor het gymbool nodig is. Daar echter de toe-

passingen van het Hroneclker-symbool op een veel verder terrein liggen,

e

wat wij voorlopig niet zullen betreden, zullen wij dit symbool ver-
der btuiten beschouwing laten.



17 zullen dit hoofdstuk beslulten met enkele eenvoudige stellingen,

el
&

die criteria leveren voor nriengetallen van sneciale gedaante.

o]
Stelling & Als ps» 2, hep, n = hp+1 of hp™+1
~h n-1
en 2% # 1, 2 = 1 (mod n)
dan is n pricu.

Bewijse Stel d is de laazste wmacht, waarvoor

M= 1 (mod n) .
b , )
n=mhnhp + 1 met b =1 of 2.
3
d-£4 h wegens 2% 1 (mod n).
-l .
d/(n-1) wegens 2 Y 4 (mod n) — d/hpb

dus p/d, (want als n4d was, zou d/h ~oeten zijn).
Voliens het theorens van fuler is

o §0) g (wod n)

dus a/ o(n). — p g(n.

— PO

Tus n heeft een prienfactor P = 1 (uod »p

Stel n = Fils n= 1= P (mod p) — m = 1 (mod p).
Als m >1 is, dan is dus
n = (up+1)(vo+1) Teu v
b T
1+ ﬂpb = (up+1)(vor1) = hoo = uvpiusve
Voor b = 1 is h = uvpru+y  dus  pguvp <h <p (tegenspraak).
- . / N -
Voor b = 2 is: hp = uvpiu+v p/{urv), u+v 3 p
2V yUHV 3D Vo oup
. ~ o) 9>
e s e =2 ¢ 2(p=2) 5
uv < h <o av L P2y WL < - <2

dus u = 1, vyp~1, uv yp~1 (tegenspraal)

Tus de ontbinding n =(un+1)(vp+1) is onmogelijk, enm m = 1, n = P.

R T TR

)

2, h<2™, n = n.2"%1 is een niet-kwadraatrest van
Dan is D T -1 (mod n)

w

A\

t

p (p oneven). n

Py

4

na

een noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor n priem.



. g . — . . (Dy_(n
_}3_@:1}}:4_1&;3_3 a) Stel n nriewm. n = 1 (uod 4 ) — (H) =( 15> = -
dus » ° = -1 0d n). Voorwaarde noodzakelijk.

= -1 (mod n).

o’
T2
ot
®
=
s/
il

Lactor van n.

N

Fr
T
Lo}
[¢Al
=
bt
-
[
(0
O
=
—
:
=
)

Waarvoor pd = 1 (mod F)

(=]
=]
0
jott
@
-~
[43]
[N
e
]
9]
i
D
;A
c
@
jn

.
= 1, D = (mod F).

=}

L - - ) ] . .
Jaar n ¥ 1 2 P (mod 27 dis = E

it \ 1l
n o= (2%x+1)(2%y+1) z3x1, v3O.
S AP ] ol
2y (27xy + x + ¥y =h<2 , dusy =0, n = P

Voorwaarde voldoende.

© e

Iz
Toepassingens h = 1, w = 27,
o ) k&
= pla R — Iﬂ
ol < 1 0P
2o A2 e .- e . . . .
15 =2 ¥ 1 (wod 3). ¥ F 2 (wod 3), dus ¢, 1s niet

5D ¢
noodrakeliiic en voldoende voor F, priem is
noplrartc i, n ~JOLGOSH G e

]
[}
O]
ct
<<
Y
n
“
e

3

Lr is een eenvudig crivzering van "uler voor de cntbindbaarheid van de

o s

Toodzakelijke en voldcocende voorwaarde

[gx

O
! w2

Cu
)

,_i_
no
oJ

-
i

=

I

@

‘_.l

o9}

!..J

[47]

ce

A

2o+ 10 ! oy
' D’ »

tel 2p+1 = P = priem. -1

P_i
o
0]
I
6]
o
)
@
=
o'
W
o
=

Als dus 2p+1
Bewijs: a) 8 3
o o= 7 an A 0N : - o5 ~ 0k ”

PET7 (ned &) 32 is rest van P32P= 2 € = 1 (mod P)

/e Voorwaarde ncoodzalelijk.



In stelling &

h =2, n==2p+1, Dan is h «p

o 4 Z 1 (mod n).

o
:’LO P b
= 2% = 1 (mod n).

Dus n is priem. Voorwaarde voldcende.

Toepassingen:

23/31, 45 47/;;523; 167/‘.’?‘1’83,, 263/1‘-:1131
359/Myqqe 383/17 10 479/M550, 503/1,0



ELEMENTAIRE GETALLENTHEORIE VII

dococr Prof.Dr B, Meulenheld en Prol.,.Dr S.C.van Veen.

27 April 1955,

De theorie der partities.

vovaon dere cursus wijden aan een geheel

Wij willen de losstste lezing

gie,
o

ander gedeelte der elementrire retallentheorie. De voorgaande beschou-

v
(W

wingen behoorden tot het oetned der multaiplicntieve getallentheorie,

wiardl) de gehele getallern werdern beschouwd nls multiplicatief samen-
gesteld uit hun priemi{-<Ctoren,
In het volgende wordt een specin~l nrobdleem der additlieve getallen-

theorie behondeld. Hiern ehele getnllen additiel samenge -

.

steld gedacht ult nader te hepr elementen,

atelesel dor motuurlidjke

o
[0
n
3
—
s
-
¢t}
=
5
o
ot

verstaan wij de
snele positieve ge-

zijn:

ondorzockingen 1o

cn p(n) voor een gegeven wanpd.

Hoewel it urobleem jurst n de lsntste tiad volledig is opgelost,zn L

-t
=
},4
L)
=
1‘4 i
‘_.,‘_4
} k.
(0
=
5
o
v
-
<4
QO
ot
bosd
t
b
O
2
-
e
3
l -4
r
=
o+
—
"3
s

cschouwingen, die ona

nans enlg inzicht lunren vorscehnffen in het mysteriecuze gedrag van

Grafische vocrstelling dor

3
o
ot
o
G

LT Ty e N - -~
Wii heschouwen

1. 5 STV E Y 3 ) r S o Ty ol -
1 wunmer doc voorstellen als volgt:
X X X X x
i X x M
‘ by b



waarin de horizontzle rijen de getallen der partitie (2) voorstellen.

Lezen wij dit schema verticoal,dan krijgen wlj ook een partitie

18 = S+b+4+2+14+14 (3)

Zulke partities sls (2) cn (3) nocmen wij: toegevoegd of geconjugeerd,

Een grafiek met m horizontale rijen geelt horizontaal gelezen een par-
titie in m delen; verticnal gelezen krijgen wig dan een partitlie waar-
van het grootste deel = m,

Stelling 10: Het aant2l poréitics van n o in m delen is gelljk aan het

aantal partities van n in delen, waarvan het grootste is m.

Stelling 113 Het =zantal partities van n in ten hoogste m delen 1s ge-

1ijk aan het aantal partitics von n o in delen s m.

De voortbrengende functic van pn).

Wanncer wij ecn functie P(x) hebben, dic in een machtreeks kan worden
ontwiltle 14 ]
F(x) = Z f(n)x

waarbij de cotfficiént ven % pelijgk is aan cen zekere functie (n) vorn

de exponent n, dan nowmen wij F(x) de voorthreng

ende functie van £(n).

Fuler heelt reeds + 1740 op recr cenvoudige wijze do voortbrengonde

functie van de partitie-lunctic p(n) gevonden in de uitkomst:

o 1 aA n
Px) = - . = Loy o(n)x (4)
(=) (1-x") (V=)o

Wig zicen de juistheid vean deze uithomst onmaiddelligk uit de machtreeks-

cntwikkeling der factoren:

P - 2.0 P B +1+1
(1-%) = DX H, L, = T4 R 1+x1 toonn

o ] )] I - RN SRR NNES
(1-x7) T T P e L T

2 A A0 2 P BRI e

oy v '1‘ P b R R I ol B
(1-%7) 7= AaxZex T L. o= Ao xS Cexd TP T2 L,

¥ 9 ¢ ¢ 0 0 0 6 > 9 0 06 0 0 0 o

Woarmeor wij deze roeksen vermenigvuldl
n

¥ogulst b portitie varn n

zen, dan levert ledere term met

» wannecr wij ledore exponent van de eersto

rij in ¢lementen 1, icdere exponent van de tweede rij in elementen 2,
icdere exoonent van de derde rij in elementen 3 enz. splitsen,
B.v, de¢ poartitie van 10:
10 = 3+42+2+24+1,
2 ""“nf')
ontstaat bij vermenigvuldiging van x7 ult de derde rij met x=tete uit

de tweede ri] en met xq uit de cercte rig.

Men ziet gemakkelijk, dnt icdere partitic van noop zulk een manier ont-
staat, en wel precies op 1 wijze, woarmcde de juistheid van (4) cnmid-
dellijk is vastgesteld.



Specizal met behulp varn (4)

Tn het verloop van de
matt,

ol )=1, p(2)=2, p(3)=3,
n{n) loopt snel op:

p(16)=231, p(24)=1570

[

Toepassing van de¢ theorie

> funetie

p(200)=39720990293

-3 -

-

“ceft Tuler reeds p(n) bepaald voor ng 24,

't
(n

oln) zit op het eerste oog weilnig regel-

=T, p(‘:ﬁf">:/l”l’ p(?):/}{js 9(8):223

dcp voortbrengende functicsop een ander ¢eri-

voudig probleem.

Ten einde dit gebrulk vonr

voorbeeld te illustreren,
probleems
Gevraagd het nantal

tische vergelijking:
X + 2y + 32 =1
Necemen wij dit aantnl

{
\
Lrengende functie van

F(a)

oplossinzgen

voorthrengende [unctles

v

door een eenvoudly

e Bsen deze methode

toe op het volgend:

-~
=

Ul

cosoven n)

(5)

dat de voort-

(6)

r(n) a”

(immers 1ederc oplossing KgsiigsZaq VAT

uit de vermenigvuldlizing

(1-q)"" = )
2

- Ioe!
- " & -
= - -

Tatg T+

5) ontstaat op 1 enkele wijze

AU S

cov.'_ ”l'.‘\:

u.‘ o /1‘
(1-0%) TR Lo Teee
4 2 I j 7
(1-°) "= denPea e el

/‘

Nu kan men zeer cenvoudis

naar machten van

Men vindt dance
[alel
=2

> (n+1) (n+2)

- TZ - 6]
fl1-gq)> =0 12 “
,‘ [l
£
- n+1 qn ,

0

3

o ontwiklk

* A
9(1-qc77)

/‘
P
9(1-qe 3 )

72(1-a)  O(1+q)

ieder dor portifle breuken in cven machtreeis
dn g

elen, aangenomen gl < 1 1s. ’

N

O van de diophari-

®



2n 71
1 7 e T
271 T n=0 9 q
9(1-q.e 3 )
Un 714
1 _ 7 = qn
mi — n=0 N -
- 9

gil-ne 7 )

- . e s no.
tens_otte is de codfficitnt van g 1in F(c¢ ) .
i ¢ eotiid nt van q- 1 "<q%aw1 nii

AN ls PRSS
(n+1 (n+2) | 0t PN A G

12 U 72 8 9

a2 n -
_ (n+2 7 (-1) 2 PN S R e L
T TAe 72ty b g (F1) cos 3
—~ @ (n+3)2 7 (-’1)n 2 n nm L
[BAVES I f(l’i = —*—‘71-72—-—'—- - 7-’2- + ""r;““"‘" + "(')'("/]) CcoB ""E““' o ( ()

In deze ustkomst zit cchter nog o

| 7 _,l>1’1 > a - - o 20
{ fad f nmn 7 1 [ S 1
e : AR (I 208 = + o == e=lE,
! e = g ) (O %] T AT T2 I3 9 70 T2
hangezien f'n) velgens zijn ontsetronswijze cen geheel getal 18 on
o
- [#8
L1+j) l 1 -
},(h) - 5 <4 is

h1lijkt £(v) cinvoudig het gehele octnl te zign,

N
b1 J iﬁ%%l- is selegen.

4+ UNe = . -
b.v. voor n ig 77 is (2éj) = ﬁo = jj%y dus {17) = 33.

Dergelijke problimen spelen een rol i1l geldwisselproblemen, b.v, op
hoeve aniere an een gulden worden gewisseld i ¢ 3] stuivers,
hoeveel manileren kan c¢en gulden worden gewisseld in centen, stuivers,
dubbeltjes en kwa-tjeg?

Het antwoord 1s:
X+5y+107+251="100

vVoortbrengende func-ie

(1-a) (1-a” (1-q 0} (1-q=7) 1=0




