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1. Inleiding o

Laat f{x) een functtie van dén retle veranderlijke x zijn,
integreerbaar (in.de zin van ﬂlemann of Lebesgue) over elk be-
grensd interval, Dan bestaat gf.f(x)¢(x)ox voor elke functie
¢(x) die continu is en "in de verte" nul is (d.w,z, er bestaat
eén interval asx<b, waarbuiten p(x) = 0), Noem de uitkomst van
de integraal F(v). Alvorens een nadere keus voor f(x) te doen,
onderstellen wi) eerst verder dat y(x) een, eveneens continue,
afgeleide $'{x) neeft (dan is vanzelf ¢'(x)= 0 buiten a<x&b), en
dat ook £{x} een afgeleide f'(x) heeft, die integreerbaar ls over
elk eindi: interval, Met b.hulp van parti€le integratie volgt dan

, ou co
dirqu‘ggf def df\ff(x)q{x)dx = -%g‘f(x)y'(x)dx = -F(g'),
Onderstel nu dat f(x) = O buiten -€ €x< € , £(x)>0 in
-e<x <€ , en J f(x)ax = J f(x)ax = 1. Als £ "klein" is, dan
is dusy ‘wegens de continuTteit van w(x) en ¢'(x), F(@)'"ongeveer”
gelijk asn p(0), en Fi(yp) "ongeveer" gelijk aan -¢'(0). De vol-
gende redenering wordt nu wel toegepast. Laat Eni 0, neem bij
elke £ een fn(x die aan de bovengenoemde elsen voldoet, en
pas een limietovergang toe. Dan "naderi" f (x) tot een "functie"
8(x), de &-functic van Dirac, die cus de eloenschappen heeft
dat 9(x) = 0 voor x # 0, u/‘ S (x)dx = 1, en :1: S(x)p(x)dx = w{0)
voor continue i, terwijl de “afgeleide" 3'(x) de eigenschap heeft
dat f S'{x)p(x)dx = - ¢'(0). Het zal duidelijk zijn, dat de
wiskundige strengheid hier zoek is; een dergelijke functie I(x)
bestaat niet, laat staan haar afgeleide &'(x), Toch werden in de




z.2. operatorenrekening van Heaviside met behulp van dergeliljke
redeneringen (men voerde zelfs nog hogere afgeleiden van 3(x) in)
Juiste resultaten verkregen. De theorie der distributies is nu
een gezonde basis gebleken om van daaruit tot deze, en nog andere,
resultaten te komen.

2. De lineaire ruimte (C)

De k-dimensionale numerieke ruimte der punten x = ,gejka
alle X, retel, met afstand d(x,y) {;E:k ?] s noemun wij
Rk“ Met behulp van deze afstandsdefinitie definléren wlj op beken=~

de wijze wat open verzamelingen, gesloten verzamelingen, begrensde
verzamelingen, ophopingspunten, enz. zijn.

Als @(x) = @(xq,,.,,xk) gedefiniferd en continu is in elk
punt x €R,, dan is dus de verzameling E der punten x, waar P(x) #0
open., De kleinste gesloten verzameling, die E omvat (de z.g. af-
slulting van E) heet de drazer van p(x),

Definitie
(a) De collectie van alle continue w(x) met begrensde drager in
R, heet (c).
{b) Als ¢ (x) en (x) tot (C) behoren, dan zegt men dat
"limxpn(x) = (x) in (C)" indien (1%): De dragers der @n(x) zign
allemaal deelverzamelingen van een vaste begrensde verzameling B,
(2%): lim P (x) =@(x) gelijkmatig op B (en dus gelijkmatig op

R, ).
7 Merk op dat (C) een lineaire ruimte is, d.w.z. als yﬁ(x)e(c),

yg(x)e(c) en a,, a, zijn re¥le getallen, dan is aqqq(x) +
a\Ps(x)€(C) .

Laat nu aan elke y(x)€(C) een re¥el getal F(y) toegevoegd
zijn. Men zegt dan dat F(?) een functionaal is, gedefiniéerg op
(C). De functionaal F(\p) heet lineair als F(aq$1 + agqb) =
aqF(Wq) + agF(qg) voor alle re€le a,, a,. De funqtionaal F(u)
heet continu, als uit \p (x)->p(x) in (C) volgt dat F(pn)—éF(p),
waarbij de laatste pijl gewone convergentie van een rij getallen
voorstelt.

Een voorbeeld van een continue lineaire functionaal op (C) is

(1) Flp) = L r(x)p(x)ax ,
waarbij f(x) integreerbaar ondersteld is over elk begrensd interval
van ng Een algemener voorbeeld krijgt men door een massaverdeling
M in R te beschouwen, z6 dat jg}dfxlvoor elk begrensd interval

B eindig is. Officifel gezegd: a(E) is een (re&le) @ -additieve




verzamelingsfunctie, gedefini&erd voor alle E van een o-ring,
die de open verzamelingen van R, bevat, z4 dat de totale variatie
J%ldf*i eindig is voor elke begrensde verzameling B ult die G -

ring. Dan is
(11) F(p) = Jp w(x)ap
K

een continue lineaire functionaal op (C). Dat (I) een bijzonder
geval van (II) is, volzt door op te merken dat

Jﬁk (x)p(x)dx = j% (x)dpm

voor M(E) = fﬁf(x)dx. In dit geval heeft de massaverdeling s
de dichtheid f£(x). Niet elke massaverdeling heeft echter een
dichtheid; als wij de massaverdeling g+ beschouwen, bestaande

uit uitsluitend de puntmassa +1 in het punt y van Rk’ en als

wij de corresponderende F(v) =_ﬁP(X)dﬁi de speciale naam 5&(@)
geven, dan is dus 5 (w) = p(y). WiJ kunnen dus, enigszins vreemd,

het volgende zeﬁgen‘ Als deze massaverdeling een dichtheid o (x)
zou hebben, dus als & (@) = Ufé' @(x)dx zou gelden, dan was
) (x) een d-functie Van Dirac, met oneindig hoge piek in het
punt Ve

Het 1s een beroemde stelling van F. Riesz, dat elke continue
lineaire functionaal op (C) van de vorm (II) is; daarbij is p+ door
F(@) eendulrdig bepaald., Op het bewljs zullen wij hiler niet ingaan.,
3. De lineaire ruimte (D)

Definitie. Bij definitie is (D) de collectie van alle conti-
nue Y(x) met begrensde drager in Rk’ waarvoor bovendien alle

parti&le afgeleiden van elke orde bvestaan en continu zijn.

Merk op dat de drazer van elke parti&le afgeleide bevat is
in de drager van ¢ zelf. Als dus P(x)e(D), dan behoort ook elke
partigle afgeleide van Y(x) tot (D). Voor k = 1 is (D) de col-
lectie der "oneindig vaak differentieerbare" functies met be-
grensde drager. Klaarblijkelijk is (D) een echte deelcollectie
van (C), en verder is (D) een lineaire rulmte,

De eerste vraag is of (D), behalve de nulfunctie (die iden-
tiek nul is), wel functies bevat. Het antwoord is bevestigend;
uitgaande van de bekende eigenschap dat van de functie y(x die
nul is voor x<0, en gelijk aan exp(——o voor x >0, alle afgeleiden
in X = 0 gelljk aan nul zijn, is het niet moeilijk in te zien dat
de functie




exp(—-—ﬂ:—-t—)-%(-) voor a<x<b,

LPayb(x) =

0 voor alle andere Xx,

tot (D) behoort als k = 1, Voor n geheel en positief is dan ook

1/n
%Pa,b } € (D). Voor k >1 geldt iets dergelijks; als

2
ro o= x,1 t oee. F Xk’ dan is de functie, die nul is voor r 2 €, en

gelijk aan exp(- 21 2) voor r « £, een functle van (D).
£ -r
Definitie, Als wn(x) en P(x) tot (D) behoren, dan zegt men

dat "lim ¢.(x) = ¢(x) in (D)" indien (1°): De dragers der ¢, (x)
zijn allemaal deelverzamelingen van een vaste begrensde verzame -

ling B, (2%): 1im P (x) = 9(x) gellgkmatlg opl% 1im S"” le
gelijkmatig op B (1 = 1,...,k), 11wbiﬁg§ = 5% B gellemat{o
op B (i,J,= 1,...,k) enz. Er is dus 1 gelijkmatige
convergentie voor elke parti€le afgeleide; de gelijkmatigheid
behoeft niet in alle partitle afgeleiden tezamen te gelden,

Definitie. De lineaire functionaal F(¢), gedefinieerd op
(D), heet continu op (D) als uit ‘Pn(x)~9tp(x) in (D) volgt dat
F(¢n)“’F(W)° Een continue lineaire functionaal op (D) heet een
distributie.

4, Voorbeelden van distributies

Wij merken eerst het volgende op: Als <Ph(x)€(D) en @(x)€(D),
en als (pn(x)~>@(x) in (D), dan is zeker @n(X)ﬂW(X) in (C). Als
dus F(yp) een continue lineaire functionaal op (C) is, dan is de
restrictie van F(p) tot (D) zeker een continue lineaire functio-
naal op (D), dus een distributie. Als eerste voorbeelden van dis-

tributies hebben wij dus die van het type
(1) F(p) = Je(x)yp(x)ax,
(I1) Fly) = [y(x)dpm .

Distributies van type (I) zljn belangrijk, en daarom is het van
belang even te bewljzen, dat onderling verschillende functies

f(x) ook verschillende distributies F(y) opleveren. Equivalent
daarmee 1s het bewljs, dat uit F(w)fjﬁf(x)w(x)dx = 0 voor alle
p(x)e(D) volgt dat f(x) = 0 (eventueel op een verzameling van de
maat nul na). Het bewijs voor k = 1 is als volgt: Uit,ff(x)?(x)dx =
0 voor alle $€(D) volgt speciaal dat

£(x) {@a’b(x)}q/ndx =0

voor alle a<b en alle gehele positieve n. Dan is

it

i
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fbf(x)dx - n%q%fof(x){npa’b(x)}“/“dx -0

a
voor alle a, b (a< b), waaruit f£(x) = 0 volgt.

Zoals gezegd, is elke continue lineaire functionaal op (C)
van het type (II). Op (D) bestaan echter continue lineaire func-
tionalen, die niet van dit type zijn, Wij krijgen een voorbeeld
door een massaverdeling (of ladingsverdeling) te beschouwen, be-
staande uit een massa (of lading) - % iny = (yq,,..,yk) en + =
in (y,1 + &, yz,...,yk). Hiermee correspondeert de lineaire func-
tionaal

L‘D(y +E& s enesVy) = \P(Y seeesVy)
FE(LP) _ 1 2 gk 1 Kk ,

die dus van het type (II) is., Door limietovergang volgt dus dat
met een dipool in het punt y met moment +1 in de xq-richting cor-~
respondeert de functionaal

(111) Flg) = (e -

Deze functionaal 1is lineair en continu op (D)éadus een distributie,
Was er een m, z4 dat bijv, F(y) = (%ﬁ)x=0=;£?(x)df" dan zou
speclaal voor alle Q(x), die pul zijn buiten «1€ x 1, en waarvoor
\@(x)‘g 1, gelden dat (F(q)lgﬂdfxl= A. Maar onder deze W(x) ziljn
er zeker waarvoor <H¥)x=o:’AT

Een uitbreiding van deze dipooldistributie krijgen wilj door

een (voldoend glad) stuk oppervliak S te beschouwen, waarop een
dubbellaag met opppervlaktedichtheid &« aanwezig is., Dan is

= 2P
(IV) F(yp) = §f5<an ds
(n is de normaal op S) de daarmee corresponderende distributie.
Ook
2 2
v A = (2L, 4+ 2
(V) O9) oy = (SF + ggéﬁxzy
1

is een distributie.

Het volgende voorbeeld houdt verband met wat men wel eens het
eindlge deel van een divergente integraal noemt (een begrip, door
Hadamard ingevoerd).

Als g(x) integreerbaar is over [§+£,b] voor elke g, die vol~-
doet aan O<E& < b-a, maar misschien niet voor € = 0, dan kan het
voorkomen, dat men I(&) = a+€g(x)dx kan schrijven in de vorm

I(e) =Zp‘ g

A, €% + A loge + E(g),
1=1 * °

waarbilj AO, A13°‘°’Ap constanten zijn, en de exponenten \;




\

negatief zijn (of, als g(x) complex is, Re(%i)<<3), en waarbi
11%&OE(€) = E(0) bestaat en eindig is. Het is niet moeilijk te

bewljzen dat deze schrijfwijze eenduidig bepaald is,

b
<ED>,F a(

ZLHVOl is. Men noemt E(O0)
JF g(x)dx bestaat,

Als nu m een complex
2(x)
nlet voor elke waarde van m de integraal
fx p(x

butlt i,

zodat dus
de definitie:

x)dx = E(0)

het cindige deel van de integraal. Als
dan is E(0) die integraal zelf.

setal is (m # =1,-2,...), en g(x) =0
x" voor x >0, terwijl w(g%g(D), dan bestaat
g(x)p(x)dx =

x)dx. Wij gaan bewijzen, dat (ED) ;fxmw(x)dx een distri-

voor x <€ 0,

. L © m+1
g[%mw(x)dx = - w Xm+q pr(x)dx =
m+1 m+2 m+p
. : £ p=~1)
- S e(e) + (m+€l)(m+2) pi{e) = oon ("/‘)p(m+’l)f,.(m+p) 9o P he) +

m+p

* ("“)pef(ma-ﬁ)}.{..(m-fp) ol

waarbij p z4 is, dat Re(m+p) > -1. Substitueert men nu

p>(x)dx.

p=1

| D
ple) = $(0) + Fry'(8) + von + T5 Lp(p"/‘)(o) - gocp(p)(a‘),
O<el'< €&,

en dergelijke uitdrukkingen voor u'(¢) t/m ?(p-ﬂ)(s)’ steeds met
egen restterm die W(p) bevat, dan blijkt dat

) m+p
(20) ST gx)ax = (-1)° S ey o0 () e

voor alle p waarvoor Re(m+p) > -1. Dit 1s klaarblijkelijk een dis~

tributie, die met *xm(@) aangeduid wordt,
Als m een geheel negatief getal is: m =

dan vindt men op een dergelijke manier dat

(VI)

~-p (p = 192)950),

1, P )go)

(VII) =) 5=

'*%""cae%'

(ED) _/’xlf’\fz(xdx—-~

- -(-5:_:1-;}-5—5-3/.%10{5 X \P(p)(X)dX,

en dit is ook een distributie.




De formule (VI) is te schrijven als

1 -1, -1)°P D=1
ey ) = ke S o) () ax

voor m # 0,-1,=2,... en Re(m+p)> 0. Het rechterlid is echter voor
m = 0,=1,~2,+sn 00k gedefinillerd; voor m = =@ (@ = 0,7,2,0c0)
levert de keus p = g + 1 voor het rechterlid (~1)q¢ q (0)., Wij
krijgen dus voor elke m een distributie Y _():

Ym(LP) = "I‘:'!‘?'Tn“y *Xm-—/](\P) voor m %‘ O,"‘/l,“‘E’ e s 8 3
(VIIT)
¥ (@) = (D% P (0)  voor 4 = 0,1,2,... .
Merk op dat voor elke waarde van m geldt dat Y (w ) = m_.,‘(kp)..

5. Afgeleiden van distributies

In de inleiding is al opgemerkt, dat als (in het geval k = 1)
f(x) een afgeleide f'(x) heeft, dle over elk begrensd interval
integreerbaar is, en F(y) en F'(yp) zijn de distributies, gedefi-

nieerd door
jo»]

F () =wa;f(x)\[>(x)dx, Bt ff‘ x)ax ,

dan is F'(¢) = - F(p'). Iets dergelijks geldt voor k >1; als

£ . . ;
35 bestaat en integreerbaar is over elk begrensd xi—lnterval,

dah is
def af
F]‘_(Lp) = fs}-{iLPdX = fdyf LPdX P

waarblj dz = dxq eee AX

- uf f*f dxl, dus

- 00

il

% dydxi; de binnenste integraal is

- ) - - D
Fi(y) = Jﬁfggidx = F(Sﬁi) .
Dit geeft aanleiding tot de volgende definitie:
Definitie., Als F(y) een willekeurige distributie is, dan
verstaat men onder de distributieafgeleide %% » toegepast op ¥,
i

het getal --F(—--he ). Dus

T () = P22,
1 1




Het is direct duidelijk dat %% weer een distributie is,
Op overeenkomstige wijze definiéreniwij hogere afgeleiden van F;
elke distrilbutie F bezit dus parti#le afgeleiden van alle orden,
en de volgorde van differentiatie in gemengde parti&le afgeleiden
- is willekeurig, omdat de volgorde bij gewone parti&le differen-
tiatie van functies € (D) willekeurig is.
- Belangri jk voor later is de volgende opmerking: Als a, en
8n refel zijn, en Fq en F2 zijn distributies, dan defini&ren wij

de distributie aqu + a2F2 door

(a,‘F1 + agFe)(w) = aqu(w) + aeFE(@) .

Hierdoor wordt de collectie (D') van alle distributies een line-
aire ruimte, In deze lineaire ruimte is differentiatie een lineaire
operatie, d.w.z2, bijv.

éF,] oF

il . . = 8 e 2
axi(aﬂFﬂ + aQFQ) = a -+ a5

X, ¢
i xl

want beide leden, toegepast op ¥, geven

> >
- 84F1(5§&) - aer(S%;) .

1

6. Voorbeelden van distributieafgeleiden,

(1) De functie Y(x) van Heaviside (ook wel "unit step
function" genocemd) is gedefinieerd door Y(x)=0 voor x <0, Y(x)=1
voor x> 0. Met deze functie correspondeert de distributie

Fyle) =

-~ 0

oo

v(x) ¢ (x)ax =J°°¢@qu.

) aF
Voor de afgeleide distributie F = =2 geldt
Fi(y) = <F (g') = —J; g (X)ax = ¢ (0)= 5 _(¢);

deze afgeleide distributie correspondeert dus met een puntmassa
+1 1in de oorsprong. In de taal van de operatorenrekening: "de
functie van Heaviside Y(x) heeft als afgeleide de & -functie van
Dirac met piek in de oorsbrong". Verder is

Fy”(‘?) = 501(‘?) = "JO(LP') = - ¢'(0),
r, (7 () = 6 () (g) = (-1)? ¢ () (o).

(2) Leaat op de rechte 1lijn R, een verdeling ...x_,<x_, <
<X, <X,1-<X2 <.+, aangebracht zijn, waarbi] X g7 -e0en X — oo
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als n—e9, en laat f(x) differentieerbaar zijn voor x#xv, terwljl
de afgeleide f'(x) integreerbaar is over elk interval (xy_q,xv).

De sprong f(x,+)-f(x,-) noemen we f,; verder gebruiken we de no-
taties 0 c0

] () =] 10 gom, [F] )= £ (mptdon.

-0

Het is nu in 't algemeen niet meer waar dat de distributieafge-

leide dﬂ;] gelijk is aan [F1], want
%LE]—(W) = -[F] (9") = -Z,,_L::f ¢! dx =
- Zr(xy-) () e (xy ) @lxy_q) + [ £lpax =
57,8, 9(xy,) + j £y dx,
dus

9—%‘- = (] +nyp Sx,, .

(3) Leat ¥ _(P) de distributie zijn van voorbeeld (VIII) in

par.4, We hebben al gezien dat Y (@')=-Y _,({P) voor alle m, Dan
is dus

Y9 = -~y (et) = Y 4 (p);
algemeen dus Ym(p)zYm_p voor alle m en alle positieve gehele p.
(4)2Als F een distributie is, dan voldoet de distributie

a F=Z. —b--% dus aan
bX;

2
S50 = F(ag).

1

2
(a®)(g) =Z§-§<w - TF(

Laat nu in R, de distributie, die correspondeert met %, r2=

x12+x22+x32, voorgesteld worden door [%] . We gaan de distributie-

afgeleide A [q]

I berekenen:

{a [%])('1’) ==E,-) (a L?)=JR3 %A av= Lin__ o L}é %A Wdv,

en volgens de stelling van Green is

jr'.;& (%AL?-(A%)L?)GV:j ( P%)'—?do -Jrzﬁ%-g.r‘,&do.

e

no

Nu 1is A% =0 voor r3» &, en d0=£&° dw (w is de ruimtehoek, dus

(a E‘,—])(Lp) = 1im&—-—>‘o {- ’LE Lfdw-éj _%-gi- dw}-lﬂr ©(0),




L
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d.w.z,

A {%} = -4TT§Q

(% is de potentiaal van een puntlading +1 in de oorsprong).

7. Primitieve distributies van een gegeven distributie,

Definitie. Op Rq heet de distribuEie F een primitieve distri-
butie van de distributie G als F's= %% =G,

Teneinde te bewljzen dat een gegeven distributie G altijd
een primitieve distributie F bezit, beantwoorden we eerst de
vraag wanneer een functie \y(x) € (D) de afgeleide is van een
functie @ (x) € (D). Als @(x) & (D), en Y (x)= q‘(igy dan 1is
zeker Y (x) e (D), en bovendien is aEo\%"(x:)dx: @(x)/ =0, Omge-
keerd, als L%(X) e (D) enbj *(x)dx=ojdéan is i?(x) 38 Brgeleide
van een functie ¢ (x) € (D), nl. van ?(x):J- J(t)dt. Door de
eis dat @ (x) een begrensde drager moet hebBén, is @(x) door
LP(X) zelfs eenduidig bepaald,

De collectie van deze afgeleiden \%(x) is een lineaire
deelruimte (H) van (D). Kies nu één functie @ _(x)e (D), z6 dat

J' . Wo<x)dx:1° Elke @(x) € (D) is dan te schrijven in de vorm

(2)  g(x)=2g,(x) +(x), “=j_.,o“’(x)dx’ Y(x) e(8).

Men behoeftmpl. slechts op te merken dat voor deze waarde van A
geldt dat @(x)- Ayp (x)rdx=0, dus ¢ (x)-Ap (x)e (H). Op grond
van (e) heét (H) een hypervlak in (D). Merk ook op dat de split-
sing («) eenduidig bepaald is.

Als k(x) constant is, dus k(x)=k voor alle xeR,, dan heet
de daarmee corresponderende distributie [kJ , dus [k] ()=
=k @(x)dx, een constante distributie, De distributieafgeleide

[Kffois dan de nulfunctionaal, want

(k)" (9)=- ] (p1)= -k [ o' (x)ax=0.

Stelling. Elke distributie G heeft oneindig veel primitieve
distributies F., Twee zulke primitieve distributies verschillen

een constante distributie.

Bewljs. Stel, dat er een distributie 1s, waavvoor F'=G, Als
dan Ye(D) de afgeleide is van Y, (x)€ (D), dan is F(P)=F(P,')=
='F’(W1 :~G(W1), m,a.w, als G gegeven is, dan is F daardoor op
het hypervliak (H) volkomen bepaald, Een willekeurige @ &(D) is
volgens (®) eenduidig te schrijven in de vorm Q(x):')?o(x)+\¥(x),
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waarbij ) =J‘ ¢(x)dx en Y= @1', dus
(p) P(g) = AF(p,) - a(9,).

Omgekeerd, als we qo(x) gekozen hebben (waardoor dus de
splitsing (%) voor elke we&(D) vaststaat), en we kiezen het ge-
tal F(@o) willekeurig, dan stelt () een distributie voor, die
voldoet aan F'=G. Laat, om dit te bewijzen, ¢ —> ¥ in (D). Als
dan ?n=”km ?o+\¥n’ en Xw: A Wo+xy, dap 1is }rra'), dus q)n—a=¥
in (D), dus ook ®1n= -co~¥n(t)dt-% oO\J}J(t)dt.-.- ¥, in (D). Daar
G een distributie is, is dan G( ¢, J=G(p,); daar ook AF(9,)
-¢XF(WO), is dus F(y,)—>F(y). Hieruit volgt dat in (p) een dis-
tributie F staat. Voor L¥(X)=q'(x) luidt de kanonieke splitsing
(x) nu @' (x)=\p(x), dus F(9')=-G(¥) volgens (p); voor een wil-
lekeurige we(D) is dus F'(@)=-F(yp')=G({p), waarmee bewezen is
dat F'=@.

Conclusie: F'=G heeft bij gegeven G oneindig veel oplossin-
gen F, die zich van elkaar onderscheiden door verschillende keuze
van F(ﬁb)’ Voor Fq(q5)=cq en Fo(9, )=C, is dus Fq(w)-FEOf);
=(C4-C5) A =(Cq—02)j”w p(x)dx, d.w.z, F, en F, verschillen een

1
constante distributie.

Merk nog op dat, als de gegeven distributie G van de vorm
G(?):J-gtfdx is, waarbij g(x) integreerbaar is over elk begrensd

interval, dan elke oplossing van F'=G correspondeert met een on-
bepgalde integraal van g(x), d.w.z. F(9)=ujfLde met £(x)=
zj' g(t)dt + C.

0

Laat nu k >1. We geven (D) dan even de index k, dus (D)k;

als het wenselijk is, schrijven we zelfs (D) . Als
X,]_gueojxk
QJQ(D)k, dan is nodig en voldoende, opdat 4’= 3§£'voor een

- ; 1
‘PG(D)k, dat _O;P(xq,xg,ﬁ.,,xk)dxq=o voor alle X,,...,X,, €n voor
een gegeven W/, die aan deze voorwaarde voldoet, is ? weer een-
duldig bepaald. We onderzoeken eerst of er distributies F be-
staan, waarvoor g%i-de nulfunctionaal is. Als F zo'n distributie

is, dan moet F(gﬁﬁzgo voor alle @, d.w.z,. FO%):O voor alle q),

die voldoen aan %chy(xq,..f,x )dxq=o. Hierult volgt dat aan alle
, waarvoor A i',...,xk)= @(xﬂ,,o.ﬁxk)dxq dezelfde uit-

komst levert, dezelfde F(y) toegevoegd is, m.,a.w. F($) is een

lineaire functionaal op de lineaire ruimte der 4)(X2,...;Xk),

Klaarblijkelijk behoren alle )(xg,,,,,xk) tot (D) Om-

Xes @ e .’Xko

gekeerd is elke ‘)(ng...,xk)éé(D)xzyo..sxk van de vorm

(v
j;¢w?(xqﬁ°°°ka)dxq5 neem nl, ?(xq,..é,xk)= %(Xg,..,,xk)lfo<X?,
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[~y
waarbij Wo(xﬂ) Q(D)X% en};o;Po(X)dX=1° Verder 1is
Aolips o)) Bolig) = Magees i) golng) 20 (D)

. Conclusie: F(wv)

k

D
. ( ?X 9 a2 e 3
zelfs een distributie., Dus: Als er een distributie™ P is, waar-

dan en alleen dan als )_—— A in (D)
n X .5 X

5 » @
is niet alleen een lineaire functionagl op 5 ¢ maar

voor éga =0, dan is er een distributie <@ op (D) , zb datb
bx X ﬁeaoﬁx
1 o 2 k
(J) F(p) = C?gootp(x,],.,.,xk)dx,‘).

Omgekeerd, als ¢>een willekeurige distributie op (D)X is,

J'sajx
dan is door (K) een distributie F op (D)k gedefinieerg, en K

2 3
Fx, (1) =P(ED=-0(_FLax;) = 0.

Om bij een gegeven distributie G op (D)k alle oplossingen

van %g— =G te vinden, is het nu dus voldoende één bijzondere op-
/l

lossing te bepalen. Voor die functies ﬁ/, die van de vorm +J=
oy o
1 . b T PPy 9F _
§§;~213n, staat be) vast, want Foy)mF(gix)_ - 3?;(?1) = -G(q%)g
' ¢+ Met de-

zelfde notaties als hierboven geldt voor een willekeurige &’oe(D)k
dat ¢ - A(xe,...,xk)tyo(x1)=\P(x) een afgeleide is (want
&deqzo), en %lis door ' eenduidig bepaald. Als dus weer

—ci o ¥ dan is F( )~—G( ) een bijzondere oplossing van-ggl =G
¥ w5y P)=-0(p,) een 01 Plossing ven 3 =0

1

In het bijzondere geval dat k=2, bewijzen we nog de volgende
stelling:
Als G1 en G2 distributies op R2 zijn, dan bestaat er een

. : L2 IF oF
n Ada = ——— 2= s
distributie F z0 dat S --G,l en 5% _Gz dan en alleen dan als
3G, 26 1 2
1 2
dX~ 98X, °
2 1 3Gy 32m 3G,
Bewijs. Als er zo'n F bestaat, dan is = = .
e Vi - o X 24X .0X oX
qu aG2 2 e 1
Laat omgekeerd 5%- 5% ¢ en laat F,1 een bijzondere oplossing
2 1 :
o oF . _ N oF
zlJn van 55? = Gq, D¢ algemene oplossing van 5§;~-G1 is dan

Rlp) = 7,(0) + & g_:qu,xg)dxq).

We proberen nu F zd te bepalen, dat ook aan gél = G2 voldaan is.
2

Dan moet dus
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eF o
o) = 5 ) + 32 | plxpxan),

(Gp- 5%5)(?) = 3%, S[af?(xﬂ9xe)dxﬂ)' :
3T G 2w 2G 2 BF
P °51 2 9°F4 1 d°F ) 4
Maar se— (G- ) = - = - = (G- ) 0,
£ 2 X5 axq axqax2 ax2 3X13X2 3X2 17
aF oo
d.w.z, (Go= Sm—)( ) = 'Q{S} l?(Xq,Xg)dX ). We behoeven dus slechts

in (D) de dwstrwbutlevergellgklng g Q{ op te lossen. Zbals
reeds bgwezen, heeft deze vergelijking oneindig veel oplossingen
voor @ , die onderling een constante distributie verschillen,
d,w,Z, z20'n verschil is van de vorm

‘j ‘} P 1,X2)dx dx ‘j @ (x)dx,
oG 2@

Dus: Als 5% < 5% dan zijn er oneindig veel distributies F,
waarvoor 2F Gv en oF = G,y ©¢h elk tweetal verschilt een con-
9%, 1.7 9%, 2

stante distributie,

8, Convergentie in de lineaire ruimte der distributies,

We hebben al gezien dat de collectie der distributies een
lineaire ruimte (D') is, We zullen in (D') een convergentiebe-
zrip invoeren,

Definitie. De deelverzameling V ¢ (D) heet begrensd, als

(a) De dragers van alle @ eV zijn allemaal bevat in een
begrensd interval van Rk'

(b) De verzameling der $eV is gelijkmatig begrensd (d.w.z.
er is een constante A >0, z6 dat ‘W x)i A voor alle eV en alle

x:eRk)° de veezamc%fng der ;;P is ook gellgkmatlg begrensd; de

9o_ Y L o
vovzamellng der axﬁaxﬁ eveneens, eng,
i De gelijkmatigheid behoeft niet
in alle parti€le afgeleiden tegelijk aanwezig te zijn.
Definitie. Als F(p) een functionaal op (D) is, dan heet

F(W) een begrensde functionaal, als voor iedere begrensde ver-

zameling V ¢ (D) geldt dat de verzameling der getallen F(¥) voor
eV ook begrensd is (d.,w.z. bij elke begrensde V ¢ (D) behoort
een Ay >0 z6 dat ]F(tp)} < Ay voor alle ¢ evV),

Stelling 1. De lineaire'functionaal F(9) op (D) is een dis-

tributie dan en alleen dan als F(§) begrensd is,

Bewljs. Stel dat F een distributie is, maar niet begrensd,.
Dan is er een begrensde V ¢(D), waarop F({) niet begrensd is,
d.w.z, er is een rij P eV z4 dat ‘F(?n)‘ yn, Dan is ﬂ/nsqn/n~+0
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in (D), maar \F(wn)\:>1, terwijl anderzijds F(y,)—>0 omdat F
een distributie is. Conclusie: F is begrensd,

Om het omgekeerde te bewijzen, bewijzen we eerst: Als
¢, —0 in (D), dan is er een rij getallen )r]—~>00, z6 dat ook
nog %, ¢, —0 in (D). Bepaal nl. de indices nq'<n2'<n3 <.o0 20
dat

l2¢,[ <% voor n>n,,
g
i i
|3 L?n‘<-3— s }3 -é-—-le(?— voor n n,,

2
ay 4
1 n 1 YN
‘4 LFnl‘(E’ 14 9K, <f o 14 axiaxj

<£—voor n>n35

enz.,

Als nu An=1 Uuan),)n=2 (nq<r1$n2),)n=3(n2<r1$n3),=,wa
dan is % ¢, -0 in (D).

Laat nu dus F begrensd zijn, en laat ¢ —0 in (D). Dan is
ook )n\fn-ao in (D), dus de ri}j )]nLPn is een begrensde verza-
meling in (D). Dan 1is er een getal A>0, zd dat ‘F()n&yn)\.gA,
dus lF(@n)!g A/}n-ao, d.w,z, F is een distributie (als nl, uit
$,~*0 in (D) volgt dat F(p ) —0, dan volgt uit @ —> ¥ in (D)
dat Flp, )—F(e)).

We defini&ren nu in de rulmte (D') der distributies een
convergentiebegrip.

Definitie. Als F_&(D') en Fe(D'), dan zegt men dat F
naar F convergeert (notatie Fn_aF), als

(a) B, (¢)=F(p) voor elke we (D),

(p) F_(¥) convergeert gelijkmatig naar F(p) op elke be-
grensde verzameling V C (D), d.w.z. bij elke €>0 bestaat een
N(g,V) zé dat \Fn(?)—F(W)]< g voor m»N en alle YPev,

Als alleen aan (a) voldaan 1s, dan zegt men dat Fn zwak
convergeert naar F.

Alvorens verdere stellingen te bewijzen, merken we op dat
de lineaire ruimte (D) volledig is, d.w.z. als (?n(xj e (D); en
?m(x)~tyn(x)-»o in (D) voor myn—eq dan is er een ¥ (x) e (D)
z4 dat P (x)—¢(x) in (D). Uit ¢ - ¥, 0 gelijkmatig volgt
nl, dat l?n(x) gelijkmatig naar een functie Y (x) convergeert;

0%y Sy . R A i .
uit 55— - 3% 30 gelijkmatig volgt dan dat de gelijkmatige 1i-
i 1 Bpn

mietfunctie van Fran Jjuist 2F is, enz,
X3 9Xy
Stelling 2. De lineaire ruimte (D') is ook volledig; d.w.z.

als F -F, —0, dan is er een Fe(D') zd dat B —F.
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Bewijs, Uit F ~F_ --0 volgt dat F_(¢)-F (¢)—> 0 voor elke
¢ e(D). Noem de limiet van F_(yp) nu F(¢). Dan is F(p) een lineaire
functionaal op (D). Laat nu V¢ (D) begrensd zijn, Uit ‘Fm(w)~Fn($)%g
voor mn HN(g,V) volgt \FN(W)-F(W)\s.g voor alle ¢ eV; omdat de
verzameling der getallen FN(Q) voor eV begrensd is, geldt dus
hetzelfde voor de verzameling der getallen F({). Dan is F een be-
grensde lineaire functionaal, d.w.z. e€en distributie. Verder con-
vergeert F_(¥) gelijkmatig naar F(§) op V, dus F _F.

We beschouwen nu het bijzondere geval, dat alle Fn van het
type P ()= jlfn(x) w(x)dx zijn.

Stelling 3, Als alle fn en f integreerbaar zijn over elk be-
grensd interval B in Ry, en als J lfn—f‘dx~ao voor elke B, dan
convergeert de distributie Fn(?)ééjfﬁ?dx naar de distributie
F(w):ﬁfftfdx. Speciaal: als alle f_ continu zijn, en f —f gelijk-
matig op elk begrenzsd interval B in Rkﬁ dan 1s anaF.

Bewijs. Laat V ¢(D) begrensd zijn, laat de dragers van alle
p &V bevat zijn in het begrensde interval B, en laat MP(X)!shd
voor alle YeV en alle x, Dan is

su%_ an(W)“F(W)‘= Sup Lf(fn-f)? dx

stB‘fn-f}dxmso,

¢e
Stelling 4, Differentiatie is een continue 1ine%;re oper%yie,
d,w,z, als F_.F, dan 1is ook 3§Dﬂ~éjﬁl-(en dus ook ~iL§ELw~%~¢i~E~
sfee nTree 3K, 9Ky 9% X CRILEN s

enz, )

Bewijs. Als we&(D), dan is ook - ;%ﬁ-e(D); uit F_ —F volgt

' 3 3 3F 3F
dus dat F_(- 5%%)~«&F(- 5%%), d,w.z, axi(y)—éaxi(?) voor elke

¢e(D)., Dat de convergentie gelijkmatig is op elke begrensde V¢(D),
volgt door op te merken dat de verzameling der - 29 voor Y eV

9X
zelf weer een begrensde deelverzameling van (D) is.”
- Dytes . tDy
Gevolg. Als D = 5 5T en D is een eindige som
1 p k
3X, 0%y

Zapr ( met getalcofficiénten a ), dan volgt ult F oF dat
DF__D*F,
n

Naast het begrip van een convergente rij distributies kunnen
we nu op bekende wijze ook convergente reeksen van distributies
invoeren: 2:1“%H=F betekent dat z:: FizsnweF. Als toepassing het
volgende voorbeeld:

Als f(x) een over {O,ETT] integreerbare functie met periode
2T is, en f(x) heeft de Fourierreeks %ao+ z::o(ancos nx+b_sin nx),
dan kunnen we de distributies beschouwen, die met f(x)(gp met elke
term van de reeks corresponderen, Laat dit F en PO+ 2:1 (Pn+Qn)
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fo'a )
zijn. We bewijzen dat P=P_+ Z (P, +Q,).

Bew1Js, Daar er een constapte A bestaat, z6 dat |a l«iA en
]b | €A, is de reeks %aoxe- Y (~% coS nx + 2 sin nx) gellgkma«
tlg convergent (in [O 2ﬂ1 ). Bovgndlen is, vBor geschikte con-
stapten c en c,, deze reeks de Fourierreeks van g(u)_cq+02x+
+J- dt.f (u)du; g(x) 1s dus de som van de rceks, Beschouw nu de
co%vespgnderende distributies (zowel van g(x) als van de termen
van de reeks; g(x)- anxg periodiek voortgezet); uit de gelijk-
matige convergentie in gewone zin volgt wegens St.3 zeker con-
vergentie van de reeks der distributies naar de met g(x) corres-
ponderende distributie G. Differenti%gr nu deze reeks tweemaal
term voor term; we krijgen dan P _+ Ziq(Pn+Qn), en volgens St,4
convergeert deze preeks dus naar de tweede afgeleide van G, en dat
is F.

Met gewone functies geschreven, wil de bewezen eigenschap
dus zeggen, dat

oo
jf (x) ¢ (x)dx = Zaojty(x)dx + E:q ~j(ancos nx+b_sin nx)e{x)gx
voor elke $e&(D), en wel gelijkmatig op elke begrensde V ¢ (D).

Langs "gewone! weg is dit ook gemakkelijk bewipbaar, zelfs een
sterker resultaat; daarom is het 1nteressant om op te merken dat
als de gonlometrlsche reeks 2a o (q cos nx+b_sin nx) gegeven
is, zé dat |a_| <Mt > 1o, <A1%{voor zekere A‘)O en k >0, we op
dezelfde manier kunnen bewljzen dat de corresponderende reeks van
distributies ook nu nog convergent 1s. De somdistributie correspon-
deert nu in 't algemeen niet meer met een functie.

We kunnen nu ook een meer traditionele formule voor de afge-
leide van een distributie bewijzen. We beperken ons tot Rqe Als
(%) over elk begrensd interval integreerbaar is, en we definié&-
ren de translatieoperator T, door ‘th‘f(x)=f(x~h), dan is
J~CC f(x))y (x)ax —J.f(x~h)xg( )dx:vff(x)ty(x+h)dx, dus in de
taal der distributies (T, F)(¢)=F(T h({7), We gebruiken deze formu-
le voor een w111ekeur1ge dlStP?butle F als definitie van T F

Klaarblijkelijk is T F dan weer een dlStPlbut% f? ?et geval
x X

dat f(x) een af@elclde heeft, is %% = lim Tt

o voor h-s0,

Deze formule blijkt nu voor distributies algemeen te gelden,
Stelling 5. Voor elke distributie (in Rq) is

daF _ .. Tpf-F
ax = Him 1
h-—0
. - gF _ Tpf-F
Bewijs. We moeten bewijzen dat Sh= o -a— — 0 als

h —0, Nu is

Sh(‘?) =

F(T, ) -F
r(- 28 - = h:) SLEPIORY
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waarbil] \P _ _dp +"ChL?"LP
h ax h o

Voor h-—0 convergeert QJh(x) gelijkmatig naar nul, evenals alle

afgeleiden van \, (x), dus ¥, (x)—>0 in (D), dus F (44, } —» 0.

d.w.z, Sh(?)-90 voor elke e (D). Het is ook niet moeilijk om in

te zien dat op elke begrensde verzameling Vc(D) de convergentle

gelijkmatig is, dus Sh_ao, We zullen verderop trouwens bewljzen,
dat dit onderzoek naar gelijkmatigheid achterwege kan blijven.

9, Convergentie van distributies (vervolg)

We beperken ons hier tot Rq, hoewel de volgende stellingen
ook in Rk gelden,

Stelling 1. Als F een distributie is, en B is esn begrensd
interval in Rq, dan bestaat er een niet-negatief geheel getal r
z6 dat voor elke rij %%é’(D), waarvoor de dragers der . bevat
zijn in B, ult de voorwaarde dat @%(r)(x)-ao gelijkmatig op B
reeds volgt dat F(§h)~¢ro,

Bewijs. Als er zo'n r niet is, dan bestaat er bij elke
k=0,1,2,... €en rij %&n(x) met dragers in B, zd dat

‘pkn<k)(x)~}o voor n—-—» g3, gelijkmatig op B,

1im sup ,mﬂm” =a{) > O.

Door Quer te gaan op een geschikte deelrij van ﬁi-¥mm(x)g krij-
gen we een rij \ykn(x), zé dat “

Wkn(k)(x) -3 0 voor n-+o$ gelijkmatig op B,

lFé*%n)f‘> 1.

Verder volgt uit \%kn(k)(x)-va 0, gelijkmatig op B, dat ook
!'/
Q&n(l)(x)-u§o, gelijkmatig op B, voor 1£0,1,...,k, Kies nu

Nolx) =\, 26 dat }%no(x)j < 1,
Yo%) =Wy, =6 dat iy, ()] €1 e {%nq(”(x)é &1
algemeen
Xk(XL%mk 26 dat {-g/knk(l)(x)}g L voor 1=0,1,..,k.
Pan is X, —» 0 in (D), dus F(%X,)=>» O, in tegenspraak met
{P(x ) » 1 voor alle k.

Gevolg, Er is nu een constante A&}Os z4 dat voor elke @
met drager in B geldt dat (F(&a)‘gA!S@(r {'; hierbij is
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(r o

)f va (P)(x)i op B.

Bewijs. Als er zo'n A nilet was, dan was er een rij Y
(dragers in B) zd dat F(¢_ ) > n th i . Voor y = ?n/n‘wn
zou dan gelden dat byh r T:n'1-9<3, dus volgens St.1 zou
F(y,)—=>0, in tegenspraak met F(y ) > 1.

()5

Stelling 2, Laat Fy Gx doorloopt een indexverzameling) een
collectie van distributies zijn, en laat voor elke v met drager
in het begrensde interval B de verzameling der getallen Ex(?)
begrensd zljn: IEx y)l<ZML9 voor alle o., Dan bestaan er een con-
stante X >0 en een index r, zd dat

|7 (o)« x o™

voor alle e« en alle y met drager in B.

Bewijs, Stel, dat de stelling onjulst is. Verder hebben
alle functies ?(x), die wij opschrijven, hun dragers in B. Er
bestaan nu een ¢ (x) en een F zé dat

(2)  F (g,) > 1.

Algemeen bestaan bij elke p=0,1,2,... €en &?p(x) en een F_ z4
dat p
‘gb(n)‘< 2" voor n=0,1,...,0,

(2) F 0%)>p+1 +Z%11M%ﬁ
lF p)‘< 2-p voor sz,/‘;uow’p"qo

Voor p=0 klopt dit al (dan vervalt nl. de derde voorwaarde). Stel

dat Poseees vp 4 €1 F seesl reeds zo gekozen zijn, dat zij
%o p- .
aan de voorwaarden voldoen. Daar {F ‘ Ay 1? * i, zal ?p

aan (3) voldoen, als P, aan de p vo%rwaarden

-1

r.
o, <2, (120,1,.00001)

voldoet, Deze voorwaarden, tezamen met (1), kunnen samengevat
worden tot één voorwaarde van de vorm !? l< K s waarbij K1
een geschikte constante is, en r=max (r'o,r,l,.a.,x’p_’,‘,p)e Omdat,
volgens hypothese, ook voor deze r de stelling onjuist is, be-
4 en aan (2).
Merk nog op, dat [(3) ook geschreven kan worden als fﬂx (¥h)l<:2_n
voor alle n>p. oo y P n

Laat nu (x)= z:ﬁcq \p,(x). Dan convergeert sn(xﬁ=z;1pi(x)
naar ‘¥(x) in (D) wegens (1). Dus

staat er dus een ?p die voldoet aan f? ( )t<I{
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|7 (o)] = 1im lr (s)] >0

“p n-yoo . &p
voor alle p, zodat voor deze @ de verzameling der getallen
(@) niet begrensd zou zijn. Tegenspraak,
Gevolg 1., Als voor elke q:E(D) de verzameling der getallen
%xﬁp) begrensd is, en V is een begrensde deelverzameling van (D),

F

dan bestaat er een constante A >0 zé dat §Ex(?)‘<-A voor alle o
en alle @eV. Dit is het analogon van de stelling van Banach-
Steilnhaus in Banachse ruimten.

Bewijs. Daar de dragers van alle peV in een begrensd inter-
val B bevat zijn, is er een index r z6 dat lﬂx(?)\s;Klm(r)ivoor
alle P&V, Omdat {k?(rﬂsxq voor alle peV, is dus |E, (p)]< KK,=A
voor alle « en alle eV,

Gevaolg 2., Als weer voor elke tpe(D) de verzameling der ge-
tallen Ex(%g begrensd is, en @ - in (D), dan geldt dat
E, (p- @n)~a 0 gelijkmatig in «.

Bewljs, Er 1s een begrensd interval B in Rk’ dat de dragers

van alle ?n en q»bevat. Voor een K »0 en een zekere index r is
r r
dan ‘Fm_ (\?- &pn) ]gKl\P( ). k‘?n( )‘ voor alle &,

We komen nu tot de theoretisch belangrijke stelling dat uit
de zwakke convergentie van een rij distributies reeds convergentie
van die rij volgt. Deze stelling ligt dilep, want Gevolg 2 van St.2

zal worden gebruikt.
'~ Stelling 3. Als F, € (D') voor n=1,2,..., en de rij Fn(@)
convergeert voor elke P, dan 1s de limiet F(?) een distributie;

bovendien is dan FdeiF. Speciaal volgt dus uit zwakke convergentie
van Fn naar F dat Fn~$ F.

Bewijs. In verband met de volledigheid van deruimte (D') der
distributies is het voldoende te bewljzen dat (F -F )(¢)-> O ge-
lijkmatig op elke begrensde Ve (D), Stel dat dit niet zo is. Dan
is er een begrensde Vc (D), een €->0, indexrijen mp en npﬁaoa,
en LPpEV,, z4 dat
(o) | (P 7o ) ep) | 3¢
De functies q%)eV'hebben gelijkmatig begrensde eerste afgeleilden,
en zijn dus equicontinu. Daaruit volgt dat qb een gelijkmatig con-
vergente deelri] bevat., Om dezelfde reden bevat deze een deelrij,
waarvan ook de eerste afgeleiden gelijkmatig convergeren, enz,

Via het diagonaalprocédé vinden we dan een deelrij van cpp, die
in (D) convergeert; daar (D) volledig is, geldt voor de limiet
tpo(x), dat e (D). We mogen (door verandering in de nummering)
wel aannemen dat ¥b direct deze deelrij is. Dank zij Gevolg 2
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van St.2 is dus, voor voldoend grote p, IFH(@ - @p)‘<_a voor alle
n, Uit () volgt dan dat

[, -7 o)l pe
D [

voor voldoend grote p, in strijd met de convergentie van de rij
getallen F_(y,).

Als men van een distributie van het eenvoudige type F(y)
‘ff x)dx een primitieve distributie neemt, daarvan weer een
primltleve, enz., dan blijven deze rieuwe distributies steeds van
dit eenvoudige type. Als men daarentegen steeds opvolgende'afge-
leiden gaat maken, dan behoeft lets dergelijks niet het geval te
zljn. Men kan nu de vraag stellen of elke distributie een afge-
leide van zekere orde van zo'n eenvoudige distributie is. De vol-
gende stelling toont, dat dit "locaal" in elk geval zo is.

Stelling 4, Als F een gegeven distributie is, en B 1is een
gegeven begrensd interval, dan bestaat er een index p, en een over
elk begrensd interval integreerbare g(x) zd dat als G(y)= [gpdx,

dan F(y) = 2 g () voor elke @ met drager in B.
X

Bewijs. Volgens St.1 bestaat er een r, zd dat uit @h(P)~é 0
gelijkmatig op B (dragers der p, in B) reeds volgt dat ngn)—% 0.
Beschouw nu de lineaire ruimte der functies w(x) = 9( (x)
(dragers der p(x)€ (D) in B). Merk op dat t door - eenduidig
bepaald is, zodat door ];0$§=F(@) de lineaire functionaal L(qd
op deze lineaire ruimte ondubbelzinnig bepaald is. Verder volgt
dus uit \yn(x) — 0, gelijkmatig op B, dat L(\grn) - 0, Op de
lineaire ruimte der (%), die zeker een deelruimte van de ruimte
(C) is, is dus L(Y) continu in de zin van (C). Dan is, volgens
L (y) voort te zetten
tot een continue lineaire functionaal op geheel (C)g zodat volgens

de uitbreidingsstelling van Hahn-Banach,

de stelling van Riesz er een maat s is, zodanig dat L(y) =

J;ﬁydf* voor alle q:e(c), Voor ‘¥ - Lf>(r’)

van tp € (D) in B bevat is, is dus

Plg) = 10p) = Lol mapa - Tale) ol (x)ax,

ps
waarbij h(x):Jﬁ dﬁx. Voor-elke  met drager in B geldt dus dat

, waarbij de drager

(r+1), § - r
F(p)=C (¢}, waarbij G correspondeert met g(x)=(-1)" h(x),
Voorbeeld 1. Als x_ een vast punt in B is, en F(?)— r’)(x )s
dan is, als Mo de maat 18, bestaande uit uitsluitend de puntmassa

+1 in x_, nu F(y f&p x)d pu= f h (%) LP(rum)(x)dx met h_(x)=
X

= j‘df*o‘ Uit dit voorbeeld volgt tevens dat de stelling slechts
0
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een locaal karakter heeft, want de distributie F(¢)= an,!«g(“)(n)
is niet te schrijven als een afgeleide van zekere orde van een

andere distributie G. £
Voorbeeld 2, Als ft(x)=%f —u"%cos ux du, dan is ft"(x)=
£
% ‘f cos ux du; voor de corresponderende distributies geldt dus de-
/‘

zelfde relatie. Voor t->oo convergeert de eerste distributie Ft
* naar de met‘fgiu"2
convergeert 1ook. Hieruit volgt dus dap‘fgzos 2veux du, als dis-
tributie gezien, zin heeft. We berekenen-de "waarde" van deze in-

cos ux du corresponderende distributie, dus Ft"

tegraal,
Uit .
3 sin 2¥ttx
gt(X) =&f 2 ¢os 2wux du = —

O

volgt R
2vtx
Oylg) = [ SDETEE o (x)ax,

- OO

en lim G, (¢)= p(0) voor t —»o (Dirichlet), dus Gt-—-béo, d.w,z,

. OO . §
s _ Ls
2‘4\ cos 2¥tux du = o

10. Het product van twee distributies.

Men kan functies vermenigvuldigen, maar distributies in het
algemeen niet. Zelfs als F,I en F2 van het eenvoudige typebff§xdx
zijn, dan 1s het niet zonder meer mogelijk van Fng te spreken,
omdat de functie qug meestal niet meer integreerbaar 1s over elk
begrensd interval, We beperken ons tot een bijzonder geval waarin
het wel gelukt tot productvorming over te gaan, Laat, in Rq voor

s de eenvoud, A(¢)= fou(x)p (x)dx, waarbij w(x) oneindig vaak dif-
ferentieerbaar is (=x(x) behoeft geen begrensde drager te hebben).
Als nu P een willekeurige distributie is, dan wordt het product

AF gedefinieerd door
(AF) () = Plotep).

Klaarblijkelijk volgt uit _-> 0 in (D) dat oup, —> O in (D), dus
(AF)(pn)—e>O, d.w.z, AF 1s weer een distributie. Als F(Q)=~ITLPdX
(f integreerbaar over elk begrensd interval), dan is

(AF) (p) = Fot ) =ffou.de = [« (¢).
Als speciaal f(x) ook oneindig vaak differentieerbaar is, dan is
dus AF = FA, Er 1s dus geen bezwaar tegen om algemeen FA = AF te

definifren,
Stelling., (AF)!' = A'F + AF', waarbij de accenten differentia-

tie aanduiden,
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Bewijs. (AD)1(p) = ~(AF)(¢") = Flx ¢'),
' -(A'F)(p) = -F(e'p), omdat A' met o '(x) correspon-
deert., Optelling levert -F{a p'tody)=-F(oxp)! = F'loug)=(AF"')(tp).
Dus (AP)'!'-A'F = AF!,
Voorbeelden. (Ad ) () = & (xp) = (0) (0) =ot(0) & (p) voor
alle ¢, dus A 9  =(0)0;

(88, ) () = &' () = -(w?)'}{_o =- o (0) @' (0)-0ct(0) p(0) =

a(0) I, '(¢)-e¢ (0) § () voor alle , dus AS ' = o(0)9, - (0)S,
enz,
Met behulp van de functie van Dirac éo(x) schrijft men deze

formules wel eens in de vorm

alx) § (x) = w(0) & (x),
x(x) & 1(x) = (0) §,'(x) - ot (0) So(x), enz.

Als speciaal o(x)=x, dan geldt voor X(9)=‘fx q)(x)dx dus dat
X50=O, Xao's"" 509

11. Het compositieproduct.

We beschouwen (in Rq) twee distributies F en G, waarbl] aan G
de beperking wordt opgelegd, dat er een begrensd interval B bestaat,
zo dat G(w)=0 voor elke ¢ wiens drager geheel buiten B ligt,

Hulpstelling. Als pe (D), dan is \p(y)=Gx4£p(x+y)} weer een
functie in (D). Met G, Qf(x+y)} wordt bedoeld dat y(x+y) hier als
functie van x gezien wordt,

Bewijs. Als y -y, dan is @(x+yn)~¢tp(x+y) in (D) wegens de
gelijkmatige continuitelt van ¢ en al zijn afgeleiden, dus Qr(yn)=
=GX'{¢(x+yn)}-e-Gx‘{@(x+y)} =¥(y). Hieruit volgt al dat ¥ (y) con-
tinu is. Verder heeft qr(y) een begrensde drager, omdat voor |y

voldoende groot de drager van @ x+y) geheel buiten het bij G beho-
rende begrensde interval B ligi. Ook is, voor hn-909

W) W) Rl ) 0y )

n n

dus \y'(y) = G, {Q'(X+yX} . Op dezelfde manier vindt men voor de
hogere afgeleiden dat \p(n)(y) = GX.%p(n)(x+y) . Conclusies Y &(D),
Merk nog op dat als @ - ¢ in (D), en \yn(y) = Gy {@n(x+y)},
\Y(y) = GX.§q(x+y)} s dan qxn(y).9~y(y) in (D). Men kan zich voor
het bewijs beroepen op het feit dat er een index r is, zd dat
‘Gk {Wn(x+y)- @(X+y)}i < A max {%h(r)« @(P)l volgens het Gevolg
van St.1 in de vorige paragraaf (we behoeven nl. slechts de y-waar-
den in een begrensd interval te beschouwen),
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Definitie, Als F en G distributies zijn; waarbij aan G de ge-
noemde beperking 1s opgelegd, dan wordt het compositieproduct F¥G
gedefinieerd door

(P 0)(p) = Fofo, fe(xe)i] .

Uit wat we reeds bewezen hebben volgt dat als w ->¢in (D),
dan (FxG)(p )~ (F#G)(p), zodat dus F%G weer een distributie is.

Het is direct duidelijk dat uilt Fn——>F volgt dat Fn% G > F3q,
Laat nu G -> G, waarbij G(@):Gn(«p) = 0 voor alle P met dragers bui-
ten eenzelfde begrensd interval. Dan is . (y) =
=G, {@(m—y)} - G .{cp(xﬁy)}: Vr(y) gelijkmatig, omdat convergentie
van Gn naar G gelijkmatige convergentie op elke begrensde deelver-
zameling V¢ (D) impliceert, Ook Wn'(y = G, {¢' x+y)}—§(} {e (x+y)}
—~1{;(y) gelijkmatig, enz., dus \%rn y)—-;l’b ) in (D), zodat ook
F¥kG —-}F%G voor elke F,

Voorbeelden. (1) Laat F en G corresponderen met functies f en
g, integreerbaar over elk begrensd interval, terwijl bovendien

g{x)=0 buiten zeker begrensd interval, Dan is dus

(Fxa)e) = Fy fg x) @ (x+y)dx = ff{y)dy-l; @ (x+y)dx
ff (v)ay [ &(u-v) @ (w)au = f»ﬁu)du gf y)e(u-y)ay,
d.Ww,2. H=F¥% G correspondeert met de functie h x) If «y)dyg

Aan dit feit dankt F#G de naam van compos:Ltleproduct

(2) (Fxé )(¢) = 7y [Sox L0 (x49)]] = F, [p(v] = Flp), dus

F—)%éo:F

(Fed')(p) = P, [éo < fo x+y>}} FyE-Lp'(yﬂ =-F(p') = F' (), dus

T — !
Feﬁc?o = F',

il

Laat e¢(x) e(D), voor elke, Ls’tr’l‘butle F is dan p(x) =
y{od x-—y)} weer een\/f”“"nctlee “4n"(D) (bewijs als hierboven). Als nu
a(x) correspondeert met de distributie A, dan correspondeert s (x)

met F# A, Bewljs:

(F#A)(e) = F foc(X)LP (x+y)dx = Fyfo.’.(X—y)LF(X)dX = F, \{,r(y)e
We approximeren nu

Y(v) =f0<(x-—y) &P(X)dX door Riemannse sommen
o8 ,-y) &p(é‘p)ﬁ#p

=foc(x-y) LP'(X)dX door Zpoc(gp—y)@'@p)&xp,

enz.
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Deze approximaties zijn gelijkmatig in y, dus de Riemannse sommen
convergeren naar \y(y) in (D), zodat F‘IZEZ ]—&F y(y) a(F%%A)((?)
Anderzijds is P [Zp] =Z T o« g -y) \g(g )Ax =

=2 /a(g )p(g JPayps uiﬁb x)dx. Conclusie: (F%%A)(Q) =
"JCP x)y dx, m.a.w. p(x) correspondeert met F#A,

Approximatlestelling. Als F een willekeurige distributie is,
dan 1s er een rij distributies B = F, zd dat B, uﬂén x) p(x)ax,

Bewijs. Laat & (x)€ (D), x n >0, fo‘n (x)dx =1, terwijl de
dragers der o ( ) zich ”samentrekken" tot de oorsprong. Dan is
jOt (x)e(x )dx-——)lp(O) voor elke @€(D), m.a.w, voor de corresponde-
rende distributies A geldt dat A *96 Dan is ook F%A —$F¢%5 =F,
en elke F#A =B 1is, zoals bewezen, van het type B (@)-JO? x)?()dx,
waarbij ﬁn(x) F {oc X-y }e (D).

Deze stelling wijst erop dat het ook mogelijk is de distribu-
ties als volgt in te voeren: Men beschouwt eerst alleen distribu-~
ties van het speciale type B( JGB(X (x)dx, waarbij R(x)€ (D),
en dan gaat men deze verzamellng volledlg maken door fundamentaal-
rijen te beschouwen, d,w.z. rijen B, z46 dat Bn(y) convergeert voor
elke ., Iedere fundamentaalrij wordt dan ook een distributie ge-
noemd, onderling equivalente fundamentaalrijen worden geldentifi-
ceerd, en uit de zojulst bewezen approximatiestelling volgt nu dat
elke continue lineaire functionaal op (D) zo'n distributie is.

Als er een begrensd interval bestaat zd dat F(p) = G(y) =
voor elkecg met drager buiten dit interval, dan bestaat zowel G #¥F
als Fx%G.

Stelling. In dit geval is G3#F = F ¥4,

Bewljs. In het bijzondere geval dat F en G corresponderen met

. functies f(x) € (D) en g(x) € (D), correspondeert F%G met
JE‘ Jg(x-y)dy en G#F met Jfg (y)f(x~y)dy. Deze integralen zijn ge-

lijk, dus F3G = G#F. Laat nu F van dit bijzondere type zijn,
doch G niet. Er is dan een rij G  van dit type zd dat G,> G, dus
F¥%G = 1lim F%Gn = 1lim GnaieF = G¥F, Door nu ook F, indien niet
van dit type, door een rij Fn van dit type te benaderen, volgt al-
gemeen dat F¥%G = G¥%F.

Er is dus geen bezwaar tegen om, als F een willekeurige dis-
tributie is, en alleen G beperkt is door de conditie dat G(@)no
voor alle \p met drager in de verte, G#%F te definieren door
GHF = Fx%aG.

" waarbij (@ (x)e% Dé In deze zin ge21en, ligt dus (D) dicht in (D'),slﬁ

.Y




