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1. Inleiding 
Laat f(x) een functie van ~en re~le veranderlijke x zijn3 

integreerbaar (in.de z1n van Riemarin of Lebesgue) over elk be-
oo . 

grensd interval. Dan bestaat L f(x)~(x)dx voor elke functie 
i.p(x), die conti~u is en 11 in de verte 11 nul is (ct~w.z® er bestaat 
een interval a~ x ~ b, waarbui ten tp(x) • o). Noem de uitkomst van 
de integraal F(y). Alvorens een nadere keus voor f(x) te doen, 
onderstellen wij eerst verder dat ~(x) een., eveneens continue, 
afgel~ide ~'{x) heeft (dan is vanzelf f 1 (x)= o buiten e~x~b), 6n 
d.at ook f(x) een afg<;l~idG f' (x) l'°:f;;eft, d:ic inti;g:r.eerbaar tr:: ever 

elk t1indi, inte:i:•val. Met b,.hulp van partHHe integratie volgt dan 

direct pat def J= r 
F 1 

{ 1.p) ; f, ( x )lf>'( x) dx = - J f ( x) y>' ( x) dx = -F ( lf ' ) 11 

-oo -CC 

Onderstel nu dat f(x) = O buiten - £ ,t; x ~ £ , f(x) ~ o in = E; 

... e~x ~ e., Em_:[ f(x)dx =_{f(x)dx = 1. Als £ 
11 klein" is, dan 

is dus, ·wegens d€ continu!te:Lt ~rnn ;.p(x) en y, 1 (x), F{l,f) "ongeveer" 
gelijk aan tp(O), en F 1 (lf) "o~gevee-r'1 gelijk aan -f1 (o). De vol­
gende redenering wordt nu w~l toegepast. Laat enl o, neem bij 

elke en een f (x), die aan df bovengenoemde eisen voldoet, en n . 
pas een limietovergang toe. Dan "nader-c" fn(x) tot een "functie" 
~(x), de a-runctie van Dirac, die du& de eigenschappen heeft 

OK.• = 
dat i(x) = O voor x ,/ 0., ,k 6(x)dx = 1, en .£ &°(x)\f(x)dx = 'f(O) 
voor co~tinue tp, terwijl de "afgeleide 11 c5 1 (x) de eigenschap heeft 

dat /4 ~'-,x)~(x)dx = - t.p'(O). Het zal duidelijk zijn, dat de 
wiskundige strengheid hier zoek is; een dergeliJke functie J(x) 
bestaat niet, laat staan haar afgeleide § 1 (x). Tech werden in de 



- 2 -

z.g. operatorenrekening van Heaviside met behulp van dergelijke 
redener1ngen (men voerde zelfs nog hogere afgeleiden van ~(x) in) 
Juiste resultaten verkregen. De theorie der distributies is nu 
een gezonde basis gebleken om van daaruit tot deze, en nog andere, 
resultaten te komen. 

2. De lineaire ruimte (C) 
De k-d1mensionale numerieke ruimte der punten x = (x1J•••Jxk), 

all0 x:;_ rel:Jel, met afstand d(x.,y) = [.:?:~(x1-y1 )2]½, noemen wij 
Rk. Met behulp van deze afstandsdefinitie defini~ren wij op beken• 
de wi~z~ wat open verzamelingen, gesloten verzamelinien, begrensde 
verzamelingen., ophopingspunten, enz. zijn. 

Als f(x) = ~(x 1, ... ,xk) gedefini~erd en continu is in elk 
punt x E. Rk' dan ir:, dus de verzameling E der pun ten x, waar c.p(x) ,JO, 
open. De kleinste gesloten verzameling, die E omvat (de z.g. af­
slulting van E) heet de draJer van ~(x). 

Definitie 
(a) De collectie van alle continue ~(x) met begrensde drag8r in 

Rk heet (c). 
(b) Als ~n(x) en ~(x) tot (C) behorenJ dan zegt men dat 
11 lim lfn(x) = y,(x) in (c) u indien (1e): De dragers der lfn(x) z1Jn 
allemaal deelverzamelingen van een vaste begrensde verzameling B, 

(2
8
): lim lfn(x) = 'f(x) gelijkmatig op B (en dus gelijkmatig op 

Rk). 
Merk op dat (C) een lineaire ruimte is, d.w.z. als t 1 (x)c(C), 

t.p2 (x)E.(C) en a1 , a2 :7,ijn re~le getallcn, dan is a
1

tp
1

(x) + 
a2t.p2 (x)E(C). 

Laat nu aan elke ~(x)E(C) een re~el getal F(f) toegevoegd 
zijn. Men zegt dan dat F(f) een functionaal is, gedefiniger~ op 
(C). De funct1onaal F(lf)) heet lineair als F(a

1
t.p

1 
+ a

2
tp

2
) ==,· 

a1F(lf1 ) + a2F(tp2) voor alle ret!le a1 , a2 • De func.tionaal F(tp) 
heet contirm, als uit lfn(x)➔'f(x) in (c) volgt dat F(\fn) ➔F(lp), 

waarbij d~ laatste pijl gewone convergentie van een rij getallen 
voorstelt. 

Een voorbeeld van een continue linea1re functionaal op (C) is 

( I) F(f) = fnk f(x)f(x)dx, 

waarbij f(x) integreerbaar ondersteld is over elk begrensd interval 
van Rk. Een algemener voorbeeld krijgt men door een massaverdeling 
f-l in Rk te beschouwen, z6 dat JBjdt,-i-\ voor elk begrensd interval 

B eindig is. Of fie i~e 1 ge zegd: f',-( E) is een ( ret'le) <r' -addi t ieve 
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verzameling,sfunctie, gedefini~erd voor alle Evan een u-ring, 
die de open verzamelingen van Rk bevat, zo dat de totale variatie 

JB(d;u \ eindig is voor elke begrensd6 verzameling B uit die cr­
rin~. Dan is 

(II) 

een continue lineaire functionaal op (C). Dat (I) een bijzonder 
geval van (II) is, volgt door op te merken dat 

JR f(x)~(x)dx = fR ~(x)dfl 
k k 

voor fl(E) = JEr(x)dx. In dit geval heeft de massaverdeling ;-,i-

de dichtheid f(x). Niet elke massaverdeling heeft echter een 
dichtheid; als wij de massaverdelinr- f-A. beschouwen, bestaande 
uit uitsluitend de puntmassa +1 in het punt y van Rk' en als 
wi,i de corresponder_ende F(tf) == ft.p(x)df-l de speciale naam diy(t.p) 

geven 3 dan is dus JY(~) = ~(y). Wij kunnen dus, enigszins vreemd, 
het volgende zeggen: Als deze massaverdel:Lng een dichtheid a"Y(x) 

zou hebbeni dus als 6Y(~) = J&Y(x)~(x)dx zou ~elden, dan was 
ay(x) een d-functte van Dirac, met oneindig hoge piek in het 
punt y. 

Het is een beroemde stelling van F. Riesz, dat elke continue 
lineaire funct1onaal op (C) van de vorm (II) is; daarbij isfA- door 
F(~) eenduidig bepaald. Op het bewijs zullen wij hier niet ingaan. 

3. De lineaire ruimte (D) 
Definit_1i,. Bij definitie is (D) de collectie van alle conti­

nue ~(x) met begrensde drager in Rk' waarvoor bovendien alle 
parti~lc afgeleiden van elke orde bestaan en continu zijn • 

Merk op dat de drager van elke parti~le afgeleide bevat is 
in de drager van~ zelf. Als dus f(x)E(D), dan behoort ook elke 
parti~le afgeleide van ~(x) tot (D). Voor k = 1 is (D) de col­
lectie der l!oneindig vaak differentieerbare" functies met be­
grensd€ drager. Klaarblijkelijk is (D) een echte deelcollectie· 
van (C), en verder is (D) een lineaire ruimte. 

De eerste vraag is of (D), behalve de nulfunctie (die iden­
tiek nul is) 2 wel functies bevat. Het antwoord is bevestigend; 
uitgaande van de bekende eigenschap dat van de functie f(x), die 
nul is voor x ~ o, en gelijk aan exp(-~) voor x )0., alle afgeleiden 
in x = 0 gelijk aan nul zijn; is het niet moeilijk in te zien dat 
de functie 
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1 1 
x':a' - b-x) voor a< x < b, 

0 voor alle andere x, 

tot (D) behoort, als k = 1. Voor n geheel en positief is dan ook 

t4>a 3 b(x)} '1/n E (D). Voor k >1 geldt iets dergelijks; als 
2 2 2 d " d f t' d' 1 , ..,, £ r = x1 + ••• + xk, an is e unc ie, ie nu is voor r ~ , en 

gelijk aan exp(- 2
1 

2 ) voor r ~ 8, een functie van (D). 
E. -r 

Defini tie. Als 1n ( x) en i.p( x) tot ( D) behoren, dan zegt men 
dat 11 1im tfn(x) = f(x) in (D) n indien (1e): De dragers der <fn(x) 
zijn allemaal deelverzamelingen van een vaste begrensde verzame­

lin~ B, (28
): lim ~ (x) = ~(x) gelijkmatig op B, lim ~ = ~ 

1 ~ 'k t· B ( ,n_ ,., k) l' £)
2

'Pn - 62 ~ !Xl:l. 'k ~! · ge J.J ma ig op i - ,, ... , , imi 8 - 'S g ge lJ ma g, x.x, xixj 
op B (i,j,= 1, ... ,k) enz. Er is dus 1 J gelijkmatige 
conver~entie voor elke parti~le afgeleide; de gelijkmatigheid 
behoeft niet in alle parti~le afgeleiden tezamen te gelden. 

Definitie. De lineaire functionaal F(~), g€definieerd op 
(D), heet continu op (D) als uit (/)n(x) ➔ i.p(x) in (D) volgt dat 
F(~n)➔ F(~). Een continue lineaire functionaal op (D) heet een 
distributie. 

4. Voorbeelden van distributies 
Wij merken eerst het volgende op: Als <fn(x)E(D) en t.p(x)e(D),, 

en als tfn(x)➔tp(x) in (D), dan is zeker i.pn(x)~(x) in (C). Als 
dus F(lf)) een continue lineaire functionaal op (C) is, dan is de 
restrictie van F(~) tot (D) zeker een continue lineaire functio­
naal op (D), dus een distributie. Als eerste voorbeelden van dis­

tributies hebben wij dus die van het type 

(I) 

(II) 

F ( tp) = J f ( X) t.p(x) dx, 

F(Lf) = /x.p(x)d/J- • 

Distributies van type (I) zijn belangrijk, en daarom is het van 
belang even te bewijzen, dat onderling verschillende functies 
f(x) ook verschillende distributies F(~) opleveren. Equivalent 
daarmee is het bewijs, dat uit F(~)=Jf(x)~(x)dx = o voor alle 
~(x)e(D) volgt dat f(x) E O (eventueel op een verzameling van de 
maat nul na). Het bewijs voor k = 1 is als volgt: UitJf(x)~(x)dx = 

0 voor alle tp e (D) volgt speciaal dat 

voor alle a< b en alle [sehe le posit ieve n * Dan is 
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f.bf(x)dx = 11w..J:r(x){~a,b(x)}1/ndx = 0 

voor alle a., b (a< b), waaruit f(x) a o volgt. 
Zoals gezegd, is elke continue lineaire functionaal op (C) 

van het type (II). Op (D) bestaan echter continue lineaire func­
tionalen., die niet van dit type zijn. Wij krijgen een voorbeeld 
door een massaverdeling (of ladingsverdeling) te beschouwen., be­

staande uit een massa (of lading) - i in y = (y1., ••• .,yk) en+ i 
in (y1 + &, y

2
, ••• ,yk). Hiermee correspondeert de lineaire func­

tionaal 
t.p ( y 1 + t' y 2 ' • • • ., y k) - 1 p( y 1 ' • • • ' y k) 

Ft(tp) = f; , 

die dus van het type (II) is. Door limietovergang volgt dus dat 
met een dipool in het punt y met moment +1 in de x 1-richting cor­
respondeert de functionaal 

(III) 

Deze functionaal is lineair en continu op (D), dus een distributie. 

Was er een 1v..., zo dat bijv. F(w) == (ddlf) _0= J~x)dr4., dan zou 
l X X- _00 

speciaal voor alle ~(x), die rul zijn buiten -1~ x ~1, en waarvoor 

\tp(x)\~1, gelden dat \F(tp)leffa1--4-J == A. Maar onder deze t.p(x) zijn 
~ -1 

er zeker waarvoor ( ax) X=O >A. 
Een uitbreiding van deze dipooldistributie krijgen wij door 

een (voldoend glad) stuk oppervlak Ste beschouwen, waarop een 
dubbellaag met opppervlaktedichtheid ~ aanwezig is. Dan is 

( IV) F ( c.p) = f o< ~ dS 
S ~n 

(n is de normaal ops) de daarmee corresponderende distributie. 
Ook 

2 ~2 
(V) (~y:i) x=y == (~+ • • • + ~ ~x=y dx2 

1 xk 

is een distributie. 

Het volgende voorbeeld houdt verband met wat men wel eens het 
eindige deel van een divergente integraal noemt (een begrip, door 
Hadamard ingevoerd). 

Als g(x) integreerbaar is over [a+t, b] voor elke e, die vol­
doet aan 0<€ < b-a, maar misschien niet voor e = o., dan kan het 
voorkomen, dat men I(e) =Lb g(x)dx kan schrijven in de vorm 

a+c 
p ),.;. 

I(e) = L A., ri + A loge+ E(e)., 
i=1 l 0 

waarbij A
0

, A1, ••• ,AP constanten zijn, en de exponenten ~( 
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negatief zijn (of, als g(x) complex is, Re(~1) < 0), en waarbiJ 
li,-\,,OE(t) = E(0) bestaat en eindig is. Het is niet moeilijk te 
bewijzen dat deze schriJfWiJze eenduidig bepaald is, zodat dus 
de definitie: 

b 
(ED)f g(x)dx = E(0) 

a 

zinvol is. Men noemt E(0) het eindige deel van de integraal. Als 
b J g(x)dx bestaat, dan is E(0) die integraal zelf. 

a Als nu m een complex setal is (m / -1,-2, ••• ), en g(x) = 0 
voor x ~ 0, g(x) = xm voor x )0, terwijl 'f(x)E(D), dan bestaat 

co 
niet voor elke waarde van m de intE::graal _J:g(x)Lf(x)dx = 

;:mlf(x)dx. Wij gaan bewijzen, dat (ED) Jxmtp(x)dx een distri-
a O 

tutie is. 
00 m+1 00 m+1 

f xmtp(x) dx = - L_ If ( c) - J ?!__ ~r (x) dx = 
r. m+1 £ m+1 

m+1 e: m+2 p c. m+p 
- E m+1 'f ( e) + ( m+1) ( m+2) tp 

1 
( c:) - • • • + ( - 1 ) ( m+1) ••• ( m+p) 

~ m+p 
+ ( -1) p f X <p ( p) ( X) dx • 

( m+1 ) ••• ( m+p) 
E' 

waarbij p z6 is, dat Re(m+p) > -1. Substitueert man nu 

( ) ( ) f: I ( ) . c'p-'1 ( p-1) ( ) Cp ( p) 
lf C = t.p O + TI lf () + •. 0$ + ( p-1) ~ lp O + pT <.p (£.I), 

0<€.'<€., 

en ~ergelijke uitdrukkingen voor ~ 1 (c) t/m ~(P-1)(c), steeds met 
een restterm die ~(p) bevat, dan blijkt dat 

(VI) 
00 m D rR° xm+p ( p) 

(ED) f x ip(x)dx = (-1)"~/ (m+1) ... (m+p) tp (x)dx 

voor alle p waarvoor Re(m+p) > -1. Dit is klaarblijkelijk een dis­
tributie, die met •xm(f) aangeduid wordt. 

Als m een geheel negatief getal is: m = -p (p = 1,2, ••• ), 
dan vindt men op een derselijke manier dat 

JO,:> -p - 1 1 \f( p - 1 ) ( 0 ) 
(VI I) ( ED) 

0 

x lf\ x ) dx = ( 1 ~ + •• • p _ 1 )( p -1 )t 

1 = ·. ( ) 
- ( p-1 ) i / log x '? p ( X) dx, 

en dit is ook een distributie. 
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De formule (VI) is tE: schrijven als 
p 00 

1 *xm-1( ) _ (-'1) J m+p-1 (p)( )d 
p(m) L\' - P(m+p) O X t.p X X 

voor m (= o,-1,-2, ••• en Re(m+p) > o. Het rechterlid is echter voor 
m = o,-1J-2,t~~ ook gedefini~erd; voor m = -q (q = 0,1,2, ••• ) 
levert de keus p = q + 1 voor het rechterlid (-1)q~(q)(o). Wij 

krijgen dus voor elke m een distributie Ym(~): 

{ 

Ym( to) = .-, Im) *xm-1 (L/)) ...1 T ~, r voor m F 0,-1,-2, ••• , 
(VIII) 

Y_q('f) = (-1)qL/q)(o) voor q = 0,1.,2, •••• 

Merk op dat voor elke waarde van m geldt dat Ym(~') = -Ym_1(~). 

5. Afgeleiden van distributies 
In de inleiding is al opgemerkt, dat als (in het geval k = 1) 

f(x) eeri afgeleide f 1 (x) heeft, die over elk begrensd interval 
integreerbaar is, en F(~) en F 1 (~) zijn de distributies, gedefi­
nieerd door 

00 

F ( Lf) = j f ( X) If( X) dx., 
-<ea 

00 

F 1 
( lf) = J f 1 

( x) lf ( x ) dx , 
-oo 

dan is F 1 (~) = - F(~'). Iets dergelijks geldt voor k >1; als 
of - bestaat en integreerbaar is over elk begrensd x1-interval, ox, 
daft is 

F'(tD) d~,f r~r wax 
i ' J C)Xi T 

waarbij dz= dx 1 ••• dxk 
CQ 

- J f ~:i, dx1 ., dus 
-oo l 

f J oo i:lf 
== dy ~, LpdXi ., 

... co ]. 

= dydx.; de binnenste integraal is 
l 

F 1!( 1f) = - J rZE ax = - F ( ~x ) • 
ClXi i 

Dit geeft aanleiding tot de volgende definit1e: 
Definitie. Als F(t.p) een willekeurige distributie is, dan 

verstaat men onder de distributieafgeleide !F, toegepast op f, 
d xi 

het getal -F(-%i_). Dus 
]. 

-F(cl'f> ) • ~x. 
l 
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Het is direct duidelijk dat ~- weer een distributie is. 
Op overeenkomstige wijze defini~ren1 wij hogere afgeleiden van F; 
elke distributie F bezit dus parti~le afgeleiden van alle orden, 

en de volgorde van differentiatie in gemengde parti~le afgeleiden 

is willekeurig, omdat de volgorde bij gewone parti~le differen­

tiatie van functies y,e. (D) willekeurig is. 
Belangrijk voor later is de volgende opmerking: Als a1 en 

a2 re~el zijn, en F1 en F2 zijn distributies, dan defini~ren wij 

de distributie a1F1 + a2F2 door 

Hierdoor wordt de collectie (D') van alle distributies een line­
aire ruimte. In deze lineaire ruimte is differentiatie een lineaire 
operatie, d.w.z. bijv. 

2lF1 aF2 
~i ( a.,F 1 + a~l 2) ~ a1 "?>xi!· + a2 'c>Xi ' 

want beide leden, toegepast op y:i., geven 

6. Voorbeelden van distributieafgeleiden. 

(1) De functie Y(x) van Heaviside (ook wel "unit step 
function" genoemd) is gedefinieerd door Y(x)=O voor x <.O, Y(x)=1 
voor x > O. Met deze functie correspondeert de distributie 

Fy(l!>) =J 
00 

Y(x) tp (x)dx =J 
00 

tp (x)dx. 
- co 0 

dFY 
Voor de afgeleide distributie F; = ax geldt 

deze afgeleide distributie correspondeert dus met een puntmassa 
+1 in de oorsprong. In de taa 1 van de opera torenrekening: "de 

functie van Heaviside Y(x) heeft als afgeleide de~ -functie van 
Dirac met piek in de oorsprong". Verder> is 

F y'' ( q, ) == b O I ( f) = - JO ( lf I ) = - tp I ( 0 ), 

F y ( n +1 ) (LI') = cf o ( n) ( lf) = ( -1 ) n <p ( n) ( 0) . 

( 2) Laa t op de rechte lijn R1 een verdeling ••• x _
2 

< x _
1 

< 
<X 0 <x1 <x2 < ••. aangebracht zijn, waarbij x_i1"" - o0 en xn~ co 
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als n--i,oo, en laat f(x) differentieerbaar ziJn voor x=,fx 1,, terwijl 
de afgeleide f'(x) integreerbaar is over elk interval (xy_ 1 ,xv). 
De sprong f(xv+)-f(xv-) noemen we fv; verder gebruiken we de no-
taties QO cO 

[F) ('f) = j_.;(x) 'f(x)dx, [F'] ('\')= }__,!'(x)'f'(x)dx, 

Het is nu in 't algemeen niet meer waar dat de distributieafge-
leide d J~] gelijk is aan {F 1] , want 

dJ~l ('f) = -[F] ('f') = -L,tx• f 'f' dx = 
}) -1 

- L f(x 11 -) <f(x}))+ Lf(xl.1_1+) tp(xlJ-'1) + j f'f dx = 

[:' l1 f \I 'f ( X J)) t J f I tj> dx, 

dus 

(3) Laat Ym(~) de distributie zijn van voorbeeld (VIII) in 

par.4. We hebben al gezien dat Ym(~')=-Ym-'1(f) voor alle m. Dan 
is dus 

algemeen dus Y (p)~y voor alle men alle positieve gehele p. 
m m-p 

(4)
2
Als F een distributie is, dan voldoet de distributie 

A F== L ~ F dus aan 
~x? I 

2 
( i:1 F)(tp) = r: 4( tp) = 

bx, 
l 

F(~tp). 

'1 2 Laat nu in R
3 

de distributie, die correspondeert met r' r = 

x1
2+x2

2+x
3

2, voorgesteld worden door[;]. We gaan de distributie­
a fgeleide 4 [i] berekenen; 

( ~ [ij)('f') =[;](11 'f)=JR ; fl 'fdV= lime-+O 
3 

en volgens de stelling van ~reen is 

Nu is ti .:l =0 voor r ~ E. , en r 

lim 
E~O 

dO= c 2 d w (w is de ruimtehoek., dus 

l-tE 'f'dW-e.LE t~ d•+-4Tf'f(O), 
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a.w.z. 

(; is de potentiaal van een puntlading +1 in de oorsprong). 

7. Primitieve distributies van een gegeven distributie. 

Defirlitie. Op R1 heet de distribu~ie F een primitieve distri­
butie van de distributie Gals F'= ~~ =G. 

Teneinde te bewijzen dat een gegeven distributie G altijd 
een primitieve distributie F bezit, beantwoorden we eerst de 
vraag wanneer een functie t(x) G (D) de afgeleide is van een 
functie ({'(x) E. (D). Als tp(x)E. (D), en t(x)=tp 1 (x), dan is 
zeker 't' (x) E. (D), en bovendien is J 00 

f(x)dx= lf(x) /«J =0. Omge­
keerd., als t(x) f. (D) en Jj(x)dx,,,,,o;c,0dan is x'f(x) de ~fgeleide 
van een functie tp(x) E.(DJ, nl. van !f(x)=j -y(t)dt. Door de 
eis dat tp(x) een begrensde drager moet heboEfn, is 4'(x) door 
t(x) zelfs eenduidig bepaald. 

De collectie van deze afgeleiden f(x) is een lineaire 
deelruimte (H) van (D). Kies nu een functie f (x) e (D), z6 dat 
~ 0 

J LD ( x )dx=1. Elke lf ( x) E: (D) is dan te schrijven in de vorm 
_ oO I 0 

(<><) <p(x)= A 'I' 0 (x) + f (x), ).= 1-: 4'(x)dx, 't'(x) E. (H), 

Men behoeft nl. slechts op te merken dat voor deze waarde van A 

geldt dat}_j(f(x)- :>.y,
0

(x)}dx=O, dus tp(x)-Atp
0

(x) E. (H). Op grond 
van (~) heet (H) een hypervlak in (D). Merk ook op dat de split­
sing (~) eenduidig bepaald is. 

Als k( x) constant is., dus k( x )=k voor a lle x c R'.'1, dan heet 
de dgJl rmee c orresponderende d 1st ributie [k] , dus l k] ( tp)= 
=kJ 

00
f(x)dx, een constante distributie. De distributieafgeleide 

[kJ' is dan de nulfunctionaal, want 

[k] 1 
( ~) =- Lk] ( tf 1 ) == -k J l? 1 

( X) d X=O. 

Stelling. Elke distributie G heeft oneindig veel primitieve 
distributies F. Twee zulk~ primitieve distributies verschillen 
een constante distributie. 

Bewijs. Stel, dater een distributie is., waarvoor F 1~G. Als 
dan tE.(D) de afgeleide is van tp1 (x)€. (D)., dan is F(f)=F(tp1

1 )= 
=-F'(f1 )==-G(~1 ), m.a.w. als G gegeven is, dan is F daardoor op 
het hypervlak (H) volkomen bepaald ~ Een willekeurige tp E:(D) is 
volgens (o<) eenduidig te schrijven in de vorm 1(x)= °Af

0
(x)+f(x), 
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waarbij A=] cK) tp(x)dx en f= tf1
1

, dus 
- oO 

(~) F(ty) = ).F(lfo) - G(lf1) • 

Omgekeerd, als we t.p
0

(x) gekozen hebben (waardoor dus de 

splitsing (0<.) voor elke <fE.(D) vaststaat), en we kiezen het ge­

tal F(f
0

) willekeurig, dan stelt (~) een distributie voor, die 

voldoet aan F'=G. Laat., om dit te bewijzen., tp n~ f in (D). Als 
dan w =·A LD +J.r, en Lf=). LO +J.J, dan is A ~ ).., dus ,t, ~J., 

-1 n n I o I n Jx ~, o l J x n 1 n 1 
in (D), dus ook lf--in= -co 'fn(t)dt-4' -~ t(t)dt= 'f--i in (D). Daar 
Geen distt>ibutie is, is dan G( lf--in --tG(4'1 ); daar ook AnF(tp

0
) 

_...,) AF ( 'f 
O 

), is du s F ( lf' n ) -4 F ( lf') • Hie ru it v o 1 gt d a t in ( ~ ) e en d is -

tributie F staa t. Voor t ( x )=If' ( x) luidt de kanonieke spli tsing 

( 0<) nu tp' ( x )= t ( x), dus F ( If' )=-G(lf) volgens ( ~); voor een wil­

lekeurige L\' ~ (D) is dus F 1 ( lf )=-F( 'fr )=G( tpL waa rmee bewezen is 

dat F'=G. 

Conclusie: F'=G heeft bij gegeven G oneindig veel oplossin­

gen F, die zich van elkaar onderscheiden door verschillende keuze 

van F(tfo)• Voor F1 (tp
0

)=C 1 en F2 (lf1
0

)=C 2 is dus F1 (tp)-F2 (Lf)= 
=(C 1-c 2 )A =(C 1-c 2 )jc:o f(x)dx, d.w.z. F1 en F2 verschillen een 

constante distributie°. 

Merk nog op dat, als de gegeven distributie G van de vorm 

G(tp)=J glfdx is, waarbij g(x) integreerbaar is over elk begrensd 

interval, dan elke oplossing van F'=G correspondeert met een on­

bepax3lde integraal van g(x)., d.w.z. F(lf)= J ffdx met f(x)= 

= J
0 

g ( t ) d t + C • 

Laa t nu k > 1. We geven (D) dan even de index k, dus (D )k; 

als het wenselijk is, schrijven we zelfs (D)x x. Als 
1, ••• , k 

f(2(D)k, d8n i~nodig en voldoende., opdat f= ix~ voor een 

tpE(D)k., dat Lcot(x1 ,x2 , ... ,xk)dx1=0 voor alle x;, ... ,xk, en voor 

een gegeven f, die aan deze voorwaarde voldoet, is f weer een­

duidig bepaald. We onderzoeken eerst of er distributies F be­

staan., waarvoor §xF de nulfunctionaal is. Als F zo'n distributie 

is, dan moet F ( /x'f. 'ko voor a lle t.p , d. w. z. F(t)=O voor a lle 'r, 
die voldoen aan ··{.,.,'\'< x1 , .. _., x~x1~o. Hierult volgt dat aa~ a lle 

t.p, waarvoor )(x2 , •.. ,xk)= j_
0

,/p(x1 ., •• .,xk)dx1 dezelfde uit­

komst levert, dezelfde F(~) toegevoegd is, m.a.w. F(f) is een 

lj_neaire functionaal op de lineaire ruimte der )(x2 ., ••. ,xk). 

Klaarblijkelijk behoren alle )(x2 , ••• ,xk) tot (D)x x. Om-
21••·, k 

gekeerd is elke ) (x2 , ••. ,xk) f. (D) van de vorm 

J
oo . x2_, ... .,xk 

_ oetp(x1 , •• .,xk)dx1 ; neem nl. l.j'(x1 ., •• ..,xk)= ~(x2 .,. • .,xk) 'f 0(x1, 
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waal:'bj.j U1 (x1 ) E.(D) ., enj 00 

LP (x)dx=1. Verder is 
IO x

1 
_ 

00 
O 

An(x2, ... .,xk) !fo(x1)~ A(x2,_ . .,xk) lfo(x1) in (D)k 

dan en alleen dan als )i ----4- A in (D)x • Conclusie: F(t.p) 
n ? , ••• , x 1 

is niet alleen een lineaire functionagl op ~ (D)x x, maar 
2., ••• ., k 

zelfs een distributie. Dus: Als er een distributie Fis, waar-

voor !~
1
. =0, dan is er een distributie ~ op (D)x

2
., ••• .,xk' z6 dat 

00 

(0) F(!f) = cp U.oolf (x1, ... ,xk)dx1) • 

distributie op (D) x 
x2' ' • • ' k 

op (D)k gedefinieera., en 

Omgekeerd., a ls <peen willekeurige 

dan is door(() een distributie F 
co 

~ ( t.p) =-F( ff If)=- cp (r .ll.. dx
1

) = O. a x1 x1 'j_ t:lO Tx1 

is, 

Om bij 
van £1'.._ =G 

Jx1 

een gegeven distributie G op (D)k alle oplossingen 
te vinden., is het nu dus voldoende een bijzondere op-

lossing te bepalen. Voor die van de vorm f = 

a lf' 1 . . , t F (ili ) t t dx
1 

ZlJD; scaa 1 

1 vas , wan 

zelfde nota ties a ls 11 ierboven geldt voor een willekeurige f E. (D )k 

d~t lf' - A (x2 , ... ,xk) If 
0

(x1 )= 't' (x) een afgeleide is (want 

J tjJdx1=0), en 'f is door tp eenduidig bepaald. Als dus weer 
- cio d l{'-t = ax~' dan is F(f)=-G(~1) een bijzondere oplossing van ;;

1 
=G. 

In het bijzondere gev2l d2.t k=2, bewijzen we nog de volgende 
Stelling: 

Als G1 
distributie 

en G2 distributies op R2 zijn, dan bestaat er een 
., aF JF 

F zo dat ~ =G1 en ax
2 

=G2 dan en alleen dan als 

a G1 a 2F c,G2 
Bewijs. AJ.s er zo'n F bestaat, dan is a-= --- - -a G1 oG2 x2 ax1c;x2 - o x1 • 

Laat omgekeerd ax
2 

= dX
1 

, en J.aat F1 een bijzondere oplossing 

zijn van :x: = G1 • D~ algemene oplossing van JJ
1 

=G1 is dan 

F(tp) = F1 (tp) + cp 1:1f>(x1 ,x2 )ax1 ). 

We proberen nu F z6 te bepalen, dat ook aan ¥J
2 

= G2 voldaan is. 
Dan moet dus 
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G2(f) = ::~ (f) + gxt 1_:<p(x1,x2)dx1), 

oF1 d cl> 1co (G2- ~)(?) = a'x': ( ~(x1,x2 )dx1 ). 
2 2 -oo 

~ a F '1 a G 2 c) 2F j a G 1 a 2F ;, c F 1 
Maar ~ (G2- ax2) = ax1 - ax1ax2 = ax2 - JX4cx2= ax2 (G1- ~x1)=0, 

a F c0 

d.w.z, (.G2- d)(<f) ='-Y(f 'f(x1 ,x2 )ax1 ). We behoeven dus slechts 
2 ~- o0 ,-:i ;r., 

in (D)x de distrj_butievergelijking fut-"= t op te lossen. Zoals 
reeds b~wezen, heeft deze vergelijking2oneindig veel oplossingen 

voor ~, die onderling een constante distributie verschillen, 

d.w.z. zo'n verschil is van de vorm 

cj 00 (1 00

r(x1,x2)dx1)dx2 = cf (f'(x)dx. 
- oo - oo R2 

aa ~ a 
Dus: Als s----1 = ~, dan zijn er oneindig veel distributies F, 

oX.....? oX1 ;:}JT ·· oF waarvoor ~x = a1 en - = G . e:n ellc tweetEll verschilt een con-
17 c1x2 2"' 1 ' 

stante distributie. 

8, Convergentie in de lineaire ruimte der distributies. 

We hebben al gezien dat de collectie der distributies een 

lineaire ruimte (D') is. We zullen in (D') een convergentiebe­

grip invoeren. 
Definitie. De deelverzameling V c(D) heet begrensd, als 
(a) De dragers van alle f GV zijn allemaal bevat in een 

begrensd interval van Rk. 
(b) De verzameling der t.pE.V is gelijkrnatig begrensd (d.w.z. 

er is een constante A> o., z6 dat \tp(x)I~ A voor alle fE:V en alle 

x f Rk); de verzame½Lng der ·}x'~ is ook geliJkmatig begrensd; de 
. i· a a LP i --,., verzame ing er <1x,ax, eveneens, e,JL,, 

J. J 
De gelijkmatigheid behoeft niet 

in alle partiele afgeleiden tegelijk aanwezig te zijn. 

Definitie. Als F(f) een functionaal op (D) is, dan heet 

F(f) een begrensde functionaal, als voor iedere begrensde ver­

zarneling V c. (D) geldt dat ·ae verzameling der getallen F(lp) voor 

f~V ook begrensd is (d,w.z. bij elke begrensde V c(D) behoort 

een Av >O z6 dat jF(!f')/ ~Av voor alle tp GV). 
Stelling 1. De lineaire'functionaal F(~) op (D) is een dis­

tributie dan en alleen dan als F(f) begrensd is. 
Bewijs. Stel dat F een distributie is, maar niet begrensd. 

Dan is er een begrensde V c(D), waarop F(f) niet begrensd is, 

d . w • z . er is e en r i j tp n e V z 6 d a t I F ( lp n ) \ > n • Dan is i' n = tp n /n ~ 0 
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in (D)., maar 'F('1/n)\ > 1, terwijl anderzijds F('Pn)-'JO omdat F 

een distributie is. Conclusie: Fis begrensd. 

Om het omgekeerde te bewijzen, bewijzen we eerst: Als 

lfn ~o in (D), dan is er een rij getallen An~ oo, z6 dat ook 

nog ).n <fn.........-)0 in (D). Bepaal nl. de indices n 1 <n2 <n
3 

< ••• z6 

dat 

enz. 

Als nu >in=1 (n ~n1 ), An=2 (n1 <n'-n2 ), An=3(n 2 <.n ~n3 ),.,,., 
dan is )n 4'n-"?0 in (D). 

Laat nu dus F begrensd zijn., en laat tp n"4'0 in (D). Dan is 

ook An f n--i,Q in ( D)., dus de rij A n tp n is een begrensde verza -

meling in (D). Dan is er een getal A> 0, z6 dat \ F()n lfn)\ ~A, 

dus \F(fn)I~ A/~n---¼O, d.w.z. Fis een distributie (als nl. uit 

<fn..-.}0 in (D) volgt dat F(Lf>n) ~O, dan volgt uit l!'n~ t,p in (D) 

clc1t F(tf'n)->F(½')). 

We definieren nu in de ruimte (D') der distributies een 

convergentiebegrip. 

Definitie. Als Fne(D') en FE.(D'), dan zegt men dat Fn 

naar F convergeert (notatie Fn_.,F), als 

(a) Fn(<f)->F(lf) voor elke tp€.(D), 

(b) Fn(lf') convergeert gelijkmatig naar F(tp) op elke be ... 

grensde verzameling V C.(D), d.w~z. bij elke E.::>0 bestaat een 

N(e,V) z6 dat \Fn(LP)-F(i.p)j <. E. voor n ~N en alle lf E.V. 
Als alleen aan (a) voldaan is, dan zegt men dat F zwak n-

convergeert naar F. 

Alvorens verdere stellingen te bewijzen, merken we op dat 

de lineaire ruimte (D) volledig is, d.w.z. als lf'n(x} E. (D}, en 

<fm(x)-<f'n(x)~O in (D) voor m,n~oq dan is er een 'f(x) e.(D) 

z6 dat tfn(x)~tp(x) in (D). Uit lfm-lfn->0 gelijkmatig volgt 

nl. dat lfn(x) gelijkmatig naar een functie lf (x) convet'geert; 
alV atp 

uit ~ m - ~----¼O gelijkmatig volgt dan dat de gelijkmatige li-
Qxi oxi d 

mietfunc tie van a lfn juist µ_ is, enz. 
x 1 oXi 

Stelling 2. De lineaire ruimte (D') is ook volledig; d.w.z. 

als Fm-Fn --4-0_, dan is er een F e.(D') z6 dat Fn"""'F. 
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Bewijs. Uit F -F ~o volgt dat F (w)-F (1.t>)~ O voor elke m n m I n 1 

lf> e.(D). Noem de limiet van Fn(lf) nu F(tp). Dan is F(tp) een lineaire 

functionaal _op (D). Laat nu V C (D) begrensd zijn. Ult lFm(lf )-Fn(Lf))<~ 

voor m,n ?-N(£.,V) volgt \FN( tf)-F(lf)\ .:$ €. voor alle tp e.V; omdat de 

verzameling der getallen FN(lf) voor ~E.V begrensd is., geldt dus 

• hetzelfde voor de verzameling der getallen F(lp). Dan is F een be­

grensde lineaire functionaal, d.w.z. een distributie. Verder con­

vergeert Fn(~) gelij~natig naar F(f) op V, dus Fn__.:,,F. 

We beschouwen nu het bijzondere geval, dat alle Fn van het 

type Fn(lp)= j fn(x) tp(x)dx zijn. 
Stelling 3. Als alle fn en f integreerbaar zijn over elk be­

grensd interval Bin Rk, en als J \rn-fjdx~O voor elke B, dan 

convergeert de distributie Fn (if )=BJ fJP dx naar de distributie 

F(tp):;: J f t.pdx, Speciaal: als alle fn continu zijn., en fn4f gelijk­

matig op elk begrensd interval B in Rk, dan is Fn-"o/F. 

Bewijs. Laat V c(D) begrensd zijn, laat de dragers van alle 

i.pe:.v bevat zijn in het begrensde interval B, en laat llf(x)j~M 

voor a lle ~ G. V en a lle x. Dan is 

sup !Fn(lf)-F(lf)\= sup \j(rn-f)fdxJ~MlBlfn-rJax~o. 
Cf€V 

Stelling 4. Differentiatie is een continue lineaire oper~ie., 
~Fn ~F d2 ll ~ F 

dtw.z. als Fn~F, can is ook ~x. ------;}~x. (en dus ook ~x,rlr:~axicxj, 
enz~) l l l J 

Bewijs. Als tpe.(DL dan is ook - :xlf> f (D); uit Fn~F volgt 
dtp alP dpni dF 

dus dat Fn(- ax:-)--4-F(- ~), d.w.z. ax.(<p-) ➔~(«f) voor elke 
l l l l 

{f'!::(D). Dat de convcrgentie gelijkmatig is op elke begrensde VC.(D), 

volgt door op te merken dat de verzameling der - "a lf> voor tp G.V 
oX, 

zelf weer een begrensde deelverzameling van (D) is. 1 

Gevolg. Als D :;: , en n* is een eindige som 
P1 pk 

dX1 ••• 2ixk 

La PDP ( met getalcoefficienten ap), dan volgt uit Fn~F dat 

D-l'-F D * F n ~ • 

Naast het begrip van een convergente rij distributies kunnen 

we nu op bekende wijze ook convergente reeksen van distributies 
~~ n . 

invoeren: .L.-1 Fn=F betekent dat L.1 F1=Sn➔F. Als toepassing het 

volgende voorbeeld: 

Als f(x) een over [o,2u] integreerbare functie met periode 
c<) 

2Tr is, en f(x) heeft de Fourierreeks ½a + 'L.1 (a cos nx+b sin nx), . o n n 
dan kunnen we de distributies beschouwen, die met f(x) en met elke 

c<) 

term van de reeks corresponderen. Laat dit Fen P
0

+ L 1 (Pn+Qn) 
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zijn. We bewijzen dat F=P
0

+ L 1 (Pn+Qn). 

Bewijs. Daar er een consta~te A bes ta at 11 z6 dat I a I ~ A en 

lbn} ~A, is de reeks .;}a
0

x2 - L~--B, cos nx + b2 sin nx) g~lijkma­
tig convergent (in [o,2rr] ). BovBndien is, vBor geschikte con­

sta2ten %1 en c 2 , deze reeks de Fourierreeks van g(x)=c 1 +c 2x+ 

+ J dt J f(u)du; g(x) is dus de som van de reeks. Beschouw nu de 
co~resp8nderende distributies (zowel van g(x) als van de termen 

van de reeks; g(x)- Ja
0
x2 periodiek voortgezet); uit de gelijk­

matige convergentie in gewone zin volgt wegens St.3 zeker con­

vergentie van de reeks der distributies naar de met g(x) corres-

ponderende distributie G. Differentieer nu deze reeks tweemaal 

term voor term; we krijgen dan P
0

+ L,jPn+Qn), en volgens St.4 
convergeert deze reeks dus naar de tweede afgeleide van G., en dat 

is F. 

Met gewone functies geschreven, wil de bewezen eigenschap 
dus zeggen., dat 

J f(x) If (x)dx => ½a
0
J If (x)dx + Z:1oc, j (ancos nx+bnsin nx)iy(x)~x 

voor elke <p E (D), en wel gelijkma tig op elke begrensde V c. (D)" 

Langs rrgewone 11 weg is dit ook gemakkelijk bew:ij3baar, zelfs een 

sterker resultaat; daarom is het interessant om op te merken dat 
00 

als de goniometrische reeks ½a+ L 1 (a cos nx+b sin nx) gegeven 
k iP n n 

is., z6 dat I anl ~ An , Jbnl ~ Ar-i- voor zekere A) 0 en k ::>O., we op 
dezelfde manier kunnen bewijzen dat de corresponderende reeks van 

distributies ook nu nog convergent is. De somdistributie cor~espon­

deert nu in 1 t algemeen niet meer met een functie. 

We kunnen nu ook een meer traditionele formule voor de afge­

leide van een distributie bewijzen. We beperken ons tot R1 • Als 

f(x) over elk begrensd interval integreerbaar is, en we defini~­

ren de translatieoperator "th door "th f (x)=f(x-h), dan is 

J (1::hf(x)) tp (x)dx = J f(x-h) LI' (x)dx= f f(x) If (x+h)dx., dus in de 
taal der distributies (thF) (lf)=F('t:'._h 4'). We gebruiken deze formu­
le voor een willekeuriie distributie F als definitie van ~hF. 
Klaarblijkelijk is 't'hF dan w;er een distribut:j.e 1 I!) ti.et geval 

df --e r,x,-f,x) 
dat f(x) een afgeleide heeft., is dx = lim -b h voor h-'10~ 

Deze formule blijkt nu voor· distributies algemeen te gelden. 

Stelling 5. Voor elke distributie (in R1 ) is 

dF 
1

. 
-d = lffi 

X h~O 

dF Bewijs. We moeten bewijzen dat Sh= dx -

h ~o. Nu is d F(t'htp)-F(tp) 
Sh(tp) = F(- at)-. h = F(fh)., 

--C:_hF-F 
h ~O als 
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waarbij 

Voor h~O convergeert 'f h(x) gelijkmatig naar nul, evenals alle 

afgeleiden van th(x), dus fh(x)-?0 in (D), dus F(t'h) ....... 0,11 
d.w.z. sh(~)~O voor elke 'fE.(D). Het is ook niet moeilijk om in 

te zien dat op elke begrensde verzameling Vc(D) de convergentie 

gelijkmatig is, dus Sh--),0, We zullen verderop trouwens bewijzen, 

dat a·it onderzoek naar gelijkmatigheid achterwege kan blijven. 

9. ~on~ergentie van distrib~~ies ~vervolg) 

We beperken ons hier tot R1 , hoewel de volgende stellingen 

ook in Rk gelden. 

Stelling 1. Als F een distributie is, en B isren begrensd 

interval in R1 , dan bestaat er een niet-negatief geheel getal r 

z6 dat voor elke rij )°ne (D), waarvoor de dragers der V'n bevat 
zijn in B, uit de voorwaarde dat 'Pn (r) (x) ·---+ O gelijkmatig op B 

reeds volgt dat F(fn)~ O. 

Bewijs. Als er zo 1n r niet is, dan bestaat er bij elke 

k=0,1,2, ••• een rij fkn(x) met dragers in B, z6 dat 

'fkn (k) (x)-+ 0 voor n ~ ~, gelijkmatig op B., 

lim sup IF('fl<:n)I = «k > O. 

Do-o-P o~er ~e gaan op een geschikte deelrij van~ ~n(x), krij­
gen we een rij \J;;k ~x)~ zo rlat 

1 n . 

'f'kn (k) (x) ➔ 0 voor n ➔ ~ gelijkmatig op B., 

' F ('t'"kn ) I .,. 1 • 

Verder volgt uit 'Ykn (k) (x) ~ O, gelijkmatig op B, dat ook 
( ) / / 

\}'kn 1 (x) ➔ O, gelijkmatig op B, voor l:f:0.,1, ••• .,k. Kies nu 

X o ( x) = 't' on 
0 

zo dat l'f
0

n
0 

(x)j ~ 1, 

X1(x) =o/1n
1 

z 6 d a t f o/1 ( x ) I ~ 1 en f ,J,,
4 

( 1 ) ( x ) I ~ 1 , n1 i'n1 
algemeen 

Dan is )Ck ➔ 0 in (D), dus F(?(k) ➔ O., in tegenspraak met 

!F(Xk)f ) 1 voor alle k. 

Gevolg. Er is nu een c onstante A -,. 0 { z6 da t voor elke JP 
met drager in B geldt dat (F(f)I ~Ai<p(rJf; hierbij is •; 
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rf ( r) f "" hci x( f' ( r) { x) l op B. 

Bewijs. Als er zo 1n A niet was, dan W3S er 
(dragers in B) z6 dat F(ip1i1) > n \'fn (r) \ • Voor 
zou dan geld en da t l'fn ( r) I =n-1 ➔ O., dus volgens 

F('4'n) ➔ O., in tegenspraak met F(-yn) > 1. 

een rij 'fn 

l"n= 'fn/n \ lf>n ( r) I 
St.1 ZOU 

Stelling 2. Laat F~ (oe. doorloopt een indexverzameling) een 
collectie vein distributies zijn, en laat voor elke ~ met drager 
in het begrensde interval B de verzameling der getallen FOt.(~) 
begrensd zijn: I Fcx ( lf) \~My, voor a lle oc.. Dan bes ta an el'.' een con­
s tante K > 0 en een index r., z6 dat 

voor alle o<:. en alle \.f> met drager in B. 
Bewijs. Stel., dat de stelling onjuist is. Verder hebben 

alle functies lf) (x)., die wij opschrijven., hun dragers in B. Er 
bestaan nu een 'f o ( X) en een F z6 dat 

( 1 ) llfol < 1 , 

( 2 ) t (ro) > 1 · 
0 

«o 

Algemeen bestaan bij elke p=0,1.,2, ••• een ~p(x) en een F~ zo 
dat p 

(1) 

Voor P=O klopt dit al (dan vervalt nl. de derde voorwaal'.'de). Stel 
~ ., ... ., f 1 en F , •. ,F reeds zo gekozen zijn., dat zij 

0 P- cx.o o<.p-1 (r.)\ 
de voorwaa rden vold oen. Da a r \Fcx. ( i.p) I ~ Ai \ ~ 1 

., za 1 \fp 
(3) voldoen, als fp aan de p vodrwaarden 

I ( r i) I -p -1 ( ) lf> · < 2 A. i=0.,1, ••• ,p-1 p J. 

dat 

aan 
aan 

voldoet. Deze voorwaarden, tezamen met (1), kunnen samengevat 
worden tot een voorwaard_e van de vorm I ~P (r) I< K

1
, waarbij K1 

een geschikte constante is, en r=max (r
0
,r1 , •.• .,rp_1.,p). Omdat, 

volgens hypothese, ook voor deze r de stelling onjuist is., be­
staat er dus een f , die voldoet aan ltf (r) l < K1 en aan (2). 
Merk oog op, dat 1(3) ook geschreven kan .~orden als {F ('f) j< 2-n 

,ex. n 
voor a lle n > p. , P 

~~ . n 
Laat nu 'f(X)= .c:_n='1 lf>n(x). Dan convergeert sn(-:x:)=i:1 'fi(x) 

naar ~(x) in (D) wegens (1). Dus 
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jF (~)l=lim IF (s)\>p 
O!.p n ➔ oo 0<.p n 

voor alle p, zodat voor deze t.p de verzameling der getallen 

F«(f) niet begrensd zou zijn. Tegenspraak. 
Gevolg 1. Als voor elke f E (D) de verzameling der geta llen 

FO(.('f) begrensd is, en Vis een begrensde deelverzameling van (D), 
dan bestaat er een constante A>O z6 dat !F0<.(lf>)\:s;A voor alle<X 
en al;Le tpE V. Dit is het analogon van de stelling van Banach­
Steinhaus in Banachse ruimten. 

Bewijs. Daar de dragers van alle t.pE V in een begrensd. inter­
val B bevat zijn, is er een index r z6 dat IF0<.(f) \~Kl1/r>)jvoor 
a lle tpe V. Omda t ftp( r) \ ~ K1 voor a lle 'fE V, is dus I Foe. ( 'f) I ~ KK1=A 
voor a lle ex en a lle tpE V. 

Gevolg 2. Als weer voor elke f €: (D) de verzameling der ge­
tallen FOl(tp) begrensd is, en lfn"7lf in (D), dan geldt dat 
F°'- (tp- lf'n) ~ 0 gelijl-ana tig in oe:. 

Bewijs. Er is een begrensd interval Bin Rk, dat de dragers 
van alle f en 1f bevat. Voor een K >0 en een zekere index r is 

d an ( F « (If~ tp n ) I ~ K I t.p( r ) - if n ( r ) \ v o or a 11 e 0<. • 

We komen nu tot de theoretisch belangrijke stelling dat uit 
de zwakke convergentie van een rij distributies reeds convergentie 
van die rij volgt. Deze stelling ligt diep, want Gevolg 2 van St.2 
zal warden gebruikt. 

Stelling 3. Als FnE (D') voor n=1,2, ••• , en de rij Fn{'f) 
convergeert voor elke If, dan is de limiet F(f) een distributie; 
bovendien is dan Fn➔ F. Speciaal volgt dus uit zwakke convergentie 

van Fn naar F dat Fn ➔ F. 
Bewijs. In verband met de volledigheid van deruimte (D') der 

distributies is het voldoende te bewijzen dat (Fm-Fn)(f) ➔ 0 ge­
lijkmatig op elke begrensde V c (D). Stel dat dit niet zo is. Dan 
is er een begrensde V c (D), een £ ➔ O, indexrijen mp en np ➔ oo., 

en 'fpEV., z6 dat 

(O{.) 

De functies ~p EV hebben gelijkmatig begrensde eerste afgeleiden, 
en zijn dus equicontinu.-Daaruit volgt dat Y'p een gelijkmatig con­
vergente deelrij bevat. Om dezelfde reden bevat deze een deelrij, 
waarvan ook de eerste afgeleiden gelijkmatig convergeren, enz. 
Via het diagonaalprocede vinden we dan een deelrij van '-Pp' die 
in (D) convergeert; daar (D) volledig is, geldt voor de limiet 

~
0

(x), dat ~o E(D). We mogen (door verandering in de nummering) 
wel aannemen dat 'fp direct deze deelrij is. Dank zij Gevolg 2 
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van St. 2 is dus., voor vold oend grote p, j Fn ( y>
0 

- ~i'-i;,) 1 <. e voor a lle 
n. Uit (O') volgt dan dat 

I (Fm -Fn )(lfo) \ ~ £ 
p p 

voor voldoend grote p., in strijd met de convergentie van de rij 

geta llen F n ( 'fo). 

Ais men van een distributie van het eenvoudige type F(~) = 

Jr(x) 1.p{x)dx een primitieve distributie neemt, daarvan weer een 
primitieve, enz., dan blijven deze ~ieuwe distributies steeds van 
dit eenvoudige type. Als men daarentegen steeds opvolgende ~fge­
leiden gaat maken, dan behoeft iets dergelijks niet het geval te 
zijn. Men kan nu de vraag stellen of elke distributie een afge­
leide van zekere orde van zo'n eenvoudige distributie is. De vol­
gende stelling toont, dat dit trlocaal 11 in elk geval zo is. 

Stelling 4. Als F een gegeven distributie is, en Bis een 
gegeven begrensd interval, dan bestaat er een index p, en een over 

elk begrensd interval integreerbare g(x) z6 dat als G(f)= fg'fdx, 
aPa 

dan F(~) = p (<f) voor elke 't' met drager in B. 

Bewijs~xVolgens St.1 bestaat er een r, z6 dat uit fn(r) ➔ 0 

gelijkmatig op B (dragers der fn in B) reeds volgt dat F(~n) ➔ O. 
Besehouw nu de lineaire ruimte der functies y(x) = ~(rJ(x) 

(dragers der y,(x) E (D) in B). Merk op dat tp door 't eenduidig 
bepaald is, zodat door L(y)=F(~) de lineaire functionaal L(f) 
op deze lineaire ruimte ondubbelzinnig bepaald is. Verder volgt 

dus uit 'Vn(x) ➔ O., gelijkmatig op B, dat L (tn) ➔ o. Op de 
lineaire ruimte der \jr(x), die zeker een deelruimte van de ruimte 

(c) is, is dus L(i) continu in de zin van (c). Dan is, volgens 
1 de uitbreidingsstelling van Hahn-Banach, L('jr) voort te zetten 

tot een continue lineaire functionaal op geheel (c), zodat volgens 

de s~lling van Riesz er een maat f"" is, zodanig dat L (\fr) = 
= Lvra;v- voor alle "f'E(C). Voor f = lf(r), waarbij de drager 
van tp E (D) in B bevat is, is dus 

F(f) = L('f) = jt.p(r)(x)dt,<-= -f00

h(x) t.p(r+'1)(x)dx, 
-oa -0o 

X -

waarbij h(x)= f d;v.. Voor- elke lf met drager in B geldt dus dat 

F(f)=G(r+'1)(tp), waarbij G correspondeert met g(x)=(-1)r h(~). 
Voorbeeld 4. Als x

0 
een vast punt in Bis, en F(~)= ~(r)(x

0
), 

dan is., als /-,J- de maat is., bestaande uit uitsluitend de puntmassa 
+1 in. x

0
, nu F(~)= flf(r)(x)d P-J. = - foah (x) 4'(r+1 )(x)dx met h (x)= 

X I O -<X> 0 0 

= f a;w-
0

• Uit dit voorbeeld volgt tevens dat de stelling slechts 
0 
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een locaal karakter heeft, want de distributie F(~)= L:~1f(n)(n) 
is niet te schrijven als een afgeleide van zekere orde van een 
andere distributie G. t 

t Voorbeeld 2. Als ft(x)={ -u-2cos ux du, dan is ft
11

(x)= 

f cos ux du; voor de corresponderende distributies geldt dus de-
1zelfde relatie. Voor t ➔~ convergeert de eerste distributie Ft 

J(>O- -2 
naar de met -u cos ux du corresponderende distributie, dus Ft" 
convergeert 1 ook. Hieruit volgt dus dat_ fe:>cos 2rtux du, als dis­
tributie gezien, zin heeft. We berekenen°de 11 waardeff van deze in­
tegraal. 

Uit 

volgt 

t 
gt(x) = J 2 cos 2"tt ux du = sin 2-rttx 

-rtx 
0 

( ) Seo sin 2-<Ctx 
Gt 'f = . -rcx if (x)dx, 

-oo 

en lim Gt(~)= ~(o) voor t ➔oo (Dirichlet), dus Gt ➔ ;§
0

, d.w.z. 
co 

•• 2 J cos 2"11:ux du = 
0 

10. Het product van twee distributies. 

Men kan functies vermenigvuldigen, maar distributies in het 
algemeen niet. Zelfs als F1 en F

2 
van het eenvoudige type Jr 'P dx 

zijn, dan is het niet zonder meer mogelijk van F1F2 te spreken, 
omdat de functie r1r2 meestal niet meer integreerbaar is over elk 
begrensd interval. We beperken ons tot cen bijzonder geval waarin 
het wel gelukt tot productvorming over te gaan. Laat, in R1 voor 
de eenvoud., A(r)=fcx.(x) If (x)dx, waarbij cx(x) oneindig vaak dif­
ferentieerbaar is (0<.(x) behoeft geen begrensde drager te heb?en). 
Als nu F een willekeurige distributie is, dan wordt het product 
AF gedefinieerd door 

(AF)(ip) = F(Ol~). 

Klaa rblijkelijk volgt ui t '-Pn ➔ O in (D) da t cx.1fn -:i,. 0 in (D), dus 
(AF)(tpn)~o., d.w.z. AF is weer een distributie. Als F(y:,)=ff'fdx 
(f integreerbaar over elk- begrensd interval), dan is 

( AF ) ( tp) = F ( <X. 'f ) = J f Cl. <f d x = ~ fJ ( \f) . 
Als speciaal f(x) ook oneindig vaak differentieerbaar is, dan is 
dus AF= FA. Er is dus geen bezwaar tegen om algemeen FA= AF te 
definieren. 

Stelling. (AF)' = A'F +AF', waarbij de accenten differentia­
tie c1anduiden. 
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Bewijs. (AF) 1 (If') = -(AF)(i.p 1 ) = -F(O( \{' 1
), 

-(A'F)(lf>) = -F(tit'lp), omdat A' met cc'(x) correspon­
deert. Optelling levert -F(oc'f'+cx'\f)=-F(O(lf)' = F'(ot.tp)=(AF')(lp). 
Dus (AF) 1 -A 1F = AF 1 • 

Voorbeelden. (A~0 )(q>) = 60 (0..1.j>) = ot(O) lf)(O) ""ot(O) t.f 0('P) voor 

alle ~, dus A a
0 

= oc.(O) 8
0

; 

(A8 1 )(lD) = £ '(0<.'f) = -(<.Xlf>)'/ =-cx(0) ID
1 (0)-cx 1 (0) 'f(O) = 

0 1 0 X=O I 

«(o) O
0

'('13)-0(.'(0) §
0

(t.p) voor alle If, dus A §
0

1 = cx(O)d0
1 -cx1 (0)c\, 

enz. 
Met behulp van de functie van Dirac d

0
(x) schrijft men deze 

formules wel eens in de vorm 

ex( X) cf O ( X) = <X( 0) § O ( X)., 

«( X) 6 0 I ( X) = <X( 0) § 0 I ( X) - Ol1 
( 0) §0 ( X), enz. 

Als speciaal C(.(X)=x, dan geldt voor X(4>)= Jx If (x)dx dus dat 

X <§ o=O, Xo I==- ~ • 
0 0 

11. Het compositieproduct. 
We beschouwen (in R1 ) twee distributies Fen G., waarbij aan G 

de beperking wordt opgelegd, dater een begrensd interval B bestaat, 
zo dat G(~)=O voor elke f wiens drager geheel buiten B ligt. 

Hulpstelling. Als lf) E (D), dan is y( y )=Gx { f ( x+y)} weer een 
functie in (D). Met Gx {lf(x+y)} wordt bedoeld dat ~(x+y) hier als 
functie van x gezien wordt. 

Bewijs. Als Yn➔ Y, dan is 4'(x+yn)~4>(x+y) in (D) wegens de 
gelijkmatige continuiteit van~ en al zijn afgeleiden, dus 'f'(Yn)= 

=Gx {t.p(x+yn)} ➔ Gx {f(x+y)} =t(y). Hieruit volgt al dat "t(Y) con­
tinu is. Verder heeft y(y) een begrensde drager., omdat voor \YI 
voldoende groot de drager van o/ x+y) geheel buiten het bij G beho­
rende begrensde interval B ligi·. Ook is, voor h ➔ O, n 

¥ y+hn )- '4'( y) { f( x+y+hn )- r.p ( x+y)} } 
------ = Gx h ➔ Gx { ~, (x+y) ., 

n n 

dus 1f' ( y) = Gx { lf' ( x+y )} •· Op dezelfde manier vindt men voor de 
hogere afgeleiden dat ~(n)(y) = Gx tlf>(n)(x+y)} • Conclusie: 1Jr~(D). 

Merk nog op dat als fn➔ 4> in (D), en t'n(y) = Gx {'f>n(x+y)}, 
'-\'"(Y) = Gx {lf(x+y)} ., dan o/ n(Y)➔ t(Y) in (D). Men kan zich voor 
het bewijs beroepen op het feit dater een index r is, z6 dat 

fax {~n(x+y)- 1.j>(x+y)}I ~Amax I lfn(r)_ 'f(r)\ volgens het Gevolg 
van St.1 in de vorige paragraaf (we behoeven nl. slechts de y-waar­
den in een begrensd interval te beschouwen). 
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Definitie. Als Fen G distributies ziJn, waarbij aan G de ge­

noemde beperking is opgelegd, dan wordt het compositieproduct F~G 
gedefinieerd door 

Uit wat we reeds bewezen hebben volgt dat als 'fn ➔ tpin (D), 

dan (F*G).(lf'n) ➔ (F*G)(lf')., zodat dus F*G weer een distributie is. 

Het is direct duidelijk dat uit Fn➔ F volgt dat Fn* G ➔ F*G• 

Laat nu Gn➔ G, waarbij G(f)=Gn(<f) = O voor alle t.pmet dragers bui­

ten eenzelfde begrensd interval. Dan is 'fn(y) = 

=Gn{'f(x+y)} ➔ G {<f(x+y)}= y(y) gelijkmatig, omdat convergentie 
van Gn naar G gelijkmatige convergentie op elke begrensde deelver­

zameling Ve (D) impliceert. Ook 'fn'(y) = Gn{tp'(x+y)}➔ G {'?'(x+y)J 
=1J/(y) gelijkm~tig, enz., dus ifn(Y) ➔ lJt(Y) in (D), zodat ook 

F* Gn➔ F*G voor elke F. 
Voorbeelden. (1) Laat Fen G corresponderen met functies fen 

g, integreerbaar over elk begrensd interval, terwijl bovendien 

g(x)=O buiten zeker begrensd interval. Dan is dus 
00. OD. 00 

( F * a)( f ) =- F y 1 g ( x ) 'f ( x + y ) ax = Lr< y ) a y _i g ( x) lfl ( x +y ) ax 
co (» (:\:, 00, 

= _[r(y)dy £g(u-y) ~{u)du = _..[ i.p(u)du _£r(y)g(u-y)dy., 
IX> 

d.w.,z. H=F,,\fG correspondeert met de functie h(x) = Jr(y)g(x-y)dy~ 
-0, 

Aan dit feit dankt F*G de naam van compositieproduct. 

(2) {F*~o)(~) = FY [sox{'f(x+y)}] = FY ['f>(YD= F(\f)), dus 

F * .§0 = F 

(F~cf0
1 }(f) = FY [a0 ;x {~(x+y)}] == Fy[-tp'(Yil ==-F('f)') = F'(lf), dus 

F* O ' = FI. 
0 

Laat O< (x) E (D); voor e).kE}J~~stributie F is dan _p (x) = 
RC•~.~ ~4~~"-i:J1;;;t•,D- iJ~~) 

Fy{ oc (x-y )} weer eenyrunctie 4~•~"tB) (bewijs a ls hierboven). Als nu 
«(x) correspondeert met de distributie A, dan correspondeert _?(x) 
met F~ A. Bewijs: 

(F~A)(tp) = Fyfcx.(x)tp(x+y)dx = Fy]°'(x-y)lf(x)dx = Fy"\jf(y). 

We approximeren nu 

v{Y) = Jcx.(x-y) c.p(x)dx door Riemannse sommen 

~P<X(sp-y) 1f (~P)6xP 

,,-i (y) =fcx.(x-y) tp'(x)dx 

enz. 
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Deze approximaties zijn gelijkmatig in y., dus de Riemannse sommen 

convergeren naar 1}J'(y) in (D)., zodat Fy[~p]➔Fyi\f(Y) ... (F*A)(~). 

Anderzijds is FY [i:: J == .LP Ty ex ( $p-y) ~ (Sp )6 xp"" ' · 

=r:pp(5p)1P(sp)6xp➔J_p(x) f (x)dx. Conclusie: (F*A)(~) = 

= J;o(x)f(x)dx, m.a .w. _p(x) correspondeert met F*A. 

Approximatiestelling. Als F een willekeurige distributie is, 

dan is e,r een rij ~istributies Bn➔ F, z6 dat Bn(f) =ff3n(x) lf(x)dx, 

waarbij Pn(x)t;Jnj. In deze zin gezien., ligt dus (I?fdicht in (D'). 

Bew i j s • La a t O.:n ( x ) E ( D ), °'n ( x ) ~ 0 ., f ex. n ( x ) d x =' 1 ., t e rw i j 1 de 
dragers der Oln(x) zich 11 samentrekken 11 tot de oorsprong. Dan is 

focn(x)<p(x)dx ➔ tp(O) voor elke <pE(D), m.a.w. voor de corresponde­

rende distributies An geldt dat An➔§0 • Dan is ook F*An➔F*c:)o =F, 

en elke F*An=Bn is, zoals bewezen, van het type Bn(f) = f Pn(x)tp(x)dx, 

W a 2 r bi j /3n ( X ) = F y { 0.:: n ( X -y ) } E ( D ) • 

Deze stelling wijst erop dat het ook mogelijk is de distribu­

ties als volgt in te voeren: Men beschouwt eerst alleen distribu­

ties van het speciale type B(lf) =/fa(x) 4' (x)dx, waarbij j3(x) E (D)., 

en dan gaat men deze verzameling volledig maken door fundamentaal­

rijen te beschouwen, d.w.z. rijen B z6 dat B (~) convergeert voor n n r 
elke lf). Iedere fundamentaalrij wordt dan ook een distributie ge-
noemd, onderling equivalente fundamentaalrijen worden geidentifi­

ceerd., en uit de zojuist bewezen approximatiestelling volgt nu dat 

elke continue lineaire functionaal op (D) zo'n distributie is. 

Als er een begrensd interval bestaat z6 dat F(f) = G(t) = 0 
voor elke If met drager buiten dit interval, dan bestaat zowel G*F 

als F*G• 

Stelling. In dit geval is G*F = F*G• 

~ Bewijs. In het bijzondere geval dat Fen G corresponderen met 

,. fuocties f(x) E (D) en g(x) E (D), correspondeert F*G met 

Jr(y)g(x-y)dy en G*F met fg(y)f(x-y)dy. Deze integralen zijn ge­

lijk, dus F*G = G*F· Laat nu F van dit bijzondere type zijn, 

doch G niet. Er is dan een rij Gn van dit type zo dat Gn➔ G, dus 

F 1 G = lim F *Gn = lim Gn * F = G *F. Door nu ook F, indien niet 
van dit type, door een rij Fn van dit type te benaderen, volgt al­

gemeen da t F *G = G * F. 
Er is dus geen bezwaar tegen om, als F een w1llekeurige dis­

tributie is, en alleen G beperkt is door de confitie dat G(~)~o 
voor a lle lp met d rager in de verte, G * F te definieren door 

G*F = F*G. 


