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i:·{ :,c f'ds tulc " 

1;•. 10 eigenschapp~n d~r complex~ getallen; 

tallen (dit zljn get~llen, j!e 1n je ieda3nte a+ib te ech~ijven 

z1jn) ro1~eel geheel ge~chleJt volieris d~ rekenregels der slgebro, 
') 

D0 ochriJ!'wlJze van cen omplex 

x, tg x enz. lede~ 
clie Jn de gon:i.ometr1e 

. 
r: d J;;: p t11·1 t er: \l ;J n h.t:, t r: i~ ,.: :i. ~~, 1 ~ r1 .:: ~n.,::· .l :j t tr~, \~ .~L.~~;: 1<. fl oo t) fte t g~e t:J l z::::x ·t~ 1. :i 

Zaals bekend noe:nt ~••n x h0t rc~1c deel van ~,en y het ima-

''"}' ~-- . 
:1rrn de a Z'st,m(j v2n bet 1.,1..mt z tot df· ~,crt,prong, Van welke e~mp:!exe 

g~tallen la de mcduluG rcsitlcf en v1n welke is de.modulus nul? 
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;.; d;.: t wij hi1;.1rmcn:: h'""tt1..r. · .. vor, ~n,a.a:t de modulus van p 1s gelijk a.an rs 

en hot argument van p is gelijk aan r, +'f, in formule l zw I = \ zUwi I 
.rr;(zw) = arg z + arg w. 

U)g. 8. B~wijs dezo formules oak door van de rolale en ima.ginaire gedeel- .~ 
ten i. p. v. dt; moduli {;jn argwncn ten van z en w gebru.ik te ma.ken. 

De constructie vans= zw g1;;:sohi(.;dt he-t eonvoudigste door op tt.1 

::.-Jrken 9 dnt de driehoeken sow en z01 gelijkvorm.ig zij!:l. Hierbij is het 
~::.mt 1 het punt, dat met het getal 1 eo:rroapondeert. 
U.[lg. 2• Bewije: zw = 0 dan en slechts da.n als ten minste een der fo.otorE.ln 

,; lJTI. w nul is. · 

De deling ! is bij gegcven z en w mogelijk, mite w ~ 0 is. w 
'·'fk:. 10. Goef ae.n hoe mtin mootkundig de plaats van; uit die van z en w 

. (,~0) kan bepalen. 

De complexe getallen vormen cen commutatief liohaam. Een deelli­
·h:iam hiervnn is o.a. hct commutatieve liC"haam der reele getallen. 

Het toog~voegde complexe gctal i van z vindt men door z index-as 
"'.:c E,piogelen. 

Men heeft ~ = zw co v1.;rdcr lz\ 2 = I z\ 2 = zz. Hieruit volgt opnieuw 
:~0mc.kkolijk de forrnule Vi),Jr d1.;; modulus van het product van twee cornplexo 

tnllen z en w. Immers \zw\ 2 = zw.iw = zwzw = zzww = jz\2 1wl 2 , dus, 

Ol.idat moduli> 0 zijn, \~w, = \z\lw\. 
Do punten vn.n hot 11 rc1oht8r"halfvlak zijn gekarakteriseerd door 

Rz > 0. 

De orntrck v~n d~ 0cnhoidscirk~l (do cirkel met straal = 1 en mid­
dclpunt in do oorsprong) wordt gegeven door I z \ = 1. 
1:;;_;r~g. 11. Bewijs dat de inversi1.; t.o.v. de eenheidscirkel door de volgende 
::ransformatic wordt gegevcn 

1 z' = -. 
z 

~;-L ;~. 12. Door w&lko bctr0kking warden de pun ten gekare.kteriseerd, die 
irn1on de cirkel met middclpunt z0 en straal r liggen? 

Dw vergelijking vo.n con kromme f( x,y) = 0 in het complexe vle.k is 

~-- .Jchrijven in de gedannto f(Rz, Iz) = O dus g (z,z) = O, waa.rin dl::l 

r\mctie g door f bepaald is. 

Onder de .:, -omgeving van een punt z 0 verstaa t men de verze.meling 

d0r pun ten z gelegen op eon afstand ~ E. vnn z0 • 

In tegenstelling tot bij de projectieve meetkunde, waarbij men het 

Eucl~Iilntte vlak ui tbreidt met e&n oneigenlijke reehte en met 11 complE..1x1;1 11 _ 

.i,unten, wordt het oomploxu platte vlak "af gesloten" met ~~n enkel punt, 

het punt z = co • 
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en t 2 geldt t 1 -C::::.. t 2 • Het punt z(G><') heet beginpunt, het punt z(8) heet 
I 

eindpunt van de Jordanboog. 
Een punt z ligt tu~sen twee punten z1 en z2 , als voor de bij?ehoren­

dt:: parameters t, t 1 en t 2 geldt t 1 -< .. t c: .. t 2 . 
Een Jordanboog heet gesloten als f((x) = f(:::-;); g(,.:><:) = g(,G). Het be-

, ' 

gin- en het eindpunt vallen dan samen. ])it is het enige punt, dat door 

t·,vee verschillende waarden van de parameter kan warden bepaald. 
S2J.g. 2. Een oirkel is een gesloten Jordanboo~. 

Kies op de Jordanb1og z = z( t); ;>( ~- t .f f een aantal o:oeenvolgende 
tussen z0 = z(o<) en zn = z((3) gelegen Junten z1 ,z2 , ••. ,zn_1 • Indien de 
r,ebroken reohte z z1 , ••• , z 1 z voor iedere keuze van n en van de lig-o n- n 
r,ing der punten z1 , ••• ,zn_1 een begrensde lengte heeft, noemt men de 

Jordanboog rectificeerbaar. 
J)e lengte van de Jordanboog is de bovenste grens van de lengten der 

heschouwde gebroken rechten. 
Het is bekend, dat de beschouwde Jordanboog dan en sleohts dan rec­

tifioeerbaar is, als de funoties f(t) en g(t) van begrensde variatie zijn. 
Een ref'\tifioeerbare Jordanboog heet een wegsegrne·nt. 
Beschouw een aantal wegsegmenten met de eigenscha, dat he1 eindpunt 

van elk (behalve het laatste) samenvalt met het beginpunt van het volgen­
de. J)e zo ontstane puntverzarneling heet een weg. 

Het beginpunt van de weg is het beginpunt van het eerste, het eind­
runt is het eindpunt van het laatste wegsegment, waaruit de weg bestaat. 
lTallen begin- en eindpunt van een weg samen, dan heet deze gesloten. 

Zijn de wegsegrnenten alle reohte lijnsegrnenten dan ontstaat een ge-
11roken rechte. Is de gebroken rechte gesloten dan heet deze een veelhoek. 

De lengte van een weg is gelijk aan de som der lengten der wegseg-• 
:_,,:nten waarui t de weg bestaat. 

Ben wegsegment kan zichzelf niet snijden, maar een weg wel. Snijdt 
tH,n v1cg zichzE;lf niet, dan heet deze enkelvoudig. 
0;1g. 3. Een recht lijnsegment is een weg; een cirkel is een gesloten en­
kelvoudige weg. 

Volgens een theorema van Jordan verdeelt iedere gesloten enkelvoudi­
~e weg het platte vlak in twee gedeelten: een binnen- en een buitengedeel-

Een gesloten georienteerde weg heeft een positieve orientering als 
1,(:·t inwendige er links van ligt; ligt di t reohts, dan heeft de weg een 

''.l•:bHtieve orientering. 
In het vervolg onderstellen we, als het tegendeel niet vermeld is, 

ddt de te besohouwen gesloten wegen een positieve orientering bezitten. 
Ben verzameling heet open als bij ieder punt der verzameling een po­

·::tjrf getal 5_te vinden is, zodanig, dat de E:.-omgeving van dat punt 
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c:eheel tot de verzarnelfng behoort. 

• Een open verzameling heet samenhangend als twee willekeurige punten 
(;;rvan kunnen worden verbonden door een boogsegment dat geheel tot de ver­
::r:,meling behoort. 

Een verzameling heet een gebied als zij open en samenhangend is. 
Len verdichtingspunt van een verzameling is een punt met de eigen­

soha:p dat bij iedere gegeven :posi tieve '2.- minstens een punt der verza­
E1oling in de '[ -omgeving van di t punt te vinden is. 

Een verzameling heet begrensd als er een positief getal M te bepa­
lc:n is, zodat elk punt z der verzameling de eigenschap bezit dat 
• :; ! < lVI is. 

Een verzameling heet gesloten als zij al haar verdichtingspunten 
L, ;V :;_, t. 

Onder een ~-- -keten verstaat men een rij punton A0 ,A1 ,A2 , ••• ,An_1 ,A11 " 

1. Jdanig dat elk tweetal opeenvolgende pun ten der rij een afstand < ~- be:--• 

~1.t. 

Een gesloten verzameling heet samenhangend als elk tweetal punten 
A ~:n B ervan bij iedere posi tieve gegeven ~ kan wore.en verbonden door 
. 0n ~~. -kete1~, die geheel tot de verzameling beho ort, d. w. z. door een rij 

,,unten A0 ,A1 , ••• ,An met A0 = A en An = ~, waarbij de punten A1 , ••• ~An_1 
:',J_lG t;ot. de verzameling behoren. 

Een verzameling heet een continuum als zij begrensd, afgesloten 0n 
:,.::.>.menhangend is. 

We vermelden zonder bewijs nog een paar eigenschappen: 
·1 __ :~. Elke gesloten veelhoek is te verdelen in een eindig aantal enkelvou­
clige veclhoeken en een eindig aantal segmenten die tweemaal deorlopen 

,rclon,1 eenmaal in de ene en eenmaal in de andere richting. Elk der en­
lvoudige veelhoeken wordt geheel in positieve of geheel in de negatie­

\ .1 richting doorlopen . 
. ElkG enkelvoudige gesloten vee1hoek kan door diagonalen, die geh2el 

i :, i.rnen dG veelhoek ligten, in dricho,.,;li::r_:n vrnr,lun VC;rdc0ld. 
Tsnslotte. bewijzen wo in verband met latere toepassingen de over­

. 0Jkkingsstclling van Heine-Borel. 
Zij D Gen afgesloten bGgrensde verzameling. Bij elk punt z van D 

'."'',::istrueren we een cirkel C(z) met z als middelpunt. Deze oirkels ovE:r­
kken D geheel (d.w.z. elk punt van D ligt in minstens een dezer cirkcls). 

De stelling van Heine-Borel zegt nu, dat men ui t de verzameling van 
u ze cirkels C(z) er cindig veel kan kiezen~ die D reeds geheel overdekken. 
~0wijs: Wij geven Gen indirect bewijs en onderstellen dat het niet.moge­
lijk is om eindig vE:el cirkols C( z) tc' vinden, die D geheel overdekke~. 

Daar D •egrensd is, bestaat er een rechthaek R0 ~ waar D geheel in 
Jigt. We mogen aannemen 1 dat H0 zijden heeft, die evenwijdig lopen met 



·.·end van d, .. onderst1..l..:u1r i:1 t, r,. ,;1i1,dt~ .l1&t :Ln --en de:urr. vier r~icht.b::it·­

., ;_:sLJ . .Jg·~m d~i,::1 vs.n Ii n;,_ t ,1cc;· ,.ind!J"c vec1 cirirnla te overdekken. DiJze 

tL, .. hJk <t-: 1 vcrd;:le1: ·m ... ,.~;, 0vi:.r,:: ... n:,...:o.;1·:t;tJgi.: wt~jZ(! :.i.n v.ier gedeclten t.m 
v ·1 __ r--1. J: z o t. c r1 :rv el1 tf1 o c \\ I<,,,,, r:, (: t ,j ,.. (~ i ~~:~:::r·,s ;_·,s~~f\l) 1 d.a. t; 1·1e t j__ 11 Rt., ge 1 egeri {;;(,1, ... 

~ ~ 

., ". l.-~t: ·vrin D r,i.et doc:: ,_.i.·:d1{c v,:·t:1 cLr};;tdo t.:.. ov1~rdckken ie. Zo voort-
c;:.:tand(: vind.en 1;;lk ·beva t in d1;; 

· · J .. {j1~,.rt1.r1 "\iOI'-rnf~n. ec:r1 :z:t.1ont17.tr,t-!1 r1tt t e,:fncinerldd 11a.ar boven begrened·e r'ij t;n 

~: ,; i: .: t -~ c n dt:; rta lv (~ l: , .. m 1 i.n1L: t f b'v enz o b 1: z :i. ·:; t t"l!l huu ord:i.ne. ten 'I;; t"ln 1:iro :ti:: t, 
J 

~ D(: 1 :l r!Y.. e ro r~·:}: 1-.;T'l-10 \.,}{ ·,::-it..x1 t r1 co11·v e-:t:' g;c:r-c·:-r1 dcr'l'1.:11\1 (.: tot -2er1 ltmie tJ}u.nt 

+ J t.. :~.~·.:Lj 

. Er beAtaat 6nn een getal N zodanj.g 
•:,:1 l l ,.. "¥', , ... __ ,,,-~, l, ·4- l \ ,.... _,.,, ·1,,:- , ·J t·1 t',;1 J:~i. (~ t n. 
c .. ··"· ..... t::' ·"' , ....... , .. J. "',1. l. ...,_, \_. ; .. '" ~.,.,... .... .. .• t'l 

~c (!oors110d~ VQll ~0 1 n R -·) ' ' t' -, c11 .i.. 1 :.::; 111 e ao or ~indig veel cirkels t0 

OVd'<h·kken; ~hu d0~·-·-· b:::.v .,'c. ,~r.l,.-.!.ndJ.r; vv:.1 r,untcri van D. Binn,::n iE:derc 

-or.::itse·v·i:r:g~ \rt:1.11 (··--. 1:i. (tf;r1 du .. s or1c'.l.r1di..€:S veE1 pt4.r1ten ver1 l). Dus ; .. -... ~• :t:.~ ·v·cJ·-. 
,:1i.e}1t:i.?lf:~;·:3J)tin.t ·v·ar1 3)~ :D tD E:f~[G~3lottr1s l)ert1.B.l\t·U bel1cort 

vun D tot middelpunt heef!., 

0u!1 contradictie 1 R'lnt ~n~rs:jds is de 

v811 d~ co11structie van Rn 11l0t ctoor ~l!1dig vcGl cirkels tc ovcrdekkc~, 
f:1ne.orzi jd~, ovt.:.rdc.:kt tchli?! C( J ck2v doorsn;.;de. Eiermede :Lt:i de stBl.lt!1g 

r· :f'u .. r~c ti. 0. 

i / ' . \ Q, 

\..,\.X,,Y)) 

bisd G 66n complex gctal w is tou 

l~ imaginaire <lolen dGr getallan wen z 1 

?, .. X 1- .i y ; 
'H r (,-,-) l"l :,'K q ·~1,'l'·i -iy..:.,-, , ~·~ . .t ,"-' i ~. ,,.~ .. ~-~ \..-l• ..... 1.1 ,.._.,J..i,. in de geda.ante 
u \' i' v "Ir '\ • 1" ( 7 \1 .,.. U f v 'i7 }\ 
\f ,,_ \ ... "\.'f.,J}, ....... ¢ ~- \--"'-,~J, ' t v·· / ,r '\7 ) 

·T - \AJ~f,;• 

;;1crin etell~n u{x,yj ~n v{x,y) r0~lB functi0s voor van de beide reijle 
\ :_;_r:i a.bt1lon x t)ll y. 
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Do functie w = f(z) wordt in oen punt z 0 continu genoemd als f(za,) 

bustaat en lim f(z) == f(z) is. Anders geformuleord: f(z) is continu 
Z --~ Z . . . O ( . • • 

oon punt z 0 ~ 0 als b1J iedc:rc g8~_civen 'i. een getal o te v1nden is zoda-

.1i(; dat voor alle z mot lz - z 0 \.· ,, geldt \f(z) - f(z 0 )\ <_ Z . Dit ge~-

tal l is in hot algemeen afhankelijk van -S, z 0 en de beschouwde functiG 

f. IVion s chr:.. j ft /' = / ( :.:... 9 z ri, f) . 

~2EJ~_. Ond..:.:.rzock voor 'dcJJc:. w;:~;1rclcn v.,;,:.;. z ck :functi'-' -~ c6ntinu. is. 

9pg~. Als de functie f(z) continu is in oen punt z 0 = x 0 + iy0 , z1Jn 

de functies u(x,y) en v(x,y) ook continu in het punt (x0 ,y0 ) en omgekeerd, 

pcfinitie. Indien het in de hierboven gegeven definitie van continuiteit 
/ 

van Gen functie f( z) bedoelde getal 2i onafhankelijk is van z voor allo z 

in een zeker gebied G, dan zegt men dat de functie F( z) 'in dat gebied G 

,>Jlijkmatig of uniform continu is. 

_>j~elling. Als vE:n functie f ( z) in een b8grensd en af gesloten gebied G 

c::,ntinu is 1 is zij daar gelijkmatig continu. 

t;;.:,'•li j s: Zij gegoven een willckE:urig posi tief getal ~ . 

vfogenr, de continui tei t der functie f ( z) 
( ' ) :·,Lmt z van G een getal •\, zodanig dat \f( z -

in G bestaat er bij ieder 

f(z 1 )\ .t.. ½£ zodra ,,, 

' (' 

::-:--z' i ..::.:: : • Beschouw nu bij ieder punt z van G de cirkel C met middel-z ,.. z 
A□ t z en straal ½ •z· Deze cirkels overdekken G geheel, zodat uit deze 

-rr-,rzameling dezer cirkels een eindig aantal te nemen is, die G ook al ge-

1 eel overdekken. Laat de straal van de kleinste dezer cirkels / zijn. 
,/ 

:Ui t getal ::' . is derhalve alleen afhankelijk van het getal ~ en de functie 

Besch~_uw thans twee willekeurige punten z 1 en z2 van G met 

>, 1 - z 2 / L 1) • He.t punt z 1 wordt dan overdekt door een der eindig veelge-

·1onden cirkels. Het middelpunt hiervan zij S en de straal ½ ,-~ • 
\ .. --· - ,- -· z 

1·fegens I z1- ~ j < ½ c.?.; en /z 1 - z2 / ,::.. cl .£: -} 1'.i~ is \z 2 -~;I<'.'.. 0(~ • 
Du_s z 1 en z 2 liggen bei den binnen de cirkel met middelpunt S en straal · 

t\-• Hieruit volgt \f(z 1 ) - f(c; ):<.. -?J· _ en \f(z2 ) - f(,~)\ ( ½c, 
du ri I f ( z 1 ) - f ( z 2 ) \ <.'.'. .. ~ • 

<' 

<J 2. Diff erentieerbaarheid • 
. ) 

Def. Men noemt een functie f(z) differentieerbaar in 

ils bij elk positief getal i 
zodanig dat voor iedere z met 

( 
een getal c en een getal L 
\ z - z 0 \ --- (_S geldt 

f(z 0 ) 
- L .,::·_ -::~ • 

lf(z) _ 
z - z 

0 

een punt z 0 

te vinden zijn 

Het getal L, · afhankelijk van de 1-rnu.ze der functie f, is ook afhankelijk 

van het beschouwde punt z 0 • Men schrijft L = f'(z 0 ). De functie f'(z) 

wordt de afgeleide functie van de functie f(z) genoemd. 



. ; \;1_i_tit: Een fv.nctif::: f ( z) he et ::m:1lytL;ch in een gebie d. G 9 als voox 

r z in G de afgeleide functie f 1 (z) heataat. 

:Een functie f ( z;) h, analyth;ch in ceu :punt, als er een 0;11.geving van 

:unt bestaat, waarin de functie anaJ,·tisch is • 

. :, Li. in;;:. Eon analvti ::3 
,. ~" ~- ·""· """""""-' ~- V 

cti ,, i ;c; con tinu. 

."L1:.Li • Zi j gegeven e en wi11 ekeurig si ti ef getal _ • Be:paal het getal 

•~;odanig dat voor al.le 1 _ met\~ - i· \ . :: gelclt 

\ .. t~J ___ :-~)~l~.l - L ':\ < :~ . 
z - ((; I 

·-- (-· ) heeft men c1an Voor 1 z - ,/ min ( ,. 
'Li + ·· 

dus '\ L~1 .. 7 ~'( <. 2- _ L 
z - <. 

I f ( z ) - f c · )! ' 'Tl l ' .LJ 

n, .• 1. Onderzoek ue c7.ifferentieerhaarheid en continui tei t der functies .. ,-.~-.:-·-·•·-.-. 

1 f ( '7 ) -·· z · fr 0 ) -· ? 0 f ( ? ) ·- ... ' f ( z ) - ar 0 · z • ••• J - .J 9 -· · \ ,:..., - LJ 9 - ,._! --- z , · -l - b • 

~ij gaan thans het begri9 differentieerbaarheid nader beschouwen. 

Alr:1 de functie vv ... f(z) u(x,y) + i v(x,y) in een punt z = x + iy 

,;jfferenti.eerbaar iu, best3,at de limiet 

'/U or het geval het T)llD J.. " ·-J. __ Li LJ., - een rechte evenwijdig met de 

tot z nadert. : 
• . u(x 1,y)+ iv(x 1 ,y)--\ u(x:y)+ iv(x,y)\ 

f , ( z ) = i im ------T}'::::-:i~-rv""---::-'""i:( 4---i.,...· y ....... ) -~-- == 
x 1 "'z I ,y; \· 

== lim 
X · >X 1 

u(x 1 ,y) - u(x,y) 
'"•-•-· - ... ---·· ·· --- + i 1 im 

x~ - X 
I x 1 ·· X 

v(x 1 ,y) - v(x,y) 

x 1 - X 

Dit houdt in 

s~aan, d,w.z. dat 

dat dr beide in het laatste lid genoemde limieten be-

de JlD.rtiiilo 
- ·, ······a ()U ,,v. 1 t t( \b 

1,, ,, J..'·' 1 en ---· en --;::-- in 1.e riun. x, y; e-".'°) - ,._, -- . . 0 X <.> X 

;,-c.1an. Ben vindt f 1 (z) 

f t ( z ) ::c: ux + i V • 
X 

()U 
----- . .).. i -· DX . 

··, 
'°V of korter geschreven 

:= X + 

Bewij s cl.at ui t de diff erentieerbaarheid van f in het rmnt 

iy volgt f 1 (z) = J (u +iv). 
l y y 

C ;:,. 3. Als f' (z) == 0 is voor alle punten in CJen gebied G1 dan is f(z) 

.Ln c'.at gebied gelijk aan een constante. 

'.J\) :~:rond va.n de gevon,:,en formules volgt dat als f in z = x + iy differen­

t :,erbaar is 1 de fonnules 

(;eldcn. 

U == V ' X y1 U -- - V y X 

(differentiaalvergelijkingon 
van Riemann-Cauchy) 



Zij o.r:1gekGerd 

i' , C (::D :f)UD t ( X , y) • 

gegeven da t di:, trekkin3on u = v; u = -v 
X y y X 

Beschouw ecrn 'v:illc•'{curig punt ( :::: 1 . 1 ) ; dan is 
) l 

]3':E -1 () 

gelden 

I 

"J. ( . / ) - U ( X , y) == j UX ( X , Y ) + r 1 ( \ , 'l ) } ( ~ -x) + \ u (xv)+ y 1,J \ 11)((11-y) 

-r( ( vi )-v( xi y) == ·; vx ( x, y) + 

waarin lim 
,I-_➔ z 
\ 

J1u.: wegens 
C 
C. -x 

' ':, \ .. __ _ 
>--\ -z 

) 

I ··-1_(_1r.• )\1 •.: ·) :;, ;, ' ,. I 11' • ., -:::-, + 

(i ::: ·1,2,J91l). 

\ i. -y 
\-l ----

1, -z 

\ 
\ ' ,.. i, 

~- -· 

V (x y)+ 
y ' 

w({)-w(z) ( U + i V ) ( 2 -X) + ( U 
X X "'. ·1 . ,.1.m ( -z 

) 

= lim 

+ iv x9 

, xnee de differentie0rbaurheid is aangetoond. 

-z 

i-, 1 v1 )} (,( -y) 

Later zullen we aantonen, dat uit differenti~erbaarheid van 

u + i.v in een punt z volgt, dat de particilo afgeleiden van de tweede 

de:r functies u en v bestaan. Daaruit volgt dan 

U + U = V - V = 0 xx yy yx xy 

V + V = -U + U = 0 xx yy xy xy 

1., ' '·uncticri u en v voldoen du;:1 aan de differentiaalvergeltjking 

~? 
r', (/ 

.· L2 + 
,x 

. 2 
'/ 

= CJ• 

;e vergelj_Jktn1:s wordt ff ci',n t:Li.-,al vorgelij 1<:tni van Laplace genoomd. 

Een groc,t aa.ntal b end('; :r•.; ls uit de diff erentiaalrekening is ook 

ldig voor 

Di:;' 

Al 

comrll,~xc funct:i Gr, • 
. r . t . .. "' C7 , ,7 2 , 1 . ~n (.,,, , l) .' unc ie."' ·" 1 ,J 9 ·- 1 LJ •. l gc,.nee z 
fen g aralytisch zijn heeft man 

zijn analytisch. 

(f ± g) 1 :::: f! g 1 ; (fg) I c.::: flg + fgt • 

. ><· 6. Is f ar1alytj_sch in ;3 en 1/' analytiach in f(z), dan is '/(f(~~)) een 
:1,tlytische functic van z. 

m hc0ft y z ... (!' · T f ,~ 0 
_._ Zi 

.,:.:_;.i.;,_].,:" ICen analoge :::;telling goldt over hot begrip continui tei t. L3 f 

tinu in z on f continu i.n f ( ,,,.) 
'··' ' y dan :i.f:J 'l (f(z)) continu in z. 



I 
b 1. ·~ .., 

door 

1 
k. 

V k C 

t )""x( t) 

at 
van z 

z va t (z) 

"I 1 
"' 
n men de 

een som van 

len en , 

t,,.., ••. ..,tn-1' 

t va 
Mens 

noemen we 
j 

een 

{ ,1., ..• ,n). 

t ( , ) van C 
som 

1 
) 4'( "'·.·) )f' ,., ) l , Z z 1 \ (, 1 +. • • n-1 

) 

nn. W:-3. 
;:-. 
l 1 

,,, 
$t,J 1' .•• ,. 

1-

1 
len, een V 

n a f van C., f(' ., 
~ , r en Ven J ••• , 

(V). a 

max 
, ••• ,n.-1 -t, . 

,{ ' 

i\ (V) van el 

antonen, t ls een over 
V. 

rij V 

1 v1 ,v2 , ... de e , dat Lim , de 
{ I 

1-' 

1S(V1).., S( t limiet naderen, die de int 1 V,:ln f ( Z) 

ngs de ... s ijft l• 

6 

s(v )= 
j 

)d~ )d~ f of f . n 

De eerste is zoverre onvolled , dat er niet uit ijkt 

hoe, d.w.z. langs wel het punt van a naar b loopt. 

Be js: functie f( z) is een c inue functie van z en z is een conti-

nue tie van t, f(z(t)) is een continue t van t. ns een 

steLl 

( 1 } 

we 

s 

e f(z(t)) n een 
1, is 

orrn c 

l r een van ten t 1 ona 

I f(z(t))-f(z(t')) I 
' ' 

a s en interval (rx., 13) dez;e 

v•an t, d.w.z. is 

lijk l l te vinden met 

I t-t '\.'.., 

van c voor. 

l V 11 , d al 

wa 
1 

van V e:.i V 1 

D (V) en ~ (v 1 ) 

beschouwen 
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~~:.c.s nu twee willckeurJge or,volgend£i d1.:elpuntE:n zh en zh+1 van V. W1J be­

pa len a~ bi Jdr·::.ge v11n het hiE:rdoor bepa:::i ld~ ;3cgment van de beschouwde 

kronmte tot S(V) en S(Vn). De eeretgenocmdc ·bijdrage is (zh+'l-zh)f(Sh). 
Bl j de: ver-de l tng V" kunnen beha }ve zh en zh+'1 meer deelpunten cptreden., nl. 

(het natuurlijke getal m hierin 
'r:, \ ·1'1 l..,;.i -~ ; • 

:Jan ls de bijdrage vr: n ,foz;e verdci ling 
n·, 

-~-,,---- · ( fl II ) ' • 11 l 
.;2__. 2 p+l'C+1 · -zp+k f ~'.) p+k •' • 
~ .. '/ 

H:t ;ersch11 der b1jdrngon is derhalve 

(zh+1-zh)f(~ r)- , . (zp+k+1"-zp+k 11 )f({ p+k 11 )= 
K-. J 

r,,-1 

·~ r !l !l)(f(i ) t"( ;. II)) 
= ./ __ \ zp+k+1 -zp+k ) h --1. (1 p+k • 
~~o , 

.,. , ~ de bi j ,~: h en <~ , k u bd10rend c w,rn rden f' h en r +k" minder verachi llen 
' ( I ) -·P:: . p . ( 

.Ja:1. ,imr.ier8 men heert th ~ rh ';th+'i'th ::-=--p+kn".c: th+1 en th+'i-th-::.,.;J), 
:'.::i ,,:c 3cns ( 1) 

\ f'(;. )-f( 11 )i,( z:. 
\ • ') h : p+k 1 '~ • 

~r~hJlve is de absolute wnnrdc van het verschil der beschouwde bijdr~gen i,,, -i 

1 * ?-;~ I 2 p+k+1 11 -zp+k !l j ~ 'it · L( 2 h' 2 h+1)' 

wn:1ri.n L(zh,z~+-1 ) de lengt0 ven hct segment van de k:romme, begrensd doo::r 
... .1' , 

z~ ~n zh+1 aangeeft. 
':!c vindcn dus 

I 

\s(V')-S(V")\ 3 ~, 
wn2iruit volgt 

\ s ( V) -S ( V I ) \ < E , 

zodr::1 de fijnheid der verdelingcn V en V1 kleiner is dan het van £ en L 

afhankelijke getal 
~schouw nu een willek£iurige rij vet"delingen V 1 , V 2 _. ••• met 

lim ,0,{Vn)=O. 
n ➔ ro 
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Er l)eataot dua een get.al N zod:.:mip;, d:1t vocr a11e m > N en n> N geldt 

c. { Vw) < . .:) ( ~); .~\ {Vn) <. .:5 ( ~L 
,i1 t:L , 4":1., 

dus wegena het bovenstaande ! S ( Vm l-S ( V n) \<-~ , zodra m,n) N. Volgens 
het convt'::rgentiec:ritcriun: vein C:iUd1y bt:8t:'l:.it dnn lim S(Vn), W8iH•mede 

n•➔ co 

De gc:-vonden 11.miet '.uJ cn:1fl";Jlr-~kelJ.Jk van de 1-:t:uze dcr rij v1,v2 , .••• Be­
!:1Ghouw n1. twee rl,!en vcpje.llngt';n v,1,v2:' .. .;V 11;12 1 ,.,. met limi}.(Vn) :I:! 

n ·-~ ();) 
= 11·•,n ,,, /u 1 '-·"v , ,_. '"rr1 ,-· • 

n~oo ·· 
' Dan nadert voor de ri,j verdeU.ngen v.1,v1 , v2 , v::21 , ••• ook de flJnhei~ 

tot nu1, dus deze r1.J levcrt ecn 11.mict der bijbehorende Rlemanr1-sommen 

op, dle men knn v1nden door hetz1v1 d~ dc~lrij VA,V~,··· hetzij de deel-
1 ,::: 

rij V~,v~, ... dezer r•ij tc nemen, zodat de 11mieten van S(Vr.) en S(V~') 
i C 4 t.t 

dus gel.1,jk zijn. 

[ocp3ssingen. 
We berekenen de integr:1a l /p dz g12nomen longs ecn weg C met b,aginpunt 

-t 
a en eindpunt b; hierbij stelt p cen vAn z onsfhankelijk constant getal 
voor. Bij cen willekeurige verdcllng V met dcelpunten z0 =o,z 1,z2, ... ,zn_ 1 , 
zn=b vindt m8n voor ck Riem,:rnnsom S(V) ::Jc w:::iardc 

Om de 1ntegraa 1 

;_, 

/ 
i z 

Ii. 

1, 

~(zk+1-zk)p=(b-~)p; 
,..\ .. :U 

dus 

/P dz""(b-.::i)p. 
{ 

dz genomen l1ngs cen weg C te bcrekenen, gaat men 

3noloog te werk. Men hcc~t 

We kiezcn eerst ,: k=z 1{' d:n rna < k=zk+1 en krljgen d3n 

' ~-· ~- 2? 2,::1' 
2S (V }~= /-. ( zl,<:+'1-zk) ( zk+1 +zk) = 2 .... ( "~l{+1 .. -zk"" )=b -a - , 

~ ,J ( : () 

dus 

De waarde van belde integralen bleek orn3fht:rnkelijk te zijn van de keuze vl!ln 

de weg C, died~ punten n en b verbindt. Anders is dat bij je integrael 
der functie R{ z L zoa la ui t de vo lg8ndc· opgave blijkt. 

r I 
Ope;. 1. Bcreken LR( z )ch; en -[,.R( z )dz. Hi.erin is w1 de weg, die het {.lunt O 

' ·-re:chtlijnig verbindt mtt pen p rei:::htlijnig met p+iq" t&rw1jl w2 de oor-
aprong rechtlijnig verbindt met iq en iq recht11Jn1g met p+1q. 



Of Si· 2. BewiJs: 
," ( ' 

i I ff ) ( , )' ' , ~ . 1 Z +g Z .. 0 Z:::: 
I. ' i ,., 
'• 

/r(z)dz+· / g(z)dz. 
I l ,. ~ ~ / . 
'· , 

~. Bewi.,:Js: /af(i),jz::i:ci / f(z)dz 
·[~ t 

als ~ Den. constantc vcorstclt. 
Ttrielotte leide~ we ecn sch~ttlng ~f voQr 

be1ang is. 

Or:.dci:>stel d:::it op W rk f'un2th~ f(z) ·.rol-:!oet aan \ f(z)\; M. Beschouw 

eerst weer een Rtcma:nnsorn S= L.(z1._1,.•·i-z 1,,)f(z\k). 
~ A ~ , 

Dan is 

D ..,, ,:;:-·- \., ,,, ·, e: ~,:::im "'._ 1 .. ··+·1-"'k 
I( I'\. • 

,-··. •C'1,.,· M~ \z. Z I I,,.,-, .,... r 1 "·-- 1 'k • ·1-k' ' - t( .,., ' 

stelt voor d~ lengte van je gcbroken re~hte 
z ,z 1 ,z~,, •• ,z, die~ Lis, wB::ir1n L wed·.::rom jc lengt,2 van W voo1:-stelt. o , .:: n 
Dan heeft r:H,·n 

/ f' ( z \ .~ z l ' l·'-I j A \ j 1..J \ '~ •'l J • , ---
1,.,1 

~ ') ~ c.. Berekening van lijnintegralen, 

Beschouw ctn w2gs~gment C gelegen in het 20mplext vlak, dat bepaald 
is door 

'"'(t)-·v(t) ... -iv(t)• 1 •·· t"-•,..:( t'.,,.i -,t\. - , 1 ,.. .. il J ~.lil.. -'~t ' . .:: ~I • 

De functies x(t) en y(t) warden hier continu jifferentieerb9ar veronder­
stcld. Zij W=U+iv ec.m continue cornph:xe functie van z op C. Wij stellE:n 

ons thnns tot ta:~k om de integrc1nl van w l2ngs C te berekenen, d.w.z. wij 

zullEn voor de re~le en imaginaire delen vAn de integr3al zekere reijlc 
1ntegraalvoorstellingen ~fleiden. 

Bcschcuw weer CE::n riJ vt:,rd;.ling .. m v1 ,v2 , ••• riet lim :.:.. (Vrr,)=0. Wi~l 
m-:i,CO " 

gaan nu de bij een dler verd0lingen behorcnde Riernannsom 
,, 

) (z -z )w(,· ) ~--· k+1 k ;k 
~ «· <) . 

vervormen. Deze som is nl. geliJk □ on 

r--- (xl{+·1-x1JuCk)- ~~_. (Yk+1Y1c)v(~;·k)+1{~- (xk+1-xk)v(r k) 

+ i ·1-: ( y k + 1 -Y k) u ( j k) • 

We bepalen de limiC;t vnn :50 eerste der vier sommen in de l8:1tstc formule. 

Voor de andere drie vindt men op snaloge wijze d2 limiet. 
Wegens de middelwaard,2.stclllng van dt: re~le analyse vindt men dat de 

eerste som gelijk is 
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waarin ! k • een geachikt gekozen in het interval (tk,tk+1) gelegen punt 
1s. Voor deze som kan men ook schrijven 

rk=(t)t.rk 1 -(~)t.rk 

Wegens de continu!teit van gf in het gesloten interval (~,f) bestaat er 

een van t onafhankel1Jk getal t, zodanig dat \ (t>t -(*)t \< [., ., 21 
zodra I t.,-t2j<,s. 

Daar de f1Jnhe1d der verdelingen v1,v2, ••• tot nul nadert beataat 
er een getal N, zodanig dat de fijnheid van Vn kleiner is danJ. 
zodra n; N. Beschouw nu Riemannsommen voor zulke verdel1ngen Vn. Daar­
voor geldt dan lrk\<t, zodat een der termen der Riemannsom voor zo•n 
verdeling gelijk is aan 

waarin 
\Rf <f\f u(~ k){tk+1-tk)l f SU 

hierin stelt U het maximum voor van de continue functie u(z(t)) in het 
ges lot en interval (o< ,13) • 

Gaan wij thans in (1) over tot de limiet dan vinden we links de 
gezochte integraal, terwijl het rechterlid tot lim1et heeft 

f ju ( z ( t ) ) ¾t d t , 

waarmee de gevraagde herleiding gevonden is. Men heeft dus: 
_,s 

1· (' j w(z)dz= 1 (u+iv)(x 1 +iy 1 )dt, 
w QI. 

waarin in de integrand in het rechterlid onder x' en y 1 wordt verstaan 
dx Q;L resp. a£ en at. 

Toepassing. 

Kies voor W de eenheidscirkel met vergelijking &=cost; Y=Bin t; 
0<tl27r. 

;:;::. m 
Zij w(z)=z (m geheel en~ -1). Dan heeft men 

,;r 

/zmdz= /( cos 
W' 0 

2rr 
t+i sin t)m(-sin t+i cos t}dt=i/ (cos 

2W ~ 

•1 /{ cos(m+1)t+1 s1n(m+1)tjdt=O. 

Voor m= " -1 heeft men daarentegen 
11( 

[ ¥- • / ( cos t+i sin t)-\-sin t+i cos 
I} 

2r 

t )dt= / 1dt•2 ,r i .. 
I' 
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·Opg .. 1. Zij gegeven een willekeurig punt"; ~ o. Le.at de verbindingareoh_; 
te van z en O d€ eenhe1dscirke1 in een punt a anijden. B•reken na d• 

integraal / dJ , waarl n de in tegra tieweg v,m 1 via de eenheielsoirl<el 

naar a loopt en verv-olgens rechtlijnig naar z. :Bereken deze integru.l 
ook, indien men eerst van 1 rechtlijnig naa.r het op do re~le ae gelegen 
punt I z! loopt en daarna vandaar naar z le.nge een cirkel met de ooreprong 
tot middelpunt. 
Op5. 2. Zijn a, b enc drie punten, die op een weg W ligsen~ dan pldt 
voor de integratie lange W 

b C 

} f(z)dz + / f(z)dz = 
·a b b a 

C 

Jr f(z)dz. 
a 

Opg. 3. Bewijs J f(z)dz = - f f(z)dz, we.ar bij de beide integralen 
a b 

wordt geintegreerd langs eenzelfde weg W, echter in verschillende rich-
ting. 

Hoofdstuk IV 

IntegraalstelliP:en 

§1. Integraalstelling van Cauchy. 
Zij Geen enkelvoudig same:n.hangend gebied. Beschouw een gesloten 

in G gelegen weg W. 
La.at f(z) een in G analytische functie voorstellen. Deze functie 

f(z) is dan ook analytisch, dus continu, dus integreerbaar op W. 
De integraalstelling van Cauchy zegt nu dat onder de genoemde voor­

waarden geldt 

f f(z)dz = O. 
w 

Wij bewijzen de stelling eerst voor het geval, dat Ween driehoek 
is, daarna. dat Ween veelhoek is en da.aruit tenslotte voor het geval, 
dat Ween willekeurige gesloten weg is. 

Allereerst besohouwen wij dus een in W gelegen driehoek D. Onder­
stel dat de langs de omtrek .I::. van D genome:i integra.al van f(z), niet 
gelijk was aan nul. Dan gold i / f( z) dz \ = p > 0. Door de .middens der 

A 
drie zijden van driehoek D met elkaar te verbinden, ontstaan vier con-
gruente d:riehoeken D' ,D" ,D"', Div, resp. met omtrekken t/., bi.ti, cf..;1, t:/,"'. 
Op grond van opg. 2 en opg. 3 der vooraf gaande § heeft men els bij elk 
dezer driehoeken de integra tieweg dezelfde orH!ntering heeft, 

ljt(z)dz \ + \/ f(z)dz \ + \jt(z)dz \ +} jf(z)dz} ~ P~ 
t:/ 1::.- tl' 1/"' 

zodat zeker een dezer integralen in absolute waa.rde ~ t is. Die dr::t•'-
driehoekt voor welke de integraal van f(z) la.ngs zijn omtrek, abeoluut 
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genomen~ ~ f is, noemen wij D1 en z1Jn omtrek 6 1 • Ui t D1 krijgen we 
door verbinding der middens van de zijden zeker een driehoek D2 (met 
om trek A2 ) , waarvoor 

l{r< z)dz I) ~-
Zo voortgaande vinden we een ri j driehaken D ~ D1 , D2 ~ • • • (.met omtrekken 
resp. D , .6 1 , 6 2 , ••. ), waarvoor geldt 

.ljf(z)dz)~ ~. 
~- 4 

Evenals bij het bewijs _der stelling van Heine Borel is het duidelijk, 
dat de overeenkomstige hoekpunten van de driehoeken D,D1 ,D2 , ••• een 
puntenrij vormen, die een limiet ~ bezit. Het is duidelijk, dat het 
punt S gelegen is binnen of op de omtrek van elk der driehoeken D,D1 , 

D2 , ••.. Deze driehoeken· liggen geheel in G dus $ ook. Daar f(z) in G 

analytisch is, is f(z) analytisch in~ zodat bij een willekeurige ge­
geven positieve Seen O te vinden is met 

t f(!):f~~) - f'(~)[< £ , zodra lz - 51 < S (en z ( G) 

Derhalve f(z):f'C<'j)+(z-~)f 1 (<'5)+(z-~)0£ , waarin 101<1. ]aar elk der 
driehoeken D,D1 ,D2 , ••• afmetingen heeft, die de helft zijn van die van 
zijn voorganger, bestaat er een getal N zodanig dat Dn geheel binnen de 
◊ omgeving van~ ligt als n ~ N. Voor n ~ N het·.ft men derhalve 

jf(z)dz = j f($)dz + / (z-$)f'())dz + j (z--S-) 0 f, dz, 
Zl"" ~,q, 2::,.., ~..,., 

dus wegens enige reeds bekende eigenschappen van integralen 

= 0 + o - o + c lf ( z-~·) 6) dzj. 
:6-'?1, 

De laatste integraal is wegens de schattingsformule van de integralen, 
absoluut gene.men, ten hoogste gelijk aan 

1 • .max I z - ; I- s n, 
z €fj.,.., 

waarin s de lengte aange8ft van de omtrek van D. Derhalve vindt men n . n 

dus p < 
--.; 

s~ 
=€. ~ 2i::::n' 
men het willekeurige getal ~ < ~' dan is hiermee 

s 
een contradictie gevonden 

Derhalve jf(z)dz = O. 
t:. 

zodat de onderstelling p f 0 o onjuist is. 

Is vervolgens de integratieweg W een veelhoek V, dan is deze door 
diagonalen, die geheel in het inwendige van V liggen, te verdelen in 
driehoeken. Iangs de omtrekken ~ 1 ~ 6 2 , ••• , 6. n van elk dezer driehoekon 
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D1 ,D2 ,.,. ,Dn integrerend met een vaste orientatie heeft men 

/f: z) dz = 0 ( k = 1 , 2, ••• , n) , 
~I< 

dus na opte~ling vindt men wegens het wegvallen van de integraal over 
twee rechten, 

jf(z)dz = C. 

die in tegengestelde richting worden, doorlopen, 

V Beschouw tenslotte een willekeurige enkelvoudige gesloten weg W, 
gelegen in G. Er bestaat dan een getal~ zodanig, dat alle punten op 
afstand~ ~ van W verwijderd, geheel binnen G liggen. Beschouw al deze 
punten, die een, zoals men gemakkelijk aantoont, gesloten deelverzame­
ling D van G vormen. Daar de functie f(z) continu is in G, is zij uni­
form continu in D, d.w.z. bij elk getal E > 0 is een getal € te vinden 
zodanig dat Yoor elk tweetal punten z• en z" in D geldt, 

I f ( z 1 ) - f ( z") f < ~, zo dra I z 1 -z " { < 6 . 
Hierbij stelt L voor de lengte van de gesloten weg W; het getal O is on­
afhankelijk van de keuze der punten z' en z". 

Om nu_/ f(z)dz te bepalen, kiezen we op Ween aantal deelpunten w 
z 0 ,z1 ,z2 , •• ,,zn = z0 met de eigenschap, dat de gebroken rechte 
z 0 z1z2 , •• zn_1 zn, die wij C noemen, geheel binnen D ligt en verder dat 
voor elk punt z op W, gelegen "tussen" zh en zh+1 , geldt \ z-zh I < 6 
(h = 0, 1 , ••• , n-1). Dan heeft men als ./ en J resp. integralen voorstel-

len langs delen van Wen C 
( W) ( C) 

zh+1 zh+1 

= f / { f ( z )-f ( zh)} dz - / { f(z)-f(~~dzl ~ 
zh zh 

(W) (C) 

zh+1 zh+1 

f / f ( z) dz - / f ( z) dz } 
,zh zh 
(W) ( C) 

~ ft L( 2 h' zh+1) + ~ I zh+1 - zhl ~ f L( zh, zh+1) 

Dus n-1 

\jf(z)dzt =I jf(z)dz - j f(z)dz,~ ~L. L(zh,zh+1) ~ E. 
\,./ \,J C h=O 

Hieruit volgt het verlangde resultaat dat voor een willekeurige geslo-
ten enkelvoudige weg W de integraal / f(z)dz = 0 is. Voor een wille­
keurige niet enkelvoudige weg W is0de stelling ook juist, want men kan 
deze beschouwen als som van een aantal enkelvoudige wegen. 

Uit .de thans gevonden stelling leiden wij een belangrijke eigenschap 
af. 

Zijin een gebied G de functie f(z) analytisch. Beschouw twee wil­
lekeurige in G gelegen wegen w1 en w2 , die beide twee punten a en b 
verbinden. Dan heeft men wegens het bovenstaande 

f f(z)dz = O, 
w 
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waarin Ween weg voorstelt, die in a e.anvangt,langs w1 naar b loopt en 
van daar langa W~ = -w2 naar a gaat. Derhalve heeft men 

f t(z)dz = f t(z)dz 
w1 w2 

zodat de waarde van de integraal / f(z)dz onafhankelijk is van de lig-

ging van de weg, die a met b verbindt, mite deze geheel in het gebied 
G gelegen ie, waarin f{z) analytisch is. Bij gevolg definilert de inte­

b 
graal J f(z)dz 

a 
een eenwaardige functie F(b) van b, waarvan de waarde onafhankelijk is 
van de keuze van de in G gelegen weg, die a en b verbindt. 

Wij bewijzen dat deze functie F(b) een analytische functie van bis. 
Daartoe beschouwen we een vast positief getal t. Daar f(z) in b ana­
lytisch, dus continu is, bestaat er een getal O, zodanig dat 
ff(b')-f(b)I<£ is voor elk punt b' met lb'-bl<o. Dan heeft men 

b' b b' 

F(b')-F(b) = / f(z)dz -/ f(z)dz = / f(z)dz, 
a a b 

waarbij we in de laatste integraal de integratieweg rechtlijnig mogen 

kiezen. Wij vinden dan b' J' J' 
/ f(z)dz - f(b)dz { f(z)-f(b)} dz 

F(b_'.~-:._Fi.El _ f(b) = o , b ___ = _b ____ _ 

b'-b b'-b b'-b 
De absolute waarde van het laatste lid is ten hoogste 

lb' -b I· max If ( z )-f ( b) I < C. 
1bl- b1 " ' 

zodat wij vinden dat de functie F(z) in b analytiech is, terwijl boven­
dien blijkt, dat dx~z) = f(z) is. 

Tenslotto vinden we nog dat voor oon op een integratieweg, die de 
punten a en b verbindt, analytische functie f(z) geldt 

/ f(z)dz = F(b) - F(·i). 

Immers 1!rucerlid en rechterlid zijn beide f·.mcties van b en hebben resp. 
tot afgeleiden f(b) en F'(b) welke functies identiek zijn. Derhalve is 
de integraal, afgezien van een van b onafhankelijke constante, gelijk 
aan F(b) en door de keuze b = a vindt men dat die constante gelijk is 
aan -F(a), due dat de beschouwde integraal gelijk is aan F(b) - F(a). 

Van de eerste gevonden integra&latelling geven wij thane enige toe­
pasaingen. 
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§ 2. De residuenstelling. 

Beschouw een gesloten georienteerde enkelvoudige weg w1 ? gelegen 

binnen een gebied G. Zij w2 een eveneens gesloten enkelvoudige weg, die 

geheel binnen w1 ligt en dezelfde orientering heeft als w1 • Als een 

functie f( z) analytisch is in G9 h·eeft men 

f f(z)dz = if(z)dz. Imrners door het 
W1 W2 
aanbrengen van een tweetal verbindings-

rechten ab en cd van de wegen w1 en w2 
ontstaan twee gesloten wegen abW2 cdW1 a 

en aW1 dcW2b binnen en op welke f(z) ana­

lytisch is, zodat over die wegen geldt 

jf(z)dz = 0. Na optelling vindt men 

ui t deze beweringen d, 

f f(z)dz - / f(z)dz = O. 
w1 w2 

Het is duidelijk, dat de bewering ook geldt als men niet weet of f(z) 

binnen w2 , maar nog wel dat f(z) op w2 analytisch is. 

Opg. 1 • Bewi j s ./ ~ = 2 rr i, waarin C een willekeurig gesloten posi tief - 0 z-a 

georienteerde weg is, die het punt a in zijn inwendige bevat. 

Beschouw thans een aantal gelijk georienteerde buiten elkaar gelegen 

gesloten enkelvoudige wegen w1 ,w2 , .•. ,wn. Zij Ween gesloten enkelvoudi­

ge weg met dezelfde orientatie, die de wegen w1 ,w2 , •.• ,wn in zijn inwen­

dige bevat. Dan geldt voor iedere functie f(z), die analytisch is binnen 

W (maar binnen w1 ,w2h··· ,wn niet analytisch behoeft te zijn) 

ff ( z) dz = )- ff( z) dz. 
w G w~ 

Voor het bewijs verbinde men W met w1 , w1 met w2 , w2 met w3 , ••• , Wn 

met W door 11 kanaaltjes 11 en merke op, dat het verschil van linker- en 

rechterlid der te bewijzen betrekking te schrijven is als een som van 

een aantal integralen genomen over gesloten wegen, waarop en waarbj_nnen 

f(z) analytisch is, zodat elk dezer integralen volgens het bovenstaande 

nul is. 

De zojuist bewezen s~elling wordt de residuenstelling genoemd. Zij 

leert ons de waarde van }f(z)dz berekenen, zonder dat binnen de geslo­

ten weg W de functie f(z} overal analytisch behoeft te zijn. Is nl. f(z) 

slechts niet analytisch ~n de punten z 19 z 2 , ••• ,zn, dan is de integraal 

gelijk aan de som van een aantal termen. De eerste ie afkomstig van 

_/ f(z)dz, waarin c1 b.v. een cirkeltje met middelpunt z 1 voorstelt 1 

C 
wlarvan de straal zo gekozen is 1 dat geen der punten z2 ,z3 , ... ,zn gele-

gen is binnen c1 . Men noemt de waarde van de integraal 2~i J f ( z) dz 

wel het residu van f(z) in het punt z 1 . C1 



C., een 
I 

is. 

G 

-· 2TT i r£: 
l . .... l 

e 

z~n is. 

t van f 

bes 

een 

nu 
s) 

G 

van 

1 voors lt 
aan 

' 
z) 

I~ 
1-

waarmee 

i G 
f n)(z) en men 

i, 

t 

t men 

s 1 

21 

) 

C en 

voor e 

in G 

St(:;1-

Da.ar-

en 

' €-1 ) 

d-



n! 
- ~?Ti 
f(s) 

(s-z)n 

/, f(s~+1 ds = 
c1 (s-z) 

nf(s) lj. ds = 
( ) n+1 . s-z 

Wij tonen aan dat elk der in het laatste lid optredende integralen 
willekeurig klein is. Immers men heeft voor de ))e integraal 

I_.= j f(s) ( 1 _ 1 )ds ~ 
~ ( )~+1 ( )n-~ ( )n-~ c1 s-z s-zm s-z 

_jf(s)(z-zml{(s-zm)n-v-1+(s-zm)n-•-2 (s-z)+,.,+(s-z)n-•-1}ds 

-01 (s-zm)n-v (s-z)n+ ' 

dus, wegens de bekende schattingsformule, aangezi~n lz-zml< £, js-zl= r 
en 

I s-zml ~ I s-z I - I z-zm I ~ r-½r == ½r 
1 j M lz-zml (n-1 )rn-'l}-1 2rfr ..;. M lz-z_m1.2n-\l+1 (n-V) 1T 

I 1 v ~ (½r)n-\'! rn+1 - rn+i > 

is, 

waa:r-in M de bovengrens van lf(z)j op C is. 
Zi j gegeven een vas_t posi tief getal E. . Tioor het getal €.. 1 op pas­

sends wijze alleen afhankelijk van de vaste getallen n, r~ Men£ te 
kiezen, vinden we voor I z-zm I .C:: min( ½r, £ 1) de rela ties 

\ I"\) I < ; ( -,j =0, 1 1 ••• , n-1 ) , 

waaruit volgt, dat de afgeleide 

drukking 27p,! J. f(s) 1 ds. 

9~f(zl bestaat en gelijk is aan de uit­
dzn 

i C (s-z)n+ 
Stelling. Als in een gebied Geen functie f(z) eenmaal differentieerbaar 
is, is zij oneindig vaak differentieerbaar. Immers, als de functie f(z) 
eerunaal differentieerbaar is in G, is ze aldaar analytisch en dan bestaat 

I. f(s) ds 
( s-z) n+i 

genomen over een in G gelegen weg W die z 
V~lgens de vorige stelliag bestaat dan de 
besohouwde 1unt z. 

in zijn inwengire bevat. 
uitdrukkiM d f z) in het 

dzP 



Stell in , van Morer&. Ala <iert :t;1:r.ctie f( ~: )/· r, een gebied G de eige-ohe.) 
hea:ft dat ,loor !ill. ~slo·ten v,eg W geldt ... !(z,)dz = Oi is :ij in elk 
""' 1r·~ .. ,,.1 .. , ,.,, e."1°1y~·1a,..·r· W J,.-'-~-- ,! V '1/~,l.l.. ,x . "'•"~ \.: ._,. ~. ; 

J!_;; .. wije: Eeechouw de integraal ./ f( s)th:, ,.,,1arbij ge~n-teg;reerd wl1"dt le.ng& 
(,.en wilJ..ek,,urige in G geJ.<,·f';fH'l zoweg. die het punt ~o 1ne·t een willck:o:n.1rit 
J·tmt z van G verl'.>indt. Daar vool' it!dttre in G gelfigen integratiewe4 van 
zO na.a::r z de j_n-tegraal dozelfde w•10.rde bezi t, ia de •e.ard.e van de int•­
rreal ~ r~onls w1 j ?''i'.i.eda we ten i ean ~enwat1.rd:i ga ane.1yt:isohe :func tie :F(z) 

van z* d:ic de eige:.neche.p be:;z,it; dat Jt'(z) :s:: f(z) is. Voor de funoti.t F, 
di:.: dus ovf;iral tn G ane.lyt:l.sch is? geld t de v,)ri~"6 etellin~:, d:ttt ~egt, 
dat aJ .. le, ,:tJe1£:riden van 1? in z 1Jesta.E1.n .. Dus bestaat in elk pi.q.t '"at1 G de 
:runctie ~' derha.lvt: wagena F1 (}:) = f&z:.); bezit :f'{z) in elk -punt 
van G tend~afgeleide, die g.::il.i.jk is aan. ~, zodat f(z) in G analy­
tisch is. 

dz 

Wij ::ien di.ls, dat in 1::Jenze1f ~e geliied h~t nulzijn van eep. :1k:ring­

int~graal" vtin f( z) en het a.nalytiach zijn ya:n f( z) aequivalente begrj_p-

(' 

'➔ t~. !'oepa.seingen van de residut:ns t1;:1lling. 
' ~ 

Om j f(:z.) j:;: in bepaa.ldti ge;vall12:n te b 1::rtktmen, beef)houwen we ht;t 

geval datwf( z) overal op en 1:dnn(;?'l di gtsloten integratieweg W analytiach 
h.:,halvc in een punt a. Wij ondtr,:tti:.illen I,chter da-t aldaar wel de fun~;i.c: 

1-'(z) ::: (z-1:,.) f(z) analytisch L3. De fu.nctie F(z) :!..a verder ook ove::a.l 
f lders Gl) er. bi.nnEin W a.nal.ytis ch I zodat :1itm he ,dt 

1 /·,. .... (,., \ 
lr(a'i ,.: ~ r ~ dz,_ 
~ i t:. 7r J. j z -e. ' 

l 'V 1 I ' 
c1us ~J f(z)dz :=, F(a) =).iru.?(.~) =-.::).im __ (z-Ei) f(z). Het restduvian 

<'- I! 1 'f '-'--+ cl, ,., - 8. 

1 f(z) i.n het punt ais dus onder de beschouwde voorwaarde dat (z-a) f(z) 
-; •· •• ·1 ➔·i h -1s g l1'·i 1• i1'"Yl ,.,,.,1 t,,._a\ f 1z) .•. r d. a.na .. _,_y ·'~-sc_ -~ __ e ._,;,. ~ ~.4 :t .. ~;,.'\_,., ., , . \ ., • 

Tot~assing. Bereken 

( l ~j' .... !,-,.!:::'..1 Z ~-,: z- ) 
IL;, - • 

· b' l ' 4 .. • ., • t f( ) 1)aar h•.:t enigE- ·,:1nn0.:u 1 zi :.::. , g1.;J.t,gu·. s1.r..guj,J.er~ pun van 2, = .. 
::::: ~ het uunt z:::C is <:;n daar in z=O de f 1 .. mctie zf{ z) = 

~ t ,.,1( 35 analytisoh :i.s, h(eft men 
~-G.) ~- ( 

1 77 i 
, • ( ~ ~~..,. -"'51" :.:: 2 -;-r i 1 ini-, ( z-2 Hz!. J J ; -,- • 

: :"i n11 Z Z- AJ-.)) f: --t V :> 
tZI ~ j ~- Bt:rt:ken ;· dz (- !7Ti) z(z-''1'z-3J . lzl ;2i;--~- Bereken 

I dz ( ") \ 
"z"t'2't --- . \ "- I 

j,;1::::4 z z-2,~-j 
~- Bereken I ~ da . (81Ti) 

lst=4 -
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Etm one.loge methode l~··H rt on:.:: d.;; wnarde van de integre.al 

f dz • 
lzf:2 (z ... 1) (z-4) 

'-!\:t ..::rd go binntn de integr,::.titfwcg (~,~~~1c:-: i::.rg.ilje:-e P'.l,ll'", is· t•'l, In d::.t i~,unt 

is tchtur de met (z-1) verr.HmtcvuldJe;d~ int1;1grand :t(z) ::::: ~ 
"'I ( z-n ( z-4 ) 

ni;:.t, ana.l;ytis,,h. De.ar I<'{z) ,::: {z-1)' :f(z), wel overal op en binnen 

Dus 

O ... e. 4. 

nwn vi.ndt 

,~an we ui. t van 

.F*(i) 

/ f(z)dz -
lzt =2 

zod:·a c voldoende groot is. Volcens hat conv~rgentiebeginsel van 

C'an".)fl'' bestaat dan lim :i'(b) • 
., b -+(P 

O::P s Reni.:,,. dat 'f f(x)dx t~estaat .. wua:rin f(x') en g(x',, "veoltermen - ..: ► ' • ,,,. • • .,_,, J .-.:;i ..1' .,;:r-:;:r- 71 Ci t:.)\ A/ 

1.r, x 11;)orateJ.:Len eri de graad van g(x) t<::::n;iiinste 2 hoger is dan die van 

f(x) t0• 1 ; i'(x) re"'r n"OQ. ·,unl-e'' >c bi:•zit 
Opg. ~-~_B;w~js.~ d~~ J ;,; (~),~x ~~~st.aa-t,' als er een vast getal x0 bestaat 

a. j 

zodB.nig da t voor alle x > x0 de c0nti nue functie (P ( x) voldoet aan de 

voorwa.~trde dat x" 'f (x) begrensd is t w9.,~,rin A -;t._ ;en natuurlijk g~tf:l 
. ..,. . . t , " . , . .,. '!" dx ..,. , d I 1.s. h.eren w1J erug t.o~:. ae nereKen1ng van .i. == X ~• ;:~en v1.n ·; 

, X +5x'+4 
door ::le substJ.tuti.e x. 1 == -1: dEit 

a , J dx d ~ = ' rj t us 
-o::> X +5:x +4 

I==il~ 
-ro x +5x +4 • 
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T,13sr.,houV! thane een gesloten integratieweg W • die beataat ui t h~t inter­
val (-r{, N) der x-e.s en het in het eera'te er.. beede quadrant gele,en 
deel C va.n de cirkel lzl:.: n. 
Men heeft 

Op I ~I= 

1 1 I 
max ~ .., \. 
Zt' c\~"'+5z"'+4 1 

bij voldoende p;rote N. Dua max 41 2 
z E C I z +5z +41 

2 
~ :l°' dus 

N 

lj dz ~ 21T < E 
1c z4'.+5z2+4"" -;! ' 

nl~ N voldoende groot wordt gekozon. 

De enige punten binnen N waa.r 4 ~12 niet analytisch is, Eijn 
z +::,z +4 

z=i en z=2i. Het residu van deze fu.nctie in :.:=i is 

lim z-i lim 1 1 

(z2+1)(z2+4) 
= 

(z+i)(z2+4) 
= '6'I z-.i Z-+i 

~ 

en in Z=2i is dit 

1 1 lim (z-21~ lim = 
(z+2i)(z2+1) • - m • 

Z➔2i ( :i + 1 )( z +4) z-+21 

;'.Ien vindt dus 
CD 

I i J dx _ i ;· dz = 
-CD x4 +5x2 +4 - W z4+5z2+4 

01'6• 7. Bereken 

J dz 
-oo z2+z+1 

Opg. 8. Bewijs 
CD 

J 
-oo 

dz 
(z-i)(z-2iJ = O. 

9. Bereken 

/ dz 
0 z4 +2z2+1 

cf) 
~2-~. 10. Ber€ken J :f.:'dz. ( ¼ 7T V2) 

-oc z +1 

( 1 1 = ½ 21r1 or - m> 

Or,,ct. 11 • Berektn\ het vEirschi 1 van dt integralen 
...... ~ .,.,,, -t«>- lc. 

j dz en / dz 
-«-+ z3+1 -eo-··i ~:.3+1 , 

-was.r·o!j \lt een rel'lel geta.l ".roorste:i.t. 

'1T 
- l'2"· 



Q-r:g~. Bereken voor relHe a en b :i.nteg:::-a2..l 

0--,1· 
-· :.• ? • 13. Bereken 

co 

1· 
0 

dx 

( ( 2a+b) 17" ) 
2a3b ( a+b) ~ 

( 1 . 3 . • . 2n - 3 ) 1T ) 
D~ ... 2n-2 · 

Hoofdstuk V. 
Heeksen. 

§1. Algemene eigenschappen. 
Beschouw een puntverzameli~g Vin het complexe vlak. Onderstel dat 

op V oneindig veel functioof 1 (z), r 2 (z), ... gedcfinieerd zijn. Als er 

v0or elke z in V bij ieder gegeven positief getal~een getal N te oepalen 

le;, zodanig dat 

jr(z) - {r1(z) + r2(z) + ... + fn(z)}l<E zodra n~ N, 

dan zegt men dat de reeks 

( 1) ~ r, ( z) = r 1 ( z) + r 2 ( z) + .•• 
~ =1 

convergeert en f(z) tot som heeft. Men schrijft dan wel 

f(z) = r 1 (z) + t 2 (z) + ... 

Het convergentiebeginsel van Cauchy zegt, dat de nodig en voldoende 

voorwaarde voor de convergentie van reeks (1) is, dat bij iedere posi­

tieve E voor elke p de uitdrukking 

fn~1 (z) + fn+ 2(z) + ... + fn+p(z) 

:1.r. absolute waarde kleiner is dan £ , zodra n grater is dan een eventueel 

van£,, z en van de functies r 1 , r 2.,, .. afh3nkelijk getal N. 

Het is duidelijk., dat deze voorwaarde nnritg is, want er bestaat als 

·:ie ree\.r.G ( 1) tot de 1 imiet f ( z) c:onve1 6 ,_,,c:::i. ':,, bi j gegeven pos i ti eve E. een 

~et2l N zodanig dat 

:Cc!l'hc'llve i3 zeker: l e 
I V='l 

nntuurliJke p, dus 

I n I . E ~~ fv(z) - f(z) < 2 is voor alle n)> N. 

fv ( z) - f( z) l <... ~ voor 2.J.le n > N en willekeur:l .. ge 

n.a •M'.J:, .. w;:, R,..'nR .l.;;; oo!r voldoende. Beschouw nJ . de variant 

Sn(z) = r1(z) + .•. + fn(z). 



ZiJ gegeven een positief getal E. Dan is er een getal N, zodanig 

dat 

(2) l Sn+p(z) ·· Sn(z)\ L... E (p geheel en positief) als n ~-

De getallen Sn+p(z) (p = 1,2, ... ) hebben dan de eigenschap dat ze alle, 
absoluut genamen, kleiner zijn dan . 

max{ \sN(z) I+ f , !s1(z)I J ls 2(z)I , .. ., /sN_ 1(z)lf 
en vormen dus een oneindige begrensde verza~eling, die volgens de stellin1 

van Bolzano-Weierstrass tenminste een verdichtingspunt bezit. Onze bewe-
, , 

ring is aangetoond, als wij laten zien~ dat de verzameling precies een 
verdichtingspunt bezit. Dit is evident, want waren er meer dan een dus 

tenminste twee, die wij a en b noemen, met a i b, dan was er bij ieder 

getal N3 een getal n> N8 te vinden waarvoor geldt 

lsn(z) aj < la)bi 

en oot'. ':jen getal m) N met 
s 

dus boven 1eder getal N8 waren getallen men n te vinden met 

I., ( ) , ( ) / > I , ! la-bl !a-bl la-b! Sn z .. Sm z . a-o ·· 3 - 3 ··- ·-y 

in strijd met (2). 
Definitie: Geldt voor iedere gehele positieve n de relatie 

!rn(z)!!S Fn(zL 
CX) CX) 

dan zegt rr..en dat de reelw )__~ fr> ( z) de reeks) .. F1, ( z) tot majorante heeft 
v==1 \l=1 

00 CO 
Men s ch r i j ft we l > f)) ( z ) ~ ~- f- F 'v ( z ) . 

\l ='1 )) =1 
CD 

Defi nit ie: Men zegt dat de reek:::; C fv ( z) al"Jf" c~ 111nt convergeert als de 
co v =1 

· reeks L \ f-v ( z) \ eveneens convcrgeert. 
V =1 

s~~lling. Heeft een reeks ~en convergente majorar.ce 3 dan convergeert zij 
zc1f absoluut. Imrners bij elke E> 0 is een geta.1 N te vinden, zodanig 

n+p 
dat C Fv (z)< f.. voor alle p > 0 en n ~ N, clut, 

\' ::-::n+1 

voor alle p > O en n ~ N. 

Geyolg. Als een reeks absoluut convergeert 3 co,:vergeer-t zij. 
00 

Voor een convergente reeks 2 fl,! ( z) merken wij nog op, dat 
)} ='1 

n~-:\:o fn(z) = O, 
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Ir·: t'v(z) ... f{z}!< ~-~ .llS p > p 
! Y •1 I 

D~rlu~l Vi:: lcv(::T't ( 4-) 

• n . 
I r { z ) - ~-- r { i ) I ,·: 
I L..--• I' 

n > N, onct.fhankel1,ik 
' 'If ,, ,-; ' 

~:.i.:~r.g; j~,t;1,l t. de :r•, .. :k,• 

con·.,;(!rf:_,enti..c am j0rantt: 2.= 
>/ ,-.,; ··j 

1.n V cveneens unLform. 

co 
;;::.~~- f )' ( x.) in E.1 .. ,n Pl.mtv,::rzam~ling V e-cn 1.1n-U''orm 
).I ,:::1 
1\1 (z)r dan -:,onv(:t•g+::t-:rt de oo:rapronl-rc.11,il<.e rA~ki, 

lrnmers voor elke natuu~lijke p ~n elk0 € > O heuft men v0Gr ~edtr~ 
r, > N, waar•v1,j N om1fhankcl1,;t: ls van z 

In het bf::i::;chouw~1e geval weten wij u1.t ecn v(,orgaande r.ta111nt 
o:::i 

de reeks L f.., ( z) in V evencens cJbso1uut conve:::-gent is. 
',I ~~1 n 

dat 

Gevolg. ("MAi?st van Weie:rf,tra~:,a 11 ). Geldt voor een reEiks L f Y ( z) in een 
> ~ ~=1 

gebied G de r~lati.e 1r.,, ( z) I~ Mi; voor alle V ;":. N en is L M)I convergent, 
~ \1•1 

dan ts 1::i:1 r·::.E;~r~:.L_. fl> ( z) absoluut irn uniform convergent 1n G. 
V ;;;::·1 

Stelling. iilu (;;}.l{ der funetit.':'. I\, ( z) in een puntverzameling V continu is 

,m Hlti de reeks ~ f,., ( z) ;..n V uniform convergeert tot een ltr:11et f ( z), 
\l ""1 

dan is de runctie f(z) in V evenecns continu. 
Bawljs. Men heaft 

f(z) - r 1(z) ~ .. ~ r0 (z) + rn(z), 

wa:ar1n voor e:lkc z in V g,cldt jrn(z)J<'.. ~, als n) N(E, ). 

BcJ~houw e~n willekeurlg punt a 1~ V. Da~ geldt dus oak lrn(a) j < %, ale 

n > N(E). D~rhalva 

I f ( z ) " f ( 0. ) j = I z= l f\/ ( z ) • f ~1 ( :.:. ) } + r N ( z ) - r N ( a) { 
• '"#;;:, 1 ( 

N . 
~ C \ f ~ { z) .. f., ( a) \ + \ r N ( z) t + I rN ( a} I . 

v =·1 

Daar fv(z) in V continu is> is 

\r~(z) - r)l(a) I< !if1 ... 

,.. 
_n:, jr:-a!<O.,, 

(' 

waarin het get.al (\, 8fhangt vt:-:n 

Voor I z-a I< 6 rv::t:d't m.:n1 dan 

de getallen e, 3N, a en , Zij min 6~1:< J. 
"I :;;.1 J ,..,.ff . 



E E .:· 
11 f t z \ -· r ( a ) I <. N ...:::... .,. :.. .;. ~ 

\ r ... f . t 3N • j. _-,>' 

r 
ZO{fr.!'l I z-s I< () 

,:lut\ f(z.) is t"'("ntinu in het vmt ,, van V. 

N.IL 11''.. . .i hebben bi.J het bewtj~1 v,.Jt, d~ze t1t~lHng r:lechtt, geb1•u1k i;!,1::'\'V,e: .. t 
,,.,:;n :::ie t;r:int..Lnu~teit van de i'unctic~i f\l (z) in ne ·::·ngev.u1g v~n eer1 :1unL s. 
-. ·-.t•· v 1,e z i€:n dt.:.!3 dfjt f( z) ,::,1r:l l.nu is 1 n elk punt a van V. W!VH' c1•?. fu.nc~ 

i: ~ •·. e: r ( " ) ... •w· 1 • nu ~ • ~ ·n " ' ( •. • .. . ... )>" \ .f., l ..,,_, \...J .. ! ... }.,,. 4.,. ,,\. -J "" 

V,::;;''GE:r rrkxkc-,n wl,J op, dr~t a.1:.; we e,"n afge~lnten ~eelvf.:r-zawel1ug D van 

.~ t.e:~ 1 ,h.-:,l1wf:::r:., di<.? a in haar inwendige be•;:st . ., de !'unctles f._{z) in D ·allo 
r-

, , n t f. o rrn :· ir.t:l.nu 11:iJn, duf, Jar. if het getal o voe::' ,)Jle punteir-.. a van l) 

r • ..,t..;e lff,e t(:: m:men, zodat dan f ( z) in D eek uni form continu is. '11rouwene, 
-i';. " 1"'L•'· ,, .. ,,. "881'"""' a0 ~· w~ ,•' •·we""•""'" a-~ J.'l,,) •• , u "Ont··•v,o, ~6 clus fiw) ·, .. t l• "f ~JJ.r_) · .... .,) . ..,,ft'{ u. . ,.A.;~\., 1 c-11..-, J.. f., L'l'.~ .t,,'t,,,•tt .:;, • •. • t \..,. .L1i v ,,Jc..,, .,,lL11.,,4 J.. tJ ... \ G,I 

'...,.l'f 7 i !"'in 
~--'_ ... •': '·~ B0~ch0uw een r•lj van 1n een puntve~z~meling V con~inue func-

t,,,. :·"(zL ,,.(z),,., Laat de r·i.,j l.n V uniform converreren tc1 t ~.:·n L.~· 
! C: 

,._~t ~(~). Ziv Ween w1llekeurige in V gelegen eindige we~. Dan n~ef\ men 

'H<-wi 1,, .Gsar e 1 .. k d~:c functie:J r,.(z) in V conttnu is., is eU: der fun(;tles ::.:;~!_.. lf _a'.l 

.. n V1 ch., 1~\11.gs W, ~nLegreerba8.!' Darir de ree\cs L f'II (z) unifor'T:1 comrer-
Y "'1 

ge2rt 1 ta de som f(z) erv1n continu in V, dus in V (derhalve langs W) 
.i. nt•.~J)'eerbiia r·. In de te bewi j z,,m btitrekk1 ng bentaan dus alle integraJ. en. 

,;m d~ betrekKing nu a&n te tonen, scl1riJven we 

.l)tlS 

1· 

I 
J 
w 

"' , \ , -
1 \ S j (lt·) 

n r C l 
i ,,.,. .. 

"'' i ! V ( S) (1$ 

V =1 "';, 
,>;} 

r + / r (s)ds. 
... .l n 
w 

~~ mer~en 0p rtat de laatste lntegraal bestaat 1 daar die een lineaire 
c ,)l:·.b .: n,,t ~.0 1 ', v :::i.n i'::t:n fH.nt a 1 ln ';c:_Y,,r·n1en, die, zoal::; wi J zo juis t opmerkten, 

~ec~n:1 de uniforme 

l~1:.-ef t rnen. lr(z)l.:::...f. 
l t1 ' r 

conve 1 •g.;;;nt 11· der reel-cs~ i"' (z) in V, due op W, 
V =1 l) 

al: n ~- N, w:-urrtn N onafha;.kelijk is vaa z. H1er1n 

:: ::: e(~n w1.ll-.::1.;:-.:.v·ig g,..•gevel'i positief getal, terwijl L de lengte van de 

,,,, A voo1'otelt, DerhaJ.ve is 

I ,~ I ~· 
I / !\ ( s ) da l < .... . L . ~· ,1 . L ;: £ ·' 

w 
11H:'.:tr1nee de bewerlng is aan.getoond. 
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Ale elke term der 1n een gebied a uniform co•vergente reekR 

in O analytisch 1s, is dat ook het geval met de sum der reeks. 

r~~~r~ men hee!t sls Ween w~llekeur1ge geslote~ weg 1D G voorstelt 

j r, (s)ds == o 
w 

{)) • 1.,2, .•• ) 

Jr(s)ds .. {!:_j"r"(s)ds • o. 
W \) - 1 W 

Dus wegens de stell1ng van Morera is dan f(z) in O analytisch. 
',l1J merken ver·der nog op, dat elke term van onze reeks, wegens het ana.-­
lytisch zijn ervan, px differentieerbaar is. Ook t(z) is analytisch in G, 
dus p X d1fferent1eerbaar. Wij laten nog zien, dat 

dPf{ z) - ~- dPr.., ( z) 
dzP ~ dzP • 

Immers men heeft voor een w1llekeur1ge in O gelegen gesl•ten weg W, die 
hc:t punt. .. in zijn 1nwend1ge bevat, 

( 4) ctPr( z) • M j f(a} ds • /#r {:_ / r.,(s) ds, 
dzP .,,. W (s-z)P+1 .,,. \1=1 W (s-z)P+1 

f (s) 
a2ngezien de functies v p+1 voor elke sop W analytisch z1Jn en 

( s-z) 

c:.::;ngi:.'lz:·! ,.;n de reeks .~ r,., ( ~:1 op W unifo1·m convergeert tot de som 
( ) '1=1 (s-z) 

f s • Voor h.::t laatste lid 
(s-z)P+1 

1n ( 4) 1<an 1o~n nog schrijven _t: dpf:t ( z~ 
Y =1 dzP ' 

w ~a.rmede de L8wering ao.ngc tuo:1t: ; r, 

)§ 2. Machtrtc!::h-!n. _ 

Wij gaan de in i 1 t:•;V0'!'ld\;.'n • t;;rnltPt;t'n toepassen op het geval, dat 
~· -1-f )I ( z) """ av_ 1(z-z0) , zodat wij nu reeks1::n beschouwen., die de gedaante 

~ y 2 L- a)l{z-z0 ) = n0 + a1 (z.z0 ) + a2 (z-z0) + ••• 
\1=0 

b~~itten. Dergel1jke reek~en noemt men machtreeksen. 
-~~e1ling. Als eE:m machtreeks convergeert in een punt z1 .,,_ z0 ., dan 
convergeert deze voor iedcre z met lz-z0 1 <. I z1-z0~ 
Be~iJs. Daar de reeks in z1 convergeert, is elke term begrensd., due voor 
alle n geldt lan(z1-z0)nl< M, 
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De l~atete reeks 1s een meetkund1ge rc:eks met reden \ :-:~ I< 1, zodat 
d<J reeks ~ ay(~_.z 0 )" <:en convcrgente moJorante bez1tJ w9armee de be­
wering bewezen 1•~ 
qevolg. Als een reeks ~ a.., ( z-z 0 )" d ivergc..-ert (• niet convergeert) • ~o 
in ~en punt z1 , dan divcrgtert deze in ~lk punt z met \z-z 0 \> l z1-z0 ), 

~ant g~steld dat de r~eks in zo'n punt z convergeerde, dan zou deze 
WHgens de zo juiat beweu:n stelling ev(:neens convt:rgeren in ht:t punt 

z1 , w~t ev~nwel niet het g~val is. 
WiJ verdelen nu de re~le g~tallcn in twt:e klassen A en B. De 

klnss<.: A bevat alle gt-:tallen a waarbij een z te vinden is met 
n < I z-z 0 1 , zodanig dut de reeks L a)l ( z-z 0 t in z convergeert. 

v-o 
D~ klasse B bevat ~l die getnllen b met de ~1genschnp, dat tr 

-.:en g~tnl z beataat rnE,·t I z-z 0j Lb, zodan1g dat die ret:ks in z d1ver­
gecrt. Op grand van h~t bovenstaande is het duid~lijk, dot ieder ge­
t1l 3 uit A kleiner is d~n ieder getal b uit B. Men ziet verder on­
~iddellijk in, dat elk re~el getnl in een der klnssen A of B moet lig­
s~n, ~fg0zien van t~n ~oogste l6n re~el getal R. Dater geen twee 
verschillendc vnn derg~lijke get3llen Ren S z1jn, is evident, want 
zij R < s, dan is R zo, dnt voor 1ec3f.:re z met I z-z01 > R de beschouwde 

reeks niet convergeert en voor iuderc z met\ z-z 0 1~s deze reeks w~l 
R+" c0nvergeert, zodat b.v. in het punt 2v de reeks teg~l1jkert1jd wel 

en niet convergent zou zijn. Onze kl~sse-1ndel1ng definieert volgens 
Dedekind een re~el get~l R, dat wij de convergentiestraol van onze 
reeks noemen. Voor it.:dcre z met I z-z 0 l ,R convergeert deze dus en voor 
1cdere z met \z-z~ < R d1vergeert deze. In hoeverre de beschouwde 
reeks op de cirkel I z-z 0 1 =R convergeert, loten wij thnns buiten be­
schouwing. Je cirk~l j z-z 0 \= R noemt men de convergentiecirkel van 
onze rc~ks. Er binnen conv~rgeert d~ze dus en er buiten divergeert de 
r~cks. Er kunmm z ich, ciongc zien R.) 0 is, de volgende geva llen voor-
·:1 ocn: 

1°. R = o. De rteks converg~ert dan ncrgena behnlv~ in z0 zelf. 
2°. HLt cindigc getnl R is ~rote~ don o. n~ raeks heeft een gebied 

vnn convet>gt.:ntie en .JCn gebied vrm div1;;rgc:ntie. 
3°. R = ex:,. De reeks conv0rgcert don in hE::t gehele eindige z-vlak. 
Het is duidelijk, dat in dit geval de klassc B lceg is. Wij merken 
noG op, d '1 t (h; conV(.' rgc·nt it: binnen de: convergentiec irkel nbsoluut is. 
Inuners zij z willekeurJ.g mE:t lz-z 0 1 '-. R. KiE:s een g1;.:tr::il z' met 
I z '-z 0 1 < R en I z-z 0 l i.. 1 z 1 -z0 \.. Onze t't:!eks convergeert dan in z •,. dua 
1:.;lk1.; t0rm n0 (z' -z 0 ) 0 is nbsoluut gt:'nomcn , M. Derhalve 

o✓-, I n J "'° I n z-z0 n I C'-) \ z,..z0 J n 'L. an(z-z 0 ) = L an(z'-z0 ) (z'-z ) I<< ML z'-z·•) 
n-o n=O o n•O o 

en de laatste m~Jorante convergee~t. 
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00 

StP.ll1mi .. Is de cort•iergent1estrasl R van de reeks L. an(z-z0 )° elndig, 
n-o 

d.::n cotrv~rgeert deze reeks untfo:r.m op elke a!'gealoten begrenade deelver• 
z~~meling D van het 1.nwendt.ge v~n de convet'f!;ent1ec1rkel. 
BewiJa: Allereerst merken w1.J op, ds:it er een get;"Jl ,: <. R bssteJt., zodan1g 

d:-.• t: vogr leder• punt d ·nrn D geldt I i:l-zc I~ :a,-£d 
Onderstel n.1. dat 1~:r ntet een zodanig punt a te vlnden was. Z1J 

z.1,zt~'... een blrinen de c:mvergentiecirkel gelegen rij metlz0 -zkk\z0 -zk+1!, 
tdie 1.~onvergeert na.:-ir een punt p vfrn deze ctr.kel. Bij iede-re zk be::stsat dan 

eer, in D gelegen punt dk met I dk-z,) > \zk-zcJ • De r1j d1 .,d2 ., •. • 1 ge:.gon :l.n. 

de :? f :je::, lote:-, verizi~mel tng D, bezi t tenminste een in D gelegen verdich­

t1ng!:lpunt d, dat binnen d(~ convergent1.ecirkel moet 11ggen. Cndat Deen 

deelverzrmeling la ven de verzameling I z-z 0 !< R heeft men ld-z0 }- a£ R. 
Dus er beJt~at bij iedere positieve £ een getal N, zodanig dat voor n> N 
geldt Id -d 11< E , \jus j' d -z l<. s+ £. Kies nu £ <- l(R-s). Voor tille vo.ldoen-, n n o. . 

grote le echter hebben wi,j l zk-p I< f. d~rn I .~k-zo I> R- £, due voor s lle 

voldoende grote k ge2dt I d,,-z~ .. ! > R- £) s+ £) \ z1.-z I , waarmede een contra-
t\. ,._,, I". 0 

cictie is g,e·.ronden. «Jr bestaat dus een get.al a ""- R met f d-z,0 l ='= a voor alle 

d 1n ~, q'.ize reeks L-,., a ( z-z ) n heeft dan de in D un1forin convergente ma-
~ lz-z \n~u n o 

Jor::rnte L M ra-z 0 , n . H:ler1n voldoet het getal M aan lsn{a-zo)n\< M; dat 
n=O o 

iit getel M bestaat, weten wij op grand van het felt, dat de oorspronke-
lijke ree~! ins (welk punt binnen de convergent1ec1rkel lag) :onvergeert. 
N .B. In het gevg l d3t R = C<l, weten w:ij het bestaan van het getal a direct 

op grond van het felt, dat D begrensd is. 

Hoewel w1 j ir1 het bovenstaande het bestaan van een convergent1estraal R 

he:bben ,•P.ngetoond, geeft de gevolEde methodeo9ns niet de w::iarde van R. Om 

deze te vinden, beschouw11.m wij bij ae reeks L_ a (z-z )0 de rij getallen 
0 n o 

·--· )~ n"" n;:--:-
1 a 1), ! a1L \/ I ri2L \/la3I' ... ' \;Ian\, ... 

Zij R = 
1 -----n---. Wij laten hierbij de gevallen~ dat deze limiet 0 

"'\\\ ,; I .r. :..m sup / 1 a i 
0: ()() ts, tee; in d tij geva llen is R resp. 00 of O. Voor voldoende grate 

, n;;- 1 
e < 1 de relatie Via~ <n( 1-e )' n h02ft men dan voor ~lk~ positteve 

I nj ! z-zol n 
due ar/z-z0 }' < n n' aus 

R (1-£) 
~ r-- iz-zJ n 
L- r~n(z-zo)n< <. L- (~(1- )) . 

oc ncQ n=O 

De reeke L,_ a ( z-z )n oom,ergeert dus voor r.: lle z met I :z-z0 l ~ R, il)me.us 
n ... Q n o 

de ma jQ_?'ante' convergeert voor I z-z01 <. R, omd8t e le I z-z0j < R is, een PaSi-

tieve € te vinl(en is, die voldoet aan I z-~0 1 < R{ 1- E. ) • De convergentie­

etraal van once reeks is dus ~ R. 
Anderzj.,,Jds Qiver-geert an11e reek-a yc,)t":i'r alle z met ..l.s-z0 !) R. Immere uit 



\ n.1.- 1 
1111 sup v tanf • Yr volgt, d;;t ,·oor ee.:n oni1nd!.ge deelr1J a0 ,~n , ••• der 

1 2 getallen a 1 ,e 2~·•· voor voldoende g~ote h ~cldt 

I n I nh r---
\Jfa~~ - t <.. ~, duo \ilanJ > ¥, 
l n I (1-E:)jz-z l n .. 

:.i ( z-z ) h > ( (), ) u > 1, 
dus 

nl.. 0 I ' fz-z 1-R 
als fllr~ar E. kle~.r. gt:noeg ;:;e~:ozer: w•::r~t (n.l. E < f z~z 1 ). Omd?t dus 

0 
nlJ.m00 ri 0 (z-z0 ) 0 Io, zal de reeks L an(z-z0 )n dus voor gcen -tnkelt. z raet 

n""O 
I z-z0 1 > R con\'ergercn, w~:-it bij c,,nv0rg~nt1e is J_!.m00 an(z-z0 )n • 0. 

Onze reeks di vc.,,:-geert d1,.3 voor a 11(;; p•Jnten z met 1 z-z0 1 > R. 

Dt:? cor..,:ergenti.t:?straJl is dus Ju~st ge11Jk aan · 1 ~ • 
lim' sup I a 

D,,t het gt:drag vrr eon rteks op de conv-=?rgent1ec1rkel zelfnonbepaald 
is, bli,jkt ui t d,:; v::,lgend.:: drie voorbi;;elden, waarin de eonvergent1ec1rkel 

de cirkel lzl = 1 is. 
oo n 

De reeks C z ia voor. g'-, ·~ ,.mk(; 1 punt Ger cenl'h:i1dso1rkf:l convet'-. 
n=O 

gent, wnnt tn een conver-gente reeks nadert de algemene tu,n tot een l1m1et 

nul, maar 11m lznl • 1, dus 11m z0 -, O. Bij de reeks L. f heeft men 
n_.c,o n-+e<> n•1 

voor z • +1 de divergente harmonische reeks, maar voor z • --1 krijgt men 
,;,,,o n 

een eonvergente reeks. De reeks C :V heeft voor elke z op de eenheids-
0¢ !Ji:=1 n 

cirkel de convergente reeka.L_ ~ tot majorante en convergeert dus abso­
n ... 1 n 

luut en uniform voor alle z op de eenheidsc1rkel. 
Een eigenachap, die v9ak gemakkel1Jk voert tot het vinden van een 

convergentiLstraal is tl&:> volgt~nd& o::gi:Ntn door d 'Alt,mbeTt a 

Stelling. Ala de reeks L an(z-zo)n de eigenschap heeft dat 11m\rl-R 
n=O n➔0r0 n+1 

bes ta at, dan convergeert ziJ voQr l z-z0 ! <. R en vogr I z-z 0 I> R divergeert 
zij. 

Bewijs: Z1J E een willekeurig positief getal. Voor vol4oende 

;an I 8 ~;1 !< ri"( 1+ E ) dus voor elke z met \ z-z 0 l <. R heeft men 

an+1 (z-z 0 }n+11 lz-z 0 1 {1+€) 
a ( z-z )1 1 < R • n o 

lan+h(z-z0 )n+hl lz-z0 1 (1+ e) )h 
a ( z-z )n < ( R · ' 

n o 

gt'Ote n geldt 

dus 
~ t,·. (z-z )n+h <C. < la llz-z ! n J:= ( I z-zol ( 1+£ ) )h 
L-- n+h o n o R 
h•O \i-E 1{1+€) h•O 

en els men e:. zo klein k1est, dat . 0 R < 1 is., den convergeert de 

laatste rH~s, dus ook de oorspronkelijke. 
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Verder heett men ala al weer e: een :;:,oei tief getal < 1 voorstelt 
\ f an+1 J 1 voor voldoende gro~e n ¾ > ~(1- £). Gesteld dat de gegeven reeka in 

een punt z met lz-z 0 I> R convergeerde. dan convergeerde zij abaoluut voor 
iodere z1 met R < I z1-z0 1< I z-z 0 1 • ~'ien had dan 

( ) n+ 1 I , ( ) n+h I an+1 z,-zo ,z,-zol s.n+h z,-zo lz,-zol h 
. a ( z -z ) n > Rn - t J' due a ( z -z ) n ) ( R{ 1- t)) ~ 

n 1 o n 1 'o 
(>Cl 00 r fz,-zol h 1 ~ f 11 I 1 

i--- (R{1-t )) << -, t-,---1nL- •n+1 z-z0 n+ • 
h=C . an z-z O h=O 

dus 

010 

\ lz1-z 01 h 
zodat ook de reeks l__ <tn- £ ) ) in z1 zou convergeren 1 maar als men E 

h=O I z,-z I 
klein genoeg kiest, is R( 1- ~J > 1, zodat die reeks dan divergeert. Hier-
nade is de bewering bewezez:. 
Opg. 1. Bepaal de convergentiestraal van de reekeen 

oo 00 00 00 00 

L'°" £. \ Zn ; r· nlog n zn. \ .El ZnJ L nzn 
- n> L loo- n - 'L_ n lo• n n=1 n n=1 r.;, n=1 n=1 n n=1 c:> 

§3. Ontwikkeling*van analztische functiee in machtreeksen. 
Wij bewezen reeds, dat een uniform convergente r••ke van analytis<:he 

functies een analytisrh functie voorstelt. Daar d~funct1es an(z-z 0 )n 

voor n = 0.1~ ... analytierh zijny stelt de reeks L. an(z-z 0 )n in ieder 
n=O 

afgesloten deelgebied van het inwendige van de convergentiecirkel (in 
zo'n deelgebied convergeert de reeks n.l. uniform) een analytische func­
~ie voor. Men heeft due 

()(.'I 

f( z) = L,. an( z-z0 )n 
n=O 

is analytisch in ieder af geslot~m deelgebied D van bet gebied I z-z0 I ~ R. 
Eeschouw nu verder zo'n deelgebied D. Wij weten verder, dat daarin gelat 

00 00 

f'(z) =L nan(z-z 0 )n-1 , f"(z) =L n(n-1)an(z-z 0 )n- 2, enz., 
~o ~o 

due 
f'(z 0 ) = a.1 ; f"(z 0 ) = 2!a2 , •• .;f(m)(z0 ) = m!¾i•···, 

derhalve 00 (z ) n 
f(z) =) -zf f(n)(z) (rE:&ksontwikkeling van Taylor). 'n=Q n. o 

Hiermede is voor een analytisohe funotie in elk punt biun,en de oonverpn­
tiecirk~l de formule van Taylor gevonden. 

Wij zitin dus dat iedere convergente machtreeks in een afgesloten 
gt;bied een analytiscl'B fu.nctie voorstEit .. Ook het omgekeerde is wu.r, n.l. ·. 
dat een analytieche funotie in zeker a::tge•loten gebied door een maoht• 
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r~eks voor te atellen is. 

B~echouw n.l. eon in een ge~i£e G analytische functie f(a). Zij • ~•n 
punt van G. Zij C 6en cirkel met 11li(i'lblpunt z0 c.n atraal r) die et,he'-tl 
binnen G. ligt t:m zij z eE111 wilJek~urig punt van C. Dan h~e:f't men volgene 
Cauchy 

.:x, 

De: rc..~ks L 
n=O 

£W.. 
s-z• 

dus 

(waarin M de bovangrens van I f(z)j op de afgesloten verzameling C voor­
st~lt), als N voldosnde groot g~kozen wordt. Dit getal N is onafhankelijk 
vans, de convergentie is due uniform. Derhalve kunnen wij integratie 
en sommatie verwissel6n en vinden dan 

1 ~ rf(s)(z-zo)n 
f'(z) - ~L- ,- de -

- c:TT:i. n=O "'.':; (s-z )n+ -
oo n o oo n 

= L (z-z~) n! _/ f(a)ds =) (z-z?) f(n)czo), 
n=O n. ~ C (a-z )n+i ~ n. 

0 
waarmee de b~Wbring bew~z~n is. 

Db vraag is nu of mcer d~rg~lijke ontwikkelingen mogelijk zijn voor 
&EH. analytische functi&. Hierop g.;;eft ons t::en antwoord de 
Identit~itsstelling van machtre~ksen. Ale voor zaker gebied G dat z0 be­
vat een analytische functie t(z) two~ ontwikkelingen 

00 00 

f(z) :L_ an(z-z 0 )n = L bn{z-z0 )n 
n=O n=O 

aczit, geldt an= bn voor n = 0,1,2, •••• 
BbWi~sz Door z = z0 te uemQn ziet men direot~ dat voor n=O de bewering 
juist is. Onderatel thane, dat men reeds weet, dat an= bn voor alle na­
tuurlijke • < N. Dan heeft men 

00 00 

~ an(z-zo)n =~ bn(z-zo)n 

voor alle z in G, dus 
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Beecl:ouw than.s fH:in rij bin.nE>n ~(:in r :!.rki;.il f ,;-z0 f = R analyti.sr.he 
funcal;:Js f .. (zL fn(zL •.• Laat op '='lkt afR:.:;~l.o-t.en d• ... d.Vt:ir:?1?.milling D 
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he1:cft :m.-Etn in D 
CX) 

f 1\' z,) = J ank( z-r- ), K 
n ·--·- · o k:::O 

dus 

( n ~-

fl'ot.,pas·:iir:S. Op t.,U· a.fg(.SL'ltf,n dt.,:;lgobi,:d D 

voor dus voe!' ~lkti z in :D f;t:l.dt I z I< t~ < 1) 

i'~~ f" { ,.. 1 i~, • 1 f ,,._ ( z) 
rt:::::1 

- n \ .,.; / "' !;, I i: \ 

Dus f(z) 

van d,.: .;.;-ar.J11:;idscirk':l'l (wear­
b0srJ10uw~ me::n de r0eke 

O,') (.."',() 

1 ,, __ ...... < L 1 2 
)-

an = t----n 1 J -n I 

a - n=1 ,$-a n=1 

zodat dj.1., r..,•.;;lrn un:i.for:m :i.n Il convbr,£;.·.c:rt i;ot t:t-r. limi1:;1t f(z). Yoor dez1::t 

functie f( i~) geldt in :D, r·H::g·,ms 
00 

,,,n \ t"' 
fr1( z) = -!:'..- = L !i u' 

"' n t-1 1-z == 

de botrl:3kking Ci() c.c; ex: 

f(z) =) L gtn =t 
~ t:1 m:1 

Ond•..1r a.,$ i'nnctie r(n:i) = L 1 v1::1r!Jtaat men set aante.l delsre van het 

gots.l 1.11. 
t !m 
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voor O < r < R. I;r :ts du.s et0tds "..:t..1n richting vanui t het punt z te vin­
den. wuarvoor in Z""'k•~r,'i omg·ev"'nJ.· v•·n ,. ,,.,e,d+ i.,,(,.,,) 1' 'JI'( )I H? 

' Q "' ~ ·• "' .J. •.• :.-0 ~, ... ·~ I"" ..., f.,"jJ. .z0 • l~f'm8G 

is de stelling b6wezan. 

Hoofds ti~k VI 

At:alyti ac~~e ,.':!_'2,_0_,£_t ~-e~ ~:_ing. 

I:ndien men de waarde van een willeheur1 ge fun~tie geeft :1.n esn ein­
dig aa:ntel :punten var.1 het (,oinplexri vlaic 1 h• deze daR.rdoor in het gehelo 
platte vlak nog niet vnstt;elegd. Zelfs als n11:in de funi:rtiewaarden b. v. 

op het f,egmen·~ (O, 1} van de relH':I as voor.:chrijft, ligt de fun(~tie even­
min varrt;. f nders word t di t, al.:i men 1c;,,::.n :le functie speci.ale voorwaarden 
oplcgt. Zo is b. v. een goLele 1·r. tlonale fvnctie van de 3e graad reeds 

v 11;:1tgelet;d door haar wasrden in .1 1·H.mtP.n. : :r: een continue func+,:ie, ge­

geven op het !:legnHn-1.t (0 1) k;1n in de omr:twine; -van d:i.t segment niet '1!17:ille­

keurig gekozen warden. 
Heeft men te doen reet 0en annlytianhe functie, dan is, moals wij 

zullen zien die vrijlteid van keuze nog geri~ger. Zo is b.v. de waarde 
van een op en binnen de eenheided rkBl ana1yt ieche functie in een punt 

z binnen die cirkel vastgelegd donr de ~aarden der funntie op de een-
heidsd.rkeL Inn:1er~3 volt'.'€n'.i f'r,.,J.cty e,eldt jn ~o 'n punt z 

,·· 
1 (f: 

f(iz) ::; ~ ~/ 
,:: ' . 1 ' ' -1 ' 8 I ::c i 

In d.i t. verband bewijzen wij het volgendE: belangrijke theorer:m: 
Identiteitsstelling voor analytische functies. 

Bas chouw 2 functies f ( z) en rsC z), die beide analyti •3ch zijn in een ge­
bied G. Als in iedere omgeving van een punt z 0 in G e1:;n punt gelegen 

is, wa.a.r de beidc functies f(z) en g(z) gelijk zijn, dan zi.jn die func­

ties in het gehele g~bied G gelijk. 
Voor het bewijs beschou:wen we :lE: grootztE: cirkel met middelpunt z0 , 

die gehtel in G ligt. J3innon deze bezi tten f( z) en g( z) reH,ksontwikke­

lingen. die in zoveel punten dezelfde waarde bezitten. dat zij volgens 
d1:;1 identi tei tsSH.:lll int van me.chtrteksen, in elk punt van die cirktll C0 

d&z&lfdb waarde bezitten. 
B._,schcn.rw nu t:cJn vlillekeurig punt z van G en Vf.:rbind di t door een ge-

. h~el in G g~lee~n weg W met z0 • Aan de topologie ontlenen •~ het beataan 
van ee!'.1 poaitief eetal r .. zodanig dat de efetand van W tat de rand \1en G~ 
ter 1~ den r. Wij verdelen de weg Win gedeelten door punten 

z1 , z2 ••• 1 zn.-1 , zn= z zodanig dat elk der wegsegmenten 
(z 0 ,z1 ),(z1 ~z2 ), ••• ,,(z11_ 1 )zn) een lengte bezit die< r is. Beschrijf 
met he't punt z.k all! mi.ddel1rnnt een cirkel 8k ~ die geheel in G ligt 



(k = 1.2, ••• ,n). De atraal van elke dier cirAola neme men• r, dua voor 
k = 0,1, ••• bevat de c1rkel °t het punt zk+1 in zijn inwend1ge. 

Dt funotita f(m) en g(z) hebben in C0 dezelfde waarden dua ook in 
het binnen C0 gelegen punt 11 en zelfe in Mn binnen C0 plegen OIQCffing 

van z1• Derhalve stemmen f(z) en g(z) overeen overal binnen c1, du.a in 
een punt z2 met sekere omgeving ervan, die geheel binnen c1 11gt, etlll. 
Nan etap}Htn ziet aen dat f(z) en g(z) ook in het oorepronkelijke gege ... 
ven punt z • Zn, cve,:-eenetemmen. 

De methoO. in het bewijs gebruikt, noemt men de cirkellr:eten-methode. 
Wij .,even thane nog een geheel an~er b~l'rijs van dezeltde stelli'fl8. 

B1j di t bewijs zullen 1'ij de p1...nten van G verdelen in goede en niet .... 
B')ede. Wij noemen fUUl punt p van G goed, als f(z) en g(z) in 1e4er punt 
van k tuseen z0 en p overeenetemmen; een punt heet niet-goed ala bet 
niet goed is. 

Evenals bij het andere bewijs gebruiken wij de identiteitestelling 
van machtreeksen, die ons leert, dat z0 een goed punt is. Zij z een wil­
lek&urig punt van G. Wij bewijzen dat z ook een goed punt is. Verbind 
daartoe z met z0 door een kromme K, geheel in G g&legen. Was z geen goed 
punt, dan lagen op K goede en niet-goede punten. Zij z1 het laatete op 
K gelegen punt (van z0 naar z te r~kenen). dat goed is, d.w.z. alle pun­
ten op K tussen z0 en z1 zijn goed. In iedemomgeving van z1 (n.l. op X 
tussen z0 en z1) ligt dan een goed punt z;. Al weer volgene de identi­
teitsstelling van machtreeksen is z1 dan zelf goed, due ook punten op X 
in zekere omgeving van z1 , maar nu gelegen tussen z1 en z zijn goed. 
Derhalve is dan z1 niet het laatete op K gelegen goede punt, zodanig 
dat alle punten op K tussen z 0 en z1 goad zijn, in strijd met de onder­
stelling over z1• Bijgevolg beetaat er geen punt z1 op Kmet de eigen­
schap, dat dit het laatate op K gelegen punt is waarvoor alle punten 

- tusaen z0 en z1 goed zijn, zodat elk punt van K, due ook het gegeven 
punt z, goed is. 

Wij ma.ken ui t het voorafgaande enige gevolgtrekkingen •. 
Stelling. Is f(z) een ~~Em p.nt z0 analytische functie en is f(z) niet 
constant, dan beste.at er een omgeving van z0 , in elk punt wsarvan f(z) 
een andere waarde p f(z 0 ) aanneemt. 

Immers bestond er zo'n omgeving niet, dan was er in iedere omgeving 
van z0 een punt z met f(z); f(z 0 ), zodat de functie in de gehele omge­
ving van ~0 constant is in tegenspraak met de veronderstelling. 

Ale gevolg zien wij dat binnen iedere cirkel om z0 een in die cir• 
kel analytische niet constante functie slechts 1n een eind1g s.antal pun• 
ten eenzelfde waarde a.anneemt. 
Stelling. Zijn de functies f(z) en g(z) analytiech in een gebied Gen 
etemmen deze functiee in een punt z0 van G overeen, en ook al bun atge.,. 
le1den, dan zijn deze funoties in dat gehole gebied G identiek. 

Immers in zekere omgevtng van z0 in G zijn de funoties in maohtreek~ 
sen in z-z0 te ontwikkelen. De ooltficilnten in die beide maohtr•eksen 
stemme:n wegens hot gelijk zijn Vs.!l alls afgele1den van :r(a) en g(s) over-r. 



een, zodat in die omgeving geldt f(z) = g(z). "~gens de identiteit11111t•l­
ling van analytische functies z1jn dan f(z) en g(z) overal in G gelijk. 
Stelling. Is de niet conetante functie f(z) in een punt z0 analytieoh, 
dan beataat er een getal k, zodan1gt iat in een omgeving van 1 0 pldt 

f(z} - f(z0 ) = (z-z 0 )k g{z), 

waarin g(z) r:~na.lytisch is en s(z0 ) j. O. 
Voor het bewijs beschouwe men de ontwikkeling 

2 f(z) = f(z 0 ) + a 1(z-z 0 ) + a2 (z-z0 ) + •••• 

Daar f(z) niet constant is, zijn niet alle colfficilnten a1,82)••• gelijk 
aan nul. Zij a de eerste co~fficilnt, die JO is. Dan heeft men 

, . 
f(z) - f(z 0 ) = (z-z0 ) \ a1 + ~(z-z0 ) + ••• j , 

waarin de uitdrukking tussen accoladen een analytieche fu.nctie vooratelt, 
die in z0 de waard~ a1 j O aanneemt. 
0 telling. Beschouw twee gebieden G1 en G21 waarvan de doorsnede G weer 
t:ien gebied is. Zij in G1 een analytische functie f(z) gegeven, dan beataat 
er ten hoogste ~~n in G2 analytische functie g(z), die in G met f(z) 
overeenstemt. 

1 Immers waren er twee gelijke functiee g(z) en g1(z) 1 dan had men in 
G de relatie g(z) = f(z) = g1(z), maar dan stemden g{z) en g1(z) volgens 
het bovenata.ande in het gehele gebied G2 overeen. 

In het geval, dat.een dergelijke functie g{z) inderdaad gevonden kan 
worden, heeft men de oorspronkelijke functie f(z)~ gedefinieerd in G, 
uitgebreid (analytisch voortgezet) over het gebied G1 '.l G2 • 

Voorbeeld. De reeks 
2 3 1 + z + z + z + ••• 

~onvergeert in het gebied l z 1-C:. 1 en stel t da.ar een analytische funotie 
~oor. Nu stemt deze binnen dit gebied overeen met de functie ,~z· Deze 
laatste functie_ is overal gedefinieerd behalve in het punt z = 1 en is 
due te beschouwen ala de analytieche voortzetting van de door de besohouw­
de reeks gedefinieerde functie. 

Do vorige stalling leert ons nog: 
Is f(z) in een gebied G analytisch en is op een kromm.e K die tenminete 
eon punt met G gemeen heeft, een analytische functie g(z) gedefinieerd, 

. die op de in G gelegen punten van Kmet f(z) overeenstemt, dan is g(z) 
de enige op K te vinden analytiache voortzetting van f(z). Imm.ere beston­
den er meer voortzettingen g(z) en g1(z)) dan zouden op de doorsnede van 
X en G de functies f(z) en g(z) en ook f(z) en g1(z), due g(z) en g1(z) 
overeenstemmen, maar volgens het bovenataande atemmen zij dan op K overal 
overeen, waarmede de bewering bewezen is. 

§ 2. De monodromiestelling. 
Zij Geen enkelvoudig eamenhangend gebied en zij f(z) een in een 

punt a van G gegeven analytische funotie. Indien deze funetie in G a.naly­
tiach kan worden voortgezet, dan is die voortzetting eenwaardig, d.w.•. 



is b willekeurig gt':legen in G, dtin n.-:?.mzrt die voortzetting in b detelfde 
waarde aan, langs 1'elke 1'?eg :r.en ook de oorspronkelijk fu.nctie van a naa:r 
b heeft voortgezet. 

De stelling is ook zo te fon:!i.ule:::-en: Zet men een analytische tu.no-­
tie voort langs •Hnl geeloten ~~rr.t 0u:~ :r-: gal€fr•n in G, dan ii, de wa.arde 

~aarmefi men 11 thuts}un:t 11 gel:i.jic r.;.m" die •,•:n.R!':i'i":e ittrn is vertrokken. 
Voor het bewijs mag men vr: ondcrst'.Jllnn, d~t de geeloten kromrne K 

96l:c :l: ::l- i=,Jesm ,;,::e':rr:b:i1 v :~}:te :.:-·, -,.·ant is hiervo,)r ,ie bewering bewezen, dan 

geldt deze door lim1.etovergang ook voor een w:illekeu:rige in G gelegen 
kromme. Daar G enkelvoudig samenhangend :ie, kan m.en K door di.agonalen 

in driehoeken verdelen, die gehoel in G lipgen.. Gesteld de etelling 
was onjuiat. :Dan moet voor tenminets 6sn zo •n driehoek de stelling ori­
ju1at zijn, d.w.z. gaat men langs de 1.-imtrak van die driehoek rond. dan 

komt men met een endere -waarde tbui/9, dnn T':r:u:1n:oe men is vertrokken. 
:Door nu. de middens der zi jc.en var. 1:le driehnek te verbinden, wordt 

deze in 4 driehoeken verdeeld 1 voor l~n vnn welke de bewaring onjuist 
moat zijn. Dit laatste proces is willekeurig vaak te herhalen, maa:r het 
is duidelijk, dat voo::r zo•n rij van driehoeken een in G gelegen limiet­
punt wordt gevonden, waarin de functie f(z) nA.n niet tteer &nalytiech 
zou zijn. Hiermede is de mor~c:dror:j ·:: 1i;1;;lli.nr 1:twezen. 

Is f(z) a.nalytisch in hat gehele complexe z-vlak met uitzondering 
van d.e ooreprong 1 dan is bij het voortzetten van f(z} b.v. langs de 
eenho·idscirkel het niet zeker, da.t men na e~n omloop in een punt de­
zelfde wa.a.rde terugvj_ndt, ala vmarmede men ie begonnen. B. v. levert de 
intograal 

Z, 
.., .... 

( dw 
f z) = , w' 

1 
waerbij het punt E op de ecnteidscirkel ligt en ge!.ntegreerd wordt in 
posi tieve zin langs deze ei:'kf;l -:.•::-tt"iat men het J)\).nt z voor het eerst 
ontmoet, de waarde i arg z. '•'!{~r vindt dus f(1) = 0 1 maar na een :rondloop 

f ( 1) = 2 rr i, zodat de ui tgangs7.T1,arde van f( 1) en de nieuwe waarde van 

f( 1) ongelijk zijn. Het is wegi:na de rssidt~€.J;;.o~;elJ ing in di t geval 

duidelijk, dat de oorzaak van dit v-srschil er.Kel en alleen ligt aan het 
fei t, da t in O de integrand ( en o,::i:i:.- d;;.s de intcgraal ala men op "at 

voor wijze ook van 1 nae.r O integ!"0ert) niet bestaa.-t. 

i~ ... ") n° <"""?none1,."\..:r;; .. ,_; "'·1 le f'i~'V"lct1· C ,,,.n els <,.~,.,.,..,..: A'''',,t't""""J; ('3.,,,.,.l 1"',!a 4'l''f"ln+i•"' 3...1 • .i..,:;, t;:.,,_K .,.t,,.,_e <Ail, Q o~ .lv ,·~• .... ,.,.,~ ,._..,_,.,\,,,...,. J.~.H••••"-'.c>• 

Wij gt-bruiken thens het begrip analytische voortzetting om &en aan­
tal functiea, die voor reele z reeds bekend zijn, ook voor niet reele 
z te defini~ren. Zo beschouwen wij e.llereerst do functie f(:x) = ex. 
Om deze ook voor complexe z te d.efinieren, merken we op, dat men ui t 
de voorstelling 

x2 3 
ex= 1 + x + '1T'1" + ~ + 

~ : .J ! 
... 

geldig voor iedere eindige reele x in de voortzetting geen vrije keuze 
meer heeft. Men moet wegens de identiteitsatelling van machtreeks$n 



f(z} if~ comp.J..aze. .z definieren als 
oo n 

f(z) = L ~. 
n=O n. 

~ij schrijven in dit geval weer f(z) = ez en vinden dus, dat men ez moet 
defini~ren door de re~ksontwikkeling 

a:, 
Z ~- Zn 

e =L- :;::;,- ' n=O ~.:.. 

-welke in het geheJe eindige z-vlak convergee:i;t. Men ziet direct in, dat 
e0 = 1. Volgens een stalling over differenti~~.3.1 van reeksen 12:eldt ddzcz = ez. 

z1 z2 z1+z2 
Aliereerst leiden we thans af de eigenschap e e = e • Hiertoe 

.,,._ h . . d f t. z+a -z . . 11 k . l uesc ouwen w1J e unc ie e e , waarin a een wi e eur1g comp ex ge-
tal voorstelt. Voor de afgeleide hiervan vindt men volgens de bekende 
regels van differentiijren 

6 z+a9 -z _ 0 z+ae-z = O, 

dus wegens een vroeger bewezen stelling heeft men 

z+a -z C e e = , 

waarin de constante C onafha~elijk is van z. Substitutie z = O leert 
ea C d z+a -z a = , use e = e. 

Kiest men hierin a= 0 1 dan vindt men 

e ze .. z __ 1 , dus z+a ( -z)-1 a. z a e = e e = ~ e , 
geldig voor alle complexe z en a. Uit de relatie eze-z = 1 volgt, dat 
in het gehele eindige complexe z-vlak de functie ez geen nulpunt bezit. 
Verder is ex voo&,alle eindige re~le x positief. Immers uit de reeksont-

wikkeling ex; L. xn~ volgt direct dat voor alle x > 0 de functie ex 
n=O · 

positief is en derhalve is dat ook het geval voor negatieve x, want aaar-
voor heeft men x 1 -x -x 

e:: 00 : e > 0 ~ daar e > O. 

Het getal ez =) z~ is natuurlijk toegevoegd complex aan ez, dus 
~n. 

als men z = x+yi stelt, 

leZJ = ~ = ~ = ~ = \/e2x = ex. 
I 

wegens ex> O. In het bijzonder is voor alle ·•. ~ ""..a.. t i:7, o i reele y c.1-;., •.. s. 1 = e = • 
1 ( iz -i'z) M . . 1 ( iz -iz) en definieert sin z = 21 e -e ; cos z = % e +e ; tg z ~ 

sin 
= cos 
gens 

z enz. en heeft dan voor sin z en cos z 
z 

de bekende reeksontwikkel1n-

z3 z5 
sin z = z - 3 ! + 5 , - • . . . ' z2 z4 

cos z = 1 - ~ + 4! ... ... ' 
die, zoals te verwachten was de analytische voortzettingen zijn der 
reeksontwikkelingen van sin x resp. cos x voor reele x. Uit de definities 
van sin z en cos z volgt door de goniometrische functies uit te drukken 
in e-machten onmiddellijk voor alle complexe u en v 

sin(u~v) = sin u cos v.~ cos u sin v; 
cos(u~v) = cos u cos v + sin u sin v. 

Verder "'liOlgen hierui t voor elke complexe z wegens de belrende formulas 
over de sinus en cosinus van O, .;., 77, 1-i-77 en 2 TT resultaten als b.v. 



s1n{27T+z) = sin z; cos(2TT+z) = cos ZJ 

s1n(7T-z) = sin z; cos(-z) = cos z. 
De eerete twee dezer formules drukt men wel uit door te zeggen, dat d.e 
functies sin z en cos z elk de periode 211 bezitten. 
Opg. 1. Bewijs tg(77+z} = tg z; sin2 z + coa2 z = 1; ain(f -z) • cos 1. 

Wij kunnen due de bekende theorema'e uit de goniometrie ook voor cov.­
plexe hoeken gebruiken. 

De enige nulpunten van sin z zijn de bekende relle nulpunten. Immera 
bij z = x+iy volgt ~it sin z = O, sin z = O met de bekende formulas, dat 

sin 2x = sin z coe z + cos z sin i = o, 
due 

x = n -ry· ( n geheel) 
en 

sin 2iy = sin z cos z - cos z sin z = O. 
Nu geldt voor reijle y r (2 )2h+1 

sin 2iy = '1l=o (2t+i)! :::= 0 

en omdat elke term der oneindige reeks~ O is, volgt uit sin 21y = O, d.e.t 
y = 0, waarmede wij het resul taat z = n 7T terugvinden. 
O~g. 2. Bepaal alle complexe nulpunten van cos z en van tg z. 
~- newijs e1z = cos z + i sin z. 
~4. ~• omkering van de expononti~le functie. 
~ Uit de conotonie van de func~ie ex volgt, dater ten hoogste ,,n 

X waarde x bestaat mete = a, waarin a een gegeven positief getal is. Men 
heeft voor a~ 1 de relattes 

e0 = 1 (,ex= a< e8 , 

dus aangezien de continue functie ex iedere tussenwaarde aanneemt, be­

sto.a.t er zeker ~~n getal x met ex = a. Is O <. a < 1, dan baste.at er een 
getal x' met ex'=¼, dus het getal x = -x' voldoet aan ex= a. Het getal 
xis dus eenduidig door a bepaald. 

De elementaire eigenschappen van log a (voor a> 0) achten wij bokend, 
evenals de daarui t af geleide reeksontwikkeling, geldig voor I a I< 1 , 

a2 a3 
log ( 1 +a.) = a - 2 + T •· . . . . 

Het is duidelijk, da.t voor alle z met I z I< 1 de convergente reeks 
z2 z3 

z - 2 + T - ··· ' 
de analytische voortzetting is van de vorige. De analytische voortzetting 
van log( a+1) voor I z I< 1 moet men d&rhe.lve definHiren ala 

z2 z3 
( 1) log( z+1) = z - T + T - . . . , 
waarvoor men dan ook log(z+1) schrijft. 

Beschouwen wij thans de functie 

!f(z) = l w~ • 

Hierbij wordt rechtlijnig van O naar z ge!ntegreerd ale z niet op de relle 
as links van -1 ligt en anders b.v. rechtlijnig van O naa:r i en van 1 
naa.r z. 



Voor alle z ;f -1 ie UJ{ z) rien analytische 
... / 1 

z < -1), want de functie !:P 1 ( 'l.) ::::: z+T b~::atae.t 

funotie van z ( ook voor 
ds.n. Men b&eft verder 

f,C(k)(z) =- ~-)k-1(k-1)!, 
..,1 (z+1)li 

a.u.a wagons Taylor 

t;°'JL W (k) 
(j.') ( z) :: 4--~ z k 

,.I }C;::0 

EiermedE hebben wij de func:;ie log( 1t:,+i) door niddel van d" integra.al 
z 

J ::., , waa:rvan de ontwikkeU.ng voor I z i < 1 overeenstemt m.et ( 1), voor 
0 
alle eindige z-:/-1 gt-&finietrd. 'iiij noer:ien deze functie wederom log( z+1). 

Wij merken verder op, dat de functie 

}.; log(z+1) 
,. .( ) e ', z = ----,,--- ::;: 

: 2>+- ½ 

Ce eigenschsp heeft, dat z 

dus 

/dw 
1 --· w+1 eo 

/ z+1 ·l111(z) = ----
r z+1 

z 
/ dw 

-;;_ w+1 
,/,, u 1r ( z) = _e_z_+ .... - ·- C • 

z cm 
·' 7' ni 

e'"'' 
z+1 

~ 
/ 1:1: J : .. 

e 0 

(,.,.. n2 \ ~+ i) 
= 0 

Wij be:pe.len de constante c door z -· 0 tE! ::1err1en en vinden dan 
' 0 

c = '1//(0) = T ::: 1. 

log( ~+i' Derht~.lve l:i.eoft men e ""' ., = z+ 1 , 
schap e10g u = u, geldig voor reijle 

~e complexe u. Wij merken verder op 

wn.e,rmee voor iedere u /=. 0 de eigen­

u, ook g&ldig blijkt voor willekeuri­
dat los 1,,iv voldoet aan 

0 1og UV log tl 1 0 -~ V log u + log V 
= UV - e e... t~, = e . , 

l7 z2 
on~da t tii t 

'"'1 
volgt 2k~77 i (k reheel) 1 vindt e . = e zi -- z,, + men 

"'-

log uv = log u + log v + 2k Tri (k geheel). 

Hierui t volg-: onmiddell ijk voor z :::: r( cos!/'+ i sin t.p) /:. 0 de rela tie 

log z = log i<fJ r(cos(ti+ i sin_f) = loc re., = i'..? log r+log ~; +2k~:i;:: 
j ~ 

::: log z + iy>+ 2k7Ti :.-:: loglzl+ i arg z + 2ki'TL 

Opg. 1. Bepaal log -1; log(1+i); log i. 
Opg. 2. La.at zien, dat de functie ez = ex(cos y + i sin y) voldoet aan 
de di;fferenti.aa.lvergelijkingen van Riemann-Cauchy. 

Opg. 3. Berekan sin( f + i); tg( "X ~ i). 

Na het voorafga.a.nde i.a de defini tie van z ;:: ab eenvoudig. Voor reele 
a> O en b heeft u:.en z = eb log a Wij geven thans ook voor willekeurige 

a/=. Oen b de definitie 

a.b = 8 b log a. 

Daar log a slech ts mod 2 rr i be: a.ald is, b is n slechts bepaald op factoren 



e~..,,. ib = cos 27rb + 1 sin 2 7Tb 

na. Wij merken nos op, dat men in tegenetelling tot het voorafgaande 
b b 2 

onder e alleen de waarde 1 + b + '2'T + ••• verataat. 
o;es. 4 Bereken d~ ~clttinstc v1t:·,:.rd1. 1 dit1 door i 1 wordt voorge- · 
bteld. 

Men heeft niet steeds abac = ab+c, want 

8 b8 c = 8 b(log a.+2krri) 8 c(log a+21'1Ti} = 0 (b+o)log a+277'1(kb+lc) 
t 

terwijl 
8 b+c = e(b+o)log a+27T im(b+c). 

Ale ten minste ,,n de r getallen b en c geheel 
wl:11. 

is, geldt de formula zeker 

Opg. 5. Toon a.an een voorbeeld aan, dat men niet steeds heeft 

(ab)c = 8 bc. 

Opg. 6. Toon a.an da.t de functie w=za voor z/.O f'.nnlytisch is en ail ~l!dde 
bezit de functie w• = aza-1• 

Voor de functie 
f(z) = (,+z)a = 8 a log(1+z) 

heeft men voor I z I< 1 

f(k)(z) = a(a-1) •.. ~a-k+1) ea log(1+z). (k = 1 , 2 ••.• ) 
(1+z) 

Wij kiezenlim log(1+z)f~ Tr en vinden dan volgens Taylor 
oo (k) oo oo 

f(z) = ( 1+z)a =5 f 1(0) zk =L (a) 8 a. log 1zk =} (a)zk, 
k=O k. k=O k k=O k 

waarmede de binomiaalreeks ook voor complexe a en z is teruggevonden. 
Uit tg w = z volgt 

e21W-1 8 2iw i-z iz = 21w , due = rrz, 
e +1 

~derhalve w = if log i:~. Het getal w is duo een analytische functie van 
z voor z ~ +i, die men bg tg z noemt. 

- i-z Daar log i+z bepaald is mod 21Ti, is w als functie van z bepaald 
mod TT. Wij vinden dus 

1 1-z 
bg tg z = '2'I log r+z• 

Opg. 7. Laat zien, dat deze formulate interpreteren is ale de bekende 
formule van Lo.guerre voor een hoek in de Euclidieche meetkunde. 
Opg. 8. Eereken de afgeleide van bg tg z. 

Uit sin w = z volgt 2iz = e1w-e-iw, due 

e2 iw - 2ize1w - 1 = O, 
derha.lve 

e1w = iz .:t ~, 
due 

w = {- log(iz .±. ~). 
De funotie in bet reobterlid is voor z ~ 1 een analytieche funotie van 
z, die men bg sin z noemt. De logarithm.e rechts is bepa.ald mod 2'7Ti, dus 



ht:,t g~tal w is bepn,~ld 1nod 2 Tf. Overigena hebben de twee gevonden wa.arden 
lW 

vane een product -1. dus hu.n logari1Jm~en hebben eon som (2k-1)7T1, 

dua na.aet een waarde w vindt men zowel w+2k n-1 c.le 71-w+2k rr1, juist 
e.19 bij 1.e re\He omkering d-or tiinu1:;-functie. Wij vi11.de11 dua 

bg sin z = t log( iz .± ~). 
Opg. 9. Bereken de af'geleide vnn bg sin z. 
~- :Bepne.l i~ uit sj.n z = 1{. 
Opt • 11. Yoo:r v113lke waa.r~len vcm z is sin z reijel? 

Tenslotte defini~ren we nog 
z -:f'Ji z -z e -e .., e +e · 1 

sh z = -----; ch z - ~: ttYl z ~ ~h :, cotgb z = ~· 

Op11;. 12. Bewi.j~ dnt de vier hterboven gede.finieerde :tunctiee period1ek 
zijn 011 bepae.l r..un perioden. 

~- Bewi.js dat voor de omkering w = bg eh z van ah z galdt 

log( z .± \/ z2-1). 

Hoofdstuk VII 
Singulieyc punten. 

J1. Gehele transcendente functies. 
Onde:r, eo::1. gehele f1.mctie verstaa t men een functie, die in het gehele 

eindige 00I:.1plexe vlak analytisch is, Zo'n functie bezit de.n een in het 
ger.ele eindige complexe vlak convergente reeksontvtikkeling. Omgekeerd 
is een functie met zo'n reeksontwikkeling geheel. 
Opg. 1. Onderzoek of elk der volgende ft..ncties gl3heel ie: 

z 1 1 sin z e f cos z: -· -: z ' , "'·' .,., ·- e .... 
Ben gehele fu.nctie i8 gfiheel transcendent als haar rP,eksontwik}~eling 
niet afbreekt. 
Stelling van Liouville. J~en begrensde ge~1ele functie is constant. Irnmers, 

laet voor de functie f(z) geldon ,f(z) 1 :... M, dan heeft men voor elke co­

efficient an va:r: hnar r;:;eksontwikkeling 

I 

a : 
1 n1 

= : 1 ( f ( z ~ tiZ i ·-::-' M 
. 2 T i ·( n+ 1 1 , 1-,n 

Z 1 1 

gel dig voor iedere R binnen het convergG:i.tieg~ibted. Di t gebied ornva t het 

gehele eindige z-vl;J,k, due an= 0 voor n = 1,2, ••• , wa1:1ruit volgt 
f(z) = a 0 • 

Aequivalent met deze stelli.ng is de ui tspraak dat een niet constante 
gehele functie buiten iedere cirkel absoluut genomen willekeurig grote 
waarden aanneemt. 

Het is ons thans rn.ogelijk een bewijs te geven van de hoofdstelling 
van de algebra, die zegt, da t iedere veel term van een graad ;?: 1 ten 
minste e6n nulpunt bezit. 

Eerst bewijzan wij dat voor een veel term van een graad n die > 1 is, 
·-

f(z) = a0zn + a1zn-1 + an_1z + ~ 



! I 

voor vold,)ende grote wsard6 van i z ! geld t 

dtlS 

11·" ( .. di > l. I a \ ! r• I n I I. &. ) I li;I l Q' l,,:, • 

~ 4 &8 ~ zo dat Im:.· ., . .;., . ..., ,, ' .. > . .. ,,,. ... _' 

t n k ' 1 • :.:;' 
.,, ... - J ,,,.. I I tl j I,,, I ~-
a, ..i ,~1•-,J:.:"' 

I ,,,- n O ·• 1 .u. • 

"' ' " • t ,i,..,1. 

• Dan is 

i ( ,., ) j' > 1. n 1 ( j' n-1 j j I j I l ,._ I 1 1 n !f ~., _,,.., 1a0 z l - \ a1 z + ••• + 1a:1_1 z +, e.n'J ~ 1J a.01 i!f. • 

·;vij zien d·ua dat cmze veel,erm f(z.) voor voldoen.de grote wa.a.rden ,~ lzl 
in absolute waa.rde boven iede:r·e grens groei.t. 

Or: r'"-Y·-te, ...,,, dat f\',.,\ -,•ea•~ e'"''·el e~na~ ~ 1··• 1 n•·,..,·~ bezat. De fu.nc+ .. 1·.,. 1~,i;; ..... ;Ji J... J.•tJ,, ' -. .. J !5 .. ~.;l.i. .1.•J\,,. - .4,,.,., J..8 J.;,,,,1,....__,t,'"c,.11,.,...,;., , ~ Q 

nh was da:r: in. het gehele e:i.t~dige z-vlak ane.lytiech en is crp grond van 

de stf.':lling van Liouvi.lle Y(h1l' voldoend.e grate i zl willekeurig groot 1n 

eb•rnlute we.arde, in st!'ijd rr.et :~et feit, dat lf(z)\ voor voldoend grote 
I ... 1 001< u,; 7 leke"r-i D' groo+ i 0 t«tJ. ... ,.. -~ lf\\'-- \,A. -o) '-' -..::1. 

Opr.ave 2. Zij f(z) een gehele fu:.i.ctie met de eigenschap, dat f(~) in het 
:e:t.ele eindige z-vls.k begrensd is. :Sewijs dan dat :f(z) een vee!term ia 

in z, va.n een graed ~ ri. 
:Sen gehele f1.,;..netie !.'.:et afbrek.ende reeksontwik1-::eling heet geheel :ra­

tion&al. Breekt de reeksont~ik:·eling niet af, dan noemt man de functie 
ger:..eel transcendent. 
~- Eepaal ~.ran elk aer volgende ft .. ncties of ze geheel of ni.et ge­
heel en raticnaal of transcendent zij~ 

:nn z; cot z+i e-2iz. 
cot z-.1 - ' 

sin z 
z 

Stelling van Casorati-Weierstrass . 
. e1: s·ebele transcendente functie benadert bui ten elke cirkel elke waar­

dE willekeuri& dicht. 
Bit wil zeggen, dat bij ieder positief getal E, ieder positief ge­

~al R, ieder couplex getal c een getal z te vinden is met 

I z I > R en l f ( z) - cl < £. • 

~ij onderscheiden bij het bewijs versc~illende gevallen. 
1°. ~eeft f(z) oneindig veel punten met f(z) = c, dan liggen die niet 
alle bi~nen de cirkel lz! = R (want wegens vroeger gevonden stellingen 
zou men dan vinden f ( z) = c overal bi.nne?1 die cirkel), zode t er zeker een 

punt z me:t lzl>R bestaat, waarvoor f'(z) = c i1:"J • 

... ,o H0 r1~--- -f("') g""e"' ,...,,- ... ,-,,,es+ +'(z) - ,., b"'"'Cl.--0''•·· dan de n1·.,,+ con~tante i::::. '!I -~::c 1 .. ,..., LJJ ,~ ,1.,.., Z',.,,..,;..,J.';.., ;......; ........ li .L ~ - ...__~, Jt;;;i:,'J l.!. 1..,t.~'t . \:;.V _ .. _ ..... 

gehele f~ln.c·tie g( z) = i( z 1-c, dan is er al weer we gens het theorema van 
Ii.01:,vi11e een getal z met ! z 1 > R te v:i.nden, wa:::rvoor geldt lg( z)\ > ~ , 
dus voor dit punt z ge!dt jf(z)-c1<::£.. 

3°. Eeeft f(z) eindig vef:1 :::mnten z 1 ,z2 ,.,. ,zk, waar f(z) = c, dan be­

staen er natuurlijke getallen O! 1 ,c< 2 , ... ,cxk, zodanig dat de functie 

g( z) :; )<=", ~ ( z) (C 0( k 
(z-z1 .:. z-zk) 

in c niet de waarde nul aanneemt en de functie h(z) :;; g(1z) is dan $tn 

gehele transcendente functie, die voor voldoende grote ! zl voldoet aan 



2 I •1Ct E 2', , waarin t":( ::::::X 1 + •.• -+Olk gesteld 
!:- Ct., ·~ .._ . .,,,r11 ~i i i- .,,.1..t{. T ~-N ... ; ~ .... l .,.; •. - ....... 

f( z.) - C < I t'- , 

I zoc:t 

is. Dua 

vocr vo1doende grote I z l. Kiea ve:r,1o!' nog lz! zo groot dat 
0(.. 0(, 

iz z 1 1 1~· z I ir ,- 11 ••• ! .:..- k I 
------- : ,1 -

: z I <t 

(X Q( 

Z, 1 \ 1 [ 1 zk\ k 
zj ... \ · - -t, < 2, 

dan vtr..dt men l :f( z )-r:! f < E. voor de bovenaangegeven keuze van hd, wtu:tr­

mee de stellin€ bo~ezen is. 
Opgave 4. B~paal ,0 1Pn punt z met I z I> 10, "'aa:r'l!oor geldt ez :c 3. 

,S 2. Lat .. rentreekaen. y 

Beschouv1 een functie f ( z), die analytisch is in de cirkelring bepaald 

door :r < I z-z 01 < R, wea:rin r 'Em R tv:ae v:i.1lekeurige relHe getallen zijn 

r:1e~ 0 ~~ r < B ~ co. Wi.j gaan een ontwikk.cJling voor f( z) afleiden, geldig 

i.r. ~;e;;:e (:irkelrinr.r. Kies hiert,:-e voo:i:~ een ,regeven z met r< I z-z I< R twee _, ~ -· 0 

;;:etAllen r~ an b met r < a<! z-z I< b < R. en t,eschouw de cirkels I, z-z I, = - a · o 
= c. en l z-z I = b, die wij C en Cb noeme:n. Verbind t n1en deze door twee · o a 
radi ale verbindingav.•egen. k en k • , dan vind t men ui t de stelling van Caucljr 

ge!!lakke l i, j}: 

Voor de eerste int.ei•-raal r:1c:'.rijven wij 

1 
,,. Cl) rl 

..)( __ f_( __ s ..... 1_' a_s_, -- = 1 / y- f ( s )( z-z o) • 

Cb (s-z )(1 - z-zo) m""I ..,.Cb 'n=O (s-zo)n+i 
0 s-z 

ds 

0 

uniforme convergentie der optredende reeks (immers 1:=:0 1< 
' 0. 

e:i wegens de 
1,.. ' < +r < 1J vinden wij hiervoo:r ~- CD (I) 

ds =La (z-z )n, 
n=O n o 

vmorin 

Op eelijke v1ijze zien wij in, dat Yoor de tweede integi·aal te schrijven 

is 
1 .// f(s)ds 
~ ' s-z 

ca (z-z i(1 - --2.) 
. O' z-z,., 

wegens de uniforme convergentie d:r laatste reeks (immers I:=:~\ <I<1) kt.:.n­

nen wij het laatste lid verder herleiden tot 
m r 00 

)-( )-n-1 1 / ( )' )n ~ ( )-n 
1 _, z-z O 2.,, i ./ f s, {. s-z O ds = L-- a -n z-z O , 
~ ca n=1 

\':as.rin 
1 1 f 1 , ( ) n-1 d a ::: ~ J ,SJ S-Z , S. -n ~,,i C o 

a 



f(z) 

Als :i.ntegratieweg kan men i. p. v. de cirltele Ca. en c0 eeniel:tde bi.nnen 
:1et rtnggi)bied gesloten v•eg kie~'.en, 'ti. v. de cirkel I z-z0! = p met r<IJ< R. 

' I 
;\lle coeff:.ci•~n'ten iri de gevoni1en 1aurentre~ks :1::1.jr, ond1..1bbelz,inni.g 

40 1">!' dr• f'!,1.•···· .. t·-\P. ·t'{z\, !'eu'-l"'~A I 1"'1 on·i-w,-'1.-1,·""·1·i1·.1.••"' .; ... g .. 1 dig "''IOI' ie,'ler ·punt ~.i., ,.,. . ..,, ~.1,,,,..,,..,.,,.,,.,J,«,.·.# ..... ,. _.; •\.•~-1,A,._ •~'..o \!\.,.,il,.,,;,,_,,1,.'-.,__.,,,.., e •i,;;_1, ~.,$., 'I''\.. .,. . ·...,. 

z birmen de rinR: r < I z-z I < R. want bi:i i.eder zo 1 n pi.mt zUn de boven~-~.. I) , ~ - Q" 

hr,~ikte :·etallen a e~ b te vinden. m 

V.'ij 1;1erken nog op, dat d1:11 gevonden reeks L o.n(z-z0)n conve1--geert 
r.::::0 00 

ov e:raJ. bj_nnen de ci.rkel I z-z l = R en dE. reeks f; a ( z-z )-n overa.l o -n o n= 
.,.,.,..; ·♦-€-r A,-, p1·.,..1n•,1 ",,_,, I - r· 7 oda.+ hu•~ som .,,,,e,.,.1,·+ ... },.;nn"''~ .:ie ·►· 111 "'cl1ou-d"' •• ,l..1. 1• •.L U ~ ., • 1.v- 1 4,.1 ,_. 0 l •·- t - ••• d ,,.,;. '-•• ,._, !J,i. Qli. 1.::, 1.'~0 • .,, 0:-

!'ing cc>r!vergeert.. 

·):)r,._ 1.. Ontwikkel de functie ~ binnen elk der drie ringen 

C< ·z,i<· 1; 1<1zl<2; ~:<lzl -<-co. 
_.f!l. l"\ 

I•e r;evonden 0ntwikkelin;.,: ;, a ( z-z ) ·• is de enige binnen de 1:H~-.. ~-·--n o 
:"J c:.01,r,,;de ring geldige, went bff~t8iid er ook nog een ontwikkeling 
~-- . \ . ( , ·n . ( ) k-1 ./;;-::;,..:o c 1~ :z,-z O j , vermer..igV\!ld1.g dan be.i.de reeks en :met z-z O en inte-

t::r~ 6::-' de 1:-es;;,1 te. ts,n larrgs een wille1:eurig2 cirkel t gel_egen bi nnen de ring. 

Dan vindt :nen 2-r:ria, ""'277ib, .. , v:a~:rmede voor alle gehele k de i.dentiteit 
K i'.. 

0;.")f(. 2. :;::,epn::.'!.l •"is Lauren:on·,vdkkeline vr::u1 de ftmc';ies 
1 

t"' 

1 cos -=--:r z-1 

e 

1 .,-. :-z 

<') < 1
1 

" I .,c.· C"Y'l • \.- 4,J ' ... ,v 1 

""ilOOI• 1<1zl<m; 

voor I z! > 1 ~ ·-\/(z-1){z-3) voor!zl) 3. 

,··\ j'"" C'te~; :;<,...,,l"'"'T'~ 0 Qi~t."f't·:l..; ern tJ 1 "1.,..,_ten :; , .: ..... .::nJ l:;h;;· . J.~... ,_; *"(,"" .,. . ,;;: &VJ.'·• 1 ,.. 

LLi f ( z) anal vttsch in de om.!eving van (Htr.i. punt z . di t punt z zelf - .. " ~- 0' 0 
""" 7 ·:.ni 1 ·--e·, -~+:rE:...,'Y .. d.e·"'d yr,,., ·~ 1 le,.,. _/ z m""'t Yoldoende , .. ,eine 1,.,, z I -i~ "'.~\ t:, • .._,.::, .l \.Li. ~b ,.:.,,,ll • .• 0,,,. c ..... ~ H r O "' • ' ~ K.L 1 ,,- ~o -.: 

~.J.n :f ( :: ) ·volgen:3 l:et vooraf gaa.nde te ontv;.,ikkel~m j_n een Lauren-'creeks 
co 

~-- ' !' 
1 a? { z-z ) ·; hieri.n is , __ l 0 

n=-oo j 
,;_ = 1 f { s) a 
o.n 2-rrl --:::-:-:r{" )n+, s, 

C ::,-z,o 

•aarin C een wille~eurige cirkel met middelpunt z0 en voldoende kleine 
strB.al voorst.el t. Er zijn nu ver:sc1:.illende gevallen mogelijk:, 

(" 
1 "'. De La1. .. rentontwikkeling bevat uitalui tend termen met n ~ O, dus a_h :;;:,Q 

voor h = 1,2, ••.. Definieert man dan f(z 0 ) = a 0 , dan is hierdoor de 
fu.nctie f(z) analytisch i.n het pnn-t z 0 • Het punt z 0 js in di t geval dus 

ee11 regu.lier punt van de functie f(z) geworden. 
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2°. De La\.i.rentontt,ikkeling bevat slechta eindig veel termen met neptie•• 
ve exponont. Zij k he: grootste gehele getal met a_k JO, dan is de 
funct!e g(z)00= (z-z0 )k f(z) in de ocgeving van ~v te ontrikkelen in ••n ~-
macr.trftEk3 L__. ~c-k(z-z0)0 , zodat deze functie do~r de definitie g(s0 ) • 

m:<'l 
= ~-k oo~ in z0 analyt1sch te ~aken is. Voor de oorspronkelijke funct1e 
f ( z) nosr:,t mF:n het punt z0 E;9n po\':il ve.n de ke orr:6 of een k-voudig,; ;;:,ool. 

iiet is du~delijk, cat er ~en o~geving van t 0 is, waerbinnen geen a~dere 
singulier! punt&n van f(z) liggen. ~• pool z0 is c~s een gelsoleArd ain­
€',,lier punt. In het beschou~de geval spreekt men van een niet-,esenti¥el 
aingulier p1J.nt. 
3°. De Iaurentreeks bevat oneindig veel termen met negatieve exponent. In 
di t geval nJemt men het punt z0 een ge'isoleerc'i esscntH~el •ingulier punt. 

Hen noemt bij een ge!soleerd singulier pun~~ de som der termen met ne­
r•~tieve exponent, optredende in de La.urentontwikkeling, het hoofddefll 
van f(z) in z0 • 

)pg. 1. Sepa~l he~ hoofddeel van elk der volgende funoties in de oorsprotg 

si~ z; ( 1 + !)4; tg z : 5s1n z; cot z. 

OnR. 2. :telt men het hoofddeel van f(z) in het ge1soleerde singuliere 
:i,:·~:n z voor door ',0 (-z 1 ) , dar.. is bij een k-vo .. dige pool z 0 de functie 

0 I -z 
:?·(~) een veelterm van d2 ke graad en bij een easentiijel singulier punt 
:! ::'j de fu.nctie :t,>(w) een gehele transcendente fur.otie van w. 

I 

In de omgevinG van een pool is de functie, absol1.a1.t genomen, groter 
dt .. ::-1 iedere va.ste grens, VJant men r..eeft bij een pool '\, van de k8 orde 

lz-z 0I k If ( z )I ~ i \ a_kl , 
waarui t de bewering ger:iakkelijk af te leiden is. 
Stelling van Casorati-Weierstrass. In de omgeving van een ge!soleerd 
essentieel si~gulier punt z0 benadert de functie f(z) ied~re waarde 
wiL.eke'.lrig dicbt, want zij tj) (_J__) het 1-.oofdceel van f(z) in het punt 

J z-z 
z en zii a de bekende term van di Laurentontwikkeling van f(z), dan be-o " 0 
na,~hrt de gehele tran.. ecendente functie <f (w).. + a.0 voor voldoende grote 
waarden van I wi iederP waarde willekeurig dicht, dus benadert f(z) in de 
on,;evint~ Y!::n z0 iedere waarde willekeurig dicht, want in een voldoende 
kleine onceving van z0 is de functie 

00 ). 
:f(z) - lt.?(_J_) - a = 1 a.n(z-z 0 )n 

: z~z 0 o 'n::1 

willekeu.rig klein. 1 
o~6• J. Beschouw de functie ez in de omgeving van bet esaenti~el singu­
liere ~unto. Bepa.a.l oen punt in die omgeving waarvoor geldt 

1 -z . 
e = i, 

en eveneene een punt, waar deze functie de wa.a.rdG 10 aanneemt. 



"' S 4. Het one1nd1g. 
Wij dienen nu nog een waarde toe te kennen aan een analytiaohe funo­

tie ir. h~t oneind1ge. Zij f(z) een eenw~~rdige buiten een cirkel lal • R 
a.nalytische functie. ~ij zeggen dan dat de f~nctie f(z) heteelfde gedrag 
in h6t oneindige bezit als de f~nctie 'f(w) • f(i) in de oorsprong w • o. 

7.c•en f-..inctie f( z) is due in het oneindige regulier ala t<¼> regul1er 
is in Ce o,:irs:r,:-.,ng, d .. 'F. z. dat in de Iaurtmtontwikkeling van :f(¼) de ter­
~•~ ~e~ n~gatiave exponent ontbreken, zodat in de La.urentontwikkeling 
vc~ f(z) geldig buiten de cirkel I zl = R de tormen met positieve expo­
r.ent ontbreken. 

Heeft voorts (/J(w) = f{}) in w = 0 een pool van de k9 orde, dan 
zegt ~en dat f(z)'in het oneindige een pool van de k8 orde bezit. In dit 
geval bevat de Le.urentontwikkeling van <p(w) slechts k term.en met nega­
tiev~ exponent, zodat de term.en met poeitieve exponent, die in de Le.urent­
or .. :twik}:eling van f ( z) bui ten de cirkel I z I = R optreden, eleohts zijn 

k ..--
.L ar: ( z-z0 ) n. 
n=1 • 

Is de oorsprong voor tp(w) ten~lotte een esgentiijel aingulier punt, 
da~ is het oneindige voor f(z) een essentiijel singulier punt. In dit ge­
val bevat de Ieurentontwikkeling van C~(w) in de omgeving van de oorspro~ 

j ' 

oneindig veel termen met negatieve exponent, dus de Lau.rentontwikkeling 
va~ f(z) buiten de cirkel lzl = R bevat oneindig veel termen met poaitie­
ve f:.l:Xponent. 
02~- 1. Als f(z) in het oneindige een pool bezit, dan ie bij elk poeitief 
getal c e&n getal Rte vinden met 

!f(z)f>o voor lz!>R. 
Jpg. 2. Heeft f(z) in het oneindige een essentiijel singulier punt, dan 
bGnadert f(z) buiten iedere cirkel ! zl = R iedere gegeven waarde wille-
1.r-,urig dicht ( Stelling va.n Ca.sora~i-Weierstrass). 

Onder een omgeving van het oneindige verstaat men het buitengebied 
van een willekeurige cirkel. il-ien zegt dan ook, da.t een functie in het 
oneindige een bepaalde eigensctap bezit, als een cirkel gevonden kan wor­
den, zodanig dat buiten die cjrkel de functie die eigenachap bezit. 
Stelling van Rie~ann. Zij f(z) eenwaardig en analytisch in do omgeving 
van een punt z0 ( dat ook oo mas zijn), di t punt zelf eventueel ui tgezon­
derd. Het punt z0 is dan en slechts dan regulier voor f(z) ale er een 
o~geving van z0 bestaat, waarbinnen lf(z)! begrensd is. Het punt z0 is 
dan en slechts da.n een pool van f(z) als bij ieder getal c een omgeving 
z0 te vinden is, waarin geldt !f(z)/ / c. In ieder ander geval is het punt 
z0 een essentiijel singulier punt van de functie f(z). 

Immers in het geval dat z0 eindig ia, heeft men de drie gevallen te 
·::::esc:::.ou,;:ven, c.a.t :l~l de Laurentor:twilrkeling van f( z) 

X) ~·-
f(z) = L an{z-z 0 )n 

n=-oo 
h&tzij r_:...l, hetzij een pos:. tief ai'!:.dig r~antal, hetzij oneindig veel ter-



c1n optr~den met negatieve exronent, in elk van welke e9vallen de bew•­
rinJ na tet vooratgaande direct duidelijk is. 

Is z 0 = (l) , dan ondersch&ider. 'f"ij deztlfde drie BWt1.llen voor de 
0:, a. 

:i:.au.ren ten twikkelir..g van f ( z) = L= ~­
n=-a, z·· 

3rpnal bet gedrag in 

z2+4 z2+t 

~ct cr.~inaige v~~ elk aer functiea 
,. 

-· ~; cot z; 
-=-z' z'-4 

co~ z - si!:. z; :z'+z+1 
_: .... ' 

r ,. 
~ ;;.. • Verdere toepa.ssin5Ein van de reaiduenstellin5. 

Rt:t:ds in ho-:>fdstuk IV ( 4 hebnen wij de residu.enstell1ng pformuleerd, .. 
ti~ ens leertle dat de integ.:-aal 

~ J/f(s)ds 
L. .i. C 

genomen over een gesloten weg C gelijk is ean de eom Oer residuen van de 
f·.;.nctie f ( z) in de binner: C gelegen singuliere ;,unten z1, ••. , zk. Hierbi j 
:shat residu van de functie f(z) in een pu~t z0 gelijk aan 

1 r ~ C f(s)ds, 
0 

Tiaarbij de gesloten weg C0 zo gekozen is, dat op en binnen C0 de funotie 
f( z) overal analytisch is, af gezien eve::1ti.leel van z., zal:f. Wij merken 
nog op, dat nij de integraal 

1 / 
'2'=✓'"i' -..1; f( s) ds 

ook tegenkwamen bij de Laurenton,:;wiklreling 
::0 

C an(z-zo)n 
n=-co 

van de functie f(z) in de omgeving ve.n 

a_1 = 2;,- 1 [f(s)ds. 
0 

Stelling. ~ls f(z) binnen de gesloten enkelvoudige weg de nulpunten 
z1 ,z2 , •.. ,zk resp. ~et ~ul~ipliciteiten i::x 1 ,l~2 , •.• ,(')(k bezit, dan is 

1 Jr•(s) 
N = 2Tri C -nsf ds, k 

•r:::.i.srbij men onder U de z. g. nuleorn L. c, ,,. verstaat. 
k=1 -~ 

Bewijs: u~at de functie f(z) in z1 een ~~l?unt van de orde n1 heoben. 
Der. heeft men 

f(z) 
n1 2 

= ( z-z .. ) ( b + 1, 1 { z-z., ) + b ~ ( z-z2 ) + .... ) , 
I V • . ... 

w~&rin b~ IO en dus 
n1-1 2 

f'(z) = n1(z-z1 ) {b 0 +c1 (z-z1 )+c2(z-z2 ) + ••• ), 

Z".:>•12.."t ~,:~n: .. voor het q_uotiltlnt frf ~, eeri ontw:H;:'.:1:;ling vi .... :.,; v,:.n ,5,t, geds.ante 



n, 2 
- -(., +d ( ,._,,. ' ._,,. , ,._ .. ) _L ' 
- 11.- '}' ' "! , .r, '" "' I "'I 1.1".I \ &,, .._, •• I ..- • • • • 

\ ,, - _,, ,, " ,:;.. I 

t.·-1"-'1'•::1·~,··· ~t""l,.,.-r·· C·'""~•id.::A,l""l}r ,:;,.~ .. ,et "'8"''1 t~•.•van f't(z) ~n 
.... 1...,.Q,,.. , •. , .. ·" , 'J ... ft , ,~u..i.-, ..iir:i:4 ....... , ... •..t.a,,, _.. . .. ~ Jk;••-""' ~ .i,1,.. . • I \.;.::. J 

i,; aan n .. • wae.rna uit d!:i rEJtii·:·,r1:;.'.1t-:.llj .. !'l,:: volgt, ?aat 
, / 

is. 
St f' 11·1 ,., ..• =· 

. e ,ll ·r ., jf~' 2 .,. .. i C - e , h 9 = . ' 

hr.1t 11t~.,nt ·r ◄ 
i 

gelU,k . 

z 1 ,z 0 ,.. ,z-, ... 1VilE:n resp. v,;-ir: .. :1c; crde :.."'f .. ,('(,,._, ... ,c,, .. en ia f(2:) verd.P!l' 
... t:.. j t:. , .. 

op· ei1 C i.ri.:1E:i: C~ ret,;u.lit:~ c 1::. o:J.f;;::::~ :t jl: E~e1:: ni1l, d.e:; •. i~ 

waarin onder ·p 

Voor het bev.•ijs besc:·:oui'·e -:: s,:r ~en pool z 1 var.. f( z) van de orde n1 en 

t:~rke op~ da t ir.. de r,:ngevine: v-~- ~• ·-~ 1-.~-.l :~ ~· ... ;:-·:.ti(~ f rf ~ ~ erm Lau1'entont"119ikke­

ling van de gedaante 

n-1 r 

- -;::---z1 ('1+.-: 1 (z-z .. )+e...,(z-z .. )'.:: + •.• ) 
... - 1 I ! C, ! 

t,ezi 1;, waarui t. het gewenste re,,,,:·1 ta.at on;nir\dellijk volgt. 

:::.:tellin~. Bezi t de :functie f( z.) 1:iirm':!:~ de ~:i!·J.cel•-.,)udige gealoten weg C 

n~lpunten in de punten z1 , ... ,z~ en polen in de ?11nten z~, .. , ,z~, en is 
op C de functie f( z) analytisch en -/:. O, d:::m is 

"' /+~t { / ,J,. 9 :, 'T ~ .. 
~ f0 

• QS ;;:;: l~-!) ... s • - ' C , 
",c1&.rbij N en P do nulsom reap. po:~lsom van f(z) voorstellan in het door 

C omsloten gebied. 

Het bewija v~rloopt ansloog ean dat d".3r 'beide vorige stellingen door 
o:p te merken, da t de enite pun ti:.:·. ,;··r,:,1.· .l'.') ~ ···.tc, yand niet regulier is, de 

m1lpunten en polen ve.n f(z) zi~l!::.. 

Wij paosen Iiet voorgR.9.r:de toe om ni:r:,·,:e 0 1s de hoofd~itelling van de 

algebra te bewijzen. 

All:;reer,::it merken -..7ij op da-: voor voldo0n,1e ~~ote I z I dl1!, f'..l.notie 
f ( ) n n-1 l t b · + -i- k ' I Z,:::: a Z + a1 z +•••+a geen nu pun·en 0Zlv, WF.lnv 1:H",~1 an !Z o n 
zo groat kiezen, dat lf(z)! > it I a O1.I zl 11 (zie blz. 48 :rr:-gel 2). Beschouw 

nu een vnllekeurige enkeJ.v1,.:,dige gcaloten ~r:cg C, gelegi:-:!1 in het zollven 

genoemde gebied, waarin f(z) /. O. Dan heeft men 

1 )/f'(a) , N ,, 
7,"-'r i -,, !\SJ o.s ;;: -.:: • 

\_; 

i\::. is voor de veel terii, f( z) de ;i00ls~,;:::, I1=0 en de nuls,.im ;, is @"~lijk aan 

da som der mul~ipliciteiten van allo nulp~1ltt~ van f(z). Vrr~ •r vindt man 
bij f(z) n-1 a 1 z + • • • + e. voor de intl?,g.rn!'.. 1 1e .. '-i.'1.:.'de n 

dus 

~a~ruit ~irect volgt n = N. 



Wij bewijzen thans met behulp van de residuenstelling de uit de 
reele analyse bekende formule 

<:.,..) 

~/ si~ x dx = ; • 
C 

Hiertoe kiezen wij een contour C, die bestaat uit het deel der reele as 
van r naar R (waarbij R > r > 0) 1 de halve cirkel z = Rei~, (waarbij '/ 
loopt van O tot TT), het deel van -R tot -r der negatieve reele as en de 
halve cirkel z = reip (waarbij (f; loopt van 7T tot 0). Binnen deze con-

iz . .J tour is de functie !L__ regulier, zodat 
z 

J.eis ds = o. 

Wij spli tsen de 
vindt dan voor 

C s 
integratieweg in de vier bovenopgesomde gedeelten. Nien 

het eerste en derdc deel 
R Je~x R 

J eix 
dx + dx 2i J sin x dx 1 -· 

X X 

r -R r 
dus 

R 7T ,r 

jsi~ X dx - 1 J eiReiJ' d (j) 1 /. iW = + 2 eire ,,, d 'f 
2 ./ 

. 
r 0 0 

In de eerste integraal in het rechterlid is de integrand, absoluut geno­
men, ten hoogste gelijk aan 

j eiR (cos 'f' + i sin 5P )I= 8 -R sin <p • 
7tij spli tsen die integraal in drie 

8 " 7T 
_/+ /~{1 + J 
0 -cS' -rr-o 

integralen 

en zien dat hun som, absoluut genomen ten hoogste gelijk is aan 

r) + TT' e -R sin cf + () = 2 8 + ,-,- 6 -R sin S . 
•·1 • · k · ,J' 1 · d d t ld " t R . J.J iezen v = r.:.:. en zien an a voor vo oenae gro e wegens 

\1 R 

sin (.) ) ~ 6 de integraal langs de halve cirkel I z I = R absoluut genomen 
ten hoogste gelijk is aan 1 

- 2 - 2\/R 
\lR 

+ 7T e en derhalve voor R--} oo tot nul na-

dert. 
Verder heeft men 

J 7T . ,, 

e ire11f 

0 

d<.O 
J 

7T' 

r 
= J dtp + 

0 

Daar in de omgeving van r = 0 de ~unctie 

- 1)d(.O 
/ 

begrensd is, nade~t 
r 

de tweede integraal in het rechterlid der laatste formule met r➔ 0 tot 
nul, zodat men uiteindelijk vindt~ 



7T 

dx ~ i j d'f = ! . 
Op analoge wijze bewijz:en wij de formu.le 

o:~ 
/ . a-1 
~ dx = 

/ :1:-1-1 
·--

,, 
---·--sin a TT (0 < a < 1) 

0 

Beachouw daartoe de integraal 

/
. a-·1 
.L,__ dz 

, z+~ 
~ 

C 

wa.arb1j arg z = 0 op de poei tieve reele as. 

~---~-

( ---<'\ \SR 
Hierbij beataat C uit vier gedeelten: 

loo pt rechtl.ijnig langs de reelc aa v·lrn r naa.r R (met O < r < 1 < R); 

is de ci.rkel i zl - R, in positieve zin doorlopen; 
is dc1 rechte van R naar r; 

ie de cirkel I zl - r in negatieve zin doorlopen. 
vindt: 

/ f 
. ..J + J 
/"I i' 
"'1 "''3 

R 

=f 
:r 

r 
2 ..,,,..., \ J a-1 

+ e '" 1,a-1; xx+ 1 

R 

R 
= -2 i e 11 1 ( a- 1 ) sin 77 ( a.-1 ) / 

Verder isl (f= 
... / , 

IC 2 i 

I< 2 Tr ra 
. 1_r -4 O voor r➔ 0 

co 

/ 
a-1 

si:n 7T a x .· 1 x+ dx. 

C 0 

De integraal in het linkerli.d is wecens de residuenstelling gelijk aan 

2 TT i maal het residu der functie za- 1 in het punt z ;:: -1, het enige 
z+1 

~ers. e gelege'l\ singu.liere punt van deze funotie. liit r,esidu is 

a-1 ) 
lim (z+1)¼+, = e(a-1 77 1 

z ~ -1 z+ 

Derhalve is 

211' 1 ~/ a-1 ) 7T 1 

2 i e 7T a i sin Tr a 
= sin 1T a 



Ve.:i 'belang bij het somr.a.eren van bepaalde reeksen is de volgende 
eigenschap: 

Zijn binnen de contour C de functies <p(z) eh f(z) eenwaardig en analy-
✓ 

tisch en is op C de functie f(z) JO, dan is: 

_j_ j<Pc s)f' ~ s) 
277i ' f(s 

ds = LRes {f(z~f•(z) 
z • ' f z) ' 

C 

waarbij de som in het rechterlid wordt uitgestrekt over de nulpunten 
van f( z). 

Onderstelt men verder dat f(z) en ([)(z) geen nul nt 
Dan vindt men voor het residu der ~i tdrukking <.tJ z ff' 

hebben. 
in een k-voudig 

nulpunt a van f(z) de waarde 

Derhalve is 

lim 
Z-1 a 

_j_ J If ( S) f 1 ( S.J 
27Ti f( s) ds == I:: (J) ( a) , 

./ 

0 

waarin de som wordt uitgestrekt over alle 
f(z) en bij een k-voudig nulpu.nt a in het 
nemen zijn. 

Wij passen dit resultaat eens toe om 

binnen C gelegen nul:punten van 
rechterlid k termen <p(a) te 

(1/.) 

de som L 12 te bepalen. 
n=1 n 

1:-!ij kiezen daartoe ,SD(z) = -¾, en f(z) = sin z, welke de enkelvoudige 
z 

nulpunten z == n7Tbezit. Neemt men voor de 
dan heeft men binnen die contour als enige 
integrand de punten z = nrr. Voor n IO is 
in z == n 7T gelijk aan 

contour C de cirkel lzl = R, 
de singulariteiten van de 
het residu van • 2°8 z 

z sin z 

I lim ( z-n Tr) cot z = lim 
z-, n 7T z2 z-i, 0 

Voor n = 0 daarentegen 

..,.2 z4 
1 - £._ + 2 24 - ••• 

2 z3 z5 
z c~ - b + 120 - ••• ) 

= 

1 z2 z4 z2 4 
= -::1<1 - 2 + 24 - ••• )(1 + b + C z + 

z 
... ) 

= 
1 1 3 
~ - 3z +dz+ ez + ••• , 

zodat het beschouwde residu in z = 0 gelijk is aan ! • 
Verder bewijzen wij dat voor R ➔ oo de integraal 

I= (c~s ~ ds tot nul nadert. 
CJ -s sin s 

in de gedaante 
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van 
Stel daa.rtoe a= Re1 So; aangezien de integrand een oneven functie 
a is, heeft men dan: -,, 

v j 2R 1¥' 
I = 2 / cos s id :e -2 'e i e t 1) d <R i<p • ! . . 

.... 0 Re , sin s O Rei t;P ( 8 2R1 e !f _ 1) 

Voor O ~ <I)~ 7T he ef't men 
,J 

l8 2Ri e1 tf +1 1 = f 8 2Ri cos<p- 2R sin 'f + 1\ ~ 8 -2R sin 'f + 1 t.f: 2 • 

en voor J ~ ';P~'Tf- J geld t 

f8 2R1 e19" _1 f = f 8 2R i coa'jJ- 2 R sin$0 _1 f~ 1 _ 8-2R a1ny>~1_9-2R siDO 

Derhalve is.l' 
..,,._ C' 

( cot a id<p 
1' Rei~ 

< 27T ➔ 0 voor R ~ 
- R( 1_8 -2R sin J" ) Cl). 

1T 
Beschouw voor ~ ·:: de afgesloten 4 -omgeving V van het punt R • (n+¼)7'T. 

Hierin is de functie cots begrensd. ( ~ M). 
n 77 a .... S rr 

Neem nu voor c) een posi tief getal<""'7'f{ • Dan heeft men sin , <~<}Mr 
I 1" I o 7T due Re 0 -R = 2R sin 2 < 4, dus het gedeelte van de integratieweg 

1 w < ,r a = Re ~ met O ...... cp ~ u ligt geheel binnen rt en daar geldt du.a 
lcot si < M; men heeft dus 

r, 

I .f~ot s ,,,i dp 1 ~ Mt ~ MTT ~ 0 ala n ~ <D , 

-;_' Re1~ R 4R2 
Evenzo vindt men dat '7T 0 

1 im I j c-o t s ii d f l = 0. 
R-,a, ~ R e 'P 

~rha.lve is j cot2s ds = O, dus 
C a 

C/.) co 
772 C 1 1 o, dusL. 1 

2 TT 2 - 3 = -2 =b· 
n=- a, n n=1 n 
n /: O 

.Q:Q&:...l• Op geheel dezelfde wijze tone men aan dat 
C,,-0 4 
~ 1 TT 
L-4=~· 
n=1 n 

Opg- 2. Bewijs voor natuurlijke k 

rationaal getal voorstelt. 

Stelling van Rouche. 
Zijn de functies f(z) en g(z) eenwaardig en analytisch op en binnen 

de enkelvoudige gesloten weg c, en gelden op C de relatiea f(z) ~ O; 
lt(z)I > lg(z)I , dan hebben de funoties f(z) en f(z) + g(z) evenveel 
nulpu.nten binnen c. 



!;:...;.;.;era het e;:1.nta.l nulpmten van i'(z) r1::H:1p. f(z} + g(z) gelegen 

binnen C, is geli.jk aa11 

~ r ~a de reap. ,··.1. r ?ls} 
.. 1 
C 

+ ~). de 
+ g(eT 

zoda.t het verschil dier aantallen geli?.~ ia a.an 

1 ( ( ~~ 
2rri.J ~s~ 

C . 

= ~ loe(1 + $) ! 
C 

ds 

Men ht·eft dus de aangroeiin6 van de logari thme te beatudtren voor het 
g.:c:Ye.l s d(: contour C doorloopt. Het getal p = 1 + &l~+ blijft daarbij 

' I i ?"fa1 
voldoen aan ~ p-1 l :::: !$1 < 1, due 1) blijft in het rechterhalfvlak, 

waarui t volgt dat de beschouwde logari.thme la.ngs C een a.ang:roeiing = 0 

heeft, waarmede de stelling bewezen is. 
Ook u.it de stelling van Rouch~ is de hoofdstelling der algebra te 

bewijzr.::n. 

:Beschouw daartoe de functies f(z) = e 0 zn+ .... + a. 1; g(z) = a 1zn- 1+ ... 

•• + an; h(z) = a 0 zn .. Er bes'taat een getal R, zodanig dat voor I zl ~ H 

geldt 

(neem bv. ! z i > max 
p=1, ... ,n-1 

jg(z)I < /h(z)i " 1/ .. n iaT· 
\ __:___J2_; vergeliik ' I a i ,, , o' 

blz.48, 3e regal) 

Derhalve hebben f(z) = g(z) + h(z) en h(z) binnen de cirkel l z I= R 
evenveel nulpmten. De fimctie h( z) heeft er binnen die cirkel C juist 
n, want ., j na. sn-1 

1 0 d 
277i n 8 = n. 

C aos 

Du.s f(z) heeft binnen Cook n nulpunten. De.ar een veelterm van de 
graa.d n niet meer dan n nulpunten ka.n bezitten, heeft f(z) in het gehele 
cocplexr::.1 vlak juist n nulpw1ten .. 

Splitsing in partieelbreuken. 

Beschour; de functie 
e277i~: + 1 

cot rr- z = i 15 , 1 . • Deze bezi t enkel voudige 
,;.. . 1Z 

e - 1 
1 polen met residu Tr in de :punte:n zn = n( (n geheel). Men beschouwe cir-

keltjes met zo 'n punt zn a.ls middelpunt en strae.l r) < t. Bui tlm deze oir­

kel tjes is cot 7T z begrensd voor I z l ~- ( 2m+1 )7T. Zij H het rechts ,·an de 

imaginaire as gelegen gedeelte van de cirkel C bepaa.ld door 
I z ! = (2m+1) TT. nan heeft men 

1 / 
~"'i J 

C 

cot 7T ~ 
s-t 

1 ds = ~""i'•ir~ ,,, .... Ir ~ 1 
. cot: TT s( -L. - -)da .. .) ~ s-t s+t' 

H 



Opp;• l Men tone aan dat voor m-; ro het rechterlid tot nul nadert, en 
leide daaruit af ,c,,::i 

7Tcot 77t = 1 2t L. 
t - h=1 h 2 

0-pg• 4. Toon evenzo aan 
C✓-J 

1 1 1 ~ 
t + ~ = -t + 2tL __ _ 

e -1 h=1 

1 

Opg. 5. Toon aan voor O < a < 1 

8 at _ c,o · e2~ 
t - L.__ t-277ih 

e -1 h = - oo 

1 
2 • 

t 

Opg ■ 6. Toon aan dat de functie f(z) = tgz - z slechts reele nulpunten 

bezit. Bewijs vervoliens 

1 
= 10' 

waarbij in het linkerlid gesommeerd wordt over alle posi tieve nulpunten 

zk der beschouwde functie. Men beschouwe hiertoe de integraal 

J 
izl =R 

Wi j berekenen thans de 

f's 
2 s f(s) 

ds . 

integraal 
,,:.,,,, ./2. l ';P 

I =f e-z2 dz 

0 

Hier bij wordt rechtlijnig geintegreerd langs 

oorSi)T'O-ng, die met de positieve reele as een 

1:Vij onderstellen bekend dat in het geval l.f = 

aan ~v=;f. 

een halfrechte door de 

ho ek r.p maakt met lfk; . 
0 de integraal gelijk is 

r 2 
Thans beschouwen wij de contourintegraalj e-z dz, waarbij geinte-

C 
greerd wordt rechtlijnig van 0 naar R, verder langs de cirkelboog 

I z I = R van R naar Rei:P en tenslotte rechtlijnig van ReiSo naar O. 

Wij tonen aan dat de integraal langs het gebogen gedeelte van de inte­

gra tieweg C voor R ~ co tot nul nadert, zoda t wij vinden 

coeirp 

j e-z2dz ~ ½VTT voor ltpl < f . 
0 

Nu is de integraal over het genoemde gebogen gedeel te van de contour 

absoluut genomen ten hoogste gelijk aan 
2 

max / e-R2(cos 2 '+ + i sin 2 'Y )I ••:i Cf~ e-R cos 29 -Rf 
en de laatste ui t drukking nadert 

Kiezen wij ~ans :f = ![. Dan is 

f 7j 2 
J 8 -R ( cos 2 f + i sin 

0 

voor R--,, CID tot nul wegens cos 2 f > O. 



f- 0 f 
gelijk aan J + / , dus 

. o i-a 

, 1 

in absolute waarde ten hoogste gelijk aan 

TR -R2 sin 2 $ t\ R2 7T R2 t- 'TM') t' -,,.,:, R 1 :-. 1 4• e + (.) e... co 8 T < e - a , + 0 <7 • - + I voor d Ill ir 

Voor R ➔'-"nadert deze uittlru.kking ook tot nul, zodat men vindt 

C/j e V 
e-z dz = i \/1T 

Op de 

J 2 

0 V ~ 
integratieweg heeft men z = t(cos 4 + 1 sin 4 ), due 

due 

dus 

c,() 2 
j e-it (t V2 + ¼1 V2)dt = tV1T 
Q GO 

_/ (cos t 2- i sin t 2 }(1 + i)dt =Vf. 
0 

_/ 
0 

C,;) C%) 

COB t 2dt ~/sin t 2dt = ½ Vf". 
0 

Thane berekenen wij integralen van het type 
c..o 

Je1axf(x) dx (a> O), 
-co 

waarb1j de functie f(z) op en boven de reele as eenwaardig en analytisch 
is afgezien van eindig veel ~.mten z met Iz > O. Verder is onderateld, 
dat f(z) tot nul nadert voor fzl ➔C..-::met Iz ~ o. Wij besohouwen hier­
toe de integratieweg C bestaande uit de recht~ weg van -R naar +Ren de 
halve mirkel H met st~aal R, lopende van R naar -R in het 1e en 2de 
quadrant. Men heeft dan .,,-.,,- z 

I_/ eiasf( s)dsf ~ cj'e-a:R sin~"Ra ~ = 2£ j e-e.R ~inf Jd'f 

H O O " I 
Splits weer de laatste int~i:;r~ql in de gedeelten fenj. Voor het 

0 8 
eerste deel vindt men 
-aR sin S e R1T • Kies 

2 
hoo5ste gelijk aan 

de majorante R Jen voor het tweede deel 

J = JR, dan is de gevonden uitdru.kkin6 ten 

a V1i 
R7T--r-
2 e • 

derhalvefJ~ot nul, dus 
H 

Voor R ➔ oo nadert 

QM• 1• Bereken 

Wij gaan thane de 

d:Jc. 
..,,. 

J x dx 
u-e-iz -.,.,.. 



b,~reb:men., Hi~)rin ia 

- 1T, 7', 7T + iN, - Tr+ iN 
u > O. B(~schouw du rt::chthoek R met hoekpu.nten 

( waarin N vol do et aan N > log u). De in·te-
g:rae.l lsng::t .R is dan 2 71 i ma~il d~i som d~:r residuun ·,a11 z 1 in de bin-

u-e- z 
nen R gclegen nulp.tnten van u-e-iz, du.s de p.J.nten i log u + ~? 1Tk (k ge­
heel), -~ ~ R gelc,6en. In ons geval is d.at aleohts hat pl!lt 

i log u ale u > ·1 en treedt er r:iet zo •n singul1er p.mt op ala u < 1. Is 
u. :> 1, dan is 1-:.e:t be,Jchou,;de r~rnid..i g-::.i.i,il~ aan 10~.'..i (bewijs dat). 
Tl.. ;· .~, ""'T,, .; 1014 u ., "' 1 .i..us L ,, ... u a.1.s u ,,, ; 

(- zdz = 
:;{ u-e-iz / 0 

ala u < 1. 
Nu. nadart 1T + i:~ 

_J zdzi -,-1_ 
u-e- ... :t.. 

voor M _;; oo tot :nul (bewijs dit} 
-Tr+ iN 

en verder geldt: 
7T+ iN 

= 2 7Ti 

Naemt m.en de lirniet voor N -'> oo dan vi:ndt men 
'Tr ( 2 7..- i - 2 77 i- .. '.'.' -rr ·i J .. : - .1.0£ u. - -lo._.( 1+u 1 = ---..::. - u J.og u+1 als u > 1; X O.X _ ; U ~, U "" 1 U 

U-i':-iX - ._, 2 77 i . ~ 217" i 1 
. .,.,. - - iog( 1+u) = - lo.::r -u ... u O u+1 ala 0< u < 1. 

Op~;. 8. Leid't uit hct gevon:.lene af ( 7T u+ 1 
w - lo~ --J,.. x sin x I u O u ' 

. - dx = ~ 

o u--2u cos x+1 L ~log (u+1), a.ls O<u~1. 

ala u) 1; 

Wij von<len vroeger voar een op en binr1en C analytischs fu.nctie f( z) de 

,~. /(f(s) 7Tcot7Ts ds :;:;;L f(n), waarbij gesommeerdwordt 
- 1._, n 

f'ormule 

,. .. 
v 

over de binnen C g 12legen gehele eset,.;.llen 11- Hee:t:'t f( z) binnen eindig veel 

polen, dan vermc erdere rni:n het rechterlid met de residuen van de integrand 

in die polen. :Cit rer:,ultaat J)acrnen wij toe met f(z) = (z+a)-2(a niet ge­

heel). Daa.r 11:t / = ·::;, als C een cirkc!l mt:,t stro.al n+½ voorstelt en 
j 

n ~@, heeft mon 
C/.) 
~ 1 7r· cot,,.,. z. 
1 · . = Res ------ = 

m.\:::.-ch(a+n).:::: z=-a (z,+c1.),.::: sinc1Ta 

Tr 2 

Qpg .. 9 .. Bewijs e,,o 1Ta -7fa 
" ~ 1 1 IT e + e 

L ~ = - ~2 + ·s ·r, a - 7T a 
n=O a.:::: +n c:: a e - e 

Qng. JO. Bewijs ~ / /.4) d..t = ) ( _('t./! (;'f'l,) + L Y(AA 
). Tf (. ..-:1- 11·4 ."111. t e D a.. a.. 

.,A?~. 

waarbij de laa.tste t:iorn. wordt ger..omen over alle binnen C gelegen polen 
a. van f( s), mi ts geen d('zer pclen sa.r.1onval t t1et ean geheel gete.l. 
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'fen alotte leggen w1J verband tuasen de rormulea voor ? ~ en de 
n•1 n 

epli ts1ng 1n partieelbreuken van cot 1: z . 
• 

H1ertoe voeren w1.3 1n de E,etallen ven BerniJull1 B0,B1,B2 . , • , ge .. 

Jeftn1eerd door 

z -= 
ez_1 

Utt -z • ~ 
e-z-1 h•O 

::\.J-z)h 
h: 

volgt na eftrei-cking 

z 
z ---ez-1 

c!.us voor cneven h ~­

Verder heeft men 

·• 

·' 
h=O 

-
,~, h 

z = 
-:·- z z 
,/.. Bh n. ( e -1) 

h=O 
due ~-

..., l .. Bh -h•O 

c::_;s voor s 

zh 
r,r.., < c,,:, 

ZS 
' z ~ 

✓- -nT k=O {k+1} ~ s.~o ( 3 .... 1) ! 

,, .. krijgt men 
s 
--· B (a+1, 
.·':. h h J 

h=O 
- 0, 

a 
.... - Bh(s~1), ..., ,,,_ 

h==O 

waeru:t ·je :2,e . ..?llen B0 ,B1 , , .• s1.1ccess1evel1jk kunnen worden btH-t:kend. 

Men v!ndt 
.,. 1 1 1 1 
.co =- 1, 8 1 =- - r--· B2 = o' b4:: - J""·· B6 ,.. ~, • '· 

Met behu..i.p dC:r tet allen van Bern,.lUl:. l is het ge:n.akkel1Jk de Laurent-.,nt­
t."".i<:<:c .Un, __ van .:.·. z in oe .)mr.;evi:::;. van de oorsprong te geven. M~n h1:1ef't 

tz -1z 
CtF z ~ cos l ~ i. a ~e 

3ln ~ fz. -:z 

,. 1 + ,1 27Z = i 
Z ~2lZ 1 

C -

~ , : ( _ ) ~: . 2kn 
•· c:: .u2k ,. k:o t 2kH 

e -e 

,: 
+ - •· z . 0 n= 

2k-1 z . 

•• ·1 

B 
...h ( '"'1 )n h. C z = 

Wij vergel1Jken oeze form~~~ ,et het resultaat van opgave 3, dat wid 
nog verder Offivormen 

.,., . 
1 "'l:'' 1 

1f cot -;r z • - - 2z ---
z n=1 n2-z2 

_, . .;. ~ 

1 2 """ 2m..-"' --i·· 1 -- - ,, z . ' -:;... 
~+2· z m==O n=1 n 

W1J vinden dan d1~ect 

- 2z ,.,.·_ 
n=1 



7 ,,..1,;r,. 

' ; . 
C ~ ,j 

r::unt :.: . .., ._;,,n \"'.1 €en omgevlng -.~,':. •".t.t: 

=n t1nn~n ~en cirkel ciz-z !~ ~ . .., 
i naJ.yt .~H:he funotle z,;;1,c:. <'.•)r~, .·"'..~1 

· , zodc1n.,r: 

D1.t i"'L:!. zt:gg€:n .S:11.. door rlc. f, ... m•t •--: 1 ( z) punten 1n zekere omgcvirn~ v·-~r. 
,,. ·,.1o"'den ,~,-'f'rru .. ",-.,,."•.-1 tn ount• r. ··,.., 7.,.::kS>l"t:. omO:t:Vino: van h,::-t punt -....IO ,· S, • ... , .,,, 'y •·• ?.: I:;,: • --~ - ,i, <.,~ /, ·• , ·~.,, ► 1 ,! l t:• (:.a 

,, f(z \, ,·" ·1·•1 · i,·.,ts'·r. O""'" >V"1 "' .••.• ·'""lt 1 1Jk "eheel of m'-' 0 !' ... , ./t.·o = 0), y,i., .,...,~, ,.a\,,(1e.t .. ti-c 1<4t:>,·•·· .Li.it,., ,:-.,,'-'::~-~(:1¥ t.,. ..&. \fl .... : !, ~'I.;, ¾• 

Ei'".".$ wor•:;i r,vc:•·,:i:·~t doo· -~E~ bt,.:.l.icr. :let punten binnen de li::e:rstgt::nv..:; 1-:11. 

::,m,.;~vln~~. bl1,ii~t h1er·bt~) r.··n., nLt. W . . : ::crn.tn c:iht,.H' aan dat op o:-ond 

~en f·(z 0 ) JO ~~gdv1n~8n ztJn SL~ 

het e.~v.1:-1.J 1a i: •• r-.• w. dat b:,j if,1t:~L' 

zodan1g dat het twJede 
W JUi ·,t 

0 

Dit kan men ~~k zo 
·f u'.3tl:rnt ... zodanig dat z 

t'or,nu-

= ~ (w) 
voo.1" alle w 1n d~. b,;:WUbt.:: ,,:1r·1;':,t;;,v,,r1g v,.in •,;0 . DtJ ~tgenschappen 1nm d•:;Zt 

ir.v,arsE: tune'~ 1e \1 vol,.;;cn ::.·.a,·na or, c1.;;rl'•.':H,:d1 :~:: wijze. Allert::Ell',:!t t;aw:1.,1 ... 

%.,t 

-, " . 

I" ,,n o··· · ,/ .,..,r 1· C ;::i, 'no ., n" "·" ' 1 T•1..· . ~ • . ,., .. , •• o:: ... :.,. .... e , 7 . . ,-r-:sv. Li.\1, ..... 1.4"' c .t. J ,. 0;1 

tm1i.::~; ,H:m ch,t (kZe d<:: gew,ms t1;; omgeviug .., ",n 

t.:E;t: c:1.mt r1 cinn1.::n C ;;::n toen i.:am <iat 1'( z,·. -· ' w 
ju.it t: n~l~,n~ ~ hezlt blnnon •.,•z' 

1 
~ i 

C z 

:·.:...z th=t ::i1:1n~· 0il ::-~r ir,..:zr.>(:'1~:.,;: m;~·,,..1.nten ai:;r1f:.:;1::ft, gelijk is aan 1 ·,. \i'.1,j 

lf,i'ten det C~-=::Z(: Li.~. :d!"ukk:l-:-1g 

.. 1 l~ 

~:i'if ) 
C -~ ,., 

"' ---i~:,...._i - t..1 f\ ;,,,:: 1 
t:1 -~11 ,-, 

x) Ook met ct ste11~ng vim Fout:h£ . .ts dit re~ult:,et te verkr1jgen, Immers 
ui t l f{ :1; 'i-z 1 • ,, ) i w-"f..~ , µ:-el di;: op Cw· vol gt dat de functles f( z) --w0 i .. 0 '.'C; () ' ,' ~·-

en f(z)-w0 +(w0 ~-1•;) "" f'(z)-y;· h:!.r1:.en Cw evenveel nulpunten bezitt.en. 
0~1da:. f(~.)-'.i,.., ,:.r pre·clc0s ft~r1 ·e,E.;;:;H, 1.D dit aolc, hat geval met f(z)-w, 

''"' 
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W1. 01 psssen nu de tranatormet1e toe, waardoor onie kromme getrenstor­
meerd wordt in een kromme u • u(t)., v • v(t), dus w • u+iv• w(t), be­
paald door w • f( z( t)). · 

De raaklijn 1n het punt w0 • f(z)., d.w,z. hot punt r(a(t0 )) mas\ct 
vclgens het zojulet gevondene met de pos1tieve u-as een hoek f-> :a 

""erg w'{t 0 ) ~ srg ¼ f(z(t 0 )) = erg (f' 1 (z0 ).z'(t0 )) mi arg f 1 (zJ+~ .. ) 
zodat de oorspronk~l1Jki kromme na de transformat1e gedraaid blijkt 
over een ho~~k ¥ ti,: arg f' {z0 ). Hieruit volgt onm1ddell1Jk dst de hoek 

van 2 krommcm in het z-vla\c door een transformat1e w • r( z) wear1n 
f{z) in eem punt z analyttsch is en eldaar voldoet aan f 1 (z) ~ o., onge­
wijzigd bli.jft. Het ts daarom dat men de at'beeld1ng w = f{z) onder de 
genoemde voorwsarden conform noemt: • 

Of 9 • 1. Laet zien dat door de tranarormatie w = log z bewezen kan wor­
den dat de raakltJn in een punt a aan een cirkel lo•drecht etaat op 
de stJ:-aal. (Neem ala cirkel de eenhe1dsc1r\cel. Kies a erop en trana­
formeer deze cirkel en ook de rechte Oa). 

1 ~. Toon aan dat de c1rkel \z \,.. r doe.r de transtormatie van z + 2 
ov.ergaat in een ellips, tenzij r"" O or 1 16. Waarin gaet de cirkel in 
de cirkel in deze gevallen over? 
Opt:, 3. Besch.ouw een analytische functie w ... f(z) met f'(a) • f 11 (a) = 
= .•• = f(n-'1)(a) '1a: O; f(n)(a) ,/: O. Toen arm dat de·hoek van twee krom.­

men 1n het z-vlak, gaande door aj 1 meal zo groot is ale de hoek dcr n 
getrensformeerde krommen in h~n enijpunt f(a}. 
Opg. 4. Voldoet een analytische funct1e w = f(z) aan f'{s) = O, dan 
kan de afbeeiding van de omgeving van het punt a niet omkeerbaar zijn 
(verg, opg. 3), 

Alvorens nog enige apectale afbeeldingen te beachouwen leidcn wi,. 

een e!gen~~hap af van c1rkela en rechte 11jnen. 
W1J br'€t1-e,en doartoe ·ae ver-g,elijKing vc:n een cir\cel met mH•,.:.I' .i.r-,un: 

~ en atraal ~ in een lets an~cre vo~m dan de gebrulkelljke gejaanl~ \ 

~ z-rr. i • r . .Laat nl. p en g e1.n w~llek~urlg ;Jt:Hn: ten op.r!ichte 11..·r.·i r.'.:;. 

cirkel inverae ;unten voorstellen, d w.z. p, Q en m z1jn coll~ne~,~-
m l1gt n1c t tuasen 11 en q en \ ;i-m 1 • \ q-rn \.,. r2 . Men kan dan st,::: l.h: .1 

1 'f r 2 i ·y p-m = ae , q-m """ a e , 

waarbij 't' = arg (p-m) 1s. Stelt men z-m = re 1 '', dan geldt 

1 d"I i '\" , I 1W 1 't' ' 
\ ~ \ = \ z-o+m-E \ ,.., \ re T-ae · I = ~ re i -ae 1\=,, .! 

z-q z-m+m-q i<D r2 1 w \ r aei1Lref'..ti r. 
re 1_ - e ' 1 a, 

Ook de punten van een rechte voldoen aan een dergelijk:e betrekking, 
Vormen nl. p en q ten w1.llekeurig puntenpacr waarvan de rechte de rl'1J .. 

denloodlijn is, dan geldt kennelijk voor elk punt z de:r rechte 

t ~\ \ z-q = 1. 



Omg,;:kt-erd b-eachouwen wiJ t.wt.; w1llekeur1ge 9unten p en q van het ~otr­

~lexe vla~ en een ~eeel getcl u \ o~ dan ltggen ell~ punten die v◊l­
Joen aan de vergel~.Jkinc 

1 z-r• · 
:-1=U I ,. ,.. 

-1 

( ,..,. 
\,,1 . ' 

;;.trtccl: ten c11::-:'.'.Chtt: ·,•,;,·.,·v·:l"l (.,:;. 'J.r:ttn; f·n q ~: ~ar:.: 1nvE-rhE. z·'. .. :., 

Im~era ult \z-p \ • u~z-~\ v0J~-

d.u.J" z • x·t-iy ::tellen<'h. 

hetgeen e~n clrkEl voeretelt ~~• 

2( 
M-l-,· "" U, ;r-!J 

:::. 1-u 

,· .,,, 

',.) 

.-. u··. t 

-~ 
1-11 . 

\..i c;. \ .-........ ~ C'. 

~(,,. , .. , . ., i., I 
\ in-p: \ m-q \ ,., 

-t' qq 

zocir,t lnderdct .'o p en q tnvt:•·;: ~:.-:::11:", ,::::n zl.Jn ten "),:-z1chtc vt:fli dt,,,1: ( ··, · 

dan 

U':.t 

e - toegevoer ~n a2 
C 

corresponderen z = •:;,.. en ,i 

f 1 (z) = sd-bc: 
( Z+ ) c:. 

vole i:, dst voor 

t01;. 

.1.mt 

I~ 
I v.-q 

u m u, 9~ 11 1 • 
1 1 pc+c 1 

Er- ko1r:t duswetr.· t:en krornme v::m ht-'CZElfoc t:.-t:c :.n dt~ punten p1 ,~~1 Q1 , 

wr.~rin pen q door de tranar~~Mntte ~ljn r,ver~~~aan. ll~g6n lnve,s 

ten opz1chte van cl~ n1euw(;; klomtnb 
•✓a,i gev.::m thans :-n~t behulp van het bcvt.:ngevondene een ar"lt!.d1n;:. 

van een bekendi: stelling uit d€ ~)1an1met.i:•1e, dtt de cirkels van Apl)llC>­
ntus van e€n wlllekeurige dcl.ehoek 1::;lkt, 1.r in hun twee snijpunten ondeJI · 

... 0 
hot.:ki::n vsn C,O'" sn:t jden. 



teat nl. a, b enc de hoekpunten van een gegeven dr1ehoek a1Jn. 
Dan zijn a en b elkears inverse ten opz1obte van de door.c gaand~ 
oirkel c3 van Apollon1us an,. Er 1s een gebroken l1nea1N tranatoMa• 
t:19 te vinden die de punten a, b enc overvoert in de hoek:punten a•; 
~ 1 enc' van een gel1Jkz1Jd1ge driehoek. H1erdoor gaan de ctrkele ~~n 
~ .,o~l-:,n1us van d,.-1ehoek &be over in de oirkels van Apollon1ue van tl.•.;.,,,­

l1--.i1,;;><: a b'c', d.w.z. in de drte hoogtel1jnen Vt.an deze dr1ehoek, Dez<: 
r~,; Jden c lkaar onder hoeken van :.,o0 , dus omdat de beschouwde lino,·1r& 
, t'rh:?i:.:ld1ne;. conform 1a., !e nit oc'.·: het geval met de Apollon1uac1rkalb 
·.• ~1n dr1\;houk abr,. 

71U.1.pdtell ~.9.1. Ala r( z) enalytisch ia op en b1nn.:n de 1tenhtsid1c1rkel, 

!; .. L.1 verd.er r(o) • o en l :"(z) 1 • 1 voor \z I• 1, den ta voor tlke r; 

b~nn~n de eenhe1dsc1rkel \r(z) \ i \z\. 
b~w1:,~. Daar f(z) analyt1sch en r(o) • O te, 1c oftk de functie g{s) • 
• f(:) overal o~ en binnen de eenhe1dsc1rkel analytiech. Verder 16 ,p 
1€ eenhe1dsc1rkel \ g( z) I • \ r~z) \ • 1. Volgena bet muimummoduluatheo-
.:-1;.;mo ( z1.e blz. 38) is dan over al binnen de eenheisoirlcel \ g( z) , S. 1, 

) .ld I r ( z) 1 ~ l z l . 
Q13voly. Ale f(z) bovendien nog een-eendu1dig 1s, dan geldt bet> gevon­
dene oo~ voor Je :imkering van f(z), dus \z \ ~ \t(z) \. Derhalv& g'.l::.c.: 
·1 n \ t"( i) \ • I z I overal op en b1nnen de eenheidsci:rlcel. 
i'k; rune-~ t:1.d ,.,.( z) • f':) heeft dan overal op en b1nnen de ~•nheS.c!iscir.(-..i. 
,.~n ;,h~"\..lut.., "+'earde 1. Op i;rond vnn hct maximummoduluetheorem& (t.;.:t J~) 

, el.it dn, g( z) • c, met \ c- \ :-: 1., dus r( z) • cz overel op en b·,;:1.nen •.,1.1;, 

t.H:mh1..L:u,<·1rkel. w1,1 VJ.ndt-:n dus: 
dtcll tng. IQderi:: conforme ofbeeld1ng f( z) die de eenhe1dsc1rlcel in z·. ~-o .. 

.t.elf z.ifbeeldt en d~ oorsprong 1nvflr1ant· laat 1s ven de gedeante f( z)•cz, 
wr1ar·b1;; \ \~ 1 • 1, Dt: afbeeldin1 ·:.a dus een draaiinf om de oot-sprcr.g. 

~tJ zoe~en nu d~ 11nea1r~ tranaformatles die de eenheidsc1rkel 
in zichzelf -'Wt'.!rvoert en een punt m 1n dt: oeraprong. De punten m en 
m1 , lnver~ ~-=1legen t..:n vpzichte van \ z \ • 1,. moeten dan overgaan 1n 

.?n ._,.. .. , c.11<;; invers 11..ggen tan opzioht<: van I w \ • 1. Zi.j 
b - c. d de g~zochte trAn8formatie. Dan g~ldt dus m • - -; m • • -r, er-a n 

L!v punten 0 
. ., F.Z+b 
.. ""'cz+d 
h ... lve r, z-m 

w == a -l'z+1· 
Ve;rder moet een punt z met\ z\ • 1 overgaan 1n een punt w met \W\• 1, 
ctus 

1 - \ ¾ \ \ -16':1 \ - \ ¼ \ · 
Stelt men - ¾ • e1t, waarbij t reUel 1s, den lu1dt de gezochte transtor­
matie dus 

W eit z-m 
- wrz:l• 

Men merke nog op dat do transtormatie overtl contorm 1a op en binnen 
de eenheidscirkel., want haar singultertt punt ii' 11gt er qµ.1ten. 
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Opgave 5. Men overtu1ge zich ervan dat de hier op heuristische w1jze 
verkregen t~ansformat1e inderdaad aan de gestelde eisen voldoet. 
Opgave 6. Men bewijze op een analoge menier det alle lineaire trans­
rormaties die het bovenhalfvlak (d.w.z. de verzameling der punten 
z met j z ~ 0) overvoeren in de eenheidscirkel (d.w.z. de verzameling 
der punten z met \Z\ ~ 1) van de gednante 

w = eit z-rn 
z=M 

zijn, waarbij $ ~en willekeurig complex en teen willekeurig re~el 
getal is. 

Ten slotte bewijzen wij de volgende belangrijke 
Stelling, Iodere conforme- transformat:i..e dte de eenheidscirke;t in zich­
zelf overvoert is lineair. 
Bewijs: Laet f(z) de t::enheidscir'-cel in zich zelf overvoeren. Zij f(O)=m. 
Zij g(z) de hierboven afgeleidc lineaire transformetie die de een­
he1dsc1rkel in zichzelf overvoert en zij g(m) = O. Volgens het zoev~n 
gevondene geldt dan 

g{ z) = n ~~ waarbij \ n \ • 1 . 
mz-·1 

De transformatie h(z) ~ g(f(z)), die eveneens conf0rm is, voert d~n 
zowel de eenheidacirkel als de oorsprong in zichzelf over, dus volgena 
de vorlge stelling geldt h(z) = cz met\ c \ = 1. Bij gevolg is 

h{ ) r~z)-m ( ) cz-nm z-bm \ z = n = ( ) 1 = cz, dus f z = - = ffl' b met b \ = 1, waar•:r.edc m. z - czm-n z -

de bewer1ng is bewezen. 
Het is nu mogelijk in tal van gevallen de meest algemene conformt 

afbeelding f te geven, die ~en gebied A in een gebied B overvoert. Mdn 
bepale daartoe eerst een ~peciale conforme Rfbeelding g die B over­
voert in de eenheidscirkel E en een sp~clale conforme afbeeldlng h die 
E in A overvoert. Dan is de transformatie gfh de meest algemene <lie 

E in zichzelf overvoert en dus. blijk(;ns het voorgaande gebroken 11-
neeir, Uit de bekende gedasnte vEn gfh bepaalt men dan de gezochte 
transformatie r. 
Opgav6 7. Bepaal de mee~t algemene conformc afbeelding die het geb1ed 
G\ z .> 4 overvoert :l.n het inwendige van u1; cirkel \ z \ = 2. 

Wij beschouwen nu no~ ~ ... t:; transform'-:1tie w = z2, die overal i.:>eho.1-
v~ in de oorsprong con1'orm ls. Doo. JezE:: transformatie wordt het z-vlak 
afgebeeld op het "dubbelgetelde" w-vlak. Immers een gebied ol<arg z <. ,~ 
gaat over in het p-ebied 2°'-- -:_arg w <~ 2 0· Zodra 0 _.:.:J...) 1f1s, wordt E:t·m 
-deel van het w-vlak twee maal overdekt. 

Het bovenhalfvlak, · de posit,ieve reijle as en de o~rsprong worden 
reeds in .net gehele w-vlak overg,evoerd. 

De rechten -(i\w = a zijn de beelden van orthogonale hyperbole~ 
x 2-y2=a en de rechten ~ w = b zijn de beelden van orthogonale h!Perbo-
1en xy = ½b. Omdat de transformatie voor z ~ O conform is, snijden de 



door eEm punt z -I- O gsandE: hyperbolen van de beide typen elkaar or-­

thogonaal. In de oorsprong maken zij echter hoeken van 45° (vergelijk 

opg:. 3) . 

De trc1nsformatie w = loc z voert ook het z-vlak conform over in 

het w-vlak in de omgevfng v~n iader punt z-:/- O. Hier heeft Echt~r el~ 

punt z oneindig veel bee~.den w = log\ z I + i( arg z + 2kiT) (k = 0,,±1, ••• ) 

Binnen een s trook ~ f '-j w <. cJ- + 2 rr is slechts een beeld w gelegen. 
Bij de inverse transformatie w = ez wordt het gehele z-vlak 

afge~ecld op het w-vlnk, uitgezonderd de oorsprong w = o. Deze trans­

f0rmatie is conform in de orngeving vEn ieder punt z. Een punt w-:/- O 

heeft echter vele originelen. 

Wij vragen ons nu af hoe de meest nlgemene transformatie luidt 

die het 1e quadrant van het z-vlak overvoert in het inwendige van de 
eenheidscirkel. Nu voert de transformatie s = z2 het 1e quadrant over 

in het halfvlak ~?i,_s > o. Men heeft dus nog te bepalen de meest al::;e­
mene transformatie die dat halfvlak overvoert in het inwendige van 
de eenheidscirkel. Hiervoor vonden wij in opgave 6 

w = e it s-m 
2 

du:=i de gezochte transformatie luidt w = e1t z2-m. 
z -m 

Wij bepalen als · - ·,"'.'d2re toepassing de meest algemene conform€ 

transformatie die de strook O <. CR.._ z < 1, ~ z ) O afbeeldt in het in­

wendige van de eenheidscirkel. 

Hiertoe passen wij eerst de conforme transformatie s = 21r1z t.ot:; 

die de beschouwde strook overvoert in de strook <Jt s < O; O ( ~ s < Z • .,. 

De transfo:::·matie 1-1 = e? voe1·t dcze strook over in het inwendige van 

de cenheidscirkel. Ten sl0ttE m0et dan het p-vlak conform op het 
w-vlak worden 2fgebeelc, wanrbij het inwendige van de eenheidscirke~. 
inv~riant blijft. Hiervo~~ vonGen wij hierboven 

w == ,,ti~{~·s ~lus w = e:;~:.:_bm, ( I b \ = 1, m willekeurig) 
e · m-b 

Wl,.i bep~.:...c:: nc:~ c,./., L'···. :--:;,·~'orlrit.tj_e_ dte he.t gebted \z\ -1. 1, ~i 'i) O 

ov1::;i·vn,: ~,t in het geb.:.t:-d 'J1,1r> 0 Nu we ten wij volgens opgave 6 dat de 
l~neaire transformatie 

z -= 
it 1.s-m 

e -.--1.s-m (t re@el) 

cle imaginair·e s-c1s 0·1e1.v0ert in de eenheidscirkel. Eist men ook nog 
dst de re!le as bij deze transformatie invariartt blijft, dan vindt men 

I'-(: f ) 

ii:'.,emakkelijk z = +, .. '+ci· 1.c .. retlel , 

Opgave 8, BewiJs dit 

DE;; transfor:natie z = - !i-~~ (c reeel) voert derhalve de positieve ima­
ginaire as over in de kromme I z l = 1, ~ z >-. 0 .. Dus de inverse trans­

formatie s = E~;~1 voert · het gebied I z I-< 1, •j z > O ~ver c~n het2 
eerste kwadrant van het s-vlak en de transformatie w = s = (_1-z~ 
levert ons de gezochte transformatie. ( 1+z) 



Hoofdstuk VIII. De 1 -functie. 

§1. Oneindige producten. 

Eerst geven wij een inleiding over oneindige producten. 
00 

Een uitdrukking TT1 u wordt convergent genoemd als vanaf een ze-n::: n 
kere index k geldt dat unfo is en als verder de rij uk,ukuk+'1' 
ukuk+'1uk+2 , ••. een limiet iO bezit. Is deze limiet u dan schrijft men 

fl u n===1 n === u1u2···uk-1u. 

Gevolg. Een oneindig product is dan en slechts dan nul als tenminste 

een der factoren nul is. (Ga dit na!). 

Bij een convergent oneindig product volgt uit lim 
N+1 N--)CO 

= lim J'~ u /o dat lim uN=1. We schrijven wel u =1+a en hebben dan 
D-t= = n N-,co n n c-:> 

lim qn=O. Een oneindig product ~:y1 (1+an) wordt absoluut convergent 
n --, C/.) = 
genoemd a ls het product ;1J1 ( 1 +la 11 \ ) convergent is. 

Het is mogelijk dat de grootheden an functies zijn van een veran­
derlijke z. We bewijzen thans de volgende fundamentele 

Stellin~. Zijn alle functies fn(z) analytisch in een gebied Gen is de 

reeks ~='1 \ f n ( z) \ uniform convergent in ieder a fgesloten deelgebied van 
G, dan stelt de uitdrukking 

een overal in G analytische functic voor. 

Bewijs. Er bestaat op grond van de tweede onderstelling een index h 
zodat voor n :::, h geldt 

) f h ( z) / + · .. +If n ( z) I < ½' 
dus in het bijzonder \fn(z)j< ½ en 1+f11 (z)fo. 
Verder voeren wij in 

( 1 ) 

Dan heeft men N 

de groothede:-J 
N 

= J:hi (1+fn(:·:)) 

< J! ( 1 + I r n ( z ) I \ 

dus vinden wij voor N f h 

en 

(m~h). 
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Wl8t,.ult blijkt de t, de reeks (PN ➔_1 (z)-P~/z)) absoluut en un1f'om 
=rn 

oonvergent is en dus een on,llyt.tsch~.' runcti<1 voor·st:elt. H:i.er~11t voJ.gt 

da t df.1 lirrd.11t 11m PN( :d== n~l (1 +fi/ z}) event:ena t:ien 1n teder ~ fgeslo-
N➔ co 

t~n deelgebied van G analytische functle P(z) voorstelt. 
Onaave ,1 r·a ,,.,, d 0 ··•· o~c-·"'C· "'l"'_.. .. •· • E' ~,. ,J ,- l%.,'l Cl \,, o!.1 ,\_ 1 ., ~ ,,.. •~- .J. ., 

Dt! func tic 

(2) Tr 
n:-.::. .. 1 

wore.it; wegens P(z),'O slechts nul in di,:! punt.lm WfUH' Jen der fscto!"en 

1 +r 1 ( z), •• ., 1 +f m ( P.:) nul ls . 
W:1.J bt=1w1jzeri ook nog dnt cle formule ('·1) logJ~Pithmtsch mag worde:1 ge­

different1eerd. dus dat 
f l (;?:) 

!1 
;, +i' { z \ , 

n 

mits bet punt z geen nulpunt 1B van F(z). 

F(z) =(1 ~r~(z)) ... 
' 

(1+f (z)) P{z), m 
due I 

m fn (~:::) hW' z 
"" r: "+r { z l + z • n~·1 n 

e4 

De absoluut en uniforrn convergentc ree1c:, [: 

gewijzc worden gedifft~~ntieerd ~n levcrt dan 09 

Dus wegern.3 ( 1) 

1 ( - ·1 .; "'"· 
- .,.... . ..:...l1~ 

fJ ➔ ¢fJ 

r-~ 
.[ 
n,=m 

= l t:n 
N -'IV> 

Het bov-::nsrn;;;r,Je pc,:rnt.::1 wl.j' toe om in n,Hol~;tn·?; van Weierst;r-ass 

cen complexe functie te maker; die lri vocrg~s·hr~v~n punten polen of 
nulpunten bezj_t. B.v. de functi.e die- rmlprnt,;;:r: bezi.t :n de punten 0,+1,, 

±.2, ... client, n ls onsind1g pr-oduc t gc:s.:::- :,:v'2.,,, z,::kt:' de f.:ic t;or,.:t1 z, 
-"I • Z "I J. Z 1 Z , .. ,. b ,.,. ·• •· t- ·, ' "\'i rt h • l t d t i + -x-, , , .,..., ••. , +- 1,,:: c,~~.1 . ..,ur.JI z,.,, mc:n .. 1erv~or ;1e..; pro uc 

- -, - t:· - :n 

zou kunm::n prob,:rtt-i. D1t pt•oduc t conv~ pg,.,ert Jndcrdaa weg.:::ns . 
2 I') ,., 

Go? z zc··rr<:. 
L ~ ~ h nss ·1 n ,. 
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N 1 

I:' (log(N+1)-1-½ ••• - ff) 
na1 C -C c = e e •1, 

dus r(1)-1. Verder ht:eft mt:n voor willekeurl.ge z(,'0,-1,-2, ••• ) 
N 1 

r { z + 1 } • z+1z '-' C l im TT n +z ,-::. ii 
t } "' n • 1 n +z + 1 · "' r\z N ➔ c» N 1 

z -Cl z+1 h1 n • me im z+~+1 e 
N ➔" 

-C e-log(z+N+1)+1+,+ ••• + J • z, = z t lim ,,. 
N ➔ C)':) 

dus r ( z+1 )•z r ( z) ( 1e func tionaa lrcla tie der r -functie). BiJgevolg 
h~eft men voor natuurlijke m de relatie r (m)=(m-1)! 
Voorts heeft men voor niet gehcle z de tweede functionaalrelat1e der 
r -functie 

1 
r ( z ) r ( 1-z J = 

1 
r(z)(-z) r (-z} .. z 

In het bijzonder volgt hieruit voor z==½ 

a,-, z2 
~ ( 1- """'2") = 

n 

sin rr z 
TI 

TT 
• r( I 

sin TT 
dus r (½) = Vri (want r (½) > 0). 

~ 

Opgave 1. Bewijs dat r (½) > o is. 
Opgave 2. Geef voor gehelE~ n cen formule voor r (n+½). 

Verder vinden wij nog N N 
1 z 

1 nz(1+ ••• + ff - log N)TT ( 1+ !)e- n. r ( z) = z lim ...., l'l n=1 n 
N ➔ O'l 

z lim N-z TTn+z 
n ... 1-n-

• lim 
N -t c:n 

z(z+1) •.. (z+N) 
N!N 2 

(formule van Gauss). 

§3. Integraalvoorst0llingen. 

Wij geven thans (.;en gchc:el ander8 voorstelling ~·{H~ d0 r -functie 

(gegcvtn door Euler) ~n wcl een waartn inttgralen optreden. Hiertoc 
gaan wij uic van de door particle integratic g0makkelijk af te leiden 
formule ( waa rbij n E:.:.:t, na tuurl ijk geta 1 is) 

1 

( n! ( J = f (1-tt t 2 - 1dt zz+1) ••• z+n 
0 

{Re z ) 0); 

hierbij is de integrand zo gedE:finieerd dat arg z=O voor z :> O. 

Opgave 1. Bewijs deze formule. 
Ui t deze formule volgt onder gebru1 kma l<ing der formule va 11 Gauss 

dat 1 n 
r(z)= lim J (1-t)n tz-1 n2 dt= lim f (1- *)nu2 - 1ctu. 

n ➔ oo O n ... ~ 0 
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Naast ::~e 
• I"\ t-,J... ,, .... 

14. B-lntcr;rah.n. 

r-runct1~ z1Jr1 1n a~ p~actljk ven bclang d2 zgn. B-

'* r1 
.J 
0 

~) - ,, :·1 .• ·1 
v! t1_'Jl:\-1 riv •·• \ . • .. I ... l\. d.c q:>O). 

Wij bewiJZ~n dat B(p,q} B'')'B'::1) - _j.J,:L_~ . .,;u., .ts. Men h<.:eft nl • 

i , .J 'r 
'"'- l. J '· 

B( p+·q) 
c,•, e,~\ 

r(p) r(q) - ( ·-X D-''I .,, X · r~x I ,... ·-' e ·y dy f -Y q-1 

- 4 

v:i.ridt 
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