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. Complexe Functietheorie

te
Sittard
door
De H,J.A. Duparc
Hoofdstuk I

Inleiding

%1. Complexe getallen,

Wij onderstellen bekend:

1e, de elgenschappen der complexe getallen;
e, de belangrijkste elgenschappen uit de refle analyse;
e, de voornaamste eigenschappen van het Puclidische platte vlak.

Wat 1e betreft, zij opgemerkt, dat het rekenen met complexe
getallen (dit zijn getallen, die in de gedaante a+ib te schrijven
zijn) formeel geheel geschiedt volgens de rekenregels der algebra,
waarbij men bovendien nog voor 19 de waarde -1 mag substitueren.
De aschrijifwijze van een complex getal in de gedaante a+lb is on-
dJubbelzinnig, d.w.z. twee complexe getallen a+ib en c+id zijn dan
or slechts dan gelijk als geldt a=c én b=d., Hierbij is uiteraard
ondersteld, dat a,b,c en d redel zljn,

Wat 3e betreft, onderstellen we, dat in de streng opgebouwde
Fuclidische meetkunde o,a, een hoekbegrip is ingevoerd, dat aan de
bekende eigenschappen uit de Puclidische meetkunde voldeet. Voor
re¥le x denken we voorts de {uncties sin x, cos X, tg X enz, gede-
“ineerd en de eigenschappen dezer functies, die in de goniometrie
worden behandeld, bekend,

Thans gaan we een verband leggen tussen de cemplexe getallen
en de punten van het LDuclidische platte viak door he% getal z=x+1y
te deoen corresponderen met het punt (x,y) van dit vlak; de coBrdi-
naten x en y ziin betrckken op een eenmanl gegeven vast coBrdina-
tenstelsel., De corsprong correspondecrt dan met het getal O,

Zoals bekend noemt men x het redle deel van z,en y het ima-
ginaire, Men schriJft x=Rz of Rez; y=Iz of Imz.

Onder de modulus vanygpnﬁcomplex zetal z=x+ly verstaat men
het niet negatieve g@tal“wxd+ydg men geeft de modulus van z aan
door .z!, .

Opg.1. Bewljs, dat de modulus van het complexe getal z gelljk is
aan de acrstand van het punt z tot de oorsprong., Van welke complexe
getallen is de modulus positief en van welke is de modulus nul?



d.. modulus positief e¢n van welke is de modulus nul?

Evénals'een punt (x,y) van hct platte vlak eveneehs bepaald is door
zijn poolcodrdinaten (r,g&, kan men een complex getal ook bepalen door
de lengte |z| ven de voerstraal ¢n dc hoek , die deze met de positieve
-5 n.2akt. Deze hoek ¢ wordt het argument van het complexe getal 2z ge~
1ocmd; men schrijft q>= arg z, licn kan nog opherken arg z = bg tg %ii%.
Jug, 2. Bewijss jz) gin arg z = Iz; !z} cos arg 2z = Rz,

Opg. 3. Is arg 2z door hct complexe getal z ecnduidig bepaald?

Om het punt z+w, wacrin z = x+iy e¢n w = u+iv, aan te geven, merkcn
ve op, dat de codrdinaten hicrvan gelijk 2zijn aan x+u resp, y+v, zodat
uit op grond van meetkundige overwegingen het vierde hoekpunt is van cen
rarallelogram, waarvan dric der hoekpunten
O ¢n w, \Y

jar

zijn 2,
ten kan ook opmerken, dat het punt =
o+ gevonden wordt door de vector Oz even- +W

wijdig aan zichzelf t¢ verplaatscen, zoda-

Lig, dat het punt O in w komt. Verplaatst ‘

ren Ow zodanig, dat O in z komt, dan vindt /)&’

aoin wederom hetzelfde punt. Mon kan dit ///////

i.1t beschouwen als een mectkundige illus- (D' o X

‘ratie van de¢ eigenschap z+w = w+2,

Het punt Zq¥Zote. tT kan men vinden uit het punt Zqtee oty 4 door
van daar uit cen vector te construcren gelijl en evenwijdig aan 0Oz,
Jpg. 4. Bewijs meetkundig do bekende ongelijkheid

lz+w| < )zl + [w].
vpg. 5. Bewijs N N
Lo )t sl

Bij gegeven z en w bestaat cr &€€n en slechts &én getal s, zodanig
dnt 2+s = w, Immers s is het vierde hockpunt van een parallelogram, waar-
von dricv opcenvolgende hockpunten zijn z, O ¢n s,

Wensen we op grond van deze definitie het punt -z bij gegeven z te
construcren, dan vinden we dat de punten -z ¢n z symmetrisch t.o.v. de

A

coraprong gelegen zijn,
Vpg. 6. Bewijs mectkundig z-w = z+(-w),

Qvg. T. Bewijs meethundig |z-w | >1z| - |w)
|z-w| = |wl - ]z| (derhalve | z-w] ;\\z) - lWl\).
jz=w | < {z] + jw|

Het produet p van dc complexe getallen z en w zijn het gemakkelijkst
te vinden door de getallen te schrijven in de gedaante z = r(cosq9+i sinq%
v o= s(cosxP+ i siny/), Dan geldt .

p=rw=rs(cosy+ i sinap)(cos?;+ i sin\y)=rs(cos(?+-y)+ i sin0?+w);
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zodrt wij hivrmee bebbon - venien,dams de modulus van p is gelijk man rs
er. het argument van p is gelijk man ¢ +Vy, in formule {zw} = |zliwis
relzw) = arg z + arg w,

Upgz. 8. Bewijs deze formules ook door van de rcéle en imaginaire gedeel-
ten i.p.v, de moduli en argumentern van z en w gebruik te maken,

De constructie van s = zw geschiedt het eenvoudigste door op te
werken, dat de driehoeken sOw en 201 gelijkvormig zijm, Hierbij is het
sunt 7 het punt, dat met het getal 1 eorrespondeert,

J. Bewije: zw = 0 dan en slechts dan als ten minste een der faotoren

Ung,

Loen wonul is,

De deling % is bij gegeven z en w mogelijk, mits w A0 is.
Upe, 10, Geef aan hoe men mecetkundig de plaats van % uit die van z en w
. (#0) kon bepalen,

De complexe getallen vormen cen commutatief lichaam, Een deelli-
‘hizam hiervan is o.a. het commutatieve lichaam der reéle getallen.

Het toegevoegde complexe getal z van z vindt men door 2z in de x-as
te splecgelen,

2 :—iQ

Men heeft ®W = zw on verder 1zl = |z1° = zz. Hieruit volgt opniecuw

comakkelijk de formule voor de modulus van het product van twee complexc
~ctallen z en w, Immers !zw\g = ZW,ZW = ZWZW = ZZWW = ]z\2¥w]2, dus,
omdat moduli > 0 zijn, \éw\ = |z||w].

D¢ punten van het "recohter"halfvlak zijn gekarakteriseerd door
'z > 0O,

De omtrek van de cenheidscirkel (de cirkel met straal = 1 en mid-
dclpunt in de¢ oorsprong) wordt gegeven door |z = 1.
Ore, 11, Bewijs dat de inversic t,o.v. de eenheidscirkel door de volgende

+ it

“ronsformatic wordt gegeven
z! :l.
z

v, 12, Door welke betrckking worden de punten gekarakteriseerd, die
innen de cirkel met middelpunt Ly en straal r liggen?

De¢ vergelijking von cen kromme f(x,y) = O in het complexe vlak is
+. schrijven in de gedaante f(Rz, Iz) = 0 dus g(z,z) = 0, waarin de
iunctie g door f bepaald i1s.

Onder de & -omgeving van een punt Z verstaat men de verzameling
der punten z gelegen op ecn afstand < £ van Zge

In tegenstelling tot bij de projectieve meetkunde, waarbij men het
Euelipdfitte viak uitbreidt met cen oneigenlijke reehte en met "complexc"
punten, wordt het complexe platte vlak "afgesloten" met &én enkel punt,

het punt z = .
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Onder een omgeving van het punt @ wordt verstaan de verzameling
der punten gelegen buiten cen cirkel,
ILr is cen ¢én-Cénduidige afbeelding mogelijk tussen de punten van
% afgesloten complexe vlak ¢n de punten van cen bol d.m.v, stercogra-
fische projectie. Men denke zich een bol met middellijn = 1, die het com-
plexe vlak in de oorsprong rockt en voege aan een punt z van het complexe
vick toe het snijpunt van deze bol en de verbindingsrechte van het punt
met het op de bol gelegen tegenpunt van de oorsprong. Met het punt o
I at men voorts dit tegenpunt corresponderen,
Ui, 13, Met de eenheidscirkel van het complexe vlak correspondeert de
"roquator” van de bol.
L. 14, Met twee punten, die clkoars inverse zijn t.o.v. de eenheids-
7.ol, corresponderen op dc¢ bol punten, dic symmetrisch liggen t.o.v.
wquatorvlak,

. 15. Welke krommen in het complex.e vlak wordt bepaald door de relo-

PU3
1221 C o9y 1B = 35 R(2%) = 13 I(z42,242) = 0 2
| Z=T | PET 11 - 192°3
ierin zijn 29, Zp €Nz, geglven complixe getallen en (5132232) stelt
& 3
3 iy 374
iubbelverhouding —— @ === voor),
2=2n y=2

- . 16, Do oppervlakte van de driechock met hoekpunten 2, b en ¢ 1s ge-

Lk nnn de abscolute wacrde van de determinant

’(z, b Oi
1 }‘" B z“i
R

S 17, De rechte door de punten a en b is in parametervorm te schrijven
de gedannte z = so+(1~-s)b (o willekeurig reéel)., Bewijs dit direct
met behulp van de vorige opgave,

~

©Z. Wegen, gebicden en continua,

cuschouw twee relle getnllen o gn/g met ﬁy</3.
laat £(t) ¢n g(t) voor y<;1:§/@ continue rc¢iéle functies zijn van t.
wordt de verzamcling der punten z = x+iy met x = £f(t) en y = g(t)
M continuc kromme genoomd,

ien ken deze aangeven door de formule z = z(t) ( X <t g%ﬂg}.
Fcrrgsponduran met verschillende waarden van t verschillende punten,
x+1y, dan hect de¢ kromme cen Jordanboog.

. 1. Een roecht lijnscgment is een Jordanboog.
Len Jordanboog hecft steceds een oriéntatie; men zegt nl, dat een

st 24 aen cen punt z, voorafgaat als voor de bijbehorende parameters tj
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en t2 geldt T, i;tz. Het punt z(«) heet beginpunt, het punt zgﬁ) heet
eindpunt van de Jordanboog.

Een punt z ligt tussen twee punten Zq en 2z, als voor de bijbehoren-
¢¢ parameters t, t1 en t2 geldt t1 <% :at2.

fen Jordanboog heet gesloten als f(x) = f(2); gl=) = g(s). Het be-
gin- en het eindpunt vallen dan samen. Dit is net enige punf, dat deor
twee verschillende waarden van de parameter kan worden bepaald.
Oy, 2, Een cirkel is een gesloten Jordanboou.

Kies op de Jordanbeog z = z(t);,x.ékt éz@ een aantal oneenvolgende

l

tussen z_ = z(x) en z_ = z(B) gelegen punten ZysBoyes. 2y 4. Indien de

0 n
cebroken rechte Z0ZqseeeyBy 4 B, VOOT iedere keuze van n en van de lig-

ring der punten ZqgeeerZy_ g eennbegrensde lengte heeft, noemt men de
Jordanboog rectificeerbaar.

De lengte van de Jordanboog is de bovenste grens van de lengten der
heschouwde gebroken rechten.

Het is bekend, dat de beschouwde Jordanboog dan en slechts dan rec-
tificeerbaar is, als de functies f(t) en g(t) van begrensde variatie zijn.

Een reetificeerbare Jordanboog heet een wegsegment,

Beschouw een aantal wegsegmenten met de eigenschap dat he¥ eindpunt
van elk (behalve het laatste) samenvalt met het beginpunt van het volgen-
de. De zo ontstane puntverzameling heet een weg,

Het beginpunt van de weg is het beginpunt van het eerste, het eind-
runt is het eindpunt van het laatste wegsegment, waaruit de weg bestaat,
Vallen begin- en eindpunt van een weg samen, dan heet deze gesloten.

Zijn de wegsegmenten alle rechte lijnsegmenten dan ontstaat een ge-
hroken rechte. Is de gebroken rechte gesloten dan heet deze een veelhoek.

De lengte van een weg 1s gelijk aan de som der lengten der wegseg-
nten waaruit de weg bestaat.

Len wegsegment kan zichzelf niet snijden, maar een weg wel, Snijdt
zon vicg zichzell niet, dan heet deze enkelvoudig.

Ovg. 3. Een recht lijnsegment is een weg; een cirkel is een gesloten en-
kelvoudige weg.

Volgens een theorema van Jordan verdeelt iedere gesloten enkelvoudi-
e weg het platte vliak in twee gedeelten: een binnen- en een buitengedeel-

Len gesloten georiénteerde weg heeft een positieve oriéntering als
et inwendige er links van ligt; ligt dit rechts, dan heeft de weg een
nogatieve oriéntering. ’

In het vervolg onderstellen we, als het tegendeel niet vermeld is,
dat de te besochouwen gesloten wegen een positieve oriémtering bezitten.

Len verzameling heet open als bij ieder punt der verzameling een po-

dtief getal 5 te vinden is, wodanig, dat de & -omgeving van dat punt
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(eheel tot de verzameling behoort.

*Len open verzameling heet samenhangend als twee willekeurige punten
ervan kunnen worden verbonden door een boogsegment dat geheel tot de ver—
comeling behoort,

Pen verzameling heet cen gebied als zij open en samenhangend is.

Lien verdichtingspunt van een verzameling is een punt met de eigen-
schap dat bij iedere gegeven positieve < minstens één punt der verza-
meling in de € -omgeving van dit punt te vinden is.

Len verzameling heet begrensd als er een positief getal M te bepa-
len de, zodat elk punt z der verzameling de eigenschap bezit dat
LW is.

Len verzameling hect gesloten als zij al haar verdichtingspunten
Lavat,

Onder cen [ -~keten verstaat men een rij punten Ao’A1’A2""’An~1*An”
votanig dat elk tweetal opeenvolgende punten der rij een afstand « 2z bo-
sat.

Een gesloten verzameling heet samenhangend als elk tweetal punten
A tn B ervan bij iledere positieve gegeven £ kan worden verbonden door
in o =keten, die geheel tot de verzameling behoort, d.w.z. door een rij
ounten Ao’AT"‘°’An met AO = A en An =D, waarbij de punten A1,.,¢,A
w.le tot de verzameling behoren.

-1

Len verzameling heet cen continuum als zi] begrensd, afgesloten on
vomenhangend 1is.
We vermelden zonder bewl]s nog een paar eigenschappen:
ﬂtz. Iilke gesloten veelhoek is te verdelen in een eindig aantal enkelvou-
{ige veclhoeken en een eindig aantal segmenten die tweemaal deorlopen
sraen, eenmaal in de ene en eenmaal in de anpdere richting. Elk der en-
ivoudige veelhoeken wordt geheel in positieve of geheel in de negatie-
v richting doorlopen.
,ia Blke enkelvoudige gesloten veelhoek kan door diagonalen, die gehecl

boanen de veelhoek ligeen, in drichocien worden verdeclda

A

Tenslotte Dbewljzen we in verband met latere toepassingen de over-

doklkingsstelling van Heine-Borel,

‘

2ij D een afgesloten begrensde verzameling, Bij elk punt z van D
~onstrueren we een cirkel C(z) met z als middelpunt. Deze cirkels over-

ien D geheel (d.w.z. ¢lk punt van D ligt in minstens een dezer cirkels).

De stelling van Heine-Borel zegt nu, dat men uit de verzameling van

,\
N
e

js: Wij geven cen indireet bewijs en onderstellen dat het niet.moge-

1ijk is om eindig veel cirkels C(z) te¢ vinden, die D geheel overdekkew.
Daar D begrensd‘is, bestaat er cen rechthoek Ro? waar D geheel in

iigt., We mogen aannemen, dat RO zijden heelft, die evenwijdig lopen medt

cirkels C(z) er e¢indig veel kan kiezen, dic D reeds geheel overdekken,
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d¢ cobrdinaatassen., We verdlen deze rechthoek in vier rechthoeken door
‘. beide rechten, dic de middoens der overstaande zijden verbinden. Op
rond van do¢ ondersatilling is tuen minste et in cen dezer vier rechthoe-
o .o gelegen deel van D nict door <indig vecl cirkels te overdekken, Doze
richthoek Ry verdelen we op overeonkomstige wijze in vier gedeelten en
vinden zo cen rechthock R, met de eigenschap, dat het in R2 gelegen ge~

“

t..lte van D niet door e¢indig veel cirkels te overdekken is, Zo voort-
gaande vinden wij cen rij rechthoceken RO,Rq,Hg,..., elk bevat in de
voorgaande,

Beschouw de linkcrondcrhoekpunten dezer rechthoeken, De abcissen
slervan vormen een monotoon naab afnemende naar boven begrensde rij con
Lezitten derhalve een limict ? . Evenzo bezitten hun ordinaten een limiet

. De linkeronderhockpunten convergeren derhalve tot een limietpunt

= ? + 1. 21 ven willekeurig positief getal. Beschouw een cirkel
et straal ¢ en met middelpunt o . Er bestaat dan een getal N zodanig
@it alle rechthocken Rn met n > N geheel in C liggen,

De doorsnede van zo'n R cn D is niet door cindig veel cirkels te

overdekkeny dus deze bevat oneindig vecl punten van D, Binnen iederc
~omgeving van ?3 liggen dus oncindig veel punten van D. Dus ¢ is ver-
dichtingspunt van D, D is afgcsloten, Derhalve behoort Eé tot D. Dus be-
staat ¢r cen cirkel C(f ), die het punt f} van D tot middelpunt heeft,
‘sor voldoende grote n bestaat er een Rn,/din geheel in C ligt. Dit voert
Lot een contradictie, want encrzijds is de¢ doorsnede van Rn en D op grond
van de¢ constructie van R nict door cindig veel cirkels te overdekken,
anderzijds overdekt Lchinr C( ) deze doorsncde. Hiermede is de stelling

bewezen,
Hoofdostuk II
FUNCTIE

I, Continuitcit,
Indien aan c¢lk punt z van cen gebied G één complex getal w is tocge-~

vougd, noemt men w oeen eunwaardige functie van de complexe variabele 2,
.on schrijft w = f(z2).
G heet de¢ definitieverzameling van de functicec f3 2z heet het arguuent
Jer functie.
Beschouwt men de reéle en imaginaire delen der getallen w en 2z,
wo= u + 1ivy 2 = X + 1y,
dan kan men de relatie w = f (2) ook schrijven in de gedaante
u = ulx,y); v = vix,y); f(z) = ulx,y) + iv(x,y).
lerin stellen u(x,y) on v(x,y) reéle functies voor van de beide retle
variabelen X en y. 3

it
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D¢ Tunctie w = f(z) wordt in cen punt Z continu genoemd als f(z&)
hestaat en hlim f(z) = f(zo) is. Anders geformuleeré; f(z) is continu
inocen puntAE;§0als bij iederc gegeven ¢ een getal ¢ te vinden is zoda-
: Je eelat (2(2) - £z )\ L . Dit ge-
tal © is in het a%gemeen afhankelijk van =, Z, en de beschouwde functic

Atz dat voor alle z met lz - 2

&

7, Men schrijft ¢ =c(2 ,2.,1).

e, 1, Onderzock voor wells wanrden van = d¢ functic continu is.
+ i zijn
0 %o Yos J
de functies u(x,y) cn v(x,y) ook continu in het punt (xo,yo) en omgekeerd,

1
‘ . Z
Upg. 2. Als de functie f(z) continu is in cen punt z_ =

Definitie. Indien het in de hierboven gegeven definitie van continuiteit
van cen functie f(z) tedoelde getalff onafhankelijk is van z voor allc z
in een zeker gebied G, dan zegt men dat de functie F(z) in dat gebied G
wlijkmatig of uniform continu is,
~fTelling. Als cen functie f(z) in een begrensd en afgesloten gebied G
continu is, is zij daar gelijkmatig continu.
ccwijss Z1j gegeven een willekeurig positief getal ©
wegens de continuiteit der functie f(z) in G bestaat er bij leder
wont z van G een getal ﬁ,zodanig dat if(z)- f£(z')! € %< zodra '
:

ot

pe)

< . Beschouw nu bij ieder punt z van G de cirkel CZ met middel-

c.ntozoen ;traal % e Deze cirkels overdekken G geheel, zodat ult deze
verzameling dezer cirkels een eindig aantal te nemen is, die G ook al ge-—
ccel overdekken. Laat de straal van de kleinste deger cirkels 4( zin.

Vit getal  is derhalve alleen afhankelijk van het getal s en de functie

Low

Beschouw thang twee willekeurige punten z, en z, van G met

Ty ZQJL.Q » Het punt Z wordt dan overdekt door een der eindig veelge-
ronden cirkels. Het wmiddelpunt hiervan zij ¢ en de straal & < _.

‘ o . Z
YT or - ¢ *: / . ! - g /} < *_:)I" ;‘ i i - s ~
legens (21 ¢l B . en [z, Zoled & oF oy is |z < < e
s z, en z, liggen beiden binnen de cirkel met middelpunt <5 en straal:

-

.. Hieruit volgt ([f(z;) - £(& )i & Len [£(zy) - £(5)] ¢ FS,
dus gf(z1) - i(zg)\<~i-

-
02« Differentieerbaarheid.

3

Def. Men noemt een functie f(z) differentieerbaar in een punt 24

: .. L - ¢ . -
2ls bij elk positief getal £ een getal & en een getal L te vinden zijn
zodanig dat voor iedere z met |z -~ zZ\ o geldt

| f(z) - f(ZO)

| 7 - 7

|
- LE&{,i .
0 |
Het getal L, afhankelijk van de keugze der functie f, is ook afhankelijk
van het beschouwde punt z . Men schrijft L = f'(zo), De functie f£'(z)

wordt de afgeleide functie van de functie f(z) genoemda
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initigs Ben functie f(z) heet analyticsch in een gebied G, als voor

(1n; 7z in G de afgeleide functie £7(z) hestante

™

Ten functie f(z) is analytisch in een ount, als er een omgeving van

¢ot oant besteat, waarin de functie analvtisch is.
telling. Een analytische functieo iz continu.

Gewilise Z1ij gegeven een willekeurig positief getal £ . Bepaal het getal
zodanig dat voor alle ¢ met |z - ?,\Miigeldt

%
Zz -

. Pl
SR S . K
Voor |z - ¢ |~ min (¢, =—-<—=—) heeft men dan
’ YL+ e .
P ‘f ool < \ L
z -(l«<o dus (2). - féf‘) - Ll &,
7=

A
l£(z) — 20 )Y« (1] + ) |z -y|<s.
(iie 1+ Onderzoek de differentieerbaarheid en continuiteit der functies
f(z) = 23 f(z) =z 3 f(z) = % ; T(z) = arg z.

71j gaan thans het begrin differentieerbaarheid nader beschouwen.
Als de functie w = f(z) = u(x,y) + i v(x,y) in een punt z = x + 1y
wifferentieerbaar is, bvestaat de limiet
f(z1) - f(z)

2 s .

>

“1
voor het geval het nunt Zy o= Xy o4 iy langs een rechte evenwijdig met de

-z

a—ui3 tot z nadert. Dus: ,
ul, )+ dv(ag,y) -1 ulx,y)+ 1v(%,9) |

f'(z)= lim

%% E 1y) = (X + 17)
oulxgy) - ulxy) v(xq,5) = v(%,y)
= lim = - + 1 lim -~ TR
X, onX 1 X, -X 1
1 1
Dit houdt in dat de beide in het laatste 1id genoemde limieten be~
12} o
staan, dewez. dat de partiéle afgeleiden ;“i en 77% in het punt (x,v) be-

N

. : 240 .Y
staan. Men vindt £'(z) :-%:E + 1 —=— , of korter geschreven
12 /

SR — . ;
ft(z) = u, o+ 1oV
Cpise 2. Bewiljs dat uit de differentieerbaarheid van f in het punt
. 1 .
= X + iy volgt f'(z) = = (u_ + 1iv_).
y g (2) =1 (ug )
3. Als £'(z) = 0 is voor alle punten in cen gebied G, dan is f(z)

in dat gebied gelijk aan een constante.
On grond van de gevonden formules volgt dat als £ in 2 = x + iy differen-

izcerbaar is, de formules
U= :u =-v (differentiaalvergelijkingen
x Ty Ty X van Riemann-Cauchy)
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Z1j omgekeerd gegeven dat de bhetrekkingen Uy = vy; uy = =Vy gelden
in een punt (X,y). Beschouw een willekeurig punt ,.(); dan is uit ds

analyss bekend

VAN

s . ) — ( . . ¢ ‘ ! ¢ \ . , < . :\ .
J.(’ v {)“Q<X,3>-—?MX(X,3’)+ -»1(37“’)){(5)"55)"'*,7 u:},(J{’y)"’ I‘2( ;,y >\(" "y>
_ { < {, < ‘
7(_2,17)—V(K5y): {vk(x,y)+ rB(é ,r(>}&' ~x)+ b v_(x,y)+ T4(< )5<Y{“Y)
waarin  lim ri( %,I{} =0 (i = 1,2,3,4)
<‘~-~>Z '
un wegens .
£ =X Lo =y
—_ oy
IEGET I U A
w( ¢ )= w(z) (u_+iv )( & =x) + (u_+ iv_) (i} -y)
lim . = lim X X . MR S— ! -
. & =2 . =g
<o Z b (\,,.:_:, 7 2

= u, + iv,

srmee de differentieerbaarheid is aangetoond.
Later zullen we aantonen, dat uit differenti€erbaarheid van
= uw + 1iv in een punt z volgt, dat de particle afgeleiden van de tweede
s oder functies u en v bestaan. Daaruit volgt dan

Uyt uyy = va - vXy = 0

+ vV = -u__+ =0
Vex" Vyy xy~ Uxy
vi. Tuncties u en v voldoen dus aan de differentiaalvergelijking
C2 -2
f‘ v ((‘ Fa i R
T b Ty = Y
f X I ;\/r

Leose vergelijliing wordt differontisalvergelijking van Laplace genoemd.
‘anneties, dice hicraan voldoen heten harmonisch.
en groot aantal bekende roegels uit de differentiaalrekening is ook
1dig voor complexe functies.

o . n 3 - .
S 4. De functies z3 273 =~ 3 2z (n geheel) zijn analytische

T o e g e

C e De Ale ¥ en g ®mralytisch zijn heeft men
(f £ g)t=1" + g'; (fg)' = £'g + fg'.

Qe 6. Ie £ analytisch in z e¢n y analytisch in f(z), dan is Vﬁ(f(z)) e
nalytische functic van z.

Z

on heeft sz = Yf f .

v le TBen analoge stelling geldt over he® begrip continuiteit. Is T

vinu in z en ¥ continu in f(z), dan is ?/(f(z)) continu in z.

<



HOOFDSTUK III
Integratie in het complexe vlak.

éﬂ. Definitle van lijnintegraal.
Beschouw een willekeurige in het complexe vlak gelegen weg C bepaald
z(t)=x(t)+iv(t); £t <f; 21y 2l)=a, z(g)=D.

Laat op ieder punt z van deze weg een eenwaardige continue functile £(z)
van z gegeven zijn,
Beschouw thans een willekeurig stel re8le getallen toga’tq’tE""
! 4 s -
tn-," tnmfj MEt to< t1<_t2\ -c.«;_‘t

door

neA Nt en stel

kzz(tk) (kmgﬁqx---,’n)-

21 %L\een willekeurige op het segment (z,,z,, ,) van C gelegen punt.
Dan noemt men de som

z

S=(2,4-2) (¢ ) +(2p=2 ) 0( ) ket (22 )T o)

een som van Riemann, De waarde van S hangt af van de kromme C, de getal-'
len X en/, de functie f, het getal n en de keuze der punten Zaseees

i L -
Z,_4 €n Qu seees (e Wij zeggen dat door het getal n en de getal

len tq"-':tn_q’ die de punten z .52 bepalen, een verdeling V

1?2 n-"1
wordt vastgelegd, De som S hangt dan af van C,fx,(ﬁ, f en Ven ﬁw,..., §n~f
Men schrijft S=S(V). De uitdrukking
max
k=0,...,n=-"
noemen we de fijnheid A (V) van de verdeling V.
Wij zullen aantonen, dat als een overigens willekeurige rij verde-

lingen Vq,Vz,... de eigenschap heeft, dat limcﬁ(v =0, de uitdrukkingen
' -0
lStv,‘), S(Vz),... tot een eindige limiet naderen, die de integraal van f(z)

langs de beschouwde weg C wordt genoemd. Men schrijft
p
lim s(v)/ (¢ )ag Of/ LI
n 00

De eerste schrijfwijze is in zoverre onvolledig, dat er niet uit blijkt
hoe, d.w.z. langs welke weg het punté% van a naar b loopt.

Bewijs: De functie f(z) is een continue functie van z en z is een conti-
nue functie van t, dus f(z(t)) is een continue functie van t. Wegens een
stelling uit hoofdstuk II,¢ 1, is in het afgesloten interval («,n) deze
functie f(z(t)) dan een uniform continue functie van t, d.w.z. er is

bij ieder getal & een van t en t' onafhankelijk getal é’te vinden met

|t

-

-
(1) gf(z(t))~f(z(t'))l<~§t » zodra |t-t'j<a,
Hierin stelt L de lengte van de weg C voor.

We beschouwen nu twee verdelingen V en V', waarin A(V) en &A(V')
beide kleiner zijn dan het zojuist gevonden getalcy. Tevens beschouwen
we de verdeling V", dile alle deelpunten van V eu V' tot deelpunten heeft,.
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De fijnheid van V" is dan ook ©.). Om cen bovengrens voor lS(V)-S(V')t
af te leiden, beschouwcn we cerst het versehil S(V)-S(V")., Hierin is

(V)= 2~ 21172 £ ) 5 Sz (Tds by €008 Biepo

p

tﬁL
S(V)= 2. (2am 2 D005 5 =205 B S TG b

x» -
VH) Z (zk+1 —zk")f(ék"); gk"zz(rkn);tk"é:tk g t“,’

lies nmu twee willekeurige opvolgende decelpunten Zy €n z,.4 van V. WiJj be-
palen de bijdrage van het hierdoor bepaalde segment van de beschouwde
xromme tot S(V) en S(V"). De eerstgenoemde bijdrage is (z Zy 4172n f@;h .

Bij de verdeling V" kunnen behalve z, en z meer deelpunten optreden, nl.

h h+1

z "=z, , 2 .",...,2 "=z (het natuurlijke getal m hierin
o) h p+1 p+m—1 h+1 is >4 1)

Dan is de bljdrage van deze verdeling
(2]
T 1

" 1
2 (Zppman Zpae 1T o) -
L

Hot rerschil der bijdragen is derhalve
-1

/3

I\

(242 ) T p) - (2p11ce1" " Zpric ) TG o)

et
N

ks

" " g Hi
i (2441 " Zpek )(f(fh)‘f(gpﬂc ).
T ya+- de - - " N N , el n
qh/dc bij Sh en Sp+k behorende waarden ¢ p €n Zb+k minder verj?hillen
dan £ (immers men heeft by €y sty ?Tb+k < Bppq En -t ¢ ),

iz wczens (1)

\f<§h>-f<,p+k");<§ﬁ .

Dorhalve is de absclute waarde van het verschil der beschouwde bijdragen
W -

2 ‘ " wi o=
< ’Z.EZ | Zp4k+1 “Zotk 1S ZT CNTINF
waarin L(Zh’zh+1) de lengte van het segment van de kromme, begrensd door

Z,, en 2z aangeeft.

h+1
Ve vinden dus

|S(V)-8(V)|s o7 L= 5.

-

L enzo 4
[S(v)-s(v") € 5,
|s(v)-s(v)|<g,

zodra de fijnheild der verdelingen V en V' kleiner is dan het van £ en L
afhankell jke getalr{.
Peschouw nu een willekeurige rij verdelingen V1,V2,... met

waaruilt volgt

lim L(V )=0.
n-
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Er bestaat dus een getal N zodanig, dat voor alle m>N en n>N geldt
av )< S(&); alvy) < O (%),

dus wegens het bovenstaande {S(Vm)—s(vn)\<é,, zodra m,n> N, Volgens

het convergentiecriterium van Cauchy bestaat dan 1lim S(Vn}, waarmede

de gevonden stelling bewezen 1is. e

De gevonden limiet 1s onafhankelijk van de keuze der vi] vﬂ,vg,... . Be-

schouw nl, twee rijen verdelingen vq,vg,".:v;yg',... met n%fg;mﬁvn) =

= 1im & (V_')=0.
News O

Dan nadert voor de rij verdelingen V1,V{, VE’ Vg’,... ook de fijnheid
tot nul, dus deze rij levert een limiet der bijbehorende Riemann-sommen
op, die men kan vinden door hetzij de deelri} Vﬂ,VE,... hetzij de deel-
rij V%,Vé,... dezer rij te nemen, zodat de limieten van S(V ) en s(v,")
dus gelijk zijn.

;oepassingen.

We berekenen de integraal ‘b(t genomen langs een weg C met beginpunt
a en eindpunt b; hierbij stelt p cen van z onafhankelijk constant getal
voor. Blj een willekeurige verdeling V met deelpunten zOma,zﬁ,zz,...,zn_q:

=P vindt men voor de Riemannsom S(V) de waarde
by

s
\\

ﬁ(zk“'_,‘—zk)pm(b—fﬂp; |

deze waarde 1s onafhankelijk van de verdeling, dus

p dz=(b-a)p.
b g

Om de integraal Zf z dz genomen langs cen weg C te berekenen, gaat men

analoog te werk, Men heeft n

Y— .
(V)= f:5(2k+ﬁ’zk)<>k'

‘n ee L : O = : A
We kiezen eerst C k=2 daarna CkTZpeq ©1 krijgen dan
¥,

.
.S S 22
25(V)= L (2 g2y ) (2 g¥2y )= 2-(204727)

Fr

=b2"82 3

dus ,

/z dzz%(b2~&2).
De waarde van beide integralen bleek onafhankelijk te zijn van de keuze van
de weg C, die de punten a en b verbindt. Anders is dat blj de integraal

der functie R(z), zoals uit de volgende opgave blijkt,
Opg. 1. Bereken 4{R(z)dz en 46R(z)dz. Hierin is W, de weg, die het punt O

Ze
i

rechtlijnig verbindt met p en"p rechtlijnig met p+iq, terwijl Wg de oor-
sprong rechtlijnig verbindt met ig en ig rechtlijnig met p+iq.
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/ , '
Opg. 2. Bewijs: | {£(z)+g(z)! az= /f‘(z)dz+/' g(z)dz.

C "

Opg. 3. Bewijs: /af(z)dz:a [ £(z)dz
& %
als a een constante voorstelt.

Tenslotte leiden we een schatting af voor //f(z)dz, die van groot
belang is. W

Onderstel dat op W de functie f(z) voldoet aan | f(z)}
eerst weer een Riemannsom S= %;(zk+1-zk)f(gk).

M, Beschouw

<
-
-

Dan is ‘ <
@S\& M’ZN) Zk+1-zk\ .

De som %r\zk+1"zk\ stelt voor de lengte van de gebroken rechte

202243205052, die ¢ L is, waarin L wederom de lengte van W voorstelt.
Dan heeft men

i8] £ ML, dus ook 1/f(z)dz\§ML.

1%
¢
% 2. Berekening van lijnintegralen,

Beschouw een wegsegment C gelegen in het complexe vlak, dat bepaald
is door
z(t)=x(t)+iy(t); xs t<p.

{

De functies x(t) en y(t) worden hier continu differentieerbaar veronder-
steld. Z1J w=u+iv een continue complexe functie van z op C. Wij stellen
ons thans tot taak om de integraal van w langs C te berekenen, d.w.z. wi]
zullen voor de re¥le en imaginaire delen van de integraal zekere reéle
integraalvoorstellingen afleiden,

Beschouw weer een rij verdelingen Vq,Vg,... met 1lim g;(vm)=0. Wij
m-» Q00
gaan nu de bij een dier verdelingen behorende Riemannsom

K

2 (20,477, 0w ()

vervormen, Deze som is nl, gelijk aan
- &“ /<"' _ R
S (g2l = o e VG 37 (X XV )
S - -
2 (Ve ()

We bepalen de limiet van de eerste der vier sommen in de laatste formule.
Voor de andere drie vindt men op analoge wijze de limiet.

Wegens de middelwaardestelling van de re¥le analyse vindt men dat de
eerste som gelijk is

(G ez, 9 iyt
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waarinT, ' een geschikt gekozen in het interval (tk’tk+4) gelegen punt
is. Voor deze som kan men ook schrijven

S(a"f)tu‘r U (Eiepq=ti)+ 2 2 ulf ) (b q-ty),

waarin ax
-

a‘t’)tm’i‘

dx
ry =(3F)
k- \dt tztk' i

Wegens de continulteit van %% in het gesloten interval (w/@) bestaat er
een van t onafhankelljk getal ¢ , zodanig dat \( )t —{ )t ygi,

zodra it1-t2h35

Daar de fijnheid der verdelingen V Vg,... tot nul nadert bestaat
er cen getal N, zodanig dat de fijnheid van V kleiner is danag
zodra n > N, Beschouw nu Riemannsommen voor zulke verdelingen Vn. Daar-
voor geldt dan 1rk\<z, zodat een der termen der Riemannsom voor zo'n
verdeling gelijk is aan

SR MIDNE N RPN

waarin . . ,
|| ‘“Zl%u(ﬁ«:) (=t )€ €U
hierin stelt U het maximum voor van de continue functie u(z(t)) in het
gesloten interval («,j3).
Gaan wiJj thans in (1) over tot de limiet dan vinden we links de
gezochte integraal, terwijl het rechterlid tot limiet heeft

£
//ﬁ(z(t)) %% dt,

o

waarmee de gevraagde herleiding gevonden is. Men heeft dus:

S

7

gl
/ w(z)dz= //(u+iv)(x'+iy’)dt,
w ol
waarin in de integrand in het rechterlid onder x' en y' wordt verstaan
resp. %% en %% .
Toepassing.

Kies voor W de eenheidscirkel met vergelijking x=cos t; y=sin t;
0sgtam,

7ij w(z)= (m geheel en # -1). Dan heeft men
T
//; dz= //’cos t+i sin t)™(-sin t+i cos t)dt= i// (cos t+i sin t)m+1dt
o 4

=i‘/?cos(m+1)t+i sin(m+1)tfdtz0.

)
Voor m= -1 heeft meﬁrdaarentegen -

4?%?-m'//(cos t+isin t)'q(—sin t+i cos t)dt= /’idtmEF?i.
B
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Opg. 1. Zij gegeven een willekeurig punt 3z A 0, Laat de verbindingsrech-
te van 2 en 0 de eenheldscirkel in een punt a snijden, Bereken nu de

integraal 25—, waarin de integratieweg van 1 via de eenheidscirkel

1 5

naar a loopt en vervolgens rechtlijnig naar z. Bereken deze integraal
ook, indien men eerst van 1 rechtlijnig naar het op de re¥le as gelegen
punt sz loopt en daarna vandaar naar z langs een cirkel met de oorsprong
tot middelpunt.

Opg. 2. Zijn a, b en c drie punten, die op een weg W liggen, dan geldt

voor de integratie langs W
b ¢ ¢

/{ f(z)dz + j/ f(z)dz = Jf f(z)dz.
a b b a
a
Opg. 3. Bewijs jf f(z)dz = - jf f(z)dz, waar bij de beide integralen
a b

wordt geintegreerd langs eenzelfde weg W, echter in verschillende rich-
ting.

Hoofdstuk IV
Integraalstellingen

§1. Integraalstelling van Cauchy.
Z2ij G een enkelvoudig samenhangend gebied. Beschouw een gesloten
in G gelegen weg W,
laat f£(z) een in G analytische functie voorstellen., Deze functie
f(z) is dan ook analytisch, dus continu, dus integreerbaar op W.
De integraalstelling van Cauchy zegt nu dat onder de genoemde voor-
waarden geldt

ff(z)dz = 0,
W

Wij bewijzen de stelling eerst voor het geval, dat W een driehoek
is, daarna dat W een veelhoek is en daaruit tenslotte voor het geval,
dat W een willekeurige gesloten weg is,

Allereerst beschouwen wij dus een in W gelegen driehoek D, Onder-
stel dat de langs de omtrek & van D genomen integrasal van f(z), niet
gelijk was aan nul. Dan gold ‘_ff(z)dz \: p > O. Door de middens der
drie zijden van driehoek D met‘glkaar te verbinden, ontstaen vier con-
gruente driehoeken D',D",D™, D'V resp, met omtrekken A , &, A, A,
Op grond van opg. 2 en opg. 3 der voorafgaande § heeft men als bij elk
dezer driehoeken de integratieweg dezelfde ori¥ntering heeft,

lff(z)dz! + ‘ff(z)dzt + ‘/f(z)dz‘ + ) /f(Z)le ?,P,
& A" o a"

zodat zeker één dezer integralen in absolute waarde ;3 g is, Die drie-~
driehoek, voor welke de integraal van f(z) langs zijn omtrek, absoluut
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genomen, > %{3— is, noemen wij Dy en zijn omtrek & . Uit D, krijgen we
door verbinding der middens van de zijden zeker één driehoek D2 (met
omtrek A ), waarvoor

‘[f(z)dz -EQ-

Zo voortgaande v1nden we een rij driehocken D,D
resp. 4, Q Boy...), waarvoor geldt

/f(z)dz

Evenals le het bew1gs der stelling van Heine Borel is het duidelijk,
dat de overeenkomstige hoekpunten van de driehoeken D,D.] ’DZ"” een
puntenri] vormen, die een 1imiet§ bezit., Het is duidelijk, dat het
punté gelegen is binnen of op de omtrek van elk der driehoeken D ZD1,
Dyyeee . Deze driehoeken liggen geheel in G dus g ook, Daar f(z) in G
analytisch is, is f(z) analytisch 1n<§ zodat bij een willekeurige ge-
geven positieve £ een (S te vinden is met

ﬂ%lﬂ@-f@)‘(g , zodra |z-—§(<8 (en z € G)

Derhalve f(z)=Ff(3)+(z-3)f" ()+(z-3)0 & , waarin |0|<1. Daar elk der
driehoeken D,D,,D,,... afmetingen heeft, die de helft zijn van die van
zijn voorganger, bestaat er een getal N zodanig dat D geheel binnen de
& omgeving van § ligt als n 2 N, Voor n» N he.ft men derhalve

/f(z)dz ../f(§)dz + /(z~§)f'(§)dz +/(z-—§)@5 dz,

AV,
dus wegens enige reeds bekende elgensohappen van 1ntegralen

fﬁé]f(g)\édz +,f'(§)‘£zdz -Bf"@)l/ dz + izll/(z—g) O dz\:

fa

Lg%

19D5y ... (met omtrekken

S 04+0-0 +5V (z-¢) O ad,
A

De laatste integraal is wegeﬂrtls de schattingsformule van de integralen,
absoluut genomen, ten hoogste gelijk aan

1. im?.icwl z -gi-sn,

waarin Sp de lengte aangecft van de omtrek van Dn' Derhalve vindt men

2
So

2
P vt
2
dus p < € 8- Kiest men het willekeurige getal £ < 'PZ' dan is hiermee
een contradictie gevonden zodat de onderstelling p ,-4 0 onjuist is,

Derhalve /:E(z)dz = 0,

Is vervolgens de integratieweg W een veelhoek V, dan is deze door
diagonalen, die geheel in het inwendige van V liggen, te verdelen in
driehoeken. langs de omtrekken A ., A, ..., A van elk dezer driehoekon
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D1,D29.'L,Dn integrerend met een vaste oriéntatie heeft men

Sraz =0 (x=1,2,...0),

k
dus na optelling vindt men wegens het wegvallen van de integraal over
twee rechten, die in tegengestelde richting worden, doorlopen,

j/f z)dz =

Beschouw tenslotte een willekeurige enkelvoudige gesloten weg W,
gelegen in G. Er bestaat dan een geta14Q zodanig, dat alle punten op
afstandé.nz van W verwijderd, geheel binnen G liggen. Beschouw al deze
punten, die sen, zoals men gemakkelijk aantoont, gesloten deelverzame-
ling D van G vormen, Daar de functie f(z) continu is in G, is zij uni-~
form continu in D, d.w.z. bij elk getal € > 0 is een getal § te vinden
zodanig dat voor elk tweetal punten z' en z" in D geldt,

l f(z') - f(z"){<f gi, zodra |z'-z"| < S .

Hierbij stelt L voor de lengte van de gesloten weg W; het geta1.5 is on-
afhankelijk van de keuze der punten z' en z'",

Om nu %ff(z)dz te bepalen, kiezen we op W een aantal deelpunten
01Z219%05 00952, = B met de eigenschap, dat de gebroken rechte
202122"'Zn—12n’
voor elk punt z op W, gelegen'tussen" z

die wi] C noemen, geheel binnen D ligt en verder dat
n hats geldt jz-z, [ L )

(h = 0,1,...,0=1). Dan heeft men alsdf en J/resp. integralen voorstel-~
(W) (c)

en z

len langs delen van W en C

2y 41 “h+1 Zp 41
l _/ f(z)dz -/ f(z)dz‘ = ’ {f(z)-—f(zh)} az —/ {f(z)-—ﬂzhgdz\\
Z Zh Zh
(W) (C) (W) (c)
< ?E’r W2yo2y,0) + 57 | 2ppr - 2 nl <5 oz )
Dus n-1
\wff(z)dzl }/f(z)dz —/ f(z) dz’\ i% (2,2 ,4) L E .

Hieruit volgt het verlangde resultaat dat voor een willekeurige geslo-
ten enkelvoudige weg W de integraal /’f(z)dz = 0 1s, Voor een wille-
keurige niet enkelvoudige weg W is Yde stelling ook juist, want men kan
deze beschouwen als som van een aantal enkelvoudige wegen.,

Uit de thans gevonden stelling leiden wij een belangrijke eigenschap
aft,

Zij in een gebied G de functie f(2z) analytisch. Beschouw twee wil-
lekeurige in G gelegen wegen W1 en WZ’ die beide twee punten a en b
verbinden. Dan heeft men wegens het bovenstaande

Jff(z)dz = 0,
w
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waarin W een weg voorstelt, die in a aanvangt,langs W1 naar b loopt en
van daar langs Wé = -W2 naar a gaat, Derhalve heeft men

]ff(z)dz = J[f(z)dz

W1 W2
zodat de waarde van de integraal / f(z)dz onafhankelijk is van de lig-
ging van de weg, die a met b verbindt, mits deze geheel in het gebied
G gelegen is, waarin f(z) analytisch is. Bij gevolg definidert de inte-

graal b
]f(z)clz

a
een eenwaardige functie F(b) van b, waarvan de waarde onafhankelijk is

van de keuze van de in G gelegen weg, die a en b verbindt,

Wij bewijzen dat deze functie F(b) een analytische functie van b is,
Daartoe beschouwen we een vast positief getal € . Daar f(z) in b ana-
lytisch, dus continu is, besteaat er een getal.& zodanig dat

‘f(b‘) f(b)f<ﬁ£ is voor elk punt b' met ]b'—b‘<15 Dan heeft men
b! b!

F(b')-F(v) = / £(z)az —/f(z)dz - [ £(z)az,
a b
waarbij we in de laatste 1nt@graal de integratieweg rechtlijnig mogen

kiezen. Wij vinden dan b!

! '
/ flz)az - f £(b)dz }{f(z)—f(b)} dz
P(OD-E®) _pp) - B B _ b ,
b'- D b'= D b'- b
De absolute waarde van het laatste 1lid is ten hoogste

&b'—bl-max ;fgég féF)'.\ £,

zodat wij vinden dat de functie F(z) in b analytisch is, terwijl boven-

dien blijkt, dat _d_%‘_(z_) - £(z) is.

Tenslotte vinden we nog dat voor cen op een integratieweg, die de

punten a en b verbindt, analytische functie f(z) geldt
S £(z)az = F(v) - F().

Immers lgnkerlid en rechterlid zijn beide functies van b en hebben resp.
tot afgeleiden f(b) en F'(b) welke functies identiek zijn., Derhalve is
de integraal, afgezien van een van b onafhankelijke constante, gelijk
aan F(b) en door de keuze b = a vindt men dat die constante gelijk is
aan ~F{a), dus dat de beschouwde integraal gelijk is aan F(b) - F(a).

Van de eerste gevonden integraalstelling geven wij thans enige toe-
passingen,
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§2. De residuenstelling, :

Beschouw een gesloten georiénteerde enkelvoudige weg W1, gelegen
binnen een gebied G, Zij] W2 een eveneens gesloten enkelvoudige weg, die
geheel binnen W1 ligt en dezelfde oriéntering heeft als W1. Als een
functie f(z) analytisch is in G, heeft men

\/ff(z)dz Jff(z)dz Immers door het

2
aanbrengen van een tweetal verbindings-

rechten ab en cd van de wegen W1 en W2
ontstaan twee gesloten wegen abWZCdW1a
en aW,dcW,b binnen en op welke f(z) ana- V/
lytisch 1s, zodat over die wegen geldt

J/f(z)dz = 0. Na optelling vindt men

uit deze beweringen d

J/f(z)dz - //f(z)dz =0
W W

Het is duidelijk, dat de bewering ook geldt als men niet weet of f(z)
binnen W,, maar nog wel dat f(z) op W, analytisch is.

Opg. 1. Bewijs Jf(h; = 27 i, waarin C een willekeurig gesloten positief

georiénteerde weg i1s, die het punt a in zijn inwendige bevat.

Beschouw thans een aantal gelijk georiénteerde buiten elkaar gelegen
gesloten enkelvoudige wegen W1,W2,,..,Wn, Zij W een gesloten enkelvoudi~-
ge weg met dezelfde oriéntatie, die de wegen W1,W2,...,Wn in zijn inwen-—
dige bevat. Dan geldt voor iedere functie f(z), die analytisch is binnen
W (maer binnen WT,WQ,.B W niet analytisch behoeft te zijn)

,/f(z)dz = /ff(z)dz

Voor het bew1gs velende men W met W,, W, met W,, W, met W3, voey W
met W door "kanaaltjes'" en merke op, dat het verschil van linker- en
rechterlid der te bewijzen betrekking te schrijven is als een som van
een aantal integralen genomen over gesloten wegen, waarop en waarbinnen
f(z) analytisch is, zodat elk dezer integralen volgens het bovenstaande
nul is,

De zojuist bewezen stelling wordt de residuenstelling genoemd. Zi]
leert ons de waarde van jpf(z)dz berekenen, zonder dat binnen de geslo-
ten weg W de functie f(z overal analytisch behoeft te zijn. Is nl. f(z)
slechts niet analytisch in de punten Z99%09ecnyZy, dan is de integraal
gelijk aan de som van een aantal termen. De eerste ies afkomstig van

f(z)dz, waarin C, b.v. een cirkeltje met middelpunt z, voorstelt,

W;arvan de straal zo gekozen is, dat geen der punten Z2’$3""’Zn gele~
gen is binnen 01. Men noemt de waarde van de integraal f(z)dz
wel het residu van f(z) in het punt Zy Cy
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len ziet dan Qat E%I.éff(z)dz gclijk is aan de som der residuen van

£(z) in de binnen C gelegen ¢indig veel punten, waarin £(z) niet regu-
lier is.

N.B. Als £(2) in een punt z, wel regulier is, is het residu vam f(z)
in zZ, natuurlijk nul, zoals uit de integraalstelling van Cauchy volut.

§3. Toepassingen van de integraalstelling van Cauchy.

Stelling. Als f(z) in een gebied G analytisch is, dan geldt voor elke
positief geori¥ntecrde enkelvoudige in G gelegen gesloten weg C en elk
punt z in het inwendige van C

f(z) = ] _gfgégl ds.

27 1
Wij zien dus dat, als een analytische functie vastgelegd is op een ge-
sloten enkelvoudige weg C, haar wearde in elk punt van het inwendige
van C bepaald is.
Bewijs: Men heeft

1 £(s) 1 /fgz) ) /f(ll—-:f(z)
THT 4 5=z 9% T 7T 4 52 ds + myry R ds =

_ f%zz ds 1 f(s)-£(z)
- 1 C1s—z Mk /1 8-2 ds,
waarin C1 een in G gelegen cirkel voorstelt met z tot middelpunt, Wegens

j/E%% = 277 1 rest ons dus slechts aan te tonen, dat i&é%:%i&l ds ge~
& o

lijk is aan nul. Kies nu de straal r van cirkel 01 zo1klein dat voor clk
punt s op C; geldt ’f(s)—f(z),(’& , hetgeen wegens de analyticiteit «us
coni.nuifteit van f in G (dus in z) mogelijk is. Dan heeft men

L/gs).;ﬁ(z) az
S-2

dus de beschouwde iﬁtegraal is inderdaad nul, waarmee de stelling bewe-

5;§Li%§!£ = 2TE,

zen is,
Stelling., Als een functie f(z) in een gebied & analytisch is, bestaat
in ieder punt z van G de functie anflz) _ f(n)(z) en men heeft

az"
! T
f(n)(z) = -2-%—_1- (E/Z;_%T dS,

waarin C wederom een gesloten enkelvoudige positief georiénteerde in G
gelegen weg is, die het punt C in zijn inwendige hevat,

Bewijst Voor n = 0 is de bewering identiek met die van de vorige stel-
ling. Zij thans de bewering aangetoond voor n-1 in pleats van n, Daar-
vit leiden wij haar dan af voor n zelve, Wij mogen de willekeurige ge-
sloten integratiewgg C vervangen door soen eirkel C1 met straal r en mid-
delpunt z. Nu is voor een willekeurig punt z met |z—zm]< min(%r,&;1)



f(n-—‘l )(Zm>__f(n-»1 )(Z)

n! f(s) ds =
Zm'*Z - 27 1 ¢ (S_Z)n+ -
£(s) _ _£(s)
(s-z_ )% (s-2)"
1)1 £
= (g5r% ) - Z ~% - szgil1j-ds =
= (n_1.! f { 1 ‘ 1 () L
27l J ) (s~z)"(s~2) ¥ (s-zm)n'1(s—Z)‘ i .

(n-1 ;?ff Jf . i 1
= _gz—li - dss
7 A f(S){(s—Zm)n-v(S*Z)v-ﬂ (S—Z)W} g

¥=0 ¢,

Wij tonen aan dat elk der in het laatste 1lid optredende integralen
willekeurig klein i1is, Immers men heeft voor de vcintegraal

f(s) 1 1
I, = J[ ( - )ds =
» 01 (S-‘Z)v"-‘{ (s__zm)n-v (S__Z)n—-v
j[f(s)(z—zm){(s—zm)n”v"1+(s~zm)n"v_2(s—z)+...+(s~z)n‘v’1}-ds
"01 (S—Zm) N~y (S_Z)n-ﬂ ’
dus, wegens de bekende schattingsformule, aangezien 'z~zml<'€ ,[s~z!= T
en
‘s~zm!2;ls-z‘ - |z~zm§ > r-3%r = #r
18, M{z-—zm‘(n-tf)rn'\)"1 2 1 Mlz~zmt2n"“+1(n—v)77
%Ivl\ (3r) 20 T = DT ’

waarin M de bovengrens van ‘f(z)! op C is.

7ij gegeven een vast positief getal & . Door het getal 8,1 op pas-~
sende wijze alleen afhankelijk van de vaste getallen n, r, M en &€ te
kiezen, vinden we voor lz~zml< min(3r, £,) de relaties

l,l< & v =0,1,.00,0-1),

n
waaruit volgt, dat de afgeleide §~£%gl bestaat en gelijk is aan de uit-~
dz

n! f(s) is
77 1 o (S__Z)n+7

drukking »

Stelling. Als in een gebied G een functie f(z) eenmaal differentieerbaar
is, is zij oneindig vaak differentieerbaar, Immers, als de functie f(z)
eenmaal differentieerbaar is in G, 1s ze aldaar analytisch en dan bestaat

__f(s)
ds
W/}s-z)n+
genomen over een in G gelegen weg W die z in zijn inwengi e bevat.
d fiz

Valgens de vorige stelling bestaat dap de uitdrukking in het

az™
beschouwde gunt z.



Stelling van Morere. Als cen functie f(z) jin een gebied G de eigemsphap
heeft dat voor elke gesloten weg W geldtkj}f(z)da = 0, is 2iJ in elk
runt van G analytisch. W
Bewijs: Beschouw de integraal‘/'f(s)ds waarbij geintegreerd whrdt langs
cen willekeurige in G gelegen “Oweg, die het punt z, met een willekeurig
runt z van G verbindt., Daar voor ledere in G gelegen integratieweg van
z, naar z de integraal dezelfde Whnarde bezit, is de waarde van de inte-
graal, zoals wij reeds weten, ven eenwaardige analytische functie Fiz)
van z, dic de eigenschap bezit, dat F'(z) = f(z) is, Voor de functie F,
die dus overal in G analytisch is, geldt de vorige stelling, die zegt,
dat slle gfgeleiden van F in z bestaan, Dus bestaat in elk pupt van G de
functie -E§£l, derhalve wegens F!(z) = f&z), bezit £(z) in elk punt
van G cend? afgeleide, die gelijk is aan a°Flz , zodat f(2) in 0 analy~
tisch is,

Wij zien dus, dat in eenzelfde gebied het nulzijn van eep "kring-
integraal” van f(z) en het analytisch zijn van f(z) aequivalente begrip-
pen zijn,

k§4 Tocpassingen van de residucnstelling.

Om ze)dzin bepaalde gevallen te berekenen, besqhouwen we hot
geval datwf(z) overal op en binnen de gesloten integratieweg W analytisch
vehalve in één punt a, Wij onderstellen echter dat aldaar wel de fungtic
¥(z) = (z-a) f(z) analytisch is. De functie F(z) is verder ook overal
elders op en binnen W analytisch, zodat men heeft

Fla) = 2W’1 //F(Z) dz,

dus 2—--J/f(z)dz = F(a) Fin F(z) = lim (z-a) £(z). Het residu van
f(z) in nit punt ais dus onder de beschouwde voorwaarde dat (z-a) f(z)
in a analytisch is gelijk aan éggé(z~a) f(z).

Tocpassing, Bereken

dz
1z121 2l2=2)(2=3)"
Daar het enige binnen |z|=1 gelegen singulierc pumt van f£(z) =
1 A . B _
= Tz Tz=37 et punt 2=0 is en daar in z=0 de functie zf(z) =

-

o0 E=3) analytisoh is, hceft men
7 i

dz
)23y = 27 1 i T <

izl =1

OBE- 1. Bereken

dz 2oy s
2| L23 ZE-DI (23] (- 573)

(pg. 2. Bereken
= (0)
T z(z-2)(z=3) °

Opg, 3. Bereken
z(z=1)

de . (8771)
lol=q (2-2)(2-3)
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Een analoge methode levert ons de waarde van de integraal

dz
lz] =2 (2»1)2(2—4)
Het enige binnen de integraticweg pclezen  snguliere puné 18 2z=4.In @it nunt
is echter de met (2z-1) vermenigvuldigde integrand £(z) = % v
(z=1)“(2-4)

nizt analytisch. Dear F(z) = (z- 1)2 f(z), wel overal op en binnen
lzl=2 analytisch is, gaan we uit van

Fr(1) = Qé%fisfé' ~E§E%Yg J/’ f(z)dz.

!II-Z
Dus /
da 1 -277 1 el
f(Z)dZ = 27TiF'(1) = 2#1( ) 4= ( ) g me—r—,
|z =2 dz -Z—-I z=1 (2_4)2 =1 -g-
Opg. 4. Bereken
2
I = z~1 dz;
lz1=3 27(z-2) ,
men vindt

Z=142 z=1 1 .1
2"”{“*7( )%)2m0 *+ (35 H:e}' 2T i(-rptrp)= 0
2ij thans gevraagd de integraal
OO

dx
7{/xl+5xz+4
te berckenen, Om ee;;t vast te stellen dat deze integraal bestaat, be-

achouwen we F(b) = dx .Dan heeft men voor b > ¢ > 0
b +5x +4

HOBOIE /T“T"' Fedg-<E,
X c

+5x7 44 c
zodra c¢ voldoende groot is, Volgens het convergentiebeginsel van
Cauchy bestaat dan llm (b).

Cpg. 5. Bewijs dat 5?9-%5%dx bestaat, waarin f(x) en g(x) vecltermen

ir. x voorstellen en de graad van g(x) tenminste 2 hoger is dan die van

f(x) en g(x) geen ijgpunten 20 bezit.

Opg. 6.Bewijs dat < 9§(x)dx bestaat, als er een vast getal Xy bestaat

zodanig dat voor_alle x > X, de continue functie (¥ (x) voldoet aan de
voorwaarde dat x Sp(x) begrensd is, waarin xb}een natuurlijk getal

iz, Keren wij terug tot de berekening van I = dx . Men vindt
XT+5X +4
door de substitutie x' = -x dat

I = J?.~I~—~?—— dus = % “/;

X +5x°+ -0 X +5x +4
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Lagehour thana een gesloten integratieweg W, die bestaat uit het inter-
val (-, §) der x-as en het in het ecerste er tweede quadrant gelegen
deel C van de cirkel lzl = N,

Men heeft . / ; : ’
", TQT*-E{\‘ TN wmax *-7———1—1-——43
lC +52 +4§ sz;z*+§z‘+45

Op | zl= N heeft men

|z8452%0alp 024 —5 1 22| <4 » WA= 5*:2 > vt
bij voldoende grote N, Dus max -I~—*g**~ “K’ dus

( | z€C |2%+52°+4|

! ?

1 -

|C 27452 +4& N

ala N voldoende groot wordt gekozen,

De enige punten binnen ¥ waar ~Z-~w~—-niet sanalytisch is, zijn

+50" w4
z=1 en z=21, Het residu van deze functie in z=i is
lim gz“i . - lim 1 611'
z—i (z41)(2°+4) 7wl (z+1)(z +4)
en in z=21 is dit
lim (Z"Qi) = lim 1 = - T%T .

z—21 (z +1)(a +4) Z 24 (z+?1)(z +1)
tien vindt dus ©
R W e /7:"—2‘— b2y - o) = w7

- X 451 +4 z 57T +4
Opg. 7. Bereken

dz Z?T
~00 zz+z+1 bf"

Opg. 8. Bewijs

o
v/’ (z- 1)(Z~u¢)

OQ
-0
gﬂﬁ;~2' Herelen
®
JA - ()
0 z7422°41

Ung, 10, Pereken

,- ‘Jfgil—dz‘ (177 V2)

- z +1
Opg. 11, Berehen het verschil van de integralen
+eorde + 60 &

en ~§~u )
1// +1 +1
R N T ¥y

waaroijih een refel getal voorstelt.



Ovg. 12. Bereken voor redle a en b integraal

@
/[\‘ dx (2a+b) 7 |
Ovig. 13. Bereken
¢ 9]
. -————-—-—-—-dx - 1«30.-(2‘[‘1“3)
T (5% 7))
[ (x2+f])” d,l'...(gl'l-@

Hoofdstuk V.

Fieeksen.

%1. Algemene eilgenschappen.

o

Beschouw een puntverzameling V in het complexe vlak. Onderstel dat
op V cneindig veel functiesf (z) £ (z),..u gedefinieerd zijn. Als er
voor elke z in V hij ieder gegeven pAsltLef getalfeen getal N te bepalen
iz, zodanig dat

!f(z) - {f’,](z) ¥ E(2) + ...+ fn(z)}!<€ zodra 03 N,

C¢an zegt men dat de reeks
@®

(1) S £,.(2) = £,(2) + £ (z) + ...

v ="
convergeert en f(z) tot som heelft. Men schrijft dan wel

£(z) = () + f,(z) +

Het convergentiebeginsel van Cauchy zegt, dat de nodig en voldoends
voorwaarde voor de convergentie van reeks (1) is, dat bij iedere posi-
tieve &€ voor elke p de uitdrukking

z) + + f

naolZ) + oo n+p(z)

in absolute waarde kleiner is dan £ , zodra n groter is dan een eventueel

£oql

van £ , z en van de functies T alhankeli jk getal N.

15 .ngﬂbﬂ
Het is duidelijk, dat deze voorwaarde nndig 1s, want er bestaat als
de reews (1) tot de limiet f(z) conveigcei’, blj gegeven positieve € een

getal N zodanig dat

oM

> fv(z) ~ f(z)i<' = is voor alle n> N.

| 2 .
Tzihalve 13 ze '?:! §' £,(z) - f(z)l<: %-voor zlle n > N en willekeurige
V=

natuurlijke p, dus .

n+p b

__f,(2)|< €.
V =n+1

Ne npwaarde 13 00lr voldoende. Beschouw nl. de variant

Sn(z) = fq(Z) + ...+ £ (2).



Z1i) gegever. een positief getal € . Dan is er een getal N, zodanig
dat
(2) tSn+p(z) - Sn(z)‘éLE‘ (p geheel en positief) als n =
De getalien Sn+p(z) (p = 1,2,...) hebben dan de eigenschap dat ze alle,
absoluut genomen, kleiner zijn dan

max{.‘SN(z){ +& qu(z)

en vormen dus cen oneindige begrensde verzareling, die volgens de stelliny

5

SE(Z)I s ees SN—’1(Z)l}

van Bolzano-Weierstrass tenminste één verdichtingspunt bezit. Onze bewe-
ring is aangetoond, als wij laten zien, dat de verzameling precies één
verdichtingspunt bezit. Dit is evident, want waren er meer dan één dus
tenminste twee, die wij a en b noemen, met a # b, dan was er bij ieder
getal N, =en getal n > N te vinden waarvoor geldt

'Sn(z) - ai < ia;bl

2

en oo =zen getal m > N_ met

. la~bl
iSm(Z) AJ!< '—5— P
dus boven ieder getal Ns waren getallen m en n te vinden met

Sp(2) - 8.(2) [ > lap] - '2R ek ladh

in strijd met (2). .
Definitie: Geldt voor iedere gehele positieve n de relatie

lr.(2)]< F (2),

. o)
dan zegt men dat de reeks 5 £,(z) de reeks > Fv(z) tot majorante heeft
V=" ) =

o0 o
Men schrijft wel 3 f,(z) < < 5 F (2).
v =1 V=1
Definitie: Men zegt dat de reeks y__ fv(z) absolunt convergeert als de
v =1
o0
reeks ) 1fv(z)s eveneens convergeert.

v =1
Stelling. Heelt een reeks zen convergente majorancve, dan convergeert zij
zelf absoluut. Immers bij elke £ > 0 1s een getal N te vinden, zodanig

N4+
dat Fv(z)-(. £ voor alle p > 0 en n > N, dus
VY=n+
n+ N+
Zf 2, (2)|< S F(2)<E,
v=n+1 y=n+1

voor alle > 0 en n = N.
Gevolg. Als een reeks absoluut convergeert, couvergeert zl]j.

00
Voor een convergente reeks § £, (z) merken wij nog op, dat
v =1

lim £ (z) = 0,
n-—



FE 28

1+

I r,(2)

W=idd
Verder merken wij op, dat de termen van een convergente reeks, absoluut
genomen begrensd zljin want voor n> N heeft men

= ifnm(z}!«iﬁ , als n2 N(E ).

want voor p = ‘1 heeft men

!f (z)‘ w}l‘nﬂ f (z)!ci 1 wvoor n>2 N
| S (I - i L4
n+i ’ yamn+1 Y

dus elk der termen f,(z) heeft 7¢ eigenschap, dat

11, (2)] < max(4, [e4(2)), [ry(a)ls e Jeyq(2)]).

Definivie: Men noemt een reeks i%i fv(z) in een puntverzameling V geli jk-
Y o=
matig of uniform convergent, als voor iedere 2z in V biJ ledere gegeven

pogitieve L een getal N bestzat, dat onafhankelijk is van z, met de
s1igenachan

n
| o2 - ra)l<e,
Vo= !

n 2 N gekozen wordtl.
Srelling. De noodzakelijkk en voldoende voorwaarde opdat de reexs

. £,(z) uriform convergent is in een puntverzameling V, is dat formule

v

(2) geldt voor elke £ > 0, elte natuurlijke p en elke n> N, waarin N
cnafhankelrak is van z.
Bewiis. 2Z1j de convergentie uniform. Rij gegeven £ > O heeft men den

n
{Z:: f£,(z) - F(z)‘( %, als n> N, waarin N onafhankelijk is van z.

i
LI

Door deze vrelatie af te trekken van dezelfde relatie met n + p 1n plaats
van n vindt men
n+p l

5 fv(z)%<: £ , zodra n > N, onafhankelijk van z voor alle natuurli jke
=R+

o, waarmece het ene gedeelte der bLewering bewezen 1is.
Z1j thans omgekeerd gegeven dat voor iedere natuurlijke D e¢n ledere

z in V geldt

n+p £
(3) \ v fv(z)l<i %, zodra n groter is dan cen van z onafhankell jk
¥ =1+ ‘
getal N.
Dus
n+o n &
(4) )2 fv(z) -) fv(z)ié' % voor iet rv n 2 N en elke natuurlijke p.
V=] Wz - y
Uit (3) volgt in leder geval dat de reeks _ £,(z) convergeert. Dus
bestaat de limiet - v =1
lim f,(z) = £(z).

D - ® V=1



. £ f
b, (z) - ((z)‘(x % als p > P
' |

Derhalve levert {&)

‘I‘w

lf(z) 2 ; r, (z),d £, ©ls n> N, onafhankelijk van z.
*:‘ '

Hiermee 1s het tweede decl van de bewaring bewezen, Een satelling die wij
veclivulilg zullen toepnssen is de volgende:

89

Sieliing: Bezit de rocke o f£,(z) in een puntverzameling V een uniform
V=

convergente majorante Z i Fv(z), dan convergeert de oorspronkelijke reeks

RS
in V eveneens uniform.

Immers voor elke natuurlijke p en elke £ > O heeft men vour federe
n > N, waarbiJ N onafhankelijkk is van z

n+p n+p
e (2)|€ 3 R (2)<E
v =n+1 y =n+14

In het beschouwde geval weten wij uilt een voorgaande stelling reeds, dat

de reeks Z fy(z) in V eveneens absoluut convergent is.
¥ =1

Gevolg. ("M-@st van Welerstrass"'). Geldt voor een reeks 5”‘ £,(z) in een

V=
voor alle Y2 N en is E M, convergent,
W
dan 1s de raekai’w1 f,(z) absoluut en uniform convergent in G.
Stelling. Als elk der functies fv(z) in een puntverzameling V continu 1s

gebied G de relatile ifv(z)} < M,

¢n als de reeks ) £, (z) 1n V uniform convergeert tot een limiet f(z),
v =1
dan is de functie f(z) in V eveneens continu.

Bewijs. Men heeft
£(z) = fq(z) .. fn(z) + rn(z),
waarin voor elke z in V geldt lrn(z)§*< %3 als n> N(g ).

Beschouw een willekeurig punt a in V., Dan geldt dus ook ’rn(a)1<i %, als
n > N(£ ). Derhalve

N
le(z) - £(a)] = ;(fv(z) n ()} + ryl2) - r(2)]
N N .
< )52 - g, ()] + |ry(2) |+ [rga)].

V=

Daar fv(z) in V continu is, is
|ty (z) - f,,(a)}( «iﬁﬁ, sts |z-al< 5,, ,

waarin het getal é; afhangt van de getallen &€ , 3N, a en . Zij min mtg
Voor 'Z~al<'5\heeft men dan v~?,.”N



‘f(z) - f(a)}< N‘é% + % + %, zodra |z-al< @

dus f{z) is continu in het punt a van V.
N.B., W1 hebben bij het bewijs: von deze stelling clechts gebruik gemsakt
vsn de continulteit van de functies f(z) in de omgeving van een nunt &
van Vo ve zien dus dat f(z) continu is in elk punt a van VvV, waar de func-
ties f, (z) continu zijn.

Veruer merken wij op, dat als we een afgesloten deelverzameling D van
J beschouwen, die a in haar inwendige bevat, de functies t,(z) in D alle
unlform continu zijn, dus den ic het getal 5 voer alle punten a van D
hetzelfce te nemen, zodat dan f(z) in D oek uniform continu is. Trouwens,
Ait volgt ook daaruit, dat wij bewezen det f(z) in V continu is, dus f(z)
Is op ledersy afgesloten deelverzameling D van V uniform continu.
Steiling. Beschouw een rij van in een puntverzamellng V continue func-
z), ??(Z),... Laat de rij in V uniform convergeren tot ==n li-
). ZL; W een willekeurige in V gelegen eindige weg. Dan heeflt men

J/f(s)ds = gi;.ﬁffy(s)ds.

W
Bewiis. Daar elk dzr functies f (z) in V continu is, is elk der functies

in V, dus langs W, integreerbaar. Daar de reeks )  f, (z) uniform conver-
y=1
geert, 1s de som f(z) ervan continu in V, dus in V (derhalve langs W)

integreerbaar., In de te bewljzen betrekking bestaan dus alle integralen.
Jm de betrekking nu aan te tonen, schrijven we

n.
f(z) ==‘>\7_=_::l r,(z) +r (2).

Dus

d//f(s)ds =) //fv(s)ds - /frn(s)ds.
y =1~ ~
W W W

We merken op dat de laatste integraal bestaat, daar die een lineaire
conbinatie 1s van cen aantal integralen, dle, zpals wij zojuist opmerkten,
“«lle pestaan.

Wegens de uniforme convergentie der reeksz fv(z) in V, dus op W,
V=1
heef't men lrn(z)!¢i % 8l n2 N, waarin ¥ onafhagkelijk is vam z. Hierin

p2 & een willckeurig gegeven positiefl getal, terwljl L de lengte van de
vier, W ovoorstelt. Derhalve is

‘V/(;n(s)ds
W

vearmee de bewering is aangetoond.

<%.L=E,
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“rw*v‘n% Als elke term der in een gebiled G uniform comvergente reeks
S»

v €.(z) in G analytisch is, is dat ook het geval met de som der reeks.

Vo

Immera men hea2®t sls W een willekeurige geslotep weg im @ voorstelt

/f,(a)as =0 (V= 1,2,...)

W
Veraer is

/rf(s)da m‘gfiﬁdf £f,(s)ds = 0.
W Y=

Dus wegens de stelling van Morera is dan f(z) in @ analytisch.
WiJ) merken verder nog op, dat elke term van onze reeks, wegens het ana-
lytisch zijn ervan, px differenticerbaar is. Ook f(z) is analytisch in G,
dus p X differentieerbaar. Wij laten nog zlen, dat

dpfgz) -"ﬁ dpf\,gz)

azP V=" azP .
Immers men heeft voor een willekeurige in G gelegen gesleten weg W, die
het punt o in zijn inwendige bevat,

Lip £ i‘,(s)
o Lua M/S;:gﬁme—m/ s

(s -2)

azngezien de functies __"”"""T voor elke s op W analytisch zijn en

(s-2)P*
: 1L
zangezien de reeks — op W uniform convergeert tot de som
(s ) v=1 (s-2) <2 aPy, (2)
~—LL~133 . Voor het laatste 1id in (4) k&n wen nog schrijven) 'p s
(s-z)F v=1 dz

waarmede de Lewering aangctoond 1«

392. Macntrecizaen.

Wij gaan de in §% povonden verulteien Loepassen op het geval, dat

W

fy(z) = avmq(zazo) ’1, zodat wij nu reeksen beschouwen, die de gedaante

Ea) a (z-z )v = g, + a,(z-z,) + a,(z~2 )2 +
\)mo v 7 Q () ,‘ dod 14,\") 2 O LI

bezitten, Dergelijke reeksen noemt men machtreeksen,

Stelling. Als een machtreeks convergeert in een punt Z, # Zgys dan
convergeert deze voor iedecre z met lz zol < 1 1-30‘

Bewl js. Daar de rceks in 2, convergeert, is elke term begrensd, dus voor
21le n geldt ‘an(zq-zo)n!<: M,

éun
z-2

iay(zmzo)" =-~~§:_'_.i’;a(z”zf(z,3 0)(( Mﬁ lzzo ‘

» m() "WO O
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z-2
De 1lnatste reeks 1s een meetkundige reeks met reden

z }4 1, zodat
do reeks = av{nge)v cen convergente majorante b@zit, wgarmae de be-
weping bewezen is,
Gevolg. Als een reeks g%; a (? Z 5” divergeert (= niet convergeert)
in cen punt z,, dan divers eeva davs in elk punt z met |z-z |> ]zq~zal,
want zesteld dat de reeks in zo'n punt z convergeerde, dan zou deze
wegens de zo Julst bewezen stelling eveneens convergeren in het punt
zﬂ, wht evenwel niet het geval is,

WiJj verdelen nu de redle getallen in twee klassen A en B, De
klonssc A bevat alle getallen a2 waarblj een z te vinden 1s met
ag | g»zO}, zodanlg dat de reeks ff” av(z~zo)v in z convergeert,

De klasse B bevat al dle getallen b met de eligenschap, dat er
cen getal z bestaat met iz~zogélb, zodanig dat die reeks in z diver-
peert, Op grond van het bovenstaande is het duidelijk, dat leder ge-
tal 2 uit A kleiner 1s don ieder getal b ult B, Men ziet verder on-

micddellijk in, dat elk retel getal in een der klassen A of B moet lig-
cen, afgezien van ten noogste ¢én redel getal R, Dat er geen twee
verschillende van dergelijke getallen R en S zijn, 1is evident, want
z1j R<8S, dan 1s R zo, dat voor ledere z met ]z—zo]> R de beschouwde
reeks nlet convergeert on voor icdere g met 1zﬁzol<.s deze recks wel
convergeert, zodat b,v, in het punt H;S de reeks tegelijkertijd wel
en niet convergent zou zijn, Onze klasse-indeling definileert volgens
Dedekind een re#el getnl R, dat wij de convergentiestraal van onze
reeks noemen, Voor ledere 2 met 12-20}<.R convergeert deze dus en voor
iedere z met }z~zogc R divergeert deze, In hoeverre de beschouwde
reeks op de cirkel lz~zoi =R convergeert, laten wij thans bulten be-
schouwing, De cirkel }z~30\a R noemt men de convergentiecirkel van

onze reeks., Er binnen convergeert deze dus en er bulten divergeert de
recks, Er kunnen zich, a2angczien R2 0 i3, de volgende gevallen voor-

17, R = 0, De recks convergeert dan nergens behalve in Z4 zelf,

27, Hut ¢indige getal R is groter dan O, De rceks heeft een gebled
van convergentie en cen gebled van dilvergentie.

37, R = o0, De receks convergeert dan in het gehele eindige z-vlak.

Het is duidelijk, dat in dit geval de klasse B leeg is. WiJ merken

no; op, dnt de convergentie binnen de convergentiecirkel absoluut is.

Immers zilJ z willekeurig met Iz«zo\ < R. Kies een getal z' met

lz’~z 1< R en 14~QO§41 '-z 1. Onze reeks convergeert dan in z', dus

elke vam 2, (z'-2 )n i3 nbsoluut genomen € M. Derhalve

fcie )

2 | oplemze)"] = £ [ oy(erezg)® () leen £ | =

N0 =)

en de laatste majorante convergeert.



FE 33

co
Stelling. Is de convergentiestraal R van de reeks E::.a (z -2 )n eindig,
N=0

den convergeert deze reeks uniform op elke afgesloten begrenade deelver-
zameling D van het inwendige van de convergentlecirkel.
Bewlijs: Allereerst merken wij op, dot er een getal a < R hestaot, zodanig
d~t vogqr ieder punt d van D geldt ]d-zo|£;ja~zAA

Onderstel n.l. dat er niet een zodanig punt a te vinden was. Zi]

Z4sZps... €€N binnen de convergentiecirkel gelegen ri} metlz k\ 0" k+4

“die convergeert nasr een punt p van deze cirkel. Bij iedere zk bestaat dan
eern in D gelegen punt dk met !dk-zol>l zo\ De ri} d‘,dg,... gekgen in
de 2fgezloten verzameling D, bezit tenminste &én in D gelegen verdich-
tingspunt d, dat binnen de convergentiecirkel moet liggen. Omdat D een
deelverzrmeling is van de verzameling }z-zgi< R heeft men ]d-zolm s < R.
Dus er bestzat bij ledere positleve £ een getal N, zodanig det voor n> N
geldt ldn—d‘<< £, dus ldn-zc‘<.s+éi. Kies nu £ < 4(R-s). Voor alle voldoen-

grote lk echter hebben wij ]zk-p]<:€.dua izk-zol>-n-£, dus voor alle
voldoende grote k geldt ldk-202> R-£)> s+E>| zk—zol, waarmede een contra-
dictie is gevonden. Er bestaat dus een getal a < R met té-zgls;a voor alle
d in D, Onze reeks E:% an(z-—zo)n heeft dan de in D uniform convergente ma-

S z-2
Jorante §** M} Zo}n . Hierin voldoet het getal M aan ian(a-zo)n¥<lm; dat
n=0 e}

flt getal M bestaat, weten wij op grond van het felt, dat de oorspronke-
1ijke reeks in a (welk punt binnen de convergentiecirkel lag) sonvergeert.
N.B. In het geval dat R =00, weten wij het bestaan van het getal a direct
op grond vzn het feit, dat D begrensd 1is.

Hoewel wij in het bovenstaande het bestaan van een convergentlestraal R
hebben cangetoond, geeft de gevolgde methode _gns niet de wsarde van R. Om

deze te vinden, beschouwen wij bij de reeks S" a (z z ) de rij getallen

ta l, la,l, \/182(, \[a—;l, . \/la . e

Q
71 R = L ==. Wi laten hierbij de gevallen, det deze limiet O
lim sup \/Ta)

0T o0 1is, toe; in dig gevallen 1s R resp. O of 0. Voor voldoende grote

n heceft men dan voor evlke positieve € < 1 de relatie N/E:l<:§rw——-y,

-
lz-2z
dus ,a (z-z )n§<.~—«——i—— dus
neoe R"(1-¢)"
e . oo lz-z ] «
Z’.a(z-zo><< P (g -
oo an n=0 =

De reeks E (z-2 )n convergeert dus voor zlle z met ]z-z QC.R, igmexrs

de majgrante convergeert voor |z- -z | <R, omdat 2ls |z-z o <R 18, een pgsi~
tieve £ te vinden is, die voldoet aan |z- zOQ<LR(4 £ ). De convergentie-
straal van onge reeks is dus 2 R.

Anderzlijds givergeert anme reeks vyoor alle z met lz~xol> R. Immers ult



I
lim sup \/!an? = % volgt, dat voor esn oneindige deelriy A T sees der
getallen 2432 ny ... VOOD voldcende grote h zeldt 1 z

N 1 3 "h 1- €
‘\ﬁang " H ‘é ge dus \."‘anh‘ > B : B

n (1-&)|z-z.| n,
tun (zazc) h% > | . ) G 1,
I ‘ )z z !-R
3ls maar £ %lein genceg zexozen wordt (n.l. £ <l——---~). Omdet dus
o0 Tz-z
n )
plim sn(z-zo) £ 0, zal de rceks éiﬁ an(z-zo) dus voor gecen :nkale z met
gz—zci> R convergeren, went bij convergentie 1s &1m a (z—zo) = Q,

Onze reeks divergeert duz voor alle punten z met |z-z l> R
De convergentiestraal is dus Jjuist gelljk aan
1im sup\/ )a

Dat het gedrag ver ecn reeks op de convergentiecirkel zelf" onbepsaald
1s, blijkt ult dc volgend: drie voorbecelden, waarin de convergentiecirkel

dus

de cirkel lz! = 1.is.
De reeks X:é z" 1s voor e n vrkel punt @er cvenHeidscirkel conver-
n=
gent, want in een convergente reeks nadert de algemene term tot een limiet
n
nul, maar nlimwjz | = 1, dus 1im 7 " 4 0. BLj de reeks r% —n- heeft men
voor z = +1 de divergente harmowiachg reeks, maar voor z = -1 krijgt men
een convergente reeks. De reeks 2 Eg heeft voor elke z op de eenhelds-
4 n
cirkel de convergente reeks 2 B%-tot ma jorante en convergeert dus abso-

n=1 n
luut en uniform voor alle 2z op de eenheidscirkel.

Een eigenschap, die vaak gemakkelljk voert tot het vinden van een
convergenticairaal is dg voloende regeven door d'Alembert

e n -
Stelling. Als de reeks ZZB an(z-zo) de eigenschap ﬁeeft dat n&%g o
bestaat, dan convergeert z1j voqQr }z—zO{<LR en vogr lz-z0l> R divergeert

z1j.
Bewljs: Zij € een willekeurig positiefl getal. Voor voldoende grote n geldt

=R

#an #n+1!< %(1+E:) dus voor elke z met 1z—zoi<.R heeft men
n
an+1(z—zo)nM lz—zol(1+8)
an(z—zo)“ < R ’
dulk n+h
a,miz-2,) <(!z~zO!(1+~£) yh
n R 2
an(z zo)
dus o)

}‘f‘: (mnzot(@e))h

I gl e < iz ) ;

en als men & zo klein kiest, dat --—H————~<:‘1iﬂ, dan convergeert de

laatste reeks, dus ook de oorspronkell jke.
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Verder heeft men als al weer € een positief getal < 1 voorstelt

A am~1
voor voldoende grote n

F(?— £). Gesteld dat de gegeven reeks in
%y

zen punt z met !z~zol> R convergeerde dan convergeerde zij absoluut voor
iedere z, met R~<’z1~z0§<izwzo§. lien had dan

n+1 o ., \n+h
841 (29-2,) Rt 2,y (2q-2,) N (331“%‘ Jh
a (z1~z )2 RUI-¢)” & (z -2 )n R(T=E77
n 0 1
dus oo
T 12,785 n 1 E n+1
. L L : ta . A..-z ! ,
hec RCI-E) la Q}z—z | n ntl
I
zodat ook de reeks zﬂ in Z4 ZOou convergeren, maar als men &
h L
- ‘01"'2 !

}
klein genoeg kiest, is HTT:7§T > 1, zodat die reeks dan divergeert, Hier-
nade is de bewering bewezel.

Opg. 1. Bepzal de convergentiestraal van de reeksen

< zZ, E z= ) log n n, n! n ng
L— TR L= 1 z Z-—gzrz:f———o

n=1 n=1 n=1 8 n

§3, Ontwikkeling van analytische functies in machtreeksen.
Wij bewezen reeds, dat een uniform convergente reeks van analytische
functies een analytisch functie voorstelt, Daar dgofuncties &n(z—zo)n

voor n = 0 1, ... analytisch zijn, stelt de reeks Z an(z—zo)n in ieder
n=0

afgesloten deelgebied van het inwendige van de convergentiecirkel (in
zo'n deelgebied convergeert de reeks n,l, uniform) een analytische func-

tie voor. Men heeft dus
bl

f(z) = 2 a (z~z ke
n=0
is analytisch in ieder afgesloten deelgebied D van het gebied ‘z-z ‘<lR

Beschouw nu verder zo'n deelgebied D, Wij weten verder, dat daarin geldt
0 00

fr(z) = 2 na_(z-z )n‘1ﬁ " (z) = z n(n-1)a_(2z~z )n'z, eng, ,
ey 0 —— n 0
dus (m)
f‘(zo) = a1; f"(zo) = 2layp.. . 3f (zo) = mla,..
derhalve o0 )n
f(z) :E -~ﬁ7w~ f(n)(z )  (reeksontwikleling vaum Taylor).
n=0

Hiermede is voor een analytische functie in elk punt bipnen de convergen-
tiecirkel de formule van Taylor gevonden,

Wij zien dus dat iedere convergente machtreeks in een afgesloten
gebied een analytiscre functie voorstdt., Ook het omgekeerde is waar, n.l.
dat een analytische funetie in zeker afgesloten gebied door een wmacht-
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reeks voor te stellen is,

Beachouw n.l, e2n in een gebield G analytischﬁ functie f(2). 2ij 2 een
punt van G, Zij C ¢en cirkel met widlelpunt 2, en straal r, die geheuwl
binnen G.ligt en zij 2z een willekeurig punt van (., Dan heeft men volgens

Cauchy
0 rhe [
£(z) = wrr
4% vindan verder wegens '? z | = ( |z «@) net 0 << & < 1,
N"‘
1 ST f(a)ds 1 f(s)ds
£z = e’ C‘%;g (s=z )=-(2~2_ ) = 271 2-2,
;W ¢ (s-za)(1 5:@")
1 J/iz:i f(s)(zmza)“ ds °
A C n=0 (s~zo)n+7 .
= f(s)(z-2 )"
D¢ recks 2:: ST convergeert op C uniform tot de limiet
n=0 (‘3—6 ) (S)(Z"ZG)N
mi~l. Immers de ru%tt&xm bij afbereken na de N® term is RN S
‘ (-2 )
dus () |22 N 0
_ (s) 0 M AN
|7y | = 1Z4=9) s-zo‘ Tt 0°<E

(waarin ¥ de bovengrens van !f(z)l op de afgesloten verzameling C voor-
stelt), als N voldoende groot gekozen wordt, Dit getal N is onafhankelijk
van 8, de convergentie is dus uniform, Derhalve kunnen wij integratie

en sommatie verwisselen en vinden dan

[f(s)(z z )"
as =

? (s-z )v+7

( ~z ( )2
Z - n! 25‘75_ 4 £(a)ds 2_;-'———7——'2 - f(n)(z )a

o\ n+1
(8~z,)

f(z)

i

waarmee de bewsring bewezen 1is,

De vraag is nu of meer dergelijke ontwikkelingen mogelijk zijn voor
ee 1 analytische functie. Hierop ge.eft ons een antwoord de
Identiteitsstelling van machtrecksen., Als voor zeker gebied G dat zZ, be-
vat een analytiscﬁz}functie f(z) twce ontwikkelingen

o0
f(z) =£Z:: an(z-—zo)n = Z:;;bn(z~zo)n
n=

n=0

Pezit, geldt a,
Bewids: Door z = Z, te nmemen ziet men direet, dat voor n=0 de bewering
juist is. Onderstel thans, dat men reeds weet, dat a = b,  voor alle na-

tuurlijke B < N. Dan heeft men
oo o0

a_(z-z )@ = b (z-z B
%;5; n ) E;;; n )

voor alle z in G, dus

= b, voor n = 0,1,2,... .
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OO o0

;ﬂm . =
- D7 k - n-N
- = A

[ @ \Z-Z) e O 7=2)

n={N N=N
voor allc o £ 2, in G, Last men z in G tot 2z, nadersn, dan naderin lin-
Yer—- en rectterlid van de laitis e veuy='l"inc rusp, tot ay en bN, dus
aw = bﬁ"
“r 1. Oneriklrel de functie

f(Z) = g!-w
0 1-2aw+w”
waarin -1 < a<{ 1, in een machirecks in z. Bepz28) d¢ convergentiestraal
van deze reels.
Beschouw thans een rij binnen sen cirkel ‘z-zo' = R analytische
funciies f1(z), fg(z), . . . laat op =lke afgusloten d.c¢lverzameling D
van het inwendige ven deze cirkel de reocks Z:f f (z) converguren (dus

uriforn convergeren) tot cen limietfinctie f(z) Voor ds functies
f (z) heeft men in D
o0
£,(2) - MZLO a . (2=7 )k (n = 1,2,,,_),

Dan gsldt f(z) = Z;“ ak(y z )k waarin 2 = Z IO Inmers wen Wect,

dat de bgsbhouwde functie f(z) analytisch i« 7ﬂ T en nen mag de ruche
f(z) = f (z) van analytischs funciies in het gebicd T termegcvijze
ditfer AT éren en v1ndt dan voor ieder natuurlijk getal k

£ (z) = rf“‘)(z)

Derhalve Yoro) o< co o0
a a
k nk k S
=§ . dus =& zé,_,. . Dus f(z)::Z::(z-z ) L &
KT "Goi KD ke =T ok k=0 % n=

Toepassing. Op elk afgesloten declgebied D van de eenheidsecirkel (wear-
vqpr dug voer elke z in D geldt [zl< & < 1) beschouwe men de reeks
. n
i z - ..-:‘—.—.. I k2
§‘~ -n(a) Me fp(z) . Men heeft

1 n
n=1 -7
O o o0

o) oo
T v
2 L) lcd) <) 1 _,) o
n=1 1-z n=1 2z~ =1 n=1 a -1 n=1 %a n=1
zodat dic reeks uniform in D converg.ert tot cen limiet f(z). Voor dezs
functie £(z) geldt in D, wegens
o0

)

n
tn
f (z) = Z = g,
n T—Zn t=1

de betrekking oo
£(z) = ZE: o Z o) 1*5.—77(31)'«
n" tx‘, thx
Ondur dw funetie T (m) = 2:: 1 Verstaat men het aantal delers van het
gotal m tim
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oa 00
nzh
Opg. 2. Buwija —— (o)
n=1 1-g2
waarin O (w) ducg?m der deinsxs ven het .tal m aangeeft,
1 i'e
CI: ;;’ é. Bewijs Z n—-—-—‘-—.”r - o He ;..’
n=1 (n-z)¢ k=0
waerin a, = k>‘(P+? o0 .
4
Hierbij vprvtuat men onder t;(v A« aon f;(s)::é ~—. Is 8 re¥el,
- - -
dan converguert dese, zouls belsnd is wvoor s > 1. BE0 B

Tenalotte bemijzen we nog d- velegende belangrijike
Steliing. Len in cen gebied G analytische functie f£(z) ken in het inwen-
dige van hat analyticiteitsgebied C geen mezimale waarde van de modulus
[£(2)] bvezitten, tenzij £(z) in het guhele gebied G comstant is,
Opmer<ing, Een gevolg hiervan ie dus dat de maximale waarde van £(z)
voor een in esn gebied G analytische functie f(z) uitsluitend op de rand
van G kan liggen,
Bewijs: Aangezizn f(z) in G analytisch iz geldt bij een willekeurig
punt z, van G de convergente ontwikireling
)2+

f(z) = a0+a1(z~zo)+32(z~zo

met convergentiestraal R.
Aangezien f(g) niet constant is, bestuat er onder de coéfficiénten
84,85,... €€n eerste codfflcidnt, die # 0 is., Noem decge &y . Dan heeft men

dus
s - - VK, moe VKT
£{z) = ao+ak(z—¢0) +ak+1(, ao) ‘

Voor de getallen a_ en . stellen we

0

’80! = Ao; 1&1{1 = Ak; arg a = o(o; arg a, .__o(k

Vij beschouwen nu die punten 2z waarveor geldt
1
arg(z-z ) = (X -],
dus
k
arg(z-zo) = arg a_.

Noem ]z-zo! = ry den hesft men

‘f(z)!;fao+a (z-2z )k! iah+1(z~z )k*1 ,,‘ =

o k+1l k

Viegens de convergentle van de¢ recksontwikkeling voor f(2z) is ook de
uitdrukking 8 ,qt... Voor r < R copvergent, dus absoluut gemamen, be-
grensd, Derhalve kan men r zo klein kiegzey, dat

Ak~r‘ ak+1+...}> %Ak;
zljn alle covffici¥ntexn By 11 8pepr e gelijk aan nul, dan geldt de lgat-
ote gngelijxheid natuurlijk evegeegs. Wij vinden dzihalve

‘f(z)‘é Ao*%Akrk =i£(zo)§ +&Akrk)"t(zoﬂ



voor 0 < r <R. Lr is dus stceds cen richting vanuit het punt z_ te vin-
den, waarvoor in zekere omgeving van z, geldt If(z)})lf(zo)l. Hiermee
is de stelling bewezen.

Hoofdstuk VI
Analytische voortzetting.

§1. Het begrip analytische voortzetting,

Indien men de waarde van een willekeurige functie geeft in een ein-
dig 2antel punten van het complexe vlak, is deze daardoor in het gehele
platte vlak nog niet vastgelegd. Zelfs als men de functiewaarden b.v.
op het segment (0,1) van de re€le as voorschrijft, ligt de functie even-
min vast, Anders wordt dit, als men z2an de functie speciale voorwaarden
oplegt. Zo is b.v. een gehele rationale functie van de 3e graad reeds
vastgelegd door haar waarden in 4 punten., Ir een continue functie, ge~
geven op het segment (0 1) kan in de omgeving van dit segment niet wille-
keurig gekozen worden.

Heeft men te doen met cen analytische functie, dan is, zoals wij
zullen zien die vrijheid van keuze nog geringer. Zo is b.v, de waarde
van een op en binnen de eenheldscirkel analytische functie in een punt
z binnen die cirkel vasigelegd door de waarden der functie op de een-

heidscirkel. Immers volgens Cauchy geldt in zo'nm punt %

¢ f
2(2) = gy P 55 s
In dit verband bewijzen wij het volgende belangrijke theorema:

Identiteitsstelling voor analytische functies.

Beschouw 2 functies f(z) en g(z), die beide analytisch zijn in een ge~
bied G, Als in iedere omgeving van een punt 2y in G een punt gelegen
is, waar de beide functies f(z) en g(z) gelijk zijn, dan 2ijn die func~
ties in het gehele gebied G geli jk.

Voor het bewijs beschouwen we de grootste cirkel met middelpunt Zgs
die geheel in G ligt. Binnen deze bezitten f(z) en g(z) recksontwikke-
lingen, die in zoveel punten dezelfde waarde bezitten dat 2ij volgens
de identiteitsstelling van machireeksen, in elk punt van die cirkel C0
dezelfd: waarde bezitten,

Begchouw nu een willekeurig punt z van G en verbind dit door een ge-

"heel in G gelegen weg Vi met 24 Aan de topologie ontlenen we het bestaan -
van een positief getal r, zodanig dat de afstand van W tot de rend ven G go-
ter is dan r. Wij verdelen de weg W in gedeelten door punten
Z93280 vy By 4y Zp= 2 zodanig dat elk der wegsegmenten
(mo,z1),(z1,22),...,(zn“1,zn) een lengte begit die <« r is. Beschrijf
met het punt Z) als middelpunt een cirkel Gk, die geheel in G ligt



(k = 1,2,...,n). De strael van elke dier cirnsls neme men = r, dus voor
k =0,1,... bevat de cirkel C, het punt Zyeq in 2ijn inwendige,

De functies f(z) en g(z) hebben in CO dezelfde waarden dus ook in
het binnen C0 gelegen punt z, en zelfs in een binnen Co gelegen omgeving
van g,. Derhalve stemmen f(z) en g(z) overeen overal binnen 01, dua in
een punt Z, met €ekere omgeving ervan, die geheel binnen 01 ligt, ensz,
Ne n steppen ziet men dat f(z) en g(z) ook in het oorspronkelijke gege-
ven punt z = zn overeensiemmen,

De methode in het bewijs gebruikt, noemt men de cirkelketen-methode.
Wij geven thans nog een geheel ander bewijs van dezelfde stelling.

Bij dit bewijs zullen wi]) de punten van G verdelen in goede en niet-
goede, ij noemen een punt p van G goed, als f(z) en g(z) in ieder punt
van k tussen zZ, en p overeenstemmen; een punt heet niet-goed als het
niet goed is,

Lvenals bij het andere bewijs gebruiken wij de identiteitsstelling
van machtreeksen, die ons leert, dat z, een goed punt is, 72ij 2 een wil-
lekeurig punt van G. Wij bewijzen dat z ook een goed punt is, Verbind
daartoe z met Z, door een kromme K, geheel in G gelegen. Was z geen goed
punt dan lagen op K goede en niet-goede punten., Zij Zq het laatste op
K gelegen punt (van z, naar z te rgkenen), dat goed is d.w.z, alle pun~
ten op K tussen z, en z, zijn goed., In iedem omgeving van Z4 (n.1. op K
tussen Z, en z1) ligt dan een goed punt z{~ Al weer volgens de identi-
teitsatelling van machtreeksen is zZ4 dan zelf goed, dus ook punten op K
in zekere omgeving van z,, maar nu gelegen tussen zZ4 en 2 zijn goed,
Derhalve is dan Z4 niet het laatste op K gelegen goede punt, zodanig
dat alle punten op X tussen z, en z, goed zijn, in strijd met de onder-
stelling over Zq. Bijgevolg bestaat er geen punt 2, OP K met de eligen-
schap, dat dit het laatste op K gelegen punt is waarvoor alle punten
“tussen z, en z, goed zijn, zodat elk punt van K, dus ook het gegeven
punt z, goed is,

Wij maken uit het voorafgaande enige gevolgtrekkingen.

Stelling. Is f(z) een in en pat 2 analytische functie en is f(z) niet
constaent, dan bestaat er een omgeving van 24 in elk punt waarvan f(z)
een andere waarde # f(z,) aanncenmt.

Immers bestond er zo'n omgeving niet, dan was er in iedere omgeving
van z_ een punt z met £(z) = f(zo), zodat de functie in de gehele omge-

ving van & _ constant is in tegenspraek met de veronderstelling.

Als gegalg zien wi] dat binnen iedere cirkel om z, een in die cir-
kel analytische niet constante functie slechts in een eindig aantal pun-
ten eenzelfde wasrde aanneemt.

Stelling. Zijn de functies f(z) en g(z) analytisch in een gebied G en
stemmen deze functies in een punt”za van G overeen, en ook al hun afge-
leiden, dan zijn deze functies in dat gehele gebied G identiek.

Immers in zekere omgeving van Z, in G 2ijn de functies in machtreek-
sen in z~z_ te ontwikkelen., De coéfficiénten in die beide machireeksen

o
stemmen wegens hct gelijk ziin van alle afgeleiden van f{z) en g(z) over-



een, zodat in die omgeving geldt f(z) = g(z). wegens de identiteitsstel-
ling van analytische functies zijn dan f(z) en g(z) overal in G geli jk.
Stelling. Is de niet constante functie f(2z) in een punt Z, analytisch,
dan bestaat er een getal k, zodanig, dat in een omgeving van Z, geldt

£(2) - £(z,) = (z-2,)¥ &(2),

waarin g(z) nnalytisch is en e(z,) £ 0.
Voor het bewijs beschouwe men de ontwikkeling

_ 2
f(z) = f(zo) + a1(z-20) + az(z—zo) Foae
Daar f(z) niet constant is, zijn niet alle coéffici¥nten 8y,85,... gelijk
aan nul, 21ij a de eerste coéffici¥nt, die # O is. Dan heeft men

/ b
f(z) - f(zo) = (z—zo)ﬂ.a1 + ag(z-zg) - el

waarin de uitdrukking tussen accoladen een analytische functie voorstelt.
die in z_ de waarde a, #Z O aanneent,

“telling. Beschouw twee gebieden G, en st waarvaen de doorsnede G weer
ven gebied is. Zij in G, een analytische functie f(z) gegeven, dan besteat
er ten hoogste één in G, analytische functie g(z), die in G met £(=)
overeenstemt.

Immers waren er twee gelijke functies g(z) en g1(z) dan had men in
‘G de relatie g(z) = f(z) = 31(2), maar dan stemden g(z) en g1(z) volgens
het bovenstaande in het gehele gebied 02 overeen,

In het geval, dat een dergelijke functie g(z) inderdaad gevonden kan
worden, heeft men de oorspronkelijke functie f(z), gedefinieerd in G,
uitgebreid (analytisch voortgezet) over het gebied G1‘J G2.

Voorbeeld. De reeks

1 + 2z + 22 “+ 23

T oL

ronvergeert in het gebied {z!< 1 en stelt daar een analytlsche functie

loor. Nu stemt deze binnen dit gebied overeen met de functie T—— Deze
laatste functie is overal gedefinieerd behalve in het punt 2 = 1 en is
dus te beschouwen als de analytische voorizetting van de door de beschouw-~
de reeks gedefinieerde functie,

De vorige stelling leert ons nog:

Is f(z) in een gebied G analytisch en is op een kromme K die tenminste
één punt met G gemeen heeft, een analytische functie g(z) gedefinieerd,
‘die op de in G gelegen punten ven K met f(z) overeenstemt, dan is g(z)

de enige op K te vinden analytische voortzetting ven f(z). Immers beston-
den er meer voortzettingen g(z) en g1(z), dan zouden op de doorsnede van
K en G de functies f(z) en g(z) en ook (z) en g4(z), dus g(z) en g4 (2)
overeenstemmen, maar volgens het bovenstaande stemmen zij dan op K overal
overeen, waarmede de bewering bewezen 1is,

§2 De monodromiestelling.

Zij G een enkelvoudig samenhangend gebied en zij f(z) een in een
punt a van G gegeven anelytische functie., Indien deze functie in G analy-
tisch kan worden voortgezet, den is die voortzetting eenwaardig, 4d.w.z.




is b willekeurig gelegen in G, dan neemt die voortzetting in b dezelfde
waarde aan, langs welke weg men ook de oorspronkelijk functie van a naar
b heeft voortgezet,

De stelling is ook 2o te formuleren: Zet men een analytische func~
tie voort langs een gesloten krorrme ¥ gslegen in G, dan is de waarde
waarmee men "thuiskomt" gelijk sar die waarmee men is vertrokken.

Voor het bewijs mag men ve onderstcllen, dat de gesloten kromme K
eenn & elpgen perdien mcohte ir, want is hiervoor de bewering bewezen, dan
geldt deze door limietovergang ook voor een willekeurige in G gelegen
kromme, Daar G enkelvoudig samenhangend is, kan men K door diagonalen
in driehoeken verdelen, die geheel in & liggen., Gesteld de stelling
was onjuist. Dan moet voor tenminste één zo'n driehoek de stelling on-
duist zijn, d.w.2z. gaat men langs de omtrek van die driehoek rond, dan
komt men met een andere waarde thuis, dan waasrnee men is vertrokken.

Door nu de middens der zijden van die driehoek te verbinden, wordt
deze in 4 driehoeken verdeeld, voor €én ven welke de bewering onjuist
moet zijn, Dit laatste proces i3 willekeurig vask ite herhalen, maar het
is duidelijk, dat voor zo'm rij van driehoeken een in G gelegen limiet-
punt wordt gevonden, waarin de functie f(z) dan niet meer analytisch
zou zijn. Hiermede is de monodromizatelling bewezen,

Is f(z) analytisch in het gzhele complexe z-vlak met uitzondering
van de oorsprong, dan is bij het voortzetten van f(z) b.v. langs de
eenheidscirkel het niet zeker, dat men na €én omloop in een punt de-
zelfde waarde terugvindt, als waarmede men is begonnen, B.v., levert de
integraal

2
f(Z) = -{fl %3

waarbij het punt 2z op de eenreidscirkel ligt en geintegreerd wordt in
positieve zin langs deze cirksl totdat men het punt 2 voor het eerst
ontmoet, de waarde i arg z. Mer vindt dus f(1) = O, maar na een rondloop
f(1) = 271, zodat de uitgangsvaarde van f(1) en de nieuwe waarde van
£(1) ongelijk zijn. Het is wegens de rcsiduenstelling in dit geval
duidelijk, dat de oorzaak van dit verschil enkel en alleen ligt aan het
feit, dat in O de integrand (en ooxz dus de integraal als men op wat

voor wijze ook van 1 naar 0 integreert) niet bestaat,

QB. De exponentiBle functie en de [onintetrische functies,

Wij gebruiken thans het begrip analytische voortzetting om een aan-
tal functies, die voor redle z reeds bekend zijn, ook voor niet reéle
gz te definiéren. Zo beschouwen wij allereerst de functie f(x) = e*,
Om deze ook voor complexe z te defini¥ren, merken we op, dat men uit

de voorstelling .
3
x _ X X
e” = 1 + x + 5T + 3T F e
geldig voor ledere eindige retle x in de voorizetting geen vrije keusze
meer heeft, Men moet wegens de identiteitsstelling van machireeksen



f(2) voar complexe z definiéren als
v 00

n
zZ
f(z) =Z a7 e
n=0
Vij schrijven in dit geval weer f(z) = e” en vinden dus, dat men eZ moet
definieren door de reeksontwikkeling
oo}
22
Z—-— 1 o
n:
welke in het gehele eindige z-vlak convergeert, Men ziet direct 1n, dat

5% = 1.Volgens een stelling over dlffereﬁm&ralvan reeksen §e$dt a~e = &%

Allereerst leiden we thans af de eigenschap e 1922 = e 1 2. Hiertoe
beschouwen wij de functie e2¥8g Z, waarin a een willekeurig complex ge-
tal voorstelt, Voor de afgeleide hiervan vindt men volgens de bekende
regels van differentiéren

+a_~-2 z+e -
eZT8eTE L g2TReT2 - 0

dus wegens een vroeger bewezen stelling heeft men
z+a =2

e e = C,
waarin de constante C onafhankelijk is van z, Substitutie z = 0 leert
o ot -
e® = ¢, dus e®"%e™? = &%,

Kiest men hierin a = 0, darn vindt men

eZe z+a _ (e—z>-1ea z a

dus e = & 5
geldig voor alle complexe z en a, Uit de relatis ez =% - volgt, dat
in het gehele eindige complexe z-vlak de functie e? geen nulpunt bezit.
Verder is e* vooa,alle eindige reéle x positief. Immers uit de reeksonte~
— n '
wikkeling e* = 2 %T volgt direct dat voor alle x > O de functie e¥
n=0 '
‘positief is en derhalve is dat ook het geval voor negatieve x, want daar-

voor heeft men e* 1 e X‘\ 0, daar e~ >'O.
z

e
S‘Nl

c+O

Het getal e”? is natuurlijk toegevoegd complex aan e

als men z = x+yi s l

le%f - Y \/QT Verz _ \ezx

wegens e* > 0. In het blgzonder is voor alle reéle y ant,ie.5;= e” =1,

N

z__~-1z 1 z, =iz
Men definieert sin z = al(e:L )s cos z = —;-(el +e ) tgz =
= %%%sé enz, en heeft dan voor sin 2z en cos z de bekende reeksontwikkellne
g z3 z5 22 z4
gin 2z = 2 - 3T + 5T ~ P cos 2 = 1 = T + TT = cee

die, zoals te verwachten was de analytische voortzettingen zijn der
reeksontwikkelingen van sin x resp. cos X voor reéle x, Uit de definities
van sin z en cos z volgt door de goniometrische functies uit te drukken
in e-machten onmiddellijk voor alle complexe u en v

sin(utv) = sin u cos v + cos u sin vj
cos(u+v) = cos u cos v # sin u gin v,

Verder wlgen hieruit voor elke complexe z wegens de bekande formules

. . 77
over de sinus en cosinus van O, 7?,77 1577 en 277 resultaten als b.V,

y



8in(277+2) = sin 2y cos(277+2) = cos 2
gin(7 -z) = sin 23 cos(-z) = cos gz,
De serstc twee dezer formules drukt men wel uit door te zeggen, dat de
functies sin z en cos 2 elk de periode 277 bezitten.
Opg., 1. Bewijs tg(m7 +2) = tg 2z: ein® 2 + cos® z = 13 sin(%} -z) = c08 2,
Wij kunnen dus de bekende theorema's uit de goniometrie ook voor cor=-
plexe hoeken gebruiken.
De enige nulpunten van sin z zijn de bekende re®le nulpunten. Immers
bij z = x+iy volgt uit sin z = 0, 8in z = 0 met de bekende formules, dat
sin 2x = sin 2z cos 2 + cos z 8in Z = O,

Xx = n" (n geheel)
en

wa

i
(o]
s

9in z cos Z - cos z sin

%nb E )2}14—1 >0

en omdat elke term der oneindige reeks > 0 is, volgt uit sin 21y = 0, dat
vy = 0, waarmede wij het resultaat z = n7T terugvinden,
Opg. 2. Bepaml alle complexe nulpunten van cos z en ven tg z.
Opg. 3. Pewijs eiz = ¢co8 2 + 1 gin =z,
634. De omkering van de exponentiéle functie,

Uit de monotonie van de functie e* volgt, dat er ten hoogste &én
waarde x bestaat met e* = a, waarin a een gegeven positief getal is, Men

heeft voor a > 1 de relaties

sin 21y
u geldt voor reéle y

i

gin 2iy

H

e = 1 é‘ex = 8 <ea

dus aangezien de continue functie e* iedere tussenwaarde aanneemt, be-~
staat er zeker één getal x met eX = a, Is 0< a <1, dan bestaat er een
getal x' met eX = ;, dus het getal x = -x' voldoet aan e* = a. Het getal

x is dus eenduidig door a bepaald,
De elementaire eigenschappen van log & (voor a > 0) achten wij bckend,

evenals de daaruit afgeleide reeksontwikkeling, geldig voor |a|< 1,
3
log (1+4a) = a - TT %7 vee

Het is duidelijk, dat voor alle 2z met lzf<:1 de convergente recks

z - 7?-+ TT -

de analytische voortzetting is van de vorige. De analytische voortzetting
van log(a+1) voor [z!1< 1 moet men derhelve definiéren als

22 2>
(1) log(z+1) = z - Tt e

waarvoor men dan ook log(z+1) schrijft,
Beschouwen wij thans de functie

aw
fp(z) ={W.
Hierbij wordt rechtlijnig van 0 naar z geintegreerd als z niet op de redle

as links van -1 ligt en anders b.,v, rechtlijnig van O naar i en van i
naar gz,



Voor alle z £ -1 is sﬁ(z) een analytische functie van z (ook voor
z < -1), went de functie ja'(z) = E&T bestaat dan, Men heeft verder

(k) (,y = (5T (k1)
j& (2) (z+1)k ’
dus wegens Taylor
®

i W) (0) ¥ _ k=1
50(2) i ,—-ETL-l 2 ~€§75-L—%;—- 2",

H%ermeda hebben wij de functie log(z+1) door middel van de integraal
Jf£§%, weervan de ontwikkeling voor |z|< 1 overeenstemt met (1), voor
0

alle eindige z#/-1 yidefiniecrd. Wij noemen deze functie wederom log(z+1).
Wij merken verder op, dat de functie
Fam
e10g(z+1) e ¥

HD(Z) = Z+ T Tz

de eigenschap heeft, dat

z 2
[ aw J/_&”
10 W &0
.L//t(z) - z+] - 5 =0
z4+1 (z+1)
ig, dus Z
[ aw
D WAl
e
Ple) = S = e

Wij bepelen de constante c¢ door z = 0 te nemen en vinden dan

C='l//(0) =-e:rc-)-=1.

Derhalve heoft men elog(z+1) =z

+1, woarmee voor iedere u £ O de eigen=
log u

schap e = u, geldig voor reéle u, ook geldig blijkt voor willekeuri-
2e complexe u., Wij merken verder op dat log uv voldoet aan
| olog uv

z z
omdat uit e T e 2 volgt z4 = Z, *+ 2k77i (k geheel), vindt men

= uv = elog u elog v o_ e1og u + log v;

log uv = log u + log v + 2k7mi (% geheel).
Hieruit volgt onmiddellijk voor z = r(cost”+ i sin¢p) £ 0 de relatie

log z = log r(cosyﬂ+ i sin¢) = log ret¥ - log r+log oiF +2kmi=

= log z + i90+ 2k77i = loglzl+ 1 arg z + 2k7i.

Opg. 1. Bepaal log -1; log(1+i); log i.
Opg. 2. Lazt zien, dat de functie e = e*(cos y + i sin y) voldoet aen
de differentiaalvergelijkingen van Riemann-Cauchy.
Opg. 3. Bereken sin(%? + i) tg(%% -~ i), .

Na het voorafgaande is de definitie van z = a eenvoudig. Voor re&le
a> 0 en b heeft men z = eb log 2 Wij geven thans ook voor willekeurige
a # 0 en b de definitie

ab - eb log &

Daar log a slechts mod 27 i be zald is, is ab slechts bepaald op factoren



277 ib

e’ = ¢c08 27b 4 1 sin 27b
na. Wij merken nog op, dat men in tegenstelling tot het voorafgaande
e
onder eb L

elleen de waarde 1 + b + 7T *+ ... Verstaat,
Opg. 4 Bereken d. leinstc woorde 1 die door ii wordt voorge-
Bteld. )
Men heeft niet steeds 2%a® = ab+c, want
aPal - eb(log a+2k i) ec(log a+2lmi) _ e(b+c)log a+27i(kb+1lc)
- ¥
terwijl
ab¥C _ e(b+c)log a+27 im(b+c)
Als ten minste één der getallen b en ¢ geheel is, geldt de formule zeker
wel.
Opg, 5. Toon aan een voorbeeld aan, dat men niet steeds heeft
(ab)c - abc‘
Opg. 6. Toon ean dat de functie w=z" voor zZ0 nnalytisch is en els afpeleide
bezit de functie w' = aza—1.
Voor de functie
f(z) = (1+2)® = &8 log(1+2)
heeft men voor |zl<1

f(k)(z) _ ala=1)...(a-k+1) o2 log(1+z)‘ (x = 1,2,...)

(1+2)K
Wij kiezen!lm 10g(1+z)'5§77 en vinden dan volgens Taylor
_ a _ T 0) k _ ay .8 log 1 k _ ay _k
£2) = (1e2)® =) Il 2] (e 2 =) (D,

waarmede de binomiaalreeks ook voor complexe & en z is teruggevonden,
Uit tgw = z volgt

2iw
. e -1 2iw -z
iz = ;ﬁ{ﬁ:;: dus e = I
lderhalve w = ] log i:%, Het getal w is dus een analytische functie van
21 1+7

z voor z # +i, die men bg tg z noemt.

Daar log %E% bepasld is mod 2771, is w als functie van 2 bepsald
mod 77 . Wij vinden dus
1 i-2
bg tg z = 5T log Iz

Opg. 7. Laat zien, dat deze formule te interpreteren is als de bekende

formule van Laguerre voor een hoek in de Euclidische meetkunde,

Opg. 8. Bereken de afgeleide van bg tg z,

iw_e-iw a
b

Uit sin w = 2z volgt 2iz = e us

e2iw - Zizeiw -1 =0,
derhalve

eiw = iz + ?—zzs
dus

w o= % log(iz + 1-2°),

De functie in het rechterlid is voor z # 1 een analytische functie van
z, die men bg sin z noemt. De logarithme rechts is bepaald mod 2771, dus



het gital w 1s bepaald mod 277. Overigens hebben de twee gevonden wasrden
van e " een product -1, dus hun logarithmen hebben een som (2k-1)7T 1,
dus naast een waarde w vindt men zowel w+2k7i cls W-w+2kmi, juist

els blj de reéle omkering der sinus-functie. Wij vinden dus

bg sin 2 = % log(iz + \/r;:;ﬁ).
Opg. 9. Bereken de afgeleide van bg sin z,
Opg. 10. Bepral z uit sin z = 13.
Opg. 11, Voor welke waarden van z is sin z redel?

Tenslotte defini¥ren we nog
Z -z Z, =z
sh z = 9~79—~; ch z = 9—;§~—; tgh 2 = E%'E’ cotgh 2 = EE%—E’
Opg. 12. Bewije dat de vier hierboven gedefinieerde functies periodiek

zijn en bepael hun perioden.

Opg. 13. Bewijs dat voor de omkering w = bg sh z van sh z geldt

w = log(z + V/ 22-1).

Hoofdstuk VII
Singuliere punten.

%21, Gehele transcendente functies.

Onder een gehele functie verstaat men een functie, die in het gehele
eindige complexe vlak analytisch is. Zo'n functie bezit den een in het
gehele eindige complexe vlek convergente reeksontwikkeling. Omgekeerd
is een functie met zo'n reeksontwikkeling geheel.

Opg. 1. Onderzoek of elk der volgende functies geheel is:

Z 1 1 gin z
e cos Z¢ E; ;—5; 7z .

Len gehele functie is geheel transcendent als haar reeksontwikkeling
niet afbreekt.

Stelling van Liouville. Len begrensde gehele functie is constant, Immers,
laat voor de functie f(z) gelden ;f(z)y; M, dan heeft men voor elke co-
éfficiént e, van haar rceksontwikkeling

o f(2) i M
;an} T 27‘1‘@ n+1 dz i < Rn

geldig voor iedere R binnen het convergentiegebied, Dit gebied omvat het
gehele eindige z~vlalk, dus 8, = 0 voor n=1,2,,.. , waaruit volgt
f(z) = &O.

Aequivalent met deze stelling is de uitspraak dat een niet constante
gehele functie bulten iedere cirkel absoluut genomen willekeurig grote
waarden aanneemt,

Het is ons thans mogelijk een bewijs te geven van de hoofdstelling
van de algebra, die zegt, dat iledere veelterm van een graad = 1 ten
minste é¢én nulpunt begit,

Eerst bewijzen wij dat voor een veelterm ven een graad n die > 1 is,

f(z) = aozn + a1zn"1 + e, 4% + 8,



voor voldoende grote waarde van |z| geldt
3f(z)‘?> 3 %aciiz!n,

' enle, |
Inmers kies z zo, dat 'z! > max .
k=1,.. ,n 8y

,n
n~k, 1 n
fax 2 < gglegiz!™,

Dan is

dus

lf(z)!gftaozn}_{i3123*1}+...+Ian_1z’+!an@) %iaJ?zin.
Wij zien dus dat onze veelterm f(z) voor voldoende grote waarden ven |zl
in absolute waarde boven iedere grens groeit.

Onderstel nu, dat f(z) geen enkel eindig nulpunt bezat. De functie
?T%T was dan in het gehele eindige z-vlak analytisch en is op grond van
de stelling van Liouville voor voldoende grote |z} willekeurig groot in
ebsolute waerde, in strijd met het feit, dat l£(z)} voor voldoend grote
'zl ook willekeurig groot is.

Opgave 2. Zij f(z) een gehele functie met de eigenschap, dat fiél in het
rehele eindige z-vlak begrensd is, Bewijs dan dat f(z) een veefterm is
in z van een gread £ m.

Zen gehele functie met afbrekende reeksontwikkeling heet geheel ra-
tionzal. Breekt de reeksontwikieling niet af, dan noemt men de functie
geheel transcendsnt.

Opgave 3. Bepaal van elk der volgende functies of ze geheel of niet ge-
heel en ratiocnaal of transcendent zijn

cot z+i _=2iz_ e, sin z

#In 25 Sotz-1 T T

Stelling van Casorati-Weierstrass.

..en gehele transcendente functie benadert buiten elke cirkel elke waar-
de willekeurig dicht.

Dit wil zeggen, dat bij ieder positief getal £ , ieder positief ge-
:al R, ieder complex getal ¢ een getal z te vinden is met

izl >R en If(z) - cl<c .

Wij onderscheiden bij het bewijs verschillende gevallen,
1°. Heeft f(z) oneindig veel punten met f(z) = ¢, dan liggen die niet
alle binnen de cirkel lz! = R (want wegens vroeger gevonden stellingen
zou men dan vinden f(z) = c overal binnen die cirkel), zodat er zeker een
punt z met 'z!> R bestaat, waarvoor f(z) = ¢ is,
2%, Heeft f(z) geen punt met f£(z) = c, beschouw dan de niet constante
gehele functie gl(z) = TTE%:E’ dan is er al weer wegens het theorema van
Liouville een getal z met !z!> R te vinden, waarvoor geldt ]g(z)‘) é%u
dus voor dit punt z geldt |f(z)-ci< £.
39, Heeft f(z) eindig veel punten Z43Z5y.. . 9%y, Waar f(z) = ¢, dan be-
staen er natuurlijke getallen.cx1,CX2,...,C<k, zodanig dat de functie

f(z)~-c

(z—z1f*1.;.(z~zkka

glz) =

in ¢ niet de waarde nul aanncemt en de functie h(z) = EGZT is dan een

gehele transcendente functie, die voor voldoends grote |zl voldoet aan



o
}h(z); > —g-,z! , Waarin ™ :0(1+,,,+0(k gesteld is. Dus

™
£(z) %%‘z'“ﬁ g lz-z,} <
z) - ¢
voor voldoende grote |zl|. Xies verder nog !zl zo groot dat
&y Xy x o
fz—z,) ... lz-2)) ° z,) 1 z,| k
! k. ]y 22 1. <o
AT f zj z ’

dan virdt men |f(z)-cl< £ voor de bovenaangegeven keuze ven |z|, waer-
mee de stelling bewezen is,
Opgave 4. Bepaal ren punt z met |z!> 10, waarvoor geldt e® = 3.

§2. Laurentreeksen.

Beschouw een functie f(z), die eanalytisch is in de cirkelring bepaald
door r<:lz—z0§<:R, wearin r en R twee willekeurige re€le getallen zijn
met 0 < r <R ow. Wij gaan een ontwikkeling voor f(z) afleiden, geldig
in ceze cirkelring. Kies hiertc€ voor een gegeven z met r<ilz-zoi<.R twee
getallen =2 en b met r < a‘cfz—zol< b < R, en beschouw de cirkels }z—zol =

= & en !z—zo& = b, die wi} Ca en Cb noemen, Verbindt men deze door twee
radiale verbindingswegen k en k', dan vindt men uit de stelling van Caucly
gemakkelijk

- /}(5) 1 f(s
£(2) = gy £ 5522 98 - T 5/-5:% as.
b &

Voor de eerste integraal schrijven wij

L £(s)(z- )
-r—-—-- / f(s)ds ‘-2-,71 /71‘1; 2 ds

7~z n+1
Cv (s-z )(1 - 2) s"'Zo)
S-z
° Z-2
en wegens de uniforme convergentie der optredende reeks (immers =% <
< F < 1 vinden wij hiervoor °
o)
2~,,(Z~" )n ' /—___iiﬁl.T ds —Z::: a, (z-2 )n
n=0 Cy (s- Z,
waarin
a = 1 f(s ds
n - 271 . n+
Cp (s-z)
Op gelijke wijze zien wi] in, dat voor de tweede integraal te schrijven
is @® n
1 é/f f(s)ds 1 N f(s)(s’"zo) ds
277 1 S-2 T 211 n+1 ’
0 C. n=0 (z-2z))
a (Z-—ZO)(‘I - Z—ZO) a o}

wegens de uniforme convergentie der laatste reeks (immers ‘
nen wij het laatste 1lid verder herleiden tot

®
(z-z y-n-1 Q;FI ,/rf(s)(s—z )? as =:z::,a_ (z~zo)'n,

<
A= Cy n=1 —B

waarin
a_ J/rf(s)(s z )n -1 ds.

-2
0 _x:/ 1Y L
z-zox<af1)khn

8



%ij kunnen het resultast samenvatten tot de Laurentreeks

®
f(z}‘mgzz::*an(mnzo)n, 8 = ?%“I V//A ”-£L?%$T ds.

A== ~ (s-2
Ca of Cb o}

Ale integratieweg kan men i.p.v. de cirkels Ca en Cb eenzelfde binnen

net ringgebied gesloten veg kiezen, b.v, de cirkel ix~zoi =0 met r<Q<R.
Alle co®éfficiénten in de gevonden Laurentreeks zijn ondubbelzinnig

door de functie f(z) bepaald. De ontwikkeling is geldig voor ieder punt

Z birnen de ring r<:!z~z01< R, want bij ieder zo'n punt zijn de bovenge-

bruikte getallen a en b te vinden. o)

Wij merken nog op, dat de gevonden reeks z an(z~zo)n convergeert
n=U ®

overal binnen de cirkel {Z"Zo‘ = R en de reeks J _ a_n(z-za)"n overal
n=1

buiten de cirkel ‘z—zol = r, zodat hun som slechts binnen de beschouwde

ring convergeert,
2. 1. Ontwikkel de funectie z(z—?%(z—?) binnen elk der drie ringen
<'zi<1; 1< lzl<e; 2<%z!%m.
De gevonden ontwikkeling z:::;an(z~zo)n is de enige binnen de be-
acgfuwde ring geldige, want bBET8Ad er ook nog een ontwikkeling

-
3

.

}ﬁ—ﬂ bp(z~zo)n, vermenigvuldig dan beide reeksen met (z--zo)kq en inte-
N=—~00

greer de resultaten langs een willekeurige cirkel, gelegen binnen de ring.
Tan vindt men 27ia, = 27Tibk, wazrmede voor alle gehele k de identiteit

der coefficiénten a, en b vaststaat.

Opg. 2. Bepaal de Laurentontwikkeling van de functies
1

-Z— z f i .
e“ - e“ voor 0<izi<oo:

cos Z_ZT voor 1<zl <o

1

eT:E voor lzl > 1;

-9
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\/(z—1)(z-3) voor izl > 3.

3. Geisoleerde singuliere punten.
(z) analytisch in de omgeving van een punt z,, dit punt z  zelf
uitgezonderd. Voor alle z #£ z, met voldoende kleine ]z—zolis

e
can f(z) volgens het voorafgaande te ontwikkelen in een Laurentreeks
00

), an(z—zo)n; hierin is
n=-00 (
1 fis
% = 7T ) e o,
o) (5"30)

waarin C een willekeurige cirkel met middelpunt z, en voldoende kleine
straal voorstelt. Er zijn nu verschillende gevallen mogelijk.

1°. De Laurentontwikkeling bevat uitsluitend termen met n > O, dus a_y =0
voor h = 1,2,... . Definieert men dan f(z ) = a_, dan is hierdoor de
functie f(z) analytisch in het punt 2. Het punt Ty is in dit geval dus

een regulier punt van de functie f(z) geworden,



FE 51

2°. De laurentontwikkeling bevat slechts eindig veel termen met negatie..
ve exponent. Zij X het grootste gehele getal met a " £ 0, dan is de

T o
functie g(z}mf (z~zo)“ f{z) in de omgevirg van 2, te ontwikkelen in een

-

AN
machtreeks / <

gcnk(zuzo)m, zodat deze functie door de definitie g(z,)

cox in zo analytiszch te maken i

{:}

Voor de oorspronkelijke functie
f(z) rosut men het punt z, een pocl ven de k€ orce of een k-voudigs pool.
et is duldelijk, cat er cen omgeving van £ is, waerbinnen geen andere
singuliers puntsen van f(z) liggen. De pool z_ is dus een geisolesrd sin-

sulier purnt., In het beschouwde geval spreeki man van een niet-ezasentidel

3¥. De Laurentreeks bevat oneindig veel termen met negatieve exponent, In
dit geval noemt men het punt z, een geizsoleerd essentidel gingulier punt.
len noemt bij een geisoleerd singulier puni de som der termen met ne-
fatieve cxponent, optredende in de Laurentontwikkeling, het hoofddeel
van £(z) i .
3 (/1nzo

Jpg. 1, Zepacl het hoofddeel van elk der volgende functies in de oorsprorg

ain z; (1 + 1)4; tg z - sin 2| cot T,
Z Z '
z ,
Cpg, 2. “telt men het hoofddeel van f£(z) in het gelsoleerde singuliere

runt oz 0 loor 0 m———
¥ o Voor doo g;(z =
ﬂ'h') een veelterm van d8 % graad en bi] een essentidel singulier punt
i3 de functie /(w) een gehele transcendente functie van w,
{
In de omgeving van een pool is de functie, absoluut genomen, groter

dan ledere vaste grens, want men heeft bij een pool Z, van de x° orde

), dan is vi een k-vo.dige pool z, de functie
Le

&z-zol k [£(2) > %za__kg .

waarult de bewering gemakkelijk af te leiden is.

Stelling van Casorati-Weierstrass. In de'omgeving van een geisoleerd
essentiéel singulier punt z  benadert de functie f(z) iedere waarde
wiliekeurig dicht, want zij ¥3(Z1

— ) het Loofdceel van f(z) in het punt

Z, B0 zii ag de bekende term van a8 Laurentoniwikkeling van f(z), dan be-

nadzrt de zehele tran scendente functie 99(W} + &, Voor voldoende grote
waarden van ! w! iedere waarde willekeurig dicht, dus benadert (z) in de
orzeving van zZ, iedere waarde willekeurig dicht, want in een voldoende

Xleine ongeving van Z4 is de functie

w -
N ) n
f{z) ey =/ ar(z—zq)
nx”'-T & "
willekeurig klein. I
Z

Cng. 3. Beschouw de functie e” in de omgeving van het essentidel singu~
liere punt 0O, Bepaal een punt in die omgeving waarvoor geldt
1

e
Z

e” = i,
¢n eveneens eer punt, wasr deze funciie de wasrde 10 aannesmt,



4, Het oneindige,

'”*j dienen nu nog een waarde toe te kennen aan een analytische funce
tie irn net oneindige. Zij f(z) een senwzcrdige buiten een cirkel lz! = R
analytiscﬂe funetie., Yij zeggen dexn dat de f“nctie £(z) hetzelfde gedrag
in het oneindige bezit als de functie y?(w) = f(*) in de ooraprung w = 0,

ten functie f£(z) 1s dus in het oneindige r&gulier als f( ) regulier
is in lz oorsprong, 4.w.z. 2dat in 3e Ilsurentoniwikkeling van f(—a de ter-
mer. met nezatieve exponent ontbreken, zodat in de Laureﬁtonfwikkeling
ven £(z) geldig buiten de cirkel {z| = R de tormen met positieve expo-~
r.ent onthreken,

€7y

Heeft voortis L,(wi = f(13 in w = 0 een pool van de k® orde, dan
zegt men dat £(z) in het onelnd¢&e een pool van de k® orde bezit. In dit
geval bevat de Laurentontwikkeling van (£'(w) slechts k termen met nega-
tiesve exponent, zodat de termen met positieve exponent, die in de Laurent-
onxwikkeling van f(z) buiten de cirkel 'z! = R optreden, slechts zijn

s a(z-z )"
n=1 :

Is de oorsprong voor yﬁ(w) tenclotte een essentidel singulier punt,
dan is het oneindige voor f(z) een essentigel singulier punt. In dit ge-
val bevat de Leurentontwikkeling van,qf(w) in de omgeving van de oorsprong
oneindig veel termen met negatieve eibonent, dus de Laurentontwikkeling
van f{z) buiten de cirkel lz! = R bevat oneindig veel termen met positie~
ve sxponent,

Coz. 1. Als £(z) in het oneindige een pool bezit, dan is bij elk positief
getal ¢ een getal R te vinden met

l£(z)] > ¢ voor lzl>H.
Jpg. 2. Heeft £(z) in het oneindige een essentidel singulier punt, dan
benadert f(z) buiten ieders cirkel 'z! = R iedere gegeven waarde wille-
reaurig dicht (Stelling van Casorati-eierstrass).

Onder een omgeving van het oneindige verstaat men het buitengebied
van een willekeurige cirkel. len zegt dan ook, dat een functie in het
oneindige een bepaelde eigenschap bezit, als een cirkel gevonden kan wor-
den, zodanig dat buiten die cirkel de functie die eigenschap bezit,
5telling van Riemann. Zij f(z) eznwaardig en analytisch in de omgeving
vanr egn punt Z4 (dat ook o0 mag zijn), dit punt zelf eventueel uitgezon-
derd. Het punt z_ is dan en slechits dan regulier voor £(z) als er een
omgeving van z  bestaat, waurbinnen gf(z)i begrensd is. Het punt z  is
dan en slechts dan een pool van f(z) als bij ieder getal ¢ een omgeving
z, te vinden is, wasrin geldt {f(z)| > c. In ieder ander geval is het punt

£, een ezsentidel singulier punt van de functie f(z).
Immers in het geval dat z, eindig is, heeft men de drie gevallen te
scioumen, dat in de Iaurentoriwikkeling van f{z)

R n
{z) =/ an(z-zo)

hetzij rul, hetzij een positief eindig zantal, hetzl] oneindig veel ter-



m3n optrsden met negatieve exponent, in elk van welke gevallen de bewe~
ring na rnet voorafgaande direct duidelijk is.

is z = o, dan andarsch@ideani4 dezz.lfde drie gevullen voor de
t At .
e o cz,%_‘
laurentontwikkeling van f(z) = zw 22
n=—® 2
Cpa, 3. Zenazl het gedrag in ket cneindige var elx der functies
22 2, € pa
Z 44 z,
4. ZFL. oot z; cos z - sin gy 2 XA
A z&_q e |

r - e . " -
¢ o, Verdere toepassingsn van de residuenstelling,
Eeede in nonfdstuk IV ¢ 4 hedhen wij de residuenstelling geformuleerd,

Cie ons leercde at de integraal

1
A f(s)ds
¢

genomen over een gesloten weg C gelijk is een de som der residuen van de
finetie £(2z) in de binner C gelegen singuliers punten ZaseosyDye Hierbi}]
s het residu van de functie f{z) in een puni z, gelijk aan

1 /ﬁ Y4
?:TI - I(S; Sy
s
vearbl] de gesloten weg CO zo gekozen is, dat op en binnen C0 de functie

£{z) overal analytisch is, afgezien eventuezl van z, zelf, Wij merken
nog op, dat wij de integraal
7

1 /
Ez?z-hé f(S)dS
o0k tegenkwamen bij de ILaurentontwiklkeling

TJQ.
/ a, (z-z )"

= =
van de functie f(z) in de oumgeving van z, en wel

1
ﬁ__..! = m C/f(S)dS.

o)
stelling. Als £(z) binnen de gesloten enkelvoudige weg de nulpunten

STeLlINg,
Za4Z540. .42y TSP, mel multipiiciteiten o0, , 0, ..., 0, Dezit, dan is
T 1 1/::"(3'
Moo= ‘.‘J 7
27 il s) k
maerbil men onder N e z.g. nulsoun ¢, verstaat.
ETE

F a1
Bewijs: laat de functie £(z) in z, €en nulpunt van de orde n, hebben.
Der. heeft nen
a4 \2
f(z) = (2—51} {bo+bf(z~z1)+b2(z~22) Fevels
voarin b, A O en dus
- )nT—

/Z) = nT(Z-Z (b + O (E”Za)+CE(Z“22)2+otu>)

22327 usn voor het cuotiént “37—% een ontwik sling viviv von ds gedaante

i\2



£'(z) _ ™,

- -~ \
Ttey = g1ty (2me )+ dp(ezy

+;.-.'~

T
Tleruit volgt ommiddellijk dat het residu van fxif
is

aan n,, waarna uit ds resiirenstelling volgt, daz
1 “//f'§az A
d’vr 3 C & S, .AS

Stellings, Heefs f(z) binns: 1z erizziveviic: gesloven reg C in de nunten
3

)2

&{0

in het punt z, gelik

is.
Z43%py... 52y Dolen resp. van le orde ™., .., en is £(z) verder
op en rinnen C regulier ew ong:lijlr een nul, den is

/.
J’ E‘T'-E—:% ds = —P !
c X

waerin onder P de z.g. poolsmné:;?*k ver:tuan vordt.
w=1 )
Voor het vewijs beschoure rer een pool z, van f(z) van de orde n, en
T
een Laurentontwikke-

~
&

merke op, dat in de omgeving wvr 7o pxl e fnctic
ling ven de gedaante

n1 (140, (z=z,)+e,(2~2 )2 + )
z4 1 1 2 1 e

-

Z-
bezit, waaruit het gewenste re~ilizat onmiddellijk volgt.
otelling, Bezit de functie f(z) binnen de erkelvoudige gesloten weg C
nulpunten in de punten ZyyeeesZy €1 rolen in de punten zi,..., i, en is
op C de functie f(z) analytisch en £ 0, dan is
£ 11 € R

271 "o t(s) e

waerbij N en P de nulsom resp. poclsom van f(z) voorstellen in het door

C omsloten gebied.

Het bewijs verloopt analoog aan dat dar beide vorige stellingen door
op te merken, dat de enige punter wasr ide Iintegrand niet regulier is, de
nulpunten en polen van f(z) zijn.

7ij passen het voorgaarde toe om neormesls de hoofdstelling van de
algebra te Dbewijzen.

Allezreerst merken wij op dat voor voldoende grote lzl ds functie
f(z) = aozn + a12n"1 + ... + a  geen nulpunten bezit, want mea kan | 2l
zo groot kiezen, dat |f(z)l > % !aol.lz!n (zie blz. 48 regel 2). Beschouw
nu een willekeurige enkelvoudige gesloten weg C, gelegen in het zo®Bven
genoemde gebied, waarin f(z) #Z 0. Dan heeft men

1 f'(s)
277 1 o i(s)
Mu is voor de veelterm f(z) de poolsom P=0 en de nulsom N is g21ijk ean
de som der multipliciteiten van alle nulpunten van f(z). Verd:r vindt men
vij £(z) = a 2z + za.1zn'"1 + ... + & voor de integran’ de ~aaide

0
f

ds = N-P.

-(1+b Z‘!’b022+c Q o\'

(2R

'
1

e 5 e -

wearuit direct volgt n = N,

dus



Lo o

Wij bewijzen thans met behulp van de residuenstelling de uit de

reele analyse bekende formule
(%]

//sin X 95 = 2
& X 2

~.

Hiertoe kiezen wi] een contour C, die bestaat ult het deel der reéle as
van r naar R (waarbij R> r > 0), de halve cirkel z = Ret (waarbij
loopt van O tot ﬂr), het deel van -R tot ~r der negatiecve reéle as enjde
halve cirkel z = re 7J (waarbi] ¢T700pt van 77 tot 0). Binnen deze con-
tour is de functie e reJulwer, zodat

“z -
1ls
/—%—-—ds:O.
c

Wij splitsen de integratiéweg in de vier bovenopgesomde gedeelten. len
vindt den voor het eerste en derdc deel

R -1 R
ix ix .
// = ax + = dx = 21 sin X ax,
J X X X
r -R xr
dus
T A
sin_X _ 1 iReiy 1 ire199
e M-ug e dg4—2 e d%.

r
In de eerste integraal in het rechterlid is de integrand, absoluut geno-
nen, ten hoogste gelijk aan

<

‘ iR (cos o + i singﬁ) _ --R sin ¢ .

Wij splitsen d1e integraal in drie 1ntegralen
7’7—- {)
J/; + J/

en zien dat hun som, absoluut genomen ten hoogste gelijk is aan
N - in & o \ - in d
e Tre R Sln’é + O =28 + g R 8INC

e s s i . .
1ij kiezen ¢ = — en zien dan dat voor voldoende grote R wegens

V=

sin §‘>- %(S de integraal langs de halve cirkel lz! = R absoluut genomnen

_1VE

ten hoogste gelijlk is aan

—EL-+-TTe en derhalve voor R— o tot nul na~
/R
dert.
Verder heeft men
7 7 i
1 / / i
ire™ 7 _ ire _
J/e d?"d’d¥)+ (e ﬂdg
0 0 0

. in
. . . . ir : .
Daar in de omgeving van r = 0O de functie e © -1 begrensd is, nadert

T
de tweede integraal in het rechterlid der laatste formule met r—» 0 tot
nul, zodat men uiteindelijk vindt:



o X4
8in x A _r
/ =x &X=3 /¥ =73
0 0
Op analoge wijze bewijzen wij de formule
)

X2~ ix = T
J T % smaew (0<a <)
O /"‘"\

Beschouw daartoe de integraal

za-1‘ \\ '
= 2 o SR

C

waarbij arg z = O op de positieve reéle as.

Hierbij bestaat C uit vier gedeelten:
C1 loopt rechtlijnig langs de re&le as van r naar R (met 0 < r <1 <R);
02 is de cirkel |z| = R, in positieve zin doorlopen;
3 is de rechte van R naar r;
4
en

]

is de cirkel |z| = r in negatieve zin doorlopen.

Men vindts R
/v / -./ 2l 2T'i<a—1)/
<7 - x+1 Tx+1
C1 03 T
R
- 7i(a-1) x&1
= =2ie s8in77 (a-1) / S dx.
277 r
| | .Ra-‘lei(a—'l)gﬂ 1 ' > 7T RE
Verder is / = '1 Re a <——§-—— -0
] _/ 1+Rei50 50 -1 ’
2 0
voor R— @ wegens a » O
en 27 .
a=1_i(a=-1)@ _ 1 a
/!:’-1 r_¢e i«ﬂre Sodfa zzrr — 0 voor r—0
. 1+re ¥
C4 0
Pas 781 . _TTia . Cza"1
—Tridz = - 2ie sin 77 a de'
C 0
De integraal in het linkerlid is wegens de residuenstelling gelijk aan
277 1 maal het residu der functie za 1 in het punt z = -1, het enige
Tz+1
rivmerr C gelegen singuliere pun't van deze functie. DIt residu is
-1 77T 1
lim (ZH)'_—T = f2 )
z -y =1
Derhalve is oo -
Plax _ _2myele-TTL
xX+1 53 7T al T 8in 7 a
3 ie

g8in 77 a



Vaa telang bij het sommeren van bepaalde reeksen is de volgende
eigenschaps
Zijn binnen de contour C de functies (£ (z) en f(z) eenwaardig en analy-
tisch en is op C de functie f(z) # O,/dan is:

1 P(s)f'(s) P(z)ft
ZrL 7 S s = Zomes. Elghle)

waarbij de som in het rechterlid wordt uitgestrekt over de nulpunten
van f(z).
Onderstelt men verder dat f(z) en 90(2) geen nulpunt gemeen hebben.

Dan vindt men voor het residu der uitdrukking 3” z%f;)z) in een k-~voudig

aulpunt a van f(z) de waarde
(z=a) L (z)£'(2)

14 =k ) .
2 5a £z) P
Derhalve 1is
€1} 2;1/?(8%'('(8)8‘) ds =ng(a),
C

waarin de som wordt uitgestrekt over alle binnen C gelegen nulpunten van
f(z) en bij een k-voudig nulpunt a in het rechterlid k termen 99(a) te

nemen zijne. o
Wij passen dit resultaat eens toe om de som > 12 te bepalen.
n=1 n
“ij kiezen daartoe 99(2) = l§ en f{z) = sin z, welke de enkelvoudige
z
nulpunten z = n7 bezit. Neemt men voor de comtour C de cirkel lz! = R,
dan heeft men binnen die contour als enige de singulariteiten van de
integrand de punten z = n7. Voor n # O is het residu van OOS.Z
in z = n77 gelijk aan Z S0z
|
1im (z—nvrg cot z _ 94, z cot___‘z2 = — 1 .
zZ—>nTr z z=0  {z+n77) nc 17
Voor n = O daarentegen is de integrand te ontwikkelen in de gedaante
1,.,5-5—.*.—2—4--.- 1—-'%'2"4“?':4'-“‘0-
2 4 9 9 =‘_1__ 2 24 °
2 z3 z5 23 22 zAr
Z(:’--—~—6—+1‘l—2-"~--=) 1‘""6'*'1"2"6"'“

= l§ - %E + dz + e23 + eeey
Z

zodat het beschouwde residu in z = 0 gelijk is aan % .

Verder bewijzen wij dat voor R — @ de integraal

T - fege 898 yoy nul nadert.
s~ sin s
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Stel daartoe s = Reisa; aangezien de integrand een oneven functie
van 8 1s, heeft men dan:

1 - 2 / co8 8 id@ /(ﬁzﬂi G o 1)M
g
A o Reigﬁ(egﬂl €& 1)

Voor 055057?' heeft men
ig
|e2R1 ™€ || _ | ¢2Ri cosp- 2R sing | | 2R sInQ o

2.

en voor c< 59577 Jgeldt

i

o221 &*# | _|,2R 1 cosp- 2 R sing il3 1o R sin g y_¢~2R s1nd
Derhalve is
f st
cot s idQ t( 277 -0
¥ .y - voor R — o
“ Rel¥ R(1-e—28 8ind

™
Beschouw voor-: de afgesloten 7 —omgeving U van het punt R = (n+3)77 .

Hierin is de functie cot s begrensd. ( M). 8
Neem nu voor J een positief getal(—rﬁ « Dan heeft men sin 5 -§<m,

'rr
dus ’Re -RI = 2R sin 5 Z’ dus het gedeelte van de integratieweg

s = Re*¥ met 0< @ <() ligt geheel binnen ¥ en daar geldt dus

!cot si < M: men heeft dus

. s
,/Cth.ld(p $M\<N—‘—-§—>Oalsn-—->m.
¢ Re’ R 4R
Evenzo vindt men dat )
1im ‘ /co‘t sij(.&'d(ﬁ .
R—w pe R e 7
Dorhalve is )
/_c_o_t_é_g ds = 0, dus
c 8
s 1 1 Zcf 72
P z? é - = O’ d’U.S hand = ®
n - CD n ar 3 n=1 n2 —-g
n O

Opg. 1. Op geheel dezelfde wijze tone men aan dat

2 4
1 .7
n=1 n* 90
. - E 1 2k
Opg-_ 2. Bewljs voor natuurlijke k — ;-2—1-{- = C T , waarin c, edn

rationaal getal voorstelt.

Stelling van Rouché.

Zijn de functies f(z) en g(z) eenwaardig en analytisch op en binnen
de enkelvoudige gesloten weg C, en gelden op C de relaties f(z) £ 0;
‘f(z)' > !g(z)! , dan hebben de functies f(z) en f(z) + g(z) evenveel
nulpunten binnen C.




luuers het aantal nulpunten van £(z) resp. f£(z) + g(z) gelegen
binnen C, is gelijk aan

1 £ 1 f'(s) + g'(s
=T ~//KTT%§1 ds resp. -§;fq/[~?{§%~:w§r§7) ds
c C
zodat het verschil dier aantallen gelijr is aan
f' (1+ 4
‘Q—I ( ¥(L)l )ds =
" 55» 1+ %
:T 108(1 + ‘%‘&‘—;’)t

Men heeft dus de aangroeiing van de logarithme te bestuderen voor het
gevel s de contour C doorloopt. Het getal p = 1 + %%»% blijft daarbi}]

):
ds

L8 LR LR 1]

voldoen aan !p—1, i%%—%‘<i1, dus p blijft in het rechterhalfvlak,

waaruit volgt dat de beschouwde logarithme langs C een aangroeiing = O
heeft, waarmede de stelling bewezen is.

Ook uit de stelling van Rouché is de hoofdstelling der algebra te
bewijzen.

Beschouw daartoe de functies f(z) = aozn+...+ a4 glz) = a1zn'1+ .o

cet o2 h(z) = aozn. Er bestaat een getal R, zodanig dat voor lz| > R

geldt le(z)] < In(2)|
nia_)
(neem bv. !zl > max \///—~—E 5 vergelijk blz.48, 3e regel)
p=1,-.,n—1 ’a'

Derhalve hebben f(z) = g(z) + h(z) en n(z) binnen de cirkel |zl =
evenveel nulpunten. De functie h(z) heeft er binnen die cirkel C juist

n, want na Sn—1
1 0 -
U J// o ds = n.

C &08
Dus f(z) heeft binnen C ook n nulpunten. Daar een veelterm ven de
graad n niet meer dan n nulpunten kan bezitten, heeft f(z) in het gehele
complexe vlak juist n nulpunten.

Splitsing in partieelbreukene.

Beschouw de functie

e27'Tiz + 1 .
cot 77z =1 T iz ] « Deze bezit enkelvoudige
polen met residu %; in de punten z, = n{(n geheel). Men beschouwe cir-

keltjes met zo'n punt Z, als middelpunt en straal §<:é. Buiten deze cir-
keltjes is cot 77 z begrensd voor jz! < (2m+1)77 . Zij H het rechts van de
imaginaire as gelegen gedeelte van de cirkel C bepaald door

lz! = (2m+1) 77 . Dan heeft men

1 cot s . _ _1 : 1 1
§?§_J// % 8 =7TF ~J//cot'ﬂrs( 5% ~ ot/ ds
c H



Opge } Ken tone aan dat voor m— ® het rechterlid tot nul nadert, en
leide daaruit af

T ot Tt = ;15- 2% )

Onge 4. Toon evenzo aan

e -1 h=1 477 h +t
Opgs 2« Toon aan voor 0<a<1
<O
eat _ S e2
e-t__‘l h = ~ 00 t"2771h

Opge 6. Toon aan dat de functie f(z) = tgz - z slechts re&le nulpunten
bezit. Bewijs vervolzens

i S
” 2 - 10?7
k
waarbij in het linkerlid gesommesrd wordt over alle positieve nulpunten
Zye der beschouwde functie. Men beschouwe hiertoe de integraal

2f's ds -
s“f(s)

izl =R
Wij berekenen thans de integraal
e p ¥
I = e dz

0
Hier v4§ wordt rechtlijnig geintegreerd langs een halfrechte door de
oorsprong, die met de positieve reéle as een hoek (0 maakt met ISC‘R-— .
Wij onderstellen bekend dat in het gevalﬁp O de 1ntegraal gelijk is
aan z}/——‘
Thans beschouwen wij de contourintegraalj e

C
greerd wordt rechtlijnig van O naar R, verder langs de cirkelboog

2
=% 3z, waarbij geinte-

[z] = R van R naar Ret ¥ en tenslotte rechtlijnig wvan Re*¥ naar O.
Wij tonen aan dat de integraal langs het gebogen gedeelte van de inte-
gratieweg C voor R— ® tot nul nadert, zodat wij vinden

coet®

2
/ e~% az = 27T voorl<_,0|<-2,71 .
0

Nu is de integraal over het genoemde gebogen gedeelte van de contour
absoluut genomen ten hoogste gelijk aan

2
,e—Rg(cos 24 + i sin 2y ), o.;'RS[; < "R cos 29 .Rs&

max
en de laatste uitdrukking nadert voor R— ® tot nul wegens cos 2% > 0.
Kiezen wij thans 50: o, Dan is

Tr 4

—————

4

/ e-—R2(cos 2\71/ + 1 sin 2¢/); 5 Y ap

0
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&
gelijk aan /+ /, dus in absolute waarde ten hoogste gelijk aan

kil
0 z*(y
2 2 T 2
Vv - - - -
-—-%-ER sng+(5\eﬂ CO8T <o RS-—E«&(S( eR+§voorr_§)\m1.

Voor R —¢2nadert dezel uitdrukkxing ook tot nul, zodat men vindt
4
et
2
e % 4z

BV

-
t(cos 7+1 sin ), dus

20 2
/ eIV (3V2 + 3iV2)at = VT
0

i

0
Op de integratieweg heeft men z

Hi

dus o2
/ (cos t2= 1 sin £2)(1 + 1)at =1/—§,
o] .
dus (%) &9
/o
/ cos tzdt :—-/sin tgdt = %i/ 5 -
0 D
Thans berekenen wij integralen van het type
_/ e " f(x)dx (a > 0),

waarblj de fﬁcn/gtie f(z) op en boven de reéle as eenwaardig en analytisch
is afgezien van eindig veel punten z met Iz > 0. Verder is ondersteld,
dat f(z) tot nul nadert voor |z|-—->Cmet Iz > 0. Wij beschouwen hier-
toe de integratieweg C bestaande uit de rechte weg van =R naar +R en de

halve mirkel H met stiaal R, lopende van R naar -R in het 1° en Ede
guadrant. Men heeft dan 77
t/ lasf(s)ds<£/ aRs:.mpﬁdw_zg/ aRBlandg[’
/2,
Splits weer de laatste inteoranl in de gedeelten/en/ . Voor het
0 d§
eerste deel vindt men de majorante R c? en voor het tweede deel
i 0
e”8R 8In ¢ gy | gyes § = v.,_. , dan is dt.. gevonden uitdrukking ten
R
hoogste gelijk aan _aVvR
RTT §
== e .
!
Voor R —>® nadert derhalve,/*ﬁot nul, dus
H
co
/eiaxf(x)dx .—;/ 18Xy dz
-Co c
co
Opz. 7. Bereken iax
S
-Zn X +1 -
Wij gaan thans de integraal
x_dx
y—e— 12

o a



berekenen. Hierin is u > O. Beschouw de rechthoek R met hoekpunten
-7, 7,7+ iN, =77+ iN (waarin N voldoet aan N > 1 ob u). De inte-
graal langs R is dan 2% i maal de som der residuen van -——-—-i-—- in de bin-

nen R gelegen nulpunten van u-e 12, dus de punten i log u + 27k (k ge-

heel), voarzower deze-Dinnen R gelcsen. In ons geval is dat slechts het punt
i log uw als u > 1 en treedt er niet zo'n singulier punt op als u < 1. Is
u> 1, dan is het beschouwde residu geaijk aan -LQ-S-—E (bewijs dat).

Dus . ”"”*-’-‘9—5—3—1- als u > 1;
zdz
/—e"iz
7? C als u < 1.
Nu nadert 9T + 4N
zdo

voor N— @ tot nul (bewijs dit)

en verder geldt:

e AN —77+il N
,/ Y A Th S ) BN T CRuL S ) I
:/7r o"/ | wme~ TEFS T, 718
- 0 .
. loz(1+ue”®) | 2771{ ~N z
= 271 —_— = 2T i =R b= &==={ log(1+u)-log(1+ue ")} .
/u+e u ‘ u J

N
Neemt men de limiet voor N — ® dan vindt men

T e - . . a7
/ wax 23 liogu - 2:17 =log(1+u) = — * log u21 als u > 1;
-ix 7
- T T
r UTe ! - 2 1 log(1+u) = 2u 1 log 3;17 als O0<u<i.
u+1

Opss 8. Leidt #1’0 het gevondene af S
x sin x e ,( log TR als u = 1;
5 =
u -2u cos x+1

§ £19

l 5 log (u+1), als 0<u<1.
Wij vonden vroeger voor een op en binnen C analytische functie £(z) de

formule ,
55 f(s) 77 cot 77 s ds =Z f(n), waarbij gesommeerd wordt
n

C
over de binnen C gelegen gehele getallen n. Heeft f£(z) binnen eindig veel

polen, dan vermcerdere men het rechterlid met de residuen van de integrand
in die polen. Dit resultaat passen wij toe met f(z) = (z+a)—2(a niet ge-
heel). Daar lim/ = 0, als C een cirkel met straal n+% voorstelt en

C
n—>®, heeft men
%)
1 = Res 7129—21%—% - -—ZTTE_—.
m =-oo{a+n) z=—-a (z+a) sinTa
Opgs 9. Bewijs <=0 » Ta -Ta
Z 1 -, ; e + e
n=0 a‘+n° 2a° 2 TR _ mTe
Opg.10. Bewijs /
[T = ()f/'n"'z /LMW.M) >
RIT¢ oy T m 4o A
waarbij de laatste som wordt genomen over alle binnen C gelegen polen

a van f(s), mits geen dezer polen samenvalt met een geheel getal.
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. . , i 1 .
1en slotte legpen wl) verband tussen de formules voor 3; -mE €N ue

splitsing in partieelbreuken van cot 1 z.

Hiertoe voeren wij in de getallen ven Bernoulll BO,B1,B£.,.. ge-~

Jefinieerd door

z 5 Enzh
eZ.1  hop h
Uit —E- = b -——5-——3}"‘(_?\!1
e “-1 h=0 ’
volgt na aftrexking
S SR v-*ﬁ Bﬁi“l Loh (Bt
e -1 e -1 h=0 { J
cdus voor cneven h 2 3 zeldt B, = 0.
Verder heeft men
z = .. By 2 (e%-1)
h=0
dus ‘ i o
e 28] y , -
= 2B Iﬁ—? P WZC . .(__W:jb . B, (551,
h=0 © k=0 ’ 3=0 © n=C

Gus voor s = 2 3, ... krijgt men

° B+

=B (%) =0,

h=0 h* h
waegrult de ce.>llen B.,B

O:
Men vindt

B =1, B, = -4 B, =2, b s-xx B =i
Bo=h By = -7 b= burogs By g

Met behulir der pgetallen van Bernoullil 1s het genakkelijk de Leaurentnte

wicweling van

iz -iz Tz
o - & + 7

cos 7 ~ 2
ety 7z o= = 1 : L e 1(4 - ) -
R Tz - z o1 21
- e “-¢ e 2.1 e %4
s -~
o B
1 2Lz R e n
1 = 1 — —= { =
=1+ - =1 + oz 5 (7rz)
e -4 =0
.. .2k
E _»‘k’ JL
O S AL R

Wij vergelijken ugze formu.- 1wt het resultaat van opgave 3,

nog verder omvormen

1 T 1 T T g
‘ . ) - e z
Teot Tz =5 ~ 22 .. ——m =5~ 22 - s =
n=1 n -2 e n=1 m=0 n“"m+
5 ™
- 1 o - 22m+” - 1
Z m=0 n=4 n‘iﬁ”'z

Wiy vinden can direct

qs e successievell jk kunnen worden berekend.

z Iln ge omeeving van ac oorsprong te geven. Mcu heeft

dat wi,



vy
P
o

7

X VA=1.2

N S Box o
z - e -
&, T (g2

waarrede de Urmule van opgoeve P 13 teruggevonden.

L
O 5. De omikering ven -on enalytiache functlco.

i

12w = f{z) enaiytiscin in een punt z_ en n een omgeving va. bR

punt . d.w.z. z1) f£(z) =nalytisch op cn binnen een clrkel C§z»zagm ",

niersiel £i(z ) # 0. Dear f{z) 2ls unalytische funetle zeker cont.mu
w8 vestaal er bil] leder vosit.of petal . cen getal ™, zodanig o .

y£(2z) - £z ) - o, sodre jz -z \ & -

Dit wil geggen Jui door de functie t{z) punten in zekere omgeving var
Z worden overgevosrd In punten in zekere omgeving van het punt i
wy o= £z ); of di: ivetste omgeving geceeltelijk, seheel of meer .« -
eens wordt overdekt door de beeldern der punten binnen de eerstgencem
omgeving, blijkt hierblj nog nict., W.! “onen echter san dat op grond
780 ff(za) £ 0 ~mgevingen zijn auc te zeven, zodanlg dat het twcede

o juint
Jén punt z van een omzeving van z_ behomrt Dit kan men nak zo forau-

hi

leren dot er een eenwsardipc funciie y beateat, zodanig det z =9 (w)

net geval 18 m.&s.w. dat biJ leder dunt w ven een ongeving van w

voor aile w 1n do¢ bewuste omgeving van Wy De e¢igenschappen van dsze
inverse functie P volgen c.avsna op ecnvoudize wijze. Allereerst vewl]d-
zen wil! hel Legtarm van de Inverse functie o .

q° waarblj het getul Eﬁ'( 5 ozo
zekozen ls 2at overal op en binnen C,ecldt £(z) # W, mits z A oa (wa

Begchouw =en clrxel Cz jz -z = R

rg. Je stelllny op piz. 40) De functie | f(z) - w0§ heult G
t

ve
cen so8itieve ondergrens w op de cirkel Czﬂ Begchouw nu de clrke. Cw
mel atr=al .u om W Wil tonen aan dat ocze de gewenste omgeving v'n

woom3iult., fics Jdsertor cen punt w olnnen Cw ¢n toen can dat (%, - =

Juist &én cakelvoud®. nuleant % bezit binnen Cpe fow.z. dat de uibdrike

L5
" 1 _ Lis .
( ’) ;'TI ,’3 Vo) -w A
Yy

e N
iie het aantal 2ar gezochte nuluunten sangceflt, gelljk is aan 1 /. Wi

weten dat deze ultdrukking

Sy =1
C
<
I e

x) Ook met de stelling ven Rouchf 1s dit resultast te verkrijgen. Immers
uit {f(z}~w01 4 m> ywew oy geldlp op C o volgt dat de functles f(z)~wo
en f(z)-w0+(wo—w) = £{z)-v binaen C, evenveel nulpunten bezitten.
Omdat f(z)~wo or precles &én bezit, is dit ook hsi geval met £(z)-w.



FB ¢

is, want f(z}awo heeft julst één enkelvoudlg nuipunt binnen Cz' hAangs -
zlen de ultdrukking (1) een ro¥el geheel getsl 18 en voor w = w_ ¢
~oarde 1 asuneemt, z!'Jin wl zeker Jdat deze voor iedere w binnen Sw ae
waards 1 bezit, zodrs wil] musr aantonen, dat die ultdrukking continu
faotnow  Nu heelt men

Lo D RV AT R A “{s) (vigmw,) s e

\;‘ r*’-ﬁ,..wﬂ ST TE ) T -w,,)ms)-m 2

i

hierin

Moo= max y 0 (8): voor s op €3 weyens §f(s}*w0}'i m voor o of

C, = }w& - W | <73m voor w. binaca ¢ zlet men dat A -f(a}; ecn posi-
vi:v: ondergrong bezit (fw1,., Are @ genoema Llu. Wip “zien dus dat het

vEzchouwde varoenll willlekeuwrig kicin wordt, uals W, en w, dicht genosr
Lil zikacr worden gekozen (mits oirnen Cw)‘ Hiermede 1s de stolling “e-
wezen. Lls wevsig von het pevond.n. lelden w?j enige eigenschappen of
vorn de funeti: z o= @ (w). Wi} sann 0.1, du afgelelde van E (w) vpepalin.

Sus de limicet wen

(w) - ()
AQ(W)”'?(HO’

T
o
Lir w oUW nwezrT, WD owsien dalt uo- w o osmaquiveient o5 oaow
O : 2

z=a(») .yeclw i =z, dus

) q (- @(WO; ) Bt 4 -

o e o = F RN fi(m\ F‘(.z ) = f_z f 2 ) ® ¥ { ;

W oW o) z w5z, T e iim 2 BN
: . A
Z -)Z o
o O

Dernalve beste  de afgelields win q;(w} un voldoet aan

LP:(;AJ~,. z FTTET

Voor ledcy punt o mew £ {2) # 0 0 cen znalytische functie aus omkecy-
bear ou men hoeft voor i omgering z o= @(w) de veiutlc @ (w) = 42
wil willen é= mara Jeo 2fbhoelding w o= 1'(z) In het gevel () £ 0O

evs nader vestudercn. Beschouw daartoc in het z = xX+ily-viek zen

o
o]
)
'.A—

Jordankromme x = x(t), ; = y(t). Onder dc recklijn hicraan in een punt
X = x(t@), ¥, = 3(tc} versbean we zosls bekend de rechre

Lom X (tutO)X'(rOX; Vo=V, t (t~to)y’(t0)
of wel de verzauneling der punten

z =2+ (t-t )z'(t_).
O o &) }"'(t )

De richtingscodffici¥nt dier rankliljn is T 2 ; deze raaklijn
maakt dus een hoegl o met de redle as, dile vmldoero Ban
x’gt ) he (t) Iz'(t )
s sin e = X dusmmar@‘w‘{%@

Co8 ol =
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Wij pessen nu de transformatie toe, waardoor onze kromme getransfor-
meerd wordt in een kromme u = u(t), v = v(t), dus w = utv= w(t), be-
paald door w = f(z(t)).

De raaklijn in het punt w_ = £(z), d.w.z. het punt f(s(to)) magkt
volgens het zojuist gevondene met de positieve u-as een hoek [3 =

= arg w'(tc) = arg a%— f(z(to)) = arg (f'(zo).z'(to)) = arg f'(q)+a»,

zodat de oorapronkelijkg kromme na de transformatie gedraaid blijkt
over een hoek y = arg f'(zo). Hieruit volgt onmiddellljk dat de hoek
van 2 krommen in het z-vlak door een transformatie w = f(z) waarin
f(z) in een punt z analytisch 1s en aldaar voldoet aan f'(z) # O, onge-
wijzigd blijft. Het 1s daarom dat men de afbeelding w = £(z) onder de
genoemde voorwaarden conform noemt,
Opg. 1. Laat zien dat door de transformatie w = log z bewezen kan wor-
den dat de raaklijn in een punt a aan een cirkel loedrecht staat op
de straal. (Neem als cirkel de eenheldscirkel. Kies a erop en trans-
formeer deze cirkel en ook de rechte Oa).
Opg. 2. Toon aan dat de cirkel \z} = r doer de transformatie van z +'%
overgaat in een ellips, tenzij r = 0 of 1 ls. Waarin gasat de cirkel in
de cirkel in deze gevallen over?
Opg. 3. Beschouw een analytische functie w = f(z) met f'(a) = £"(a) =
= ,,., = f(n'q)(a) = 0; f(n)(a) # 0. Toen asn dat de ‘hoek van twee krom-
men in het z-vlak, gaande door a,'% maal zo groot 1s als de hoek der
getransformeerde krommen in hun snijpunt f(a).
Opg. 4. Voldoet een analytische functie w = f(z) aan f'(a) = 0, dan
kan de afbeelding van de omgeving van het punt a nlet omkeerbaar zijn
(verg. opg. 3).

Alvorens nog enlge speciale afbeeldingen te beschouwen leidcn wi,
een elgenschap sf van clirkels en rechte 1lijnen,

Wij brengen desartoe de vergelljking van een cirkel met midde.ioum
n en streal » in een lets anucre vorm dan de gebrulkelljke gedaantc \
bz-m}| = r Laat nl. p en q eun willekcurigpaar ten opzlchte via de
cirkel inverse punten voorsteilen, d w.z. p, @ en m zijn collinea.yr,

m ligt nlet tussen n en q en \n-m . \qg-m \ = rg. Men kan dan stcllea
2 .
p-m = aei*', q-m = %T ei V,

waarbij ¥ = arg (p-m) is. Stelt men z-m = reiQ, dan geldt
\ r'elq‘--ae1 Y \a

ae Q-re ¥

=i

a
Z-m+m-q ] r

\zfp ‘s \z-m+m-p\ - reiqiaeiw
e rei?—tgﬁ eiw
a

Ook de punten van een rechte voldoen san een dergelijke betrekking.
Vormen nl. p en q ¢en wlillekeurig puntenpacr waarvan de rechte de mii-
denloodlijn is, dan geldt kennelijk voor elk punt z der rechte

“g—}g-\z 1,
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Omgekeerd beschouwen wij twee willekeurige punten p en q van het cou-
plexe vlax en een re¥el getel u > O, dan liggen alle punten dle vol-
Jdoen aan de vergelljking

VgD
|t
op een rechte als u = 1 + (a® .8 trivisei) sn 13 u # 1 18, Or wen

cirkel, ten oruichte varevan e unten ;| en g =21, 28r: inverse z1 .o
Immers uilt \z-p| = ulz-2! voicr

~
—— F

— — — 2 - AR o —_
ZT - PZ - L4+ Of T U 1Z - U2 - W3 + Q9.
dus, z = x+iy ctellende

(1-u) (x%43%) - 2x(( 5-uf ngqs - 2y(No-u®lq) - O - u%qg = 0

hetygeen een clrkel voerstelit et il.ic . tunt o = i en een gliasl .
dle nu een elementairc berc-..ng mel Ik viogkt 1-u te zijn aun ELE:%L.
Verder is - L
nep o= SAEL g = B
1-u" 1-u”
aus g:q = ug‘i 0, wagruit v Lol dst m, 0 en 1 colilnealr zi n en o
niet tussen p en ¢ ligt, <n ver o1
2 e -
\o-p) jmeqy = S-S = rf

Teis )
zodst 1nderda:d p en q invers zeleven zljn ten npzichte van deze ¢ .-
kel

Vervol;e¢ns beschouwen . L v roken L nesire @ foeeluingen

. LaTo . J-wg
w = f(z) = S s 7= oy

waarbid &, b, ¢ éen & complex: :et=3llen voo :teil.n en -d-b¢ # O
Z o= ™ I8 W =4% toegevoeg:: on a2t 7 = - %'hvt Lunt wo= o 0 I8 o= O
dan corresponderen z = x.e€n W = . M ~.KB&
Uit
i"(z) - ad-bc £0 T oz e -
(.:Z+\'\C
volgt dat voor 2 # ~., 2z # - i ae a&fvecloing conitoru i,
Wis passen deze transforéxtv: toc op df rommer. 1;5% ,®= Ul an-

den dan na ven k. ‘te herlceidin

” ‘W—pq

- o e . - Ctd
=y l U, wiarblj p, = (o). a, = 1(a). U, u‘ Sord | -

Er kot dus wesr een kromme van hetze¢lfde tyne ¢n de punten Pq =0 Qs
wearin p en qQ door de transf{.ormatie zljn overgegaan. liggen lnvers
ten opzichte van de nleuwe kromme

Wij geven thans met behulp van het bovengevondene een afleliding,
van een bekende stelling uilt de planimetrie, dct de cirkels van Apollo-

nius van een willekeurige driehoek elkazr in hun twee snijpunten onder
hoekén ven 60° snijden.



Leat nl. a, b en ¢ de hoekpunten van een gegeven driehoek zijn.
Dan zijn & en b elkasrs inverse ten opzichte van de door .c geande
cirkel 03 van Apollonius éng. Er is een gebroken lineaire transforma-
t'e te vinden die de punten &, b en c overvoert in de hoekpunten 2';
V' en ¢' van een gelijkzljdige driehoek. Hierdoor gaan de cirkels ven
~,0llonius van di‘lehoek abe over in de cirkels van Apollonius van QAo c-
twew 8 b'c', d.w.,z. in de dr.e hoogtelijnen vun deze driehoek. Dez¢
L Jden c¢lkaer onder hoeken van ioo, dus omdat de beschouwde linecive
s 'neclding conform is, 18 dit oc~ het geval met de Apolloniuscirkcls
“an drichouk abe,
Juapstell ing  Als f(z) enalytisch is op en binnen de eenheidscirkel,
2iu verder f(0) = O en| o(2) = 1 voor {z| = 1, dan is voor elke 2
binnen de eenheldscirkel | £(z) 1< 2.
Bewi:s: Daar £(z) analytisch en f(O) = 0 is, 1t oemk de functie g(z) =

ﬁ%fl overal or en binnen de eenheidscirkel analytisch. Verder is 2p
e eenheidscirkel | g(z) ] = ‘QLEL‘ = 1. Volgens het maximummodulustheo—
cems (z1e blz. 38) 1s dan overal binnen de eenhelscirkel | g(z)| <
sas 1 £(2)) € jz).
Gevoly . Als f(z) bovendien nog een-eenduidig is, dan geldt heb gevon-
dene ook voor Je omkering van f(z), dus |z |< |f(z)|. Derhalve gzllt
f{z)} = |z | overal op en binnen de eenheidscirkel.

e TunaTic 7(2) = i%?l heeft dan overal op en binnen de cenheldscir<i.
.on iheniute waarde 1, Op zrond van het maximummodulustheorems (C-z 33)
celdt der g(z) = ¢, met |c| = 1, dus f£(z) = cz overal op eén bianen uc
cenhiviascirkel. Wil vinden dus:
stelling. Iedere conforme afbeelding f(z) die de eenheidscirkel in z-co-
zeli’ ufbeeldt en de oorsprong invariant laat is vean de gedaante f(z)=cz,
wAaarbliy; Yo v = 1. De afbeeldin, '8 dus een draaling om de oorvrsprong.

WiJ zoeken nu de¢ linealre transformatles die de eenheidsclrkel

in zichzelf nvervoert en een punt m 1In de oersprong. De punten m en
1

m ' lnvers ielegen ten upzichte van |z | = 1, moeten dan overgaan in
de punten O 2n -, die invers liggen ten opzichte van 'wi= 1. Z1]
W= %%%% de gezochte tranzformatie., Den geldt dus m = - %ﬁ ms= - %3 der-
hilve N zem
I S

Verder moet een punt z met (2| = 1 overgaan in een punt w met { wi= 1,
aus

1=\3l \w= =) gl
Stelt men - g-m eit, waarblj t re#el 1s, dan luidt de gezochte transfor-
matie dus
W = eit Z-m

Men merke nog op dat dc transformatie overcl conform 18 op en binnen
de eenheldscirkel, want haar singuliere punt'ﬁ“ﬁ ligt er Quiten.
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Opgave 5. Men overtulge zich ervan dat de hier op heuristische wijze
verkregen transformatie inderdaad aan de gestelde eisen voldoet.
Opgave 6. Men bewijze op een analoge manier dast alle linealre trans-
formaties die het bovenhalfvlak (d.w.z, de verzameling der punten

z met 3 z 2 0) overvoeren in de eenheidscirkel (d.w.z. de verzameling
der punten z met yzi < 1) van de gedaante

it z~-m

W = € -—-'—ﬁz__

z1ljn, waarbij m ecen willekeurig complex en t een willekeurig retgel
getal is.

Ten slotte bewijzen wij de volgende belangri jke
Stelling, Icdere conforme transformatie dle de eenheldscirkel in zich-
zelfl overvoert is lineair.
Bewijs: Laat £(z) de eenheldscirkel in zich zelf overvoeren. Zij £(0)=m.
Z1i3 g(z) de hierboven afgeleidc lineaire transformetie die de een-
heldscirkel in zichzelf overvoert en zij g{m) = 0. Volgens het zoeven
gevondene geldt dan

g(z) = n %%%—, waarbij in)| = 1.

De transformatie h(z) = g(f(z}), die eveneens conform is, voert d-n
zowel de eenheldscirkel als de ooraprong in zichzelf over, dus volgens
de vorige stelling geldt h(z) = cz met {c| = 1. Bij gevolg is

_ f{z)-m _ _ cz-nm _ Z-bm _ g e
h(Z) = n Zy - cz, dus f(z) = o T SF-b met {b) = 1, waarne.c

de bewering is bewezen.

Het 1s nu mogelijk in tal van gevallen de meest algemene conforme
afbeelding £ te geven, die ecen gebled A in een gebied B overvoert. Men
bepale daartoe eerst een speciale conforme afbeelding g die B over-
voert in de eenheidscirkel E en een speclale conforme afbeelding h die
E in A overvoert. Dan 1s de transformatie gfh de meest algemene die
E in zichzelf overvoert en dus, blijkens het voorgaande gebroken li-
nesir. Uit de bekende gedaante van gfh bepsalt men dan de gezochte
transformatie f. '

Opgave 7. Bepaal de meest algemene conforme atrbeelding dle het gebied
Giz-é.u overvoert in het inwendige van Jde¢ cirkel (z\ = 2.

Wij beschouwen nu nog e transformatie w = 22, dle overal behal-
ve 1n de oorsprong conform is. Doo. deze trensformatie wordt het z-vlak
afgebeeld op het'dubbelgetelde" w-vlak. Immers een gebled w<arg z < [*
gaat over in het gebled 2oL Carg w < 2 (3. Zodra [ .« )»7ls, wordt ecn
‘deel van het w-vlak twee maal overdekt.

Het bovenhalfvlak, de positieve re#le as en de oersprong worden
reeds in het gehele w-vlak overgevoerd.

De rechten ﬁ\w = a zljn de beelden van orthogonale hyperboleﬁ
x?-yeza en de rechten Y w = b zijn de beelden van orthogonale hyperbo-
len xy = 3b. Omdat de transformatie voor z # O conform is, snijden de



door een punt z # O gzande hyperbolen van de beilde typen elkaar or-
thogonezal. In de oorsprong maken ziJ echter hoeken van 45° (vergelijk
ope. 3).

De transformatie w = log 2z voert ook het z-vlak conform over in
het w-vlak in de omgeving ven ieder punt z # O. Hier heeft echter elx
punt z oneindig veel beelden w = loglz| + i(arg z + 2k7) (k = O,+1,...})
Binnen een strook « £ "dw < o+ 27 is slechts één beeld w gelegen.

Bij de inverse transformatie w = e? wordt het gehele z-vlak
afgebecld op het w-vlak, uitgezonderd de ocorsprong w = 0. Deze trans-
formatie is conform in de omgeving ven ieder punt z. Een punt w # O
heeft echter vele originelen.

Wij vragen ons nu af hoe de meest algemene transformatie luidt
die het 1e quadrant van het z-vlak overvoert in het inwendige van de
eenheldscirkel. Nu voert de transformatie s = 22 het 1e quadrant over
in het halfvlak 3 s > 0. Men heeft dus nog te bepalen de meest alce-
mene transformatie die dat halfvlak overvoert in het inwendige van
de eenheidscirkel. Hiervcor vonden wij in opgave 6

W= el 520 s
S -1 5
dus de gezochte transformatie luldt w = e1t Eg%% .
Z -m

WiJj bepalen als ~-rdzre toepassing de meest algemene conforme
transformatie die de strook 0 < Rz <1, 4z > 0 afbeeldt in het in-
wendige van de eenheidscirkel.

Hiertoe passen wii eerst de conforme transformatie s = 2Wiz toc
die de beschouwde strcok overvoert in de strook Gis <0; 0 Bs
De transformatie p = ¢ voert dcze strook over in het inwendige van
de cenhelidscirkel. Ten slontte mret dan het p-vliak conform op het
w~-vlak worden efgebeeld, waarblj het inwendige van de eenheldscirkel
invarlant blijift. Hierveo~ vonden wij hierboven

2miz
Jus w = 957335397 (1o} = 1, m willekeurig)
e m-b

T
Wi, bepuLen nos ool v Tornetie die het gebied yz\ a1, ‘A 5> 0

=D

[T Vi

W o=

overvncrt in het gebled vy 0 Nu weten wlj volgens opgave O dat de

iinsaire transformatie
it is-m

A (t regel)

Ge 1maglnalre c-as ovarveoert in de eenheildscirkel. Elst men ook noz

dut de reg&le as blij deze transformatie invariant blijft, dan vindt men
-C :

pemakkelijk z = iJTIU {c retel).
Opgave 8 Bewijs dit
De transfornatie z = - %i%-(c regel) voert derhalve de positieve ima-
ginaire as over in de kromme |z} = 1, Yz 2 0. Dus de inverse trans-
formatie s = 3%%%§L voert  het gebied lzl < 1, B3z > 0 over an het2
eerste kwadrant van het s-vlak en de transformatie w = 82 = C(ﬁq’?

+z

levert ons de gezochte transformatie.



Hoofdstuk VIII. De [ -functie.

§1. Oneindige producten,

Eerst geven wij een inleiding over oneindige producten.
o0

Een uitdrukking 93; u, wordt convergent genoemd als vanaf een ze-

kere index k geldt dat un¥O is en als verder de rij u,,u Uy 4,
een limiet #0 bezit. Is deze limiet u dan schrijft men

oo o

/l 2'..uk—/]u'

UiV Yieror o e

Gevolg. Een oneindig product is dan en slechts dan nul als tenminste
een der factoren nul is. (Ga dit nal). N

B1ﬁ+9en convergent oneindig product volgt uit lim QI; u, =
N-yeo B

= 1im T u #0 dat 1lim  uy=1. We schrijven wel u =71+a  en hebben dan

n = - N — o N

lim g =0. Een oneindig product TT' (1+an) wordt absoluut convergent
n-—=en o
genoemd als het product g@q (1+}an[) convergent is,

Het i1s mogelijk dat de grootheden a, functies zljn van een veran-
derlijke z. We bewijzen thans de volgende fundamentele
Stelling. Zijn alle functies fn(z) analytisch in een gebied G en 1is de
(%)

reeks %;1 \fn(z)\ uniform convergent in ieder afgesloten deelgebied van
G, dan stelt de uitdrukking
el
P(z) = 1T, (145, (2))

een overal in G analytische functie voor,
Bewijs. Er bestaat op grond van de tweede onderstelling een index h
zodat voor n » h geldt

lfh(z)f+..,+\fn(z)!<

[N

s

dus in het bijzonder \fn(z)t<-% en 1+f_(2)#0.
Verder voeren wij in de grootheden

N
(1) PN(Z) = g;& (1+fn(:)) (m>h).
N
Dan heeft men N N ’f (z)] Z: !fn(z)i
|Pg(2)l e JI (e (2)y ¢ el B0 7 oel=n TRy

dus vinden wij voor N2h

'PN+1 (z)-P n(Z z)| =| N(z) faeq(2)] < 2}fN+q(z){
en : p+qg 0+g

: (PN+/](Z) ( >)</‘ ’ >;—— fN+’1( )l P)
H=p
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waaruit blijkt dat de reeks éi‘ (PN+1(z)-PN(z)) absoluut en uniform
=M

convergent 1s en dus een analytische functie voorstelt, Hieruit volgt

det de limiet 1lim P (z)a Aﬁ; (1+4f,(z)) evencens een in leder afgeslo-
N eo =
ten deelgebied van G analytische functie P(z) voorstelt,

Opgave 1. Ga na dat deze functie #0 is voor alle G in z,
Ogmerking. De functic

(2) P(z) = jﬁ; (1+r, (2))

wordt wegens P(z)#0 slechts nul in die punten waar &én der factoren
1+0,(2),..0,148 (2) nul is.
Wij bewlijzen ook nog dat de formule (1) logarithmisch mag worden ge-
differentieerd, dus dat

F'(z w ;')

b~ m
@ n="1 * ’

mits het punt z geen nulpunt is van F(z).
Inderdaad, wij vonden hierboven dat

F(z) =(1 +f (z))... (1+fm(z)) P(z),

B (z m f (z P1 (2
z n A 3+F =y ¢ P! J
" De absoluut en uniform convergente reeks Z: (PN+1(')“PN(Z)) mag terms-

N=m
gewljze worden gedifferentieerd en levert dan op

P'(z)= ézm (Py,q (2)-By' (2)) = 11 Py'(2)

N=o

dus

Dus wegens (1)

¢! (x) : LIENIO)
= 1lim ﬁL%~§ = 1lim TvT )
N-oco z Noes nam ' " tn

1

en
F'(z fi £, (2)
“ n=" gl

Het bovenstaande passen wij toe om in navolging van Welerstrass
een complexe functie te maken die in vocrges:hreven punten polen of
nulpunten bezit, B,v. de functie de nulprunter bezlt in de punten 0, +1,
+2,... dient, als oneindig product gesckrevea, zeke: de factoren z,
1+ %, 1+ %,...,1 + % te bezitten, zodet men hiervior het product

o

2
P(Z) = Z _g;rq (1" 'z"'z)

zou kunnen proberen. Dit product convergeert indcrdaa . wegens |
ﬁ? z2 B 22772
-

N=1 n
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paok pe tuﬂnbln Bin w3z heefl als eindige nulpunteh slechts de punten
0, 1, $2,4.. Hun quotiint Qz)= ” nth is dus een gehela functie,
Indecdead heeft men (zie blz.60, opg.3)

[
%%L%% - §%1§l - meot Tz o= % + I: ~%§—2 - mcot 1T z=0.
‘ 1 Z-n

dus Q(z)=¢c (cppetapt) en ¢ pin rrz=P(z). Deelt men beide leden door gz
en laat men daarna z tot O naderen. dan vindt men de waarde van c¢ en
tenslotte het resultaat

[ 2
Bip me o~z TT (1= ﬁg),

§2 Da M-functig,

Thena geven wij een andupe Yoepagsing van het povenateande gn
vregen neap een functie P(e) die ip de punten 0,-1,-B,... polen heefly
van de geppte orde en overal glders ip het eindige analytipeh is. Vaar
Ret peciproke diep functie Zou men in eerste instgntie willep nemsn

y%wuﬁ,fﬂ (1+ £,

maap wegena de diyergoentie van de reeks g: dlent bij elke factor
1

nog cen nulpunta- en polenvrije factar worden toegevoegd, zodanig dat
hatzgan verkregepn product convergeert, Wij nemen hlervoor de e-macht

M)
& = ¢h proberen nu
o -z
n

1 Zy .
FT'TZ = Z ;I]—_I,‘ (1+ 'ﬁ')b‘

-2 2
Wegens ¢ "= 1- % + 0(15) heeft de n® factor nu de gedaante 1- —2 +0(- (2 -Y=
N oo
51+O(1?) €n wegens S lg <e 1s de nu verkregen uitdrukking con-
n n="1

vergent. Natuurlljk krijgen wij nu maar een willekeurige oplossing van

ons probleem, Ook el z) waarin f{z) een gehele functie is van z,

F(z)
voldoet. Wij doen nu een keuze en definiéren
© )
1 Cz 171° Z n
TE) = %° qu (1+ 2)e 7,

waarin C de constante van Euler -

C = 1lim (1+§+...+ N - log N)

N = o0
voorstelt,
N
. - 1 1
Men heeft %in 1 5 (log(1+ H)" ﬁ)
1 C 7r 1 n C n=1

TU= ¢ a1+ gle = o7 lim e
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N
5 (log(N+1)-1-3.., .- %)
= ékc lim Qnmq = GCQ-CMQ,
N s oo

dus I (1)=1. Verder hceft men voor willekeurige 2z(#0,-1,-2,...)

N 1
M (z+1) z C . T _n+z .10
Fz) ~ z#1 © m oy n+z+3 -

N o0
e 2 C 1im z+1 g:ﬂ
Z+1 S '

N = o

jo ] PN

z ¢ C 1im
N->o»

dus T (z+1)=2 1 (z) (1¢ functionaalrclatic der T -functie). Bijgevolg

hzeft men voor natuurlijke m de relatie [ (m)=(m-1)!

Voorts heceft men voor niet gehele z de tweede functionaalrelatie der

[ -functie

1 1
v~1og(z+N+1)+1%§+...+ N =z,

i

o 2
1 _ 1 o, TIT _ 2y _58in mz
FE 2] © Tl 7iee) = et (0 2) = =

In het bijzonder volgt hierult voor z=%

2

) = D~ =T, dus I'(3) =VR (want [ (%) > 0).

,,..Je
o i3

\, °

Opgave 1. Bewijs dat [0 (3)
Opgave 2. Geef voor gehele n cen formule voor I (n+d).

Verder vinden wij nog N . N
1 (M. .+ - log N)T N -z 1In+z
T - ZN%iS e N e (ﬂ+ —)L = zﬂ%jng neq T
= lim Z(Z+1);"(Z+N) (formule van Gauss).
N - en NINT

§3. Integraalvoorstcllingen.

Wij geven thans cen geheel andere voorstelling van de [ -functie
(gegeven door Euler) en wel een waarin integralen optreden, Hiertoe
gaan wij uic van de door parti€le integratie gemakkelijk af te lelden
formule (waarbij n ecn natuurlijk getal is)

1

n. . RN < T2 B o ’
Z(z+71)...(z+) “f (1-£)" 77 de (Re 2z >0);
O

hierblj is de integrand zo gedefinicerd dat arg z=0 voor z> 0.
Opgave 1, Bewljs deze formule,

Uit deze formule volgt onder vabruﬂkmaking der formule vaun Gauss
1

dat o .
Mz)= 1lim “[ (1-t)" £277 n%dat= 1im j. (1= %)nud"qdu

n=oe N - e
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WiJj tonen nu aan dat de laatete limiet gelijk is aan ‘fZ'u w? Tau en

hebben dan de formule van Euler 0
L4
r(z) = j e w2 gy (Re z > 0)
0

gevonden, Het 1s voldoende om aan te tonen dat
SIS X"

1im ‘I {(ﬂ» %)n-e"u} u?lau = 0

is, Nu heeflt men

(1“ %)n< i')-u:

dus de laatste intcgraal is, absoluut genomen, ten hoogste gelijk aan

n D o
J.{L'u-(1~ %)ni T du<J 5 J.
0 0 D
j¢] o0
= j. {Q'u-(ﬂ- g)n }ux'qdu + j'v v ux*qdu.

Allercerst kiczen wij nu p zo groot dat de laatste integraal < 3 € is,
Verder kiezen wij daarna n zo groot dat voor O0¢ u& p geldt

THL(1- )P

-X
=) < z€xp 7,
4

-*UM(,] _ })_)1’1

hetgren wegens lim {e 5

f = 0 mogelijk is.
n =
Do cerste Integraal 1s darn tc majoreren door
P
- W o
5 Cxp j- Wl = 3L
0
en hiermece is het gewenste resultaat gevonden,
(=]
) : -kt _z-1 Z
Opgave 2. Bewijs j. e Kb (2= L ?)
0 K"

De thansg afecleide formule van Euler was door hem opgesteld

(Re z>» 0, Rek > 0),

met de bedoeling om a.h.w. ¢en interpolaticformule voor de functie
f(n)=(n-1)! te¢ vinden. Hetgeen hler is bercikt, is meer, Ook voor
sommige complexe z {(nl. dic met Re z >0) convergeert de gevonden inte-
graal. Do vraag blijft of ook voor andere complexe z een integraalvoor-
stelling van de¢ [ -functic mogelijk is. Dit blijkt het geval te zijn;
zo'n voorstelling is gegeven door Hankel.,

Beschouw de intcgratieweg C bestaande uit de volgende drie gedeel-
ten

I. de positiecve re&le as doorlopen van e tot 4 ( 5>0);

ITI. de cirkel met straal © om de corsprong, ecnmaal in positieve
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zin doorlopen vanult hct punt p) H
III., de positieve rcéle as, doorlopen van d tot oo v
Voor Re 8 )» 0 bekijken we nu de zgn, lusintegraal

j‘(_z>s—1 ﬂ“zdz,

waarbilj ter definitic van de integrand genomen is
arg(-z)= - op I, arg(-zkm op III.

Dan heeft men:
Q3
j . J L~X 51 (thi(s~1)’u— ni(s~1))dx
§

I+ITI o
= 21 sinm (s-1) j e x5 Tgx o -21 sinw s [ (s) als 3 =+ 0,
S
Verder geldt - .
AP iy 8
j ’ = |1 j a;é{ (8 ¢ 4 ) dy
1 -1
£ 2717 max o> cosy gRe s - ¢Im s 40 als 350
Mg

omdat Rc s > O, Dus

$im jp(“z>8"ﬂ ¢7%dz = -21 sinm 8T (s)

5—40 s
en na gebruikmaking van de 2% functionaalrelatie der I -functie
[ — o
1im f‘(«z)” 1 @ st S el .
da0 ¢ M (1-s)

Wegens de stelling van Cauchy mag de integratieweg worden vervangen
door cen willckeurige lus, dic in het oneindige begint en met een po-
siticve slag om de corsprong loopt om weer In het oneindige te e¢indi-

gen, Wig schri jven

(0™)
21{ . f (’Z)Sb/‘&j”zds EE - .......j__......_... )
1 en (1-s)

Daar beilde leden analytische funciles zijn van 8 voor alle eindige
g vindt men na analytische voortzetting dat het gevonden resultaat
geldt, nict allecen als Re s >0 is, maar zelfs als s willekeurig com-
plex is,
Opgave Y. Ga na wat het afgeleide resultaat oplevert voor natuurlijke

8 en verklaar het dan gevondene,
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84, B-integralen,

Naast de T -functic zign in dc practijk van belang de zgn., B-
integralen 1

B(p,q) = [ xp"q(ﬂmx)q”qu (Re p>0, Re gq>0).
0
Wij bewijzen dat B(p,q) ,%El"iil is. Men heeft nl.
B(p+q)

Ly o
M(p)M(a) = ( e *xP-1ax f e”yyq'qdy

L

.,

“ 2 2
4 j RIS S P \f ¢V vea-lgy

- f. el SR O «"\'1 ) ’\;)‘ -’
= 4 J f ~F ° eptaq-1 ms”‘“‘ }70 :mv‘:* 170 dr d‘f

hid
27 (p+q) jlcos ep-1 ¥ s1n°d-" P dy .
o

it

]

In de laatste integraal stelle men cosy =t, waarna men gemakke-
1ijk vindt dat ze gellijk is aan 3B(p,q), waarmee het gewenste resul-

taat 1s gevonden.

Opgave 1, Voer dat

Opgave 2, Bewijs voor Re n > -
R

1

7
cos” pdy = 4 L) (G
O[ rof ' r(sn-k

3

uit.,

PR

o)

) .

Evenals voor de [ -functie cen lusintegraalvoorstelling,geldig

.Y T\zl

voor allc z, van Hankel bestaat, is or voor B(p,q) een integraalvoor-
stelling, peldig voor alle p en g3 deze 18 gegeven door Pochhammer.

WiJ zaan daarop hicr nict verder in,
Als toupassing boerckenen wij de inhoud In(R) van de n-dimensionale
bol mot stranal R, dat wil zcepmen van dc puncverzameling gegeven door
> i i
x:+...+x “s R",

‘ A n )
Wiy bewljzen dat deze goelijk 1s aan CnH en geven voor de getal-

len Qn cen recursicrelatic

Voor n=1 heeflt men anQ.

Opgave 3. Bewljgs dit.

e . =1
Z1} thans de relatic 1n 4=C

”‘11 alfgeledid, Doorsnijd nu de n-

dimensionale bol met straal R mel cen viak xnztmﬁ siné . De doorsnij-
dingsfiguur is de¢ (n-1)-dimensionale bol

2 2 .2 .2 .2 Z
. e b - - >
Xy Fewe Xy =R"-t "=R"cos f’
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en heeft dus cen (n-1)-dimensionale inhoud I (R cosy ).
Dus

2 f I,.4(R cos y )R cosy dy
O " r()
- r (3n+b
"7 e ! cos”y ayp = 20, 48" rg:m;

wegens het resultaat van opgave 2.
Uit 01=2 vindt men dan door volledige inductie dircct

S ) i

DM (Ane)

Opgave 4. Vocr dit uit.
Wij vinden dus I (R 7:%ﬁl——7 R". Voor de oppervlakte On(ﬂ) van
in+

de n-dimensionale bol vindt men dan
d I_(R) 1y
B n 2. (3) n-1
On(R) - aﬁ = r‘(:b,’) H s

Als tocpassing geven wij nog de integraal van Dirichlet
a, =1 a,-1 a_-1

]f‘(t1+...+tn)t1 1 t0“2 Lot odt

2 n 100-dtn,

uitgestrikt over het gebiced G, bepaald door tqa 0, tzi O,n.;,tnz 0 en
t1+...+Ln$ 1. Stelt men t1=(ﬂ—v)u,t2=vu, dan gaat de intcgraal over in

-1 e, -
j’f(u+4: oo ) (A=) T T ety ey el gudvde
H 3 n 3 n

uitgestrokt over ven gebicd H met w20, vz 0, th o,...,tn;.o,
u+t +. v ¢1, dus in

-, )rmi
(1, +7) f

3\\’bdtnp

5= a_ =1
3 £ D du dt

A +a -1 2
,] 2 ¢ 0 08 U ocodt}
3 n 3

.+tn)u t

K
uitgestrekt over het goebied K dat ult H ontstaat door de eisen voor v
weg to laten, Deze intograal is van hetzolfde Cype als de oorspronke-
1igke, maar heelt (dn intogratic-veranderlijke minder. Zo voortgaande
vindt men ten slotte dac do oorspronkclijke integraal gelljk is aan

r(a,)...1(a,) 4 PR
: J (s)s

M (gt 40)) S

ds.,

Tocpassing, Bepaal het traagheidsmoment T om do¢ z-as van de homogene
2 2
¢lllipsoidc Eg + l? + EE = 1 mct dichtheid 1,
a b c

Men vindt T = f(x2+y2) dx dy dz = 8] xedxchzdz+8] yzdx dy-dz, de %aaté
ste,twee integralen yiltgestrokt ovxr‘ hcet gebled x20,y20,22 0, X +y~2+
ce 2 2 2t b

+ ~“~<1 Stelt ren ”? =1, lﬁ =V, —? =w, dan vindt men na toepase?ng

z“ b
van dc¢ formulc van Dirichlet het antwoord ;E#!abc(a +b ).



