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,9,s-l 

Functietheorie. S ci'Jle onderwe 

door 

1. Definitie. Zij F(t) een (re~le of ~omplexe) ctie v1n de re~le ver-

8nderlijke ten zij seen c lijk: 

i :ht e gr e e P 1J ri a P z i J n o v e I' e l k l n t c r v ::-1 ( :: , t ) , vI" ·:: ::L ,J O < "', <. b <. oo., en 1 :J ,'J t 
C:x::) H) J e-oGF(t) dt bestaon vocr ze r2 W8 en vqn s. n noemen we de func-

o 
tie f(s), bepaald door 

co 
f'r) s -st.,.,,(t) ,.\S = . e l:' ;, +-v , 

C 

de Laplace-getransf'on:1ee e (!cert L,.'I1.) vrcm F(t). 

'P ver•7::,·meli'·'r.Jg: r1 e-r fnnnt-'1r:c,~o- "R(t) (1 i"e c:,;:;1"' ,"jp h·1er-1Jo,,(~n ,,;,;enoernde .:....)...... , , /_;._ .,.1 .I, "-' __,i - - ....._ .\._.,,, ___. --~ .J. ./ .t _., '••' ........ J ~ -~ . ··- .._ , ~ - ., __, 

eisen voldoen noemen we de L-ruimte; dP verzamel der clac:,r:Jan door 

(\ /'!, 'J· tc,ep:e·vor-,on•de -Pnn. t-1 pr, f' IC,) :::_• .._.r:,: .J.. 1,,..1,.., l,__, ..J..•_,.1J ...i.. \ •,'.:) heet 1-ruimte. We schrijven 

f ( s) == H' ( t- \ 
l. V) • 

~ iE een afbeeld van de L-ruimte op de 1-ruimte. tis een lineaire 

sfbeelding ( na). 

Men noemt de a eeld L,Jp ce-t r.:rnsforrn,s tie n:; 

in tegensteJ.lirn~ met {le ntweeziJd i::.1,..,c,2-tr.Jnsf'ormatie 11 

krijgen a 1::, we over ( - c<>_, ct,<,.) integreren ~-. p. v. over ( C" ,·y)L 

sende voorwaarden voor F(t): 

r(s) = J o:-:,e-st 

- O<'.J 

/ .... , 
1_· rl i' e· 1 Te f\.nj ,_, '{v 

c 
onder pas-

Voorbeelden. I. Zij H(t) 

( /1 

-- i (He?visidefunctie). 

Voor Re s) O 

0 

(2) 

II. 7 
'-' 

l C 

f' 1 1e-vH(t) = -;:;-
'" 

::J ls t < C 

( Re s > C) • 

°'- ) -1. VOOl" S )0 is 
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Door de integratie-halfrechte te draaien om O over een hoek -arg s e 

de stelling van Cauchy toe te passenJ vindt men dat het resultaat alg 

meen geldt voor Re s > 0. Dus: 

( 3) ~ t oi., = r ( a... Vl ) s - ( ,x.. +1 ) ( Re ,;x... > ·-1 , Re s > 0 ) . 

wegens 

(4) 

III. ZiJ a >0, Voor Re s )0 

( 3). Dus: 

~ cos 8 t = 2 2' 
s +o 

t 2. Het convergentiegebied. 

.J o:::::.8 -st 9 1,q t 1 
1 s d t == :::---:;-;::-a , 

S-.Ld 

() 

(sin ,:l t -- / 1 2 (Re s>O, a )C 
s +a 

Stelling 1. BestJat, bij gegeven F(t),de integraal in het rechterlid 

van (1) voor een zekere wa8rde 

elke s met Res> Re s 0 • 

S=S , 
0 

d~n bestaat deze integraal ook, 

Bewijs. We zullen gebruik 1w1lcen van een partiele integratie en ons d:: 
bij beroepen op de voJgende stelling: 

Als f(x) en g(x) ei~enliJk integreerbaar zijn, en als 
X 

J.., Jx F(x) = c1 
0 

f(x) dx, G(x)=C 2 + J g(x) dx 

dan geldt: 

b 
(5) J F(x) g(x) 

a 

.,b ,b 
dx = F(x) G(x) l - j f(x) G(x) dx. 

8 8 

In deze stelling wordt niet over differentieerb~arheid van F(x) 

G(x) gesproken. Om hRar te bewijzen neemt men een willekeurige verde 

ling (x 0 =a,x1 ,x2 , ... ,xn=b) van (~,b), herleidt 

en toont 8an dat de beide lantste o~nen tot de integralen in het 11 

ker-en rechterlid van (5) naderen a1s men een rij verdelingen van or 
grensd toenemende fijnheid doorloopt. t 

r· -s :t 
Webeschouwennudef'unctie (f(t)=f'.' c °F(~)d1: (t~O).Uj 

het gegcven volgt, da t Cf ( t) een eincHge-6limiet heeft voor t➔ oo • 

der is ~ (t) continu. Dus is <g(t) begrensd: 
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\ -(s-s 0 )tl \ -(Res-,:;' )t\ 
t e == t e 0 1.ntegreerbaa r is over ( O, oo). We heb 

ben 

Wegens 

\ 
-ht \ \ h ( )2 

1 
I t\ ½(Re s-<i'0 )t 

e ht -1 + 1 = ~ - ~ r + • • • ~ \ ht \ e h ~\ht I e 

is nu 

I f 'i ( s +h ) - f '1 ( ;1 ) . l ( oo 
--....--1---g() i jh\j e 

(Re s- O' )t 2 
0 t \'5>(t)\ dt. 

0 

De lnatste 1ntegra1l convergeert en h1ngt niet van h af. We vinden dus 
• 

f 1 ( s +h ) - f 1 ( s ) JOo -(s-s )t 
= !2'.(:;)=: - e o t 4Y(t) dt. 

0 

Hiermede is de stelling bewezen. 

Stelling 4. Er geldt 

f I ( s } = .. ~ t F ( t ) = - J ex: .. st t F ( t ) d t ., 

() e,,c:, 

en algemener f(n\s)=(-1)nh.tnF(t)=(-1)n S e·st tn F(t) dt (Res >d0 ). 

0 

Bewijs. In de not1tie v~n l1ol bewiJS v1n stellinc J hebben we 

f 1 ( l ) = f ,1 ( S ) + ( :; · ;_; ·) ) f 1 ( ) 

Jo..:, •(::-:-; )t (+ ),-'It ( ) Jev -(s so)tt (t)dt = e l) ':f v \, - ::l-S O e If r • 

0 0 

Krachtens fc,rmule ( 5) hebben we 

en dan ook t 

J -(s-s )~ 
(s-s0 ) e O • i:.ig(--c)d't 

0 
-(s-s )t 

= -e O t f (t) Jt - ( s - s )'t ... s 't 

+ e O. {f('t-)+- -ce °F{t:)} dt • 
0 

Dus vinden we 

[ 
-(s-s )t 

r•(s) • e O j(t)ot r -(s-s 0 )t -s t ·· 
- e . \t(t)+te 0 ll'{J). 

0 
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We merken op, dat f(s) oak begrensd is in het gcnoemde gebied. Ver­
der kan men aantonen, c38 t :.:1 Jl.scmeen f ( 17 ) ( ::1) ~ C ::J l:~; ::: 111 het genoemde ge­

bied tot o-0 mi<Jert. 

J-

- v 
Als toep1:rnsing v,rn de utc1lingen J.1. cm 5 beps len we f(, )= 

1 e-t 
~ 1-e 

t . 
De functie F( t) = - t behocn·t tot de L--n.iLnte, We hebben hier 
( g a n a ) . Kr ::i ch ten s ~:l t e 11 in g h i s f 1 ( s ) :=: -- t ( ·1 - e - t ) . Dus 

O' ==0 
() 

f ! ( s) = - Jo0e _·3'§t + r c~ -( sv': )t,1t=--.. 1 - 1 
s+1 3 ~ 

0 Cl 

Dan is f(s) = log (s+1) - Jogs+ C = log (1 + 2) + C, met een zekere 
t._) 

constante C. Wegc::ns i3tell1ng 5 gelclt f( ;::; ) ~ O., 1 l:s :3 b. v. 1,rng::; de reele 
1 

as tot oo naCler't, Omdat log ('1 + -;:::-)--'> O voor- n ➔ c>o, i:::.\ dus C=O. Dc1;ir--
o 

mee hebben we gevonden: 

(7) 
-t 

r-, 1--e ( ·-1) 
~ t = log 1 + - . s 

Op analoge wijze vindt men 

(8) n re te.: ::i + lf/2. 

4. Weerspiegeling in de 1-ruimte v2n opcratles in de L-rulmte. 

Er zijn verschillende e~stie~ voor functies F(t) in de L-ruimte, 

die zich op eenvoudige wijzc weerspiegelen in de 1-ruimte. In het vol­

g end e i s ::., t e e d ::; f ( "1 ) :c:: f~ F ( t ) . 
Allereerst beschouwen we ~ermenigvuldiging vsn F(t) met e 8 t (a een 

re~le constants). We hcbben 

8 t,,,( t) ., . C 1-, .r CJt, ::.:: 

CX) s e--(i'.-n)t F'(t) dt, 

0 0 

dus 

(9) n c::t 
h_c F(t) = f(e-c1) ( R c e; > er' . Re :; - r.1 > G' ) . . (), 0 

Verder is, voor 3 > O, 
c,'-':J ~ t J e-° F(c1t)dt 

,, 
·1 (:><:) - ~? t 

- 8 J e ~ F(t)dt, dus 

0 C) 

(10) ~F(at) = ~ f(:L KF(~-) == a f(as) 
(.,. 

(a,-0). 

CX) CO 

V -l ' C J e.-· st F, ( t-r:i.• )dt' =e' -;::i t3 J e- stF( t )dt. ervo .... gens is~ voor a :> ) , . ,, , 
a o 

dus 

~ gci ( ) (11) t"\.P(t•-a) = e .. , ,·, f(sL verondersteld dot Ft =0 voor t < O. 

Op grond van het bovenstaande kan men uit de formules (2) en (3) 
onmiddellijk afleiden 
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5. Het omker1ngsprobleem. 

In j1 hebben we voor een zekere klasse van functiea F(t) de 
Laplace-getransformeerde f(s}=L F(t) gedef1n1eerd. Thans 1s ean de 

orde de vraag of men bij een gegeven complexe functie f(a) een functie 
F(t) kan bepalen, zodanlg dat~f(s)=L F(t). Ook willen we weten of een 
zodanige functie F(t) eenduidig is bepaald. Het zal bliJken, dat d1t 
probleem nauw aamenhanet met een stelling over Fourierintegralen. We 
zullen die eerst behandelen en beginnen met enige opmerkingen voorar. 

Laat F(x) een re~le functic van de re~le veranderl1jke x z1Jn, 
die gcdef1n1eerd is op hct he le: lnterva l -CO ,( x ,t CO en die de vol-­

gende eigenschap heeft: F(x) is te schrijven als het verschil van twee 
monotoon niet-dalende functies. Voor elk b~grcnsd interval (a,b) geldt 
dan blijkbaar dat de aom 

n 
L I F(x1+1) - F(x1 ) I , 
1=1 · 

waar x1 ,x2 , ••• ,xn 0en w1lh:kE:urlg eindlg :::iantal punten ziJn met a-x1 < 
(x2 .( ••• <xn_ 1 <xn=b, begr~nscl is. We drukkt:n di t ui t door tu zeggen, 
dat de functic F(x) op elk (begrensd) int(:rval (a,b) van be5rensde 
var1at1e is. Er geldt omgck~erd de (:ig~nschap (die we hier nict aan 
zullen tonen), dat etJn rt.:tHc func <:it: F ( x), die op elk begrenad inter ... 
va 1 (a, b) van bcgrensdt; va ria tic is, te schrijven is als verschil van 
twee monotoon niet-dalende functies. Zo'n functie heeft in elk punt x 
een rechter- en ten linker-limir:t; we zullcn, zoals gebruikel1jk., 
schr1Jven: 

F ( X +0 ) = 11m + F ~ x -~L ; , 
h➔ o 

F(x-0) = lim- F(x~h). 
h ➔ o 

Een complexe functie F(x) van een re~le veranderlijke xis dan en 
slechts dan van begrensde v~riatic op elk begrensd 1nt~rval, als zo­
wel het rc~le ale het imag1nair8 btstandd~ol van F(x} dat zijn. 

In het volgende zullen w~ vcrder gebru1k maken van de volgende 
formule, die men b.v. bewijzen kan door toepassing van de res1duen­
stell1ng (zie FE 55), 

ct:> sin x '" 
(21) fo x dx = '2'. 

Uit deze tormulc vloeit voort, dater ~en positieve conatante C is •. 
zodanig dat 

(22) 

Door toepess1ng van de tweede middelwae ~•destelling van de integreal ... 
rekentng le1den w1; uit (22) d:: · .. vJi!tt=>nde eigensohap ett 
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We apl1.ts~n de lnatat~ !nt rnal ~ls volgt: 

( QO !'ti bl '1 _y) Jx+O ( i\ x~S i~ s-a 
:: ,f} '•~L:!.£. F(!)d i """ + ,. +- ( ,t- + ., 

J_O() r-x 1.-() ~+¢ ..J.n a - 00 

i 'J' - I~ ' '\ 1 ·l • n l ) ,. • / , I \, \. I 

(24) 

W0 b~schouw~n nu htt cerst~ b0s~nnddetl. We zullcn Jantonen. dot 

we 6 

"'p f'?ff•')f''>:~ .,,,,,,_~:,,·, f'\""?t'.·, ""r-,,:1, .~_ .... t".':',1, .. ,,·1, .... ~),_~- '!") k11J•1r·1.r_,I,"\ ..... f ,' ,.~,fxJ' e,_'·'1l•·\n"1/ ~'"er' "'ls 
\,, ~:,·• • ,1'.., < ,: ._ -,,J,~. (.,,,Jsh, • v '..,'.,, - ~ .: .. •t<,"·; ' ··'·" ,..i, S'Tt·,. l. \ ''·-' • -,, ; , 1 .cs ' 

!1' ("·) 1,' (v)+': j;1 /.,,,.\ i 'J< /, .. ') Wt•'J•"• .... t•~ '. ·! ;.;• (v\ Y>··,Pli., monc1+•on.~, n·JL't•,-.i..1 n.. -•2,.r.. J,, .L 31,r,.,l-n.,_,_ ·J.,~\I\., __ , ( o •. l~-•4J '~,;t.,., .l i:<\"')-,J .1.·t.,.c,, .. \_:.., i• ... -~' ,, .... t, ........ 

dalcnde functlue z1j~. Hct is t11JkbAar v0ldo~nde (25) aan te tonen 

· ,r () <> ·I 1·1 if, 
I I u ..•• <1 .. --

' I "f .J('\ . ... • j 

f F ( X .j.. y \ - 1;, ( y ..1-() '5) ,.! :r, I ·!· l \_ s ,I ,,., ... ' '.,. j ) . 

~ ' 

f 
1 r\ sin bj (-;,ix- 'r)-P-'x-nj 'ti ...,, 1•\ s-,·\ .. 
Jo s '-' 

=I+ II+ III+ IV. 

Wo bepa len nu ♦ ~!6 da t 

F(x+o) - F(x+O) ~ 
< 

.F(x-0) - F(x-&) . 
.J 
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Er wordt hier ge!ntegr8erd over een zekere vert1caal 1.p,v. de 
re~le as. Men kan langs direct2 weg laten zien, dat, zoala behoo-rt, 
het rechterlid van (27) onafhankelijk is van x. Maar het volgt ook 
uit de afleiding van (27). 

Hebben we te mak~n met een eenzijdig~ L.T., dan hoev~n we slechts 
te definieren F ( t ):::0 voor t < 0 en kunnen we het vorige zonder meer 
toepassen. Dus: 

Stelling 8. Zij F ( t) gedefinieerd voor t ~O en van begrensde variatie 
op elk interval (O,a)(a>O). Zij 0-1 eindig en zij f(s)=1'F(t) = 
=Ja,,,e-st F(t)dt. Dan is 

0 

(27 1 ) 

x+iOO 

H.w .. J . est f(s)ds 
x-100 

Voor t -<O is dus het rechterlid van (27') gelijk aan nul! 
We gaan nu na in hoeverrc F(t) door f(s) bepaald is. Laat F(t) 

aan de in stelling 7 genoemde voorwanrden voldoen. Is steeds 
F(t)= ½ fF(t+O)+F(t-O)J (- co <t ~oO), dan zullen we F(t) genormeerd 
noemen. 1n het algemee~ kunnen wij nsast F(t) de functie ~(t) be~ 
schouwen, bepaald door 

F* ( t ) = ½ £ F ( t +o) + F ( t +o )j . 
Voor alle tis F~(t+O)= F(t+O), F~(t-0) = F(t-0). Dus is ~(t) genor­
meerd. Verder is J_:e-st F*(t)dt = fO<:>e- st F(t)dt, zoals gemakkelijk 
volgt ui t de defini tit= van integraa 1 .~p grond hiervan en van stel- ' 
ling 7 kunnen we nu zegg~n: de functies F(t), waarbij eenzelfde genor­
meerde functie F~(t) hoort, bepalen dezelfde L.T. f(s); anderzijds is, 
ender de voorwaarde voor F(t) in stelling 7, F*(t) eenduidig bep.aald 
door f(s). 

Tenslotte leiden we 8en resultaat af, waarbij in plaats van abso-: 
lute convergentie slechts gewon~ convergentie van de Laplace-integraal: 
wordt geeist. Laat hF(t) gewoon convergent zijn voor s=s 0 • Dan is 

-st 
( e ° F ( t) convergent voor Re s > O. Op grond van stelling 6 is dan 

~¥,Jot e -so-c F(-C)d-cj absoluut convergent voor Re s > O. Dus is 
s t rt -s t . 

J:.. e O Jo e ° F(t)d"tJ absoluut convergeert voor Re s>Re s 0 • De in-1 
tegraal in de laatste uitdrukking is een continue functie van t, dus 
zeker een genormeerde functie. We passen nu stelling 8 toe. Door toe­

passing van de formules (9) en (17) vinden we 

() e-sot . f)f(t -s1: J 1 
k. F(t)dt = f(s+s:--)., ~(Jo e ° F{'t)d't = s :f'(s+s0 ), 

I 
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fMen k"'n 1"1 ... ""~"'''it""'~- "f'''< 1 ·j•· '"""r_,,.,,.,I!/, 1 r..) •fle ➔ den) ·,;; U ... ;, " , "·· ,I. -..: U ,.,. " • _., t'1 -Q ·;,- \..,I ,It U r. f,f t,, ';._,! . ).! ♦ vi J. .,_,_ \ t;.} QI • .., ..,. • ·. Ill Dua 

(28) -sot 1 f x+ioO flt !itl 
F(i:)d't • e ·ffl" H.W. e S-8 dB (x) i\e •o>,. 

'- x-i oo o . 

'!29.!b(;~1de12_. I tn.t (2) veil.gt, daar e-et. n(t) ebi,oluut. 1nt;egreer­
b.air en vsn begrer.ede va r-ia tie ie a la Re s > O;, 

(29) 1 J x+100 '°5t t '1 ala t> O 
2rri" H.W. ~ de ~ ~C~) a ls t-o 

x-i<:d ,) a le t < O (x > 0),. 

II Ev@nzo volgt u1t (3} 

·1 Jx+ioo at ~ 1 o-1 
( 3 0) ~ H • W • e ' a - d a "" r { 0( l t ( x ) 0, t ) 0, Re 0( > 0} • 

x-tOO 

6. De convolut:i.e van twee functies. 

In ,t 4 hf,tben w~ voor vex·schillende operaties in de L-rui.mte ge­
zien hoe ze z:te:h 1n de l-rui11n.e weer-sptegelen. We bespreken thans ei1n 

opel:""atie dte zlch in ~€' l.-ru!.mte weersp1egelt, als product. 

Definitie. Onder d~ convolutie van ~wee functies F1 (t) en F2(t) in de 

tie F(t), bepaalct Joor 

P' ( t,) cj ,, 
() 

F f -r '1 F ·_:,. '\,' t .. 't ), dl:. ,. \ 11,e' •• 
I 

(t}O). 

Men ga na dat de convolut1e 11neair is in beide factoren: 

P"'1 (t) + l\::_(t)j * Fj(t) = F-;(t)if-FJ(t) + P2(t)*F3{t), 

P1(t) * [P2 ((.) + P3{t)j ""'F1 (t)*F2(t) + F1(t)*F3 (t)., 

{"F.,(tj ~- F2(t)""' F,!(t)*[AF'2(t.)} = A F1(t)# F2(t). 

~ .. e·: l"' ng zl)t> c:onvc•h1t·1,e is C:Ollll'llUt.ati~f • 

Bew1Js. I<' 1(t) * F'2 (t) =--:Jt F.1(,:) F2 (-(.-"()cl1: ""' - ( 0 P1(t-"t) F2{t,)d't 
u "'i; 

~ F2(t) *P1(t). 

Stellin~ 10. /Us h F1(t) en {:,, F2 (t) absoluut convergeren voor 1•&01 

don convergeert c.ok g (!<'1 (t} • F2 (t)} 11bsoluut en e1~ geldt 

(32) 
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Functietheorie. Speciale onderwerpen 

II. Toepassingen van de Laplace-transformatie 

door 

Dr H.A. Lauwerier 

1. De voornaamste rekenregels van de Laplace transformatie: 

f(s) = f ""e-• t F(t)dt 

0 

F(t) -
F' ( t) = 

c+ioO 

F(t )= 2; i f 
c-100 

f(s) 

s f(s) F(O) 

s J.­e ,., 

F 11 ( t) s 2f(s) s F(O) - F' (0) 

t 
{ !..hl J F(,:- )d'L :!= 

0 
s 

t F(t) - - f'(s) 
00 

ti.ti - J f(o-)d<r t 
s 

F(a t) - 1 f(~) a a 

e 8 tF(t) - f ( s-a) 

H(t-a) F(t-a) ~ e-as f(s) 

t 

J F 1 (t-)F2 (t-1:)a,:-;,, r 1 (s)r2 (s) 

2. Lijst van Laplace transforms '1) 

f(s) 

'1 -s 

'1 

~ 
f ( k+'1) 

k 
s 

s 

s2+a2 

'1 
s2+a2 

- i'. -lns 
s ( r =0. 5772 ••• ) 

F(t) 

'1 

t 

tk 

cos at 

sin at 

lnt 

,J;2 :a2"4 Jo (at ) 

1)-Cf-E;J~iyi-c. s. Tables of Integra 1 transforms I 

f(s) ds 
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Integratie naar de parameter 8 in 4.4 geeft 
00 u2 

-fl vs f - -TT e I;; du, = s -..Fit' a 

of -a vs 
e 

s 
a = erfc 211 t 4.5 

waarbij 

fl; 
~ _?__1x x3 XS 

~ Opmerking. voor x-+ 0 erfcx = -3 + 10 ... '\/'ir 
2 

-x { 1 1 3 1 voor x ➔ oo erfcx G 
+ Ui--

2x3 4x5 
... 

tin- X 

erfc:.x neemt in (0, oo) monotoon af van 1 tot O. 

Aldus is d~ oplossing van het gegeven probleem 

Voor t ➔ oo 

c == ½ erfc 
21/Dt 

, X )' 0. 

ontstaat blijkbaar de evenwichtstoestand c z ½. 
00 

4.6 
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if (s); f' e-st F(t)dt . 5.1 
-co 

) is een ana lytische functic regulier in een st rook oc t. Re s t.. ft,. 
mkering van 5.1 is 

F(t) = 2 :J_) e 8t 1f (s) ds, 
L 

bij Leen in de regulariteitsstrook liggende verticaal is. 
2kenregels zijn 

c<li 

t 
j 

-<I:> 

t 

F (at) 

e 8 tF(t) 

F ( t-a ) 

F(t) '=" 

FI ( t) ::;:,: 

F 11 (t) = 

F(r)d't" ~ 

F(t) == 

J F1 (,-)F2 (t-r)dr 
-co 

tf( s) 

s lf ( s) 
2 

s Lf(s) 

!ihl 
s 

tp'(s) 

tp(s-a) 

-8 S ( ) e Lp s 

lf 1 ( 8 ) ~2 ( s) 

5.2 

voorbee ld w~a rbij de twceziJd 1ge L-transforma tie tot een eenvoudi-

uitdrukking l~idt dan de een~ijdige 1s 
s 

rs 

-t2 
e {r; e if 

fee. -st -t2 
e e dt = 

~CA 

ls eerste tocpassing kiezen we het in 4a beschouwde diffusiepro-

n: ·o.2c Zlc 
D~=n ox 

t = 0 

tellen nu 

X) 0 

X ( 0 

-sx (A 8 -, 

J.nctie y voldoct aan 

d lf 2 
at= Ds r , 

X-) +oo C=O 

X·-l-oO 

c(x,t)) dx. 



.. 
t • 0 'I • s . 

De o-plcl!JtJ.ine.~ is dus 

$ 

Volgena 5-3 en aen eenvoud1g rek~nregEltjL 18 dus 

of 

X 

~ 
1 - e(x,t) $ -.:l­

Y'I!" 

X --

,. 
I 

Loo 
dtt, 

.1n ovcr,.:enst>2:1nming rrv:; t het l.n !.J. .6 g,,.;vonder,(,, 

c. H,:,t volgcndc.: voorbtield :La v:·1r) it. r:s i::g-.:w.lkk,.::lder aard: 
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Et,n vloe istof s t:.roomt m.e:.: cons t:~.nit.:. er.z:: :1 ht.: id dt:H:>~ e,en buio g€vuld nit::t 

gr-o.fkor•rclig m.atorit;al. Erg;;.,ns cp d1:1 33 van dt: buia wordt met eeti klein 

buioje ~en g~kleurdc vloclstof ge!njictGerd. Ten gevolge von de door de 
vulling 'J'i:£'.'OOr'ZrJt'1ktt~ 11 ,.:,.ur-b1..,:.(:n;;,,1 1' stroming vindt vermenging plaats wel­

ke m-::t b1:hulp van ,:en t, ff'ec t: 1,_ vr cLU'fus i;~:;ol:ff ic 1c,nt kan wor-den bE:.ischre­

ven. 
Men vr-rrngr: n;;. n.3,H" dr: ~t~t.tomrnire tO(;St;1rd w,3lke r;j.ch na enige t1Jd 

lnstclt. 

') 2 
,:. ~ r• ,'! 't) I" --,. (.'. ) ~ ,~ 

D,.,," +-'- ., ei \r !;/~-

\ .,,r2 r 'br' + -, ,-:: "" E , 
Q «;J z 

5.4 

z ,.,. -oO 

In de oorsprong. h~~ inj0~t1epunt, hteft m~n 

~ - ~ + C{1). 
"~ .. .. f" ,i,i 

Zond1:,r b,;:£~WHH' mogcn we a ... 1 t.n Q•': k:tez,:n. 'W!:: se;hri.j·,;:.::;n voorts V/D-2« . 
Pas nu de volgend1;;: tw<:ezi,:,di.:;::.: Ln p 1nc :J transforrn~.1 tie to€: 

De getrans.f'ot"mf1erdu variabelc t"(r,e) voldoet ean de gewone d.'1. 

~-:;._ + 1 ;t -r2,,. ..., o ar- r 1.i t' r 



-, nlgemene oploss1ng is weer 

~it de tabellen (b.v. Erdt:ly1 

-a-,/ t 2+b'2," (;: . 

1.13.43) kunn~n we afleiden 

Met bchulp van de r~kenrcgeltjea dus 

- (-z+v'z 2+r2) 
Ko(¥r) = e _2_J..,.~•2 .. +•r"'"2""•--

~11jkbnar stelt de 

C ,. 
0 

u1tdrukking 
e _.,( -z+ J,_z...,2-.,.r--2"t.,.,,,) 

,J z2 +r2 
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5.6 

·"":1 oploss1ng van 5 .4 voor met een puntbron in de oorsprong. Dit is 

,.chter de oplossing met d1ffusic in de ~ehele ruimte ... oo <.z <. co, 
O < r '- r.- • Mt?t aonwczight:;id van een cilindAr O < r < 1 wordt de zaak in­

~~· .... kkclder. 
··p grond van het voorafgaande stt::llE::n we dus . ' 

r·tt de voorwaarde 
r = 1 i~ - 0 

volgt A, en we vinden 

<(' ( r, s) • 2 f K0 {(r) I 0\r) - ! 0 (yr) K0' (y) l . 5. 7 
10 1 

(() } 

:;:),0 ttrugtransformatie van 5. 7 g1:.schiadt weer met 'behulp van de complexe 
;.,.;-r,'.r,,c- rformule. 

rC;gular1tcitsgeb1c:d is bl1Jkbasr de strook O <Re a (2«. Het rechter­

van 5.7 is een enalytische runct1~ met 
., '1 ... , ....... ,,, van I 0 '(t) . 

~, hct n• nulpunt vnn 

~o • 0 

C~n ziJn de polen dus 
s = ~ + ..;;2 + ,& 2: 

- .n 

~ ,..tnci vinden we voor 

slechts gewone polen nml. 

. . . , 
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