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Functiethecrie. 3pecinle onderwerpe

I. Trhecorie der Laplace-transformatie

door

Dr 0.0, Lekkerkerker

1. Definitie. Zij F(t) een (re&le of complexe) functie van de re&le ver-
anderlijke t en zij & een complexe veranderlijke. Lant F(t) eigenlijk
4

ihtegreerbaar zijn over elk interval (2,%), wesrhi) 0 <a <«b < oo, en laat
[ 2
J e—DtF(t) dt bestaan vocr zekere wasrden van g, Dan noemen we de func-

0
tie f(s), bepaald door
oQ .
(1) f(s) = e %% w(t) at

O\

de Laplace-getrangformeerde (kcr"

L.T.) van F(t).
;!

P(t) die aan de hierboven genocemde

}Lj

De verzameling der functl
eisen voldoen noemen we de L-ruimte; de verzameling der daaraan door
(1) toegevoegde functies f(s) heet l-ruimte, We schrijven

£ is een afbeelding van de L-ruimte op de l-ruimte, Het is een lineaire
afbeelding (ga na).

Men noemt de afbeelding f wel de '"eenzijdige Laplace-transformatie"
in tegenstelling met de "tweezijdige Loploce-transformatie’ @{Q, die we
krijgen als we over (- co,=x) integreren i.p.v. over (0, =), onder pas-
sende voorwaarden voor F({):

(e
T(s) = R, 7(t) = e 8% m(t) at.
- D
( T als £0
Voorbeelden. I. Z1j H(t) = {4 2ls t=0 (Hesvisidefunctie).
i Lo als t <o
Voor Re g >0 is J— L ; . Dus;
y 5
(2) RH(E) =2 (Re 55C).

U

II. Zij Reow » -1. Voor s >0 is

g R T R N R OO NI I VI CRs)
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Door de integratie-halfrechte te droaien om 0O over een hoek -arg s e
de stelling van Cauchy toe te passen, vindt men dat het resultaat alg

meen geldt voor Re & >0. Dus:

(3) R e o T(aen)a (%) (Reot 3 =1, Re s > 0).
S
IITI. Z2iJ 2 »0. Voor Re s >0 is e Bt 1T g o 3:15 s
wegens (3). Dus: 0
(4) L cos a t = ?§§:§, Cain = t = jgigg (Re 8>0, a>cC

2. Het convergentiliegebled,

Stelling 1. Bestoat, bij gegeven F(t),de integraal in het rechterlid

ven (1) voor een zekere wanrde s=s_, dan bvestaat deze integraal ook x

elke s met Re s » Re P

Bewijs, We zullen gebrulk maken van cen partliéle integratie en ons d:
bilj bercepen op de volgende stellingz:

Als f£(x) en g(x) eigenlijk inLFFPPQPDﬂ’P zijn, en als
y:4 p X
F(x) = C, +Af f(x) dx, G(x)=32 + j z(x) dx (31,02 constante),
9] b}

dan geldt:
(5) J F(x) g{x) dx = P(x) &(x) / - J r{x) 6(x) dx.

In deze stelling wordt niet over differentieerbaarheid van F(x)
G(x) gesproken, Um hazar te bewijzen neemt men een willekeurige verde

ling (XOZS:X13XG3-~=JXr=b> van (2,k), herleldt
[ 4

s ¢!
P(x)o() | = 2 {R0,)00n) - Fe, a0, )Y
n . l n
= Fley). falx,) - alx )l + > a(x, ). Xp(x\,) Fx,
= 'L f 3=
n X 7 A (
= ; ﬂ(‘\ )) t%( ;%Q) + % iI(XJ"”’l) F(ETQ) (X\}“,‘ é‘g :‘é‘ éx

en toont aan dat de belde lantate ommen tot de integralen in het 13
ker-en rechterlid van (%) naderen =l: men een rij verdelingen van or
grensd toenemende f1jnheid ﬂunpl)cpd. £ s <
We beschouwen nu de functie o (t)= e F(E) dT (t=0). Ui
he% gegeven volgh, dat (t) e indize“limiet heeft voor t— oo .
der is @ (t) continu. Dus is @ (t) bvesrensd;

™
d'ﬁ\

Q)

cn e



FSS 3

|g(£)} €M voor t20,

Laat s een willekeurilg complex betvl zijn met Re s> Re s, Uit formule

-(s-5 -5 X
(5) volgt, als we nemen f{x) = -(s-s)e (5-50)% ¢y c(x)=e"%0% F(x),
% . o~
J et R(t) dt = J e‘("‘%)t. e %0% p(t)
o 0

«g(t)dt (e 20).

il
[}
i
N
H
[y}
o
ot
o
T
-
S
T ———
?
cf\
ST,
ﬁ
f}
\}]
c’f

De functic ¢ - ’?(t) iz integreerbanr over ((,o00), 0.3.wWwegens
~(s—so)t . -(R¢ s-Re s )t
\e g?(t)\ S Mc .
Dan 1is ook e %Y F(t) integrcerbaar over (0, o0) c¢n er geldt
e > (s-5 )t
(6) J e-St F(t) dt = (5-5,) J e N @(t) dt
2 ¢

(ga na). Daarmee 1s de stolling bewezen,

Uit stellling 1 kunnen we conclusies trekken omtrent de aard van de
verzameling der getsllen s, waarvoor bij gegeven F(t) de integraal (1)
convergeert, Z1i) c’ﬁ de ondcrste grene van de retle getallen s waarvoor
deze integraal convergeert. Dan convergeert de integraal als Re s » TG
en divergeert hlj als Ne 5 < cg Er is dus convergentle in het rechter-
halfvlak rechts var de verticaanl Re o = d% en divergentie links daar-

—

van, De rand Re 5 = <’ van gencemd hilfvlisk kan geheel, gedeeltelljk of

(W)

helemaal niet tot het converpenticoeticd behoren, We noemen c‘o de

convergentleabscis en het halfvlirk Re o >« het convergentiehalfvlak,

Onder omstandigneden kan ffR:» oo en dus het converrgentiehalfvlak het
hele complexe vlak zijn.

OJ

Stelling 2. Convergeert de inteproal [ et F(t) dt absoluut voor s=s
O
dan convergeert hi) absoluut voor Re s2Re s .
“(‘, ) t ~5
Bewijs. We hebben |c¢7%° F( )l = e \.\L Yo Fle)VE Ve ° F(0)L,
oo -5 t
é ‘Q’St ) jat £ J le “’.(t)\dt, nls He s 2 Re s .

De onderste grens ', van de redle getallen s, waarvoor de inte-
graal in stelling 2 absoluut convergecert, heet de abscis van absolute

convergentie, De integraal convorgeert sbsoluut voor Re s > ¢, en di-
vergeert absoluut voor Re s < @, ¢ verticazl Re s = &, behoort geheel
of helemaal niet tot het gebied van nsbsolute convergentie. Het halfvlak
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Re 8 >a¥1 noemen we het halfvlak van absolute convergentie, Men kan
hebben c’ﬂww @0 of G,= + oo.
Verder geldt: S Sy Alle mogelljkheden, vervat in - 00§, § €, § oo
(cs’oa.w), kunnen optreden.
(0 als 0%t ¢
Voorbeelden. I F(t) = . We hebben o = ¢,=0; de rechte

t™% als t% 1
Re 8 =0 behoort tot de gebleden van gewone en atsolute convergentie.

11 F(t) = g;}_im. Nu is c‘fl__};:; {'fﬁw - e,

111 F(t) = ¢ ® sin Pt (
stitutie geeft:

a1 retel, b >»0). Een eenvoudige sub-

@
RF(t) = j’ u”(K”ﬂ)t sin %t = E j’ -(s-a)/b-1 sin y dy.
O
Dus crOmamb. Verder 1is chxm. De integraal coﬂvapgeert niet als Re s =a-b
en convergeert niet absnluutl als Re g =a.

3. Eigenschappen van f(s).

Stelling 3. f(s) = RF(t) is een analytische functie van s in het con-
vergentiehalfvlak Re s > o’ .

Bewljs, Een mogelijke bewljsmethode 1s dat men aantoont dat
O o
“f e_“tF(t)dt voor Re s > & onder het integraalteken gedifferentieerd

0
mag worden, door gebrulk te maken van stellingen uit de theorle der com-

plexe functies. Voor de afgeleide van f(s) vindt men dan f'(s8) =
- )
‘ o~St " o b1 L . I ) L
= (-t)P(t)dt (zie stellins 4)., We zullen hier een andere methode
o

volgen, die uitgaat van formule (6).
ZiJ s een complex getal met Re s ) do‘ Wegens (6) is

. 0 (s-5 )t
f(s) = &\F(t)x(ﬁ—ﬁg)qj e ( - ¢(t) dt,
0

t -8 %
waar @(t) = J e ° F(t) dt continu en begrensd is voor t%<3.(Het is
O oo = 5-8
voldoende de differentieerbaarheld aan te tonen van f,(s)= 3 °" e(t)¢

Zij h een complex getal met © < \hl < ¥(Re s - G’O). Dan is

£ (s+h) £y (s+h-s_)t -(s-s )t
- %J % e © }x?(t)ﬂt
o -(8-8 )t
- j e (s-so)t | @(t) dt.

? -(s-s8, )t
We vergelijken de laatste integraal met g(s)= - j e t @ (t)dt;

deze integraal bestaat omdat ¢ (t) begrensd is © en
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Wegens

[iraY
51
1
ot
¢

| e Pt .4 . A Int

£ (s+h)-£. () | .
\ R wﬁﬁﬂéiw

!
i

i1s nu

5= G )0 5
. A o e v § g 2
[34 {' \‘fg‘{( {.«)" (ﬁiy;
De laatste Integranl converceert en hangt nilet van h af, We vinden dus

o Ta(e+h)-f.(s) ~(s-3 )t

11 T4(o+ 1 VTRl .

h —so % = 2(s)= - f e >y ¢(t) dt.
[

Hiermede 1s de stelling bewezen.

Stelling 4, Er geldt

Bewljs. 1In de notatie van het bewiis van stelling 3 hebben we

£ 1 ( 2y ) == :! { o } +

e
S
L]
P

E

R

Krachtens formule (%} hebben we
t T £

«S g{t)dx:ytg&(x)i
O 0

en dan ook

¢ ..~($wﬁ%3)t |
(mwmg) e . *g_@("{,}ﬁ’ﬁ
o

(ss,)t F s, ~
= -2 © t?(ﬂ +j e o .{@(1%—%@

O

Dus vinden we

-(s-8 )t -(s-8 )t -3 t
£1(s) = lpo@ T g(t)dt - e e, {@(t)%t e ° B

0
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Door herhaalde toepassing volgt de algemenere fornmule,

Uit stelling 3 volgt dat we ons biy de berekening van een L,T., kun-
nen beperken tot de reéle waarden van 3, nls we daarna de gevonden
functie f(2) a2nalytisch voortzetten in het convergentiehalfvlak. Zo 1is
het voor het bewljs van formule (3) voldoende deze formule af te leiden
voor positieve s,

We geven nu een ctelliney over het gedrag van een L.T. als s—» co.

[+ N
Stelling 5. Laatj |F(t)] At bestaan vocr o s O en laat £(s)= RP(t) be-
|
staan voor £=0 . Dan geldt (-) — 0, als s tot oneindig nadert in de
hoek

‘nm: (s-so)‘\f_; @ ,
waar © een getal 1= met 0 <© < 5+,

Bewljs. Zij ¢ > O. We bepalen een positief getal a, z4 dat b.v. voor
alle s met Re s ) O geldt:

Vervolgenc paazsen we formule (©) met F(t-1) In plaats van F(t) toe. Men
vindt gemakkeli jk:

@0 °(s-s_ )t
J e " F(L)f‘iL = (F‘a;“\) J e Y ‘fa(t)dt,
n t a
-8 X
waar L?ﬂ(t): J ¢ F(t)dt . De functie g _(t) is begrensd:
3
qu(t)l € M voor t2a, Voor \ar*;;.:(s-so)l ¢ @ vinden we nu

ooy =0 -(s-s_)t
\J e R(e)at | = Jsesy| L | f e g, (t)dt )

a ‘ a
. | oo -Re(s-s )t M. |s-s_\ -Re(s-so)t)w
s M.]s-s j e at = - e

1 ) Re(s-5_) 5
_ M. |s-8,| e"Re(B"’o)a < M o-a Re(s-s )
els8=8, cos ©

L)
Dus \J e’StF’(t)dt‘ < 3t als Re s voldoende groot is, Dan is

) o
| £(s)| < & a1s \ar‘g(s-so)]§@ en Re s voldoende groot. Daaruit volgt
de stelling. ‘.
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We merken op, dat f(s) ook begrensd is in het genoemde gebled. Ver-
der kan men aantonen, dat algemeen f\U (3) =0 als s in het genoemde ge-
bied tot oo nadert.

-T
Als toepassing van de stcllingen 4% en 5 bepalen we £(3)= Q—q'i .
De functie F(t) = 1=5— benoort tot de L-ruimte. We hebben hier o =0

(ga na). Krachtens stelling 4 is f'(s)= —51(1—e"t). Dus

SO o d- O a
o) = - [t [ 1
5 e

Dan is f(g) = log (s+1) - log 8 + C = log (1 + %) + C, met een zekere

constante C. Wegens stelling 5 geldtf(s) —0, als s b.v. langs de reéle
as tot oo nadert. Omdat log (1 + ;)~¢<3 VOOr 8 = oo, 1s dus C=0. Daar-
mee hebben we gevonden:

-t

(7) R Iz = 10g (1 + D).
Op analoge wijze vindt men
(8) QMSiE C - _oare te s+ T2,

4, Weerspiegeling in de l-ruimte van operaties in de L-ruimte.

Er zijn verschillende operaties voor functies F(t) in de L-ruimte,
die zich op eenvoudige wijze weerspiegelen in de l-ruimte. In het vol-
gende is steeds £(3)= R F(t).

Allercerst beschouwen we vermenigvuldiging van F(t) met eat (a een

reéle constante), We hebben
oo

> e - S - f ’
j ¢St oatF(t)dt —_~j ¢ (5-)t F(t) dt,
0 o
dus
(9) P ratp(t) f(s-a) (Re s > c’,» Re s-a ><76).
Verder is, voor a0, ~J e ""F(at)dt = ¢ e »(t)dt, dus
i 0 0
(10) Rr(at) = 2 r(2), Rr(L) =a t(as) (a»0).
(&) . - oSO t
Vervolgens 1s, voor a> 0, .j e”® F(taa)dtze'a°_j e °“P(t)at, dus
. Gl 0
(11) RP(t-a) = e £(s), verondersteld dat F(t)=0 voor t < O.

Op grond van het bovenstaande kan men uit de formules (2) en (3)
onmiddelli jk afleilden



(12) Rt® e o T +1)(5-n)"(*+1) (Rew > =1)
(13) RE(t-0) = 2 ™7,
In het bijzonder is
(121) Reft - —%—; i
Uit stelling 4 volgt
(14) L t" R(t) = (-1)" fimm{ﬁ).

Indien ;~s(t) tot de L-ruilmte tehoort en {ké-yit} = fﬂ(a), dan 1is
S [ .
f%(ﬁ} = - RP(t) = -r(s), wegens stelling 5 dus fq(a)wﬁfﬁﬁf(u)du. zus
8
Lte]
(15) REFe) = [ o) o

]
Herhalen we dit nog een keer, dan vinden we: behoort t7“F(t) tot
de L-rulmbte, dan is

O L =D OO (&)
(16) £ t7%r(t) "“f 4u j P(v) dv.

1

We gaan nu na hoe Integratle in de L-rulmbte zich wecrsplegelt,

&}
Stelling 6, Als ‘x?(&} convergeert
dan convergeert R i,jh F{T)d?n} ook
J

A

i e 2 7~ P o . -
een positieve wanrde s=8 _,
S

S=3  en er geldt

£

(17) Q_{ j F(Y}@I’} = % £{5)

0

ot oy
Bovendien 1is f F(r)dT=> (¢ = ) voor ¢t — oo en dus
0

.?.ﬂ
ﬁ”\ j F(ﬁ)@1,§ absoluut convergent voor Re 3> Sy

Opmerking. Hier is het o-symbool van Landau gebruikt, gedefinleerd als
7

g
volgt. Zijn gegcven twee functies f£{x) en g(x), dan schrijft men
(x

f(x)=2(g(x)) voor x =2 als lim [(x)/g(x)=0.
X -3 3
Bewljs. We maken gebrulk van de volgende regel van L'HOpital. Laat voor

twee retle functies g(x), h(x) gelden:

1. h{x) = oo VOOr X — co
2. g'(x) en h'(x) bestaan veoor x voldoende groot
. h'(x) #0 voor x voldoende groot,

Dan 1s - - .
1im %%ﬁ% = lim §¢{%%», mits de laatste limiet bestaat.
PR ) ' W ol 2y e R

LvY)




We stellen nu ¥ (x) (l % 3 f ?{1)@t»}ﬁt. Dan 1s, op grond

van de genoemde regel,

n () = un o XL L sy (0 ()]
Ko €20y X - @0 o X o0 0

Wegens (5) 1is

5,0 X -3
8, Y(x)= -c ’ j F(T)dT } + '[ e ~ F(t)dt= -w'(x) +

-5t
+ j e ° P(t)dt.
D .

Dus, omdat de laatste integroal convergeert voor x-» od,

3 IS o
W e O X o €2 0 .

X
lim  W(x) = lim —0 ,( e 2 F(t)dt = L fs_ ).
5 ) R
~ t '
Hiermee 15 bewezen dat &‘{ j” F(T)ﬁT,} convergeert voor s=s .

Bovenstaande afleidlng geldt ock als we s vervangen door een ge-
tal s met Re 5> 8,. Dus geldt (17). Verder volgt ult bovenstaande af-

leiding, dat 1im Y (x) bestaat en eindig is, en gelijk is aan

. ) o > X

q Ko o —f;,ﬂ}\
- s ; b E At ke - P -
lim — {%w Y(x) + ‘f’{x}} . Dus 1z lim w'(x)= 1lim e ( F(t)dt=0,
X=»00.x" 0 S X ‘ Koy OO K ey £ <

o [ 7. . - 5y L
dus P(t)dt = o (e ) voor x-» oa, Hicrmee 15 de stelling bewezen,
‘x' . . ~ . . P P
We merken nog op, dat formule (17) cen eenvoudig geval is van een

=

eigenschap van de convolutice van twee functies (zie 6).

Laat nu F'(t) beztaan voor t 0, F(t) cen eindige limiet hebben

voor t — +0 ¢n F'(t) tot de L-rulmte behoren., Toepassing van (ﬁ?) met

o

dus

(18)  RE(e) = s [BYR(e) - RO} = s s(e) - R0

(19) LR"(t) = 5% 5) - s P(O) - F'(0)

(20) F" (t) =3 £(s)-3°F(0) - s F'(0) - F"(0).
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5. Het omkeringsprobleem,

In g1 hebben we voor een zekere klasse van functies F(t) de
Laplace-getransformeerde f(s)=1 F/t) gedefinieerd, Thans is aan de
orde de vraag of men bij een gegeven complexe functie f(s) een functie
F(t) kan vepalen, zodanig dat f(s)=L F(t). Ock willen we weten of een
zodanige functie F(t) eenduidig is bepaald, Het zal blijken, dat dit
probleem nauw samenhangt met een stelling over Fourlerintegralen, We
zullen die eerst behandelen en beginnen met enige opmerkingen vooraf,

Laat F(x) ecen re¥le functic van de redle veranderlijke x zijn,
die gedefinleerd 1s op het helc interval -cO £x « €O en die de vol-
gende eigenschap heeft: F(x) is te schrijven als het verschil van twee
monotoon niet-dalendc functies. Voor ¢lk begrensd interval (a,b) geldt
dan blijkbaar dat de som

(/:: ‘F i.;.] - F(Xi)’ 3

waarp xq,xz,...,xn cen willekeuripg eindig cantal punten zijn met amx4‘¢
(xe'(... (ﬁn_q <x =b, begrensd 1s. We drukken dit ult door te zeggen,
dat de functic ﬁ(x) op elk (begrensd) interval (a,b) van begrensde
variatie is. Er geldt omgekeerd de eigenschap (die we hier niet aan
zullen tonen), dat ecn rctile functle F(x), die op elk begrensd inter-
val (a,b) van begrensde variatic is, te schrijven is als verschil van
twee monotoon nlet-dalende functies, Zo'n functie heeft in elk punt x
een rechter- en cen linkerlimiect; we zullen, zoals gebruikelljk,
gehrd jven:

F(x+0) = im+u?;xwp) P(x-0) = lim F(x+h).

-

N O h ey 0
Een complexe functie F(x) van ecen retle veranderlijke x is dan en
slechts dan van begrensde variatic op clk begrensd interval, als zo-
wel het re#le als het imaginaire bestanddeel van F(x) dat zijn,
In het volgende zullen we verder gebrulk maken van de volgende
formule, die men b.v. bewijzen kan door toepassing van de residuen-
stelling (zie FE 55),

<0 gin x ‘ T
(21) f < WX =3,
Q

Uit deze formule vloelt voort, dat er een positleve constante C 1is,
zodanig dat

P l a:{b ;
sinbx | _ | sin y B | |

Door toepassing van de tweede middelwaz destelling van de intﬁgraalm
rekening leiden we uit (22) d: . cleende eigenschap af:
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(a) Is een reéle functie Fq(x) nict-negatief en monotoon niet-dalend
voor x> 0, dan geldt voor alle a, b>O:
a

in b .
f sin bx o (o) ax| ¢ oF,(a).
‘ (o]

We formuleren en bewljzen nu de volgende )
Integraalstelling voor Fourlerintegralen, Z1j cen redle of compluxe func-
tic f£(x)(x rcécl)venbegrensde variatle (dus ook eigenlijk integreer-
baar) op elk begrensd interval on zijj |F(x)] dx convergent, Dan
geldt:

(23) F(x+O%+F(x—O) - 1im ?____J Jixy iy}’F(E d}} dy.

Bewljs. We stcllen

1<y)=j <Y p(Pay.

-

Deze Integraal convergeert absoluut, daar

Q0
)e—iy’fp )\ = }F ‘f)) en j.oo'F(x” dx <R Zelfs convergeert

'iy?p(r)q voor 2 —4 Q0 aunifor‘m in y tot I(y): bij clke & )>O0 is
£® een getal a )O, 24 datll 1y¥F d"g—I }4 £ als a>a » voor

allc y. We mogen dan hel"leid(,n, als we tevens een verwisseling van in-
ti;’q_,r'ntics toepassen,
b a

i eV 1(y)a ~w—j eV 1in Y p(0aY | ay
?ﬁ'j ’ {3“"00-5\ k \g}

T~ oA

}i:oomf Jixy {j c—iy}’p(‘g)d*gj dy

ERAE IR
-a

L]

b
0 ib(x-Y)__-ib(x-¥)

_ -€

- o5 p(‘;) Ty d

j sin b( ¥ -x) R(Y) 4%,
~ Q0 .}“

We moeten nu aantonen, dat, bij vaste x, de limiet van de laatste
uitdrukking voor b «$ ©® bestaat en gelijk is aan ‘}{F(JHO)H?(I*O)&
Z1J € een positief getal. Laten a en s nog te kiezen positieve getal-
len zijn met

0<d <1, adlxl + 1.
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We splltsen de laatste integraal als volgt:

o x+& x-&
im sin;(7~x)p}'}<i}‘ j \[5 I j

In de beide laatste bestanddeloen is {? -x{> 1, dus

sin b(Y -x) g  weson o0 o
| 4 PR ¢ |F(P)] 5 wegens j”OgF(}‘}'d}' <

kunnen we dan a zd bepalen dat

P Lt}
(24) ’ L{ +Uf f(gw, ongeacht b,
.00 Ya

We beschouwen nu het cerste bestanddeel. We zullen aantonen, dat
we O en een positiefl getal b z6 kunnen bepalen dat

x+6
(25) ]»g sin b( 'X) F(}W i (x+O)+F(x~Q)}l < %-vaor b>b,.
Yy -x

Op grond van onze onderstellingen kunnen we F(x) schrijven als
Fu(x)-Fo(x)+1 FB(X)—i Fy(x), waarbij de F, (x) redle, monotoon niet-
dalende functies zijn. Het 1s blijkbaar voldoende (25) 2an te tonen
ingeval F(x) een redlc, monotoon nict-dalende functie 18, Het linker-
11d van (25) 1s ten hoogste gelijk aan

X+6

J; KZ'X { v x+& % )
+}j sin b( ¥ -x) F(x+0)dY - Z F(x+0)]

-X
X

g e

h.

F(x—O)I

‘u{éﬁglﬁéﬁz F(x+Y )- F(xﬂ)} d?l F(x+0) ’U( QELI_@? 77/

+}L %ﬁ {F(X*Y%F(x-@)j d}'} + |F(x-0)) !jo %ﬂ_{d}nygl

= [ + II + IIT + IV,
We bepalen nu df zd dat

P(x+d& ) - F(x+0) ;
F(x-0) - F(x-&) vév )
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Is eenmaal & gekozen, dan kunnen we, wegens (21) en wegens bd .y o
voor bes O, een positief getal b, bepalen, zodanig dat

11 < v < &  voor b >b,.

Op grond van de eigenschap (a) is
I <¢C %F(m—g) - F(xu:))} < %,
111 < C {F(x-@) - F(x-c‘?)} < 3% .

Dus 18 I + II + III + IV (% . Daarmee is (25) bewezen. x-8
a Tenslotte beschouwen we, blj vaste a2 en 5, de integralen en

j+5 . We nemen weer aan dat F(x) ecn reéle, monotoon niet-dalend@
Fifctie 1s.

Uit het twcede gemiddeldetheorema  van de integraalrekening volgt
dan, dat, voor zekere "7 met x+8 <9 <a,

’jasin b(\f—x) F(¥)a 523F(X+5+Q) 7 sin b(}'-x)d\f
X+6 ?‘X pe :s‘cjuf ?‘-—x
Y i sin b( ¥ -x) 4 ]
+ F >§ = ¥

b(’y-x) ' ﬂ7 b(rajc)
= ‘F(x+5+0)i S”‘”J d;r + F(a—@)f sinf d?l .
S ¥ o(7-x)

Wegens (21) is c¢r cen positlef getal by, zodanig dat

d ,
max [F(x+€+0), F(:‘w-—O)] U %d?}(% als dyc >b2<g.

Dan 1s

(26) | 510 B(¥ %) p(y)a¥| < § voor by, .
x+d X x-&
Een analoog resultaat geldt voor , als ’og goed gekozen 1s.

-t

Uit (24), (25) cn (26) volgt dat

o
’j sin b{ \f~x) F(¥) d‘g' - ?% {F(mo)w(x»c})} l( g voor
- O -X
\f b > max (b,,by).
Men merke hierbij op, dat de cigenlijke bijdrage tot de integraal
links komt van het punt }’mx, We hebben dus
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b

11 "J 1"’*’£ d:é{? 0 F-O}.
bd’moog,—, ~be (v)dy (x+0) + F(x-0)

Daarmee 1is de stelling bewezen,

We passen bovenstaande intcgraalstelling ecerst toe op de twee-
zijdige L.T. 21J F(t) een relle of complexe functie, gedefinieerd
voor - @O <t £%en van begrensde variatie op elk begrensd interval.
Z2i) s=x+1y een complex getal cn laat e'StF(t) absoluut integreerbaar
zijn over (-00,00), d.w.z, zi]

I

-~ 0

o0
]e“St F(t)| at =j Y R(E)) gt <o,
-0

De functic e'Xt F(t) %%)ook van begrensde variatic op elk begrensd
interval., 21} f(B)n&f c'SCF(t)dt; we kunncn schrijven:
00 -0
f(s):;{ e~1vt e'XtF(t)dt. Op grond van de behandelde 1integraal-
-C0
stelling is nu
b

F(t+0) g F(t-0) X0 1im 297:&y LtV f(x+1y)dy,
b~y OO Yo
dus b
F(1+0)+F(t-0) _ 1y _1 j S peoy gy
© b—00 27T /.
X+1b
1 st
= 1im  meger ¢¥Y f(s)ds.
b x=-1b
x+1ib x+ico
We merken op dat lim kan bestaan, zonder dat en
D —s i
x=1b
X

bestaan, We noemen doze limiet de hoofdwaarde (van Cauchy) van
x-100

+ico X+100
Sx s geschreven H,W, . Analoog schrijven we in het rechterlid
x-100 q;x—ico

van (23) H.W. : . We vatten het voorgaande samen in de volgende
277 ) oo g

Stelling 7. 21J F(t) vancgfgrensde variatie op elk begrensd interval
en zij f£(s8) = LQF(t) n‘y o"StF(t)dt absoluut convergent voor een ze-

kere waardc s=x+1y. Dan is
X+(00

(ery  ElwolE(e0) H,wj e e)as.
x=-10C0




FS& 15

Er wordt hier geIntegreerd over cen zekere verticasl i.p.v. de
re€le as, Men kan langs directe weg laten zien, dat, zoals behoort,
het rechterlid van (27) onafhankelijk 1is van x. Maar het volgt ook
ult de afleiding van (27).

Hebben we te maken met een eeﬁzijdigc L.T., dan hoeven we slechts
te defini&ren F(t)=0 voor t <0 en kunnen we het vorige zonder meer
toepassen., Dus:

Stelling 8, Zij F(t) gedefinieerd voor t >0 en van begrensde variatle
op elk interval (O,a)(a>0). Zij G*q eindig en zij f(s)=8F(t) =

oo
=j ¢™5% B(t)dt. Dan is
(0]

4 X+1io0
() EEOLEC0) o4y [ se)as (k0.

m N
x-ico
Voor t<0 is dus het rechterlid van (27') gelijk aan nul!
We gaan nu na in hoeverre F(t) door f(s) bepaald is. Laat F(t)
aan de in stelling 7 genoemde voorwaarden voldoen., Is steeds
F(t)= %.iF(t+O)+F(t—O)£ (- oo <t «C0), dan zullen we F(t) genormeerd
kunnen wij naast F(t) de functie F*(t) be-

noemen. In het algemee

schouwen, bepaald door
* 1
Frit) = & {F(uo) ¥ F(t+0)}

Voor alle t is F*(tg—g): F(t+0), F*(t—%)o - F(t-0). Dus is F (t) genor- |
meerd. Verder is J:ooe'St F*(t)dt =\f¥we'8t F(t)dt, zoals gemakkelijk
volgt uit de definitie van integraal. Op grond hiervan en van stel-
ling 7 kunnen we nu zeggen: de functies F(t), waarbij eenzelfde genor-
meerde functie F*(t) hoort, bepalen dezelfde L.T. f£(s); anderzijds is,
onder de voorwaarde voor F(t) in stelling 7, Fﬁqt) eenduidig bepeald
door f(s). |
Tenslotte leiden we cen resultaat af, waarbij in plaats van abso-
lute convergentic slechts gewone convergentile van de Laplace-integraal

wordt geéist. Laat RF(t) gewoon convergent zijn voor §=5. Dan 1s
-8 t
R e 9 F(t) convergent voor Re s »0. Op grond van stelling 6 is dan

% -8 T
ﬁ. J; e © F(I)dTi} absoluut convergent voor Re s » 0., Dus 1is

Seb bt -8,T f

}2 e J; e F(t)dtg absoluut convergeert voor Re s > Re s,. De inﬁ

tegraal in de laatste uitdrukking i1s een continue functie van t, dus :

zeker een genormeerde functie. We passen nu stelling 8 toe. Door toe~§
passing van de formules (9) en (17) vinden we

L% Be)as - £(sss), QUt e‘SOTF(Ud‘}“ 3 f(s+s,),
SR NA



F38 16

A {es"tj: e %" PLet) - gl o(e).

%o

(Men kan di: resultaat ook uit formule (6) afleiden). Dus

t -8 T -8 t x+ic0
(28) [ e ° R(UAT = e © . e®* £8) as (x3Re s,).
] o .

Voorbeelden, I Uit (2) volgt, daar e 8t H(t) absoluut integreer-
baar en van begrensde variatie is als Re s »0,

( ) 1 x+1ovest g als t> O
29 H.w.j & ds = als t=0
2l x~1c0 0 als t«40 (x> 0).

II Evenzo volgt uit (3)
Xx+1CQ0 st o 1

1 =1
(30) 5T H.W, x_ime 8 ds = m t (x) 0, t»0, Red)O).

6. De convolutie van twee functies.

In §»4 hebben we voor verschillende operaties in de L-ruimte ge-
zien hoe ze zich in de l-ruimte weerspiegelen. We bespreken thans een
operatie die zich in de l-ruimte weerspiegelt als product,.

Definitie, Onder de convolutie van twee functies Fq(t) en Fe(t) in de
L-ruimte, geschreven F,‘(t) #* F,(t), kort F % F,, verstean we de func-
tie F(t), bepaald door

t
(31) F(v) =] Fy(T) Byle-T)al  (£>0).
0O

Men ga na dat de convolutie llneair 1s in beide factoren:

{Fa(c) + Fe(t)} # Fi(t) = P (t)%F5(t) + Py(t)eFy(t),
F,(t) % {F‘z('«:) + FB(t)} = F,(t)* Fy(t) + B ()% Py(t),
{Ara(0)] 2 75 (0) = Fq(t)*{ng(t)} = AR, (£) % Fy(t).
Stelling 9De convolutie is commutatief. |
t o)
Bewijs. F,(t) ¥ F(t) =j F,(t) Fy(t-T)dT = -i P,(t-T) Fa(r,)d't
(0]
= Fpo(t) N-F‘,‘(t).

Stelling 10. Als szq(t) en A Fg(t) absoluut convergeren voor S=s
dan convergeert ook R (Fq(t) x,Fe(t)) absoluut en er geldt

(32) RIp,(e) % Py(e)] = R Fa(c). A Fy(E),

oﬁ
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o0 ‘ t oo o0 . ‘
d.w.z.,j e”5t {j F,(T)Fy(t- ‘C)dt.} dt a“L e ”F,;(t)at.i e “Fe(t)dt.
o 0

Bewijs. Z1J T een positief getal en z1] Re 8 ) Re 8, We hebben
T T

kf e~ %Y Fq(u)du .UL e 8V Fg(v) AV =

o
- h”V)F(u)F(vhudvudi .
“XJ;xqu‘ : “y “[

O,VbG ugTng
0gv &T u+v g T usv » T
We hebben dus de dubbelintegraal gesplitst in twee dubbelintegralen
over twee drilehoeken, Uit de absolute integreerbaarheid over (0,00)
van e™°Y F,(u), e 8V Fg(v) leidt men gemakkelijk af dat de dubbelinte-
graal over de tweede driehoek tot nul nadert voor T.yol. Die over de

eerste driehoek gaat door de substitutie u+v=t, u="C over in

T t

Jj e~St F,(T)F,(t-T)dtae nj e 8t | Fq(T)Fe(t-‘E)d’t}dt.
0T Lt&T o '

In de limlet voor T—5 o0 is dus

T T
lim e”54 Fq(u)du.u[ e 3V Fg(v)dv -
o

T —pcovo
T _st t
= 1lim ’ e {;L Fq(T)FQ(tJt)dtf dt,
T.....,). O

wat de gewenste betrekking geeft.

In het bovenstaande is omtrent dubbelintegralen alleen gebruikt,
dat we zekere dubbelintegralen over rechthoeken konden schrijven als
herhaalde integralen,

Om een algemenere stelling te krijgen tonen we eerst nog twee
eigenschappen van de conveolutie aan,

Stelling 11. De convolutie is continu.
Bewljs. We maken gebrulk van de volgende eigenschap: 18 T>0, O«<h «1
en G(t) eigenlijk integreerbaar op (0,T+1), dan is

T
jo | a(t+n) - 6(t)] at —0 21s hy+ 0.

Beschouwen we nu twee functies Fq(t) en Fg(t) uit de L-ruimte, 21}
- P(t) = F,,(t)«ae Fo(t) en ¢t o » 0. We hebben, als h» 0,

F(t0+h)-!?(t)wj; P (T)F,(t +h-T)dT j 4(8)B, (t,-T)aT

ty o ‘
N\L’ fal®)- {FQ(%’O“"’I)”F 2(%"“)} at *ft Py(U)F(ty+h-t)at ,
: 5 i 4’

dus
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t
0 P
‘F(t"m)”mt"”%:%pgtaw"(m i |F,(T+n)-Fy(t)| at
+h sup 7, ()l . sup ]Fg(t)| .
L&t gt +h Og«tgh

Dus F(tg+h)~F(to)-+ 0 als h—p+0. Daaruit volgt de stelling.
Stelling 12. De convolutie is associatief.
Bewljs. Laten Fq(t), Fa(t), Fa(t) drie functies uit de L-ruimte zijn,
Z1J T een positief getal en voeren we in drie functies Gq(t), Ga(t),
63(t) door te stellen
6, (4) - {Fi(t) als 0 ¢t g7
0 als t>T (1 = 1,2,3).

Dan convergeert K G,(t) absoluut voor alle s. Wegens stelling 10 heb-
ben we dan

R [(61*%)* GB'] - R (G % Gy). R Gy = R Gy QGQ. R Gy,

en evenzo

R {G,}*(GQ*GB)] - R, Rio%0y) = Re,. Ra,. Ro,.

De rechterleden stemmer hier overeen, Daar de convolutie continu is
(stelling 11), zijn in verband met stelling 7 de convoluties in de
linkerleden gelijk:

(G, %Gy) % Gy = Gy # (G Gy).

Dan is ook (FQ*F?_)# Fy = F’!*(FE*FB) als t <T. Uit de willekeurig-
held van T volgt nu de bewering.

We kunnen nu gantonen
Stelling 13. Zijn RF’I’ R Frs R(F,}&Fg) convergent voor eenzelfde
waarde s=s_, dan geldt formule (32) voor Re s »Re s

0"
Bewljs. We halen er absoluut convergente Laplace-integralen bij, om
stelling 10 toe te kunnen passen., Zij eens algemeen G(t) een functie
uit de L-rulmte, zodanig dat K’G(t) convergeert voor §=8,. Zij 8 een
complex getal met Re s ) Re s . Wegens formule 6 is

t
-8 0
jm(a-st G(t)dt = (3*30)‘}% @*(S"SQ)t {j e %0 G(t)(ﬁ’t} at,
0 o 4] ;

waarblj de integraal rechtg absoluut convergeert. We kunnen deze for-
mule ook als volgt schrijven:

t
(33) La(t) = (s P fia ] .
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8.t
We zetten nu F:-F,l* F2 en vormen tweemaal de convolutie met e ° *

Dat geeft, onder toepassing van de stellingen 9 en 12,

8 t 8 t 8 t s t
e © *(eo #F) =¢e ° %%F,‘*(eo ~*82)j .
t

Sot Bo
= (e 7 #*F, )% (e * Fy).

t sot
= F,,) en R (e 7 » Fq)absoluut convergeren,

s t 8 t 8 t g t
A e O (e?® *F)} = R (e O*F1). A (e O,\M"'e), ofwel

8
Dus 18, omdat £ (e °

e Rre R b
“o "o o

dus Rr=RF, .RF,

t
Toepassing 1. Bereckening van ¥(t) uj T p'“(t’.-—‘l‘.)q"‘I dt (r,a»0).

We hebben £ ¢ " I (p)s™ P, ° £ a1, I"(q)s'q, dus
By(t) = T ()l (a) s~(P)
Dan 1is
P (t) = C(p)r(a) LPHa-1
I (p+a)
In het bijzonder hebben we dus voor de betafunctie:
1
(34) R I L))
o [ (p+a)

Toepassing 2. ZiJj F(t) een functie uit de L-ruimte. We kunnen
f F(T)dT opvatten als de convolutie van 1 en F(t). Dus geldt:
o

E{J: p(t)d‘c} - K {mtﬂrv} = £ 1K R(e) = 2L B(e),

Daarmee 18 een nicuw bewijs verkregen van formule (17).
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IT. Toepassingen van de Laplace-transformatie

door

Dr H.A. Lauwerier

1. De voornaamste rekenregels van de Laplace transformatie:
o0 c+ieco
£(s) = [ e 5% p(t)at F(t)= -2—;‘7—1- f 3% £(s) as
o) c-1ie0

F(t) = £(s)
Fr(t) = s f(s) - F(0O)
PU(t) = s°f(s) - s F(Q) - F'(0)
t
g F(x)dw = f’;)
t F(t) = - f£'(s)
Be) . f r(e)do
S
Flat) = 2 (%)
eatF(t) = f(s-a)
H(t-a) F(t-a) = e 2% £(s)
t

2., Lijst van Laplace transforms 1)

£ (s F(t)
a 1
S
1
£
s2
I (k+1) K
_§§_§ cos at
s +a
1 .
sin at
s21a”
:Jlélﬂi (f =0.5772...) 1nt
’] ,
e J _(at)
Vs ra 9

- o 7y ho o

7

1) Cf Erdélyi c.s. Tables of Integral transforms I
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3. Gewone Differentiaalvergelljkingen,

In principe kunnen gewone differentiaalvergelijkingen van de vol-
gende typen met behulp van de Laplace trapsformatie op eenvoudige wijze
worden opgelost,

2 linealre d.v., met constante coefficienten met beginvoorwaarden,
b lineaire d.v. met coefficienten van het type at +p,

als t de onafhankelijk variabele 18, eveneens met beginvoorwaarden,
In feite 1s a een bijzonder geval van b maar a vormt verreweg het voor-
naamste toepassingsgebled. Meestal is de onafhankelijk variabele de
tijd en moet via de differentisalvergelijking uit de situatie voor t=0
(veginvoorwaarde) de toestand op een willekeurlg later tijdstip worden
bepaald. Indien op t=0 (en daarvoor) alles in rust is spreekt men, voor-
a8l in de electrotechniek, vaak van een inschakelverschijnsel, Een van
de gekozen voorbeelden zal dan ook een eenvoudlg schakelprobleem zijn,

We beginnen met een eenvoudig numeriek voorbeeld,

fzg%‘gg%'*'gyw&‘x 3.1
X

met de randvoorwaarden

{x = Q y = 0 3.2
X = 0" yi= 1.
Pas nu de Laplace transformhtile
0
v(s) = j e y(x) tx
0
toe, dan 1is
y' = 8y
yn“ 52‘}}-_ 4 .
) X .01
Aangezien e = ooy .

gaat 3.1 over in -
(82 - 38 + 2)y = 1 * EéT
waardoor y metecen op eenvoudige wijze 1s bepaald:

- 8
YT e (s)

We kunnen nu op twee wijzen terugtransformeren
a elementair, door het beeld te splitsen in eenvoudige stukken waasrvan
de originelen bekend zijn:

8 - . 4 _ e + 2
(s-1)2(s-2) (s-1)2 &1 782

& -(x+2) e + 2e°%
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waarmee dus de oplossing van 3.1 en 3.2 is gevonden,

b met behulp van de omkeerformule en residurekening.
Het origineel van 3.3 is

C+lo0
1 J 88X 8
: e ds. 3,4
CER i (8-1)%(s-2)

Aangezien de verticaal (c—iOO, c+ie0) rechts van de singulariteiten
van het beeld moet lopen, hier polen bij s=1 en 8«2, is8 ¢» 2, De inte-
gratieweg kunnen we opvatten als limietgeval van een contour bestasnde
uit een verticaal stuk cn een halve cirkel (zie fig.1). De bijdrage
van de halve cirkel nadert tot

nul als de strasl van de cirkel 7
onbeperkt aangroeit. Anderzljds ’/
is de integraal over de gesloten / 2

contour gelijk san de som van de ;
residuen van de ingesloten poloen, {

Het residu van de tweevoudige \

pool s=1 van 3.4 volgt uit \\\ 1
N
e®* s R ¢ (8-1)x { 1+(s—ﬂ)§ o
(s—ﬂ)g(s~2) (s~1)2 {1-(3—1)& Foquur 1
BE e i’:.‘x '“"—:l"’""g" {/3 + (3-1))(... }[1""2(8’1);1- } 3
(s=1)

is dus gelijk aan ~(x+2)e”,

Het residu van de enkelvoudlge pool s=2 is Eegx.

Aldus vinden we wederom

y(x) = -(x+2)e¥ + 2¢°%, 3.5
Blj deze methodiek 1s het bestaan van de I-transform van y(x) welliswaar
a priori nict verzekerd maar achteraf blijkt dat y(s) inderdaad bestaat
en wel voor Re s »2. De gegeven bewerkingen zijn daarmee achteraf ge-
rechtvaardigd,
Het volgende voorbeeld is ontleend aan de electriciteitsleer, Op een
circult bestaande ult een in seriec geschakelde zelfinductle L, weer-
stand R en capaciteit C wordt op het tijdstip t=0 een wisselspanning
E 8in wt aangelegd. De aanvankelijke leding Q en stroom I zijn nul,
Gevraagd wordt nu I als functie van de¢ tijd.,
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AV
Esimwt

‘a’\uur A

De differentiaalvergelijking van deze schakeling is
LE +RI + §=Esin wt 3.6

waarbl] g% = I,

De beginconditie is t=0 Q=0 I =0.
Laplace transformatie geeft

Tu Ews

e 3-7
(L82+RS+C_1)(82; wz)

Breuksplitsing geeft

T.E X(s+ )= uX' Xs-Rw

2 (s+/4)2 + 0 sS4 we

waarbi]

. 2 _ 1 &
2 T BT
X =Lw- 1/Cw X' = Lw + 1/Cw 22-X2+R2.

We nemen aan dat n2> 0. In dat geval geeft terugtransformatie

E E -t ,
I = = 8in (wt" ) - — sin (nt" b) » 3.8
Z A VIC
waarbi j th- X/R tg §= nX/uX'.

Voor grote t-waarden houden we na verwaarlozing van de tweede term in
het rechterlid van 3.8 de "stationnaire oplossing” over:

I=y78in (wt -4

We beschouwen nu een toepassing van de L ~transformati. op een lineaire
differentiaalvergelijking met niet-constante coéfficienten,
Het is bekend dat J_(t) voldoet aan de d.v. van Bessel
tF" + F' + t F=20 3.9
met de beginconditie
t =20 F=1, F' = 0,

Toepassing van Laplace transformatie geeft
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- gg (s2f~s) + (sf-1) - g% = 0
of (32+1) %é + 8f = 0, 3.10

zodat de Bessel-vergelijking is teruggebracht tot ecen eenvoudige d.v,
van de eerste orde. D¢ oplossing van 3,10 1s

£(8) = —pmige— .
R

Derhalve i8 voor een gzekere waarde van C
o0

-8t . C
e J (t)dt = .
{ © Vst

o

Uit het gedrag van het linkerlid voor 8 = ¢« volgt onmiddellijk C=1,
We hebben dus gevonden

. 1
T (t) = —mpee,
ol®) = 7

4, Partiele Differentiasalvergeli jkingen,

2 We beschouwen het volgende diffusieprobleem,
Een verticale cllindrische buls is tot een bepaald niveau x=0 gevuld
met een geklurde vloeistof, Hierop wordt voorzichtlg een kleurloze
vloeistof gegoten,., Indien belde vloeistoffen hetzelfde s.g. hebben
kan de invloed van de zwaartekracht verwaarloosd worden en treedt
slleon tenrevolage van diffusie vermenging op. Gevraagd wordt nu na
zekere tijd het concentratieverloop van de rode kleurstof in het ge-
deelte boven het nul-niveau,

Het mathematische model 1is a.v.

de diffusievergelijking voor de concentratie ¢ van de gekleurde

vioelgtofl is o
p2¢ . 2¢ 4,1
DXE ot |
t = 0 ¢ o= O X >0
{Cm'? x €0
Koy 0O ¢ = 0
L -0 ¢ o= 1 ,

Laplace transformatie geeft

dx 1 x40

met de nevencondities
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De oplossing van 4,2 is van de vorm

-x Vg

-C_!! Ae » X)O,
8
X
T - %*Be)/ﬁ , x<0 .

An""""B 3 A-B’

zodat dus A =8B-= é% .

De Laplace transform van ¢ is dus

E::a?-s-e x >0. 4-3

De teruggetransformeerde van deze uitdrukking vinden we niet in de ta-
bel (tenminste nict in de hicr gegevene) en daarom passen we de omke-
ringsformule toe.

We zullen cerst bewljzen dat

82
R T It
= = 4.4
Vs Vit
Men heeft nml, (zie fig.3)
4 wlt-aw
= =T
g L
e’ﬁf 10 2y
e dv
-100

‘n‘,uur 3.
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Integratie naar de parameter a in 4.4 geeft

o) u2
-av's o
E—--—-;———- = 2 du,
s ' ATt
of —a /s
e
) = br’fc 2’[/ 405
()
waarbij erfex = Ny — [c, du
1/77—
X
L] x3 x5
Opmerking. voor x — O erfcx = Yoa V% { - 7§'+ T ...§
S 3

voor X — ©0 erfcx \»n - { T - 5;§-+ ——5 ..%

erfex neemt in (0, co) monotoon af van 1 tot O.
Aldus 1s de oplossing van het gegeven probleem

Xﬁ
¢ =% erfc — x >0. 4.6
2 VDt

Voor t-»co ontstaat blijkbaar de evenwichtstoestand c_ = 3.
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b. Het volgende voorbeeld is ontleend aan de theorie van de warmtege-
leiding. Beschouw een cirkelvormige cilinder met begintemperatuur . T=0,
Gevraagd wordt het temperatuurverloop wanneer de cilinderwand op een
constante temperatuur Tw= To wordt gehouden,

De differentiaalvergell jking is

3‘7
K{g"’?e?'*%%%%m'ﬁ% ) Oerca ; L.7
r
de beginvoorwaarde is
Lm0 Tm( ;
de randvoorwsarde is
el TwTO .

Pas nu Laplace transformnotic toe, Indien
o

V= J e S (r,t)dt
o
dan voldoet V aan de gewone differentiaalvergell jking

1 av 8
S tFdF " w V=0 4-8
dr
met de randvoorwaarde
T@
T=0 va—é—- »

De algemene oplossing van 4.8 is

‘ 8 8

Vo= A I (rys) +BK ()2,
waarbi j Ia(z) en Ko(z) de Busselfuncties van de derde soort zijn. We
vermelden even de volgende elgenschappen

2
X z
I (z) = J (2i) = 1 + 3 + 0(z'), (gehele functie).

KO(z) = - 1n % o 0(zInz), (log singulariteit in z=0).

2
L & 1
I(z)ow E (1 + cel)y, Z o0 Rez »O.
0 Bre 8z ’

Asngezien V voor r=0 niet singulier is moet B=0 zijn. De constante A
bepalen we zodanig dat aan de randvoorwaarde bij r=a is voldaan. Aldus

vinden we To Io(r\/f‘%)

Vs oo e 4.9
1 Oax/ﬁ)
o] ¥ r

Volgens het omkeertheorema is dus
— S * mmml“(r"/%) ds ,
o ]
+] L 8:{{}(&1/;5)

waarbij L een verticaal is met Re s> 0.
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De contour kan voor t)> O naar links worden omgelegd en omslult dan de
polen van de integrand o
8 = 0 en S:-*E-[}g—?-,

2
waarbij - het n® nulpunt van Jo(x) is:

Ay = 2505, P, =5.520 , [ = B.654 ...

Volgens de residustelling is dan

T 53 )tﬁ?
= Res (s=0) + Res (s= - -?JW R
Ts ; A
of o0 r
-t J (= )
To.q.22 o n lodfl oy
© ; ﬁn lﬂﬁn)
. non
waarbij ocnz-;g—

De reeks 4,11 is zeer bruikbaar voor grote t, maar in de buurt van
t=0 is de convergentie slecht,
Om ook lets voor kleine t te vinden passen we de volgende methode
toe.
Volgens het omkeertheorema geldt in het algemeen

T(P,t) - -E*:;-TS CSt V(I",S)ds
L

-1
- E%TT S e v(r, %) du .
L

Voor kleine t is dus de tweedc variabele in V(r,s8) in het algemeen
groot, Indien we dus V(r,s) volgens formule 4,9 vervangen door de be-
naderde asymptotische uitdrukking

m -(a—r)‘\/%
oafa e

8
verkrijgen we na terugtransformatie een benaderde uitdrukking voor
T(s,t), geldig voor kleine ¢t.
Terugtransformatie van 4.12 geeft volgens formule 4.5

4.12

T a a-pr
«n\/~ erfe  ———— .13
T, It vkt

bruikbaar voor kleine t, - its evenwel § niet klein is.

5. Toepassing van de tweezijdige Laplace transformatie

2. De tweezijdige Laplace transform van een functie F(t) deriniere:‘né
a.v, ' i
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cO

P(s) = J e m(t)as 5.1
-0
) 1s een analytische functie regulier in cen strook o <Re s <h,
mkering van 5.1 is

F(t) = ’2‘3«53‘%” 5 eSth:u(s) as , 5,2
L

bij L een in de regulariteitsstrook liggende verticaal is.
ckenregels zijn

R() = (s)
F'(t) = s ¢(s)
FU(t) = 5% p(s)
_&f F(r)dt = &%El
tF(t) = - ¢'(s)
Ftt) S Sf p(o)do
1 S
F(at) = 5 ez
eatF(t) £ @(s-2)
F(t-a) + 788 p(s)
J Fq(T)Fg(t—r)dr = $1(s)qé(s)

voorbeeld waarblj de tweezijdige L-transformatie tot een eenvoudi-
ultdrukking leidt dan de eenaijdige is
o s

e e v e T 5.3
rs - ’ o o S>2+ S2 52 ) - 32
[ e—St e't dt = J’ e 2 E_at = e‘q:.[e—u du= A éE .
~ o - ~ R

ls eerste toepassing kiezen we het in Ea beschouwde diffusiepro-
ne 2 >

D c _odc¢
sz 3T
c=0 x5y 0 X~ + R c=0
t =0 §
c="1 x40 X = - c=1
tellen nu R
P = j ¢S (a4 o(x,t)) dx.
~ LY .

unctie Y voldoect aan

ay _ 2
gt - 5o
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b=0 ¢-g.

De oplossing is dus

. Dt 32

&
|
8

Volgens 5.3 en cen eenvoudilg rekenregeltje 1s dus

1 - ¢(x,t) = ?%7 ~Lm e qu,

of c(x,t) = & erfe

2V Dt

in overcenstemming met het in 4,6 gevondene,

¢. Het volgende voorbeeld is van 1ets ingewikkelder aard:
Een vlceistof stroomt met constante snclheld door een buis gevuld met
grofkorrelig materisal. Ergens op de as van de buls wordt met een klein
builsje een gekleurde vloelstof gelnjectcerd, Ten gevolge van de door de
vulling veroorzaakte "turbulente" stroming vindt vermenging plaats wel-
ke met behulp van ecen effecticve diffusiccodfficient kan worden beschre-
ven,
Men vraagt nu naar de statlonnaire toestand welke zich na enige tijd
instelt.

Het mathematlische model 1is a.v,

3

- < 7P C 4 9C
D(*——g + - + -—-—~5-) = V 5,)4
D&rea ?r v 3 2z° 2’
Z m -0 ¢ = 0,
‘ 2¢
P o= 8 5% = 0.

In de oorsprong, hct injectiepunt, heeft men

C o= Jﬂgﬁwg-*i' 0(’3).

ro+z
Zonder bezwaar mogen we a=1 en Q=1 kiezen. We schrijven voorts V/D=2at ,
Pas nu de volgende tweezijdige Laplace transformatie toe

o0

¢ = f e~8% c{r,z)dz.
-cn

De getransformeerde variabele ¢(r,s) voldoet aan de gewone 4,v.
2
d 14 2
drg tear Y =0

met (2 = 2“«-{5*32.
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o

algemene oplossing is weer

p(r,s) = A IQ(Jr} +B Kogrr).
it de tabellen (b.v., Erdilyi 1.13.43) kunnen we afleiden
em————y
e W/tg«yb?
24/ t%+p
Met behulp van de rekenregelt jes dus

o (-z+ V222

K (yr) = -
ol 2‘\/2 +r°
211 jkbaar stelt de uitdrukking
- -2+ 254p%) )

c S ) 7 506

© A2 ep©
=0 oplossing van 5.4 voor met cen puntbron in de oorsprong. Dit is
~chter de oplossing met diffusic in de gehele ruimte - 00 <z ¢ 0,
O<reeo . Met aanwezigheid van een cilinder O ¢ r ¢ 1 wordt de zaak in-
cwivkelder,
p grond van het voorafgaande stellen we dus

Q(r,s) = A IO(XF) + 2 KO({P).

"t de voorwoarde

volgt A, en we vinden

¢(rs8) = —E— TR (r) To0p) - To(pe) k) ()} - 5.7
I, ()

D terugtransformatie van 5.7 geschiedt weer met behulp van de complexe
cmreeorformule.,
et rcgulariteltsgebied is blijkbasr de strook O ¢Re s (2o, Het rechter
1id van 5.7 18 cen analytische functie met slechts gewone polen nml,

- van I ((ﬁ.
e 5 hct n~ nulpunt van Jq(x),

§ =0 5,3%3.832 b, = 7.016 ...,

0

i

“an zlJjn de polen dus
S:::O(-*-y/

idne vinden we voor z 20 uit de polen links van de regul&rin&itaatv00k 
L)

& 7. (8 r)e

¢ = 2 / 1o

‘.g(.»o( + Voot *Jﬂ )
;o S — z30
5 3 2(8) Vaorb o

0
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en voor z {0 uit de polen rcchts van de regulariteitsstrook
2 (o4 &%snz)

z &0 5.8b

s i‘i Jq(gn:*) e
o

2 / )
J, (8,) <+
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Functletheoric, 3peciale Onderwerpen,

Toepassingen van de Laplace Transformatie

door

Dr H,A, [huwerier

6. Servomechanismen

s

We zullen hierin enige begchouwingen wijden aan de theoretische achter-
grond van servomechanismen,

Een servomechanisme dient om automatisch de een of andere grootheld in
een systeem zo nauwkeurig mogeli jk de veranderingen van een andere groot-
heid te laten volgen,

We maken in de pract: )k cnarne gebruik van z.g. blokechema's, We
kunnen deze opbouwen uit elemerten van het type

F e —

input | output

F(t) T _J ﬂ{FitH

Bij een dergelijk element wordt de binnentredende tijdfunctie getrans-
formeerd in een andcre tijdfunclie, M.n.w. een dergelijk element werkt
als een operator,

Voorbeeld: weerstand, condengntor, verstorker, integrator,
We beschouwen nu steeds linecaire systemen met lineaire operatoren:
N(«F + f6) = af1F + pNlg

voer constante & ¢n p,

De responsic var con derpeligl clement op de cenheidsfunctoie

u(t) = { ’ Y

duiden we aan met R(:).
De respongie van ecen devpelijk clemont op een momentane stoot van

de intensiteit 1 -
S(t) =0 t#0 jg(t)dt =1,

3
- gy
. dR . . . ;
is dan blijkbanr wé netoeen woe ook vack scheijven als X(t). Op grond

van het superpositicoeginsel kunn.n we pgomakkelijk de ra;ponsic op een
willekeurige tijdfunctic F(c) aflciden, Deze is nml VJ F(e)x(t-T)aT .,



Schema
input output
I(t) X(L) ?r
u(t) R(t)= 3 X(r)ar
0 o0
F(t) a(t)= [ F(r) X(t-7)aT
¢qF1 +~42F? mqﬁq + agag
dF da
at dt
t
f Flr)dr S G(x)dr .
-l -

Belangrijk is de responsie op e.n sinusvormige input., Kiezen we b.v.
-lwt . ~fwt % fwT

F(t)=ae ! dan is blijkbaar G(t)= ae™* L e X(r)dt d.w.z,

precies hetzelfde verschignsel maar met cen andere {complexe) amplitude,

Het schema van een scrvomechanisme 1s in principe

Fie) » @ {;“ % Y (t) : 3. 6(1‘)
| s
| |
i 1

L

Hicrbij wordt verlangd dat de output G(t) zo getrouw mogelijk de input-
functie P(t) volgt. Daartoc wordt de output G(t) voortdurend met de
input F(t) verceleken (terugkoppeling) zodat op de servo de aandrijven-
de kracht & (t)=F(t)-G{¢) werkt.
Uit de figuur volgt nu
F(t) - Ne(t) = e (t),
of oo
F(t) - ] e(r) X(t-7)dT= &(t). €.1
We passen nu Laploace transformatie toe,
Stel ©
£(.) = J e"7Y F(t)dt B Jﬁ{F(t)% enz,
- &

dan volgt ult 6.1 volgens de convolutieregel

£(s) - (e)d (x) =dL(&)

g(s) = piiie £(s). 6.2

®
®

Uit 6.2 blijkt dus dat we het blokschema voor dc¢ servo geheel kunnen
vervangen door een enkel blokje met karakteristiek 351%57
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e

1+x(8) i

F(t) G(t)

Men onderscheldt scrvo's mot cen proportioncle werking, ecen integreren-
de, en een differenticrende werking,
De karakteristicker x(s) zijn resp.

o€, = en ys

hetgeen dus correspondecrt met cen output

T

xF(t) , @ P(r)er, yif.

O

Een servo welke deze drie ¢lementer, in zich verenigt heeft dus de trans-
missiekarakteristick

x{s) = o + % + fs. 6.3
Voor de teruggekoppelde scrvo geldt dan
prots +ys”
x(s + s + rs
(8] ~ 6.4

p+(1+ a)s +)'37’2

y

Voor zulver proportionele actic gant het rechterlid van 6.4 over
S . ,
S roen ¥ed . at
in T hetgeen wil zeggen dat

« .
G(t) = T F(t) 6.5
zodat de output nooit gcehe 1 gelijk ann F{t) kan worden., Toevoeging van
integoeerende nctie geelt

Llolch = (4. 8 ‘
{a(0)} {1 Y %i&?(t)} 6.6

waarult volgt dat 4o output nauwkeuriger de input volgt. De responsie
op U(t) wordt b.v,

1 A
{1 - o o0 - G L)g u(t) 6.7
In het algemeen 1is
C+ie
© st 5]
0(0) = mmr [ 7 gy fs)as . 6.8
tocdio

De integrend mag geen polen in het rechter halfvlak hebben aangezien
anders G(t) onbepazald zou aangroeien. Voor cen goede servo is a priori
wel x(s) regulier in hct reehter halfvlak maar het is nog helemaal niet
zeker of 1+x(8) er geen nulpunten heeft,

Opdat dc stabiliteit van het servomcchanisme verzekerd is moet dus x(s)+19

geen nulpunten in het rechterhalfvlak bezitten,
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Voor een servo met karnktcristiek 6.3 volgt dus uit 6.4 als stabili-
teitsels dat 1+, A cn y hetzelfde teken moeten hebben hetgeen wel
verzekerd is. Voor het algemenc geval maken we gebruik van de volgende
hulpstelling. v

T

i

Stelling., Is w= $(s) ccn functie analytisch in en op de gesloten krom-
me C met uitzondering van polen binnen C, en heeft tf(s) geen nulpun-
ten op C, dan beschrijft w <en curve C', welke de oorsprong in het w-
vlak zo vaak omcirkelt als het exces van de nulpunten boven de polen
van @ (s) in C b“ﬁrangt.

Bewl js. ?’”T § dw = T § (S) ds

Kies nu in navolging van Nyguist voor  dc functie x(s) en voor C de
imaginaire ns., Het aantal malen dat de beeldkromme C' het punt -1 om-
cirkelt 1is nu gclijk aan het aantal nulpunten van x(s)+1 in het rechter-
halfvlak,.

Voorbeeld o

‘“‘“‘“’ dld | ﬂ

[RR— [ I £ . ;

9+® 5, ¢ l U

Ul
£ v £ Iai"j
{erva
k»Lt v l'i

Twee agsen worder 1n hun relaticve positic vergeleken door een differen-
tisnl. Het verschill € hestuurt een scrvo met proportionele actie K,
differenticrende L en integrerende N, Do servo drijft een last met
traagheidsmoment J 2an, Een demping F vertraagt echter de output even-
redig met de snclheid éo‘ De vergelijking van het systeem 1s

: 4 a%e, a8
{K+LT¢+NJ£=JW+F?{.—,
dus wegens €= 91 - @O
2
s”J + sF
d (&) = — T4 e,

sJ+s(L+F)+K+ 3 :

De stabiliteitseis is hier K(L+F) > JN.



