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§£1. Enkele stellingen uit de complexe functietheorie.

We memoreren hieronder enkele stelllngen uit de complexe functie-
theorie, die in het vervolg worden gebruikt.

Een begrensde rij complexe getallen bezit een convergente deelrij.

Een gesloten Jordankromme verdeelt het platte vlak in twee gebie-
den, het binnengebied en het builtengebied.

Een gebied G heet enkelvoudig samenhangend, als van ledere geslo-
ten Jordankromme die in G ligt ook het binnengebied in G ligt.

Een begrensde afgeloten deelverzamellng heet een compacte verzame-
ling.

Als G een gebied is en K de rand van G is, dan heet de verzamelir-
G die de vereniging van G en K is een afgesloten gebied., Als G boven-
dien begrensd is, heet G cen compact gebied. Een afgesloten (resp. com-

pact) gebied is dus wel een afgesloten (resp. compacte) verzameling,
maar in het algemeen geen gebied!

Als A een compacte verzameling is en als aan ieder punt a van A
een’ cirkel K(a) toegevoegd is met middelpunt a en positieve straal,
dan is er een eindige verzameling punten 84s0e.58, Van A, zodat ieder
punt van A binnen minstens één der cirkels K(aq),...,K(a
ling van Heine-Borel).

m) ligt (stel-

Een complexe functie f(z) heet analytisch in a, als er een omge-
ving van a 1is, waar f(z) gedefinieerd en differentieerbaar is. Als f(z)
een complexe functie en A een samenhangende verzameling is, dan heet .
f(z) analytisch in A, als zij analytisch is in ieder punt van A (dit

impliceert dat er een gebied G is dat A bevat en waarop f(z) analyti-
ig).

Als een functie f(z) continu is op een weg W, dan kan de integraal
J f{z)dz gedefinieerd worden.

Als 1 de lengte van W is, f(z) continu op W is en [f(z)/¢ M op W
is, dan geldt |J f(z)dz| ¢m1. |

Als C een weg is en f(z) continu op W, dan is h(z)= ] £s

Eﬂi(: $ -2 a7
een analytische functie buiten C, die willekeurig vaak differentieer-

baar is en waarvoor geldt h(n)(z)= ?%%fj z—zi%%;ﬁ as .
: c (§-2




Als C een enkelvoudige geasloten weg 18 en f(z) analytisch op en
binnen C, dan geldt“f f(z)dz=0 (stelling van Cauchy).
c

41s C een enkelvoudige gesloten weg is en f(z) analytisch op en
binnen C, dan geldt voor 1iedere z, die binnen C gelegen is,

£(z)= ?%T~£ %L%% d¥ (formulc van Cauchy).

Als f(z) analytisch in a is, dan is f(z) willekeurig vaak diffe-

renticerbaar in a en er geldt
' £ ;—
e(M () - 2t ] as ,

waarin C een enkelvoudige gesloten weg 18, waarbinnen a ligt en waarop
en waarbinnen f(z) analytisch is.

Als f(z) analytisch in a is, dan is f(z) in een omgeving va%]a in

V oo n n)

een reeks van Taylor ¥ an(z-a) te ontwikkelen, waarin a = £7(a) |

]
n"'o Do

Als f(z) voor [z-a] <R analytisch is ¢n |f(z)] «M voor deze z, dan
geldt jan) < 3% (cotfficillntenschatting van Cauchy). Als A=A = ..

=2, _4=0 en a #0, dan hecet a een k-voudig nulpunt van f(z).

Als f(z) analytisch in een omgeving van a is metmyitzondering van
a zelf, dan is f(z) daar in cen reeks van Laurent S an(z—a)n te
ontwikkelen, Als e¢r oneindig vecel coéfficiénten mctnu‘ﬁggatiuve index
#0 zijn, heet 2 een ¢ssuntile singulariteit van f(z); =1s alle coEffi-
ciénten met negatieve index =0 zijn, is f£(z) 1n a analytisch voort te
zetten door te definiéren f(a)zao; als er een cindig aantal codfficién-
ten met negatieve ;gdex #0 en de overige =0 zijn, zodat de reeks te
schrijven is als EEE% an(z-a)n met a_k¥0, dan heet g e¢n k-voudige pool
van f(z). De co&ffici¥nt a_, heet het residu van f(z) in a. Als £(z) in
"2 een esscentifle singulariteit of cen pool heeft, heet a cun gelsoleer-
de singulariteit van f(z).

Als C een enkelvoudige gesloten weg is, als f(z) op C analytisch
is en bimmen C analytisch met ultzondering van een eindig aantal gelso-
leerde singulariteiten, dan is g%q'j f(z)dz gelijk san de som van de re-
siduen in deze singulariteiten (res@duenstclllng).

We kunnen het complexe vlak met een punt oo ultbreiden tot de com-
plexe bol. Het gedrag van een £(z) in o bepalen we door middel van het
gedrag van f(%) in het punt 0. Zo kunnen we b.v, spreken van cen pool
of een essenti€le singulariteit in oo , Als een functle crgens cen pool
heeft, zeggen we dat de functie daar dc waarde oo heeft (we zeggen dan
echter niet, dat de functie daar analytisch is!). In het algemeen zul-
len we, als ©° toegelaten wordt, dit uitdrukkelijk vermelden, Als deze
vermelding ontbreekt, houden we ons bezig met het complexe vlak en met
eindige waarden,

Een functie, die in het hele complexc vlak analytisch is, heet een
gehele functie.
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Een functie die op de complexe bol analytisch is, is constant
(stelling van Liouville),

Een andere formulering van deze stelling luldt als volgt.

Een begrenade gehele functie 1s constont.,

Een gehele functie, die In eo een pool heeft, 1s een polynoom,

Een functie, dic op de complexe bol analytisch is met uitzonde-
ring van een aantal polen, is een (gebroken) rationale functie.

De som van de residuen van de polen (met inbegrip van een even-
tuele pool in ©° ) van een rationale functie is O.

Als C een enkelevoudige gesloten weg 1s, als f(z) analytisch en
#0 op C 1s, als f(z) binnen C analytisch is eventueel met uitzondering
van cen eindig aantal polcn en als N (resp. P) de som van de multipli-
citeiten van de nulpunten (resp. polen) ven £(z) binnen C is, dan
geldt Q%T-g f%%%&-dz = N-P,

Als C cen enkelvoudige gesloten weg is, als f(z) en ¢(z) analy-
tisch op en binnen C zijn, als |w(z)] < |f(z)| voor alle z op C, dan
is de som van de multipliciteiten van de nulpunten binnen C van f£(z)+
¢ (z) gelijk aan die van f(z) (stelling van Rouché).

Als f(z) en g(z) analytisch zijn in een gebied G, als 845850
cen convergente rij verschillende punten van G is, waarvan de limilet
ook in G ligt en als f(an)ag(an) voor alle n, dan geldt f(z)=g(z) voor
alle z in G(identiteitsstelling).

Een belangrijk spcciaal geval van deze stelling is de volgende
stelling,

Als f£(z) analytisch in ecn gebied G en niet constant is en als =
¢en complex getal 18, dan heeft de verzameling der punten 5’ van G
waarvoor f(¥)=a geen verdlchtingspunt binnen G.

Als f(z) analytisch in a is en W ecn weg die bij a begint, dan
is het soms mogelijk f(z) langs W analytisch voort te zetten, Als W
cen gesloten weg is, die in a begint en eindigt, dan kan het gebeuren,
dat bilj de voortzetting dc functie iIn het eindpunt a een andere waarde
krijgt, dan 2z1j in het beginpunt had: de functie wordt don meerwaardig
We zullen afspreken, dat onder een analytische functie een eenwaardige
functie wordt verstaan. Een belangrijke stelling drukt nu uit, dat we
bij enkeclvoudig samenhangende gebieden van de meerwaardigheld geen
l2st hebben,

Als G een cnkelvoudig samenhangend gebied is, als a een punt van
G is, dan 1s de analytische voortzetting van cen functie, dic analy-
tisch in a 1s en die langs iedere in a beginnende en in G verlopende
weg analytisch kan worden voortgezet, analytisch in G (monodromiestel-

ling).
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Als G cen gebiled 1s ¢n als fq(z),fg(z),... «en rij analytische
functics in G 1is, dic convergeert on wel uniform in e¢lk compact deel-
gebled van G, dan is de limictfunctic analytisch in G.

Als G cen bugrensd gebied is, als £(z) analytisch is op het com-
pacte gebied T, dat ontstaat door aan G zijn rand K toe te voegen «n
als M het maximun van |f(z)]| op T is, dan is er cen z op K zodat
|f(z)}=M. Als bovendicn f(z) niet constant is, gcldt |f(z)| < M voor
z €@ (meximumprincipe).

§2. Algemene opmerkingen over conforme afbeelding.

We gaan ecn analytische functic f(z), gedefinieerd op cen gebied
G nu meetkundig bekijken., Daartoc nemen we twee platte vlakken, het
complexc z-vlak en het complexe w-vlak, We beschouwen de afbeelding
dic aan icder punt z in G van het z-vlak het punt we=f(z) van het w-
vlak toevoegt. Hiermce hebben we cen afbeelding van G op cen deelver-
zameling B van het w-vliok verkrogen.

Neeri nu cen a in G en laat b=f(a) zijn. De continufteit van f(z)
garandeert nu, dat we door ons tot een voldoend kleine omgeving van a
te beperken de beeldpunten willekeurig dicht bij b kunnen krijgen. We
weten echter nog niet of er een omgeving van b 1s, die door de afbeel-
ding gcheel wordt bedukt. We zullen nu aantonen, dat dit voor een
niet-constante f(z) inderdaad het geval is (voor een constante functie
geldt het natuurlijk niet),

Omdat f(z) niet constant is, heeft de verzameling der punten § ,
waarvoor f({¥)=b gcen verdichtingspunt in G. Voor ec¢n voldoend kleine
omgeving van a geldt dus, dat f(z)#b als zfa. Neem een binnen die om-
geving verlopende cirkel K met 2 als middelpunt en beschouw

(2.1) o Lr%-&%c).

Deze integraal =n als n de multipliciteit van het nulpunt a van £(z)-b
is. Omdat K een compacte verzameling is heeft |f(z)-b| een positief
minimum voor z op K. Hieruit volgt, dat er cen omgeving O van b be-
staat, zodat voor w in die omgeving geldt dat f(z)-w#O voor z op K.

We definibren nu de functic y(w) door

(2.2) 'f(w)m?%:i-é{ T%%%c%

Nu is ¢(w) cen geheel getal, n.l. de som van de multipliciteiten
van de nulpunten van f(z)-w binnen K. Verder is makkelijk in te zien
dat ¢ (w) continu is, Tunslotte is @(b)=n. Uit dit alles volgt dat
¢ (w)=n voor allc w in O, Omdat n 31, volgt hisruit dat f(z)-w min-
stens €¢n nulpunt binnen K heeft, d.w.z. dat er een z binnen K is,
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waarvoor f(z)=w. Hiermee 1s aangctoond det de omgeving O van b door
de afbeelding overdckt wordt.

We kunnen ult het bovenstaande nog enige verdere conclusics trek-
ken., Als f'(a)#0, dan heeft £(z)-b een enkelvoudig nulpunt in a en is
dus n=1. Hicruit volgt dat er bij iedcre w in O &én en slechts één z
binnen K is, waarvoor f(z):w. Aangezien er cen omgeving van a is, dile
binnen O wordt afgebeeld, is in die omgeving van a de functic ceneen-
duidig. Deze eigenschap drukken we uit door te zeggen dat f(z) dan
locaal eeneenduidig 1s (locaal, omdat het slechts in voldoend kleine
omgevingen geldt)., In O kunnen we op zinvolle wijze een inverse func-
tic g(w) defini¥ren, door te eisen dat f(g(w))=w. Dat deze functile
ook analytisch is toont men aan door te bewijzen, dat zlj differentiecr-

baar 1s e¢n dit geschiedt op precies dezelfde wijze als waarop in de
rec€le analyse de differenticeerbaarheid van cen inverse functie wordt
aangetoond.,

Veronderstel nu dat £'(a)=0. Omdat f(z) niet constant is, is er
dan cen omgeving van a, waarbinnen geldt £1(z)#0 voor z#a. We beperken
ons nu tot zo'n omgeving van a en verkleinen eventueel K (en dus 0) zo
ver, dat K binnen zo'n omgeving valt. Omdat f£'(a)=0 is, is a een meer-
voudig nulpunt van f(z)-b, dus n 22, Voor iecdere w in O is dan de som
van de multipliciteiten van de nulpunten van £(z)-w binnen K minstens
2; als w%b, is de multipliciteit van elk afzonderlijk nulpunt echter
=1, omdat f'(z)#0 in zo'n nulpunt. Hicruit volgt dat er bij icdere
w#b in O minstens twee verschillende punten z binnen K zijn, waarvoor
f(z)=w. Daar K willekeurig klein gckozen kan worden, zien we dat im
icdere omgeving van a, hoe klein ook, de functie £(z) niet cencendui-
dig is. Dit geeft ons de volgende stellingen,

Stelling 2.1. Als f(z) analytisch in a is en als f'(a)#0, dan is
er ccen omgeving van a, waarbinnen f£{z) ceneenduldig is en een omgeving

van f(a), woarbinnen de¢ inverse functie van f(z) gedefinicerd en analy-
tisch is.

Stelling 2.2. Als f(z) analytisch in a en niet constant 1s en
als £'(a)=0, dan zijn er in iederec omgeving van a verschillende punten
met hetzelfde beeld en dan is er bij iedere voldoend klelne omzeving O
van 2 een omgeving O

4 van f(a) zodat er voor iedere w#f(a) in O, pre-
cies n verschillende punten z in O met f{z)=w zijn; hierin stelt n de
multipliciteit van het nulpunt a van de functie f(z)-f(a) voor,

We hebben verder bewezen, dat bij ieder punt van B een omgeving
ig die tot B behoort, of anders uitgedrukt, dat B open 1s., We tonen
nu aan, dat B zelfs een gebied 1is,

Kies daartoe b1 en b2 in B en laat a4 &p A, punten in G zijn met
f(a1)=b1 en f(82)=b2. Omdat G een gebied is, 1s er een gebroken lijn

binnen G, die a, met a, verbindt. Leat z= p(t) (0gt =1, ?(O)=81:?(1)=ag)

2
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¢en parametervoorstelling van deze gebroken 1ijn zijn, Dan is
w=f(Y(t)) cen continue kromme binnen B, dic b, mct by verbindt, Ecn
bekende stelling leert nu, dat als twee puntcen van eegn oOpen verzame-
ling door cen cobtinud kromme kunnen worden verbonden, ze ook door een.
gebroken 1ijn kunnen worden verbonden, Hieruit volgt, dat B samenhan-
gend is,

Stelling 2.3. Als f(z) analytisch in ecn gebied G is, dan is het
beeld B van G door f(z) ook cen gebied,

We onderzoeken het karakter van de door f(z) in een omgeving van
a bepaalde afbeelling nog wat nader en wel in het geval, dat £'(a)#0
is. We zullen aantonen dat twee krommen dic van a uitgaan, en die een
zekere hoek met elkaar maken afgebecld worden in krommen die dezelfde
hoek met elkaar meken, Laat een kromme gegeven zijn door ecn parameter-
voorstelling z= 9 (£)(0 <t £1) met @(o)=a. Om over hoeken te kunnen
spreken moeten we kunnen spreken van cen raaklijn in a aan de kromne.,
Als nu ly(t) differenticerbaor is voor t=0 en $'(0)#0, dan stelt

¢'()

g'(o) een raakvector in a aan de kromme voor,

'(o i . .
Stellen we f%T%B%]z & s dan is o« de hock dic

[

deze raakvector met de richting van de posi-
tieve retle as maakt. Omdat f'(a)#0, kunnen

we lf' 2 I= ci? stellen, Het beeld van de kromme wordt gegeven door

e parametervoorstelling w=f( ?(t))=k¥(t). De raakvector in b=f(a) van
deze kromme is ﬂ/'(o). Volgens de kettingregel (die op analoge wijze

te bewijzen is als in de redle analyse) geldt echter \%‘(O):f'(a)f'(o).
D¢ hoek p dilc deze raakvector met de redle as maakt wordt nu als volgt
gevonden :

eiﬁ = ﬁﬁlfg%}= |§: 2 l. T%4%%%1= ui(“+Lf) . De richting van de raak-
'{o ¢

1iJn aan de beeldkrorme is dus over cen hoek p gedraaid t.o.v., de
richting van de raaklijn aan de oorspronkelijke kromme; hicrin hangt
@ alleen van de afbeelding maar niet van de gekozen kromme af, Hier-
uit volgt ook, dat de hock tussen twee krommen blj de afbeelding be-
waard blijft., Deze cigenschap drukt men uit, door te zeggen, dat de
afbeelding conform is.

0ok over afstanden van punten valt iets te zeggen. Onnauwkeurig
geformuleerd kunnen we zeggen, dat deze bij de afbeelding blj benade-
ring met |f'(a)| worden vermenigvuldigd. Exact ultgedrukt: als
zq,zg,... een rij puntcen is, die naar %nggnvergeert &n wq,wg,... de
|5 Paer |£1(2)] . Deze bewe-
ring 1s een triviale conscquentic van 48 definitie van differentieer-

rij der beeldpunten, dan convergeert

baarheid, immers

o1 (a)| =[1im  E(ElL(2)) o g 1EL2)D)

—a lz-a| °
zZ —a




-T=

Het bovenstoande bewijs van dc¢ conformiteit moakt esscntieel ge-
bruik van de veronderstelling dat £'(a)#0. Als f£'(2)=0 18 d¢ afbeel-
ding niet conform: hoeken tusscn krommen worden dan met cen factor n
vermenigvuldipgd, waarin n weer de multipliciteit ven het nulpunt o
van £{z)-b is., We zullen dat hier nict bewijzen.

In het bovenstaande hebben we ons met het locale karakter van de
afbeelding bezig gehouden, We beschouwen nu de afbeelding van het ge-
bled G 2ls geheel en vragen naapr de eeneenduldigheid hiervan, Hler-
voor 1s wegens stelling 2.2 blijkbaar noodzakelijk, dag £'(z)#0 over-
21 in G. Dit 1is echter nict voldocende, hetgeen ult het volgende voor-
beeld blijkt., De functie e? 1s een gehele functile, waarvan de afze-
lcide ook ¢® 1s, dic overal #0 is. Toch is ez+2Wiaez; de afbeeclding
is dus nict eencenduldiz,

We zullen nu het begrip conforme afbeelding vastleggen door te
¢isen dat de functie analytisch en eeneenduildig is.

Definitle 2,1. Als G cen gebied is un f(z) een functie, die op
G analytisch en eeneenduidig is, dan hcet de door f(z) bepaalde af-
beelding een conformc afbeelding,

Men zou natuurlijk ook een meer meetkundige definitie van con-
forme afbeelding kunnen geven, dic berust op het behoud van hoeken,
Deze weg kiczen wij hier niet,

Uit definitie 2.1 en stelling 2.1 volgt direct:

Stclling 2.4. Als f(z) een conforme afbeelding van een gebiled

G op ven gebled B tot stand brengt, dan brengt de inverse functle van
f(z) een conforme afbeclding van B op G tot stand,

Uit het felt dat de samengestelde functie van twee cnalytische
functies weer analytisch is volgt

Stelling 2.5. Als f(z) een conforme afbeelding van een gebled G
op cen gebied B tot stand brengt en g(w) cen conforme afbeelding van
B op cen gebled B,, dan brengt g(f(z)) een conforme afbeelding van G
op B1 tot stand.

Voor cen conforme afbeelding kunnen we stelling 2.3. nog ver-
scherpen in die zin, dat als G cnkelvoudig samenhangend 1s, B dit ook
is. Stel n.l, dat B niet c¢nkelvoudig samenhangend is. Dan is er c¢en
gesloten Jordankromme K in B, wearbinnen een punt p ligt, dat niet
tot B behoort. Kies ¢en punt ¢ op K. De functie log(w-p) kan uit c
langs icdere kromme die in B verloopt analytisch voortgezet worden,

Loopt men K eenmaal rond dan is de
2 K G functic met 27Tri toegenomen. De inver-
| s¢ afbeelding g(w) van f(z) beeldt K
op ven gesloten kKromme K,‘ in G en ¢
in d af. De functie log(f(z)-p) kan

nu uilt d langs 1ledere kromme in G worden voortgezet. Omdat G enkelvou-



dilg samenhangend is, is deze voortzetting volgens de monodromiestelling
zenwaardig analytisch in G. Loopt men echter de kromme I{Q eenmaal rond
dan is de functie met 27171 toegenomen, Dit geeft een contradictie; dus
B 18 enkelvoudig samenhangend.

Stelling 2.6, Als f(z) een conforme afbeelding van het enkelvoudig
samenhangende gebled G op B tot stand brengt, dan is B een enkelvoudig
samenhangend gebied,

$ 3. De conforme afbeelding door enkele eenvoudige functies,
We bespreken eerst de gebroken lineaire functie

(3.1) az + b

waarin ad-be#0 (als ad-be=0 is de functie constant), Deze functie is
analytisch voor alle z, echter, als c#0, met uitzondering van het punt
Zm—c"qd, waar de functie een pool van de eerste orde zanneemt., De func-
tie neemt ook alle waarden aan, echter, als c#0, met uitzondering van
de waarde c“qa. Dit laatste 1is het eenvoudigste in te zien door de in-
verse functie te beschouwen, die klaarblijkelijk de gedaante

g dw - b
(3.2) =

heeft, Bovendien is de functie eeneenduldig, hetgeen ook aan de inverse
functie of te lezen is. Op grond van stelling 2.2 moet de afgeleide dus
averal #0 zijn, hetgeen door directe berekening te verifitren valt. De
uitzonderingspunten verdwi jnen n2ls we van het complexe vlak op de com-
plexe bol overgaan: de functie levert een ceneenduidige analytische af-
“13 in ooen ©9 in

- , ) .

¢ a overzaat, Als we ong tot het complexe vlak beperken, kunnen we
-
e

beeldinyg van de complexc bol op zichzelf, waarbij -c
zeggen dat leder gebied, dat het punt - d niet bevat door de functic
conform wordt afgebeeld, We willen het korakter van deze afbeelding na-
der onderzocken,

In leder gevel verandert de functie niet, als we alle cotffici¥n-
ten a,b,c ¢n d met dezelfde factor #0 vermenigvuldigen. Hiervan kunnen
we gebruik maken om b.v, één der co¥ffici¥nten, waarvan we weten dat
hij #0 is, celijk aan 1 te maken.

Neem cerst het seval dat c=0, We kunnen dan d=1 kiezcen en kriljgen
de functie az+b met a0, De afbeelding is dan meetkundig ecnvoudig te
beschrijven., Schrijven we 2= tﬂ\ei“ met redle # , dan geeft vermenig-
vuldiging met cia cen dragdling om het punt O over cen hoek o, vermenio
vuldiging met o) cen meetkundige vermenigvuldigingstranformatie t.o,v.

hep punt O met een factor (a] ¢n optelling van b een translatle over
de vector b, Het geheel is een gelijkvormigheidstransformatie; dat om-
gekcerd iederc gelijkvormigheidstransformatie, die de oril¥ntering inva-
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riant leat, door een functie van de gedaante az+db voortgebracht wordt
is ook eenvoudig in te zien, Uiteraard gran bij deze afbeelding rechte
lijnen in rechte lijnen en cirkels in cirkels over,

Nu beschouwen we de functie % . Als we zwrﬁi? (met redle ¥ ) en
het beeldpunt = pei (met redle 41) stellen, dan geldt p mr“1 en
ﬁ’”“ ?. Noemen we nu de cirkel met middelpunt in O en streal 1 ﬁg
cenheidscirkel (dat is de collectiec der punten z, waarvoor |z| =1
geldt), dan bestaat dc trensformatic uit ecen inversie t.o.v, de ecen-
heidscirkel, gevolgd door een spiegeling in de refle as, Noemen we nu
z=x+ly (x en y rec¥el) en w=u+iv (u en v retel), dan geldt

Nemen we nu een cirkyl met verpgelljking x2+y2+»kx+/xy+\)m0, dan gaat
deze over in 3)(u2+v3) + )u~;uy+1mo, hetzeen de vergelljking van cen
cirkel is 2ls v #0 en van een rechte 1ijn als ) =0, Nemen we een rech-
te 1ijn met vergelijking A X+ A y+ P =0, dan gaat deze over in
V(u2+v2)+-ku-jLVmO, hetgzeen de vergelijking van een cirkel is als

Y #0 en van ean rechte 1ijn als Y =0. Vatten we een rechte 1lijn op
als ven cirkel, die door o gnat, dan kunnen we zeggen, dat cirkels

in cirkels worden getronsformeerd,

Keren we terug noar de functie (3.1), dan kunnen we aantonen, dat
deze verkregen kan worden, door enige malen na elkaar de besproken
typen van afbeeldingen toe te passen, Is n.l, c=0, dan is de functle
al van de gedaante az+b, Is c#0, dan stellen we

z' = ¢cz + d
" 1
(3.3) -
_ -(ad-be)z"4n
- c

waarult volgt dat

az+b
(3.4) W R -

2]

Uit (3.3) volgt nu direct, dat ook door de transformatie (3.4)
cirkels in cirkels worden getronsformeerd (weer rechte lijnen als ont-
aarde cirkels meegeteld!)

Op grond van continulteitsoverwegingen is het duldelijk, dat als
een cirkel Cq in een cirkel C2 wordt getransformeerd, het binnengebled
van (3,.i hetzij in het binnengebied, hetzlj in het bultengebled van C2
wordt getransformeerd,
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Het 1s verder duldelijk, dnt ~ls men twee gebroken lineaire
transformaties na elkaar uitvoert, dc somengestelde transformatie weer
gebroken linezair is,

Om te bepalen welke punten dekpunten van de transformatie (3.4)
zijn, moet de vierkantsvergelijking cz®+(d-2)z-b=0 worden opgelost,
Deze heeft twee oplossingen, die tot é¢n kunnen samenvallen en ook ©o0
kunnen worden; een uitzondering hierop vormt het geval dat a=d en
b=c=0, want dan zijn 2lle punten dekpunten en 18 de transformatie de
ldentieke transformatic,

Een belangrijke eigenschap van gebroken lineaire transformaties
is de volgende, Als z,‘,zg,z3 verschillende complexe getallen en LPPLPY
w3 cveneens verschillende complexe getnllen zijn, bestaat er één en
slechts één gebroken lincaire transformatic die Z4 in Was 2o in Wy €N
25 in Wy transformeert (men mag bovendien één getal van het drietal
31,22,33 en ¢én getal van het drictol Wq,wz,WB nog door oo vervangen).

Dat er niet meer dan é¢én transformatic aan de eisen voldoet zien
we 2l1s volgt in., Ste% 21 en 'tg voldoen beide aan de ¢isen, Dan heeft

> T, (nierin stelt T,
van tg voor) drie verschillende dekpunten, n,l, 31,32,23 en moet dus
de identicke transformatie zijn. Hierult volgt dat {4m tg.

de transformatie T de inverse transformatile

Om aan te toncn, dot er een tronsformatie is, die aan de elisen
voldoet beschouwen we de functie

(3.5) (23~22)(z-21)
(ZB"Zﬂ)(E*Z?)

[

Deze geeft nanleiding tot cen transformatie T die Z4 in O, 2, in co

?
en 33 in 1 transformeert, Op analoge wijze vingen we een transformatie
12, die Wy in 0, w, in # ¢n Wa in 1 transformeert. De transformatie
t,a”/3 tﬁ voldoet blijkbaar nan de vercisten, Als cen van de gegeven
punten oo 18 mocten wijzirzinoen worden aangebracht. Als b.z. Z,y= oo

vervangen we (3.5) door

22’23
Z-2, ?
en onoloog in andere gevollen,
Als p ¢n g twee punten ziln dic door inversie t.o.v. een cirkel
C in clkaar overgoan, zeggen we dat p en q sesplegeld liggen t.o.v. C.
Ecn gebroken linceire transformnotic heeft nu de eigenschap, dat
als p en q gesplegeld liggen t.o.v., de cirkel ¢, de beeldpunten van p
en q ook gesplegeld 1i7'en t,o.v, dc beeldeirkel von C (als deze laat-
ste cven rechte 1ijn is, komt de¢ spiegeling t.o.v. deze 1lijn op gewone

spiegeling neer), Deze eigenschap volgt uit het feit, dat lineaire
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-

transformatie als conforme afbeelding loodrechte stand bewaart en uit
de meetkundige cigenschap, dat twee pun-
ten p ¢n g dan en slechts dan gespiegeld
liggen t.o.,v. de cirkel C als iedere cir-
kel door p, die loodrecht op C staat,
door g gaat. Dit ziet men gemakkelijk in
met behulp van de raaklijn uit het mid-
delpunt van C aan de andere cirkel,

Met behulp van deze elgenschap kunnen we makkelijk alle gebroken
lineairc transformaties bepalen die de eenheidscirkel op zichzelf af-
beelden en hetzelfde ook met het binnengebied van de eenheildscirkel
doen, Laat de transformatie het punt « in 0 overvoeren (dan geldt

l#]<1). Het gespicgelde punt van &« t.o,v, de eenheidscirkel, d.i.
& ol moet dan blijkbaar in oo overgaan. De transformatie wordt dus ge-~
geven door een functie

(3.9) a(z-«)

3
- X z+1
waarin de constante a nog bepaald moet worden., Voor |z|=1 geldt ech-
ter [- &z+1| = ]~¢x§¥1' =}z]l— qE@ﬂ’:‘z—cx). Dus moet gelden |a)=1.
Omgekeerd voldoct iedere transformatie van de gedaante (3.6) met |al=1
en |« |41 blijkbaar aan de eisen, Dit geeft de volgende stelling.
Stelling 3.1. De gebroken lineanire transformaties, die het bin-

nengebied van de ecnheidscirkel op zichzelf afbeelden,zijn die welke
bepaald worden door functies van de gedoante (3.6) met [a]=1 en|x|{ 1.
We kunnen hierbij blijkbaar voorschrijven, dat een willckeurig
punt &« binnen de cenheidscirkel in O vergoat en dat ecen willekeurige
richting in « in de richting van de positieve re&le as in O overgaat,
Als we dat doen is de transformatie ondubbelzinnig bepaald.
De transformatie, bepnald door de functie

‘ z-1
(3.7) 21

beeldt hct binnengebied von de eenheildscirkel af op het bovenhalfvlak
(punten met positief imaginair deel) en het bovenhalfvlak op het bin-
nengebied van de eenheidscirkel. Dit volgt ult het felt, dat de punten
0,1,-1,1 overgaan in resp. i,-1,1,0.

We beschouwen nu de afbeelding

(3.8) w:%(z+z'1),

Deze afbeelding beeldt 0 in oo af en 1s overigens analytisch. Het is
duildelijk dat de punten a en a“/l hetzelfde beeld hebben., Trachten we
z als functle van w op te lossen, dan krijgen we een vierkantsverge-
1ijking in z, die dus ten hoogste twee wortels heeft. Als af1, a#-1,.
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1

is a~ ' dus het enige punt, dat hetzelfde beeld heeft als a. De waarden

1 en -1 worden ultsluitend in de punten 1 en -1 aangenomen., De punten

1 en -1 z1jn de enige waar de functie %(z+z'1) afgelelde nul heeft.

Ieder gebied, dat O niet bevat en dat voor geen enkele a zowel a als

2] bevat, wordt door (3.8) dus conform afgebeeld. Dit geldt dus b.v.

voor ieder gebied dat geheel buiten de eenheidscirkel ligt en voor

ieder gebled, dat geheel binnen de eenheidscirkel ligt en O niet bevat,
We stellen weer z=re ¥ , dan is w:%(r61V + r"qe”iv). Stellen

we verder w=u+iv, dan geldt

{uag(r+r“1) cos @

(3.9) Vz§(9~r"1) siny .

Nemen we nu in het z-vlok een cirkel met straal r en middelpunt in O,

dan vinden we zijn beeld in het w-vlak door $>uit (3.9) te elimineren,
Dit levert, als r#1,

u2 . v2

e 1

4

hetgeen een ellips is, Op grond van

T =

T rre ) T2

(p-r”

(3.10) %(r+r"1)2 - %(r-r’1) =1,

heeft deze elllps de punten 1 en -1 als brandpunten, De verschillende
cirkels leveren dus confocale ellipsen en wel geven de cirkels met
1 dezelfde ellips.

Als r=1, vinden we u=cos ¢ , v=0, dat is het lijnstuk (-1,1) op
de re&le as., Het bultengebied van de eenheidscirkel wordt afgebeeld op
het complexe vlzk met hieruit het lijnstuk (-1,1) weggelaten,

stralen r en r_

Nemen we nu in het z-vliak een rechte 1lijn door O, dan vinden we
zijn beeld in het w-vlak door r uit (3.9) te elimineren. Dit levert,
als cos ¥ #0 en siny #0, op grond van (3.10)

2 2

u _ v - 1.

cosey siney

Dit is een hyperbool, die ook 1 en

-1 als brandpunten heeft. De verschil-
lende lijnen leveren dus confocale
hyperbolen, Het feit dat de lijnen en
de cirkel loodrecht op elkaar staan
weersplegelt zich biJ conforme af-
beelding in de bekende meetkundige
stelling, dat hetzelfde voor confo-




cale ellipsen en hyperbolen geldt,

Als cos y =0, dan is u=0, v= i%(r*r‘q). De imaginaire as wordt
dus op de imaginaire as afgebeeld. Als sin ¢ =0, dan is u=i%(r+r"1),
v=0. De retle as wordt dus afgebeeld op de twee halve lijnen (1,00) en
(=1,00) op de re&le as.

De inverse afbeelding van de afbeelding (3.8) wordt in de prak-
tijk o,a. gebruikt om vliegtuigvleugelprofielen op eenvoudiger krommen
af te beelden. Nemen we b.v. ecen cirkel die in 1 aan de eenheldscirkel
raakt en waar het punt -1 binnen ligt,
dan wordt het bultengebied van deze cir-
kel afgebeeld op het bultengebled van een
kromme met een keerpunt in 1. Door dit

nog ilets te wijzigen kunnen krommen wor-
den verkregen, die nog meer op vleugelprofielen lijken (Joukowski-pro-
fielen).

De functie e beeldt het gebiled xXx<«y< «+2T conform af op het
w-vlak met hieruit weggelaten het punt O en de straal arg w= & ., Bij
de afbeelding w=e? gaan lijnen evenwijdig met de re&le as over in
stralen door O en lijnen evenwijdig met de imaginaire as in cirkels
met middelpunt in O,

Door samenstelling van gebroken lineaire transformaties, de af-
beelding w=c? en de afbeelding (3.8) kunnen de afbeeldingen worden be-
studeerd, die geinduccerd worden door de functies sin z, cos z, tg z,
sh z, ch z, th z. Zo krijgen we w=cos z uit z'=iz, z"=e?' en ten slotte
w uit (3.8) toegepast op z". We gaan hier niet verder op in.

«<loy =
De functie z%=e «

( xwillekeurig complex) is in het algemeen
niet eenwnardig (alleen 21s & geheel is, 1s dit wel het geval)., Kieczen
we echter een enkelvoudig samenhangend gebied G, dat het punt O niet
bevat, dan kunnen we de functie uit een willekeurig punt p van G langs
ledere weg in G analytisch voortzetten, De zo verkregen voortzetting
is volgens de monodromiestelling wel eenwaardig in G, We kunnen dus z %
in G als eenwaardige functie defini&ren; hierbi] zijn e¢r in het alge-
meen nog verschillende mogelijkheden, afhankelljk van de waarde die in
het ultgangspunt p wordt gekozen, De zo verkregen cenwaardige functie
zal echter in het algemeen niet ceneenduidig zijn en dus nog geen con-
forme afbeelding opleveren, Dit is wel het geval als cx=n'1 met gehele
n#£0; dit berust op het feit, dat voor gehele n£0 geldt (z“nq)n=z. Dit
geeft het volgende resultaat.

Stelling 3.2. Als n een geheel getal #0 is en als G een enkelvou-
dig samenhangend gebled is, dat O niet bevat, dan kan z]“”/1 als eenwaar-

dige eeneenduidige analytische functie in G gedefinieerd worden en wel
kan dit op |n| verschillende manieren,
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$4, De afbeeldingsstelling van Riemann,

We bu&prekoﬁ nu het probleuvm in hoeverre twee gegeven gebleden
door een conforme afbeelding op elkaar kunnen worden afgebeeld, We be-
perken ons doarbij tot ornkelvoudig samenhangende gebleden, Det deze af-
beelding nict altijd nogeliyk 1s, blijkt als we voor G het hele com-
plexe viak nemen en voor B een begrensd gebled., Een conforme afbeelding
van G op B zou gegeven worden door cen begrensde gehele functie, die
volgens Liouville constont zou zijn en dus niet tot een conforme af-
beelding aanleliding kon geven, Het blijkt nu, dat deze uitzondering
voortkomt uit het feit dot we het hele complexe vlak genomen hebben,
Dit geval hondelen we dnarom ecrst af. Daartoe eerst een hulpstelling,
die we later ook nog nodilg zullen hebben,

Hulpstelling 4.1, Als G cen cnkelvoudig somenhangend gebled is,
419t nilet het hele complexe vink 1s, dan 1s ¢r cen conforme afbeelding

die G afbeeldt op een begrensd gebicd (en wel op een gebied gelegen
binnen de eenheidscirkel),

Bewigs. Omdat G nict het hele complexe vliak is, bestant er een
complex getnl n, dat nict in G ligt. De¢ functie z=-2 kKan volgens
stelling 3.2 nls evenwnardige cencenduidige analytische functie op G
vastgelepd worden; de functie 1s bepanld als we in cen punt p van G
voor de wasrde van Q:: ¢en keuze doen, Door deze functle wordt dus
cen conforme ofbeclding van G tot stand gebracht; de functle i ner-
gens =0 in G, Als ¢ functic een waarde w1 aanneemt, dan neemt zlj ce
wanrde _wq nict nan, Irmers ols \fE:::uW, ©n Nrgétazan, dan volgt hier-
uit Joor kwadroteren Z4=Z55 hetgeer in strijd 1s met wq#O. De Tunctie
neemt dc¢ waard: Vp-a en dus op grond van stelling 2.3 21lc waarden in
een zekore ompeving vou p~5 acn, Voor cm—\/gj; geldt dus, dat er cen
zekere omgeving von ¢ bestnat, zodat nlle getnllen uit die omgeving
nict nls waarden door <¢ functie aangenomen worden; d.,w.z. er bestoat
nd >0 zodnt QVG::-ui 2ﬂgvmor 211le¢ z in G. Numen we nu

der o hrengt Jdeze cen conforme afbeelding ven G voort

r z)] ¢ 5, met een beeldgebicd, dat geheel binnen de
cenheldselirkel 1igt, Hicruit volgt nu dircct

Stelling 4.1, Eun conforme nfbeelding van het hcele complexe vlak
heelt nls beeldgebicd hoet hele complexe vink,

Bewljs, Stel cr iu cen conforme 20beelding die het complexe vlak
afbewldt op cen guebied dat nict het hole complexe vlak is. Op grond
van hulpstelling 4.1 is Jdit lsatste gebled weer conform af te beelden op
een begrensd gebled, Door deze twee afbecldingen samen te stellen vine-
den we cen conflorme afbeelding van het complexe vlak op een begrensd
gubled, in strijd met do stelling van Liouville,

Woe slulten nu verder het geval, dot het gebied het hele complexe
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vlak 1s, uit. Dan kunnen we bewijzen, dot twee enkelvoudig samenhan-
gende gebieden G1 en 62 conform op elkaar kunnen worden afgebeeld.
Daartoc is het klaarblijkelijk voldoende te bewijzen dat een enkel-
voudig samenhangend gebled conform op het binnengebled van de een-
heildscirkel kan worden ~fgcbeeld, Als n.l, \y1 cen afbeclding van G1
en {92 ecn queelding van G2 op het binnengebied van de eenheidscir-
kel is, dan is (f? ¢1 blijkbaar een conforme afbeelding van G1 op
62.

Stelling 4.2 (Hoofdstelling van de theorie der conforme afbeel-

dingen).

Als G cen enkelvoudlg somenhangend gebled is, dat niet het hele com-
plexe vlak 18, dan bestaat er een conforme afbeelding die G op het
binnengebied van de cenheldscirkel afbeeldt (stelling van Riemann).

Alvorens deze stelling te bewiljzen, maken we nog enige opmerkin-
gen, Als we stelling 4.2 bewezen hebben rijst nog de vraag op hoeveel
manieren de conforme 2fbecelding tussen twee gegeven gebleden tot stand
kKan worden gebracht. Hiertoe onderzoeken we a2lle conforme afbeeldingen
van hct binnengebied van de eenheldscirkel op zichzelf.

Hulpstelling 4.2, Als f(z) analytisch is en |f(z)] ¢ 1 voor
12| <1 en als £(0)=0, dan geldt |f(z)] ¢lz] voor alle |z]< 1. Als er
bovendien een g #0 bestaat, waarvoor }f(;)‘:'gw #0, dan 1is f(z)=az,
waarin a constant en |a]=1 is (hulpstelling van Schwarz).

Bewijs: We beschouwen de functie g(z)zz"qf(z). Deze is analytisch
voor |z| <1, z#0, maar kon ook 2ls analytische functie in C verklaard
worden wegens £(0)=0, Neem een z, met ‘Zo,< 1 en een refel getal r met
|z,] <r <1. Volgens hct maximumprincipe is don |g(z )}<nnx )g )
waarbij het maximum genomen wordt over |z|=r, Dit geeft !g(z )’ e,

Door r tot 1 te laten noderen vinden we '0 zo)l\ . ﬁlarmcc is
If(z)| ¢]z] voor alle =z met [z| <1 bewczen. Stel nu dat [I }=5§[ #0,
d.w.z, l (g)l=1. Neren we een v omet |§|<r <1, dan is |g(z)] 51 voor
|z} =r. Wederom uilt het maximunprincipe volgt nu, dat g,z) constant is,
dus f(z):ﬂz. Door & voor z in te vullen, vinden we |a|=

Ter 2fkorting zullen we het binnengebied van de eenheidscirkel
met [ aanduiden.

Stelling 4,3, Icdere conforme afbeelding van [ op zichzelf wordt

200r ecen gebroken lineaire functic tot stond gebracht en 1s dus van
de gedoante, dic¢ in stelling 3.1 beschreven wordt,

Bewljs. Laat de functie £(z) cen confornme afbeelding van [ op
zichzelf tot stand brengen. Noem & =f(0). Volgens stelling 3.1 is er
cen gebroken linenire tronsformatic T die I op zichzelf afbeeldt en
oin 0 afbeeldt. De functie T (f(z)) voldoct aan de voorwaarden van
hulpstelling %,2; dus 't(f(z)ﬂé ]zl voor alle ]z]<'L Voor de inverse
functie van deze functie geldt hetzelfde, dus lz[s.]t(f(z))] voor
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lz| < 1. Hieruit volgt ‘t(f(z))] =|z] . Uit het tweede deel van hulp-
stelling 4.2 volgt nu dnt T(f(z))=az, dus f(z)mT."ﬁ(az), dus f(z) is
gebroken lineanir,

Stel nu twee enkelvoudig samenhangende gebieden 61 en 62, COonN-
forme afbeeldingen $, ¢n q>2 van Gﬁ resp, Gg op . Laat \k €en con-
forme afbeelding van GW op G2 z1)n, dan beeldt *Pg‘?‘?q'ﬂ het gebied

I op zichzelf af, dus ifgxfi?q'ﬁm“ﬁ, wanrin T van de gedaante (3.6)
is. Dus * = ?2"111?1. Onmpekeerd als T een gebroken linealire transforma-
tie van [ op zichzelf van de gedaante (3.6) is, is xya‘q'c P, een con-
forme afbeelding van G1 op GQ. We kunnen de conforme afbeelding van
61 op G2 vastleggen door p en ven richting in p in 61 en q en <en
richting in g in 02 vast te leggen en te cisen dat p in g en de gege-
ven richting in p in de gegeven richting in q overgaat., Dit volgt uilt
de opmerking na stelling 3.1,

Voor het bewljs van de hoofdstelling hebben we enkele begpippen
¢n hulpstellingern nodig,

Als ifﬁ(x)} een rlj functies 1s en z  cen punt, waar ze alle
gedefinicerd zijn, dan heet de rij aequicontinu in het punt 2y als ep
blj ledere retle €>0 cen redle 5A>CL die niet van n afhangt, bestaat,
zodat uit lz-zO! < & volgt \fn(z)*fﬂ(zo)’,<g voor alle n,

Hulpstelling 4.3, Als alle functics van de rij ifn(z)} analytisch
zijn in een zelfde gebled G en 2ls er cen positiefl refel getal M be-
staat, zodat ’fﬁ(z)]s.M voor nlle z in G en alle n (m,a.w, als de
functiesuniform begrensd zijn), don is de rij acquicontinu in ieder
punt van G.

Bewl s, Neem cen Zq in G en kiles d >0 Jdusdanig dot de cirkel K,
die strnal 2¢ en middelpunt z, heeft, met ziin binnengebied gehceel in
{
G ligt. Voor z binnen K geldt don

op K, doan ]§ -2 }}iﬂ, dus \fé(z),g %? , dus
f%(;)ﬁsl < %? \z—zo}. Blj £>0 kiezen we nu § =

g

s

= min(d, %%), dan geldt voor {2—20)<:X, dat ‘fﬂ(z)—fn(zo)l < €. De zo
gekozen S nangt niet van n af.

Hulpstelling 4.4, Als olle functies van de rij {fn(z)} analy-
tisch en uniform begrensd zijn in het gebied G en als A ecn compacte

deelverzaneling van ¢ 1s, dan bestaat er ecen deelylj van de rij
{fﬂ(z) , dic in A uniform convergent is.

Bewljs, We tonen cerst aan dot als {bn een rij punten uit G is,
er een deelrij van {fn{zz} bestant, die in alle punten bn convergeert,
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Daartoe beschouwen we cerst de rij {1 (b,)} ; deze 1s begrensd en be-
vat dus een deelrij die converceert. De ri {Tn(m)} bezit dus een
deelrij, die in b,3 convergeert, Van deze deelri] kunnen we weer een
deelrl) nemen dle in b? (en natuurlijk ook in bq) convergeert, 2o kKun-
nen we doorgran, Wo krigman zo cuen oncindige rij van rijen:

/‘} E . E
fg )(z), fé?)(z), t§j)(z),... » convergent 1n b,

i‘gg)(Z), f‘ég)(z), f%g)(z),... ) " " b, en b,
TSB%(Z), ng)(z), fgg)(z),... > " " b,,b, en by

Elke rij hicrin is een deelrid von de vorige rij, We passen nu het
dlagonaalprocédé toc: we nemen de rij f(q)(z}, fég)(z), f§3)(z),... .

1
Deze 1is dan eun deelrlj van de oorspronkelijke rij en convergeert in

alle bn.

Necm nu cen natuurlijk getal k en een punt o van A, Volgens hulp-
stelling 4.3 1s vr dan een omgeving von 2, zodnt voor z in die omge-
ving en alle n geldt ifn(z)~fn(n)’<~%. Houden we nu k vast en laten we
a vari€ren, dan krijgen we cen overdekking van A, waarop we Ce stel-
ling van Heine-Borel kunnen toecpassen, Dit levert ons een c¢indig stel-
sel punten EPPRERE . in A, zodat bi] i?dere z in A een a}L bestaat zo-
dat voor alle n geldt }fn(z)-fﬁ(ﬁu)l< % . Doen we dit nu voor alle na-
tuurlijke k, dan krijgen we bij elke k cen ¢indig stelsel punten, die
we tot cen oneindige rij {hn} gamen kunnen vatten, Volgens de in het
begin van dit bewljs nangegeven methode vinden we nu een deelri]
{gn(z)} van {fn(z)} , die In alle b convergeert. Laat nu cen g >0
gezeven zijgn; kies don k 355"1. Bij deze k behoort een eindig stelsel

der by ; noem deze weer a 1 . Dan 1s er een N zodat voor n, >N,

CERRREL 1
. . ) . , 1 . Y
ny> N ogelds i%nq(zﬁ)'dni(qu}<3'é voor m=1,...,m. Voor ledere z in A

en een bijpassend gekozen tp_gcldt don

}gﬁ <Z)'%n2(z)l §1£?3(2>"5h1(%u)1* ,gnq(g“)"gn2<iﬂ)l v

1 1
2 1 :
lgn (@u),gﬂﬁ(z)’<iﬁ + 3-& < ¢, Hicrmee is het bewijs voltooid,
2 e

Hulpstelling 4.5, Als 21lle functics van Je rij ifr(z)} analytisch
1
en uniform begrensd zijn in het gebied G, dan 1s er een deelrl) van de

rij fn(zz}, die in G convergeert; deze convergentie is bovendien uni-
form in ileder compact deel van G.

Bewljs. Neem cen natuurlijk getal k, Neem nu de verzameling Ck
bestasnde ult die punten z, waarveoor geldt, dat (z}gl{cﬂ dat de
k'qmomgeving van z gecheel tot G behoort (d.w.z, iedemssnmt {§~z!<k"1
ligt in G). Uiteraard is dan Ck een deel van G. We bewljzen dat Gk ¢ Onm -
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pact 1s, Deze verzameling i1s uiteraard begrensd, Om aan te tonen, dat
z1j gesloten 1is, nemen we een rij izn met 1im 2z =z en z 4n C, woor

alle n. Dan geldt |z|<k. Als ; voldoét 'ag} laicﬂ, dan 18 er een
n waarvoor geldt {z-zp’<k”1— }§-zi , dus 1; ? !(ic , dus § in G, dus
z in CK, dus Ck is gesloten, Verder gtaat er bij leder compact deel

L wvan G een k, zodat A een deel van Ck 1s, Om dit te bewl jzen passen .
we weer Helne-Borel toe: we legsn an leder punt van A een omgeving, dus-
danig dat de ompgeving die twee mnal zo groot is nog binnen G ligt.
We vinden dan een eindig stelsel punten Agseeesi, €D daarblj omgevin-
gen met strolen Caseeesly. Kiezen we nu k zo groot dat hij groter is
dan rq“ﬂ,...,vm*ﬂ
A een deel van Ck‘ Neem n,1. een z in A, dan is er een a zodat
'f%?n! <r, . Nemen we nu een § met !;-wl <k~ dan 1s };-%A!<
(k T 512%% , dus ; in G, dus A is een deel van Ck‘ In het bijzonder
volgt hierulit dat bij leder punt van G een k bestaat, zodat dat punt
in ¢, ligt.

Op grond van hulpstelling 4.4 is er een deelrij van {fn(z)} , die
uniform convergeert in Cq, Deze rij bezit weer een deelrij die uniform
convergeert in C2 enz, Pn

en dat alle punten z in A voldoen aan |z| gk, dan is

k

st men nu weer het diagonaalprocédé toe dan
vindt men een deelril)

[ts

n )} van {“n(zz} die in iedere C, uniform con-
vergeert, Op grond vwn het voorafgaande voldoet deze deelrij aon de pe-
stelde eisen; daoarmee 1s de hulpstelling bewezen,

De limietfunctie f(z) van de gevonden deelrij is uiteraard analy-
tlsch in G.

Hulpstelling 4.6. Als nlle functies va

v de ri {fn(zz} analytisch
en eeneenduidig in G zijn en als de rij in G convergeert naar een {unc-
tie £(z), terwljl deze convergentie in leder compact deel van G uniform
is, dan is f(z) constant of eeneenduidig.

Bewijs: Stel dat f(z) nlet constant en niet eeneenduldig is., Dan
zijn er twee verschillende punten z, en z, in G zodat f(z,)=f(z,)=w,.
Omdat f(z) niet constont is, 1s er een omgeving van Z4 (resp. 22) WA -
binnen ( )%w is voor x%zq (resp. 2#22). Er bestaan dus twee bulten
elkaar ypeleg cirkels Kq en Kg, die met hun binnengebieden binnen G
1ﬁgtew, zodat ﬁq binnen K, en z, binnen K ligt en zodat f(z )#w voor

[ a8

Z op K of K,. Omdat Kq en Kg compact Mé}n is er een d >0 zodat
’F(z)»wqj >d voor z op K, of K,. Om dezelfde reden is er een n zodat
I ( )-f(z)] <« d voor z op K, of K,. Door tmeﬁassing van de stelling
Vlﬂ Rouché vinden we dat de som van de multiplciteiten van de nulpun-
ten binnen K, (resp. K;) van f(z)-w, gelijk is aan die van £(z)-w,.
Voor f(z)an is die Mowel voor K als voor hq positief; dus er is een
&, (resp. §?J binnen K, (resp. K ) waarvoor f 51) =f (;2)“w Omdat

1# é@’ s dit in strijd met de eereen&uidibhei@ van f ( ). Hiermee
is de hulpstelling bewezen,
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We gaan nu over tot het bewljs van de hoofdstelling. Kies een
punt p in G, We beschouwen de klnsse K van de eeneenduidige analyti-
sche functies f(z), die gedefinieerd zijn op G, waarvoor geldt
If(2z)] ¢4 voor alle z in G en £(p)=0. Dat K niet leeg isvolgt mnkke-
11k uit hulpstelling 4,1, Deze geeft een conforme afbeelding van G
op een gebied binnen [, Lant deze het punt p in & overvoeren., Voert
men drapnt een gebroken linecire transformatie uit, die [ op zichzelf
afbeeldt en o in O overvoert, dan ligt de samengestelde functie in K,

Lom elke functie £(z) van K voegen we d(f)=]f'(p)l toe; dit is
een positlief get~nl, Lant D de bovenste grens van d(f) zijn als £(z)
de klasge K doorloopt; D is een positief re#el getal of oo, In ieder
zeval is er eer rij funct (f (z)} ,» Woarvan alle functies tot K
behoren en woarvoor zeldt jﬁréai(fm)wﬂ. Volgens hulpstelling 4,5
heelt deze rij een deelri'n{:n(z}} , die in G convergeert (en wel uni-
forr in elk compact deel van G) nnar een nnalytische functie f£(z). Nu
i1s klearblijkelijk d(f )m lim ¢ d(z,)=D. Hieruit volgt al dat D# o0 1is,
Verder behoort [(z) tot K. Qmajt n,1. It (p)l=a(£)=D40, 1s f(z) niet
constant., Volgens hulpstelling 4,6 is f(z) dus eeneenduidig; verder
geldt uiternard [f(z)] €1 en £(p)=0. We zullen nantonen dat (z) een
conforme afbeelding van G op [ tot stand brengt. Allereerst is het on-
mogelijk, dat er een § in G is, wrarvoor ‘f(g)‘mﬂ. Als dit wel zo was,
zZou er een omgeving van f(§) zijn die door de afbeelding overdekt zou
worden; een dergelijke omgeving bevat echter punten w met |w] >1. Dus

£(z)] <1 voor alle z 1n G.

Noem B het beeldgebied van G onder de afbeelding f(z). Stel dat

er cen o net 1=l 41 15, die niet in B 1lizt. Doan kan de afbeelding

v W We oK
= s
1 - X W

op srond von stelling 3.2 op B nls een conforme afbeelding bepaald
rden, Deze ligt vast 2ls we de wanrde hiervan in O (het punt O ligt
N em deze woarde g w‘/tﬂg. Verder ligt het beeldge-

bied bﬂ ven B binnen de eenheidscirkel. De afbeelding

wqw p

beeldt Bq conform nf op een

BQ dat weer geheel binnen de een-
heidscirkel ligt. De somengestelde nfbeelding van deze drie afbeeldin-
gen beeldt G conform op BQ nf; met z=p correspondeert w=0, wfnp 5
wgmo. De functie die deze 2fbeelding tot stand brengt behoort dus tot
de klasse K., Wc¢ berekenen de absolute wanrde van de afgeleide van deze
functle in het punt p. Nu is
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De gezochte absolute waarde is dus

1 ca-lelt o _axlel® oo,
- 11" " 2 Il 21l
omdat 0 <(1—]ﬁ))2 = 1+f@)2—2 [#]. Het gevonden resultaat is echter in

strijd met de definitie van D. Uit deze contradictie concluderen we
dat B= r: Hiermee is de afbeeldingsstelling van Riemann bewezen,

$5., Voortzetting van de afbeelding op de rand van het gebied,

We willen nu onderzoeken in hoeverre de conforme afbeelding van
een gebied G op een gebied B continu of analytisch tot de rand van G
is uit te breiden., Om de oplossing van dit probleem niet te moeilijk
te maken zullen we echter gebileden met al te onregelmatige randen uilt-
sluiten. Een voorbeeld van een pathologische rand is het volgende,.

Neem een rechthoek en zet op %u %, %,

G ... van de (horizontale) basis even
lange verticale 1lijnstukken, die kor-
ter zijn dan de hoogte van de recht-
hoek. 'Lanat G het gebied zijn dat ont-
a ' sta.t door ult het binnengebied van de

rechthoek deze oneindig veel 1lijnstuk-
ken weg te laten. Het 1s dan eenvoudlg in te zien, dat G een enkelvou-
dig samenhangend gebiled is en dat de rand van G vestaat uilt de rand
van de rechthoek plus de lijnstukken. Het hoekpunt links beneden is nu
een onbereikbaar randpunt van G. Hiermee 1is het volgende bedoeld. Er
bestaat geen continue kromme die geheel in G ligt op het eindpunt na,
terwijl het eindpunt a is (een dergelijke kromme zou als volgt te be-
palen zijn: z =@ (t), O<¢t ¢1, w(t) continu, ¢ (t) in G voor O <t <1,
$(1) = a). We noemen cen dergelijke kromme een in a eindigende kromme
in G. Als nu G conform afgebeeld wordt op [ en de afbeeldingsfunctie

1s continu voort te zetten tot een eeneenduidige afbeelding van de rand
van G op de eenheidscirkel, waarbij a in b overgaat, dan zou een in b
eindigende continue kromme in [ door de inverse afbeelding overgaan in
een in a eindigende continue kromme in G, hetgeen niet kan omdat a onbe-
bereikbaar is.

Onder een continu differentieerbare weg verstaan we een verzame-
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ling in het complexe vlak, bepnald door een parametervoorstelling
=9(t), Ost €1, @(t) eeneenduldig en continu differentieerbaar
en 9'(t)#0. W: noemen ¢ (0) en (1) de eindpunten van de weg. Een
naar oneindipg lopende continu differentieerbare weg wordt bepaald

door een parametervoorstelling z= W(t), O ¢t <cw,\¥(t) eeneenduidig
en continu differenticerbnar, '(t)#0 en lim ¢(t)= e . We noemen
¢ (0) cen eindpunt van deze weg. L

We lepgen in het vervolyg aan onze gebledende volgende voorwaar-
de op.

(2) De rand bestant uit een eindig aantal (eventueel naar oneindig
lopende) continu differenticerbare wegen, die twee aan twee uitslui-
tend eindpunten (of niets) gemeen hebben,

Vaak zullen de optredende wegen zelfs analytisch zljn; dat wil

zegren dat de functilc q(t) in de parametervoorstelling analytisch
is,

Enkelvoudi; samenhangende gebieden G, die aan (A) voldoen, heb-
ben de volgende cigenschap.

Bij dieder randpunt o bestaat er een positiefl refel getal r, en
natuurlijke getallen n, enm, zodat icdere cirkel met middelpunt o
en positieve straal r ¢r, de rand van G in precics n, punten snijdt.
Het dcel van G, dat binnen zo'n cirkel ligt valt uiteen in m, dig-
Juncte gebleden, die e¢lk 2 nls randpunt hebben, Bij een in o eindi-~
gende continue kromme in G met parametervoorstelling zs= ?(t)(o <t &1)
bestaat cen getal ¥ met 049V <1, zodat p(t) voor T<t <1 geheel in
eenwn deze cebieden verloopt.

We zullen het bewljs van deze eipenschap nlet geven; we geven

alleen enkele voorbeelden ter toelichti

Q @ 777

In het eerste voorbecld 1s n, A=2, m,=1. In het twecede voorbeeld 1s

b”mb"g’ nc”mo”q' In het dbrdw voorbeeld ig nd:#, mdaQ. Het vierde
voorbeeld peeft een onbegrensd gebled dat ontstaat door ult het plot-
te viak cen holve 1ijn weg te laten,

In een prandpunt a dat geen cindpunt is van een der krommen, 1s
n, =< en m, =1 of mqmu

Het is duidelijk, dat, als G conform op [ wordt afgebeeld en als
deze afbecelding continu op de rand zal kunnen worden voortgezet, we
verwachten, dat dit alleen mogelljk is, als we elk randpunt a even
vaak tellen als m  bedraagt. Zo zal b.v, cen "insnijding" als in het

1

tweede voorbeeld "opengectrokken" worden, Onder deze restrictle plus
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nog ecn restrictic voor o0 bij onbegrensde gebleden, zullen we de con-
tinue voortzetbaarheid van de afbeeldingsfunctie op de rand nu indepr~
dand kunnen aantonen, Daartoe hebben we nog cerst enige hulpmiddelen
nodi;, )

We kunncen een onalytische functie f(z) ook opvatten als twee
rctle functies van twee rctle veranderlijken, Stellen we n,l, w=f(2z),
z=X+1y, wsu+iv (x,y,u,v retel), dan is u=u(x,y), v=v(x,y). Voor duze
functics gelden de differentinalvergelijkingen van Cauchy-Riemann

au - AV U - - v
X 9y Ty ax

Verder is £'(z) = %%~+ 1 %Y . Hicruit volgt dat de functionaaldetermi-
nant van de twee fucties u(x,y) en v(x,y) zclijk is aan \f'(z)sg. Im-
mers
du AU
oX W 3u2+(3V2M ]fz(z)lé
o | ) &)
3x ¥y
De volgende scclling ontlenen we aon de integrasleckening,
Als f(z) het gebled @ conform afbeeldt op het gebied B en V is

cen veelhockszebiced, dot met zijn rand geheel binnen G ligt, dan is

1o
o

oppervlskte voan het becld van Vo gellijk aan

JJ o1 (2)]® ax ay.

A%
Als B bovendien begrensd 1s, bestaat voor deze integraal een boven-
zrens, dic nict van du keuze van V afhangst (b,v, de oppervlakte van
¢en vierkont dat B geheel insluit). Als o cen punt is dat nict in V en
nict op de rond van Vo 1ligt, kan door overgang op poolco@rdinatun door
?::M«fh,j“‘P ( pretel 3 O, ¥ reel) de integraal in de vorm lef' )}ijp
sebrocht worden,

w’x) en Y(x) re¥le integreerbare functies op het retle in-

P e
L

b b

A b
@(x)\%(x)ﬁf)kg ﬁ (t{)(x‘)2 dx.uj +(x)) dx (ongelijkheid van

terva (» zign, dan wcldt
Cauchy-Schwarz).

(J;
Dit volgt direct ult het fedlt dat voor vxglx 2 zeldt

¢ >
<D$j (p(x)+ 2y (x)) 2ax L (y(x)) dx + Qlj ?(x)~¥(x)dx +

et 2
2L
Als G een enkelvoudlp samenhangend gebled is, en C een compact

deel van G, dan bestaat er cen veelhoeksgebied V, dat met zijn rand
geheel binmnen G 1igt en waarbinnen C ligt. Van deze stelling laten we

fi
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het bewljs achterwege,

Als G een gebied is, nocmen we G het gebied, dat ontstaat door G
in de redle as te spiugelen (G ¥ 1s dus de verzameling van de punten 2z,
waarvoor Z in G ligt), Als nu f(z) analytisch in G is, dan is FT?T'anaw
lytisch in G”*.

Om dit 2an te tonen nmerken we cerst op, dat £(Z) uiternard in G¥
pedefinicverd is, Neem nu wen o in G*, dan 1ligt 3 in G, Omdat f(z) ano-
lytisch in G 1is, kunncn we in cen zekere omgeving van 3 schrijven

o0 n

fz) = o e (z-7)
N=0

In cen omgeving van o geldt dan

-
=l
f
Mt

cn(zua)n
¢n hicruit volst dat £(Z) in 2 analytisch is.

Stelling 5.1, Als G cen pebied in het bovenhalfvlak is, waarvan
d¢ rand cen interval (0,b) van de relle n3bovnt,winreop cen punt ¢ 1ligt,
woaarin zich scen buiten de relle 23 gelegen randpunten van G verdich-
ten, als f(z) analytisch in G i3 ¢n continu voortzetbaar op (a2,b) met
reéle waarden aldoar, dan is f???(gudufiniuepd op @*) een analytische
voortzetting van £(z) (spilegclingsprincipe).

Bewigs: We definidren g(z) als volgt
6 g(z)=f(z) als z in G of z op (=,b),
2(z)=r(z) ~1s z in G*,

Op grond van d¢ gegevens 1is het dan dui-

delijk dot g(z) overal waar hij gedefind
cerd 1s continu 1s, Neem nu cen cirkel X

met middelpunt ¢, dic zo kledin 1is, dat a
¢ b oer builten vallen on dat zign op de
retle 03 pelogen mlddellign de rendpunten ven G binnen K vormen., Het
pudeelte van het binnengebied van K boven (resp. beneden) de pelle as
behoort don tot G (rusp. G*}. Vorm nu

n(z) = 231 J% Réi% ay,

dan 1is h(z) analytisch binnen K, Neem nu cen punt z boven de reEle as
binnen K ¢1 kies twee lijnen evenwijdig met de redle as op gelijke af-
Ky standen van deze as, dusdanig dat z boven

dc bovenste 1ijn ligt, Noem de afstand va.

\\\«0’2// deze lignen tot de redle as € , De inte-
) Ka,

s
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grazl over K is nu te splitsen in dric integralen, één over het boven-
ste cirkelsegment Kqs één over het onderste cirkelsegment K, en één
over het strookje langs de relle as KB. Omdat g(z) in G analytisch 1is,
is de bijdrage van K, gelijk acn f(z); omdat g(z) in @" analytisch is,
is de bijdrage van xé gelijk aan 0. Verder is het makkelijk aan te to-
nen, dat de bijdrage van K3 tot nul nadert als & - 0, §igfuit volgt
dat h(z)=f(z). Op analoge wijze toont men aan dat h(z)=f(Z) voor z be-
neden de redle as binnen K, Omdat h(z) overal binnen K analytisch is,
volgt hieruit, dat £(Z) een analytische voortzetting van f(z) is,

Door gebroken lineaire transformatie kunnen we stelling 5.1 nog
uitbreiden, We kunnen (a,b) vervangen door een cirkelboog; G ligt dan
geheel binnen of geheel buiten de cirkel 01, waar de boog op ligt. De
waarden van f(z) op dezec boog zijn dan gelegen op een cirkel 82. De
"zesplegelde"” functie ontstaat door z in C, te splegelen en de functie-
waarde in Ce. Er kunnen nu polen optreden, afkomstig van het middel-
punt van CQ. Ook kan men de voorwaarde dat G geheel in het bovenhalf-
vlak ligt (en de overeenkomstige voorwaarde bij cirkels), latep ver-
vallen; de analytisch voortgezette functie kan dan meerwsardig worden.

Hulpstelling 5.1, Als f(z) een conforme afbeelding van een gebiled
G op een gebied B tot stand brengt, als %igoanaa, als alle a, in G lig-
gen en a op de rand van G, en als lim f(an)ab bestaat, dan ligt b op
de rand van B, noee

Bewl js. Omdat alle f(an) in B liggen ligt b in B of op de rand
van B, Stel dat b in B ligt., Als g(w) de inverse afbeelding van f(z)
is, dan is g(b):n%gﬁ; g(f(an))n %aﬂ” a =a. Dit geeft een contradictle,
want g(b) ligt in G en a ligt op de rand van G. Dus b ligt op de rand
van B,

We gaan nu de continue voortzetting van de afbeeldingsfunctie tot
stand brengen, Stel dat f(z) een conforme afbeelding van een enkelvou-
dig samenhangend gebled G op een enkelvoudig samenhangend gebied B tot
stand brengt. We veronderstellen dat G en B beide aan voorwaarde (A)
voldoen, Verder veronderstellen we voorlopig, dat G en B beide begrensd
zijn, De inverse functie van f(z) noemen we g(w). Laat R de rand van G
en S de rand ven B zijn.

Neem een punt a van R en een 1In a eindigende kromme in G. Een der-
gelljke kromme bestast omdat G aan (A) voldoet, Door de kromme eventu-
eel wat in te korten, kunnen we verkrijgen, dat de hele kromme binnen
de cirkel met straal r, en middelpunt a ligt. De hele kromme ligt dan
in één van de m, bij a behorende gebieden {uitgezonderd het punt a
zelf). Laat deze kromme gegeven zljn door de parametervoorstelling
z= p(t), 0<t ¢1, @(t) continu, ¢ (t) in G voor Ot <1 en p(1)=a,
We beaschouwen nu de beeldkromme w=f{1p(t)); we zullen aantonen, dat

i, flp(t)) bestaat.




C8 25

Veronderstel dat lim f(y(t)) niet bestaat. Neem een willekeurige
t=9 :
oneindige rij P‘n} met O ¢A <1 en g_i& A,=1. De rij {f(‘?(%“} is be-

grensd en hezit dus een convergente deelrij. Er 1s dus een ri}) {gn}
met 0¢§ <1 en 11m § =1 wasrvoor o Lim f(p(8,))=c bestaat, Omdat

tlim f(‘P(t))mC ni&t gelmt, is er eer cx >O en een ri}J {/An} met

O €4, <1 en lim =1, zodat \f(xp(ﬁn))~z,' 2 &, Door van de ri} {,Mn‘g
een deelri] teﬁnemen, kunnen we een rij {"2 } verkrijgen met O € n< 1
en lim m =1, waarvoor 1im f(¢(,))=d bestaat en le »d‘ 2o, dus zeker

)~ o0

e¥d, Uit hulpstelling 5 7 volgt dat ¢ en 4 in S liggen.

Neem een cirkel K

1 met middelpunt ¢ en een cirkel K2 met middel-
punt d, zodat de twee cirkels buiten elkaar liggen en zodat de straal
van K, gr, en de straal van Krgry 18, De doorsnede van K, en B be-
staat dan ult m, cirkelbogen en de doorsnede van K2 met B uit my cir-
kelbogen, Er bestsat nu een positief getal 3 zodat de afstand van een
willekeurlig punt op K'l en een willlekeurig punt op I(2 28 is,

Er is nu een §n, waarvoor f(p(§ )) binnen K, ligt; er is dan ook
een "cm>§ ,» waarvoor f(p(7 )) binnen K, ligt. De kromme £(¢(t)) voor
8, <t<%, snijdt K, en K, beide. Er is nu een § > %, Waarvoor
f(qr(gp)) binnen K, ligt mw. Op deze wijze komen we tot twee rijen
{c’}en {ft}meto ¢ <1, 0<T, <1, lim txwlim'rm,alle
f(p(s,)) op K, en wel op dwelf‘de der m, l}r'l«:e’llbogen en alle (T, ))
op K2 en wel op dezelfde der ms civkelbogen

Stel nu up(w )“81’ r(g(s 1)).~u,], L?('t’,‘) 40 f(u;(fr',‘))u ¥,. Kies een
P >0 zodat |s -a{:»? en ]t -—al > P, Kies verder een ¢ met 0< £ < P,
Noem ,K (re»sp KP) de cirkel met middelpunt a en straal ¢ (resp. straal
P). Kies nu n zo groot dat kp(a‘n)use en \p(rn)ate binnen K. liggen.
Noem f(sg):ﬂ.z2 en f(te)mvg. Een van beide cirkelbogen u,u, van K, ligt
geheel binnen B, noem deze Bq; analoog B’B de cirkelboog V4V, van Ka
die geheel binnen B ligt. Beeld B, en B, met behulp van g(w) af, Dit
geeft continue krommen C'l en C2 binnen G, die resp. 8, met 32 en t:,1
met t2 verbinden,

Voor ledere po met €€ Q0<P snijdt de cirkel KP met middelpunt &
en straal p elk van de krommen 01 en 02 minstens één keer binnen dafw
gene der m, gebieden waar sq,t,‘,se en t binnen liggen, Stel dat %ﬂs er
to zulke 3n1,jpunten zijn, dan ligt f(sp} op K, en f‘(tﬁ) op Ky, dus
]f(aﬂ) f(tﬁ){ » 8. Een der beide cirkelbogen s Spbo OP Ko 1igt binnen G,
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i1y
We stelleg nu voer punten op Kp: $ ma+ pew en wel S =a+ pe 1 en

to =a'+ e lpa. Neem aan dat de 1n positieve zin doorlopen boog van 8y
near t binnen G ligt (het andere geval gaat analoog); we kiezen dan

\92-21"c< Pq < Poe Dan 1is 0
6g‘f(§,3)-f(3/°)'w l ff"(g)dgl - ILPJ‘ 2 f‘(a*'f)ei‘-?)ifbei“PG\Q\ £
4

boog

e van )So
.Q}oj‘?; \f’(g)’ deg .

Me&)jbehulp van de ongelljkheld van Cauchy-Schwarz volgt hierult:

> %
‘ﬁﬁgﬁ(& | ©fog) el [ \P{% d%“i NI

Bij K/D hebben we cen boog B/o =80 t/D gevonden, Voegen we deze
B/o voor E£<€P¢P samen tot een verzameling W, dan ligt W binnen G.

De afsluiting W van W, diec ontstaat door aan W al zijn verdichtings-
punten toe te voegen ligt echter ook nog geheel binnen G, Een ver-
dichtingspunt p van W ligt uilteraard in G of op de iagﬁ R van G, Stel
dat p op R ligt, Dan is cr een rij punten p=a+ o€ in W met

lim pnupua+pel“" . Dan geldt €€ p < P. Er is een cirkel L met middel-
N~yco punt p, waar geen punten van C, of C,
kP?:;imen liggen. Verder geldt nli,rgh Pn=Ps
’,:%er zijn dus oneindig veel n waarvoor
- /on > P of oneindig veel JPp» Wearvoor

Pp &L We behandelen het eerste geval.,
Op L liggen eindig veel randpunten van p (als L klein genceg genomen
wordt); als Lo dicht genoeg bi) s 1s, liggen deze bulten Kﬁ . Als n
groot genoeg is, ligt Py binnen L. Dan 1ligt de binnen L geleg@n boog
van K_ geheel binnen G, Omdat G enkelvoudig samenhangend is ligt dan
oek heb gedeelte binnen L en tussen twee K 's binnen G en dus ook het
gedeelte binnen L en tussen K. en K. binneB @, Het is makkellijk na te
gaan, dat dit in strijd met voBrwaarde (A) is.

Dus ligt W binnen G; verder is W begrensd en gesloten, dus com=
pact. Er 18 dus een veelhoeksgebied V dat binnen ¢ ligt en waarbinnen
W ligt, Laat A een van V onafhankelijke bovengrens voor de inhoud vah |
het beeld van V bij de conforme afbeelding zijn, Dan is

L

-
I e g W

R
e e w

P 2
: S
Az gf‘f (S)izﬂd/a a‘,o;raf mﬁdﬁm -5;— (log P - loge).

Door £ dicht genoeg bij 0 te kiezen, vinden we cen tegenatrijdigﬁem;

Hiermee 1s bewezen dat lim f(yp(t)) bestaat; op grond van hulpstelling
5.4 ligt deze limiet Cop | S.
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Twee krommen in @ dic in a eindigen en die in hetzelfde van de my
gebleden liggen geven dezelfde limiet, omdat we een derde kromme in G
kunnen maken, die in a oindigt, ¢n die van elk van beide krommen wille-
keurig dicht blj a gelcgen punten bevat, Dit berust op het feit, dat
als b en ¢ twee punten van hetzelfde der m, gebleden zijn, ¢r een krom-
me binnen G bestaat dic b ¢n ¢ verbindt, zodat voor alle punten z van
deze kromme geldt lz~e] < max (|b-a|,|c-a]). Om dit aen te tonen mogen
We }b~al 2 lc~al veronderstellen, Omdat G
een gebled is is er een kromme K binnen
G die b met ¢ verbindt, Lsat p het "laat-
ste” snijpunt van K met de cirkel
Ky, ( jzwal wih»a!) zijn (het is mogelljk,
dat p=b), Het stuk K, voorbij p ligt den
geheel binnen Kb en dus ook binnen dat-
gene der m, gebleden, waar b en ¢ in liggen, Dus p ligt ook in dit ge-
biled. Een van de cirkelbogen bp van de cirkel Kb ligt dus binnen G,
Doorloopt men deze cirkclboog van b naar p en vervolgens Kﬂ van p naar
¢, dan heeft men een kromme die aan de vercisten voldoet,

Tcllen we elk punt 2 van R nu m, keer, dan noemen we dit R™. Ana-
loog krijgen we S™®, We hebben nu gevonden, dat we de functie f(z) kun-
nen voortzetten tot cen afbeelding van R¥ 1in s*. Door de rollen van G
en B te verwisselen vinden we dat dit een eeneenduldige afbeelding van
R¥ op S™ 1s, Verder is dc uitgebreide afbeelding op G en R® samen con-
tinu en eveneens de inverse afbeelding op B en S™ samen, Hlermee is de
continue voortzetting van de afbeelding tot stand gebracht,

We beschouwen nu een onbegrensd enkelvoudig samenhangend gebiled G,
dat aan de voorwaarde (A) voldoet en niet het hele complexe vlak is,
Omdat G nlet het hele complexe vlak is, is er een complex getal o« dat
niet in G ligt. Kies verder een punt p in G. De functie Vz-o kan als
¢en eenwaardige eeneenduldige analytische functie in @ vevklgavd WO =
den, die vast ligt als we een keuze voor \IETEZ doen, De afbeelding

1
Yz-x + Vp-X

W=

beeldt G conform af op cen begrensd gebied B (zle het bewijs van hulpe-
stelling 4.1), Deze afbeelding is (behalve eventueel in o ) ook nog
langs een 1In een randpunt a2 eindigende kromme in G analytisch voort te
zetten, Nadert men a echter in verschillende der m, gebleden, dan kan
het beeldpunt verschillend zijn, Voorbeeld: G is het complexe vlak met

daaruit O en de negatieve redle as weggelaten, Neem o =0, p=1, De af-

beelding w= V%+1 (hoofdwaarde van VZ) beeldt G af op het gebied
| fw-i|< & . Als men van de bovenkant
{ \ /7\ (resp. benedenkant) tot de negatieve
4 N
\ reéle as nadert, nadert het beeld-




punt tet ecen bencden (resp. boven) de reélc as gelegen punt van de
cirkel,

Als het punt o een randpunt van G 1s, is de afbeelding in o nog
wel continu (in ons voorbecld correspondeert z=ot=0 met w=1), Het is
verder makkelijk na te gaan dat B ook aan de voorwaarde (A) voldoet.
De inverse functie
pwe—Eg Voo&k +1

W

Zz =

1s in het hele complexe vlak analytisch met uitzondering van w=0. Dit
laatste punt is echter wel een randpunt van B; dit correspondeert met
2= 0o .

Als G met zijn rand samen niet het hele complexe vlak is, kiezen
we voor het gemak o nilct op de rand van G (in het bovenstaande voor-
beeld lukt dat niet). Verder kan bovenstaande constructie ook worden
toegepast als G begrensd is. De enige wijziging in het bovenstaande
is, dat w=0 dan geen randpunt van B is.

Door de bovenstaande resultaten te combineren kunnen we de con-
tinue voortzetbaarheid nu ook voor willekcurige (eventueel onbegrensde)
gebleden G en B, die aan de voorwaarde (A) voldoen, behandelen, Laat
w ¢cen conforme afbeelding van G op B zijn. We nemen afbeeldingen
qu en q:e van G op G,l en van B op B1 van het hierboven besproken
type; waarbi] Gq en B1 dus begrensd ziljn. De afbeelding \pegP\pq"q is
een conforme afbeelding van het begrensde gebled G,I op het begrensde
gebiled Bq. Deze 1s, omdat Gq en B,i aan de voorwaarde (A) voldoen, con-
tinu voort te zetten op de randen R?‘en S? van G1 en B1 (randpunten
zo nodlg meervoudig -getcld). Nu schrijven we %’=‘P2-1(‘P2‘P\Pq’1)\Pq°
De afbeelding ‘Pq is continu voort te zetten op de rand R* van G,
waarbij echter, als G onbegrensd is, het randpunt O van G1 niet als
beeld optreedt. Daarna passen we de door \PQ LP‘\pq"1 geinduceerde

afbeeldingen van Rf’op S? toe. Eventueel correspondeert met het rand-
punt O wvan Rf een eindig asantal (en wel m, genomen voor O in'Rr ) pun-

ten van S:. Ten slotte 1s \?2"1 continu voort te zetten op Sf, echter,
als B onbegrensd is, met uitzondering van het punt O,

Door dit alles samen te stellen vinden we dat de afbeelding
continu voort te zetten is tot een eeneenduldige afbeelding van R*'op
s™, cchter, als B onbegrensd is, eventueel met een eindlg aantal ult-
zonderingspunten op R , die met oo corresponderen en, als G onbegrensd
is, eventuecel met een eindig aantal ultzonderingspunten op S*, die met
vo corresponderen,

Veronderstel, dat G aan voorwaarde (A) voldoet en dat B=T*, Stel
dat het randpunt a van G geen eindpunt is en gelegen is op een analy-
tisch stuk randkromme z= @w(t), 0¢t &1, w(T)=a, 0<V <1, @(t) ana-
lytisch en '(t)#0. Laat verder een conforme afbeelding f(z) van G op
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Pgegeven zijn; in overcenstemming met het boverstaande denken we ons
deze al continu voortgezet op de rand R¥ van Q.

Er 18 nu een omgeving U van ¥ in het t-vlak, waarbinnen o(t)

(t is complex!) analytisch ¢n eeneen~
duidig en dus conform is. Dec punten
van de relle as worden in rardpunten
van G afgebeeld, Door U voldoende klein te kiezen, kunnen we bereiken,
dat geen van de andere punten van U in een randpunt van G wordt afge-
beeld, Dan wordt minstens één van de belde helften waarin U door de
relle a8 wordt verdeecld, gcheel binnen G afgebeeld, Stel dat dit de
bovenste helft Im t >0 is, Dan is f(p(t)) gedefinieerd en continu
voer ¢ in U en Im ¢ »0, analytisch voor ¢t in U en Im t »>0; verder
geldt voor refle t in U dat flp(t)) op de ecnheidscirkel ligt. Op
grond van het splegelingsprincipe kan fw(t)) analytisch worden voort-
gezet in U en dus f(z) in het beeld van U bij de afbeelding (t)
{want fmfxp.i?'q). In het bijzonder is f(z) dus analytisch ir a,

Als G en B beide aan (A) voldoen en a en f(a) zijn beide geen
cindpunten or wel gelegen op een analytisch stuk randkromme, dan is
7(z) analytisch voor z=a en g(w) analytisch voor w=f{a). Dit ziet men
in door de afbeelding in twee stappen via IP te laten verlopen,

Tenslotte bewljzen we nog de volgende stelling, die vaak nuttig
is om te bewijzen dat een bepaslde analytische functie een conforme
afbeelding tot stand brengt.

Stelling 5.2. Laat C een enkelvoudige gesloten weg zijn en {(z)
analytisch op en binnen €, Laat verder het beeld van C bij I(z) een
enkelvoudige gesloten weg C1 zijn, die eenmaal doorlopen wordt als €
eenmaal doorlopen wordt, Dan is f(z) eeneenduidig binnen C en brengt
een conforme afbeelding van het binnengebied van C op het binnenge-
bled wvan C1 tot stand. Als € in positieve zin doorlopen wordt, wordt
c

1 ook in positieve zin doorlopen.
Bewljs: Neem een w_ die niet op Cq ligt. Dan vinden we door
transformatie var integralen:
1 f £'{z)dz _ 1 ﬁ[ dw
2 7L & f(z)»wc 2ry ¢, Wen

Hierblj nemen we C in positieve zin doorlopen; Cq wordt in de met C
corresponderende zin (op grond van de afbeelding w=f(z)) doorlopen.
Het linkerlid van deze ongelijkheid i1s gelijk aan de som van de
multipliciteiten van de nulpunten van de functie f(z)»wo; dat is in
ieder geval een geheel getal 2 0, Het rechterlid i1s nul als W, bulten
C, ligt en + 1 als w  binnen C, ligt (+ naar gelang C, in positieve
of negatieve zin doorlopen wordt). De uitkomst -1 is onmogelijk; dus
C., wordt in positieve gin doorlopen, Dus als W buiten ﬁq ligt neemt

1
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£(z) de waarde W binnen C niet aan en als W birnen Cq ligt neemt
f{z) de waarde w, binnen C precies éérmaal asn. Een waarde w_ op C,
kan f(z) binnen C niet aannemen, omdat de functie anders in een omge-
ving van het punt waar zij W, aannam ook waarden builten Cq ZOou aanne-

men, Daarmee 1s de stelling bewezen,
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Cursus Conforme Afbeelding
te

Geleen-Lutterade

1956-'57

Toepassingen

door

G.W, Veltkamp

$1. Inlelding.
1.1. Potentiaalproblemen in de mathematische physica,

In vele gebieden van de mathematische physica komt men situaties tegen
die beschreven kunnen worden met functles die voldoen asn de potentiaal-
vergelijking (vergelljking van Laplace)

2

§E§ SiL gfg = 0. (1)

X oy iz
We noemen er enkele.

A. Warmtegeleiding (stationair),
In vaste stoffen wordt de stroming van warmte onder invloed van een
temperatuur-verval beschreven door de wet van Fourler

3T T T
qa}“‘k‘g‘f: q2=‘k‘§—y‘: qB“‘k%‘:}::

of in vector-vorm

T = -k grad T, (2)

waarin T(x,y,z) de temperatuur, §(x,y,z) de stroomsterkte (aantal een-
heden van warmte per eenheid van tijd en eenheid van oppervlak door
een oppervlak loodrecht op de stroomrichting) en k een evenredigheids-
constante 1is, die bij homogene materialen onafhankelijk van de plaats
is., Verder geldt voor stationaire stroming een "behoud wet"

9, 5q2 bq3 0

=T , of div T =0 (3)

die uitdrukt dat geen warmte verloren gaat of geproduceerd wordt.

Substitutie van (2) en (3) levert
2 2 2
a°T 9 T o T
+ + =0 of AT =grad div T = Q
3xe  ay°  3z° ’

zodat T dus aan een vergeliljking van het type (1) voldoet.
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B. Electrische stroming in een metaal (stationair).
Hier geldt de wet van Ohm

el

i=-0grady

(E': stroomdichtheid, ¢ = geleidingsvermogen, ¢ = potentiaal).

-

Verder geldt weer div 1 = O, en dus ay = 0.

C, Diffusie (stationair),

Wet van Fick: @ = - D grad c
(a*= diffusie snelheid, D = diffusie constante, ¢ = concentratie).

Verder div a’= 0, en dus a2 c¢c = 0.

D, Stroming door poreuse media (stationair).

Wet van Darcy: q = - k grad ¢

(@ = filtersnelheid, k = permeabiliteit, ¢ = potentiaal),
Verder div q = O en dus o 9= 0,

L, Electrostatica.

—
Voor de electrische veldsterke E, geldt
d ? L
ot B - 0 (- E3 i 3E2 3E1 i 8E3 3E2 ) Eq)
o oy oz ’ 3z IX ? 99X 3y

waaruit volgt dat er een electrostatische potentiaal y bestaat, zoda-

nig dat = - grad ¢ .

Verder geldt, indien geen vrije lading aanwezig 1is, voor de dielectri-
sche verplaatsing 57

—

Uit 5+= eﬁi waarin & de dielectrische constante is, volgt dan weer,
—
als e niet van de plaats afhangt, divE = -4y =20,

P, Magnetostatica,
—
Voor magnetilische veldsterke ﬁ*en de magnetische inductie B geldt:
— ~>
rot § = 0, div B = 0, B =uH (m= permeabiliteit),

G. Voor rotatievrije stroming van een ideale vloeilstof (inoompressibel
en niet visceus) geldt rot v = 0, divV =0 en dus Vv = - grad ¢ ,
ALP::O.

Uit deze opsomming blijkt dat er een grote analogie bestaat tussen
geheel verschillende verschijnselen (die ogenschijnlijk alleen gemeen
hebben dat ze stationair zijn en dat de materiaal-constante onafhanke-
1lijk van x,y en z werd verondersteld).

In alle gevallen is de stroming divergentie vrij (behoudwet), Ook is
de stroming rotatievrij, dus een potentiaal-stroming (snelheid = gra-
dient van een potentiaal). In de gevallen A t/m D volgt dit uit een
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empirische weerstandswet (Fourier, Ohm, Fick, Darcy), in de overige
gevallen omdat het rotatievrij zijn ale natuurwet of als beperkende
hypothese (geval G) gegeven is.

Zoals bekend heeft de potentiaalvergelijking (1) vele oplossingen
en eenduildigheid wordt pas verkregen door op grond van de physische
sltuatlie bepaaslde randvoorwaarden te formuleren, Ook hier blijken ver-
gaande analogie¥n tussen de bovenbeschouwde gebleden op te treden,

1.2. Twee-dimenslionale problemen. Stroomfunctle, Verband met functie-
theorile,

In al het volgende zullen slechts twee-dimensionale problemen wor-
den beschouwd; dat zijn problemen waarbij de optredende functies
8lechts van twee cartesische coordinaten afhangen., Dit is b.v. het ge-
val indien het gebiled waarin de stroming plaats vindt begrensd wordt
door twee evenwljdige ondoordringbare vlakken, terwijl de overige ran-
den alle loodrecht hier opstaan en de hier geldende randvoorwaarden
nlet varleren in de richting loodrecht op de vlakken., Ook kan een twee-
dimensionaal probleem een benadering zijn van een in wezen drie-dimen-
sionaal probleem, waarbij de afmetingen in één richting zeer veel gro-
ter zijn dan in de andere richtingen (b.v. stroming om een vleugel-
profiel). De handelbaarheid van twee-dimensionale potentiaalproblemen
is nl. zoveel groter, dat men gaarne over de bezwaren van een niet ge-
heel juilst beeld heenstapt (of die achteraf door correcties ondervangt).

Definitie. Een functie ¢ (x,y) heet harmonisch in een zeker gebied G
van het x,y-vlak Indien

2 2
a. 2 ¢ en é—j; (en dus zeker ¢ ,-%%-en %ﬁl) bestaan en con-
9 X 3y © y

tinu zijn in G;

. 2
b, 2 ¢2+34’2x01n<}.
9x 3y

Z13 ¢ (x,y) harmonisch in éen enkelvoudig samenhangend gebled G. We
kunnen ¢ (x,y) opvatten als potentisal van een twee-dimensionale stro-

ming
qqz_%%_,qu-%—%—(oi‘@:-gradé), (1)
294 °qp
Op grond van de bovenstaande definitie zijn 3% v 3y continu in G en
9q 3qg 2 2
— g 27 ¢ 9 ¢
divq“ax’*ay’“'ax?’ayzao’ (2)

zodat de stroming divergentie-vrij is,
We willen nu een stroomfunctie invoeren, Daartoe beschouwen we
eerst een geheel in G verlopende continu differentieerbare weg L die
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twee punten A en B ult G verbindt. De hoeveelheid "vloeistof" die per
tijdseenheid door L gaat 1is
B

(L)

waarblj a, de component van § i8 in de rich-
ting van de normaal in een punt van de weg
(we zullen bij een georienteerde weg de normaal-vector steeds kiezen
in de richting die 90° "terug" gedraaid 1s ten opzichte van de raak-
veector).

Op grond van het divergentlie theorema van Gauss (dat geldt als
div q continu 1s) geldt voor een gesloten weg

f q, ds = jj div @ dxdy = 0,
L a(L)

hc 8

=4

waarbij G(L) het door de weg omsloten gebied is.
Hieruit volgt direct dat QAB onafhankelijk is van de gekozen weg (mits
deze geheel binnen G verloopt).

Kies nu een vast punt (xO,yO) in G en ziJ

¢ (x,y) el A’(x,y) q, ds . (4)

XsVo)

Volgens het bovenstaande hangt ¥(x,y) slechts van (x,y) en het vaste
punt (Xo’yo) af, niet van de integratieweg. Na keuze van (xo,yG) is

¢ (x,y) dus in geheel G eenduidig bepaald. ¢ (x,y) 1s kennelijk conti-
nu in G, Om de differentieerbaarheid na te gaan beschouwen we de ult-
drukking

% {qz(x+h,y) - ~+(x,y)} met h#0. Daar 4}(x,y) onafhankelljk is

van de integratieweg in (4), kunnen we deze eerst van (xo,yo) naar
(x,y) laten gaan en dan langs een rechte lijn van (x,y) naar (x+h,y),
zodat

%{+ x+h,y)- *P(Xm} = -

1 (x+h,y) (x+h,y)
J(x,y) % 9o = g I |

= qe(xﬁ-ﬁh,y), met 0 < & <1, daar q, continu 1s,

Conclusie:-%%} bestaat en 1s gelljk aan q, = - %ﬁ?.

Analoog vindt men %%% = -q, = géL .

De functies Y (x,y) voldoet dus aan de differentiaalvergelijkingen

2% _ v R 3
=% F--5x" (5)
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Omgekeerd: als ook de functie ¢’(x,y) voldoet aan (5) (bij gegeven
$(x,y)), dan geldt klaarblijkelijk 3%-(- (+-+')-o, ﬁ,—(?~?’)-0, en dus
$%= ¢ + const,

Samenvattend,
Stelling 1. Z1j & (x,y) harmonisch 1in een enkelvoudig samenhangend ge-
bled G. Dan bestaat in G een op een additieve constante na eenduidig
bepaalde continu differenticerbare functie ¢ (x,y), zodanig dat (5)
geldt,

Uit (3) en (4) volgt

Qup =¥p ~¥p - (6)

Verder 1s d¢ = g%‘dx + %%fdy = q5 dx - a4 dy, waaruit volgt dat
de lijnen Y = const. stroomlijnen zijn (waar dy =dx = Qs qq), die
loodrecht op de aequipotentiaallijnen (waar d -—qqu-quyao en dus
dy:dx--qqzqg) staan,

Op grond hiervan zal  (x,y) de stroomfunctie worden genoemd.

We herinneren nu aan de volgende stelling ult het begin van de
functie-theorie:

Als ¢ (x,y) en ¢ (x,y) in een gebled G van het x,y-vlak continu
differentieerbaar zijn en voldoen aan (5) (differentiaalvergelijkingen
van Cauchy en Riemann) dan is fL(z)=¢ (x,y)+i ¢ (x,y) een analytische
functie van z=x+1iy in het met G corresponderende deel GZ van het com-
plexe z-vlak. Ook het omgekeerde geldt: Als fL(z) analytisch is in G,
dan voldoen & (x,y)=Refl(z) en ¢ (x,y)=Im fL(z) aan (5).

Combinatie van deze stelling met stelling 1 levert

Stelling 2. Als ¢ (x,y) harmonisch is in een enkelvoudig samenhangend

gebled G dan bestaat in het corresponderende gebied GZ een op een ad-

ditieve imaginaire constante na eenduldig bepaalde analytische functie
{L(z) zodanig dat ¢ (x,y) = Re {L(z). Voor de bij ¢ behorende stroom-
functie(s) geldt  (x,y) = Im fN(z) (+ const.).

We trekken hierult enkele eenvoudige, doch belangrijke concluslies.

a. Iedere harmonische functie 1s oneindig vaak continu differenti-
eerbaar en alle differentiaal-quotienten zijn harmonisch.

b. Re¥le en imaginaire deel van een analytische functie zijn har-
monisch,

¢, De functies ¢ (x,y), qq(x,y) en qz(x,y) z1ijn harmonisch,

d. De functie q(z) = qq(x,y)-iqg(x,y) = - %ﬁf is een analytische
functie van x (let op het minteken).

e. Indien nergens in G, %TE = 0 1s, dan geeft de functie £l =fi(z)
een conforme afbeelding van G, op een gebied Gfl van het
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N=¢+1¢y -viak, Is de rand van G, voldoende "netjes" (b.v. bestaande
uit eindig veel continu-differentieerbare wegen) dan wordt deze op de
rand van G afgebeeld, Hler ligt de basis van een groot aantal toepas-
singen van de conforme afbeelding op twee-dimensionale potentiaal-pro-
blemen., Vaak kent men nl. a priori de rand van G . Kan men dan een
functie f(z) vinden, die analytisch is in G, en de rand van G, op die
van G afbeeldt met behoud van de omloopzin, dan beeldt f(z) het ge-
bied G, op G af en dus 1s N=r(z).

f. Z1j w= £(z)= u(x,y) + 1 v(x,y) een analytische functie van z die
een gebled G, conform afbeeldt op een gebled G . Z1J ¢ (u,v) harmo-
nisch in G . Dan is ¢( ,¥) = ¢ (u(x,y), v(x,y)) harmonisch in G,.
Hier ligt de tweede toepassingsmogelljkheld van de conforme afbeel-
ding. Heeft men een potentiaalprobleem in een ingewikkeld gebled GZ
in het z-vlak, dat afgebeeld kan worden op een eenvoudig gebiled G,
(cirkel of half vlak) in het w-vlak, dan kan vaak het gestelde pro-
bleem in G, wel worden opgelost. Is het resultaat ¢ (u,v), dan is
¢’ (x,y) de oplossing van het ocorspronkelijke probleem.

g. Voor het volgende zijn de onderstaande formules nuttig, Z1ij L een
continu differentieerbare kromme in G, en zij 8 = (cos &, sin &),
resp. n = (8in &, - cos @) raakvector,
resp. normaalvector in een zeker punt van L

L dn - -
vit S - ‘§x+17¥3" 11:?-
(met Cauchy-Riemann)

" p) 0 oW
?%'173”'5‘;'““??

volgt:
%ﬁ% = g% cos o« + %ﬁ% sin « = Re(e 1o drl)
%H%., %% sin « - {%} cos a = Im(e™® d‘ﬂ’)
__35_;!,255;\[}'005 u+-%-‘§-sin o(zIm(eidga“%)

3 ) i dN
?ﬁ¥ = g%’sin o - ?ﬁf cos « = -Re(e” —=)

36 _ 3w 8¢ _ _ v
En dus 3h S8’ 38 5T

(gegeneraliseerde vergelijkingen van Cauchy-Riemann).
Verder geldt natuurlijk

1 = - $ = S qn'"%'g'“”%si'
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§2. Stromingen met eenvoudlge randvoorwaarden,

2,1, Inleiding, Voorbeelden,

We behandelen hier gevallen waarbi] de begrenzing van het "stromings-
veld" gedeeltelijk bestaat ult een of meer wanden waarlangs de potenti-
aal een gegeven constante waarde heeft en voor het overige uit een aan-
tal ondoordringbare wanden, waar qnmo en dus de stroomfunctle ¢ een
constante waarde heeft, De waarden van deze constanten behoren in het
algemeen tot de onbekenden van het vraagstuk, Daar QJ slechts op een
additieve constante na eenduidig bepaald is, kan op één der ondoor-
dringbare wanden de waarde van W} worden gekozen,

Alvorens tot een enigszins systematische behandeling over te gaan, be-
spreken we twee voorbeelden,

a, Beschouw de complexe potentiaal
N(z) = pe” 1™ 2 ( « retel) . (1)

Hierbi] behoort q(z)=- %%} = - Ae™*™ en dus ¢ =Re L =A(x cosety sinm),

P=Im N =A(-x sina+ y cos @), q,=Re q =-A cos«, qy= -Im q =-A Sina

m—amwa n—am—u wd
(en natuurlijk geldt ., 3£' 7;%, a5 5 Yo ¥

)
Dit is klaarblijkelijk de M /%r&(// .y
"?M’YB( / _y=o

potentiaal van een uniform w1 N *

P
stromingsveld, waarvan de ///)<¢ ﬂij:::>/j::::;/?“4
snelheid de hoek « met de 1////* )\ .

P \
negatieve x-as maakt. ‘ Vk//(//\

Het veld steekt zich oneindig ver uit magyfmen kan natuurlijk
b,v. ook het geval beschouwen waarbl] het veld alleen physische reall-
teit heeft voor -x sina+ y cos & > 0; langs de rand -x sin e+y co8 &=0

1e dan voldaan aan de randvoorwaarde ¢ =0.

b, Ook op andere wijze kan men stukjes uit het veld (1) knippen, Zoekt
men b,v., het stromingsveld 1n het gebiled 0O<cy<a, x>0, waarvoor veor
y=0: é =0 en voor y=a ¢= QO, terwljl het lijnstuk x=0, O <y <«a een
ondoorlatende wand, waarlangs we ¥ =0 zullen klezen, dan voldoet klaar-

blijkelik .

N= -1 §'¢o (en dus ¢ = g“#o’ t=-7%)

yT

e ‘P" #o > \PT [} $ ﬂ—,é
‘/' ) A &

ol G

*INA ////::;i;/ik \\\\\

[+] — % &

Z . viAk “B 'B.‘L

L uiax abs 4,0,
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De functie /L =f1(z) geeft een conforme afbeelding van het gebied G,

op het gebled G, waarbij de rand met QEEEEEQE omloopzin wordt afge-
beeld (zodat ¢ — - 00 VOOr X —3 o !)

c. Z1j GZ het bovenhalfvlak verminderd met een "uitsteeksel" langs
x=0, 0 <y <a. Gevraagd de potentiaal ¢ (x,y) die nul is op de rand

van GZ, terwijl in het oneindige het
5/i:f// gedrag van ¢ bepaald is door de eis

2
i l'
] ) /}A‘ — oo(¢"Ay) = Oo

X“+y©—

2Z.vlak

Voor de fugctiecfl(z) volgt hieruit dat voor grote |zl geldt
N{z)=-1Az+iC+ ?; + —% + ..., Waarin C een re&le constante is, die we
nul zullen kiezen (d&t mag!). Het beeld G van G, is dan het rechter-

halfvlak,

Beschouw nu de functie t=t(z)=\/zg+ae, waarbij het teken van de
wortel wordt bepaald door de eils dat t positief re€el is voor z posi-
tlef re&el, Het blijkt dat hierdoor GZ conform wordt afgebeeld op het

bovenhalfviak Gt' Voor grote |z| geldt

a
t = 2 1 + - =

G z
//////// ///1//////////://£' 2
A, B ¢ > A
€ o o N ?

7 + %E o

Nk
*

Beschouw nu de functie SL= SL(t), Deze moet G, conform afbeelden
T GYL’ terwijl in het oneindige

//// 2 c
. a 1
tAa -%Gﬂ ﬂ —lA(t - 'é-{:? + .. !) + T + . ‘ o

dg

o C/ = -1At + o
ciha E>///// S.vlak moet zljn,
Al
7

il

De enige mogelijkheid hiervoor is

]
jlf(t) = -iAt, waaruit volgt

N(z) = -iA\/22 +ac,

Voor z=+0 volgt hieruit n =i§f=—iAa, en voor z=-0 fl=iq:=+iAa. Het
aantal stroomlijnen dat tussen B en D eindigt 1s dus 2Aa (verband met
oppervlakte lading in het electrostatische gevall!). Bij z=1a wordt

%é%, de veldsterkte (stroomsterkte) wordt hier dus oneindig. Dit geldt

algemeen blj inspringende hoeken,
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2.2, Analytische voortzetting en splegelingsprincipe,

In het volgende zal herhaaldelljk gebruik worden gemaakt van ana-
lytische voortzetting en van het spiegelingsprincipe, We herhalen daar-
om enige eigenschappen hiervan, Tevens zullen overeenkomstige resulta-
ten voor harmonische functies worden afgeleid,

Definitle:

Z1J fo(z) analytisch in een gebled G en zl1J f(x) analytisch in een
gebled G dat G, bevat. Indien in G f(z)-fo(z) 1s, dan heet f(z) een
analytische voortzetting van ro(z) in G.

Stelling 1 (Monodromie-stelling).

Indien in bovenstaande definitie G enkelvoudig samenhangend en fo(z)
eemwnrdic 1s, dan 1s de analytische voortzetting van ro(z) in @, indien
mogelljk, eenduidig bepaald en eenwaardig.

Stelling 2.
Z1] G‘r,1 en 62 gebieden die een gebied qu gemeen hebben, Zi] rd(z) ana-
lytisch 1in G, (j=1,2) en zij in Gqp f1(z)-f2(z). Dan is de functie f(z),
die gedefinieerd is door f(z)=f,(z) in G, en f(z)sre(z) in G, een ana-
lytische voortzetting van fq(z) in G,V G, (de vereniging van G

4 €D GQ).

Opmerking. Men kan ook zeggen dat [, en f, analytische voortzettingen

1 2
van elkaar zijn.

Deze stelling geeft de analytische voortzetting in overlappende

gebieden, Voor vele toepassingen 1s de volgende stelling, die analytische
voortzetting in aangrenzende gebleden geeft, belangrijker,

Stelling 3.

Zi) G1 en G2 gebleden, waarvan de randen een rectificeerbare kromme K
zemeen hebben. Zij fJ(z) analytisch in GJ en continu in GJ+K (J=1,2)

en ziJ langs K f1(z)=f2(z). Dan zijn f, en f, analytische voortzettingen
van elkaar.

Met behulp van deze stelling bewijzen we nu eenvoudig het splege-
lingsbeginsel van Schwarz:

Stelling 4,

Z1ij G een gebied dat geheel boven de re&le as ligt en waarvan de rand
een interval R van de re&le as bevat. 21j f(z) analytisch in G en con-
tinu in G+R en zij langs R f(z) regel.
Dan kan f(z) in het gebied G*dat uit G
door spiegeling aan de re&le as ontstaat
analytisch worden voortgezet en in G+G*+R
geldt f(z)=f(Z) (1)
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Bewljs
Definicer in G% f1(z) door f,‘(z)dgf £(z). (2)

Dat fq(z) analytisch 1s in G volgt door machtreeksontwikkeling (zie
pag.CS 23) of als volgt: ziJ f(z) = u(x,y) + 1v(x,y) en f (z) =
= uq(x,y) + 1v1(x,y). Dan volgt uit (2) (voor (x,y) in 6", dus (x,-y)
in G)

u,](x,y) = U(X,—y), vq(x:y) = -v(x,-y).

Nu blijkt eenvoudig dat u, c¢n v, aan de d1fferentiaalvergelijkingen
W ’ | i au] alﬁf auy

van Cauchy en Riemann. TX 5y 3y - 3—1 voldoen, zodat f (z) ana-

lytisch is in R .

Verder 1s f (z) continu in G"+R en langs R geldt f(z)=1(z) (want
hier is v=0!). Hieruilt volgt met stelling 3 dat f1 en [ analytische
voortzcttingen van elkaar zijn. Daar de analytische voortzetting van
f(z), indien mogelijk, eenduidig bepaald is, volgt hieruilt tevens de
geldigheld van (2) voor alle z in G". Ligt z nu in G, dan ligt zﬁ'z; in
G*, zodat f(zq)zf(Eq), of £(z,)=r(z,), en dus (daar 31-2) £(z)=r(Z).
Dat (1) ook langs R ge¢ldt 1s evident,

Corollarium: Als langs R f(z) nict relel, doch zuiver imaginair is,
dan kan men annlytisch voortzetten met behulp van de formule

f(z) = - £(2) (3)

Uitbreiding: Z1ij G, ecn gebled waarvan de rand een deel CZ van egn
"cirkel" (cirkel of rcchte) bevat, 2ij f(z) analytisch in G, ¢n continu
in G+C, en z1J blj de afbeelding w=f(z) het beeld van €, deel €, van
een "cirkel" in het w-vlak. Dan kan f(z) analytisch worden voortgezet
in het gebied G™ dat door "spilegeling" van G, aan C, ontstaat en de
beelden van punten ult G+G die gesplegeld liggen t.o,.v, C

splegeld t.o.v. Cw.

” liggen ge-

Voorbeeld,

Beschouw de¢ formule waf(z)=loz z, Dan geldt Re w=loglz| =0 voor |z]=1.
De cirkel |z] =1 wordt cdan nfgebeeld op de imaginaire as. Gesplegelde
punten a»n de cirkel zijn z en 3'1, gespiegelde punten aan de imagi-
naire as w ¢n -w, Er moct dus gelden f(5'4= :?—23. Dit 1s inderdaad
het geval. Stel nl. z=rcia; dan is 7 Tapl et , dus f(5_1)=—log r+id
Anderzijds is -f(z)=-(log r +1VY) = -In r + 1V, q.c.d.

Al deze zaken hebben hun analogon in de theorice der harmonlsche
functics, Analytische voortzetting definicert men op precies dezelfde
manier, Van belang is vooral de "vertaling" van de stellingen 3 en 4,

Stelling 3a,
Z1ij G1 en G2 gebleden die cen continu differenticerbare kromme K
gemeen hebben. Z1ij ¢ . (x,y) »rmonisch in GJ

, met z'n eerste afgeleiden
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continu in G,+K (J=1,2) en z1J longs K ¢ = ¢ 21 = 92 (beide nor-
J ’ ne 1= 720 3% Tn
malen in dezelfde richting). Dan zijyn ¢1 en ya analytische voortzettin.

gen van elkaar,

Opmerking, Dat we K continu differentleerbaar moeten veronderstellen
komt omdat we van een normale afgeleide langs K willen spreken, De
voorwaarde is nilet geheel nodig, doch voor de practijk natuurlijk ruim-
schoots voldoende,

Bewlijs: Bepaal de bij ¢ q D ¢2 behorende geconjugeerde harmonische
functies (stroomfunctics) ¥, cn ¥, zodanig dat in een punt van K
Ya= Po=0 (dat kan!). Dan geldt langs K overal ¢ ,= Yo, en dus, als 1in
GJ.Il =¢ +i~y (3=1,2) de complexe potentiaal is: fL, is continu in
G +K en 1angs K is fl ufl . Uit stelling 3 volgt dan dat Il en fl
elkaars analytische voortzcttingen zijn en dit zelfde geldt dus ook
voor ¢1 en ¢ ..

Stelling l4a.

Z1j G ecn gebled dat gehcel boven de x-as ligt en waarvan de rand ecn
interval R met de x-as gemeen heeft, Z1) ¢( X,y) harmonisch in G, met
z'n eerste afgelelden continu in G+R en z1Jj langs R %ﬁ =0, Dan kan
#(x,y) in het gebied G " dat uit G door splegeling aan de x-as ontstaat
analytisch worden voortgezet on in G+G¥+R geldt ¢ (x,y)= ¢ (x,-y). (&)
(even spicgeling). Voor d¢ bijbechorende stroomfunctie geldt
y(x,y)thP -y (x,-y), indien Y, de waarde van Jlangs R 1s.

Bewljs: Stelt men in G ¥ ¢ (x,y) def ¢ (x,-y), dan is t},] natuurlijk
harmonisch in G* , met z'n eerste afgeleiden continu 1n G¥+R en langs
R geldt ¢ (x,0)=4(x,0), j’y (x,0) = - 3 (x,0)=0= 22 (x,0). De wet
volgt dan uit stelling 3a,

Natuurlijk geldt (4) ook als (x,y) in G of R ligt. D¢ spiegeling van
de stroomfunctic volgt bv, uit het gedrag van de complexe potentlaal,

Corollarium: Als langs R ¢ =¢o=const dan kan men splegelen met behulp
van

¢(x,Y)’2¢O" ?(x,—y),?(x,y) "L{"(x:"y) (Oneven spiegelin&)'

Uitbreciding, Op precies dezelfde manier kan men splegelen aan andere

rcchten waarlangs of gg =0 of ¢ =cont, Ook kan men spiegelen aan cir-
kels,

Voorbeeld,
Z1J G het gebled - 00X < 0, - '2"-<y <'g- .

@=-1 ’ be1 Gevraagd wordt een in G harmon sche

// functie ¢ (x,y) dle voldoet aan de rand-
// // // // voorwaarden
5 328 dangs y=- §, - e <xe= oo,
langs y:0, - 00(xL 0 ¢=-1,
langs y=0, 0O <x<¢ e 4= 1,




¢n begrensd 1s voor X — + o0,

We lossen dit vraagstuk hier op een elementaire wijze op, Door scpara-
tie van variabelen vindt men dat harmonische functies die aan de¢ homo-
gene randvoorwaarden voldoen zijn: sin(2n+1)x J(2n+1)y’ n gcheel,
Daar verder ¢ kennelljk oneven in y moet zijn kan men stellen

1 + 2:5 sin(2n+1)y e'(an)X voor X >0

gb (X:y) =

2n+1) voor X <0,

-1 - ¢ sin(2n+1)y e(
% n ( )

Aan alle randvoorwaarden is nu voldaan, De constanten ch volgen uit de
els dat ¢ continu (en dus nul) moet zijn voor x=0. Hieruit volgt

o0

2. c_cos (2n+1)y = -1 voor - g <y <0,

5 n

en derhalve 0
4 : ) i
Cn = - ;;j sm(2n+’l)y dy = = BhET

I
2

Men vindt dus:

oo
-{2n+1)x
) 1+ = ggg ?é%T sin(2n+1)y e (2n+1) voor X >0,
¢(X,y =
-1 - = ifi sin(2n+1)y (BHX Goor x <0
T n=0 ﬁ—“T )

(5)

Voldoet de aldus Dbepaalde functle nu aan alle eisen? Voor x» &30
en voor X & - £ <O convergeren de reeksen en al hun afgelelden uniform,
zodat hier de zaak in orde is: ¢ is harmonisch, met z'n afgeleiden

continu tot op de rand en voldoet aan de randvoorwaarden,
39
X
We beschouwen daarom een hulpfunctie, waarbij we geen convergentie-

moeililjkheden hebben, nl,

Maar voor x=0%? De reeks voor divergeert voor x=0,

oo
4 -(2n+1)x
(T +y) + & 2;: ———r cos(2n+1)y e
e T n=0 (2n+1)
@1(x,y) = - voor x » 0,
-x(5 +y) + & EE: o3 cos(2n+1)y e(2n+1)x
(2n+1) voor X 0.

Dit is kennelijk cen functie die harmonisch 1s voor x>0 en x <O,

Voor x=0 1ig @1 en ook a}g continu - dit laatste volgt uit het felt dat

voor - 7-2‘1$y <0

w

<O
T+y= 3 g;é __;l—ug-cos(2n+1)y.

Volgens stelling 3b is @1 dus in de hele strook (: - 0 X< %-{y <0
harmonisch.
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o 2
Voor x »0 en x <0 geldt ¢(x,y) = gﬁ%%’ terwlijl voor x=0 éx : w()

(want @ 1s een even functie van x),
Hieruit volgt: de functie ¢(x,y) is die voor x.&é door (5) ge-
geven wordt en nul 1is voor x=0 in dc¢ hele strook G harmonisch (want
afgeleide van een harmonische functic) en dus oplossing van het ge-
stelde probleem,
We zullen later dit problcem met behulp van conforme afbeeldling
op veel eenvoudlger wijze oplossen,

2.3, Conforme afbeelding door elementalre functiles.

We beschouwen hier cen nantal afbeeldingen door elementaire funce
ties dic in het volgende vaak gebruikt zullen worden,

A. De gebroken lincalrc transformatic wa %é;g . Deze 18 reeds behane

deld., Enkcle elgenschappen zijn:
a, "Cirkels" goan over in "cirkels", Do "cirkels" door z=-d/c 727n over
in rechbton, 21lc rechten gann over in "cirkels" door w=a/c,

b, door drie corresponderende puntenparen is de transformatie cendui-
dig bepaald,

c, als CZ«an €Nz, en z, gespiegeld liggen t,o.v, Cz dan liggen dc
corrcapondaerende punten W, en W, gegplegeld t,0.v. Cw (dit ig een ape-
cianal geval van het splegelingsprincipel).

d, als Czw4cw dan wordt het hele inwendige van 02 1«1 afgcebeeld op het
hele inwendige van Cw indier de omloopzin langs 02 en cw dezelfde 1s
en op het hele bultengebied van Cw indicen de omloopszin tegengestold
is. Analoog voor het bultengebled van cz,

Enkele specinle gevallen:

a, Afveelding van het inwendige van de c¢enheldscirkel op het bovenhalf-
vlak, i

m}/c > /‘L/’&//.é ///:D
4///Jz N -f’ 1

=4 7. viak W vLEK

Deze 1s natuurligk op vele wijzen mogelljk, Bij de getekende
correspondentics (op grond van de symmctrie komt A in -1 als B,C en D
in resp. 0,1 e€n oo komen) behoort

A =X (1)

(want de punten z=-i, +1 un 1 gean naar 0,00, resp.1).
We verificren nog dat hoet binnengebled van Cz op het bovenhalfvlak
wordt afgebeeld: ’
1
Zij z = -irc™ , Dan is
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Wumiigig:imm
re” 1

L (et (%) 2r sinha(1-r?)
(ml M)(m"i +1) 14r+2r coa Y

L]

Daar 1+r2+2vcms V>0 is, tenziy VWat, r=1, i3 steeds Im w >0 voor r <1

(en Im w <O voor r »1),

Voor r=1 geldt wa S2DY o . tg 30,

Een andere mogelijkheid 1is ‘/
)

74+ -1 1
Wy =-13. l

b, Afbecelding van het ultwendige van de eenheldscirkel op het boven-
halfvlak,

Een mogelljkheild is

/ RERE- B//C /J,/ /,.//{ (3)
LN, T
NG

i/

c., Afbeelding van het bovenhalfvlak op zichzelf. Als zs=a,b,c (a2 <b <«c)
gaan naar w=0,1,c0, dan 18 de transformatie

7 -0 b-n
W= 5T or b (%)
d. Inversic t.o.v. een punt von de cenheldscirkel, Beschouw de trang-
formatie w= ";lTE (5)
-
(-7 <™, d,1, inversic t.o.v. het punt Cizmel® C/‘
o )
BN / c
/ % h
/GV ’! g\f\
N 1
//£;77//\ /’ y
X AN S
C

Daoar C — o0, moet de cenheldselirkel overgaan in cen rechte 1lijgn.
Het punt A(z:-ei“) gaat naar w=-3 e™1%, Dc rechte AC blijft recht(als
rechte door het inversic punt) en staat in A loodrecht op de "cirkel".
Daar w=0 het beeld van z= o 1s, wordt het inwendige van de eenheidecirkel
afgebeeld op dat halfvliak waar O nilet in ligt.
Opmerking: Er geldt

L oomle g t}i(% - &) {«1 omi%, ]

w o+ 5 €
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Vergelijk dit met (2).

Bq wwzav

Deze transformatie beeldt het kwartvlak O<arg 2z <§7af op het boven-
halfvlak (O <arg w < W) ¢n het bovenhalfvlak O <arg z <Top het volle
vlak met een coupure langs de positief retle as (0 <arg w<2T)

A {; /7

R
-1

T vlak

De 1inverse transformatie WMZ% doet (mits e¢en passende keuze van de
wortel wordt gcdaan b.v, door du els dat w positiefl is voor z posi-
tief) het omgekcerde,
Voorbeelden
< s
a.fl(z) = 2°, @, = kartvlak O <nrg 2<% , G = bovenhalfvlak,
;,U

;
1
1

S e S—
SRR - —

S T .

i
- ¢

L. viaKr -~ ¥

T.vLiAK

D¢ aequipotentisallijnen ¢ = ¢o = const, ziljn orthogonale hyper-
. ¢O. De stroomlijncn QJutyoaconst. zijn ook orthogonalec
hyperbolen: Exym\yo, die¢ loodrecht op de vorige staan, Ook de randen
zijn stroomlijnen (¢ =0). In het punt z=0 is %é} =0, de snclheid is

hiecr dus nul ¢n de afbeelding is niet meer conform, Men spreekt van

2
bolen: x7-y

cen stuwpunt,

b. fl(z)z\/;: Gz = volle vlak met snede langs de positieve x-as,

G . = bovenhalfvliak,
a oven Y gt

‘ 'T‘?
||
|

S

SR W

| —+ 4

S wiBk

De lijnen ¢ = ¢, zijn parabolen: uit
X+ily= ¢ ?”+2;‘§ ¢y - \yg volgt voor qa-%

XE'¢62" E%;g’ sgn y = sgn ¢ (want ¢ »0). 3 W =
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- y° -y 2
=15 2 Yoo

Yo
De snede langs de positieve x-as is de¢ (dubbelgevouwen) stroomlijn
$=0, Im z=0 is gﬁ} oneindig, de snelheden worden hiler dus onelndig
groot. De afbeelding is hier niet conform,

De stroomlijnen zijn ook parabolen: X

c, L (z)e -1 22, n(z)= -iVz, Vergeleken bij de vorige gevallen zijn
nu de rollen van aeguipotentiaallijnen en stroomlijnen verwisseld.

d. \/22—32, ayo, GZ= bovenhalfvlak, wortel positief voor z positiefl
»a. Deze afbeelding kan men samenstellen ult de afbeeldingen

t=22
- t2—52
W =\f'\(w »0 voor s%o),

zie figuren,

/ 1{ { ‘m/ // ' /c/ D/_al/ /n
YV o

/“‘,/ D/ /"1' @///:/hcb//////n
[T IT ae

Natuurlijk kan men hier ook spiegelen aan de rechte DAB, die op
een rechte wordt afgebeceld. Men krijgt dan een afbeelding van het vol-
le vlak, verminderd met cen snede langs de 1ijn (-a, a) op het volle
vlak, verminderd met een snede langs de 1lijn ( 13,1&

AL N
% ///

t-Vviak

w.oulQk

Z.vLAK W.VLEK

C. w=x(z+2"~ )

We zoeken de transformatie die het bovenhalfvlak, verminderd met
de halve eenheidscirkel, afbeeldt op het bovenhalfvlak (zie figuren)
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[l g :
SIS e Sf 40

T
~1 y ] -
N

Y
S - o VLA

De transformatic t = 4 Ei% beeldt het ultwendige van de eenheids-
cirkel af op hat bovenhnlfvlak en het gebled G op het eerste kwadrant
(want voor z retfel »1 of ¢ -1 18 ¢

///// positicf imaginair),
LA // // Neem nu s=t° on

5-1
g Wom ng (zie¢ figuren),
t-viak Dit is de gevraagde transformaties
) “m (Z+1)2
// ///// W = T ek (™). (6)
> ! B s ETT
-1 1 3-viek
de inverse van deze transformatie is

Z = W + W

W+1+$::: (7)

+1

(wortels positief voor w relel > 1)

De cirkelboog BCD van het z-vlak wordt ofgebeeld op een rechte 1ign,
Spiegclt men G, en G =an deze "eirkels'", dan ontstaat een afbeelding
van het bovenhalfviak op het volle w-vliak, verminderd met coupures langs
de relle as van - eon2ar -1 en van - eo naar +1 {zie figuren),

A A
=t s s

We Wl R

Men kan nntuurlijk ook spiegelen aan de rechte DAB, Dan ontstaat een
afbeelding von het ultwendige van de eenheldscirkel op het volle w-vlak,

verminderd met con coupure longs de retle as van -1 tot +1,

D. Wuez; Z = lOg w,
Daar lw[mex, arg w=y, wordt hicrdoor dc¢ strook O ¢Im z & mafgu-

beeld op het bovenhalfviok.

:' / /]:;: 1/ Z c'/»,/’/j%“é
e ‘ 1
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Voor x=0 geldt |wl=1, hct stuk BED van de imaginalre as wordt dus af-
gebeeld op de halve venheldscirkel, Anders gezegd: de halve strook

Re 2,0, O0<Im z ¢™ wordt door tme® afgebceld op het bovenhalfvlak,
verminderd met de halve cenheldscirkel, Dit gebicd wordt echter volgens
(6) door wwé(t+t"1) afgebeeld op het
volle bovenhalfvlak, We vinden dus

/
/ /FL‘\// / / de volgende transformatie
¢ —R c
~1

B,
1

b ovLAR

E., w= cosh z,
beeldt de halve strook Re 2z >0, 0 ¢Im 2z ¢w af op het bovenhalfvlak

ml g / /
Iﬂw; / / //'c e ?{/ E 4{/ // ;/

-1
Z.vi AR We Y LAK

De inversce van deze troansformatle is

7 = 1og(w+\/w2-1) (wortel positicf voor w redel »1, logorithme
hicr redel).
Daar sinh z = -1 cosh(z+ %),
c0os8 z = cosh iz,
83ln 2 = -1 sinhiz,

kunnen de door deze functies gegeven afbeeldingen ook cenvoudig gevon-
den worden.,

Natuurll jk kan men weer op allerlel wijzen spilegelen, Splegelt
men b.v, In de figurcen behorende bilj w=cosh z ¢n de 1ijn DAB, dan
krijegt men een afbeclding van de strook 0 <Im z «<w op het volle w-vlak,
verminderd met coupures loangs de redle as van Zs - 0 tot -1 en van z:3:4
tot eo |

Tocpassing., D¢ functic z= sin Ll becldt de getekende gebieden @
GZ op vlkoap af

AN S
VAP

a oo

POt |

fLoviex P RIN 1
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De inverse functie hiervan:{l = arc sin z geeft het potentlaslveld van
twee half-oneindige platen langs ABC en C'DA' met potentialen +'% »
resp, - g .

Daar sin (¢+14i)m 8in ¢ cos hy+1 cos ¢ sin h ¢ , worden dec avgui-
potentlaal-lijnen ¢ = ¢O gegueven door de halve hyperbolen
xi _ Ez = 1, 8gn X = 8gn ¢ |
sin"¢ ~ cos ¢(3

en de stroomlijnen B\PO door de halve e€llipsen

2 2
X +

coOs8 hquO sinh *0

= 1, 8EN Yy = 3N \yo

E. w= tanh 7,

el . e22~1
- »
T8 e22+1

Daar tanh z =

volgt deze afbeclding direct door samenstelling ven de afbeeldingen

tmc®? en we £ . Het blijkt dat de strook 0 ¢Im z <F afgebeeld wordt

%
"/ D///‘c / 'n/y//c //‘////

A

o -1 ' -1 -1 ) 1
Z.vLi8K

De inverse van deze transformatie 1s z=3 log %i% (logarithme retel voor

W regel tussen -1 en +#1).
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2.4, Enkele toepassingen.

A. Beschouw nog eens het voorbeeld uit 2.2,

$=- f $=1 x Daar langs de lijn ym- .E geeist
‘ - . : . STA7 ;o s ]
a/,////’,5"/,’//////,//,’/}//,'/'/,//',f‘;'f,~ 7 werd %—E— =0, kunnen we de potenti-
s 1/ 3 BN NEYR / 7
[l amilAe )1 wee [ /D" aal asn deze 1ijn even spiegelen,
///////'/l]/lj'///Ijif//i/’///r,//If7,, e——
/ 1 ///// zodat de nevenstaande situatie

o /sl .0y Y lwidel 1/ ¢ 1D ontstaat. Langs de stroomlijn
z-vlak B"ED" zullen we 'Ws-o kiezen,

Het gebied Gn uit hetn = ¢+i\y vlak dat met Gz correspondeert is de
strook -1<Re <1, In de punten A en C moet de stroomfunctie oneindig

A -
IS ot worden omdat daar de aequipotenti-
b -
T e
;;if: Sl aallijnen ¢ =-1 en¢ =+1 samenkomen,
A ] We zoeken nu de functiefl =(1(z)
-1 A’//: E/;./r'/i’ i} ¢ a £b 1d
ST a ie G, afbeeldt op Gg .
R et Beschouw de afbeeldingen
i Rt -z
v;j,(j s 8 = € (1)
P s Gl - Tc
S en t =1e rmia (2)
c//: Ry
o -vlak Deze beelden Gz, resp. Gﬂ af op
beven halfvlakken G , resp. G, (zie figuren) s )
v‘/ ‘;’ / /‘
/oy /’ / ;o y // /'//V/ ///// ///” / //
Y ‘o, 4 7 VAUV
i/ /’ // | /// 1'1 4////';"/' / / /)
TN P s b Ny, ,'ﬁ////qwff/'“ﬂz,@’///
/I'/ 7/ ///;r/' // y/ /// ;\(x’j / /oy /l/ /////'/'/ ///// //// A Ny // // // /
A S A A o AR/ /
s / Oy /7 / /7 < /
23 NNy //, ,////\// s 2 /// vy VTN, /// /),
,B\’//hcx/ s D ‘A, / R ’A.’/‘QB VA4 / B S D/,/A/
-1 1 -1 1
s-vlak t-vlak

Beschouw nu de functie t=t [fl{z(s)}] . Deze moet een conforme afbeel-
ding geven van Gs op Gt' Waarult volgt dat t een gebroken lineaire

functie van s moet zljn, en wel, in verband met de gegeven correspon-
denties

: 14
t = ,1"__' S ] (3)
Uit (1), (2) en (3) volgt nu het verband tussen L en z, Uit (2) volgt
t=e” i -1) on gus
Q= 21

1+?10gt,

- - G W e e o D W won i WD s e e

1) Op pag.CS 15, stelling 4.3 1is bewezen dat ledere conforme afbeel-
ding van de eenheidscirkel op zichzelf tot stand gebracht wordt
door een gebroken lineaire functie. Daar het bovenhalfvlak door
een gebroken lineaire functie op de eenheidscirkel wordt afgebeeld
en omgekeerd, geldt ook dat iedere conforme afbeelding van het

bovenhalfvlak op zichzelf tot stand gebracht wordt door een ge-
broken lineaire functie,
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waarblj we de hoofdwaarde van de logarithme moeten nemen (log t » O
voor t = 1), daar voor t -1 , 1 (het punt D)., Met (3) en (1) volgt
dan

. -z
21 1+e
a(z) =1+ = log Y

. (4a)

Een iets andere formule, die geheel gelijkwaardlg is met (4a) ver-
krijgt men als volgt, In Gt geldt log t = log(-t) +mi, indien van de
tweede logarithme weer de hoofdwaarde wordt genomen (log(-—t)-ao voor

t - -1). En dus
'—Z K3 Z
a(z) = -1+ gﬁi— log 1f§ = -1+ = log dte | (4p)

e “-1 1-e

Uit (4) kunnen (desgewenst) reeksontwikkelingen worden afgeleid, Er
geldt nl, 0
d 2n+

1+w
logmaEE;omW )

mits 1°, lw] <1, wg1l of =1;
2%, van de logarithme de hoofdwaarde wordt genomen,

Hiermee volgt uit (4)
B v 4 on+1)
1+ e E: SHF e'( n+l)z voor Re z 3 0, z#0 of - wi

1 e(gnM)Z voor Re z «0, z#0 of -mi

L {5)
Neemt men hiervan het re&le deel, dan vindt men voor ¢(x,y) de for-
mules uit 2.2 terug. Voor y(x,y) volgt uit (5)
4 - +
¥(,y) =g Z;; sdr e (2O o5 (anin)y (6)
N=

Voor z=1ly volgt uit (3) t=-i ctn 3y en dus 2 = —21%— log ctn(3]ly]). Hier-

it volgt met (6) de reeksontwikkeling

oo

1
Y% == cos(20+1)y = 3 log ctn(zlyl),
Nz=

geldig voor -T <y <1, y£0,

Opmerking. Daar e™" =0.0432 en e”°" =0.00187 volgt uit (5) dat 2 (z)

practisch gelijk is aan 1 voor x> 21 en gelijk aan -1 voor x ¢ -27C,
Het gebled waar de stroming werkelijk van betekenls is heeft dus een
lengte van slechts enkele malen de breedte van de strook,.
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Y Zij GZ de strook O0<Im z<a, zi]
=0 ia - AR langs Im z=0 ¥ =0, langs Im z=a,
R YR
,//?;ﬁ C?Vééﬁcf’?ﬁi/éff?ﬁééff/ Re z<0 =0, en langs Im z=a,
,;/ /r/j////////i///’/////”//ﬁ Re z>0 ¥= Q>0 (de bedoeling is
- o x dat het snelheidsveld voor x> a
z-vlak uniform is met snelheid qx=—Q/a;
voor de potentiaal zal dus voor x> a moeten gelden }b=Q. % + const+..,.
Men kan zich hierbilj verschillende physische situaties voorstellen,
14 Het gebied G5 - ziet er uit als ge-
L@ /)00 s )y ///u;//;' tekend. We moeten weer de functie
Céé}?éﬁﬂf;ﬁ@;éﬂ?‘[4 Q. =0(z) vinden die G, op G, af-
;CQQ//Qﬂﬂkﬁﬂﬁx/ﬁffh beeldt, Beschouw hiertoe de af-
¢ beeldingen tzemz/a’ s=cosh(ma /Q),

die G,, resp. G, afbeelden op bovenhalfvlakken G, , resp. G (zie
figuren) 11,

S
. . ;) ] ///".
i Lip 7
VN NSNSy JLL S r e
////////‘// ////////,//////// /////////// / /////'////////
/QU /HQ/////,/,/ﬁt,/,/// /0/////0//////////ﬁs//////
SNV YNNIy /7y NS NEEY Sy
B’f,////f:// NIV f,// [ B .///r/f.‘i.// L1 ’//./P:’.///,’://B
-1 -1 4
t-vlak s-vlak

Daar s=s(t) G, moet afbeelden op G, volgt onmiddellijk s=1+2t en dus

a(z) = (Q/m) cosn™ (1+2émz/a) =
- (a/m) tog (12672 \4eP2/2 a2

{wortel positief en logarithme re&el voor z re&el).
Voor Re z>>a geldt

a(z)- [T ¢ 1og 4 + Log(sdV 14eT/R) 1 e7M2/2)]

a

Ao

(log 4 + 3e toool)s

waarult volgt dat voor x>2a de stroming vrijwel zuiver uniform 1is,
Pe reéle constante %‘log 4 kan men de uitstromings-weerstand noemen,

Voor -Re z» a geldt

a(z) = % 1og(1+2enz/28\/1+én2;a +2énz/a) =

2Q mz/2
=‘:l"rgeZ/a (1"'»:‘),

zodat voor x < 4a potentiaal en stroomfunctie vrijwel nul zijn. De
uitstroming vindt dus vrijwel geheel plaats tussen x=-4a en x=0.

Opmerkingen
1. Is het gebied, waar de instroming plaats vindt, begrensd, zoals in
de figuur is aangegeven, dan vindt men op vrijwel dezelfde wijze

).
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T T T
/I/II'//////"i//f///’/«// /////j/’////’/i//
yzso///////////////

/ ;o ;

y-2
N N /.
/’//////,’//////,
i REENTE

-b

#I:.O

a(z) = % cosh”q{g coshrt(z+b)/a+coshbrb/a)+q} .
2 cosh(r b/a}1

De uitstromingsweerstand wordt dan %.{log 4.2 log (1_e-nb/za)}

2. Verwisselt men in het bovenstaande de rollen van ¢ eny (¥ -~¢,

¢ 5 =Y, Q-a<¢o) en splegelt men aan de 1lijn y=a dan kan men de situa-
tie electrostatisch interpreteren: ¢ is de potentiaal van een half-

oneindige plaat met potentiaal <¢O mldden tussen twee oneindige platen

met potentiaal O (zie figuur)

. oo oz Lost)
WeQ $> %

2 h Y -G (Xefloga)
ﬁ;O

Daar de stroomfunctie nu het "aantal" krachtlijnen en dus de opper-
vliakte~lading op de platen meet, is wat hierboven de intree-weerstand
werd genoemd, nu een maat voor de extra-lading dile door het rand-ef-
fect bij het uiteinde van de middelste plaat wordt gelnduceerd.

€, 21) G, de strook 0 <Im z <a, verminderd met een "ultsteeksel” langs
Re z=0, b «<Im z<a (0O<b¢a). Gevraagd wordt de afbeelding van G, op

Y‘Lq

K., 7/1/77,, E\NC/ /7 T 7T T,
/////////////" L‘//// /////,//////////5
’ /ﬁ%!//d”ﬁ/’m7/uﬁ////ﬁ

/ /7 N N Lyl
NN Ty,
gLl /'\rA'// Loty oy 0SB
X
z-vlak

g /’/'//.'//’ Y
-1

' YR N NN
//,//// //.////////// Iy
////////// i SNy yy.
G s
;," 1h’k’/"-’////lE'
E/, ,////.Itqnlfu o) /////// /5// / ////// /
NN SN NN
NS YN YNNI ’///////////////

’/’,ﬂ///f Aty r//ﬁrhw

het bovenhalfvlak Gw, waarbij de
punten A,B en D komen in resp,
w=0, 1 en e , Op grond van de sym-
metrie komt dan F in w=-1, Waar

C en E komen, kana priorl niet

v worden gezegd, slechts is bekend

dat 1 <1/k< <o,

Daar s=tanh‘%§ wordt Gz af-
gebeeld op het bovenhalfvlak, ver-
minderd met een coupure langs de
imaginaire as van i tan(mb/2a)
naar 1o,

Door tas2 gaat GS over in het
volle t-vlak verminderd met twee
coupures langs de redle as: van
- co tot ~tan2(mb/ea) en van O tot

(= I
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Door de gebroken liaealre trang-

: i) formatie uw t(%’canz(vzb/aa}) -
//1?/ Ny i;/i’//, t+tan®(nb/2a)
/"/“”1" fj/i///]jli/f’f
/////‘&a/f /f’ff’/f’/’///fff t
NN VARSI - 2 2
Fy Y ,CQ/;A,jafb e t cos“(wb/2a)+sin“(nb/2a)
//J’n / i s 3, i

T ] N N ’1‘ I u ; )
TRy 18] e 1 //D'  worden de belde coupures tot één

iy ///",//"i ,’; ¢nkele langs (0, ¢0) samengetrokken,
////'ii Nl ////;, Iy 7 De punten C en E komen in
! Lo

U*V‘Gk ————1—-——-—-::—.—-—-— + 10.

cog(nb/2a) ~
Door w= VU (w positief voor u positief) ontstast tenslotte de ge-
vraagde afbeelding op het w-vlak. Hierbij blijkt k=cos(mb/2a). Door
samenstelling van de verschillende stappen vindt men

sinh(mz/2a)

W m .
Ve oshz(vrz/za )—kz-‘

Zij nu a(z) de complexe potentiaal van een stroming in Gz die
zich voor z — + e gedraagt als een uniforme stroming met deblet Q.
Het gebied G, 1s dan de strook 0 ¢Ima < Q.

e = ——  Door w=tanh(mQ /2Q) wordt dit af-
// i/

L Iy, l/iai/i’//c.r’// Y

007 g i) gebeeld op G, met de gewenste cor-

14 ,/ﬁn////,f/, y / ,//I//f,//’////‘ /] semit W o g Lot

/ Y FRE RN respondenties. En dus ge

- /,’,’_/,// s /AN ,’,// il P g

¢
fi-viak
- T
n(z) = %@_ tann~" _8inh( z/2a)

\Vcosh-(nz/2a)-k"
V coshg(n z/2a )mkelsinh(vr z/2a)

2(nz/2a )—kzzsinh(n z/2a)

_Q
—~;’-£10g

Vcosh

We zoeken nog het gedrag van Q voor Re 2 = o

n (Z) = %@- log Sinh(nz/Ea)-kcosh(rz Z/Ea)\/1—k2{cosh(mz/gaﬂ‘2"‘z

V1-k2’

- %E - % [1og(’i—k2) - Z’kze—zz/ah..} .

De totale"weerstand" van het ultstceksel is dus - = log ﬁ-kg) =
T

= % log sin g—g— . Verder ziet men weer dat de stroming vrijwel uni-
form is voor |x| > 2a,

Opmerking. In alle voorbeelden is gebleken dat de afwijkingen van de
uniforme snelheidsverdeling slechts op korte afstand van de "storing"
merkbaar zijn, Dit geldt algemeen in dergelijke situaties, In de elas-
ticiteitstheorie heeft men bij rek, bulging en torsie van staven het-
zelfde: principe van de Saint-Venant.
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2.5, De afbeelding van polygoon-gebieden op een halfvlak volgens
Schwarz en Christoffel,

De tot nu toe behandelde afbeeldingen zijn alle verkregen df
door beschouwing van een van te voren gekozen elementaire functie of
door - min of meer proberenderwljs - een aantal elementaire afbeel-
dingen samen te stellen. Voor een bepaalde (voor de toepassingen
zeer belangrijke!) klasse van gebleden - nl. de gebleden die begrensd
worden door een polygoon - 1s door Schwarz en Christoffel een alge-
mene methode aangegeven,

Algemene beschouwingen,

A, Z21] Aﬂ’AE"“An een enkelvoudig (dus zonder overkruisingen) geslo-
ten polygoon in het Z’V%ﬁﬁ dat een gebled Gz omslult,

-

e = Yo De complexe getallen die met
w\»f Rﬁ;‘%;:\ﬂ;f§7/ Aq,AQ,... corresponderen noemen we
AT e S N e
°/ ‘ **f;:}wx ZysZpsees o We veronderstellen dat
. Lo \\‘(’
6. AP Ayshos... in de bij @, behorende
A B AN\ . normale volgorde liggen ("linksom"),
1 \ Ay N R ,
3"“““*~~a~wwwmm+gwﬁﬁth\w De hoek waarover de (georlenteerde)
SR, z-vlak "randvector"” aan het polygoon in

een hoekpunt Ak draait zullen we ?{wk noemen (linksom positief). Bij

een ultspringende hoek 1s dan O<'Aﬂ{<’h bij een inspringende hoek is

—ﬁ'é,wké 0. ,«k:~1 correspondeert met het uiteinde van een coupure
(zie figuur). e =1 wordt ultgesloten, daar 1n dit geval het gebled

G? geen punten in de omgeving van Ak

kan hebben, zodat Ak geen randpunt aan

ﬁi&w ;:%gega’*fﬁx Gz zou zlin, Ook }akzo komt niet voor,
SLEETT 8N Er geldt dus (althans bij een hoekpunt
Lo S [ i .
- A; A A in het eindige)
’ -1 g /uk¢ 1, /“k‘%o (’\)

De hoek A, _, A A . 15 w(1- 4 ).

Daar het polygoon enkelvoudig samenhangend verondersteld is,

moet :
9]

Z;,iﬂk =2 (2)
(de raakvector maakt één volle omwenteling als het polygoon eenmaal
doorlopen wordt).

We breiden het bovenstaande uilt door ook hoekpunten in het on-
eindige toe te laten. De hoek 334& wordt hier op dezelfde wljze ge-
definieerd: als de hoek waarover de "raak vector" aan het polygoon
draait bij passage van A . In plaats van (1) geldt nu



De relatie (2) blijft echter gelden.

Zij nu z=f(w) een functie die het bovenhalfvlak GW (Im w>0)
conform afbeeldt op GZ. Volgens de stelling van Riemann bestaat een

dergelijke functie en daar de randen van Gz en GW bestaan ult eindig

veel continu differentieerbare wegen, zal f(w) ook nog continu zijn
tot op de rand van GW, behoudens in punten die corresponderen met on-
eindig verre hoekpunten van GZ of met w= o .,

Stel dat Aﬂ’AE""’An corresponderen met wq,we,...,wn.

e Deze punten moeten zeker 1in de
‘A"'/xAj'W',’A;, "goede" volgorde liggen, zodat (even-
A TR o oy

; " ) tueel na omnummeren) men kan veron-
W4 "o " derstellen, dat
w-vlak

W, < Wqy< oo w
1 2 <

ne
Verder zullen we voorloplg veronderstellen, dat alle wk‘s eindig zijn
(indien dit nilet zo zou zijn dan kan men dit door een gebroken lineaire
transformatie verhelpen - zie hierachter).

We zullen straks bewijzen dat dan voor de afgeleide van f(w)

geldt:

dz - e
I = f'(w) = C ;iq (w—wk) , (3)
. - A
waarin C een (complexe) constante #0 1s en de functies (w-wk) X cen-

-l

waardig gedefinieerd zijn door de eis dat (w-w, ) ~ K positief re&el is

i)
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voor W reéel >w Dat zoiets als (3) moet gelden 1s eenvoudig in te

k.
zien, Loopt men langs de rand van GW dan neemt bij het pasgerenbvan Wy
arg g% met e "toe". Dit klopt met (3), want arg(w-w,) K is - A
vOoor W< W, en nul voor W

Nemen we aan dat (3) bewezen is, dan volgt daaruit

z=f(w) = Cj(Zj; (w-wk)—/uk dw + C,, (4)

waarin 01 een complexe constante 1is.
Hiermee is dus de vorm van f(w) gevonden.

Het rechterlid van (4) bevat n reéle en 2 complexe parameters.
Daar, zoals bekend, de afbeeldingsfunctie eenduldig vast ligt, zodra
drie der punten W, gegeven zljn, moeten ‘de overblijvende n+1 (reéle)
parameters bepaald zijn door het feit dat f(w) GW moet afbeelden op
het polygoon-gebied G,, dat door de grootte van de hoeken (die in (4)
reeds optreden) nog niet eenduidig bepaald is,

Daar de n hoekpunten z, bepaald zijn door 2n reé€le parameters en

k
" in verband met (2) n-1 hieruit volgende onderling on-

afhankelijke parameters zijn, blijven er in principe dus juist n+1

de n getallen u

grootheden over om C, Cq en n-3 der getallen W te bepalen, De wljze
waarop dit geschiedt hangt af van het probleem, waarmee men bezlg is,.
Een mogelijkheid is bv. (4) te vervangen door

W
" n M
z =2z_ +C © (t-w,) dt (ka)
n 3( Q;% k
n

Daar voor w refel en >w_de integraal in (4a) kennelijk positief reéel

is, geldt
arg C = arg(zq—zn).

De overblijvende n-2 parameters kunnen nu bv, worden bepaald door n-2
vergelljkingen van het type

Mo
- ol -
{zknzk“” = ICIW[ ;Dqlt—wk)
k=1

(indien oneindlg verre hoekpunten optreden dan kan het niet steeds op
deze manier).

- A

o

K gt

We beschouwen nu het geval dat niet alle w, 's eindig zijn, Z1]

f(w) zodanig dat (eventueel na omnummeren) Wy= 00, Wo W< .oy <X

n

Z1ij a een reéel getal groter dan W Dan wordt door w'= §1W Gw conform

afgebeeld op een bovenhalfvlak Gw‘. De punten Aq,Ag,... corresponderen

nu met de punten wq‘,wg',... waarbij O=w1’<-w2’4....<wgq'aaw.

Voor de functie z=g(w')=f(a- #L) geldt volgens (3)
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d l"n‘ ! ! jpk
aué—-rsc i;]:‘(w-wk) R

. 1 1 Wy
LI = - ==
Daar voor k >1 w wk' Epum A, (a-w)(a-wk) en voor
k=1 w'-wq' = Egﬁ » volgt hieruit
n
dz _ dz dw! 1 c! CTT—j WeWy t S
| L4 = . A - - p =
dw © dw dw (a—w)2 1 yep ((B-W](E-W]
n_ S,i'w)
-
— n W=W 4k
= c! . (?—W) K= . T-{— ( k ) -
A=W
(a-w) k=2 k
= C 77 (w'wk) s

n

met C=C'T] (a —wk) , waarbij gebruik is gemaakt van (2), Vergeligking
met (3) k=2 Jeert dat formule (3) blijft gelden mits de factor (w—wq)
wordt weggelaten,

B. Bewijs van formule (3) voor het geval dat alle punten z, eindig zijn.

Daar f(w) G, conform afbeeldt op G, 1s f(w) analytisch en eenwaar-
dig voor Im w> 0, en hler geldt f'(w)#0.
Daar f(w) de 1lijnstukken (wk’wk+1) afbeeldt op lijnstukken

(zk,zk+1) geldt dit volgens het spiegelingsprincipe ook nog voor
Im w=0, w#wk (k=1,2,...n).

21 "
T st S (5)

Deze functle is dus ook analytisch voor Im w30, w#w (k=1 25...n ).

Verder is F(w) re&el voor Im w=0. Immers, zij Yie defarg(zk+1 zk)
en zi}j

Dan is de functie Xk(w) re¥el voor w < w<wW  ,, dus ook z'n afgelel-
den. Daar }i(w) v
STy S T T Fw)

)

volgt hieruit de realiteit van F(w) voor Im w=0.

We beschouwen nu het gedrag van F(w) in de omgeving van een punt Wy
Z1j C, een halve cirkel-omeeving van w,.: Im w >0, \w-wk\afﬂzie figuur
1), met » voldoende klein, b.v. p <« Min (wk'wk—1’ wk+1—wk). Daar f(w)
analytisch is in Cw en continu is tot op de rand van Cw’ wordt door
z=1(w) C, afgebeeld op een sector-vormig gebled C, (zie figuur 1B).
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- K+
\ i+
' N ~ L
RN
fig.1A. w=-vlak fig. 1B. z-vlak
e
‘ VRN
. A“”t‘ [N z1j ), de hoek die de 1ijn (z,,z) 4)
TR Tk ' ‘Ek\ ‘ maakt met de positief re&le as,.
" © h Beschouw de afbeelding 1
. » . -1 e
.. C - def Tk 114
N T tchk(z) = [e (z-2,) | k
fig. 1C. t-vlak Deze beeldt het gebled C, af op een

gebied Ct’ waarbij de lijnstukken
Ck Ak’ resp. Ak Bk worden afgebeeld op delen van de negatief, resp. de
positiefl refile as. Beschouwt men nu t als functieqvan W

; X S A ';]‘:""'"
tz\fk(w)dgf ¢k %f(w); = te T éf(w)—zk‘} “

i
4

(6)

dan wordt Cw op Ct afgebeeld, waarbly de rechte 1lijn Ck Ak Bk overgaat
in een rechte 1lijn., Volgens het spiegelingsbeginsel kan\p (w) dus ana-
lytisch worden voortgezet in de gespiegelde halve cirkel C \#k(w)
kan dus 1n een Toylor-reeks om Wy, worden ontwikkeld, waarvan de cone-
vergentle-straal minstens f is:

Y (w) = j{; o (wow )™, met a0 . (7)
Me=

Dat de reeks begint bij m=1, 13 duldelijk, daar t -» () voor w W, . Dat
aq#o moet z1in komt omdat de afbeelding van @ +C op Vt+ct conform
moet zijn, zodat H%; #0 moet zijn in C WCy du% zeker in w .

Uit (6) volgt

s,l-/(l
£(w) =z + e { yk(w)j K

en daaruit i;k

£'r(w) =

Dus, daar ,Akgﬂ,

i “(W)
P(w) = frimd = £ log £1(w) :%'m é—‘fﬁ- (8)

Uit (7) volgt

(1=4) i (). [ ()] 7K

L
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oo
by m=1
/(W) = 7 ma_(w-w, )
‘V k - m i
el —
‘y’ﬁ(w) = 2 m(m-1)a_(w-w, )""%,
e "(w)
\/ K W .
en dus, daar a,#£0 : = > b _{w-w )™
, o Va0 Sy m(W= ),
Nt Wy
ZBL(v) = 4 < c_(w-w )m
y.,k“(w"}' WeW e Tm k/ 2
»*“'k (,‘L;n.,... m
Flw) = - - + é;” a_(w-w, )", (9)

Het is niet moeilljk om in te zien dat de convergentie-straal van de
reeks in (9) weer minstens [ is, dit doet echter niet terzake, als hiy
maar positief is en dat is zo, omdat in CW+C: Y en ‘¢k’¢0 zijn (voor
w#wk). :

Daar voor iedere k een resultaat van het type (8) geldt (met ver-
schillende coefficienten dp) blijkt:

n A
de functie F,(w) def F(w) + o L:

is analytisch voor Im w 0 en retel voor Im w=0 en dus (splegelings-
principe) analytisch in het hele complexe vlak, d.w.z. een gehele func-
tie.

Om Fq(w) te bepalen onderzoeken we nu het gedrag van f(w) voor
w--suo, Het punt w=:0 ligt op de rand van Gw en wordt door f(w) dus

afgebeeld op een punt z,  van het lijnstuk (zﬂ,z ). Stelt men w'=- %

1
dan wordt een halve cirkel-omgeving van w'=0 afgebeecld op een halve
omgeving van z=z, , Met het spiegelingsprincipe volgt daaruilt weer

dat voor !wi >R (R voldoende groot)

f(w) = z, +4;;% a w ™ met aq¥0,
en dus
. N ‘ -m-"1
£ {w) lgﬁ ma. ,
J}\;’, - -1 ]
f"(w) = > m(m+1)a_ w5,
Me=
~ Lo
o S =T
F(w) = - = + Q:b b W, (10)

Er geldt dus 1im F(w)=0 en dus ook lim F,(w)=0. Op grond van
e sy 4D e
de stelling van Liguville moet Fq(w) dus “identiek nul zljn, waarulit

volgt
f» 1 W e M(V"k

i‘“\(w) = — = - éﬂ T . (10a)
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Door integratie volgt hieruit

O
log f'(W) = - PN log(w-w, ) + log C

en dus

o =Yy
f'(w) = C fjx (W-—Wk) ’

=

waarmee (3) bewezen is,

Opmerking: Uit (1Q) volgt 1im wF(w)=-2. Dit is in overeenstemming

W2 0
met (10a), daar &iﬁ/ukne.

=

C. Bewijs van formule (3) in het geval dat een of meerdere hoekpunten

in het oneindige liggen,

Op grond van het bhovenstanande is het duidelijk dat het voldoende
is om aan te tonen dat ook indien het punt W correspondeert met een
hoekpunt in het oneindige, <en formule van het type (9) geldt. Bij
het bewijs hiervan gaat het er om, een functie t= @k(z) te vinden die
de "binnen" het polygoon liggende "omgeving" van A, afbeeldt op een
halve omgeving van t=0,

1%, We beschouwen cerst het geval 1 <~“k5;3’ waarbij het geval

dat ,usz of 3 en de 1l1jnen Ak—1 Ak en Ak Ak+1 niet op dezelfde rechte
liggen, wordt uitgesloten,
De 11ignen Ak-1 Ak en A, A hebben in dit geval steeds ecn ein-

k Tk+1

dig punt gemeen, stel z=a, - f(z) beeldt nu een halve cirkel-omgeving C

W
van w, af (zie figuur 1a) op het ge-

AL bied C, (zie figuur 2), Zi} I de
/ , X
/B, C, hoek die de 1ijn Ayig Ay maakt met
"\\\g E de positief re&le as. Beschouw de af-
,“”M,ﬁf“ C-ﬂi/,/*Ak beelding
e Sk
/ h
) Abaw’ t = *k(z) =
Y |
K ~ 1
a B 1
fig.2. z-vlak [ =1y pak’q
L€ ( z-a K )‘

Deze beeldt CZ af op een halve omgeving Ct van t=0, waarbij CkAk en
AkBk afgebeeld worden op delen van de negatief, reg 3 de positief
reéle as (vgl. figuur 1C) want voor .z op ByA) 1s ¢ ‘k(z-ak) positief
retel, en voor z op C\ A, 18 arg | e 'k(z—akﬁ = ‘ﬂﬁg‘k'1) en dus

arg ¢k(Z)z7T.

Op dezelfde wijze 21s hierboven volgt hieruit

)

e

=y (w)OET 4 eyl 2 D —w, )™ :
t =y (w)"2 ék'lf(w)ﬁ = a (w-w )", met a,#0.



cs 62

i} -dg 4+
K "4
En, daar f(w) = ate {V@(W)}
1] 1
b X
“‘-f’k (w) . \f’k (w) o ANy N “;9" d_(w-w )m (92)
S I O B e = T

i

, geldt weer

P(w) = o g
(vgl.(8) en (9)).

0 ! e > 4 i ]
2. 21y nu /Uk“q De 1lijnen Ryeq Ak en Ak+1Ak zi)n nu evenwijdig en
gelijk gericht. Stel hun afstand d, (dk~»0). f(w) beeldt nu een halve

) ! cirkel omgeving C_ van w, (zie fi-

A
1{, Tk o guur 1a) af op het gebled C, (zie
. P \iiN ‘Ak figuur 3). Zij ), de hoek die
\*‘“v‘ \_ . _
R ‘ - ’ s 2
Az,,l~ *dk \}QK””” “k+1Ak maakt met de positiaf reéle
A L as, Beschouw de _ /-1; dfbeelding
N - e k(Z Z
A def K K
et | o QK(Z) = €

fig.3. =z-vlak
Deze beeldt Cz af op een halve omgeving Ct van t=0, waarbi] Ckﬂk en
AkBk afgebeeld worden op delen van de negatlef, resgi ﬁe positief
retle as (vgl. figuur 1C), want voor z o& Bl A, 1s e (z—zk) retel,
dus arg ¢k“0 en voor z op A, C, 1is Im « | k(z z )L =-d, en dus
arg ¢, (z)=T1r.
Derhalve geldt weer

O
t= %k(w)dﬁf ¢k gf(w): = ilﬁ am(w—wk)m, met a,#0 en daar
‘ M= ’
d 1y
f(w) = Zysq - 7? e K log ¥\ (w), geldt
1" !
) v O
eriw) Y (W) e (w) 1 < m
F(w) = 7 = - = - + 2 d_(w-w ) (9p)
\yk’(w) yk(w) WeW, e M K
3° *) 213 «4 =2, De afstand 4, van A A, en A A kan nu zowel posi-
n R e b S i VO Ptk Kike1 aowes P

L 1 . ) ‘ tief, nul, als negatief zijn
T (zie fig.h) (het geval d,=0
/ L i - - valt ook onder 2°), f(w)
beeldt nu een halve cirkel-
omgeving C_ van w, (zie fig.
1a) af op het gebled C, (zie
fig.4). 21J Jy de hoek die
AkAk+1 maakt met de positief
reéle as. Beschouw de afbeel-

ding

o o e W G e S

*) De behandelingswljze van 30 en 4° is aangegeven door Dr Peremans.
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die gedefinieerd 1s doordat zijn inverse 1s

anzk

+7

d, 2

Deze beeldt C, af op een halve omgeving C, van t=0 (zie figuur 1c),

waarb

positiefl redle as,

e

©

-i)k

-1Jk

13 C, A an ALB

k'k

1k afgebeeld worden op delen van de negatiefl, resp.

Immers, voor t >0 (doch niet te groot) is

(z~zk+q) negaticf retel cn voor t <O (doch niet te klein) is

(z—zk+1)+1dk positicf re&el, Voor |tl--»0 gaat |z|i-—svo, terwijl

arg(z- zk+1)w1n+yk—arg t + arg(1+ ~7K log t)~w1r+ Yy-2rg t. Daar

d

2

at =¢
doende gvoot), is de afbeelding d¢éndénduidig, zodat ook het omgekeer-

LRI

1 e~ mt.

}#O voor )t! voldoende klein en #0 (dus |z| vol-

de van de bovenstaande beweringen geldt. Derhalve geldt weer

def 4 ( N 'é?' m
t = (w)=" ¢, 5f(w): - ﬁiﬁ a (w-w, )" met a,40
Ve r d -
k 1 k s
en daar f(w) =z, ., - ¢ 1~¥k = log \fk |
geldt
: i}k Vk_( dk‘ , } i
f( ) = € — 1 - = \‘lk(W) en
Yy (W) , de
oy, 0 o
ey < £1m) VOO 0 g ()
TR AT T A TRy ()
A8
{0y
2 K7 m
= - + 2 d (wew, ). (9¢)
WeW mz;“o m k
49, Ziy tenslotte (& =3, A 1 b €D Ak+1Ak zijin nu weer gelijkgericht.
Stel hun afstand dk,yk:;o (het geval dk:Q valt ook onder 20.).
' Het becld CZ van een halve cirkel-
; '54 omgeving C  van W, is aangegeven in
,’Vg 3 or - [vd 3 2 = Y !
, E fig.5. 21 fk de hoek die Ak+4Ak
' Tl 1 maakt met de positiefl reéle as. Be-
v ~ <
e \\‘Ck ,// schouw nu de afbeelding t= ¢k(z),
,// :&fk— Dl wzarvan de inverse is
'Y 1 Ay “
\ k Zyepqt L t o= log tﬁ
W
//,4"://M Op dezelfde manler als in 30 blijkt
k+4¢Ak+1 / dat hierdoor C, wordt afgebeeld op

e

_1yk'

‘z-vlak

een halve omgeving Cy van t=0 (voor

t >0 (en niet te groot) is

_1)
k . .
e (z- k+1) positief re&el, voor

t <0 (en niet te klein) is

(z—zk+1)~i d) negatief re&el).
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Dus weer tu\%k(w)dgf ¢k {f(w)} = ji% am{w—wk)m, met aﬁﬁD.
1)y g, ™

ULt f(w)=z, ,+e K [qrgzny + g% log yvk(W)j volgt

i (v

f’(w) - ‘83')"\!{ w 5’} - ?l{. v Q(w)}
\’lzkfj(w) { T .

2a,

o) Y () Y )
IRERLOE IO Sk 20 w

en dusg

w Tk
)
< m
= - g%ﬁ“ v ) dm(w-wk) ) (94)
k M=

Hiermee is de geldigheid van formule (9) voor alle gevallen asnge-
toond,

D. Afbeclding van het uitwendige van een polygoon op een halfvlak,

21 Gz het ultwendige van een begrensd enkelvoudig gesloten poly-

goon AﬁAE""An‘ De nummering van Aq,hg,... zl) in de biy GZ behoren-

de normale volgorde en de hoeken
Wtk worden als in A gedefinieerd.
Er geldt nu

-1 sy <1,

D2
;;ﬁﬁuk = -2, (11)

Gevraagd wordt een functie f(w)
, , die het bovenhalfvlak G, afbeeldt
z-vlak ) op Gz' Daar nu z= w een inwendig

punt van G? is, zal er een punt
W, (met Im w,, »0) in G moeten

G‘ - ziin, waar f(w) niet begrensd, en

W : dus niet analytisch en olet con-
w5 w; QN form 1s. In alle andere punten
Wevlak van G, moet f(w) analytisch (en

eenwaardig)zijn.
Veronderstel weer dat alle getallen WasWos oo W eindig zijn,

Op precies dezelfde manier als in B, bewijst men dat de functie
F(w)dgf " (w

= de volgende elgenschappen heeft:

1°. F(w) is analytisch voor Im w >0, behalve in WM Wy W €D W
en reéel voor Im w=0,.

Q0

&
2°, P(w) + éjgk is analytisch in w,_.
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00
3°, F(w) = - % + g bmw’m voor (w| >R (R voldoende groot) (12)
e :
We onderzoeken nu het gedrag van F(w) bl) w=w__ . De functie
def 1 P ) Ae
tug(w) = T moet een omgeving van w=w - afbeclden op cen volle om-
geving van t=0, Daarult volgt:
L6 -
glw) = - a, (w-w )", met a,#0., (13)

(als 2,=0 dan 1is g'(wy, )=0 en g is nict conform bij waw_ ).

Uit £ (w) = - Eéiﬂl volgt
g (w)
wa "W 'W
SO

)" (14)

-l ‘__r:]_'__ .
Fq(w)dii F(w) + > . S 2. - E
92 WeWay,

is analytisch voor Im w >Q en reel voor Im w=0 en dus (splegelings-
beginsel) een genele functic, Daar (donk ziy (12)) lim F,(w)=0, geldt
F,(w)=0 (Liouville) en dus W

n
ST " 2 2
F(w) = = 2 - - , (15)
k=1 """k "V o waW,,
waarult door integratie volﬁt - A
. I
T = £'(w) =Cc. = - (16)

s

" (wew ) (-, )

(C is een complexc integratie constante).

Ogenschijnlijk hebben we nu ecn complexe parameter (woo) meer dan
in de¢ vorige gevallen. Er bestazt echter een (complexe) relatie tussen
WasWo,eoaWo€n W

A4

A
W F; * 2~ = 0. (17)
=1 o0 kK W_ =W

Uit (13) volgt namelijk

1 1
f(W) = g(W) = { 82 =
81(“‘wu,)'11+ E;(”’wma)+' ..§
1
= — eyt c1(w-w Y+...
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1

en dus f'(w) = - —s + C, L., =
&q(w~wm3)'
1 ¢ . 2 )
W - 1 4+ d{w-w o b
e E U ) J’
zodnt o] . P .
F(W) = o= log £'(W) = - o + edg(w-wma) Foee

De coefficient b  in (14) 1s dus nul, of anders gezegd,

. ]
lim ) F(w) + — z = 0,
W oW Jiﬁt T U

-

Vult men hier voor F{w) het rechterlid van (15) in dan ontstaat (17).

Opmerkingen 1. Uit (12) volgt lim wHw)=-2. Dit klopt met (15), daar

W

‘é;m' /(‘ (kz - 2 .

o= 2. Dat in de ontwikkeling van £'(w) bij w=w_, geen term
met (w—ww)“q mag voorkomen, is duidelijk. Bij integratie zou dit voor
f(w) een term met log(w-w, ) geven, zodat f(w) niet eenwaardig zou
zijn bij w Door ontwikkeling van het rechterlid van (16) bl w=w,

vindt men als voorwaarde hilervoor natuurlijk weer (17).

A *

3, Indien een der punten w,,, b,v, W, in het oneindige ligt
-4 -
dan moet in (16) de factor (w-wq)' 1 en in (17) de term (W,}—Wq) 1

weggelaten worden, Men bewljst dit op dezelfde manier als in A,

E. Afbeelding vaen een polygoon-gebicd op het inwendige van de eenhelds-
cirkel.

Kent men de afbeelding van het inwendige van een polygoon op het

bovenhalfvlak Im ws0, dan kan men door een gebroken lineaire transfor-
. . t-
matie, b,v, w= 1 5?% overgaan op het inwendlge van de eenheldscirkel.

Uit (3) vindt men

n - d
FoE oo T (e k (18)
=
w, -1

waarin tkz WE¥Y . Deze formule heeft geheel dezelfde vorm als (3). De

punten tk 11Eg0n nu echter op de eenheidscirkel,
Evenzo vindt men uilt (1€) voor de afbeelding z=g(t) van het inwen-
dige van de eenheidscirkel op het ultwendige van een begrensd polygoon

uit (16) 'f% (t-tk)‘jk
F=cr. . (19)

* 2 e
(t-t,, ) (t T_.-1)
De relatie (17) geeft na enige herleiding

< 2 0. (20)

=1 Go Tkt T
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o

dz 1 - Ea"
Eist men t,, =0, dan luidt (19) 3£ = C'. —5— 1(t'tk) . De getal-
r

T
‘D"“ 7 ¢
len t, moeten dan voldoen aan >1_ gu /t )=0. Er kan nu slechts éen

der t,'s vrij gekozen worden. k=1
Tenslotte kan men door s=- % overgaan op het ultwendige van de een-

heidscirkel. In het geval dat s=ac afgebeeld wordt op 2z=oo vindt men

N -
d v A 7%
3= 0" = Uq (-5

met als relatie tussen de s ﬁw;A/S =0,
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2.6, Toepassingen, -

A. Z1}] Gz het volle z-vlak verminderd met de coupures ABC en C'DA‘
(zie figuur). Gevraagd dit gebied af te beelden op het boven-halfvlak
Gw met de aangegeven correspondenties, Het getal p kan niet a priori
worden gegeven, slechts is bekend dat p» O,

c v | . 7 ,
T e S A A
A47/'faf1b ' vz S */’ ',’;/ ',"Gw Ui
e ¢ cr . ¥,/ Ia B ¢
———% { = s ] =
" z-vlak w-vlak

De getallen «, behorende blj de hoekpunten A,B,C en D zijn resp. 2,-1,
2 en -1 (som 2). Volgens Schwarz-Christoffel geldt dus

dz w=1){w+
aw = C. (1)

waarin C positief 1is, daar voor w ~1 g%->0 is. (Daar in A w=0 en in
€ w=oco geelst wordt, bevat de noemer in (1) slechts de factor we, het-
geen de integratie zeer eenvoudig maakt). Uit (1) volgt door integra-

tie z=C iw+(p-1)log W+ % - p—1} ’ (2)

waarbij de integratie-constante is bepaald door de els dat z=0 voor
w=1 (logarithme re&el voor w»0).

Voor w <0 (re¥el) is log w = wi + log lwl (logarithme re&el), Hier-
uilt volgt dat voor w <0 Im z = (p-1)nC, en dus moet

(p-1)mC = b, (3)
Voor b=0 geeft dit p=1 (want C#0) en dus

i

1 4
zZ = T A (W + W 2) (4)
(De waarde van C volgt uit z(-1)= -a),

Z1iJj nu b#£0. Dan volgt uit (3) en (2)

z = % log w + —— (w + 2 - p-1), (5)
Tt (p-1)
Ult Re W(—"):—a volgt nu a= - % log p + _2;12 _g;_} , of
wa +1
+ =° %:T - log p. (6)

Uit deze transcendente vergelijking moet het getal p bepaald worden,
De functie ult het rechterlid is voor p >0 monotoon dalend en neemt
iedere redle waarde tweemzal aan, eenmaal tussen 0 en 1 en eenmaal

tussen 1 en eo (zie figuur). Daar de constante C positief moet zijn
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volgt echter uit (3) dat p >1 voor
b>0 en p<1 voor b«0, Hierdoor
is p dus eenduidig bepaald (uit

-5 ™ Ny s (5) volgt eenvoudig dat, als bij
\\\\ bmbo P=D, behoort, bij bm-bo
. p= 1/p, behoort),

A B .
,’ ‘ J‘i (/“ . . ’ J /
NN VR
) / , K // / // ’ ; ‘ /'/ J/
D! B P AY ‘B ¢ D
“1/k -1 1 1/k
w-vlak

De getallen w« blj B,C,D.E en F zijn resp. 1,3,-1,%,1 (som 2),
En dus w

2 = o f du
o (1-u) MG~k2u

(voor w=0 is z=0)., De integraal kan worden berekend met de substitu-
ties U= % gin t, tan t = s en men vindt

c \/1-k2w2+k'w
z = wpr log . s (8)
[, 2.2
VA-k"w -k'w

waarin k' dggiv%—kg (logarithme re¥el en wortel positief voor
-1<w<1),
De nog onbekende getallen C (positief) en k (0O< k <1) vindt men als
volgt.
1°, voor 14:w:$% is \/ﬂ—kzwg-k'w negatief en wel geldt, indlen men

de re#le as vanult GW nadert

/
arg(\/ﬂ-kzwg—k'w) = =T,
Hier geldt dus
e . ¢ TRVEN-

Z =

=T *oRr 108 s °
k- V 1-k%u2

(logarithme redel), waaruit volgt C = %% k! (9)
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2%, voor w ;%-geldt \/1~k2w2 = -1\/% wL—ﬂ (wortel positief) en dus

k‘w»i\/;éw“~1

o wit Vw21
-2 ViCwe-1 1
KT J

= 1a %1— - are tan
n W

a
z = la + 5 log

(hoofdwaarde van arc tan, d.w.z. tussen O en g).
Voor w= oo volgt hieruit

e k
b=a (1- & arc tan ET)’

K K 7w a-b b
duswuwmtan(g-?)mctn%,
V1-k
k = cos g% , (10)

(hieruit blijkt dat er - zoals te verwachten was - een 1-1 correspon-
dentie tussen k uit 0 <k <1 en de verhoudingen b/a, met O<b/a &1, is).

Opmerkingen,

1. Uit (8) en (9) volgt

\/1—k2wg+k'w _ Jz/a

VQ-k2w2~k‘w

waaruit na enig rekenen volgt

w = _Sinh (rz/2a)

—
V%oshg(vz/Qa)—kg ®

zoals in %2.4.

2. Het resultaat (9) kan ook direct uit (7) worden gevonden (deze
methode 1s vooral van belang indien de integraal niet in gesloten vorm
kan worden bepanld). Zij ¢ een kleiln positief getal. Dan is

z(1+¢)-z(1-£) = C J( dw — .,
b o]
Ce (1-wd)\/1—k°w2

waarin Cé een halve cirkel met straal &€ om het punt w=1 1s (zle fi-

guur) . o
Daar de integrand in w=1 een enkel- G, /,a~z;>\
voudige pool heeft geldt s T ! iTE -
1im {'z(1+£)-z(4-t)} = - nl,(residu in w=1) = mc
€0 2\ 1-k?

Daar anderzijds Im{z(1+£)*z(1—t)} =a (voor alle niet te grote £ )
volgt hieruit direct (9).
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We beschouwen nu het volgende stromings-probleem (stroming door een
poreus medium onder een damwand door), Zij BC en EF aequipotentiaal-
11jnen met potentialen Qfo, resp. - ¢0 en z1j FAB en CDE stroomlijnen
(ondoordringbare wanden), Stel langs FAB W =0. De waarde ‘\bo van W
langs CDE 1s niet 2 priori bekend, Het gebiled G, dat met Gz correspon~
deert zlet er uit als getekend (op

- Yo ; grond van de symmetrie 18 langs AD
G 3 S ¢ =0, verondersteld 1s ¢ _>0).
Q De afbeelding van G op G.n_ is volgens
R ;Y B Schwarz-Christoffel
-7 »
¢ % QL (w)=C J - _u (11)
0 -vlak v(,‘_u2)(1_k2u2)

Voor w=1 volgt hieruit (substitutie u=sin t)
1 e

¢ = C ! du — = C dt (12)
’ V(1-u2) (1-k2u?) ‘£ VA-k2s1nt

en voor w= eo (we mogen integreren langs u=1 S, 0 <8 < o9)

&0

ds
i = 10[ = (8 = tan t)
Yo 2 qu 2 2.2
+8°)(14k"s%)
L /2
=1cj dt =1cf dt . (13)
0 Veos2t+k®sint 0 Vi-k'2sint

De integraal in (12) 1is een z.g. volledige elliptische integraal van
de eerste soort met modulus k. Van deze functies van k, die worden
aangeduid met K(k), bestaan uitvoerige tabellen., We hebben dus

¢
9, =C K(k), dus C = KTﬁ% .

Verder volgt uit (13)
K(sin g—g-)

Yo = ¢o 1%%1 = ¢o — (1%)

K(cos gg-)

Hiermce 1is dus \'f’o’ d.1, de totale stroming onder de damwand, uitge-
drukt als f\ﬁnctie van b/a. Daar voor k—>1 K(k)-> oo (en wel
K(k) ~ log F:"') en voor k ->0 K(k)—-»'% , g%];sdt voor be<<a (bijna af-

sluiting)\'yo—-—a 0, (nauwkeuriger RS Q0 ) en voor a-b<<a
(zeer ondiepe damwand) \PO-«) ) 2 log(Ba/mb)
(nauwkeuriger 2 ¢ 8a

Yo~ = log =2 ).

m(a-b)
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De volgende tabel geeft een indruk van de tussenliggende waarden

b/a y%/ﬁ%
0.0111 0.29
G.1 0.48
0.2 0.60
0.4 0.87
0.6 1.15
0.8 1.68
0.9 2.06

Om €l als functie van w (en dus van z) te vinden moet de integraal in
(11) worden bepaald (een onvolledige elliptische integraal van de
cerste soort). Voor O<w <1 bestaan tabellen. Met geschikte transfor-
maties kan men hiermee {1 langs de hele rand (d.w.z. voor alle re¥le
w) vinden. Wil men {1 ook in het inwendige bepalen dan kan men beter
(11) omkeren door w als functie van £ te beschouwen, Dit leidt tot
de elliptische functies van Jacobi.

De standaardnotatie voor de omkering van (11) is

W o= sn(%»!7-,k) .
o

De functie sn(u,k) bezit, evenals de verwante functies cn(u,k)=

a‘Vq-sn (u,k) en dn(u,k)= VQ-kQSnE(u,k) vele fraale eigenschappen,

Daar bv,

sn u du'v + 1 ¢n u dn u sn'v ecn'v
1-du”

sn(u+iv,k) = 5
u sn'cv

(met dn'v is bedoeld dn(v,k'), etc.) kan men ult tabellen voor reéel
argument ook de functie-waarden voor complexe argumenten bepalen.

C. Beschouw een condensator, bestaande uit twee evenwljdige platen
met breedte 21 en afstand 2a (zie
p=-¢ dz?o A figuur - de afmetingen loodrecht
op het tekenvlak worden - zoals

e}

gebruikelijk - zeer groot veron-
V=0 V- Vo YO dersteld). Gevraagd wordt de capa-
A G|E V=¥, D|B A citeit (per eenheid van lengte

£ G o1 loodrecht op het tekenvlak van de
23 § condensator,
P C# ¥ Stel de potentiaal van de platen

+ ¢0 en z1j de lading (per eenheid

van lengte i.Qo' Dan is de capaciteit (per eenheid van lengte) C= é%t
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Kent men de complexe potentiagl, dan is Qo eenvoudig te bepalen, Voor
de oppervlakte ladingsdichtheid w van de platen geldt nl,
E
b 4w In bm 98
(normaal in de richting van het metaal, dus kloppend bilj de linksom-
1 .
richting van Gz) en dus Q= K;fﬁgd\y Hierult volgt ook dat W niet
eenwaardig kan zijn (Gz 1s niet enkelvoudig samenhangend!). Men kan
echter een coupure aanbrengen langs -a<x<a, zodat y/u- \,00 voor aan
de bovenzijde en "'Yo aan de onderzijde (als ¢ _ >0 dan is Y, >0).
Men heeft dan Qo” e \’/0 en dus
1Y
¢ =12 15)
g (

Men kan nu het gebied begrensd door het polygoon ABCDEFG A' afbeelden
op een boven-halfvlak., Daar dit gebled vier rechte hoeken heeft, zul-
len meer elliptische integralen optreden, evenals trouwens blj de af-
beelding van Gﬂ. op een boven-halfvlak,
Het voor de practijk belangrljke geval dat a<<b is kan echter eenvou-
diger worden behandeld, Op grond van de voorgaande ervaring weten we
dat het veld tussen de platen in dit geval vrijwel overal practisch
homogeen 13, behalve op afstanden van de randen die van de orde van
a zijn. We laten daarom de platen naar boven toe onelndig ver door-

lopen (zie figuur), doch eisen dat

D', ]
// R /,/;’ ;o S
#=-9, e =7, A WA
= R s - NS Ve ey
¥ , £ y=0 WY N
Voo / / ’ s/ R R R A v
/‘A/ '_,/'/l,F IQ, /fP B/ E g '//// D" g éf i Fi’// 1/ K ’ B d /.C/ v‘/ /é
,‘/, K /,ﬂ,”'/’l' /‘ p y. ’: o A"'/ et ‘.1 1 o
SR | KA G | I
R | R W *.5_144,/, g w-vlak
Co B T
T V*‘GZ"//' SR langs AB en FA =0 is, Het zal
’ /1‘1{ blijken dat (als a<<l 1s) langs de
z-vla
lijn PQ de stroomfunctle practisch
constant is (op termen van de orde
e~™/22 na); deze constante waarde
D’ D 1s dan de gezochte ..
A2 A
Y ,-j,% Volgens Schwarz-Christoffel is
' /T’c dz wg-a(e
A aw = Cq - 7
‘/’i.""/"‘ </ a/ e W2 J’}-—W
E E’,“/ ¢ /'Q,,
B a0 o 2
dw 2 ;/w?”
- 9 -
o o
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(met €C,>0, C5>0, « >1). Het is prettig om inplaats van w de hulp-
grootheid t in te voeren, bepaald door w=sin t (16)
DL7..D waarbij G, de halve strook \Re t]< g s
/Gt/ Im t >0 is. \/___ ]
% d dw d _ =
R s Uit 3 = 3% ' aw = 1-w" g5 volgt dan
e ///A o
B A dz A day
i a’€=cﬂ{1‘ 2 }’ 3t = C2
F.-A7 B sin~¢t
X 2
-z = en dus O jjo - (17)
t-vlak
2
z = C, {t F x> ctn t}+02.
Daar voor t= + g z = 1 a, moet szo, C1 = %? zijn, zodat
z=-2-_r$—{t+o<2ctnt} . (18)

De parameter o moet nu worden bepaald uit de voorwaarde dat voor w=sl
zsa=-11 18,
Nu geldt voor t= % + iv (v =0)

W = sin t = cos h v,

1l

21la 2 1
Z a+——_‘_—;_—-[v—-o( tanhvl,

/
en dus, daar uit coshv =« volgt v = log(«+ \/L><2-’1) en
G-

1

tanh v = , moet gelden

%%-:;A\/;‘é:— 1og(c(+\/ol2~’l) (19)

Daar de afgelelde van het rechterlid van (19) 2V o1 is, is dit voor
& »1 een monotoon van Q naar oo gaande functie, zodat (19) voor iedere

1/a 3 0 precies één oplossing « >1 heeft. Verder zien we dat voor a<<l
geldt «“~ X (20)

(straks zullen we nauwkeuriger schatten).
Daar voor Im t >0

2it :
_ 1+e . 2it bit
ctn ¢ = -1 -:]—:—e-m = =1 (1'*‘28 + 2e +..o)
geldt voor Im t > 1in zeer goede benadering-ctn t = -1 en dus
2a 2
Z = = <t~'io( ),
of, met (17), Q = ¢ 54.% o2
g ’ ~ o a v ’
geldig voor 280/\2
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Voor a <<l ligt deze grens op grond van (20) ongeveer bij Im z=-1+2a,
dus nog ver beneden de lijn Im z=0, Met name geldt dan dus voor

Im z=0 : \,‘/o = Im ) = ?TYQ ‘“{E (21)
en dus met (15) o
o
¢ = Ty (22)
21

Opmerking. Een lets nauwkeuriger berekening leert dat voor y=0,
-8 «x<a geldt (als a<<l)

2 x°d 2

, o -2 K p S
Yom ——— (1 + 2 cos — + ...)

De relatieve fout in (19) is dus inderdaad van de orde e"'"‘l/a en te
verwaarlozen zodra 1> 2a,

Substitueert men in (22) de benadering (20), dan vindt men

~ 1
C = >

hetgeen de elementaire benadering is. Voor een betere benadering moet
d? worden benaderd,
Uit (19) volgt

7l 2 (3 + 4 Va- 2

- log 2o - log(} - =)
28 <2 2

2 1 2 1 -h
=% - 3(1+log B L) + = + O(«77),
8x

waarult men als volgende benaderingen vindt

o = 2+ 3(1+10e B + 0(3)
2 _m
en > %g'“ 3 ( 2;1) * g%f (3 + log ~—«) +

e 1
+ 0 (—g log 5).

Hierult volgt

1

2
? 1 a 2vil
C = mz {1 + 5 (14 log ==) + (4 LLEY

‘;E_?: §+ 108 ""‘—"
+ 0 233 log l)]
IT a

Opmerking. Daar de fout in ypo exponentieel klein wordt voor a/1—>0
zijn al deze termen (en eventuele volgende) in asymptotische zin cor-
rect en is de ontwikkeling dezelfde als dle welke uit een exacte op-

lossing met elliptische functies zou volgen.
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3., Stroming om een cylindrisch profiel
3.1. Potentiaalstroming in de hydrodynamica
De stroming van niet-visceuze (= ideale) vloelstof wordt be-

schreven door de beweglngsvergelijkingen van Euler

-
%%-_-.gg-;-(?,v)?:ﬁ-jﬁgradp (1)
en de continulteitsvergelijking

d1v(ev) + & = 0 (2)
(¥ = snelheid, p = druk, P= dichtheid,'f = kracht per eenheid van
massa). '
De vergelijkingen (1) en (2) zijn 4 vergelijkingen voor 5 onbekende
functies. Hierbij komt nog een verband tussen (P en p: de toestand-
vergelijking, p = p(p).

%
Zij P(p) = QE-. Dan is grad P = 1 grad p.
Ap) e
&
0
Veronderstel dat E?afleidbaar is van een potentiaal'ﬁ = - grad W
-*
(b.v., als Kde zwaartekracht is, W = gz).

Daar (V.v)V = grad (%VE) -V A Tot V, kan men voor (1) dan schrijve..

_§
%% - V'A rot'? = - grad (P + évg + W). (3)

Nu kan uit (2) en (3) afgeleid worden dat

d 4 >y 1 —
I (ﬁ rot v) = P(rot'?.vﬂv .

Hieruit volgt dat, indien de beweging op enig moment rotatievrij is,
hij dit ook blijft. Het is daarom zinvol om rotatie-vrije bewegingen
te beschouwen. Er bestaat dan een snelheidspotentiaal ¢ (x,y,z,t)

zodanig dat ¥ = - grad & . (4)
Uit (3) volgt dan
P + %V2 + W = Q—Q + const (5)

ot
(de integratie-constante kan eventueel in %% worden opgenomen )
en uit (2) volgt

A¢+%g%=0 (6)

(5) is de algemene vorm van de wet van Bernoullli. baar (met (4))
P en dan p en.f>bekend zijn als ¢ bekend is, is (6) een vergelijking
voor .
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WiJ beschouwen nu enige speclale gevallen,
A, Z1J de vloeistof incompressibel, dus o = const (in ruimte en tijd).
Dan luildt (6)

o¢ =0,

zodat wij een zulvere potentiaal-stroming hebben, Daar nu P ﬂ%
lutdt (5)

D + %pve + oW = p%% + const 2 (7)
(voor W = gz en tijd onafhankelijkheid geldt 59- + 2—-— + z = const,
hetgeen een meer bekende vorm van de wet van Bemouilli is).
Wordt de vloeistof geheel door vaste 'wanden begrensd, dan kan
¢ geheel onafhankelijk van (7) bepaald worden - de druk p volgt
dan achteraf uit (7) en (4). Treden vrije vloelstofoppervlakken
op, dan meoet daar (7) (met p = const) als randvoorwaarde gebrulkt
worden.

B. Beschouw permanente stromingen van een compressibele ldeale vloel-
stof zonder uitwendig krachtveld., Ult (5) volgt dan

P = comst.w%v2 = const —%(gradq))2 . (7)

Hiermee kan men (6) herleiden tot

2

Acb’”zfiz;-;ViJS"S@“ (8)
waarin —jg = %% een functie van p en dus via (7) van dp is.
{Men kaf bewljzen dat de grootheid ¢, die de dimensle van een
snelheild heeft, de snelheid i1s, waarmee kleine storingen zich
voortplanten, ¢ heet daarom de geluidssnelheid van het medium),
Uit (8) blijkt: indien bij een rotatlevrije permanente stroming
van een compressibele vloelstof de snelheden ver beneden de
geluidssnelheid blijven (en dus het zg. getal van Mach M = -‘-g-'— <« 1

is) dan is de stroming in goede benadering een potentiaalstroming.

C. Beschouw de rotatievrije permanente stroming van een incompressibel
medlum zonder ultwendig krachtveld die bestaat ult een uniform

snelheidsveld v," = Voo » Vé = vl = 0 met daarop gesuperponeerd een

storing v}, v3, v3 zodanig dat (V"] << Voo en ¥"—0 in het onein-

dige. Men kan dan schrijven

¥ = - grad (o x +9),

waarblj |grad¢|<«V,, . Door linearisatie volgt dan uit (8) dat ¢
moet voldoen aan

acb
(1M) _-%-ra

Z
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en uit (7) volgt na linearisatie

_ P
P - Poo "/goovoo X

th_voa /]_(dm)
R T enr 2. T \ap)p = pes

Men heeft hier dan niet een zulvere potentiaalstroming, doch door
affiene transformatie x = Vﬂ-M2x3y=y',z=z' kan menhet probleem herlelder
ﬁ%uenpo&mtﬁahznbh@m(&mhansakaM ﬂ’hetisechter nict nodig dat M 1 is)

In het volgende zal steeds over permanente stroming van in-
compressibele media gesproken worden. Ult het bovenstaande blijkt
echter dat ook een aantal andere stromingsgevallen hiertoe te
herlelden zijn.

3.2, Potentiaalstroming om een cylindrisch profiel

Z21) C een begrensde enkelvoudige contour in het z-vlak en zi]
A

GZ het buitengebied hiervan.

T
b s

Gevraagd wordt een functie

£(z) die analytisch is in G, _—>
2 >

en zodanig dat .

'fff /! /:f:/
2e lim %%%‘= - Voemim :iﬁ f ol
Z ~» 0o
d.w,z. de complexe potentiaal van een twee-dimensionale stroming
om het profiel die zich in het oneindige gedraagt als een zulvere
parallelstroming met snelheidscomponenten Vocosc&, Vosinoc
Indien C een rechtlijnige coupure is in de richting van de

stroom (zie fig.) dan is de gevraagde potentiaal klaarblijkelijk

0 = - Voe“hxz,
/

/“»
daar de (ideale) vloei- ::j; C
stof de aanwezigheid van 7

1e Im £ = constant op ¢ (1)
(2)

het profiel niet "voelt".

Wij trachten nu andere gevallen door middel van conforme afbeelding
hiertoe te herleiden.

a. cirkel

Door w = z +_BE egﬁxwordt het ultwendige van de cirkel om de

oorsprong met strfal R afgebeeld op het ultwendige van een coupure
van w = —QReia' W = 2ReiOL . Daar de omgeving van z =o¢ zonder
draaiing of vermenigvuldiging op die van w =oo wordt afgebeeld
(1im ¥ = 1) volgt hierult direct dat

Z->00 o

N(z) = VO(ze_ia + %7 e (3)

de gezochte potentiaal is.
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b. algemene geval
Z1j t = £(z) een functie die het gebied Gz afbeeldt op het:

ultwendige van een cirkel met straal R om de oorsprong vawm het
t-vlak, zodanig dat z = oo correspondeert met w = co en dat
lim a— 1. Deze transformatie &n de straal R van de clrkel,

waardoor Gt begrensd wordt, zijn hierdoor eenduldig bepaald
(beeld eerst GZ af op het uitwendige van de eenheldsclrkel, zorg
daarna door een gebroken lineaire transformatie dat P(o0) = oo
en zorg tenslotte door een draaiing en een vermenigvuldiglng dat

lim a— '1)
De functie 5
_ R 21l
w=f(z) + a7 © .
beeldt dan G af op het uitwendige van een coupure van w = - Z2Re
tot w = QRei"t en de gezochte complexe potentiaal is
2
_ -1l R et
ﬂ(z)~—VO{f(z)e +'f.—(-§—)-e } . (4)

¢, coupure langs x-as
2
Zij C de coupure - a<x<a. Dan wordt door t = (z +m)

(Vz2 - a2 = z + O(z"q) voor z —» 0o ) afgebeeld op het ultwendige
van de cirkel {t| = a (de inverse van (5) is nl. z = 5(t + él-{:—))

Daar 11m %—t— = 2, is dit nog niet de goede functie f(z), wij

moeten nemen
£(z) = 3(z + \/zg _ af )

en de straal R van met C corresponderende cirkel wordt dan
R = 3a (voor z = a cos q is f(z) = —é—aeiq).
Volgens (4) is nu de gezochte potentiaal

2 .
0(z) = - %—VO {(z + V22 a2y 1 4 a Teldz =
-a

2

— 2
= - VO gz cosex - 1 VzT-a sinoe.} .

Klaarblijkelijk geldt langs de contour W= 0. Om de gehele stuw-
puntsstromingen\p = 0 te vinden substitueren wij z = a cosh(p+iq)
(p20, 0<q<2vyr). Dan wordt L = - V. a cosh (p+1g - Lx ), en
dus
P = V.a sinh p sin(q-o).

P 1s dus nul indien df p = O (dus z = a cos q dus op C), of
q = of X+ 7., Dit laatste geeft x = + a cosh pcose , y =
+ a sinh p sinw , dus

2 2
X —

agcoscx a s ingb&
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De stuwpuntsstroomlijn bestaat dus ult twee halve takken van een hyper-
bool die de uilteinden van C als brandpunten en de aanstroomrich-

ting als een der asymptotische richtingen heeft. De stuwpunten
liggen bij x = a casex, y =+ O en x = - a cosx, vy = - 0 (zie
fig.). Deze kunnen natuurlijk ook gevonden worden als wortels
van %g = 0,

d. Ellips

Voor een ellips met halve assen a en b (a>b) en brandpunte=
afstand ¢ = Va® - b° vindt men met t = $(z+ Vz“- c“) en R = 3(a+b)

Q(z) = -3, [(Z+\/22_02')e-1oc+ gi:%_(z_\/zz_ce'em] )

Ook hler bestaat de stuwpuntsstroomlijn uit twee takken van de
hyperbool die confocaal is met de ellips en de aanstroomrichting
als een der asymptotenrichtingen heeft.
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e, Stroming met circulatle

De potentiasl (3) geeft niet de meest algemene stroming om een cirkel-
vormig-profiel die %mw de voorwaarden 1° en 2° voldoet. Algemener 1is

fl(z)u-vg(ze %? el™y g%% log % , T retel,

en dit is, afgezier. van een irrelevante additleve constante, ook de
meest algemene oplossing. 3
De extra-term 1s de potentiasal van een wervel, De stroomlijnen zijn
cirkels om de oorsprong en de absolute waarde van de snelheid 1s

d r A
lvg-tvyl = fal = 1= & (- 50p 108 §)]= AEL

De circulatie é'V{EE 18 [ voor iedere kromme die de oorsprong in de
linksom-zin eenmanl omslult:

R . | o : P faz
ng.ds wf(vxdxwydy) = Hef (vX«-ivy)Jz = Re mer § > =

De stroming 1s wel rotatie-vrij, immers een potentiaal-stroming -
het singullere punt z=0 ligt bulten het gebled waar de stroming wordt
beschouwd,

Op dezelfde marier kan men in het algemene geval aan (4) een term

< E%T log ﬁ%?l toevoegen,

Voor het geval dat ¢ de coupure -a <x<a 1is, vindt men aldus

il(z) = —Vo(z cos -1 Vz-a"sine )~ e 108 ——m—— .
Voor de complexe snelheid volgt hieruit
q:»%_z_{l- V(CQQK‘( 1-7"»2—4:::9;)11’10(}*'77-—{73?-——? (5)

In het algemeenr is de snelheid oneindig groot in de ulteinden z=+a.
Door geschikte keuze van [ kunnen we echter zorgen dat in één van deze
punten de singularitelt verdwijint. Kilezen we

M= -2mv_ a sinx (€)

dan verdwljnt de singulariteit bij z=a ¢n we houden over

q =V (cosex- 1/ m;* ® Sinw) . (7)

Experimenteel vindt men dat bij een scherpe achterkant van een profiel
inderdaad geen singulariteit optreedt. De formules (6) en (7) ziyn dus
"goed" voor het geval dat - gcmc.g .

Biyj draagvlakprofielen heeft men in het algemeen een ronde voor-
kant en een scherpe achterkant. De circulatie 1s dan zodanig, dat aan
de achterzijde geen singulariteit optreedt (Kutta-voorwaarde).
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3.3. Berekening van kracht e¢n moment

Voor de kracht (dKX,de) op cen stukje dz van de omtrek van een pro-
fiel C heeft men d(Kx+iKy)=ipdz. Derhalve Kx"“(y“if pdz,
Analoog vindt men voor het moment t.o.v. de oorspron

M = jg(x de - yde) = Re f'zci(xy + 1 Kx) = Re‘ffz p dz
C C C
De druk p kan men berekenern met de wet van Bernoullil:
2 2 gl
D”DN“%[’V”DN"Q(’}Q'L sy met Qo= - o

Derhalve (ecen constante druk geeft geen bijdrage)

: D
= = ot g dz = o ¢ 4
K LK, ffpa'i— 5p ¢aa Tz o= -y f{ﬂq z (1)
c C
daar q dz = -J51 =-dfl= q dz, omdat Im (1 constant is op C.
Analoog M=-% | Re ¢ z qqdz = -5 Re f zq2dz . (2)
C

Dus formules van Blasius zijn zcer prettig daar men complexe integra-
len heeft en men met de stelling van Cauchy de integratieweg kan vervor-
men tot een cirkel om z= v |

Voor de vlakte plaat volgt uit (5) (§.3.2)

-
- i r 12y, 8in -3
2 2 ~Pis rv e'id' 182V gsinc‘e‘L* P2 -3
Q%= V_“c R Q -y + 0(277)
o] iz z u.n. z
en dus:
1 )-iﬁ(
Ky + 1 KX = - f | VO ¢
- TN (3)
M = -3 [a Vo 3in 2

Hierult volgt:

19, 1ndien cr geen circulatie 1s, dan ondervindt de plaat geen
kracht (paradox van d'Alcmbert).

29, het moment is zodanig dat een vrij om het middelpunt draai-
bare plaat loodrccht op de stroomrichting gaat staan,

30. indicern de circulatic zodanlg s dat aan de Kutta-voorwaarde
1s voldaan, dar 1s ¢r cen kracht (lift) loodrecht op de aanstroomrich-
ting (e¢n near links gedraaid) ter grootte 2npav Qsincx.

- i A . 2
(immers K +i Ky::i(KyHKx)z-if’ PV,e™™) = 1e ™l 2npaV “sinw ).

Opmerking. Het blijkt dat (3) ook geldt voor een willekeurig-profiel
met aanstroomsnelheld q., = Von'i“ ¢n circulatic ', De 1ift staat
dus altljd loodrecht op de aanstroomrichting.
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4, Het, probleem van Dirichlet. Functies van Green,
4.1, Inleiding. Eenduidigheid.

Z1J G een gebled in het x,y-vlak, waarvan de rand C bestaat uit de
vereniging van eindig veel continu differentieerbare wegen, Z1ij f(s)
een op C gegeéven continue re&le functle. Gevraagd wordt een functie
(x,y) die harmonisch 18 in G en continu in G+C, zodanig dat op C

%uf (probleem van Dirichlet of eerste randwaarde-probleem der potenti-
aal-theorie),

We bewijzen eerst, dat dit probleem hoogstens één oplossing heeft.
Z1] é(x,y) harmonisch in een gebled G. Dan 1s @(x,y) het re#le deel
van een analytische functie {1 (z). Zij z =x +1y  een punt van G. Dan
geldt volgens Cauchy

1 Nz
DV (zg) = gy § 2oz, (1)
" 0
voor ledere enkelvoudige gesloten weg W die Z omvat en geheel binnen
e, ligt. Neeg voor W cen cirkel om z_  met straal r. Dan volgt ult (1),
i

met z-z +re or

@] (z,) = ?%r {mfl(zo+reﬂa)de .
0

Neem hiervan het re&le deel:
e
@(xo,yo) = é% / é(xo+r COS €, Y +r sin e )de , (2)
0
in woorden: een in een gebled G harmonische functie i1s in leder punt
van G gelijk aan het gemiddelde van de functilewaarden op een willekeu-
rige binnen G verlopende cirkel om dit punt.

Hieruit volgt direct: een in G harmonische functie @(x,y) heeft
maxima, noch minima in inwendige punten van (. Weten we bovendien dat
@(x,y) continu is in G+, dan kunnen we ook zeggen: alle maxima en
minima van @(x,y) liggen op C. Hieruit volgt weer: als é(x,y)mo op C
(en harmonisch in G, continu in G4+C) dan is @(x,y)aO in G. Hieruit
volgt de eenduldigheid van de oplossing van het probleem van Dirichlet:
het verschil van twee eventuele oplossingen moet nul zijn op C en dus
ook in G.

L.2. De formule van Poisson.

Z1j het gebied G de eenheidscirkel en zij f(e) gegeven voor
0£6 «2w , We kunnen trachten de oplossing van het probleem van Dirich-
let (met £(8) als randfunctie) te vinden in de vorm van een Fourier-
reeks, Daar r" cos n € en r'sin né (r en 3 poolcoordinaten) harmonische
functies zijn (deze functies ontstaan b.v. door sepagatie vaiJiériabelen
Q )

in de vergelijking van Liplace in poolcoordinaten: T 57 \° E)P) +
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1 32
- ﬂ“ = 0), kunnen we stellen
r e .
‘ 5 n
@(P,B) wh Ao + r%;“’} (An cos nvl-)-}« Bﬂ sin né )r (1)

Voor r=1 volgt hieruit

e

gy

£(0) =4 A_ + lzﬁ (A, cos n@+ B sin ne) (2)
Pime

en dus moet volgens de theorie der Fourler-recksen

A ! D91 CO8 W’L
%H B 3” %‘ J{ £{g) %sin nﬁ a¢ (3)

n

n

Deze redenering is heuristisch, We weten niet of de reeks (1) (met
coefficienten volgens (3)) convergeert voor r=1 en, indien dat al zo
is, of hij tot som f(6) heeft.

Substitutie van (3) in (1) levert:

27T oo 2
- < /
§(r,8) = o= j t(plag + 2 > o [ £(s)cos n(e-¢)ay. (1)
0 =19
2w
7 It(w)ld¢ bestaat, dan is het rechterlid van (4) har-

Stelling. Als &

monisch voor r <1 en voor ileder @O, waar f(&) continu ls, geldt

lin - §(r.e) = £(&,) (5)
r

B>€,

Verder geldt voor r <4

' 2 ,

, : om 1 < )

pt 1 /7 € +2 ] 1 1-r

(r €) = Rer - e f(»)d¥; R £ () dg

or, Lzw [T, ) zﬁaf Por sosie gy
(formule van Poisson). (6)

Opmerkingen. 1, We eilsen nlet, dat {(#¥) continu is op de hele cirkel,

Is dit echter het geval, dan volgt ult de stelling dat @(r,@) continu

is voor r <1 en dat §(4,0)=r(8). De stelling is a.h.w. een genecralisa-

tie van onze onrspron%eligke formulering van het probleem van Dlrichlet.
2. Uit de stelling volgt niet (ook niet als f(8) continu is), dat

de Fourler-reeks (2) convergeert en tot som £(®) heeft, Hiervoor zou

een lets scherpere els voor f(8) nodig zijn. Voor het probleem van

Dirichlet is het echter niet belangrijk of (2) convergeert.

Bewijs. We bewljzen eerst, dat é(r,a) harmonisch is voor r <1 €a dat
(4) asequivalent is met (6).
Uit (4) volgt
. 2 oo e
T 1 15 0 No-ing
Q(v,e)mﬁetﬁj f(¢)d¢+%;_7l z j f(g)e ‘fdcp} . (7)

N 0
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Daar
2w o

convergeert de machtreeks in (7) zeker voor |z] <1 en dus 1is é het
retle deel van een voor |zl «1 analytische functile.
Daar voor vaste z(|z| <1) en 0 « ¢ < 27 de reeks

oo

n_-ing

1 + 2 z'e

S
A
n="1

uniform convergeert met als som
ze~1¥ ¥ iz

=

1 + :
1eze Y 1P g

mogen we 1n (7) sommatie en integratie verwlsselen en we vinden

2n 1
- € 7 42 oin)ge | =
4’([' 8) = Re [gwoj Ty, (v) ‘r”}
) Re{ ) f"” (eX0iref) (e 1F . -19) f(&")dq’]=
E\:F (ei?_reia)(e-i‘f’_re—ie) -
2T o
= ?:‘?rj 1-r dy , d.1. formule (6).

2
5 +rt-2r cos(p-e)

Voor f(p) = 1 volgt uit (4) en (6)
27

2
1 | 1-
-5 g Apl

r°

dy =1 (Osre1, 0«05 21
-2r cos(8-¢)

Z1J nu f(f) continu voor @ = 90. (Veronderstel voor het gemak dat
6’07!0 en 90;!211” - 13 dit niet het geval, dan wordt de redenering iets
anders). Dan is

2
§(r,e)-r(e, /

mw

.‘{f(gp)—f(eo)} do .

14r°-2p cos (6-¢)
Bepaal bij gegeven ¢>0 een J >0 zo dat
‘f(?‘”) - £(8,) | <3¢ voor |g- 60' <od.

Kies J bovendien zo klein, dat 25'(.90 <224,
ZiJ nu 9 zo dat 59—903 <d (er geldt dan zeker dat Jf<@<2mW -J ),
Splits de integraal in drie delen:

21

In,‘e-J 1-19+J LA
1 ’zs?f ’ Q‘Q‘i’rf’ 372w )
0 B e+d

Voor I, geldt l¢- 6 l<lp-els le-eO; <2 en dus
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gl <o [ ‘e [ =%

d‘1+P -2r cos(e-¢)

(de breuk is steeds positief (als r<1), we mogen de absoluutstrepen
dus weglaten).

Voor I, geldt f<6-¢ cé<awr-d en voor I geldt S p-6$2T -8<2u-o .
Voor beide geldt dus cos(e-¢)« cos < en dus

1+re-2p cos(e-¢):>1+r2-2r cos d = (r—003a02+sin26f;singd’.

Hieruit volgt 5 o_d 27,1
< __J-r dy <
P, |+ 113!\.m {éf S{J e(¢)-£(8,) |
2
s?_ﬁ_:gl{" fTr] ()] ae + £(e,) 11&?5
sin®d FrO {

Voor r voldoende dicht bij 1.

We hebben dus bewezen: bij gegeven £ 1s er een d, en een d%, zZo-
danig dat }é(r,9)~f(eo)}< ¢ voor alle (r,8) met Je~eb(<zfen 1—<%<r<1.
Het doet er dus nlet toe, hoe het punt (r,e) tot (1,6 ) nadert (mits
van binnen de cirkel). Hiermee is de stelling geheel bewezen.

4,3, Willekeurig gebied.

Met de formule van Polsson is het probleem van Dirichlet voor de
eenheidscirkel opgelost. .l¢e merken op dat het resultaat ook iqﬁde vol-
gende vorm geschreven kan worden (substitutie ei¢7==§ dy = ~ﬁ-)

1Y

(x.y) = Re [?-T%ﬁ S22 o(py 44 (1)
TR f

Hierbij is £({) de (regle) randfunctie, die slechts langs de rand
(1 ¥1=1) gegeven 1is,

Zij nu GZ een enkelvoudig samenhangend gebied met op stukken contl-
nu differenticecerbare rand Cz. Volgens de stelling van Riemann bestaat
er dus een in G, analytische functie t=t(z) die G, conform afbceldt op
het inwendige van de cirkel |t| =1 en die, volgens een volgende stel-
ling, ook GZ+CZ continu en eeneenduidig afbeeldt op de afgesloten cir-
kel it < 1. 21 f(z) een op G, gegeven continue randfunctie. Dan is
£(z(t)), waarin z(t) de invegse is van t(z), continu op |tl =1. Vol-
gens Poisson is dan de functie

O (6) = s f T p(z2(1) Q{f-
1T =1
analytisch voor |t]| <1, terwijl het re&le deel van.fl(t) continu is
voor |t] <1 en voor |t| =1 geldt Rel)(t)=r(z(T)).
Daar een analytische functie van een analytische functie analytisch
1s, volgt hieruit dat de oplossing van het probleem van Dirichlet voor
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het gebiled Gz gegeven wopdt door

fry) = mefdee) = e [ f BHY s &1
1T} =1
Substitueren we in de integraal nog I=t({) ( {op C,) dan luidt de for-

mule s e
@hﬂ)mm[ﬁxélﬂﬂ&l(ﬁ aﬁmu} (2)
Jt(7)-t(z2) t(¥)
(dit mag allcen als t(z) ook op C, nog differenticerbaar is).
Voorbeeld, Z1] Gz het halve vlak Im z »0. Voor de afbeelding t(z) kun-

nen we kilezen
Z-1

t(Z) L 1m

Hieruit vinden we (met {= fn retiel)
t'i?[ g 4 21
= - E= 2 3y
; }-1 F+i -

e(§)+t(z) _ yz+
t(¥)-t(z) 1(3-z)

en dus: oo
(x,y) = Re | = f” §2+1 _ r(g)as]-
{’ y L;:}_‘ _W(S‘Z}(EEM) 3 3}

-re [ & jﬁf 1 ;gl~ }f(;>ag}a
,_.f_.__ﬂg_T r(§)a ¥ (3)

‘W

(formule van Polsson voor een halfvlak).
We passen (3) toe op de volgende functie

5 2 voor x>0
f(X) :::") -
(- /2 voor x <0

(r(x) is nict continu, dit voorbeeld zal ons dus leren wat er bij een
discontinuiteitspunt gcebeurt). We vinde

%(X,y) =3 J/ ’*”l—g——g~
) +y W5-x) *y
= % ‘/ -3 J; = & “/y = arc tan = ,
Jx ast? z 142 1462 v
Y

waarbi] de hoofdwaarde (tussen -'/2 en + '/2) genomen moet worden
{y 1s >0!). Voor y —»0 vinden we natuurlijk §mm~g voor X >0 en -3 - %‘
voor x <0, doch voor x —»0Q, y—>0 is er geen limiet, Langs de¢ 1lijn
X=t 8in <, y=t cos a (-2 sx<"/2) geldt ¢ (x,y)=o en de limlet van

f'v
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%(x,y) voor x —»0, y-—»0 hangt gcheel af van de richting van waaruit
we dit punt naderen en varieert tussen -’g er + g , d.1. tusscn de
linker- on rechterlimict van £(x) voor x=0,

Deze beschouwlngen goelden ook voor meer algemene sltuaties, waar
f(x) cen eindige sprong hceft.

4.4, De functie van Green.

In vcel problemen over harmonische functiles speelt de z.g. functie
van Green een belangrijke rol, 713 G een gebled met rand C en (xo,yo)
een dnwendig punt van G. Dan wordt de functic van Green g(x,y; xo,yo)

gedefinicerd door:
o}
1

-
4

s 2
2(%,y5 X v ) + gﬁ log fo-xg) +(y-v,)

en y harmonisch in G en continu in G4+C;

2°. g(x,vy; xo,yo):o voor (x,y) op C.

ig als functie van x

Het 1s duldelijk dat g zclf harmonisch is in C, behalve in het punt
(Xoﬁyo) *

De bepaling van g komt neer op de oplossing van een probleem van
Dirichlet: gavé%,log\f’is harmonisch in G ¢n heeft als randwaarden

1 ‘s
mlOgV.

1.7

We bewljzen nus
41ls s=s8(z) het gebied G+C conform en continu afbeeldt op het boven-
halfvlak Im s 20, dan is

/‘
g(x:yi XO’yO) = 57

Bewijs. Daar s(z) G conform afbeeldt op Im 8>0, is f(z)= s(z)-5(zq]

s(z)—s(zo)

analytisch in G, behouduns cen pool in zzzo, en bovendilen
#0, daar Im s(z) >0, Im sZzO§<.O. Verder is f(z) continu in G+ en
|f(z)4=1 op C. log | f(z)! = Re log f(z) is dus harmonisch in G, behalve
in (xo,yo), continu in G+C en nul op C. Daar s'(z0)¥0, geldt biy z=z

g
£(z)= = {ao+a1(z—20)+...)), ¢n dus log f{z)= - lag(z-zo) + b+

+b,(z-z )+..., dus g=- g; log }z—zol+harmonisch, q.e.d,

Voorbeeld,

Z2ij G de strook Q< x<b, ~co<«y<e, Door s=1 tan %% wordt deze afge-
beeld op Im 8 »0. Derhalve geldt TZ
T tan
1 an g * 76
g(x:y.”(ooyo) = By log " ) w1
an mp - tan ?EQ
- w(y+y,.) m(x+x )
p %sin =5 (z+z) 1 COh ———p— = CO§ —mp
= B log = T log

| sin g% (z~zO)
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Opmerking.

Vat men g(x,y;xo,yo) op als potentiaal van een stromingsveld, dan is
dit de potentiaal van een puntbron in (xo,yo) dle per tijdseenheld
een volume-eenheld injecteert in een gebiled dat begrensd wordt door
wanden, waarlangs de potentiaal nul is. Immers, in de omgeving van
(xo,yo) geldt (in poolcoordinaten t,o.v. xo,yo)

g = - g%.log r + .... en dus
- - 28 _ 1
Ve T3 T Bap Toeres
27

dus —/ﬁvr(r,e)rde ——71 voor r—»0, Daar div V=0, behalve in (xo,yo),

0
geldt ‘fvhdszﬂ voor iedere kromme die de bron eenmaal omsluit.
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5. Stroming met vrije oppervlakken

5.1. Hydrodynamica

Langs een stationair vrij oppervlak van een ideale incompressibele

vloelistof gelden de volgende randvoorwaarden

a. de snelheid loodrecht op het oppervlak is nul (2-dimensionaal:
de rand is een stroomlijn)

b. de druk is gelijk aan die van het aangrenzende medium, hetwelk
in het algemeen constant verondersteld wordt. Uit de wet van
Bernoulli volgt dan (in afwezigheid van ultwendige krachten)
dat v2 constant 1s langs het grensvlak,.

In het algemeen zijn dergelijke problemen zeer moeilijk daar
de plaats van het vrije oppervlak a priori onbekend 1s, Bij twee-
dimensionale problemen kan men echter iets doen met behulp van
conforme afbeelding. Ult de cerste randvoorwaarde volgt nl. dat
het beeld van het vrije oppervlak in het {1 -viak ligt op een rechte
Im{Ll=const., terwijl het beeld in het q(qu-iqyn - %é%)*vlak
(hodograaf-vlak) een deel van een cirkel |q| =const, is. Met behulp
hlervan kan men vaak a priori de met de stroming corresponderende

gebleden G en Gq aangeven, Daar {X en q analytische functies van
z en dus van elkaar zijn, vindt men door conforme afbeelding van G

op G de functie 42 = L)(q). Daarna volgt z(q) door integratie
ult dz L dz dnr _ _1dn
dq © da * dq q dq °

De nog onbekende parameters worden als regel bepaald met behulp van

q

de reeds bekende delen van de rand van Gz.

L =0 (q). Daarna volgt z=z(q) uit

ain 140
dz = - 32 _ _ 1 dq.
z a g dq %

Door integratie vindt men met behulp van a priori bekende randdelen
van Gg de nog onbekende parameters etc.

5.2, Het ultstromingsprobleem van Toricelll.

We passen de geschetgte methode toe op het volgende probleem.
Beschouw de ultstroming van cen incompressibele ideale vloeistof
door een (09 lange) spleet in cen vlakke wand, De druk in de vloei-
stof op grote afstand var de spleet,
waar de snelheid vrljwel nul is, zig
Poo » d€ druk in de vrije ruimte zi)
Py < Poo - Van de zwaartekracht
zilen we voorloplg af. Voor de¢ snel-
heid U langs de rand van de vloel-

gtof-straal geldt volgens Bernoullil
UW %(pm ”pQ)’ (“)
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Z1] de breedte van de spleet 2a en de breedte van de straal op grote
afstand van de spleet 2b.
We kunnen nu de gebleden G en Gq tekenen (na geschikte keuze
‘bu- van de vrije constante in A1)

LU

C/
P«' / Q// q—v(ak
-~ibW D A B
Ll~-viak U )

Om de &fbeelding van G op G, te vinden beschouwen we als hulpvaria-

ol

belen
s = - 1 log(Tpd) (2)
t = 41 ¢ TLQ/2bU . (3)

/
/ / /> /
A 3 //¢ o) a’
) t-viak

Poor t = sln s {4)

wordt G, op G, afgebeceld en met (2) en (3) geeft dit een eeneendui-
dig verband tussen {2 en g.
Derhalve hebben we

dz“_dnn__dﬂ dtg_gm
aq dt” * ds q
2bU ds 21ib -is |
“#slm s + ©°8 S. 1Uels == - ctn 8 . € ds.

We Integreren van B naar D, waarblj we echter niet door C mogen gaan,
daar de integrand hier cen pool heeft. Klezen we de integratie-weg

als getekend dan vinden we . o N D
) 850 & T
s 2 T x
Eib vf‘ ) cog 2 - 1 cos s)ds + ;E‘ctn g ¢"18 dé] .
’7 ;
'ﬂ‘/2
De eerste 1ntegr&al levert voor d —0 '%? ‘fw cos 8 ds = %? s
v
d

terwijl de integraal langs de halve cirkel levert @éﬁ (-m1) residu
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=2b, d.w.z2,. de breedte van de straal voor y=-» -oo.

Derhalve tsdﬁf L —1?-(contractie coefficient).
# 14—
w

Opmerking. Dat & groter is dan ¥ is elementair in te zien door be-
schouwing van de impulsbalans. Veronderstelt men dat overal langs
de bodem de druk p,, is, dan is de op de straal werkende verticale
kracht QB(povao), terwijl de per tijdscenheid uitstromende impuls
15 2bp U, waaruit met (1) volgt beba. Dear in werkelijkheid de
druk op de bodem tussen pgo €0 Py variecert, zal @ 1in het algemeen
groter dan ¥ zijn., In het hieronder getekende geval is aan de ver-
onderstelling wel voldaan., Berekent men analoog als boven de con-
tractie coefficient, dan blijkt inderdaad © =4 (Borda).~”
Verder volgt uit (5) direct de volgende
parameter«woorstelling van de kromme C'D:

"
X = b(% sin s+1) '}

0¢s¢s
y o= - %g [}og (ctn 4s) - cos a 1 L

Voor kleine s (dicht bij C) volgt hieruit:

x—bm%?-S

2 2
N ET-?. (10g-5— —1)
_riyl
4p 20 .

en dus x-b —
~ e

Voor |y|>4b 18 dus vrijwel x=b. Het gebled, waarin de contractie
van de straal plaats vindt is van de orde van enkele malen de breed-
te van de straal, Dit 1s van belang in verband met het felt dat de
zwaartekracht verwaarloosd is, Houdt men wel rekening met de zwaar-
tekracht, dan geldt langs de vrije randen %Jav2+/bgym%f>U2,en dus

VE = U2 - ng

waarin U de uitstroomsnelheid (y=0) is., Indien nu 5%-<<1 is, dan
U straal plaats
vindt, in goede benadering v=U en de bovenstaande beschouwlingen

geldt voor het gebied, waar de contractie van de

blijven geldig. Natuurlijk ncemt onder invloed van de zwaarte-

kracht de breedte van de straal naar bencden af, 1j benadering is
2b

Vi-(2g y/00)

Opmerking. Stroomt de vloeistof onder invloed van de zwaartekracht
ult ecn vat met waterhoogte h, dan volgt ult Bernoulll %pUE:/qgh,

dus U= Vogh (Toricelli).

dezce
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5.3. Poreuze media.

Voor de stationaire stroming door een porecus medium geldt

-
- : _ P
q = -k grad ¢ , met ¢ = g T (Darcy).

Langs een z.g. phreatisch oppervlak y=7(x), waar de vloeistof in
vrij contact met de atmosfeerdruk (p=0) staat, geldt dus

¢ (x,m (x)) =7 (x) (1)
en ay = g%'qx s (2)

Differentiatie van (1) naar x levert

P, 0 dn _ dm
-,
dn dx
of Ay * 9y Fx = -k 3¢ - | (3)

Eliminatie van %% tussen (2) en (3) geeft

+ = -k
qX qy qy

°

Of, met ag=q

1, - 1a

la - s1c|® = 1P

In het g-vlak ligt het beeld van een vrij oppervlak dus op een cirkel
met middelpunt 3ik en straal 3k. Dank z1j dit feit kunnen de in 5.7
aangedulde methoden ook hier worden gcecbrulkt.



