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De verdeling der priemgetallen.

$1. Dcfinitie der functies, die zullen worden gebruikt.

In hct volgende stelt p steeds een priemgetal voor,
Het aantal priemgetallen < x wordt voorgesteld door T (x).

Deze hele cursus zal worden opgebouwd om het bewijs van de fundamen-

tele stelling, de priemgetal-stelling

Stelling A: lim ;Eiﬁl = 1
X
K~ n e
log x

Na talrijke hulpstellingen zullen wij in staat zijn deze fundamentelc
stelling (Hadamard, dc la Vallée-Poussin,1896) tc¢ bewijzen,
Daarvoor moeten wilj o.a. gebrulk maken van de volgende arithmetische

functies:
O(x) = 7 logp=1log JL v (1)
-p$x P&s
\Y(x) = E%:- log p (m geheel) (2)
P X
ODnder invoering van het symbool van Dirichlet:
A(n) = log p (n=p™) (3)

A (n) (n#p™)

kunnen wij inplaats van (2) schrijven:

y(x) = £ Al

1t
(@]

n <X
Voorbeeld: A (2) = A (4) = A(8) = 1og 2
A(3) =4 (9) = log 3
A(5) - = log 5
A(T) = log 7
¢(10)=lz MA(n) =3 log 2 + 2 log 3 + log 5 + log 7.

n £10

m ' ) | .
Als p" de hoogste macht van p 15 &%, dan komt. log p in iP(X) m maal
h, , . ; . .
voor. pr is de hoogste macht van p, die deelbaar is op enig gectal <X,
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Hicruit volgts
Y(x) = log U(x),

waarin U(x) het klelnste gemene veelvoud is van alle getallen (X,

m log p glog x; (m+1)loz p >log X,

Dus
. , log %
m is het grootste gehele getal £ 52—
log D
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@2. Het  ordesymbool van Landau, benevens andcere symbolen.

f(x) is cen willekeurige functie van x,

¢(x) 18 een positieve Tunctic van x.

2)  f(x) = 0( @ (x)) betekent: |0(x)] € 4 @(x), waarin A
X

voor 2lle waarden van x, dile in het spel

lijk is vanp
Voorbecld: 10x = 0(x); sin x =0(1);
Men zegts £(x) is van de orde @ (x).

b) () = oyl
0

) betekent dnt L §
2), sin ¥ xO(X)T voor X —¥co,

—0,

) is van do nul-orde van @ (x),

fix
¢

Voorheeld: X+1~ X VOODr ¥ —32,

¢) fx)~ p(x) betekent dat —_— 1,

5in X v X, X+1 -~ voor x —> 0,

L !
Stelling 1: W (x) =8 (x) + 0 ixﬁ(log x)%} voor

Bewljs: p 4£X, P7&Xewe 18 gullgkwrardig met pf;x

Dus L 1 4
(x)= B(x)+ 8 (x2) +@(XT)+...= Z:@(xﬁ

1
i

-

Do reeks broekt automatisch af nls x%M L2 ig, dus

log x
m > S

Tit definitic volgt:

B (x) <x log x voor % »2, dus n fortiori
|

L ] L
B ()< xm log x £x° log x voor m 32,

N

).

als

S

X = O(xe) VOOr X —— ¢o.

K —> e,

LS
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onafhanke -

zijn.



1
E GQ(X%) = O&xz(log x)g}
my2
omdat het aantal termen in de reeks 1is 1o X\ _ 0(log x)
3 s 1 A 1 4 - ‘T‘é‘é—g &5 [
Stelling 2% De functies 6 (x) en \%(x) zijn beide 0(x) voar x —en,

Wij mocten dus

zodat

hax <Q(x) < A%

In verband met

bewljzen

, dat er positieve getallen Aquq:Ag en 82 zijn,
; Byt <Y (x) <Byx (x >2).
1ling 1 is het voldoende om te bewljzen:
<hpoxooen ki/(x}>B,]X (x>2),

Wij zullen lets nouwkeuriger bewijzens
Stelling 3 G9(U) ¢ 2n lowg 2 voor 2lle waarden van n 21,
Bewdja:
(em+1) ! (20+1) (2m) === (+2) - .
M = m[(m—{—’])l - m ! 18 M
Dit getal komt 2 mnal voor in de bLinominal-ontwikkeling voor (1+1) »
" ~cm+1 2m
dus 2M <2 , M2,
Voor m+1 <p £2m+1 is p deelbnar op de teller, maar nlet op de noemer
van M, Dus:
I[ n i deelbnar op M.
m+1 < p gam+
2mn+1) - m+1) = I - log p £log M ¢2m log 2.
8 (2r1+1) - 6 (m+1) m+1 < p £2m+1 & p&los ML Llog
De waarhoid van stelling 5 is triviaal voor n=1 en n=2.
Neem ann dat de stelling Juist is voor n 5no-1.
Voor n_ ¢ven is Q(r%J ==6(no—1) <2(no—1)log 2<2n_ log 2.
Voor n, oneven =2m+1 148
o) (no)z B (em+1)= G (2m+1)- B (m+1) + O (m+1) < 2n log 2+2(m+1)log 2

Il

2(2m+1)1log e=2n log 2, omdat m+1 Ln .

Dug stelling 3 is Juist voor n=n,, dus tig inductie voor alle gehele
waarden van n.
Hiermede is dus beweszen:
@(n)~<ﬁ2n met A, = 2 log 2.
Om nu te rtewljzen: q/(X)3>B1X merken wij op, dat de getallenri)
- n’ .
1,2,....0 juist {5} p-vouden bevat
. n 2 .
juist =5 pT-vouden "
p -
. n -
juist = pj~vouden T, ete.
p-



Dus
Stelling 4

Stel nu

Tedere term

Dus \y(x) >B,x met B

verder

0

b [ pm >1 L°
P
e 112n - {11?
el - o Al
T m
pZﬂ:’l I3 N
pgan
o~ )
) n| .
[2) = 1 215 122 is oneven
[p“ pnl
= 0 =2ls " " even,

m
ok =0 voor p >2n,.

0 2n
log p

T [1loz 2n] ~

vy [m\ log p = \%(En)
£2

2n) . N+ n+2 en A0

( ;2=’ c T 7R

r

/]

Met behulp van stelling 1 ziet men nu gemakkell jks

Aax <f(x

) ShoX 5 Bux <&y(x)~<52x

met hepazlde constanten A, ,A,,B

\I,‘J.;B ,I,Bgn

Door verscherping van deze heschouwingen waren reeds Tschebycheff en

anderen (+ 1850) er in geslaagd voor de bovengrenzen Ay en B, getallen-
— o

waarden te vinden, die slechts welnig groter dan 1 waren, en evenzo

voor Aq en B,1 getallenwaarden, die slechts weinlg kleiner waren dan 1.

Het wns echter eerst aan cen latere generatie (Hadamard, de 1la Vallée-

Poussin 1896) om streng te bewijzen:

lim
X =3

0 5) = 1im inﬁl = 1

.

Het bewiljs van deze uitkomst verelist echter veel meer.

Ilvorens daartoe over tTe gaan, nog een kleinigheidje:

Stelling 5

0
13

Voor n >1 is er tenminste ¢én priemgetal p, zodat



n<¢<p<2en

zodat ‘ pr+4 <2p voor nlle waarden van r,
L de
als p, het v priemgetal voor telt.
(Deze stelling werd als postulaat ultzesproken door Bertrand).

Voorcpmeriiing: Dize 2 ultspraken van de stelling zijn duidelijk equi-
valent,

Bewijs:  S5tel ult het ongerijmde, dat voor zekere n:>29=512 geen p
ora

Ay ey A P - -
ostoat met n <D £ ~

Laat p ocen priemfoctor zijn van

N

f
)
Of
i

/A:j

o
=

_:j‘

l it i
5 m="1 o '
Dan dp dus: 1%);4 (1)

Volgens onze tapname 1s p gn,

.- 2. . \ e e 2 % 2 4
fla ?m Lp&n is, dan 18 2p £2n <3p, dus p >-6 nT= 5 n.n > 21
Duss
2n tl s nn , whd A e
kp = [?TJ - &ﬂ = 2-2=0 in strijd met (1).
Dus s
{n$§-n oor elke priemfnactor van N,
Dus:
S ) — a2 s . .
b 1o p{,i log p :O(—j n)(-jl’] log 2 (S’C.j).
piN 2 »
(;\(—3—‘}1
Als vervolgens
Vp;ZLs
dan is 10g_en > k.o >2, dug 2 log p ¢k log p glog 2n
“Iot b p N
p < \Ven
N k log p £ Vor log (2n).
kp),< b
‘. e
log N <L log p + E::: L%ﬂog p £ L;— log b +‘J2n.log 2n
= > 2 - o 2V
kp 1 kp¢c P

< %% lo# 2 +\/2n.log 2n.

ftnderzijds:

. : ~2T1_ ¢
N is de maximumterm van de ontwikkeling 277'=(1+1)
dus:



) —
~n log 2 + ( Ven+1) log 2n

ofs
2n log 2 £log 2n + log DISE

dus: —
on log 2 43(1+VY2n) log 2n

2 —

log (mos)
Stel — 2027 x >0, dus 2n=210<1+x>.

10 log 2

10019) 1 00 2 3142508 ) q0(14x) 108 2.
1001%) ¢ 30(14x) (1525 (190))

2% £30(14x) .27 (14270757

<(1-272) (14272) (142) . < 14x

Tegenspraak!

5%
Maar 277 >14+5%x log 2 > 1+%.

Dus als n >512, dan moet er een priemgetal zijn met

(S
n <p &2n
Voor n £512 volgt uit de rij der priemgetallen

2,355,7,13,23,%43,83,163,317,631

dat dan cok aan
. O
Pprq <=Pp

wordt voldanan, Dus 2lgemeen
bawijs 1s van Erdds en Kalmar,

<2pP . Dit

pr+4

2 Kan gemaklkelijik worden afgeleid:

g2, Ult stelling 2
(Aq en A, zlJjn eindige

Stelling 6 A,

=TT(x) log x.

Bewija:
. Z::_ log p £log X E 1 =

& (x) = <
p£X P £X
- X B(x
ous 7r§ ) > (x) >A1
og X
Anderzijds is voor 0 < & <1
O (%) 2 log p ;(4-5)1ow X L
1-8,
X <p £xK

: getallen)



Wij kunnen nog meer bewijzen, n.,l,

Stelling 7

lim = .
-1 €3 he | PIX)

Bewijs: Het is alleen nodig de eerste bewering:

i TCMOEE
7 —b o & (x)

te bewijzen. (St.1).

Uit bewijs stelling © volgt:

N 1-6
n(x)log x ¢ X _logx 1

1< e(X) = 6(}() 1-5

Wij %iczen bij gegeven £ >0 een getal & =& (&) met

Vervolgens x = (6,6) = x (&) met

1.6
X log x < log % z £ voor x> % _,
8 (x) ., F °
m.2 W, 1 $W(x)log X <1 +& voor x:>xo W.T.h,W,
& (%)

Stelling 8: Het n” priemgetal p,, voldoet aan

Bqn log n«(pn <B2n log n (B en B2 zijn eindige getallen)

Dewijs:

AL n log p
n=T (p) < —=2 n . oS n S n log n ]
n ) n A A
log p 2 2
n
Vervolgens is
- - fqPq
n —‘W(pn) > TBE_EE
MF~ <‘13pn Aom, dus 120
100‘ p £ “3 5 3 pn <f\.3 )
n log |2 )
Dy, & —7—— By n log n.
1
§3. Enige algemene transformatieformules.
Stelling 9: Caslosennnn. is een rij getallen, met




£(t) 1s cen functie van t.

)an geldt:

y cnf’(n) = Z_ c(n) if(n)—-f(nﬁ)} + C(x)f([x]) .

n<x ngx-1

11s bovendien ¢,=0 voor j<&n, en als f(t) continu differentieerbaar

J.
ig voor © >,n,1, dan is -

S e f(n) = o(x)(x) j o(8)e(t)dt,

peuijer = [x]

> ¢, f(n) = C(1)L(1)+ {0(2)—0(1)} i"’(2)+...+%C(I\I)-—C(N-—1)} £(N)

n ¢x

_ G(’l){f(’l)—f(?) +...+C(I\IJ\){I‘(N—’I)—f(}J)} 0 (V)£ ()

ot s

winrmede de eerste formule bewezen is, wegens C(N)=C(x).

Veor n 4t<n+1 is C(t)=C(n) dus
n+1
o (n) {f(‘n)—-f(m/))} . ..j () £ (t)dt.
n
Wegens C(t)=0 voor t <n, is hiermede de 2° formule bewezen,

413 toepassing bewijzen we:

Stelling 10: ) ;— = log x + C + O(%);
ngLx

wanrin C een constant getal is (de constante van EBuler),
e i 3 . E /] r
Bewijs: Stel ¢ =1, 7(t)= = 5 dus C(x) = LY] .
Volgens de 27 formule uit stelling 9 is:
“ x -
P =, LT
n 4 2 Le

n <% x t
X X
X -x t- [f] dt
/] J

1

A R ) n ;

=10%X+{1 —j —Jr‘—'-%@—dtj +j LR RN SR S
g £ X E

= log x + C + E,

wanrin N
C = mj £ [

PR

1

w i
E:J J_C:._Eg_‘)_dt_x"[x] <J %dt'l’

X ¢ x e Iz

dt = constant.

] N
|
»ino



§ 4, Belangrijke sommaticformules.

Stelling 11 (hulpstelling).
- h ,x
- log” (3) = 0(x). (h>0).

n <%

n
¥
Bewijs: J log J(%) dt >1log h(-:-i—)
n=-"1

- b'd )
% X - h. h
dus i:: log h(z)sj 1og h(%)dt = xjﬂ lgﬁgﬁ_.du <XJ’ 108 Y gy = ax,
/l
1

w.,t.b.w.

Spucimal gevals

h=1 S qop n = [x] log x + 0(x) = x log x + 0(x).

Wesens stelling 4 is

T dogn= o L [i%l} log p = E;:; { ]10% p= 2 {A}I\

nSX p&Xx m31Llp D &KX n &x

n¢x
De restterm z [g} - %ﬁ}f\(n) is in absolute waarde
n

ML.aLW. 2 % (n) } : log n + O(i) = x log x + 0O(x)

ngx n4x

Hiecrmede 18 bewezens

Stelling 12: 2::: ig&ﬂl

n
n 4x ’

I

log x + 0(1),

en hierult volgt weer:

Stelling 13: ES%}E-= loz x + 0(1).
D <X
Bewljs: 3 :é%ﬂl Sy 1 Z::: Z,, 108mp
n £x p£X m»2 P &X P
g g gp g 0 _
< %;(;?; gt =Z:. olp=7 <1§:i ET%tTT =/
C D
e

7ls in de 27 formule van stelling 9 wordt gesteld:

0(t) = 45 oy =A(n), dus c(x) = (x)

n

dan levert deze:



ngx

s xkén) _ \P§X) +J~X iﬂ%%l at.
2

Uit stelling 2 en stelling 12 volgt danc

X

j i) gt = 1og x + 0(1).
O t

Uit de laatste ultkomst kan gemakkelijk worden afgeleld:

Stelling 14:  1im Jﬁ%ﬂl <1 Tﬁﬁ.i%?ﬂ S

Bewigs: Als lim Jﬁéil

=1 +8& met § >0, dan is voor

X >XK

° g () > (14 %)x
dus
x x X &
- o - ™+ 5
| _J._gudj ...\e.g_ad“j_.ﬁ.adtmg)mgx..a,
2 2 ¢ X

. o
X
in tegenspransk metjﬁ QK%EL dt = log x + 0(1).
t
2

Op =2n2loge wijze komt men tot een tegensprask, 2ls men veronderstelt

dat
Lim iﬁiﬁl = 1- 6.

™

Uit deze stelling en stelling 7 volgt nu onmiddellijk de belangrijke

ultkonst:

Stelling 15

5

1lim z%gléﬂ ; lim ﬂ;x
log X log X

USSR

m.a.,w,: als 1im jf%&l bestaat, dan kan deze limiet niet anders dan
== X—=wv

og X
1 ziin,
Inderdaad bestaat deze limiet (Stelling A), maar hierin schuilt Jjulst
de zrootste moeilijkheid, die wij alleen op "elementaire" wijze (dus
zonder complexe functletheorie) kunnen overwinnen na het bewijs van

enige zeer gecompliceerde hulpstellingen,



