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g

o,1.v. Prof.Dr N.G. de Bruiljn
k!

I. Theorie der representaties voor eindige groepen

door Prof.Dr N.G. de Bruijn

I.1. Representaties. Een representatie (In algemene zZin) van een

groep G is niets anders dan een homomorfe afbeelding in een andere
groep G', dus een afbeelding ¢ met de elgenschap dat

p(e)e G (ze@)
¢ (8).9(5y) =9 (2, 35) (2,&G, 2,€G).

{(de groepsoperatie zullen we steeds als vermenigvuldiging noteren).

Van bijzonder belang zijn voor ons de gevallen dat G' 18 a) een
groep van permutaties, b) een groep van lineailre transformaties, c)
een groep van lineaire substituties, d.1i. een groep van matrices
(waarin de vermenigvuldiging de metrixvermenigvuldiging is). Matrix
betekent bij ons steeds eindige matrix,

Ad a, Een bekend voorbeeld is de Cayley-representatie. De beschouwde
permutaties zijn hier permutaties van de elementen van de groep zelf,
Aan a g G wordt toegevoegd de permutatie Pq, gedefinieerd door

g ~P (g), met P_(g) = ag.
Daar het product PA=R van de permutaties. P en O gedefinieerd is
door ; '
R(g) = P(a(e)) MR

is nu, als aeG, bed,

L2 ) (e) = P (P (g))= a(bg) = (ablg = P (&),

zodat inderdaad de afbeelding 3—*P3 homomorf is.

Ad b en ¢, De lineaire transformaties in een n-dimensionzle vector-

ruimte kan men, door de keuze van n basisvectoren,één-éénduidig in ver-
band brengen met de matrices n xn, waarbij dan het transformatiepro-
duct correspondeert met de matrixvermenigvuldiging, ’

Dit maakt dat alles wat over het geval b kan worden gezegd, zon-
der moelte op ¢ kan worden overgebracht. We zullen ons zoveel mogelijk
tot het geval ¢ beperken,

Een groep van permutaties van een dndig aantal objecten 1,...,n
is steeds isomorf met cen nxn matrixgrbep. Voeg nl., aan de permutatie
P toe de lineaire afbeelding die de basisvectoren Vq""’vn onderling
permuteert volgens ViVp(4) (dit legt de lineaire transformatie één-
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duidig vast). Deze afbeelding correspondeert nu met de matrix (p
1,P(3) h
nog even de homomorfie: Aan PQ=R wordt toegevoegd de matrix (rij) met

r13‘51,R(J>'

ij)’

gedefinieerd door pijzé (8§ = Kronecker-symbool). Wa controleren

Inderdaad is nu (pij)(qij)z( ), want

L”ij

=4,
i

= Pae %y = T8 (0 Bia(s) T 0Lp(a0)) P 1LR()

Reguliere representatie, Is G een eindige groep, met orde n, dan kun-

nen we op Ge zojulst beschreven wijze uit de Cayley-representatie cen
matrixrepresentatie maken. Deze heet de reguliere representatie, (We

mogen eigenlijk pas over de spreken als er een volgorde van de elemen-
ten van de groep is vastgelezd). Gemakshalve gebruiken we als indices
de elementen van de groep z&lf, i.p.v. de symbolen 1,...,n.

Cayley voegt aan a e G toe de permutatie P, gedeflinicerd door
P{z)=ag. Op de zo&ven beschreven wijze behoort daarbij de matrix (pij)’

i,p(J)°

a - A met Ay g =éi,ajl‘”(i’3€ G)(ae G)

sedefinieerd door pij=5 D: representatie is dus

(A stelt een matrix voor, met kentallen aij)'
Van belang is later het spoor ¢ (A) van de matrix A:

o(h) = 7= s =T §

orde van @G als a=e
feg *t jeg te8d

0 als a#e

Hierin stelt e het eenheidselement van G voor.

Van nu af aan zullen we het woord representatie steeds gebruiken

in de heperktere betekenis van matrixrepresentatie, terwijl we ons

bovendien zullen beperken tot matrices waarvan de elementen complexe
getallen zijn. o

I.2, Equivalentic en reductie., Zij p een representatic van een
willekeurige groep G in matrices nxn., Het getal n heet de graad van
de matrices, en ook de graad van de representatie. We noteren het
beeld van a ¢ G met p (a),

Is S een niet-singuliere n xn matrix, met inverse SI, dan kunnén
we ult p een niecuwe representatie SIP S maken, gedefinieerd door

.SIP S a — ST p(a)s (a eq)

Dat dit weer een representatie is, volgt ult

stp (ab)s = sTp(a) p(b)s = sTp(a)s . st P (b)s.

De representaties P en ¢ heten equivalent als er een S is met

I
p=5"¢ S. Notatle: p ~ ¢, Gumakkelijk blijkt dat ~ een equivalentie-

relatie is: merk op dat TI(SIf>S)T = (ST)IF>(ST)
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Equivalente representaties hebben dezelfde graad.,
Zijrlpen ¢ representaties resp. van de graad n en m, 2an verstaan

we onder een directe som P+ o de representatie van de graad n+m, gege-
ven door de blokmatrices

(a) ¢
{pra)(a) = P .
0 a(a)

Een representatie heet recducibel 21s zij equivalent is met een
directe som van rcpresentaties van lagere graad,

Een representatie heet half-reducibel als zij equivalent is met
een half-gercduceerde representatie, d.i. een representatic p waarbly

alle matrices de blokvorm

P Q
p(a) =
O R
hebben, waarbij P,Q e¢n R resp. k xk, k x(n-k) en (n-k) x(n-k) zijn,
waarin 0<k <n, en k voor alle a ¢@G dezelfde is.
Is 1,h,b, Q=0 voor alle 2 &G, dsn is dus Jde represcntatie reduci-
bel,
Een representatie heet irrceducibel els zij niet half-reducibel is
(soms gebrulkt men het in de zin van niet-reducibel.,

Voor cindige groepen zal blijken dat de begrippen reducibel en
half-reducibel samcnvallen ( $1I,3).

We geven nog een voorbeeld van een half-reducibele doch nilet re-
ducibele represcntatie van een oneindige groep. Zij G de oneindige
cyclische grocp met voorthrengend element g, We definicren P door

n 1 n 1 4\"
o = ==
p(a) | .
¢ 1 o 1
Dezc p is half-zereduceerd, Doch f is niet reducibel, want voor geen
. ) . :

enkelc n#0 en voor geen enkcele S is st P(SJ)S cen diagonale matrix
(want f>(gn) heeft de elgenwaarden 1,1, €n ecen Jdiagonale matrix met
deze eigenwaarden 1is noodzakelijk de eenheldsmatrix),

Triviaal is de stclling: Elke reducibele representatie is equiva-

lent met de dirccet some van een aantal nict-reducibele represcntaties.

Hiertoe dicnt men slechts op te nerken dat p'~p, 0"~ 0 impliceert
dat p'+ 0 '~ o+ T,

De begrippen reducibel, etc., kunnen nog worden gewijzigd door het
eguivalentic-begrip te beperken. Is K een getallenlichaam, dan heten
pen @ K-e¢quivalent als 0’=SIg>S, waarbij S een matrix met clementen
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in K is, Is K het lichaam van de rationale getallen, dan komt men zo
tot de begrippen rationaal-recucibel, ctce.: is K het lichaam der

complexre getallen dan gpreekt men over absoluut-reducibel,cte,

I.3. De stelling van Maschke., Deze luidt

St.1.3.1. Elke half-reducibelc representatic van ecn eindige groep
is reducibel,

We geven twee bewljgzen, Het tweede bewljs levert lets mecer op,
nl. dot voor «lk lichaam K geldt: elke K-half-reducibele p is Ke-re-
ducibel, (mits alle elementen van alle door P opgeleverce matrices
in K liggen). Niettemin is het cerste bewijs voor verschillende toe-
pasgingen en generalisaties van helanz, Het cerste bewijs berust op
reductie tot unitairc matrices,

Een matrix U heet unitair als U=UCTI (de operatoren C,T en I be-

tekenen respectievelijk complex conjugeren, transponeren en inverte-

ren), Eon matrix T:(tij) heet triangulair als tlJ=o voor i >Jj. Een

matrix H heet hermitisch als H=HCT, en positief Jdefinict hermitisch
CcT

als X “Hx >0 voor alle kolomvectoren x#0,

Stellting 1,3.2. Is H positiel definiet hermitisch, dan is er cen tri-
angulaire T met H=TCTT.
Bewljs: berust op Jde mogelij heid om de vorn XCIHX te splitsen als

2
+ ...+§tnxn .

2 2
[EqqXqtee B30 |7 # et vty x|

Merk op dat een splitsing H=TGT

DT (D positief diagonaal) nog wel
met ratlionale operatics lukt, doch dat voor het verwijderen van D

worteltrekkingen nodiz zign.,

>l

Stelling 1.3.3. Bestaatl cen cindige matrixgrocp G ult de matrices

Aq,...,Am, dan is er een triangulaire T zd dat alle TIAiT unitair

. o
zijn.,

Bewijs. De matrix

is hermitisch, omdat ¢lke term hermitisch 1s, Bovendien ig clke term
niet-negatief definict, terwijl één ervan de eenheidsmatrix is (dus
positief definiet is), Derhalve is H p.d. hermitisch, en dus =TCTT
met triangulaire T (st.1.3.2). T is nict-singulier, omdat H het is.
Z13 T4=T : Tq is weer triangulair.

De matriccs Ai voldoen aan AgT H Ai =H, omdat de A's een groep
vormen, (Doorloopt A. de groep, dan doet Ain bij vaste i dat ook,
aus Ta5T Ay =02 5h) T aga).

Nu blijkt dat
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o
plCT AiCT T a, 1t = pCT g o = 1,

aus (1A, 11T (a,77) - 1.

IA T.'s zijn nu allc unitair,

e~ o I g v A
De I’AlT s, oftewel de T,1 114

Ecrste bewljs van de stelling van Maschke: Z1ij p wen half-geredu-

ccerde representatic van de groep G (met ¢lementon e=a a

S ,1,82,010_75“9,):
0

R.
J

(1.3.1) o(a,) = (

7Z1j T triengulair cn zd (8t.1.3.3) dat de Tlp (aj)T alle unitair
zijn. Nu heeft «vlke triangulailre naitrlx eveneens deze'blokvorm, met de
rulmatrix linksondoernan, en bl vermenigvuldiging blijft deze vorm be-
houden, De TI p(aJ)T hebben dus ook doze nlokvorn, Om nicuwe notatices
te vermijden nemen we nu onn dat de P (o) zi1f unitair zign,

Nu is p(aj)CT = p(a )‘TL = p(aw"q), ¢ deze heeft weer nullen
links-onder. Derhalve heeft p(7,) 2z&1llf nullen rechtsboven, dus Qj=
(dit argument zegt: cen halfgcrx§u0ucrﬁu unitaire representatie is ge-
reduceerd; bovendien Dblijkt dat het de dircct som van twee represcnta-
ties is die ¢lk weer unitair zijn). Hiecrmee 15 de stelling van Maschke
bewezen,

Tweede bewljs van de gtelling van Moschke. Necm san dat p hoalf-

gereduceerd is, in de vorn (1.3.1).

We zullen nu cen matrix S z4 bepalen Qat

(I S):[ (P’ . (I vS) K O)
J J = J
0 I 0 R. o I R.

J J
voor wlke J. (S is cen matrix van dezolfde afmetinpen als de 3.'s).
Daartoe is nodig ¢n voldoende dat
Q, +P.5S ~ SR, =0 J=1500e,
J J J (3=1, ,i2)
en dit betekent

o Jdo (3=1,0.0,i)

P. Q. 0 S (o 8 P. 0.
0 R o I 0 Rj

j o I

Het 1s niet mocilijk matrices a2an te geven dic moet alle P(*.)‘s
verwissclbaar zijn, Voor ¢llie: nxn matrix M heeft Z:j p(aj)IM p(a
deze eigenschap. We willen in hoet bijzonder cen matrix van d¢ vorm

(O S) hebben, Daartoe proberen we
0 I

-\ I
P, 4. o @ P Q.
(1'3.2) 2 3 J J ( ) ( J J

0O R 0 I 0 R.
J J
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vinden we voor {(1.3.2)

0 T

J

&

Derhalve heeft S= - %—Z:PJIQJ de verlangde clgenschap.

We merken op cdat hicr van het lichaam waarin wordt gerepresenteerd
slechts wordt gebruikt dat de karakteristick niet op g(=orde van G)
dcelbaar is,

Dit tweede bewljs levert nog iets meer op dan de stelling van
Maschke zegt, nl.: cen halfgereduccerde representatie is equivalent
met de representatie dic ontsteat door het blok rechtsboven door nul-
len te vervangen, Dharuit volgt bijv. weer: clke triangulairce repre-
sentatic 1s eguivalent met een dingonmle, en wel met zijn eigen diago-
naalg

Opmerking: de stelling van Maschke geldt ook voor begrensde repre-
sentaties van een willekeuripge groep.

T.4, Het lemma van Schur. We bewijzen cerst

Stelling 1.4.1. Zijn @ en 0 irreducibele representatics van cen groep

G, met graden m €n n, en L8 er cen mxn notrix 8§ 26 dnt
pla) 8 = 50 (a) (2llc a eq),
dan is df S kwadratisch en inverteerbaar (dus m=n, en p~T)
df S = 0.

Bewljs, Voordat we het bewljs beginnen mogen we S voor ¢n achter met
inverteerbare matrices P (mxm) en Q(n x n) vermenigvuldigen, want dit

is weer op te heffen door £ en ¢ door equivalente te vervangen:
s o Py (pa I
(PpP™)(P3Q) = (PSQ)(Q0TQ).
Door geschikte P en @ te kiezen kunnen we S krijgen in één der vormen

o, 1, O, o} 9.

We moeten laten zien dat de laatste drie niet kunnen voorkonmen. Maken
we in @ de corresponderende blokkenindeling, dan blijkt uit

A B A B I I
e=(c 3 (6 2) G)- ()7
cC D C D 04 0
direct dat C=0, in strijd met de irreducibiliteit van [
Met de andere gevallen gaat het bewijs overeenkomstig.
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Merk op dat slcchts gewerkt behoeft te worden met K-cguivalentie en
K-irrcducibiliteit, waarin K een lichaam 1s waarin de¢ elementen van S
liggen., Merk verder op dat G nict eindiz behoeft te zign, en dat de
stelling zelfs goeldt voor op cen willekecurige verzameling G gedefini-
cerde matrixwaardige functics p oo U, D¢ laatste opmerking geldt ook
t.a.v, de volgende stellineg,

Stelling 1.4.2. (Lemma van Schur). Is e cen absoluut-irreducibele re-

presentatie (graad n) van een groep G, en is S (nxn) met 2llc
pl{a) (2€G) verwisselbaar, dan is S= AL (I=eenhcidsmatrix, A=com-
plex getal).

Bewijs., Laat A cen eigenwaarde van S zijn. Daar S met alle p (a) ver-
wisselbaar is, is S- AL het ook, Daar S- AL niet inverteerbaar is,
blugkt uit st.1.%,1 dat S- AI=0 is.

Stelling 1.4.3, Laat o en ¢ (absoluut) irrcducibele representatics

Aot

cradern moin n, 413 C ecn willlekeurige

1 = = & e v , R Yy
van de eindige groep G zign, nct ¢

mxn matrix, en z1]

s = 2 p{p) co{p™),
el
Dan is S =0 als niet p~7
S =2 als =7

Bewiligs., Is 2 G, dan 1is
-1

p{a)sS = %;p4atd cCa(LT) = Z;p(c) C G(C-qﬂ) = Sg(a),

dus er 1is voldaan 2on de geg

L)

evens van st.1.4.1., en als p= o ook zan
die van st.1.4.2.

I.5. Karakters.
Is p een representatic van de groep G, dan wordt met het spoor

Sp van e bedocld de functie, dic nan clke a e G het spoor van de¢ mo-
trix p{a) toevoegt: Sp(a):sgaip(a)}.

Is p absoluut-irreducibel, dan wordt S cen korakter genoemd, en
meestal met 2e lettoer )y aangeluld, °

Stelling 1.5.1. Zijn pen p!' cequivalunte representatics van G,

en behoren 2 en a' tot dezelfde klassce van G, dan is Sp(a)=Sp,(a').

Bewijs. 2ij p = TIP’T, a=cTare (T is cen matrix, ¢ cen c¢lement van
G). Dan is T I . .
pla) =17 p'(2)T = T7p'(c” Jp'(a') p'(c)T = X7 p'(2")X,

Hierult volgt dat P (a) en p'(a’) hetzelfde spoor hebben. (Hetzelfde
geldt overigens voor de verzameling der eigoenwaarden).

Daar QE(e) de cenheidsmatrix is geldt voor elke represcntatie:

Stelling 1.5.2. Sp(c) = graad van p .
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Uit de stellingen van I,4 laat zich een soort orthogonaliteits-
relatie voor de karakters aflelden., We noteren een volledig stel on-
derling inequivalente irreducibele representaties met T(q),TKE)g...
{straks blijkt dat er maar cwundig vele zijn als G eindig ig), en ds
karakters daarvan met x(q),‘x(m

[

),,... De graad van ?(i) heet 0. dus
x<i)(e) =n,.

i

Van nu af aan stelt steeds G een eindige groep voor, met orde g.

Stelling 1.5.3. Is ¢ eindig (orde g), don is voor alle i,] en alle

2eG
g A I A R A AR OF
HEen 1) Z"l

e T o i i) . V ) .
Hiwd) jx, Neem eerst 1#£3i, zodat (1) en T(J) ineguive ent o i, Blijkens

Ste1.4.3 1is nu (na linksvermenigvuldiging met T(i)(z))

2 T(i)(ab) ¢ T(J)(b”q) = 0

beG
veoor elke matrix C van passende vorm, Nemen we in het biljzonder voor
C een matrix waarin alle cliementen nul zijn op édn 4 ne, dan blijkt

g:e:c '%(Cli)(ai.)) Tﬁg)(b“q) = 0

voor willekeurlipe v,g,r,5 (1 ST I 1T gr; s.snj). Hierin duiden de
1 . , —{ :

T“éq)(a) de elementen van de matrix T (#) aen. Door p=g, r=s te ne-

men én over p en r te sommerven, vinden we dat

By 1wt <o, (1#£3).

el

Nemen we vervolsens i1=j, dan is volgens st,1.4.,53

(1.5.1) STy o T ety o T,

neG ’
waarin }C eecn var O afhankelijk, doch van a onafhankelljk complex ge-
tal 1s. Door a=ec te nemen on links en rechts de sporen te vormen
hlijkt dat

{1.5.2) g sp C = %C'ni

Neme 3 - = matri g inicer > =
o n we voor C de matrix (qu), gedefinieerd door ¢ q tSpP(qu,
dan blijkt dat
(1)

(a).

rs‘rb

(1.5.3) %%;éTﬁé;)(ab) T“éé)(b*ﬂ) _ %; $

Nemen we p=r, s=¢, en sommeren we over p en ¢, dan komt de ge-
wenste formule (in het geval j=1i) tevoorschijn.
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We zullen st.1.5.3 alleen gebruiken voor het geval dat a=¢. Het
wordt dan
’ - B 1)
1.5.4 (4 ) 4
(1.5.4) Yo Ty (e =4, e,
beG
Stelling 1.5.4%, Is de representatie p equivalent met de directe som

van de absgsoluut-irroducinele representaties Pq+ Pot P3+..., en 1s m

het aantal k's wmarvoor F,,NTWIJ, dan hangt my alleen van poEn i af,
15Y -

en

o , 1 . =]
(125.5) n =25 W) 8,070,

& pen ‘

G St’ dan 1is p AT

P

Bewijs, Gemskkelljk .o Te zien dat

fay
oy X o ! o
S S S S
l ol

z@“')(b) N CRED IS D S ey e ey 2 g m

Is szSt,
splitsinz hebben, wart dc m, s ozijn voiledig door S o

valentic na dezelfde

dar blijkt dat p «n T op coul
bepaald.

De splitsing

len is dus <

van cen representatie p o in irveducibele beztandide-

[N

’ PR . . . o o " e N .
enduidiy on coulvalontie na, In het in stelling 1.5.% pe-

nogmdc geval notaeren we

{1.5.6) p o~

S0 We Zelg

(jﬁ

et Unt P heh iprcducibele best 1wodgu¢'r( ) m, lreer bevat,
Do voleende atelling leert ons dot er geon andor. 1vreducibole
repregsentaties bestaan den dezene die door volledige reductic van Ao

reculicrd representatie worder opgeleverd.,

Stnloiog 1.5.0 0 De resulicec repres sentatie bevat elku1“(l) precies n.
i

'f,- Pl -, i =N A o =Y SO aey o b '.. : R > 1 2 3 i
RSN (”i omoe de pooand vor T”( ); elke lrreducibele representatis

Ciromtotus mnoas reguliere voor'),

: . wtelt p de pegulicre representatie voor, dan is Sp(b)=g 5b
(z1¢ het slot van §1I,1 n .5.5) blijft dus slechts de term met
b=e over, e&n we vinden my = X

NP 2 i
Stelling 1.5.6., § n; “=g. Het aantal Tﬁ(l)'s is dus eindig.
-1

Tewins, Is p de regulicre representatice, dan is

PNn{ﬁ”+ﬁ@T@)+.“
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blijkens de vorige stelling. Door links en rechts de graad te bepalen

volgt de gewenste formule,

I.6, De groepsring. Zi) weer stceds G cen eindige groep.

Onder de groepsring R, vin G verstaan we het g-dimensionale hy-

G
percomplexe systeem bestaande ult alle formele sommen

?1 aq-+§2 a5 + ...4—}@ 2

(waarin BgsenerBy de clementen van ¢ zijn, en de ?1""’?3 complexe
Jetallen, terwljl de som op de triviale wijze gedefinieerd is, &n het
product door formecle ultwerking, waarbij steeds aigjaj door ?jak
wordt vervangen, als ay, bij de groepsvermenigvuldiging het product van

ayoen aj is.
We kunnen de groep G inbedden in R, door
&
R L R R BV PN P ERRPS

Het rechtsstaand. clcoment dulden we ook ned 31 nan, 18 aiajzak in G,
dan is ook 3.,a ,=a, i . ‘
0 17 5=y in Rg
Is p een representatic van G van de graad n, dan is p cen afbeel-
ding van G in M/ (Mn= volledige matrixring nyn). Is 2yay=ay in G, dan
is pla;) ﬁ(a = p(a,) in M.
We kunnun deze afbeeldinw van G in M voortzetten tot ea2n afbeel-

ding van Rg in Mn’ Is x = Z ? .a een elbmpnt van Rg dan definieren
. : aeG
we

plx)= 2 5.pla)

waarbiy in hict rechterlad de scalaire vermenigvuldiging en optelling
van Mn is hedoeld.

Gemakkelljk is in te zien dat P een ringhomomorfe afbeelding van
Rg in Mn iss

P (utv) = P+ p(v), pluv)= p(u) p(v), p (Au)=dp(w) (u,very,
Acomplex getal).
Neem nu voor P de reguliere represcentatie van G, Deze valt uiteen:
P,anr(ﬂ oo +nkT(@

We construeren nu de¢ representatic

B N (o

die een ringhomomorfe afbeelding oplevert van Rg in Mn + . ? doch ook
reeds 1in M too M (hicrmee is de directe som van ad vollcglge matrix-

ringen budogld) Me%k op dat de'r(l)'s willbkeUW1g gekozen zijn ult de
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klagsen van onderling cguivalente represcntaties.

Stelling 1.6.1. R_ 18 isomori mot de dirscte som M +...+M
Bewljs, We latun zien dat o cen igsomorfic is. De dimensics van Rg e

van 'Mh +...+Mn (als lineoire puimbon beschouwd) zijn resp. g en

1 k
. 2 . . : . :
Bg te.otny 7, en zign dus gelijk op grond van st.1.5.4. Het ig nu vole
docnde te laten zien dut ¢ trouw is, d.w.z. Jat

X&IRg30“(x)=O implngGPt x=0,

Uit o (x)=0 volgt dat wlks T%l)(x)=O is. Dus ook de representatic
p’=n1T41)+...+nﬁr(£) vaoldoet aan p’(x):O. Dochi P~ p', dus p =SIP'S
net een zekere SssMg. D.w.z. dat ,:(v):SI P'(V)S voor alle ve G, doch

daar de voortzetting van ptot R% door lincailr combinercn geschiedt,
is deze relatic voor alle veR  galdiz, Toegepast op onze X levert zij
P(JQ”O 8

Schrijf nu x= Z:: ;a 7. De matrix P(a) heeflt de clementen

(zie T,1) ned
Pbc(ﬂ) = gb,ac’

wodatl, speciaal voor c=¢
i sl S N
Pbe(X) " 2eG’a h,a " /b’

Daar p©(x)=0, blijkt nu dat nlle ;‘b'S'nul 71

!

jn. Dus x=0, g.e.d.

Stelling 1.6.2. k=h, waarin h het aantal klassen in G voorstelt

(klassen genomen in de zin van cqulvalunticklassen bij de cguivalenties

-1

a~b 2 er is cen c e G met b=c” ‘ac),

Bewijs. Onder het centrum Z(R) van ecn ring verstaan we de verzameling
van alle elementen z vean R met zr=rz voor alle r eR, Het contrum van
cen hynorcomplex systeem 1s weer een hypercomplex systeem.

We laten nu zien dat de dimensices van de centra van de 1n st,

1.C.1 genoemde ringen resp. h oen k zijn; uit de isomorfie volgt dan

kl"—-:k.u

- . -4

41y x= = ,L ; .3 een e¢lement van Z(Rw). Dan i3 b xb = ¥ VOoor

b e,
alle be G, duu ook
5 bab™ ' = zz:: e
a € 27¢ G /7y
-1

(de laatste gelijkheid blijkt door c=bab

te nemen, en die achteraf weer a te noemen).

als nicuwe sommatievariabele

We hebben nu twee schrijfwijzen vanX . De coefficlenten moeten

overeenstemmen, dus F ? voor allc a ¢n b uit G. Zijn
ab
4""’Kh de klassen van G dan blijkt dus dat ? congtant is op

elke K, . Noem deze constante ;jf Verdoer is
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Mo

; J-Zys TG 2y = ) a.

aEiKi

X =
i=1

Elk e¢lement van Z(Rg) is dus cen lineaire combinatie¢ van ZaseresZp.
Omgekeerd is direct in te zien dat alle z, in Z(R.) liggen, omdat elke

-]

Z. verwisselbaar is met alle b e G

i
b lzb = T b7 by
ae Ki
de b'qa b liggen ook in Ki’ en clk element van Ki wordt (bij vaste b)

zo ¢één keer voorgesteld,
Daar alle zy in Z(R ) liggen, is dit dus ook mct de linecaire com-
binaties het geval, odnt nu bewezen is dat Z(Rg) precies bestaat uit

de linecairc combinaties van z en deze zijin lineair onafhanke-

qreeesZys (
1ijk). Dus d¢ dimensic van Z(R_ ) 1s h.
Het centrum van M, +...+M: is kennelijk Z(M )+ ...+Z( }, en
daar het centrum van de/ vollcd¥ﬂu matrixring Mn 1 bestaat u%t alle
veelvouden van de eenheidsmatrix (lemma van Schur), is dit centrum k-

¢imensionaal, Hicrmee is st.1.6.2 bewezen.

Opmerking, Uit st.1.6.1 volgt dat Rg geen radikaal heeft. Men kan ook
st.1.6.1 onafhankelijk van de inhoud der vorige paragrafen bewijzcn
door eerst te laten zicn dnt Rg gcen radikaal heeft, en dan dat c¢lk
hyperkomplex systecem zonder radikaal een dircecte som van volledige ma-
trixalgebra's is.

Dat RP geen radikaal heeft, blijkt als volgt. Als x= Z:a'eG §a.a,
en definicer X door X = z:ae(}% a.a~1, . Dan is, als pP de reguliere
representatie voorstelt,

Sp(X%) = T §,5,. 5 (o) = 1%,] °

aeaq bﬁ(} ’3&G

Is x#0, dan blijkt nu sp p(xX)#0, en daaruit volgt dat p (xX) nict nil-
potent 1is (van een nilpotente matrix zijn alle eigenwaarden nul, dus het
spoor ook). Bijgevolg is xX niet nilpotent. Behoorde x tot het radikaal,
dan was elk product xy nilpotent.

Opmerking. Is G abels, dan is k=g, dus ook h=g (gevolg van st.1.6.2).
Daar verder n12+...+nh2=g is, en alle ny 21, is nu n,= h=1. Dus :
alle irreducibelc representaties hcbben de graad 1. De karakters zljn
nu multiplicatieve functies op de grocp.

oo o =11

Een tweede bewijs: Elke matrix van een irreducibele representatie
is met alle matrices van dic representatie verwisselbaar (G abels), en
heeft dus de diagonaalvorm.

Een derde bewijs berust op het feit, dat elk stel onderling verwls-
selbare normale matrices (maak de representatic normaal door haar uni-
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tair te maken) simultaan op diagonaalvorm te transformeren is.

I.7. Het orthogonaalsysteom der karvakters. Do karakters x_(l) waren
gedefinicerd als functies op G. Daar X(i)(a)= X(i)(b) als a ¢n b in
dezelfde klasse liggen (st.1.5.1), 1is x(i constant op de¢ klassen,
Du waarde die X,(i)(a) voor 2lle A eKj heeft, duiden we met ‘x(l)(Kj)
Aaan, Het aantal elecnenten van Kj dulden we 2an met k..

Doorloopt a de klasse Ki’ dan doorloopt a'q ook ecen lklasse; die
geven we met K. aan, De relatic (1.5.4) laat zich nu schrijven als

-11
- (1) (3) L
(1.7.1) Y ok XNTHK)ANYNK ) =4, .8, (1,3=1,...,h)
p__:z] P ‘ P 'p' 1
en dit is als <—en matrixproduct relatic op te vatten., Korten we af
1) (J)
k ( = N, , K =b_.,
p’x (Kp) 1P X ( p’) pd

dan staat ¢r AB=gI. Dnar h=k is, zi;n A ¢n B kwadratisch, zodat we tot
BA=gI kunncn besluiten, Dus

1 o] =
Loy boy 85 =880,

en dit betekent

h :
(1.7.2) Z: K) k)-8 8 .
We kunnen deze relaties nog lets anders schrijven, daar

(1.7.3) (P gy - 2k,

waarbilj do streep complex conjugeren betekent. We mogen nl. aannenen
det de representatie Tﬂ(l) unitair is (st.1.3.3). Dan is T"( )( "1)
ST )T = ) ))07, aus 1) 271y <15,

Ook op cen geheel andere wijze blijkt (1.7.3). Voor elke a is 8 =€,
dus“(r<i)(a))g= r(i)(e)=l. Hieruit volgt dat de cigenwaarden van

T + (a) g-demachts-cenheidswortels zijn. Het spoor is de som der
cigenwaarden, dus bijv, |

x(j‘)(a) =€, + ... +E

\ et e 2 .
De elgenwaarden van A" zijn de kwadraten der eigenwaarden van A, etc.,

dus voor elke gehele m is

v (i), my g m n
XV (at) = €, 4.+ E .
Nemen we 1n het bijzonder m=-1, dan blijkt direct dat 'X(i)(a'1)= Xﬂi)(a)

We kunnen nu (1.7.1) en (1.7.2) als volgt uitspreken:
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Stelling 1.7.1. De hxh matrix X:(xij), gedefinleerd door
1
kK, \| 2 h
i

Overigens 1is 'l(l) z&1lf weer een karakter, Ult het feit dat Tq(l)

een representatie is, volgt dat (T"(i))IT

1s unitair,

weer eeén representatie is

IT IT _ (IT)

(want de matrixproductrelatiec AB=C implicecert A B . Duze is

weer irreducibel, want anders zou Tﬂ(l) reducibel zijn. Daar (T(l))IT

is een Tﬁ(j)=
(Fﬁ)w)FT=T%JNa) (2 e@)

dus (r(i)(awq))T = r(j)(a). Nemen we nu het spoor, dan doct de operﬂtiv
niet terzoake, zodat X(i)( -y - X(J)( ).
De representatie (T"(i))IT heet de geconjugeerde van T”(J).
Ook (T‘(fL )C is weer een representatic, Daar T”(i) unitair kan wor-

den gemankt, is (T‘(i))C net (F(i))IT equivalent,

I.8. Reductie van een willcekeurige represcntatiec. Hoe maken we uit of

een gegeven representatie reducibel is? En zo ja, hoe vinden we een re-
ductie? Gaan we van de reguliere representatie uit, dan betekent de
laatste vranag: hoe vinden we alle irreducibele represcntaties van de
gegeven groep?

Het cerste is heel eenvoudig. Is de representatie P reducibel tof

‘Oqu T‘(/‘)-}—.‘ _+.r3hr(h)’

dan is SP'= m1Xﬂq)+...+mh‘l(h),
en dus N h
52 = 2 T myn M) W ),
b €G =1 k=1 bes

(1.8.1) 1 2 |s

& peg ' F
Du%delijk %8 dat p reducibel is als mqg
My e Yy =1, Dit is dus cen gemakkelijk toepﬁsb(ur criterium om de
reducibiliteit na te gaan.

Blijkt volgens deze formule dat ¢ reducibel is, dan 1s (althans
theoretisch) de reductie als volgt uit te voercn,

Laten we eens nagaan hoe we voor irreducibele representaties aan
Z:lSP(b)l2=g zijn gekomen. Uit het bewijs van st.1.5.3 is af te lezen:
als ‘

(1.8.2) | Z— o) cp(o7

+. h2 31, en irrcducibel als
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voor elke matrix C een diagonale matrix is, dan 1s

s

b eg (b)]g=g:

P
(en hierbij is de irreducibiliteit van p niet gebruikt) dus blijkens
het voorgaande s dan P irreducibel, Is dus P reducibel, dan is C 26
te bepalcn dat (1.8.2) niet diagonaal is, ¢n wel kan men voor C één
der n° matrices kiczen die één 4 en verder nullen hebben (n=graad van
P). (Men kan ook wven "willekeurige C nemen, went de matrices C die
(1.8.2) tot diagonaal matrix maken liggen dun gezaaid: zc vormen een
echte deelruimtce 1in de ng-dimensionale ruinte van alle matrices). Zo
hebben we dus een matrix (1.8.2) die niet diagonaal is, maar wel ver-
wisselbrar met alle P (b). Noem die S en bepaal vervolgens eenelgen-
waarde A van S, Nu is S- A1 singulier, en niet 0, Het beeld van de n-
dimensionanle vectorruimte bij S- AI is cen bij alle afbeeldingen P (Db)
invariante deelruimte, en met behulp daarvan is P half te reduceren
(vgl. ook het bewijs van st.1.4.1). Met de stelling van Meschke (zie
o€ bewijs daarvan) is P gcheel te reduceren. Interesseert men zich al-
leen voor de bestanddelen en niet voor de transformatie waarmee die
bestanddelen tevoorschijn komen, dan kan men die volledige reductie
achterwege laten doordat uit de half gereduceerde vorm de bestanddelen
(op equivelentie na) zijn af te lezen (zie slot van het 2% pewijs st.
van Maschke).

Men kan zelfs, door C "voldoend willekecurig" te kiezen, bereiken
dat, na reductie van S op eigenruimten, de hele representatie automa-
tisch gesplitst in irreducibele bestanddelen tevoorschijn komt.

Wonncer we alle karakters van de groep kennen, kunnen we een ge-
geven represcntatie heel gemakkelijk reduceren tot een directe som van
primaire representaties. p heet primair als in de formule (1.5.6) slechts
één van nul verschillende m voorkomt). Deze splitsing is geheel met
rationale operatics uit te voeren, zodnat we voor de primaire componen-
fen matrices krijgen waarvan alle elementen liggen in het lichaam dat
en de oorspronkelijke represcntntie &n de karokters bevat.

De splitsing in primoire componcnten is als volgt uit te voeren.
Is p de gegeven representotice, en 1 een index waarvoor

my= g Ty oo M () sp(>™h) (21 1.5.5.)
van nul verschilt, dan vormen we
] l -1
mZ”g“%; ARIONICRE Py

Door gebruik te maken van de existentie van een transformatic die P in
zen directe som van irreducibele transformeert, is gemakkelijk in te
zlen dat P, een projector is (Pi2=Pi)’ en dat P, en Pj met i#£j elkaar
annuleren,
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Is R de gehele ruimte, dan spannen Pq(R), PQ(R),... samen R op.
Elke Pi(R) wordt door de matriccs van P in zichzelf getransformeerd,

danr uilt de definitie von P, blijkt dat P, p(a)= P(2)p; voor nlle 1 &G,

Kiezen we nu cen nicuwe bosis voor R, bestaande uit ecen basis voor

Pq(R) + een basgis voor P.(R)+..., dan 1s d¢ reductie tot primaire
<

componenten geleverd,



MR 17

II., Representaties van compacte groepen

door

Prof.Dr W.T, van Est

IT1.1. Een groep G heet topologische groep als G tevens een topolo-
gische ruimte is en (i) ab continu van a en b afhangt (continue func-
tie van twee variabelen), (ii) a~1 continu van a afhangt.

Onder de matrixrepresentaties van G beschouwen we uiltsluitend die-
genen, waarbij de matrixelementen als functies op G beschouwd continu
zijn. Als G een discrete groep is krijgen we het oorspronkeliljke re-
presentatiebegrip weer terug.

Begrippen alg equivalentie, (half)reducibiliteit, irreducibili-
telt, karakter blijven ongewijzigd (er zal uitsluitend met het absolute
equivalentiebegrip worden gewerkt (vgl.slot $I.2)),

We sommen nu eerst een aantal stellingen uit Hfst, I op die ook
voor dit representatiebegrip geldig blijven.(Voor bewijzen van de
eerste drie stellingen vgl, $I.4),

Stelling II, 1.1. (Lemma van Schur) Zij p een irreducibele lineaire
representatie van G in een vectorruimte V en T een lineaire afbeelding
V-V zodat p(2a)T=T p(a), dan is T= XI.

Stelling IT1.1.2, Zijn Pq’ Po irreducibele representaties van G in
ruimten V, en V, en 1s T : V, _;V, een equivalentie (d.1. een ééneen-
duldige lineaire afbeelding van Vq op V2), terwijl A V,‘.--;V2
lineaire afbeelding is met A pq(a) = Po(a)A (voor iedere a eG), dan is
A= AT voor geschikte X,

een

Stelling IT.1,3. Z1] p een irreducibele representatie van ¢ in Vq, en
o een representatie van G in V2. 7ij A#£0 een lineaire afbeelding

van V, op V, zodat o (a)h=A p(a). Dan is 0 irreducibel en A een
eqguivalentie,

Stelling IT.1.4., (gedeeltelijk stelling I.5.4), zij e een lineaire
representatie in V en V::V1 + V2 +...+Vk, waarbi]j de Vi invariant en
irreducibel zijn t.a.v. p . Stelp| Vi= Pj. 21j verder V=i W +...+W,
met wi invariant en irreducible t.,a.v, p . sStel ﬁ ‘WJ=U'. Dan 1is r=k

en men kan de V, vernummeren zodanig dat Pj ~ T (1=1,...,Kk).

Bewijs: Iedere x eV is éénduidig voor te stellen als x=x,1+...+xk met
x; V4. De afbeelding T, (projectie) gedefinieerd door T,x=x; 1s een
lineailre afbeelding VeV, met ET,=T,pP.

Als Ty W, = O was voor iedere i dan zou W, = O zijn. Dus T; W, £ 0
voor zekere 1, Door vernummering van de Vi-en is te bereiken, dat

1 'I‘,t wq # 0, Uit stelling I.%.1 volgt dat T1 een equivalentie is tussen
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V1 en wq. Hieruit volgt

(i) P/]NU’/}J

(11) T, 1-1 op W,, d.w,z, W,n (V

,] +o.- Vk)=0’

7 1 2

(111) dim (V, + ... + V) = dim (W, + ... +wr) .

2 k) B

Tedere x eV is ook eendulidig te schrijven als x=x% oot X; met

x%.ewi. Stel Px = %} + ... + X%. W, is de nulruimte van P en pP=Pp.

I‘
In verband met (i1) en (iii) betekent dit dat P een equivalentie tus-
2+"‘+Wr bewerkstelligt, We hebben nu voor w2+...+w

de directe som splitsing P(V2)+...+P(Vk). Door volledige inductie 1is

sen V2+...+Vk en W r

het bewijs te voltooilen.

I1.2, Laat F(G) voorstellen de lineaire ruimte van alle complexe con-
tinue functies op G. Binnen F(G) bezit G een representatie P gedelinrt
eerd als volgt: P(a)f = _f waarbij _f(x) = f(xa). P heet voortaan
reguliere representatie,

Opmerking: Het representatiebegrip is hier in iets rulmere zin gebe-
zigd dan we aanvankelijk hadden vastgelegd., De representatieruimte is
nl. i.h.a. oneindig dimensionaal en het continuiteitsbegrip voor on-

eindigdimensionale representaties is niet zonder meer zinvol,

Stelling ITI.2.1. Een irreducibele representatie Pkin een vectorruimte
V van dimensie n is op equivalentie na precies n keer in P vertegen-
woordigd.

Bewijs: Kies een basis Caseees€y in V. p wordt met betrekking tot deze
basis door een matrixrepresentatile (uij) weergegeven, Dus uij(ga)

= Ly (8) ugy(a). (%)

Laat Ui de deelruimte van F(G) zijn opgespannen door de functies
Ujqseeesly,. ULl (%) volgt klaarblijkelijk dat de lineaire afbeelding
Ti : V.--;Ui gedefinieerd door Ti(es)—_—.uis de elgenschap heeft

P(a)T, = T, p(a). U; is een ruimte #O (want u,,(1)=1, dus uy,;#0), T, is
een afbeelding op (zie def.van Ui)' Dus volgens stelling II.1.3 is Ti
een equivalentie, en Ui is een invariante deelruimte bij P.

We bewijzen nu, dat de ruimten Ui onafhankelijk van elkaar zijn,
d.w.z. (U1+...+Ui_1)n U,=0 voor 1=1,2,...,n. Veronderstel dit reeds
bewezen t/m i-4, Dan is U1+"‘+Ui-1=vi—1 een directe som, d.w.z., lederc
x €V;_, 1s eenduldig voor te stellen als X=Xt Ry 4 met xje Uj' Zi]
ij=xj, j=1,...,1=1. Er geldt P(a)Qj=QjP(a) voor ledere a eG. Veronder -
stel dat vi_qf\Ui¥O, dan zou volgen wegens de invariantie van Vi—ﬂf)Ul
en de irreducibiliteit van Ui dat Vi_qr\Ui=Ui, dus Ui<:vi_q.

Tussen U.
en Uj bestaat de equivalentie Tj Ti‘ﬂ. Dus moet op Ui gelden dat
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-1 _ _
QJ= }j T, T, . Dus voor feU; geldt f—Qq £ +...+ Qi_qf =
-1 -1 . .
)1 T,T T+t kl 4 Ty_4Ty  f. Neem f=u,, dan blijkt aldus
1-1 i ks ,
Uy =5 o }Jqu Tegenstrijdigheid, went u =1, uy (4) =1 en

J
uji(1)=0 voor J <i.
Op deze manier is aangetoond, dat P tenminste n keer voorkomt in

Laat nu W een eindigdimensionale invariante deelruimte van F(G)
zijn, zodat P in W equivalent p is. D.w.z. er is een basis fq,...,fn
in W te kiezen zodat P met betrekking tot deze basis de matrixrepre-
sentatie u,  heeft. Dus fj( a)= Z:u (a) £;(g). Door g=1 te stellen

vinden we dat fje.U +...+U, voor 1edere Js dus WecU, +...+U0 . Dus P

/I
komt precies n keer in P voor.

/l

Kan iedere eindigdimensionale representatie van een topologische groep
in irreducibele onderdelen worden gesplitst? Bestaan er van een topo-
logische groep altijd niet-~triviale eindigdimensionale representaties?
Kan de reguliere representatie uitgereduceerd worden 1in eindigdimen-
sionale irreducibele representaties?

Voor de categorie van compacte topologische groepen kunnen de
drie vragen bevestigend worden beantwoord,

IT.3, In compacte groepen 1s het mogelijk een maat te defini&ren die
invariant is bij rechtsvermenigvuldigingen, zodanig dat bovendien de
totale groep de maat 1 heeft., Met betrekking tot deze maat kan men
continue functies integreren, en voor de integraal gelden de volgende
elgenschappen:

[r(x) ox = ff(xa) ax,

f()f-hﬂg)x)vc_)j Ydx ﬂuf@@cdx,
£>0 ::;jf(x)dx>o

jﬂ dx = 1,

Men kan het ook zo formuleren, dat de integraal van een continue func-
tle met betrekking tot deze maat een nilet-negatief lineair functionco”
7J is met de elgenschap dat ﬁj(af) =Jr, J(1) =

Het bewljs van de existentie van een dergelijke maat door directe
constructie zullen we hier niet geven. De theorie van de bijna-perio-
dieke functies zal echter de existentie aan het licht brengen van een
niet-negatief lineair functioneel op de rulmte der continue functies
met genoemde eligenschappen. Een bekende stelling van F. Riesz verze-
kert dan op grond hiervan automatisch de existentie van een invariante
maat.,
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Voor zover men te maken heeft met een compacte Lie groep G (VOOP
toepassingen is dit verreweg het belangrijkste geval) is het bestaan
van een invariante maat ook als volgt aan te tonen,

G 1is mq&{eindig veel coordinafenomgevingen U,],...,Uk te bedekken,
Laten dan ¥ N (i=1,...,n) de coordinaten in U, zijn. Veronderstel
1 qu. Laat p een willckeurig punt éUi zijn., De rechtsvermenigvuldi-
ging met p_q voert het punt p over in 1 en beeldt een zekere omgeving

V van p in Ui af op een omgeving van 1 in U De functionaaldetermi-

/].
nant van de afbeelding (...pﬁq):VaaUq genomen in het punt p geven we
aan met J(p,i). Voor een op G gedefinieerde continue functie f die

bulten Ui nul is defini&re men

i
jf(x) dx = J f(p)‘J(p, \ ?ﬂ e $n( ) .
pely
Men dient dan nog het volgende aan te tonen (hetgeen echter vrijwel
rechtstreeks door uitschrijven te verifiéren i1s),
(a) Wanneer de continue functie f slechts van nul verschilt bin-
nen Ui"Ur dan 1is

Je) ate,02] a8, (). a g (1)

peUi
| - j ) |3(p,r \?1 c.ag ()

peUP

(b) Iedere continue functie f is voor te stellen als P=f i+ 4T,
waarhl] de fi continue functies zijn op G die slechts binnen Ui even-
tueel van nul verschillen en jf )dx= Z:jf (x)dx is onafhankelijk

van de gekozen splitsing van f in functies fi'

(¢) Wanneer men het coordinatensysteem in U, geschikt kiest kan

[
men bereiken dat '[1 dx = 1 wordt,. (Door een and;r coordinatensysteem
in Uq in te voeren bereikt men dat de integraal met een factor wordt
vermenigvuldigd. Door geschikte keuze dus van dit coordinatensysteem,
bijv. door gq(q) met een geschikte factor te vermenigvuldigen, be-
reikt men dus het gewenste),

II.4. De integratie stelt ons in staat de bewijzen uit Hfst I waar
sommaties over de groep worden voltrokken voor de categorie van de
compacte groepen te herhalen met integratie i.p.v. sommatie., We kunnen
dan bewijzen

Stelling IT.4,1, Jedere (lineaire) matrixrepresentatie p van cen com-
pacte groep 1s equivalent met een unitalre representatie, dus som van
irreducibele representaties.

Bewijs: Stel H = j'ﬁxa) p(a)da. H is hermitisch positief definiet en

o) B p(d) = fF () p™(a) p(a) p(o)da = [p(20) p(ab) da =
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=J'ﬁ%a) p(e) da = H, Etc. (zie$I.3.).

Stelling IT.4.2, Laten p en ¢ irreducibele representaties zijn van de
compacte groep G met graden m en n, Laat C een willekeurige m X n
matrix zijn en S =j'P(b"1) ¢ o(b) d b. Dan is 8 = 0 als p+7, en

= Al als p =0,

Stelling ITI. 4.3, Voor de karakters ) en X' van twee inequivalente
irreducibele representaties geldt J’X(a) x}(a'q) da = O,
=) (a1 daa = 1.

II.5. We geven in grote lijnen aan hoe voor compacte groepen de exis-
tentie van niet-triviale eindig dimensionale representaties, alsmede
de reducibiliteit van de preguliere representatie in eindig dimensiona-
le, aangetoond kan worden., Een met elementaire bewljzen gedocumen-

teerde bondige expositie van het één en ander vindt men o.,a. in Che-
valley: Theorie of Lie groups pp.204 - 210,

We beschouwen daartoe eerst de groepsring van een e¢indige groep
nader, Deze bestond ult formele sommen z:g(a).a, waarbij de coeffi-
cilent g(a) waarmee het element a eG voorzien was, een complex getal
was. Deze eindige formele som 1s volkomen gekenmerkt door de coeffi-
cienten g(a) m.a.w, door de functie g op de groep G. Twee formele
sommen Yy ?(a) .a en Z:q(b) .b hebben als product{Zig(a)'v(b) . ab =
=Yg(c) .c, waarbij %(c) =Z:g(a) 7(3—10) =E:§(cb‘1)'7(b). Dit geeft
dus aan hoe de represcnterende functies vermenigvuldigd moeten worden,

Dit patroon volgend kunnen we bij compacte G voor de elementen
van F(G), gebruikmakend van de integratie, cen productoperatiex, de
zgn. convolutie, gedefinieerd als volgt:

fxg (x) _ff(x b1y g(p) d b =

j £(a) g(a"q x) da

It

it

I ® g 1s dan inderdaad weer continu, en verder 1s zoals men gemakke-
1ijk verifieert f % P(a) g = P(a)(f % g). F(G) 1s met deze product-
operatie naast de additieve structuur een algebra geworden (i.h.a.
zonder eenheldselement!),

Voorzien we F(G) van de gewone absolute-waarde-metrie, dan is
in de zin van deze metriek de lineaire operator Tf : g —f % g (vaste
£) volcontinu., (Dit berust op het feit dat de verzameling functies
T % g, waarblj g alle functies doorloopt met |g] <1 een equicontinu
stelsel vormen).

In F(G) definieren we bovendien nog een unitair ipproduct door
(£.8)= [£(x) ETFT ax.

Wanneer f£(x) = f(x"q) voor alle x, dan is T, een hermitische ope-
rator in de zin van dit inproduct, De Hilbert-Schmidt theorie leert



dan dat

(i) de eigenwaarden A # 0 van T, een eindige multipliciteit heb-
ben,

(i1) de bij twee verschillende ) 's behorende eilgenruimten ortho-
gonaal zijn,

(1i1) icdere functie van de gedaante Tf g ontwikkeld kan worden
in een uniform convergente reeks van elgenfuncties van Tf behorende
bij eigenwaarden #£ 0.

De eigenruimten van T, zijn invariant t,a.v. de regullere repre-

sentatie P, want zij T = gfz Ag, dan is £ x P(a) g = P(a)(f % g) =
= AP(a) g.
Dus idedere functie Tf g kan ontwikkeld worden 1n een uniform con-
vergente reeks van functies die tot eindig dimensionale irreducibele
deelruimten uit F(G) behoren. Zoals we vroeger reeds zagen 1s iledere
functie uit cen irreducibele deelruimte van F(G), waarin de voorstel-
ling P equivalent is met de matrixrepresentatie (uij)9zelf een lineaire

combinatie van deze u W vinden dus

14

Selecteren we uitJiederc klasse van equivalente matrixrepresenta-
ties van G er één (uij(k)), dan kan iedere functie f % g, waarbij f
voldoet aan T(x) = f(x”q), worden ontwikkeld in een uniform convergen-
te reeks van de uij K , voorzien van zekere coefficienten,

Bij gegeven functle g en gegeven € >0 kan men altljd een omge-
ving U van de identiteit vinden, zodat voor ledere niet-negatieve con-
tinue f die buiten U nul wordt, met T(x) = f(x"q) en [f(x)dx = 1,
geldt lg—ngl < €.

We vinden dus: Een willckeurige continue functie g op G kan wil-
lekeurig goed benaderd worden door eindige lineaire combinaties van de

(u, )

Door gebruik van analoge argumenten op dc¢ ruimte van de continue

iJ ’

functies die constant zijn op de klassen geconjugeerde elementen vin-
den we: Iedere continue functie die constant is op de klassen geconju-
geerde elementen kan willekeurig goed benaderd worden door eindige
lineaire combinaties van irreducibele karakters,

I1.6. Voorbecld, Als groep nemen we de unitaire groep SU(2), d.i. de

groep van de complexe matrices a o met )a]e + |b]2 = 1.
-b a
Stzl ab= %, +~i.q2, b = pq + 1 QE. De verzameling van alle matrices

vormt een reéle lineaire ruimte van dimensie 4, waarin
)
(GH’ X @1, PE) de coordinaten zijn., SU(2) is in deze ruimte julst de
eenheldssfeer., Links- en rechtsvermenigvuldiglngen met cen element van
SU(2) induceert in deze 4 dimensionale matrixruimte een lincaire trans-
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2 2 2 2 a b .
formatie dic dq oSt @4 + ﬁg = det invariant laat.

-b @
M.a.w, links (rechts) vermenigvuldigingen met e¢lementen van SU(2) in-

duceren draaiingen in deze ruimte, Het invariante volumeelement in

SU(2) is het "gewone" driedimensionaal sferische volumeelement, dat
zodanlg genormeerd is dat het totaal volume van de 3-sfeer 1 wordt.
Ieder ¢lement van SU(2) is binnen 3U(2) geconjugeerd met precies één
diagonaalmatrix van de gedaante

Jrj'LP 0]
waarbij 0L < T,
0 et

De klassen geconjugeerde elementen in SU(2) kunnen gerepresenteerd
worden door de parameter @, met 0L W g w. De inwendige automorfis-
men van 3U(2) laten de punten 1 en -1 vast. Deze zijn op SU(2) opgevat
als 3-sfecr julst dlametraal gelegen., En aangezien verder, naar het
bovenstaande, inwendige automorfismen draaiingen zijn, moet cen klasse
geconjugeerde elementen dus gelegen zijn op een parallelsfeer (1 en

-1 als N resp Z-pool van de 3-sfeer opgevat)., Op iederc dergeliljke
parallelsfeer ligt slechts één diagonaal matrix

1
] 0

. zoals men gemakkelljk nagaat), dus 1s een parallelsfeer
0 TR/

cen volledige klassce geconjugeerde elementen, Verder rekent men ge-
makkelijk na dat het volume ingenomen door de parallelsferen liggende
tussen ¢ en w +d ¥ gelijk 1s aan % sinety d vy .

Teder karokter 7 van SU(2) is op te vatten als functie van i,
en de voorwaarde % *(¢) i(@) singtp de =1 is nodig en voldoende voor
de irreducibilitelt van het karakter., Verder kan het karakter van een
representatie eenvoudig worden berekend door na te gaan wat het spoor
in deze representatie is van de diagonaalmatrices,

Leat Vn de vectorruimte zijn van de homogene polynomen van de
praad n in twee variabelen X %o Laat Pn de representatie van SU(2)
in deze ruimte zijn die geinduceerd wordt door de matrix (a b)

als volgt op de variabelen X% te laten werken: b g

X a X, +bx
1770 0 2
X -b x g X
De polynomia x nox n—1x X, X n-1 x." als basisvectoren in V
1771 222 TTe 2ot EeEEE n
nemende, en vervolgens het karakter X‘n volgens de boven aangegeven
methoden berekenende vindt men

Xn() = ™7 v 1{n-2)9, ¢ mi(n-2)¢ | -ing

% 0 v
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Men kan nu inderdaad verifiZren dat.% J‘Xg(w) sinet? d =1 voor
iedere n, We hebben dus hiermede cen klasse van irreducibele repre-

sentaties van SU(2) gevonden. Maar dit zijn ook alle ilrreducibele
representaties!
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III. Bijna-periodieke functies

door

Prof.,Dr F.,van der B1li]

ITII, 0, Litteratuur

W, Maak: Fast periodische Funktionen (Berlin 1950)

W, Maak: Darstellungstheorie unendlicher Gruppen und fastperiodische
Funktionen. Enzykl.I 1, 7,I (16) (Leipzig 1953)

J.v, Neumann: Almost periodic functions in a group I (T.A.M.S. éé
4L45-.492) 1934

L.H. Loomis: An Introduction to Abstract Harmonic Analysis, Ch.VIII,
(New York 1953)

III.1 Definitie en voorbeelden

Als belangrijkste opgave van dit deel zien we de probleemstelling
in II.3, het bewijs van de existentie en de constructie van een niet
negatief lineair functionaal voor de functiesop G. Duldelijk 1s dat we
in II konden volstaan met die functies op G te beschouwen, die in de
representatie voorkomen,

We beperken ons nu tot begrensde representaties, dat zijn repre-
gsentaties, waarvoor alle matrixelementen begrensde functies zijn. We
voeren voor de matrices in tpg(A) = sp(A &™), ¢(A)20. Dan geldt
‘a%rkls p(A) en W(AB) € 9(A). @(B) en xpE(A)= fi: ]aij\2.

We definileren nu bijna-periodieke functies.’J
Definitie 1, Een complexe functie f op een willekeurige groep G heet
bijna-periodiek (bp) als bij iedere ¢ > O een overdekking ﬁy A, van G
bestaat, zodat voor ieder tweetal elementen x,y ult een zeifae A, geldt
‘f(cxd)—f(cyd) \< € , uniform in c en 4.

Stelling III.1.1. De matrixelementen van een begrensde representatie
zijn bp.

Bewijs. BiJ leder element aij van A is er een overdekking van G door
eindig vele stukken, zd dat op elk stuk de functie aij(x) minder dan ¢
varieert, We construeren een gemeenschappelijke verfijning voor
i,3=1,...n. Voor x,y uit een zelfde deel van de verfijnde overdekking
geldt jaij(cxd)—ai (cyd) | < W{A(cxd)—A(cyd)} < ?QA(CJ} .cp{A(x)—A(y)}.
e {A(d)} g M= .0, ¢. Dus is 2y een bp functie.

Stelling III.1.2. Een bp functie 1is begrensd.

Bewijs., Laat {avg een representanten systeem van een ¢ -overdekking
van G zijn. Voor alle xeG geldt dan |f£(x)| < max le(a) | +¢.
Voorbeelden 1. G is de additieve groep van de re&le getallen modulo 1,
Tedere continue, periodieke functie op de reéle getallen is bp. Zo'n
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functie is immers uniform continu op {b,ﬁj . Laat in dit (en in vol-
gende) bewijzen (&) zo'n functie ziljn dat voor |x-y|< d(g) geldt
\i\t)~ (y)'<'s. De gevraagde ¢ -overdekking van G ontstaat uit een
overdekkiné van [0,17] met intervallen <& .

2. G is de additieve groep van de gehele rationale getallen. Nu
ig el¥ bp, Bij et¥ bepalen we op [0,2w] de &(£), en we overdekken
[O,2rtj met intervallen met lengte <« & . Onder A, rekenen we alle
gehele getallen, die mod 2t in het v-de interval liggen.

3. ¢ 1s de additieve groep van de re&le getallen, Dit is de
groep waarvoor de klassieke bp functies zijn gedefinieerd. En wel door
de
Defini®ie 2. Ten continue functie op de reé€le getallen heet bp als
bilj iedere &> 0 een 1(&) >0 gegeven is, zodat op ileder segment met
lengte » 1(g) een T te vinden 1s met If(x+*t)—f(x)\ < &, uniform in x,

wezlling TTT. 1,3, Een continue, en volgens def.q1 bp functle voldoet
aan de voorwaarden genoemd in def.2.

Bewijs. Laten {aD} representanten zijn van een € -overdekking. Ver-
der zij 1{g)=2 rﬂ.r—.w.[a\2 l. Op ieder segment [ x-31,x+51 ] 1is het getal

X8 (k gedefinieerd door XEEAk) een getal T . Immers
|7 {t(x-a)} -£(8)] = {f{x+(t_ak)} ~tlar(t-a )} <6

celling TIT, 4z£: Een volgens def.2 bp functie 1s uniform continue.
Bewijs. Op [-1,1+17 1is f uniform continu, laat & (£) weer gegeven
zijn. Neem & z6 dat O(g) « 1. Kies nu x en y met |x-y} <3 <1, Dan
is er een T € [r-1,x7) zodat |f(x)-f(x- ’r)\ < £, maar ook
[e(9)-t75-7)| <& en |£(x)-2(y) |e|o(x)-2(x=)| #|o(x- w)-1 (- )|+
|£(y-)-t(y)| < 3¢

Stelling TIT, 1.5. Een volgens def.2 bp functie voldoet aan de voor-
waarden van def 1

Bewijs. We bepalen blj € en bij de uniform continue f weer & = &(¢)
en overdeklen [O lj met intervallen met lengte d ., Alle x, die door
vermindzring met een T in het v -de interval terecht komen vormen A,.
Deze A,-s vormen een & -overdekking. Als x,yeA, zoeken we T, ' zo0-
dab;'x“ v)-(y- <! ! < 5 Dan zal |f(x+c)- f(y+c)! < tf(x+c)—f(x—r+c)]+
|i x-r7+e ) -f(y- ¢”+c)‘ + lf(y ' +c)-f(y )l < 3¢ .
IIT.2. Tigenschapoen van bp functies.

Wio beschouwen de ruimte b(G) van de begrensde functies op G, In
deze ruimte introduceren we de z.g. uniforme topologie door

fi:;ﬂpl (x,, De bp vormen een deelruimte, Deze is lineair, zoals
volgt ult
Stelling ITT.2.1. Als ¢ een continue functie van 2 variabelen is, en
f en g zijn bp dan is p (f,g) ook bp.
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Bewijs. Omdat f eng begrensd zijn behoeven we ¢ slechts te beschouwen

op een begrensde afgesloten verzameling, waarop ¢ uniform continu is.

We bepalen voor (p weer de functie 5(8) en construeren O -overdekkin-

gen van G voor f en g. Een gemeenschappelijke verfijning van deze twee
overdekkingen is een ¢-overdekking van G voor ¢ (f,g).

Voorbeelden. Met  en g zijn ook N+ g, fg, T en sup(f,-f) alle bp.

Enkele functies hebben een bijzonder belang, n.l, de translaties
")

ta:(X*?xa); bt:(x-—»bx), atb:(x—aaxb) en de inversie j:(x—>x"

14

Stelling IITI.2.2. Als £ bp 1s, dan zijn ook fatb en £Jj bp.

Bewijs. De eerste bewering volgt direct uit de definitile., Omdat
(pxq)“1=q'1x"1p'1 volgt dat uit cen € -overdekkingU A, voor f een
{~overdekking L}qu voor fj is af te leiden.

Stelling IIT.2.3, De declruimte bp(G) van de bp functies is afgesloten
in de ruimte b(G) van de begrensde functies op G.

Bewijs, Z21j f een verdichtingspunt van bp's fq,fg,... . Blj €>0 be-~

palen we een n met {f-fn ]<E. Een & -overdekking voor fn is een 3 € -

overdekking voor f omdat daarin geldt
feqw)-e(v) | < [o(u)-£ ()] + |, () -2 ()]« |e (v)-£(w)| < 38 .

Stelling III.2.4. Als G een compacte groep 1s zijn alle continue func-
ties bp.

‘Dit kan b.v. worden bewezen met behulp van het feit dat f(cxd)
een continue functle van de 3 variabelen c,x,d is.
Qpmerking. Iedere Lebesgue meetbare bp functie op de (locaal compacte)
additieve groep van de re&le getallen is continu.

IIT.3. Het gemlddelde van een bp functie,.

We bespreken twee constructies van een niet negatief invariant
lineair functionaal op bp(G). Eerst een elementaire methode,

We beschouwen een € -overdekking (zie deg.ﬂ) en vormen met een
stel representanten {av} een "tussensom” % S- f(ay). We moeten opdat
dit een zinvol begrip kan worden de eis opleééén dat de & -overdekking
minimaal is, d.w.z, niet met minder delen geconstrueerd kan worden,
Nauwkeuriger: een overdekking van G met delen Aq,...,An heet minimaal
als er geen elementen KgseeesXy te vinden zijn, zodat het moge~
1ijk is met minder dan n verzamelingen uit de collectie der verzame-
lingen Aixj de gehele G te overdekken. We zoeken nu een getal M(f) |




MR 28

te definleren zodat er voor iedere m >0 ecen E >0 1s met voor alle
€ < E en iledere tussensom bij] iederc minimale € -overdekking
n

— f(a\,)‘ <M.

Stelling ITI.3.1. Als Xag} en {qﬁ} represcentanten zijn van cen mi-
nimale 81 - resp., een minimale EE—OVGrdekking, dan geldt

3 Ltlay) - %Zf(%)f(\ 2(e,+ €5).

Bewiljs, We gebruiken de volgende combinatorische hulpstelling:
Als L1A9 een minimale overdekking 1s bestaat e¢r een gemeenschappe-
11jk representanten systeem voor UA, en {Jszx.
We beginnen met een minimalc €,-overdekking, b.v. UA dan zijn er

/l
getallen €y zodat

‘%Z £{a,)- %Zf(avx)\ <

¥ 9

2L f(ey)- 5 Toley)| {3 Teles)- g T lagnfez,

We substituercen nu x=§ﬁk €N sommeren over A,

1 1
= 2 f{a,) 'Eﬁ\; fayb,) < 2€,.

Geheel analoog

1 1
lﬁ:; Zf(b/u) - VZ;./W f(a\?b,,) <28,

dus

H- 2 £(n,) - & 2 (b

<2(e + ¢

1+ o)

Hierult volgt onmiddellijk dat voor een "convergente rij verde-
lingen" de volgende stelling geldt:

Stelling IIT.3.2,.

1 e
De lim = 37  f(a,)
£-0 v=1

bestaat onafhankelijk van de gekozen minimale ¢ -overdekkingen en on-
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afhankelljk van de gekozen representanten a, bij deze overdekkingen,
We noemen deze limiet nu M(f). Uit st.III.3.1 blijkt nu dat bij

een minimale € -overdekking geldt l%%E: f(av)—M(f)\s28

We komen terug op de combinatorieck. Omdat de overdekkingen minimaal

zijn zullen k delen van L)A; steeds ten hoogste k delen van VAl over-

dekken., Een stel Ay s %M.heet geassocleerd als ze een gemeenséhappe-

1lijk element bezitten. We formuleren het probleem nu (geassocieerd=

bevriend),

Stelling III.3.3, Laat van n & en n @ gegeven zljn dat, voor

elke k{1skgn) leder k-tal o tezamen bevriend is met tenminste

k Q, dan kunnen n huwelijken gesloten worden tussen bevriende paren,

Bewijs, Inductie naar n, Is voor iedere k<n leder k-tal ¢ bevriend

met k+1 @ dan één huwelijk sluiten en de inductiz toepassen., Is er

één k-tal o” (k<n), dat precies bevriend is met k Q , dan deze volgens
inductie laten huwen en voor de rest weer de inductie gebruiken (zou-
den een aantal van deze resterende ¢ vriendinnen te kort komen, dan
zouden zlj ook na versterking met de eerstgenoemde k nog vriendinnen
te kort komen),

We bewiljzen nu enkele eigenschappen van het functionaal M.
Stelling IITI.3.4. M is lineair, invariant onder t en j, niet negatief
en genormeerd, M is continu (t.o.v. de uniforme topologie),

Bewijs. Duidelijk is M(xf) = xM(f),

Bij &€ > O construeren we een minimale overdekking van G, dle zowel
voor f, als voor g als voor f+g een ¢g-overdekking is, Laat {av}
een stelsel representanten zijn dan geldt

() - 3 Te(a,)|s2e
Im(e) - 3 =ala,)|<2t
[M(f+e)- & Sfr(ay)ea(a,)}| < ee

Dus |M(f+g)-M(£)-M(g)| g 68 . M(f+g)=M(F)+M(g). Dat M(ft)=M(f) volgt
uit het feit dat een minimale overdekking door t in een minimale wordt
overgevoerd; M(fj)=M(f) analoog. Het niet negatief zijn van M is
triviaal, even zo dat M(1)=1,

De continuiteit volgt uit de lineariteit, de genormeerdheid en het
niet-negatief zijn, immers voor n >NO zi] ]f—fnl<:€ dan

[(e) - m(rpl= u(e-g )| < m(f -2 1) < m(e) = ¢

Stelling ITI.3.5. Als £>0 en £(a)>0 dan M(f)>0.

Bewijs. Beschouw een %f(a)-qverdekking van G. Laat iavg een represen-
tantensysteem zijn. Dan zal g(x)= ¥ f(ax)-if(a)>» 0, dus M(g)> 0, dus
~m(f)-3f(a) » 0, dus M(f)s 0.
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IIT.4., Tweede definitie van bp functies.

We beschouwen bp(G) als een metrische ruimte met [f-g) als af-
stand,

Definitie 3, Een begrensde functie f heet bp als de verzameling 'Vf
van alle functies £, t (MN€G) totaal begrensd 1s (een metrische ruimte
heet totaal begrensd als er bilj elke € een eindige overdekking is met
delen, elk met doorsnce < ¢ ).

Stelling III.4.1. De definities 1 en 3 zijn gelijkwaardig.

Bewljs. Laat f aan de voorwaarde van definitie 1 voldoen, en laat

{av} een stelsel representanten van een € -overdekking zijn. Voor
ledere b€G is er een a, met [f(bx)-f(a\)x)\<£, uniform in x, dus
lf bt-f agt <&. De verzameling f bt is dus totaal begrensd. We gaan
uit van definitie 3., Bij € >0 zijn er getallen c, (k=1,...n) zodat
voor alle ¢ €G een c, bestaat met if(cxd)—f(ckxd)T<;a . Het stelsel
f ckxt is totaal begrensd t.o.v. de parameter x, we vinden dus een
overdekking van G zodat voor X,y uit eenzelfde deel ‘fc Xt—fc yt‘<£.
We voeren dit uit voor alle k en zoeken een gemeenschappelijkg ver-

fijning. Dan geldt voor x,y ult eenzelfde deel van deze verfijning
| £(cxa)-(eya)| g |£(exa)-r (e xa)| +|£(c xa)-£(c,ya)| +
+1f(ckyd) - f(cyd)‘< 3¢ , uniform in c,d.

We voeren nu voor re&le functies f een functionaal M¥ in, We definieren
eerst o(f)=sup f - inf f.

Stelling TIIT.4.2, &(f)> 0, &(f)=0 «» f is constant

s(f,8) = &(r) s(nf) =|7\e (£)

S(f4+f,) s o(f)+ a(f,) lim o (f)) =o(lim f_).
n-so n->od

Van Vf construeren we het convexe omhulsel C(Vf), d.i. de verzameling
van alle functies

n

0§1f°o fagt met p >0 , E\_;_‘ £, =1.

Van C(Vf) beschouwen we de afsluiting T(V.).

Stelling IIT.4.3. @TV}T is een compacte deelverzameling van bp(G).
Bewi js. Vf 1s totaal begrensd, laat W een eindige verzameling zijn
zodat de ¢ -omgeving van W de verzameling Vf overdekt. De totaal be-~
grensde verzameling C(W) heeft een € -omgeving, die C(Wﬁ omvat. Omdat
dit voor alle &> 0 geldt is C(V,) totaal begrensd. Omdat bp(G) afge-
sloten is in b(G) en C(Vf)Cbp(G) geldt ook T(V.] € bp(G). De ruimte
b(G) is volledig, en de afslulting van een totaal begrensde deelver-
zameling ervan 1s daardoor compact,

Stelling IIT,4.%4, ETV;S bevat een constante functie,
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"Bewijs. Het continue functionaal ¢ necemt op de compacte GTV;T een
minimum, b.v. voor ¢ , aan. Stel sup Y =o en inf @ =8 ; o - =43 > 0.
We zoeken nu a, € G, zodat de © -omgevingen van P ag de verzameling

V&? overdekken. Laat g_E Z% :E’ dan g €T(VoJ. 21j nu x €G. Kies y €G

met @ (y) <ﬁ+¢§ Er is dan een a, met

}“’at - ’D\(J [kp(avx) —xp(y)‘<§ en
v yx
WYlayx) < B+23 =ot-23 , Dus sup g(x) <o - %{-5. Analoog
inf g(x)>B+ £8 en o(g)=(1- 1) o (p)<alyp). Dus x=2.

We zouden kunnen bewijzen dat er maar één constante functie in ﬁlvfi
is, en dat deze de gewenste eigenschappen van het functionaal heeft.
We volstaan met terug te grijpen op III.3.

Stelling IIT.4.5. Laat M*(f) ecn constante functie uit T(V.) zijn.
Dan geldt M¥(f) = M(f) (voor M(f) vid III.3).
Bewijs. Als geV, dan M(g) = M(f) (invariantie van M)
Als geC(Vy) dan M(g) = M(f) (lineariteit van M)
Als g:aGTV;T dan M(g) = M(f) (continuiteit van M)
Dus M(M* (£)) = M(f). Maar ook M(M¥ (£)) = M¥(f).

Opmerking. Men kan ook uitgaan van V' {f t%}

III.5. Unitaire metriek in bp(G).

Voor f,gebp(G) definicren we (f,g)=M(f.g). Deze definitie maakt
(f,g) tot een bilineaire, invariante, continue functie van f en g.
We definieren met dit inproduct een nieuwe topologie in bp(G), die
zwakker is dan de uniforme topologie, door ‘fH V(f ).

Verder voeren we voor bijna periodieke functies een vouwing 1n
(vergelijk II.5) door de definitie

fxg (x) =M gf.gtxj} of als we i.p.v. M(h) schrijven Mt(h(t)) door

My{f(y).g(y'1X)} = My{f(xy‘q)-%(y)}

De operatie x 1s associatief en distributief to.v. de optelling. De
belangrijkste stellingen zijn

]

fxeg (x)

Stelling III,5.1. Als L$I M. (f,-f.) = L. I M (g -g ) = O dan
{}2* (f xg, gux%u) = (L I.M. is de llmiet in de topologie ﬂ “
lim in de uniforme topologie)

Bewijs., Het bewijs volgt uit de volgende vorm van een klassieke on-
gelijkheid:

ltxel< el - fe]l.

(Dit blijkt op de bekende manier uit My {_‘Af(Y)+/*8(y-1x)‘2}§?o)
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We vinden nu
fy BT %"gﬂl = ‘(f*"f#”g&! 49‘" (gf%“)\ ©
< -t ll Jeo b+ Nt -Be, sl

waaruit de stelling dircct volgt.
Stelling II1.5.2. Bij ledere bp functile f en ledere € > O 1s er een
bp functie g met ‘f-f xgi< e,
Bewljs. We definleren eerst een soort 1lnvariante afstand op G door
Aa,b)= sug ‘f(sat)—f(sbt)'. Verder kiezen we nu

8

g(v) =y . max (0,1 - 2L,

€
Dan 1s g een bp functie, we kiezen ¥ 20 dat M(g)=1.
Nu geldt

‘f(x) - My Ef(xy'q)g(y)Jla ,Myi(f(x)-f(xy'q))g(y)}\ <€

want voor HWX)-f(xy“ﬁ)!>g geldt A(1,y) >€, dus g(y)=0
We vinden hieruit dat \f—fxg‘< £.

We sturen nu aan op de volgende stelling:
Stelling III.5.3. Ieder invariant en (in de uniforme topologle) afge-
sloten moduul van bp functies is de afsluiting van de directe som
van elndige invariante irreducibele modulen van bp functies,

Voor het bewljs enkele hulpstellingen.
Stelling III.5.4, Laat H een rechtsinvariant afgesloten deelmoduul
van een r-invariant afgesloten moduul R zijn, D¢ verzameling van alle
h' €R die loodrecht op alle h€H staan vormen een rechts invariant
afgesloten deelmoduul H' van R; HAH'=0 en R=H+HT.

Bewijs. Alleen het laatste 1s niet trivisal, Bij f€R zocken we een
rij h eH met lim [f-h || = inf |r-nl|
n -»00 heH

Dit 1s een Cauchy-rij in de zwakke topologie, ant“h -n < “f—hn“ +

+ uf—h a Het 1s nu voldoende om aan te tonen dat blj iledere bp g twee
functies h€H en h'€@H' zijn met fxg = h+h'. Nu zal h_ xg->h (uniform
met heH. Laat U€H dan zal (U, fxg - h) = 4im (U, (f-h ) xg) en

|, (e x)l < Lol fen)xel < ol en ) - Q]

Stelling TII.5.5. In leder afgesloten e-invariant moduul R is een eindg
(irreducibel) deelmoduul.

Bewlje, We gaan uit van een g ¥ 0 uit R. Dan is f = gxgJ zelf geadjun-
geerd: f(x) = £(x”') (vid II.5). Voor een zelf geadjungeerde functie
geldt ﬂfﬂ 2.t xf(1). We construeren nu f" = fxfx.,. x £f. Dan zal

!fn+1~fm+1‘2 - ‘(fn ) *fiﬁ ‘f"E ufn rmu
ufﬂz.nqum)x(f~wm)(1ﬂ = el 2 nrﬁkoﬂwmuﬁm\f4ﬂ
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¥fn+1‘

el

We merken op dat de rij monotoon niet daalt

(\ifn\‘g = (fnxfn)(ﬂ)‘s\fn'1‘xfn+1‘$“fn‘q“.“fn+qu) en door ||f}f naar
boven begrensd is,

n+1N
Dus bestaat 1lim ¢
n—oo “f “
“an2 PPyt
Dan bestaat ook 1lim = 11 ~——§~L- = lim «—§i~l
Nn-~->o0 (&4 1’1 n —>ce (
2n 2n 1)
We definieren nu 1lim §§E-=<¥, uit de convergentle van E::gﬁ—
o n —»<

volgt dat £§E in de uniforme topologie een Cauchyrij is en dus con-

vergent,

We zijn nu in staat een eindig deelmoduul te definieren, n.l., de ver-
zameling van alle P € R met @ *Pp=1. Dat deze een r-invariant moduul
vormen 1is duldelijk. @ zelf 1s oplossing. Laten we nu ultgaan van k

lineair onafhankelijke oplossingen Pas oo s Py die we als een ortho-

normaalstelsel mogen aannemen, Koo

We definieren Y (x,y) =(§(y x'q)— > 9i(x)LPi(y), dan als bp func-

tie op G xG =1

1907 = 1P + 1200 @ [P - (B (o™, Ty 9y (w))
- Zpy(0) 9y (9)s § (7

190 = JBI2 + - 2 - |B)Px
dus < |9

Nu zijn de voorbereldingen voor het bewijs van III.5.3 voltooid.
We zoeken n.l. alle irreducibele eindige invariante deelmodulen en
construeren het moduul #¢ dat de afsluiting van de som van deze mo-
dulen is, Als®#4R is er in het moduul ¢ LR een irreducibel r-inva-
riant moduul, dat dus loodrecht op zichzelf staat. Dus moet ¥&=R.
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IV. Geinduceerde karakters
door

Dr T.A. Springer
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[¥]  R. Brauer, A characterization of the characters of
groups of finite order, Ann,of Math.57 (1953), 357-
377.
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IV.1. De karakteralgebra van een eindige groep.

Stel dat A=(aij) en B=(bij) twee vierkante matrices zijn met graad m
resp. n en met elementen in een lichaam K, We voegen aan A en B een
matrix A® B toe, het Kroneckerproduct of tensorproduct, op de volgende

manier. De graad van AeB zal mn zijn, de rijen en kolommen ervan zul-
len worden genummerd door paren (i,j) met 1gigm, 1< j<n. We defi-
nieren dan het element p(ij),(kl) van A ®B door

(4.1.1) p(ij)’(kl) =aik bjl °

Opm.: Wanneer A en B afkomstig zijn van lineaire transformaties u en vwvg
vectorruimten E resp. F over K, dan is A®B afkomstig van de transforma-
tie u®v van het tensorproduct E®F.

We hebben twee eigenschappen van het Kroneckerproduct nodig nl.

(4.1.2) (A®B).(C®D) = AC®BD, als A,C resp. B,D dezelfde graad hebben
(4.1.3) sp (A®B) = sp A.sp B, hierin is sp A het spoor van A,

(4.1.2) en (4.1.3) kunnen door narekenen worden geverifieerd,

Stel nu dat G ecn groep is; p en U twee representaties van G door ma-
trices met graden m resp. n en elementen in het lichaam K. We definieren
een productrepresentatie p® 0 (ook wel p%) door

(4.1.%) (P@T)(a) = p(a)® d(a) (2eq).

Dat dit een representatie is volgt uit (4.1.2). Verder vindt men met

(4.1.2), dat de equivalentieklasse van p®valléén afhankelijk is van
dle van p en @,

Stel nu dat G een eindige groep is. G heeft dan maar eindig veel klas-
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sen van irreducibele representaties in het lichaam der complexe getal-
len, We zullen hier het woord karakter ook gebruiken voor het spoor
van een niet noodzakelijk irreducibele representatie. Bij irreducibele
representaties spreken we dan van irreducibele karakters.

Stel dat R een ring van complexe getallen is, die 1 bevat, met R=R.

We vormen formele sommen van de lrreducibele karakters met co&fficlén-
ten in R, we noemen X= X(G,R) de verzameling van deze sommen., Ieder
element is dus te schrijven als 5 = I g, met ¥ eR, terwijl x de
irreducibele karakters doorloopt. X is een R-modulus.

We defini&ren voor &,4 e X een inwendig product (8,7) aldus: als
%=Z§1 X, 7 = Zfzx')( , dan is (?,7):%_: 5. 7+ Dit heeft de gebruike-
1ijke eigenschappen. Verder kunnen we aan iedere ge.x een functie op

G toevoegen door te defini&ren g(a)::%g gxxia).(a ¢G). Dan is dus
g(t'qat)= ?(a) voor alle t eG, Op grond van de orthogonaliteitsrela-
ties kunnen we dan voor (?,7) ook schrijven (§,7)= % gjeG g(a)'f(a)

(g = orde van G). .

Hieruit volgt dat we X kunnen identificeren met de verzameling functiles
a—§(a); want als E(a):O voor alle a ¢ G, dan is §l=(‘%, X)=

= é-ZZE(a):&(a):O, dus is dan g =0. Wanneer nu % en ¢ twee irreduci-
bele karakters van G zijn, dan is volgens (4.1.3) A} ook een karak-
ter van G, zodat men heeft x+(a)=% c qu?\?(a) met gehele C’/\.k])‘f>/0'
We zien dus dat het product van de functies %,en\% weer een functie

1s die afkomstig is van een element van X. Voor de elementen van X
corresponderend met de irreducibele karakters van G kunnen we zo een
vermenigvuldiging invoeren, die dan lineair kan worden omgezet tot

een vermenigvuldiging in X.

Men kan dan laten zien, dat er op deze manier een algebra over R ont-
staat, we zullen daarom X(G,R) met de boveningevoerde vermenigvuldi-
ging noemen de karakteralgebra van G over R.

Opm. Bij het bewljs dat X een algebra is moet men een aantal rekenre-

gels verifi&ren, deze blijken te gelden op grond van formele elgen-

schappen van het Kroneckerproduct van twee matrices, die we hier niet

hebben opgeschreven, Zie van der Waerden, Mod.Algebra Bd.2, §128.

IV.2. Verband tussen de karakteralgebra'!s van een groep en een onder-
groep,

Stel dat G een eindige groep is en H een ondergroep van G. We noemen
X de karakteralgebra van ¢ over R, en Y die van H over R.

Het 1is duidelijk, dat iedere representatiepvan G door complexe matri-
ces door restrictie tot H een representatie revan H door matrices
bepaalt.
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Noemt men X het karakter van p, rXx dat van r ?, dan is dus
(4.2.1) (rx)(b) = L(b) (beH).

Deze toevoeging r voldoet wegens (4.2.1) aan r( L+¢ )=r x+r,
Z(XAP)=P'X.P\P. r kan daarom worden voortgezet tot een homomorfisme
r=rs g ovan X in Y.

Er is ook een afbeelding die de andere kant opgaat, dus van Y naar X.
Daar zijn echter enige voorbereidingen voor nodig.

We vormen de verzameling G/H der nevenklassen H(a ¢G). Voor a ¢ G zul-
len we met k(a) de nevenklasse van a aanduiden. Verder kiezen we bi]
iedere ke¢G/H een representant (k) van k in G. Bij overgang op een
ander representantenstelsel gaat «(k) over in d(k)bk, met bk:eH.

Een element 2 ¢G bepaalt cen permutatie 77, van G/H door

(4.2.2) T, K (b) = k(ab). (be@).

Uit (4.2.2) volgt direct, dat a T, een representatie van G is door
permutaties. Verder heeft men

(4.2.3) a. o (k) = on(TTak).ba’k (2eG, keG/H),
met ba,k:eH.
Uit (4.2.3) volgt de relatie
(4-2.4) b = b b °
a8,,K aﬂ’Traz(k) a8,k
Vervangt men de a(k) door «(k)b, (b, eH) dan gaat b_ , over in
-1 a,

b b b

nask) a,k k°

Stel nu dat p een representatie van H is door complexe matrices, met
graad n. We hebben gezien dat aan iedere a ¢G 1s toegevoegd een permu-
tatie TTa van G/H, Daarbij hoort een permutatiematrix TT; met elementen

(Ha)k]_:(gk, -ﬂ-a(l)) (k:l € G/H) .

We schrijven nu op de plaats (k,1) van J[, 1n plaats van het getal
é s i : . .
k,WTa(l) de matrix Jk,'va(l) P(ba,l)’ en krijgen zo een matrix die

we door (ip )(a) zullen aanduiden:

(4.2.5) (1p)(a) = (‘Sk, (1) p(ba’l)). (a eG; k,leG/H)
0f, wat verder ultgeschreven:
oy ~1
Y ol a o
(1p)(2) = P("‘: ) p(;: a) 3
p(u;.a x,) o P(o(f; o %)

hierin is q=G:H, ®4se+05 %, 18 het representantensysteem, en p(c)
betekent 0 als ¢ niet in H ligt.
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De graad van deze matrix is n(G:H). We zullen laten zien dat a—(ip)(a)
een representatlie van G 1s. Want

(1p)(a,).(1p)(a) = (5 4

(1) P(ba ’1)) (Jk 'ﬂ"a (l) P(bae,l)) =

a, 1 Pag
= .é b, . ))=
- (g;;G/H Jk,ﬂéq(m) P(ba?,m) m’ﬁaz(l) pl 8,1 )
) (Sk Tra’]ae(l) F(baqs ag(l)) P(bae’l)) )
(wegens (4‘2°4)) (Sk’—n—a g (1) ‘0<ba182’1)) = (iP )(8182).
172

Verder is (1p )(e) = eenheidsmatrix. Dus is 1p een representatie van
G. De representatie ip hangt nog af van de representatie « (k) in
G/H. Vervangt men o (k) door o«(k)b, (beH), dan gaat (1p)(a) over in
t.ip (a).t'q, met t=(5k,l P<bk))' Verder ziet men gemakkelijk in, dat
blj vervanging van p door een equivalente representatie;, 1ip ook in een
equivalente overgaat., De equivalentieklasse van 1p 1s dus eenduidig
bepaald door G,H en de equivalentieklasse van e ., We noemen hem de door

de klasse van fp geinduceerde klasse van representaties van G,

Stel dat X het karakter is van P . Het karakter 1 X van j‘P is, volgens

(5.2.5),
(£2)(2) = o TR)cie M 1)

Wanneer nu T_(k)=k, dan is volgens (4.2.3) b, .

,
kan men het karakter 1 X ook geven door (i t)(a)= Z::x(cx(k)
of ook door

(4.2.6) (1 x)(2) =% Ete:;

_.m(k)'qa o (k). Daarom
T2 a(k)),

Hierin betekent de ster dat in de som de termen waarveerhet argument
van X niet in H ligt, weggelaten moeten worden, Verder is h het aantal
¢lementen van H.

Daar uilt (4.2.6) volgt dat i( X +y)=1ix+1i, bepaalt 1 een lineaire
afbeelding i=iH—+G van Y in X, Als n ey, wordt dus iz e X bepaald
door (4.2.6), met 7 in plaats van %A .

We hebben nu dus een lineaire afbeelding i van Y in X en eer. homomor-
fisme r van X in Y. We zullen Lnkele eigenschappen afleiden.
Wanneer geX AR dan is (g )(a g(a 1*"* (t'qat)=

Z: ;(t at) 7(t at) i(r (5).7 Y(a). Dus
(4.2.7) g.1(p) = 1(r(8). 7)

Daarult volgt, dat het beeld 1(Y) van Y in X een ideaal is in X,
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Verder 1s, met dezelfde notaties,

(s, iw—- 1o 5 T70) = & oy T B(e) (67 Tat) =

- o5 Fon fag B(worT ) plb)= gﬁg‘gH 5(0) 7(B) =
teG

- & o 50 7(B) = (rg.q)
We hebben hiermes bewezen

(4.2.8) (3,1(7)) = (r(%),q) (relatie van Frobenius).

We vatten het gevondene samen in de volgende stelling.

Stelling 4.2.1, Als G een eindige groep 1s en H een ondergroep van G,
dan 1s ¢r ecn homomorfisme ry . van X(G,R) in X(H,R) en cen lineaire
Ho,G Van X(H,R) in X(G,R). Het beeld i(X(H,R)) 1s een
idea2l in X(G,R); verder is (5’1(7))=(P<%)’7) (?eXXG,R),.zeX(H,R)).
We vermelden nog het volgende resultaat, dat direct volgt uit (4.2.6).
Lemma 4.2.1., Als H en K twee ondergroepen van een eindige groep G zijn

met KcH, dan is e oo = i

alfbeelding i

HeG K-y

IV.3. De stelling van Braucr.

Stel weer dat G ecn elindige groep is met orde g. Wanneer p een prilemge-
tal 1s, noemen we een element a ¢ G ecn p-element als zijn orde een

macht van p is, en een p-regulier element als zijn orde met p ondeel-
baar is.

Wanneer a ¢ G, ziet men gemakkelijk in, dat men kan schrijven a=bc,
waarin b een p-element is, en ¢ p-regulier, en bc=cb, en dat zulke

b en ¢ eenduidig bepaald zijn (het zijn machten van a). b en ¢ heten
resp., de p-factor en de p-reguliere factor van a, Als p niet deelbaar
is op g, 1s b=e, het eenhcidselement van G.

We zullen een ondergrocp E van G een elementaire ondergroep van G
noemen, als E het direct product is van de cyclische groep [a] , voort-

gehracht door cen p-regulier element a, en een p-Sylowgroep van de nor-
malizator Na van a in ¢ (verzameling der elementen n e G met na=an).

p 1s hierin een of ander priemgetal, Voorbeelden van elementaire onder-
groepen zijn de cyclische ondergroepen [a] , daar is p een priemgetal
dat niet op G deelbaar is.

We noemen k het k,g.v. van de ordes van de elementen van G. Stel dat 5
een primitieve k° cenhcidswortel is. We stellen hier R=2 [S], (Z= ring
der gehele getallen), Het is bekend, dat R een vrlje groep is, die een
basls heeft bestaande uit machten van % (nl, A ;,5 [N 3‘?(€) 1) We
bekijken nu de X(G,R).
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Lemma 4.,3,1. Stel gneX(G,R), g(a)e 7 voor alle a ¢ G. Wanneer dan b en c
de p-factor en p-reguliere factor van a zijn, geldt g(a)a‘g(c) (mod pj.
Bewijss Daar*‘g(a):rG _4[a]§(a), is het voldoende dit lemma voor
cyclische G te bewijzen,

In dat geval is'g S: EX_K %, eR, terwijl X.de karakters van G door-
loopt. Nu is 3( z: § X(b) x (c). Als g= o’ de orde van b is, volgt
hieruit g a}il? A x_(cq),,gg (¢)(mod pR). Daar pRan Z=pZ (omdat R een
basis over Z heeft), volgt hieruit g(a gq(a q(o %(c (mod p).

Stel dat E een elementalre ondergroep is, E=[a] x S. Hierin is dus a
een p-reguller element, S een p-Sylowgroep van de normalizator Na van
a in G.

Lemma 4,3,2, Er is een qeaX(E,R) met de volgende eigenschappen:
ir.ﬁn 7(b)=0 als de p-reguliere factor van b niet met a geconjugeerd
is; ip g 7(a)=(Na:S) en 1y & n(as) is een geheel rationaal getal
dat met p ondeelbaar is. Is de p-reguliere factor van b geconjugeerd

met a, dan 1s b geconjugeerd met een as(se3).

Bewijs: Het 1s direct in te zien, als p een representatie van [a] is
en 0 een van S, dat p .0 gedefinieerd door p. T (a “xs)= p(a )®G‘(s)(ses)
een representatie van E is. We passen dit toe voor 1°-karakter X van
[2] (representatie van de 1 graad), U =eenheidsrepresentatie van S
(graad 1). Het karakter van de verkregen representatie noemen we A ¢,
dus Le(a'xs)= x(2?). We vormen nu = T T(a) 5e.eX(E,R).
De som loopt over alle § van fa] . Noem de orde van [&], N, en S resp.
=, U, T. Dan is 7 (aixs)=o (i#1) of «(i=1), We vormen nu ip g 1=17 -
Volgens (4.2.6) is
1
(1.7)(b) = 7(t7 bt).

a1 T eG

Daar p slechts de waarden O en « aanneemt, 1s (1 7)(b) rationaal, dus
geheel,

Stel b=cd, ¢ de p-factor, d de p-reguliere factor van b, Dan is t’th
de p-reguliere factor van £~ ot Opdat dus £~ ot EE,q(t"qbt)#O, moet
t'th=a zijn, moet dus de p-reguliere factor van b met a geconjugeerd
zijn. Is dit omgekeerd zo, is dus t~ dt=a, dan 1s t~ bt=t" let.2. Nu
1s 7ot de p-factor van t"qbt, zodat t” let ¢N_ . Daar verder ieder
p-element van N in een Sylowgroep van N ligt, en daar twee Sylow-
groepen van N_ geconjugeerd zijn in N, is n~1g™
Dan 15 0”1t penen Tt~ ~15-Tatnega |

We zien dus, dat de elementen b van G waarvoor niet (17 )(b)=0
conjugeerd zijn met elementen as van E, Nu is (iq)(a)_ 1 T 7(t'1at).
Het is duidelijk dat alleen de t met t eNa een bijdrage tot de som
leveren, (Is t'qatzas, dan zijn a.s=t"lat.e twee splitsingen in p-re-
gulier element maal p-element, dus a=t'1at, dus te Na). Daar 7(a)= &,

ctn=s¢S met n eNa
ctn n
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vinden we (ifn)(a)= # =(N,:S). Uit lemma 4,3.1 volgt dan, dat
(1n)(as) = (N :S) (mod p) voor s#e. Daar (N, :8)=0 (mod p), is lemma
4L.,3,2 hiermee bewezen.

We noemen I=I(G,R) het ideaal in X(G,R) van de idealen i

waarbij E de elementaire ondergroepen van G doorloopt.

g 5ol X(EsR)),

Lemma 4,3.3, Als ¢ het eenheidselement is van X(G,R), en g de orde van

G, dan 1s g&¢ e I. Bij iedere priemdeler p van g is te vinden een 7p el
zodat N p(a) een met p ondeelbaar geheel rationaal getal is voor alle
ae@.

Bewijs: Uit lemma 4.,3.2, toegepast op de cyclische E, met een p Fe,
volgt dat er bij iledere a ¢ G te vinden is een €, e I(G,R) met ?(b):O
als b niet met a geconjugeerd is, (b)=va als b met a geconjugeerd
is (hierin 1s v ,= orde van Na)’ Dan is E&ﬁL Sa(b)=0 of g, al naar ge-
lang b niet of wel met a geconjugeerd is. NBem nu {aiSeen stelsel re-
presentanten van de klassen van G. Bij iedere 1 1s een %é.=;i te vinden.
De som ?E Eifligt in I, en 1s gelijk aan g ¢. +

We nemen nu een pjg. Neem een stelsel representanten (aj) van de uilt

p-reguliere elementen bestaande klassen van G. Bij iedere j kunnen wij

een elementaire ondergroep Ej=[aj] »S. vinden, we nemen een TE X(EJ,R)

met de eigenschappen van lemma 4.3.2. Het element ‘7p= 3 1E“_?G 73 el

heeft dan de verlangde eigenschap. J

Lemma 4.,3.4. Als voor een ‘geX(G,R) geldt dat ?(a) ez, %(a)so(gz)

voor alle a ¢ (@G, dan is ; €T,

Bewijs: Stel %::2:‘51 X, waarin A de irreducibele karakters doorloopt.
. 1 — 2

Dan is §1= g afc?(} E(a) A(a). Daar %(a)'—;-o(g ),is € _egR. Dus is

gzg g’, met %' €X, Daar 8¢ ¢ I, is 8§‘=g£.‘g‘ el.

Lemma 4.3.5, I(G,R)=X(G,R).

Bewijs: We nemen een plg. Stel dat p® de hoogste macht van p is die op

g deelbaar is, Voor geschikte N geldt dan voor de 7 b uit lemma 4.3.4

inN(a) =1 (mod pgu)

S5

2 2
voor alle ae G, Dus is (é%) 7pN-(i%) € een element égeaX(G,R) met de
eigenschap van lemma 4.3.4, zodat, daar 7o eI, (i%) £ e I,
Wanneer p de priemdelerswan g doorloopt, is de g.g.d. der getallen
2
(i%) gelijk aan 1, waaruit volgt dat ¢ eI.
P
We vormen nu de ring X(G,Z). Daarin ligt een ideaal I(G,Z) dat op de-
zelfde manier als I(G,R) wordt gedefini&erd. Noem (P;) een basis van
R over Z met ,=1. Ieder element van I(G,R) is dan kennelijk eenduidig
te schrijven als g% 71_Pi met 4. €I(G,z). Daar € eI(G,R), is
€ = ;; 71 Pi met zekere 74 €¢I(G,Z). Dat impliceert echter 4= &
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74=0 (1>1). (21J nl. T4 E4py=0, By eX(G,Z). Dan is §j=Zx 8y
(ajx.ez, %= irreducibel karakter van G). Dan blijkt dat voor elke %
geldt E:J.aj7L pj=O. Daar de Pj een Z-basis vormen, blijkt dat alle

3y s €D dus alle gj, nul zijn).

Dus is e€I(G,2), I(G,Zz)=X(G,Z). Hiermee is bewezen de volgende stel-
ling van Brauer ( [1] . Het hier gegeven beaijs 1s ongeveer dat ult [5] s
andere bewljzen in [3] , [5] ).

Stelling 4.3.1. Ieder karakter van een eindige groep G 1s te schrijven
als lineaire combinatie met gehele co&ffici&nten van karakters, geindu-
ceerd door karakters van elementaire ondergroepen van G.

Een direct gevolg 1s de volgende stelling ([4]). We noemen daarin ge-
generalizeerd karakter van G: een element van X(G,Z).

Stelling 4.3,2. Een stelsel nodig voldoende voorwsarden opdat een
functie ; van de elementen van een eindige groep G een gegeneralizeerd
karakter is, is:

(a) g(a) hangt alleen van de klasse van a af;

(b) voor elke elementaire ondergroep E van G geldt dat de restrictie
van ? tot E een gegeneralizeerd karakter van E is,

Bewljs: Nodig is triviaal. Stel dat ¢ de eigenschappen (a) en (b)

heeft, Uit (a) volgt dat 3 = ;E XX’ met complexe El( % doorloopt de
irreducibele karakters). Hierin is §1=(§,1). Uit (b) en (4.2.8) volgt,
dat (E’iE—+G7) een geheel rationaal getal is voor leder karakter » van
een elementaire ondergroep E, Daar iledere A een lineaire combinatie

1s (met gehele coefficienten) van zekere i? (volgens de vorige stel-
ling), M3'§K=(?,XJ geheel rationaal.

In het geval dat G zelf cen elementaire groep is, dus dat G direct
product is van een p-groep S en een cyclische groep [a] waarvan de
orde met p ondeelbaar is, geeft St.1.3.1 geen informatie., De volgende
stelling geeft een aanvulling voor dit geval,

Stelling 4.3.3. Ieder irreducibel karakter van een elementaire onder-

groep E wordt geinduceerd door een karakter met graad 1 van een onder-
groep van E,

We zullen het bewijs hier niet geven, een eenvoudig bewijs 1s te vinden
in [1] . Het bewijs kan onmiddellijk worden gereduceerd tot het geval
dat E een p-groep is, Voor dat geval is het een oud resultaat ("iledere
irreducibele representatie van een p-groep kan in monomiale vormen
worden gebracht"),

Door toepassing van Lemma 4.2.1., vindt men uit St.%.3.3:

Stelling 4,3.4. TIeder karakter van een eindige groep G is te schrijven
als lineaire combinatie met gehele co¥fficiénten van karakters, éein-
duceerd door karakters met graad 1 van ondergroepen van G.
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IV.4, Toepassingen van geinduceerde karakters.

A, Als eerste toepassing onderzoeken we de vraag: in wat voor lichaam
kan men de co&fficiénten van de matrixrepresentaties van een gegeven
eindige groep nemen?

Stel dat G een eindige groep i1s met orde g. Stel dat/ﬁ een representa-
tle is in het lichaam C der complexe getallen, We noemen § het lichaam
der rationale getallen, en verstaan onder algebraisch getallenlichaam
een algebraische uitbreiding van Q, die in C bevat 1is,

Stelling 4.4.1.<ﬁ is equivalent met een representatie,waarvan alle
matrixelementen in een algebraisch getallenlichaam liggen.

Bewijs: Stel p(a)= (Fij(a)) (1<1,J¢n) , waarin dus f&j(a)é o
De waarden van de karakters X(a)=sp(p(a)) zijn sommen van eenheids-
wortels. Noem K het lichaam voortgebracht over Q door alle X(a). Het
is een algebraisch getallenlichaam, We bekijken nu de rslaties tussen
de complexe getallen ij(a) met co&fficiénten in Ky dat zijn de veel-
termen in &, variabelen Xij,a
bij de substituties Xi. é~:jpij(a). Speciale relatles zijn
>_X X - Xy 7 2. X, - X(a) en X, -4,

" ik,a “kj,b i1j,ab i *ii,a ij,e 13J°

met co&fficiénten in K, die nul worden

De relaties vormen een ideaal A in de veeltermring K{X], dat niet de
hele ring is. Volgens de Nullstellensatz van Hilbert kan men dan ge-
tallen Jij(a) in een algebraische ultbreiding L van K vinden, zo dat
bij de substituties Xij,5”* Uij
Dan geldt dus

(a) alle veeltermen van A in O overgaan.

2;_ Tye(2) G (0) = {rij(ab),;i{ 7a(a)K(e), vy (e)=d, .
Dan is a—7(a) = (fij(a)) een representatie van G met hetzelfde spoor
als {, die dus met f equivalent is, Daar L een algebralsch getallen-
lichaam is, is hiermee de bewering bewezen,

Een ander bewijs van st.4.4.1 kan worden gegeven met behulp van §1.8
(b1z.15).

De vraag 1s nu welke algebraische getallenlichamen in aanmerking kun-
nen komen, Hierover geldt de volgende stelling:

Stelling 4.4,2 ({2] ). Stel dat k het k.g.v. is van de orden der ele-
menten van G, Iedere representatie van G met complexe co&fficié&nten
is dan equivalent met een representatie, waarvan alle matrixelementen
in het lichaam der k° eenheidswortels liggen. Voor het bewijs hebben
we een aantal hulpresultaten nodig,.

Lemma 4,4,1, Stel dat { een absoluut irreducibele representatie is van
G. Wanneer ¢ een matrixrepresentatie is van G in een lichaam K, dat de
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karakterwaarden van pf bevat, en & bevat f precies h keer, dan is h.f
equivalent met een representatie in K, Dit is bewezen in I,8,p.15.

Lemma 4,4,2, Twee K-irreducibele representaties van G door matrices
met elementen in K, die eenzelfde absoluut irreducibele representatie
bevatten, zijn K equivalent.

Bewljs: Stel dat fa en FE de representaties zijn, stel dat ze belden
¢ bevatten. Dan is dus met matrices t,I en t2, waarvan de elementen 1in
een uitbreiding van K liggen,

b a(205 7 = T, by (7=,

Stel 6::( I O), waarin I de eenheidsmatrix is met dezelfde afmetingen
als de ¢ (a).

-1
Met u=t,” '¢t,, is dan ufa(a)=f2(a)1 (a€a).

Men kan schrijven u=4§::uj,%, waarin de Xj lineair onafhankelijk zijn
over K, en waarin de uq matrices zijn met elementen in K,

Dan is.Z;, >ﬁ(uj ﬁq(a)-fé{a)uj)co, waarult volgt ujja(a)=fé(a)uj.
Volgens J het lemma van Schur is dan hetzlj uj=0, hetzi] uj vierkant
en inverteerbaar, Daar u#0, moet dit laatste zeker één keer voorkomen,

zodat fq enf2 equivalent zijn.

Stel nu, dat f° een absoluut irreducibele representatie is van G met
karakter ¥. Stel dat K een lichaam 1s, dat de karakterwaarden X(a) (a€G)
bevat, Uit lemma 4.4.1 en lemma 4.4.2 volgt, dat er een natuurlijk
getal h(X,K) is met de volgende eigenschappen: hf 1s equivalent met

een representatle in K, en als nf equivalent 1s met een representatie
in K, dan is k deelbaar door h, Want de reguliere representatie van G
bevat p precies K(e) maal, volgens lemma 4. 4.1 is dus'XKe).f equivalent
met een representatie in K., Splitst men deze in K-irreducibele, dan
moeten die volgens lemma 4.4.,2 alle equivalent zijn met een hpg . Het ge-
tal h is hierbij eenduidig bepaald als het kleinste natuurlijke getal
waarvoor hf’ equivalent is met een representatiec in K.

Het getal h heet hierin de index van Schur van p of ¥ t.o.v, K.

We kunnen nu st.4,4,2 bewijzen. We nemen een absoluut irreducibele p
representatie van G met karakter’x . Volgens st.4.4.1 mogen we a2anne-
men, dat de matrixelementen van de ¢ (a) in een algebraisch getallen-
lichaam L liggen. We kunnen daarbij wel aannemen, dat I het lichaam

K der k® eenheidswortels bevat, We dlenen te bewljzen dat de index h
van.ﬁ t,0.,v. K gelijk is aan 1,

We merken nu op, dat ledere representatie van G, gefnduceerd door een
representatie van graad 1 van een ondergroep van G, elementen in K
heeft., Stel dat'yf de karakters van deze repregentatie van G doorloopt.
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Uit lemma 4.4.1 volgt dan, dat h deelbaar is op de (),%,), daar de Dbij
/2 behorende representatie [ precies (X:7m) keer bevat,

Volgens st.4,3,3 kan men echter schrijven X = == ¢s’)5s met gehele Cp oo
Daaruit volgt, dat 1=(X,))=§;:QT( By
is door h, blijkt dat h=1,

r)' Daar rechts elke term deelbaar
J

B, Als tweede toepassing bewijzen we de volgende stelling van Frobenius,

Stelling 4.4,3. Stel dat G een eindige groep is met orde g, Voor ieder
karakter ¥ van G en voor leder geheel getal n is dan E%: X (x) een
geheel rationaal veelvoud van (n,g). . * =€

Gevolg: het aantal x€ G met x"=e is een veelvoud van (n,g).

Bewijs: We zullen achtereenvolgens bewijzen (a) de elgenschap van de
stelling geldt voor karakters van de 1® graad van elementaire onder-
groepen, (b) als een karakter ¥ van een ondergroep H van G de eigen-
schap van de stelling heeft, dan. heeft het karakter iH~»G %’van G deze
eigenschap ook, Uit st.4.3.3 volgt dan de julstheid van de bewering,

{(2). Een elementaire ondergroep van ¢ is een direct product k]x P van
de cyclische groep en een p-groep, waarvan de orden ondeelbaar zijn,
Men ziet direct in, dat uit de juistheid van (a) voor [a] en P de
Juistheld voor E volgt, Voor een cyclische groep is de bewering van (a)
welbekend,

Voor een p-groep P bewijzen we hem door inductie, Stel dat-X'een karak-

ter van de eerste graad is van P. Noem pk de orde van P, Stel

) <
51 X (x)asi. Dan is s, =2 ¥ (x) = 0 of pk. Stel dat al bewezen is

8at=c 8444 €€N geheel veelv%ﬁ%vvan pi+1 is (0«1 <k-1). Dan is
84,4=84+s waarin s=:E::X2x), gesommeerd over de X met orde p1+1.
Nu hebben met x ook alle machten Xa‘,(m,p)fj de orde pl+1 Men kan de

som dus splitsen in stukken van de vorn %ZM”) 7X(xx) =
i+1 o) A 5D )=1
EZ* X’(xﬂ) _:§-%/(Xpﬁ)' Beide stukken zign door p1 deelbare gehele
3 =-’i 3 =1 ‘
getallen (eigenschappen van karakters van cyclische groepen), dus is s

door p~ deelbaar, en 84=84 4~ is het dan ook, Daarult volgt de julst-
heid van (a) voor P,

S e
{(b) We hebben Z;ie (g, oV (x)= E%Eé %4§gé\y(yxy-1)=ggﬁ %’W(t)= % g;iéy(t)

tP=e teH
(h = orde van H). VEG '

Als de laatste som deelbaar is door (n,h}, dan is de eerste deelbaar
door % {n,h), en dat is deelbaar door (n,g).



IV.5. Nog een toepassing van geinduceerde karakters

door
Dr W, Peremans

Laat een eindige groep gegeven zijn als permutatiegroep van de
objecten 1,...,n, Zoals op blz., 2 is aangegeven behoort bij een der-
gelljke permutatiegroep een matrixrepresentatie van de graad n, die
ontstaat door aan een permutatie ™ de matrix (Ji,Tt(j))i,j
gen, We bespreken enkele eigenschappen van deze representatie met be-

toe te voe-

hulp van de theorile der geinduceerde representaties,

Als de permutatiegroep niet transitief i1s, reduceert de represen-
tatle zich klaarblijkelijk overeenkomstig de splitsing in transitivi-
teitsgebleden van de gepermuteerde objecten. Het is dus geen beperking
van de algemeenheid als we de permutatiegroep transitief veronderstel-
len,

Het blijkt praktisch te zijn, de permutatiegroep op te vatten als
een '"representatie” van een abstracte groep.

Laat dus een eindige groep G gegeven zljn en een homomorfe afbeel-
ding a—T, van G in de symmetrische groep Sn van de permutaties van
de objecten 1,...,n, dusdanig dat het beeld van G een transltieve per
mutatliegroep is, De representatie Js(a) van G van de graad n zlj gege-
ven door

Pl =9y 0 (5))1,5-

Noem G1 de ondergroep van G, bestaande uit die X € G, waarvoor
Wx(1)=1; de linker nevenklassen van G, bestaan dan uit die x € G, waar-
voor T (1)=j (J=1,...,n), zodat de index van G, in G gelijk aan n is.
We beweren :nu, dat P geinduceerd wordt door de eenheidsrepresentatie
van Gq. Om deze geInduceerde representatie te krijgen moeten represen-
tanten uit de linker nevenklassen worden gekozen, dat zijn elementen

g e e, VaD G zodat TT, (1)=j. De geinduceerde representatie wordt

n
dan gegeven door de matrix onderaan blz .37, waarblj voor  de eenheids-
representatie moet worden gelezen en waarbij alleen dan op de (i,j)S
plaats iets komt te staan dat #0 1s (en dat is in ons geval een 1)

als 4i°1a %y € G,, d.w.z. als

5 :
Dit geeft: -1
T Ty (1) =1,
3 5|
ki
° TT.(3) = 1.
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Dus
(11)(8) = (4, 17 (5)) = ()

Stel nuydat_P gereduceerd i1s in irreducibele bestanddelen:
g J

waarin F(j) alle inequivalente, irreducibele representaties van G
doorloopt. Volgens de relatie van Frobenius (4.2.8) geldt nu

n=0L 00,00 = (¢ 0(1) = (e 900,

dus m, is het aantal malen, dat de eenheidsrepresentatie in de res-
trictie van f'(J) tot Gq voorkomt., Nummeren we de f'(j) dusdanig, dat
F(1) de eenheidsrepresentatie is, dan is r(r(q)) uiteraard ook de
eenheidsrepresentatie, dus m1=1. Dus_f bevat de eenheidsrepresentatie
precies één keer,

We beschouwen nu de restrictie r(p) nader, Deze onstaat weer uit
een representatie door permutaties van Gq, die echter voor n > 1 niet
transitief is (het object 1 blijft op zijn plaats!) Laat het aantal
bij G1 behorende transitiviteitsgebieden k zijn. Bij elk van deze k
gebleden behoort een representatie van Gq, waarop het bovenstaande
kan worden toegepast. Zo vinden we dat de eenheidsrepresentatie k
keer in P(f) voorkomt, Aan de andere kant geldt

r'(j))""z;.: mJ r-( r («j));

in r(r(J)) komt de eenheldsrepresentatie mj keer voor, dus

2

,<-—
k=/_/_.__mj.

J
Samenvattend krijgen we de volgende stelling (zie W. Burnside,
Theory of groups of finite order, 2nd ed., p.275 of A.Speiser, Die
Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3.Aufl.,Satz 165).

Stelling 4.5,1. Laat G een transitieve permutatiegroep van de graad

n zijn en G,I een ondergroep van G bestaande uit die permutaties, die
één bepaald object invariant laten, Laat f)de bijbehorende representa-
tie van de graad n zijn. Dan is f’geinduceerd door de eenheidsrepresen=-
tatie van G1 en het aantal malen mj, dat een irreducibele representa-
tile F(J) van G in_ﬁ voorkomt is gelijk aan het aantal malen dat de
eenheldsrepresentatie in de restrictie van r(j) tot Gq voorkomt; in

het bijzonder komt de eenheidsrepresentatie precies één maal in ¢

voor, Als k het aantal transitiviteitsgebieden van G, is, geldt

/1
k= Zm?.
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Als we voor de permutaties de Cayley-representatie van een groep
G nemen, dan is & de regullere represcntatie, We vinden dan oude re-
sultaten tegug. Immers nu bestaat Gq alleen uit het eenheidselement,
zodat r(fw J ) de eenheidsrepresentatie even vaak bevat als zijn graad
bedraagt. Verder 1is k=n=g (orde van G). Dus in de reguliere represen-
tatie komt ledere irreducibele representatie even vaak voor als zijn
graad bedraagt en g=ZZ:m?.

Nemen we GaSn, dan %s Gq isomorf met Sn-1 en k=2, De representa-
tie van graad n van Sn behorende bij zijn permutatlercpresentatie valt
dus ulteen 1n de eenheidsrepresentatie en een irreducibele represcnta-
tie van de graad n-1. Hetzelfde geldt voor dealternerende groep An'
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V. Representatie van ringen met minimum voorwaardc

door

J. Verhoeff

V.1 Representaties als dubbelmodull.

Uit een representatiejo van e¢en eindige groep G volgt direct een
representatie ven de groepsring door de toevoeging x= E:é, g . -»jo(x)—
= 2::5 (g,) en omgekeerd volgt door restrictiec uit een representatie

g.€G L1

van de groepsring er ecn voor de groep (zle I,6)., Wij kunnen een re-
presentatic opvatten als een dubbelmodulus, Hieronder verstaan we een
rechtsmodulus ¥¥C over een lichaam K die tevens een ring R van lineaire
links-operatoren heeft en bovendien voldoet aan: a) RTC = EZ: Uy K
(eindige K-basis) b) (ru)X=r(ux) voor alle reR, =1

u € Y en ANe K, Dat betekent dat de operatoren uit R K-lineaire opera-
toren zijn van de rechts -K-modulus Y¥T .

Na keuze van een K-basis Ugsenesly in P kan zo'n lineaire operator
worden Xoorgesteld door een matrix uit Kn. Stel aeR en stel

auy = %g% uj“ji dan correspondecrt de operator a met de matrix (ujj).

Omgekeerd kan uit dec matrix representatiejo van R in Kn een dubbel-
modulus geconstrueerd worden. Stel n.l. Mﬁl=u1K+u2K+...+unK en maak
deze tot dubbelmodulus door links vermenigvuldiging met een element a
uit R te defini&ren als

n n
EE% Uy gi = 2{?1 usoly § als p(a )=( J).

j—:j=
Men verifieert gemakkelljk dat dan aan alle eisen is voldaan.

Opm.1.1, Bij keuze van cen andere basis in 0¥ verkrijgt men cen equi-
valente representatie,

Opm.1.2. Men kan een representatie ook opvatten als een homomorfe af-
beelding in de endomorfismen ring van cen Abelse groep.

Door nu de structuur van de groepsring als ring te bestuderen valt
langs deze weg de volledige reducibiliteit van de representaties van
een eindige groep te bewljzen, alsmede het felt dat elke irreducibele
representatie in de reguliere voorkomt.

De reguliere representatie verkrijgt men door de groepsring zelf op

te vatten als (dubbel) modulus. ' Links vermenigvuldiging is n.l. een
lineaire operator voor de (Abelse) additieve groep van de groepsring.
a wordt dan toegevoegd aan (Ji,aj)’ '

Men noemt een representatie reducibel als de bijbehorende dubbelmodu-
lus een deelmodulus heeft welke toegelaten is t.o.v. de operatoren uit

R en uit K, In het gevél van de reguliere representatie zijn dit de
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toegelaten linksidealen van de groepsring.
Een representatie heet irreducibel als de dubbelmodulus geen echte
tocgelaten deelmoduli heeft (minimale linksideale in de groepsring).

Opm.1.3., Dit begrip reducibel komt overeen met het begrip halfreduci-
bel van pag. .

V.2. Ringen met minimum voorwaarde.

Het 1lukt niet de theorie van dubbelmoduli met operatoren ring R
voor algemene R geheel te ontwikkelen zonder een of andere eils welke
aan de elndig dimensionaliteit van R verwant 1s. Men neemt hier meest-
al de minimumvoorwaarde voor, Deze zegt, dat elke collectie van deel-
systemen van een bepaalde soort, een minimaal systeem bevat., Die deel-
systemen zijn bijvoorbeeld 1inks(rechts)~1dealen, toegelaten deelmodu-~
1i enz. Equivalent is de dalende-ketting-voorwaarde, die zegt, dat
elke ri] 119 %29 ... ergens afbreekt, d.i. er 1s een index n zodat

1n_1 g 1h=11']+/]= Ve

Vroeger gebruikte men ook de maximum voorwaarde ,maar deze bleek over-
bodig toen Hopkins in 1937 de nilpotentie van het radicaal aantoonde
zonder de maximum voorwaarde te gebrulken., In 1942 bewees Brauer:

In een ring R met minimum voorwaarde voor de links-idealen bevat elk
links-ideaal 1 dat niet nilpotent is e¢en idempotent element.

Een verzameling ¢t heet nilpotent als voor zekerc n 01“:0, z1j heet
idempotent als X £0 en Gt2=61. In het bijzonder heet een element e

dus idempotent als e®=e en e$0, (De letter e zullen we niet uitslui-
tend voor een eventueel eenheidselement of voor het grondtal van de
natuurlijke logarithmen reserveren, zie bijv, Coll. Matrixfuncties,
pag.30, formule 10)., Een idempotent element heet primitief als het
niet de som 1s van twee elkaar annulerende idempotenten, dus als niet
e=e'+e" met e‘2=e’¥=0, "2 = e"$0 en e'e"=e"e'=0. Wij veronderstel-
len allerleil algemeen gangbare begrippen, zoals lichaam, ideaal, pro-
_dupt‘van twee verzamelingen bekend. Dit geldt ook voor verschillende
stellingen over moduli wele direct volgen ult overeenkomstige stellin-
gen voor groepen., 0ok begrippen als restklassenring e.d. N.B. Men
dient goed het verschil in het oog te houden tussen een ringhomomor-
fie van een ring en een operator-homomorfie van een ring als additieve
(Abelse) groep met de links(rechts) vermenigvuldiging als operatoren,
In het eerste geval geldt dat uit a-=a volgt ar-» 8r=a r en in het
tweede geval ar-» ar = a 7. Het cerste geval hangt samen met restklas-
sevorming t.0.v, een tweezijdlg ideaal en het tweede geval t.o0.v,

een links(rechts)-ideaal. Voor al deze begrippen verwijzen we naar

pag.34 van deze syllabus alwaar ze uitvoerilg behandeld zijn. (Zie bijv.
ook v.d. Waerden, Algebra),
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Bewljs van de stelling van Brauer:

Stelling V.2.1. Een niet-nilpotent 1l-ideaal in een ring met minimum
voorwaarde voor de l-idealen, bevat een idempotent element, Zij 1
een niet-nilpotent l-ideaal in de ring R (met minimum voorwaarde voor
de l-idealen).

40
niet leeg daar 1 er toe behoort, Zij bevat dus een minimaal l-ideaal
11..Dit is idempotent want 112 is niet-nilpotent en 112g 115;1 dus
1125£len 112g l1 dus wegens de minimaliteit van 1, inderdaad 1 2=1 .

1 1 1
Wegens 1,€ 1 kunnen we dus volstaan met in 1, een idempotent element

1= 1
aan te geven,

. De verzameling ¥ van de niet-nilpotente l-idealen £ 1 en #£0 is

2°, Beschouw de verzameling Yo0¢ van d¢ 1l-idealen m met de eigenschap-
Pen 1qm¥0 en lelq. JU¢ is nilet leeg daar lqéaﬁk.IEr is dus een mini-
male mqezbzzen ¢r is ccn clement o € m, met 1,0¢ £0. We zullen nu laten

1 1
dus 1L,x g m,C1l, en 1,1 m.:lqa.¥0

zien dat l,loc =m, . Immers oL em,, e mCl, 114

geeft dat lqoaebzi. Gecombincerd met :L,lo<.§,m,l e¢n de minimaliteit van

m, geeft dit l,oc =m,. Omdat &t € m, is er cen Ae 1, met Mot = & en dus
ook )p0(=CX#O. Hieruit volgt dat A niet nilpotent kan zijn.,

3°, Het element ()?—))GZL] is wel nilpotent., Om dit in te zien merken

we op dat uit %gd:='ku volgt dat )?-) links-annulator is van « .
Alle linksannulatoren uit 11 van oL vormen ven l-ideaal ¢ 11 dat we-
gens Aa=o#£0 nict met 1, samenvalt. Dit ideaalmoet nilpotent zijn
dear 11 minimaal nic¢t-nilpotent is. Dus ()?-k)n=o voor zekere n,

40. We construeren nu uit A een idempotent e¢lement ult 11. Zij in de
ring der polynomen met gehele coefficienten f(x) dusdanig gekozen dat
f(x)-1=0 (mod(x-1)")

{f(x)EO (mod x") .

dan 1is f(x)2~f(x)5<3 (mod (x“-x)") en tevens is x"f(x)-x"=0 (mod(xg—x)n).

Dus dan is £{2)%=£(7) en wegons W£(A)= X0 ook £(N)£0. Voor £(x) kan
men nemen 1—(1+X+X2+...+Xn'1)n(ﬂ—x)n=1-(ﬂ—xn)n=xn—(g)x2n+...ixne.
Hierult ziet men dat £(2) in 1, ligt. (De "1" had slechts cen formele
rol).

Opm.2.1. Uit deze stelling volgt direct dat in een ring met minimum
voorwaarde voor de l-idealen e¢lk l-ideaal, waarvan alle elementen
nilpotent zijn, zelf ook nilpotent moct zijn.

Met behulp van deze stelling laat zich gemakkelijk bewljzen, dat de
som van alle nilpotente links-idealen en nilpotent (tweezijdig) ideaal
is, dat ook alle nilpotente rechtsidealen bevat., Men noemt dit het ra-
dicaal van de ring., Eerst een paar cenvoudige lemma's,

Lemma 2.1, De som van twee nilpotente linksidealen is een nilpotent
linksideaal.

Stel 1, en 12 zljn linksidealen en 11n=12m50. Beschouw een element van
(11+12)m+n. Dit is een som van producten van m+n factoren gekozen uit
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11 of 12, hierondcr zijn c¢r minstens m ult 11 of n uit 1,. Stel min-
stens m uit 1, dus (...aq)(...ag)...(...am)... met a; € 1, daar 1, een
linksideaal is (...ai) €1, de term is dus nul daar het cen product 1is

/\
van m elementon uit 1.,

Lemma 2.2, Als 1 cen ;ilpotcnt linksideaal is dan is 1R een nilpotent
tweezljdig ideaal.

Bewijs. Dat hct cen tweczijdlg ideaal is spreekt vanzelf, Het 1s nil-
potent daar,als 1720, ook (1R)"=

1(rR1)"" Tr¢1.1" T.rg1%R = o.

Het radic2al N is nilpotent daar e¢lk element dat is., Immers elk ele-
ment is bevat in een cindige som van nilpotente linksidealen, en dus
volgens lemma 2,1 in een nilpotent linksideaal. N kan dus geen idem-
potent bevatten., Als r cen nilpotent rechtsideaal is, dan 1s r+Rr een
linksideaal dat volgens de lemma's 2.1 en 2.2 nilpotent is en dus
r+Rr ¢N ¢n r CN,

Volgens lemma 2 is NR een nilpotent linksideaal dus NR €N, dus is N
een tweezljdlg ideaal,

Vervolgens bewijzen we de stelling:

Stelling 2.2, E1lk niet nilpotent 1l-ideaal 1 in een ring R met minimum

voorwaarde voor de l-idealen is de directe som le+m, waarin ¢ idem-
potent met le=Re en m een nilpotent ideaal.

Bewijs: Beschouw bij c¢lke idempotent €y het 1l-ideaal mg van alle links-
annulatorcn uit 1 van ey (i doorloopt ecen of andere index verzameling).
De verzameling is niet leeg en bevat dus een minimaal l-ideaal m
behorend bij zekere ¢ (m kan het nulideaal zijn)., Nu is m nilpotent,
Stel n,l, van niet, dan bevat m een idempotent e'. met e'te=0,

Beschouw nu eq=c+c'—ce'. W hebben e 2=e

1 1

linksannulatoren ult 1 van eq vormen nu een linksideaal mq, daar uit

.e = 0 geldt m, m. Maar m #m, daar e'e1=e'¥0
en e'e=0, Dus wegens de minimaliteit van meen contradictie, De rest

— » ! —_et
¢n e e=e cn ele =e’, Alle
O=x e, volgt x e = X e

is gemakkelijk. Zij xel, dan is x= xe+(x-xe), en xe € le en (x-xe)em
daar (x-xe)e=0. Omgekeerd geldt voor x €m dat x=x-xe, dus m bestaat
Juist uit alle elementen van de vorm x-xe, Daar lenm=0 (xe&le, en
xem impliceert x=ye=ye2=xe=0), is de som direct. Verder geldt nog
Re=Ree 1le daar e€1 en le €Re daar 1 GR dus Re=le,

Wanneer het radicaal van een ring met minimum voorwaarde voor de 1-
idealen nul 1s, heet de ring halfenkelvoudig.

Opm.2.2. De groepsring over de complexe getallen van een elndige
groep 1s halfenkelvoudig (zie I,6), Dit geldt niet meer als men de
groepsring vormt over een lichaam met eindige karakteristiek, en dat
is de kern van de moeilijkhedén die ontstaan wanneer men de representa--
ties wil geven met matrices over een lichaam van eindige karakteris-
tiek (modulaire representaties).
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V.3. Halfenkelvoudige ringen.

Daar het radicaal van een halfenkelvoudige ring R nul is, bevat R
geen nilpotente l-idealen #0 (resp. r-idealen #0). Dus volgens stel-
ling 22 is dan elk l-ideaal 1 in R gelijk aan Re=le met i1dempotente
e, m.,a.w., elk 1l-ideaal is dan hoofdideaal met rechtseenheid., Is nu 1
een tweezljdilg ideaal dan geldt zelfs l=Re=cRe=eR. Om dit in te zien
beschouwen we alle elementen A€ 1 met eA =0, deze vormen een rechts-
ideaal k. Daar k§1 is ke=k en dus k2=(ke)k=k(ek)=0. Wegens de half-
enkelvoudigheid van R is dus k=0, Maar e¢( «-ex)=0, dus(als «€1l)

L-c L€ K en L=exX , Derhalve 1is e tweezijdig eenheldselement van 1. De
cenduidigheid van deze eenheid volgt op de gebruikelijke wijze door
middel van een tweekamp tussen e en de eventuele candidaat e', immers
e'=ee'=e, Op dezelfde wijze bewljst men dat elk links of rechtseen-
heldselement gelijk aan e 1s.

Neemt men in het bijzonder voor 1 de gehele ring R dan vindt men:
Stelling 3.1. Een halfenkelvoudige ring heeft een eenheidselement.
(Dit wordt wel met 1 aangeduid).

Een ring R met minimum voorwaarde voor de l-idealen heet enkelvoudilg
als zl1] geen echte (tweezijdige) deeclidealen bevat. (Een triviaal ge-
val sluiten wij uit, zie opm.3.3). Een (tweezijdig) ideaal heet enke’
voudig als er geen enkel (tweezijdig) ideaal in bevat is,

Wij zullen nu de belangrijke stelling bewljzen, dat een halfenkelvou-
dige ring de directc som is van eindig veel enkelvoudige idealen,
Eerst echter cen paar opmerkingen,

Opm.3,1. Een 1l-ideaal 1 van een tweezlijdig 1deaal v van éen halfenkel-
voudige ring R is zelf een l-ideaal van R. Immers v=eR=Re eén dus l=el
(e is eenheid in v). Dus R1=R(el)=(Re)l=vl 1. Evenzo met r-idealen

en tweezijdige idealen,

Hieruilt volgt o.a. dat een tweezijdig ideaal in een halfenkelvoudigce
ring zelf een halfenkelvoudige ring 1s, resp. dat een enkelvoudig
ideaal in een (half)enkelvoudige ring een enkelvoudige ring is.

Opm.3.2. De eenheden van de tweezljdige idealen in R (halfenkelvou-
dig) zijn idempotenten, gelegen in het centrum C van R en omgekeerd,
een idempotent ult C brengt een tweezijdig ideaal voort., Stel v is

een tweezijdig ideaal v=Re=eR (met idempotcnte e) en e R dan exév

en o«ecg Vv daar e€ v en dus «e=cALe=ex en dus e€ C. Is omgekeerd'eéc
dan is eR=Re, en v=eR 1s dus een tweezijdig ideaal met e als eenheids-
element. Dit geeft dus een 1-1 correspondentie tussen de tweezijdige
idealen uit R en de idempotenten uit C.

Opm.3.3. In een enkelvoudige ring R bestaat het radicaal N daar de
minimumvoorwaarde geldt. N is een tweezijdig nilpotent ideaal. Daar R
enkelvoudig is zijn er twee mogelijkheden: 4© N=0, dus R halfenkelvou-
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dig, of 2° R=N #0, maar daar N nilpotent is kan niet N°=R=N gel-
den, dus N2~R2 0. (N2 is weer cen tweezijdig ideaal). De additieve
groep voortgebracht door een «#ER (X£0) is dan echter een ideaal in
R en dus gelijk aan R, maar elke ondergroep is dan ook een ideaal in
R. Dus i1s R dan een cyclische groep van priemorde met R2=O. Dit
triviale geval sluit men meestal ult als enkelvoudige ring, en

dan is elke enkelvoudige ring halfenkelvoudig.

Opm.3.1.sub. Wij slulten ons hierbij aan.

Wij bewljzen nu de beloofde
Stelling 3.2. Een halfenkelvoudige ring R heeft slechts eindig
veel enkelvoudige (tweezijdige) 1dealen en is de directe som ervan,

Bewijs. De som van verschillende enkelvoudige tweezijdige idealen
V4 en v, is direct daar d¢ doorsnede van V4 en v, een tweezljdig
deelideaal is dat dus nul moet zijn, In het bijzonder annuleren
en v, elkaar. Derhalve is

1 2
(1- :E:bi)’ waarbij de ey 's eenheden van verschillende enkelvoudige

dus de voortbrengende eenheden van v

idealen zijn, een 1dempotent uit het centrum en dus R 1—;E:ei) een
tweezljdig ideaal.

Wegens de minimum voorwaarde is er dus een stelsel e dus-

1,0.. én
danig dat R(1- gf: ei) minimaal is. Daar € e sy €N 1- Z{:e el-

="
kaar annuleren, 1s de som R=Re, +...+Re +R(1- ei) dlrect Is nu
de laatste term #0 dan moet er een enkelvoudlé 1 al Ren+1 in
bevat zijn (minimum voorwaarde) maar dan is R(1- % ei) echt be-

1=van de laatste,

vat in R(1- 2?: ei) in strijd met de minimaliteit
dus R= % ? Dus R 1is de som van eindig veel enkelvoudige 1ldea-
len en, wggens de directheid van de som, van verschillende enkel-
voudige idealen. Men ziet gemakkelijk in dat 1=e1

de ei‘s elkaar annuleren. Elk enkelvoudig ideaal komt dus in bo-

oo ote s waarbi]j

vengenoemde som voor.

Uit opmerking 3.1 volgt nu bovendien dat elk tweezijdig ideaal de
directe som is van de enkelvoudige idealen die het bevat.
Beschouwt men in plaats van enkelvoudige idealen minimale l1-idca--
len dan heeft men de

Stelling 3.3. Een halfenkelvoudige ring R is de directe som van
eindig veel minimale l-idealen.

Het bewljs 1s lets eenvoudiger maar men krijgt hier ook niet de
eenduldigheid. Ook treedt niet elk minimaal 1l-ideaal op als
directe sommand.

Bewijs. Als 11 een l-1deaal is in R, dan is er een l-ideazal 12g,R
zodat R=1,+1, (direct). Stel nl. 1 =Re , (met idempotente eq), dan

1

is x-—xe1 een linksannulator van eq voor alle x€ R en elke links-

annulator y van €4 1s van de vorm v-ye, (daar ye1=0). De links-
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annulatoren wvan e, vormen (uiteraard) een l-ideaal 12, en R=11+12
daar x=xe1+(x—xe1). De doorsnede van 1,
door eq van rechts gereproduceerd en geannuleerd wordt, Bij elke
voortbrengende idempotent vindt men een ildeaal 12, er 1s dus van

en 12 is weer nul daar zij

eenduldigheid der splitsing a priori geen sprake,

Beschouw nu alle eindige directe sommen van minimale l-idealen. Vol-
gens het bovenstaande vinden wij bij elk van deze sommen een comple-
mentair l-ideaal. Er 1s dus een som EZ: 1 zodat het complement 1!

- minimaal 1s in de verzameling van de camplementcn Was 1'#0 dan be-
vatte 1' een minimaal 1-ideaal 1 (minimum voorwaarde) en dan zou

het complement van z:: 1i echt bevat zijn in 1' in strijd met de

minimaliteit van 1',

Opm,3,4. Neemt men de rechtsvermenigvuldigingen (met elementen uit R)
bij de operatoren van R en past men stelling 3.3 (uitgebreid tot rin-
gen met operatoren) toe, dan vindt men de stelling, dat een halfenkel-
voudige ring R de directe som is van eindig veel enkelvoudige idealen.
Immers een minimaal 1l-ideaal is, als men de rechtsvermenigvuldigingen
bij de operatoren heeft, een enkelvoudig tweezijdlg ideaal.

Opm,3.5. Men kan het bewijs ook zo inrichten dat een bepaald (mini-
maal) l-ideaal 1 in de directe som voorkomt, door alleen die eindige
sommen te beschouwen die 1 als sommand hebben,

V.4, Enkelvoudige ringen.

Opm. 4.1: zie opmerking 3.3.

Eerst twee behulpzame stellingen over willekeurige ringen,

Stelling 4,1. De som van alle l-idealen uit een ring R dle R-homomorf
zljn met een bepaald l-ideaal 1 is een tweeziljdig ideaal.

Opm.4.2. Onder R-homomorf wordt verstaan homomorfie als additieve
groep, waarblj de linksvermenigvuldiging met elementen van R invari-
ant is onder die homomorfie (a—sa' dan ra—sra').

Bewiljs. Daar de som van willekeurig veel l-idealen weer een l-ideaal
is, behoeven we alleen te bewijzen dat ze afgesloten is t.o.v. rechts-
vermenigvuldiging met elementen van R.

Hiertoe tonen we aan dat de verzameling L van de met 1 R-homorfe 1-
idealen afgesloten is t.,o.v. rechtsvermenigvuldiging. 2ij 1'¢e¢ L en

A€ R dan is 1'« een l-ideaal (R1'¢ 1'dus Rl1'Xx € 1'x ). De afbeelding
X—>Xeol van 1' op l'e 1is een homorfie daar (x+y)ol =Xok +ya« ., Het is
zelfs een R-homomorfie daar (@ x)e« =3 (Xxet) voor alle ,3€R. Dus

daar 1' R-homomorf is met 1 geldt dit ook voor 1'« en dus is L afge-
sloten t.o.v. rechtsvermenigvuldiging, en stelling 4.1 bewezen.
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Stelling 4.2. Zij R de directe som van minimale l-idealen 11""’1n
en zij k£0 een minimaal l-ideaal in Rgdan is k bevat in de directe som
van dle l-idealen 1i die R-isomorf met k zijn.

Bewijs., Stel x € k en x= X, met x,€1, (eenduidig). De afbeelding
X%y is een R- homomor%lg van k 1in 1i immers als y::EE: vy (v eR,
en y;€1,) dan is =1

n n
(x+y) = giq (x,+y4) met x,+y,€1, encxgé% Xy = ;é%a<xi met
X X éli. Aangezien k minimaal 1s, is de kern van deze homomorfie O

of i (en daar li minimaal is is het in het eerste geval een isomorfie
op). Dus alleen de 'componenten'" van x die liggen in idealen 1, die
met k R-isomorf zijn zijn #0 en k is dus bevat in de directe som van
de met k R-isomorfe 1i’s

Deze beide stellingen helpen ons nu de volgende belangrijke stelling
te bewijzen.

Stelling 4.3. In een enkelvoudige ring R zijn alle minimale l-idealen

R-isomorf.

Bewijs. Volgens stelllng 3.2 is R de som van eindig veel minimale 1-
idealen. Stel dus R= EZ; 1,, met minimale 1l-idealen 1,. ZiJ k#0 een
157 R Volgens stelling 4.2 is ¥ bevat_in de
directe som van die 11’3 die met k R-isomorf zijn. Stel kg;zz: 11.
Dit zelfde geldt voor alle l-idealen k' die R-1somorf zijn 1=1 met k.
De som van alle l-idealen R-isomorf met k vormen volgens stelling 4.1

minimaal l-ideaal in

een tweezljdig ideaal, dat dus Ef; 1y is. (Wij gebrulken hier weer

dat homomorfie tussen minimale 1- idealen op hetzelfde neerkomt als
R-isomorfie). Daar R enkelvoudig is moet dit ideaal de hele ring zijn.
Samenvatting:

Wij weten nu dus dat elke halfenkelvoudige ring R de directe som 1is
van enkelvoudige tweezijdlge idealen en dat deze weer, als enkelvou-
dige ringen, de directe som zijn van onderling R-isomorfe minimale 1-
idealen.

De splitsing van R in enkelvoudige ringen Vi is éénduidig. (Immers
elk enkelvoudig ideaal van R komt in die som voor)., De voortbrengende
idempotenten van deze idealen Vi
liggen in het centrum, annuleren elkaar en hun som is (de) 1 (van R).
De splitsing van deze enkelvoudige ringen Vi in R isomorfe minimale

z1jn eenduidlg bepaald door Vi en

l-idealen is niet eenduidig, evenmin zijn de voortbrengende idempo-
fenten van deze l-idealen dat. Men kan ze zo klezen, dat ze elkaar
annuleren., Zij n.l. e de eenheid van de enkelvoudige ring v= ‘T' 1i
(1, minimaal 1-ideaal) en zij e= Zi: ey met e €l dan is ege ieg =

= gi; e;¢y dus eye =0 als i#J en e, ei ;» dus ve is een l-ideaal
bevat in 1, en dus ve;=1; (1; minimaal). Dat het asntal sommanden n
alleen afhankelijk-is van de ring v volgt door eenvoudige groepentheo-

retische overwegingen.
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Ons volgende doel is tec laten zien dat een enkelvoudige ring v 1so-
morf is met een (volle) matrixring over een scheef lichaam.

V.5. Stelling van Wedderburn.

Stelling 5.1. (Stelling van Wedderburn). Een halfenkelvoudige ring 1s
(isomorf met) de directe som van volle matrixringen over scheve licha-

men,

In verband met de resultaten van de vorige paragrafen zal deze stel-
ling bewezen zijn zodra we bewezen hebben dat de volgende stelling
Juist is.

Stelling 5.2. Een enkelvoudige ring is (isomorf met) een volle matrix-
ring over een glichaam,

We zullen nu 5.2, bewijzen. Zij R een enkelvoudige ring met eenheids-
element 1 (zie stelling 3.1). Volgens stellipng 3.3 is R directe sgm

van eindig veel minimale l-idealen., Stel K= ——11' Stel verder 1= Zz,e
i=1
met eieli. Volgens het slot van de vorige § zijn de ei S, elkaar annu-

lerende, idempotente generatoren van de 1- 1dea1Ln li Re . Laat nu x een
willekeurig element van R zijn, dan 1s x=1.x.1= Zi:ei X ;f: e =

n i=1
= gzg;q ei¥Xey. Stel € %e =Xy 4. Aan x is eenduldig een matrix (xij) toe-
,J=
) | ) - (
gevoegd (met elementen uit R), waarbij 6kxijel—d&iXichl'

n
Is omgekeerd x=_E'~1 XiJ
elgenschap dan %sgiiJ=eier, zoals men direct verifieert. De matrices
opgebouwd uilt elementen van deze soort vormen een ring isoform met R.

i — o Y — 5 e -'.A Y‘ s
Immers als X_ZZeixej en y~zzeiyej dan is X+y_2>__cixej+é__eiyeJ
ézkei(x+y)e. dus (x ")+(yij)=«X+Y)ig)

de som van elementen xij met de bovengenoemde

n
E e xe. . Cgi» e ye, = /} e.xe.e, ye
13=1 JUwEm K anaa PR

s _S

(gf e Xe e ye, e xye; en dus
= 1 k~k ﬁmq

(%31 (¥1) = (Eglxikykl) = ((xy);;). Er blijft dus nog te bewijzen, dat

deze matrixring isomorf is met een volle matrixring over eenslichaam.
In het bewijs van stelling 4.1 hebben we gezien, dat rechtsvermenigvul-
diging van alle elementen van een (bepaald) l-ideaall met een vast ele-
ment « van de ring dit 1l-ideaal R-homomorf afbeeldt op het l-ideaal 1o
Is 1 minimaal dan is het een R-isomorfie op of een nulafbeelding.

Past men dit toe op de l-idealen lk en de elementen Xig’ dan ziet men
1% 13 _cf l mits x, #O Immers lkxiJ’Rek’eixeg““ " Rxej_~ Rl en uit
Oe erE Rxej.,Re -1J volgt,in verband met de minimaliteit van 1J,dat
Rer_lJ Ook het omgekeerde gel@t'
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Stelling 5.3. Laat G&j

i v - = N 6..(a)=a X voor alle
dan is er een element Xy =€3%y 50 dusdanig dat lJ( ) 13
ael.,

Bewijs. Stel sy (ei)=xij’ dus Xi3€1j’ Dan geldt, daar¢§JEEn R-isomor-
fie 1s, dat Gijza)=6ij(a e,)=a Gid(ei)=a %4 mits a¢l,=Re . Dit toe-
gepast op ey geeft XiJ=G(ei)=eiXij'

Daar Xij£1j=Rej hebben we direct X
uit het feit dat GiJ
Opmerking 5.1. Dit geldt natuurlijk ook voor R-homomorfe afbeeldingen

een R-isomorfe afbeelding zijn van 1i op 13,

=X, . . 1 di t
17%1 5%, Dat XlJ¥O volgt direc

niet de nulafbeelding 1is.

van l-idealen.

Opmerking 5.2. Het is mogelijk dat een xX=xe het l-ideaal 1. R isomorf
afbeeldt op 1j’ terwijl eix¥x geldt. In dit geval echter doet eix=eixeJ
hetzelfde als x (nu echter wel ei(eix)eJ=eix).

Opmerking 5.3. Daar de li minimaal zijn is elke R-homomorfie #0O van

l1 in l(j een R-isomorfie op, en dus omkeerbaar, d.w.z, bij elke
Xijzeixijeg bestaat er een in met de eigenschap dat Xijxji (door mid-
del van rechtsvermenigvuldiging) 1, identiek op zichzelf afbeeldt,

i
dus xij xji=e.. Tmmers X, .% =e e

i 15%g1= (€% )%y
in het geval dat 1=
Stelling 5.4, De ring ey
Opmerking 5.4. Stel G en ¢' zijn twee R-endomorfiletn van li op zichzelf.

Dan 1is .{G(a)=a 5 ; aely en‘ase e,Re

i<xingi ;- Hieruit volgt

Rei is een slichaam.

i

¢'(a)=a s'; s'ee,Re

i

en dus ¢'(¢(a))=c'(as)=ass' en (6+5')(a)=c(a)+s'(a)= as+as'=a(s+s').
Derhalve 1is eiRei anti-isomorf met de endomorfiéenring van de Abelse
groep (met R-operatoren) li. Dit geldt algemeen voor minimale l-idea-
'len Re.

Stelling 5.5. De slichamen e,Re, 1in (1=1,...,n) zijn isomorf.

Bewijs. Kies n vaste R-isomorfieén die 1, afbeelden op 1.l (i=2,...,n).

1
Hiermede corresponderen elementen '}Z,\iEe,‘Rei zodat 1,X =1, en met de

17711
iﬁvirse R—lsoTorfleen corresponderen elementen xineiReq; lixiﬂ=11 en
X 4X34=€4 €0 Xy

—}-C_ = .
i1™11 71
ziJ giEeiRei dan is fqigiiiqceqReq. Deze afbeelding is een isomorfie.

Immers Xy (534 79)0% =Xy 1a¥ay + Fqy 75%yq o0 Ky by 4% 40

X1i7iei 71X11'=X1131X11X4f7ixiﬂ’ Het is niet de nulafbeelding daar

fﬂiefiiﬂ=iﬂifiﬂ=eﬂ¥o’ Dus alle eiRei zijn isomorf met e,IRe1 en dus on-
derling isomorf,

De achtergrond van het bewljs is duidelijk. Een R-endomorfie Bi van

1i correspondeert met een R-endomorfie van 11 door eerst 11 (met de
vast gekozen R-isomorfie fﬂi) op 1i af te beelden, dan gi toe te pas-
sen en daarna met de inverse (van de vast gekozen) R-isomorfie e, terug
af te beelden op 11. Op dezelfde wijze kan men met een R-isomorfie
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X, .€€ ReJ van 1i op 1. (1l.x, =e.) een R-endomorfie van 11 laten cor-

1771 J 1719779 — —
responderen, n;l. als le eixijeJ dan 1s xqixijquéeqﬁeq. Kiest TCD
bovendien nog X dan geldt het bovenstaande voor i=1,...,n. Wiy

=
1171
laten nu met de matrices ult het bewijs van stelling 5.2 de matrices
1RL4 door de definitie
1 %5 X ... Deze correspondentie is cen homomorfie daar
i = i7"

a1 (%451

(}lj corresponderon uit de matrixring over e
yij) 31 = Xqi%39%5q T Xgg¥ 4% en

X1i(E;%xikykj>X31 = gi% R Nt NS L R

gi%(xﬂixikxkﬂ)(xﬂkyijJﬂ)‘

2 b4 = -
Daar uit 5iJ“XﬂixiJX31 volgt

Xi1§iJX1J = 11 11 1) Jﬂ 1J—bi lJLJ=XiJ is de homomorfie ecen 1so-
morfie van de volle matrixring (e Re ) zodat nu stelling 5.2. vol-

ledig is bewezen,

V.6. Het voorbeeld,

Als voorbeeld beschouwen we de volle matrixring Kn van alle nxn
matrices met elementen ult ecen slichaam K. De additieve groep van de
ring is een vectorruimte over K. Als basis kan men kiezen matrices
©ik die overal nullen hebben behalve op de i,k-de plaats, waar ecen 1
steat.

n 0
oy ey — T > 4 — (ﬂ ) T2 O 3 &) -
. Immers (dij)— . %_1 Lijdﬁj' Dus Kn_ . Q_qbiJK' Deze vectorruimte vol
I JT 3 U

doet ulteraard aan de migimum—voorwaarde voor K-deelrulmten, Kn heeft

een eenheidselement e= > ¢y, zodat ecen met K isomorf lichaam in K
1=1
is bevat (n.l, K'=eK). Men kan de isomorfie zo kiezen, dat als €K

wordt toegevoegd aan a e K' er geldt u«=ua en «u=au voor alle ue‘-.Kn
(a=ex is zo'n keuze). Hieruit volgt, dat een l-ideaal uit K, als ring
a fortiori een K-deelruimte is van Kn als K-vectorruimte, en dus is de
minimum voorwaarde voor de l-idealen vervuld.

Stelling 6.1. K, 1s een enkelvoudige ring.

Bewijgs. Stel vg;Kn is ecen tweezijdig ideaal #£0. Dan bevat v een ele-
ment (a ,)¥O Er is dus een i en een J zodat ay #0. Daar Vv een twee-

zljdig 1deaal is ligt ook h%t element tki( ijle Jl—tkl in v (daar »

o J:, e . =, . o=
k1€ Jl K1 ij is eki( ij) 17317 k11x1 pq “ng° iJ " 317 %; kiequJlapqalg
-1 :
=€,q %éd;pdéaapq 1= kl). Daar dit geldt voor alle k en 1 hebben we
V=Kn. Dit in verband met het voorafgaande bewijst het gestelde.
De matrices die overal nullen hebben behalve in een bepaalde (stel de
k-de) kolom vormen een linksideaal lk’ zoals men direct ziet door zo'n

matrix van links te vermenigvuldigen.
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n ¢! i >
Meer formeel 1= > e, K n =<.§§;cxijcij)<j§£: I Ei =

1= 1,5J=" i=1
n n

= o, E 0(.%_61

Zi:’l ik 7 1323 "k

n
Kenneligk geldt K = ;Z: 1. Det de 1, 's minimaal ziju ziet men als
n r
volgt in. Stel E:ltik %O dus bijv. §i#0 voor geschikte 1, dan volgt

uit egigi EE% lk —u, voor alle j dat elk element #0 van 1k het

gehel: ideaal gencreert. Als Ek“q dan is 2_ ¢ ERpn % idempotent.
Hierult ziet men dat de voortbrengende idcﬁpgtbntgn van lk niect één-
duildig bepaald zijn., De elkaar annulerendo voortbrcngcndu idempotent

van de 1k's zlgn de elementen ¢ Inderdaad is e=

kk* “kk*

3 fe 4o . k=1

Het slichaam (LkKn(kk VkK is isomorf mct K, zodat de notatic in
overeenstemming is met du vorigué].

Opmerking 6.1. Men kan gemakkelijgk bewijzen, dat een directe som van
volle matrixringen halfenkelvoudig is, zodat ook het omgekeerde van

stelling 5.1 geldt.

V.7. Representaties van halfenkelvoudige ringen.

In §1 hebben we laten zien, dat een representatic van een cindige

groep op hetzelfde neerkomt als cen represcentatic van de groepsring

(en omgekeerd), Do groepsring R is halfenkelvoudig (zie hoofdstuk I)

en heeft als operatoren gebied hetslichaam K waarover hij gevormd is.
Als o een reprogentatic is van R in K, dan geldb Rlxa)= op(a) voor
®E€K en a€R, Voor de dubbelmodulus van deze represcentatic betekent

dit dat aan @ xm=a(moc) is voldaan. Bovendicn zullen we aannemen dat
het cenheidsclement van R door de ecnheidsmatrix wordt gereprescenteerd.
Wij veronderstellen dus nu dat 28¢ ¢n R-links- e¢n K-rechts-modulus is,
waarblj R even halfenkclvoudige ring is, zodanig dat de 1 van R cenhelds-
opcrator is ¢n K cen lichaam dat voor R cen opcratoren gebicd is en dat
deze operatoren aan bovengenoemde voorwaarde voldoen, Onder deze voor-
waarden geldt de volgende

Stcelling 7.1. Dc modulus J2¢ is volledig reducibel en de irreducibele
deel-(dubbel-) moduli zijn K-isomorf met minimale l-idealen van R.
Bewijs: Stcl R= 2:: 1i waarbij de 1J minimale 1-idealen zign (tOCgelaten

t.o.v. K) en atcl 32? Z: m; K. (m 1,...,m is dus cen K-basis voor 97 ).

Dan is R I27 = J0¢ daar 1. JB( =J7¢C ,
20¢C = Z: ].mjK = 2 (1,K) m Z: lm, .
1,3 1, T

De limj zijn deel-dubbel-modull die¢ mits #0 isomorf zijn met li en dus
irreducibel. Wij kunnen dus de som uitdunncn tot dat J9¢= 2:'1imj voor
zekere len jJ,
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Wanneer we de regulicre representatie Eeschouwen, dan is J2C de addi-
tieve groep van R e¢n de splitsing R= S li geeft een volledige re-
ductie van dic represcntatic. =1

In verband met de vorige stelling hebben we dus

Stelling 7.2. In de reguliere representatic komt elke lrreducibele
representatic voor en

Stelling 7.3. Er zijn slechts cindig veel verschillende irreducibele
representaties,

Ook 1s uit het bovenstaande duidelijk, dat als we voor J9¢ de addi-
tleve groep nemen van cen minimaal l-ideaal, we dan een irreducibele

representatie krijgen.

Splitst men de groepsring R van een cindige groep over het (commutatie-
ve) K lichaam volgens het procédd van V.5 in cen directe som van volle
matrixringen over scheve lichamen en voegt men aan cen clement a€R

toe de component uit zo'n ring, dan geeft dit ecen matrixrepresentatic
van R, Dit behoeft echter geen representatic in Kn te zijn., Het 1s cen
representatie met matrices waarvan de elementen in het slichaam lig-
gen, dat we met eiRei hebben aangeduid. Dit slichaam bevat ulteraard
een met K isomorf lichaam Ke
eiRei een eindige uitbreiding van K. Veronderstellen we K algebralsch
afgesloten, dan is eiRei isomorf met K. Uit de stelling van Wedder-
burn volgt dan

i Daar R eindige rang over K heeft, 1is

Stelling 7.4. BElke irreducibele represcntatic komt even vaak in dc
regullere representatic voor als zijn groad bedraagt. Het aantal
inequivalente irreducibele representaties is gelijk aan het aantal
verschillende twecezijdige idealen van R.

Het centrum van zo'n tweezijdig ideaal bestaat als centrum van
een volle matrixring over ecn (commutatief) lichaam ult de "scalalre
veelvouden" van het eenheidselement. Het centrum van R is de directe
som van de centra der verschillende tweeziljdige idealen, en dus heb-
ben we de
Stelling 7.5. Hct aantal verschillende irreducibele representaties
1s gelijk aan de rang van het centrum van de groepsring over een al-
gebraisch afgesloten lichaam,




VI. Representatie van de symmetrische groep

VI.1 1Inleiding.

MR ©O2

De traditie van dit collogquium volgend veronderstellen wij alles

van de groepentheorie bekend, voor zover dit geen representatie-

theorie is.

Een matrixrepresentatie van de symmetrische groep
voeging van matrices p(s) aan de elementen s G.X%,

Y
n
dusdanig dat

is een toe-

P (st)=p(s) f2(t) geldt. Wij geven direct een voorbeeld: Laat de

permutatie p van de symbolen 1,2,...,n

in p(i). Neem voor f(p) een matrix met op de (1i,j)de plaats

het symbool 1 overvoeren

cf D) Dan is (> een representatie,daar het element op de (i,k)de

plaatu van I p)[ (q) gelijk is aan

<T' o ‘ J = o

€= “1,p(9) © “ha() T il
die term 1 is waarvoor zowel i=p(j) als
i=pg(k) geldt.

N.B. Dit is nilet de reguliere representatie (MR 2) daar deze de

spraad nt heeft in plaats van n.

De bovengegeven representatie is niet irreducibel (zie MR 3). Men
kan naar reduceren met de matrixs P =/1 1 - - - 1
1 -1
.0
1 s -
De matrices Pp p~ blijken van de vorm
T ¢~ - -0) te zijn waarbij P' een (irreducibele) representa-
0 : >t - (v
: \F’ tie van de graad n-1 is | (p)ij = (Ja,p(j)-oQ,p(j)y
0
Voor n=3 geeft dit:
10 0) 010 0
F((ﬂ)(E)(B))=<O g O/ (’((12)(3))=<1 00| [((1)(23))= 0
0 01 001 1
/0 0 1 0 01 1
]3((2)(31)) = Q\O 10 j’((123))=‘<1 0 O) ((132)) = 0 s
100 010 10
en P06 =(19) pron=(19) pranen=(97)
e =(3) e = (210) prse) =( o

i) 2 daar in de som alleen

J=a(k) geldt,

dus waarvoor
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Ons doel wordt alle irreducibele representaties van XL te bepalen.
Hiertoe zullen we in grote 1lijnen de opbouw volgen die gewoonli jk
aan Young wordt ftoegeschreven, hoewel Frobenius er ook meer van af
wigt., Young ziet de elementen van Zr% meer als operaties op functies

van n veranderl: jken (meestal polynomen).

PDefinitie: p f(xq,xg,nu-,xn) = f(xp(q)’xp(g)’”'°’xp(n)y

Opmerking. Onder pg verstaan we eerst g dan p toepassen, zodat
(pa)f = p(af) met p,q €27,

Mer. kan nu ook zinvol een som definiéren als operatie op functies
(p+q)f=pf+gf en wat algemener nog (7\pﬁ/¢q)f = A pf +,ugf, waarbig
V\en‘/m complexe getallen zijn. Met deze definities is nu een al-
gebra Sn ontstaan over de complexe getallen met als basis de ele-
menten van E*h. Merk op dat }L isomorf in S bevat is.
(Groepsalgebra, zie MR 10). Young nu geeft in deze algebra een

nieuwe basis aan met elementen

hal -
ei,j A = 1,2,.,.,k(=aanta& klassen van 3%)
i,J= 1,2,...,fx(met Eij ff = nl). Deze elementen voldoen aan
. =1
e?\ Al - A Kk ex

i, k1 T -9y 0

Opmerking. Dit is de =telliing van Wedderburn expliciet voor Sn
(zie MR V). Dat ¢i1t representaties pmeeft 1z als volgl in te zien:
Voor elk elementa van Sn (dus a fortiori voor elk Olemenu vag Wv

>~5 \;\
begtaan <r complexe pgetallern 4, . dusdanig dat as= f o e
- 1, -8 TN g

)o

o B 3 . . N . h, ’ \ .
ere ouo s biy elke v de btoevoeging a lf(aiJ)een (lr“edu01bele)
5 A
soresentavie. _miners als szziﬁf,; Ci dan iz
e /\ » hY P At A . e < 1] ( QQ ™\ ) >
SV e >, P O Loe, ., = o ,"(_ 3 C en
MW\X 1377kl T Kl Eorrmg s 1 1

‘j, derhalve is het (zelfs) een representatie
In 1935 heeft Specht de zaak enigszins anders benaderd door meer
te letten op functies f waar de elementen van 3; (en Sn) op wer-
ken, De n, getransformeerden pf met p ¢ Z% van een bepaalde
functie £ kunnen lineair onafhankelijk zijn, in welk geval f to-
taal onsymmetrisch heet. In ieder geval kan men/gen basis kiezen
fq"?"fm dusdanig dat elk der getransformeerden een lineair com-
positum van deze functies is. Zij nu p € 97 dan is dus

/ uit de getransformeerden van 7
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.
p f. = 2> o . f en p-=>( . ) Ls een matrixrepresentatie. Immers
17 1]
paf, =p(q fi) = p(/J_, 45T 5) s [y Py =
> S g

. X - z 5 ~
/5 AN T 2 LM_)SJ 3y T+ Ben totaal onsymmetrische

functie geeft de regulLere representatie., Het is nu de kunst, en
deze heeft Specht verstaan, om functies f en fi zo te kiezen, dat

alle irreducibele reprecentaties verkregen worden.

VI.2 Tableaux,.

Een begrip dat in het volgende een belangrijke rol zal spelen 1is
dat van een gschema en de daarbly behogende tableaux,

. ~ - e .8 - ~ ° — A . . ~
Bij clke partitie m van n: n = ééﬁ my (qu I > 0)

behoort een schema bestaande uit r rijen hokges, waarvan de begin-
hok jes onder elkaar staan. De 1-de riy bevat my hokges.
° — R - —_ — — —
Voorbeeld: n—?of T—i, m1~8, m2_4, m3_4, my=3 en m5_1.
- ! .

Biy elk schema gaat straks een irreduci-

bele rep-esentatie behoren. Er zijn even-

‘ veel verschillende schema's als verschil-

lende vartities van n. Dit is ook Julst
gelijk aan het aantal equivalentieklassen van 5;. Eén en ander 1is
in overeenstemming met stelling 1.0.2 van deze syllabus.

Wanneer in de hokjes de getallen 1,2,...,n zijn ingevuld (één
per hokje) spreekt men van een tablcau. Er zi i~ dus n! tableaux bi,
elk schema,

De permutaties van J; kunnen we op wen tableau laten werken
door de getallen van dat tébleau volgens die permutaties te verwis -
selen, Bern permutatie dic de vijen invariant laat (dus nooit een
<etal naar een anderce riy verhuist) noemen we horizontaal.

Jm o voor de hand liggende reden noemen we cen permutatie vertikaal

ale deze geen enkel getal naar een andere kolom overbrengt. De

norizontale permutaties vormen ecen ondergroep ("horizontale groep')

varn Jg evenals de vertikale permutaties ("vertikale groep'). Deze
tndergroepen hangen af van het tableau,

Opmerking VI, 2.1. Als 4 de nhorizontale groep van het tableau T 1s

er als het tableau T' uit T one;taat door de permutatie 8 toe te
assen, dan is '¢>3 de hoc1zontaie groep van T',
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—
De operator S = / s heeft cen symmetrigerende werking, daar
sey.
n <
de functie F=Sf symmetrisch is, Immers tF=(t 2 S)f:(z; ts)f=3r=F.
- sey g E E
Met de operator A= 2 £ 5 (met 63=1 als s cell even perhutatie
s€ J“ = ’

th= t > £, 8= ét 21_, é+iﬂts=itA. Een ¢n ander berust dus op
sefl'ﬂ ° S € Zn v

het bekende principe dat bij vaste t de producter ts de hele groep
doorlopen.

Opmerking VI.2.2. Dit 1°vert ons voor d= horlzontale groep gb(van
cen tableau T) als - , = P (horizontale operator), dat tP=Pt=P voor
clke t € 97, pET

Bij de vertikale grocpzfc)definiéven we de vertikale operator

e

[NE &q n. Daar de¢ horizontale en de vertikale alleen het een-

183 eﬁemcnt gemeen hebben, geldt E=PN#£O.

otelling VI.2.,1. Als e¢r twee getallen zijn diec in eecn tableau T in

tzzelfde rilj voorkomen en in een tableau T' in eenzelfde kolom, dan
i8 het product PN' van de¢ horizontalce opcerator P van T e¢n de verti-
kale operator N' van T' gelijk nul.

Bewijs. Laten de bewuste getallen 1 en j zijn, dan bevat de hori-
zontale groep 9 van T het element (1)) (transpositic), dat met het
cenheidselement I een ondergroep van gavormt. Latenrnzpq...pm een
representantensysteem van de linkernevenklassen van 2 I, (iJ)%
vormen, dus ‘

P o= patpg(13) + pptp,(Ld)+. . vp +o (13) = (2 py)(I+(13))

s - , . - rfj
Evenrr 13 (%;) =lement van de vertikal- groep 4 7' van T' dus met
sl varn cen rooregentantensysteem o)LL .¢)l van de richitorneven-

f)

. . . j,-lJ . WoN s . .
lacsen P P(ij% uit 4" vinden we N ':(1~(mJ))(‘; qi £ ). Daar
nu (I*(ig))(}w(jj))z(!»(lj)g)zo volgt hot gestclde.
pmerking: Div is anoicog met de stelling dat een functie die in

!_J- —

A verlabelen scowcl symmetrisch als alternerend is, nul moet zijn,



MR 66

Het omgekezerde van gtelling VI.2.1 geldt voor tableaux met het-

zelfde schema ook. We zullen nl. aantonen:

Stelling VI.2.2. Als T en T' twee tableaux zijn (met hetzelfde
schema) dusdanig dat zeen twee getallen uilt eenzelfde riy van T

i eenzelfde kolom van T' staan, dan bestaat er een tableau T"

dat met T de horizontale en met T' de vertikale groep gemeen heeft.
Dus (met voor de hand liggende notatie) P e Mo A2 dernalve
PNLP"N"#£0. Bovendien is dan T'=pnT met p€9)

Bewljs. Permuteer de getallen van T horizontaal duzsdanig dat ze in

en néwfo.

dezelfde kolom komer als waarin ze bilj T' staan. Dit kaon,daar ge-
tallen uit dezelfde rij (van T) zeker in verschillende kolommen
van T' staan., Noem het zo ontstane tableau T" en het is duildelijk

RS ey el
dat W= G en Vel en pT=T" voor passende peg3 en n"T"=T' voor
i Y 7o L X N u D - N
geschikte n"e A7, Uls opmerking VI.2.1 volgt p/¢p q=/4/‘ dus
i -1 . & - 1 -
Al=pno | met ne A ous Tr=n"T"=n"pT=(pnp 1)pT=pnT,

Mo mdgn wily dr staat te bewl jzen dat =Pl (op cernn factor na) idem-
novent s, Hizretoe de volgende hulp-

s I ) )
stelling VI 2.3, Zi, zzgeven een tableau T met horizontale groep 9

"'/3 - o '
,4 an een operator Xé;Sn met de eigenschap dat

o vertikale agroep

I Y= 6 4 1) te e &« (/‘—') /;/D ’ \ . el

0 X n= A& voor elke pedT en né . Dan geldt X="APN en omgekeed.

Bewljs . Ult opmerking VI.2.2. volgt direct de genoemde omkering.

- L X

stel T K== >;u. In PN komen alleen termen voor varn de vorm
i3

met cogfficicnt £, . We moeten dus bewijzen dat
Apﬂ: 6n) en dat de overilge >E:O zijn., Vergelijking van de co&f-

ricient var iv n=¢, 3 v = & Dus K= AP ar-
f t var pn in pXn=& X levert Xq . ?bn. Dug X= A PN+R waar

hij R alleen termen r bevat die viet in de vorm pr te brengen zign.
Dit betekent Mrachitens stelling VI.2.2 dat er twee getallen zijn
die in het tableau 'l wrn dezellde rij en i1n het teblzau T'=prD in
eenzelfde kolom voorkomen. De transpositie © van deze getallen be-
g)cww‘hmt,/yggﬂmﬁwimq dus t€9 en r”qtr*&g4/2'vO1gems

1

hoort dus tot
het gegever iz dus tXr trs= 6tX=wX. Vergelijking van de co&fficknt
van r geeft nu )rzm XP, dus ‘KP:O.

Uit opmerlking VI.2.2. volgt weer direct dat pPNPNn= EHPNPN dus
volgens bovenstaande sgtelling PNPN= APN. Dat hier A#0 is kar men
als volgt inzien., Do coffficiént va~ het eenheidselement is dezeli-
de in (PN)P en 11 P(PN)=PN.gz_ (waarbij g_ de orde var 9> ig) an

NEEN
)

dus melijk aan g, In (PNP)(PNP) is de co&fficiént var het eenheida-
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element #£0, als een som van kwadraten. Immers daar én=éh~1 hebbenr
P, 0Py en péqn_qp%q dezelfde co&fficié&nt in PNP, dus hebben s en g~
dezelfde co&lliciént (#£0 als 3 het eenheidselement 1s) in PNP.
Maar daar (PNP)(PNP):gD(PNPN)P is, kan dus onmogelijk PNPN=O
zign.
WiJj hebben nu dus dat %E:% PN idempotent is. In de volgende f
zullen we bewijzen dat de Efs behorende tot tableaux met verschil-

lend schema elkaar annuleren,

VI.3. Idempotenten,
Men kan de schema's (partities) ordenen door te stellen

(my) > hni) als het eerste verschil m -m! #0 positief is.

Stelling VI.3.1. Laat het tableau T behoren tot de partitie (m)
en T' tot (m') met (m) > (m') dan zijn er twee getallen die biy T

in eenzelfde rij en bij T' in eenzelfde kolom staan en dus PN'=N'P=0.

Bewijs: Als n, > m! dan moeten de m

1 1
T verdeeld zijn over minder kolommen in T' en er komen dus zeker

getallen uit de eerste rijy van

twee in dezellde kolom. Stel dus m Door een vertikale permuta-

1=m%.
tie op T' toe te passen, kan men berelken dat T en T' niet in de
eerste rij verschillen, Na onthoofding van beide tableaux herhaalit
men bovenstaande redenering met My €N mé enz.. Men vindt dan de
beide getallen daar (m)#£(m'),

Daar nu PN'=N'P=0 is, hebben we E'E=P'(N'P)N=0. Een kileine
truc zal ons ou leren, dat ook EE'=0. Beschouw nl, PsN' met s wille-
keurig in J7. PsN':P(sN's”q)s=PNés waarbiy N! de werviksie opera-

8

tor 1s behorend bij het tableau sT' dat dus hetzelide schema heeft
als T'., Dus volgers stelling VI.3.1 PN =0, Hicpuiw woigs dus alge-
mener dat PX N'=0 voor alls K€ %u%mﬁatutia vAar W=NP levert

P(NP')N'=EE'=0. Dus nebbe: wij n

- EP P o
O T aRWe gy

Stelling VI.,3.2 . De operstorer PN hesorend bio tableaux met ver-

schillend schema arnuleren alikaar,
Sstelling VI.3.3. De ddempotents one avores 2= o PNOoza g primitief

d.w.z. niet splitsbasr als som van clika.ry 2unulerende idempotenten,

— , o 2 2 A o .
Bewljs: Stel e=e +e, met e =€, eg=€, en V1e2~e201w0. Den geldg
e e=e =ee, dus ece,e=e,. Wegens stelling VI.2.2 is dus e M‘\e,‘\ =N

/l
dus A=0 of A=1.

In verband met de in de vorige hoofdstukken behandelde theorie volgt
hieruit dus dat de representaties geinduceerd door de linksidealen
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irreducibel zijn.

De representaties door Sne en Sne‘ zijn equivalent of niet al naar
gelang er wel of niet cen element s#0 bestaat, dusdanig dat

Snc S = Sne’. Laat nu ¢ tot T en e' tot T' behoren. Stel 19, de ta-
bleaux hebben eerzelfde schema, Er 1s dan dus een te,Xh dusdanig
dat T'=tT en in verband met opm. VI.2.1 P'N'=t Pt~ tNt™ =tPNt™

of wel Alel=Atet |, (cat h=A' is hebben we hier niet nodig,

doch is gemakkeligk ir te zien) en e t‘qe'=(k/)')e2t~1=(h/hf)et-4¥0,
zodat men s=et'1e‘ kan nemen, In dit geval treedt dus equivalentie
van de bigbehorende representaties op.

2°, T en T' behoren bij verschillende partities (m) en (m'). Stel
0.B.d.A.(m)>(m'), Daar nu PXN'=0 voor alle Xes, (zie bewijs stel-
ling VI.3.1) is zeker ovk e § e'=0 voor alle s€J . We zullen nu

nog even laten zien, dat dit een tegenspraak geeft met de veronder-
stelling dat de representatles behorend tot Sne en Sne' equivalent
zijn., Immers er zou dan een s#0 moeten zijn, zodat Snes= Sne’. Be -
schouw nu es, uiteraard £0, es€ Sne‘ dus es=ye' en ese':ye'2=ye'=
=es#0,

Stel nu er zijn k schema's. Bij elk van deze schema's hoorden n'!
tableaux en dus n! l-idealen Sne. Daar de l-idealen behorende bij
eenzelfde schema) isomorf zijn, hebben zij als vectorruimte dezelfde
dimensie.

de

Stel fy voor het 1 schema. Deze n! 2 3 basiselementen kunnen

i=1

voor n > 1 nilet lineair onafhankelijk zijn, daar de dimensie van

Sn slechts n! is. Evenmin behoeven ze samen Sn op te spannen. In
de volgende ¢ zullen we de tableaux uitdunnen en wel dusdanig, dat

er blij het 1 € schema nog slechts

gitableaux overblijven. Aange-
toond zal worden, dat de overgebleven g,f, basiselementen
lineailr onafhankeli jk zign en dat ziy 1=1 Sn opspannen,

VI.4. Standaard tableaux.

Een tableau wordt een standaard tableau genoemd als de getallen
van links naar rechts en van boven naar beneden in stijgende volg-
orde staan. Als voorbeeld geven we

-y

5 315 314 215 2
de 5 standaard tableaux behorend bij het schema (3.2) | ]

11273 112 1y 112 15 ERD R EEERE
i
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Men kan om typografische redenen de tableaux ook als volgt aangeven
123,45; 124,35 125,34 134,25 en 135,24, Deze schrijfwijze sugge-
reert een ordening van de tableaux, door nl. decze reeksen van n ge-
tallen op te vatten als getallen met n cijfers in het n-tallig stel-
sel en deze naar grootte te rangschikken{opm. VI.4.1. Van alle ge-
tallen die in een standaard tableau op of onder de p-de rij en te-
vens op of rechts van de g-de kolom staan, bevindt zich dus de
kleinste in de linker boven hoek (dus op de (p,q)de plaats. In het
bijzonder staat de 1 dus altijd links boven.
Stelling VI.4.1. Laten T en T' twee standaard tableaux zljn met
gemeenschappelljk schema en laat T<T' zign. Er zign dan twee ge-
tallen 1 en j die in T in dezelfde rij en in T' in dezelfde kolom
staan.
Bewijs: Stel, dat het eerste hokje, waarin bij T en T' verschillen-
de getallen staan, in de p-de rij en de g-de kolom ligt. Stel dat
dit hokje in T het getal i en iInT' het getal k bevat. Dus daar
T<T' ook 1<¢k.
Laat nu het getal i in T' op de (r,s)-de plaats staan. Uit de teke-
< g P identiek_\ < a9 ning met de toelichtin
A p VoA & (1.v.m. opm.1) volgt

Pl T ' P i) Z —-—  direct dat r>p en s .,

i
C___,~* Tr o "J Op de (p,s)-de plaats
. : B
B . elk getal B! ﬁ staat in T en T' het
s L ik getal zelfde getal J qg.e.C.
> 4 (Het gebied B kan niet
leeg ziJjn daar g=1 on-

mogelijk is, wegens opm.1 is dan n.l., i=k),.

Een direct gevolg van deze stelling is dat de horizontale operator
P van T en de verticale operator N' van T' elkaar annuleren, en dus
E'E=0 is,

Notatie: Stel er zijn k verschillende schema's, genummerd van

T15¢v..5k, Bij het i-de schema horen f standaard tableaux T%,...,T%
dusdanlg genummerd dat Th<:TJ als h kJ. .
Bij TJ hoort de idempotente operator e%

Uit de vorige ¢ weten we al dat ej § 0 als s#t. Nu hebben we dus

voor standaard tableaux bewezen, dat eie§~0 als j«1i. (Inderdaad
S

behoeft hier niet ejei=O te gelden).
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Stelling VI.4.2, Defsom van de l'idealen Snei voor i=1,...,f_ 1s
5 s

direct, m.a.w. uit “—O met x, € S volgt x5e%=0.
. = i n i1
s .
Bewijs. Stel jz_ x;€ i 0. Vermenigvuldig van rechts met ei, dus
f_s._ i=1
0= > xieiej:xqeiej=xqej etc. Deze (directe) som is bevat in een

enkéigoudig tweezijdig ideaal, n.l. het ideaal dat alle met S _e°
isomorfe l-idealen bevat, zle stelling V.4.1,
Dit zelfde geldt voor de niet meer directe som van de Sne, waarbi)
we 1n de som alle tableaux (van het s-de schema) betrekken, Van dit
laatste l-ideaal is echter gemakkelijk a2an te tonen dat het tevens
een r-ideaal is. Zij n.l. x= 2 x ¢ cen willekeurig element (e door-
loopt alle 1dempotenten behorend biJ het schema en X € Sn)’ dan
zeldt x 6 = E:,XQGCT=(£~(Xé Gye ™ le s voor 6',/f;3 hlerblj doorloopt
5’1e<? met e alle tableaux en XeG'ESn en dit is kennelijk voldoende.
Als tweezijdig deelideaal van een enkelvoudilg ideaal kan het geen
ech’ deelideaal zijr. Deze argumentatie gaat niet op bij de ultge-
-7 SG‘ niet tot een standaard tableau behoeft te
behoren, In de volﬁende §¢ zullen we echter zien dat > f§~n‘ ter-

wWijl we nu rceds E: fg lineair onafhankelijke elemenfén uit de

dunde som daar &

l-idealen Snei =1 zullen aangeven. Hierult volgt dan weer dat
it f
x - " r{‘.: - S _
§= {7 n %17 S
k

Stelling VI.4.3, De :?~ fg elementen e G5 ? zijn lineair onafhan-

:'-'?l J €
kelijk en #£0 voor geschikte G .

EWlilS g
EOGFLG” , nemen we de permutatie dle TJ in T1 overvoert, Dus

ij
8 1 .S 5 8. 8.8
= 5' =@
3 (GiJ) 13 en e’ Gigej elelGlj i lJ%O
Stel dat er een relatie is 57‘-W°) iof}oi:@. Door nu van

S s o B

:ehts met e1 en van links net ap  te VCTmcnlgvuidigen, vindt men,

S 'L:X N (]
G¢,3-1~o” dus hg =C, Laat dus

. -
& b bS]

(S
4 1 2. s
1.v.m, »ICJ_O als 3 <1, dat \f £y
deze term uit de som weg.
Door nu van links met e¢. . en var rechis weer met ei te vermenig-
vuldigen, vindt men’ﬁ?f fq)zo. L0 vourtgaande verkrijgt men /“ A=0

i:ﬂ,,..,fs. Door nu van“rechts met eg te vermenigvuldiger 1,p,vu

8
met €, kan men 'k§2 voor alle 1 nul krijgen. Zo voortgaande vindt
men AJ=0 1,3=1,...,T.

13

S
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De elementen ej.G: e, = hebben al aangename eigenschappen

€. S
1J 1J
te weten Sijsjkzsik‘ Het bewljs hiervan 1s eenvoudig
2 2 = S & 2, =€ &) Sae =e,.6,. e . &
@isijujejsskek = eiG&JeJGﬁkek-cieifijcakck e % k%% Dat echter
Sijsk1=0 voor k#j kunnen we niet beweren. Wel is het waar alsk <j.
Door geschikte basistransformatie is dit echter,zoals we later zul-

len aangeven, te verhelpen.
k o '
i=1

In een standaardtableau staat de n als grootst voorkomend getal aan
het eind van een rij en tevens aan het e¢ind van een kolom., Door zo'~
hokje weg te laten houden we weer een tableau over (en wel met n-7
hokjes), dat uiteraard ook een standaardtableau is. Hierult kan men
net hokje dat door n-1 wordt ingenomen weglaten. Zo voortgaand kar
men dus het gehele tableau afbreken en met het omgekeerde proces
weer opbouwen, Hierbij geeft de nummering van de hokjes uit ecn
standaardtableau dus een mogelijke volgorde van opbouw van het ta-
bleau en wel een opbouw zodanig dat in elk stadium een correct ta-
bleau ontstaat. Bijvoorbeeld voor het tableau

i3 05] eeerraie (] [1] [1]3] [1 ]3] []3]5]
2k 22 |el4]leik

Bi) een niet-standaardtableau zou dit niet goed gaan. {1 |5 |4

Zou geven Lﬂé 1 1 1 Ll en| 1154 213
2] |2i3] 213 213

waarbl, 2x lets dat geen tableau is wordt gepasseerd.

Het aantal standaardtableaux is dus gelijk aan het aantal mo-
nieren waarop men het schema netjes kan opbouwer,
De flguur bestaande uilt een hokje en alle nokjes rechts ervan in
dezelfde rij en eronder in dezelfde kolom noemt mer cen hoek (beho-
rende blj dat hokje). Het aantal hokjes van een hoek hecet het hoek-
getal van dat hokje. Het product van alle hockgetallen van een sche-
ma S heet het hoekproduct & (S). We zullen nu bewijzen, dat het aan-
tal standaardtableaux behorend bij S gelijk is aan n!: G(S).

In de hokjes van het schema . . . zetten we hoekgetallen
L3 1 oo 51 5 .
2| 1 SRR

Dz gebroken lijn dle een tableau aan de rechterkant en aan de onder-
kant begrenst noemen we de zoom van het tableau, Deze gebroken 1lijn
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wordt in (gelijke) stukken verdeeld door de hoekpunten van de hok-
Jes die aan de zoomgrenzen, Deze nummeren we van links onder naar
rechts boven biljvoorbecld van O,...,r. Als nu de onderkant van de

i-de rij op de zoom eindigt bij het

~
B ~
13 N

.._.___[ :) 4

u.-de punt van de zoom en als de

X voorkant van de J-de kolom eindigt

’\“2 bi] het vJ—de punt van de zoom, dan
is het hoekgetal van het (1,j)-de

hokje gelljk aan ui—vJ, zoals gemak-

kelijk 1s na te gaan.

We zullen nu een formule op-
el .
stellen voor §~ ﬁ{g%-, waarbi) gesommeerd
L G ’
wordt over alle schema's S™ die uit S ontstaan

door weglating van een hokje, Noem de begin-

0 N J o punten van horizontale stukken van de zoom

X CaXg (inclusief eindpunt van de zoom)

X
0’71
0 en de beginpunten van vertikale stukken

Yo oo (zie Tiguur), dan geldt

G"(S) - (v - _ (Xg"yq) (XB"y/‘) (Xs‘y/}) ‘
zc-(s*“) = (7mxg) (xgmvg). (Vo-y4) (3-v4) 777 (Vg-¥4) -

Vn-% Xy =7 X~y

2 7o 3 V2 s Ve
(y ~-X )(x -y )._._.._._._a._ .

VoV 2 71 2 Y2 V3-Y5 VYo

+ou ,

~—
o

of als men stelt f(x) = (x—yq)(x_yg)...(x-yc) en g()<:)=(:><:-><:o)(x-—x,l

R o ._13— g(y° —— [ &
(X—X ) ? = S) = - 2ot . BEvenzo wordt ‘3 = S) waar-
) “o(sny T = T “o(®)

. - ~
bij de som wordt uitgestrekt over alle schema's S die uit S kunnew

ontstaan door toevoeging van cer hokje, gelijk aan

(y4-%,) ¥p-%, Yg7%o  Fq47Vq Yoty V5% = £(xy)
(=% ) Xp=Xy 777 K =K i R T Xg™%y T =5 g|(xi§
Stelling VI.5.1. a= o(8) _ p en b:jg:fiil-= 1. “
(s (s)
Bewijs: Beschouw he% p§lynoom
S
mx) = 2 §7%§;7 (1) e (o) (5 g) e (ko).

De graad hiervan is s-1 en de hoogste coé&fficiént is -a.
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Voor k=1,...,-8 geldt g(yk)=h1(yk) dus, daar g(x) de graad
s+1 en hoogste coéfficiént 1 heeft, g(x)-h, (x)=(x-y, ) (x-3,) .
(xwys)(xut) voor zekere t. Stel "m'xo= o/ ,;Z_xqu_ Eg“:jﬂy1=/34

— o'-/\--—" ,] =]
en EL_yAV2=/32 dus g(x)-h(x)= x°+1-g6 +E) T H( At )X to.es

/}/xSi-’l )x'{‘""

- w7 'u/-!v-(k
oty % (o

derhalve t= d -8 en -a = 27a 7/xf~ 12_,1_/3(o(ﬂ/1) _—

Andcrszdu is de'oppervlakte" van het schema gelijgk aan
N= -X, Y )= > s K=V V=X X XY )=
= siz—;‘] ‘s (g7 (557 01T cs(yu’lxg Vi pq¥ 37Xe% %18 )
A S~ - - ) ~
";:ﬂ_ .‘]1'“/4‘071372- Z.:..XOAA‘ I—if____l_ z{i‘VJ——-(v/\, ,l—r.)//u)g)-'//\)e (4..24( Cy\,l /.)1‘
— s (s &oelyy) .
NDus ™ _“__gL)__ = - ) o L = - ('/,)-//:3?-1-/3‘5" ..»I/f’;(,} mf_/‘/‘ = n
~e(sh)  f=m T e
Voor de tweedg gelljkheid beschouwen we
f(x,
el ‘:‘_’ -—————J-—-—-_ - — — -
hy(x) 2 P (x=x ) oo (%% ) (% xi+q)...(x xg) -
i

Dit is een polynoom van de graad s met als hoogste coéfficié&nt b
en waarvoor geldt hg(xi)=f(x() 1=0,1,...,s8, dus hy(x)=f(x) en de

i
hoogste co&fficiént van f(x) is 1, derhalve }:flLs— = 1.
6 (3)
1
Uit deze gelijkheden volgt direct, dat voor de T(s)= n.) de
G (s

volgende gelijkheden gelden
170 57 T(8™) =(s) en 2°. 5 T(B) = (n+1) T(S).

Door 1%, nx toe te passen hebben we 'L(S):E{fﬁ(ﬂ) = £ daar T(1)=1
«n Jaar deze term even vaak voorkomt als er manieren zijn om S af

ve breken en dat is wz=zer gelijk aan het aantal standaardtableaux be-
horend bij S. Door nu n % formule 2°. toe te passen op T (1) krijger

we de clue
2

nb=nl(1) = 25T L =Y o ws) =S 8

Uit deze betrekking volgt dus direct dat de clementen Si? de

<

gehele algebra Sn opspannen en dat bij vaste j en s Sij het 1l-ideaal

E:

S cp moeten spannen.

VI.6. De natuurlijke representatie,
In VI.4 is reeds opgemerkt dat:

S t a S [} ~
Sij Skl = O als s#£t en Sij S.. = 5,
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Bovendien hadden we 843 Skz = 0 als k <) maar voor n> 4 geldt

e
dit niet noodzakeligk voor k> j.
Wel geldt:

Stelling VI.0.1. dig S = 5k3 Sy -

Bewijs: Uit stcllang vIL2.3 (MR 66) en opmerking VI.2.1 (MR O4%)
volgt diccct dat als XﬁESn voldoet aaun:

— ) 4 1’
,:A ny = &n X voor alle p. éPl en alle nle dat dan X= AP, (‘1Nl

Dit uoeg epast op . J skl geeft S, kl =AP G‘lNl en daarna op Sy

s
geeft S. l = AP, G, N, . Daar Sll¥o, ig ook/p¢¥0 dus volgt

Het is nu makkelijk in te zien, dat 5 niet van 1 en 1 (en dus alleen
van J,k en s) afhangt (gebruilk de betrekking S1J SJi Sla)

Door deze gehele bewijsgang wat explicieter te volgen kan men zelfs
bewijzen, dat ,§L =0, als NP =0, dat 7k =+1 (resp.-1), als O%NJPK=N”P”
(zie stelling VI. 2 2) en als de permutatie die 'I‘J in T" overvoert
even (respn oneven) is. Wij hebben dit echter niet nodig bigy de vol-
gende

Stelling VI.6.2. De matrix (?ls) is niet singulier.

Ult de opmerking aan het begin van deze g volgt direct dat de matrix
de driehoeksvorm heeft met louter enen in de hoofddiagonaal, dus
det(gk§)=1. Stel de inverse V ) _1—'7k§

3 X

De elementen Yi =/_5, k7/ks bezitten nu wel de begeerde elgen-

] s vt _ st gk o8
schap Yij Yiq =d "V il
s t iT g .) _ .ot s 8 ;o 8
Ti3 Yy = 5 /pJ kq 2ql B Z_ Sip kq)7pa (ql =

a Psq

Dt 21, iq kp (pJ 7qi = of B K Zé'sia ?qi = o5 Yll g
Hiermee hebben we dus de algebra Sn gesplitst in een dlirecte son
van k matrix algebra's in overeenstemmihg met het vorige hoofdstuk.
veze beschouwingen gaan door wanneer men de coéfficicutln die big de
ophouw van de operatoren uit Sn gebruikt worden neemt ult een wille-
szuridlg lichaam van de karakteristiek nul. Alle bewerkinger zign nl.
rationaal,
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VII. De represcntaties van de volledige lineaire grozp

door

AH.M. Levelt

VII 1. Inleiding.
Onder de volledipe lincaire groep GL(n,K) verstaat men de
groep der automorfismen van een n-dimensionale vectorruimte Un over

een commutatief lichaam K. Kilest men in Un een basis Ugseeest dan

-n’
vindt men de met GL(n,K) isomorfe zroep van alle niet-sinsuliere
T¥n matrices over K. Zoals steeds vorstaan we onder een represen-
catie van GL(n,K) een homomorfe toevoeging van linealre transfor-
maties van een K-vectorrulmte aan de ~lementen van GL(n,K)j waarbil
aan het eenheidselement van GL(n,K) de identieke transformatie is
toegevoegd, In het bizonder is GL(n,K) zelf een (ilrreducibele) re-
presentatie van GL(n,K).

Zi3 G een ngroep (K* is de multiplicatieve groep van K) van
lineairec transformaties van eern K-vectorruimte U ern laat een repre-
sentatie

g —> p(g) (gea)
segeven zijn, Hierin is  p(g) een lineaire transformatie van een
w-vectorruimte V. Warmeer na keuze van bases in U en V de elementen

s

ven de aan  p(g) toegevoegde matrix polynomen blijken te zijn in

C¢ elementen van de aan g toegevoegde matrix (deze eigenscrap is,
zoals men gemakkell 'k inzilet, onafhankeli jk van de speciale keuze
der bases), dan noemt men deze representatie van ¢ geheel~-rationanl,
Zr o deze polynomen nomogeen van dezelfde greaad ¥, dan noemt men
de representatie homogesn van polimoomgraad ¥ fniet te verwarren

met de graad der repregentatie !).

Stelling VII,1.1. Is K een lichaam van karakteristiek O, dan is
ledere peheel-rationale representatic p(g) van eecn K- groep G van
linealire transformaties directe som van homogene representaties va.

verschlllende polynoomgzraad.

Bewijs. De elementen van G zign lineaire transformaties van een
K-vectorruimte U, De rlg)'s zijn lineaire transformatie van een
K-vectorruimte V, Kies in deze vectorruimten bases (uq,.“.,un) resn,
<V15""Vm)' De aan g toegevoegde matrix zullen we biJ deze basis
door g™ voorstellen. Zo stellen we ook de aan P(g) toegevoegde
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matrix bilj deze specilale bagis voor V door jﬁig) voor. Laat e
het eenheildselement van G zijn, dan is eﬂél (nxn eenheldsmatrix).
Daar de representatie geheel-rationaal is kunnen we p ( ne) op de
volgende wi - ze schrijven:

\ -,7‘\-\ A 3t \ ¥ \)\)) b 2,
(13 pThe) = e h e N R (nex).
L ] L] g - . 4 -*‘ }t o
Hierin bangen de elementen van de mxm matrices p o ..., 0, niet
a 2 ® »®
meer van A af, Uit de representatieeigenschap p (he)p (me) =
4

= f*(ayu.e) volgt:
e ke - & ‘ .
(2) Py fy= D Py (=000 V).

Nemen we A=1, dan vinden we

3 4

# " 3% )
(3) o T fqt et =1 (mym eenheidsmatrix).
%
We defini&ren voor _ﬁi¥ nulmatrix V, door
) *
Vi::flv'
Uit de eigenschappen (2) en (3) volgt dan onmiddellijk dat deze v,y
een directe splitsing van V leveren. Bovendien volgt uit de repre-
sentatieeigenschap, dat voor € G en willekeurige A€ K geldt
® L Y ow * 3 s 3% VYoo
(po +2py teect NPy ) ple)= p(g)(pg + AL, +eeet NPy ),

en dus

ES

¥% b3 n
(4) Joj_ ¥a (g) = ﬁ (&) fi s
waarult volgt dat JﬁYg) de ruimte vy in zichzelf afbeeldt. Laat
Jf;'(g) gedefinigerd zijn door
3k i i
(5) L (8) = pip(el,
dan is op grond van (3) en (5)

»” & 3
re) =p(e) + oo+ 27 (e),
terwijl vanwege de representatieeigenschap en (2) en (4) geldt

b3 B
i fa

3%

s ) = 27 pTe) P ) = e £

It

= f“‘f(gh) er_-. f;-“—‘-('-'rij JQT(%L)

[

%Tehﬁlotte volgt uit
* % e ¢ (S v S i %
P Ove) =2 P Ive) = (el nph e W e Ty oAt 2,

dat
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Pl ne) = (ne) i) = At 2 plle) =2t p (e,

P
zodat \pi(g) een representatie van ¢ levert, homogeen van polynoom-
graad Vv .

VII 2. Tensorproducten van vectorruimten,
Literatuur: N. Bourbakil. VII, livre II, chapitre IIT.

In deze paragraaf wordt gesprokern over modull over commutatieve
ringen met eenheidselement. Is U zo'n modulus over een commutatieve
ring K, dan noemt men U een unitaire moduluz als voor alle uel

geldt 1.0 = u,

waarin 1 het eenheidselement van K is. Alle beschouwde modull worden
unitair verondersteld. Onder het cartesicch product varn moduli U en

V over commutatieve ring K verstaan wo de verzameliong
UxV = { (u,v)‘m;&U‘en veﬂi}.

Onder een bilineaire afbeelding van UxV in een K-modulus W
verstaan we een afbeelding £ van UxV in W met de eigenschiap dat
voor iedere u €U de afbeelding v -3 f(u,v) van V in W lineair is en
eveneens voor iedere v eV de afbeelding u-—f(u,v) van U in W line-
air 1is,

Een bilinealre vorm 1s een bilineaire afbeelding van UxV in K
{opgevat als modulus over X).

Stelling VII.2.1. Zi:n U en V tw22 moduli over ¥, dan bestaat er wen
modulus W (over K) en een bilinzairc afbeelding ¢ van UxV in W meg

Ge volgende eigenschap:

g f een bilineaire afbeeldirg van UxV in een modulus Z (over
). dan bestaat er ecen lineaire afbeelding g van W in Z zodat
faag @ op UxV,

Bovendien kan men de eis stellen dat W door ¢ (U xV)
Q:{q7(u,V)I ueU en V’é\f}) wordt voortgebracht. W is dar op isomor-
fie na eencduidig bepaald.

Bewljs. Ve bsschouwen de verzameling T der formele eindige sommen
—

»

A g (ug,vy) (A 8K, ueu, vle.v),

waarin we zz:)i<uﬁ’vi) en jzjkg(us,VS) gelijk noemen dan en slechts
i - J



dan als veoor alle (u,v) & UxV geldt

5 > |
U 11 == AN, —.\ »
(u,,v, )=lu,v) (ut,vt)=(u,v)
127/ 377
¢ 5 2 AJ ’
In T definiéren we eer optelling door de termen van 4;_Ki(ui,vi) en
1
! 4
ji:jg (ug,vJ‘) tot een formele som te verenigen, en een vermenigvul-
i
diging met elementen van K door
> <
A L = n ;
B I Ri(ui,vi) = ZE (/\/Lﬁi)(uiﬂi%

Men gaat gemakkeli 'k na dat T een K-modulus is. De formele som
1(u,v) wordt met (u,v) geidentificeerd, Hierdoor is UxV in T inge-
bed., T i1s isomorf met de K-modulus van de afbeeldingen van UxV in
K, die de eigenschap nhebben dat slechts eindig veel beelden £0 zign.

Zzij £ een afbeelding van UxV in 7, dan kan deze worden voort-
gezet tot een lineaire afbeelding £ van T in 2 door:

TNy ) =2 )

A

Omgekeerd levert elke lineaire afbeelding g* van T in Z door restric-
tie ecen afbeelding van UxV in Z. Gemakkelljk ziet men in, dat

UxV
Z

beeldingen van T in Z).

isomorf is met KL (T,Z) (d.i. de modulus van alle linealre af-

Is  een bilineaire afbeelding van UxV in Z, dar 1s £¥=0 op
wlementen van T van de volgende gedaante

(u +uy,v) - (wysv) = (ugsv)s (uyv #vy)=(u,v, ) =(u,vy),
(Nu,v)="A(u,v) s (u, Av)=n(u,v),

e, daar £ lineair 1:t, dus ook op de modulus T' die door deze elec-
menten wordt voortgebracht. Omgekeerd: bij dledere £ die nul is op
T! behoort één 7, die bilineair is op UwV. Z1j nu W=L/T', dan is W
ool eern modulus over K. Laasg wxvde afbeelding zijn van T op W die
aan een element van T de restklasse mod T' toevoegt. Aan iedere

DU ¥ . TN - - & - ')& o Y ° ° Y Py ..
+ineaire afbeelding £ van T in Z die nul is op T' is een lineaire

~ 1« o R ¥ ¥
atheelding vann W in Z toegevoegd met f = £ 99%
Iy f e2n lineaire afbeelding van W in Z, dan is er een lineaire

. ¥ . . .
afbeelding £ van T in Z, die oul 1s op T' met



MR 79

X L% RO
Deze toevoeging & f 1

o

3 eencenduidlg, Is @ de restrictie van
¥* PR .

w tot UxV, dan geldt dus voor bilinecaire f:

. e

o= s Lx() o

In dit 1s een eceneenduidige afheelding van & (U,V;Z) (
dulus der bilincaire afbceldingen van UxV in Z) op &
W wordt door @ (U xV) voortgebracht.

We noemen W het tensorproduct U@V van U en V, In het vervolg zul-
len we ¢ ((u,v)) door u & v voorstellen,

%H(U xV) en ¢2(U:<V) respectieveligk W,
staat dan dus een lineairve afbeelding g, van W

en w2 voortbrengen., Ir bo-

y in W2 met de cigen-
schap @2=g1- Pq- Ook bestaat er een lineailre afbeelding 8o Van w2
in Wq zodat ¢4=g2- %2' Hicruit vinden we ¥H=%g CPR
Wq door ¢4(U'xv) wordt voortgebracht, besluiten wo dat Dot H de

en, daay

identieke afbeelding van W, op zichzclf is. Lvenzo 1s &' 8o de ideun -

/]
tieke afbeelding van W? ov zichzelf, &4 is een alheelding van Wq oD
Wy, want uilt @g(wg)cqu volgt door toepassirg van i,

Wy = g a(Ws) & oga(vy).

02

Verder 1is 84 eeneenduldig, wart uit
g,](W) = «%‘/lkwi )5
volgt door towpassing van 8o

W = 13;2'{"12.]("\]) = {:a'?:‘vl(wf) = w',

Samenvatting: Zijn U,V en Z K-moduli, dan zijn de bilineaire Al

beeldingen van UxV in 2 en de linszaire afbeeldingen van U@V in 4
eeneenduldig aan elkaar ftoegevoegd., ledere lineaire afbeelding [
van UV in 7 is bepaald wannecr 2lle f(uev) gegoeven zijn, en e
toevoeging (u,v) —sf(u@v) is een hilinuaire :fbheelding van UxV
in Z. Omgekeerd, om een lineaire afbeelding von UV in Z te de-
'iniégren is het voldoende om cen afbeelding (u,v)-» g(u,v) van
UxV in Z te geven en na te gaan of deze bllineair is. Er bestaat
dan een eenduldig bepaalde linecalre afbeelding f van U@V in Z met
f(nev)=g(u,v).
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Stelling VII.2.2. UV en VU zijn isomorf.

Bewijs, V@ U is een K-modulus met de eigenschap dat, als een wil-
lekeurige bilineaire afbeelding f van UxV in een modulus Z gege-
ven 1s, er cen lineaire afbeelding g van V@U in Z bestaat met

f((u,v)) = g(veu) (ueU, veV).

Bovendien wordt V @ U voortgebracht door U xV bi) de bilineaire af-
beelding (u,v) —>v @u. Dan i1s V ® U dus op grond van stelling
VII.2.1 isomorf met UeV.

Opumerking VII.2.4. In het volgende is met 'basis" steeds "lineair

onafhankelijke basis" bedoeld.

vectorruimten

Stelling VII.2.3. Zijn U=(u,,. o)
over een commutatief lichaam X, dan i3 U ® V een vectorruimte over

ti=1,...,m5 j=1,...,m ),

..,un) en V=(v1,...,v

K met basis {ui® v,
Bewijs. U@V wordt voortgebracht door de elementen van de gedaante
11@\7(11€LL v &V). Ieder van deze is te schrijven als lineaire com-

binatie wvan ui® vj, want op grond van de billinearltelt geldt:

S <O SN
Uev = (0 nu)e () av.) =2 O A s U@V, .
T 1M 743N T L3~)i/“b 193

Nu bewljzen we dat de ui@) vJ. lineailr onafhankelijk zijn. Laat
{Zij} (i=’1,...,n,j:’l,...,m) een basis zljn voor een vectorruimte 2
over K. Een bilineaire afbeelding £ van UxV in Zzl] gedefirnieerd

door S .
<
f(>'-f AUy s }___/ocjvj) = {3 7\1’#%213 .

Er is nu een lineaire afbeelding g van U ®V in Z met f(u,v)=g(uev),
zZij in;j U @V, o= 0, dan is

> 7\. D s = > }\ . . = Q;" . . o2 N =
1,3 "13%1 %%3 158(ugsv5) £ A 8luy & vy)
= g( > N, u.@v.) = g(0)=0, en

dus A ,=0 voor alle i en j.

Zijn U
U,1 in Vq en S2 een lineaire afbeelding van U2 in VE’ dan 1is

’]’UE’V’I en V2 K-~moduli, S,1 een linealre afbeelding van

(u,‘,ug)*.» (Squq) ® (82u2)
een bllinealire afbeelding van U,‘xU2 in V,1®V2. Volgens stelling
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VII.2.1 is er dus een lineaire afbeeclding g(Sq,Sz) van U,® U, in

/l
V,] ® ’\/’2 met

() £(S,,8,)(uq@ uy) = (S,u,) @ (Spup)

[t

De verzameling eﬁ(U;V) der lineaire afbeecldingen van een K-
modulus U in een K-modulus V is zelf een K-modulus, wanneer men voor
SenT € &£(U,V) de som definiecert door

(S+T)u = Su + Tu voor alle u € U,
en d= vermenigvuldiging met A& K door
(A 8)u = A(Su) voor alle ueU,
Nu is(gﬁ)gp;wagﬁq,sg) cen bilineaire afbeelding van
ey (U,],V,l) % (U, Vo) in C:@(quss UssV 4

kelijk afleidt. Er is dus een lineaire afbeelding [ van
o‘(’(U,‘,V,]) ® L(Uy,V,) in éf(U,‘a@ Uss V1®v2) met de eigenschap

@'Vg) zoals men uit (1) gemak-

g(Sq,Sg) = f.(S,]Q 82).
In het algemeen is [ geen isomorfe alfbeelding van

X(U’]:V,l) ® i(UE’VP_) op ;C(U/IGDUE’V’I CZ)V2>‘ Wel geldt

Stelling VII.2.4, Zijn U11U9’ Vq en V, vectorruimten over een com-
mutatief lichaam K, dan zijn < (U,,V,) ®<X(U2,V2) en ;f(qu‘Ug,vchv?)

1271
isomorf.

Bewljs. Laten uglz...,u (1) en v bases zijn voor Ui en
v, (1=1,2), 1 1

In het volgende doorlopen de indices h,h',j, ' de waarden
Ts...5ny en k1 de waarden 1,...,m, . Voor i=1,2 is nu ook cf(Ui,Vﬁ)

een K-vectorruimte, waarin we als basils kiezen de lircaire afbeel-

dingen S&é) (k:ﬂ,u..,mi;
(1), (1) _ (1)

Skh u,i = JﬂJVk .

h=1,.,.,hi) gedefinigerd door

Stelling VII.2.3 leert ons dat Skéq)® Slgg) een basis vormen voor
2] [y N 2 2
J.(Uq,vq) ® df(UQ,Vg), Anderzijds vormen ué1>@ ug ) en v£1>® vg )

bases voor U,® U, resp. V,@V,. Een basis voor L(U, ® Uy, V, @V

1 271 2)
vormen de Tkhlj gedefini&erd door

oul® =g v (e v, (2)

(1) _ .
hht %33

Tin1y Yne
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Beschouwen we nu de boven ingevoerde lincaire afbeelding
van &£ (U 4574 ) @ SG(U,),V ) in :C’(U ® Uy, V,®Vy), dan is

2771
f(Skéﬂ) ( ))( ( ) g?)) = g(okéq),slgg))uh€1>® uj€2)
St >h€” slg”ujézhwhh,v&”)@(c»gj,vfh
= Tkhlj uh§1>@ ujgg)

voor alle h' en j'. Door f wordt dugs een basis van & (Uﬂ,V )@JXUE,VQ)

op een basis van L (U @ Us,V caV@) afgebeeld., Hiermee 1s de isomor-

1 1

fie bewezen,.

Opmerking VII.2.2. Waar in het vervolg sprake is van vectorrulmten

kunnen we zonder bezwaar g(Sq S,) door S

3
81@>82 het tensorproduct van b1

In het volgende wordt het begrip tensorproduct ultgebreid tot

,“380 vervangen., We noemen
8

en 82.

oroducten van meer dan twee modull. Van de stellingen, die genera-
lisaties zign ver de voorafgaande, zullen geen bewljzen worden ge-
geven, indien deze geheel analoog zijn met de geleverde bewljzen.

Een multilineaire afbeelding £ van qu...xUV (cartesisch Pro-
duct van n » 1 moduli) in een modulus V is een afbeelding van
Ujxe..xU, in V met de eigenschap, dat voor iedere i(i=1,...,¥ ) er
iedere vaste keuze van uje.Uj(jzﬂ,.,.,v ,j#1) £ een lineaire af-
beelding van Ui in V i3,

Stelling VII.2.5. Zijn U, (i=1,...,» ) K-moduli, dan bestaat er een

X, . XU in W

K-modulus W en een multilincaire afbeelding ¢ van U y

met de volgende eigenschap: 1
Is f een multilineaire afbeelding van qu...va in een K-mo-
dulus Z, dan bestaat er zen lineaire afbeelding g van W in Z zoda-
nig, dat f=g- ¢ op qu,.,xUV .
Bovendien kan men eisen dat W door 99(U Xoo XU, ) wordt voort-
gebracht. W is dan op isomorfie na eenduildig bepa ld
1,.6#,UV
wijze gedefinigerd als in het bewijs van stellingVil.2.1, dus als

factormodulus T/T', waarin T de verzameling (modulus) 1s van de ein-

Het tensorproduct W van U wordt op volkomen analoge

Qige formele lineaire combinatieszngguqi,...,uni) der elementen
van Uﬂx“'XUn’ en T' de deelmodulus van T, waarop "de multilineaire
afbeeldingen nul zijn" . ¢ is de restrictie vaun de canonleke afbeel-

ding van T in /T' tot U, x. xUV . We schrijven in het vervolg

1



MR 83

uy @ ...eu, i.p.v. tp(uq,...,u),). En voor W schrijven we U,® ...@U,.

Stelling VII.2.6. Zijn U, voor i=1,...,¥ K-moduli en 18 Jyseeesdy

een permutatie van 1,...,¥Y , dan zijn'Uqw 93,®Iﬂ) en U, @...QDUJV
oJ /] 7

isomorf.

Stelling VIT.2.7. Zijn Uiz(uq(l),...,ug?% voor i=1,...,)» vector-

R . . i .
ruimten over een commutatief lichaam K, dan 1is U1® ...@»Un een vec-
torrulmte over K, die wordt voortgebracht door de elementen

oo g ul?
1 v

(i,l=’1,...,n,], 123’!,veosr.]g.!-'-J,iv‘—:/]:‘-',-:ny)-

Stelling VII.2.8. 2Zijn Ui en Vi voor i=1,...,¥ vectorrulmten over
K (commutatief lichaam), dan zijn &f(Uq;V1)® o l(U,,V,) en

SK(U,I&»...@UV ,V

1@ ... ®V,, ) isomorf.

Het slot van deze paragraaf 1s gewljd aan tensormachten van
een‘modulus U. De wv-de tensormacht van U is de tensorruimte
b =U®... @ U (in het laatste product staan Vv factoren). In dezc
tensormachten, waarvan we de elementen fensoren noemen, beschouwen
we speciale lineaire transformaties. Laat ¢ een permutatie zijn der

getallen 1,...,) .De afbeelding (uq,...,u.y) —3u & ..U

-1 _~
van Ux,..XU in U vl is multilineair, dus is er een (1> eenduidip ~)

ol

bepaalde lineaire afbeelding & “van UEX] in zich met

- 3%

¢ (u, @ ...@u_ ) =u
1 vV G’-/](’I) G—/}(V)

Men kan de transformatie zd beschrijven: "In ueve ... 2

® ...8U

(u,v,...,2¢U) gaat het element op de i-de plaats naar de & (i)-de
plaats", Hieruit volgt onmiddellijk de associlatieve wet.
(Te) (w2 ... 0u,) = CWG”Yuqﬁ...@uv).
v . % )
Een tensor teU heet symmetrisch, als ¢ t=t voor alle
ced.

Stelling VII.2.9. De symmetrische tensoren vormen ecn deelmodulus

van U kvl , die, als U een vectorruimte over K ig, wordt voortge-
3\
bracht door de tensoren XL 1 = X @ ..., & X.

Bewijs, Uit de definitie van symmetrie en de lineariteit van c™

volgt onmiddellijk dat de symmetrisghe tensoren een deelmodulus

. Vi . .
vormen, Verder zijn de tensoren xr symmetrisch., Z1] u,‘,...,un

een basis voor U en 1 siqéiie YA éi»,s n, Dan is
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v] vl
u (iq""’iv) = (uy +oofyy ) ¢en tensor van de verm X en
4 1% \‘/'1
een lineailre combinatie van basiselementen u, @>"'C)uju van Ug
. . =1 . .
Aangezien Uy ® ...@;uiv slechts voorkomt in u(lq,...,ly), zijn de

+v -1
(n \ )3 en

u(iq,...,iv)q lineair onafhankelijk. Hun aantal is
dit is Juist de dimensie van de deelruimte der symmetrische tensorcn.

Immers is t= Z; t. U, ®...® vy, symmetrisch, dan 1is

1,1...3'.y 1,
ti 5 = ti ; , voor alle G & %:en omgekeerd., Men kan dus
(1) e (v) AV
de t, met 1<i,¢i,4...<¢1 < n willekeurig kiezen, de overi-
1 j. V 1 2 v

ge coﬂééﬁenten zian dan bepaald.

Wanneer geen mogelijkheid tot verwarring bestaat, wordt in het ver-
volg & geschreven i.p.v. &

VII 3. De commutatorring van een representatie.

In deze paragraaf 1s K een commutatief lichaam met karakteris-
tiek O.
Definitie VII.3.1. Is A een K-ring (resp. K -groep), U esn K-vector-

ruimte en a — p(a) een (ring-)representatie van A in U, dan ver-
staat men onder de commutatorring B van de representatie p van A
de verzameling der lineaire transformaties van U, die met alle

pla) verwisselbaar zijn., (Dat B een K-ring is verifi&ert men gemak-
kelijk).

In deze paragraaf zal de structuur van B onderzocht worden
voor het geval A isomorf is met een directe som van volle matrix-
ringen over K (dit 1s bijvoorbeeld het geval, wanneer K het lichaam
der complexe getallen is, en A de groepsring van een eindige groep
(stelling I.6.1)). Bovendien worden van zulke ringen A de represen-
taties onderzocht.

Stelling VII.3.1. Zij A een directe som van ringen A, ,...,A die

/\9 k,
ieder isomorf zijn met een volle matrixring over K. Zij U een K-

vectorruimte enr%n—ef(a) een (ring-)representatie van A in U, Laat
B de commutator Aan de representatie £ van A zljn., Het cecenhecidsele-
p K met eie Ai
(i=1,...,k). Laat U; gedefinigerd zijn door U;= ﬁ(ei)U, dan gelden:

ment e van A is te schrijgven in de vorm e=e_ +...+e
a. U,],...,Uk geven een directe splitsing van U. Iedere Ui is bij p
invariant. Is p,(a) de restrictie van p(a) tot U,, dan is

ai->fi(ai) een representatie van A, in U, en geldt voor alle a €A
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en uelU
(VII.3.1) pla)u = fq(aq)uq + ‘pg(az)uz + ...+ﬁk(ak)uk s

waarin a=a,+...+a, met aJe Aj €N Usu,t. ..ty met uje,U‘j (j=1,...,k).

b, Is b€B, dan transformeert b iedere Ui in zich en is

b =b +...+b

,] ) ° k S
waarin b, ﬁ(e )b = b p(e ) de ruimte U, invariant laat en ilederc
Uj (J#41) annuloert Is By= {b l b EB‘} dan zijn By, ...,By elkaar

annulerende twzezijdige 1dealen in B, B is directe som van
qu""Bk'

7%
Laat b, de restrictie zijn van bi tot Ui en Bi =
{ l b, € B, }, dan is Bi* de commutatorring van de representatic

£y van A1 1n U; en geldt

2 b * -
(viz.3.2) w= b, ou, +e..tbou
waarin uy ‘P(c Ju (i=1,....k).

Bewijs. a. Daar eiej—-leeJ en p(e)= f(e1)+...+‘p(ek) is, 1is
iedere uw €U te schrijven in de vorm

u=p,(e)u = f(e,l)u +...+f(ek)u,

Terwijl uit
pledugte. + pledu=0  (u;20)

door linksvermenigvuldiging met ﬁ(ei) volgt dat p(e )u =0. Dus
de splitsing in de U; is direct, Is v= \F(ei)u een elempnt van U,
dan 1is

pla)v = pla) ple)u = pley) p(2)u €U,
dus 1ledere Ui is biy p invariant,

De toevoeging a v%fi(a) is een rcpresentatic van Ai in U
want (K-)lineair, terwijl voor u €U;ena,b €A, geldt

i
py(ab)u= plablu= p(2) p(b)u= £(a) pi(blu= p,(a) p£i(b)u
(omdat f&(b)uAeUi), en

ﬁi(ei)u = ﬁi(e)u =ﬁ(e)u = W,
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Tenslotte geldt voor alle aehA en uedlU

P = I L pag) ple)
Lo : &
= Z JZ:; Plage)) pledu= ; pey) plegdu = 2 pileg)ug,
waarin u, = pe;)u €U;.

b. Zij v= ﬁ(ei)u €U;, dan is

bv = b p(e;)u = pL(e;)bu €Uy

Verder 1is

b =bple) = bf(ei) +...+bp(ek) =b, + ... + Db,

Is v =p(e,)u eUJ, dar is voor i#]

J
bj_ v = bﬁ(el> ‘P(GJ)U = 0,
terwijl voor 1=j geldt

b.v = b p(ei)‘ﬁ(ei)u = b_ﬁ(ei)u =‘P(ei)bu €Uy .

Bi is een modulus met de eigenschap dat voor alle c¢c €B en bie‘B
geldt

c by =c¢ y(ei)b = ﬁ(ei)c b B, ,

analoog b, c €B,, en bovendien voor 143

b, ¢ = b P(ey) ﬁ(ej)c: = 0.

o J
* % .
Is bi E-Bi , dan 1s voor alle aie Ai en uié Ui
% * .
bi" pilag)u, = by plag)uy = oLfv(ai)ul = p(ag)bsuy =
*»
=p(ag)b; uy = pilay)biuy

Laat ¢ een lineaire transformatie van Ui zijn, die verwisselbaar
is met alle p,(a;), dan is b=c p(e;) ¢ B;, want voor alle aeh en
uéel is

bf(a)u = Cf’(ei) .P(a)u = Cf(jl) f(e')u



i

¢ pi(ay) plejdu = Pilag) ¢ pleglu = p(a)e ple;)u

il

pla)b u ,
b=cple;)=cple) pley) = bpley) .

Hieruit volgt dat c=b”™, dus ¢ ¢B,.

Tenslotte is voor alle beB en uel

Kk k K Kk ™
bu = 12;1 ; b ples) pleju= z biu; = l; buy
Op grond van de voorafgaande stelling, en in het bizonder de
formules (VII.3.1) en (VII.3.2) kunnen we ons bij het onderzoek van
de representaties van A en biljbehorende commutatorringen beperken
tot het geval dat A zelf isoform is met een volle matrixring. Hier-
over spreekt de volgende stelling zich uit.

Stelling VII.3.2. Zij A isomorf met een volle matrixring over K,

U een K-vectorruimte en a — p(a) een representatie van A in U, dan
is deze representatie volledig reducibel, en alle irreducibele re-
presentaties zign aequivalent. Is B de commutatorring van de re-
presentatie p van A in U, dan is B isomorf met een volle matrixring
over K. Omgekeerd geldt, dat de p(2) Jjulst de lineaire transfor-
maties zijgn, die met alle transformeties B verwisselbaar zijn.

Bewijs. Daar A isomorf is met een volle f x f matrixring over K,

zijn er in A elementen €y (i,J=1,...,f) met de eigenschap

(VII.3.3) e = dﬁk e (i,1,k,1=1,...,T),

13 %kl 11
terwlijl voor het eenheidse%ement e van A geldt

(VII.3.4) e =9 e
Definiéer nu deelruimten Vi van U door
(VII.3.5) vV, =p(e5,)U (i=1,...,1).

Men kan voor i, =1,...,f de ruimte Vi in Vj'afbeelden door

(ViI.3.6) X — p(eji)x (x evi) ,

en daar de afbeelding x way(eij) p(eji)x identiek is op V, volgt
dat de afbeeldingen (VII.3.6) eeneenduidig zijn Op (zle eenduidig-
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heidsbewijs in stclling VIILZ2.Y).
Uit (VII.3.3), (VII.3.4%) en (VII.3.5) volgt nu onmiddellijk, dat

v V, een dirvecte splitsing varn U leveren., We kiezen in Vq een

,l,e.cg 3
Lasis vﬂé),., (4) . Met behulp va: de afbeeldingen (VII.B.@) d€ -
fini&ren we voor 4= 25...,7 ean bosis Vgl),...,vgl) in Vi’ nameli jk

< L g :
(VI1.3.7) vg ). pleg) v (=1, e)

(Deze formule is geldig voor i=1).

Hoc ziet de matrix eruit, die bij deze basiskeuze in U aan

p(a) is toegevoegd? Zij 2 € A het element

£
(ViI.3.8) a = Eiq k=1<xhk Cpy
d¢an 1s £ ,
(i) _ = A of e (i-) _
ﬁ(a)vj = qu éé% hkf(ehk) vy -
LT T e ple, ) ple el 2 T e p(e, )
h::ﬂ K=" hK hy ' 11 J ]’%;/‘ + h/l

zodat we vinden

| (1) & (n) . :
(VII.3.10) Jv(a)vJ = E:: oy VY (i=1,...,T3 J=15...,8).

Laat UJ de ruimte (vgq),..,,vgr)) ziyn (j=1,...,8), dan volgt uit

(VII.3.10), dat i1edere UJ in zichz:1" wordt afgebeeld bij de trans-
formatie p(a), dat U irredusibel 1s (z1lle o in (VII.3.10) komer
voor, daar A isomorf is met een volle matrixring over K), en dat
biy deze speciale bageskeuze de ﬁ( ) in iedere Uj een Ltransformatis
induceert met dezelfde matrix ( hi)y zodat p uiteenvalt in irredu-
cihele representaties, aequivalent met de representatie [ van & in
U, gegeven door (VII.3.10) met j=1.

Z21) nu b cen lineaire transformatie van U, die verwisselbaacr is met

alle p(a), en leat de S 1) ~basis door b getransformeerd worden
volzens
| DI - e N R |
(VII.3.11) =2 2 A vy (1=1,...505 J=1,...,:8),
=1 k=1
dan volgt uit p(a) b vgl) = b p(a) vgi) dat
r ) £ r

£ . g .
(VII.3.12) S 5 pfla y(B) sl L8
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Kiezen we nu &, = dﬁh' Jkk" dan volgt uit (VII.3.12)

/A1) Chn AL Jie o

zodat

1 i " . !
(VII.3.13) /°£ k; = Jynr 3 (hoh'=1,....0; 1,3=7,...,8).

Men toont gemakkelijlc arn, dat b met alle p(a) verwisselbaar is,
wanneer de matrix de eigenschap (VII.}.13) heelt (ﬂlj willekeurig
in K gckozen),
Uit (VII.3.11) en (VII.3.13) volgt voor vaste i

. & N
(VIT.3.14) p vl o 5 /5 v§1>,,

1=1

waarult blijkt dat de ruimten \f,hL bij B invariant zijyn. Daar de/éij
willekeurlg in K genomen kunnen.worden, komen alle lirenire afbeel-
dingen van Vi in zich voor en 1is V dus irreducibel.
De restricties var b B tot Vq,...,
lente(gebrouwe ) matrixrepresentaties van, B, zoals uit (VII.3.14) on-

Vf vormen irreducibele aequiva-

middellijk volgt. Laat b —~A(b) cen met deze representaties aequive -
lente representatlic van B zign. B zell 18 isomorf met een volle
matrixring, omdnt A dit is.

De laatste ultspraalk der stelling verilidert men gemakkelljk door

rollen van p(a) en b te verwlsselen,

Stelling VII.3.3. Zig A dsomorf met zern volle matrixeing over K, U

een K-vectorruimte en a — p(a) ecn vepresentatie van A in U, Is R
de commutatorring van de representatie 2, dan zijn de Lij D invao-
riante deelrulmten V en de rechtegidealen r van A eenceuculdig acn
elkaar toepevoegd door de afbeeldlingen v —¢(r) en V — wr(v) gede-
finieerd dcor

(VII.3.15) @(v) =4 plx)ul xir, ue;U};

(VII.3.16) y{Vv) ==

Bewijs. Dat ¢(r) een »ij B invariante deelruimte is, en Y (V) een

el e p(x)ueV voor alle uﬁaU} .

rechtsideaal in A verifigert men onmiddelli k. Verder volgt ook on-
middellijk uit de definities van ¢ en ¥

(VII.3.17) r,Cro=>¢(r,) ¢ ¢(ry),



(VII.3.18) vqcvgﬁw(vq)c\y(vg).
Nu bewljzen we
(VII.3.19) rocw(e(r)).

Stel x ér, dan is p(x)u ¢ ¢(r) voor alle ueU, dus xe V(¢(r)).
Ook geldt

(VII.3.20) @(y(v)) c v,

want stel ve @(y(V)), dan is er een ye (V) en een u'e U 26, dat
ply)u'. Omdat ye (V) geldt p(y)ueV voor alle ueU, dus

v= p(y)u'e V. Uit (VII.3.18) en (VII.3.20) volgt v (@(y(V)))cyw(v).
Substitutie van r= (V) in (VII.3.19) levert Y (V)Cyw(@(¥(V))), zo-
dat dus geldt

v

H

(VII.3.21) (V) =W (2(¥(v))).

Analocog bewijst men

(ViI.3.e2) ¢(r) =¢(y¥(g(r))).

De stelling 1s bewezen, wanneer 1is aangetoond dat voor alle r en V
gelden

(VII.3.23) e =y(g(r)),

(VII.3.24) Vo=@ (y(V))

Op grond van (VII.3.21) en (VII.3.22) is het voldoende te bewijzen,
dat bij iedere r een V bestaat met rz\ﬁ(v), en dat er bi) ledere V
een r bestaat met V= ¢(r). Laat r gegeven zijyn. Dan is er een idem-
potent e, zodat r=e A, Laat V:_P(eq)U zijn, dan is V een B-invari-
ante deelruimte. We tonen aan, r=W¥ (V). Als x er, dan is er een ael
met x=e,a; dus is f(x)u= ﬁ(eqa)u= ﬁ(eq) pla)ueVv voor alle ucel,
Bijgevolg is xey (V). Als xey (V), dan is \p(x)u=‘p(eq) rx)u=

= ﬁ(eqx)u voor alle u €U, dus p(x)= ﬁ(eqx), en daar pgetrouw is,
geldt x=e1x. Dus x er,

Laat nu V gegeven zijn. Vanwege de volle reducibiliteit van B
is er een B-invariante deelruimte V' te vinden met U=V+V'. De pro-
Jectie P langs V' op V is een lineaire transformatie, die met alle
transformaties van B verwisselbaar is., Er is dus een d eA zodat
P= p(d) (stelling VII.3.2). Stel nu r= {da]ae‘A} ., We tonen aan dat
V= ¢(r) is. Als v eV, dan is v=Pv= p(d)vep(r). Als veg(r), dan is
er een aeh en een u eU zodat v= p(da)u= p(d) pla)u=P p(a)ueV.

it
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In het voorafgaande 1s gebleken, dat de rechtsidealen in A
belangrijk zijn in verband met de commutatorring. Voor het geval
A groepsring is van een eindige groep wordt nu een cenvoudig pro-
cédé gegeven om de rechtsidealen in A te vinden uit de linkaidea-
len.

Stelling VITI.3.6. Zij ¥ cen deellichaam van het lichaam der com-

plexe getallen, dat met ileder getal de complex geconjugeerde be-
vat, G cen eindige groep en OG de groepsring van G over K. Dan 1is
de afbeelding

” -
(VII .3 .26) K o= Z‘h‘ ?rv g - }’i - ),__,_,_ (-j(r g 1
gea © gen ©

een anti-automorfie van OG’ waarblj tweezijdige i1dealen invariant
zijn. Brengt a een minimaal linksideaal 1 voort, dan brengt & een
minimaal rechtsideaal r=1 = { £]|x él} voort (en omgekeerd), r en

1 worden ook voortgebracht door 4a.
Bewijs., De afbeelding (VII.3.20) is een afbeelding Op, immers

xéiOG is beeld van X. De lineariteit der afbeelding is triviaal.
Verder geldt, als

x= 2  5g, :»'=S_ 7. &

g E‘G o C' h S
- Tk
Xy = Z— < 41{___, 51'1 ’71'1 v lr, ) E‘; 3
geG hE;G '
zodat dus
0 . N c ! PN
vo= (> Ga7a)e-92.
ged ‘"he@ N

Dat (minimale) linksidealen in (minimzle) rechtsidealen overgaan
en omgekeerd volgt dirclit ult de anti-sutomorfie., Laat het minimale
linksideaal 1 nu door a worden voortgebracht, dan volgt uit

geC
dat \
o~ < _— --/] ) {.* -
a a = g zz; o, h = J 4;~ R
gea & neg O £EG “heaq n“ne)

De coé&fficient van het eenheidselement van ¢ in deze laatste uit-
drukking is
>l 1? 40,

h eG
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dus & a brengt een linksideaal voort #0. Dit linksideaal is bevat
in 1. Daar 1 minimaal is, mcet het door & a voortgebrachte links-
ideaal =1 zijn. Analoog bewijst men dat £ a ook r vo-rtbrengt.

N " -
Is o4 een minimaal tweezijdig ideaal in O dan is o ook ecn mini-

GJ
maal tweezijdig ideaal. Brengt a een minimaal linksideaal 1 vog?t,
dat tot o behoort, dan behoort & a tot 1 dus tob e en ook tot 1
dus tot 4. 2 en & hebben een element #0 gemeen en vallen dus
samen,

Stelling VII.3.4. CGegevens alg in stelling VII.Z.3.

Biy de door (VII.3.15) en (VII.3.10) gedelinicerce toevoeging

corresponderen de minimale rechtsidealen in A eenczenduldig met de

bij B lrreducibele invariante cdeelruimtcn,

Bewijs., Dit veolgt onmiddellijk uit stelling VII.3.3 en een oreci-
sering van (VII.3.17) en (VII1.3.18)

r, & Cr, =$wp(r1) e gﬁ(rg),

v, c o, s#~y(v1)c‘C‘#(vL).
Uit r, ¢ <r, kan nemelljk niet volgen @?(P1)='?(r2), daar toepas-

sing van ¥ geeft La=rn. Analeoog bewi jst men de tweede relatic,
.
Stelling VII,3.5., Cepevens als in stellins VIIL3.1., I3 béB en

ae&h, dan geldt

Ko
(VII.3.25) Sp(k p(a))= o 4 (a) ¥(b),
."L — /‘ / -l, l

waarin Xi het spoor is van de irreducibele represertatile Pﬂ van
A en Wi het spoor van de irreducihele representatic Ai van“B
(definities zie bewijs stelling VII.3.2).

Bewljs. Uit de formules (VII.3.1) en (VII.3.2) volgt

* S
bp(a) = b, pla)pley) + oon + D7 p(a) pley),
dus 1’_?.. (1) "
=17 ¥

In het rechterlid worden de sporen gevermd in de deelruimten
Uqﬁ""ka waarin U ulteervalt (stelling VII.3.1). Uit de formules
(VII.3.10) en (VII.3.1%) volgt met do

b‘p(a)vj(i) 3

ar xzebruikte notatie
< . - h)
= N TV <
= f-ﬁ “ni/1g V1
zodat Sp(b p(2)=Sp [ (a) * 5p A(n). Passen we ¢it tce met b=b.” on
f£=2r; (1=1,...,k) dan volgt (VII.3.25).

‘L

K}
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Stelling VII.3.7. Zij A een K-ring nct de eigenschap dat

A = A,\ +"'+A1{”

waarin Ai isomorf is mct cen volle matrixring fixfj over K oeén
laat voor i=1,...,k

een direkte splitsing zijn van A, in minimole rechtsidealen. Z1]
2 — p(2) een represcntatie van A in cen K-vectorruimte U en B de

) 2 - j. L 3 o4 ul
commutatorring van . Is verder UW( ) gedefiniderd door

(VII.3.26) Ugl> = {f(X)Ul Xé.r(l)j vweEvU ! (1=, 0005k J:ﬂ,.,,,fi);

J o
dan 1s U direkte som der Ugl) Ugi)

riante deelruimten van U met de eigenschap dat US )'s met dezelfde

zijn biy B irreducibele inva-

bovenindex aequivalent zijn en met verschillende bovenindex in-

acquivalent (tenzij ze beide =0 zijn).
Bewijs: Laat U(i)={_P(x)ulx@Ai,uzU} zijn,dan is de gpliteing von U ir

o) u(8) aipert (stelling vIT.3.1). De som U, H)e. . su (2) ig
(1) | £
° n

. At
egveneens direkt, want als we ons tot A en U heperken, 1s

(VII.3.26) niets anders dan de ubeeLc:m ¢ gedeiiniderd door
(VII.3.15). Zou b.v. U1<i)ﬂ (U2(1)+... *f<l)) £ 0 zign, dan bligkt
door toepassing van VW (VII.3.16) drt ook*r (1) N (r q( 1) _,,+rf(l))¥u

is., Is e<l) het ecnhcldsclcmemt van A, en L() E(l)k‘ +»(l)mutl

: , =F1 f,
egl)e rgl), dan is u= ﬁ(c( lbu+ rle (bu voor T iederc
u eU(i). Ugl)+.,.+U§i is dUu een @plitsing va Jl U(l). Uit stel-
ling VII.3.2 volgt 1 onmiddellijlk, dat Uﬂ(l),...,U(l) aequiva -

£, ‘
lent zign., Is i#) en ZLJn Us 1) en U J)¥O, dan kunnen “ze niet ae-

quivalent zijn, daar c¢' %€B, rle (1) u(i)¥0 a1s ul’ )¥O in U(l) zit,
tCPWiJl } ( (l)) (J):O is als U(J)é U,(]J)

VII.4. De geheel-rationale representatics van GL(n,X).

Het in VII.2 gedefini&erde tensorproduct van lineaire afbeel-
dingen biedt ons een mogelijkheid geheel-rationale representaties
der volledige lineaire groep te verkrijgen., GL(n,K) is in VII.A
gedefinieerd als groep van lineaire afbeeldingen van een n-dimen-
sionale K-vectorruimte Un op zichzelf. K is in het volgende steeds
een commutatief lichaam met karakteristiek 0. We schrijven verder
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GL(n) in plaats van GL(n,XK). Azn lederc linsairgvpranaforgggie
Zz ¢ GL(n) van U’n is c¢en linecairce transiormatie gL ] van UHL " toc-
gevoegd door

£vi]

g U V@ ...0 20 = QU IV .., Q0% (U,n,ujzaﬁuh).

Dat deze toovoering «er reprefentatic von ?Lgn) ig (het product
[ vl v ] ) . )
van twee lineaire transformaties h en g c %3 op de gebruikeli j-
.. ke Lyl [vl v e e
ke wijze gedefiniderd, zodat h £ =(hg) ) verifigert men

gemakkeligk, evenals het felt dat deze representatie homogeen 1g

™

van polynoomgraad » . In deze paragraaf zal bewezen worden, dat o
representatie g-magLV} (over K) uilteenvalt in absoluut irrcducibelw
representaties (dic ratuurliglk homogeen zijn van polynoomgraad v ).
Verder wordt bewezen dat ledere homogene representatie van polynocii-
graad ¥ van GL(n) uiteenvalt in irreducibele representotics acqui-
valent met de bovengenoemde., Deze resultaten leveren met stelling
VII.1.1 dus dc volledige onlossinz van het problecm dcr gehesl-
rationale representatiecs van GL(n). Tenslotte worden in deze para-
graaf met het oog op de afleiding van de formule van Frobenius do

. Cv _ . .
nij de transformoties g irrcecucibele invariante deelrulmten nog

cXxpliclet aangegeven.
Stelling VII.4.1. Zij B de¢ verzomelirg der lincaire tronsformaties

Ty L
van Un ] s voortgabracht door
o, " g P 5
ha& .., 90 b (.a\(Un,Un).
] 1 J £y 3 . e -~ \'{)- 0]

DaF is B de commutaztorring van de representatie ¢ ¢ van o, in

v o .
Un (gedefiniterd in VII.2.p.33. Doze represcntatic is onmiddel-

lijk uit te breiden tot een representatic von de groepsring A van
J”, over K (zie I.6)).

Bewijs. Daar (f(Un,Un) een vectorrulmte 18 kunnen we stelllng
VII.2.9 toepassen en blijkt dus, dnt B de deelruimte is der symmc-
trische tensoren van &(U_ ,U. )@ ...2d (U ,U ). We noemen de elemeti-
ten van B bisymmetrische transformatics. Dat ieder clement van B
verwisselbaar is met alle 6™ volgt uit het feit dat de elementen
be...e beB met alle ¢ verwisselbaar zijn, immers

c¥(be... @b)(u,l ®...0U, ) =6 (bu, ®...ebu

1 Y

= bu ® ... @bu =(be...eb)(u & ...eu _

= () = 1(1) ()
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=(be...ob)c"u, ®...ou

1 v

voor alle UgseeesUy eU‘ Omgekeerd iedere lineailre transformatic

vl

van U is volgens stelllng VII.2.8 te schrijven in de vorm
T )iblﬂ co®Dy (biq,...,b q€<f(Un:Un): )i ¢K)., Is deze lineaurc

transformatiec verwisselbaar met alle ¢ 7, den is

(VIT.4.1) %2 % by, ®...00,, J(u,®...ou,)
1

_ . 1
= (Zihi b, ® ...0b )& (d,'t}?...@uy)

voor alle u u, €U . voor het linkerlid van (VII.4.1) kunnen

/]J*O‘J V'
we schrijven

“ —
o E;‘%iblquq ©...0by A, = EL_Xib 4, B, B...wb U
i ic” (1) & (1) 1™ (v)s”
= E: N b - ...eb (v . @ ...8u _. ),
(1 17 () =7 (1) ¢~ (V)
terwljl het rechnterlid gelijk iz aan
(2 Mb,,@...9b,  )(u £ ...0U _ ) >
1 1711 1V G’"/l(’\) - 1(\))
zodat voor alle G‘e)jen Ujgsoeasty, ¢ Uy geldt
(El_kib 1 ®...e0 Ju 4, @ ...eu ) =
i ic” (1) i " (v) T (1) s (v)
- (Em Nb., ® @b, )(u @ ...9 U _ ) .
1 1711 1V G.,—/\(,l) G'/](V)
Hieruit volgt dat voor alle GE,X;
2N D . ®...0b =>__>\ibi;§>...®b
1 167 (1) 16" (V) i

zodat het rechterlid cen symmetrische ftensor is uilt
L(U,,U ) @...@dL(U,,U, ), en dus een element van B is,

Stelling VII.4.2. De ring B der bisymmetrische transformatie van
Evid
U wordt opgespannen door de elementen

n
Cv 1
g = g0...8¢ (g «GL(n)).

0
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Bewijs: De tensoren gtvlqg®.., 92 (geGL(n)) brengen ecn linenire

deelruimte Bq van B voort, Stel dat B,I cen echte deelruimte van B

is. Er is dan een be...ebeB (bed(U_,U )), dic nlet tot B, be-

hoort. Met ultzondering van eindige vele N's geldt b+ ae e GL(n).
Nu is
Lvd V.
(b+ Ne) = (b+rhe) @(brhe)@... @(btNe) = b+ XNt 4.0+ NT
elementen van B zijn diec niet van A afhangen
oo+ N0, 8 B,

waarin to,tq,...,ty

(to=b ®...@b). Uit het voorzssnde volgt, dat t ot AL,

voor oneindig veel waarden van A , waszrult men gemakkelijk besluilt

ksl - T e g 1y o RS heu W S s
dot to,..eﬁtv .Lq geldt, 1n gtragd met ngfB

1°
Stelling VITLA.3, De ring B der bisymmetrische transformaties van

tvl
Un

K). Iedere reprusentatic van B valt uitcen in irreducibele, die

is isomorf met cen direkte som van volle matrixringen (over

ieder aequivalent zijn met één der represcntaties A, geleverd
door de bij B irraducibele invarisnte dcelruimtern waarin Un[v]
ulteenvalt.

Bewijs. Daar B commutatorring is van de reoreserntatic G —> ¢ van
de groepsring A van Jﬁ,, en A ilsomorf is met een direkte som van
volle matrixringen over K (zie VI.5), gcldt dit lsatste ook voor
B op grond van de stellingen VII.3.1 &1 VII.3.Z.

Door toepassing van dezelfde stellingen op B i.p.v. A blijkt dat
iledere representatie b —»p(b) van B ulteenvalt in irreducibele
1+..H+Bl
ringen isomorf met volle matrixringen, dar zijn er slechts 1 in-

representaties. Is RB=B, een direkte splitsing van B in

aequivalente irreducibele representaties var B (stellingen VII.3.1

en VII.3.2); met iedere B, correspondeert ¢én irreducibelc repre-

sentatie van B. Deze komen alle voor in de identieke representntic
Cvil

van B in Un op grond van dezelfde stellincen.

Stelling VIT. 4.4, Zij g —» p(g) een homogenc representatie van
GL(n) van polynoomgraad », dan valt £ ulteen in abscluut irredu-
clbele representaties, die ieder aequivalent zijn met <én der. re-
presentaties g ~+zﬁ(gc\)j) van GL(n) (zie stelling VII.4.3).
Bewljs, We kiezen cen basis in Uy s waardoor aan g (lineaire afbcel-

s - % . - v - s
ding van Un op zichzelf) eeg*matrix & is toegevoegd. Hierdoor is
. %
aan g cok een matrix g toegevoegd, waarvan de elementen
ca . w .
Juist alle producten zijn van VvV elementen van g . We kiezen ook
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cen basis in de ruimte waarop P werkt, Hicrdoor is azn  p(g) een
. * - - N
matrix P (g) toecgeveegd. Do elementen f&}(g) van J (5) zijn homo-

v oin de elementen van g .2 €D biljgevolr

sene polynomen van d )
v 1”

€ a:d
.-4?
lineaire vormen ¢ ( ") in de clementen van g
] . ) s e
Voegen we 2an b= i >\ nu 6o matrix @(b) toe, pedefiniéerd

door -

dan is deze toevoeging een representatie van B, want uit de lincaril-
teit van ?ia volgt dat b — @(b) lineair is, terwijl

@ *“kgkt v 1 90(Z;ﬁ1h1cvj )

2.
k
- 2 I e, t77) @)

[vJ Ly
= Y 2 Y(g )
- A k1 K 1

Ly cvi
= §D<%:>\kk °>:1:/“1h1 )
<

Stelling VII.4.3. zegt nu dat ¢ uiteenvalt in 1rruduc1bblp repre-
sentaties, die aequivalent zijn met de daar genocmde representaties
A . Hieruit volgt onmiddellijk de juistheid ven de in de stelling
vitgesproken bewering.

(vl

Definitie VII.4.1., Een symmetrieklasse van Un is cen deelrulmte

vl .. . . . . . . : . .
van Un die invariant is en irreducibel big de bisymmetrische
transformaties.

In het volgende zal een dircekte splitsing van Un[‘v:J in symma-
trieklassen worden aangegeven., Stelling VII.3.7 leert ons hoe we
een dergell jke splitsing kunnen vinden, We dicnen daartoe ult te
gaan van een splitsing van A in minimale rechtsideslen. In hoofd-
stuk VI zijn met bechulp van de zgn. standacrdtableaux een stel
(met betrekking tot de groepsring) onalhankelijke primiticve idam-
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potenten geconstrueerd met de eigenschap, dat de door hen voort-
gebrachte linksidealen de grocpsring van de symmetrische groep
opspannen., Omdat de rechtsidealen dic door deze idempotenten wor-
den voortgebracht ook onafhankelijk zijn (dit analogon van stel-
ling VI.4.Z2 bewijst men gemakkelijk) leveren ze een direkte split-
sing van de groepsring A in minimale rechtsidealen. Idempotenten
die necquivalente linksidealen voortbrengen, brengen ook aequiva-
lente rechtsidealen voort die tot hetzelfde minimale tweezijdige
van A behoren als de linksidealen. ijn S ""’Sk Qe ve?schillen-
gl)Qfsl) de pri-
i i
mitieve idempotenten (voor het gemak spreken we maar over'primi-

de schema's met v hokjes, en zijn P (1 )d@ s5eeesE

tieve idempotenten', ofschoon de PQ's slechts 1dempotent zijn op
een factor na) behorende bij de standaardtableaux van het scheme
Si’ dan leveren de

Lyl ) . .
{P )u | u e U, } (1:1,...,k;3=1,...,¢i)
Lv3
een direkte splitsing van Un‘l in symmetrieklassen., (Steclling

VI;.B.?; is a een voorthrengend element voor rgl), dan is
ta {ﬁ(u)uiu e[}}), We zullen nu nog laten zien hoe men in

icdere symmetricklasse cen basis kan vinden ultgaande van een ba-
sis Ugseeesly in Un’ We kunnen ong heperken tot cen symmetrieklas-
se U, voortgebracht door de primiticve idempotent PQ die bij het
standaardtableau T=T, van schema 5 behoort (de standaardtableaux
in de gebruikelijke rongschikking hetern Tqug,...,rf. Het geval
T=Ti gaat volkomen =znaloog). Een stel voortbrengende elementen voor
U 1s te vinden onder de elementen PQ u] ® ... U )

(51,...,Jy =1,...,0). Om het effcct van | PQ op u. ® ... Uy Be-
makkelijk te kunnen overzien defaini€ren we bij T fq w‘ ® ... JQJ

een indextableau J. J ontsteat door Ji te pleatsen in ﬂuu hOkJQV
van S waarin een 1 staat bijg T. Men kan omgekecrd iccer indextn-
bleau (waarin dus de getallen 1,...,n eventueel mct herhalingen
kunnen voorkomen) "teruglezen' door voor Jy Inu. #® ... eu, het
getal uit dat hokje van J te nemen, waarin i staa% bijg T. W;
schrijven ook g i.p.v, u., @ ...®1JJ . Hoe kunnen we het effect

J v
van een permutatic ¢ op 1 uj @ ... ®U. nu beschrijven? Volgens
Jy
afspraak is cu, @ ...Qu, = a‘ @ ...Q@U, . Bij hzt
J/\ Jv J -1 J -1
(1) (V)
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rechterlid behoort het indextableau ¢ J, dat uit J ontstaat door
Ji ©
in ¢

te vervangen door
/‘

1 Dit indextableau verkrijgt men door
. G i - .
T het getal 1 door (1) J5 te vervangen, Is ¢ ecn p(horizon-
tale permutatie) voor T dan ook voor J. Is ¢ ecen ¢ (verticalce per-
: 4

mutatie) voor T dan ook voor J. Het is niet moeilijk om in te zien

dat men de termen van PQ u kriggt door op J cerst alle mogeld jic:

verticale permutatics toe ge passen, en daarna op leder aldus ont-
staan indextableau alle verschillende horizontale permutaties., Ten-
slotte kan men dan op dc boven aangcgeven wijze de resultaten in

de vorm uj ®,.. 8 ujv schrijven door de indextableaux terug te

lezen, 1
Stelling VII.4.5., De elementen PQu
is (bij het tableau 7=T,

rij afnemen cn in elke kolom toenemen (standaardindextableaux) vor-

7 wasrin J een indextableau
van schema S) zd, dat de getallen in geen

men een basils voor de symmetrieklasse U,

Bewljs., Laat J een willekeurig indextableau zijn, waarin de ge-
tallen j,I 5j2 L ias sjy voorkomen, dan ontstaat J uit een tableau
T *(T*'is niet steeds ondubbelzinnig bepaald) deoor hierin i1 door
ji te vervangen. De standaardtablcaux bij het schema S waren
T,,...,Tp genoemd. Laten verder Y 53,,,., Gf,cr* gedefinieerd
z1ijn door

TA= 52T

s Tp= 0T, x

2P LQ pr]g,..,f G Ga f+1 elementen zign uit het
1771 2 1171

2 120

: %=
Daar Pqus

f-dimensionale rechtsidencl dat door P4Q1=PQ wordt voortaebracht,
bestaat er een lineaire relotic tussen deze ¢lementen, Nu is
/l ",\-- -/l /lT" Is . -'/]

PAQ=PaRys Py =0p P, Di0465 =650 To0.,...,P 0,6, =

o
. - /] D >
=0Ga Pfo en daar FqujPEQE,...J

JfQP onafhonkellijk zign over de
groepsring (d.w.z. ¢e som der linksidealen door hen voortgebracht

. N - . =1 N =N s i R
is direkt), zijn PququQng ,...,Pqucf lineair onafhankeligk.
Er bestaan dus getallen )ﬂ”°”)f (e K) net
=7 . . =1 -
= AP Q@ - ¢y
PQ,6 APAQ, F AP0 F ok AP G

Passen we beide leden toe op us wanrin J,l het indextableau 1is
dat uit Tq ontstaat door hicrin i te vervangen door Jis dan vinden

we

T = AP -
(VII.h,2) PQuy = quQqu + \EIQUJQ ol 4 kaQqu .
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Het indextableau 3, (k=1,2,...,f) ontsteat uit T, door i te ver-
vangen door ji. Deze indextableaux hebben alle de eigenschap dat
de indices in geen enkele rij of kolom dalen. Staan er in een ko-
lom van Jk twee gelijke getallen, dan 1is PQuJ =0, Aan de rechter-

kant van (VII.4.2) zijn dus slechts die PQu; K/ 0 waarin J
K

een
K S

standaardindextableau is.

Laten van nu af Jq,...

der getallen 31’-'-’jy waarbij de nummering zo gekozen 1is, dat

,Jg de standaardindextableaux voorstellen

i<1<=$Ji<<Jk. (Men ordent op de gebruikelijke wijze door Ji< Jk
Te stellen wanneer in het eerste hokje waarin Ji en Jk verschillen
bij Ji een kleiner getal staat dan bij J We bewiljzen nu de
lineaire onafhankelijkheid van PQuJ ,...,PQuJ . Daartoe laten we
eerst zilen, dat uit pquy =us volgtqdat i<k B (nl. als q# 1denti-
teit) of dat i=k (als g="ideFtiteit). Stel eerst gf identiteit en

beschouw de hoogste rij van Ji die bij g niet invariant blijft.

i) -

Ieder element in deze rij dat niet invariant blijft wordt door een
groter vervangen, zodat de Jk die hierna door ordening der rijen
ontstaat niet védr J; kan komen. Er is in bedoelde rij een element
door een groter vervangen, dus Jk¥Ji. Is q de identiteit, dan zijn
de enige p's die Ji weer 1n een standaardindextableau overvoeren,
die welke gelijke elementen verwisselen. Hierbij blijft Ji inva-
riant. We concluderen nu dat u voorkomt in PQu maayr niet in

J . J.
PQUJ 560 sPQU zodat PQu . PQu lineair %nafhankelijk

J.’ J"' 3 J
zijn:}"”/1 & 1 g
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v

: e [
In het voorafgaoszrde is een splitsing gepgeves van Un in

L ~r
symmetrielilacgsey , wenrbij aan ileder scnemz S een eantal zequiva-
lente symmetricklassen is toepevoegd. Dit aantal kan O zign., Er

geldt namelijlc de volzxende stelling

[8

Stelling VII,4.0, Een gymmetriecklasse biy het schema $ in de di-
(vl

rekte splitsing ven U’ is. de nulruimce als het schema S5 meer
dan n rijen heeft, en is niet de nulruimte als § hoogstens n rijen
heeft,
Bewijs, Is S een schema met meer dan n rijen, dan is het aantal
standaardindextableaux geligk a»n nul, en dus de bijbenorende
symmnetrieklasse de wnulruimte (stelling VIILH.5). Is net aantal
rijen van 38 gell jk re¢n, dan verkeljgt men een stan-
daardindextableau door in ieder hokje van de k-de riy van S het
getal k te plaatsen., Stelling VII.4.5 levert dan weer het gewens-
te resultant,

e mogen ons dus verder beperker {ot schiema's mebt hoogstens
n rijen., Zo'n scrnema wordt gekarakteriseerd door n niet-negatieve

getallen Maysee ey s dgic de lenpgte van de 1-ste, 2-de,...,n-de rij

1§
nangeven en dus voldoen aac m1+mm+...+m1= ¥, De acequivalente re-
presentaties, die de gymmetrieklossen bi; dit schemn leveren, zul-

len we door het svmbool A voorstellen,
qmr o e .mh

In de volgende paragraal zullern de karakters van de volledige
linezire groep wordern cangegeven, Daartoe moeten we nagaan hoe de

irrecucibele represcntatilie Ar1n1 " ulteenvalt, indien men zich
I AR 6!

in GL(n) tot de met GL(r-1) isomorfe ondergroen GL'(n-1) beperkt,
die bestaat uit de elomenten von CL(n) welke de deelruilmte
Ussean en de vector o U nvarian aten
( 19 ’ura-4> vector wu  von U invariant later.
Stelling VII,A4,7. Werneer men zich beperkt tot GL'(n-1) valt de

irrcducibele reprosentatic Ar1r1 m  van GL(n) uiteen in de ir-
. ! 1f)c»cu.,_
raducibele represertatics A | ©

Y waarin
mlmt,..m! 0 o
12 e

(VII.4.3) m

»ml2m.emh o2 ... > m > ! > m
| 7 Mo 2 s =17 = n

/

is, en ieder van deze represcntaties éénmaal voorkomt.

Bewijs. Laten we uitgaan van de symmetrieklasse U benhorend bij het

gchema S, die een representatie An1n m ven GL(n) oplevert, en
1,
1772 n
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op de wijze van stelling VIILAH.5 een basis in U kiezen. Laat Vk

de deelruimte van U zign, die wordt opgespannen door de basis-
elementen welke behoren bij de standaardindextoblesux, warrln k masl
het getal n voorkomt. Uit de definitie van GL'(n-1) blijkt on-

o PLy GL'(n-1) invariant is, en dat de
's een direkte splitsing van U geven,

middellik, dat dedere V
v
Kk
In het volgende beschouwen we een VV en kunnen dus V schrlj-
ven i.p.v, Vk' Een basis voor V bestrat, zoals boven al is opge-
merkt, uilt die PQuJ, waarbiy de J de standasardindextableaux door-
loopt welke op k plaatsen een n hebben., Deze indextableaux ver-
deler we in t groepes Jqﬂ""qus,3 ng,..,,Jgsq;......;

J J z4, dat in elk groepjle alle indextebleaux voorkomen

tqsvo-s ts
T

waarin dezelfde hokyes door n-en bezet zijn. We verondersteller

dat de numering der groepjes zd gekozen ig, dat 1<m wanneer in

net cerste hokje, dat slechts bij ¢én dur beide indextableaux

Jass J eer n bevat, deze 1n bij J_ steet., Hieruit volgt dat

1i m, m

l<m wanncer J11 door ¢en pg o in me overgant. Bij het l-de grocp-

jc beschouwen woe de operator P.O.= € pacC waarin p, €n

J AR i 191 Z q. plll’ < fl L ql

leder nokje dat cen n bevot invariant 1laten. We kunnen nu bewi -

zed, dat Wy=(r 0 u

1 g seeesPy@qus ) een biy GL'(n-1) invariante
11 Ls
irreducibele deelruimbte (symmetricklesse) 1s. Tmmers in de index-
tableaux van het l-do groepje kunnen slechts die (aaneengesloten)

laatste hokjes van iedere rij door n-en bezet zijn, welke over de
volgende rij ultsteken. Knipt men de hokjes die een n bevatten

af, dan ontstaat ecen standasrdindextableau der getallen 1,...,0n-1
bly een schemna 3' met n-k hokjes, Zo'n schema S' is bepaald door

n-1 nict-negatieve getallen m%,mé,..,,mé_q die voldoen aan (VII.H.3)

en ml+mi+, . +m!
4TS RS

gen van k hokjes (2an het schema S' zodot het schema $ ontstaat)

=V -k, Oolk zlet men genakkeligk dat bi) toevoe-

dle cen n bevatten eer willekeurig stondaardindextableau der pBe -
tallen 1,...,n-1 bily het schema S' cen der indextableaux

Jlﬂ""’Jlﬂ oplevert, We kunnen nu de vooralgnande tTheorie toe-
‘ 5y

passen, waarbij we het basiselement U buiten beschouwing laten,
I.h.b. levert stelling VII 4.5 datg w] een symmebtricklasse 1is bij
GL'(n-1). De bijbehorende representatie van GL!'(n-1) is

A i
. m%mé...mguq. Daar GL'(n-1) volledig reducibel is, bestaat er ecen
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bij GL'(n-1) invariante deelruimte W van U z6, dat

Lvl .

(VITI.4.h) U = W W bR W T
Beschouw nu de basisvector PQuJ van V. De dirckte splitsing

{v] 1i
(VII.4.4) ven U, levert de volgende splitsing van PQuy

1i
_ (1) (2) (t) |
PQqui SERA RS PR S PR S E R

(1)_,(2) ,V<1“4>:o

sari (J) i \ ! INE e =~ ey —
waarin vay’e W. en v ie WJ', We bewlijzen dat Vyy =Vyi ==V

1i J 1
K \ PRI (J) 2 e : 1 o (J)__. RE~%s 3 >\ ) § @
is. Stel n.l, dat vii’#0 is, dan is vij .<§;;xJuJ, wanarin J%O is
voor minstens één der JJq,.,.,Jij . Stel >\le¢o. qui ontstaat
ult Uy door toepassen van pq, dus J »1., Lant B de projectie zign
1i
langs W' op w1+...+wt. We bewiljzern dat W' en V disjunkt zign., 21
X = zz: sli PQuJ e W'Nnv, dan 1is
1,1 1i
- S (1),,(1+7) )
X = ;:1 311 (vig/#vii T arvy tevls)
-9
(D55 (,(2) o (E)
) ZL: (ERET ET PalVAS T re e R TR )
Tk (1), (L1+1) (t) ., }
* 12:3' . Fra(visieva eyt ) g
s~

en daar de ultdrukking fussen accoladen een vector ult Wot. . . W+

o) e (/])_. 71 19 (/1> (1) - (/‘I)
voorstelt moct E;: }ﬂivﬂi =0 zijn, Nu zijn Vgl Vo ""’Vﬂsq

lineair onafhankelijk (men kan bewijzen dot Vlgl) op een [actor

a 3 is aa Q 3¢ 5] = = = =0
#0 na gelijk is aan lelqui) en dus 1s 511 542 c o qu .
Op analoge wijze kunnen we aantonen dat }2125922"'2;93m20 ete.,

zodat x=0 1is. Daar W' en V disjunkt zijn geldt dim LV=dim V. We
weten al dat dim V = dim(wq+...+wt), zodat L een lsomor{isme 1s
van V op w1+...+wt, waarvan de inverse een direkte splitsing van
V in symmetrieklassen bij GL'(n-1) cplevert, die dus aequivalent

z1lin met Wﬂ""’wt’
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VII.S. De karakters van de volledlge lineaire groep.

In deze paragraaf zullen de karakters der geheelrationale
representaties van GL(n) (de zgn. karakteristieken van GL(n))
worden uitgedrukt als symmetrische polynomen (met co&fficiénten
in K) in de eigenwaarden der elementen van GL(n)., Deze eigenwaar-
den zijn i.h,a, geen elementen van K, maar van een algebraisch af-

gesloten uitbreidingslichaam K*van K. Symmetrische polynomen in
de eigenwaarden zijn echter wel elementen van K.

Tenslotte zal de formule van Frobenlus worden afgeleid, die
de karakters van de volledige lineaire groep en die der symme-
trische groep met elkaar in verband brengt.

Daar iedere irreducibele (geheelrationale) representatie
van GL(n,K") irreducibel blijft wanneer men zich tot GL(n,K) be-
perkt, en men aldus ook alle irreducibele representaties van
GL(n,K) verkrijgt, kunnen we volstaan met de karakters van
6L(n,K"™ te bepalen. Karakters zijn klassefuncties op een groep,
d.w.z. zijn g,h en k €GL(n,K”) met g:k“qhk, en is ¢ een karakter,
dan is @(g)= ¢(h). Ook geldt dat g en h dezelfde eigenwaarden
hebben. Omgekeerd: zijn 61"“’En n verschillende elementen uit
K*; dan behoren alle elementen van GL(n,K*) die ¢ ,..n,én tot
eilgenwaarden hebben tot dezelfde klasse. De waarde van & op deze
klasse stellen we voor door g(aq,...,an). ¢ 1s een polynoom in
51""’&n' Dit kan men inzien door op matrices over te gaan.
Beschouw een diagonaalmatrix met cigenwaarden ¢& ,...,&n. Bij de
betreffende geheelrationale representatie is hieraan een matrix
toegevoegd, waarvan de elementen en dus ook het spoor @ polyno-
men in & ,...,& zijn. @ is symmetrlsch in ¢

n

‘ 1""’%y daar alle
dlagonaalmatrices met eigenwaarden &

1""’&n tot dezelfde klasse
behoren. Uit deze beschouwing volgt nog dat @ homogeen is van

graad ¥ in §¢,,.,..,¢& . Het is niet moeilijk om in te zien dat het

n
karakter door hetzelfde polynoom gegeven wordt, wanneer sommige

ai's gelijk zijn,

Stelling VII.5.1. Het karakter ¢(E,,...,¢ ) van de irreducibele
representatie Am " o van GL(n,K) is

( mq+n-1 m2+n—2 m
(VIL.5.1)  ¢(&,...,&) = detl & 2 -

det (e EPTE L. 1)
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(opm.: met det(e ... ) is bedoeld de_determinant van de nxn-

matrix waarvan de i-de rij is & 1...61 ny,

Bewil js: Het rechterlid van VII.5.1 1s inderdaad gelijk aan een
symmetrisch polynoom in & ,&n; Immers, de noemer 1is het
differentieproduct WTi (&i—Ej), terwijl iledere factor & —63
(1#3) op de teller Jdeelbaar' is. Bovendien zijn teller en
noemer alternerend in &1,...,6n, De graad van het polynoom
is Myt . 4 = v,

We zullen de stelling nu bewijzen door volledige inductie
naar n, hierbij gebruik makend van stelling VII.4.7. De juist-
heid van de stelling voor n=1 leidt men af uit het feit dat
&-aévde enige geheelrationale representatie van GL(1) van
polynoomgraad V is. Laat nu de stelling voor n-1 (n >1) juist
zijn. Beschouw de representatielﬂmqme..'mn van GL(n,K). Zij
GL'(n-1) de ondergroep van GL(n,K) gedefini&erd op blz.101.
GL'{n-1) bestaat uit alle elementen van GL(n,K) met de eigen-
waarden &1’&2’°"’En~1’1' Volgens stelling VII.4.7 valt
Amqmg"‘ uiteen in de representaties A %mé m!

mh,mb, ... ,m5“1 voldoen aan (VII.4.3). De karakters zijn, vol-

gens de inductieveronderstelling,
mi+n-2 mh+n-3 m! )
det(& ¢ e - n-1

det (a zen-g......... ’1)

» waarbilj

(VIiI.5.2)

(men vindt hier de rijen der determinanten door achtereenvol-
gens &= q,ég,,,, ¢, te nemen). Een element van GL(n,K) met

eigenwaarden &1 € 1,1 heeft dus bij A o het spoor
1
'+n 2

'+n 3 m!
(VII.5.3) S det(é & 2 ... 0T 1) -

. n-z n-3
mrmiamy 3. am! aemodet (&7 & TLLaiia01)

e "2 T, #0-3 TN M ened m,+ 0y OF X8 ™, . 1 m
detcg +E o€ & 4+ & 4ot € O AT AR A
=

n-2  n-3

det (& o 1)

Men verififert gemakkelijk dat dit juist het rechterlid van
(VIT.5.1) is, wanneer & =1 gesteld is. Daar een homogeen poly-
noom in &1,...,6n van de graad V eenduidig bepaald is door
zljn waarde voor €h=1, en we reeds weten dat het karakter

van amq‘..mn homogeen is van de graad V in éﬂ”"’éh 15 hief¢
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mee de stelling bewezen,

De toevoegﬁng G-atr“(zie blz.33) is een representatie van
de symmetrische groep¢f; in Uh Y die, zoals al eerder is opge-
merkt, kan worden voortgezet tot een (ring)representatie van de
groepsring A van )a'. De commutatorring van deze representatie
is, zoals we gezien hebben, de ring B der bisymmetrische trans-
formaties. We willen nu in deze situatie stélling VIii.3.5 toe-
passen., Laten we nagaan wat in dit geval de daar genoemde re-
presentaties Fi van A en ﬁﬁ van B zijn. Fi is de irreducibele
representatie van A (we vatten A weer op als directe som van de
volle matrixringen Aq,...,Ak), die aan het element &=a_+...+a,

; toevoegt (stellingen VII.3.1 en VII.3.2). Uit de
algemene theorie van de representaties van halfenkelvoudige rin-

de matrix a

gen is ons al bekend, dat genoemde representatie aequivalent is
met de representatie van A door een minimaal linksideaal in Ai'
(V.7). Deze linksidealen behoren alle bij het zelfde schema
(m):(mq,mz,...,mn) met V¥ hokjes. Het bijbehorend karakter zullen
we door X m voorstellen; de waarde van het karakter op de
klasse & van J;,, bestaande uit de permutaties dig dq cykels van
de lengte 1,«%2 cykels van de lengte 2,..., cxvcykels van de
lengte ¥V, bevatten, stellen we voor coor }fim). De representatie
Ai van B wordt op de wijze van stelling VII.3.7 verkregen met

. behulp van de minimale rechtsidealen uit Ai die, zoals we gezien
hebben, ook bij het schema (m) behoren, C& is dus niets anders

dan de representatie ‘Am gedefinieerd op blz.101. Het

m m
17277 "n
karakter van deze representatie wordt door (VII.5.1) gegeven en
zullen we voorstellen door g]n), en de waarde van het karakter

voor het element g € GL(n,K) door q(m)(g).

geldt:

(VII.5.4) 6‘,‘%...6;(“;- %:) so(m)(g) )Ccfm) p
m

waarin gesommeerd wordt over alle systemen (m)=(m1,...,mn) die
voldoen aan:

My2My2eee DMy, My + My +, . 4m =V,



MR 107

Bewijs: We zullen (VII.5.4) afleiden uit stelling VII.3.5. Blij-
kens het voorafgaande stemt het rechterlid van (VII,5.4) overeen
met het rechterlid van (VII.3.25), wanneer we daarin b= gc v kie-
zen en voor a een permutatie die uit dﬂ cykels ter lengte 1,...

. st cykelb ter lengte ¥ bestaat. Het linkerlid is het spoor van
de tranoformatie a g£ vi van U [Vj

bij de basis u

Laat (gia) de matrix zign die
AR in U, aan g is toegevoegd. Dan 1s

/\,on

*x [v] ¥*

a g U, ®@,..0u. = a E B. « o8, 2 U.B...0u,
14 Yoo 0Ty Tt iy Iy

= E g . i v g. - U ®...0u

SPEREFEI I Ja“/](ﬂ) a”l(v)
= g i oo o . i . ®u 5

35T, ettt Taeyty s v

en dus is

» [V 3 jE
Sp a g g g oo
i Rant eyt Tty

Bevat a nu b,v. de cykel (pqr), dan kunnen we eerst de sommatie

over ip’iq’ir uitvoeren, welke oplevert

E:: g . 2 Bs s =606, .
p q’i iqip irlq lplr 3

Komen o% cykels ter lengtg 3 voor, dan levert de sommiﬁ%?ﬁfver
de Bftreffendeogndlc 5 63 3 op. Het resultaat is Sp a g =

=GH 1Gé 2...6& ", waariyeede stelling bewezen is. De volgende
stelling is een onmiddellijk gevolg van de twee voorafgaande
gstellingen,

Stelling VII,5.3. Zijn &4""’&n complexe getallen en is G, ge-
defini&erd door

il 1 i
Gy = &7+ &7+ L0+ E T,

dan geldt
o, A o

(VI1.5.5) 6, &, °...G, " det(e™ “a“ 2. )=

m +N=-1 ms+n-2 m
- EZ:JX(m det| g2 e
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Tenslotte leiden we nog een andere voortbrengende functie voor
de karakters der symmetrische groep af.

Stelling VII.5.% (Formule van Frobenius), Is G, gedefiniderd als
in stelling VII.5.3 dan geldt

m, +n-1 mytn-2 m
1 2 n
(VII.5.6) aet(e ¢ S

get (2P 2, ... 1)

(m) A °< Y

i 7 (o) 2) (E_)

a / t 1 ! 1 2 : )24 ?

(o\) O(,\.O( ol

waarin gesommeerd wordt over alle klassen (o) van de symmetrisaodac
groep 7. ‘
Bewijs: Laat (
voldoet aan m%

2%
(VIT.5.4) met h, Y ¢

n
mi > );n%. Vermenigvuldig beidetleden van
m’ . Y !
, waarin h = PR T % Nz
/].“2.... L] e & 9

het aantal elementen in de klasse (&) van de symmetrische groep

m')=(m',mé,...,m') een partitie van ¥ zijn, die
>

/\

voorstelt. Sommeer nu over alle klassen (&) van de symmetrische
groep. Op grond van de orthogonaliteitseigenschap (1.7.1) der
karakters komt in het rechterlid te staan »! W(m,)(g). Het
linkerlid wordt

o 4
1
th(m>6“1..,6 -
(o() of X 1 W
Daar bovendien geldt (VII.5.1)

m)+n--1 mé+n*2 mé)
£

Pimry(e) = 9 (8,..0,8) = det(& 3 LI
n-1_n=2
get (e" el 1)

is (VII.5.6) bewezen.



