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C9:lJ.oquium Matrixrepresentaties 1956- '57 
;:;;, 

o.l.v. Prof.Dr N.G. de Bruijn 

I. Theorie der representaties voor einaige groepen 

cioor Prof.Dr N.G. de Bruijn 

MR 

I.4. Representaties, Een representatie ~n algemene z1n) van een 
groep G is niets anc1ers dnn een homomor•fe afbeelcJing in een andere 

groep G1 , dus een afbeeldi.n£S lf met de eigenschap dat 

tp(c:)t:G' (ztG) 

lf(£4.f(G2) =lf(g-, 52) (s1 iiG, g2tG). 

(ae groepsoperatie zullen we steeds 2 ls vermenigvulc7ic;ing noteren). 
Van bijzonder belang zijn voor ans de gevallen dat G' is a) een 

groep van permutaties~ b) een groep v2n lineaire transformaties, c) 
een groep van lineaire substituties, o,i. een groep van matrices 
(waarin de vermenigvuldiging de matrixvermenigvuldiging is). Matrix 
betekent bij ons steeds eindige matrix. 

Ad a. Een bekend voorbeeld ls de Cayley-representatie. De beschouwde 

permutaties zijn hier permutaties van de elementen van de groep zelf. 
Aan a E. G word t t oeg;evoe,scl de pe rmuta tie PA, gedefj_nieerd rJ oor 

g -? P 8 ( g), met P 8 ( g) = ar;. 

Daar het product PQ.=R van de permutaties.P en q gedefinieerd is 

door R(g) = P(Q(g)) \., ( g ~ G) 

is nu, als a E.G, be.G, 

zodat inderda::1d c1e afbeeldinrr. o -P homomorf is. -· a 

Ad b enc, De lineaire transformaties in een n-climensionale vector­

ruimte kan men, door de keuzc vnn n basisvectoren,e~n-eenduidig in ver­
band brengen met de matrices n x n., waarbij dan het transformatiepro-

' duct correspondeert met de matrixvermenigvuldiging. 

Dit maakt dat alles wat over het geval b kan warden g0zegd, zon­
der moeite op c kan warden over~ebracht. We zullen ans zoveel mogelijk 
tot het geval c beperken. 

Een groep van permutaties van een andig aantal objecten 1, ••. ,n 
is steeds isomorf met een n x n matrixgroep. Voeg nl. aan de permutatie 
P toe de lineaire afbeelding die de basisvectoren v1 , •.• ,vn onderling 

permuteert volgens v j ➔VP( j) ( dit legt de linea ire transformatie een-
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duidig vast). Deze afbeelding correspondeert nu met de matrix (p1 j), 
gedefinieerd door p. ,=6, P ( j) ( & == Kronecker-symbool). W,=: cont roleren lJ ). , 
nog even de homomorfie: Aan PQ=R wordt toegevoegd de matrix (r1 j) met 

r j=J. R' ")• Inderd2ad is nu (po 1)(q 1 o)=(r, ,), w2nt 
l l, 1J lw ~J lJ 

tpilc qkj = ~ 6i,P(k)"£k,Q(j) = i:5:L.,P(Q(j))= hi,R(J) 

Reguliere representatic. Is G een eind1ge groep 3 met orde n, dan l{un­

nen we op de zojuist beschrev0n wijzs uit de Cayley-representatie een 

matrixreprescntatie maken. Duze heet de reguliere representatie. (We 

mogen eigenlijk p3s over r.le spreken Gls er een volgorde van de elemen­

ten van dG groep is vastgelegd). Gemakshalve gebruiken we ols indices 

de elementen van de groep z~lf, 1.p.v. de symbolen 1, ••. ,n. 

Cu yley voegt an n a E. G toe cJe pe rmuta ti0 P, gecle finicer.J ~Joor 

P(g)=ag. Op de zo~ven beschrcven wiJze behoort daarbij de matrix (p 1 j), 
,,:8d8f'inieerd cloor p. 1 ::::6. T:) ( "), D,:: 1..,epresentn tie is dus 
·· 'l,.; l,.L J 

met n 1 .. = ~ , ·If-{ i, j E G )#( a E. G) 
J l, 8 J 

{A stelt een matrix voor. met kent2llen a 1j). 
Van belang is latl:r ht;t spoor cr(A) van cle matrix A: 

== torch, Vco8n G 3 ls a::::e 
o-U,) = C 3 , · = L 6 1· •. '"1' 

i G. G ·• 1· J. €. G - ,, a 1 s a / e 

Hierin stelt e het eenheidselement van G voor. 

Van nu af aan zullen we het woord representatie steeds gebruiken 

in de beperktere betekenis van matrixreprescntatie, terwijl we ons 

bovendien zullen beperk,~n tot matr1ces VIIJF!rvan de elementen complcxe 

getallen zijn. 

I.2. Egu!valenti~ en r0ductie. Zij p een representatie van een 

willekeurige groep Gin m8tr1ces nxn. Het getal n heet de graad van 

de matric2s, en ook de sraad vein ch; l"C:presentatie. We noteren het 
beeldvanD(f.Gmet p(c1). 

Is S een niet•-slnguliere n x n r:13trix., mE:t inverse sI., c3.Jn kunnen 

we uit o een nieuwe rep. r'"sc.0 nt,"". ti·'-'- ,c:;I p S m"'kc.r g 0 .:i,. f · · ~ ·1 1 _ "' '-' ,, " .., , ,:, 1.G i., cue inieercr c oor 

s1ps: 2...,.s1 p(a)s (a.tG) 

Dat dit weer een representatie is, volgt uit 

I T I 
S -p (ob)S = S.1. p (a) p (b)S == S p (a)S . SI p (b)S. 

De ~epresentaties p en~ heten equivalent als er een Sis met 

p ==S 1o- S. Notatie: p ~- v. G,,.makke1ijk blijkt dat ,,.._, een equivalentie-
relatie is: merk op dat rr1 (s1 p S)T = (ST)I p (ST). -
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EquivalentG repres0ntaties hebben dezelfde ~raed. 

Zijnp en ·IT" representotiE.~s rc,sp. wrn de s;rc:1:::icl n en m, :j:-:n verstaan 

we onder een directs som p + a- :le repr,:;sentr:1tie vun de gra:::0 n+m.i c;E::ge­

ven door cle blolnm1 t ricds 

( p(ro:1) 
(p+a-)(8) -

Een representatie h0et rec1ucibel 21s zij equival2nt is met een 

directe som van rcpresentaties van logcr2 groad. 

E~n r8pr5sentatie heet half-reducibel als zij equival8nt is met 

een half-gersduceerde reprcsentotie, d,i. een representatiG p waarbiJ 

alle matrices c1e blokvorn 

hebben.., woarbiJ P,Q c-n R cusp. k xk, k x (n-k) en (n-k) x (n-k) z:iJn., 

wnarin O«k ,n, c::·n k voor· rilL.: c1 g.G clezelfc!e is. 

bel,. 

Een rtprcsentatie hcet irr2ducib2l 2ls ziJ niet half-r8ducibel is 

(soma gebruikt □en h~t in de z1n van n1et-reducibel. 

Voor eindige croepen znl blijkcn dat d0 begrippen reducibel en 

ha lf-reduc i be 1 sorne:nv~1 llen ( ~ I, 3) . 
We geven nag een voorbce:l~ van een half-rcducibele doch niet re­

ducibele repres2ntatio van cen oneindige groep. Zij G de oneindige 

cyclische group met voortbrengend el8mcnt g. We: definicren p door 

Dezc pis half-ge:reduce:erd. Dach pis niet reducibel, want vaor geen 

enkele n/0 en voor geen cnkcl0 Sis s1 p(~n)S een diagonal~ □atrix 
(want p (gn) heeft de 0igenw.':!nr0 '.:]en 1,1, en c:en ::lJ.agonali::; 1,1atrix met 

deze eigenwaarden is noodzak~lijk rle eenheidsmntrix). 

TriviDal is de stclling: Elk2 rejucibele r~pr~sentatie is equiva­

lent met de direct smne van een nantal nist-reducibele repres8ntaties. 
Hiertoe dicnt r.1en slechts op tc rncjrken c;at p 1 ,,..__.,, p , er 1 .,...., v ir~pliceert 
da t f' I + r:r t rv p + CT. 

De begrippen reducibcl, etc. kunnen nag warden gewijzigd door het 

equivalent -begrip te boperken. Is Keen getallenlichaam, dan h~ten 
pen a- K-equj_valent ols o- =SI p S.i w2arbtj S 0en matrix met clementon 
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in K is. Is K h0t lich1 □ m van de rational~ getallcn, Jan komt men zo 

tot de bcgrlppen ration□ Jl-r0ducibel, etc.: is K het lichaam dcr 

complexe retallcn dnn sprcekt men ov0r absoluut-r0ducibel,0tc. 

I.3. De stelling van M8schke. Dczc lu t 

St.1.J.1. Elke hnlf-reducibelc rcpresentatjc van een eindige groep 

is reduc ibe 1. 

We geven twee bewiJzen. Het tweeds bewijs levert iets m2er op, 

nl. dot voor ~lk lich□ 2m K gcldt: elke K-half-reducibele pis K-re­
ducibel, fmits allc e:lem~:mtf::n v3n alle ,Joor p opgeleverCc matrices 

in K ligg~n), Niettemin is het eerst~ bcwijs voor verschill~nd8 toe­

passingcn en gsneralisoties van b~lang. Het uerste b~wijs b8rust op 

reductie tot unitaire mntrices. 

E8n matrix U h~et unitair nls U=UCTI {de operatoren C,T en I b8-

tckenen respcctisvulijk comph:x conjugo;:;.r•cn 3 tr·:rnspcmt;ren en invertC::­

ren). E2n matrix T=(t 1 j) heet trianculair ols t 1 j=O voor 1 >J. E~n 
mc1tr1x H heet rwrmitisch ,318 H=HCT 1 en positief Jcfini12t hl::rr,1itisch 

c11 

;::11s x Hx >0 voor ::ille ko1or,wectoren x,:Jo. 

Stelling 1,3.2, Is H positibf j8f1niet hermitisch, dan is er Gen tri­
r.rr 

n ngula i ro T met H='r"' 'T. 

BewiJs: berust op Jc mo~01ij haiJ om de var~ xCTHx te splitsen als 

0 l ? 2 
lt11x1+ ... +t1r?nl'- + t21x2+ ... +t2nxn\~- + • • .+ \tnxn) · 

Merk op dst eon splitsing H=TCTDT (D poGitiuf diagonaal) nag w~l 

met rationale op0r8ties lukt, doch dat voor h~t verwijd8r~n v2n D 
worteltrE.:kh:ing,::::ri nod ZiJn. 

Stelling 1.~.3. Bost□ at 
• 

A~, ••• ,A~, dan is er etn 
I b 

,::en (;in.Jigld matrixgro0p G uit de matrlccs 

trian~ulair0 T z6 d2t alle T1A.T unitair 
l 

zijn. 

Bewijs. De matrix 

H - Lg 
-- j=1 

is hermitisch, omdat 2lke t8rn h~rmitisch is. Bovendien is ~lk~ term 

niet-negatief defini~t, terwijl ~Jn ervan de eenheidsmatrix is (dus 

positief definiet is). Derhalvc is H p.0. htrMitisch, ~n dus =TCTT 

met trianculairt T (st.1.J.2). T ii niet-singulier, omdat H het is. 

Zij T1=T1 ; T1 is weer trisngulair~ 
De metriccs A. voldoen aan A~T 

l l 
vormen, (Doorloopt A. de groep, dan 

dus i::A~T Aj ::::CC\j1i)CT(AjAi)). 

Nu blijkt dat 

H A1 =Hs omdat de A's 8en groep 
doet A.A. biJ' vaste i dat ook. J l , 
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TICT A.CT TCT TA. TI= TICT H TI= I. 
l l ~ 

dus (TA.TI)CT (TA.T1 ) = I. 
l. l 

D~ m~ T11 s of+-• .. ,,,·1 rl· T Ir T le-• '7J'J'11 '"",J'U :Jll•: nni···t.::·.1.r. ,; J.1-i.l , , u\;; ,·v(:; ~1t..: ,1 ai "1 ,) ,., . ~ , '"' 

E~rst~ bewijs van ds st(;llinB v2n Maschke: Zij p ~sn holf-G~r0du­

c0erdc repreauntatie van Jc groep G (m8t elument~n ~= □ ~,n 0 , ••• ,a~): 
I C- ....:.:i 

(1.3.1) ( 
p J 

p (::1 . ) = 
J 0 

Zij T trir:ne;ul,::d.1" en z6 (:c,t.1.3.3) 'fat :Jc T1 p (a .)'11 nlle:: unitoir ,J 
zijn. Nu hE.:eft ,:lkE:: tr1c1111~:uJ.r11r,.:: 11v.:i:r·:ix CV(;tk<..:ns dcze blokvorr:1; m2t ,j~ 

nulrnatr:i..x linksoncL:r::EJn, •c.m b:LJ Vi;; 1:1r:1-::,t11.c;vulc11ging blijft '.5,...:Zi:c vorr.1 bc.::­

houdc.::r1. D(:; TI p (o. )T hcbb\.n , 1u:::: :,ok Jc:z,; blokvr:,r·r:i. Om n.t.,.uvk not:.::tius 
J 

t- .. v·;,r~1i"J',d· 0 -n D'··'ffiC>l") ·• 1 (:· l~lU ., .• , .. , ,:i,,t· ,·], __ . p(·:_'\ c,•>,1·1" 11 "'1''t•·1J'r> r,l"il'l l,; '- I.,;.; 1 L I.:.; \., L '-' ~•v , t_: ... ~ • •~ ,I , ., ,.. ,_, '- .. / ,c,_, t~., · VU. J u (; _ .,. L. . t., ~ o 

CT . I -1 cl c . . . 
Nu is p(aj, = P('JJ) :c: p(3J ); ,;n :~lc:ZL hccft v~cer' nullen 

links-ondcr. Derhnlv0 h,1E.dt p ('1 .J z(;]f nullen r,:::chtsooven, dus Q.j==O 
,) 

(dit argument z2;:t: cen hn1f~;crc::luc,.;0r:·1c: unitairc repr(:;Sf.:ntc1tie is [;i::-

r~duceerd; bovendien blijkt dat hut j(:;: dir0ct som van twee reprcsunta­

ti~s is dio 0lk weer unit2ir zijn). Hi~rra~e iR de stallln~ v~n Mnschkb 

bcw0z0n"' 

Twc;ed0 bewi,js van r:'.k i::h.,11:Ln,: ven Mr::3chlct:.:. 

gcre·::1uccerd is, in (.7(.; vorn (1.3.-1). 
w~ zulldn nu cen matrix S z6 bepalcn dot 

QJ_·) 
R 

cl 

v o or u l kc j . ( S is .:..: 1,_m m:J t L" 5_ x win d c ,.:: ,; 1 

Daarto~ is nodic en v0ld0Lnd~ dnt 

= (
P. 

J 
0 

i\T ·:. --m ··:. ~, n ,·1 "' ;- P J,..vc,,.1 1-.c1 ...... ·.Jv 

- SR. - 0 
J 

(j='1i.,,,g) 

t;D cl it betekent 

(:j Qj) (0 s) -
Rj 0 I 

( 0 ~) 
0 I 

',t J) 
R. 

J 

holf-

Het :ls niet mo'--:LLt,Jk ff:::tr•J.CG>S :::::rn ti.J c;cv .. ,n ::he met ::-,11'-' p(8 .)'1 s 

V(:rwisse:lbaar zijn. Vool'.' cl n x n .t7L'1trix M llceft L,j p(ri,J)IM pd j) 
dc:Z[;; 0igenschap. We wi.lle:n in h.::.:t biJzon·:1.;r cen mntr•j_x v.sn :,~0 vol"m 

( 0 8 ) hebbcn. Daartoe prob~r~n w~ 
0 I I 

(1.;i.2) LJ (rJ 9J) (0 

0 Rj 0 

o,j). 
R . . ] 



Daor (:j ;,-y CI P I,;i ,R ,r) t - .. 
•'J J J J J 

= R I Rj 0 
J 

vind0n we voor (1.J.2) 

DerhD lv(; heeft 

- Lp. 1;;) J "J 

gI 
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, 

We merken op dat hi~r van hct lichaam w8nrin wordt gGr~presenteerd 

slochts wordt gebruHct clat de kc1rnkteristL:k nit-::t op g(=orc1e von G) 

dc:elbaar is. 

Dit tweedc b~wijs levcrt nag icts meer op dan de st~llinc van 

Maschke zegt, nl,: eon holfgcreduc0erdc r~prcsentatie is equivalent 

met de repr0sbntatie di~ ontst2at door hct blok rechtsbov2n door nul­

len t~ vtrvansen. D8aru1t volgt bljv. weer: clke triangulair~ r8pre­

santatit is equivalent ra~t ~on di8son~lc, en wel m~t zijn ei~en diago­
naalfi 

Opmerking: de stelling vAn Maschk~ geldt oak voor bL:grcnsde repre­

sentaties van een willC:;:keuriGc groep. 

I.>+. H8t lermnD v:,_:n Schur. 1:k be1riijz,:n eerst 

Stclli~g 1.4.1. ZiJn pen~ irreducibcle representati~s van 0en groep 
G, mt!t gra Jen m en n., L:n _i_tJ E.:r 0cn m x n rw t rix S :26 <1 ~1 t 

p(a) s = so-(.ci) (,::1110 a ~G), 

dan is of S kw2:lr:::1t:l..sch en inver·t-2er1b0ar (cus m=n, en fr-JCT) 

or st: o. 

Bewijs. Voordat we h~t b~wijs bcsinn~n ~ogen W8 S voor en achter met 

invert0erbare 1:1:::itriccs P (mx m) en Q(n x n) vcrmcn,igvulcligen, want dit 

is weer op te heffen door fen~ door equiv2l~nte tc vervangen: 

Door geschiktE: P t.:n r:;l tC:;: kiezcn kunn2n we S krijgen in 6en ckr vormen 

O , I ( I O) , ( Z) g) . 
We moeten laten zien dat d8 laatstc cirie niet kunnen voorkonsn. Makun 

we in pd~ corresponderende blokk~n1nd8ling, don blijkt uit 

( A 
f= C ~) , (~ ~) (~) = (~)q-

direct dat C=o, in strijd met de irreducibiliteit van p • 
Met di:! andere gevallen gEiat h8t bewi,js overeenkomstig. 
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Merk op dot slcchts g8w~rkt beho~ft te warden met K-~quivnl~nti~ 0n 

K-irr0duc1bilit01t, wsarin Keen lich22m is wo □ rin de elem~nt~n van S 

liggcn. M8rk v0rder op dot G niot cindig b8ho0ft te Z1Jn, ~n dot de 

stelling zclfs g~ldt voor op 0en willukourige v0rz□ meling G gLd~fini-

0erd0 motrixwaardige functi0s pen~. D2 laatst~ opra~rking G~ldt oak 

t.a.v. de volgende stellin~. 

Stelling '1.4.2. (Lemma v::rn SchlH'). Is p ,;en Dbsoluut-irr1,,:;:::luc1bel1;.. r8-

presentati12 (gr::12:J n) van ,.::,2n gro"p G, en is S (n x n) m<:::t 8lle: 

p (2) (al G) verwiss~lbsar, don is -S= '.AI {I=eenhs::L1smatrix, ?..=com-

plex getc1 l). 

Bewijs. Laot :>i een eigC::nw23p,jc van S zijn. Daar Smet 8.lle p (;:,) V8I'­

wtsselbaar is, is S- ~I h~t ook. D□ ar S- ~I niet invertcerboar is, 

bl:r_Jict uit st.1.4.1 c1at S- AI=O is. 

m x n matrix., en zij 

Dan is S = o a ls niet f,...,, rr 

S =).Ia.ls p::.r<:r 

B(:WiJS. Is o ,d-G, (]2n is 

du s er is vol d Cl a n 2 c: n j t, g e: g e v c n s v c.rn st . 1 . 4 . 1 • ,, en a 1 s f = o- o o k a n n 

di8 van st.1.4.2. 

I • 5 • Ka r:::i ktE: rs • 

Is p een reprcsc:ntatie: V-'1tl '.Je ;::roep G., den vvorc1t met he:t spo..:2£_ 

Sp van p bedocld de functie, di-::; -':i[rn e:lke 2 ~ G h,:::t spoor Vern ck mc­

trix p(a) to8VOti£s"G: Sp(c1)=s:;:i 1p(ci)}. 

Is ,o absoluut-irrtducibcl. c1:n1 wor:::lt S ·· en 1,(·-1"'·~ 1rt· r ,. D'Yr1r1 en 1· , Ip \.:.: ,_,_- ~1,i ._v._; (;,'_; J. Cl~, ., 

St0 lling 1. 5 .1. Zijn p ,m p ' equiv□ h.:n'cc r.:..,pr8sE..x1t:: t ie:s v:J n G, 

on bchordn ~ en 2 1 tot dczelfde: kl8ssc vJn G, dan is Sp(o)=Sp 1 (a 1 ). 

Bewijs. Zij p = T1p 1 T, A=c- 18 1 c (Tis een matrix, c ~en ~1~m~nt van 
G). Dan is 

p(a) = T1 p'(o)T = Tip 1 (c-1 )p1 (.:·: 1 ) p'(c)T = XIp 1 (s 1 )x. 

Hieruit volgt dat p (a) en p' (r: 1 ) h0tz.Jlfde spoor hebben. (H8tZi::lfck 

geldt overigens voor de vcrzameling dcr eigonwaarden). 

Doar p(e) du 0enhei~smatrix is gcldt voor clke repr~scntotie: 

Stelling 1.5.2. Sp(~)= graad van p . 
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Uit de stellingen van I,4 laat zich een soort orthogonsliteits­

relatie voor de karakters afleiden. We noteren een volledig atel on­

derling inequiva lente :Lrreducibele representE-1 ties met T'( 1 ), T'( 2 ), •.• 

(straks blijkt dat er maar• (:-1.ndlg veJe ztjn als G eind1g 1~1), en d2 

karakters daarvan met X('1), -x,( 2 ) ~-· .. De graad van ~(i) heet nis dus 

X. (i)(e) == ni. 

Van nu af aan stelt steeds Geen eind1ge groep voor, met ord~ g. 

Stelling 1.5.3. Is G eindig (orde g), dan 1.s voor alle 1,j en alle 

8 f: G 

. L i< 1 )(ab)X(j)(b-1 ) = o , . .E._. x(j.)(a). 
1:itG 1 ,J ni 

lY;,vij::i. Neem eerst i~j, zodat T'(i) en r'(j) inequ:i.v:,; f:nt :;'.. 

st.1.4.3 is nu (na linksvermenigvuldiging met r(i)(s)) 

r= T( _t ) (ab) C ,-,( j) ( b - ·1 ) =-~ 0 
b E. G 

i ..... 
; i J ~ Blijkens 

voor elke matrix C van passende vorrn. Nemen we in het bi.,jzonder voor 

C een matrix waarln all(:: ('10,rn(,nt:1:::n nul ziJtJ up cf.6n 'l n1:1 ., r]rm b.U.jkt 

·r= 
b E.G 

voor willekeurit~>.,· r,i(-1Jr .• s ('l ~piq !$n1 , 1 ~P, s ~n). Hierin duiden de 

ri~>(a) de elemE,nten V,:Jn ck (il?tr·::x ,(~.)(:~) :i::::n. Door P==Q, t'=S te ne-

m1.::n en over' p en r te f.iOmmer•en.i vinc1E.ri ;tJ<: dTt 

Nemen WE:: vervol~cns l=j, d8n is volgens st.1.4.3 

(1.5.1) 

waa rin :\ , e:en vnn C a fhankf l ijk, doch v2n a om1 fhanke lijk complex gE::-
IJ 

tal is. Door a,=e -tx, nemen cm links en rechts de sporen te vormen 
blijkt oat 

{1.5.2) 

clnn 
Nemen we voor. C dE:: matrix ( cpq), gedefinieerd door cpq= § pr 5 qs, 

blijkt dat 

(1.5.3) C:r(i)(ab) 1(:L)(b-1 ) - lL 6 "1""" (i)( ) 
b e. G pr sq - n. rs I pq a • 

l 

Nemen we p:r, s=q, en sommeren we over pen q, dan komt de ge­

W::nste formule ( in het geva 1 j=i) tevoorschijn. 
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We zullcn st.1.5.3 ~}leen gebruiken voor het geval dat 8=2. Het 

(.;) C1) _1 L X, (b) X. (b ) 
b E. G 

==J ....• g. ]. ,J 

en ism van de absoluut-ir'r .. :cJ·uc1.;Kle rc•~)r,-cS•:::rit:-1ci,;;1 p .1+ p 2+ p3+ •••. ~ 

htc::.'t iHJntal k's W'arvoor p ll rvr(:t)' cim1 hc;n2;t mi alleen ·van /~ -~:':] 

.. S_, dan 
\,. 

:1.s P 

I • , x'- -:. . .i 

1 ;:,·,.::r ::.::1c11 :Le: ,,1i's bepal8n met behulp van (1.S.h); 

r ,, S S ·j ·•. r '··, L J' J. k•· r1 ·1 t ~ · ·, r ,... __ , ,,-.. ·., , .. , r.·1_1 : •.. -.·.: __ ·:,_: ;-__=i •• 1 e r1 t· ·1·. r:, '1'1 ,.c!. c] e z ,;:; -.L, f d c 
,•1 1 ~ = t , ' r_.. J I. . • . . l, , C J f•' '.,' · • · '· " 

,~:oor S p bepaald. 

.l 

irreducibe]e b02tandde­

lcn ts dus ,20::1dutc11r:: op r;c_u:t\'J l.::nt:Jc: <in. I:: hct in stcl1ing ~ .j .u. 11,c,­

riocmcic t):;V:':t 1 notcr0n Vil. 

I ·1 '.~ f) ' . , ) . ·~·-
( '\ ) ( ,:, ) 

,CJ •-V m,1 r 1 + r:1,, r L + . • . ., 
J - I ,: 

· t , ·, ·· ·r,( 1 ) !. ,.· 8 • ."HI U C1 (.;' (: l ·-

r,::':ul'.l·-~r, .. rerir,,~s:.:.:nLatie wordcr. opgclevt:rcl. 

1.:5.~- De 
:, '' : .. , :· ( ·, . 

:-·,,. :;ul:1. •. cc rep re ti0n tr:: tie b(.:Va t e 1 kc: r,( 1 ) prcc ire; s ,n. 

,-1r-, •1_·1,·,•(i ·1,/" .. '·c··, rUL •]lr,· 1·1-r·cri1·lc1'b"l . .. t t' l _,1:. 1_• • , (:; .b.,;: . ·_•,,;;,., ... e c.: r,c:pres<.Cn a .,le· 

.L ·• ]'' ·.' ' ' - C '"! 1 ) . t..:. C, \. U .J 1. " 

d ;. , :;.telt I° rJ\::; t>f:gul1,::.'re r·2pr·csentc:itie voor~ dan L:: Sp(b)=g &be 

(z1c bet sJ.ot VTn §I~'l). In (1.5.5) blijft dus sh-:chts de te:rm m~t 

b=e ovsr. en we vinden m.= x(i)(e)=n. 
, 1. 1.· 

Stelling '1,5,6. L"n .. 2=g. Het aantal y-,(i),s is dus eindig. 
i J. 

W~J~. Is pd~ regul1cre repr8sentatic, dan is 

0 rv n,1 r( 1 ) + n0 r( 2 ) + 
I I c 
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bllJkens de vorig~ st~lling. Door links ~n rechts dt: graad te bepal~n 

volgt de gewenst8 formule. 

r.6. De gro~psring. ZiJ w~er steeds Geen eindige groep. 

Onder de groepsring RG V3n G verstaan we het g-dim0nsionale hy­
percomplexe systeem bestoande u:Lt all;:~ f'o1."!111::;lt: sommen 

(waarin a 1 ., ..• ,ag de olementcm van G zijn, un de J1 , ... ,yg complexe 

g,-::talle:n, tcrwijl de som op de trivialc wijze godefinieerd is, Em het 

product door forme:10 uitwerking, waarblj steeds a 1yjaj door fjak 

wor(Jt vervangen, a ls ak bij de grocpsverm8nigvuldiging hl;;)t product van 

r1 1 tm aj is. 

We kunni:::n de groep G inbl:cld en in R .. , d oor1 
g 

a .. ~ o. t.,, + •••• +e,. ') . .,: +-'1 • o 4 
l , 1. - t .'-

+ ••• + 

HtA; rechtsstaa nd,~. ~;loment duicJen WIS ook r,ti:;'r, 

dan is ook a 1a ,=Rk in R • 
J g 

r, Cl . .) . ,, ,. ...• 
r~ 

"' .::-:an '-· 1 ·~ • 

Is p e1;;n rE.prcr:H::nt,1tl.t:: van G van de graad n, dan 1s peen 

ding van G in Mn (Mn= volledj_ge matrixring n x n). Is a1aj=ak in 

is p(a 1 ) f(aj) = p(ak) in Mn. 

afbeel­
G, dan 

We kunnen deze afbeelding van G in M voortzetten tot e~n afbeel­n 
ding van Rg in Mn. Is x = LY a·a 

. a £ G WC 

een element ven Rg' don defini8ren 

r (x)= 

waarbiJ in h~t rechterlid de scalaire verm~nigvuldiging en optelling 
van Mn is b8aoeld. 

G-.)m::ikkclijk is in tc zj_cn dat p een ringhomomorfe afb~elding van 

Rg in Mn is: 

fl(u+v) = p(n)+ p(v), p(uv)= p(u) f(v), p(;.u)=Ap(u) (u, v '- Rg' 

)i complE.:x geta 1) . 

N6em nu voor p d8 r8guliere r8presuntatie van G. Dcze valt uiteen: 

p - n1 r ( 1) + • • . + nk I ( k) 

We construeren nu de r~presentati~ 

cr=r( 1 ) + ••. + l(k), 

di€.. een ringhomomorfe afbeelding oplevcrt van Rg in M + + , doch ook 
n 1 • • • nk 

reeds in M + ••• -+·M (hi0rme0 is a~ directe som van de vollecrige matrix-

ringen bed~Jld). M~~k op d;,t de r(i) 1 s willekt;urig gckozen zijn uit de 
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klassen van ond0rling cquivJl.~.:nt•...; r1:.:pr...::s2nt2.ties. 

Stt::lling 1.6.1. 

Bi;;Wi j s • Wv lo t(:1:1 

RO' .1s lsomorf a,;t c0 dir1;;;ctc som Mn + .•• +M,... • 
6 1 "k 

Zibn dat ~ 2en isomorf1c is. D0 dim0ns1ss v~n 
van M + ••• +M 

n1 nk 

R en g 
(als 11n8~ir~ ruimt~n ~~schouwd) zijn r~sp. gen 

l' 2+ 2 '• '-1 • • • +nk ' L:D 

docnde te laten 
ziJn dus gelijk op grand van st.1.5,6. H~t is nu vol­
zien d~t ~ trouw is> d.w.z. dat 

x.~ Rg' ,;r (x}=O impl~C.(.;ert X=O. 

Uit ~(x)=O volgt dat 8lk~ f(i)(X)=O is. Dus ook de repr2s0ntat1~ 

p i==n 1~ 1 )+ ••• +nkT'(k) volrlo0t :-rnn p '(x.)=0. Doch p ~ P', dus p =Sip'S 
m~~t een Zt:;ker0 S6Mg. D.w.z. clat p(v)=SI p'(v)S voor alle vE:.G, cloch 

dnar de voortzetting van p tot R. door lin8nir combiner·6n g0schiedt, g 
is dez0 re la tic: voor all8 v f R,, s~ddi;;;;. Tcic:;gep:~1st op onzE.:; x levert zij 

p ( x)==O. 
~, 

Scbrijf nu x = 

(::.ie Ij1) 

L J8 .ti. Dt: matr1.x p(a) hceft dt::: cle::menter. 
;;, i. G 

!°be ( :7) ,:: 6 b, G c-' 

:?,)da t 1 s pc(; ina 1 voor C=t; 

Daar p(x)=O, blijl<t nu d8t r:lle ~ 1/~; nul zijn. Dus X=O, q.e,cl. 

Stelling 1.6.2. k=h, waarin h hot aantal klassen in G voorstelt 

( kla ssen gen omen in ch~ zin vsn equi vs h:ntiekla ssen bij de Gquiva lenti<:;: 
---'. -1 ) a ..vb +!' er is (;;en c s G met b=c ac • 

Bewijs. Onder het cent rum Z(R) vE-m ecn ring ve:rstaan w1:, dC; verzome:ling 

vfln alle elementcn z van R m8t zr=rz voor .~118 r· e.R. H0t ce:ntrum van 

1.H.:n hy;.i1:;rcompl8x sys teem is weer een hyp0rcomplex sys teem. 

We lnti:..::11 nu zi1..m dot dE:: d:l.mi:;nsi0s van de centra van de in st. 

1.6.1 g8noemd8 ringen r~sp. hen k zijn; uit de isomorfi0 volgt d8n 

L ~ -1 Zij x= G a ~en elwn8nt van Z(R-). Dan i8 bx~ 
2 €. :r a • •s ··= x voor 

allc b E G, c]us ooic 

x = .CG 1 . ba b - 1 = LG ~ 1 • n 
a ~ a ':! ~ ( b - ab 

(de laatst0 gelijlcheid blijkt door c=bab- 1 als ni(;;uwe sor,1mF.1tievariab&l<:: 

tu n8rnen, en di~ achteraf woer ate noem~n). 

We hebben nu twee schrijfwijzen van x . Dt:: coefficient(:;n mo1:;tcn 

ovt>reenstf;;jmm,m, dus ~ =; _1 voor all(.; a ,.m b uit G. Zijn 
1 a ? b nb 

K1 , ... ,¾ de klassen van G., dr-m blijkt dus dat )a constant is op 

elke Ki. Noem deze: constsnte Ji. Vor:.kr is 
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h 
x = L J .. z., m(.;;t z1 = C a. 

i=1 1 1 a e K i 

Elk element van Z(Rg) is dus cen lineairc combinatic van z1 , •.• ,zh. 
Omgekeerd is direct in te zien d3t alle z1 in Z(Rg) liggen, omdat elke 
z 1 verwisselbaa r is met a llc be. G: 

de b-1a b liggen ook in K1 , en ulk element van K1 wordt (bij vaste b} 

zo cen keer voorgesteld~ 
Daar alle z. in Z(R) liggen, is dit dus ook m0t d~ lineaire com-

1 g 
binaties h~t geval, zodat nu bcwez8n is dat Z(Rg) precies bestaat uit 
de lineairu combinoties van z1 , ... ,zh, (en deze zijn lineair onafhanke­
lijk). Dus de dim~nsic van Z(Rg) is h. 

Het centrum van M + ... +M is kt::nnelijk Z(Mn )+ ... +Z(Mn ), en 
daar het centrurn van d~1 vollE:~t:;e matrixring ~ 1 bestaat uft alle 
veelvoudc-n van de eenheidsm:1trix (lem.i.11a van Schur), is dit centrum k­
dimensionaal. Hiermee is st,1.6.2 bew6z~n. 

Opm0rking, Uit st.1.6.1 volgt dat Rg g~en radikaal heeft. Men kan oak 
st.1.6.1 onafhankelijk van de inhoud der vorige paragrafen bewijzcn 
door eerst t~ l8t8n zion d1t Rg gcen radikaal heeft, en dan dat elk 
hyperkomplcx systeem zonder radJ.kaal een directe som van volledig8 ma­
trixalg8bra Is is. 

Dat R geen radikaal heeft, blijkt 
g - - L. .,. -1 en definiGer x door x = 1 a aE:G7a' ' 

reprcsentatie voorstelt, 

Sp(xx) = L 
a E G 

a ls volgt. Als X= L 8 G. G } 8 .9, 

• Dan is, a ls p de reguliere 

Is xfo, dan blijkt nu sp p(xx)fo, en dsaruit volgt dat p(xx) nict nil­
potent is (van een nilpotcntu matrix zijn alle eigenwaarden nul, dus hct 
spoor ook). Bijgevolg is xx niet nilpotent. Behoorde x tot hct radikaal, 
dan was elk product xy nilpotent. 

Op~erking. Is G abels, dan is k=g, dus ook h=g (gevolg van st.1.6.2). 

Daar verd_er n12+ .•• +nh2=g is, en allc n1 ~1, is nu n1= ••• =nh=1. Dus: 
alle irreducibelc representaties hcbben de graad 1. De karakters zijn 
nu multiplicatieve functics op de groop. 

Een tw~ede bcwijs: Elke matrix van een :trreducibele representatic 
is met alle matrices van die r~pr~sentatie verwisselbaar (G abels), en 
h~eft dus de di~gonaalvorm. 

Een derde bewijs berust op het fcit, dat elk stel onderling verwis­
i,sslbat>e nor-male matrices (maok de:: represE:-ntatic; normaal door haar uni-
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tGir t~ mak~n) simult8on op di □ gonRalvorm te transform~r~n is. 

( }_ ) 
I.7. Hct orthogonaalsystc:.:,.;m ck:r k;.n•2kt\_;rs. D:.::; k:01raktGrs ')l war,.m 

g~defini~erd als functies op G. Daar X(i)(8)= x(i)(b) als a ~n bin 

dezelfde klsss~ ll~gan (st.1.5.1), is X(i) constant op d0 klassen. 
D~ wciarrJi;:; di8 X( 11 (:_:,) voor 2llc 1GKj hc-cft, duidLn Wl.: mic.:t x,(i)(Kj) 

aan. Het nantnl el~□cnt~n van Kj duid0n w~ aan met kj. 

Doorloopt a de klnssl; K., dnn doorloopt 0- 1 ook een klasse; die 
.L 

geven we m0t K., aan. D~ rclntic (1.5.4) laat zich nu schrijven als 
1 

( 1 • 7 • 1 ) C kp X ( :i ) ( KP ) X ( j ) ( K 1 ) = cf i j . g , ( i , j = 1 , •.• ., h ) 
P=1 P 

en dit is als ~~n matrixproduct r~lJti~ op tc vatttn. Kortcn we af 

,y (j)(K ) = b . 
A. ' PJ, p 

dgn stnnt 0r AB=gI. DDar h=k is, ziJn A ~n B kwadr8tisch~ zodat W6 tot 

BA::::gI l{UDDC:11 bcsluiten, DWJ 

(1.7.2) 

We kunnen dcze rclJtiss nog iets anders schrijven, daar 

(1.'7.3) 

o· 
Oak op ccn gehcdl and0r~ wijzc blijkt (1.7.3). Voor elke o is ab~e, 
dus (r(i)(a))g= r(i)(~)=I. Hieruit volgt d8t a~ cigenwaarden van 

r(i)(a) g-demachts-~enh2i~swortels zijn. H~t spoor is de som d~r 
2igdnWJard0n, dus bijv. 

+ . ' . + E. • n. 
l 

De eigenwnarden van A2 zijn d2 kwJdrat0n d0r 01g~nwaarden v□ n A, etc,J 
dus voor elke g~hel8 mis 

X(j_)(c?1) = E1rn+ ••• +6 m. 
ni 

Nel:1<:m we in het bijzonder m=-1, don bl1jkt direct dnt -x.(i)(a- 1 )== A-(i)(a) 

W0 kunni2n nu (1.7.1) 1::n (1,7.2) els volgt uitspreken: 
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St0lling 1.7.1. De h x h m.:itrix X=(x .. ) , gedefinieerd door 
1 l. J 

xij = (ki) ''-x. (i)(Kj)' 

is unit2ir. 

Overigcns is 'X.(i) zelf W<::er een knr2kt0r. Uit het feit dat ,(i) 
een representotie is, volgt d2t ( ,(i))IT WE;;er een r8pres12ntati.e is 

(want dt: r.rntrixproductrc:l,:itie AB=C impliceert AIT BIT = c1T). D~.:Z8 is 

weer irreducibel, want anders zou f'(i) reducibel zijn. Doar (f(i))IT 
is een f' ( j): 

(I'( i) ( a ) ) IT = ,( j) ( 8 ) ( a & G) 

dus (r(i)(a-1 ))T = r(j)(a). No3en we nu hct spoor, dan doct de operatia 
nict terzE:ke, zod~t x(i)(a-1 ) = x_(j)(a). 

De repr,;.!sent8 tie (f( 1 )) IT heet de gE:c onjugEJerde van I ( j) • 

Ook (r(i))c is W6er een r~presentatic. Daar r(i) unitair kan Wor­

den ge~a~kt, is (r(i))C ~~t (f(i))IT equivalent. 

I.8. Reductie van een willdkeurige r2pres0ntati8. Hoe maken we uit of 
een gegev8n repr8scntatie reducibel is? En zo jn, hoe vinden we een re­
ductie? Gaan we van de r8guliere rcpresentatie uit, dan betekent de 
laatstc vraag: hoe vinden we nll0 irreducib~le r8presantaties van de 
gegeven groep? 

Het eerste is heel eenvoudig. Is de r8pres~ntatie f r6ducibel tot 

f rv r.11 T' ( 1 ) + ... +r.1h T'( h) , 

dan is . (1) (h) 
S P = m1 X: + ••• +mh % , 

E:;n dus 
~ 2 h h 
'-- jsp(b)) = ~ L 
b E: G J=1 k=1 

r= 
beG 

- ,y(j)( ) "'(k)( ) 
r.1 j .mk 1v b tv b , 

en dus op grand van (1.5.4) en (1.7.3): 

(1.8.1) ; ~G I sf ( b)) 2 = n1 2 + .•. +mh 2. 

Duidelijk is dzit p reducibel is als m12 + ••• +r:1h 2 :>1, c:n irruducib1;.;l als 
m12+ ... +r.i.h2=1. Dit is dus cen gemDkkelijk toepasbE:ar crit0rium om db 

r6ducibilit~it na te gDan. 
Blijkt volgens deze formule dat f reducibol is, dan is (althans 

theoretisch) de reductie als volgt uit te voer0n. 
Laten we eens nagaan hoe we voor irreducibel~ rcpresentat18S aan 

£jsp(b)l 2=g zijn gekornen. Uit het bewijs van st.1.5.3 is af t'6 lezen: 
ala 

(1.8.2) 
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voor elke m8trix C een dia~on□ l~ LlJtrix is, dan is 

(en hierbij is de irrcduciDiliteit van p niet gebruikt) dus blijkens 

het voorgnan~e ~s dan p irrcducibcl. Is dus p reducibel, dan is C z6 
te b8p□ lcn dat (1.8.2) niet diagonaal 1s, (;;D wel kan men voor C 6~n 

der n2 natric~s ki0zen die 6~n 1 en verder nullcn hebben (n=graad van 
p). (M<'.m \{rin ook ,:;;en 11 willekeurigo C nemen., want de matrices C die 

(1.8.2) tot d:Lcigonaal matrix rnaken liggen dun gez0aid: z.:::: vormen een 

ech te deel ruir1te in de n 2 -d irnen s ions le ruir,1te van a lle mat rices) • Zo 

h0bben WG dus een matrix (1.8.2) die niet diagonaal is, maar w~l ver­
wisselb:::sr not nlle p (b). Noem die S cri bE;pnal vervolgens cencigen­

wa~rde ~ v1n S. Nu is S- ~I ainBulier, en niet 0, Het be~ld v □ n d8 n­

diraens1onnl8 vuctorruimte bij S- ~I is cen bij alle afbeeldingen p(b) 
invnri□ ntc deelruirnte, en mot behulp daarvan is p half te reducer8n 

(vgl. oak het bewijs von st.1.4.1). Met de stelling van Maschke (zie 
2e bewijs daarvnn) is p gsheel te reduceren. Interesseert rn0n zich al­

leen voor de bestBndde:len en niet voor de trcrnsforrnatie waarrnEoe die 

bt:standdelen tE.;voorschijn kor.1e:11., d3n kan men di0 volledige reductie 

achterwoge latGn doord □ t uit de h3lf gereduceerde vorm de bestanddelen 
(op equivolentie n □) zijn nf tu lczen (zie slot van het 2e bewijs st. 
v2n Mr: schke) . 

Men ka n ze lfs, door C "voldoend wi lle ke:::urig 11 te kie zen, bere iken 

dat, 112 reductie van Sop eigenruimten, de hele repr8sentatie □ utorna­

tisch gGsplitst in irreducibele bestanddelen tevoorschijn komt. 

Wnnn0er we ille kornkters vnn de groep kennen, kunnen we een ge­
gEV!:::n reprcsc:m t;:i t 12 hE:e 1 gcmn l{ke lij le r.:::ducC::ren tot een di rec te s om v:.::i n 

prim0ir~ repr~sent1ti~s. p hcet primair nls in de formule (1.5.6) slechts 
~~n vnn nul v~rschillende m voorkomt). D~zc splitsing is 5eh2el met 
ri t ionn le oper:1 ti0s ui t te VOl:!ren., zod1 t w2 voor de primci ire c omponcn­

ten matrices krijg0n WRarvon alle elemeritan ligg~ri in het lichearn d~t 

~n de oorspronkelijke r0prcs0nt~ti0 ~n de kar□ kters bevnt. 

De splitsing in prim2ire componcnton is als volgt uit te voercn. 

Is p de g0govcn represcntrtie, eri i een index wa3rvoor 

mi== e;-1 Lb ISG x(i)(b) Sp(b-1) 

V3n nul Vl~rschil t, dnn vormcn we 

(zi2 1.5.5.) 

Door gebruik tE:: mnken v1n de existenti8 v2n een trsnsformc-iti0 die: p in 
,::en dir&ctt.' som vr-:m irreducibcl<:: trc-insformeert, is gem2kkelijk in te 

zien dot P1 een projector is (P 12=P 1 ), en dat P1 en Pj met i/j elkaor 
np1,1l~i;-•Qn • 
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Is R da g0hole ruimt~, dnn sp~nnen P1 (R) 3 P2 (R), ..• sRm~n R op. 

Elke Pi (R) wordt door c]e mntric~,s vnn p in zichzelf g0tr':lnGforrn2erd .i 

(J8.1r uit de rJe:finitie V,'.ln P. blijkt dot P. p (E2)= p(,s)P, voor ~lll:! i 6G, 
l l · l 

Kiez~n we nu oen ni~uw~ b'.lsis voor R, b0st8ond~ uit ~en bnsis voor 

P~(R) + een basis voor P0 (R)+ ... , don is de reductic tot primaire 
I C.. 
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II.1. Een groep G heet topologische groep als G tevens een topolo­
gische ruimte is en (i) ab continu van a en b afhangt (continue func­
tie van twee variabelen), (ii) a-1 continu van a afhangt. 

Onder de matrixrepresent8ties van G beschouwen we uitsluitend die­
genen, waarbij de matrixelementen als functies op G beschouwd continu 
zijn. Als Geen discrete groep is krijgen we het oorspronkelijke re­
presentatiebegrip weer terug. 

Begrippen als equivalentie, (half)reducibiliteit, irreducibili­
teit, karakter blijven ongewijzigd (er zal uitsluitend met het absolute 
equivalentiebegrip worden gewerkt (vgl.slot ~I.2)). 

We sommen nu eerst een aantal stellingen uit Hfst. I op die ook 
voor dit representatiebegrip geldig blijven.(Voor bewijzen van de 
eerste drie stellingen vgl. !I,4), 

Stelling II. 1.1. (Lemma van Schur) Zij f een irreducibele lineaire 
representatie van Gin een vectorruimte Ven Teen lineaire afbeeldin3 
v~v zodat p (a)T=T f (a), dan is T= ).I. 

Stelling II.1.2. Zijn p1, p2 irreducibele representaties van Gin 
ruimten v 1 en v 2 en is T: v1 __,.v2 een equivalentie (d.i. een eeneen­
duidige lineaire afbeelding van v1 op v2 ), terwijl A : v1 -v2 een 
lineaire afbeelding is met A p1 (a) = f 2 (a)A (voor iedere a ~G), dan is 
A= :XT voor geschikte ). • 

Stelling II.1.3. Zij peen irreducibele representatie van Gin v1 , en 
<r een representatie van Gin v2 • Zij AfO een lineaire afbeelding 

van v1 op v2 zodat o-(a)A=A f(a). Dan is O-irreducibel en A een 
equivalentie. 

Stelling II.1.4. (gedeeltelijk stelling I.5.4). Zij p een lineaire 
representatie in Ven V=V 1 + v2 + .•• +vk, waarbij de v1 invariant en 
irreducibel zijn t.a.v. p. Stelpl Vi= p1 . Zij verder V=W1 +w2 + ••. +Wr 
met w1 invariant en irreducible t.a.v, f . Stel f \wj=crj. Dan is r=k 
en men kan de v1 vernummeren zodan~g dat fj ~ ~j (i=1, ••• 1 k). 

Bewijs: Iedere x &Vis eenduidig voor te stellen als X=x1+ ••• +xk met 
x 1 sv1 • De afbeelding T1 (projectie) gedefinieerd door T1x=x1 is een 
line a ire a fbeeld ing V _.Vi met f> T 1 =T 1 p • 

Als T1 w1 = O was voor iedere i dan zou w1 ... o zijn. Dus Ti w1 -/ n 
voor zekere 1. Door vernummering van de v1-en is te bereiken~ dat 
T1 w1 ~ o. Uit Stelling I.4.1 volgt dat T1 een equivalentie is tussen 
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v1 en w1 • Hieruit volgt 

Iedere x E. V is ook eenduid ig te schrljven 8 ls x:::::x1 + •.• + x~ met 

x1 E w1 • Stel Px = x2 + ••• + x~. w1 is de nulruimte van P en f> P=P f. 
In verband met (ii) en (iii) betekent dit dat Peen equivalentie tus­

sen v2+ ... +Vk en w2 + ••• +wr bewerkstelligt. We hebben nu voor w2 + ••• +wr 
de directe som splitsing P(v2 )+, .. +P(Vk). Door volledige inductie is 

het bewijs te voltooien. 

II.2. Laat F(G) voorstellen de lineaire ruimte van alle complexe con­
tinue functies op G. Binnen F(G) bezit Geen representatie P gedefjn• 

eerd als volgt: P(a)f = f waarbij f(x) = f(xa). P heet voortaan a a 
reguiiere representatie_ 

Opmerking: Het representatiebegrip is hier in iets ruimere zin gebe­
zigd dan we aanvankelijk hadden vastgelegd. De representatieruimte is 

nl. 1.h.8. oneindig dimensionaal en het continuiteitsbegrip voor on­
eindigdimensionale representaties is niet zonder meer zinvol. 

Stelling II.2.1. Een irreducibele representatie fin een vectorruimte 
V van dimensie n is op equivalentie na precies n keer in P vertegen­
woordigd. 

Bewijs: Kies een basis e1 , ... ,en in V. p wordt met betrekking tot deze 

b,rn:Ls door een matrixrepresentntie (u1. ,) weergegeven. Dus u. ,(ga) 
J lJ 

= Lu18 (g) u 8 j(a). (;..) 

Laat u1 de deelruimte van F(G) z1Jn opgespannen door de functies 
u11 , ... ,u111 • Uit (M) volgt klaarblijkelijk dat de lineaire afbeelding 

T1 : V---¼<Uj_ g;edefinieerd door T1 (e 8 )=u 18 de eigenschap heeft 

P(a)T1 == T1 p(a). u1 is een ruimte :}o (want u11 (1)=1, dus u 11/o), 'r1 is 
een afbeelding op (zie def.van u1 ). Dus volgens stelling II.1.3 is T1 
een equivalentie, en u1 is een invariante deelruimte bij P, 

We bewijzen nu, dat de ruimten u1 onafhankelijk van elkaar zijn, 

d.w.z. (u1+ ... +u1_1 )n U1=0 voor 1=1,2, •.. ,n. Veronderstel dit reeds 
bewezen t/m i-1. Dan is u1+ ... +u1_1=v1_1 een directe som, d.w.z. iederc 

x E=V 1_1 is eenduidig voor te stellen als X=x1+ ••. +x 1_1 met xjE Uj. Zij 

Q,jx=xj, j=1., ••• .,i-1. Er geldt P(a)Qj=QjP(a) voor iedere a e.G. Veronder•, 
stel dat v1_1 nu1:}o, dan zou volgen wegens de invariantie van v1_1 n U:L 

en de i rre du c i bi 1 it e it van U 1 d a t V 1 _ 1 n U 1:::: U 1 , d us U 1 c. Vi- '1 • Tu s sen U . 
en UJ. bestaat de equivalentie T .. T.-1. Dus moet op U. gelden cJat 

J l l 
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~ -1 . f Qf= ,._ j TJ T1 . Dus voor ff. u1 geldt f=Q1 f + ••• + Q1_1 = 
-1 , -1 ~1 T1Ti f+ ... + Ai-1 Ti-1Ti _f. Neem f=Uii dan blijkt aldus 

u 1 l. =Li-'1 A.Uj,. Tegenstr>ijdigheid., want u 1 j=1, u. 1 (1)=1 en 
J=1 J l _ l 

Uji(1)=0 VOOr' j <.i, 

Op deze manier is aangetoond, dat p tenminste n keer voorkomt in 

P. 
Laat nu \J een eindigdimensionale invariante deelruimte van F(G) 

zijn, zodat Pin W equivalent pis. D.w.z. er is een basis r1 , ..• ,fn 
in W te kiezen zodat P met betrekking tot deze basis de matrixrepre­

sentatie u,. heeft. Dus fj(ga)=~u .. (a) f.(g). Door g=1 te stellen 
lJ lJ l 

vinden we dat fjE. U'1+ ..• +un voor iedere J, dus Wc.U1+ ••• +un. Dus f 
komt precies n keer in P voor. 

Kan iedere eindigdimensionale representatie van een topologische groep 
in irreducibele onderdelen warden gesplitst? Bestaan er van een topo­
logische groep altijd niet-triviale eindigdimensionale representaties? 

Kan de regul1er·e representatie uitgereduceerd warden in eindigdimen­

sionale irreducibele representaties? 
Voor de c3tegorie van compacte topologische groepen kunnen de 

drie vr.agen bevestigend warden beantwoord. 

II.3. In compacte groepen is het mogelijk een maat te defini~ren die 

invariant is bij rechtsvermenigvuldigingen, zodanig dat bovendien de 
totale groep de maat 1 heeft. Met betrekking tot deze maat kan men 

continue functies integreren, en voor de integraal gelden de volgende 
eigenschappen: 

f f(x) dx == J f(xa) dx, 

J ().f + p.g) (x)dx =) J f(x),jx +fl f g(x)dx., 

f>O ~)f(x)dx>O, 

J "1 dx = 1. 

Men kan het ook zo formuleren, dat de integraal van een continue func­
tie met betrekking tot deze maat een niet-negatief lineair functioncc· 

J is met de eigenschap dat J ( f) =J f, ·J(1) = 1. 
8 

Het bewijs van de existentie van een dergelijke moat door directe 
constructie zullen we hier niet geven. De theorie van de bijna-perio­
dieke functies zal echter de existentie aan het licht brengen van een 

niet-negatief lineair functioneel op de ruimte der continue functies 
met genoemde eigenschappen. Een bekende stelling van F. Riesz verze­
kert dan op grond hiervan automatisch de existentie van een invariante 

maat. 
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Voor zover men te mGken heeft met een compacte Lie groep G (voor 

toepassingen is dit verreweg hst belangrijkste geval) is het bestaan 

van een invariante maat oak als volgt aan te tonen. 

G is mE(~{tinclig veel coordinatenomgevin[~en u1 , •.. ,Uk te bedel{ken. 

L3 ten d a n 5 i ( i == '1 ., • . • , n ) cJ e c o o n:l in c1 ten in Uk z i j n • Ve r- on d e r· s t 8 1 
1 E: u1 . La.:Jt p een willckeurig punt &. u1 zijn. De rechtsvermenigvuldi­

ging met p- 1 voert het punt p over in 1 en beeldt een zekere omgeving 

V van p in u1 rif op een omgeving van 1 in u1 • De functionaaldetermi­

mrnt vtm de El fbee ld ing ( .•• p-1 ) :V--+ u1 gen omen j_n het punt p seven we 

aan met J(p,i). Voor een op G gedefinieerde continue functie f die 

buiten u1 nul is defini~re men 

J f ( X) dx = j f(p) \J(p,i)\ d ~ 1 (1) .•• d~n (i) 

PEUi 

Men dient dan nog het volgende aan te tonen (hetgeen echter vrijwel 

recht3treeks door uitschrijven te verifi~ren is). 

(a) Wanneer de continue functie f slechts van nul verschilt bin­

nen u1 f1 Ur dan is 

J f(p) jJ(p,1)\af1(1) ... (1 ~n(i)= 

p E.U_. 
1 

== J f ( p) \ J ( P _, r) \ d ~1 ( r) ... d f n ( r) 
p E.Ur 

(b) Iedere continue functie f is voor te stellcn 

waarbij de r1 continue functies zijn op G die slechts 

tueel van nul verschillen en jr(x)dx= 5-::JL (x)dx is 
]_ 

van de gekozen splitsing van fin functies r1 • 

als f=f'1+ ••• +fk, 

birmen u1 even­

ona fha n k8 l ij k 

(c) Wanneer men het coordinatensystcem in u1 geschikt kiest kan 

men bereiken dot j 1 dx = 1 worcJt. (Door een ancler coord ina tensysteem 

in u1 in te voeren bereikt men dat de integraal met een factor wordt 

vermenigvuldigd. Door geschikte keuze dus van dit coordinatensysteem, 

bijv. door ~ 1 ( 1 ) met een geschikte ctor te vermcnigvuldigen, be-

reikt men dus het gewenste). 

II.4. De integratie stelt ons in staat de bewijzen uit Hfst I waar 

s ommc1 t :Les over de groep word en volt rokken voor etc ca tegorie V8 n de 

compc1cte groepen te herhalen met integratie i.p.v. sommatie. We kunnen 
dan bewijzen 

Stelling II.4.1. Iedere (11neaire) matrixrepresentatie p van een com­

pacte groep is equivalent met een unitaire representatie, dus som van 
irreducibele representaties. 

Bewijs: Stel H = j ((n) p(a)dci. His hermitisch positi0f def'inlet en 

f~b) H p(b) =Jp*(b) f~(a)p(a)p(b)dn = jp*(ab) p(ab) cJa = 
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J ~ = f ( 8.) f (a) da = H. Etc . ( z ie ~I. 3 • ) • 

Stelling II.4.2. Loten pen~ irreducib8le representaties zijn van de 
compacte groep G met graden men n. Laat C een willekeurige m x n 

mBtrix zijn en S =J p(b-1 ) C cr(b) db. Dern is S = 0 :::ils p.-rcr, en 

= ),_I 8 1 s p = r:r. 

Stelling II.4.3, Voor de karakt0rs % en ~' van twee inequivalente 

irreducibele represent:'lties gelcJt J-x.(a) %'(a-1 ) da = 0., 

Jx,(ci) -x,(a- 1 ) dn = 1. 

II.5. We geven in grate lijnen aan hoe voor compacte groepen de exis­

tentie van niet-trivi8le eindig dimension□ le representaties, alsmede 

de reducibiliteit van de reguliere representatie in eindig dimensiona-
112; 83ngetoomi lrnn worch:n. Een met elernenta ire bewijzen gedocumen­

teerde bondige expositie van het f6n en ander vindt men o.a. in Che­

valley: Theorie of Lie groups pp,204 - 210. 
We beschouwen daartoe eerst de groepsring van een eindige groep 

nader. Deze bestond uit formele sommen L~ (c,) .n, woarbij de coeffi­

cient ~(a) waarmee het element a ~G voorzien was, een complex getal 

was. Deze eindige forrnGle som is volkomen gekEmmerkt c1oor de coeffi­

cienten ~ (o) m.a .w. door de funetie ~ op de groep G. 'rwee formele 

sommen :C ~(a) .a en L'7(b) .b hebben ,1ls productC~(a) 17(b) • ab= 

=L.~(c) .c., wEiarbij c;(c) ==L~(s) ~(a-1c) ='L~(cb-1)1(b). Dit geeft 
dus aan hoe de representerende functies vermenigvuldigd moeten worden. 

Dit patroon volgcnd kunnen we bij compacts G voor de elementen 
van F ( G)., gebruikmn kend vrrn de integra tie, een product opera tie~, de 

zgn. convolutie, gedefinieerd els volgt: 

f * g (x) = j f(x b- 1 ) g(b) d b = 

=< j f(s) g(s-1 x) do . 

f ~ g is d~n inderdaad weer continu, en verder is zeals men gemakke­

lijk verifieert f ~ P(a) g = P(a)(f ~ g). F(G) is met deze product­
operatie naast de additieve structuur een algebra geworden (i.h.a. 
zonder eenheidselcment!), 

Voorzien we F(G) V8n de gewone absolute-waarde-metrie, dan is 

in de zin van deze metriE::l{ de lineaire operator Tf : g ~r 1'!i g (vaste 
f) volcontinu. (Dit berust op het feit dat de verzameling functies 

f * g, waarbij g alle functies doorloopt met lg! <1 een equicontinu 
stelsel vormen). 

In F(G) definieren we bovendien nag een unitair inproduct door 
(f,g)= Jr(x) g(x) dx. 

Wanneer f(x) = f(x-1 ) voor alle x, dan is Tf een hermitische ope­
rator ·in de zin van d:i.t inproduct. De Hilbert-Schmidt theorie leert 
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dsn drit 

(i) de eigenw8arden l IO van Tf een ~indige multipliciteit heb­

ben, 

(ii) de bij twee verschillcnde ~ 's beharende eigenruimten ortho­

gon.3al z:Ljn, 

(iii) iedere functie VJn de gedaante Tf g ontwikkeld kan warden 

j_n een uniform convergente reeks vc1n eigenfuncties v:=in 'rr behorenclc 

blj eigenwaarden I 0. 

De eigenruimten v3n Tr zijn invariant t.a.v. de reguliere repre­

sentatie P, want zij f,.,; g = )g, d,rn is f,.,; P(a) g = P(n)(f;. g) = 
= AP(r1) g. 

Dus ied c r1'; func tie T f g lcrn ontwikke ld word en in een uniform con­

vergente reeks van functies die tot eindig dimensianale irreducibele 

deelruimten uit F(G) b~horen. Zaals we vroeger reeds zagen is iedere 

functie uit een irreducibele deelru1mte van F(G), waarin de voorstel­

ling P equivolent is met de m8trixrepresentatie (u1 j) 9 zelf een lineaire 

combjnatie V8n deze u 1 j. w~ vinden dus 

Selecteren we ult iederG klasse van equivalente matrixrepresenta­

ties van Ger ~~n (u1 j(k)), dan kAn iedere functie f Mg, waarbij f 

voldoet aan f(x) == f (x-'1), warden ontwHckelc:1 in een uniform convergen­

te reeks v1n de u1 _(k), voorzlen van zekere coefficienten. 
J 

Bij gegeven functic gen gegeven e >Okon men altijd een omge-

ving U van de identiteit vindenJ zodat voor iedere niet-negatieve con­

tinue f die bu:1.ten U nu.l wordt, met flxT == f(x- 1 ) en Jr(x)dx = '1., 

ld t jc:-T fg I < E.. 

We vinden dus: Een willekeurige continue functie g op G kan wil­

lekeur go bensderd warden door eindige linealre combinaties van de 

(ui/k)). 
Door gebruik van Rn □ loge argumenten op de ruimte van de continue 

functies die constant zijn op de klassen geconjugeerde elementen vin­

den we: Iedere continue functie die constant is op de klassen geconju­

geerde elementen kan willekeurig goed benaderd warden door eindige 

lineaire combinaties van irreducibele k3r3ktLrs. 

II.6. Voorbe0ld. Als groep nemen 
groep van de c ornp lexe m;:1 trices 

we de unitair~ groep 

( 
:

1 b) met / a l 2 

-D 8 

SU(2), d.i. de 
0 

+Ible.:= '1. 

Stel a == o( 1 + i 0< 2 , b = /Li + i 02 . De VE::rzameling vsn alle matrices 

( 
8 b \ vormt een reelE:: linec1 ire rulrnte: van dimensie 4, W8a rin 

-'fi a) 
(0<1 ., 0< 2 ., ~'l' r2 ) de; coorclim1ten zijn. SU(2) is in ceze ruimte juist de 
eenheidssfeer. Links- en rechtavarmcnigvuldigingen met een element van 

SU(2) induceert in deze 4 dimension8le matrixruimt~ een lineaire trans-
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2 2 2 2 ( a b) f o rma tie d i u o<. 1 + 0<. 2 + ~ 1 + ~ 2 = de t _ 1 n v a r i ant 1 a a t . 
-o a 

M.a.w. links (rechts) vermcnigvuldigingen met elementen van SU(2) 1n­

duceren draaiingen in d~ze ruimte. Het invariGnte volumeelement in 

SU(2) is het 11 gewonet1 driedimensionDal sferische volumeE:lement, dat 

zodanig genormeerd is da t het totna 1 volume van de 3-sfeer 1 wordt. 

Ieder element van SU(2) is binnen SU(2) geconjugeerd met precies ~~n 

diagonaalmatrix van de gedaante 

waarbij O~t.p~rr. 

De klassen g~conjugeerde elementen in SU(2) kunnen gerepresenteerd 

word en door de parameter lf>; met O ~ lf ~ if" • De inwend ige automorfis­

men van SU(2) l~tcn de punten 1 en -1 vast. Deze zijn op SU(2) opgevat 

als 3-sfeer juist diametraal gelegen. En aangezien verder, naar het 

bovenstaande, inwendige automorfismen draaiingen zijn, moet een klasse 

geconjugeerde elementen dus gelegen zijn op een parallelsfeer (1 en 

-1 als N resp Z-pool V8n de 3-sfeer opgevat). Op iedere dergelijke 

parallelsfeer ligt slechts een diagonaal matrix 

(:if e-~J (zoals men gemakkelijk nagaat), dus is een parallelsfeer 

0en volledige klass0 geconjugeerde elementen. Verder rekent men ge­
makkelijk no dat het volume ingenomen door de parallelsferen liggende 

tussen lf en tp + d ~ g0lijk is aan ; sin2 t.p d tp . 

Iecier kar8kter X van SU(2) is op te vatten als functie van f, 
en de voorwaardE::; j-x.(tp) X(tf) sin 2 4' dLf=1 is nodig en voldoende voor 
de irreducibiliteit van het karakter. Verder kan het karakter van een 

representatie eenvoudig worden berekend door na t0 gaan wat het spoor 

in deze reprcsentntie is van de diogonaalmatrices. 

Laat Vn de vectorruimte zijn van de homogene polynomen van de 

graad n in twee variab0len x 1 ,x2 . Laat Pn de representatie van SU(2) 

(! ba) in deze ruimte zijn die geinduceerd wordt door de matrix u 

als volgt op de variabelen x1 ,x2 te laten werken~ 

x 1 -7 a x1 + b x2 

x2 ~-b x1 + a x2 

n n-1 n-1 n , De polynomia x1 , x1 x2 , ... ,x1x2 , x2 als basisvectoren in Vn 

nemende, en vervolgens het karakter 'X.n volgens de boven aangegeven 
,methoden berekenende vindt men 

'X.n(lf) = einlf' + 8 i(n-2)lf+ ••. + 8 -i(n-2)tp + e-in'f. 
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Me::n ksn nu inderdaDd verifi~ren dat; J X.2 (t.p) sin 2 Lf d lf=1 voor 
iedere n. We hebben dus hiermede een klJssc van irreducibele repre­

sentnti(:S van SU(2) gevonden. Maar dit zijn oolc alle irreducibele 

r,::prc;Sentatic.rn ! 
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w. Maak: Darstellungstheorie unendlicher Gruppen und fastperiodische 

Funktionen. Enzykl.I 1, 7,I (16) (Leipzig 1953) 

J.v. Neumann: Almost periodic functions in a group I (T.A.M.S. 36 

445-492) 1934 
L.H. Loomis: An Introduction to Abstract Harmonic Analysis, Ch.VIII, 

(New York 1953) 

III.1 Definitie en voorbeelden 

Als belangrijkste opgave van dit deel zien we de probleemstelling 

in II,3~ het bewijs van de existentie en de constructie van een niet 

negatief lineair functionaal voor de functiesop G. Duidelijk is dat we 

in II konden volstaan met die functies op G te beschouwen, die in de 

representatie voorkomen. 

We beperken ons nu tot begrensde representaties, da t zijn repre­

sentaties, waarvoor alle matrixelementen begrensde functies zijn. We 

voeren voor de matrices in tp 2 (A) = sp(A A.;,jt), lf(A)? 0. Dan geldt 

la:>-,-...\~ tp(A) en \f)(AB) 4E; '{)(A). 'f(B) en 1f2 (A)= ~- \ a1 j \2 • 
i., J 

We definieren nu bijna-periodieke functies. 
Definitie 1, Een complexe functie fop een willekeurige groep G heet 

bijna-periodiek (bp) als bij iedere £ > O een overdekking 'G Av van G 

bestaat, zodat voor ieder tweetal elementen x,y uit een ze1rde A~ geldt 

\ f ( cxd )-f ( cyd) \ < C ., uniform in c en d. 

Stelling III.1,1. De matrixelementen van een begrensde representatie 
zijn bp, 

Bewijs. Bij ieder element a 1 j van A is er een overdekking van G door 

eindig vele stukken, z6 dat op elk stuk de functie a 1 j(x) minder dan 8 

varieert. We construeren een gemeenschappelijke verfijning voor 

17 j=1, ... n. Voor x,y uit een zelfde deel van de verfijnde overdekking 

geldt jai/cxd)-a 1 tcyd) I~ \f'{A(cxd)-A(cyd)] ~ lflA(c)} . t.p{A(x)-A(y)}· 
• tp tA(d)J ~ M2 .n. Ve. Dus· is a 1 j een bp functie, 
Stelling III.1,2. Een bp functie is begrensd. 

Bewijs. Laat ta"1 een representanten sys teem van een t: -overdekking 

van G zijn. Voor alle x E G geldt dan { f(x) I t'S m3x \ f(av) I + e. 
Voorbeelden 1. G is de additieve groep van de re~le getallen modulo 1. 

Iedere continue, periodieke functie op de reele getallen is bp. Zo 1 n 
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functie j_s imners uniform continu op [0,1] . Laat in dit (en in vol­

gende) bewijzen J(E) zo'n functie zijn dat voor !x-y) < ~(E) geldt 

\r(x)-f(y) !< c. De gevraagde £-overdekking van G ontstaat uit een 

0'lerdekl:ing van [0.,1] met intervallen < ~ . 

2. G is de additieve groep van de gehele rationale getallen. Nu 

is eix bp. B::l.j eix bepalen we op [0,2~] de d(£), en we overdekken 

[0,2-rt) mot intervallen met lengte < tE . 0nder A-;, rekenen we alle 

gel: e le g<:::t::111,::n, die mod 2 -rt in het v-de interva 1 liggen. 

3. C is de additieve groep van de re~le getallen, Dit is de 

groep waarvoor de klassieke bp functies zijn gedefinieerd. En wel door 

de 

Defin:l!;ic 2. Een continue functie op de reele getallen heet bp a ls 

bij J.cdcre [ > 0 een l(t:) > O gegeven is, zodat op ieder segment met 

J.engt(; -; 1(2) een ,rte vinden is met { f(x+'t' )-f(x) \ < £:, uniform in x • 

.:~.~~:llJ:!.:1~ I_~.-: . ___ '1_:)_:... Een continue, en volgens def .1 bp functie voldoet 

aan de voorwaarden genocmd in def.2. 

!_)el~iJl? .. Lci ten {a\)} representanten zijn van een S -overdekking. Ver­

c1er zlj l(e)=2 r.ax !av\. Op ieder segment [x-½l,x+½l] is het getal 

x-ak (v.: gedefinieerd door XE Ak) een getal rr • Immers 

Ir l t+(x---ak)} -f(t)j = lr(x+(t-ak)} -r{ak+(t-ak)}\ < E. 

S_~~E;1lin,:; ::1:II. '1.4. Een volgens def.2 bp functie is uniform continue, 

Bcwijs_. Op [-'1,1+'1] is f uniform continu., laat ei(E) weer gegeven 

zij;i. N0;s;11 t z6 dat 0(£:) < 1. Kies nu x en y met \x-y\<e><1. Dan 

ls er een ,,.-, E [Y-1_,x] zodat I f(x)-f(x-'1:') \ < t,, maar ook 

I f ( Y ) - f ' y - '"c' ) l < £ en \ f ( x ) - f ( y ) I ~ l f ( x ) - f ( x - 'C' ) I + \ f ( x - re' ) - f ( y - " ) \ + 

\f (y- "'-: )-f(y) I < 3C • 

Stelling III. '1.5. Een volgens def.2 bp functie voldoet aan de voor­

waarden V8n def.1: 

B0::·1i_.j_s - Vle bepa len bij C en bij de uniform continue f weer a= §( c) 
en o·Jecdel:l:en [0,1] met intervallen met lengte d. Allex, die door 

venr:i:16.)t•ing met een '"C in het v-de interval terecht komen vormen Av• 

Dcze A.;rs vormen een e -overde kking. Als x, y E. A~ zoeken we rr , rt 1 zo­

da t /(x- rr)-(y- ,.._,r) j < J. Dan zal lr(x+c)-f(y+c)f ~ lr(x+c)-f(x--t+c)j+ 

ir(x..r-:-+-c)-f(Y-t''+c)\ + \f(y-re1 +c)-f(y) I< 3£ • 

III.2. Ei~en~~happen van bp functies. 

VJ::: bcscl10m\'en de ruimte b(G) van de begrensde functies op G. In 

deze ruimte introduceren we de z.g. uniforme topologie door 

j l=c~p\f(x)j. De bp vormen een deelruimte. Deze is lineair, zoals 
vol~;t: ui t 

,~.:t~,ll~-~S'.,_ __ I~I.2.'1._Als l()een continue functie van 2 variabelen is, en 
f en g zij:1 bp dan is If ( f ,g) oak bp. 
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Bewijs. Omdat f eng begrensd zijn behocven we~ slechts te beschouwen 
op een begrensde afgesloten verzameling, waarop lf uniform continu 1s. 
We bepa len voor 'f> weer de functie <§ ( e) en construeren § -overdekkin­
gen. van G voor fen g. Een gemeenschappelijke verfijning van deze twee 
overdekkingen is een £-overdekking van G voor 'f ( f ,g). 
Voorbeelden. Met fen g zijn ook Af+~g, fg,? en sup(f,-f) alle bp. 

Enkele functies hebben een bijzonder belang, n.l. de translaties 
t8 :(x➔ xa); bt:(x ➔bx)., 8 tb:(x ➔axb) en de inversie j:(x➔ x- 1 ). 

Stelling III.2.2. Als f bp is, dan zijn ook f 8 tb en f j bp. 
Bewijs. De eerste bewering volgt direct uit de definitie. Omdat 
{pxq)-1=q-1x- 1p- 1 volgt dat uit een £ -overdekking \.) Av voor f een 
(-overdekking VA~1 voor fj is af te leiden. 

St8lling III.2.3. De declruimte bp(G) van de bp functies is afgesloten 
in de ruimte b(G) van de begrensde functies op G. 
Bewijs. Zij f een verd ichtingspunt van bp 1 s f 1 , f 2,... • Bij E > 0 be­
pa len we een n met f f-fn } < E. Een c. -overdekking voor f n is een 3 E -

overdekking voor f omdat daarin geldt 

\r(u)-f(v)j ~ lr(u)-fn(u)j +lrn(u)-fn(v)! + \rn(v)-f(v)\ < 3e • 

St~lling III.2.4. Als Geen compacte groep is zijn alle continue func­
ties bp. 

Dit kan b.v. warden bewezen met behulp van het feit dat f(cxd) 
een continue functie van de 3 variabelen c,x,d is. 
Opmerking. Iedere Lebesgue meetbare bp functie op de (locaal compacte) 
additieve groep van de reele getallen is continu. 

III.3. Het gemiddelde van een bp functie. 
We bespreken twee constructies van een niet negatief invariant 

lineair functionaal op bp(G). Eerst een elementaire methode. 
We beschouwen een £ -overdekking ( zie deh .1) en vormen met een 

stel representanten f a..,J een "tussensom" 1 L f(a'I'.>). We moeten opdat 
t . n o-1 

dit een zinvol begrip kan worden de eis opleggen dat de E -overdekking 
minimaal is, d.w.z. niet met minder delen geconstrueerd kan worden. 
Nauwkeuriger: een overdekking van G met delen A1 , ••• ,An heet minimaal 
als er geen elementen x1 , •.• ,x0 te vinden zijn, zodat het moge-
lijk is met minder dan n verzamelingen uit de collectie der verzame­
lingen A1xj de gehele G te overdekken. We zoeken nu een getal M(f) 
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te definieN;n zodn t er voor iodere 1( > 0 een E > 0 is met voor a lle 
€ < E en iedere tussensom bij iedere minimn le C -overdekking 

Stelling III .3. '1. Als la-.?} en {br} representant0n zijn van cen mi­
nima le £ 1 - resp. een minimale € 2 -overdekking, dan geldt 

Bewijs. We gebruiken de volgende combinatorische hulpstclling: 

Als VA~ een minimale ovcrdekking is bestaat er een gemeenschappe­

lijk reprE;s,:mtanten sys teem voor V Av en U A;,; x. 

We beginnen met een minimo lo € 1-ovs;;rdel{kinf,, b. v. V A-v , dan zijn er 

getallcn ev, zodat 

f ~ i: f(av)- ~ L f(avx) \ ~ \; L f(ay)- ; 'Lf(c .• .J\ +l-ri- Zf(cv)- ~ L f(avx)\<2£1 

/A. 

Geheel analoog 

dus 

I ~ L f ( '\) - ~ L f ( b/J t < 2 ( L1 + t 2 ) . 

Hieruit volgt onmiddellijk dat voor een "convergente rij verde­
lingen11 de volgende stelling geldt: 

Stelling III.3.2. 

De lim 
r ➔ O 

'1 n -z 
n '1?=1 

f(a.) 

bestaat onafhankelijk van de gekozen minimale t -overdekkingen en on~ 
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afhankelijk van de gekozen representanten av bij deze overdekkingen. 

We noemen deze limiet nu M(f). Uit st.III.J .. 1 blijkt nu dat bij 

een minimale £ -over-dekking geldt j ~ L f(a-v)-M(f)\~2e . 
We komen terug op de combinatoriek. Omdat de overdekkingen minimaal 

zijn zullen k delen van U A~ steeds ten hoogste k delen van VA:,, over­

dekken. Een stel A11 J Bf-'- heet geassocieePd a ls ze een gemeenschappe­
lijk element bezitten. We formuleren het probleem nu (geassocieerd= 

bevriend) • 

Stelling III .3 .3. Laat van n rJl en n ~ gegeven zijn dat,, voor 
elke k{1'!!::: k~o) · ieder k-tal cf'tezamen bevriend is met tenminste 

k ~, dan kunnen n huwelijken gesloten warden tussen bevriende pa ren. 

Bewijs. Induc tie naa r n. Is voor iedere k < n ieder k-ta 1 cl' bevriend 
met k+1 5j2 dan een huwelijk sluiten en de inducti;:: toepassen. Is er 

een k-ta 1 cf' ( k < n), da t prec ies bevriend is met k ~ , da n de ze volgens 
inductie laten huwen en voor de rest weer de inductie gebruiken (zou­

den een aantal van dGze resterende d' vriendinnen te kort komen, dan 
zouden zij ook na versterking met de eerstgenoemde k nog vriendinnen 

te kort komen) . 

We bewijzen nu enkele eigenschappen van het functionaal M. 
Stelling III.3.4. Mis lineair, invariant onder ten j, niet negatief 

en genormeerd. Mis continu (t.o,v. de uniforme topologie). 

Bewijs. Duidelijk is M(cxf) = 0<M(f). 

Bij C > 0 construeren we een minimale overdekking van G, die zowel 

voor f, als voor g als voor f+g een E-overdekking is. Laat ~a~J 
een stelsel representanten zijn dan geldt 

~M(f) ~ I: f(a,;) I~ 2t: 

IM(g) ~ '2:g(av)!~2E 

r M ( f +g) - ~ ~ tf (a-;) tg (av ) }\ ~ 2 t 

Dus !M(f+g)-M(f)-M(g)\ ~ 6e. M(f+g)=M(f)+M(g). Dat M(ft)=M(f) volgt 
uit het feit dat een minimale overdekking door tin een minimale wordt 

overgevoerd; M(fj)=M(f) analoog. Het niet negatief zijn van Mis 
triviaal, even zo dat M(1)=1. 

De continuiteit volgt uit de lineariteit, de genormeerdheid en het 

niet-negatief zijn, immers voor n > N0 zij I f-f n I< [ dan 

lM(f) - M(fn)I= jM(f-fn)I ~ M( I f-fn I) ~ M(E) = ~ . 

Stelling III.3.5. Als f:?:0 en f(a)>O dan M(f)>O. 
Bewijs. Beschouw een ½f(a)-overdekking van G. Laat lav} een represen­

tantensysteem zijn. Dan zal g(x)= Lf(avx)-½f(a) ~ O., dus M(g) ~ O., dus 
....:ivr(f)-½f(a) ~ O, dus M(f)> O. 
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III.~. Tweede definitie van bp functies. 
We beschouwen bp(G) als een ruetrische ruimte met I f-gf als af­

stand. 
Definitie 3. Een begrensde functie f heet bp als de verzameling Vf 
van alle functies f ~ t (>- € G) totaal begrensd is (een metrische ruimte 
heet totaal begrensd als er bij elke € een eindige overdekking is met 
delen, elk met doorsnee < e ) . 
Stelling III.4.1. De definities 1 en 3 zijn gelijkwaardig. 
Bewijs. Laat f aan de voorwaarde van definitie 1 voldoen, en laat 
lav i een stelsel representanten van een E: -overdekking zijn. Voor 
iedere bEG is er een av met lf(bx)-f(a"'x)\<e, uniform in x, dus 
Ir bt-f 8 yt I ~t. De verznmeling f bt is dus totaal begrensd. We gaan 
ui t van def ini tie 3. Bij e > O zijn er get a llen c ( k=1, ..• r;i) zoda t 
voor alle ceG een ck bestaat met lr(cxd)-f(ckxd)j <C • Het stelsel , 
f c xt is totaal begrensd t.o.v. de parameter x, we vinden dus een 

k 
overdekking van G zodat voor x, y uit eenzelfde deel I f ckx t-f c Y t \ < e • 
We voeren dit uit voor alle ken zoeken een gemeenschappelijk~ ver­
fijning. Dan geldt voor x,y uit eenzelfde deel van deze verfijning 

\r(cxd)-f(cyd)\~ jr(cxd)-f(ckxa)I +jr(ckxd)-f(ckyd)) + 

+\f(ckyd) - f(cya)\< 3t , uniform in c,d. 

We voeren nu voor re~le functies f een functionaal M* in. We definieren 
eerst cr(f)=sup f - inf f. 
Stelling III.4.2. s(f);:, o, G'(f)=O ~ f is constant 
G'(rt,t) = G'(r) cs(>--r) =l°Ala-(r) 
~(f 1+r2 ) ~ G'(f1 )+· G'(f 2 ) lim G'(f ) = cr(lim fn). 

n ➔~ n n ➔ o:i 

Van Vf construeren we het convexe omhulsel C(Vf), d.i. de verzameling 
van alle functies 

n 
L f' fa t met p.., ~ 0 , L p ~ = 1 • 

v-=-1 ~ i> "1 

Van c(vf) beschouwen we de afsluiting C(Vf). 

Stelling III.4.3. C(Vf) is een compacte deelverzameling van bp(G). 
Bewijs. Vf is totaal begrensd, laat Ween eindige verzameling zijn 
zodat de £ -omgeving van W de verzameling V f overdekt. D8 totaal be­
grensde verzameling C(W) heeft ·een ~ -omgeving, die C(Vf) omvat. Omdat 
dit v.oor alle e > O geldt is C(Vf) totaal begrensd. Omdat bp(G) afge­
sloten is in b(O) en C(Vr}Cbp(G) geldt ook C(Vr) c bp(G). De ruimte 
b(G) is volledig,, en de afsluiting van een totaal begrensde deelver­
·ia,mel1ng ervan is daardoor compact, 
~te111ng III,4.4. c(vf) bevat een constante functie. 
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·Bewijs, Het continue functionaal c:5 neemt op de compacte C(Vf) een 

minimum, b. v. voor 4' , aan. Stel sup I.fl = ex. en inf l.f) =ft) ; O'- -p, =4o > 0. 

We zoE:ken nu av € G, zoclat de ~ -omgevingen van \.\) at de verzamE::ling 

V\f overdekken. Laat g=~ ~ lf aS' dang E C(Vf). Zij ~u x E.G. Kies Y EG 

met 'P ( y) </3 + d . Er is clan een av met 

\ '-0 a t - \f' _ 1 t \ < J , d us J \f ( a "'x) - If ( y ) \ < c5 en 
.;:i yx 

2 'f(avx) < ;3+25 =oL-2d • Dus sup g(x) < 0<. - Ko. Analoog 

inf g(x)>fa+ ~d: en G'(g)=(1-J)G'(lf)<:<S'(1f), Dus C<.=/3· 

We zouden kunnen bewijzen dater maar een constante functie in C(Vf) 

is, en dat deze de gewenste eigenschappen van het functionaal heeft. 

We volstaan met terug t~ grijpen op III.3. 

Stelling III.4.5. Laat M¼(f) een constante functie uit C{Vf) zijn. 

Dan geldt M*(f) = M(f) (voor M(f) vid III.3). 

Bewijs. Als geVf dan M(g) = M(f) (invariantie van M) 

Als g EC(Vf) dan M(g) = M(f) (lineariteit van M) 

Als gEC(Vf} dan M(g) = M(f) (continuiteit van M) 

Dus M(M* (f)) = M(f). Maar ook M(M* (f)) = M*(r). 

Opmerking. Men kan ook uitgaan van Vf = lf t:>,.} . 

III.5. Unitaire metriek in bp(G). 

Voor f,gEbp(G) definiere;n we (f.,g)=M(f.g), Deze definitic maakt 

(f,g) tot een bilineaire, invariante, continue functie van fen g. 

We definieren met dit inproduct een nieuwe topologie in bp(G), die 

zwakker is dan de uniforme topologic, door \\ r\j = V(r ,f). 
Verder voercn we voor bijna periodieke functies een vouwing in 

(vergelijk II.5) door de definitie 

fxg (x) = M fr.gtxj} of als we i.p.v. M(h) schrijven Mt(h(t)) door 

f X g ( X) = My t f ( y) • g ( y- 1 x) J == My { f ( xy- '1 ) , g ( y)} 

De operatie x is associatief en distributief to.v. de optelling. De 

belangrijkste stellingen zijn 

Stelling III.5.1. Als L.I.M. (fv-ffJ = L.I.M.(g -g ) = 0 dan 
'v ,. f->- " ,/A "y 'JJ-

1 im (f_,xg -f xg ) = O. (L.I.M. is de limiet in de topologie II•\\ , 
-v,J--<- ., -.,;, J-A- r 1 
lim in de uniforme topologie). 

Bewijs. Het bewijs volgt uit de volgende vorm van een klassieke on­

gelijkheid: 

I f X g \ ~ \I f II . !I g \\ . 

(Dit blijkt op de bekende manier uit ~ i lAf(y)+f'"g(y- 1x)\ 2 };,-o}. 
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It"• .... !' . .,, 
' )( .1,, .• - )t. i:_-, 

'lr) -..., fl- :I'-'-

w~arult 0u stalling d ir•,;_;r~t v0lgt. 

Stcll.i;~~l. III.:=J.2:~ 1:::t.] 1t::d2:P~'.~ l)p fun:,-~t,1.i: f C!"',i 1.tJ,:!t:rt~' e >()·ta(,:'(' ·t:e!1 

~·o fu"•"' t 1 "'· ·~ •r1E' •· 1 f' - " " .. .I , t' lo)... .\},'.,,, \.. (.-:i ... .., I,.,, 1 .J. ... ,f\ t_, I ' \# fl 

Bew1Ja. W-c: d0ftnlc:r'1:.m (:erst •::en oool'.'t 1.nv::ir·lante FJfatnnd op Q door 

A(t~,b)= 1:1up fns,,.it}-f(sbt)I. Vt..:rdcr' kit:zc:n we nu 
~3 , t 

~ ( y ) ,,; O • mA X ( 0 , 1 - . A l ; l ~- } ) • 
'-• 

!r{x} - MY [r(xy-'1k(Y)J\= fr-,1y~(f(x)-f(xy-·1))it(Y)}\ ~ E 

want v o o t' I f ( x ) - f ( x y - 1 ) I > t g ~ 1 d t L!I ( ·1 , y ) ;;, t , du s g ( y ) ""'o • 

'\11'e v.inden hieru:Lt dat l C-f,x~j < c;. 
We sturen nu ~an op de volgende atelling: 

Stell!~.J~I:5-J. I8der invariant en (in de un1forme topologie) afg&­
sloten rnoduul van bp functics is de afsluiting van de directe sam 
von ~1nd13~ lnv~rin~te i~rcducibcle ~odul0n van bp funct18B. 

Voor het bcwijs ~nk~le hulpstelllng~n. 
Ste 11 ing III. lj. 4. La at H cen i::i:.:·ch ts inva r ia rit ~J f gesloten c'lee lmoc1uul 

v~n e~n r-invarlant nfg~sloten moduul R zijn. D~ verz8mel1ng van alle 
h 1 ER die loodr-eeht op allc hrEH ;-:;t;:ian vor"men een rechts lnvar'i,:mt 

nfgeslote~ deelmoduul H 1 van R; HA H'=-0 en R=Ir+flT. 

,:. wi is ~' "t h t J t t 1 1 t t ' l l Bi,j 1" E· P ZO(.'k'•r. "'e een ,_.e c' • r.l, een e .aa S ·e S n e, vr'.t.V: 3H., • ., . '-''' " 

rij h EH met lim llr-t:. \I -= 1.ni' \lr-h \\ . 
n n ➔oo ll h EH 

Dit is een C,mchy-r:l.j in ~~e :-:1-,P:.Jkke topoloi;:le, Wi'lnt \l hn-hmM ~ \\f-hnll + 
+ Ur-hm. I . Hct :L:1 :nu vold0dndc om a2n tc: toncn dat bij it.'der.t::: bp g twee 

f1.mcties t:. EH en h 1 E H 1 :iljn met f x g '"' h + h 1 • Nu z:::: 1 h x ~'I'. ➔ h (uniform n ...., , 
m0 t h E H • L-:i a t U E H d ,rn z a 1 ( U, f x g - h) = ·1 im ( U, ( f-hn) x g) en 

fl ·-.. 00 

~ I U \ • II f-hn \I . \lg \I . 

SteJlJ:ng IlLl..:~• In iedtr nfgc:;slotcn r-inv;:,r1.rint moduul R is een i:dndig 

(ir~educibel) deelmoduul. 

~. We gaar:! u!t, van een g 1', O uit R. Dan is f "' g xgJ zelf geadjun .. 
geerd: f(x) "" f(x-::r) (vid II.5). Voor o·en zelf geadjungeerde functie 
11::"•l:"'t. r1-t,ll 2 ""' $0 :Xff'1) L! t rn ., .,, " Da ""~] ...... s1 I • .t It ... ,!, \, • f'i e C cm 3 "!"U€H"(:!1 n U = l X I ,'I( • , • >t ! • , l1 "c. . 

ft•n+1 ... rm+1 \ 2 "' I { f11_fn) ~rf 2 ~ \j f !l 2. U f!1_ 1.m lJ 2 ~ 
11:rU :2 .nrn.,.fJI1} X (fn ... fmi (1)7 = U-dl 2 r(f':2n_,.,t,n+m.t.f'~?m, l/4'1 
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monotoon niet daalt 

( \\ fn \\ 2 = (fnxfn)(1) ~ \rn-1 xrn+1 \~\\rn- 1 \\. \\rn+1 \l) en door \\r\j naar 
boven begrensd 1s. 

Dus bestaat lim llrn+1 II = 0( • 

n ➔ oo \lrn II \lrn \12 . 
Dan bestaat ook lim 2n = lim 

n ➔= ex n ➔ oo 

We definieren nu lim 
n ➔U> 

f2n . 
0(.2n = 1, uit de convergentie van cx2n 

r2n 
volgt dat :72ri in de uniforme topologie een Cauchyrij is en dus con­

e/. vergent. 

We zijn nu in staat een eindig deelmoduul te definieren, n.l. de ver­
zameling van alle 'f e R met f x 'f = ~. Dat deze een r-invariant moduul 
vormen is duidelijk. ~ zelf is oplossing. Laten we nu uitgaan van k 

lineair onafhankelijke oplossingen 4>1 , ... ,'fk' die weals een ortho-
normaalstelsel mogen aannemen, k 
We definieren 1(x,y) =1(y x- 1 )- ~ i-p1 (x) ~ 1 (y), dan als bp func-
tie op G xG l=1 

flt! = 1)111 2 + k - 2k = 11111 2 -k 

dus k ~ I\ p}f 2. 

Nu zijn de voorbereidingen voor het bewijs van III.5.3 voltooid. 
We zoeken n.l. alle irreducibele eindige invariante deelmodulen en 
construeren het moduul 'i)rt dat de afsluiting van de som van deze mo­
dulen is. Als m:.-/R is er in het moduul ~' J.iit een irreducibel r-inva­
riant moduul, dat dus loodrecht op zichzelf staat. Dus moet~R. 
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IV.1. De karakteralgebra van een eindige groep. 
Stel dat A=(a 1 j) en B=(bij) twee vierkante matrices zijn met graad m 
resp. n en met elementen in een lichaam K. We voegen aan A en Been 
matrix A@B toe, het Kroneckerproduct of tensorproduct, op de volgende 
manier. De graad van AeiB zal mn zijn, de rijen en kolommen ervan zul­
len warden genummerd door paren (i,j) met 1~iie;,,m, 1"-j4n. We defi­

nieren dan het element p(ij),(kl) van AeB door 

(4.1.1) 

Opm.: Wanneer A en B afkomstig zijn van lineaire transformaties u en vvo 
vectorruimten E resp. F over K, dan is A~B afkomstig van de transforma­
tie u ®v van het tensorproduc t E ® F. 

We hebben twee eigenschappen van het Kroneckerproduct nodig nl. 

(4.1.2) (A®B).(C@D) = AC1&BD, als A,C resp. B,D dezelfde graad hebben 
(4.1.3) sp (A®B) = sp A.sp B, hierin is sp A het spoor van A. 

(4.1.2) en (4.1.3) kunnen door narekenen worden geverifieerd. 

Stel nu dat Geen groep is; pen~ twee representaties van G door ma­
trices met graden m resp. n en elementen in het lichaam K. We definieren 
een productrepresentatie F®tr(ook wel fo-) door 

(4.1.4) (f®O--)(a) = f (a) 19 a-(a) 

Dat dit een representatie is volgt uit 
(4.1.2), dat de equivalentieklasse van 
die van p en fJ" • 

(a6G). 

(4.1.2). Verder vindt men met 
f ~ 11 alleen afhankelijk is van 

Stel mJ C,at G een eindige groep is. G heeft dan maar eindig veel klas-



MR 36 

sen van irreducibele representaties in het lichaam der complexe getal­
len. We zullen hier het woord karakter ook gebruiken voor het spoor 
van een niet noodzakelijk irreducibele representatie. Bij irreducibel8 
representaties spreken we dan van irreducibele karakters. 

Stcl dat Reen ring van complexe getallen is, die 1 bevat, met R=R. 
We vormen formele sommen van de irreducibele karakters met coeffici~n­
ten in R, we noemen X= X(G,R) de verzameling van deze sommen. Ieder 
element is dus te schrijven als '; = 'f ~'X.-x,, met y~ E>R, terwijl -x.. de 
irreducibele karakters doorloopt. Xis een R-modulus. 

We definH!ren voor 5, ~ €. X een inwendig product ( ~, 7 ) aldus: als 

~ = i.:. y.~ X., 'l = ~ 1-x. X , da n is ( "r, 1 )= f ~ -x, 7 'X.. Di t heeft de gebruike­
lijke eigenschappen. Verder kunnen we aan iedere ~e X een functie op 
G toevoegen door te definieren ~ (a)= f ~-x. 'X.( a). ( a 6': G). Dan is dus 
~ (t-1at)= ~(a) voor alle t ~G. Op grond van de orthogonaliteitsrela­

ties kunnen we dan voor (~,7) ook schrijven (~,7)= i fe.G ,(a) 7(a) 
(g = orde van G). . 
Hieruit volgt dat we X kunnen identificeren met de verzameling functief 

a-; ~(a); w~nt als ~(a )=0 voor alle a e: G, dan is ~~ =( ~, X.)= 
= ~ :r:~(a)X(a):::O, dus is dan '; =0. Wanneer nu "X.en t twee irreduci­
bele karakters van G zijn, dan is volgens (4.1.3) 'X..f ook een karak­

ter van G., zodat men heeft -x.+(a)=~ cr...4'1.f'f(a) met gehele c?..tlf>J), 
We zien dus dat het product van de functies 1-..enf weer een functie 
is die afkomstig is van een element van X. Voor de elementen van X 
corresponderend met _de irreducibele karakters van G kunnen we zo een 
vermenigvuldiging invoeren, die dan lineair kan worden omgezet tot 
een vermenigvuldiging in X. 

Men kan dan laten zien, dater op deze manier een algebra over R ont­
staat, we zullen daarom X(G,R) met de boveningevoerde vermenigvuldi­
ging noemen de karakteralgebra van Gover R. 

Opm. Bij het bewijs dat X een algebra is moet men een aantal rekenr&­
gels verifi~ren, deze blijken te gelden op grand van formele eigen­
schappen van het Kroneckerproduct van twee matrices, die we hier niet 
hebben opgeschreven. Zie van der Waerden., Mod.Algebra Bd.2, ~128. 

IV.2. Verband tussen de kara~teralgebra•s van een groep en een onder-
groep. 

Stel dat Geen eindige groep is en H een ondergroep van G. We noemen 
X de karakteralgebra van Gover R, en Y die van Hover R. 

Het is duidelijk, dat iedere representatiepvan G door complexe matri­
ces door restrictie tot H een representatie rf van H door matrices 
bepaalt. 
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Noemt men X het karakter van f, r?l dat van r p, dan is dus 

(~-.2.1) (r-x,)(b) == -X.(b) (b 1::.H). 

Deze toevoeging r vold oet wegens ( 4. 2 .1) aan r( -x.. + t )=r 'X- +r +., 
z ( 'X-- t )=r -X.. r + . r kan daa ram word en voortgezet tot een homomorf isme 

r= r G ---1 H van X in Y • 

Er is ook een afbeelding die de andere kant opgaat, dus van Y naar X. 
Daar zijn echter enige voorbereidingen voor nodig. 

W0 vorm&n de verzameling G/H der nevenkla ssen H(a G:: G). Voor a iE: G zul­

len we met K(a) de nevenklasse van a aanduiden. Verder kiezen we bij 

iedere kE:G/H een representant v<-(k) van kin G. Bij overgang op een 

ander representantenstelsel gaat tX(k) over in o<-(k)bk., met bk cH. 

Een element a &G bepaalt een permutatie n 8 van G/H door 

(4.2.2) lTa f\ (b) :::: k(ab). (b ~G). 

Uit (4.2.2) volgt direct, data ---?TT8 een representatie van G is door 

permutaties. Verder heeft men 

(4.2.3) a • oi. ( k) == °' (TT k) • b k a a, ( a e G, k f:! G /H ) , 

met ba,k e:H. 

Uit (4.2.3) volgt de relatie 

(4.2.4) 

Stel nu dat p een representatie van His door complexe matrices, met 

graad n. We hebben gezien dat aan iedere a &G is toegevoegd een permu­

tatie TT 8 van G/H. Daarbij hoort een permutatiematrix 1fa met elementen 

( TI a ) k 1 = ( J k' 1T a ( 1 ) ) ( k., 1 €. G /H ) • 

We schrijven nu op de plaats (k,1) van 1fa in pleats van het getal 

6 k, TTa(l) de matrix Jk., 1Ta(l) p(b8 , 1 )., en krijgen zo een matrix die 

we door (if ) (a) zullen aanduiden: 

(4.2.5) (if )(a) = (ak TT (1) f (ba 1)) • , a , 
( a E G ; k, 1 e G /H ) 

Of, wat verder uitgeschreven: C ( "';: ~ «J 
-l 

~ ~q) (1r)(a)= 
f' l Ql,1 

.) 

p ( o<ii Cl <X1) f ( 0(;1 Cl.. o(.'3_) 

hierin is q=G :H, ()( 1 , ••• , o<.q_ is het representantensys taem, en f ( c) 
betekent O als c niet in H ligt. 
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De graad van deze matrix is n(G:H). We zullen laten zien dat a~(ip)(a) 

een rcpresentatie van G is. Want 

== (L 
m &G/H 

== ( 5 k., lTa 1 a 2 ( 1) f ( b a '1' 1f a/ 1) ) p ( b a 2, 1) ) = 

(wegens (4.2.4)) (J"k-rr (1) p(ba a 1)) = (ip )(a1a2). 
'a1a 2 L1 2' 

Verder is (i p )(e) = eenheidsmatrix. Dus is if' een representatie van 

G. De rspresentatie i p hangt nog af van de representatie 0t (k) in 

G/H. VE·rvangt me;n oi. (k) door c,<.(k)bk (bk<=-H), dan gaat (if )(a) over in 

t.if (a).t-1, met t==(J°k,l f (bk)). Verder ziet men gemakkelijk in, dat 

bij vervanging van p door een equivalente representatie, i p ook in een 

equivalente overgaat. De equivalentieklasse van ip is dus eenduidig 

bepaald door G,H en de equivalentieklasse van f . We noemen hem de door 

de klasse van f getnduceerde klasse van representaties van G. 

Stel dat -X. het karakter is van F. Het karakter i -x. van if is, volgens 

(4.2.5), 

Wanneer nu rr 8 (k)=k, dan is volgens (4.2.3) b 8 k= Ol..(k)-1a c,t..(k)~ Daarom 

kan men het karakter i 'X. ook geven door (1 X)(~)=L'\.( o<.(k)- 1a oi.(k)), 
k of oak door 

(4.2.6) y-:-- * 1 (j_ -x_)(a) = J ~G ~(t- at). 

Hierin betekent de ster dat in de som de termen waarvoorhet argument 

van x niet in H ligt, weggelaten moeten worden. Verder is h het aantal 

s:lementen van H. 

Daar uit (4.2.6) volgt dat i( ?l+t)=i'X..+it, bepaalt i een lineaire 

afbeelding i=iH---1,G van Y in X. Als 1 e Y, wordt dus i 1 '=- X bepaald 

door (4.2.6), met 1 in plaats van ?l. 

We hebben nu dus een lineaire afbeelding i van Yin X en ee~ homomor­

fisme r van X in Y. We zullen enkele eigenschappen afleiden. 

Wanneer ~ EX,7 sY dan is (~.1(7~(a)= ~ (a). J:z:i(t-1at)= 

== J L "'"~ ( t - 1 a t ) 1 ( t - '1 a t ) = i ( r ( ~) • ? ) ( a ) . Dus 

(4.2.7) 

Daaruit volgt, dat het beeld i(Y) van Yin X een ideaal is in X. 



Verder is, met dezelfde notaties, 

(}, i ( 1 ) = ; F. G ~ (a ) i?(a ) = gt° Fi-G 

= ~ f;H ~G ~(tbt-1) 7(b)= 

We hebben hiermee bewezen 

1 L 
gnbc;H 

t ~a 
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(4.2.8) (relatie van Frobenius). 

We vatten het gevondene samen in de volgende stelling. 
St~lling 4.2.1. Als Geen eindige groep is en H een ondergroep van G, 
dnn is er eon homomorfi~,me r 0 _,.H V8n X(G,R) in X(H.,R) en een linea ire 
af'bL:Clcing iH--'IG Vern X(H,R) in X(G,R). Het beeld i(X(H,R)) is een 

ideaal in X(G,R); verder is (,,1(7))=(r(~),7) ( ~E:X(G,R), ~ E.X(H,R)). 
We vermelden nog het volgcnde resultaat, dat direct volgt uit (4.2.6). 
Lemma 4.2.1. Als Hen K twee ond~rgroepen van een eindige groep G zijn 

met KcH, dan is iK---1<-G = iH~G iK~H• 

IV.3. De Stelling V8n Br2u0r. 

Stel weer dat Geen eindig2 groep is met orde g. Wanneer peen priemge­
tn 1 is, noemen WE:: een element a '- G e,:;n p-element a ls zijn orde een 
macht van pis, en een p-regulier elementals zijn orde met p ondeel­
baa r is. 

Wanneer a 6. G, ziet men gemakkelijk in, dat men kan schrijven a=bc, 
waarin b e~n p-element is, enc p-regulier, en bc=cb, en dat zulke 
b enc eenduidig b~panld zijn (het zijn machten van a). b enc het~n 
resp. de p-factor en de p-reguliere factor van a. Als p niet deelbaar 
is op g, is b=e, het eenheidselement van G. 

We zullen een ondergroep Evan Geen elementaire ondergroep van G 
noem~n, als E het direct product is van de cyclische groep (a] , voort­
gebr~cht door een p-regulier element a, en een p-Sylowgroep van de nor­
m::::ilizator N van a in G (verzameling der elementen n & G met na=an). 

A 
p ls hierin een of and8r pri~mgGtal. Voorbeelden van elementnire onder-
groepen zijn de cyclische ondergroepen [a] , daar is peen priemgetal 
dnt niet op G deelbaar is. 
We noemen k het k.g.v. van de ordes van de elementen van G. Stel dat 5 
een primitieve k~ eenheidswort0l is. w~ stellen hier R=Z [,], (Z= ring 
der gehele getallen). Het is bekend, dat Reen vrije groep is, die een 
basis heeft bestaande ui t ma ch ten van 'S ( nl. 1, >' 1:.}, ... , 'S ~( g)- 1 ). We 

bekijken nu de X( G ,R). 
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Lemma 4.3,1. Stel} tX(G,R), ~(a) G Z voor alle a G G. Wanneer dan b· enc 

de p-factor en p-reguliere factor van a zijn, geldt ~(a)=~( c) (mod Pl• 
Bewijs: Daar ', (a )=ra -+ [aJ ~(a), is het voldoende dit lemma voor 
cyclische G te bewijzen. 
In dat geval is ~ = L ~ it, ~x. cR, terwijl -x. de karakters van G door-

? x,. x.. r 
loopt. Nu is , (a)=~ ~x. :X.(b)-X.(c). Als q=p de orde van bis, volgt 

hieruit ~q(a)=f~ x.,qi'L(cq) =~q(c)(mod pR). Daar pRriZ=pZ (omdat Reen 

basis over Z heeft), volgt hieruit ~ (a): ~q(a)-=,q(c)::~(c) (mod p). 

Stel dat E een elementaire ondergroep is, E= [a) x. S. Hierin is dus a 
een p-regulier element, Seen p-Sylowgroep van de normalizator N8 van 

a in G. 

Lemma 4 .3. 2. Er is een 1 & X(E ,R) met de volgende eigenscha ppen: 

1~ ~. h(b)=O als de p-reguliere factor van b niet met a geconjugeerd 
r.:..-Ht ( 

is,; iE_.,a'z(a)=(N8 :S) en iE ➔ G7(as) is een geheel rationaal getal 
dat met p ondeelbaar is. Is de p-reguliere factor van b geconjugeerd 

met a, dan is b geconjugeerd met een as(s£S). 

Bewijs: Het is direct in te zien, als peen representatie van [a] is 
. i 

en O"een van S, dat p.a-getiefinieerd door p.cr(a 1 xs)= p(a )&><r(s)(sc:S) 

een representatie van Eis. We passen dit toe voor f =karakter 'X.. van 
[a] (representatie van de 1e graad), cr=eenheidsrepresentatie van S 

(graad 1). Het karakter van de verkregen representatie noemen we ?le, 
aus· 'X.e(aixs)= X(ai). We vormen nu 7 = y "f(a) 's E:. 6.X(E,R). 
De som loopt over alle ~ van [a] . Noem de orde van tal, Na en S resp. 

ex., v, Tf. Dan is 7 (a\,s)=O (i,''1) of o<.(1=1). We vormen nu iE ➔ G i=i~. 
Volgens (4.2.6) is ~ 

(i 1) (b) = ~~ tro 1(t-1bt). 

Daar 1 slechts de waarden Oen tJ-..aanneemt, is (i~)(b) rationaal, dus 
geheel. 

Stel b=cd, c de p-factor, d de p-reguliere factor van b. Dan is t-1at 
de p-reguliere factor van t-1bt. Opda t dus t- 1bt E. E, q( t-1bt );io, moet 

t- 1dt=a zijn, moet dus de p-reguliere factor van b met a geconjugeerd 
zijn. Is dit omgekeerd zo, is dus t-1dt=a, dan is t- 1bt=t-1et.a. Nu 

-1 -1 -1 is t ct de p.;..factor van t bt, zodat t ct , Na. Daar verder ieder 

p-element van N8 in een Sylowgroep van N8 ligt, en daar twee Sylow­

groepen van N8 geconjugeerd zijn in Na, is n- 1t- 1ctn=s1:S met n ~Na. 
Dan is n- 1t·1btn=n- 1t-1ctn n- 1t-1dtn=sa. 

We zien dus., dat de elementen b van G waarvot.ir niet (i 7 )(b)=Oi ge­

conjugeerd zijn met elementen as van E. Nu 1s (i~)(a)= c,1,~ fu 7(t-1at). 
Het is duidelijk dat alleen de t met t e. N8 een bijdrage tot de som 
leveren. (Is t~1at=as, dan zijn a.s=t-1at.e twee splitsingen in p-re­

e;ulier element maa 1 p-element, dus a=t-1a t, dus t f:; Na). Daa r 1 (a)= ~, 
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vinden we (i7)(a)= ~ =(N8 :S). 
(11)(as):::: (N8 :S) (mod p) voor 
4.J,2 hiermee bewezen. 

Uit lemma 4,3.1 volgt dan, dat 

s:/c, Daar (N8 :S)$0 (mod p); is lemma 

We noemen I=I(G,R) het ideael in X(G,R) van de idealen iE--?G(X(E,R)), 

waarbij Ede elementaire ondergroepen van G doorloopt. 

Lemma 4.3.3. Als E het eenheidselement is van X(G,R), en g de orde van 

G; dan is gc GI. Bij iedere priemdeler p van g is te vinden een 7pE:I 

zodat 7 P(a) een met p ondeelbaar geheel rationaal getal is voor alle 

a G: G. 

Bewijs: Uit lemma 4.3.2, toegepast op de 8yclische E, met een p fg, 
volgt dat er bij iedere a G: G te vinden is een ~ a Ee I(G,R) met ~ (b)=O 
als b niet met a geconjugeerd is, ~(b)= va als b met a geconjugeerd 

is (hierin is v 8 = orde van Na). Dan is ~"=~ ~a (b)=O of g, al naar ge­
lang b niet of wel met a geconjugeerd is. Noem nu fa 15 een stelsel re­

presentanten van de kl8ssen van G. Bij iedere i is een ~~-=~i te vinden. 
De som T ~~ ligt in I, en is gelijk aan g 1:.. 1 

We nemen nu een pjg. Neem een stelsel representanten (aj) van de uit 
p-reguliere elementen bestaande klassen van G. Bij iedere j kunnen wij 

een elementaire ondergroep Ej=[aj] Y--Sj vinden, we nemen een 1j E: X(Ej_,R) 

met de eigenschappen van lemma 4,3.2. Het element 'lp=2r' iE ➔ G ?j GI 

heeft dan de verlangde eigenschap. J 

Lemma 4.3. 1~. Als voor een ~ EX(G,R) geldt dat 5(a) E.Z, ~(a)=-O(g2 ) 

voor a lle a f; G, dan is ~ E': I. 

Bewijs: Stel ~ = ~ ~"- 'X., waarin X. de irreducibele karakters doorloopt. 

Dan is ';;71,=; ~G ~(a) 1\.(a). Daar ~(a);;O(g2 ),is ~7l~gR. Dus is 
5:=g ~r, met ~ 1 €. X. Daar gt. E. I, is g~ '=g f.. ~ 1 E:I. 

Lemm::i. J-1-. 3 . 5 . I ( G, R) =X ( G, R) • 

Bewijs: We nemen een P!i. Stel dat p~ de hoogste macht van pis die op 

g deelbaar is. Voor geschikte N geldt dan voor de 1 P uit lemma 4 .3 .4 

1pN(a) -=1 (mod p 2o<.), 

2 N 2 
voor alle a e. G. Dus is (-%) 1 -(~) teen element 'c;. E:. X(G,R) met de 

P p p 27 
eigenschap van lemma 4.3.4, zodat, daar 7p GI, (pg""-) E: 6 I. 
Wanneer p de priemdelersfJan g doorloopt, is de g.g.d. der getallen 

2 
(L) gelijk aan 1., waaruit volgt dat E:. EI. 

PO\ 

We vormen nu de ring X(G.,Z). Daarin ligt een ideaal I(G.,,Z) dat op de­
zelfde manier als I(G.,R) wordt gedefinieerd. Noem (p1 ) een basis van 

Rover Z met P1=1. Ieder element van I(G,R) is dan kennelijk eenduidig 

teschrijvenals 1r 71 {\met 1iE:I(G.,Z),Jaar E.t:I(G.,R),is 

~= Ly 71 f1 met zekere ? 1 GI(G,Z). Dat impliceert echter 11= E., 
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71::;;o (i >1). (Zij nl. r:j 'jPj::;;0, ~j €:X(G,Z). Dan is ij=Lx. aj-x. A.. 

(a. E-Z, 'X..= irreducibel karakter van G). Dan blijkt dat voor elke x. 
Jx • 

geldt L.aj p .. =0. Daar de p. een Z-basis vormen, blijkt dat alle 
J 'X, J J 

a j 'X., en dus alle ~j' nul zijn). 

Dus is E eI(G,Z), I(G,Z)=X(G,Z). Hiermee is bewezen de volgende stel­
ling van Brauer ( ['1] . Het hier gegeven b,,..!' i.,js is ongeveer da t ui t (5] , 
and ere bewijzen in [3] , [5] ) . 

Stelling 4.3.1. Ieder karakter van een eindige groep G is te schrijven 
als lineaire combinatie met gehele coeffici~nten van karakters, geindu­
ceerd door karakters van elementaire ondergroepen van G. 

Een direct gevolg is de volgende stelling ([4] ). We noemen daarin ge­
generalizeerd karakter van G: een element van X(G,Z). 

Stelling 4.3,2, Een stelsel nodig voldoende voorwaarden opdat een 
functie ~ van de elementen van een eindige groep Geen gegeneralizeerd 
karakter is, is: 

(a) ~(a) hangt alleen van de klasse van a af; 
(b) voor elke elementaire ondergroep Evan G geldt dat de restrictie 

van ~ tot E een gegeneralizeerd karakter van Eis. 

Bewijs: Nodig is triviaal. Stel dat ~ de eigenschappen (a) en (b) 

heeft. Ui t (a) volgt da t ~ = ~ ~X. X., met c omplexe ~x. ( A.. doorloopt de 
irreducibele kara~ters). Hierin is ~it=(l, -X.. ). Uit {b) en (4.2.8) volgt, 
dat (~,iE ➔ G7) een geheel rationaal getal is voor ieder karakter 1 van 
een elementaire ondergroep E. Daar iedere ~ een lineaire combinatie 
is (met gehele coefficienten) van zekere i~ (volgens de vorige stel­

ling), is ~?..=('r, 'X..) geheel rationaal. 

In het geval dat G zelf een elementaire groep is, dus dat G direct 
product is van een p-groep Sen een cyclische groep [a] waarvan de 
orde met p ondeelbaar is, geeft St.1.3.'1 geen informatie. De volgende 
Stelling geeft een aanvulling voor dit geval. 

Stelling 4.3,3. Ieder irreducibel karakter van een elementaire onder­
groep E wordt ge1nduceerd door een karakter met graad '1 van een onder­
groep van E. 
We zullen het bewijs hier niet geven, een eenvoudig bewijs is te vinden 
in ['1} • Het bewijs kan onmiddellijk worden gereduceerd tot het geval 
dat E een p-groep is. Voor dat geval is het een oud resultaat ("iedere 
irreducibele representatie van een p-groep kan in monomiale vormen 
worden gebracht"). 

Door toepassing van Lemma 4.2.'1. vindt men uit St.4.3.3: 
Stellin5 4.3.4. Ieder karakter van een eindige groep G is te schrijven 
als lineaire combinatie met gehele co~fficienten van karakters, gein­

d}10,~~t,>d door karakters met graad '1 van ondergroepen van G. 
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IV.4. Toepasaingen van ge!nduceerde karakters. 

A. Als eerste toepassing onderzoeken we de vraag: in wat voor lichaam 
kan men de coefficienten van de matrixrepresentaties van een gegeven 
eindige groep nemen? 
Stel dat Geen eindige groep is met orde g. Stel datf een representa­
tie is in het lichaam C der complexe getallen. We noemen q het lichaam 
der rationale getallen, en verstaan onder algebraisch getallenlichaam 
een algebra!sche uitbreiding van Q, die in C bevat is. 

Stelling 4.4.1. f is equivalent met een representatie,waarvan alle 
matrixelementen in een algebrafsch getallenlichaam liggen. 

Bewijs: Stel f(a)= (fij(a)) (1 :fi1Jtn) , waarin dus j'1 j(a)6 C. 
De waarden van de karakters X(a)=sp(p(a)) zijn sommen van eenheids­
wortels. Noem K het lichaam voortgebracht over Q door alle X(a). Het 
is een algebratsch getallenlichaam. We bekijken nu de relaties tussen 
de complexe getallen p . . (a) met coefficienten in KJ dat zijn de veel-

2 lJ , 
termen in g variabelen x.j met coeffici~nten in K, die nul worden n i ,a 
bij de substituties Xij,a----"fij(a). Speciale relaties zijn 

~Xik.,a Xkj,b- Xij.,ab ~ Xii,a -;{(a) en Xij_,e-'Sij. 

De relaties vormen een ideaal A in de veeltermring K[X], dat niet de 
hele ring is. Volgens de Nullstellensatz van Hilbert kan men dan ge­
t.allen u1j(a) in een algebraische uitbreiding L van K vinden, zo dat 
bij de substituties x1j,a~ u1j(a) alle veeltermen van A in O overgaan. 
Dan geldt dus 

L. f"ik(a)uk.(b) - o-1 .(ab).,? o.i(a)='X(a), o-1J.(e).S1 j. 
k J J i 1 

Dan is a ~ t,( a) • ( S ij (a)) een representa tie van G met hetzelfde spoor 
als f., die dus met f equivalent is. Daar Leen algebra!sch getallen­
lichaam is, is hiermee de bewering bewezen. 
Een ander bewijs van st.4.4.1 kan worden gegeven met behulp van §1.8 
(blz.15). 

De vraag is nu welke algebraische getallenlichamen in aanmerking kun­
nen komen. Hierover geldt de volgende stelling: 

~telling 4.4.2 ([2] ). Stel dat k het k.g.v. is van de orden der ele­
menten van G. Iedere representatie van G met complexe co~fficienten 
is dan equivalent met een representatie, waarvan alle matrixelementen 
in het lichaam der keeenheidswortels liggen. Voor het bewijs hebben 
we een aantal hulpresultaten nodig. 

Lemma 4.4.1. Stel dat f een absoluut irreducibele representatie is van 
G. Wanneer <Y een matrixrepresentatie is van Gin een lichaam K~ dat de 
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karakterwaarden van f bevat, en ~bevat f precies h keer, dan is h.p 
equivalent met een representatie in K. Dit is bewezen in I,8,p.15. 

Lemma 4.4.2. Twee K-irreducibele representaties van G door matrices 
met elementen in K, die eenzelfde absoluut irreducibele representatie 
bevatten, zijn K equivalent. 

Bewijs: Stel dat t1 en _f2 de representaties zijn, stel dat ze beiden 
vbevatten. Dan is dus met matrices t 1 en t 2 , waarvan de elementen in 
een uitbreiding van K liggen, 

= e3·(a) ) 
* , 

Stel l = ( I O ) , waa rin I de eenheidsma trix is met dezelfde a fmetingen 
alsdeo(a). 

-1 ( Met U=t 2 lt 1 ., is dan uy1 a)=f2(a)u (a€G). 

Men kan schrijven U= L uj xj, waarin de Aj lineair onafhankelijk zijn 
over K, en waarin de u~ matrices zijn met elementen in K. 

Dan is 2 'j(uj f 1 (a )~f2 ~a )uj )=0, waaruit volgt ujf'1 (a )=f'2(a )uj. 
Volgens j het lemma van Schur is dan hetzij uj=O, hetzij uj vierkant 
en inverteerbaar. Daar ufo, moet dit laatste zeker een keer voorkomen, 
zodat f1 en _f2 equivalent zijn. 

Stel nu, dat f een absoluut irreducibele representatie is van G met 
karakterx. Stel dat Keen lichaam is, dat de karakterwaarden "X(a) (aEG) 
bevat. Uit lemma 4.4.1 en lemma 4.4.2 volgt, dater een natuurlijk 
getal h{X,K) is met de volgende eigenschappen: hf is equivalent met 
een representatie in K, en als nf equivalent is met een representatie 
in K, dan is k deelbaar door h. Want de reguliere representatie van G 
bevat f precies X(e) maal, volgens lemma 4.4.1 is dus X(e) .f equivalent 
met een representatie in K. Splitst men deze in K-irreducibele, dan 
moeten die volgens lemma 4.4.2 alle equivalent zijn met een hf. Het ge­
tal his hierbij eenduidig bepaald als het kleinste natuurlijke getal 
waarvoor hf equivalent is met een representatie in K. 
Het getal h heet hierin de index van Schur van .f or•x t.o.v. K. 

We kunnen nu st.4,4.2 bewijzen. We nemen een absoluut irreducibele f 

representatie van G met karakterX . Volgens st.4.4.1 mogen we aanne­
men, dat de matrixelementen van de f (a) in een algebraisch getallen­
lichaam L liggen. We kunnen daarbij wel aannemen, dat L het lichaam 
K der ke eenheidswortels bevat. We dienen te bewijzen dat de index h 
van.f t.o.v. K gelijk is aan 1. 
We merken nu op., dat iedere representatie van G, ge~nduceerd door een 
representatie van graad 1 van een ondergroep van G, elementen in K 
heeft. Stel dat '?o de karakters van deze representatie van G doorloopt. 
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Uit lemma 4.4.1 volgt dan, dat h deelbaar is op de (X,~u), daar de bij 
o/v behorende representatie f precies (X,7~) keer bevat. 
Volgens st .4 .3 ,3 kan men echter schrijven X = ~ c0 '?:r, met gehele ~f' • 
Daaruit volgt., dat 1=(v,'V)=Lc ( ,n ). Daar rechts elke term deelbaar 

11 ,1 a u l<i 
is door h, blijkt dat h-1. 

B. Als tweede toepassing bewijzen we de volgende stelling van Frobenius. 

Stelling 4.4.3. Stel dat Geen eindige groep 
karakter 'X van Gen voor ieder geheel getal 
geheel rationaal veelvoud van (n,g). 

is met orde g. Voor ieder 
n is dan L. X (x) een 

. xn::::e · 

Gevolg: het aantal xE G met Xn=e is een veelvoud van (n.,g). 
Bewijs: We zullen achtereenvolgens bewijzen (a) de eigenschap van de 
stelling geldt voor karakters van de 1e graad van elementaire onder­
groepen., (b) als een karnkter ~, van een ondergroep H van G de eigen-

1 schap van de stelling heeft, dan. heeft het karakter iH~G t van G deze 
eigenschap ook. Uit st.4.3.3 volgt dan de juistheid van de bewering. 

(a). Een elementaire ondergroep van G is een direct product ~]x P van 
de cyclische groep en een p-groep., waarvan de orden ondeelbaar zijn. 

Men ziet direct in, dat uit de juistheid van (a) voor [a] en Pde 
juistheid voor E volgt. Voor een cyclische groep is de bewering van (a) 
welbekend. 
Voor een p-groep P bewijzen we hem door inductie. Stel dat )( een karak­
ter van de eerste graad is van P. Noem pk de orde van P. Stel 
~ ~ 
~i X (x)=-s 1 • Dan is Sk• ✓--X(x) == O of pk. Stel dat al bewezen is 
X a:e X€P.. i+1 . ( ) aat s 1 +1 een geheel veelvouu van p is O £:. i 4 k-1 . Dan is 
81 +1=8 1 +s waarin S= L X(x), gesommeerd over de x met. orde p1 +1 • 

Nu hebben met x ook alle machten x~, (~,P)=1 de orde p1 +1 • Men kan de 
som du8 splitsen in stukken van de vorm 2.,_ ;{(x~) = 

i+1 pi ("', p )=1 i E (\" (xf.l) -2 .X(xP/3). Btjide 8tukken zijn doo.r p deelbare gehele 
1'3 =1 .,s =-1 

getallen (eigen8chappen van karakters van cycli8che groepen), dus is s 
door pi deelbaar, en s 1=s 1 +1-s is het dan ook. Daaruit volgt de juist­
heid van (a) voor P. 

(b) We hebben ~- (1H~G4')(x)= ~ J L i"-'\'(yxy-1 )=L J i.v(t)= ~ z;:. 'f'(t) 
x =e x =e yEG teH t =e 

tn=e tEH 
(h = orde van H). yE.G · 

Als de laat8te som deelbaar is door (n,h), dan is de eerste deelbaar 
door~ (n,h), en dat is deelbaar door (n,g). 



IV.5. Nog een toepassing van geinduceerde karakters 

door 
Dr W. Peremans 
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Laat een eindige groep gegeven zijn als permutatiegroep van de 

objecten 1, ... ,n. Zoals op blz. 2 is aangegeven behoort bij een der­
gelijke permutatiegroep een matrixrepresentatie van de graad n, die 

ontstaat door aan een permutatie -rr.ae matrix (Ji.,n(j})i,j toe te voe­
gen. We bespreken enkele eigenschappen van deze representatie met be­

hulp van de theorie der geinduceerde representaties. 
Als de permutatiegroep niet transitief is, reduceert de represen­

tatie zich klaarblijkelijk overeenkomstig de splitsing in transitivi­
teitsgebieden van de gepermuteerde objecten. Bet is dus geen beperking 

van de algemeenheid als we de permutatiegroep transitief veronderstel­
len. 

Het blijkt praktisch te zijn, de permutatiegroep op te vatten als 

een 11 representatie" van een abstracte groep. 

Laat dus een eindige groep G gegeven zijn en een homomorfe afbeel­

ding a -- lt'a van G in de symmetrise he groep Sn van de pe rmuta ties van 
de objecten 1, ... ,n, dusdanig dat het beeld van Geen transitieve pe~ 
mutatiegroep is, De representatie _p(a) van G van de graad n zij gege­
ven door 

Noem G1 de ondergroep van G, bestaande uit die x E G, waarvoor 

trx(1)==1; de linker nevenklassen van G1 bestaan dan uit die x E. G, waar­

voor ''\(1)==j (J=:1, ••• ,n), zodat de index van G1 in G gelijk aan n is. 
We beweren :nu., dat f geinduceerd wordt door de eenheidsrepresentatie 
van G1 • Om deze getnduceerde representatie te krijgen moeten represen­

tanten uit de linker nevenklassen warden gekozen, dat zijn elementen 

o<1 ., ••• 'o(n van G zodat TTc::< ( 1 )=j. De geinduceerde representatie wordt 
dan gegeven door de matrix onderaan blz.37, waarbij voor f de eenheids­
representatie moet warden gelezen en waarbij alleen dan op de (i,j)~ 

plaats iets komt te staan dat fo is (en dat is in ons geval een 1) 
-1 als .~1 a °'j € G1 , d.w.z. als 

TT -1 ( 1) = 1. 
<Xi 8c:,(j 

Dit geeft: 
1f - 1 n; 1t (1) = 1, 

o<i a ~ 

of 
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Dus 

Stel nu dat _f gereduceerd is in irreducibele bestanddelen: 

t,.__,Lm"r(j), 
j J 

waarin r(j) alle inequivalente, irreducibele representaties van G 

doorloopt. Volgens de relatie van Frobenius (4.2.8) geldt nu 

dus m. is het aantal malen, dat de eenheidsrepresentatie in de res­
trictfe van r ( j) tot G1 voorkomt. Nummeren we de r ( j) dusdanig, da t 

f (1 ) de eenheidsrepresentatie is, dan is r(r('1)) uiteraard ook de 

eenheidsrepresentatie, dus m1=1. Dus f bevat de eenheidsrepresentatie 

precies een keer. 
We beschouwen nu de restrictie r(p) nader. Deze onstaat weer uit 

een representatie door permutaties van G1 , die echter voor n > 1 niet 
transitief is (het object 1 blijft op zijn plaatsl) Laat het aantal 
bij G1 behorende transitiviteitsgebieden k zijn. Bij elk van deze k 
gebieden behoort een representatie van G1, waarop het bovenstaande 
kan warden toegepast. Zo vinden we dat de eenheidsrepresentatie k 
keer in r(1 ) voorkomt. Aan de andere kant geldt 

r (f ) '""~ m . r ( l- ( j ) ) ; 
j J 

in r(!(j)) komt de eenheidsrepresentatie mj keer voor, dus 

k = ~ m2 j. 
J 

Samenvattend krijgen we de volgende stelling (zie W. Burnside, 
Theory of groups of finite order, 2nd ed., p.275 of A.Speiser, Die 
Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3.Aufl.,Satz 165). 

Stelling 4.5.1. Laat Geen transitieve permutatiegroep van de graad 
n zijn en G1 een ondergroep van G bestaande uit die permutaties, die 
een bepaald object invariant laten. Laat f de bijbehorende representa­
tie van de graad n zijn. Dan is f geinduceerd door de eenheidsrepresen­

tatie. van G1 en het aantal malen mj, dat een irreducibele representa­
tie I ( j) van G inf voorkomt is gelijk aan h~t aantal malen dat de 
eenheidsrepresentatie in de restrictie van r(J) tot a1 voorkomt; in 

het bijzonder komt de eenheidsrepresentatie precies een maal in .f 
voor~ Als k het aantal transitiviteitsgebieden van G1 is, geldt 
k.:= ~ m~. 

,L.;._J 
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Als we voor de permutaties de Cayley-representatie van een groep 

G nemen, dan is f de reguliere representatie. We vinden dan oude re­
sultaten te~ug. Imrners nu bestaat G1 alleen uit het eenheidselement, 
zodat r( r (J)) de eenheidsrepresentatie even vaak bevat als zijn graad 

bedraagt. Verder is k=n=g (orde van G). Dus in de reguliere represen­
tatie komt iedere irreducibel~ rcpresentatie uven vaak voor als zijn 

graad bedraagt en g=Lm2-. 
J 

Nemen we GsSn, dan is G1 isomorf met 
tie van graad n van S buhorende bij zijn n 

S 1 en k=2, De representa­
n-

pt::rmutatiereprE.:senta tie va 1 t 
dus uiteen in de eenheidsrepresentatie ~n een irreducibele represcnta-

tie van de graAd n-1. Hetzelfde geldt voor dealtern8rende groep An. 
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V. Representatie van ringen met minimum voorwaarde 

door 

J. Verhoeff 

V.1 Representaties als dubbelmoduli. 

Uit een representatie_p van 80n eindige groep G volgt direct een 
rept"'eS{mta tie van de groepsring door de toevoeging X= {;~ i gi-+ JO (x )= 
= L si;v(g1 ) en omgekeerd volgt door restrictie uit eeh representatie 

giEG 

van de groepsring er ecn voor de groep (zie I,6). Wij kunnen een re­
presentatie opvatten als een dubbelmodulus, Hieronder verstaan we een 
rechtsmodulus oat over een lichaam K die tevens een ring R van lineaire 

n 
links-operatoren heeft en bovendien voldoet aan: a) ~ = ~ u1 K 
(eindige K-basis) b) (ru)')., =r(u}..) voor alle r ER, 1 =1 

ue.rn en')\EK. Dat betekent dat de operatoren uit R K-lineaire opera­
toren zijn van de rechts -K-modulus oo{.. 
Na keuze van een K-basis u1, •.• ,un in ?mi kan zo'n lineaire operator 
word en xoorgesteld door een matrix ui t Kn. Stel a ER en stel 
aui = ~ u.fXji dan correspondeert de operator a met de matrix (o:.1 j). 

J=1 
Omgekeerd kan uit de matrix repres0ntatie /::J van R in~ een dubbel-
modulus geconstrueerd warden. Stel n,l. '"6'lft =u1K+u2K+ ••. +unK en maak 
deze tot dubb~lmodulus door links vermenigvuldiging met een element a 
uit Rte defini~ren als 

n 
au= a Z: 

i=1 

Men verifieert gemakkelijk dat dan aan alle eisen is voldaen. 

Opm.1.1. Bij keuze van een andere basis in ocrt' V8rkrijgt m~n een equi­
valentc repr~sentatie. 
Opm.1.2. Men kan c8n r8presentatie ook opvatten als een homomorfe af­
beelding in de endomorfismen rmg van een Abelse groep. 
Door nu de structuur V8n de groepsring als ring te bestuderen valt 
langs deze weg de volledige reducibilit~it van de representaties van 
een eindige groep te bewijzen, alsmede het feit dat elke irr8ducibele 
representatie in de rcguliere voorkomt. 
De reguliere representatie verkrijgt men door de groepsring zelf op 
te vatten als (dubbel) modulus. · Links vermenigvuldiging is n.l. e~n 
lineaire operator voor de (Abels8) additieve groep van de groepsring. 
a wordt dan tocgevoegd aan (i. j). i,a 
Men noemt een representatie reducibel als de bijbehorende dubbelmodu-
lus een deelmodulus heeft welke toegelaten is t.o.v. de operatoren uit 
Ren uit K. In het geval van de reguliere representatie zijn dit de 
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toegelaten linksidealen van de groepsring. 
Een representatie heet irreducibel als de dubbelmodulus geen echte 
toegelaten deelmoduli heeft (minimale linksideale in de groepsring). 

Opm.1.3. Dit begrip reducibel komt overeen met het begrip halfreduci­
bel van pag. 

V.2. Ringen met minimum voorwaarde. 
Het lukt niet de theorie van dubbelmoduli met operatoren ring R 

voor algemene R geheel te ontwikkelen zonder een of andere eis welke 
aan de eindig dimensionaliteit van R verwant is. Men neemt hier meest­
al de minimumvoorwaarde voor. Deze zegt, dat elke collectie van deel­
systemen van een bepaalde soort, een minimaal systeem bevat. Die deel­
systemen zijn bijvoorbeeld links(rechts)-idealen, toegelaten deelmodu­
li enz. Equivalent is de dalende-ketting-voorwaarde, die zegt, dat 
elke rij 11 ~ 12 2 ••• ergens a fbrE:ekt, d. i. er is een index n zoda t 
1 1 ~ l..._=l 1= .. · , n- - u n+ 
Vroeger gebruikte men ook de maximum voorwaarde,maar deze bleek over­
bodig toen Hopkins in 1937 de nilpotentie van het radicaal aantoonde 
zonder de maximum voorwaarde te gebruiken. In 1942 bewees Brauer: 
In een ring R met minimum voorwaarde voor de links-idealen bevat elk 
links-ideaal 1 dat niet nilpotent is een idempot~nt element. 
Een verzameling O"C heet nilpotent als voor zekere n otn=O, zij heet 
idempotent a ls Ot fo en (Jt 2= 01... In het bijzonder heet een element e 
dus idempotent a ls e2=e en e f O. (De letter e zullan we niet ui tslui­
tend voor een eventueel eenheidselement of voor het grondtal van de 
natuurlijke logarithmen reserveren, zie bijv. Coll. Matrixfuncties, 
pag.30, formule 10). Een idempotent element heet primitief als het 
niet de som is van twee elkaar annul8rende idempotenten, dus als niet 

I? 2 e=e 1 +e" mete -=e'=/:-0, e" = e 11 4"0 en e 1e"=e"e 1=0. Wij veronderstel-
len allerlei algemeen gangbare bE:grippen, zoals lichaam, ideaal, pro­
du?t van twee verzamelingen bekend. Dit geldt ook voor verschillende 
stellingen over moduli wele direct volgen uit overeenkomstige stellin­
gen voor groepen. Ook begrippen als restklassenring e.d. N.B. Men 
dient goed het verschil in het oog te houden tussen een ringhomomor­
fie van een ring en een operator-homomorfie van een ring als additieve 
(Abelse) groep met de links(rechts) vermenigvuldigjng als operatoren. 
In het eerste geval geldt dat uit a ➔ a volgt ar ➔ ar= a r en in het 
tweede geval ar ➔ ar = a r. Het eerste geval hangt samen met restklas­
sevorming t.o.v. een tweezijdig ideaal en het tweede geval t.o.v. 
een links(rechts)-ideaal. Voor al deze begrippen verwijzen we naar 
pag.34 van deze syllabus alwaar ze uitvoerig behandeld zijn. (Zie bijv. 
ook v~d. Waerden, Algebra). 
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Bewijs van de stelling van Brauer: 
Stelling V.2.1. Een niet-nilpotent 1-ideaal in een ring met minimum 
voorwaarde voor de 1-idealen, bevat een idempotent ~lcm0nt. Zij 1 
een niet-nilpotent 1-ideaal in de ring R (met minimum voorwaarde voor 
de 1-idealen). 
1 °. De verzameling 'i.. van de n iet-nilpotente 1-idea len ~ 1 en /:0 is 
niet leeg daar 1 er toe behoort. Zij bevat dus een minimaal 1-ideaal 
11 •. Di t is idempotent want 11 2 is niet-nilpotent en 11 2s 11 ~ 1 dus 
112'=~ en 112~ 11 dus wegens de minimaliteit van 11 inderdaad 112=1 1 • 

Wegens 11 ~ 1 kunnen we dus volstaan met in 11 een idempotent element 
aan te geven. 
2°. Beschouw de verzameling tRJ'(_ van d0 l-id8alen m met de eigenschap­
pcn 11mfo en m f 11 . m is niet leeg daa r 11 E 2'oZ'. Er is dus c::en mini­
ma le m1 E oo(en er is cen element o<. E- m1 met 11cx. fo. We zullen nu la ten 
zien da t 11« =m1 . Imme rs ex. G m1, dus 110<. i m1 f 11 en 1111cx. =1 1oc. :Jo 
geeft dat 11cx.Eool. Gecombineerd m~t 11cx ~ m1 en de minimaliteit van 
m1 gee ft di t l,fx. =m1 • Omda t 0(, E m1 is er cen '>.. € 11 met ~()(. = o<. en dus 
ook An<X.=ot.:/0. Hh:ruit volgt dat). ni0t nilpotent knn zijn. 
3°. Het element (),2 -).) 1: 11 is W(;l nilpotE;nt. Om dit in te zien merken 
we op dat uit )...2o1.. = A<X volgt dat ).2 -~ links-annulator is van c,<. 

Alle linksannula toren ui t 11 van Ol vormt:n l;en 1-ideaa 1 C 11 da t wt::­
g€:ns '"'>.ot.. = 0< :Jo niet met 11 samcnva 1 t. Di t idea a 1 moet nilpotent zijn 
d2ar 11 minimaal niet-nilpotent is. Dus (A2-A)n=0 voor zekere n. 
4°. We construeren nu uit A eon idempotent element uit 11 • Zijin de 
ring der polynomen mGt g0hele coefficienten f(x) dusdanig gekoz~n dat 

('f(x)-1 = 0 (mod(x-1)n) 
lr(x)=O (mod xn) 
dan is f(x) 2 -f(x) = O (mod(x2 -x)n) en tt2v(:;ns is xnf(x)-xn= O (mod(x2 -x)n). 

Dus d an is f ( >. ) 2 = f ( >, ) Em w 8 g E.: n s ).. n f ( )\ ) = >-.n :/ O o o k f (?--)IO • Vo or f ( x ) ka n 
( 2 n -1 ) n ( ) n ( n ) n n ( n ) 2n + n2 men nemen 1- 1+x+x + •.. +x 1-x =1- 1-x ==X - 2 x + ••• _x • 

Hieruit ziet men dat f(°A) in 11 ligt. (De 11 1 11 had slechts een formele 
rol). 
Opm.2.1. Uit deze stelling volgt direct dat in een ring met minimum 
voorwaarde voor de 1-idealen elk 1-ideaal, waarvan alle elementen 
nilpotent zijn, zelf ook nilpotent moet zijn. 
Met behulp van deze stelling laat zich gemakkelijk bewijzen, dat de 
som van alle nilpotente links-idealene:;n nilpotent (tweezijdig) ideaal 
is, dat ook alle nilpoten~e rechtsidealen bevat. Men noemt dit het ra­
dicaal van de ring, .. Eerst een paar eenvoudige lemma's. 
Lemma 2.1. De som van twee nilpotente linksidealen is een nilpotent 
linksideaal. 
Stel 11 en 12 zijn 
{ )m+n 11+12 • Dit is 

, n m linksidealen en 11 =1 2 =0. Beschouw een element van 
een som van producten van m+n factoren gekozen uit 
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11 of 12 , hie~ondor z1Jn e;r minst~ns m uit 11 of n uit 1 2 . Stel min­

stens m uit 11 dus ( •.• a 1 )( ... a 2 ) ..• ( ... am) ••• met aiE 11 daar 11 een 
linksideaal is ( •.• a 1 ) E 11 de te;rm is dus nul daar het Gen product is 

van m el~m2nt0n uit 11 • 

Lemma 2.2. Als 1 eE:::n nilpotent linksideaal is dan is lR cen nilpotent 

twcezijdig idcaal. 
Bewijs. Dat hot een tw~ozijdig ideaal is sproekt vanzelf. Ht::t is nil­

potent daar,als ln=O,ook (lR)n= 

l(Rl)n- 4Rf;:l.ln- 4 _RflnR = O. 

Het radicoal N is nilpotc,nt daar llk element dut is. Imm8rs elk ele­

ment is b8vat in cen eindige som van nilpot0nte linksidealen, en dus 

volgens lemma 2.1 in een nilpotent linksideaal. N kan dus geen idem­
potC;nt bevatt8n. Als r een nilpotent rechtsideaal is, dan is r+Rr een 

linksidC:::aal dat volg,..;ns d;__; h.:rmna 's 2 .1 en 2. 2 nilpotent is en dus 

r+Rr~N en r fN, 
Volgens le;mma 2 is NR een nilpotent linksidEJaal dus NR gN., dus is N 

een tweczijdig id8aal. 
Vervolgens bewijzcn we de stulling: 

Stelling 2.2. Elk niet nilpot8nt 1-ideaal 1 in een ring R met minimum 
voorwaa rde voor de l-id\_;2 hm is de: d iri:.::c te som le+m, waa rin (:; idem­

potent met lc=R,; on m een nilpotent ideaal. 

Bewijs: Boschouw bij ~1k0 idempotent e 1 h~t 1-ideaal mi van alle links­
annulatorun uit 1 van e1 (i doorloopt een of andure index verzameling). 

De verzam~ling is niet leeg en bevat dus een minimaal 1-ideaal m 
behorend bij zekcrc e (m kan het nulideaal zijn). Nu ism nilpot~nt. 

Stal n.l. van niet, dan bcvat m een idempotent e 1 • met e 1 e=O. 
2 Beschouw nu e1=0+c 1 -ee'. W•; hebben e1 =e 1 en e 1e=e en e 1 e 1=e'. Alle 

linksannulatoren uit 1 van e 1 vormen nu een linksideaal m1 , daar uit 

O=x e1 volgt x e = x e 1e = O geldt m1 m. Maar m1fm., daar e 1 e 1=e 1=,€0 
en e 1 e=O. Dus wegens de mini1naliteit van mcen contradictie. De rest 

is gemakkelijk. Zij x E: 1, dnn is X= xe+(x-xe), en xe E le en (x-xe)Em 
daar (x-xe)e=O. Omgekeerd geldt voor xGm dat X=X-xe, dus m bestaat 

juist uit alle elementen van de vorm x-xe. Daar le()m=O (xele, en 
x G.m impliceert x::::ye=ye 2=xe=0), is de som direct. Verder geldt nog 

Re=Ree le daar e E. l en le C. Re daa r 1 g R dus Re=le. 
Wanneer het radicaal van een ring met minimum voorwaarde voor de 1-
idealen nul is, heet de ring halfenkelvoudig. 

Opm.2.2. De groepsring over de complexe getallen van een eindige 

groep is halfenkelvoudig (zie I,6)1 Dit geldt niet meer als men de 
groepsring vormt over een lichaam met eindige karakteristiek, en dat 

is de kern van de moeilijkheden die ontstaan wanneer men de represents-. 

ties wil geven met matrices over een lichaam van eindige karakteris­
tiek (modulaire representaties). 
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v.3. Halfenkelvoudige ringen. 

Daar het radicaal van een halfenkelvoudige ring R nul is, bevat R 
geen nilpotente 1-idealen fo (resp. r-idealen fo). Dus volgens stel­
ling 22 is dan elk 1-ideaal 1 in R gelijk aan Re=le met idempotente 
e, m.a.w. elk 1-ideaal is dan hoofdideaal met rechtseenheid. Is nu 1 
een tweezijdig ideaal dan geldt zelfs l=Re=eRe=eR. Om dit in te zien 
beschouwen we alle elementen i\ f 1 met e?\ =0, deze vormen een rechts­
ideaal k. Daar k.,1 is ke=k en dus k2=(ke)k=k(ek)=O. Wegens de half­
enkelvoudigheid van R is dus k=O. Maar e( o<-ec()=O, dus(als '4cl) 
o(-e o(E k en o<=eo<. . Derha lve is e tweezijdig eenheidselement van 1. De 
denduidigheid van deze eenheid volgt op de gebruikelijke wijze door 
middel van een tweekamp tussen e en de eventuele candidaat e', immers 
e 1=ee'=e. Op dezelfde wijze bewijst men dat elk links of rechtseen­
heidselement gelijk aan e is. 
Neemt men in het bijzonder voor 1 de gehele ring R dan vindt men: 
Stelling 3,1. Een halfenkelvoudige ring heeft een eenheidselement. 
(Dit wordt wel met 1 aangeduid). 
Een ring R met minimum voorwaarde voor de 1-idealen heet enkelvoudig 
als zij geen echte(tweezijdige) dcelidealen bevat. (Een triviaal ge­
val sluiten wij uit, zie opm.3.3). Een (tweezijdig) ideaal heet enkF-> 1 

voudig als er geen enkel (tweezijdig) ideaal in bevat is. 

Wij zullen nu de belangrijke stelling bewijzen, dat een halfenkelvou­
dige ring de directe som is van eindig vcel enkelvoudige idealen. 
Eerst echter een paar opmerkingen. 

Opm.J.1. Een 1-ideaal 1 van een tweezijdig ideaal v van een halfenkel­
voudige ring R is zelf een l-idea8l van R. Immers v=eR=Re en dus l=el 
(e is eenheid in v). Dus Rl=R(el)=(Re)l=vl~l. Evenzo m8t r-idealen 
en tweezijdige idealen, 
Hieruit volgt o.a. dat een tweezijdig ideaal in een half~nkelvoudigc 
ring zelf een halfenkelvoudige ring is, resp. dat een enkelvoudig 
ideaal in een (half)enkelvoudige ring een enkelvoudige ring is. 

Opm.3.2. De eenheden van de tweezijdige idealen in R (halfenkelvou­
dig) zijn idempotenttn, gelegen in het centrum C van Ren omgekeerd, 
een idempotent uit C brengt een tweezijdig ideaal voort. Stel vis 
een tweezijdig idea a 1 V=Re=eR (met idempotGnte e) en olf. R dan ect.~ v 
en "'e • v daa r e e v en dus e1. e=c e,!. e=e&('.'. en dus e E C. Is omgekeerd e~C 
dan is eR=Re, en V=eR is dus een tweezijdig ideaal m~t e als eenheids­
element. Dit geeft dus een 1-1 correspondentie tussen de tweezijdige 
idealen uit Rend~ idempotenten uit c. 

Opm.3.3. In een enkelvoudige ring R bestaat het radicaal N daar de 
minimumvoorwaarde geldt. N is een tweezijdig nilpotent ideaal. Daar R 
enkelvoudig is zijn er twee mogelijkheden: 1° N=O, dus R halfenkelvou-



dig, of 2° R=N =/-0, maar daar N nilpotent is kan niet N2=R=N gel­
den, dus N2=R2~o. (N2 is weer een tweezijdig ideaal). De additieve 

groep voortgebracht door een ~i R (o</0) is dan echter een ideaal in 
.R en dus gelijk aan R, maar elke ondergroep is dan ook een ideaal in 

.R. Dus is R dan een cyclische groep van priemorde met R2=0. Dit 

triviale geval sluit men meestal uit als enkelvoudige ring, en 

dan is elke enkelvoudige ring halfenkelvoudig. 

Opm.3.1.sub. Wij sluiten ons hierbij aan. 

Wij bewijzen nu de beloofde 
Stelling 3.2. Een halfenkelvoudige ring R heeft slechts eindig 

veel enkelvoudige (tweEzijdige) idealen en is de directe som ervan. 

Bewijs. De som van verschillende enkelvoudige tweezijdige idealen 
v1 en v2 is direct d28r d~ doorsnede van v1 en v2 een tweezijdig 

deelideaal is dat dus nul moet zijn. In het bijzonder annuleren 

dus de voortbrengende eenheden van v1 en v2 elkaar. Derhalve is 

(1-Le1), waarbij de e 1 1 s eenheden van verschillende enkelvoudige 

idealen zijn, een idempotent uit het centrum en dus R(1-Le 1 ) een 

tweezijdig ideaal. 

Wegens de minimum voorwaarde is er dus een stE:lsel e 1 , .. ·-1i <=n dus­

danig dat R(1- ~ e 1 ) minimaal is, Daar e 1 , ... ,en en 1-Lei el-
~ -c11- 1 

kaar annuleren, is de som R=Re 1+ ... +Ren+R(1- L e 1 ) direct. Is nu 

de laatste term fo dan moet er een enkelvoud1g=11~al Ren+1 in 
bevat zijn (minimum voorwaarde) maar dan is R(1- . e 1 ) echt be­
vat in R(1- L e 1 ) in strijd met de minimaliteiti=1van de laatste, 

dus R= t R~~: Dus R is de som van eindig veel enkelvoudige id~a­
len en, wJgens de directheid van de som, van verschillende enkel­

voudige idealen. Men ziet gemakkelijk in dat 1=e1+ •.. +en, waarbij 

de ei's elkaar annuleren. Elk enkelvoudig ideaal komt dus in bo­
vengenoemde som voor. 

Uit opmerking J.1 volgt nu bovendien dat elk tweezijdig ideaal de 

directe som is van de enkelvoudige idealen die het bevut. 

Beschouwt men in ploats van enkelvoudige idealen minimale 1-idC.a·· 

len dan heeft men de 

Stelling 3.3. Een halfenkelvoudige ring R is de directe som van 
eindig veel minimale 1-idealen. 
Het bewijs is iets eenvoudiger maar men krijgt hier ook niet de 

eenduidigheid. Ook treedt niet elk minimaal 1-ideaal opals 
directe sommand. 

Bewijs. Als 11 een 1-ideaal is in R, dan is er een 1-ideaal 12 ~R 

zodat R=l1+12 (direct). Stel nl. 11=Re1 (met idempotente e 1 ), dan 

is x-xe 1 een linksannulator van e1 voor alle x ER en elke links­

annulator y van e 1 is van de vorm y-ye1 (daar ye1=0). De links-
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annulatoren van e1 vormen (uiteraard) een 1-ideaal 12 , en R=l1+1 2 
daar x=xe1+(x-xe1 ). De doorsnede van 11 en 12 is weer nul daar zij 
door e 1 van rechts gereproduceerd en geannuleerd wordt. Bij elke 
voortbrengende idempotent vindt men een ideaal 12 , er is dus van 
eenduidigheid der splitsing a priori geen sprake. 
Beschouw nu alle eindige directe sornmen van minimale 1-idealen. Vol­
gens het bovenstaande vinden wij bij elk van deze sommen een comple­
mentair 1-ideaal. Er is dus een som i!:._ 11 zodat het complement l' 
minimaal is in de verzameling van aeicdmplementen. Was 1 110 dan be­
vatte l' een minimaal 1-ideaal 1 +1 (minimum voorwaarde) en dan zou 

n+'1 n 
het complement van~ 11 echt bevat zijn in l' in strijd met de 

M 
minimaliteit van l'. 

Opm,3.4. Neemt men de rechtsvermenigvuldigingen (met elementen uit R) 
bij de operatoren van Ren past men stelling 3.3 (uitgebreid tot rin­
gen met operatoren) toe, dan vindt men de stelling, dat een halfenkel­
voudige ring R de directe som is van eindig veel enkelvoudige idealen. 
Immers een minimaal 1-ideaal is, als men de rechtsvermenigvuldigingen 
bij de operatoren heeft, een enkelvoudig tweezijdig ideaal, 
Opm,3.5. Men kan het bewijs ook zo inrichten dat een bepaald (mini­
maal) 1-ideaal 1 in de directe som voorkomt, door alleen die eindige 
sommen te beschouwen die 1 als sommand hebben. 

V.4. Enkelvoudige ringen. 

Opm. 4.1: zie opmerking 3,3. 
Eerst twee behulpzame stellingen over willekeurige ringen. 
Stelling 4.1. De som van alle 1-idealen uit een ring R die R-homomorf 
zijn met een bepaald 1-ideaal 1 is een tweezijdig ideaal. 
Opm.4.2. Onder R-homomorf wordt verstaan homomorfie als additieve 
groep, waarbij de linksvermenigvuldiging met elementen van R invari­
ant is onder die homomorfie (a..-::,a 1 dan ra-ra'). 
Bewijs. Daar de som van willekeurig veel 1-idealen weer een 1-ideaal 
is, behoeven we alleen te bewijzen dat ze afgesloten is t.o.v. rechts­
vermenigvuldiging met elementen van R. 
Hiertoe tonen we aan dat de verzameling L van de met 1 R-homorfe 1-
idealen afgesloten is t.o.v. rechtsvermenigvuldiging. Zij 1' EL en 
d.E R dan is 1 'o( een 1-ideaal (Rl' s;: l' dus Rl 1()( ~ 1 1 P<.). De afbeelding 
x--10Xc(. van l' op l'c,( is een homorfie daar (x+y)o(=X°'-+YoC. Het is 
zelfs een R-homomorfie daar (,4 x)"' =/3 (x o<.) voor alle /3€ R. Dus 
daar 1 1 R-homomorf is met 1 geldt dit ook voor l'o< en dus is L afge­
sloten t.o.v. rechtsvermenigvuldiging, en stelling 4.1 bewezen. 
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Ste~ling 4.2. ZiJ R de directe som van minimale 1-idealen 11 , •.. ,ln 
en zi;j k;iO een minimaal 1-ideaal in R,dan is k bevat in de directe som 

van die 1-idealen 11 die R-isomorf met k zijn. 
Bewij s. Stel x ~ k en X= t x1 met x{ 11 ( eenduidig). D1:a fbeelding 
x~x1 is een R-homomortIJ van kin li, immers als Y=. Yi (y E:. R, 

1=1 en Yll1 ) dan is 

(x+y) = 't=_ (x1+y 1 ) met x 1+y 1E:11 eno(:f=_ x 1= 
~1 ~1 

n 
~ o1.. x1 met 
1=1 

ex x1c 11 . Aangezien k minima a 1 is, is de kern van 
of k (en daar 11 minimaal is is het in het eerste 
op). Dus alleen de "componenten" van x die liggen 
met k R-isomorf zijn zijn ;if'o en k is dus bevat in 
de met k R-isomorfe 1. 1s. 

1 

deze homomorfie O 
geval een isomorfie 
in idealen 11 die 
de directe som van 

Deze beide stellingen helpen ons nu de volgende belangrijke stelling 
te bewijzen. 
Stelling 4.3. In een enkelvoudige ring R zijn a11e minimale 1-idealen 

R-isomorf. 
Bewijs. Volgens stelling 3.2 is R de som van eindig veel minimale 1-
idealen. Stel dus R= ~ li, met minimale 1-idealen 11 . Zij kjO een 
minimaal 1-ideaal in 1=1 R. Volgens stelling 4.2 is k bevatrin de 
directe som van die .11 1 s die met k R-isomorf zijn. Stel k '"'L 11 • 

Dit zelfde geldt voor alle 1-idealen k 1 die R-isomorf zijn 1=1 met k. 

De som van alle 1-idealen R-isomorf met k vormen volgens stelling 4.1 

een tweezijdig ideaal, dat dus ±_ 1 1 is. (Wij gebruiken hier weer 
i:;:::;1 

dat homomorfie tussen minimale l~idealen op hetzelfde neerkomt als 
R-isomorfie). Daa:r R enkelvoudig is moet dit ideaal de hele ring zijn. 
Samenvatting: 
Wij weten nu dus dat elke halfenkelvoudige ring R de directe som is 
van enkelvoudige tweezijdige idealen en dat deze weer, als enkelvou­
dige ringen, de directe som zijn van onderling R-isomorfe minimale 1-

idea len. 
De splitsing van R in enkelvoudige :ringen v1 is eenduidig. (Immers 
elk enkelvoudig ideaal van R komt in die som voor). De voortbrengende 
idempotenten van deze idealen v1 zijn eenduidig bepaald door v1 en 
liggen in het centrum, annuleren elkaar en hun som is (de) 1 (van R). 
De splitsing van deze enkelvoudige ringen v1 in R isomorfe minimale 
1-idealen is niet eenduidig, evenmin zijn de voortbrengende idempo­
tenten van deze 1-idealen dat. Men kan ze zo kiezen, aat ze elkaar 
annuleren •. Zij n.l. e de eenheid van de enkelvoudige ring v-:: "±._ 1 1 
( n i-1 

1 1 minimaal 1-ideaal) en zij e= E ej met e1El1 dan is e1e =-~ = 

= t e 1ej dus e 1ej=0 a~s i;/J en j=1 e 1e 1=e 1 , dus ve1 is een 1-ideaal 

bevat in 11 en dus v,e1=11 (11 :minimaal). Dat. -het aantal sommanden n 
alleen afhankelijk- is van de r,ing v volgt door eenvoudige groepentheo-
retische overweginf:en. 
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Ons volgende doel is te laten zien dat een enkelvoudige ring v iso­

morf is met een (volle) matrixring over een scheef lichaam. 

V.5. Stelling van Wedderburn. 

Stelling 5.1. (Stelling van Wedderburn). Een halfenkelvoudige ring is 

(isomorf met) de directe som van volle matrixringen over scheve licha­

men. 
In verband met de resultaten van de vorige paragrafen zal deze stel­

ling bewezen zijn zodra we bewezen hebben dat de volgende stelling 

juist is. 
Stelling 5.2. Een enkelvoudige ring is (isomorf met) een volle matrix­

ring over een slichaam. 
We zullen nu 5.2, bewijzen. Zij Reen enkelvoudige ring met eenheids­

element 1 (zie stelling 3.1). Volgens stelling 3,3 is R directe sBm 
van eindig veel minima le 1-idealen. Stel K=~ 11 • Stel verder 1=L.· e 1 

1=1 i=1 
met e1fl 1 . Volgens het slot van de vorige § zijn de e 1 1 s, elkaar annu-

lerende, idempotente generatoren van de 1-idealen 11=Re 1 • Laat nu x een 

willekeurig element van R zijn, dan is X=1.x.1=f.e 1 x ~ e. = 
n 1=1 J=1 J 

= L e 1xej. Stel e1 xe.=x1 ... Aan xis eenduidig een matrix (x .. ) toe-
i,j=1 J J lJ 

gevoegd (met elementen uit R), waarbij ekxije 1=~1xiJcS1· 
n 

Is omgekeerd x=.L x1 j de som van elementen xij met de bovengenoemde 
eigenschap dan t~Jx1J=e1xeJ, zoals men direct verifieert. De matrices 
opgebouwd uit elementen van deze soort vormen een ring isoform met R. 

Inuners als X=Leixej en Y=Leiyej dan is x+y=:ie 1xej+I"e1yeJ= 

=Lei(x+y)e.j dus (xij)+(yij)=((x+y)i) 

n n n 
x.y = L e 1xej . 5 ekye 1 = L e 1xejekye 1 

ij=1 kl=1 i,J-;1<:1=1 

n n n 
L (~"' e 1xekekye 1 ) = \ eix-ye 1 en dus 

1,1=1 I i,~=1 

(x1 j)(yk1 ) = (,Lx1kyk1 ) = ((xy) 11 ). Er blijft dus nog te bewiJzen., dat 
k 

deze matrixring isomorf is met een volle matrixring over eenslichaam. 
In het bewijs van stelling 4.1 hebben we gezien, dat rechtsvermenigvul­
diging van alle elementen van een (bepaald) 1-ideaall met een vast ele­

mento< van de ring dit 1-ideaal R-homomorf afbeeldt op het l-i9eaal 1~. 
Is 1 minimaal dan is het een R-isomorfie op of een nulafbeelding. 

Past men dit toe op de 1-idealen lk en de elementen xij' dan ziet men 

lkxij="'iklj mits x1 j:;io. Immers lkxij=Rek.e1xej=1k Rxejs,.r1kRlj en uit 
O~e1xejE. Rxe/=--Rej=lj volgt,in verband met de minirnaliteit van lj,.dat 
Rxej=lj" Ook het omgekeerde geldt: 
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Stelling 5.3. Lnat oij een R-isomorfe afbeelding Zl.Jn van 11 op lj, 
dan is er een element x. =e.x1 e. dusdanig., dat 6 . . (a)=a x 1 . voor alle 

lJ 1 J J lJ J 
8El 1 . 

Bewijs. Stel o1 _(e 1 )=xij' dus x1 /lj. Dan geldt, d8ar°1Jren R-isomor­
fie is, dat u1 ~a)=c,1 .(ri e. )=a G 7 (e~ )=a x ... m1ts at'.1 1==Re1 • Dit toe-

J J l -J l lJ 
gepast op e 1 geeft x. =G"(e.)=eix ... 

lJ l lJ 
Daar x 1 jt 1 ,=Re .. hebben vJe direct x1 =X. Je . Dat x. -Jo volgt direct 

J J J l, J lJ 
ui t het fei t da t o-1 . n iet de nula fbce ld ing is. 

J 
Opmerking 5.1. Dit geldt natuurlijk ook voor R-homomorfe afbeeldingen 

van 1-idealen. 
Opmerking 5.2. Het is mogeliJk dat een X=Xej het 1-ideaal 11 R isomorf 

afbeeldt op lj, terwiJl e 1x-Jx geldt. In dit geval echter doet e 1x=e 1xeJ 

hetzelfde als x (nu echter wel e~(e.x)e_=e 1 x). 
. l l ,) _ 

Opmerking 5.3. Daar deli minimaal zijn.is elke R-homomorfie ~O van 

1 1 in lj een R-isomorfie op, en dus omkeerbaar, d.w.z. biJ elke 

x1 j=e 1x 1 jeJ bestaat er een xji met de eigenschap dat x1 jxj 1 (door mid­
del van rechtsvermenigvuldiging) 11 identiek op zichzelf afbeeldt, 

dus x1 j KJ 1=e 1 . Immers x 1 jxj 1=(e 1x1J)xJ 1=e 1 (x 1 jxJ~e1 . Hieruit volgt 
in het geval dat i=J 

Stelling 5.4. De ring e 1Re 1 is een slichaam. 
Opmerking 5.4. Stel u en o 1 ziJn twee R-endomorfie:Cnv.sn 11 op zichzelf. 

Dan :.ts j"(a)=a s; aE:1 1 enl'sEelRe 1 

Lcr1 ( a )-a "' 1 • "' 1 € e Re - , i,;;l j i,..J ,, i .,. i 

en dus u 1 (6"(a))=cr'(as)=ass 1 en (u+() 1 )(a)=o(a)+6" 1 (a)= as+as'==a(s+s'). 

Derhalve is e 1Re 1 anti-isomorf met de endomorfieenring van de Abelse 

groep (met R-operatoren) 1 .. Dit geldt algemeen voor minima le l-idea-
1 

,1en Re. 

Stelling 5.5. De slichamen e1Re 1 in (1=1, ... ,n)zijn isomorf. 

Bewijs. Kies n vaste R-isomorfie~n die 11 afbeelden op 11 (1=2, ... ,n). 

Hiermede correr.ponderen elementen x 11E.e 1Re 1 zod3t 11x 11=1 1 en met de 

inv:_r·se R-iso:or.::_ieen corresponderen elementen x11Ee 1Rc 1 ; 11x11=1 1 en 

x1ix11=8 1 en xi1x11=e1· 
Zij J1 E e 1 Re 1 da n is x11 ) 1 x1 le 1Re ,1 • Deze a fbee ld ing is t::en is omorfie. 

Immers x,11()1+ 7'?1)x11=X11}1x11 + x1i 71X11 en x1i}i '/1X11= 

X1i}iei 71Xi'1 .""'x11) 1x 11x111z1x 11 . Het is niet de nulafbeelding daar 

x 11e1x11=x11x11=e 1,/o. Dus alle e1Re 1 zijn isomorf met e 1Re 1 en dus on­
derling isomorf. 

I)e achtergrond van het be-wijs 1s duidelijk. Een R-endomorfie ) 1 van 

11 correspondeert met een R-endomorfie van 11 door eerst 11 (met de 

vast gekozen R-isomorfie x ,'\. ) op 1. a f te beelden, dan ~, toe te pas-
11 l 71 

sen en daarna met de inverse (van de vast gekozen) R-isomorfie e 1 terug 

af te beelden op 11 . Op dezelfde -WiJze kan men met een R-isomorfie 
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x1 jEe 1Rej van 11 op lj (1 1x1j=ej) een R-endomorfie van 11 laten cor­

responderen, n.l. als x1 j=e1x1 jeJ dan is x 11x1jxj1Ee 1Re 1 . Kiest men 
bovendien nog x 11~e 1 dan geldt het bovenstaande voor i=1, ... ,n. WiJ 

laten nu met de matrices uit het bewiJs van stelling 5.2 de matrices 

(jij) corresponderen uit de matrixring over e 1Re 1 door de definitie 

~ ij d!f x,11 x1jx J 1 . Deze c orrespondentie is een homomorfie daa r 

x1i(xjj+yij)xj1 = x1ixiJxj1 + x1iyijxJ1 en 

x11(t1xikykj)xj1 = t1 x1ixikekykJxj1 = 

b1 (x11xikxk1) (x1kykjxJ1) • 

Daar uit 3iJ=x11x1Jxj 1 volgt 

Xi1~iJX1J = x11x11x1Jxj 1x1 j=e 1x1JeJ=Xij is de homomorfie een iso­
morfie van de volle matrixring (e 1R0 1 )n zodnt nu stelling 5.2. vol­
ledig is bewezen. 

v.6. Het voorbeeld, 

Als voorb8eld beschouwen we de vol le ma trixring Kn van a lle n x n 
matrices met elementen uit een slichaam K. De additieve groep van de 
ring is een vectorruimte over K. Als basis kan men kiezen matrices 

eik die overal nullen hebben behalve op de 1,k-de plaats, waar een 1 
stsat. 

•, ImmE1rs (o(ij)= i._ eij°'i ·• Dus Kn= .f::. e 1 jK. Deze vectorruimte vol-
i,J=1 J 1,J=1 

doet uiteraard aan de minimum-voorwaarde voor K-deelruimten. K heeft 
n n 

een eenheidselement e= ~~ c11 , zodat een met K isomorf lichaam in Kn 
l=1 

is bevat (n.l. K1=eK). Men kan de isomorfie zo kiezen, dat als n<.E K 

wordt toegevoegd aan a e K' er geldt uo<=UB en dU=au voor alle u 1:.'. Kn 
(a=eoi.. is zo 1 n keuze). Hieruit volgt, dat een 1-ideaal uit Kn als ring 

a fortiori een K-deelruimt~ is van K als K-vectorruimte, en dus isde n 
min:hnum voorwaa rd e voor de 1-idea len vervuld, 
Stelling 6.1. K is een enkelvoudige ring. n 
Bewijs. Stel v~Kn is oen tweezijdig ideaal -/:-0. Dan bevat v een ele-

ment ( a ij )-/:-0. Er is dus een i en een j zoda t a i.i#O. Daa r v een twee­

zijd ig ideaal is ligt ook ~~t element ek1(a:ij~ijej 1=ekl in v (daar _1 
ekiejl=eklct;_j is eki(aij)aijejl=ekiiapqepqai1jejl= ~ ekiepqejlapqaij= 

=ekl ~°i_pdqjapqa;J=ek:1 ). Daar dit geldt voor alle k en 1 hebben we 
V=Kn. Dit in verband met het voorafgaande bewijst het gestelde. 
De matrices die overal nullen hebben behalve in een bepaalde (stel de 
k-de) kolom vormen een linksideaal lk, zoals men direct ziet door zo'n 
matrix van links te: vermenigvuldigen. 
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n 
KenneliJk gcldt K = L. lk. Dat dt.; 11 1 s minimaal ziJn ziet men als 

n n k=1 K 
volgt in. Stel ~ t;ik Si /0 dus bijv. Si/.0 voor g~schikte i, dan volgt 

-1 n 1=1 . .. 
uit eJ 1s1 ~ 1 l~lk$ 1=ejk voor Fille J dat elk clcmcmt /.O van lk hc;t 

gehel(c; idl':.:aal gt:ncreert. Als sk=1 dan is L t~ik ~i idempotent. 

Hieruit ziet men dat dE voortbrengende idt::rll.pdtenten van lk niet een­

duidig bepaald ziJn. De elkaar annulurend~ voortbr~ngend~ idempotent 
n 

van de lk I s ziJn de el0mentc::n 8kk" IndE::rdaad is e= L ckk. 

Het slichaam ckkKnc-::kk=ckkK is isomorf met K, zodat k= 1 df::: notatic in 

ove:reenstemming is m.;;;t di.: vorig-.:: { i• 

Opmerking 6.1. Men kan gemakkel1Jk b0wijzen, dat een dir~cte som van 

volle matrixring~n halfcnkulvoudig is, zodat ook bet omgekeerd0 van 

stelling 5.1 geldt. 

V.7. Representaties van halfenkelvoudigo ringcn. 

In § 1 hebben we la ten zi1-c;n, da t <::en rcpresE::nta tic; van E:en ~ ind igE; 

groep op hetz(:;lfde neerkomt als (;en repr~sentatie van dt: groepsring 

(en omg2keerd). D~ groepsring R is halfunk~lvoudig (zie hoofdstuk I) 
en hE::eft als oporatorE.;n gebiod hc.:t slichaam K waarover hij gevormd is. 

Als fa een reprOSi;:;"iltatiEJ is van R in Kn, dan geldt _;o(cx:a )= cx.p(o.) voor 

<XE K 8n a E: R. Voor de dubbelmodulus vo.n d2zc:: reprc;S,:rntati\j b2tekent 

dit dat aan a Olm=a(mcx..) is voldaan. Bov,Jndiun zullt::n wt: aannemt:n dat 

het eenheidsulbm~nt van R door de e8nhoidsmatrix wordt gt::rcprcsenteerd. 

Wij veronderst1:;llE:-;n dus nu dat Ot}"(. 011 R-links- en K-rechts-modulus is, 

waarbij Reen halfenktlvoudige ring is, zodanig dat de 1 van R eenh~ids­

opcrator is cm K len lichaam dat voor R 8en opcratoren gE;biGd is ;;;D dat 

d~ze operatoren aan bovengeno2mde voorwaarde voldo~n. Onder duzu voor­

waarden g~ldt de volgunde 

Stelling 7.1. De modulus Jot. is volh.dig rt:-ducibel 8n dt:.: irreducib(;le 

dc::el-(dubbel-) moduli ZiJn K-isomorf met minimah~· 1-idealc:n van R. 
n 

Bewijs: St8l R= y- li waarbij de 1: minimale 1-idcalt:n zijn (tot;:gelaten 
1=1 r J 

t.o.v. K) en stel m = L m.K. (m1 , ..• ,m is dus een K-basis voor o?ft.). 
i=1 l r 

Dan is R~='liJtdaar 1. oif(. =Otf'C, dus 

m = L limjK = L_ (liK) mj = L. limj • 
i,j i,J i,J 

De 11mj zijn de~l-dubbel-moduli die mits /0 isomorf zijn met 11 en dus 

irr-educ tbel. Wij kunnen dus de som uitdunn,;;n tot da t m = L limj voor 

zekere ien j. 
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Wanneer we dt.: reguli,-.:rs r"'prl::s.:.::ntatie bc:schouwen, dan is J?/( de:) add i­
n 

tieve groep van R s;n de splitsing R== ;E: 1. geeft een vollc=dige re-
1=1 l 

ductie van di~ r~pr~sentatie. 

In verband m~t de vorige stelling hebben We dus 

Stelling 7.2. In de reguliere rvpresentatic komt 2lkc irreducibele 

rdpresentatiu voor 211 

st~lling 7,3. Er zijn slechts eindig veel verschillende irr~ducibele 

representaties. 

Ook is uit het bovt:nstaand0 duidclijlc., dat als we voor W de addi­

tieve groep nemcn van 0en minimaal 1-ideaal, we dan een irreducibele 

representatid krijgen. 

Splitst men de groepsring R van een c:indige groep over het (commutatie­

ve) K lichaam volgens hct procCdl van V.5 in ~en directe som van volle 

matrix ringen ov0r c~ch0v2 lichaml:n en voegt mc.ri sa n 0E:.m 8 lemen t a € R 

toe de component uit zo•n ring, dan gceft dit een matrixrepres2ntati2 

van R. Dit behoeft echter g~en representatie in K te zijn. Het is ~en n 
representatie met matrices waorvan d~ el2ment~n in het slichaam lig-

gen, dat we met e 1Re. hebbcn aangeduid. Dit slichaam bevat uiteraard 
. l 

een met K isomorf lichaam Kei. Daar R eindige rang over K heeft, is 

e 1Re 1 een eindige uitbreiding van K. Veronderstellen we K algebra!sch 

afgesloton, dan is e.Re. isomorf met K. Uit de stelling van Wedder-
1 l 

burn volgt dan 

Stelling 7.4. Elke irreducibele represcntatie komt even vaak in de 

rcguliere representatie voor als zijn gr□ ad bedraagt. Het aantal 

inequivalente irreducib~le representaties is gelijk aan h0t aantal 

v~rschillende twcezijdige idealen van R. 
Het cuntrum van zo 1 n twLezijdig ideaal bcstaat als centrum van 

ecn vollc matrixring OVt:T ecn (commutatief) lichaam uit de 11 scalAirc 

Vt.::elvoudun 11 van het t:enheidsulc.:mtmt. Hi:..:t centrum van R is ck clirecte 

som van de centra der verschillende tweezijdige idcalen, en dus hcb­

ben we de 

Stelling 7.5. Hct aantal V8rschillendc ir~~ducibele representaties 

is gelijk aan dE:; rang van hc::t ccntrum van de groepsring OV(;r eun al­

gebraisch afgesloten lichaam. 
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VI. Representatie van de symmetrische_grQep 

VI.1 Inleiding. 

De traditie van dit colloquium volgend veronderstellen wiJ alles 

van de groepentheorie bekend 1 voor zover dit geen representatie­

theorie is. 

Een matrixrepresentatie van de symmetrische groep Jv is een toe-n 
voeging van matrj_c es f ( s) aan de e lementen s f.. :r.,n' dusdanig dat 

J> (st)= f(s) e(t) geldt. Wij geven direct een voorbeeld: Laat de 

permutatie p van de symbolen 1,2, ... ,n het symbool i overvoeren 

in p(i). Neem voor f(P) een matrix met cp de (i,j)de plaats 

<fi , p ( j ) • Dan is [> e en rep res en t at i e , d a a r he t e 1 em en t op de ( i , k) de 
plaats van p (p)p(q) gcli,jk if, aan 

n 

~ c:\,p(j) . o;,q(k) = d~,pq(k) , daar in de som alleen 

die term 1 is waarvoor zowel i=p(J) als J=q(k) geldt, dus waarvoor 
i=pq(k) geldt. 

N.B. D1t is niet de Yeguliere representatie (MR 2) daar deze de 
graad n~ heeft 1n plaats van n. 

De bovengegeven representatie is niet irreducibel (zie MR 3). Men 
~an haar reduceren met de matrix, 

p - C i-~-~0_J 
De matrices Pf P- 1 blijken van de vorm 

C ... (irreducibele) representa-O) te ziJn waarbij J' 1 een 
tie van de graad n-1 is f I ( p) i j = ( Ji J p ( j )°- ~ J p ( j) ), 

Voor n=3 geeft dit: 

( 100s) (Og10;) f((1)(2)(3))= g 6 I f((12)(3))= 2 p ( ( 1) ( 23) ) == ( 6 g ~) 
, 0 1 0 

f({2)(31)) = (~ 
0 g) f' ( ( 123)) = ( ~ 0 g) ['((132)) =(~ 1 ~) ' 1 0 0 
0 1 0 01 

_f 1 ((1)(2)(3)) =(6 ~) f 1((12)(3))= (=~ ~) f I ( ( 1 ) ( 23) ) = ( ~ \ 

en 1 \ 
0 ) 

f'((2)(31)) =(J =~) f I ( ( 123)) = ( = ~ ~) f'((132)) =(~ =~). 



MR 63 

Ons doel wordt alle 1rreduc1bele representaties van dn te bepalen. 
Hierto~ zullen we ln grate lijnen de opbouw volgen die gewoonlijk 
aan Young wordt toegeschreven, hoewel Frobenius er ook meer van af 
wist. Young z::.et de elt:menten van d meer als operaties op functies 

n 
van n veranderl1Jken (meestal polynomen). 

Opmerking. Onder pq verstaan we eerst q dan p toepassen, zodat 

(pq)f = p(qf) met p,q E:. J~. 

Men kan nu ook zinvol een som defini~ren als operatie op functies 
(p+q)f=pf+qf en wat algemener nog ( /\ p+j.lq)f = /\ pf +J-Lqf, waarbiJ 
?\en_µ complexe getallen zijn. Met deze definities is nu een al­
gebra S ontstaan over de complexe getallen metals basis de ele-n 
menten van ?r" • Merk op dat Y isomorf in S bevat is. 

n n n 
(Groepsalgebra, zie MR 10). Young nu geeft in deze algebra een 
nieuwe basis aan met elementen 
~ ~ ( ) e1·. j · = 1,2, ..• ,k =aantal klassen van :::r... en 

J _k 2 I • D 
i,j= 1.,2, ••• ,r.,._ (met~- r.;:_ = n.). Deze elementen voldoen aan 

?.=1 
-:\. p., .- ·;.\ ··k >-

e e - · , e .' j k 1 - 0 J.,1. • c j .• J • 1,, 1,. 

Opmerk1.ng. Dt t J.s de ~,telling van Wedderburn expl:Lc iet voor Sn 
(zie MR V). Dat d1t cepresentaties geeft :Ls alf; volgt in te zien: 
Voor elk e leme1Tc, 1:1 van S. ( dus a fort io:l'.'J. voo:r elk element van ~ 1 ) 

n ">. ~ i\ ....... 
bestaan ,-=;:c complexe getalll'lD c1..1· 1 

.• dusdanig dat a,= ,,::~·-:-·--") x. ·J. e 1 ''·; 
. , J A .L, J , r, l, .. !J "' 

en r,v. :l.s b:L,1 2lK:0. >, •:le t;oevoegJ.n.g a -:.::-(a .• :)een (irreducibele) 
~ \ ,, lJ 

r•1:)p:::-·es~_r1tEH:L8 •. ImmeY.s .a'.Ls b,=/::._ __ /:3 1·. e 1 . dan i:3 
. > :->.. ,.-<--: /\ /.,;· - J ~L A ",\ A 

.1 n "·' . -·- •· '"5---· ?( /.3 2 e . = > ( > o<. ;3 ) o 11 en ~-.~~l'.· ~p iJ., kl '.i.,J k.l. :t-;T,"\ "j- - iJ jl 

d·f-b:-.:: 1·'?i:·-.:;_ (r:x1:~+/\)\)e.,1J'., derhalve is het (zelfs) een representatie 
'"' '\ <.) J.. ,) J.. 

In 193~ heeft Specht de zaak enigszins anders benaderd door meer 
te letten op functies f waar de elementen van r~ (en S ) op wer-n n 
ken. De n i getransformeerden pf met p E. 'if'' van een bepaalde n 
functie f kunnen lineair onafhankelijk zijn, in welk geval f to-
taal onsymmetrisch heet. In ieder geval kan men/een basis kiezen 

f 1 ,·~•,fm dusdanig dat elk der getransformeerden een lineair com­
positum van deze functies is. Zij nu p E J~ dan is dus 

n 

ruit ae getransf'ormeerden van f 
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m 
p f 1 = ,2_ c:ii_/J en p -·➔ (d1 j) is een matrixrepresentatie. Immers 

j=1 ~ 

~ 
p q f. = p(q f.) = p(;;:21 .. fJ,) =L_ A 1.J. pfJ. = 1. l ·-:-- J . ;v 

J J 
'>,- .-3 ~ o<. f ~~ ~ ~ ,-.::, f E t taal onsymmetr1.· sche '·-J:·-1 1.· j c..- jk k = / / ( , ,, :::,.k k. en o k .._k .... j J·J 

functie geeft de reguliere representatie. Het is nu de kunst, en 

deze heeft Specht verstaan, om functies fen fi zo te kiezen, dat 

alle irreducibele representaties verkregen worden. 

VI.2 Tableaux. 

Een begrip dat :u1 het volgencle een belangrijke rol zal spelen is 

dat van een schema en de daarbiJ behorende tableaux. 
r 

BiJ clke partitie m van n: n = 2 __ m1 (m1 :;;: m2 ~ •.. ~-mr-;: O) 
i=1 

behoort een .schema bestaande uit r t"iJen hokJes, waarvan 

hokjes onder elkaar staan. De i-de riJ bevat m1 hokJes. 

Voorbeeld: n=2O, r=5, m1=8, m2=4> m3=4, m4=3 en m5=1. 

~f '-±4~--LJ __ J 

de begin-

--t --=~J-J 
I 

• ·•l 

BiJ elk schema gaat straks een irreduci­

bele rep·esentatie behoren. Er zijn even-

veel verschillende schema's als verschil-­

lende partities van n. Dit is oak juist 

gelijk aan het aantal equivalentieklassen van ~'. E~n en ander is n 
j_n overeenstemming met stelling 1.6.2 van deze syllabus. 

Wanneer in de hokJes de getallen 1,2, ... ,n ziJn ingevuld (~~n 

per hokje) spreekt men van een tableau. Er z1Jr dus n! tableaux bi, 

elk schema. 

De i_)ermutaties va0 J'--' kurinen vJe 0·1:.1 <-:en tableau laten werken 
l1 

door de g~·talleil van dat tableau volgem, die permutaties te verwis •· 

•·ic;:1ffr1. Eer: ;Jt=r·rnutAt:u::: cij_c de ri,j(rn JnvAr:Lant laat (dus nooit een 

~PtaJ. naar cen 2nderc ~iJ verhuist) noemen we horizontaal. 

•Jm voor de~ hand llggende rccien noemc~:-i VJ[, cen permutatie vertikaal 

··d.s r.\ezc., geen a:•,t{el geta1 naar een andere kolom overbr·engt. De 

\)ur.i2;onta le 't)€.:rmuta ties vormeri ecn onde rgroep ( 11 horizonta le groep 11 ) 

van ;r~ evenals cle V(::rtikalc pcrmutaties ("vertikale groep 11 ). Deze 

sndergroepen hangen af van het tableau. 

Opmerking VI. 2.1. AlB ~)de horizontale groep van het tableau Tis 

er als het tableau T' uit T ontstaat door de permutatie s toe te 

passen:- dan is sf>s- 1 de horizo~tale groep van T'. 
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De operator S = 2_ s hceft een 

s E- 0-..., 
n 

de functie F=Sf symmetrisch is. Immers 
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::; ymme t t"i ss rend e v~erking, daa ,.. 

tF=(tL_ s)f=(? ts)f=Sf==F .. 
r )1,......,/ t~ .-:::, ~...--

Met de op8rator A== 2=-, c, 8 :=i (met 
S c u 11 u ·-- :1 n . 

l =1 als seen 0v~n rmutatic 
,:l 

is en t =-1 aJ.s s 
tA= t ~ f, S= 

st.~r· ~ 

oneveY, is), maakt men altE:t"n;.;ru1dE; functies~ daa1: 
(;. """-,~-··-· ,,. 

· ,.- : ' t,0,-t. 1\. Een C:,1 2LH.kr berust dus op t.-t ..____ (,t '~1 ",,_,_ e· · ./-Y" s s E. ,2 
1:1 

s~ ;{' 
n 

het bekende principc dat biJ vaste t de product0r ts de hele groep 

doorloperi. 

Opmerting VI. 2. 2. Dit 1 :::vert ons voor cl•: lJorizo:--1 L:: groep 0 ( van 

een tableau '11 ) als >-- p:::::P (hoc.:i.2;urit,~lc opE:rator)~ dat tP=Pt=P voor 
<'.---:;:-7 ) 

Cl 1{e t E. ~J"J • p t:. :i-

Bi J di: ver-tikal2 grocp..Af> d0,finicr·en WE.; dE: vertikalt.: operator 
~-~·-·-·--

M~ > ~ n Daar de horizontale en de vertikals alleen het een-r. .. --- ·? il ' , . 
. r.1E.A1 . . 1 :1ase ement gemeen hebben, geldt E=PN~O. 

jtelling VI.2.1. Als 2r tw~e getallen ziJn die in een tableau Tin 

.2zelfde rij voorkomen en in een tableau T' in eenzt:lfde kolom, da1.1 

j_s het p, 0 oduct PN' van de horizontall ope:,rator P van 'r en cfo verti-· 

kalo operator N' van T 1 gelijk nul. 

Bewijs. Laten de bewuste getallen i en J ziJn, dan bevat de hori­

zontale groep q::i van T het cderne:nt (i~1) (transpo::::itica), dat met het 
C:-J eenheidselemt::nt I eei·i ondergrocp van :i vormt. La ten nu p 1 ... p cen 

representanten:3ystcem van de 1ink1::rnevct1klasse11 van { I , (1:)} 
vormen, dus 

P == P1+p_,(ij) + p 2 +p,.)(iJ)+ •.. +p_ +p (iJ) = ()-- p. )(I+(iJ)) 
1 c.. m m ,____ l 

Even:,·: is t -; ; ) ,, .l.,,,rn,:.:,nt van de vert1k;1 J ·.· 
I,..-, 

g roep .lf1 ,' var: 'J.'' dus met 

iprner ng;:. T)!c Ir: ~1:·1a·1r:;og met de, stc:11ing dat een funct:i.e:: d~.s in 

.:v,:, i,1 t·iabelen ,c,\ 1,..:1 symmetr-isch alr, 81.terrn::rend is, nul moet ziJn. 
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Het omgekeerde van otelling VI.2.1 geldt voor tableaux met het­

zelfde schema oak. We zullen nl. aantonen: 

Stelling VI.2.2. Als Ten T' twee tableaux zijn (met hetzelfde 

schema) dusdanig dat geen twee getallen uit eenzelfde rlJ van T 
in eenzelfde kolom van T 1 staan, don beE:ltaat er een tableau T 11 

dat met T de horizo~tAle en met T' de vertikale groep gemeen heeft. 
C) C,) Ar.)' ,1011 

Dus (met voor de hand liggende ,1otatie) 'j ='Jn er.JI =j' derhalve 
PNbP 11 N 1\.f'o. Bovendien is dan T'==pnT met pE.~1') en nE._.11'--,. 

BewiJs. Permuteer de getallen van T horizontaal duodanig dat ze i~ 

dezelfde kolom komen 81s waarin ze biJ T' staan. Dit kat1,daar ge­

tallen uit dezelfde riJ (van T) zekcr in verschillende k0lommen 

van 'r 1 rJt8an. NoP.m het 20 ontstane tableau T' 1 on het 13 duideliJk 
C) ,.-)JJ j/JI ,4/)il r.:_) 

dDt .-1 = Sr· en..,!,'~ ::::./t er: pT=T" voor pnasende pE. ·:r en n"T''=T' voor 
I":) /I Al? 1 ;//J ,, 

gc,schikte r 11 t:.A. Ui·t; opm"";rl<it•g VI.i-?.1 volgt pl?p- =/r dus 
1 ·, 

·., n==-= prn;-> - met n 6 .Jfl ,. Ow:: '11 1 =rl n~: """n 11 pT= ( pnp- 1 ) pT==pnT. 

Nu zijn wiJ i~ Gtaat tc bewiJzen dat E=PN (op een factor na) idem-

pc,te·nt :Ls. Hi-:;ctoe cle volgende hulp-

Stelling VI.2.3. ZiJ gegeven een tableau T met horizontale groep q) 
. .-VJ 
·::,.' vertikale •; 1..,oe1),1/ e1., een operator X E.S met de eigenschap dat 

·-· r. n 
'.JXn==t11X voor el!re pf_0 en ne.I'. Dan geldt X=APN en omgel-u:>e:d. 

Bewijs. Uit opmerking VI.2.2. volgt direct de genoemde omkering. ~-·;tel nu X= L.- ),_,8. In PN komen a lleen tar.men voor van de vorm 

;'.)~l ( p E:. 9 en 

.A = c. A 
pn n 

sf 1·-- ,., 
D e._A/f met coefficient f. 11 • We moeten dus bewiJ zen da t 

eri dat de overige \==0 Zijn. VergeliJkj_ng von de coef-
fici~nt vac pn iri pXn=t. X levert ).1= e. I\ . Dus X,,, J\.1PN+R waar.-n n pn 
biJ R alleei1 termen r bevJt die niet in de vorm pn te brengen ziJn .. 

Di t beteken t kra ch t.;(~n r:; ste llJng VI. 2. 2 dot er. tvvee get a llen zijn 

die in het tabl.eav IC' ·:1.r, dezelfde ri,J en in het t2bl2au r:c '=r.'l1 in 

eenzelfde kolom voorkamen. De tr.anspositie t van jeze getallen be-
/...... I ') 1 J/) 1 1 ) 

hoort dus tot c!F en i".ot ./V =:cr/r l"- duEi t E. 0 en r- tr I':'.~./(, Volgenr::1 

het gegeven ir~ du'.'l tXr-"\~r:.--= ltX=-X, Ver-g,sLi.jking va 11 dt:: col:..::ffic:iBnt 
Va .1" r. ft '\ '- d '/\ 0 . , . gee· nu 1 = - /\ , us = • 

r r r 
Uit opmerldng VI.2.2. volgt weer direct dat pPNPNn= c0 PNPN du2 

volgens bovenstam1de f.ltelling PNPN= ~\PN. Dat hier. 1\ =Jo is kar.1 men 

als v0lgt inzien. D~ cn~ffici~nt va~ het eenheidselement is dezelf~ 

de in (PN)P en i,. P(PN)=PN.gp (waar.bij gp de orde van 0 is) 21; 

dus ~elijk aan gp. In (PNP)(PNP) is de co~fficiSnt var het eenheids-
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element fo, als een som van kwadraten. Immers daar tn=tn-1 hebber 

p1np2 en p;1n- 1p~ 1 dezelfde co~ffici~nt in PNP, dus hebben sen s- 1 

dezelfde co~ffici~nt (lo als a het eenheidselement is) in PNP. 

zijn. 

Maar daar (PNP)(PNP)=g (PNPN)P is, kan dus onmogeliJk PNPN=O p 

Wij hebben riu dus dat ~=~ PN idempotent is. In de volgende ~ 
zullen we b8WiJzen dat de E's behorende tot tableaux met verschil­

lend schema elkaar annuleren. 

VI.3. Idempotenten. 

Men kAn de schema 1 s (partities) ordenen door te stellen 

(mi)> (mt) als het eerste verschil mk-mk fo pot:ittief ts. 

Stelling VI.J.1. Laat het tableau T behoren tot de partitie (m) 

en T' tot (m 1 ) met (m)>(m 1 ) dan ziJn er twee getalJen die biJ T 

in eenzelfde riJ en bij T 1 in eenzelfde kolom staan en dus PN'=N'P=O. 

Bewijs: Als m1 , m1 dan moeten de m1 getallen uit de eerste riJ van 

T verdeeld zj_jn over minder kolommen in T I en er komen dus zeker 

twee in dezelfde kolom. Stel dus m1=m1. Door een vertikale permuta-­

tie o~ T' toe te passen, kan men bereiken dat Ten T' niet in de 

eerste rij verschillen. Na onthoofding van beide tableaux herhaalt 

men bovenstaande redenering met m2 en m2 enz .. Men vindt dan c1e 

beide getallen daar (m)f(m 1 ). 

Daar nu PN'=N'P=O is, hebben we E'E=P'(N'P)N=O. Een kleine 

true zal ons r:u leren, dat oak EE'=O. Beschouw nl. PFJN 1 met s wille-­

keurig in i;. PsN'=P(sN 1 s-1 )s=PN~s, waarbiJ N~ de vert~k2le opera­

tor is behorend bij het tableau sT' dat dus hetzelf·de achema heeft 

a ls T 1 • Dus vo 1ge(: f:1 ;:3te 11 ing VI. 3 .1 P:N~:-::0, H·J.c ru'., ·;:, ·;_, ~.-J.g'.: clus a lge ... 
!'") 

mener dat PX N'=O voor c1lh: if?. '°-i,)'~;,,-:jtd;uL,:'.E: . ._,,:1r-· ;-'.°==NI'. }r~vert 

P(NP 1)N'=EE'=O. Du:;:: ;~1ebbec ;01J.,1 i'ii,_: l-:i:-: 1M<::zc::n: 

Stelling VI.j .2__:_. De '.JpE•rf:itoee1 Pi:.f be.-,o,."8ml ~J,.,i tshleaux met ver­
schillend schema arnule-r.e~i (:}k,Fii:", 

Stcl ling VI. 3, 3. De ldempc.1tE,nt-: ,_)pr➔ _·c1 ;:,. 1 re:~- e:." } VI\[ 1,. :, .. J ;·. p·,:oimi t ief 

:::l.w.z. niet splitsbaar als .som van cli{,-:i.:,-,: ,:1;:muler(j;--icl<:-: :1c'iempotenten. 

Bewijs: Stel e=e 1 +e 2 met e~=e 1 , e~=~ 2 en e 1e 2=e 2e 1=0. D8n geld~ 
e 1e=e 1=ee 1 dus ee1 e=e 1 . Wegens stelling VI.2.2 is dus e 1:::::,'\.e, /\. =7' 
dus "=iO of "=1. 

In verband met de in de vorige hoofdstukken behandelde theorj_e volgt 

hieruit dus dat de representaties getnduceerd door de linksidealen 
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irreducibel zijn. 

De representaties door Sne en Sne' ZiJn equivalent of niet al naar 

gelang er wel of niet een elEment s/-0 bestaat, dusdanig dat 

S es= Se'. Laat nu e tot Ten e 1 tot T' beliorc:n. Stel 1°. de ta-
n n 

bleaux bebben eerzelfdc schema. Er is dan dus een t€.. ~-i dusdanig 
dat T'=tT en in verband met opm. VI.2.1 P'N'=t Pt-1tNt- 1=tPNt- 1 

of wcl A 1e'=Atet- 1 , (:.::at A=A' is hebben we hier niet nodig 11 

docl1 is gemakkeli,Jk in te zien) en e t- 1e'=(A/>- 1 )e 2 t-·1=(1'/t\ 1 )et- 1/-u, 
zodat men s=et- 1e 1 kan nemen. In dit geval treedt dus equivalentie 

van de biJbe~orend~ representaties op. 

2°. T en T' behore:.i bij verschillende partities (rn) en (rn'). Stel 

o • B . d • A . ( m) > ( l;l 1 ) • Da a r nu P XN 1 = O v o or a 11 e X 6 Sn ( z i e be 111 i j s s t e 1-

1 i ng VI.J.'1) is zeker oc,k e S e'=O voor alle SE-~. We zullen nu 

nag even laten zien, dat dit een tegenspraak geeft met de veronder-

stelling dat de representaties behorend tot Sne en 

zijn. Immerser zou dan een s/0 moeten zijn, zodat 

schouw nu es, uiteraard /-0, esESne 1 dus es==ye 1 en 

=es/-0. 

S e 1 equivalent n 
S es= S e'. Be-n n 2 
ese'=ye 1 =YS 1 = 

Stel nu er zijn k schema 1 s. BiJ elk van deze schema 1 s hoorden n! 

tableaux en dus n! 1-idealen Se. Daar de 1-idealen behorende bij n 
eer1zelfde schema) isomorf zijn, hebben ziJ als vectorruimte dezelfd~ 

dimensie. 
d c, 

Stel f 1 voor het i · schema. Deze n! 

voor n > 1 niet lineair onafhankeliJk 

2 f 1 ba siselementen kunnen 
i= '1 zijn, daar de dimensie van 

Sn slechts n! is. Evenmin behoeven ze samen Sn op te spannen. In 
de volgende j zullen we de tableaux uitdunnen en wel dusdanig, dat 
er bij het i e schema nog slechts ~tableaux overbliJven, Aange­

toond za 1 word en :J da t de ove rge b levc:r1 :2___ g 1 f 1 bas ise lementen 

lineair onafhankeljJk ZiJn en dat ziJ 1= 1 S opspannen. n 

VI.4. Standaard tableaux. 

Een tableau wordt een standaard tableau genoemd als de getallen 

van links naar rechts en van boven naar beneden in stiJgende volg­

orde staan. Als voorbeeld geven we 

'1 2 

14 5 
3 [iJIB ,~ 

de 5 standaard tableaux behorend biJ het schema (3.2) IF 
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Men kan om typografische redenen de tableaux ook als volgt aangeven 

123,45; 124,35; 125,34; 134,25 en 135,24, Deze schriJfwijze sugge­
reert een orde11ing van de tableaux, door nl. dcze reeksen van n ge­

tallen op te vatten als getallen met n cijfers in het n-tallig stel­

sel en deze naar grootte te rangschikken.~pm. VI.4.1. Van allege­

tallen die in een standaard tableau op of onder de p-de riJ en te­

vens op of rechts van de q-de kolom staan, bevindt zich dus de 

kleinste in de linker boven hoek (dus op de (p,q)de plaats. In het 

bijzonder staat de 1 dus altijd links boven. 

Stelling VI.4.1. Laten Ten T' twee standaard tableaux zijn met 

gemeenscl1appelijk schema en laa t T ~ T' ziJn. Er ziJn dan twee ge­

ta llen i en j die in Tin dezelfde rij en in T' in dezelfde kolom 
staan. 

Bewijs: Stel, dat het eerste hokje, waarin biJ Ten T' verschillen­

de getallen staan, in de p-de rij en de q-de kolom ligt. Stel dat 

d it hokje in T het geta 1 i en 1n T I het geta 1 k beva t. Dus daa r 

T < T' oak i ~ k. 

Laat nu het getal i in T' op de (r,s)-de plaats staan. Uit de teke-

$ q,, / identiek s '1' 
,/ ,--,,. ___ ..__ __ _ 
~ Al A . _p j ·l, p 

I --- C Tti----1-
J 

B ~getal 

ning met de toelichtin. 

(i.v.m. opm.1) volgt 

direct dat r ~ p e,1 s "q. 

C'~ Op de (p,s)-de plaats 

B' 
~ I 

> I. 

:} staat in Ten _T' het-

::--1k t 1 zelfde getal J q.e.d. 
c:: ge a 

>.I.. (Het gebied B kan niet 

leeg zijn daar q=1 on-• 

mogelijk is, wegens opm.1 is dan n.l. i=k), 

Een direct gevolg van deze stelling is dat de horizontale operator 

P van Ten de verticale operator N' van T' elkaar annuleren, en duG 
E'E=O is. 

Notatie: Stel er zijn k verschillende schema's, 

1, ... ,k. Bij het i-de schema horen f. standaard 
. i l 

genummerd van 
i i tableaux T1 , .•. ,Tf 

dusdanig genumme rd da t T~ £. T . a ls 11 .:.:. j. 
i ' J i 

Bij Tj hoort de idempotente operate~ e ., 

Uit de vorige ~ weten we al date~ ef=6 als 
voor standaard tableaux bewezen, dat e!e~=O 

behoeft hier niet e~e~=O te gelden). 

sit. Nu hebben we dus 

a 1 s j .c:.. i . ( Ind e rd a a a 

i 



MR 70 

Stelling VI.4.2. Defsom van de l'idealen Sne~ voor 1=1, •.• ,fs is 
. ...t-8 s s s direct, m.a.w. uit ?-1 xiei=O met x1 ~ Sn volgt xiei=O. 

f l= 
-.;;::-8 S S Bewijs. Stel L x.ei=O. Vermenigvuldig van rechts met e 1 , dus 
. ..., l 

f l= I 

;.a ss ss s (' ) 0= ~ x1e 1e 1=x1e 1e 1=x1e 1 et9. Deze d1recte som is bevat in een 

enkelvoudig tweezijdig ideaal, ·n.l. het ideaal dat alle met Snes 

isomorfe 1-idealen bevat, zie st8lling v.4.1. 
Dit zelfde geldt voor de niet meer directe som van de Se, waarbiJ n 
we in de som alle tableaux (van het s-de schema) betrekken. Van dit 

laatste 1-ideanl is echter gemakkelijk san te tonen dat het tev8ns 

een r-ideac1l is. Zij n. l. X= :? ___ :_ :;cee ee;-. willekeurig element ( e door-

loopt alle idempotenten beho~end bij het schema en x 8 E Sn), dan 
geldt x cs- = L x ea= ''7- · (x G) 6 -'le G' voor GE. 1Y--; hierbij doorloopt _1 - e c-- e n 
G"' e G" J11et e a lle tableaux en x G E. S en di t is kenne 1 ij k vold oendC::. 

e n 
Als tweezijdig deelideaal van een enkelvoudig ideaal kan het geen 

echt deelideaal zijr. Deze argumentatie gaat niet op bij de uitge­

dunde som daar 6"- 1e~u niet tot een standaard tableau behoeft te 
. s:.. k 2 oehorel,. In de vol~ende :,- zullen we echter zien da t L f s=n ! ter-

wi.ti l we nu rGeds 2 r2 lineair onafhankelijke eleme~'tJn uit de 
s s-=-1 s 

1-idealen Snei - zullen aangeven. Hieruit volgt dan weer dat 

s 
ei = Sn. 

l{ 

L 
S=1 

zijn lineair onafhan-

overvoert. Dus 

Stel dat er een relatie is Z- )..~ .e~G"18 .e~==O. Door nu van 
·i ·'1 C· J. J l ,J J 

:. :chts m<";t e~ 
-1 c;,s s 0 _,.v.m .• t:.:ie = 

' J 
deze term u:i.t 

Q -- t. .'i 1:.) 

en van links met t:f te vermE.nigvuld:i.gen, vlndt men_, 
"'\ S . S S 8 S '" 

als J <-i_. dat: ''f ef,c,·';,, ,.,2 1,,.-=0:.> dus 7\f'~ -=0, Laat du,:· 
c• ·- 8 J . I 

de som weg. •·· ... s s 

Door. rn.:i. van links met e,., , 1.~·r:· v:~c ree,hts weE1l" met e~ te vermi..~:i:i.g-
vuldigen, vindt men "i"i18(f"L~~--)·"""Ci. ~::o ·1,oo!'tgac1nde vei:krj_j,gt m8n Ajs-1=C_,. 

s s . ' 1=1, ..• ,f8 • Door nu van rechts met e2 te vermenigvuldige~ i.p.v. 
met e~ kan men /\~2 voor a lle i nul krijgen. Zo voortgaande vindt 
men A~j=O i,j=1, ..• ,f8 • 
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D~ elementen ° ~ e O hebben al aangename eigenschappe~ 
v '-- i i j J = ,.) i j 

te weten s1 jsjk=Sik. Het bcwijs hiervan is eenvoudig 

eiG"ijejej6:5kek = eibiJej6:ikCk=eieiGj_jcskek=eiGikek. Dat echter 
Sijsk1=0 voor k/j kunnen we niet bevveren. Wel is het waar aJs k < j. 

Door geschikte basistransformatie is dit ect1ter, zoals we later zul­

len aangeve~ tc verhelpen. 

VI.5. 
k 2 I: r. = n! 

1=1 1 

In een standaardtableau staat den als grootst voorkomend getal aan 

het eind van een rij en tevens aan het eind van een kolom. Door zo 1 y 

hokje weg te laten houden we weer een tableau over (en wel met n-~ 
hokjes), dat uiteraard ook een standaardtableau is. Hieruit kan men 

het hokje dat door n-1 wordt ingenomen weglaten. Zo woortgaand kan 

men dus het gehele tableau afbreken en met het omgekeerde proces 

weer opbouwen. Hierbij geeft de nummering van de hokjes uit e~n 

standaardtableau dus een mogelijke volgorde van opbouw van het ta­

bleau en wel een opbouw zodanig dat in elk stadium een correct ta­
bleau ontstaat. Bijvoorbeeld voor het tableau 

I~ geeft dit [D !Jl f1T3l Gill l11TTsl 
~ l}] ~[ill]~ 
Bij een niet-standaardtableau zou dit niet 

zc:lU geven 

goed gaan. G75l4l 
1115147 ITIIJ' 
~ 

waarbiJ 2x iets dat geen tableau is wordt gepasseerd. 

Het aantal standaardtableaux is dus gelijk aan het aantal ma­

nieren waarop men het schema netjes kan opbouwen, 

De figuur bestaande uit een hokje en alle hokJes rechts ervan in 

dezelfde rij en eronder in dezelfde kolom noemt mer. een hoek (beho•• 

rende bij dat hokje). Het aantal hokjes van een hoek heet het hoek­

getal van dat hokje. Het product van alle hoekgetallen van een sche­

ma Sheet het hoekproduct G(S). We zullen nu bewijzen, dat het aan­

tal standaardtableaux behorend bij S gelijk is aan n!: G'(S). 

~jes van ;:t schema . 

I~ , r = 4. 3 . 2 = 5. 

zettcn we hoekgetallen 

D~ gebroken lijn die een tableau aan de rechterkant en aan de onder­

kant begrenst noemen we de zoom v·an het tableau. Deze gebroken lijn 
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wordt in (gelijke) stukken verdeeld door de hoekpunten van de hok­

Jes die aan de zoomgrenzen. Ieze nummeren we van links onder naar 

rechts boven biJvoorbeeld van O, ... ,r. Als nu de onderkant van de 

·-· 

---

--·-

3,, 

·--- 4, 
I 
I 

0 ·-·-'1 ' ., 
' '· 

' 

5 

s 
"' 

' ' 

"- ri( s) 

' 

' 
., 

I 

t:.--r,(Sl'<) 

-·-·-

I 
b 

--

' ' ' ' 
' ' ' 
" 

----

1"L 

- .:io 
9 .. ' 

' [J ' ' ' 

J 
' ' Y3 

' 
X,1 ,, 

:1 ;~. 

\I r 
J ,) 

){. 4 

i-de rij op de zoom eindigt bij het 

u.-de punt van de zoom en als de 
1 

voorkant van de J-de kolom eindigt 

biJ het v -de punt van de zoomJ dan 
J 

is het hoekgetal van het (i,J)-de 

hokJe gelijk aan u1-v 7 , zoals gemak-
'"' kelijk is na te gaan. 

We zullsn nu een formule op-
~- q-'( .s) stellen voor ,/. __ ~, w2ar'blJ gesommeerd 

wordt over alle schema's s* die uit S ontstao 

door weglating van een hokje. Noem de begin­

punten van horizontale stukken van de zoom 

x0 ,x1 , ... ,x 8 (inclusief eindpunt van de zoom) 

en de beginpunten van vertikale stukken 

Y-1,• . . ;:J 0 (zle figuur), dan gelcit 
I ~::i 

y 2-x 
0 

X -·y C) X ··Y 
(,y X )(x ) J c.. S 2 
' ' 2 - 1 2 - y 2 y - y . ' • • y-=::y- + · • • - - ·- 3 2 s 2 

of als men stelt f(x) = (x-y 1 )(x-y 0 ) ••• (x-yQ) en 
-G'(S) _JL g(yi) c. u 

(x-x ) " -~--'-- == - 2._ -f 1 {N . Evenzo word t 
s L___ -· ( s "") . ,1 y ' 

(a ,. l=0 I l 

bij de som wordt uitgestr~kt over Alle schema 1 s r:,,,_ 
~ die u~t S kunneD 

ontstaan door toevocging van een hokje, gelijk aan 
(Y-1-X) Yr:i-X 

I O C- 0 
.... (_x_1 ___ x_o_) x 2-x o 

Stelling VI.5.1. 

Bewijs: Beschouw 

y -x X -Y 
s O ..L. 1 '1 

X -X 'X -X 
s O 1 0 

Y2-x1 
x2-x1 

Y C, -x,1 
,::, 

..L. -
•eo X -X leo11-

8 1 

= n en b= ·"-,. ~ == 1 . 
L--u( s) 

f(x 1 ) 

gi(xl) 

(x-yl<:-1)(x-yk+1) · .. (x-ys). 

De graad hiervan is s-1 en de hoogste co~ffici~nt is -a. 
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Anderz:LJds L3 ,Je noppervL::ikt8 11 V3n het schema geli,Jk aan 

11= ,-) · ( y i L 1 - X _, ) ( X ., - y J ) ::: ) ( y i + 1 X j - y i + ,.I y j - Xi X J +Xi y J ) = 
O ,$,l <J ~s ' . .L J ' 0-:~i '-J <D 

Dus 

Vooc de 

h 0 (x) ,· 

tweede geliJkheid beschouwen w~ 
f ( X, ) 

__ i_. (x-x ) ... (x-x. 1 )(x-x,+1 ).,.(x-x 8 ). 
g'(x.) 0 l- 1 

l 

Dit is een polynoom van de graad s metals hoogste co0ffici~nt b 

en waarvoor geldt h 2 (x 1 )=f(x1 ) i=O,1, ... ,s, dus h 2 (x)=f(x) en de 

hoogste coefficient van f(x) is 1, derhalve ~ c.(~ = 1. 
G" (,S ) 

Uit deze gelijkheden volgt direct, dat voor de 

volgende gelijkheden gelden 

1°. 2:_ t(s*) = T(S) en 2°. >--c(s) = (n+1) T(S). 

n ~ T(s)= de 
c,( s) 

Door 1°. ri x toe te passen hebben we 7-:(S)::=J 1:(1) == f 8 daar 1,(1)='1 

(:•~ Ja;::ir cleze term even vaak voorkomt als er manieren ziJn om S af 

te breken en dat is w-ser gelijk aan het aantal standaardtableaux be, 

horend bij S. Door nu n x formule 2°. toe te pass en op T ( '1) kriJg 1:·,·,· 

we de clue 

n ~ = n ! l ( 1) e:: ~ 2= t (1) . . . == L= f s t ( S) = 2-~ f s 2 . 

Uit deze betrekking volgt dus ,.., s dir8ct dat dE clemcnten 0 1 J. de 
C 

VI.6. De natuurlijke representatie, 

In VI.4 is reeds opgemerkt dat: 

S s st O 1 /t s s Q s 0 s ij kl= a s Sr en ij ujk = 0ik 

('1 1.J t1c·t l-ideac1J. ,:,1J 
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Bovendien hadden we s1~ Sk~ = 0 ci18 k < j maar voor n> 4 geldt 

dit ntet noodznlceliJk voor k > j. 

H0 l gf.:J.dt: 

Stelling VI.6.1. si: sk~ = )k~ s1f 
Bevd.jg: Ui-c stcllins VI.2.3 (MR 66) en opmer'king VI.2.1 (MR 64) 

~rolgt diC"2ct oat; als X ESn voldoet aan: 

·~--1X n 1 = c X voor alle p.E.P. en alle n1 E..A,;:- dat dan X=APiGi1N1 • 
- nl s s l 1 s ~ 

Dit toeg:past op sij skl geeft"' sij skl = 11 Piui1N1 en daarna op s 1~ 

geeft Sil =/'~PiG"ilNl. Daar S1ifO, iG ook/u=/0 dus volgt 

s s _ \.:s s 
S i ,J Sk 1 - ) i 1 ' 

Het is nu makkelijk in te zien, dat J niet van 1 en 1 (en dus alleen 

van J,k ens) afhangt (gebruik de betrekking Si~ Sj~ = s1~). 

Door deze gehele bewijsgang wat explicieter te volgen kan men zelfs 

bewijzen, dat }k~=O, als NjPk=O, dc1t lk~=+1 (resp.-1), als O,£NjPk=N 11 P 11 

(zie stelling VI.2.2) en als de permutatie die T. in T 11 overvoert 
J 

even (resp. oneven) is. Wij hebben dit echter niet nodig biJ de vol-
gende 

Stelling VI.6.2. De matrix (jk~) is ni8t singulier. 
Uit de opmerking aan het begin van deze ~ volgt direct dat de matrix 

de driehoeksvorm heeft met louter enen in de hoofddiagonaal, dus 

det()k8J.)=1. Stel de inverse ()k~)-1=(17ksj·). 
S ~ S .. JS De elementen YiJ: /_ Sik'?kj bezitten nu wel de begeerde eigen-

s y -t _ 1st , J k yk ;3 
schap Yij kl - <- CJ 11 • 

y. ~ yk~ = ,· s. s )( ~ s t >-) t ;::: rr8t L sl. PS skqs 'Y/PsJ. -Y('qsl --
lJ -- tci lp PJ kq (ql p,q ( 

d-st ~q Si~ jk~ r£p~ '1q~ =erst Jkj ~ Si~ )7q~ = o'st <:fkj Yi~ . 

Hiermee hebbE.>n we dus de algebra S gesplitst in een directe som n 
van k matrix algebra's in overeenstemming met het vorige hoofdstuk. 
-::ieze beschouwingen g8c1n door wanneer men de coefficl.Cc1L.:.:,J dJ.r.; b:LJ c:1;;. 

opbouw van de operatoren uit Sn gebruikt warden n~emt uit een wille­
k~urig lichaam van de karakteristiek nul. Alle bewerkingen zijn nl. 
cit:Lcmaal. 
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VII. De repres~ntaties van de vollcdige lineaire groep 

door 

A.H.M. Levelt 

VII 1. Inlciding. 
Onder de volledige lineaire groep GL(n,K) verstaat men de 

groep der automorfismen van een n-dimensionale vectorruimte Un over 

een commutc1tief lic\2aam K. Kiest men in Un een basis u1 , ••• ,un, dan 

vindt men de met GL(n,K) isemorfE groep van alle nitt-sinGuliere 

-: ~< n matrices over K. Zeals steeds vorstaan we ender een represen­

t8tie van GL(nJK) een homomorfe toevoeging van lineaire transfor­

maties van een K-vecterruimte aan de 0lementen van GL(n,K), waarbi_ 

3an het eenheidselement van GL(n,K) de identieke transformatie is 

toegevoegd. In het bizonder is GL(n,K) zelf een (irreducibele) re­

presentatie van GL(n,K). 
* ,,. 

Zij Geen K-groep (K is de multiplicatieve groep van K) van 

lineaire transformaties van een K-v~ctorruimte U en laat een repre­
sr;ntatie 

g ---;ii f ( g ) (g € G) 

:':;tc·geven z ijn. Hierj_n is j' ( g) een 1 inea ire t i'.'a nsferma tie van een 

i>vectorruimte V. Wc111neer· na keuze van bases in U en V de elementec: 

v;::n \Je aan f'(g) toegevor~gde matrix polynomen bliJkC:;n t-:;) ziJn in 

c:.:.: el12menten van de aan g toegevoegcle matrix (deze eig,en.sc/:;ap is, 

z0al3 men gemakkeliJk inziet, onafhankeliJk van de speciale keuze 

d(';.r bnses), dan noemt men deze representatie van G geheel-ratj_onaaJ. 

?.;~ )rJ d2ze pol:111omen :rnmogeen van dezelfde graad )) , dan noE;mt men 

je rep~esentatie homogean van pol~noomgraad V ~niet te verwarren 

met de graad der rep~esentatie !) . 

Stelling VII.1.1. I □ Keen lichaam van karakteristiek O, dan is 
¥' 

iedere geheel-rationale representatie f(g) van een K- gro~p G von 

linea ire trm1s forma ties di rec te som van homegene r•epresetita U.eE, va ,. 
verachillende polynoomgraad. 

Bewijs. De elementen van G ziJn lines ire trar,sform8tiE-~s van een 

K-vectorruimte U. De p (g) 's ziJn lineaire tranGformatie van een 

K-vectorruimte V. Kies in deze vectorruimten baseR ( 11 u) resn 
• _. ._.. VL ~ 3 • ~ • , n t-' " 

(v1 , ... ,vm). De aan g to2gevoegde m8trix zullen we biJ deze basis 

door g* voorstellen. Ze stellen we ook ds aan p(g) toegevoegde 



MR 76 

,,.,. 
matrix bij deze speciale basis voor V door .f (g) voor. Laat e 

het eenheidselement van G zijn, dan is e*=r (nxn eenheidsmatrix). 

Daar de representatie geheel-rationaal is kunnen we .f~( /\e) op de 

volgende wi,ze schriJven: 
~~ * ~ ... ).)~ * 

( 1) .f ( fl ~-) = .f O + )\ f 1 + .•. + ':\ fy ( i\ E. K ) • 

Hierin hangen de E::leme;1ten van de m xm matrices 

meer van A 3f. Uit de repre □ entatieeigenschap 

= .f *( \µ e) volgt: 

(2) 

Nemen we A =1 !) dan vinden we 

~ +I,. 

f 0 , ••• ,fv niet 
f "' ( \ e ) f ~yu e ) = 

* "" * ( 3 ) j") 0 + f 1 + . . . + f v = I ( m x m e en he id s ma t r ix ) • 

* We defini~ren voor f•f nulmatrix Vi door 
l 

* Vi= f1V. 

Uit de eigenschappen (2) en (3) volgt dan onmiddelliJk dat deze v1 
een directe splitsing van V leveren. Bovendien volgt uit de repre­

sentatieeigenschap, dat vool"' g €. G en willekeurige AE. K geldt 

( -1t · ¾- ,v "" ii\ "'" ~ * ....,_v *) 
fo + Af1· +. · .+" .f)~ ) f (g)= P (g)(fo + 1\/1 +. · .+ t\ .fv ' 

en dus 

( 4) 

~ waaruit volgt dat ! (g) de ruimte v1 in zichzelf afbeeldt. Laat 
* f"i (g) gedef:\.nieerd z1.Jn door 

(5) .f; (g) ~ .t;.rt(g), 

dan is op grand van (3) en (5) 

terwijl vanwege de representatieeigenschap en (2) en (4) geldt 

.f 1ft' ( ) *( ) * * ) * .>,II * ,K, ~! .,(· ,_ g f j h =-= J\ f ( g J\ f ( h) = J) (g) /~ ( h) JJ i Pj 

""( ) r * ;,c, = f gh o 1 J. f == cf, f . ( gh ) . 
J l J J -

i 
-Tcnslotte volgt uit 

~ * .f1*(Ae) =1'1 f (t\e) == 
.ix· . * -... * -..., v * ---,, i "'-J', (j> +/1.f+.,.+A .f ) =A f>,, 

l O Y l 

dat 
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* * ~ i * * i *( ) J\(Ag)=J'1(Ae)J\(g)=/\. f1 fi(g)="- f1 g, 

zodat f~(g) een representatie van G levert, homogeen van polynoom­

graad v . 

VII 2. Tensorproducten van vectorruimten. 

Literatuur: N. Bourbaki. VII, livre II, chapitre III. 

In deze paragraaf wordt gesproke~ over moduli over commutatievc 

ringen met eenheidselement. Is U zo 1n modulus over een commutatieve 

ring K., dan noemt men U een uni ta ire modulus als voor alle u .s U 

geldt 
1. u = u, 

waarin 1 het eenheidselement van K is. Alle besc\1ouwde moduli worde~ 

unitair verondersteld. Onder het cartesi □ ch product van moduli U en 
V over commutatieve ring K verstaan we: de verzameling 

U x V = { ( u, v) j u E-- U en v E- V } • 

Onder eer. bilineaire afbeelding van U -x V in een K-modulus W 

verstaan we een afbeelding f van U )(. V in W met de eigenscliap dat 

voor iedere u E.. Ude afbeelding v -➔ f(u,v) van V in W lineair is en 

eveneens voor iedere v E. V de afbeelding u -➔ f(u,v) van U in W line­

air is. 

Een bilinea ire vorm is r::en bilin~,a ire a fbeeld irig van U x V in K 

(opgevat als modulus over K). 

Stelling VII.2.1. Zi,)n U en V twa'.::: moduli over> I~, dan bestaat er t:e::: 

:nodulus W ( over K) en een bilinc-::airc; afbeelding <jJ van U x V in W m1't 

de volgende eigenschap: 

Is f een bilinea ire a fbee ld jr,g wrn U x V in een modulus Z ( ovr:, r 

~)~ dan bestaat er een lineaire afbeelding g van Win Z zodat 

fc,:g • \/J op U x V • 

BovendiRn kan men de eis stellen clat W door cp (u x. V) 

(== { cp (u.,v) / u E.. U en v EV}) wordt voor1 tgebracht. W is dar, op isomor­

fie na eenduidig bepaald. 

Bewijs. VTe b:::schouwen de VE:rzameling T der for>mele eindige sommen 
'\--

'> '"\ 1.1·· ,,.1 (u1 ,v1 ) ( ,\1 CIC, u1 c U, v:1_ E. v), 

waarin we L A1 (u.1 ,v.) en LA',(uj' ,v'.) gelijk noemen dan en slecbts 
i - 1 j J J 
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dan als voor alle (u,v) E. U )I_ V gelc'.1t 

== 

In T defini~ren we 

~ /\, I ( U 1•1 , V . l ) t O t 

eer optE:lling door de termen van 2 A.. (u. ,v.) en i ]. ]. ]. 

J J J J 
een formele som te verenigen, en een vermenigvul-

diging met eleme~ten van K door 

~ ~ 
,,--U ..: i '\_ ( U i 'Vi ) = L-;-· ~ /\i )( U i 'Vi ) • 

]. 

Men gaat gemakkeli:_:k na dat Teen K-modulus is. De formele som 

'1(u,v) wordt met (u,v) geidentificeerd. Hierdoor is U x V in T inge­

bed. Tis isomorf met de K-modulus van de afbeeldingen van UxV in 

K, die de eigenschap hebben dat slechts eindig veeJ beelden io ziJn. 

Zij f een Eifbeelding van U x V in Z, dan ken cleze warden voort-
* gezet tot een lineaire afbeelding f van Tin Z door: 

r *( L 7\( u 1 , v 1 ) ) == 2~. "'l (( u 1 , v 1 ) r .. 
i i 

Omgekeerd levert clkP- linea ire a fbeeld lng g * van T in Z door res tric --

tie een afbeelding van U-x.V in Z. GemakkeliJk ziet men in, dat 

zU ...,_ V isomorf is met £ (T,Z) (d .i. de modulus van alle lineaire af­

beeldingen van Tin Z). 
Is f een bilineaire afbeelding van U-;_V in Z, dar: is f:i1<=0 op 

::lementen van T van de volgende gedaante 

( u'i +u2, v) - ( u'i , v) - ( u2 _. v) , ( u, v '1 +v 2 ) - ( u, v 1 ) - ( u., v 2 ) , 

(';,\, u,v)-A(u,v) , (u, r-v)- A(u,v), 

8,."' d f'~l .. .9ar __ ineair it,, dus ook op de modulus T' die door deze ele-

met1t,~r, worc.'lt voortgebracht. Omgekeer'd: bij iedere f * die nul is op 

rr, b(']h0Oi."t (~0n f J die bilineair is op U ), V. Zij nu W=T /T', dan is W 

oot: eeri modulus over K. Laat cp ~· de c1fb0elding zijn van T op W die 

aan een element van T de restklasse mod T 1 toevoegt. Aan iedere 

l 1.neai·:'.'c afbeelding r*vF.Jn Tin Z die nul is op T' is een lineaire 
*~ 8fheelding f van Win Z to6gevoegd 

I ~-~* 11 u t e0n neair~ afbeelding van W 

a fbeelding f ~ van T in Z, die 11Ul is 

t f * f ~ ·~ * me = . · Cf • 
in Z, dan is er 

op T' met 

een lineaire 
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* * l<· Deze toevoeging f ~➔ f ifJ eence~duidig. Is (f de restrictie van 

(fJ* tot U xV> dar: gelc1t dus voor bilineair0 f: ' . 

f = 

i~:,n dit iis een eeneendutdJ.g<: nfbeelding van £(U,V;Z) (d.i. de mo­

dulus der bilinc;3ire afbceldingc:11 van U x.V in Z) op £(W;Z). 

W wordt door <p ( U "V) -voort;:;ebrucht. 

We noemen W het tensorproduc t U@ V van U en V. In het vervolg zul­

len we <p((u,v)) door u ® v voorstellen. 

Nu de eenduidigheid. Laten w.1, cp1 (::n w2 , c.p 2 K-moduli resp. sf.­

beelding2n ZiJn met de eiger1 scLappcn uit de st~lling, en laten 

f1 (u x.V) en cp 2 (u xV) respactieveliJk w1 en w2 voortbr8ngen. I:r' bc-::­

staat dan dus eon lineai~e afbeelding g 1 van w1 in w2 met de eigen­

schap o/ 2=g1 . o/1 . Ook bestaat er een lineaire afbeelding g 2 van w2 
in W 1 zoda t <p 1=g 2 • <p 2 . Hiurui t vinden we r1=g2" 2;,1 • y>1 r-:n, da 2 r 
w1 door f 1(u xV) wordt voortgebracht, besluiten (1✓ ci dat rs?.•g 1 de 

identieke afbeelding van w1 op zichzclf is, Evenz,:, is g, 1• g 2 de idet, ·· 

tieke afbeelding van w2 op zichzelf. g1 is een afheeld1.n~ van w1 op 

w2 , want uit g2 (w 2 )cw1 volgt door toepassi~g V3~ g 1 

w2 = g1·g2(w2) C g1(w1) · 

Verder is g 1 eeneenduidig, wart uit 

g '1 ( W ) cc· g 1 ( W I ), 

volgt door to~passing van g2 

w = ;?; 2 ·g,i(w) = g2,.g1 (w') = w 1 • 

Samenvatting: Zijn U,V en Z K--moduli, dan zl,Jn de-, bilineairr:: ,1f .. 

beeldingen van U x V in Z E:~lJ de 1in::~nir<'; afbceldlngcn van U ®V ln Z 

eeneenduidig aa~ elkaar to~gevoegd. Ied2r8 linoaire afbeelding f 
van U®V in 7: :Ls bl:;paa1c1 wann,.;=:•e:.:l'. r~:lhJ f(tt<2-v) geg,';vr.;n zijn, en 1\r.· 

toGvoeging (u,v) .--,,f(u@v) is etm l1:1J.J:n,~:,:1:i.r•c dbef;lding van U')(._V 

in Z. Omgekee rd, om een 11rH:!r-.1i r'e El fbeeld ing v1:,n U ® V in Z te de­

fin ieren is hct voldoende om een 3fbeeJ.ding (u.,v)-➔ g(u,v) van 

UxV :Ln Z te geven en na te ga,rn of deze bilim·,air is. Er. bestaat 

dan een eenduidi8 bepaalde lin(:?Elir;;: c1fbcelding f van U®V in Z m<c;t 

f ( U ® V )=g ( u, V). 
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Stelling VII. 2. 2. U@ V en V ® U zijn isomorf. 

Bewijs. V ® U is een K-modulus met de eigenschap dat, als een wil­

lekeurige bilinea ire afbeelding f van U x V in een modulus Z gege­

ven is, er een lineaire afbeelding g van V ®U in Z bestaat met 

f((u,v)):::; g(v®u) (uE..U, vE-V). 

Bovendien wordt V ®U voortgebracht door U '1<-V biJ de bilineaire af­

beelding (u,v) --?V ®u. Dan is V@ U dus op grond van stelling 

VII.2.1 isomorf met U®V. 

Opmerking VII.2.1. In het volgende is met 11 basis 11 steeds 11 lineair 

onafhankelijke basis 11 bedoeld. 

Stelling VII.2.3. Zijn U=(u1 ., •.. ,un) en v:::;(v 1 , ... ,vm) vectorruimten 

over een commutatief lichaam K, dan is U ®Veen vectorruimte over 

K met basis { u 1 ® v j: 1=1, ... ., n; j:::;1, ... ,m } • 

Bewijs. U®V wordt voortgebracht door de elementen van de gedaante 

Uti>V (u€.U, vE,V). Ieder van deze is te schrijven als lineaire com­

binatie van u 1 ® v j' want op grand van de bilineariteit geldt: 

u 0v == (L >i.1u.) 0 (L,,a.v .) =~ .L\?· 
i l j'JJ i j ·J 

Nu bewij zen we da t de u 1 ® v J linea ir ona fhankelijk zijn. Laa t 

{z1j} (i=1, •.. ,n,j=1, ... ,m) een basis ziJn voor een vectorruimte Z 
over K. Een bilinea ire a fbeeld ing f van U .x V in Z zij gede fil" iee rd 

door 

Er. is nu een lineaire afbeelding g van U ®V in Z met f(u,v)=g(u ® v). 

Z i j L Ai j u 1 © v j = O, d an is 

~ ~- -
i J0 /\1 J' Z i J0 == L- /'\ i · f ( U i ' V · ) = , i,j J J 

= g ( > . 7\1 J u1 ® v j) = g ( 0) =0, en r: J 

dus t-.1 j=0 voor alle i en j. 

Zijn u1 ,u2 ,v1 en v2 K-moduli, s1 een lineaire afbeelding van 

u1 in v1 en s2 een lineaire afbeelding van u2 in v 2 , dan is 

(u 1 .,u 2 )➔ (S 1 u 1 ) ® (s2u2 ) 

een bilineaire afbeelding van u1 x u2 in v1 @v2 . Volgens stelling 



MR 81 

VII.2.'1 is er dus een 1ineai1:-oe sfbeclding g(S 1 ,s2 ) va·1 U1 :g)u2 in 

V 1 0 V 2 met 

( 1 ) 

De verz8mf.::llng ~t: (U,V) der lineair0 e c1fbe2lchngen van een K­

modu1ua U in Len K-modulus Vis z2lf eeG K-modulus, wanneer men voor 

S en T 6 ,'f ( U, V ) cl e s om def' i r1 1 <:::er t door 

(S+T)u =Su+ Tu voor alle u ~ U, 

(A S ) u == 1\ ( ,Su ) v o or s 11 e u s U . 

Nu is ( ~-: .1. ;.➔g(S,w3,,) een bilineaire afbeelcHng van 
' .. ,.1 ; I C. 

.~~, ru1 ,v1 ) x ..:X~(u2 .,v2 ; J_n :t..(u1 ® u2 ,v1 ® v2 ) zoalf3 men uit (·1) gem.ok-

kelijk afleidt. Er is dus een lineaire afbeelding f va~ 

£ (u1 ,v1 ) ® ct'(u2 ,v2 ) j_n ~(U1 @ u2 ) v1 ®V2 ) met de eige;1Schap 

In het algemeen is f geen isomorfe afbeelding van 

£ (u1,V,1) ® ~(u2,V2) op X.(U1 © TJ2,v1 c7;JV2). Wel gcldt 

Stelling VII.2.4. Zijn u1 ,u0 , v1 en V0 vectorruimt~11 over een com-
e_ '-

1:J.Uta t ief lichaam K, dan zijn 0't'(u1 .iv1 ) &i .X(u2 ,v2 ) en .;c'(U1 @u2 ,v1 1'£JV;) 

isomorf. 

(i) (i) Bewijs. Laten u~ , ... ,u 
I tl. 

bases ziJn voor u1 en 

Vi (i=1,2), l 

In het volgende doorlopen de indices h,h' ,j,J' de waarden 

·1,, •• ,nl. en k;1 de v,rnarckn 1, ... ,m.,. Voor i=1,2 1-~3 nu oak £'.(U,,V-;) 
l l ~ 

een K-vectorruimte, waari.n weals basis kiezen de lirdaire afbeel-

dlngen sk(hi) (k=1 3 , •• ,m .. ; h=1,.,.,n.) gedefinieerd door 
· l l 

( 1) (1) (i) 
Skh -- u J ::::: cf h j v k . 

Stelling VII.2,3 leert ans dat skf 1 )0 s1 ( 2 ) een basiJ vormen voor 

.t' ( U 1 , V 1 ) ig, £ ( U 2 , V 2 ) • An(] c r z i .J d s ~ o r>m en ~ ~l 1 ) ® u j 2 ) en v & 1 ) @ vi 2 ) 

bases voor u1 @ u2 rz-;8p, v1 e,v2 . Een bar:,i:s voor ~'(u1 ~u2 ,v1 ®V2 ) 

vormen de TkhlJ gedefinieerd door 

T U ( 1 ) ,<; u ( 2) = dh'n i cf.. . v ( 1) = v ( 2) 
khlj h 1 '~ j' jJ' k = 1 . 
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Beschouwen we nu de boven ingevoerde lineaire afbeelding f 

van £(u1 ,v1 )@ ct(u2 ,v2 ) in .t(u1 ® u2,v1 0 v2 ), c1an is 

f(S ('1)~ S ( 2 ))(u( 1 )@ u( 2 )) - g(S ( 1 ) S ( 2 ))u ('1)® u (2 ) 
kh "" ' 1 j h I j 1 - kh ' 1 j h I j ' 

(1) (1) (2) (2) (J (1)) (/ (2)) 
== skh Uhl @ slj ujl = ohh'vk <$l c)jj ,vl 

= T u ( 1 )~ u ( 2 ) 
khlj h I \bl j I 

voor alle h 1 en j'. Door f wordt dus een basis van ~(u1,v1 )@£(u2 ,v2 ) 

op een basis van ~(u1 ~u2 ,v1 @v2 ) afgebeeld. Hiermee is de isomor­

fie bewezen. 

Opmerking VII.2.2. Waar in het vervolg sprake is van vectorruimten 

kunnen we zonder bezwaar g(s1 ,s2 ) door s1 ~ s 2 vervangen. We noemen 

s1 @ s2 het tensorproduct van s1 en s2 . 

In het volgende wordt het begrip tensorproduct uitgebreid tot 

producten van meer dan twee moduli. Van de stellingen, die genera­

lisaties ziJn van de voorafgaande, zullen geen bewiJzen worden ge­

geven, indien deze geheel analoog ziJn met de geleverde bewiJzen. 

Een multilineaire afbeelding f van u1x .•. xUy (cartesisch pro­

duct van n ~ 1 moduli) in een modulus Vis een afbeelding van 

u1x ... xuv in V met de eigenschap, dat voor iedere i(i=1, .. . ,v) er 

iedere vaste keuze van u. E. U .(j=1, ... , 1.J Jj/i) f een lineaire af-
J J 

beelding van u1 in Vis. 

Stelling VII.2.5. Zijn Ui (i=1, .. ,,)->) K-moduli, dan bestaat er een 

K-modulus Wen een multilincaire afbeelding ~ van u1x •.• x~ in W 
met de volgende eigenschap: 

Is f een multilineaire afbeelding van u1 x.. •• ,"i(U►, in een K-mo­

dulus Z, dan bestaat er 8en lineaire afbeelding g van Win Z zoda­

nig, dat f=g· cp op u1x ... xu1,, . 
Bovend ien kan men eisen dat W door Cf ( u1 x ... xUY ) wordt voort­

gebracht. Wis dan op isomorfie na eenduidig bepaald. 

Het tensorproduct W van u1 , ... ,Uv wordt op volkomen analoge 
wijze gedefini~erd als in het bewijs van stellingVII.2.1, dus als 

factormodulus TIT', waa rin T de verzameling (modulus) is van de ein-­

dige formele lineaire combinaties L1"\(u11 , ... ,uni) der elementen 

van u1x ••• xU11 , en T' de deelmodulus van T, waarop "de multilineaire 

afbeeldingen nul zijn''. 1 is de restrictie van de canonieke afbeel­

ding van Tin T/T' tot u1x •.. xuy . We schrijven in het vervolg 
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u 1 ® ••• ®uv i.p.v. cp(u1 , ••• ,uy ). En voor W schrijven we u1 @ ••• ~U\,,. 

Stelling VII.2.6. Zijn u1 voor 1=1, •.•. ,v K-moduli en is j 1 , •.. ,Jv 

een permutatie van 1, ... ,Y, dnn zijn U,.,®.,.®Uv en U.® ••• ©U. 
I ,J 1 J )) 

isomorf. 

Stelling VII.?.7. Zijn u1=(u1 (i), ... ,u~1 ~ voor 

ruimten over een cornmutatief lichaam K, 1dan is 

torruimte over K, die 

ui ( 1 \~ . . . ~ uf )I} 
wordt voortgebracht door 

1=1, .•• , v vector­

u1 ® ••• ® Un een vec­

de elementen 

1 V 

Stelling VII.2.8. Zijn u1 en v1 voor 1=1> •.• ,Y vectorruimten over 

K (commutatief lichaam)., dan zijn £(u1 ,v1 )@ ••• @.;t'.(Uy,vv) en 

ct'(U1 181 •.. ®Uv .,v1 ~ .•. ®Vv) isomorf. 

Het slot van deze paragraaf is gewijd aan tensormachten van 

een modulus U. De v-de tensormacht van U is de tensorruimte 
(vJ 

U =U ® ••• ® U (in het laatste product staan v factoren). In deze 

tensormachten, waarvan we de elementen tensoren noemen, beschouwer, 

we speciale lineaire transformaties. Laat 6 een permutatie ziJn der> 

getallen 1, .•. , v .De afbeelding (u1 , ... ,u v) ---?u _1 <® ... ® u -'1 
[ V ] 6'" ( 1 ) . !J ( ·, ') 

van U'k ..• xU in U is mul tilinea ir, dus is er een eenduid ie_: 

bepaalde lineaire afbeelding 6't'.-van U[Y] in zich met 

"~( ) G" U1 ® • • • ®UV = U 1 @ • • • ® U 1 • 
G'- ( 1 ) <, - ( y ) 

Men kan de transformatie z6 beschrijven: 11 In u ® v@ ... ~ z 

(u,v., ... ,z E..U) gaat het element op de i-d8 plaats naar de G (i)-dc: 

plaats 11 • Hieruit volgt onmiddellijk de associatieve wet. 

(-c G")i',- (u1® ••• fitJ UV)= t:.;,c.- G_+i:(u1 ® ••• ®Uv ). 

[v] 
Een tensor t E.. U heet symmetrisch, a ls rs-·¾- t=t voor a lle 

<>"E. ~-

Stelling VII .2.9. De symmetd.sche tensoren vrwmen een deelmodulus 

van uCv] ., die, als U een vectorruimte over K iE, wordt voortge­

bra cht door de tensor·en x [v J =-= x © • • • ~· x. 

Bewijs. Uit de definitie van symmetrie en de lineariteit van G" 
w 

volgt onmiddellijk dat de symmetrische tensoren een deelmodulus 

vormen. Verder zijn de tensoren x[v] symmetrisch. Zij u 1 , ••• ,un 

een basis voor U en 1 :Si1 :s.i2 ~ .•• 6iy ~ n. Dan is 



[v J 
u (i,0 ••• ,i,,) = (1-,;. + ... +u. ) 

1 Y 1'1 l\) 
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[vJ 
een tensor vaD de vorm x en 

[/\ u. ® ... ®u. van U • 
J Jv n 

een lineaire combinatie van basiselementen 

Aan;ezien u. @ ••• @u. slechts voorkomt in u(i~,, .. ,iy), zijn de 
( . 1) 1 1· · ly f' k 1· 'k H t 1. (n+v-'1) u 1 1 , ... ,iy 1nea1r ona nan e lJ ,. un aan 3 is ,,1 , en 

:tit is Juist de dimensie van de deelruimte der symmetr·ische tensorc:n. 

Imme rs is t== \ t. . u. ® ... Q) u. symmetrisch J d::in is 
L l'1 •. , ly l'l l y 

1 
, 

t. . = t. , voor c1lle G'. E- ~ en omgekeerd. Men kan dus 
1 o{'1):·:1cr(v) 11··• 1 v 

d t t ,, . " . .(_ , . e 1. . me 1 ~ 1,, ,: 1,,, -c- ••• ~ 1 
1 ... 1,; 1 c:.. V 

ge componenten ZiJn dan bepaald. 

~ n willekeurig kiezenJ de ov~ri-

Wanneer geen mogeliJkheid tot verwarring besta8t, wordt in het ver­
-~ 

volg rs- geschreven i.p.v. c . 

VII 3. De commutatorring van een represent8tie. 

In deze paragraaf is Keen commutatief lichaam met karakteris­
tiek 0. 

Definitie VII.3.1. Is A een K-ring (resp. K.+-groep), U ee'1 K-vector­

ruimte en a -7 p(a) een ( ring-)represent2tie van A in U; dan ver­
staat men onder de commutatorring B van de repr•ese;)tatie .f van A 
de verzameling der lineaire transformaties van U, die met alle 

p(a) verwisselbaar zijn. (Dat Been K-ring is verifieert men gemak­

kelij k). 
In deze paragraaf zal de structuur van B onderzocht warden 

voor het geval A isomorf is met een directe som van volle matrix­
ringen over K (dit is bijvoorbeeld het gevalJ wanneer K het lichaam 
der complexe getallen is, en A de groepsring van een eindige groep 

(stelling I.6.1)). Bovendien worden van zulke ringen A de represen­

taties onderzocht. 

Stelling VII.3.1. Zij A een directe som v2n ringen A1 .9 ••• ,Ak, die 

ieder isomorf ziJn met een volle matrixring over K. Zij U een K­
vectorruimte en p _,_,,_p(a) een (ring-)representc1tie van A in U. Laat 

ring 
B de commutator ;van de rep re sen tat ie f' van A z i jn. Het eenhe idse le-

ment e van A is te schriJven in de vorm e=e 1 + ••• +ek met ei €. A1 
(1=1, ... ,k). Laat Ui gedefini~erd zijn door Ui= y(e 1 )u, dan gelden: 
a. u1 , ... , Uk geven een d irecte spli tsing van U. Iedere u1 is biJ J> 

invariant. Is fi(a) de restrictie van ~(a) tot Ui, dan is 
a 1. ->f.(a.) een representatie van A. in U .. en geldt voor alle a e.A 

l l l l 
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en u c U 

waarin a=a 1 + •.. +ak met aJeAj en u=u1+ ..• +uk met uje.uj (j=1, ... ,k). 

b. Is bE.B, dc1n transformeert b iedere U. in zich en is 
1 

b = b1 + ... +bk , 

waarin bi= p(e 1 )b = b p(e 1 ) de ruimte Ui invariant laat en ieder~ 

Uj (Jli) annuleert. Is B1={b1 jb€.B}, dan ziJn B1 , ... ,Bk elka3r 

annulerende t\:2ezijdige idealen in B. B is directe som van 
* ~ B1 ,~ .• ,Bk. Laat b 1 de rest~ictie zijn van ~i tot u 1 en Bi= .. 

={b1 l bi E. Bi} , dErn is Bi de commutatorring van de representath.: 

fi van Ai in u1 en geldt 

(VII.3,2) 

waa rin u1 ( i=1, ... > k) . 

Bew i j s . a • Da a r 8 1 c.; J == ~L j e J en .f ( e ) = f' ( e 1 ) + ••. + p ( e k ) is , is 
iedere u E. U te schri,Jven in de vorm 

terwijl uit 

door linksvermenigvuldiging met 

de splitsing in de u1 is direct. 

dan is 

dus iedere u1 is biJ p invariant. 

p(ei) volgt d8t p(ei)ui=O. Dus 

Is V= .J'(e 1 )u een element van u1 , 

De toevoeging a ~.fi(a) is een rcpresentc.:1ti8 van Ai in Ui 

want (K-)lineair, terwiJl voor u c U.e:nc:i,b E.A. geldt 
l 1 

f1(ab)U= f(ab)u= f(a) J(b)U= /(a) fi(b)U= f1(a) ?1(b)u 

( omd a t f i ( b ) u E U 1 ) , en 

fi(e 1 )u = J\(e)u =f(e)u = u. 



TenalottE. geldt 

k .,.--
f ( ri )u = L 

i=1 

k k 

voor o lle a E. A en u E. U 

k 
L p(a.) f(e_ )u 
j=1 l J 

= L L JJ(a.e_) .,P(e )u 
j=1 l J J i==j 

b. Zij V=f(e.)u~u._. dan is 
l l 

bv = b f ( e. ) u = f ( e. ) bu f U. • 
l l l 

Verder is 

Is v = .P(ej)u f,Uj., drrn is voor i#J 

bi v = b f(eJ ,P(eJ)u = O, 

terwijl voor i=j geldt 

MR 86 

k 
~ p(c:.)u.J 
i:::::1 . J. l l 

b . v :::: b f ( e . ) f ( e . ) u = b J' ( e . ) u = p ( e . ) bu E. U. • 
l l l l l l 

Bi is 

geldt 
cen modulus met de eigenschap dat voor alle c E.B en b. ~- B 

l 

analoog bi c iB1 , en bovcndien voor ifj 

bi cJ = h P(e 1 ) f(ej)cj = 0. 

Is bl.* E. Bl.¥,;, dnn is voor alle a. e. A. e:n u. e U. 
1 J.. l l 

b_,p(n 1 )u., =f(a_.)b.u. = 
l l l l l 

Laat c een lineaire transformatie van u1 zijn, die verwisselbaar 

is met alle .P1 (aJ, dan is b=c f (ei) E- Bi, want voor alle a E. A en 
u l U is 
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= c f'i(ni) p(ei)u = pi(ai) c p(ei)u = p(a)c p(ei)u 

= p(a)b u, 

b = c p(ei) = c p (ei) p(ei) = b j'(ei) 

i * ~ H erui t volgt dat c=b , dus c E. Bi . 

Tenslotte is voor a lle b E. B en u E. U 

k 
bu= L 

1=1 
t 
J=1 

Op grond van de voorafgaande stelling, en in het bizonder de 

formules (VII.3.1) 211 (VII.3.2) kunnen we ans bij het onderzoek vnn 
de representaties van A en bijbehorende commutatorringen beperken 
tot het geval dat A zelf isoform is met een volle matrixring. Hier­
over spreekt de volgende stelling zich uit. 

Stelling VII.3,2. Zij A isomorf met een volle matrixring over K, 
U een K-vectorruimte en 8 -7' p(c:1.) een representatie van A in U, dan 
is deze representatie volledig reducibel, en alle irreducibele re­
presentaties ziJn aEquivalent. Is B de commutatorring van de re­
presentatie f van A in U, dan is B isomorf met een volle matrixring 
over K. Omgekeerd geldt> dat de p(2) juist de lineaire transfor­
maties zijn, die met alle transformaties B verwisselbaar ziJn. 

Bewijs. Daar A isomorf is met een volle f x f matrixring over K, 

zijn er in A elementen e 1 j (i,j=1j ... ,f) met de eigenschap 

(VII.3,3) eiJ ekl = djk e11 (i,1,k,1=1, •.. ,f), 

terwijl voor het 

(VII,3.4) 

eenheid8element e van A geldt 
f 

e = L eii . 
i=1 

Definieer nu deelruimten v1 van U door 

(VII.3,5) ( i= 1 , ... , f) . 

Men kan voor i, :]=1, ... , f de ruimte Vi in V j -a fbeelden door 

(VII,3,6) x~.r(ejj_)x (xE-V1), 

en daar de afbeelding x ~p(e1 j) p(ej 1 )x identiek is op Vi volgt 
dat de afbeeldingen (VII.3.6) eeneenduidig zijn op (zie eenduidig-
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heidsbewijs in stclli~g VII.2.1). 
Uit (VII.3.3)J (VII.J.4) en (VII.3.5) volgt nu anmiddellijk, dat 
v1 , ... ,V,f een d1recte splitsing var, U leveren. We kiezen in v1 8en 

t:::isi~; v 1,1), ... ,v('1) • Met behulp vn:, :fo afbeeldingen (VII.3.6) dE.-

fi .. , gi 2 f b , ,_(1.) v(i) i'n V n"'m"'ll.' ·,1-n 1 e re n we v o or = _ , . . . , e en ::i s 1 n ✓ 1 , . . . , J 1 , '-' , t. u ·\. 

(VII . 3 . 7) v ~ :l) = J' ( e i) v ~ 1 ) ( j = 1 , •. ., g) • 

(Deze formulc is geldig voor i=1). 

Hoc zi0t d~ matrix eruit, die biJ deze b□ siskeuze in U aan 

p(a) is toegevoegd? ZiJ 

(VII.3.8) a= t 

zodcit we vinden 

(VII.3,1O) 

k=1 

=f 
11=1 

f 
,::--

= L 
h=1 

n E. A het element 
f 
~ 

L o(hk 8 hk ' 
k=1 

f r. oZhkp( E·hk) v (Ji) = 
k= 1 , · 

.----L.r .J () ( '"· ) cl ( ,, ) v ( 1 ) = - "'n k J "· h · J' " i 1 k=1 · K .J 

f 
= L o< • v(h) 

h=1 h1 ,_: 
( . ,. f l= I , ••• , ; j=1, •.. ,g). 

Laat UJ de ruimtE: (v~ 1 ), ..• ,v~f)) ZiJn (j=1,, •. ,g), dan volgt uit 

(VII.3.1O), dat ieder~ UJ in zichZdl" wordt afgebeeld bij de trans­

formc1tie p(a), dat u, irreduc.ibel Li (:.:ille °hi in (VII.3.1O) komen 
,J 

voor, da3r A isomorf is met een volle matrixring over K), en dat 
bij deze specialE: baDeskt,uze de j(:::1) in iedere U. een transformatir::: 

J 
induceert met dezeJ.fde m:=itr·ix (~1 ) J zodat i uiteenvalt in irredu-
clbele r~presentaties, aequiv8lent met de representatie f van A in 

u1 gegeven door (VII.3.1O) met J=1, 
Zij nub een lineaire transformatie van U, die verwisselbaor is mEt 

alle p(a), en laat de v\ 1 )-b8s1s da0r b g8tr2nGformeerd warden 
volgens 

(VII.3.11) 'h v(i)= A bf k 1 v(k) .; L fai 1 (1=1, ... ,r; j=1, ... ,g), 
,j 1=1 =1 J 

dan volgt uit f(a) b v~i) = b y(a) v~i) dat 

$- f f k i (h) f 
(VII.3.12) 2- 1= L /31 , o<hkvl = L 

l= 1 k= 1 h= 1 J n= 1 
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Kiezen we nu o(hk= shh, cfkk, , dan volgt ui t (VII. 3 .12) 

;'.k'icr hh'cf 
.:1 1 =./:· 1 J i k 1 ' I 1 .j h 11 1 

zodat 

(VII.3.13) (h,h'=1, .. ->f; l,j=1, ..• ,g), 

Men toont gemaklceJ.i.Jlc a~.n, dn'c b met Alle p(a) verwisselbaar· is_, 

wanneer de m1trix de eigennchap (VII.J.13) heeft (~lj willekeurig 

in K gGkozen). 

Uit (VII.3.11) en (VII.3.13) volgt voor vaste i 

b v(i) $. (i) 
(VII . 3 . 14 ) J = 1~_1 /\ j v 1 ' 

waaruit blijkt oat de ruimt1::n v1 bij B invariant ziJn. DDar de /31.j 

willekeurig in K g<::nomen kunnen word en, komen a lle lineC! irf~ a fbeel­

dingen van v1 in zich voor en is V dus jrreducibol. 

De rer~tricties vmJ b ,:. B tot v1 , ... ,Vf vormen irreducibele aequiva­

lente(getrouwe) matrixr.0prcsn1taties V81, B, zot:110 uit (VII.3.14) on­

middellijk volgt. Laat b~A(b) cen met ~eze represent8ties aequiv2-
lGnte representatie van B ziJn. B zelf is isomorf met een volle 
mntrixring, omdat A a1t is. 

De laatste uj_t3pr:iok oer st:::,11.:i.ng V<·;r:U'J.eert men gemakkelijk dn0r 

rollen van J' ( D) en b te VE: rw:Lssehm. 

Stelling VII .3 ,3. ZiJ A isomorf met ::,en volle matrix ring over 1(., lJ 

een K-vectorruimte en a --) .f (a) een peppeser1tatie v311 A j_n U. Is B 

de commutatorring van de representatie f', dan zi,Jn de tJ.J D inv~i­

riante deelrui.mten V en dG rt~chtc:icJealt':t1 r van A eencel:du:i.dig :1,:n 

elkaar toer;evocgd door' de af'beeJ.'.'.ingcn P 4y'(r•) en V-,. f (V) gc6e­

finieerd c1oor 

(VII.3.15) <p(r) -- ; I° (x)H \ x (.r, u c U}, 
(VII .3 .16) Y,,(V) -- { x j x E, A en _p(x)u €:. V voor alle u ~ U} . 

BewiJS. ~at p(r) een biJ B inv1rinnte deelruimte is, en ~(V) een 

rechtsideaal in A verifi~ert men onmiddellijk. Verder volgt ook on­

mi~delliJk uit de definities van fen~ 

(VII.3.17) 
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(VII.3.18) 

Nu bewijzen we 

(VII • 3 • 19) r c 'f ( r ( r) ) . 

Stel x er, dan is _p(x)u E- So(r) voor alle usu, dus XE. f((f(r)). 

Ook geldt 

(VII.3.20) Cf( f(V)) CV, 

want stel VE- cp(y(v)), dan is er een yEy/(V) en een u'e.. U z6, dat 

V= f(y)u 1 • Omdat Ye'f(V) geldt f1(y)uE.V voor alle uE.U, dus 

V= J->(y)u 1 E.V. Uit (VII.J.18) en (VII.J.20) volgt y(<p(Y,(V)))c,,r(v). 

Substitutie van r='f(V) in (VII.3.19) levert y(V)Cf((f'(f(V))), zo­
dat dus geldt 

(VII.J.21) 

Analoog bewijst men 

(VII.J.22) 

t(v) = \f(f(t(v))). 

<f(r) =(f('f(Cf(r))). 

De stelling is bewezen., wanneer is aangetoond dat voor alle r en V 

gelden 

(VII.3.23) r = y( Cf ( r)), 

(VII.J.24) V=Cf(f(V)). 

Op grand van (VII.3.21) en (VII.3.22) is het voldoende te bewijzen, 

dat bij iedere r een V bestaat met r= f(V), en dater biJ iedere V 

een r bestaat met V= f(r). Laat r gegeven ziJn. Dan is er een idem­

potent e 1 , zodat r=e 1A. Laat V=~(e 1 )u ziJn, dan is Veen B-invari­

ante deelruimte. We tonen aan, r= f(V). Als x E. r, dan is er een a !::,l\ 

met X=e1a; dus is f(x)u= p(e 1a)u= p(e 1 ) .f (a)u tV voor alle u ~ U. 

Bijgevolg is xsf(V). Als XE-1f"("V)., dan is f(x)u= ,t(e1 ) p(x)u= 

= f(e 1x)u voor alle u E. U., dus p(x)= p(e1x), en daar p getrouw is, 
geldt X=e 1x. Dus x e. r. 

Laat nu V gegeven zijn. Vanwege de volle reducibiliteit van B 

is er een B-invariante deelruimte V 1 te vinden met U=V+V 1 • De pro­

jectie P langs V 1 op Vis een lineaire transformatie., die met alle 

transformaties van B verwisselbaar is. Er is dus een d sA zodat 

P= .P(d) (stelling VII.3.2). Stel nu r= {dajae,Aj. We tonen aan dat 

V=<p(r) is. Als VEV, dan is V=PV=J'(d)VE.f(r). Als Vec;P(r), dan is 

er een a e.A en een u e:U zodat V= p(da)u=.f'(d) p(a)u=P J(a)u6V. 
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In het voorafgaande is gebleken, dat de rechtsidealen in A 

belangrijk zijn in verbar::d met de commutatorrin6 • Voor het gevol 

A groepsring is van een eindige gPoep wordt nu een eenvouchg ~Yco­

c6d~ gegeven om de rechtsidealen in Ate vinden uit de linksidea­

len. 

Stelling VII.3.6. Zij Keen deellichaam van het lichaam der com­

plexe getallen, dat met ieder getal de complex geconjugeerde be­

vat, G 2en eindige groep en OG de groepsring van Gover K. Dan 13 

de afbeelding 

(VII.3.26) i: -1 
~ g 
fg 

een anti-automorfie van o0 , waarbij tweeziJdige idealen invariant 

zijn. Brengt a een minimaal linksideaal 1 voort, dan brengt g een 

minimaal rechtsideaal r=l = { xjx cl} voo1·t (en omgekeerd). r en 

1 warden ook voortgebracht door Sa. 

Bewijs. De afbeelding (VII.J.26) is een afbeelding op, immel"s 

x E. OG is beeld van x. De lineariteit l:ier afbeelding is triviaal. 

Verder geldt, als 

X = L ?er g y = r-- ,'";7 •7 :, C' t;, ) 

g E. G 0 i::· E:. G l'c .. , 

I: (~ 1'. •}; ) xy = /_ I Q; lh lr1g J 

gc.G h c; G 

zodat dus 

(2 - -- ) -1 ,,...._ 

L } y x xy = f, -1 g = . 
g e:. G h (,; G .h l1 .($ 

Dat (minimale) linksideRlcn in (minim2le) rechtsidealen overgaan 

en omgekeerd volgt dire kt uj_t de anti-automorfie. Laat het minima le 

linksideaal 1 nu door a warden voortgebracht, dan volgt uit 

dat 

a a= L. 
g E-..G 

a= L c<.gg, 
geG 

( ,:--- - \ 
L c<h~g· J g. 

h E. G 1 

De co8fficient van het eenheidselement van Gin deze laatste uit­
drukking is 



dus § a brengt een linksideaal voort /o. Dit linksidcaal is bevat 

in 1. Daa1" l rninimaal is, moet het \1001" a a voort[~e1Jrachte lint:> 

ickiaa 1 =l :::~i,jn. An::iloog be1:JiJ1:::t men c!a t 5' a ook r- vo· ctbrengt. 
A 

Is a een minimaal tw2eziJd ideaal in On, dan is 0\ oak ecn mini-
l..r 

maal tweeziJdig ideaal. Drengt a een minimaal linkslden2l l voort, 
A 

dat tot~ behoort, dan behoort J a tot l dua to~os en oak tot 1 
A A / dus tot 01_,. i1'l en oG hebben een element 1-0 gemeen en VE1llr::n chm 

::1amen. 

Stelling VII.3.4. Gegevens als in stclling VII.3,3, 
Bi~J de c1oor· (VII.3.1:S) en (VII,':,.16) godcfj:nic;e._ e tocvoeg:tng 

corresponcJ.eren cJe minim.ale red1t:3ide,1 le :i.n A eenc~ernh,ic'lig met c:e 

GiJ B irreducibele invariante cieelruimtc~. 

Bewijs. Dit volgt onmiddelliJk uit 3telling VII.J.J en een preci­
sering van (VII.3.17) en (VII.J.13) 

r 1 c. cr~?.~y)(r1 ) cc. f(r';:?.)J 

V 1 c. :. V 2 ""'.:;} ( V 1 ) :::_ c. 'f ( V ',? ) • 

Ult r 1 c c. r 2 kan nameLL,Jk ni2t volgcn ~;) ( r 1 )= '/ ( 1:0 2 ), daar toe-pas­

sing van }'geeft r~=r 0 • Analoog bewijst men de tweede relati2. I ,_ 

Stelling VII.J.5. 
a E. /'•.; dan geldt 

gevenr:: als 1ri :::,tell:'l.n1.,: VII,J.·1. L:: b t.B en 

(,VII.~.2r)) Q-(h P(~)) ,..J - ,_> f) '" ,;'' Cl = 
J{ ,·--

LL_ 
:L::::1 

waarin Xi het spoor is van de irrcducibele represertatie r, vein 
J_ 

A en f 1 het spoor v1n de irreducitele represcntatie 

(definities zie bewiJ3 stellin~ VII.J.2). 
BewiJs. Uit de f()rmuleD (VII.~). 1) 0n (vn ,3, 2) vol;;;~t 

* b p(a) = b 1 p,1 (,:1) p(c>._.1 ) + , .. 

c1 U,'.3 k ( ) 
,Sp b f ( 3 ) == 2= S i 

J.=1 p 

•':/: 

))i n,(a), 
J l, 

h... van B 
l 

In het recht,:::rLLd vwrc1en de spor-en ge:vccm,'.; u1 cJe c:leelruimtcn 

u1 , •.. ,Uk, waarin U u:iteeM1c:1lt (:1tr:::11 VII.J.1). Uit de fc~rmulr-:::, 

(VII.3.10) en (VII.J.14) volgt met d2 sar gebruikte notatie 
_('.', 

(j) .L -~~· ,, (r1) 
b .f ( a ) V .. .. = L .t.~- c<,. ·- -i· ./:l ·1 J. v 1 ·' 

J h==·1 1=1 ll .. 

zodat Sp(b p(a))=Sp r (a) • ll(i)), P8f.H38,'! v~e (~:it tee met b=b1't en 

f= J\ (1='1, ... ,k) dan volgt (VII.J.~::5). 
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Stelling VII.3,7. Zij A een K-ring ~Gt de eigenschap dat 

waarin Al. isomorf is met cen volle motrixring r.xf. over Ken - 1 l 

laat voor i=1, .•. ,k 

(i) (i) A. = r~ + ... +rr 
1 I -1 

een direkte splitsing zijn van A1 in minimole rechtsidealen. ZiJ 

2 ~ J' ( 2.) een repres2nt2 tie van A in 2cn K-vec torruir.1te U en B de 

commutatorring v2n p. Is verder u,J ( i) gedefinieerd door 

(VII.3.26) u(i) ={t(x)u!xf.r(i)_, Uf=.U t (i='l, ..• ,kj j==1, ... ,fl.); 
J J ' . 

dan is U direkte som der u( 1 ). u(i) zijn biJ B irr0ducibele inva­

riante deelruimten van U m~t de i1genschap dat u(i) 1 s met dezelfde 
J 

bovenindex aequivalent zijn en met verschillende bovcnindex in-

aequivalent (tenzij ze beide =0 zijn). 

Bewijs: Laat u(i)=f p(x)ulx6A 1 ,ue.U} zijn,dcin is de splltsinc von U ir. 

u(i), ... ,u(k) direkt (stelling VII.3.1). De som u1(1)+ ... +Ur~i) is 

eveneens direkt, want als we ens tot Ai en u(i) beperken, 1s 1 

(VII.3.26) niets onders dan de afbeelding r gedefini0erd door 
(VII.3.15). Zou b.v. u1(i)n (u2 (i)+ ... +ur(i)) Io zijn, dan blijkt 
d ( 6 ) 1 ,,, i (i) 11 ("' (i) (i)),l· oor toepassing van Y,, VII.3.1 c,-t oak ri\ .. 2 +.:.+rf. - ,, 
is: Is e:i) het eenheidsel~ment van _r1 1 e11 (:/ )=e~~)+ •.. +e~~)met 1 

e\ 1 )e r(i), d::in is U= 1(e( 1 ))u=.f(e~¾+ ... +;;( c.,(1~u voor i iederC: 
u~u(i)J u~ 1 )+ ..• +u~i) is dus een splitsing vo~ 1 u(i). Uit stel-
1 . VIIJ2 lt i 'dd·11·· 1 dtU(i) u(i),.,.,.-~ ing .. vo g onm1 .e lJi<:, D 1 , ... , f, c,equ1v'-'-
lent zijn. Is i/J en ziJn u~i) en_U~j)/0, dan kun~en ize ni~t ae­
quivalent zijn, daar e( 1 )€B, f'(e~ 1 ))u(i)/o ::ils u( 1 )/o in U~i) zit, 

terwijl }'(e(i))u(j)=O is als u(J)s u~,:J), 

VII.4. De geheel-rationale represent□ tics van GL(n,K). 

Het in VII.2 gedefini~erde tensorproduct van lineaire afbeel­

dingen biedt ons een mogelijkheid geheel-rat1.onole representaties 
der volledige lineaire groep te verkrijgen. GL(n,K) is in VII.1 

gedefinieerd als groep van lineaire afbeeldingen van een n-dimen­
sionale K-vectorruimte U op zichzelf. K is in het volgende steeds n 

. een commutatief lichaam met karakteristiek O. We schrijven vE::rder 



GL(n) j_n pleats 

g E. GL(n) van Un 

gevoegd door 
[vJ 

c:, ('"L( K) Ac, _. ,--1 -~.- 1· ,,r.ir·· ·.,,,,-,,~c-f'n"']'"''}t" .. L"~ Vc,11 . .l n' • 1,,~n J.E~uc:1. ,;, "ll1c:c,.~" <::: l.-L :·.,,: -,_ - ':,c . . "'--
[Y] [vJ 

l• c• ,.- e l'l 1 )0 l1'"' c:, ·1" ·1'"' r-. r•;J t'l "-i 1·• r, l''l"'',;., t: ·t· ,-. er • "J .": CJ P t OC:: -
W ,, , • '"··' • C, C , · • • ' • d ·" · ~· C.:) "' n 

g U :Jll V@ • ,, • ~· Z., = ,3l ( l l " n ,· i ·1 ) 
'·) ":H•'ltJ ,t.., ~:... ', l! 0 

~,,n_._·,t di."-•'7("'· t-i·--···~-, .. ·,·'•"''' •C(.::1· -~.--., .. ,,.,0 ;,·1'·c,t'i ' .. •r• ,,. n.rJn) :, ,.,, (r1(·';L,. ,_--,r,--:Jur:r U•"1 \...,1!;.,.J_ ,.,,,,_t .. ,'J1,.,.(.,,·.'..,!.1.,{-- ·-·••'••; l.,,....l.)11_,..,_,l...,,,_l/',., ·~L.'-' ~ :•.J ,..,,, ... ~ •. -1.W \' ~-' ;--, _..._,)\ • .,l,.J 

-· -- [ "} -·; [ ,, ' 
V":in twee lineaire trnnsformsties h '" en 6 · ls r)p de cr,cbruit{c::li,J-· 

(v) [vJ [vJ -
ke wijze gedefini;je1°d, zodat h r; :::c,(hg) ) v"r·~fHier.t men 

gemakh;liJk, evem,ls het fc:it •:3~1t cic,zE.: rcpr2:sE::ntritie honogc.:; :1.':, 

van polynoomgra~d v. In dezE;• p'.1.rr~graaf zal bewe:zen 1tJOr"Jen, (l•::1 1 c>. 
C v ·1 ( ) . l ·1 representatie g -~g ~ ever- K uitcenv lt in 8bsoluut Jcrcdu.::.;i ',; __ •, 

representatles (cl:ic: natuurliJk homogcen ziJn vnt1 1:::iolynoomc;rc1Dd v ) , 

Verder worclt bewez1:::n c1,-it; ied:::::ce: 1·1omo::,;,_;·1e r·epr:;scnt;-:iti.e v~.',1 polynoOit·­

gPaad )) van GL(n) uit0enveilt in :Lrr2ducl.bE".:le Pepr•s::sen ti.,:;s ouqu:1.-­

valent met de bovengenoemde. De~e r~sult□ ten leveren met stalling 

VII.1.1 dus de volledige oplossing van h~t probleem dcr gehcel­

rationale representaties van GL(n). T0nslotte warden in deze para­

graaf met het oog op ck, efle:i.c:trrn; van ci~ formule van Frobb1ius de [ )-' J .. 
biJ de tr~nsform2ties g icre~u~1bela invariante deelruimten noc 

0xpliciet aangegeven. 

Stelling VII.4.-1. Zij B ck 1n::rz::::mel 

van U tvJ, voortg2~racht door 

der lincslr~ tr~nsformaties 

n 

b ,,. 'P(TJ ·l- ) ~-- ~ J n' n · 

,.. ,. (," 

Dnn is B de cornrnut:.:.::torr:lng v:in de r<21)rcsc::nt:itie ,5"--➔ c; van t\, in 
[v J .. , 

TT (credefi·'icerd in VII 2 p 8J n-,,, ... ,, r-~rir'c 0·c1·1triti·0 · i"' nr,,-·,·i~J,·'e:•·1--.... 11 t.:.1 ... t J ... • .. _ • ..,, .,, . • .... 1..:.. t.J _, . i.-;, r-~ . . ,::i .. . . c . ~) --~ .. J 1 : i., .•. \. ,...I • _ M 

lijk uit te breiden tot ecn rcprese1tntlc vDn de grocpsrjn~ A vAn 

;r~ OVCP K (z:ie I.6)). 

Bewijs. D,Jar £(Un,Un) cen vector".'uimt,2 l:::i kunnen \✓ e ::itelling 

VII.2.9 toepassen en bli,Jkt dus, rJ:1t .U (Ice: c'.ieclruirnt0! is dc::,r r,yrnmL---

trische tensoren van 'rt.'(U "U ) 11v ••• ,z,,[(U , ) • We noerr,cn de elemc•,-n· n ' n· 
ten van B bisymmetr•ische trc1rn3form'.lt:1(E,. DDt iec~ci'.' c::1uT1ent von B 

verwisselbaar is met alle G* volgt ul hct feit dJt de elemGnten 

b ® ••• 1il b sB met ::illc: c.,""verwi.sse1b3ar zlJn, Jmmer:o 

G~(b@ ••. ® b) (u1 12! •• , i8l u y) = r,"'"(t,u 1 & ••• &> bu v) 

= bu 1 ® • • • ~ bu 1 == ( b c~ • • • <rJ b ) ( u ((! ••• ® 11 __ 1 ) ; 
er- (1) 6 ... - (v) 0~- 1(1) c, (v) · 
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= ( b ClJ ••• ce b) G' * u 1 ~ •.. ,'Z> u v 

voor a lle u1 , . , . , u y E:. U . Omge keerd, iede re li:nea ire trans format i.c 
CvJ n . - , . 

van U is volgcns stelling VII.2.8 te schriJven in de vorm 
n 

~/\ibi 1 ® ... ®biY (b11 , ... ;b 11 t:£(un,un), 1\ E.K). Is deze linea:u••.'. 

transformatie verwisselbaar met alle c,~ clc2n is 

(VII.4.1) 

=-= ( ::[:. /\i bi '1 @ ' " ' © bl V ) G' * ( U 1 ~ ' ' ' ® UY) 
l 

v o or J 11 e u 1 , .. .., u v G. U11 • ·v o or he t l ink c r 1 id v 2 n (VI I . 4 . ·1 ) ku n r: en 

we schriJven 

u * L )\ b u ti) ~ b ·--1 - I= /\_. b ,, u flJ ••• (iii b ;1 u ' 
i i i1 1 ... iv y - i l ic--1(1) (i-1(1) i<r- l(v)0··· 1

(,) 

= ( L A. b 1 ® ••• ® b -1 ) ( v " ® 
i 1 iu- ( 1) i(;-- · (,,) .-:;· - ' ( -1) 

terwijl het rechterlid gelijk 12 aan 

( L, Ai bi 1 © • '· ' 111 bi v ) ( u 1 ~' 
:L <7- (1) 

••• @U ,, ),. 
r,·-1(v) 

( L A. b 1 @ ••• @ b 1 ) ( u 1 & ••• ® u 1 ) = 
i l ic,- (1) i,> - (v) <i'- (1) G- (Y) 

== ( /._ A. b ~ 1 & .. • @ b , v ) ( u 1 @ ... ® u ,, ) • 
i l -L l G'- ( 1 ) G- t ( y) 

Hieruit volgt dat voor alle G'f..~~ 

~ I\ biG"-1(1) © ... o, bi<J-1(v) == 2i Ait·1f· .. 0biY, 

zodat het rechter'lid cen symmetrischc tenso-r is uit 

X'(Un,Un) ® ••• © X(Un,Un) 1 en dus een element van B is. 

Stelling VII.4.2. De ring B der bisymmetrische trarisformatie van 
U CYJ d n wort opgespannen door de elemeriten 

(g €c.GL(n)). 
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Bewij s: De tensoren g [ v J=g © ••• ® g ( g ~ GL ( n )) breng81: ecn lin0:1 ire 

deelruimte B1 vsn B voort. Stel d8t B1 een echte deelruimte v8n B 
is. Er is den een b ® ••• ®b E.B (b E..£(Un,U11 ))., die--: niet tot B1 be­

hoort. Met uitzondering van eindigc, vele /\. 1 S geldt b+ 11e E..GL(n). 

Nu is 
[yJ 

(b+ Ae) = (b+ /\e) © (b+ /\8) &1 ••• @(b+ i\e) = t 0+ 'i-.t 1+ ... + 1-ttv> 

ir,aarin t 0 .,t 1 , ... Jty elementen van B zi,jn die niet van A afhangc,; 

(t 0 =b ® ••• ®b). Uit het voorg22:nde volgt, dat t 0 +'Xt1 + •.. +A))tv s B.~ 

voor oneindig veel waarden van~, waaruit men gemakkelijk b~sluit 
d ,:-, t t t ,, B '1' 01 d t l"' ,., t r· l J' r: n1 ° t i·· /. B •.,, 0' • • • ) y t:', ·1 D , ' ', .._, ' ' 1 _._, , ., () ,r-' 1 ° 

Stelling VII. 4. 3. De ring B deP bisy1·,1i-:1E::t rise he tra nsf ormc.:i ties van 

UncvJ is isomorf met cen direkte som vein volle matrixringen (over 

K). Iedere repr0sentatie van B valt uiteen in irreducibele, die 
ieder aequivnlent zijn met een rJer rcpr'eS,';nt::ities /J,,, ge;leverd 
door de bij B irraducibele invariante dcelruimt8n waarin U [vJ n 
uiteenvalt. 

* Bewijs. Daar B cornmutotorring is Vern de:: r·Gpr8S8nteth~ 6-o;,c- van 

de groepsring A von J~ , en A isomorf is met een dirckte som ven 

volle matrixringen over K (zie VI.5), gcldt ciit leatste oak voor 

Bop grond van de stellingen VII.3.1 6~ VII.J.2. 
Door toepassing van dezelfde stellingen op B i.p.v. A blijkt dat 

iedere represent3tie b-~~(b) van B uiteeGvnlt in irreducibele 

representc::ities. Is B=B1+ ••. +l\ een direkte splitsinr.; van Bin 
ringen isornorf met volle matrixringen, d8~ ztjn er slechts 1 in­
aequivalente irreducibel~ representeties van B (stellingen VII.3.1 

en VII.3.2); met iedere B. correspondeert l~n irreducibele repre-
1 

sentatie van B. Deze komen alle voor in de identieke repr~sent~tit 
CvJ 

van Bin Un op grand van dezelfde stellinzen. 

Stelling VII. 4. 4. Zij g ----? J' ( g) een homoGenc representa tib van 
GL(n) van polynoomgraad v, dan v □ lt p uiteen in absoluut irredu­
cibele representaties, die ieder aequivalent zijn met i~n der. re­
presentaties g -+~(gCYJ) van GL(n) (zie stelling VII.4.3), 
Bewijs. We kiezen een bnsis in U J waardoor sang (lineaire afbcel-n 
ding van Un op zichzelf) een*matrix g* is toegevoegd. Hierdoor is 

CvJ (yJ 
aan g ook ecn matrix g toegevoegd, waarvan de elementen 

~ juist alle producten ziJn van V elementen van g • We kiezen ook 
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een basis ir~ de r•uir:1t.,~, ,,1:1c1r'op p wcrlct. Hi rc1 oor i.3 ,·,;:!n p(g) een 

natrix y*(g) to1::gcvot.::gd. cJcmwnt,: 11 f'- (g) v2n p''\g) zijn homo-..... l,J t:v"J¥< 

v in de elem0ntsn VGnc~J~' en biJgevo ;_:~uric polynomen v2r1 de gro 
[ V -, 

l ineC'J ire vormcn </i; . ( g · ·' ) in 00 el~menten vcn g 
·~.J-J tv] 

Vo2ri:,:;n v:e e.:1 r., b= L.. >-
~ . i i cp ( b) toe, efin:Lc:!erc1 

door -r< 

-- (f'J .. J.· ( 2: 't-.kgkC v J ) , 
- k . 

dan is deze toevoeging ecn r~pres~ntatie van B, want uit de lineari-

tE:it van terw:i,j 1 

== 

== 

= L L >.le ?·1 p"{ gkhl) 
k 1 

= 2-~ L c,,J CvJ 
Ak/"i <f(gk hl ) 

k 1 

::::: 

Stelling VII.4.3. zegt nu det r uiteenvalt in irr0ducibel0 r0pr8-

sentaties, die aequiv8lent zlJD met de dasr geno2mdc rspresentJties 

~. Hieruit volgt onmiddclliJk cie ju th01d van a~ in de stclli 

uitgesproken bewering. 

Definitic VII.4.1. Een symmetrieklcH,se v,1n U[v] is cen deelru:l.mt,:. 

van Un[Y die invar'icrnt is en lrr2ducibcl bi~1 C:l0 bif-Jyrru:k:tris,chi 

transform::i ties. 

,. j 

In het volgende zal een dir21-ctc- Si,::il.itslng von U. 1
• v · ln s~_ymr:k•·· . .. n 

trieklassen warden a8ngegeven. St~lling VII.3,7 l8ert ans hoe w~ 

een de rge 11 Jke splits ing 1-<:unnen vind c,n. We d icncn cJ:-:13 rtoG uJ. t tc.; 

gaan van een splitsing van A in minim2le r8chts1de2l~n. In hoofd­

stuk VI zijn met behulp van de zgn. st~ndsardtJbleaux een stel 

(met betrekking tot de groepsring) onJfhankelijke primitiuve id0m-
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potenten geconstrueerd met de eigensch8p, dat de door hen voort­

gebrachte linksidealen de groepsring van de symmetrische groep 

opspannen. Omdat de rechtside2len di~ door deze idempot2nten war­

den voortgebracht oak onafhankelijk zijn (dit analogon van stel­

ling VI.4.2 bewiJst men gemakkelijk) leveren ze een direkte split­

sing van de groepsring A in minimale rechtsidealen. Idempotenten 

die 8equivalentc linksidealen voortbrengen, brengen oak Gequiva­

lcnte r0chtsidealen voort die tot hetzelfde minimale tweezijdigc 

van A behoren als de linksidealen. Zi~n ~1 , ... ,Sk ~e ve~schillen­
cle schema's met ,J holqes, e:;n ziJn P1 (:i_)Q~)1 , •. ,,Pp(:i.)Q,...(i) de pri-

1 i .Li 
mi t ieve idempotenten ( voor het gemc:i k spreken vve m:.1 Jr ove r"primi-• 

tieve idempotenten 11 , ofschoon de PQ's slechts id~mpotent ziJn op 

een factor na) behorende biJ de standaardt2bl~aux van het schemn 

s1 , dan leveren de 

U (_ i) = { p ( i) Q ( i) u I u ~ u: v 1 } ( i= 1 J • , • , l{; j = 1 ., •. ., f i) 
J J J 

f.. y J ( 
een direkte splitsing van Un in symmetrieklas~en. StGlling 
VII.3.7; is a een voortbrcngend element voor r(i), dan is 

( i) { J UJ = f ( ·~ )u lu ~ TJ} ) . \Je zulle:n nu nag la ten z"len hoe men in 
iedere synll1letrit2klass0 een bocds lwn vine-Jen uj_tgc:rnnd(~ van cen ba-

sis u1 J•• .,un in Un. We kunnen ons rken tot ecn symmetriekl~s-
se U, voortgebrr1cht door cir: primit vc idempotent PQ die bij hi.:.:t 

standaardtablenu T=T1 van schcn□ S bchoort (de standnardtablc~ux 

in de gebruikelijke r':::, schHckinc~ het,::.r, T1 ,T2 , ... /l'r. Het geval. 

T='l\ gaJ t volkomc,01 ?nJ :Loog). Een ~,tc:1 voor·tbreng c: e lcm,.ntcn voor 

U is te v ind en ondE r- ,je td(;mei,t.1.::r1 u .. ® ••• @ u 
J,•1 ,lv 

{ j 1 , •• ,. ; J v = 1 , ••• ; n ) • Om he t e f i\..:: ct v rEl PC.,) u j ~ 

kk 1 i . k t 1 • 1 1·, ' ·. ·1 • · rr , ·1 ma e J· ·e Kunnen ovcrzJ.cn oc·.in1ct0 en we )J.J . c:n u~i-1® ••• ,:gi ll.Jv 

een indextableau J. J ontst9at door Ji te plastsen in het hokje 

van S waarin een i staDt biJ T. MEn k8n omgekeerd ic:er indext~­

b 1 ea u ( w a 8 r in du s d e g c t 3 11 en 1 5 • • • , n e v c n t m:, e 1 lll e: t lv:: r ha l i n gen 

kunnen voorkomen) 11 tcruglczen II door voo r J. 1n u, .~ . , . &i· u _, he t 
1. J 1 .J.., 

getal uit dat hokje van J te nemen, waarin i stoat biJ T. We 
schrijven oak u3 i.p.v. 

van een p8rmutatie c;:- op 

afspraak is G""U, © ®u. 

u j ® • .. @ u J v • Hoe ku n n en we h c.~ t e ff e c t 
1 u j ® ••• ® u,Jy nu beschriJvcn? Volgens 

:::: J, ® ••• ® u, . Bij h,:::t 
J1 JV J J 

G"- 1(1) c;-'1(v) 
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rechterlid behoort het indextableau rr J, d8t uit J ontstaat door 

j. te vervangen door j ~ . Dit ind~xtableau v~rkrijgt men door 
l - 1(') 

in c;-- 1T het getal i doir l J. te vE:rv2ng0n. Is o.., e(.:;n p (horizon-
1 

tale permutatie) voor T dan ook voor J. Is rr den q (vertical0 per-

mutatie) voor T dan ook voor J. Het is niet moeiliJk om int~ zien 

det m8n de terman van PQ uJ kriJgt door op J Eerst 0110 mogeli)kj 

verticale pennutatios toe te possen, en daarna op ieder aldus ont­

sta2n indextableau alle verschillende horizontale permutaties, Ten-

slotte kan men don op de boven aangcgeven wiJze de resultatcn in 

de vorm u .. o!J ••• ® u.. schriJven door de indexte1bleaux terug te 
,J'l Jv 

lezen, 

Stelling VII.4.5. De elementen PQuJ' wa~rin J 0en indextableau 
is (bij het tableau T=T1 van sch8ma S) z6, dat de getall~n in geen 
rij afnemen en in elke kolom toenemen (standaardindextableaux) vor­

men een basis voor de symmetrieklass~ U. 
Bowijs. Laat J een willekeurig indextableDu ziJn, wa3rin de ge­

tallen j 1 ~ j 2 ~ .•. 6 jv voorkomen, dc1n ontsta8t J uit een tableau 
T * (T * is niet steeds ondubbelzirmig be;panld) door hierin i door 

ji te verv □ ngen. De standaardtablceux bij het schema S waren 

T1 , ... ,Tf genoemd. Uiten verdcr u 2 .:a cr3 , ... , G'f' er~ gedefinieerd 
zijn door 

T T T T * = i:r*T1. 2= 0 2 1 ' • · • ' Tr= 0 r 1 ' 

D P Q * -1 p Q - 1 ') C - 1 f ,, 1 · , t -- i .. t n· ""t aar 1 1 s , 1 1 cr 2 , ... ,1 1 .~'l"f +1 e emt.n en z Jn u1 <;:; 

f-dimensionale rechtside8al d~t door r 1Q1=PQ wor~t voort~~bracht, 
bestaat er een lineairt r0lstie tussen daze cilement2n. Nu is 
P Q P ('\ p Q _ -'1 _ -1p /'\ ,.., ('\ r.- -1 - -1 1, () p ('\ G -1= 

1 1= 11cl1' 1 1u2 =G2 i~'2' .t 1"'!,1''3 == 6 3 J "j'' "' 1"'~1 ~f 

=G'r- 1PfQf en daar P1Q. 1 ,P 2Q2 , ... ,Pl'!.r om1fh::inkelijl-<: ziJn over de: 

groepsring (d.w.z. de som dcr linkside□ len door hen voortgebracht 
is direkt), zijn P1Q1 JP 1Q1 G2-1, ... ,P 1Q1 r,·f-'1 linec1ir onafhankcliJk. 

Er bestaan dus g2tallen >,.1 , ••. ,)..f (E.K) met 

-1<·-1 ·· -1 A -1 
P1Q1o = A1P1Q'1 + "'-2P4G,,: a-2 + •.. + r1'1Q1G"f • 

Passen we beide leden toe op u 3 , wan1"iii J 1 het indextableau is 

dat uit T1 ontstaat door hierin 1i t~ vervangon door J1 , dan vinden 
we 

(VII.4.2) + A PQu 2 . J2 + ••. 
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Het indextableau Jk (k=1,2, •.• ,f) ontstaat uit Tk door i te ver­

vangen door J1 • Deze indextableaux hebben alle de eigenschap dat 

de ind ices in geen enl{ele rij of kolom da len. Sta an er in een ko­

lom van Jk twee gelijke getallen, dan is PQuJ =0. Aan de rechter­

kant van (VII.4.2) zijn dus slechts die PQuJ k~ 0 waarin Jk een 
standaardindextableau is. k 

Laten van nu af J 1 , •.. ,Jg de standaardindextabl~aux voorstellen 

der getallen j 1 , ••. ,jy waarbij de nummering zo gekozen is, dat 

i < k =;;Ji< Jk. (Men ardent op de gebruikelijke wiJZC door J 1 < Jk 

te stellen wanneer in het eerste hokje waarin J 1 en Jk verschillen 

bij Ji een kleiner getal staat dan bij Jk). We bewijzen nu de 

lineaire onafhankelijkheid van PQu3 ., .•. ,PQuJ . Daartoe laten we 

eerst zien., dat uit pquJ =UJ volgt 1dat i < k g (nl. als q/ identi­

teit) of dat i=k (als q= 1ide~titeit). Stel eerst q/ identiteit en 

beschouw de hoogste rij van Ji die biJ q niet invariant blijft. 

Ieder element in deze rij dat niet invariant blijft wordt door een 

groter vervangen, zodat de Jk die hierna door ordening der rijen 

ontstaat niet v66r Ji kan komen. Er is in bedoelde rij een element 

door een grater vervangen, dus Jk/Ji. Is q de identiteit, dan zijn 

de enige p's die J 1 weer in een standaardindextableau overvoeren, 

die welke gelijke elementen verwisselen. Hierbij blijft J. inva-
1 

riant. We concluderen nu dat u3 _ voorkomt in PQuJ. maar niet in 

PQuJ. j ••• ,PQu3 , zodat PQuJ ,: .. ,PQuJ lineair dnafhankelijk 
zijn;+1 g 1 g 
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[ y., 
u .J 

n 

lente 37/rnmetrir::kla3St El toee,evoegc]. Di.-:: ac1 nt2l lc:rn O ziJn. Ee 

geldt nameliJk de vo 

Stel1ing VII.!: .C. E(::n ::.1ymmctri.::,kl,H'.S0: iY:L.J ,1et :~cherne S i11 de di-• 
C.,., 

rekte c:;plJ.trsing van q,1 .,, 1;;. cje nulr1.1j_rn1:c 2,ls tJ(;t scrwnw ,s mcer· 

dan ,"J rj_Jen ::eeft, en j_'.3 niet de nulrulinte al~: S hoogst(,:n.s n t'iJen 

r}eeft. 

Be 1.,Ji,Ji3. I:'l S een c::c·,Ecrm: w.::t me~r dan n r:tJen, dan is hct a;Jntal 

~Jt2rnd,Jarcl:Lnc.1extab1E?/J z; gel:t,Jk ,::;•n nul, en dur-; de bi:1be."lcrende 

symmetrl•::klasse de lulruimte (;Jtcl.l::i .. ,·1;3 VII.J.1 .. 5). Is llet a~E1t::1l 

1 1 ' [,(' :i. ._J :{ r ~ n , cJ ;:: n ve rkcl .Jgt mer een 13 tr; n-

c;c:2 rclinclextn blec::u cJooe :i.r: lecJer ok._Je v;:in de k.--de ri I va11 ;3 et 

getal kt~ pl8ntsen. 3tellins VII.4.5 levert d2n weer het sewens­

te r·esulc2,· t. 

n r1Jen. Zo'n scheua worrlt ~ekar8ktcriseerd door n niet-negatieve 

getallRn m,1s •• ,,m~, di2 je 
la 

len;ste v;:;n de 1--Dte 9 2--de, ... ,n-de ri,j 

:.'.~1 2 t: .Q~:ev ~r.· e r·1 d tl~J 'lo 1 doc r1 ~..1 

1cc ;,i ·'" 1 ' n 1·1 r' he t "vn-1 h,) r- 7 t:,.. v n 1) 1··, 'J t e ·1 J n v: ,_,. . .,,1 -., "•' .~ .•• , ,, I, .. , ,, • • '•" ' ,-' .... a l'•l r· l )''• , ~ .., .L, I~ _, • ,. " .. -..•. !. , ,n, 

--•··1 1!,_-·_1_" c 111>·' .. l < n 
In de V 1:Jl;.;;c:1'.,de /:?t:J r>::1ar zulle~·[ cJ.e lU.iPc!l<:teru vnri de vollec]ige 

irreoucibcle reuret:cr:t.': t.1t:: n1 r,· ~.( ,,r·t~~ p I) ,. 

uit2env2lt, indi8n men zich 

in GL(n) tot cl,, ;net GL(n--'1) 1 ;MJ orn o 1: f'' c <) ·1 

Stell:• .. nr.;_, 1./II,Li,7._ 1.·1:r.,nce1.' mc:n zic:'.i b<'; rlct tot GL 1 (n--'1) ve11t de 

U}.teen j_ n cl e i r •·· 

( "TTI lj. ":Z) \ .... '• • • _.I > rn . _,1 ~ ra~ ,1 :;, r;, . 
t: .... , 1- r1 

BewiJs. Laten we uit;.'ifHrn van de symmetriekJ.asse IJ benore:·id biJ net 

schema S, die een representatie d vPn GL(n) oplevert, en 
m,1m,.i ••• m. 

r.. l J 
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op de wijze van stelling VII.4.5 een basis in U kiezen. Laat Vk 

de deelruimte van U ziJn, die wordt opgespannen door de basis­

elementen welke behoren bi,j de standaardindoxt.:;b1L1nux, wn,,rin k mnel 

het getal n voorkomt. Uit de definitie V8n GL'(n-1) bliJkt on­

middelli.Jk, dat iedere Vk bij GL 1 (n-1) invariant is, en dat de 

Vk's een direkte splitsing van U geven. 
In het volgende beschouwen we ~~n Vk en kunnen dus V schr1j­

ven i.p,v. Vk. Een basis voor V best8at, zeals boven al is opge­
merkt, uit die PQuJ, waarbiJ de J de standaardindextableaux door­
loopt welke op k plaatsen een n hebben. Deze indextableaux ver­

delen we int groep,Jes J 11 , ... ,J181 .i J21 , ... ,J2s,,; ••••.. ; 

Jt 1 , •.. ,Jtst z6, dat in elk groepJ8 all8 indext2b!eaux voorkomen 

waarin dezelfde hokJes door n-en bez0t ziJn. We v0ronderstellen 
dat de nummering der groepJes z6 3ek:oz2n is, dat 1 < m wannE:.;er in 

het cerste hokJc, dat slechts biJ l6n d0r beide ind8xtableaux 

J 11 , JmJ een n bevati deze n biJ JmJ staat. Hieruit volgt dat 
1 < m wann(;er J 11 door 12cn pq in JmJ ov2rgn::it. Bij het 1-de group•­
je beschouwc,n we de, operator P1(\= L. cq p 1q 1 , waarin p 1 0n q 1 
ieder hokje dAt cen n bevat invariant 1aten. Wo kunnen nu bewiJ­

zen, dat w1=(P1Q1uJ , ... JP 1Q1u3 _ ) een biJ GL 1 (n-1) invariante 
11 · ls l 

irrcducibele deelruimtc-:: (:Jymmetr•ieklasse) is. Immers in de index­

tableaux V8n het l-d8 grocpje kunnen slechts die (aaneengeslotcn) 

laatste hokjes V3n iedere riJ door n-en bezet ziJn, welke over de 

volgende rij uitsteken. Knipt men de hokjcs die een n bevatten 

afJ dan ontstaat sen standasrdindextableau der getnllen 1, ... ,n-1 

biJ een sch em.? Sr mr:t n-k hokj es. Zo I n schemc1 S' is bepa J ld cl oor 

n-1 nict-negaticve g(·:tallen m1,m2, ... ,m~_ 1 die volcloen aan (VII,Lf,3) 

en m1+m2+ ••• +m1;_f= v-k. Ook zj_et men g~:nakkclJ.jk dat bij toevoE:-
g0n van k hokJes (2,9n het schema S' zodnt :,et schemci S ontstaat) 

die e,:m n bevatten eer1 willekeurig :::.i'c:':nd88rdincloxt,::iblenu der ge­

tallen 1, ... ,n-1 bj_J het schem2 3 1 cen der indextnbleaux 

J 11 , ••. ,J18 oplevert. We kunnen nu de voorafgnandG theorie tbe-
1 

passen, waarbiJ we het basiselement u buiten beschouwing laten. n 
I.h.b. levert stelling VII.4,5 dat w1 ecn symmetr1~klasse is biJ 
GL'(n-1). De bijbehorcnde repr~sent8tie van GL'(n-1) is 

./.l.m1m2 ... m~_ 1 . Daar GL 1 (n-1) volledig reducibel is, bestaat er 8en 
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biJ GL 1 (n-1) invariontc deelruimto W vnn 
I 

1.J zo., 

(VII •1+ .4) 

Beschouw nu de basiavector PQuJ von V. De dirakte splitsing 
[Y] li 

(VII. !4, Lf) V8n [J 
11 

lc:vert de volsendc splitsing vrrn FQu.,. 
d li 

voor m1nstcns {~n der 

uit uJ 11 door toepassen van pq, dus 

langs W' op w1+ ... +wt. We bewiJZGn 

x "' L Fl , pr~.u T E. lJ I n V, cl c: n 1 ;:: 
l,i l 0 Ll 

cJ ::, t l; ' en V 

X = f.-· t 1 (1)+,,(1vI), , .(t)1,r1 )' 
.. l 11 , v ., .·· . v 1-· -i- ••• ·,v J ,. r ·.• 7 i 

.,. , j_ . . l .1. .L .. L ..... 

= L 
i 

t ., ( ·1 ) + ( )-· ~ ( V ( ;~) • ,1_,1 ( t) .1-u I ') 
1'\ 1. V '1 l 1 "--. ( 'I .·) ' '1 : I ' • 0 1 " ,"j ·j ' ' ,·•1 '[ . ' j_ .. I J. .. .. 

ontstr:1,?.t 

+ z=-· ?1· (v(L1,·)+v1(:l+·1)+ ... +v\~)+v1'··)}, 
.1 > ') . . J. . 1 .L J._ .l. 
. ,, r .. .,l 

E,•n ch.Jar. ::le u·nr1r,1kkir._,,. t.u,3c:3c,Y1 c,cc•ol;1·ll;]1 ("er1 Vi'('tl)(' uii·. ;1 / •. L. J.\.J +:JI ~ " ;.) ~·, I.. ._ l ,1"•:.:, .,. , k I, ,, I • ., , ,,,... .., \_.., . ~ , ~ • .- ~-•' J - • •'~ '•· V • I G : j1' I t ."' 
V Ors tel t rqyJ· ) ~ • ( 1 ) -· (1 r, .. ) \J '7 •. , ·, • ' ( '] ) ' ( ' 1 ) V l "] ) o . . . ., k '"· L i l "1i \i ·u -- .~, i ,J .. J • i u ,,. ]. ,J L , ·11 ·' ' I ~·, , • • • , ·1 ::i '1 

lineair onrfh•:,nh,·li·1k rF1"1·1 1-c"n 1Y"VJJ2c"···, ('cc,t v (l) "1· er--1r1 f c·cor• - . - ~ .. c, .. \..... < Y.. \ • I;;;. . • . ~"-· V • • • ., - l' ·' - ·-' l :L \.) t. • -· • . . . .• , . 

,/.O n-::i gell.Jk i:i ;:1an P 1 Q1u 3 ) en clus :ir:i J,11 = ?,i:;f"·, .~)-u.,_1'·"'0. 
,.>. •. 1 :L I 

Op anEtloge \.'1:l.Jze kunnen vn, ,::::L,tonen d::it J 2.f" !2 , • ,== f.:::':>r,'"'r) cT:c., 
,:... 

zodat X=O is. Daar W1 0r V diSJUnkt ~iJn geldt dim EV=diu V. ~e 

weten al clr:t rJi.m V,..., cHm(w,.1+ .. ,+Ht), zocJ::it E t::en l.crninocf'J.;Jme :Ln 

V 3 n V Op \t.J + .L 11 '·•,1 ,:, c··1 l'"' i;" , .. , n (l c, ]0 rJ· '1' e ·r° C.\ ,c~ L:, C> i ·1 (1 ·i' 't•" r::. ],( t ("• '" ·1·.·J ]' 1· 1· ,.-,· ''t ·v· :".', l"J 1 Qo i:; ~ r ,, ·t $ ll <.l -· .. '---' .. . .. \...- ~ ' ..- - '"-' .,.,. '-, '-' ~" __ ., . - . \.,- . ,. ,_. ~..., . - ,.) f,. - • 

Vin symmetrieklassen bij GL'(n-1) oplevert, ie duA aeauivolent 

zijn met w1J••·,wt. 
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VII.5. De karakters van de volledige lineaire groep. 

In deze paragr.aaf zullen de karakters der geheelrationale 

representaties van GL(n) (de zgn, karakteristieken van GL(n)) 

worden uitgedrukt als symmetrische polynomen (met co~ffici~nten 

in K) in de eigenwaarden der elementen van GL(n). Deze eigenwaar­

den zijn i.h,a, geen elementen van K, maar van een algebra!sch af­

gesloten uitbreidingslichaam K * van K. Symmetrise he polynomen in 
de eigenwaarden zijn echter wel elementen van K. 

Tenslotte zal de formule van Frobenius worden afgeleid, die 

de karakters van de volledige lineaire groep en die der symme­
trische groep met elkaar in verband brengt. 

Daar iedere irreducibele (geheelrationale) representatie 
van GL(n,K*) irreducibel blijft wanneer men zich tot GL(n,K) be­
perktl en men aldus oak alle irreducibele representaties van 
GL(n,K) verkrijgt, kunnen we volstaan met de karakters van 
dL(n,K*) te bepalen. Karakters ziJn klassefuncties op een groep, 

d.w.z. zijn g,h en k E:.GL(n,K~ met g::.~k- 1hk, en is if' een karakter, 
dan is f(g)= o/(h). Ook geldt dat gen h dezelfde eigenwaarden 
hebben. Omgekee : z ijn t 1,., . , E n verschillende e nten ui t 
* n K; dan behoren alle elementen van GL(n,KJ die E.1 , ... .,6n tot 

eigenwaarden hebben tot dezelfde klasse. De waarde van pop deze 

kla sse s te llen we voor door f( t1 , . , . , tn) . <f is een polynoom in 

£1 , .•. ,en. Dit kan men inzien door op matrices over te an. 
Beschouw een diagonaalmatrix met elgemAJaarden t1 , ... , t . BiJ de 

n 
betreffende geheelrationale representatie is hieraan een matrix 

toegevoegd, waarvan de elementen en dus ook het spoor o/ polyno­

me~ ln c.1,, .. ,c11 zijn. <pis symmetriach :Ln 1:1 , ... , , daar alle 
diagonaa lma t r•ice s met e ige11wa a rden t1 , •.. , tn tot d eze 1 e kla sse 

behoren. Uit deze beschouwing volgt nag dat 1 homogeen is van 

graad Yin t1 , •.. ,tn. Het is niet moe:Llijk om in te zien dat het 
karaicter door hetzelf'de polynoom gegeven wordt, warmeer sommige 
e1 1s gelijk zijn, 

Stelling VII.5.1. Het 1carakter p(t:1 , ... ,t\) van de ir·reducibele 

representatie ~ van GL(n,K) is 
m1m0 ••• m 

'- 11 • ( m1 +n-'1 m,.-i+n-2 mn) 
(VII• 5 .1) <f ( t,1, ... , c ) = d et~ t. ~ c. ••• e, 

n . 0 

( n-1 n-c ) 
de'c t t ~"-°'""'""1 
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( 11 ln) {Opm.! met det t .•• t is bedoeld de determinant 
11 ln) 

van de nxn-
matrix waarvan de i-de rij is t 1 .•. c1 . 

Bewijs: Het rechterlid van VII.5.1 is inderdaad gelijk aan een 
aymmetrisch polynoom in t.1, ... , e.n: Immers, de noemer is het 

differentieproduct y ( t 1- E.j), terwijl iedere factor t.1 - tj 
(ifj) op de teller jdeelbaar is. Bovendien zijn teller en 
noemer alternerend in t.1 , ... , en. De graad van het polynoom 

is m1 +m2+ •.• +mn= )) • 
We zullen de stelling nu bewiJzen door volledige inductie 

naar n, hierbij gebruik rnakend van stelling VII.4.7. De juist­
heid van de stelling voor n=1 leidt men af uit het feit dat 
t ..-► t.v de enige geheelrationale representatie van GL( 1) van 

polynoomgraad Vis. Laat nu de stelling voor n-1 (n >1) juist 
zijn. Beschouw de representatie A van GL(n,K). Zij 

m1m2 .•. mn 
GL 1 (n-1) de ondergroep van GL(n,K) gedefini~erd op blz.101. 
GL 1 (n-1) bestaat uit alle elementen van GL(n,K) met de eigen­

waarden t1 , t2 , ••. ,tn_1 ,1. Volgens stelling VII.4.7 valt 

A m m uiteen in de representaties ~m'm' m' , waarbij 
"""m.1 2 • • • n 1 2 • • • n-1 
m1,m2, ... ,m~_1 voldoen aan (VII.4.3). De karakters zijn, vol-
gens de inductieveronderstelling, 

( m1+n-2 m2+n-3 m~_ 1) 
(VII.5.2) det e n-2 tn-3 •. . t 

det(~ E. •••••••••• 1) 

(men vindt hier de rijen der determinanten. door achtereenvol­

gens l= e.1 , t2 , ... , en_ 1 te nemen). Een element van GL(n,K) met 
eigenwaarden e1 , ..• ,E.n_1 ,1 heeft dus bij 6 m het spoor 

L ( m1+n-2m1~~~n~3 m~_ 1) 
( VII 5 3 ) de t t t ... e, 

• • ( n-2 n-3 ) == m1)m1~m2 ~ •.. ~m~_1~mn det t . E.. ••••••••••• 1 

m +1'1•1 m ;.n-.1 ,,,_ .... l-'l•a. m-1-n.3 m.+·1·v-~ '1"1....+Y'I.•~ m. m -1 m_) '\ 1 i 2 ,. .5 ,,.,..., ,,.., .• 
aet t -1-e + ... 1rt t: +e + ... +-€. ..... f. +e + ... +-e. 

= 
d ( n ... 2 n-3 ) et t e •••••. 1 

Men verifi~ert gemakkelijk dat dit juist het rechterlid van 

{VII.5.1) is, wanneer tn=1 gesteld is. Daar een homogeen poly­
noom in c1 , ... , en van de graad v eenduidig bepaa ld is door 

zijn waerde voor tn=1, en we reeds weten dat het karakter 

van Am m homogeen is van de graad v in e,1 , •.• , f_ 1:/ hier--
1 • • • n Il · · 
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mee de stelling bewezen. 
De toevoeg"ing G" ➔ a-*( zie blz. 83) is een representa tie van 

de symmetrische groep ~ in u}vJ die, zoals al eerder is opge­
merkt, kan warden voortgezet tot eeri (ring)representatie van de 
groepsring A van )-;5. De commutatorring van deze representatie 
is, zeals we gezien hebben, de ring B der bisymmetrische trans­
formaties. We willen nu in de3e situatie stelling VII.3.5 toe­
passen. Laten we nagaan wat in dit geval de daar genoemde re­
presentaties r1 van A en .61 van B zijn. r1 is de irreducibele 
representatie van A (we vatten A weer opals directe som van de 
vol le ma trixringen A1 , ... ,Ak), die aan het element S=a 1 + ••• +a k 
de matrix a 1 toevoegt (stellingen VII.3.1 en VII.3.2). Uit de 
algemene theorie van de representaties van halfenkelvoudige rin­
gen is ons al bekend, dat genoemde representatie aequivalent is 
met de representatie van A door een minimaal linksideaal in A1 • 
(V.7). Deze linksidealen behoren alle bij het zelfde schema 
(m)=(m1,m2 , .. ,,m) met v hokjes. Het bijbehorend karakter zullen 
we door x(m) v~orstellen; de waarde van het karakter op de 
klasse o<. van ly, bestaande uit de permutaties di7 o<1 cykels van 
de lengte 1, 0"..2 cykels van de lengte 2, .•. , °'vcykels van de 

lengte Y., bevatten, stellen we voor door xJm). De representatie 
~ van B wordt op de wijze van stelling VII,3.7 verkregen met 
behulp van de minimale rechtsidealen uit A1 die, zoals we gezien 
hebben, ook bij het schema (m) behoren. ti.1 is dus niets anders 
dan de rept>esenta tie 6 gedefinieerd op blz .101. Het 

m1m2 ••. mn 
karakter van deze representatie wordt door (VII,5.1) gegeven en 
zullen we voorstellen door o/(m)' en de waarde van het karakter 
voor het element g E. GL(n,K) door 'f (m) (g). 

i Stelling VII.5,2. Is u1 het spoor van g (1-1.,2, ... , Y), dan 
geldt: 

(VII.5.4) 

waarin gesommeerd wordt over alle systemen (m)=(m1, ... ,mn) die 
voldoen aan: 
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Bewijs: We zullen (VII.5.4) fafleiden uit stelling VII.3.5. BliJ­
kens het voorafgaandc stemt het rechterlid van (VII.5.4) overeen 
met het re;hterlid van (VII.3.25), wanneer we daarin b=gCvJ kie­
zen en voor a een pecmutatie die uit ~ cykels ter lengte 1, •.. 
• • ,of..v cykelt, ter lengte V bestaat. Het linkcrlid is het spoor van 
de transformatie a~gtvJ van U CvJ. Laat (g1 .) de matrix ziJn die 

n J 
biJ de basis u~ 1 •• ,,u in U aan g is toegevoegd. Dan 1s 

1 n n 

~ (vJ * L a g u. ® ••• ~u. ,,. a g ...••• gj. u . .t ... (g\u. 
11 \,, j1, ... ,jv J1:L1 v1Y J1 Jv 

,.. L g. i ... gJ. u, ~ ••• ®uj 
j1,·••1Jv J1 1 viv Ja-1(1) a-1(v) 

Bevat a nu b,v. de cykel (pqr)., dan kunnen we eerst de sommatie 
tvoeren, welke oplcvert 

Kom'=rn o<.3 cykels ter lengte 3 voor J dan lev2rt de sornma tie er · ~ rv 
de ~etrtffende ~indiCl:!S G3 3 op. Het r>er.:,u at is Sp a = 

::::G'1 '1<:r2 2 •• • crv v, vmarr,aede gtelling; bewezen • De volgende 

stelling is een onmiddellijk gevolg van de twee voora ande 
stellingen. 

Stelling VII.5.3, ZiJn ~, •.. ,tn complexe getallen en is a 1 ~ 

definieerd clooi~ 

dan geldt 

~VII.5.5) 

= :l. + ~ i 
C '":-2 

·l- E:, i n , 



MR 108 

Tenslotte leiden we ~og een anderc voortbrengendo functie voor 

de karakters der symmetrise he groep af. 

Stelling VII .5. i~ (Formule van Frobenius). Is u1 gedefinieerd els 

in stelling VII.5.3 dan geldt 
( mft-n-'1 m2+n-2 mn) 

(VII.5.6) det c. t .. . t = 
( n-'1 n-2 ) det t l ..... , .. , '1 

=L 
( o() 

waarin gesommeerd wordt over alle klassen (oZ) van de symmetris~~ 

g roep . r).I . 
Bewijs: Laat (m' )=(m1,m2, ... ,m~) een partitie van Y zijn, die 

voldoet aan m1 ~ m2 ~ ... ~ m 1 • Vermenigvuldig beide leden van 
(m,) n . v ! 

(VII.5.4) met hot /4c,i< , waarin ho<= a 1 a ex 
o('1 ~o(2~. • • ci y!'1 2 z • • • V v 

het aanta 1 elementen in de kla sse ( d) van de symmetrise he groep 

voorstelt. Sommeer nu over alle klassen (o<.) van de symmetrische 

groep. Op grond van de orthogonaliteitseigenschap ('1.7.'1) der 

ka ra kters komt in het rechterlid te s taa n v ! ~f'(m, ) ( g). Het 
linkerlid wordt 

~ h X (m') 
(o() o( a( 

Daar bovendien ieldt (VII.5.'1) 

( m1+n-1 m2+n-2 m~) 
det t t ... E. 

J 

( n-'1 n-2 ) det E. t ......... 1 

is (VII,5.6) bewezen. 


