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Metriseringstheorie 

ruimte is een ruimte, die voldoet aan de axioma's van Een topologische 
Kuretowski of nan ae corresponderende axioma 's voor het systeem der 

open verzamelingen •. 
Ec~n syateem van open verizamelingen l B,.,<}"'- in de topologische ruimte 

1 di ied "'e open OCT de som is _van geschikt ge-T heet eer baais, n en er -

kozen BtlC • 
-1r:~ voor de begrippen Hausdorff-1--uimte., reguliere resp. normale ruimte, 

trische ruimte, b.v. Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
Een ru.imtc voldoet aan het "le aftelbaarheidsaxioma als "de omgevingen 

O(r} v2~ i~de~ punt p met behul~ van aftelbaar vele A1 (p) te beschriJ­

vc~; :: :, ~1 n" : c iJ iedere O ( p) is een index i te vinden, zoda t 

Ie:'i(rc• net:r.ische r-uimte Mis normaal, zelfs volledig normaal en vol-

doet 'la. t eerste r.2ftelbr::arheidsaxioma. Een basis van de kleinst 

lt.;i<:e nac:1tigheid in M k1:;n men b.v. als volgt verkrijgEm: neem een 

!.n ~ :~ichtc ver-zameling M* van de kleinst mogelijke machtigheid en be­

:1,·houw cie 1/n (n=1,2, .... ) omgevingen van alle punten van M~. Deze. 

':;;.•r:"'lr :lf' verlongde basis. Is M i.h.b. separabel, d.w.z. is M* aftel­

,..., ·•r, .hr: bezit M dus zelfs een aftelbare basis. 
~-, w~l, dat een ruimte met aftelbare basis aan het tweede aftel-

__ ··--~-;_Y_.~io~M~.a~~ voldoet. 
: i:;nng l q"' L van Tis een stelsel van i.h.a. open O~ CT met 

l/ 0,1( = T. 
,?(, 

V - ) 1.c:i 
I. • \,; ~ 

.. s rnt,·t 
een verfijning van { o.i.J;, a ls bij ied<;;re ,,-J een ,:/.. 

~J C o,i,('. • 

f r 1 ·. "''r ( ) · "'· • .. ,. ooen v ,.., • 
ovtrJ ,, . .., ,,. · erz, .. melingen heet locaal eindig, indien er een 

't ~t...,t.si:it Zod,it i d·c · · 
e lt-~er: t( n ult d,. . ' e .. t:r element hierui t slechts eind ig vele 

e familie ont7o·t ( 
1 i (;d • 1• 1::: = niet leeg doorsnijdt). Anders ge-

~ w~r punt is een (v ld 
slt-chts :nt•t clndi .. 0 oend kleine) omgevlng te vinden., die 
•~ g veel elementen uit de familie een niet lege door-z1t. 

Een ru1mte W8ar1n 1 d 
e ere ove rd ekking een locaal eindige verfijning. be-
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Een topologische ru1mte is een ruimte, die voldoet aan de axioma 1 s van 
Kuratowski of aan de corresponderende axioma 1 s ~Jr het systeem der 

open verzamelingen. 
Een sys teem van open ver-zomelingen l B"' }.,t, in de topologische ruimte 
T heet een basis, indien iedere open OCT de som is van geschikt ge­
kozen Bo( • 

Zie voor de begrippen Hausdorff-ruimte, reguliere resp. normale ruimte, 
~etrische ruimte, b.v. Alex,ndroff-Hopf, TopologiP- I. 
Een ruimte voldoet aan het 1£ a ftelt:::3 rheid s8x:i.oma a ls "de omgevingen 
O(p) van ieder punt p met behulp van aftelbaar V(;le A1(p) te beschriJ­
ven zijn": bij iedere 0( p) is een index i te vinden, zoda t 

Iedel'.'e metrische ru1r.1te M :l.s normaal, zelfs volledig normaal en vol­
doet aan het eerste oftelb~arhcidsaxioma. Een basis van de klcinst 
mogelijke machtigheid in M k,.,n men b.v. als volgt verkr-1Jg12n: rieem een 
in M dichte verzameling M_. vtn de kleinst mogr~l1jke machtigheid en be­

schouw de 1/n (n=1,2, ••• ) omgevingen van alle punten van M * . DE:ze 

vormen de verlangde basis. Is M 1.h.b. separabel, d.w.z. is M* aftel­
baar, dan bezit M dus z0lfs een 1ftelbar~ basis. 
Men zegt wel, dat een ruimte met oftelbare basis aan het tweede aftel­
baorheidsaxioma voldoet. 
Een ov0rdE.·kking /q"' L. van Tis een stelsel van Lh.a. open O..,_ C T met 

L' OJ( = T • 
.... 

E I / I ) en systeem ~~Is is een verfiJning van LoiJA als biJ i~j~re .J cen,~ 

te vinden is met 
V C O, • 
/J '"" 

Een forn1l1e van 0pen) verz1melingcn hcet locaal elndl~, 1nd1en er een 
ove;rdekking bestaat zod~t iedt:r t:lement hit:ruit Jlechts eindig vele 
elementcn uit de familic ont~o0t (= niet lceg doorsnijdt). Anders ge­
zegd: b1j ledf.:r punt is ec:n (voldoend kletne) omgevJ.ng te; vinden, die 
slechts met eindig veel elementen uit de fam1lie een niet le£e door­
snede bez1t. 

Een ruimte waarin iedere overdekking een locaal t1nd1ge verfijn1ng be-



zit heet pat'acompact (Dieud,-::nnf.). 
Een ruimte bezit een -r-locnal e1nd1ge basis, indi0n er een basis 
l Un,,,.Jn~ bestaat, d:l(: de sol". is v1Jn aftelb,:.:iar v1:::lG locasl e:ndigc ff,­

milies 

(1) ,. . . . ; 
' ~... t l Ur,, \ . 

.-.~ .A 
, - ti!> • 

Vb.1 .. ·Er' ziJn ptir··f··or11pDet8,s,~~1:~rr~h<~le,volledig :nor~ttlt:. ;-11t1:L~:·Ite!1, die 
~ ~ n he t 1e ~ft f_;,, "; 1,,,-..,~ "i "·, .. , •'-'l -i . ..:; I""•;. ' :l.' ("'I•;•·"'.: .. r(·11 ~~ ' ':'.) -- .. ,.. ,-~ 4,.. ("1(", h ,,..., -t i::. ./1-, l"".""J-4 -~ ~-- ')'"'S '1 ,r:, t:. \':!, r·o.~ -~·. t' .:_: J ' - ., ,v.L•-•~L-l. r,,., ... 1.,01X .• ,1.1_ "., UOt.:L e,, ,.,,._,.' .,.J.vti "···- !a .. ~.:i .. 'C --"· 

zj_Jn .. 

Vb.2. E ,.,.. ,,,-; {t·· i ,,: i '"<·t••·., (,-,,, .. , "'l,c:ii· 1--ol·'·"·,,~o-ic+-<::,) Hr:;nc,··:i:•,r,~f,..,, .. .L, ·•·.t p,rl 
L, ....,.J,_~),_ •• ,,;.,,.._.,,.\ .• ,~ ,:., ~' •••h"-"""" •,.•',,,•,,..~•· l,,J',;.~-J •~•.,,..._ ... ,.,.,.~ ...... , ........ -,, 

Vt·.J. Er ::t,;n :-: 
niet :.:,r-in het 
bna r zi.Jn. 

,', (· ,·, ,~ 

Jie 

, , . 
• ,, :..;.; t.. • 

,; t, 1 ]. L :r. ,g I I 

,•"··: .. 1 :=,17) 
·,. l ' • • '"''• 

... o) -·1 h -------

' 0· i:-i Sten,~ .. \ .ti. ... t "' ! ....... ,, 

para~~ omptJ ct . 

In stelling I zit als ri~0~0~r g2v?l OD'·~sloten de klassi8ke m~t~isb-

ringsstelling van Urysohi1-Ty:honov. 

bare b2sis bczit. 

2 1 ) R heeft 0en }-locAal ci 

verspreid is, d.w.z. iedcr 

disjuncte afsluitingen. 

Hulpstelllng I I t-n',,,-1 .,,,. ·1 \ \ v, ,. V , ,, 1 -• / • 

afsluiting van rk soi:1 

St~lling II le door Dieudon;i{ 

.,.-.IA' bezit 

Hulpstelling II (U~ysohn).Zijn; 0n ~ ~ ~~~nct0 i~~lcte~ dtelv~rzamc-
N ~ortin~~ r~~l~ func-

tie f ( x) met 
1°) r1 ;f(x)~b 

2°) f(;\) =O, f(B) - l. 
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Hulpstelling III. E0n reguli~re R met T-locaal ~i~dige basis is nor-
rna -3 l . 

Hulpstt:lling IV. IedE:r(-; op(:;n vur2,amE;.•ling O in -:::en reguliere; ruimto R 

met ~-locaal einCig~ bRsis is ~en F~ (d.i. som van aftelbaar vale g~­
slot~n v0rzam~lingcn). Bpvendien: er is een b8grensdo continub r~~lo 
functie f(x) g~derini0erd op n met 

T' "' i. ,:,. t ~~ ::_ •,.' 
J.:'.:·.::- ::~, :.) 1~) Otl'"W j C: 

f ( 0) > 0 , 

f(R, .. O) = 0. 

inr:Jicc,s van ( onelndig0) machtighE:id ! . 

a lle ri::;ele fu:Jc ti1:::s } ( e) gedef inieerd op 

::-,,;~ ---
" •') ( ) 5 <-- c < C/ .. ) • . , 

dat een functie t (8)=0 voor all(;; 0 waarc1en, hoog-
) . T 

•:•ft.,.~::<-•:':· -;rel(:; uitgezonderd ! I8df:re qt,) is een punt p van H ~, 
) -

,•!-,.•:-:a .. : .. ~ . - ' -\ 

H L - II '( ( "' ) :. 
- -~ \ • I, 

,/ .J 

( ·' · · ,_ · ·1 ·' 't ( ..., ) 'r' ( 0 ) k ( •·· ) • · a' ""·· • · d O t d . +- t -·~- ,_.,..,::; .U:~n 5 I, j C. , ••• , ) t: , ••• ZlJ11 ~ coor J..na E:n van J..v pun 
,!, d~ze sijn nul op hoogstens aft~lbaar vel8 uitzonderingen na). 

Afsta,··1'lsdefin1t1e('( f,7) voor twE;e puntt::r1 }= ,t(e) bn \·'= '/(1::::) uit H'·: 

i' ::::.:-:=--····--·- ····- . 

/' ( 7r , 1;) = \ / ?. e;:· ( '=' ) _ 'J ( .s ) ) 2 • 
V ec:T ,1 

een metrische ruimte. Voor !. = is dit de g~won8 

~i,0v-i i ~1 :;~::cb.:::.,t s t~ tL, lling I. Voorwaa rden zijn voldoende voo1." mGt risE:e rba a r-

r - i 
·, U~, . ; 
L L: ,,:,,.. ., 

( D= 1 , 2, ... ; o~ = 1 , 2, ... , 
n, '-'"t"' 

eer. j• -loca £; l ;;:; ind :Lg<::: ta [J:ls van n ,zodat ieder syste8m 

R overd~kt en locaal eindig is. 

'-'' ~, ... ) 
·' 

~efinieer volgens hulpstelling IV een begrensde rc~le continue g (~) nd--
op R met 

Definieer 



{"' ) ~ \ " , ,. .., 

De afbeelding 

blijkt een eeneenduidige, tico~tlnue 3fbeeldin~ in H te zijn. R is 

dus topologisch in Ht af~ebeeld en 11c~tengevclgc ~etris~er~aar. 

s,::ringsstelling daarem niets met par.•, T .. > . .i tt,eld tc mnk'"-·• 

Bewijs van stelling II. 
'"' '- ' 1 1 G 1 ' 11 k ' . ' . vl,,) l t 1 : t:6!D Wl .... e E::·Ur-lgf· OV(,r,_H::,G(.i. 

s;-::,r, w,:,7·;,.,6r-dende r1 i ov•c1'!r•'-lA'cr, .... ,.,,J,\'r 
-· ~--·.·,._." • ~-,:) L .i.,,1 ..... ,....4.:-:.:.,'-•VLl_'/,. ,~·•' 

Ied(::r'e B,k is 
l 

z :i. ,j 

Dar, is 

htbben 

Definieer Hi k 
I 

a ls 

,, 
, r ·r M , n. 
' \_ " 1 ,.. ""'( ) ' 

' 
i 

k , 
/ 

G f . 
) 

E ;~- i': .... ;,1. 
" 

( 1 ) 
I 
I 

l 
1 

, ~· ( x , B , ) ~ TTJ, ( a 1 lE:, ,) = 1 , • . ., h: -1 } • 
t) 

De H .. , zijn open a ls doorsr,edi::: v·:: n een E ind lg aanta 1 open verzamelin-
~ K . , ' 

' "T • a d1 s l ,, '. i" G-.;n;,:-1!'.'k'-"'1'~.' u. ,1,1,.;..,1,. ·"' 
l • ,f • I l 7 c .. ' !It J ~-.. 

,.,-1.· 1· ,.,~1J r1"' t' ~ H ~ ecn 'loc aa l 
V'll t °£.J ~ J , ~~ ( • ., ' '.. k I ' .. ' • , ,. k 

·' - r V d'·•fijnin,~· V"rl : ,... · \ ... ~t;....i \;,4.' j u.::;,. c.~ i u~ , .... 

eindig~ ovurd~kking.iJ.J 
• We gaan b-2-

i' 
is e;;;n ovcrdE:k\dng: ~ 11-=t:m x ~. M. Zij m het klc:inste na-1° 'H ; 

• 1 -~,.-·tci ~ • ·f ., K 

tuurl ijlw 'gt?ta 1 

Daar m minimaal 

-1 

m,:: t ,-'-1 ( x, Bm) "" JE 
was, moet 

cen 

1o(x,B.)~c~>,,.+, voor J=1,2,. •. ,m-·1. 
J .;}J -r,J 

Dus x € HJm volgens ( 2). 
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2°. { H~k} ), k 1s locaal eind : rieem x t M. Zij n de laagste index met 

xEB11 , Ude Ftf- omgevln~; var: x. Voor vaste k~n is er slechts hoog­

stens ~,n H}k' die punten m8t U gemeen heeft, dasr twee punten uit 

H}k en H?k met }1'7 ecn afstand>~ hebben en iedere twee punten uit 

U een nf'stand <fn"~JK· U ontmoet dus hoogstens eindig vele HJk met 

k~n. Alle H}k met k >n hebben geen punten met U gemeen: neem YE H)k 

(k>n), danf(Y,B-)>,,:;. (j=1., ••• ,k-1) volgens (1), dus ook 
1 1 J "TJ 

f(Y,Bn)> 4n>5n, verder x E Bn-~ y f. U. U heeft dus met eindig vele H}k 
punten gemeen, dus {HJk} is locaal eind • q.e.d. 

Een familie van deelverzamelincen van een topologische ruimte heet 

punt-eindig, 1nd1en ieder punt tot hoogstens eindig vele elcr:1entE:n der 

fam1lie behoort. 

In een normale ruimte N bezitten (per definitie) twee disJuncte ge­
sloten, niet-lege verz3melingen disjuncte omgev1ngen. Duaal hierte­

genover staat: Is { U,U'} ecn openoverdekkin::; van N door twee open 
verzamelingen U en U' dan besta~t er een ieslot0~ overdekking {F,F'} 
door gesloten Fen F' mPt 

I 
FCU , FCU'. 

Definitie. Gegeven eer~ overdekking U door open verzamelingen { U°' l 
met Uo<. C N. Is er voor icdere o( een open Vo<. c. N te vinden met 

( ~ ) Y.c, C Uc,( , 

zodat V==f Voe} een overdel{k:i.ng van N is, d<rn heet V een inkrir.1ping van 

( } U=tUot ... , en U heet ini<Pimpb8ar. 

Hulpstelling V. Ieder punt-eindige open over,Jel<:king U (i.h.b. iedere 

eindige of loca2l eindige open U) van ope~ deelverzarnelingen 1n een 

normale ruirnte N is 1nkrimpbR8r. 

Door generalisatie en dualisering (over5aan op comple~enten) 

volgt gemakkelijk 

Hulpstelling VI. Zij lF1 } =F een eindige fAmilie van gesloten deelver­

zamelingen van een no:rmale ruimtE: N, d:rn is F opblaasbflar, d.w.z. 

er is een familie U= { U 1} ven open VE: rzamc 1 in:;en ui t N te vinden met 

Fi C. Ui' 

terwijl de doorsnede van een stel F8 dan en slechts dan leeg is als 

dit het geval is voor de corresponde~ende U81 • 

Bewijs. We dienen een open sys teem V= { V"'} te vinden., dat -- evenals 

N overdekt en aan (:i,t) voldoet. Verondcrstel E-erst., dat U eindig 
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Daar U overdekt,is 
F == u,.,, U U. 

I i~1 l 

een blijkbaar gesloten verzameling met 

Daar N normaal is, is er een open verzameling v1 met 

Daar { F,u2 , ••• ,un} een overdekking van N is, is 

{ v1,u2., ... .,un} 
een open overdekking van N waarbij v1 wegens {*~)reeds ingekrompen 

is. We herhalen nu dit proces en krimpen u2 , •.. ,Un successievelijk 

in. 
Is U= { Uo<.} een oo systeem, dan loopt het bewiJs volkomen analoog via 

transfinite inductie naar de welgeordende rij der U~. 
Nu wordt evenwel het gegeven der punt-eindigheid van U essentieel ge­

bruikt om te bewijzen dat bij overgang op een limiet3at8l het ver­

kregen systeem N overdekt. Zij b.v. reeds geconstrueerd de rij 

(5) V 1 , V 2 , ••• , Vi, ••• , uu,, uu,+1 , ... uo(, . . • • 

Een punt p, dat niet tot Uo:. (c,1.. ~4.J.1') zou behoren,komt slechts in 

eindige vele u1 (i <-w) dus ook in een Uk met maxima le index k voor. 

Daar het systeem 

N overdekt, geldt k 
Pt U V , 

j=1 J 

due p wordt overdekt door het systeem (5), q.e.d. 

Als een voorlopige toepassing van hulpstelling V noemen we: 

Stelling III. Een topologische ruimte Tis dan en slechts dan metri­

seerbaar indien de ruimte locaal metriseerbaar en paracompact is, 

Bewijs. Locaal metriscerbaar bet~kent: ieder punt bezit een metriseer­

bare omgeving. Neem zo 1 n omgeving bij ieder punt en bepaal een locaal 

eindige verfijning. Ieder element Uo( van de verfijning is dus zeker 

metriseerbaar en bezit een in Uo<: 6"-locaal eindige basis. Het is even­

wel onwaar, dat een in Uo<. locaal eindig systeem ook steeds locaal 
eindig in Tis. Daarom krimpcn we i~dere Uc(. in tot ~en Vo<. val.gens 

hulpstelling V: de doorsnede van een in U°'- locaa 1. eindig systeem met 
V~ is locaa1 eindig in T. 



Nu volgt het gestelde gemakkelijk uit stelling I. 

Als tegenhanger van Hulpstelling V noemen we nog 
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Hulpstelling VII. Iederc.; locaa 1 eind ig(::: gesloten overdekking { Fo<.} 

van een paracompacte ruimte is opblaasbaar, d.w.z. er is een locaal 

t:indige open overdekking {Goe'..} te vinden, zodat voor i8dere or::: 

F o< C. Go< • 

Duaal geldt: 
Hulpstelling VIIt. Ieder systcom { uo..} van open deelverzamelingen van 
een parEJcomp2cte ruimt0., dst voldo(::t aan: 

1° Q u"'- = o 

2° ieder punt hueft een omgeving die tot bijna alle 

uo( behoort 

is in te krimpen in dezE-: zin, da t er e:en sys teem van geslot2n l Vo<.} 
bestaat, zodat voor iedere d.. 

~ C uo<. 

terwiJl het sys teem { vc(} eveneens aan de eisen 1° en 2° voldoet 
(indiE;n we daarin d0 Utx door de Vo< v1;.;rvangen). 

Alle stellingen uit d8ze syllabus zijn generalisaties van stcllingen 
die reeds bekend waren voor metriseerbare ruimten met aftelbare bases, 

maar waarbiJ men nu de cis van de aftelbare basis heeft laten vallen, 
zodat de st~llingen nu uitgesproken warden voor metris~erbar~ ruim­
ten in het algemeen. 

Als entre-acte noemen w~ e~n oenvoudige g8neralisatie in deze g8est 
van geheel and8re aard. Er is een klassiekc stelling van Sierpi~ski 

(1918)., die zegt dat een continuum (d.1. een compacte, samenhangende, 
nH::triseerbar2 ruimte) nooit de som kan zijn van aftelbaar vele ( > 1) 

disJunctc, niet-lege gesloten verzamelingen. Dcze bewering is reeds 
foutief indien we een locaal compacte, samenhangende, metrische ruim­
te beschouwen i.p.v. ecln continuum. 

Toch is direct in tG zi~n, dat de volgende g~neralisatie geldt (be­
denk z0lf voorbeelden). 

Stelling IV. Iedere topologisch8 (i.h.b. iedere metrischc) ruimte T 
waarin iedere twee punten door een deelcontinuum "verbonden" kunnen 
warden, is nooit de som van aftclba8r vele disjuncte, niet-lege ge­
sloten verzamelingen. 

We gaan nu over tot een summiere behandeling van de dimensictheorie 
in metrische ruimten. Grofweg gesteld blijkt, dat-bij adequate defi-
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nities-de hoofdstellingen van d2 dimensietheorie, zoals deze bekend 

ZlJn voor separabele metrische ruimten, onveranderd g2ldig blijven 

voar m~trische ruimtenin het algemeen (Katetov ± 1952, Morita+ 1954). 
Definit1e dim. De Lebesgue dimensic -- dim T -- van een ruimte Tis, 

hetzij het kleinste gehele getal n, waarvoor iedere eindige overdek­

king van Teen verfijning bezit van de ord~ ~n, hetzij (indien er 

ni€;t zo 'n kleinste n bes ta at) o,o. 

De orde van een collectie van deelverzamelingen van Tis of het groot­

ste gehele getal n waarvoor een zeker punt is bevat in n+1 elementen 

ult de collectie, bf oo, 1ndien er niet zo'n n bestaat. 

Definitie ind.dimensie. De inductieve cHmens:Lt:.: 11 ind T 11 van een ruim­

te Tis gcdefinieerd door: 

ind T =-1, nls T leeg is. 

Voor n==0,1,2, ... betekent 

111c:1 T~n , 

dater voor iedere sloten verzameling Fen ieder0 open O met 

FCOCT, 

een open U moet zijn te vinden met 

Fcuc~ 

ind R(U) = incJ(U, u) 4. n-1. 

Nu blijkenonder meer de volgunde eigenschappen te gelden: 

Stelling V. In een m~trisch~ ruimte M geldt: 

1° dim M = ind M 

2° M 1 C M ::::3;, cl irn M' :::._ dim M 

3° is M de som v2n aftblb1ar vcl~ gesloton deelverzamelingen 

M1 met dim I'\_~ n, d,:rn geldt 

dim M ~ n. 

Meer algeme,~n l<:an hct syste:em SLM. i vervangen warden door 
, I 

een locDa l n ft(:.: 1 ba rt':, ges loten ov;~dekking £ MoZ} 

4° dim M~n (n eind ) dan ~n slechts dan als het de som is 

van n+1 de:elr•uimten van dimensie ;;;: O 

5° Stel 

Dan geldt 
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6° voor een topologisch product g6ldt 

cl im ( M ,, M 1 ) ~ d im M + d im M 1 • 

7° het topologisch product V7n cen 3ft2lbaar aantal ruimten 

V!?in dimensie ~ 0 heeft dlm0nsi,:.: ::: O. 

De definitie van de inductieve dimensie, zoals indertijd gedefinieerd 

door Urysohn en Menger voor separabele m0trisch0 ruimten, is afwijk~nd 

van (hoewel log1sch cquival~nt met) de bovenstaande: men dient in de 

bovenstaande definitie van ind T de gesloten F door een ~~npuntige F 

te Vf:rvangcn. 

Het is, voor zover mij bekend, een onopgelost problaem in hoeverre 

voor willekeurige d.w.z. nict-separabele m~trische ruimten beide de­

finitic;•s overee11stE::mm2n, In dit vcrband schijnt de volgendo bewering 

-- trivia a 1 voor s1c.:pa ra bE::: le met r:LschC; ruimten - - een 11 vcrg.__::tE:n ste 1-

ling" te zijn 

Stelling V (vervolg) 

8° geldt voo1" de open Oo( c M 

dim ~ § 11, 

dan volgt stc'::eds voor ieder systeem { q::x J 
dim ( U Oo{ ) ~ n • 

o( -

Bewijs:b.v.v~~ de afsluitingen van een ~-locaal eindig~ basis v8n M 

en toepassing van stelling V, 3°. 



Het is onmogelijk stelling Vin dit kort bestek te bewiJzen. 

We zullen evenwel stelling V, 1° gedeeltelijk, doch algemener be­

wi,jzen. 

Stelling 

N geldt 

\I 

VI ( Cech ( 1933) - Vedenis soff ( 1951) . In een norma le ruimte 

dim N ~ ind N. 

Voor het bewijs dat in een metrische ruimte ook ind N;;;: dim N geldt, 

zie men b.v. Dowker-Hurewicz, Fund.Math. 43 (1956), 85. 
V -

Hulpstelling VI (Cech, zie Casopis Matematiky a Fysiky, 62 (1933), 

287). Indien de normale ruimte B de som is van aftelbaar vele geslo­

ten (dus normale) deelverzamelingen B. met dim B.~n, dan geldt 
l J. 

dim B n . 

Bewijs stellingVI. Stel ind N~n. Te bewiJzen dim N~n. Bewijs via 

volledige inductie, waarbiJ het geval n=-1 triviaal is. Zij 

{u1 } (1=1,2, ... ,K) een eindige overdekking van N. Krimp {u1} in tot 

een overdekking ~v11 (:l-=1,2, ••. ,K) met 
\ . 

volgens hulpstelling V. 

Uit ind N~n volgt de existentie van open W. met 
l 

( 1) 

en 

Stel 
Y.=W.">..UW 

l l , . J 
J< l 

De Y1 zijn dus open en paarsgewijs disjunct. 
Stelt men K 

en 

B = \___) B1 
i=1 

K 
y == \___) Yi 

i='1 

dan geldt blijkbaar 
N = BUY. 

Bis gesloten in N, dus norrnaal. Daar ult (1) en de inductle-veron­

derstell:lng dim B1 :§: n-1 volgt, kunnen we hulpstelling VI toepa ssen, 

zodot K 
d im B = d im \_ _ _) Bi;, n -1 . 

1=1 

Dit betekent, dat de open overdekking 
, ) l B t1 U iJ ( 1 , 2 , . • , , K) 

van Been verfijning {oill. van orde ~ n-1 bezit, waarbiJ de G. open 
0. J 
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in B ziJn. Voeg aan iedere Gj een Ui toe, die de desbetreffende Gj 
bevat. En laat H. de som van al die G, zijn, welke toegevoegd zijn 

l J 
aan u1 • Dan is {H1} uiteraard een open overdekking van B van orde 

.5. n-1, terviij 1 

(2) 

Krimp de open overdekking { ;d van de norma le B in volgens hulpstel­

ling V tot een overdekking tK1} met 

( 3) 

De orde van de gesloten overdekking {K1} is blijkbaar ~ n-1. Blaas 
deze overdekking op via hulpstelling VI tot een in N open systeem 
\ l 
' Li r, t J 

blijkbaar eveneens van orde ~ n-1 met 

Kj c L .• 
- 1 

Stellen we nu 
M. = L. n U. ( i== 1, 2, .•• , K) 

J. J_ l 

clan ZlJn de M. open in N en { M.1 heeft orde f::c. n-1. 
l .. lJ 

Verder volgt uit J\1. c u1. en K. c M1 (z:i.e (2),(3) en (4)), dat het 
, 1, l 1 

systeem i M~, de rand B overdekt. 
J. 

Nu is het systeem 
f T •i 
1 lvL , Y 1-l l J. 

bli.jkbaar een verifi,jning van {ui} en heeft een orde &, n. Hieruit 

vo d :Lm N ~ n, q. e. d. 

Stelling VII. Iedere metriseerbare ruimte ligt (topologisch) dicht 

in een volledige metrische ruimte van dezelfde dimensie. 

Stelling VIII (Dowker., Hurewicz (1956)). Een metrische ruimte M heeft 
een dimensie ~ n., dan en slechts dan als er een rij van locaal eindige 

ope:1 overdekkingen r 1 (i=1.,2., .•. ) bestaat., ieder v2n orde :::; n en met 

een maas mf➔ O (de maas van een overdekking in het sup. van de diame­

ters van de elementen uit de overdekking), zodat het gesloten omhul­

sel van ieder element uit r 1+1 is bevat in een zeker element van r 1 . 

Interessanter lijkt de volgende karakterisering. 

Stelling IX (N2:g;:it2 (1956)). dim rtI~"n, d:rn en slechts clcn1 als er een 

topologisch aequivalente metriek r(x,y) in Mis in te voeren., zodat 

voor iedere E > 0 en iedere x i::_ M een re lat 

( i=1., 2, ..• ., n +2) 

voor n+2 punten y 1 E M, noodzakelijk een re tie 

impliceert. 

r(y.,y.).,-t 
l J 

voor geschikte i,J met ifj 



Opmerking 

ver•vangen 

U ,(x) is een ,f-omgevir,g van x. In de stellin~_;; kan de 
.J 

worden door een andere functie r(t) van f. 
~/2 

Jammer is het, dat in dit soort stellingen steeds - zij het min of 

meer verkept - uniformiteitsvoorwaarden optreden. Slechts voor n=O 

bezit stellin£ IV een volkomen bevredigende aequivalente formulering. 

Definitie. M heet niet-orchimedisch gemetriseerd, indien er een af­

stc=mdsfunctie f'(x,y) ;::iest;:;at,,. cHe reflexief en sym."Tleteisch is en vol-

Stelli~g X Een metrische ruimte Mis d2n en slechts dan nuldimenslo­

nJal, ls 0r een topol □Gisch ~equivalcnte niet-archimedische metriek 
is 1n te ·-,,,..-·()erer:. 

Het is ec~t8r zeer 

zodat voor ied6r n+3-t~l punte~ 

~Ev~~s Ge~ bel::ngrijke rol. B.v. S8ldt de volgende stell~ns. 

normale ruimte N 1s d~n en slechts 
re{.He f'unctie , .. u(x,y) •;,, 0 (gedefini-

t~is~h 2~ unifor2 continu is 8r die de topologie v2n N teschriJft. 

clan, in(:1 iE:r1 X=Y" 

•' \ ' ' . <, i ' ', 'X I J ,· • ( c, r, • t i ':' V I ) < r} 
a,.' ,·. '\ 4 .. s, ... I - '-· ........ .,, • " ,,d~ \ Jr , 1,,( 

I ) ( ·• , J.':i 'r""J .. ,{ ,l f ,,. ·•: r ... ....._.'..;:J, ,. \ "I:;.("', ! ,·-,~ t-
-..,., -1, .. .,. .. \ J :1 , ;y ., ·v v v ...... b v 

(. ~ \1 X :}' ) .,_ _, • f Y ,1 \ ,.. ~ • ~ - ·- - ....... a ,., ,. ,)· ; , / 1,;,11 ., \ .J't. 
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