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Metriseringstheorie

S i die voldoet aan de axioma's van
Fen topologische rulmte is een ruilmte;

! ;
Kuratowski of aan de corresponderende axioma's vwoor het systeem der

open verzamelingen.
systeem van open verzamellingen { in de topologische ruimte
ragis, indien ledere open OC T de som is van geschlkf ge-

~te ypor de begrippen Hausdorff-ruimte, reguliere resp. normale ruimte,

5 ’ L ol B o R gy et ——————— A
~trische puinte, b.v, Alexandroff-Hopf, Topologile I.

Fer ruimte voldoet aan het Je aftelbaarheidsaxioma als "de omgevingen

o(r) wer loder punt p met behulp ven aftelbaar vele Ai(p) te beschrij-
ver =1ons bij iedere O(p) is een index i te vinden, zodat

pc Ay (p) < ofp).

letere rnetrische ruimte M is normaal, zelfs volledig normaal en vol-
?'

ioet narn het

cerste nftelbzarheidsaxioma., Een basis van de kleinst

macntlghelid in M kan men b.v., als volgt verkrijgen: neem een

€ g R g d s Sen e g o~ E -~ t 2 3 1
s dlehte verzameling M van de kleinst mogelijke machtigheid en be-
Balsipt BRAlE 1 W N ¥ )
ouw de /m (n=1,2,...) omgevingen van alle punten van M . Deze

fermer e verlangde basis. Is M i.h.b., separabel, d.w.z. is M¥ aftel-
“oer, dnoobezit M dus zelfs een aftelbare basis,
- wel, dat een ruimte met aftelbare basis aan het tweede aftel-
e tervioma voldoet.,
‘ 1:;4»1:.}% EO )

It

{jd van T is een stelsel van i.h.a. open O, C T met

X
;o
L' Ok = T.
b . |
. Vo is n verfijning van {O/ij als bij iedere & een «
& oo HICRY - |
Ve & Oy
Een f . (
et beni e vor {open
Fer b v o ) versz: ‘melingen heet locaal eindig, indien er een

ST DOt ant o
2022t ieder element hieruit slechts eindig vele
familie ontmoct (=

(528 Htm ‘punt iu een

g ; ©me e; enoy ’Eh t fj o
niet leeg doorsnijdt). Anders ge-

¢ eindig ve (voldoend kleine) omgeving tec vinden, die
J~ i y 1)
snede bezit =€l elementen uit ge familie een niet lege door-

“iarin fedep
e o e o i .
verdekking een locaal eindige verfijning be-
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Een topologische ruimte is een ruimte, die voldoet aan de axioma's van

Kuratowski of aan de corresponderende axioma's wor het systeem der
open verzamelingen.

Een systeem van open verzamelingen zB in de topologische ruimte

)
¢
KA
T heet een basis, indien iedere open 0

kozen Bd,.

T de som 1is van geschikt ge-

Zie voor de begrippen Hausdorff-ruimte, reguliere resp. normale ruimte,
metrische ruimte, b.v. Alexandroff-Hopf, Topologie I.

Een ruimte voldoet aan het 1¢ aftelbaarheidsaxioma als "de omgevingen
O(p) van ieder punt p met behulp van aftelbaar vele Ai(p) te beschrig-
ven zijn": bij iedere O(p) is een index i te vinden, zodat

pc Ai(p) < 0(p).

Iedere metrische ruimte M is normaal, zelfs volledig normaal en vol-
doet aan het eerste zftelboarheidsaxioma, Een basis van de kleinst
mogelijke machtigheld in M kin men b.v. als volgt verkrijzen: neem een
in M dichte verzameling M* ven de kleinst mogelijke machtigheid en be-
schouw de 1/h (n=1,2,...) omgevingen van alle punten van M)s. Deze
vormen de verlangde basis., Is M 1.h,b, separabel, d.w.z. 1s M* aftel-
baar, dan bezit M dus ze¢lfs een 2ftelbare basis.

Men zegt wel, dat een ruimte met aftelbare basis aan het tweede aftel-
baarheldgaxioma voldoet,

Een overdekking 1Q4%4 van T 1s een stelsel van i.h.a. open O, C T met

Een systcem ﬁﬁﬁ‘ is een verfijning van
- "

te vinden is met

Een familie van (open) verzumelingen heet locaal elndig, indien er een
overdekking bestazt zodnt leder ¢lement hierult slechts

z eindig vele
elementcn ult de familie ontmoct (= nlet leeg doorsnijdt). Anders ge-
zegd: b1j leder punt is een (voldoend kleine) omgeving tc vinden, die
slechts met eindig veel elementen uit de familie cen nilet lege door-
snede bezit,

Fen rulmte waarin ledere overdekking een locaal eindige verfijning be-



zit heet paracompact (Dieudonné).
Een ruimte bezit een & -locaal eindige basis, indien er een basis
iUm\,}m< bestaat, die de som is van aftelbaar vele locaal eindige fa-

milies

(1) fuide s lute o oo Ju b s e

Vb.1. Er zijn pavrcompacte,scparabele,volledig normsle puimten, die
- e . . . . .
ga2n het 17 aftelbaorheidsaxiomz voldoen en toch nlet metriseerbaar

zZ1Jn.

Vb.2. Er zijn conpocte, (mo-v niet bicompncte) Hausdorffruimten, die

niet paracompsci, ‘us o2 nlet metriseerbaar ixc (£1.1%).

Vb.3. Er zijn v =0 v, volledig normale, ~7nelisps suimton, Gle
3 - s o v B Lo T, ' s yam =y b 2 oy e =
niet zan het *© = rolrnorikordsaxioma voldoen, Jul OOK niet metrizeer-

baar zijn,

Stelling I(Nagatp, Sroirrev + iG50),Evn topologische ruimte R 1z F=u <n

en slechts dan mecricoerdass, Indien geldt:

0 , .
1) R is repulier

0 . -
2°) R bezit ven =loc2al « riige basis,

) g4

Jtelling IT (AJH. Stone, 1)%8). Tedere matrische ruimte 3o (volledig

e ) en) paracompact.

In stelling I zit als bizonder geval ovaesloten de klassileke metrise-
ringsstelling van Urysohn-Tychonov. Stelling II is door Dicudonné
bewezer voor het bizondere geval, dat de metelsche ruinte een aftel-

bare basis bezit.

[
s
O
3
se

Voorwaarde 2° uit st.I kon vervansen woroev
2') R heeft cen F-locaal cindige, verspreide bouis,
Hierbij werd (povendien)geeist, dat ledersc famille optredend in (1)

verspreid is, d.w.z. ieder paar U, en U, (n vast), A#£x' bezit
disjuncte afsluitingen.

]

Hulpstelling I (triviaal). Van een iocs3l cindige familie QE{%* is dc
afsluiting van de som gelijk asn do som van de aflsluiltingen:

e -

i
i |-
L" \F’\ - L’ F.A ’
"“h&"i," ,i"}'”(

Hulpstelling II (Urysohn).Zijn; en B dizjuncte gesloten deelverzame-

lingen in een normale ruimte N dan 1s er cen ¢p N continue re¥le func-

tie f(x) met ©)

20) f(ﬁ

LIS
A
o

4

f(x)
a, £(B) = b.

~—

=
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Hulpstelling I1I. Een regulicre R met T-locaal eindige basis is nor-
maz1l,

Huipstelling IV, Tedere open verzameling O in een regullere rulmte R

met v-locaal eindige basis 1s een Fa (d.ia som van aftelbaar vele ge-

sloten verzamelingen), Bovendiern: er is een begrensde continue re&le

functie £(x) gedelinicerd op R met

£(0) > 0,
f(R\O) = 0 .

Coelinitia wva Qe posceneralisecrde Hilbert ruimte Htp

T }\—( T g R noc ling indices van (oneindige) machtigheid T,
Behohouw de verzonolice van alle re€le functies ;(?) gedefinieerd op
T 4

a P SENV Y

WLTL TN L wort dat een functie §(8)=O voor alle £ waarden, hoog-
wonn oito Lrar s vele ultgezonderd! Iedere ((8) is een punt p van H 7,

- ]
{ i

tzllen Z’(’l §(2),..., ‘(t),‘,, zijn de codrdinaten van dit punt

el

Fasid
~
—

. Gime zijn nul op hoogstens aftelbasr vele ultzonderingen na).

AfSta“”Sd@flnltle,ﬁ(x,/) voor twec punten §= ;(e) en = o (E) ult Ho

:1}) \\// (‘.) - ,,/]<=,§)>2 .

eeT

Bewering: HY is een metrische ruimte, Voor T = 9% 1s dit de gewone
LS
Hilhert ruimte.

- - N 2

Hewljsachets gtelling I, Voorwaarden zijn voldoende voor metriscerbaar-

madid van R 71 .
. ‘ , - ‘t._'
i UT‘ ) (n=’]32,o--3£7\=1’(_’.o\.) ‘3,..-)

I s BTN

eern S-lccasl cindige basis vanRB,zodat ieder systeem
(dugrn willekeurig, vast)

R overdekt en loc

m
9]
!....,
o
,..J >
=
o
1

[#9]
l,_l
2]

Definieer volgens hulpstelling IV een begrensde re&le continue gn%(x)

op R met
gna(Uhm)> oF gna(R“Unu) = O,

Definicer PN _(x)

O

Ve S g (x)
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Beschouw de verzameling van paren indlces (n, «)

‘;(n:“)’:'=;_‘\=T-
De afbeelding
Xt R - [(x) =" (x)¢ B

blijkt een eeneenduldle bicontinue afbeelding in H' te zijn. R is
dus topologisch in h afgebeeld en dientengevolge metriseerbaar,
Veorwaarden zljn nooder'wli-k: d:% volst uit astelling II, maar kan
ook direct gp korterc wijze worder bLeiiou, In vezen heelt do metrl-

seringsstelling daarem niets met parcc e theld te maker.

Bewlds van stelling IT,

(R - » .. & Tt - - & - § e i N A4
Stel LG{~_ een willekeurige overdekki .. viv e ruimte M, waortld 3
cor: welbedrdende rij ordinsalgetaller cnoorloopt, ¥ - «., Hizpvan goo

we eor locaal eindire verfigning constiucro.
iy B de worroaaeling van alle puntes v M omet

@
il
;

QCQM\G%)E %, xe U @

Icdere B is gesintor,

k

v
o ST
Bet B, ypq » oy By = Mo
g : - 5
41 ,
B.= - B, .

Dan is ook B, gesloten (of te lziden ult: twee verschillende Brk €n E
hebben cur afastar’ JQF),
Definicer H als de verzsmeling doer punten ¥ e M met:

Fi
(1)

F

, 1
'\ f{’(X,B?k)<3—E
< ,]

i‘ ,,U(X,BJ)VES- (811& J= ,...,k—'}) .

De H zijn open als doorsnede van cen eindig aantal open verzamelin-

e
I,.- . -
seng ﬂ?kk"y , dus %ﬁgk\ ¢k is cen verfijning van GS‘g . We gaan be-
: :
wijzen, dat ?Hykt ten 1ocaal eindige overdekking 18.°
‘ 4 M : 1
, v K
;3
. 7 . o =
19, RS is een overdekking: neem x ¢ M. Z1J m het klelnste na-
R p
; Tost 4

PR R N L T i o y b i1 o /l
tuurlijke getal met #(x,B ) =5z - Dan 1s er cen § met (X’B;m)‘ijﬁ"
Daar m minimaal was, moet

/O(X,Bj)=§ I3 273 5 voor J=152, ... ,m=1,

Dus x € H,_ volgens (2).

jm



o]
2", {Hgk} Is locaal eindig: neem xe M. Z1J n de lazgste index met
b4

v a1 . ‘ ; ,
X ¢ Bn, U de FR - omEeving van X, Voor vaste k =En ig er slechts hoog-
stens een H die purtern mrt U gemeen heeflt, dasr twee punten uit

H;k en H7k met ;#:7 een afstand 3“%? hebtben en iedere twee punten uit
U een afstand < 1 = 1 U ontmoet ﬁwé hoogstens g vele Hg, n
1 & TR L ontmoet dus hoo ens eindig vele H}k met
me et U gemeen: neem y ¢ H}k

k=n, Alle H;
(k »n), dan
f(y,Bn)> i%'>633 verder XE.E -y €U, U heeft dus met eindig vele ka
punten gemeen, dus iH}k} LS lﬂC“31 eindig. q.e.d.

t k>n hebben geen punten met
>

(j=15...,k=1) volgens (1), dus ook

-y

Een familie van deelverzamelingen van een topologlsche ruimte heet
punt-eindig, indien leder punt tot hoogstens eindig vele elementen der
familie behoort.

In een normale ruimte N bezitten (per definitie) twee disjuncte ge-
sloten, niet-lege verzamelingen disjuncte omgevingen. Du2al hierte-

-~

genover staat: Is {U,U'§ ecn openoverdekking van N door ftwee open

g

verzamelingen U en U' dan besta=t er een sesloter overdekking {F,F‘}

door gesloten F en F' met

I g

Definitie. Gegeven een overdekking U door open verzamelingen 1Y m

=]
met U, C N, Is er voor icdere o egen open Vic,w te vinden met

[4 . N
zodat V=iV r ecn overde

z van N 13, dan heet V een inkrinmping van
U={U.}, en U heet inkrimpdear.

Hulpstelling V. Ieder punt-eindige open overdekking U (i.h.b. ledere

N

eindige of loca=zl eindize open U) van open deelverzamelingen 1n een
normale ruimte N is inkrimpbkaar,
Door generalisatle en duzlisering (overzaan op complementen)

volgt gzemakkelijk

Hulpstelling VI. 21 i } =F cen eindige familie van gesloten deelver
zamelingen van een normale ruimte N, dan iz F opblaasbaar, d.w.z,
er is een fs j van opern verzamelingen ult N te vinden met

5 i v
familie U= ¢ U,
I8 N

Fic,il,

LS

terwijl de doorsnede van e¢en stel Fq dan en slechts dan leeg is als
dit het geval is voor de carresponke;@nat v, .

Bewijs. We dienen een open systeem V= {V ttui vinden, dat -- evenals
U -~ N overdekt en san aw\vold0Pt Veronderstel eerst, dat U eindig

Ao { !
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Daar U overdekt,is
F=U~U U,
11#1 1
een blijkbaar gesloten verzameling met

FC—U/‘O
Daar N normazal is, is er cen open verzameling V1 met
(3¢) FCV,CV,CU,.

Daar {F,Ue,...,ﬁn} een overdekking van N is, 1is

{V,\,U2,ch’Un}

een open overdekking van N waarbij V, wegens (# =) reeds ingekrompen
is. We herhalen nu dit proces en krimpen Ug,...,Un successievelijk
in,

Is U= {UQQ} een oo systeem, dan loopt het bewijs volkomen analoog via
transfinite inductie naar de welgeordende rij der Uy .

Nu wordt evenwel het gegeven der punt-eindigheild van U essentieel ge-
bruikt om te bewijzen dat hij overgang op een limietgetal het ver-
kregen systeem N overdekt. Zij b.v. reeds geconstrueerd de rij

U

(5) VasVosee s Vs s U0 J(sere

i w1’
Een punt p, dat niet tot U, (o »48) zou behoren,komt slechts in
eindige vele Uy (i<w) dus ook in een Uy met maximale index k voor,
Daar het systeem

V.,V Y

/}‘J 2,,0 k, Uk"'/l”.’

N overdekt, geldt k
ve U V.,
j=1

dus p wordt overdekt door het systeem (5), g.e.d.

Als een voorlopige toepassing van hulpstelling V noemen we:
Stelling ITII. Een topologische ruimte T i1s dan en slechts dan metri-

seerbaar indien de ruimte locaal metriseerbaar en paracompact is,

Bewijs. Locaal metriscevrbaar betekent: ileder punt bezit een metriseer-
bare omgeving. Neem zo'n omgeving bij leder punt en bepaal een locaal
eindige verfijning. Ieder element U, van de verfijning is dus zeker
metriseerbaar en bezit een in U, 6-locaal eindige basis. Het is even-
wel onwaar, dat een in U, 1locaal eindig systeem ook steeds locaal
eindig in T is. Daarom krimpen we iedere U, in tot een V vdlgens
hulpstelling V: de doorsnede van een in U, locaal eindig systeem met
V, is locaal eindig in T,



Nu volgt het gestelde gemakkelijk ult stelling I.

Als tegenhanger van Hulpstelling V noemen we nog

Hulpstelling VII. Iederc locaal eindige gesloten overdekking {Ex}

van een paracompacte ruimte 1s opblaasbaar, d.w.z. e¢r 1s een locasl

cindige open overdekking {qd} te vinden, zodat voor icdere &

Fd - qx .
Duaal geldt:
Hulpstelling VII}. Ieder systecm {qi} van open deelverzamelingen van

een paracompacte ruimte, dat voldoet aan:
0
17y, =0

2% icder ount heeft een omgeving dic tot bijna alle

MNe
Qx behoort

is in te krimpen in deze zin, dat er cen systecem van gesloten {Yx}
bestaat, zodat voor icdere K
e © g

terwijl het systeem {Y{% ¢veneens aan de eisen 1° en 2° voldoet
(indien we daarin de Qx‘ door de YV, vervangen),

Alle stellingen ult deze syllabus ziljn generalisaties van stellingen
dle reeds bekend warcn voor metriseerbare ruimten met aftelbare bascs,
maar waarblj men nu de c¢lsg van de aftelbare basils heeft laten vallen,
zodat de stellingen nu uitgesproken worden voor metriscerbare ruim-
ten 1n het algemeen.

Als entre-acte noemen we cen cenvoudige gencralisatie in deze geest
van geheel andere aard., Er is cen klassicke stelling van Sierpidski
(1918), die zegt dat cen continuum (d.i. een compacte, samenhangende,
metriscerbare ruimte) nooit de som kan zijn van aftelbaar vele (> 1)
disguncte, niet-lege gesloten verzamelingen., Deze bewering is reeds
foutief indien we een locaal compacte, samenhangende, metrische ruim-

te beschouwen i.p.v. een continuum.

Toch 1s direct in te ziun, dat de volgende generalisatie geldt (be-
denk zclf voorbeelden),

Stelling TIV. Tedere topologische (i.h.b. icdere metrische) ruimte T
waarin iedere twee punten door een deelcontinuum "verbonden" kunnen
worden, 1is nooilt de som van afteclbaar vele disjuncte, niet-lege ge-
sloten verzamelingen,

We gaan nu over tot een summiere behandeling van de dimensietheorie
in metrische ruimten. Grofweg gesteld blijkt, dat-bij adequate defi-
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nities—de hoofdstellingen van d< dimensietheorie, zoals deze bekend
~zijn voor scparabele metrische ruimten, onveranderd geldlg blijven
voor metrische ruimtenin het algemeen (Katetov + 1952, Morita + 1954).

Definitie dim., De Lebesgue dimensic¢ -- dim T -- van een ruimte T 1is,

hetzij het kleinste gehele getal n, waarvoor ilecdere eindige overdek-
king van T een verfijning bezit van de orde =n, hetzij (indien er
niet zo'n kleinste n bestaat)oso.

De orde van een collectie van deelverzamelingen van T 1is of het groot-
Ste gehele getal n waarvoor cen zekcr punt is bevat in n+1 elementen
uit de collectie, of oo, indien er niet zo'n n bestaat,

Definitie ind.dimensic. De inductieve dimensic "ind T" van een ruim-

te T is gedefinieerd door:
ind T =-1, als T leeg 1is.
Voor n=0,1,2,... betekent
mmd Tgn ,
dat er voor iedere gesloten verzameling F en iedere open O met
FCOCT,
een open U moet zijn te vinden met
FcUCe

terwijl

Nu blijkenonder meer de volgende eigenschappen te gelden:
Stelling V., In een metrische ruimte M geldt:

dim M = ind M
M'CM = dim M' = dim M

37 1is M de som van aftelbaar vele gesloten deelverzamelingen
M, met dim Miéin, dan geldt

dim M&n.

Meer algemeen kan het systcem {Mia vervangen worden door
J

gen locaal aftelbare gesloten overdekking {NL<}

o L. o .
4~ dim M £n (n eindig) dan en slechts dan als het de som is
van n+1 deelruimten van dimensie 20

50 stel M = MU M, en

dim M,lg;n,\, dim Mggn2

Dan geldt

dim M&n, + n, + 1

1 2



6° voor een topologisch product geldt
dim(M xM') £ dim M + dim M',
7O het topologisch product van cen aftelbaar aantal ruilmben

van dimensie £ 0 heeft dimensic £ 0,

De definitie van de inductieve dimensie, zoals indertijd gedefinicerd

door Urysohn en Menger voor separabele metrische ruimten, is afwijkend

van (hoewel logisch couivalent met) de bovenstaande: men dient in de
bovenstaande definitie van ind T de gesloten F door cen éénpuntige F
te vervangen.,

Het is, voor zover mij bekend, cen onopgelost probleem in hoeverre
voor willekeurige d.,w.z. nict-separabele metrische ruimten beide de-

finities overeenstemmen, In dit verband schijnt de volgende bewering
-- triviaal voor separabele metrische ruimten -- een "vergeten stel-
ling" te zijn

Stelling V (vervolz)

8% geldt voor cde open O, C M

dim Qx £ n,

dan volgt steeds voor ileder systeem %QX%
dim (UO&)én.
d N

Bewijs:b.v,.vin de afsluitingen van een G -locaal eindige baslis van M
. , 40
en toepassing van stelling V, 37.



Het ig onmogelijk stelling V in dit kort bestek te bewljzen.

We zullen evenwel stelling V, 1° gedeeltelijk, doch algemener be-
wijzen,

Stelling VI (5ech (1933) - Vedenissoff (1951).In een normale ruimte
N geldt dim N = ind N,

Voor het bewijs dat in een metrische ruimte ook ind N£ dim N geldt,
zie men Db,v, Dowker-Hurewicz, Fund.Math. 43 (1956), 85.

Hulpstelling VI (5ech, zie Casopis Matematiky a Fysiky, 62 (1933),
287). Indien de normale ruimte B de som is van aftelbaar vele geslo-
ten (dus normale) deelverzamelingen B; met dim Biéan, dan geldt

dim B&Zn .,

Bewijs stelling VI. Stel ind N=n. Te bewijzen dim N=n. Bewiljs via
volledige inductie, waarbij het geval n=-1 triviaal is. Zi]

{Ui} (i=1,2,...,K) een eindige overdekking van N. Krimp §Ui} in tot
een overdekking {Vi} (1i=1,2,...,K) met

Viath
volgens hulpstelling V.

Ult ind N=n volgt de existentie van open wi met

(1) B; = Wy\W, , ind B,=n-1,

en

Stel _
Vo= W U W
j<i

De Yi zijn dus open en paarsgewijs disjunct.

Stelt men K
B=1\) B,
=1
en K
Y=L)Yi
i=1
dan geldt blijkbaar
N =ByY.

B is gesloten in N, dus normaal. Dear uit (1) en de inductie-veron-
derstelllng dim Bié:n—1 volgt, kunnen we hulpstelling VI toepassen,
zodat K

dim B = dim \_J B;= n-1.
i=1
Dit betekent, dat de open overdekking
{BmUi} (i=1,2,...,K)

van B een verfijning {GJ% van orde £ n-1 bezit, waarbij de Gj open



=11

in B zljn. Voeg aan ledere Gj een Ui toe, die de desbetreffende GJ
bevat. En laat Hi de som van al die Gj zijn, welke toegevoegd zijn
aan Ui' Dan 1is {Hi} uilteraard een open overdekking van B van orde
£n-1, terwijl

(2) H,CU, .

Krimp de open overdekking {Hi van de normale B in volgens hulpstel-
ling V tot een overdekmng'{_x‘i} met

(3) K, CH,.

De orde van de gesloten overdekking {Ei} is blijkbaar & n-1., Blaas
deze overdekking op via hulpstelling VI tot een in N open systeem
{Li}, blijkbaar eveneens van orde = n-1 met

(4) K,CL; .

Stellen we nu
M, = LyNUy (i=1,2,...,K)

dan zijn de Mi open 1in N en {Mi} heeft orde = n-1.

Verder volgt ult M,C Uy en K, M, (zie (2),(3) en (4)), dat het

systeem {Mi} de rand B overdekt.

Nu is het systeenm ¢ )
IRCERSS!

J
blijkbaar een verfijning van {Ui} en heeft een orde =n. Hieruit
volgt dim N£n, g.e.d.

Stelling VII. Iedere metriseerbare ruimte ligt (topologisch) dicht

in een volledige metrische ruimte van dezelfde dimensie,

Stelling VIII (Dowker, Hurewlcz (1956)). Een metrische ruimte M heeft
een dimensie £ n, dan en slechts dan als er een rij van locaal eindige
open overdekkingen ri(i=1,2,,..) bestaat, ileder vean orde =n en met
een maas mi~>0 (de m2as van een overdekking in het sup. van de diame-
ters van de elementen uit de overdekking), zodat het gesloten omhul-

sel van leder element uit Pi+1 is bevat in een zeker element van Pi’

Interessanter 1ijkt de volgende karakterisering.

Stelling IX (Nagata (1956)). dim Mz=n, dan en slechts dan als er een
topologisch sequivalente metriek p(x,y) in M is in te voeren, zodat
voor ledere ¢ >0 en ledere x¢ M een relatile

/°<Qy (X),yi)zzﬁ (i=1,2,...,0+2)
voor n+2 punten yie M, noodzakellijk een relatie
-F(yi’yj)<‘5 voor geschikte 1,j met i#j

impliceert,



Opmerking

vervangen worden door een andere functie (&) van &,

Uy (%)

Jemmer is het, d
meer verkapt - uniformiteitsvoorwaarden optreden. Slechts voor n=0C

is een J-omgeving van x, In de stelling kan de Y2

<

at in dit soort stellingen steeds - zij het min of

bezit stelling IV een volkomen bevredigende aequivalente formulering.

Cefinitie,

M hee

standsfunctie 7
doet

aan

J

t niet-archimedisch gemetriseerd, indien er een af-

x,y) hestzat, die reflexief en symmetrisch is en vol-

Fx,2) = mex [f%x:y),f%y,z)]

voor ileder drietal punten x,y,z <M.

Stelling X Ien
naal, als er een
1s in te voeren.
Het iz
gens Juist): dim
lente metriek p
cen stel indices
Ook bij

evens een belang

cchier zeer de veasg of het velgende geldt (het "dan

metrische ruimte M is den en slechts dan nuldimensio-
topologisch aequivalente niet-archimedische metriek

o 1

is overi-
M=n dan en slechts dan als e¢r een topologisch zcequiva-

bestamt, zodat vecor leder n+3-tal punten
)y/!’yg.' "'Jyn+2

i,J met 1£) is 2an te geven, zodat

i

y;gsvy) = mingP(X’VK)J

metriseringsproblemen speelt het uniforme karakter van de ge-

zrijke rol, B.v. geldt de volgende stelling.

Stclling XI (Dekker (1956)). Een normzle ruimte N is dan en slechts

don metriseerbsar, indien er een redle functie'JU(x,y)g 0 (@edefini-
¢erd or de puntenparen X,y € N) is in te voeren, dile reflexief, symme-
trisch en uniform continu is en die de topologie van N keschrijft.
Definities: reflexiefl: «(x,y)=0 dan en slechts dan, indien x=y,
symmetrisch: a(x,y) =«(y,x).
uniform continu: biy leder vuntenprar x,7€N en lederc €
1z een >N to vinden, zodot, voor leder tweetanl punten x! en v! met
e{x,x )ecen o {y,y') <o
seldt
g,-“ (Xl:y‘) Al ‘{’v:-’(é .
"beschrijft de topologie van N": de " ¢ -omgevingen" van
7 € N : }
y €1 { X%,w(X,y) < £
vormen, gesommeerd over alle y&€ N en alle &£ >0 een basis van N,
Het 15 evenwel een beslist onopgelost probleem of in deze stelling de

eis van de
TH'*—, u( 1’X) -3 en ”_’,u(yi,y)_m; 0 VOlé’;t

unif

orme continuitelt kan worden vervangen door continuiteit:

Jr‘-‘(xi!yi)‘_’/‘/(x’y) )
Laren. anril 1957



