
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

ZC 43a 

Avondcursus wiskunde 1956/57. 

Vraagstukken. 

C.G.Lekkerkerker en W.Peremans en J.Verhoeff. 

1957 



PJunted a.t .the Ma.the.mauc.a.e. Centlt.e, 49, 2e Boe/Lha.a.ve1i:tJr.a.a.:t., Amli.teJLd.am. 

The Ma.:thema..u..c.a.e. Centlt.e, 6ou.nded .the 11-.th 06 FebJUJ.a/Ly 1946, L6 a non.­
p!LO 6..U -i.n.6.ut.u.t.lo n. cwn.uig a.t .the p1t.omo.:tum. o 6 pWLe ma.th.ema;ti.C.6 and -<.h 
appUc.a.tloM. I.t ,u, 4pOM01t.ed by .the Ne.the.lli.a.nd..6. GoveJLnment .thlt.ou.gh :the 
Ne.th.eJtla.nd..6. 017..ga.ni..za..tlon 6M .the Advancement 06 PWLe Re1iea.1r..c.h [Z.W.O), 
by .the Mu.nlc.lpa.t.uy o 6 Am6.teJLdam, by .the. Un-i.ve.M..Uy o 6 Amli:te.Jr..dam, by 
.the flt.ee Un-i.ve.MUy a.t Am6.te.Jr..da.m, a.nd by hi.du..6.tJueA. 



Avpndcursus 1956-1957 
.? 

Vraagstukken 

door 

vn ·1 

·.·• •! ':·"!' . '. '. ,. ' :;;·-· 

I>r C .G. Lekkerkerker', Dr W. Perem8ns en .If. Verhoeff. 

e t e l{e n t 1 im f ( x ) = + ~ , 
X ➔ OO 

rI1- is lim ( 3-x) = - oo . 
X ➔ OO 

2 

1 im f' ( X ) = - o,o • 

X ➔oo 

lim 
x ➔ oo 

1 
- = 0 !I X 

lim 
x ➔ co 

X = oo, 
1 

lim 7! = 0 
X ➔o,::i X 

]..imietteoremo v2t1 de samensestelde functie toe; waarom mag 

-
z: .31 is bewezen: 

::Lim g ( X) = 00 VO lgt 1 im 
➔ a x ➔ a 

1 
g(x) = 0. 

s nu: Is lim g(x) = 0 en geldt: 
X..-',3 

g(x) >O in een orn:~eving van 8 (x fa), 

s lim k = ~. 
➔- f:;\XJ X 8 

dat hierbij a zowel eindig als oneindig mag zijn en dat 

,orwaarde (1) n1et weggelaten mag worden. 

s : 1 im I Vx - \fM }.. = 0 . 
X ➔00 \ 

c.1 lt te zeggen over het gedrag van 

2 r:. - :1. 
X -- 0J 8lS X ➔ Cl;i? 

s door dlfferenti~ren naar p dst 

xP -- [xJP voor vaste x een monotoon stijgende 

; j_e VEln p lS ( X ) 0, p '> 0) . 

t l Q( zo da t 

xO<(~ - ~) 

=. :indige:, van nul verschillende limiet heeft voor x _.,. rx;; en 

t l die limiet. 

is: lim \3/2 = 1, lim '{1/n = 1, lim efnF = 1 {k >O)., 
n ➔ Ola n ➔~ n-\>bO 

) (21/n_1) = log 2, lim ( 1 + 1 )n = 1, lim lo~(x+1) = 
~ n~o:, n X -;ii,CN:i Og X 

1 .. 



5. Bewijs: lim 
x-,OQ 

lo:; x = co, lJ.rn {ioc(x+1) - log x}= o 
X-<l!i~ 

en laat ~ien dat de laatste limiet uit 4 hleruit volgt. 

is lim f(x)= cc, 11m fr(x+1)-f(x)} = 
x_.,.oo X ➔= \ 

1. 

Bew1js olgemener: 

o 1 , f{(+)) 
lS lffi f X = 

X ➔ l'.Xl -

O, dan 

Last zien dat (log x) 2 , (lo~: x)P (p > O), Vx, ~' xP (0 <P <1) 

aan deze voorwaarde voldoen. 

6. Voor wellrn 01. heeft 

x0(,(lo:~::;(x+1) - log x) 

voor x -'ii) oo- cen e:rndii:;e_, vDn nul verscl1).11ende limiet? Bep.1;:il 

die limJ.et. 

7. Hoe lu:Lclen de b~ re2:;els van 1 'H6pi t11? 

Bepsal lim e los x voor O < o< < 1 en voor ex ~ 1. 
X 40., XO< 

Bepsal lim 
X--,. 0 

sin x 
X 

lim 
X -:>0 

lo::~ X 

X 
, lim 

X ➔O 

sin x-x 
x3 , 

lim .::!. ( 1 -~ 
X -:PO X X 

, 1 ) l:un n1n X' 
0 X ➔ OO 

Gin X 
X 

, lirn 
X -':> 0 

x ain 1 
X 

8 • Bew i j s : '.Ls f ' ( x ) ~ c 7 O ( x > ~1 ) _, c1 2 n is LL m f ( x } = oo • 
x ➔e:, 

9. Bep.:.1a l t , _ . . .,,,_ 
'-n J n n-1 '-n /n , n-1 , } lim Vx +2 1x + .•• +1. 1x+a - Vx +o1x + ••• +b 1x+o n- n n- n x~oo 

(n een vast n □ tuurlijk get2l; a 1 ,~ 2 , ..• ,bn constanten), 
n 

X ··1 ( ) lim m n en m natuurliJke 3etnllen . 
X --"> 'j X -1 

10. Bepr,8 l 

ltm 
h ~ 0 

\/x+h- vx '1 1 
' h l~-,0 :n (-(-x_+_h_).,...2 h 

2 
11. Zij (x,y) een punt op clE:: l1ypecbool ~ -c_ 

,C~ 

tot de dichtstbijziJnde □ symptoot. 

Bep:J81 

12. Bewijs: 

lim X D( X). 2 
X ➔ otl V 

( 1 + ~) ,. 
11m 

x ➔~ 

1 ___ e_x__ = Ve . 

2 
y - ) ~ = 1 en D(x de ::1fstsnd 
b 
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/I~. D,,::,. r'1· -\ C1 ,:; o) J0 
"' ,·,Ee:,,·,, '"V8l'' door c, 0 .., - \ /,,+·0 • Bew1· 7' s 

I__, '-· -·,) ''0'"'1;C·2,' •• ,..;, i:_·,-t:.c . J . ('o,::;; ;, Cln+1- Ve. ''n• 'L , 

·14. 

·15. 

dnt deze rij convergeert en bep~ 1 de limiet. Onderzoek ook het 

geva l {ht het ge 1;even ::.i =0 ve cv·n1gen worcJt cloor '." - ). ( ), reee 1 o '·o-
~-2). 

De 1,.,:1.j a ,c.1 1 ,.::1 0 ; .. , is 
0 ' c.. .-0 . ·n 

Verder Z2J u = -- . 
n c'l +1 

er". ~e•·p,:;~l rla l~•nQe~ J ~J _ :_, · _, , ~-'' I(., .,.l..J l .J... V di 

ne r--;J" ~ '.' ".") _;o r ... e 
-~ ·; . .L, ,;. o'·,: 1 )'·' 2J. • • _LL:, fC) 

dat deze rij converg~ert en 

gev·) 1., c'lri t 

o~).~1). 

vcn door ::-1 =:,,. ::, = \11-,1 Bewij s, o <,;, , · n +1 n' 
bepnal de limiet. Onderzoek oak het 

verv2ngen wordt door 8 0=) (~ re~el, 

16. !', ).s Cl een complex tri 1 f,o en o< een reee 1 getD 1 is J dDn is de 

verz::irneltng der complexe gE,ta llen z_. die voldoen a8n 

een rechte lijn in het complexe vlak. BcwiJs dit. 

17. :\ls 2 een conplex getal en o<. een rE::Eie1 r;et::11 is, drrn is cle ver·--· 

zumeling der complexe cetnJ.len 6, die voldoen aan 

ZZ, +· ,]Z +? 2 +""= 0 

cen c irlrnl of' een punt of de J.ege ve rz:rn1e lins in het c or;1p lexe 

,.r1:)1{. Bev1i,:is d:Lt en ate1 E~en voor",~:!,1rcJe op., waaracHl r:: f;n c<. moetcn 

vo1,loc,n, opcl:·1 t het cen cir l is, 

'roon nan cJ'. 1 t 15.Jn 

·r:.1 r·; !')]'>.·.·.·"'-' \le' 'lh \ .. ' ~ :-'--.-.·- ,,_) 

19 . Be r·c ku1 

20. der?;•')ek cJc, convcr nt iz:: V'.lYJ L 

22. 

rek:en lim sup 
n .-;i. cO 

w:iJ:3 de conve 

( - 'l) nn 
n+1 

n 

oO 

ntic v;1n L. l 
n=O 

en 

1 
lo.f; 

. l . l' ' 'I c 1 r ,,:e _ J :1 n c. e 

schrcven. 

r: ·1 
n' loc n' n n 

(1+ ~)~ 
C. n 

g:erJa ; nte 

1: 1 
2 n n lot~ n 
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23. Be,nijs~ (~) == ~=~) + (11k1) uj_tgacrn.d8 van het feit dat 

(n\ , t , - . . . , a. kl ne aan~al manieren is waaro~ men u1~ n .1ngesen een 
k-tal kan kiezen. 

2 4 • B evh. j :3 : ( ~1.J{\ == (n+ o+ ') ~) I)+ 1 T· i 0 

25. :Bewi j s ~ 
211+1 _1 

::: --ri+f"'·· 

26, Bevd j s: ([:- :J 2 
k:::i ) 

j~venzo: 

27. BereLen~ 7 2 'i 1 1: E3 --9 1 1 -, u 

--- 0 1 -6 ") 5 -7 8 j ...) 

·--2 0 5 2 4 n 1~ 6 0 ) 

1 3 1 0 r 7 --4-
,-··, lJ -' 

er de clete:r11,j_nc1nt te ontirl elen en zonder de 

0 X y " 1../ 

X 0 z \I 
,J 

-(x+y+z) (--x+y+z) ( x--y+z) ( x+y--z) 
0 

::: 
j y z X 

z V ,_; X 0 

29 Jlswj_ jo . . l :._J " 

X p q :c 1 
~1 G. X s t 1 

a b 'V 
-"- u 1 - (x-a)(x--b)(x---c)(x--d)_ 

a b C JC 1 

a b C c1 1 

")(' I 10~3 }C o: 1,:_j_ t . 
...) '-·' "' 

•) 

-v'-· ClJC X .~ 1 

b2 ab 1) 
2 be .,, 

C -"-

1 
0 ·-

1 I 

d2 ad d 1 

31 . Onderzo of de navolGende puntendriet len collineair zijn= 
( -:i 1 ) ( 1 1 '7 ) - ' ~ 2 'J b ( (\ 0 ' f .., 4 ) ( 1:: ,:-:; ) a • ...) 9 9 ?1 e11 ,-1 9- , • ,.J?_J 9 \-.) 9 en u,-o; 

c,, ( 2 ~ 1 ) , ( 3 1 , ·1 5) en t 4 7 7) • 

J2. Op de zijden van AA (of hare verlengden) neemt men de 
T ·._--. 1 _ • _ , BD Cl.: AI' . , ~ pu.nten .!J, en .L zo:ianig aan, da·c . ·:rn= -1. BevnJs aat 

de punt en D~ __ : en I co1li11 roQ1 r 7.i irL ( Stelling van f✓Iemelaos). 
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33. Differentieer 

'?Ix 8 X +b i~+,§ l 
'cx+a j (x+b)q' 

X X x log x, 2 log sin 2 - x ctg 2 . 

34. De vergelijking x3-Jx + c = O heeft voor geen enkele waarde van c 

een wortel tussen Oen 1. De vergelijking xn+px+q=O heeft ten 

hoogste 3 reele wortels. 

35. Zij f(x) differentieerbaar op een segment (a,b) en zij f'(a) f'(b) 

<O. Bewijs dat er een punt J is met a "'- 3 ~ b, f 1 (J) = o. 

36. Zij f(x) differentieerbaar op een segment (a,b) en zij f 1 (x)> O 

behalve in een eindig aantal punten. Bewijs dat f(x) monotoon 

stijgend is. 

37. Bewijs: 2 
- log(1-x) <:x + ½x voor 0< x .::1, 

-x 2 
1 - x <:. e <: 1-x + ~-x voor x ., 0. 

38. Bewijs: 

y-x < 

cos 2x "' 
tg y - tg X 

y-x 
1+y2 

-' 3 re tg y - a re tg x ~ Y-2 ( x-;:, 0, y ,. O) • 
1+x 

39. Zij f(x) differentieerbaar in x0 • Zij x1 < x0 en x 2 > x0 • Bewijs dat 

f{x2 )-f(x1 ) 
x2 -x1 tot f'(x 0 ) nadert 81s x1~x 0 , x2 ~1c 0 (wat betekent 

dezc zinsnedE:?). 

40. Differentieer 

\/x+1-1 Vx2 ::i-1 
\}1t-P1 +-1 , 1 o g V ""~ , 

X +1 +'1 

ore tg 
X -X e -e 
X -X' c +e 

, sin(cos x 2 ). 

41. Bereken 
2 n-1 1 + 2x + 3x + ••. +n x , 

sin x + 2 sin 2x + 3 sin 3x + ..• + n sin nx. 

4-2. Bewijs x) sin x >; x voor O <X '-f. 
n -x n -x ( ) 4-3, Bepaal het maximum van x e , x e log x x-;::.0 . 

44. Zijn f(x) en g(x) beide n maal differentieerbaar, dan geldt 

dn 
f(x) g(x) 

dxn 

(formule van Leibniz). 

= ~ (~) f(\i)(x) 
V=O (4) 

4 X) BepCTal (x e , 

g ( n- v) ( x) 

(4) 
(x4 sin x) • 
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45. Als a en b positieve !'eel.e getallen zijn,i) geldt Yab~ ½{a+b). 

Verder is \/aij = ½(s+b) dan en slechts dan als a=b. 

46. La8t a en b re~le getallen zijn met O<a<b. De rijen a 0 ,a 1 .,a 2 , ... 

en b 0 ,b1 ,b2 .,4,. zijn gedefinieerd door a 0 ~a, b 0 =b, an+1= Vanbn' 

bn+'1=½ ( an +bn) • Bewi j s de volgende beweringen: 

1o b 11 a < voor a e n. n n 

2° De riJ. a a o' 1., ••• is monotoon stijgend, de rij b 0 ,b1 , ••• is 

monotoon dalend. 

3° lim an en nl➔i1:~ ln bestaan en er geldts < lim a = lim bn < b. 
n➔= ,...., n _,.o:., n n➔oc 
Opmerking. De limiet in 3° heet het reken-meetkundige gemid-

delde van a en b. 
Oo sin DX 

l~ 7 • Laat & reeel getal zijn met 0<cl<11. Bewijs da t L een n 
uniform convergeert ~ < X < 2~ - cl • n:::::1 voor 

48. Bewijs, dat in een groep de orde van a -1 gelijk is aan de orde 

van a • Bewijs, dat in een groep van even orde het aantal elemen-

ten met even orde oneven is. 

4 ... 1 -1 9. In een groep G noemt men elementen van de gedaante a b ab com-

mutatoren. De ondergroep C van G, die door de commutator-en wordt 

voortgebracht, heet de commutator>groep- van G. Bewijs 1 dat C een 

normsle ondergroep van G is, en dat de factorgroep G/C commuta­
tief is. Bewijs, dat als N een normale ondergroep van G is met 

eommut1-3tieve factorgroep, C een ondergroep van N is. 

50. Bepaal de commutotor·groep van de sym'Tietrische groep o3 . 

5,i. BevJ i j s, d c1 t in de a 1 te rne riend e g rocp aJ 4 de pe rmut:s t i"1& ( 1} ... ~ 1.2, 

(3 1+), (13)(2!-1-),(14-)(23) eeri r1-ormale ondergr-oep. vo.r.men. 
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j2. Bereken de determinant: 

ab C (3 ~ q( a b C (3 g °' 
cab~Q((3 C a. b ~ (j.. 0 
b caotr~ b C a CM.. (3 0 /j = door hem kolom bij kolom r O 0( a b c -P-d -~ -a -b -c 

lt,,~C ab te verr.llenigvuldigen met -/ls: -l -" -f?> -c -a -b 

O\r ~ b C a -~ -~ -0 -b -c -a 

53. Bewijs bijv. met volledige inductie: 

r:n ~ h 2-3h+1 1 
i-_ -1-n+-

k=1 n=1 h! n? 

54. Van een driehoek zijn twee hoekpunten A en B vast en C is varia'tel 
op een rechte 1, Bewijs dat het hoogtepunt op een vaste kegelsnede 
ligt en bepaal deze. 
Wat kunt U van de soort van deze snee zeggen, speciaal voor byzon­
dere standen van 1. 
Het snijpunt van de hoogtelijn door A en de zwaartelijn door B zal 
als C op 1 varieert een kromme r doorlopen. Bepaal deze en kies daar­
na zo mogelijk 1 dusdanig datreen gelijkzijdige hyperbool is. 

55.Bepaal de vergelijking, het middelpunt en de straal van de cirkel 
(de cirkels): ~- die door de snijpunten A en B van de cirkel c1 en 
de rechte 1 gaat en door het punt (-3,3); b. die door de snijpunten 
C en D van de cirkels c1 en c2 gaan en de X-as raken; £• die door 
C en D gaan en de rechte 1 raken; d. die de rechte 1 in (3,2) raken 
en een straal 5 hebben; ~• die door C_en D gaat en welks middelpunt 
op 7x+4Y=5 ligt; f. die c1 in het punt (-2,-2) raakt en de cirkel 
x2+y2+24x+4y-112=0 4 snijdt; ~• die c1 in (-2,-2) raakt en de cir­
kel x2+y2=28 halveert; h. die o1 in (-2,-2) raken en door de cirkel 

2 2 -
x +y +10y-168=0 gehalveerd warden. 

2 2 
01: X +y -4x+6y-4=0; 
c2 : x2+y2-2x+2y-2=0; 
1: Jx-4y=1 

56.De raaklijn en de normaal in een verte,rerlijk punt P van de ellips 
b2;ic2 +a2y2=a2b2 (hyperbool b2x2-a2),2 t~~i jden de hoofdas respectieve­
li jk in Q en in Ren de nevenas 'in Sen in T, 
Bewijs: ~- dat DQxOR constant is;£• dat OSxOT constant is; 
£• dat PR:PT constant is;£• dat PRx1?T gelijk is aan het product 
der voerstralen van P; .!• dat de omgeschreven cirkel van a PST door 

de brandpunten gaat. 

/ 

,! 
/-j 



59. 

,;:..,--. 
'.,.I\} II 

61. 

64. 
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:~:iJ fl~':/Jet.ri_~r1 eet1 t":LJ 11e::. Un,Sr-11oecJ:3,1fJt•• l:~l'l 

::1,,+:32-f-. • .·!-:':\, , ,:· L 
s =111' n 

Bew1js d~t li.~ _ L. 
:; ---4 ,;,;;:, n 

ook Li"'; 

ee,· r<. ,; pos :it :tc·ve getallcn die monotoon 

toeneme1~ l;o: oneJnJ • L~t2i1 
.:~r:J../1- 21 n 

zijn en zlj 1:~ ~---- Dl. 
n ➔ ::x, l\n,-1-~1-ftn 

" ~ n,~,~ g·e+~11°n /l'(',~):J19~'l',,.J .. ,.,.,tljl J..t;CA~• ) '-'"·•· V 
l. f, 8, .. , 
n ts oak l:l.m r =l, Bewi,js dat 

n---.:, 00 .1-i.n 

ee~ riJ positleve getallen 
,··"l l""t· t.., .~ a } -..'°:;,,, ,i.: · .. ~ ,, '( C• ,,1 :,Clr\1 t1 • w J , •" it 

die mo­

een w11-
l I c. n 

z!Jn. B~wiJs dat 

Zij ,a~,a 01 ••• ,a~,···l ecn begrensde riJ van re~le getallen. Zij 
l I ,_ • ' J 

V de verzameling acr verdi htlngspunten van deze rij. Bewijs dat 

:~;•2v en · .. •,or-d t 

,, __ 
'\I= •1 

l i::1 
X -➔() 

, ~ ,,.,,, 
..:.. .... :,~ 

lim 
x➔ O 

8 re c c1s 

l im ~ 2 log 
X......,, tl'O l 

Bewijs 

stante 

d()OP 

slate~ ls en dat het grootste getal uit V ge-
Cl 

n ·➔ : . .:. 
, __ . n. 

, l i;•~1 
X ---➔ ···1 

1 k+1 ...__, r:-:-::r n ( k > -1 ) , ,1.+ I 

getaller: t\t"1~-c'i+ •.. ·1- log n convergeert (con­
door' de ree1{sont 0.v~Lkkeling vc,:1 log(1+x) te ge-

bruiken. Is dez0 bewering scherper of zwnkker dan de laatste be­

weri~g 1n opg.62? 



66. 

67. 

d1t l·.!.m ( 1.., + 
n-➔ CQ n.' 

V C> t"' i!7; (; 

( f ( X) 

orit 11'11 
ic-+ 0c 

(;.or1ttr~u en 

ald ~Joor~ 

f(x,y) 

1 
r~ +·C 

G~ 11~ of ze co~t~~u z~Jn 

1~ { ·";,r"" \ ,,, \ .. , 

f' { (''. ,-, ' (' -·\ ,t\,,'J=- .. ..J, 

·4 __ i __ ::1 
,.... 1 , ...... ,,,.. r)t·"J 
i, ~ ,., ···"" l:,-i ~ J 

'1 E f(2~ - - - + n n log n 
, 

"" .. 


