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0, Inleiding.

0.1 Waarom Lebesgue-integralen? Om de gedachten te bepalen be-

perken we ons even tot begrensde re&€le functies op het eindige in-
terval 0<x 1. Practisch gesproken vallen al deze functies onder
het integraalbegrip van Riemann, en zelfs onder een nog eenvoudi-
ger integraalbegrip (bijv. dat van Cauchy), daar zulke functies
"doorgaans" stuksgewijs continu zijn. Het integraalbegrip van Rie-
mann is enerzijds te ruim en te geleerd voor de eenvoudige func-
tles waar we 1in de practijk mee te maken hebben, anderzijds is het
voor theoretische doeleinden onhandelbaar wegens zijn relatieve
beperktheld. Het algemenere integraalbegrip van Lebesgue is voor
theoretische doeleinden bijzonder geschikt, en ontleent daaraan
ook zijn practische betekenis,

Voor L-integralen geldt bijv. de volgende stelling: Zijn
£,(x), £5(x),... alle L-integreerbaar op 0{x< 1, is ]fn(x)} <
(0<x<1, n=1,2,3,...), en bestaat lim £ (x)=f(x) voor elke
x (0 x< 1), dan is ook f(x) L‘integrgé;gaar, en [ fn(x)dx-ajaf(x)dﬁ

o) o}

Voor R-integralen geldt deze stelling niet., Om een tegenvoor-
beeld te maken construeren we op het interval (0,1) verzamelingen
81,82,53,..% als volgt. S,l is een gesloten interval, ter lengte %,
middelpunt » . Laat men uit (0,1) de verzameling S, weg, dan blijven

2 intervallen J1 en J2 over, In elk dezer brengt men om het middel-
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punt een gesloten interval aan waarvan de lengte het achtste deel 1is
van de lengte van J1 resp. J2. Deze twee intervallen samen noemen we
Sy. Laten we uit (0,1) zowel S, als S,
over. In elk dezer brengen we weer (symmetrisch t.o.v. het midden)
een interval aan dat 16 keer zo klein is, en samen vormen deze 83.

Enz. Laten we de som van de lengten van de (disjuncte) intervallen

weg, dan blijven 4 intervallen

waarult een eindige intervallenverzameling bestaat, de maat van die
verzameling noemen, De maten van 84,82,83,... zijn nu resp,

1 1 3 1 3 7 1 3 7 15
'[r: '8'-'&-, -;]'G.E.B-, B”E‘IF'S'TE""

De som van deze getallen is
p=1-(1-P(1-5)1 - a8)en. s

zodat 0 <p <1 is.
Laat nu fn(x) gedefinicerd zijn door

1 n

f(X):
0 als x¢ Sﬂ+"'+8n

{ 1 als x€ S_+...+8
n

Kennelljk zijn alle fn(x) R-integreerbaar, en gemakkelijk is in te
zien dat lim_ _ [ fn(x)dx=p. Voor elke x bestaat de limiet f(x), en
deze limiet is ste8ds O of 1. Deze f(x) is echter niet R-integreer-
baar. We zullen dit niet in detall nagaan. Wel is direct in te zien
dat de bovenintegraal van f gelijk i1s aan 1, dus niet aan p (het is
dus niet waar dat " [/ f(x)dx bestaat en =p "). Want elk interval op
(0,1) heeft iets met®één der S,'s gemeen, Het maximum van f is op elk
deelinterval dus =1, dus de bovenintegraal is =1. (Met lets meer
moeite kan men laten zien dat de onderintegraal =p is).

Uit het gegeven voorbecld blijkt dat we met R-integralen nilet
z0 zorgeloos kunnen omspringen als met L-integralen., De limietfunctie
f van een rij "fatsoenlijke" functies is in de practijk weer een
"fatsoenlijke" functie. Wanneer we met L-integralen werken zijn we ont-
slagen van de plicht om de fatsoenlijkheid van deze limiet aan te to-
nen en te laten zilen dat op grond daarvan de limietovergang geoor-
locfd is,

Zonder toelichting noemen we nog (in enigszins ruwe vorm) een
tweede voorbeeld waarbij het voordeel van L-integralen blijkt. Is
f(x) een complexe functie waarvoor f1lf(x)|2dx bestaat (in de zin

o
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van Lebesgue), en zijn cn(n=o, +1, +2,...) de Fourier-coefficienten
(e, = _ﬂf(x)e'znnlxdx), dan convergeert ZfZ[cnlg. Zijn omgekeerd

r

de cn's gegeven, z6 dat Zz;|cn [ convergeert, dan is er een funcf
tie £ (van het genoemde type) waarvan de cn‘s de Fourier-coefficien-
ten zijn.

Voor R-integralen is het eerste ceel van de stelling juilst,

doch het tweede deel geenszins.

0.2. Lebesgue-maat op de rcchte 1lijn. Een integraal kan worden op-
gevat als cen oppervlak, d,i. cen maat voor cen tweediminsionale

verzameling. Om cen indruk te geven van wat do L-maat betekent,
zullen we ons even beperken tot het maatbegrip voor cendimensionale
verzamelingen, Wat daar met het R-integraalbegrip correspondeert,
wordt gewoonlijk de Jordan-maat genoemd. Onze beschouwingen zullen
slechts ori&nterend zijn en verschillende hiaten vertonen,

We beschouwen cerst intervallenverzamelingen, en we beperken
ons tot intervallen die in (0,1) gelegen zijn., Is V de vereniging
van eindig vele of aftelbaar vele intervallen (laten we ons maar
tot open intervallen beperken, ofschoon het er niet veel toe doet),
die twee aan twee disjunct zijn, dan wordt de som der lengten de
maat u (V) van V genoemd. Op deze manier is aan elke vereniging van
open intervallen een maat toecgekend. Want zo'nm vereniging is een
open verzameling, en we hebben
Stelling 1. Elke open deelverzameling van (-« , ) 1s de vereniging
van hoogstens aftelbaar vele disjuncte intervallen.

Bewijs: ZiJ V open. Bij e¢lke 2 ¢V construecren we het grootste open
interval Ja dat a bevat en nog gechecel in V 1ligt. Is ae V, be V dan
zijn Ja en Jb Of disjunct, of identiek. V is dus de vereniging van
een stel disjuncte open intervallen., Dit stel is wftelbaar, want er
zijn hoogstens aftelbaar vele intervallen bij met lengte > 1, hoog-

stens aftelbaar vele met lengte > %, etc,

Het is niet moeilijk aan te tonen dat in (0,1) gelegen open
verzamelingen een maat < 1 hebben,

Zij nu @ de klasse van alle open deelverzamelingen van (0,1),
en zij A de (kleinere) klasse van alle open verzamelingen op (0,1)
die slechts uit een eindig aantal intervallen bestaan,
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Zij nu S een willekeurige verzameling op (0,1). De uitwendige

L-maat van S en de uitwendige J-maat van S zijn nu resp.

L3(8) = inf [ (V)| Scve(0,1), Ve ol ,
pp(8) = inf { 4 (V)] ScVe(0,1), Ve 4]

De notatie betekent het volgende. In belde gevallen 1s de ultdruk-
king tussen accoladen een verzameling, nl. de verzamellng van de
getallen p (V), waarin V de verzamelingen met de achter de streep
genoemde eigenschappen doorloopt. Verder betekent inf W de grootste
ondergrens (het infimum) van de getallenverzameling W. Voor verza-
melingstheoretische notaties verwijzen we naar 0.5,

Daar de bij de definitie Xan p;(s) gebrulkte getallenverzame-
ling een deel is van de bij “L(S) zebruikte, is het duidelijk dat

* *
uy(8) 2 pp(8).
Als inwendige maat van S zullen we definiéren

¥* *
H % L(S) =1 - 4y J(S‘) > H*J(S) = 1 - HJ(S’)J
waarin S' het complement van S t.o.v. (0,1) voorstelt, Men kan nu
bewijzen dat

0% by s(8) L mup(8) < v (8) < uy(s).

S heet J-mectbaar als de beide uiterste leden (dus alle leden)
gelijk zijn, en L-meetbaar als de twee binnenste leden gelijk zijn.
Een J-meetbare verzameling is dus steeds L-meetbaar, maar het omge-
keerde 1s niet algemeen waar.

Voorbeeld, Zij S de (aftelbare) verzameling van alle rationale
getallen op (0,1). Dan is u;(S)=1, H*J(S)=O. Want als een eindige
intervallenverzameling S bedeckt, dan bedekt hij het hele interval
(0,1) op een eindig aantal punten na. Hetzelfde geldt voor S'. Voor
de ultwendige L-maat vinden we le(
een aftelling van S. Het getal r, bedckken we door een interval Jn
met lengte 2-?8 . De vereniging V van Jq’J23J3""
hoogstens 27 'e + 27 % +...=¢. De verzameling waarvan uéﬂs) het
infimum is, bevat dus een getal < e . Daar alle getallen van die

heeft nu als maat

S)=0. Zij nl. & > 0, en ysTpsTgsees



verzameling > O zijn, is het infimum nul.

Daar Og_u*IJgsiz, is nu ooi B L(S)=O‘ Derhalve is S L-meet-
baar, met maat O.(Als L(S):;LL(S), dan heet dit bedrag de maat
van S; notatie pL(S). Tdem voor J-maat). Doch S is niet J-meetbaar.

0.3. Abstracte maattheorie, We zullen op axiomatische basis een

maattheorie ontwikkelen. Deze theorie bevat de ééndimensionale en
ook de mcerdimensionale L-maat als bijzondere gevallen, maar ook
bijv. de voor de opbouw van Stieltjes-integralen nodige Lebesgue-
Stieltjesmaat, en maten op gekromde oppervlakken. Ook kunnen we
meer triviale zaken onder deze maattheorie rangschikken., We kunnen
bijvoorbeeld cen aftelbare verzameling nemen, en als maat van een
deelverzameling cenvoudig het aantal elementen. De bij deze maat
behorende integraal wordt dan ccnvoudlg een oneindige reeks, zodat
allerlel integraalstellingen tot stellingen over reeksen worden
gespecilalizeerd, Een stelling over verwisseling van een sommatile
en een integratic verschijnt dan als een bijzonder geval van een
stelling over verwisseling van twee integraties.

Een ander voordeel van de abstracte behandelingswijze boven
de klassieke is dat topologile ¢n maattheorie van elkaar worden ge-
schelden. Topologische middelen zijn nog slechts nodig om in een
bijzonder geval te verfiéren dat de te beschouwen maatruimte aan
de maattheoretische axioma's voldoet.

Tenslottce wijzen we nog op het feit dat de waarschijnlijkhelds-
rekening als algemene maattheorie kan worden gezien (Kolmogorov,
Ergebn.d.Math.2 no 3 (1933)).

0.4. Gegeneraliseerde retéle getallen., We zullen aan de verzameling R

der retlc getallen twee nieuwe elementen toevoegen, nl. de symbo-
len o en - , Dit ultgebreide systeem heet de verzameling Rg der
gegeneraliseerde redle getallen., De oude getallen zullen we eindig
noemen,

De in R bestaande ordening wordt tot Rg uitgebreid coor de af-
spraak dat -« kleiner 1s dan alle andere elementen van Rg’ en oo
groter dan alle andere,

Rg blijft een lineair geordend systeem; wat ordening betreft is Rg
isomorph met een eindig gesloten interval. We merken nog op dat
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X €R resp. xe R8 geschreven kunnen worden als - « < x <o resgp,
-0 { X< |, ‘

In sommige (doch niet in alle) gevallen zullen we som, pro-
duct, verschil c¢n quotiént, van clementen van R_ defini&ren, doch
er zal niet steeds aan de rekenregels voldaan zijgn, Natuurlijk ne-
men we som, product etc. ult R direct in Rg over, Voorts zal a+b
steeds hetzelfde betekenen als b+a, evenzo is ab hetzclfde als ba,

We definiéren

o + oo = o0 ,(-co)-}—(—oo):-oo

a + oo = a+(~oo)=-oo a—oo.—_-—oo,a—(—oo):m,

als a elndig 1s. Verder

( o als O0<a
a, o = ¢ 0O als a =20 R
( =m0 als == a<o

en a.(-ew ) = -(a.o) (-(-=) betekent « ),

Vervolgens 1s per definitie

a._
o>

= 0 als a eindig 1s.

a

6 .
Fen herhaalde gom kan worden gedefinicerd zolang niet o« ©on =
belde als tcecrm voorkomen., De waarde van de som 1s onafhankelil jk

Niet gedefinicerd worden o +(- o ), o= o0 , (=00 )u(= o),

van de volgorde der termen, en we mogen haakjes plaatsen op dezelf-
de willekeurige manier als dat in R kan.
Een herhaald product 1s steeds gedefinieerd, en de uitkomst
is onafhankellijk van haalkjes of volgorde.
De distributieve wet geldt nict steeds. Want O.co +0, (=~ o )=0+0=0,
doch O(e +(- o)) is niet gedefinieerd,
Bij een onecindige recks met niet-negatieve termen schrijven
we Z:=1 a,= o als minstens één der termen o«  is, en ook als
alle termen eindig zijn doch de recks divergeert., Daarmee 1s dus
voor elke receks met niet-ncgaticve termen een som gedefinileerd.

Men gaat gemakkelijk na dat uit 0<a f» , 0<a,{ew,,... steeds

g

oo
volgt azZ 4 8y = Zq a a..

Voorts geldt voor recksen met niet-negatieve termen de stel-
ling dat de som nict verandert bij verandering van de volgorde der
termen. Ook geldt de hileraan verwante stelling dat in een dubbel-
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reeks de sommatie-volgorde mag worden verwisseld. (In het geval
dat alle termen eindig zijn, zijn deze resultaten bekend. Komen er
oneindige termcn voor, dan is de som natuurlijk oneindig, bij elke
sommaticvolgorde).

Voor reeksen met zowel positieve als negatieve termen zullen
we geen ultbreilding aan de gewone somdefinitie geven,

0.5. Verzamelingstheoretische notatics, We beschouwen cen vaste

verzameling X, Decelverzamelingen daarvan worden aangeduid met
ASBJVJ

aeV " bet.: a is e¢lement van V
{x | P(x)} bet,: de verzameling van alle xe X waarvoor de be-
wering P(x) juist is.
0 bet.: de lege verzameling.
AcV Dbet.: A is deel van V
VDA Dbet,: A is deel van V
ANnB of AB bet.: de doorsnede van A e §§
AUB of A+B bet.: de vereniging van A ¢n B
A e¢n B heten disjunst als AB leeg is,
A-B i3 het verschil van A en B: alles wat in A doch niet
in B ligt. Dus A-B=A-AB.
AAB is het symmetrische verschil van A en B: alles wat in
¢én van de twee doch niet in beide ligt. Het 1s dus A+B-AB,
A{’het complement van A, 1s gedefinicerd als X-A.

Enkele regenregels: A+B = B+A AB=BA
(A+B)+C = A+(B+C) (AB)C = A(BC)
A(B+C) = ABHAC
A+BC = (A+B)(A+C)
(A")' = A
(A+B)' = A'B' , (AB)' = A'+B!
(A-B) = AB' , (A-B)' = A'+B.

Pas op: niet steeds is (A+B)-C = A+(B-C).

We beschouwen ook bewerkingen met oneindig vele verzamelingen.

,\,Ag,o;o

oo
Q:Q Ai = A1+A2+... = z‘,z__,1 Ai = vereniging van A
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Het heet een disjuncte som als de Ai's twee aan twee disjunct zijn.

(0]
A - R _
121 Ai = AWAQAB"' = I § o Ai = doorsnede van Aq,Ag,... .

Is A AE’AB"" cen rij verzamelingen, dan zijn lim sup An &n

lim 1nf An steeds gedefinieerd:

o0

lim sup An = E

2, (A, + A toeea )

1 n n+1

Gemakkelijk blijkt dat

lim sup A = {x] % in o vele A 's }

Evenzo 1s
o0
3 — N — =) 3 'S .
Hmdinf A = 2. (A A LA o...) = {x | x op denduur in alle A 's |
Voorbeeld: Is a,,a,,... cen rij eindige getallen (Of;an <o),
dan 1is

lim sup (- wﬂan) =(-c , 1lim sup an} s

lim inf (- w,a ) = (-, lim inf a_}.

Hier betekent de accolade ] of ). Zoals gewoonlijk betekent het ron-
de haakje dat het eindpunt niet wordt meegeteld en het rechte dat
het wel wordt meegeteld.

Steeds 1s 1lim inf Anc: lim sup An’

Zijn beide leden gelijk aan eengelfde verzameling A, dan zeg-
gen we dat An - A of 1lim An = A,

Dat de rij {An} cen limict heeft betekent ook dat elke x € X een
duldelijke houding t.o.v. de¢ rij aanncemt: of op denduur steeds
Xeh , of op den duur steeds x4 A

*

n
Als A1C3A2C3A3C3" , dan 1s de rij convergent, en
A - A A +... .

172
Als Aqa AED A3:>..., dan 1s de ri]j eveneens convergent, en
A - A1A2A3 .

Klassen: Een collectile van deelverzamelingen van X heet een klasse,
Klassen zullen met griekse hoofdletters worden aangeduid,
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Hoofdstuk 1. Maact.

Evenals in 0.5. Dbeschouwen we een vaste verzameling X, die we oc
wel "de ruimbte" zullen noemen. Flementen van X heten punten. Deel
verzamelingen van X heten puntverzamelingen of kortweg verzamelin
gen, In X wordt geen topologie aanwezig verondersteld,

1.1, Ringen, sigmaringen, semiringen.

Definitie 1.1.1. Een klasse © heet een ring als § nielC leeg 1s,
en als de implicatie

(e ®) % (Be®) = (A+Ben) L (A-Ben)

geldt.
o= {V | vex]
Voorbeelden: @= {V | VcX, V eindig}
g= {V |<V leeg } (d.i. @ bevat precies één eleme
n.l., de lege verzameling).
| 9= {V ]| VcX, V of V' eindig} .

il

Stelling 1.1.1. Is @ een ring, dan geldt

1° o0eon

© A 0 (i=71,...,0) = Ajr...Hh €O

o : i

3 Aie @ (l:/l’o.-;n) z) A,]AE..,AnE U.

Bewijs: 1° o niet leeg, dus er is een Ac€@® ., Dus A-A € ¢,

27 Door inductie,
n
0 e L _
37 219 A=A ... #A, dan s ALl LA =A- T, (A Ai)’ hetgeen

is in te zien door van het linkerlid et complement t.o.v. A Tte vor-
men, Verder ult def.,1.1.1. en 20,

Definitie 1.1.2.Een ring © heet een Boole-algebra als

Aep = A'e@,

We zullen dit begrip niet gebrulken; we merken slechts op dat in
zo'n Boole-algebra een dualiteitsprincipe geldt. Hebben we een Jjuils-
te uitspraak over een aantal elementen A,B,..., en vervangen we
overal /V door \/ en omgekeerd, < door O en omgekeerd, A door
A' en omgekeerd, B door B' en omgekeerd,..., O door X en omgekeerd,
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dan krljgen we weer een julste uitspraak.

Definitie 1.1.,3. Een ring ¢ heet een o -ring als

o0

Aje 0 (i=1,2,3,...) = Ly A4 e 0,
Voorbeeld (negatief): Als X oneindig is, dan is {V] VeX, V ein-
dig} geen o~ring.

Stelling 1.1.2. 1Is ¢ een o -ring, en is A €0 (i=1,2,3,...), dan

is A1A2A3.., € 0, lim inf Ane @, lim sup An €0 .

(o o]

Bewijs: Is A= 3, Ay, dan 1s A€ © . Dus A-Ay €0 (alle 1), Dus
z°,‘|° (A-Ay) € &, zodat A- z:j’ (A-Ay) € @, dus A A,... € @ (zie be-

wijs van st.1, 30). De bewering over lim Inf en lim sup volgt nu

direct uit hun definitie in 0.5,.

Definitie 1.1.4. Is I' een klasse, en O¢ I', dan is Q(I') de klas

se bestaande uit alle verzamelingen die In de vorm Z:>Ai (dis-

juncte vorm) met Aje T kunnen worden geschreven, (Eindige sommen

van deze vorm kan men tot oneindige maken door oneindig veel ter-
men O toe te voegen, want O is met zichzelf disjunct).

Definitie 1.1.5. Fen klasse I heet een semiring als
0

17 0e T
2° (AeT) & (BeT) = AB ¢ (') & A-B e o(T) .

Opmerking: Daar A+B=AB+(A-B)+(B-A) een disjuncte splitsing is,
volgt uit AeTl, Be I’ ook dat A+B ¢ Q(I').

Voorbeelden 1, X = (-w, w), Iis de verzameling van alle cellen
in X, en ook de lege verzameling rekenen we tot I' ., Een cel is eer
interval (a,b] (-w < ad<b< ).

2. X = Rn, I'als in voorbeeld 1; een cel 1is nu een
blokje a, <x15‘b1,.,., a, < an;bn' Het bewijs dat dit een semiring
is, 1s door inductie naar n te geven, vgl. 1.9.

3. X = (-w, x)., T bestaat uit de lege verzameling gq
alle intervallen (n,n+1] (n geheel).

4, X willekeurig. T bestaat uit de lege verzameling 5
alle éénpuntsverzamelingenen alle aftelbaar oneindige verzamelingen
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Stelling 1.1.3. Elke ring 1s fevens semiring.
Bewljs: Uit st. 1.1.1.

Stelling 1.1.4, Is I een semiring, en Q(r)= Q , dan geldt

1°. rc o

@] 4 o

27, Pie (i=1,2,...) = zj Py€ Q,
(dus AjeT (1=1,2,...) = fﬁ hyeq)

30.. PEQ,QéQ?-’::)PQEQ

4°, PeQ, A €T = P-h¢Q

(dus Be D, Ajel, . A €T = B—(Aq+ .+An) € Q)
5° Piesz(izﬂ,E,u.,), dan bestaat er cen stel disjuncte Q 's
met Qiesz, by Pi = I Qi’ Qic:Pi, Pi'Qi € Q.
Bewijs. 1° volgt uit A=A+0+0+... . 2° volgt uit 5° (aftelbaar vele

disjuncte verzamelingen ult & vormen kennelijk samen weer een ele-
ment van Q ). 3° volgt uit ( ¢ Ai>( z Bj)= L, A,B.; als de Ay's

JiTye
disjunct zijn en de B.'s ook, dan zijn de AiBj's disjunct.
4°. p = zc, (@isjuncte som, C el ). Dan P-A= 5,(C,-A). Blke
Ci-A zlt in Q , en de (Ci-A)'s zijn disjunct. Dus P-A e Q.

50. We behandelen eerst het geval dat Pi < voor alle 1. We

schrijven nu Ai i.p.v. Pi' Stel

Qu=A,, Q1=Ai—(A1+..&+Ai_1) (1>1).

Dan 1s 2 Q= ZA;, en de Q;'s zljn disjunct (x ¢ Q betekent dat 1
het kleinste getal is met x¢ Ai>' Ook 1is Qic:Ai, en Qie Q op grond

0 .
van 47, Tenslotte is A;-Qy = Ay (A 4., +hy 4 )=R (Q +...4+Qq )=
=AiQ1+"‘+AiQi—1' De termen van de laatste som zijn onderling dis-
Junct, (daar de Q's dat zijn) en behoren alle tot @ (op grond van
3°). Dus A-Q5 € Q.

Z1j vervolgens P, e Q (i=1,2,...). We schrijven P,= zjlinJ
(Aije ', met Aiink=O als J#k), Op de aftelbare collectie {AiJ}
(i,j=1,2,...) passen we het zojulst bewezen resultaat toe, We vinden
fan Qpg €0y Qg ehyys ByyQig € O, 2y Qu Byy Ay 24Py,

Qij's zijn onderling disjunct., Noem Zfaij a“Q}, Dan is Q, € Q, QiC'Pi’
2P, =2Q s En P, ~Q = EJ(Aij"Qij)' Bi, vaste 1 1s dit weer een

daisjuncte som met termen uit Q , dus Pi - QjG Q.

en alle
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Opmerking. o (r) behoelt nog geen semiring te zijn, want het ver-
schil van twee elecmenten van Q(I') behoeft niet in (2 (I))= ()
te liggen:

Voorbeeld 5. Kies de X en T van voorbeeld 1. Neen A:(O,ﬂ] , en

B=S+S,+..., waarin de S, die van 0.11 zijn (met =2en kleine modi-
ficatie: we moeten cellen nemen i.p.v. intervallen). B ligt overal
dicht in A, dus A-B bevat geen enkele cel. Ook 13 A-B niet leeg,
zodat A-B niet tot 2 (T') behoort.

Opmerking. St. 1.1.%, 30 kan worden uitgebreid tot de doorsnede
van e¢indlg vele elementen, doch niet altijd tot de doorsnede van

aftelbaar vele, In voorbeeld 5 hadden we iets van de gedaante
P eq(r), A,er(i=1,2,...), P- /: A.¢ o(r). Stellen we Q.=P- I

1
dan 18 Q¢ Q(r) (st.1.1.%, 49, en (§'1Q2Q3...=P~ z‘% Ay ¢(r).

n

p A,

1’

1.2. Maat op ecen semiring.

Definitie 1.2.1. Zij ¢ eern klasse van dcecelverzamelingen van X,

Een functie ¢ dile aan elke A €% een gegencraliseerd re€el getal
9 (A) toevoegt heet een verzamelingsfunctic., ¢ hect nilet-negatiel

als 0 ¢ 9(A) < « woor alle Ae © . 9 heet monotoon =ls
(Aez)g(Bez)a(AcB) = 9(A) <o(B) .

® hzet totaal-additief als

Aex, A, €T, A2 €T 5ees

1 [
'[- = Zi=1 Ai 3 Ai i3 d_\.uJunCt

¢ heet cindig-additief als deze conditie alleen voor eindige sommen
wordt ge&€ist,

Opmerking. In de definitic van totaal-additivitecit wordt niet ge-

elst dat elke aftelbare disjuncte som van elementen van I weer tot
5 behoort,

Definltie 1.2,2, u heet een maat op £ als

1%, w(0) =0, O0¢k(A)<w voor alle A€ 3.
°2°, Aex , Ai ex (i=1,2,3,...) -
L c Z:Ai i’-‘—} p(A) < E,\ U(Ai)-

37. Voor elk natuurlijk getal n:



1

A.'s disjunct , A D 0 oa

Aez, A, €2 (i=1,...,n)}
i 1

S b(B) Z35u(h) .

Opmerking. Daar 30 voor e¢lke n geldt, geldt het overcenkomstilige ook

voor oneindige disjuncte sommen

Stzlling 1.2.1, Iz M eer maat op ® , dan is ¢ nict-negatief,

monotoon en totaal-additiefl.

Bewljs: Monotoon: uit 27, met Ap=Az=...=0. Totagl-adlicicf: Als

33 . . o) N TS .
A= E? Ai, Ai'b dissunct, kunnen we 27 en 37 (vgl. Onmerking) toe-
passcn.,

Stelling 1.2.2. Zij u een nict-negatieve en totaal-additieve verza-
melingsfunctie op ecn semiring I , en @ = Q(T) (zie del.1.1.4).

Dan kan L op precics één manicr tot een totaaladditieve verzame-
lingsfunctie op Q worden voortgezet. Deze voortzetting is een
maat, en voldoet zelfs aan:

P, e, Q €@, P, ,'s disgunct (i=1,2,...)n -
}—éZﬂJP )< shu(ey) .

In het biljzonder geldt deze eigenschap voor Pi's &n Qi's uit T
En bovendien blijkt dat p reeds op I' een maat is.

co
y

Bewijs. Als 1 i = zj_q Bj’ cn als beide sommen disjunct zign,

i=1
dan is 7, u(4y) = p u(B ). Want AiBj= Dy Ok (Cldkr . en alle
Gy’ disjunct). Wu is A jk Cijk’ dus LL(Ai)~ Egk p(CiJk
ugBJ)= ik u(CiJk). Dat Z p(Ai) = 3 “(Bi) is, blijkt nu door som-
matieverwisseling.

We kunnen nu voor P e Q definiéren p(P)= 2? p(Ai), als P=3A,
een willekeurige disjuncte splitsing in Ai‘s uit T' is., Daar Aie Q ,
is dit de enigc kans om p op Q@ totaal-additief te krijggen. Inder-
daad is deze p nu totaal-additief, want als P = ¢ P_ een disjuncte
splitsing is (Pe @, P, € 9), dan 1s P = I A, (alle Ay 's die-

Junct), u(P)= 25 p(AiJ) en LL(PJ) =1, p(Aij), dus p(P) = = p(PJ).
Z1) nu Pie Qo Qie Q, Pi‘s disjunct, I Pi - ZQi. Op grond van

) -Q - ot s .
s%.ﬂ,ﬂ.u, 5~ kunnen we Q; splitsen in Ry+S, (Rie Q, S;€Q, RyS,= =0)
z0 dat I Qi= EZRi, Qi:gRi, terwijl de Ri’s onderling disjunct zign.

Nu is 3 “(Qi)= E[L(Ri)+ z p(Si> > I p(Ri>. We zullen bewijzen dat

w(Py) g Zu(Ri). We hebben P Ay (Aije r, alle Aij‘s disjunct?,

A

), ook

j"=
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-1

en Xip(Pi)= Zi ”J“(Aij
lopend gorummerd te hebber), dat uit A +A2+...c:R1+R2+..., Ai‘s dis-

). Te bewijzen is nu (na de Aij's weer door-

1
junct, R ‘s disjunct, A e T, R, €0 volgt dat zp(Ai)g; ZH(Ri)- We
hebben TRy eQ, dus 2ZR;- I, A, = S €0 (st.1.1.4, k7). Dase p op

Q totaal additicf is, 1s nu
e n n i . n
ZN(R-_—"L) 2"{1(5" hi) =P~( Z,\ Ai-l—S) = ZH“(A]"_) 'l'P-(S).ZZ/] U(Aj‘_)-

Daar dit voor elke n geldt, geldt E? w(Ry) 2 f? Q(Ai), g.e.d.
We geven hier cen aantal voorbeclden van semiringen met maat.,

Voorbeelden, In de voorbeelden 1,2 ¢n 3 is X willekeurig, en T' de

collectie van alle deelverzamelingen,

1. Triviale maat: p(A)=0 voor alle Acl .

2. p(0)=0, up(A)=w als A#O.

3. u(A) = aantal elementen van A (dat aantal wordt als «
geinterpreteerd als A oncindig is).

4. X willekeurig. T bestaat uit alle nul- of &énpuntsverzame-
1hogen, O T oig p willekeurig gedefinieerd (haboudens Oﬁius_m).

5. X en T als in 1.1, voorbooid 1, T hestaat uit alle cellen
a<x{ b, met -~ <a<d b<w , Dlus do lege verzameling, De functice g,
gedefinicerd op oo < X < ooy, 21 relel, monotoon niet-dalend en
overal rechtscontinu.

We definitiren nu p door w(0)=0, n((a,b]) = g(b)-g(a)

(-0 ¢ 2a<b< o). Deze p heet de Lebesgue-Sticltjecs-maat. In het

suval gat z(x)=x (alle x) krijgen we de guowone Loebesguz-maat,

We contrdleren dath Woeon meat 16, aan de hand van def. 2. De
O e

voorwaar. ey 17 arn 37 dearvult zijn cenvouliy ne corn . e Do
: : : @] . . . 1 o
perker: oty dus tot conditie 27, 215 A=(»,0), b =(ni,hig} aC L, Al

Kieg &> O, Varkort (o,b] tot A*= [a+d,b] , Zéidatwé > G,
z(s+8)-g(a)< e . Verleng A, tot Ay
g(bi+5i)“g(bi)< o1 pekeuze van 5 en b g mggelijk op grond
van de rccehtsconbinuiteit., Het compacte interval A wordt nu over-

= (ai,bi+ai), z6 dat 54 >0,

i

dekt door de open intervallen Ai’ dus wegens Helne-Borel 1is er eeén
t e . . * "
cindig aantal dat A" reeds overdekt, Dus voor zekere n

% ¥ %
A" C A,] + e +‘An .

. ¥ * 3% L
We maken nu van A de cel A door het linkercindpunt weg teo
nemen, en van A} de cel AS" door het rechtercindpunt toe te veegen,
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Dan geldt nog steeds A < Z?Ai . Hieruit volnt elementair dat
*

*
p(a™) < 23? w(hy ), dus

* K% .
p(A) < u(h” Ve le +30

Daar dit voor elke e » O geldt, blijkt dat p(A) < L w(A ).

(u([-\j-)+2—iﬁl]c) {e+ E(: L(A,).

Opmerkin; . Wanneer bijv. g(x) = x, en wanneer we voor X de verzame-
ling der rationele getallen nemen in plaats van de re€le, strandt
het bovenstaande op het feit, dat Heine-Borel daar niet geldt. De
functie p 1s dan niet meer totaal-additief: Zijy V = XN (0,1], en
21J TsTpsTqs... een aftelling van V. Nu is

-1

V ¢ (r,-2 %e,r;].

121

De maat links is 1, docli de som der maten reciits is e , en dat kan
<1 zijn.

Definitie 1.2.3. De maat p op de semirine I' heet o ~finiet als er
een rij A,'s is met X = Z?Ai, p(4y) <o (1 =1,2,...) (Er 1s dan
ook een disjuncte rij van zulke A ‘'s).

We zullen ons slechts met o -finilete maten begi_.houden (Zie
voor net niet o -finlete geval: N,G. de Brulijyn en A.C., Zaanen, Kon.
Ak.v.Wetensch.,, Proceedings A 57 en Indagationes Math. 16, p. 456-L60).

1.3, Uitwendige maat

Definitie 1.3.1. Een op de collectie van alle deelverzamelingen vanX
gedefinieerde functie p hecet cen uitwendipe maat, als

e (0) =0, 0<0(S)<w woor alle S < X.

2, monotoon (54 ¢ S5y dan o(8,) < p (S5))
3% o totaal-subadditief, d.w.z.

p(S4t8,+.0n) < p(S)+ p(Sp)+es .

p heet o ~finiet als Sq,s?,.., zo bestaan dat X = 2181 en
p(5,) < = (alle 1).

-

Voorbeeld. Zij X aftelbaar, en p(S) = (aantal elementen van S)2,
De subadditiviteit volpt uit de ongelil jkheid
2 2 2
ay +ag + .0 < (a1+a2+...)
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Definitie 1.3.2, Z1ij I een semirin. met o -finiete maat p . Voor
elke S ¢ X definitren we 1~ (3) door

W (8) =inf {w(P) | ScPe a(r))

(vgl. st. 1.2.2). Het infuimum bestaat, want er bestaat minstens één
dergeliljke P, daar u o-finiet is. Als voor alle betreffende P's
L(P) =« is, is met het infimum o bedoeld).

¥*
B heet de door (I , p) voortiebrachte uitwendige maat.

2 ’)(— 3 3 a °
Stelling 1.3.1. p 1is een o-finiete ultwendire maat.

Bewijs. 1e. Daar steeds u (P) > O is, geldt 0< u (8)< = voor alle S.
Daar 0 ¢ Q@ (r), u(0) =0, is ook ¥ (0) = O.

2e. Is 5,c S,, dan is y° (5,) = inf V., u (8,) = inf Vy,
met getallenverzamelingen V1 en V2 waarvoor geldt'V1:D V2. Daarom 1is
inf V,I < inf VE'

3¢, Kies 81,825... willekeurily . We bewijzen dat

v

3

1ﬁ( 2?81)5; 5 ju*(si). Neem aan dat Z? b (84)< = (anders is er
niets te bewijzen). Kies & > 0, en P, @ (T') zo dat H(Pi) <U*(Si)
+27% L 21y P = 2Py, dan is P e a(T) (st. 1.1.4), P o 5%s, en
w(P) < =7 u(P;) (st. 1.2.2). Derhalve is u (S) < u(P)

_gzﬁu*(si) + xﬁz‘le. De lastate som ise , Daar ¢ willekeurig is,
volgt net gestelde.

-

Stelling 1.3.2., Als T een gemiring is met o-finlete maat ﬁ , dan
K3

is B (Q) = ®(Q) voor alle @ € Q (I').

Bewijs. Voor alle Pe Q(I') met P> Q geldt n(P)> u(Q) ( u is mono-
toon op Q , st. 1.2.2). Voor minstens één P (nl. Q zelf) is u(P) =

*
E(Q). Dus p° (@) = 1of p(P) = p(Q).

1,4, Meetbare verzamelingen, In deze paragraaf is u% cen o-finiete
uitwendige maat op X, niet noodzakell jk atkomstiyg van een maat bp een
semiring. We zullen nu meetbare verzamelingen defini&ren; de meet-
bare verzamelingen blijken een 0 -ring te vormen, en p* ig daarop

een maat.
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Definitie 1.4.1. Eén E c X heot meetbaar als voor elke S < X geldt

R*(S) = uw*(SE) + u*(sE') . (B' = X-E)
De collectic van alle meethare E's wordt met A aanpezgeven,

Opmerkingen, Deze definitie (van Caratheodorv) vorvanst het invoeren
van net begrip meetbaar via de¢ inwendige maat (vil., 0.2), die in

de gegeven situatie niet direct kan worden aangegeven. Caratheodory's

definitie 1s misschien niet erg doorzichtis, maar wél zeer handelbaai.

Stellin. 1.4.1. 0e A , X € A
Ee A= E'e A,

Stelling 1.4.2. E;e A en B, ¢ A , dan E, + Ey ¢ A .
Bewi;é. 213 S w111ekeurig. S,l =3 - E1 - EQ, 82 = Eqs, 83 = S?g - Ej,
Dan zijn 84,82,83 disjgunct, S, + S, + SB = 5. We hebben 5 = SE, + SEj-
=S, + (Sq+83), dus  p*(S) =p*(S,) + p*(81+83). Verder is
= 3 A 20 = a I

S, + S3 = (S,|+b )E2 + (54+83)EE ; 83 + 8,4, dus u*(o,‘-l-SB)

p*(S ) + (Sq). Dus u#(S) = p*(Sq) + p*(Sg) + u*(SB). Vervol-
gens is S, + 53 (82+83) (SE+53)L’ = S, _83, dus p%(82+83)

+
n (qg) + u *#(S. ). Dus ;1*(8) = p9(52+53) + H*(S,])
b )) + u%(‘(u1¢nd)‘), g.e.d. Blj dit bew:.js is niet

158 "( 3 ( L 1

gebrunkt ddt p* cen uitwendipge maat is,

Stelling 1.4.3. A i een rine (en zelfs cen Boole-algebra).

Bewljs,., Zie def, 1.1.1 en 1.1,2, Na de vorige stellingen valt nog
slechts te bewijzen dat het verschil van twee E's ult A wecer in A
lipgt, Is Eq €en Ege Ly O ois Eq—Eg = (B}4E
vorige stellingen toepassen,

y 2)‘. Nu kunnen we de

Stelling 1,44, Is B eh , Eje b, BjLy =0, 8 X, dan is

2 172
o () n I . \ . \
1m. {L*(D(h4+E2)) = u*(Sﬂq) b u*(SEE) .
2 . [J.*(E,]+E2) = ;_L%(E )+ p*(E?) .

Bewlis. 1. p*(S(E +Ey)) = wx(S(E45,)E,) + wx(S(E+Ey)EY)=

L*(SE,) + wx(SE,).

o, Pas 1’ toe met S = X.



Stelling 1,4,5. Is Eje & (i = 1,2,...), E;E = 0(1 # 5), Sc X,
dan 1s

0 = 5™ Qo
17 ux(S 1 I‘ = p*(bLi) .

S
Q oo
2‘ P /‘h‘l Q .A. °
O co

Bewijs. 1. Wegens de monotonie van Q* is  u*(S ZjEj)Z pH( S Z?Ei) =
z 2 (oEl) (het laatste door herhaalde toepassing van de vorige
stellinb). Dus -?u*(SEi) < wH(8 TE;) voor elke n, en daarom
1u *(SE,) £ w*(8 S:Ei). Daar p* totaal-subadditief ig, zeldt ook
het tekcn in anderc vichtin, dus het gelijkteken,
2", Wegens B, + oo + 2 € 0 geldt voor elke 5

p*(S) = p* (3 ZﬁEi) + u*(S(E%...EA)) .

Wegens de monotonie is dit
> px(s zﬁEi) + p*(S(ELEL..L))
Wegens st, 1.4.4, 17 18 ce cerste term Z?LN(SEi). Nu geeft n- oot
n !
p*(s) > qui(Shi) + W (S(EAELee ) o

Toepassing van 1e levert

IJ.*(S)_?__ !l%(S(E,]+E2+o-0)) +p*(S(E,]+E2+.-o),)o

Uit de subadditiviteit volgt het teken ‘n andere richting, zodat
we het gelijkteken inebben,
0
39, Neem S = X in 1..

Stelling 1, 4.6, A is ecen o =-ring, en p*.s een maat op A

Bewljs, Daar A een ring is, dus een gemiring, 1s elke aftelbare som
van elementen van A ook alg disjuncte som te gchrijven (st. 1.1.4,

()

20). Wegens st, 1.4.5, 2 izt dle weer in A, dus A im cen o-ring.

We controleren vervoleens def., 1.2.2 voor u¥ en A, Daarvan is
19 triviaal, 2 volgt urt monotonie en subadd:tiviteit van u* . 30
volgt uit p*(Eq)v+ coe *+ p*(En) = u*(E1+...+En) (st. 1.b4.4, Ey'e
disjunct), en verder ult monotonie.
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Stelling 1.%.7. Is Ao X, p#(A) = 0, dan A meetbaar.

Bewijs. Voor elke Sc X 15 p(SA) ¢ p*(A)=0 (monotonie), dus wx(SA)=0,
Verder is p*(SA') < u*(S) (monotoniec), dus upx(3) > w(SA)+ ux(SAt).
Wegens de subadditiviteit geldi ook < , dus =, Duz 4 1s meetbaar.

Door het voorzaande toe te passen op de ultwendige maav MY
voortgebracht door cen maat @ op een semiring T , breiden we deze
maat dus uit tot ecen maat op een o-ring A die ' omvat (vgl. sit.
1.6.1). We zullen op A weer p schrijven i.p.v. p¥*, D& overgang
van (I', p ) op (A, p) zullen we et Lebesgue-proces noemen, en we
schrijven (', p ) L (A, p). In het bijzonder geeft voorbeeld 5 van

1.2 aanleiding tot de Lebesguc-Stieltjes-maat op cen klasse van
meetbare verzamelingen op (- w0, ), en in het bijzonder geeflt

z(x)= x de gewone Lebesgue-maat,

1.5. Rijen van meetbare verzanclingen, Als p*cen ultwendige maat

is, en A de klasgse der meetbare verzamelingen, dan is p¥* een maat
op de o=-ring A . Het volgende geldt algemeen voor elke maat op een
o-ring, onafhankelijk van de oorsprong daarvan. We zullen de o-
ring door A voorstellen, de elementen door E's ¢n de maat door u .
Stelling 1.5.1. 1Is B ,cByz oo., E - E dan 1s p(En) - u(E).
Bewljs. E=E1+E2+...=E1+(E2»E1)+(E3—E2)+..., en de laatste som 1s
disjunct, Dus u(E):llmnqm) {u(E)~ku(E2—E1)+...+ “(En"En-ﬂ)} =
= lim__ **(E1+E2‘Eq+'--+En‘Enmq): lim p(E ).
(

Stelling 1.5.,2., Is F4i7E2:>..., N )
w(E,) - w(E).

Bewljs. Eq'En nadert niet-dalend tot Eq—E, dus op grond van de vori-
ge stelling is u(Eq ~E ) - u(Eq-E). Daar u(Eq) { e 13, en p addi-
tief, volgt het gestelde resultaat direct,

Opmerking., De conditie u(Eq) {w 1is niet overbodig., Is bijv.

En=(n,<n), en W de Lebesgue maat op (-, o), dan is E - 0 doch
R(E ) » o . _

Stelling 1.5.3. Is E e A, den lim inf u(E ) » u(lim inf E ).

Bewijs. Is Dn=E : ., dan nadert Dn monotoon niet-dalend tot

nn+lt
lim inf En' Dus




(lim inf E ) = lim p(D.) < lim inf w(E,);

de laatste stap gzeldt wegens D cE .
We geven een voorbeeld waarbij het teken > geldt:

Voorbeeld 1. Lebesgue-maat. E =(0,2] als n cven is, en (1,3] als
n oneven is. Nu is lim inf w(E )=2, p(lim inf E )= w((1,2])=".

Stelling 1.5.4. Is E €, u(E1+E
lim sup w(E_ ) < w(lim sup E_).

2+,,,) {«w , dan is

Bewljs. Vorm complementen t.,o.v. E +E2+..., en pas de vorige stel-

1
ling toe.

Voorbeeld 2. E_'s als in voorbeeld 1. We hebben 1lim sup p(En)=2,
en R(1lim sup En)= R((0,3])=3.

Uit het volgende voorbceld blijkt d=t de eindighoiasconditie
in st.1.5.4 niet overbodig is.

Voorbeeld 3. Is E_=(n,n+1] , den iz lim sup R(E_ )=1, doch
w(1lim sup En)= k(0)=0.

3

1 0
een vaste A ¢ A liguen men p(e) 0o, dan o dg {""('T":"n} s ().

Stelling 1.5.5. Al B_¢ A, (o=1,%,...), 5 =6 <o als nile by 10

Bewljs. Op grond van d¢ helde vorige stellingen is
w(lim inf En).g lim inf “(En) £ lim sup u(En)_g p(1lim sup Bn)‘

Daar de uilterste leden geliik zijn, zijn de binnenste het ook.

1.6. Reguliere uitwendige maat. 71 ¥ cen  o~-finiete ultwendige maat

“

op X, niet noodzakeliljk afkomstis van cen maat op een samiring. Met
behulp hiervan definicrern we zen @-ring .A van t.o.v. p* meetbare
verzamelingen, en daarop 1g p¥ cen maat (st.1.4.6). We hebben daar-
mee een Semilrving met maat, en daarmea kunnen we volgens def.1.3.2
Wweer ¢en ultwendige maat op X defini&ren. Deze noemen we W¥* |

Definitie 1,6,1. De uitwendige maat {y*heet regulicr als p*(s)=
= pu**(8) voor alle ScX, terwiljl bovendien u* e-finiet is.
Opmerking. p**(S)= inf {p*(E) | Ee A, EDS}. Voor al zulke EDS
is p*(E)> w*(S). Dus px (S)< u**(S).
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Verder is psx(E) = p*(E) voor alle Eer (st.1.3.2).

Stelling 1.6.1. 2Zij u een o=-finiete maat op een semiring T , en

zlj p* de (volgens def.1,3.2) door p geinduceerde ultwendige maat.
Dan is u* regulier en T o Q(DP)e A , terwijl pw = pwx op o(r).

Bewijs. We korten Q(r) af tot 0 . Dat p=w op Q , werd al in
st.1.3.2 aangetoond. We bewijzen nu cerst dat Q- A . Daar A een o~
ring is, 18 het voldoende te bewijzen dat T A, Z21) Ae ' . We moe-
ten bewiljzen dat wpx(S)= p*(SA)+ u*(SA') voor alle Sc X, cn wegens de
subadditiviteit is het voldoendc hier > te bewljzen,

Als P>S, Pe q , dan 1s wegens de monotonie

u*¥(SA) + p*(SA') < wH(PA) + ux(PA').

Daar PA'=P-Ac @ (st.1.1.4, 40), daar p=p*xop Q , en daar p addi-
tief is op @ , 1s het rechterlid gelijk aan w(P). Bij elke e> O
kunnen we P zd kiezen dat  p(P)< p*(S)+ e. Dus ux(SA)+
+ p*(SA') < p¥(S)+ e . Daar het voor elke € > O geldt, geldt het ook
voor .e=0, Dus Q@ c A 18 bewczen.

Vervolgens merken we op dat @ (A)= A (want A is een o -ring),
zodat

w¥*(8) = inf {p*(E) | Ee A , ED S} .
Wegensg Qc A 1is dit hoogstens
inf {p¥(P) | P co, Pm S},

zodat dus p*¥S) (p*(S). Uit de opmerking na def. 1.6.1 volgt nu
dat px = p¥*, dus p¥ is regulier.

Stelling 1.6.2. Elke reguliere ultwendige maat p¥* wordt geinduceerd

door een g-finiete maat op ecen scmiring.

Bewijs. Daar p* regulicr is, is p“=p**, en p**1is de ultwendige maat
geInduceerd door de p* , hetgeen een maat ig op de t.o.v., p*¥ meetbarec
verzamelingen,

1.7. Maatultbrelding.

Definitie 1.7.1. Onder een maatrulmte verstaan we cen ruilmte X, waar-
in zowel een gemliring I als een maat p op I' zljn aangegeven, De
maatruimte wordt met (X, r, u) asngeduld (eventueel afgekort tot

(r, p)). Zonder het erblj te zeggen, zullen we steeds vercnderstellen
dat p o-finiet is,



LE 22

Definitiec 1.7.2. De maatrulmte (Xq,Pq,yﬁ) heet een voortzetting
van (X,T,u) (notatic (X,Tou) < (X, 5T, 1)) als

0 -
1. L=
0

2, r,oT (d.w.z, als Aer, dus AcX, dan 1is ook Ac Xy, ©n
we elsen dat A e Pq).
30

> X,

. p1(A) =u(A) voor alle AeT.

Opmerking., Als (X,P,u)c:(Xq,Pq,pq)c (XE’PE’”E)’ dan ook
(X,PsP«)C (KQ:PQ:UQ) .

Voorbeelden 1. Elke (X,p,p) kan worden voortgezet tot (X,A,p*) door
het Lebesgue-proces, nl, door, uitgaande van de door (X,T,u) geindu-

ceerde ultwendige maat p* , de o-ring der meetbare verzamelingen
A te nemen. Deze p* op A zullen we later weer @ nocmen,
Herhaling van het L-proces leidt tot niets nieuws: Als

(X,r,u) L (X,A,u), dan (X,A,u).g (X,A,1). Volgens st.1.6.1 gaat
deme tweede stan immern vin dezelfde ultwendige maat als de eerste
stap.

2, 21y X=(=0o, ), r, , de collectic der cellen (a,b]

met uq((a,b] )=b-n, Voor r nemen we do cellen (n,n+1] , met n
geheel, en p-maat 1 (in beide gevallen ncemen we ook de lege verza-
meling op). Nu is (X,D,u)c (X, Pq,uq). Het L-proces, toegepast op
(X,r0,1) levert hier minder on dan (X,I’q,uq). Go na dat

(X,T.e) 45 (X, o(r),n) in dit gevol,

Definitic 1.7.3. (X,,u) en (X,I‘q,pﬂ) heten equivalent als ze de-
zelfde uitwendige maat induceren, In dat geval leiden ze via het
L-proces tot dezelfde maatruimte.

Stelling 1.7.1. Nodig en voldoende opdat (X,T,p) en (X, Pq,pq)
cquivalent zign is dat

Ae D=’y (A) ¢ u(B) en £ el =ua,) < ug(a,).

Bewljs., "Nodig" is triviaal (in beide gevallen het gelijkteken;
bedenk dat p=p*op ', en b= w% op Pq). Nu "voldoende", Neemn
de genoemde implicaties als gegeven aan. Voor P e Q(I'), P= & Ay
(disgunct, AyeT') geldt v (P) _gzuﬂ(Ai) (want p*1 totaal-subaddi-
tief) < zu(A)= u(P). Dus voor ScX is W (8)=inf { u(P) |P>s,

Pca(r)} > inf { uq(P)| P>S, Pe @(r)}. Daar pﬁﬁ monotoon is, zijn
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al deze uﬂ (P)'s > ;ﬁa(s), dus ook hct inf. Dus p*(S)> *%(S). Met
dezelfde argumenten bewijzen we p'< p? , dus pf= p?

Stelling 1.7.2. 2ig (X,T,u) 5 (X,A,1), en (X,T,u)c (X,Pﬁ,uq)c (X, Ay ).

Dan zijn (X,T,u) en (X,P4,mp equivalent.

Bewijs. Uit (P,p)c:(Pq,uq) volgt dat u*> ﬁ}. Uit (I 1,u1)c:(A,p)
volgt dat @2,3 n*¥* o Daar p¥ regulicr is, iz v =p¥ , Derhalve
*_ %

W=l

Voorbeeld 3, Een voorbeeld van cen ', tussen T en A 1s de door

/'
I voortgebrachte Borcl-ring, d.i. de¢ klcinste o-ring die T' omvat,

In het geval van de gewone Lebesgusz-maat kan men bewiljzen dat deze

echt tussen I' ¢n A gelegen is.

1.8. Approximatie van mcetbare verzamelingen,

(X,1m,u) E,(X,A,u)ﬁ Dan is er bij elke E e A een
ot P oea(r)(n=1,2,...), im P DE, (P ) - u(¥)
voor stijgende rijen is iets dergelijks niet

Stelling 1.8.1. 21
rilj P1:>P2:;..,, 206
en p(lim P -B) = O

waar, de lim P_ zou dan trouwens zelf weer In Q(r) liggen).

5
(

Bewijs. We nemen cerst aan dat LL(E) < e 18. Wegens de definitie
van ultwendige maat is  p(E)=inf {@(Q) Qe (r), Q“VE} . bus er
is een rij Q ,Q,,... met Q ¢ Q(r), @ DL, “(”n>” u(L). Neem nu
P =Qq...Q, , dan is PiiPooeees Pn»JL, u(Pn)g_p(Qn), dus
w(P,) = w(E).
Daar W(E) <o, is u(Pn) (e op den duur, dus (st.1.5.2)
u(Pn)—» p(lim Pn) Ook lim P _-E is meetbear, en Eclim P_, zodat
w(lim F_-E)= p(lim P_)- u(E)=0.
Vervolgens ncmen we u(E): « , Daar p o-finiet 1s, bestaat cr

een rij A A5, ..., met B AL=X en “(Ai) < o , We passen nu het

2 ] & [ ¢ BA, Tow We inden de Fo.te 2T - -
voorgaande op elke A, toz, We vinden dan kn1 s met an_)Png_g...,
Pni € Q(P), Lim | PnL,J Ghy, p(lim o P -EA )=0. Neem nu

=5 121 Pni’ waarvoor het gcvraagde gemakkelljk te bewljzen is,

Definitie 1.8.1. Is Ee¢ & , Fe A, don hect u(EAF) de afstand
van E tot F.
Stelling 1.8.2, Is BeA, ReA, Ge A, dan is

L(EAG) < p(EAF) + p(Fac) (drichoeksongelijkheid).
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Bewijs. EAG = (E-G) + (G-E) = (E-G)F + (E-G)F' + (G-E)F + (G-E)F'
c (F-G) + (E-F) + (F-E) + (G-F) = EAF + FAG.

geen metrische ruinte te zijn, want u(E)

<@

Opmerking. A behoeft nog

kan oneindig zijn, en uit p(EA F)=0 behoeft niet E=F te volgen.
Wanneer we echter verzamelingen met afstand O identificeren, is de
collectie der mcetbare verzamelingen met eindige maat wel een me-
trische ruimte.

Stelling 1.8.3. 213 (X,T,u) = (X,A,u). Zij E meetbaar, en p(E) < « .
Zij e > 0. Dan is er een eindige disjuncte som z? Ay (AieI*), z4
dat

m .
R(EAx ; Ay) < e

Bewijs. Blijkens st.1.8.1 is cr een P, € Q(r) met POE, p(Pn~E)K ie.

(o]

1

eindig is, is er cen m zd dat u(Pn— z
m

toe op E,Pn en zq Ai.

Verder is Pn= X

I3 @ N Q =) . - e
Ay (disjuncte som) met u(p, )= L, u(Ai). Daar (P, )

? A;)<%e . Pas nu st.1.8.2

Definitie 1.8.2. (X,T,u) heet separabel als er een rij B sEps ...
bestaat (Ene A), 26 dat er bij elke E€ Amet p(E) < = en elke e> 0
een n bestaat zé dat p(EAE. ) <e.

Stelling 1.8.4. Opdat (X,I',p) separabel is, is het voldoende dat
1sEps ... bestaat z4 dat er bij elke Ael met W(A)< =
en bilj elke ¢ > 0 cen n bestaat zd dat u(Aszn) <e .,

Bewijs. Zij V de klasse bestaande ult alle verzamelingen die de

er een rij E

vereniging zijn van eindig velce En's. Dan is V aftelbaar,

Volgens st.1.8.3 is er bij elke E e A met p(E) < = een cindige
som z:f Ai te vinden die tot E een afstand >§é heeft. Volgens het
gegeven kunnen we elke Ai benaderen door een der E.'s, met

p(AiA Ej)< e/2m, De vereniging dezer Ej's heeft tot 212 A
stand ¢3¢ , dus tot de gegeven E een afstand < € .

1 cen af-

Voorbeelden 1, Als T aftelbaar is, dan is (X,P,Q) separabel. Neem
nl, voor de Ei's de elementen uit I zelf.

2. De Stieltjes-Lebesgue-maatruimte (zie 1.2, voorbeeld
5) 1s separabel. Als separerende collectie kunnen we de intervallen
(r,s] nemen met rationale eindpunten. Daar de functie g rechtsconti-
nu is, kunnen we bij gegeven A=(a,b] de r en s 2z dicht bij a resp.
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b (en wel rechts van a resp. b) nemen dat p((a,b] A (r.s}) =
g(r)-g(a)+e(s)-g(b) < e is.

1.9. Cartesisch product van maatruimten.

Definitie 1.9.1. a. Zijn X en Y willekeurige ruimten, dan 1s het

cartesisch product X xY gedefinieerd als de verzameling van alle
paven (x,y)(xeX,ye€Y).

b. Is ch:X, Szc:Yj dan is Sq
bestaande uit alle (x,y) met x 651, v € 82.
0

X 82 de deelverzameling van X xY

c. Zijn ¢) klassen van deelverzamelingen van X resp. Y,

17 72
dan is 0, x 8, de klasse van alle S, x S, (81E @1,826(32),
d. Zijn @1 en @2 verzamelingsfuncties op @1 resp. @2, dan

is ¢ = qu(pg op ‘gqx 05 gedefinieerd door

9(8) = 9,(5,)9,(3,) als 8,€ 0,5 Sp€0,-

¢, In VcXA xY, xe X,

o

dan 1is sz{yl(x,y)e V } . Analoog definié&ren

Voorbeeld. I'y= klasse ven alle cellen op (-0, 0), plus de lege ver-
zameling (i=1,2). Dar is rax Ty
nale cellen, plus de lege verzameling.

de collectie van alle tweedimensio-

Stelling 1.9.1., Is L, een semiring in X, I' 5 een semiring in Y,

dan is T = P1><P2 een semiring in X x Y.

Bewijs. Het is triviaal dat Oe I' ., Stel nu C,=A;x By €T (i=1,2).

Dan is
CCo= {(x,7)] (xe Ay & ye BQ & (x ¢ Ay &y EBQ)} s

dus C,Co=A A xB, By e 0(I,)x Q(Ty), en het is gemakkelijk in te
zien dat lantstgenoemde collectle een deel van Q(I') is.
Verder 1s direct in te zien dat

C =Co=(A,-Ay) % BB, + (Aq—Ag)X(Bqnaz)+ A1A2><(B1—B2),

en deze drie stukken zijn disjunct. Elk ligt in Q(TI'), dus de som
ligt in Q(r) (zolang nog niet bewezen is dat ' een semiring is mo-
gen we dit alleen met disjuncte sommen doen).

De volgende stellingen zijn voorhereidingen tot stellirg 1.9.4.
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Stelling 1.9.2. Laat (X,Pq,uq) en (Y3P25M2) maatruimten zijn, en
71j Ay €T,, B €T,, Cy=A,xB; (i=0,1,...,n). Laat C .,C_ dis-

1° n
gunct zijn, ev

Dan is N
O,...,N) dan kunnen we ZS Ay schrijven als
disjuncte som 5, A (AJE Pq) z4 dat elke A, de vereniging is

Bewijs. Is AjeT, (i

8

van aftelbaar vele A9's. Dit is gemakkelijk door inductle naar N
te bewljzen, Voldoet 549 voor N, dan kunnen we .in het geval N+7

g
schrijven
N+1 ) J oof
= (A A - - - AYA X LY
: o hy = (AN+1 Bg=eee AN) toIq Bygq ¥ zﬂ(A AN+’I>’

en e¢lke term is weer disjuncte som van aftelbaar vele elementen van

T, (vgl. stelling 1.1.4, 4°),

}

We passen dit nu toe met N=n, zowel voor A "’“‘An als voor
Bo"“’Bn' Elke A. xB is nu de som van aftelbaar vele AJka’s Big
gegeven J en k Z?l AJ><Bk hoogstens in één der A xB m@t 15_15 n
voorkomen (daar Cqse..,C disgunct zijrn), en als A%<B in één der
Aix Bi voorkomt, komt hij ook in on BQ voor. Beide leden van de
te bewljzen ongelijkheid zijgn nu te schrijven als som van termen

Hq(AJ) ME(BK), en c¢lke term links komt ook rechts voor. Alle ter-
men die rechts méér voorkomen zijn > 0, zodat de ongelijkheild be-
wezen 1s.

Definitie 1.9.2, Laat (X,I',u) cen maatruimte zijn, en B(x) een uit-
spraak over een variabel punt xe¢ X. We zeggen dat B(x) bigna overal
geldt, of dat B(x) voor biina alle x pgcldt, of

B(x) (p.p.)

(p.p. is afkorting voor presque partout), als er een V is met
WX-V)=0 zd dat B(x) geldt voor alle x eV. Is Sc X, dan zeggen we
dat B(x) voor bijna alle xe S geldt als B(x) geldt op een verzame-
ling V met p(S-V)=0.

Voorbeeld: Bij de gewone Lebesguemaat op (- o, ) geldt dat bijna
elke x irrationaal iz,

Stelling 1.9.3., Laat (Xjrq,uq) en (Y,Pg,pg) maatrulmten zign. Zij]
Oca<dew, 0<b <o, Aczxq,uﬁ(A) >a. Laat V een deel van X xY zijn.
Voor bijna elke xe A zij ugV&) >b. Is tenslotte V ¢ Z:AixBi




LE 27
(Aie Iys By EPE), dan is

o0

Bewijs. Zij A, x B;=C.; sn=z? C, en 8,.=(8,). Voor elke x is 5.,
de som van cen aantal der B, (nl. met de 1's waarvoor 1¢idn en
L is). Biy vaste x is{SnX}een niet-dalende rijg; zij lim SnX=K(X).
Wegens het gegeven is K(x)2V,, dus ug(K(x))Z;AZ(VX). Voor bijna
elke xe A is dus p,(K(x)) >b. Dus biy bigna elke x¢€ A is er een
(s,

index n_(x) 24 dat 112 L) > Db voor n>n_ (x).

Ziy D= {x “2(Snx >b}. Dan is{D }nict-dalend, en 1lim D
omvat bijna de gehele A, We hebben D ecz(rq) (wordt hierna aange-

toond), dus lim uq( )>u1(A)> a. Er is dus een speciale n met
“1(Dn)> a. , ,
Laat A, +...+A  gesplitst zign als disjuncte som £Ad (ade Pq)

z4 dat elke Aj~ een dl)dunct som van aftelbaar vele AJ'S is (zie
bewijs van sgtelling 1.9.2). Op elke Ad is nu S, . constant, we noe-
men deze constante verzameling SJ. Deze SJ is de som van een aan-
tal Bi S g bJ 2:16 X B , als K = 1\ AJC:A }. Uit de definitie van
Dn volgt nu dat Dn J do som van een aantal AJ'S is. Dus Dn is meet-
baar. Dit geldt voor elke n; van nu af aan bedoelen we met n ech-
ter de sgpeciale n.

We splitsen ook gP B als disjuncte som g Bj, zé dat elke B

/1

som van een aantal BJ'S is. Laat ka het aantal i's zijgn met AJC A

k

B c:Bi, 1<idn, 21 qjk=1 als ka >Q,1q3k_o als ka_O Dan 1s

n e T J k pd k
21 H/](Ai) UQ(Bi) = by K pjk 1(A ) U‘Q(B ) 2 EJ quk U/]( )HQ(B )
Is j 26 dat AY in D, ligt, dan is daarbij wegens §d= |

3 k
daan aan L9y ho(B7)= 1 (S ) > b. Dus
» )
(89)

Dyobg(Ay) wp(By) 2 prlwy

k
JkB vol-

waarin het accent aangeeft dat alleen j's met Ajc Dn worden genomen.
Het rechterlid i1s b “1(Dn) en dat is groter dan ab, q.e.d.

Stelling 1.9.4. Zijn (X,Pq,uq) en (Y,Pg,pg) o-finiete maatruimten,

i = X ~{ini 2l =
dan 1s u b *H, een o finiete maat opT qul“g.

Bewljs. We controleren de eisen van definitie 1.2.2 en definitie
1.2.3.




LE 28

19, w(&xB) = w (&) u,(B) >0, en 1(0) = k(0x0) = 1,y(0) uy(0)=0.

2°. 21j Cer, G eT, C=AxB, C;=A;x By; A,A €T 5 BB € Tp(i=1,2,...);
C c zjci., Te bewijzen 1s dat I k,(A;) bo(By) 21q(8) uo(B). Als
u,‘(A)=O, of u,(B)=0 1is dit triviaal. Zijn beide maten positief,
dan kiezen we 0< a < p,l(A), 0 <b <u,](B), a en b eindig. Was
z wq(Ai) uo(B;) < uq(A);xg(B), dan konden a en b bovendien zo ge-
kozen wo-den dat % “1(Ai) u,(By) <ab. Dit is in strijd met stel-
ling 1.9.3 (kies V=Ax B).
30. Uit stelling 1.9.2 volgt direct dat aan de derde eisg van defi-
nitie 1.2.2 is voldaan,
4o, W, en By zign o-finiet. Dug er zijn rijen A, en By (i=1,2,...)
met Aje T, ByeT o, M (Ay) < oo, ups(By) < o, p7A =X, r%B,=Y. Het
is nu duidelijk dat I A, x BJ=X xY, terwijl “(Ai><Bj) { & voor
alle 1 en j.

Definitie 1.9.3. Zijn (XﬁPq,ﬁq) en (Y,Pe,ug) maatruimten, dan
wordt met (X,Pq,uq)x (Y,r5,1,) bedoeld (Xx ¥, T, x Tp, b x Ho) s

wat volgens stelling 1.9.4 weer een maatruimte is,

Z1j o de ring der meethare verzamelingen in (X,Pq,uq)x(Y,Pgﬁpg),
dus (XxY, T, xTp,u) = (Xx¥,4,u). Deze A is niet altijd ge-
1lijk aan A = Aq X A2. Niet elke A1><Bq+A2 ng behoeft een ABX B3
te zijn, zodat A geen ring behoeft te zijn. Het is blijkens stel-
ling 1.9.1 wel een semiring, en we kunnen daarbij weer de meetbare
verzamelingen in X xY gaan zoeken. Dit leidt tot hetzelfde resul-
taat als met Pq X Tyt

Stelling 1.9.5. Onderstellingen als bij stelling 1.9.4. Verder

L | | ul) B (v,
(rgaeg) > (K a0) 5 (Ylpes) 3 (Tohs,up)
(X,Aq:k’v‘) X(Y:A2>U2) = (XXYJA’V)'

Dan is (X xY,rp) c(XxY,A,v) en (XxY,D,u) ~ (X xY¥,A,v),
(vgl. definitie 1.7.2 en definitie 1.7.3; ~ betekent "equivalent').

Bewijs., De eerste bewering is nagenoeg triviaal. Voor de tweede
moeten we volgens stelling 1.7.1 bewijzen

1%, vH{AxB) < u(AxB) als Ae Iy, Bel,,

2%, WExF) < V(ExF) als Eeh,, Feh,.
Hiervan is 1° triviaal daar (r,u)c (a,v): bij vergroting van de
semiring kan de geinduceerde uitwendige maat niet toenemen.
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om 2° te bewijzen onderstellen we eerst dat uq(E) < ooslig(F) < oo,
Kies a> w,(E), b > uo(F). Kies P €0 (r,) met P>E, uq(P) <a, en
QeR(r,) met QoF, u,(0)<b. Gemakkelijk blijkt dat PxQ>ExF,
en w(PxQ) = uq(P) ug(Q) (splits P resp. Q als disjuncte som van
elementen van T, resp. r',). Dus w(PxQ)<ab, zodat R (ExF) <ab,
Door geschikte keuzc van a en b is ab willekeurig dicht bij

uq(E) uz(F)z v(ExF) te krijgen, zodat we 2° hebben bewezen in het
geval dat E en F eindige maten hebben.

Als uq(E) en u ,(F) niet beide eindig zijn, splitsen we zo-
wel E als F als dis_uncte aftelbare som van meetbare verzamelingen
met eindige maat: E= L Ei’ F=§3Fi.(Dit gaant met behulp van een
disjuncte splitsing van X resp. Y in verzamelingen uit I‘,l resp. P2
met eindige maten). Nu is

*
v (ExF) <z, Lou (EixE‘.)g_ZiZJv(Eix FJ.) =

= Zi Z Hﬂ(Ei) HQ(F

] ) = u,(E) uo(F) = v(ExF).

J
In het bovenstaande hebben we nog de verschillende symbolen

poen v gebrulkt, om de uitwendige maten uit elkaar te houden. Nu

stelling 1.9.5 echter bewezen 1s, kunnen we overal p gebruilken.

Schema
L ,
(Pasu,) 3 (A, ,0,) cartesisch
( ) 1) L (h,, q)} product ~ ~ (hgxdosb)
T Aok = (A, 1
2°72 2272 'L
(r,.u,) e .
1°71 cartesisch L
} product (P1XI12’“) = (8,0)

(Pgsﬂg)

Definitie 1.9.3. We zullen (A,p) noteren als (X’Pq’“q)'(Y’PQ’HE)‘

In de volgende stelling zullen we maatrulmten door kleine gr k-
se letters voorstellen, zodat de zojulst ingevoerde notatie zegt dat
ax B E af ., En ult stelling 1.9.5 kunnen we afleiden:

Stelling 1.9.5%. Als @ ~ o, B ~ f dan axp~o! XpB1,

De L-ultbreiding van axp hangt immers slechts van de L-uitbrei-
dingen van « en B af. _
Stelling 1.9.6. Zij a1=(Xi,Pi,ai) voor 1=1,2,3 een sigmafiniete
maatruimte. We identificeren X, x (X ><X3) met (X, x X)X X3, €D

1 2 1
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schrigven in beide gevallen X1><X2x X3 (door (Xﬂ’(XE’XB)) en
((quxg),xj) beide als (Xq’xz’x3) te schrijven). Dan is dus ook
&, X (agxch) = (on,]xa,e)xon3 ,
en beide leden zijn te schrijven als %, % a2><a3.
L
oc,lxagxch =3 Y

3

Als nu

dan is ook (oa,]ct,e)ot3 = oc,‘(oc,aaB) = v.

Dit doet inzien dat het er niet toe doet in welke volgorde we de
operaties "cartesisch vermenigvuldige.'" en "Lebesgue-proces'" uit-
voeren, als we macr weer eindigen met cen Lebesgue-proces.

Bewijs. Daar 22><a3 L ¢y a3, gildt a2><a3,~a2a3, zodat nu blijkens
stelling 1.9.5% ook o, x(agaB) % Yy . Derhalve is

ot,\x(oc2 ><oc3) c a,‘x(aga}) c Y.

Daar het eerste 1id tot L-uitbreiding y heeft, is volgens stelling
1.7.2 het tweede 1id met het ecrste equivalent. Dus aq»x(a2a3) L Y.
Per definitie ig echter aq(a2a3) de L-uitbreiding van uqx(a2a3),
zodat vy =aq(a2a3). Op dezclfde manier toont men aan dat vy =(a1a2)a3.

Met het oog op latere toepassingen gaan we nog wat dieper in
op het product van twee maatruimten.
Stelling 1.9.7. Lait (X,Pq,qu en (Y,l“’?_;ug)T o-Iiniste maatruimten
zign, en laat T, = A, Ty Sl Ayxhgy S AL 71y Be i (zodat

a
TcXxY). Dan is, voor bijgna clke x, L 6 Ay, Is povendiern L(E)=0,

dar: 18 HQ(EX)=0 voor bigna elke X.
Bewijs. We nemen cerst het laatstgenoemde geval, dus u(E)=0. Het
is nu voldeoende te laten zien dat voor n=1,2,3,... geldt dat
{x | Ll;(EX)> 0™ de maat O heeft. Was dat nict het geval, dan had
deze verzameling voor zeckere n een positleve ultwendige maat.
Stelling 1.9.3 zegt nu dat w*(E) >0, als u* de door (qulﬁg,pqx “2)
geinduceerde ultwendige maat is. Wegens stelling 1.9.0 1is deze op
A gelijgk aar p . We komen dus in strijd met ;11E)=O.

Z1j nu E meetbaar, u(E) willekeurig. Volgeﬁs'Stelling 1.8.1
i B=(lim P )-N, met u(N)=0, P, € Q(qu I's). Voor e'lke x ip (P
po-meetbaar (want (P ) €Q(l',)), zodat ook (lim Pn)x=lim (Po)x
wo-meetbaar is. Blijkens het voorafgaande heeft lepiJna altijd de
maat O, dus is bijna altijd meetbaar. Dus Ex is bijna altijd meet-
baar.

n)x
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Stelling 1.9.8. (Onderstellingen als bij de vdérige stelling). Is

EcXxY, E meethaar, en zd dat uz(EX)zo is voor bigna elke x € X,
dan is p(E)=0.

Bewijs, Schrijf X xY =z°1° z‘;’AixBj (AiEP,],BJ.EI‘gﬁ b (A)) en u2(BJ)
eindig). Wanneer nu bewezen zou zijn dat elke p(E(AixBJ))=O is,
volgt ook u(E)=0. Ve mogen ons dus beperken tot het geval dat
EchAxB, AEr,,BET,, p,](A) en u,(B) eindig. Als u,‘(A) ME(B)=O,
zijn we direct klaar. Stel dus pq(A) >0, ug(B)I>O. We passen nu
stelling 1.9.3 toe met V=(Ax B)-E. We vinden dat p*(v)z ab, waarin
0K a< pq(A)J 0 < b< uE(B), a en b overigens willekeurig. Daar onze
V meetbaaris, blijkt nu p(V)= p(Ax B), dus p(E)=0.

1.10. Orthogonale en affiene invariantie van L-maat in Rn‘ De L-
maat in Rq ontnstaat door het L-proces toe te passen op de semiring
der halfopen intervallen (a,b], met maat p((a,b])=b-a (zie 1.2,
voorbeeld 5). De L-maat in Rn ontstaat door bovengenoemde maatruim-
te o te noemen, en nu a.oa.o ...o (n factoren) te nemen (vgl. stel-
ling 1.9.6). Deze 1s dus voort te brengen door de semiring der n-
dimensionale cellen a,<x
(bq-aq)...(bm—an).

Een punt van R, geven we aan met één letter x (kolomvector).

15 bq,...,an <X, Sbn, met maat

Is A een nxn matrix en a een vector, dan is x - x*= Ax+a een af-
fiene transformatie in Rn.

Stelling 1.10.1. Is E meethaar in Rﬁ, en is E* het beeld_van E bij
de transformatie x — Ax+a, dan is E*¥ weer meetbaar, en u(E”)=
L(E) .| det & |.

Bewijs., Voor verschuivingen x - x+a 1s dit nagenoeg triviaal (de

maat van een cel verandert daarblj nict, zodat de uitwendige maat
van een willekeurige verzameling onveranderd bligft, en dus ook
meetbaar weer in meetbaar overgaat).

Vervolgens beschouwen we dilataties Ly - quq’xg'*xgﬁ°°-’xn'*xn
(waarbij A dus een diagonale matrix is). Is pq> 0 dan argumenteren
we als zo&ven, alle maten worden dan o keer zo groot. Is p1<<O,
dan 1s enlge voorzichtigheld gewenst, daar dan een cel niet in een
cel overgaat. Gemalkkelijk 1s echter in te zien dat het beeld van
een cel C meetbaar is en de maat |p1[. w(C) heeft, want uit C ont-
staat een cel door aftrekking en optelling van zijvlakken, die de
maat O hebben. Is p1=O dan gaat C over in een verzameling van de

maat O (want projectie op x,-as heeft de maat 0).

1
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Tenslotte bekijken we afschuivingen: xq-ax1+px2, xz-axe,
XB—»Xjﬁ... . Een cel C gaat nu over in cen scheef ding dat uit C
ontstaat door er aan één kant ilets bij op te tellen en aan de ande-
re kant er lets van af te trekken, Deze twee stukken ontstaan ult
elkaar door verschulving, en hebben dus dezelfde maat. (Weliswaar
moet even de meetbaarheid worden aangetoond van een gesloten drie-
hoek in Rg, waarvan twee ziljden evenwijdig aan de assen vallen.
Zo'n driehoek is limiet van een ri) meetbare verzamelingen: zet op
de schuine zijde aan de buitenkant een "trapjge", en laat de lengte
der treden tot nul naderen),

Elke affiene transformatie ig te krijgen door herhaalde toe-
passing van de hierboven beschreven operaties, zodat de stelling
bewezen 1is.

Stelling 1.10.2. De maat in Rn is invariant bij orthogonale trans-

formatie, want dan is det A = + 1,

1.11. Topologische en verzamelingstheoretische beschouwingen over

de L-maat., We beschouwen de L-maat in Rn’ en vanaf stelling 1.11.3

alleen in Rq.

Stelling 1.11.1. Aftelbare verzamelingen zijn meetbaar, met maat O.

Bewijs. De maat van een punt is O (want een punt kan in een wille-
keurig kleine cel worden opgesloten); verder gebruiken we dat de
maat totaal-additief 1is.

Merk op dat de stelling niet in een willekeurige maatruimte
geldt. In 1.2, voorbeeld 3 heeft elk punt de maat 1. In 1.2, voor-
beeld 5 (Stieltjes-Lebesgue) is de maat van een punt gelijk aan de
sprong van g(x) in dat punt.

Stelling 1.11.2. Open en gesloten verzamelingen in Rn z1ljn meetbaar,
Bewljs. Wegens stelling 1.4.1 is het voldoende de open verzamelin-
gen te bekijken.

Als a een punt in Rn is, en 4 >0, dan is de open kubus
Ka,d : | x5-a,]< 14 (i=1,...,n)
meetbaar, want het 1s de limiet van de rij cellen Cn’ met

. 1 -1
C,: a-xd <Xy <a-3d - n" o,

Z1j nu V een willekeurige open verzameling. Laat W de aftelbare
verzameling zijn der punten uit V met rationale codrdinaten. Bij
elke ae W kiezen we een d=d(a) zd dat K, g€ V. Nu is V de vereniging

2
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van aftelbaar veecl mcetbare verzamelingen, zodat V meetbaar is
(stelling 1.4.5, 2°).

De verzameling van Cantor, die we door S zullen voorstellen, 1s ge-

definieerd op een wijze dic herinnert aan de verzameling in par,
0.1. Laat uit hct interval A = [0,1] het open middelste derde deel

5
weg, d.i. (3 L). Het restant V, bestaat ult 2 gesloten interval-

len. Laat uit clk vail deze weer gat open middelste derde deel wegs
restant Vz. Enzovoort. De rij V V 3,... daalt monotoon; S is ge-
definieerd als de limiet van deg PLJ.

De getallern uit S zijn gemalkkelijk aan te geven. Elke x(OS xgﬂ)
kan in cen 3-adische breuk worden ontwikkeld, deze ontwikkeling is
eenduidig als we verblicden dat vanaf zekere index alle cijfers
tweeEn zijn., Nu geldt: Nodig en voldoende opdat x in S ligt 1s dat
in de ontwikkeling van x geen cnkele één voorkomt, tenzij die uit-
sluitend door nullen wordt gevolgd.

Stelling 1.11.3. &) S is gesloten; b) $ is nergens dicht; c¢) =21k

punt var 8 is verdichtingspunt van S; d) 8 heeft de machtigheid van lict
continuumg <) S 1s meetbaar, met maat O.

Bewijs. a) Het complement van S is een vereniging van open inter-
vallen, c¢n i dus open.

b) Dat S nerguas dicht is, betekent dat elk interval een deelinter-
val heeft dat geheel tot 3'=[0,1] -3 behoort. Neem nu een open in-
terval (a,b), 0< a< b< 1. Kies n zd groot dat er cen geheel getal
m 1s met 3'a <m< m+1 <3"b. Het intcrval (3“n(m+ %), 3'n(m+ %)) zal
dan geheel in S' liggen, want van getallen in dat interval is het
(n+1)-ste cijfer een één, terwijzl ¢r niet uitsluitend nullen achter
staan.

c) Zij %€ S dar x= 2;’81.3'1 of x= z f 81.3‘l+3'k'1 (alle a;=0 of 2).
In het eerste geval nemen we X = Zq ai.B'l, in het tweede
_ sk . -1 5 K+ , -1 X s o
Z1 ai.j + Zyn 2.3 7. In beide gevallen is X eSS, X, =X

d) We zullen S ééndénduildig afbeelden op het interval 10,17, waar-
van de eclementen als oneindige duale breuker kunner worden geschre-
ven. De afbrekende brocuken ult S vormer een aftelvare verzameling,
evenals de afbrekende duaalbreuken. Deze kunnen we dus 1-1 op el-
kaar afbeelden, De resterende getallen van S kunnen we -1 afbeelden
op de restcrende duaalbreuken, door in de 3-adische voorstelling

van een getal van S alle tweeé&n door encn te vervangen c¢n het resul-
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taat weer als cen 2-adische breuk te lezen.

/]

e) Het complement van S t.o.v. [0,1] heeft de maat ?+2.(%)2 1y

5

P
+27 L)
3

...=1,20d8t  p(3)=0.

Stelling 1.11.4%. De klasse A der meetbare verzamelingen is geliljk-

machtig met de klasse @ van alle deelverzamelingen van Rﬂ.

Bewigs. Daar de 3 van Cantor 1-1 op het continuum 13 af te beelden,
kunnen wc de deelverzamelingen van S 1-1 op @ afbeelden, Elk deel
van S heeft de maat O en 1s dus meetbaar. Q 1s dus gelijkmachtig
met een deel van A ., Omgekeerd is A gelijkmachtig met een deel van
Q@ (want A c @ ), dus volgens een stelling van Bernstein zijn A en
@ gelijkmachtig,

Stelling 1.11.5. Er bestaan onmeetbare verzamelingen.

Bewljs. (Maakt zebrulk van het z.g. keuzeaxioma). Zi) R de additie-
ve groep der re&lc getallen, en Rr de ondergrocp der rationale, ULt
elke restklasse van R mod Rv kiezen we cen represcentant; we kKilezen
deze steeds in (0,1). Ziy V de verzameling dezer representanten.
Met V(a) bedoelen we de over cen aflstand a verschoven V:
V(a)= {x | x-ae V}; verder stelt rysTps ... een aftelling van de
rationale getallen in (-1,1) voor.

We zullon bewijzen dat V onmeetboar 1is. Onderstel dat V meet-

baar iz. We bescrouwe:
Poem "\/'(ir‘w) - V(rD)

Dit is een disjuncte som, want als a EV(Pq), a EV(PQ), dan liggen
aurq B0 N-rg oeide in V, wat niet k20 omdat ze congruent zign mod R
en we van clle restklasse slochts 2on representant gekozen hebben,
Verder iz olke V(ri) meethacr (stelling 1.10.1), dus W ook. Ten-

slotte 1is (0, W c(-1,2).

Want als x € (0,1) dan is e¢r een v eV met v=x (mod RP). Daar 0<¢v<1,
voldoet x-v=r aan -1<r<1, dus r is cen r,. Deshalve xeV(r,). Ander-
z1jds is elk getal w van W van de vorm v+rJ, met O<v<l, —1<rj<ﬂ, dus
-1Kw<2,

We hebben dus 1< p(W) < 3. Dit geeft een tegenspraak, daar

(W)= p(V)+ p(V)+..., waar df O of « uitkomt.

Stelling 1.11.6. Elke Jordan-meetbare verzameling is mcetbaar, en

daarvoor 1is de Jordan-maat gelijk aan de Lebesgue-maat.
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Bewljs. Dat E Jordan-meetbaar is betekent dat er een eindig getal
uJ(E) is, z4 dat bi,y elke n >0 een U, #n een V_ te vinden zijn met
Unc Ec:Vn

| | )
by(B)- < u(U) <uy(B) < w(V)<us(B) + 5,

terwijl zowel Un als Vn verenigingen van cindig vele cellen zign.

Nu zijn U=lim sup Un en V=1im inf vV, beide meetbaar, €n UcE cV,
(V) < 1im inf u(Vn)qu(E) (stelling 1.5.3), en u(U) > 1im sup u(Un)
(stelling 1.5.4; allec U 's liggen in V,, en V, heeft eindige maat).
Dus u(U)= M(V)sz(E), zodat w(V-U)=0. Nu is ook E-U meetbaar, mct
maat O, dus E is meetbaar, en u(E):uJ(E).

De verzamelingen van de maat nul zign "maatthcoretisch dun',
We noemen de klasse van deze verzamelingen even Ap- Ne kennen ook
de klasse der "verzamelingstheoretisch dunne' verzamelingen Ay s
bestaande uit de verzamelingen waarvan de machtigheid k%leiner 1s

dan die van het continuum. Tenslotte kennen we de klasse A, der

"topologisch dunnc" verzamelingen, nl. de nergens dichte. EE zign
vele analogleén tussen deze drie klasscen, bijv.

Stelling 1.11.7. De vereniging van aftelbaar vele verzamelingen uit
de klasse Am kan nooit een interval volledig bedekken. Dezelfde be-
wering geldt voor Av’ en ook voor A, .

€
Bewijs. Voor Am en b is de bewering nagenoeg triviaal. We beper-

ken ons dus tot At' Een vereniging van aftelbaar vele nergens dich-
te verzamelingen heet een verzameling van de eerste categorie, ¢n

het complement van cen verzameling van de 1° categorie heet een ver-

zameling van de tweedc categorie. We bewijzen nu: cen verzameling

van de tweede categorie is overal dicht en heeft zelfs met elk _
interval een doorsnede die de machtigheid van het continuum bezit .
Z1) T een open interval, en laat Vn(n=1,2,.,.) nergens dicht
zljn. Kiles in I twee disjuncte open deelintervallen Io en I,1 die'
niets met V,l gemeen hebben. Kies in IO twee disjuncte open deelin
tervallen Ioo en qu die niets met V2 gemeen hebben, en evenzo Iﬂb
en I,, in I,. Zo gaan we door. Bij elke keuzerij van nullen en énen,
bijv. 0100110..., beschouwen we de rij intervallen waarvan de indices
met beginstukken van de keuzerij overeenstemmen., In het voorbeeld:

I =1 ':;Io,m:)]:

o) 0 1

0100 01001 = """
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Volgens de stelling over intervallennesten is er nu een nestgetal
dat tot elk interval van de rij, dus tot geen enkele Vi behoort.
Gemakkelijk is in te zlen dat verschillende keuzerijen verschillen-

de nestgetallen opleveren, Dus I- EVi bevat minstens evenveel ge-
tallen als er keuzerijgen zijn,

Hoewel Am’ AV en At araloog zign, is er toch geen sterk ver-
band tusseun. Een verzameling van de maat O kan best overal dicht
zijn (biyv. de verzameling der rationale getallen), en een nergens
dichte verzameling kan best meetbaar zijn met positicve maat (zie
de verzameling in 0,1). Verzamelingen van de maat O zowel als ner-
gens dichte kunnen de machtigheid van het continuum hebben (stel-
ling 1.11.3).
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2. Integratie.

We zullen ons hoofdzakelijk bezighouden met integratie van func-
ties gedefinieerd op een o-Tinlete maatruimte X, met waarden in een
Banachruimte B. Dit laatste is op zichzelf niet erg belangrigk. Het
is hier gedaan om de volgende redenen: 1°. om zekere (op Banachruim-
ten toepasbare) methoden te scheiden van methoden die met cartesi-
sche productmaat opereren, 2°. om oefening te geven met het zo be-
langrijke begrip Banachruimte,

Wwat 1° betreft, geldt het nadeel dat we daardoor verschillende
dingen dubbel moeten doen,

2.1. Banachruimte,

Definitie 2,1.1. Een ruimte R heet een complexe vectorruimte als er

ecen optelling gedefiniecerd is zowel als een scalaire vermenigvuldi-
ging van vectoren met complexe getallen, terwijl

1° R is een abelse groep t.o.v., de optelling
2% als o, B complexe getallen zijn, en x¢ R, ye R, dan
is a(xX+y) =ax +ay
(a+p) X =ax +pX (dus 0.x = 0).
a(px)=(ap) x, 1.x = x .

Definitie 2.1.2. R heet cen re&le vectorrulmte als voldaan is aan

dezelfde eiser als in def.2.1.1, doch met overal "re&el" i.p.v.
"complex'.

Definitie 2.1.3. Ben re&le of complexe vectorruimte R heet genor-
meerd als er bij elke x€ R een eindig niet-negatief getal || x|| 1s
gedefinieerd, zd dat

19 ||x]l = 0&= x = 0 (voor alle x€ R)
2° lax|
en alle x¢ R).
3% x vl <Nl o+l voor alle x¢R, yeR.

= |af . || x] (voor alle re&le resp. complexe «

We concluderen dat || x-z | <||x-y|l +|]y-z|| (driehoeksongelijk-
heid) en dat ||| x]|| - lly] | < |Ix-y]|| . We merken op dat R een metrische
ruimte wordt, door als afstand van twee punten x en y de norm || x-y||
te nemen.
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Definitie 2.1.4, Een genormeerde complexe (resp. re&le) vectorruimte

B heet een Banachruimte (resp. re&éle Banachruimte) als B volledig
is t.o.,v., de norm, Dat wil zeggen: als X sKpsKgsews €€0 rij is
(xie B), 24 dat er bij elke e> 0 cen index N is met[lxn—me < e
voor alle n> N, m>N, dan is er een xe B zd dat {{x—xnu - 0 als
n - « ., Met andere woorden: elke fundamentaalrij is convergent.

Voorbeelden. 1°. B = Bo, d.i. het complexe vlak, met}[x” =|X' .
20. B = Rn, d.i., de complexe n-dimensionale vector-

Poj-

x|

n 2
ruimte. Als norm van x=(x1,...,x kunner we nemen =( 21|Xil )2,

doch ook ”X}

o)
= maxifxi' is een geschikte norm,

0 ) ) . -
. B = verzameling der continue functies op [0,1]

3

met de triviale definities voor som en scalair product, en met norm
]l = max |£(t)]
0<t <

Als ”fn—fm” - 0 (n—-0w , m-=0n ), dan is voor elke t de riy
fq(t),fg(t),... convergant. Noem de limiet £(t). Uit an(t)~fm(t)l| < -
(n>N, m>N) volgt nu dat ||f (£)-£(t)]] e, want || _(£)-£(t)]] <
e+ Hfm(t)—f(t)H als m groot genoeg is, en het laatste stuk gaat
naar 0 als m — o . Dus 1is ook 2]fn—f” - 0, d.w.z. [ convergeert
uniform naar f. Dus ook £ is continu, zodat ¢ B.

4°, B = verzameling der begrensde functies op [0,1],
met || £ = sup | £(t)] .

5°. (later te bespreken): de verzameling van alle oo
een maatruimte LD—integreePbare functies.

6°. (later te besprcken): de Hilbertruimte.

Definitie 2.1.5. Is B een Banachrulmte, x € B (n=1,2,...), x €B en

e~ . - 3 _ o
Hxn-x[[-e 0, dan zeggen we dat X, =%, of dat %&g X, =X. De ri]
{xni heet convergent als er een x bestaat met X=X,
n

We zeggen dat 57 x, =x als 1lim L. X

1 "k i q K=re

k

In de volgende stellingen gaat het steeds over elementen van
een Banach-ruimte., ’
Stelling 2.1.1. Een convergente rij heeft slechts één limiet.
Bewijs. Stel x ~ x en x_ -=y. Dan is | x -x|| - 0, [x -y|l -0, dus
||x-v|] -0, dus | x-y]| =0, dus x=y.
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Stelling 2.1.2. Is x_€B (n=1,2,...), z:’ka” ¢ », dan convergeert
oo . oo . ) . , . . i
24 Ko terwiygl Hz? Xk” 5_21[|xkj}. Bij andere rangschikking van
de termen convergeert de reeks ook, en behoudt dezelfde som.,
. n+ n+ . .n ,
Bewijs. Daar steeds ||z P LS| P ka“ » is {3 x, } een fun-

damentaalrij, dus convergent. Noem de¢ limiet s.

(o]

Z1] vervolgens ij v, €en reeks dile uit Z,I X, ontstaat door
wijziging van de rangschikking. Daar ||y, || = 25l <, is
ook 2? Vi convergent., Kies nu een ¢ > 0. Neem daarbij N zo groot

o 1
dat £ 4llxll<ze en
onder VqseeesVy voorkomen, en kies K zo groot dat Vase-esVy onder
X

c N i e
8- ka<-z . Kics M zo groot dat x,,...,%y

1,...,XK voorkomen, Dan 1is

M N - K .
qu Jie = Ly Xk” < LN+1”XKH<'%€ s

dus HZ? vi-s || < e . Hieruit volgt dat 2? V) ook naar s conver-

geert. Verder is ||s|| < “2§ x || ke, dus |[s]| < x| +Be ; we-
gens de willekeur van e is dus ||s|| < z3|[x,]] .

o . N , o0 0
Stelll?g 2.1.3. Is Xy, € i (1,ifﬂ,2,...), u§i=1 . %A Hxin < oo,
dan zijn de reeksen Lizq Lj:ﬂ XiJ en ijq Zi=1 xalj gelijk, en

hebben dezelfde som.

Bewijs. Gehecl als bij de overeenkomstige stelling voor absoluut
convergente cdubbelreeksen met reéle termen.

Stelling 2.1.4. || x|| is een continue functie van x (bij de topologic
die voortvloeit uit de metriek, waarbij ||x-y|| als afstand van x en

y wordt aangenomen). Ook is ||x-y|| een continue functie van x en y.
Bewijs. Als [[x-x || < e, dan [[|x]] -}l i[[<
Als X—XOH < te Hy-yol

€
|

¢ho , gan | lx=yll - M-y ll] e -

Definitie 2.1.6.(vgl. def.1.8.2). De Banachruimte B heet separabel
als er een riq XsKps oo is die overal dicht ligt in B, d.w.z. dat
er blj elke &> O en elke x ¢B een n bestaat met |l x_-x|| < e.

Voorbeeld van een inseparabele Banachruimte: Zij S cen niet-aftel-
bare verzameling. Is { een op S gedefinieerde functie met complexe
waarden, die hoogstens aftelbaar vaak £0 is, dan zullen we sgs|f(sﬁ
definieren als de som die ontstaat door alle nullen weg te schrappen.
Onder B verstaan we de collectie van alle dergelijke functies, voor
zover Séslf(s)l< © 1is, Som en scalair product worden op de triviale
wijze gedefinieerd, terwijl ||f| = Sgslf(s)] wordt genomen. Dat B
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volledig is t.o.v. deze norm, blijkt als volgt. Zij {fn} een funda-
mentaalrij. Zi] % het deel van S waarop alle fn nul zijn. Dan 1is
§-5,=8, dus aftclbaar. Voor elke seS_ is (f _(s)} een fundamentaal-
rij var complexc¢ getallen, daar Ifn(s)»fm(s){gﬁﬂfn—fm{[. Voor elke
seS, bestaat dus lim  (s). Noem die f(s), en definieer f=0 op S,
Z1j e> 0, en N z6 dat |[|f -f |/ <e als n>N, m>N. Voor elk eindig

deel 3, van S geldt dan Sgse[fn(s)—fm(s)[< e, dus Sgse}fn(s)-f(s)[ga.

Derhalve is % [fn(s)-f(s)lg ¢ voor alle n> N, en N hangt niet van
S, af. Bijgevolf is I|f]l < e, dus fe B, en Hf—fnﬂ - 0,

Tenslotte laten we zlen dat B inseparabel is. Neem aan dat
fq,fg,... een rij is die overal dicht ligt in B. Er is dan een over-
aftelbaar deel van S waarop alle fn nul zign., Kies daarin ecen punt
8,5 en laat g de karakteristieke functie van {so} zign (dus g(so):ﬂ,
g(5)=0 als s#s ). Kenneligk is nu [jg-f || = 1+ [|f || 21. Kiezen we nu
e <1 en x=g, dan zien we dat aan de eis van def.2.1.6 niet is vol-
daan.

In de volgende paragrafen gaat het steeds over een (complexe)
Banachruimte. Steeds 1s zonder enige moeite in te zien dat alles
ook voor reé€le Banachruimten geldig is te maken, mits men de voor
de hand liggende verandering aanbrengt dat men overal "complex ge-
tal" door "retel getal" vervangt.

2.2, Trapfuncties. Ziy (¥, 7, ) een o-finiete maatruimte (door—
gaans gemakshalve tot X afgekort) en B een Banachruimte.

Definitie 2.2.1. Is S cX, dan is Xq de karakteristieke functile van

P

S, d.1. de op X gedefinieerde functie die =1 is op S e¢n =0 op X-S.

Definitic 2.2.2., Een trapfunctie is cen afbcelding t van X in B die
hoogstcens aftelbaar vele waarden bq,b?,... aanneemt, terwijl voor

elk dezer waarden de verzameling {x | é(x):bi} meetbaar is. De col-
lectie van alle trapfuncties heet T.

o0

| 4 by Xp (), met by
K= 21 Ei een disjuncte splitsing van X7 in meetbare delen 1is.

Met andere woorden t(x)= o €B, terwijl

" is een functie van de

gedaante s(x)= Z?zq bi XA (x), waarbij n eindig is, bieB, AieP,
p(Ai)<co (i=1,...,n). De dollectie van alle speciale trapfuncties
heet T

Definitie 2.2.3. Een "speciale trapfunctic'
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Opmerking 1. Een speciale trapfunctie is ook een trapfunctie (zie
st.2.2.3).
Opmerking 2. De speciale trapfuncties vormen een lineaire ruimte, want

een specilale trapfunctie van n termen plus een speciale trapfunc-
tie van m termen levert een speciale trapfunctie van n+m termen op
(dat doorsnede, som of verschil van elementen van I' niet altijd als
som van eindlg vele elementen van I' kunnen worden geschreven, 1is
dus geen bezwaar),

Definitie 2.2.4. Zij f een afbeelding van X in B, dan is o(f) ge-
definieerd door

o(f) = inf { 23 w(E;) sup |[|f(x)]] bs° m, = X, E,'s meetbaar } ,

L
1 X € Ei 1 71
zodat 0< o(f)< o ,
Stelling 2.2 1. Is teT, t = fobian, X= szi disjunct, dan is
o(t) = Z? w(E HbLJ *
Bewijs. We hebben ¢(t)< zq w(E;).lloy [l , omdat het rechterlid éénm

der getallen is waarover in de deflnltle van 9(t) het inf wordt ge-
nomen .
Iz verder X= I Fy (Fi'S meetbaar), dan is

i ».) sup | = 7. . T
Z,] H(Fl)x:‘?’o || (X)H L4 ~’—»J=q (Fj_EJ) SU.}I;. “t(x)H.?.
1 1
2 L izj P*(F-XEJ) Xseug . Ht(X)” = Zj Zj_ P-(FJ_E ”b ” 2
1i7J
|

Stelling 2.2.2. 1°. o(7+g)< ol(f) + o(g).
zn  9(g) eindig, dan is
)

)< o(f-g
3%, o(g ) = { o] o(f) als o een complex getal is.
9

YL e (llel) = o(2).
59, Als f(x)=0 (p.p.), dan o(f)=0.
6°. als [|£(x)|] < lle(x)|| (p.p.), dan is o(f)< op(g).

Bewijs: 1°. Uit sup | f+g|l <suwp || £l + sup |le ||<sup || £l
3% 53 13 F1 "3
9(f) < olg) +o(f-g) en o(g) < o(f) + o(a-f).
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. Uit sup Jef(x)|| = lalsup [|£(x)]] .

4°, In de definitie van Q(f) komt slechts de norm van f voor.

5°. Neem B ={x | £(x)=0} , Iy={x [f( x)#0 }, Eg=Ey=...=0.

6°. We hebben Il £(x) || <Hg(x)ﬁ iin(x)|| , met n(x)=0 (p.p.).
Dus () < o(8) + o(n)

Stelling 2.2.3. Is b,eB, A €T, “(Ai) < o Qi:ﬂ,...,n), dan bestaan

er disjuncte verzamelingen B, ,...,E (Eje A) en elementen CqrevesCp
van B zd dat

1 n —_ m - X

L, by XAi(x) =T, ¢ AEj(x) (x € X),

.. oD _o.m :
en dan is 1, by “(Ai) =T, ¢ H(EJ)
Bewljs. Er 1s een stel disjuncte meetbare verzamelingen Eq""’Em
z6 dat elke Ai de vereniging van een aantal E.'s is: Ai= Zj pij Ej
P n ~ n n
(pij_o of 1). Nu 1is L, oy AAi(x) By nﬁj(x).zi=1pijbio
£, by p(Ay) = 34 g b, Py j p(Ej) = I u(Ej) Ly bipij .

Definitie 2.2.5. Is s €T, s(x) =3 q b, X, (%), dan definieren we
het element L(s) van B door 1

L(s) =Zr,; bi u(Ai).
(L(s) is onafhankelijk van de specliale wijze van voorstellen van s

met Ai’s en bi's; dit blijkt door st.2.2.3 op het verschil van twee
dergelijke voorstellingen toe te passen. )

Stelling 2.2.4. L is lineair op T¥*:

*
L(s +s,) = L(s,) + L(s,) als sqe'T*, 5,6 T

L{as) = aL(s) als « een complex getal is, en seT .

Bewijs. De cerste regel blijkt door zowel 54 als So als lineaire
combinatie C,l en 02 van m resp. n karakteristieke functies te
schrijven, en dan S,]+s2 als lineaire combinatie van m+n karakteris-
tieke functles. De tweede regel 1s nog trivialer,

Stelling 2.2.5. Als seT”, s)I<g(s).
Bewijs. s is te schrijven als 2? ¢ Xg (Ej's disjunct, zie st.
| : "J
' \ r PR g I -
2.2.3), en L(s)= 5 ey p(Ej). Dus ||L{s)|| < 1|]ch M(hj)- Pas nu

st.2.2.1 toe.
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Stelling 2.2.6. Als seT*, dan is ook ||s|| (gedefinieerd door

Hsll (x) = |ls(x)|| ) een trapfunctie, en L(||s]]) = o(s).
Bewijs. s = Z?‘bi Xg s met disjuncte en meetbare Ei’s. Dus
i
Isll = = lleyll xg -
1 1 Ei

Blijkens st.2.2.1 en st.2.2.3 zijn nu g¢(s) en L(||s|]) beide gelijk
m
aan 2»; HCiH P(Ei)v

2.3, Meetbare functies X -B. Zij weer X een o-finiete maatruimte

en B een Banachruimte. De collectie van alle afbeeldingen van X in
B stellen we door BX voor.

Definitie 2.3.1. f¢€ BX heet meetbaar als er een rij trapfuncties

t,st

4s%55 ... 1s zo dat voor bijna elke x geldt £ (x) = £(x)(n-e ).
In het bijzonder is elke trapfunctie meetbaar, evenals elke

functie die bijna overal nul is.

Stelling 2.3.1. ZiJjn f en g meetbaar en zijn o en f complexe con-

stanten, dan zijn af+pg en ||| meetbaar.

. 2 2
Bewijs. t; - f(p.p.), v - g(p.p.), dan mtg + Bt - af+pg (p.p.)>

en [t || ~|lf] (p.p.).
Stelling 2.,3.2. Nodig en voldoende opdat f ¢ BX meetbaar is, is dat
er bij elke e >0 een trapfunctie t is met [|f(x)-t(x)||< e (p.p.).

Bewljs. Nodig. Zij t - f(p.p.), en ¢ > 0, Definieer E, door

Eo= (x| [t (x) - £ (x)]] <e (n2k, m>k)].

Voor elke n en m 1s de verzameling waarop ||t _(x)-t_(x)] <e ,
meetbaar (want tn-tm‘is een trapfunctie), Dus Ek is (als doorsnede
van aftelbaar veel van zulke verzamelingen) ook meetbaar. Bijna

elke x€ X 1ligt in een Ek' Definieer nu t(x) door

[ t, (x) als X€E,, x ¢ E te. 4B

t(X) = i oo
O als x € X~ 21 Ek'

k-1

Afgezien van X- Z? E, (die de maat nul heeft) is nu overal
16 (x)-£(x) ]| <o



LE 44

Voldoende. Neem achtereenvolgens ¢ = 2 ;2 5... €n construeer daar-

bij resp. tq,tg,..
X X

Stelling 2.3.3. Is fe B, £, eB, ) ¢B, ..., zijn £,,f,,... meet-
baar, en is £ _(x) - £(x) (p.p.), dan is f(x) meetbaar.

Bewljs. Neem voor elke k de trapfunctie tk z4d dat
1 2,.(x)=t, (x)]| < 27 (p.p.). Dan is ook t,(x) -f(x) (p.p.), dus £
is meetbaar (def.2.3.1).

Stelling 2.3.4, Zij B separabel, en fe;BX. Dan is de volgende voor-
waarde nodig en voldoende voor de meetbaarheid van f: Bij elke ¢ >0
en elke beB is de verzamellng

E(b,e) ={x]| xeX, ||f(x) -D|l <e}

een meetbaar deel van X.

Gevolg: Is B separabel, dan is nodig en voldoende voor meetbaar-
heid van f dat voor elk open deel V van B geldt dat {x| f(x)e V }
meetbaar is.

Bewijs, 19, Nodig. Zij f meetbaar. Bij elke n kiezen we een trap-
functie t ~zé dat overal |[f(x)-t(x)| < n~". De punten van X die hier
niet voor alle n aan voldoen vormen een verzameling van de maat O,
die we rustig uit X weg kunnen laten. Zij En de verzameling

1
E, ={x ||l t,(x)-pll<e-51 .
Dan is En meetbaar, want het is de vereniging van een aantal der
aftelbaar vele meetbare verzamelingen waarop tn constant is. Verder
1s 1lim inf E_ = E(b,e), zodat E(b,c) meetbaar is.

2%, Voldoende. Zij E(b,e) meetbaar voor alle be B en alle
e> 0. We kiezen een e . Zij {bq’bg:b3’-"} een aftelbare verzame-
ling die overal dicht ligt in B. Kort af: E(bk,e) = E . Dan zijn

Eq,Ee,... meetbaar, en samen overdekken ze X (want als xe X, dan is
er een index n zé dat |[f(x)-b [[<e). Definieer t(x)=b, als xe E,,
t(x):b2 als x€ E,-F,, t(x)zb3 als x € E;-E,-E,, enz. Voor elke x is

er nu een n met x ¢ En en t(x):bn, dus Hf(X)—t(X)H <e.

Opmerking. De stelling blijft juist als < e wordt vervangen door £ e,

want lig@ E(b, a+ﬂ~1) = E¥(b,e) = {x]|xeX, ||[f(x)-b]| < e}, en
1im  E(b, e-n""1) = E(b,e).
N—oo
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Stelling 2.3.5. Zij fe BX. Dan is de volgende voorwaarde nodig en
voldoende voor de meetbaarheid van f: Bij elke & > O is er een trap-
functie t met ¢(f-t) < e . (Dit criterium herinnert aan de defini-
tie van de Riemann-integraal).

Bewijs. 1°

. Nodig. Zij X= z:’Ei (disjuncte som) met p(E;)< o .
Zij X1 de karakteristieke functie van Ei’ Kies € > O, Kies ti zb

dat supy li£-t4ll < (1+ p(Ei)>—1 2"'e . (De uitzonderingsverzameling

heeft maat O en speelt geen rol). Nu is t= Z$Dti X4 weer een trap-
functie, en t(x):ti(x) als xe E,. Dus
2% w(E.) sup lf-t]| < 25 27%% =¢ .
g i 1 :
X EEi

Het linkerlid is één der getallen ult de verzameling waarvan
p(f-t) het infimum is.

2. Voldoende. Nu is er bij elke i (f=1,2, veo) 2 -
een t, met ¢(f—ti) <2"21, en bijgevolg is er een disjuncte verde-
ling X= Z? E. z6 dat

2? w(E,) SEE;E || £(x) - ti(x)]|<2'21.

n
Hieruit volgt dat overal Hf-tﬂ}< 2'1, hoogstens met ultzondering
van een meetbare verzameling E i) met maat <2—l. Noem
(U g3 g (141 dan 15 w(p(E)) <271 gus p(1) L, L(w)=0.
Op X-N geldt nu dat t,(x) - f£(x).

Stelling 2.3.6. Laat Bﬂ’BZ’BB separabele Banachruimten zijn,
Laat ¢ : (a,b) - F(a,b) ¢ By
X

een continue afbeelding van B,]xB2 in B3 zijn., Is nu fe Bﬁ, g eB2,
en 1s F(f(x), g(x))=h(x) (dus h eBg).
is h meetbaar.

Bewljs. Volgt gemakkelijk uit het gevolg van st.2.3.4%.

Definitie 2.3.2, Z1] f¢ BE, EcX en E meetbaar. Dan heet f meetbaar

op E als Xp.f meetbaar is (met” xE(x)f(x) wordt O bedoeld als X ¢E).

Zijn dan f en g meetbaar, dan

Stelling 2.3.7. Is f meetbaar, Ec X, E meetbaar, dan is f meetbaar
op E.

Bewijs. Uit def.2.3.1: Is t,(x)=£(x) (p.p.), dan ook

Xp(x)6, (%) = Xg(x)£(x) (p.p.).
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Ter voorbereiding van de stelling van Egoroff bespreken we een

maattheoretische hulpstelling.
Stelling 2.3.8. zij (X, A, u) een o-finiete maatruimte, en laat
Ee A, A, .e A (1,j=1,2,...). Voor elke jJ is gegeven dat

iJ . .
A1jc:A23c:..., lim Ai =E- Nj’ met u(Nj)=O Dan is er een ri}
E,cE,cE,cC.. r%etE e;\_ (n=1,2,...), lim E =E-N, u(N)=0

1 2 3 NN
terwijl er biJ elke n en elke J een index @ (J) is te bepalen,

z4 dat E nC Ayy voor 1 > @n(g).

Bewijs. We nemen eerst aan dat H(E) { o, Voor elke J is dan
p(E-AiJ)—» 0 (i-w, jvast).
. R -n-j .
Kies nu ¢ (J) zo dat u (E-A @n(J)sj) <2 (n,3=15250.4)

Bij vaste n heeft de vereniging van alle E-A een maat

QD(J)é . "
S is oo
o (3),3 5» @8r

<2, 1Is nu £, de doorsnede van alle A
. We kunnen er bij de keuze Yan oy (J) gemakkelijk

w(B-E )< 27"
voor zorgen dat @n(j) een stijgende functie van n wordt, Dan
blijkt dat E,c By ..., R(E-E )~ O, dus u(E-lim E ) 0, g.e.d.
z1j vervolgens pu(E)= « . Daar X o -finiet is, hbbben we
E= z? E(k), E(k)'s disjunct, elk met eindige maat. Bij elke k
passen we nu het voorafgaande toe op Agg)'s, gedefinieerd als
A§?)= E(k)A . We vinden zo een stel (k)c:Eék)c ...y met

Eék)—%E(k)—N K) w (%20, terwijl bij vaste n, j en k geldt dat
Eék)c: Agk) voor alle voldoend grote waarden van 1.

Neem nu F( n) E( )+ E(E) +o0t Egn). Dan F(q)c:F(g)c eees €N

(n) n (k) 01
B c Zk:ﬂ Aij VOOP alle voldoend grote waarden van 1. Dus
F(n)c Zi;ﬂ A§§)=Aij voor voldoend grote waarden van 1. Bovendien

is;, als n » =,

#(?) 5 1im ES}” + 1im Eé2)+... = &My, B sz(“).

Daar elke N(n> de maat O heeft, heeft ook z:N(n) de maat nul.

Stelling 2.3.9. (Stelling van Egoroff). zij EcX, E meetbaar. Laat
X ..

f, fq,f .. elementen van B™ zijn, en fq’fg’f3"" alle meetbaar op

E, Neem aan dat voor bijna x €¢E geldt

fi(x) - f(X) (i - ® ):

zodat ook f meetbaar 1s (st.2.3.3). Dan is er een stijgende rij
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meetbare verzamelingen E,cE,c... met lim E, =E-N, p(N)=0,
terwljl voor elke n geldt B

n

“fi(x) - f£(x) uniform op E,

Bewljs. Zi] Aij de verzameling van alle xe¢ E waarvoor geldt
p>i, a>i = [[f (x) - £ (x)] < 279,

Dan is Aij meetbaar, als doorsnede van aftelbaar vele meetbare
verzamelingen (st.2.3.4%; bij het "nodig" is daar de separabiliteit
van B niet gebruikt). Duidelijk is dat quc:Agjc:..., en dat

li@ A:" bijna de gehele E is. Neem nu Eq,Eg,... overeenkomstig
st%§?§.8. Zij n een natuurlijk getal. Voor elke xc¢ E geldt nu,

daar E « AQn(j),j’ dat pr(x)—fq(x)” < 279 yoor alle p en g die

groter zijn dan @n(j). Daar ¢n(j) onafhankelijk van x is, be-
slulten we tot uniforme convergentie op En'
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Sommeerbare functies X - B.

Definitie 2.4.1. Als f meetbaar is en o(f) <« (zie def.2.2.4),
dan heet f sommeerbaar, |

Stelling 2.4.1. 21s f en g sommeerbaar zijn, en o en B complexe

constanten, dan ziijn of+ gg en ||f|] sommeerbaar.
Bewijs: Stelling 2.3.1 en stelling 2.2.2.
Stelling 2.4.2, WNodig en voldoende opdat een meetbare functie

f sommeerbaar is, is dat er biy elke € > O een speciale trap-
functie s bestaat zd dat o(f-s) < g .

Bewijs. 40. Nodig. Daar f meetbaar is, 1s er een trapfunctie

t met o(f-t) <ze (stelling 2.3.5). Daar ¢(f) eindig is, is
nu ook o¢(t) eindig,

ZiJ t= 17 by X5 (E;'s disjunct). Daar g |[by [[u(E;) <o

1 7FE
(st.2.2.1), kunfien we n z6 bepalen dat t = £, b,;Xp voldoet
aan @(t—tn)< %a . We mogen veronderstellen dat b,l,jf..,bn alle

#0 zijn. Ook o(t, )= 2:2 ”bi“ w(E;) is eindig, dus
w(Ey)s...s w(E,) zijn eindig. )

Als E meetbaar is, met eindige maat, en g'> O, dan is er
volgens 8t.1.8.3 een V=g ? Aj (disjuncte som, AjeI‘) te vinden
met u(EAV)< e'. Dan heeft elk der Aj's eindige maat, zodat
Xy €en specilale trapfunctie is. Daar [ xE- xv|=1 op E AV en
=0 op het complement daarvan, is [XE— X een trapfunctie, en

o( | Xg=%,] ) = p(EAV) e,

Neem nu e'=e /K, K=h(|| b, || +...+|]p [|). We kiezen Dbiy
elke Ei een Vi als zo&ven aangegeven, Dan 1s s= g bi XV’ een
speciale trapfunctie, en ¢(t -s) < Z?llbiH o(Xg - xvi)<é€/4.

Derhalve is o(f-s)< @(f-t)+ o(t-t )+ o(t -s) <el

vl

2°. Voldoende, Triviaal, want voor een speciale trapfunctie
s geldt o(s) < o .

Opmerking. Als B=B_ (re¢le getallen) is; en f(x)> 0 voor alle
X, dan kan ook t niet-negatief worden gekozen; s wordt dan auto-
matisch nilet-negatief.

Stelling 2.4.3. Als f sommeerbaar is, dan is er één en slechts
één element be B z4 dat voor elke e > 0 geldt:

seT', o(s-f)<e=||L(s)-b]l<e.

(T* is de collectie der speciale trapfuncties).
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Bewijs. Bij elke n (n=1,2,...) kiezen we volgens st.2.4.2 een 5, eT*

met m(f—sn)<<2'n. Dan is (st.2.2.2) ¢(s -s_) <2 1 218 ndm. Duﬂ

(st.2.2.5) |lL(s,-s )| < 27 zodat (st.2.2.4) Nz(s,)-L(s ) | <

¢ o~0H1

want B is volledig. Bovendien vinden we ||L(s,)-bfl <2
7Zij vervolgens ¢ > O gegeven, en zij se T, o(s-f)< e, Kleo r

zo groot dat ¢(f-s_) en [|[L(s_)-b[| Dbeide kleiner zijn dan

a=3(e- o(s-f)). Dan 1s og(s-s )< 9(s-f)+ ¢(f-s,) <e-2ata=¢ -a, Cus

| L(s-s,)|| <e-a. Derhalve is

1”’1

(nd<m). Er is derhalve een element be B 20 daLth Sm df-»o
-n+1 (1’] )

IL(s) - ollclinis-s )l +1L(s,) - pli<e

Dat b eenduidig bepaald is blijkt op de bekende wijze: als
D,€B, bEB, D #b,, e=5 |0, -b, |l , dan kunnen b,-L(s)]l <c en
Hb -L(s)| < ¢ niet tegelijk gelden.
Definitie 2.4.2, Het in stelling 2.4.3 genoemde element b heet de

integraal van f over X; notatle b= £ dp . (Deze integraal is
slechts gedefinleerd als f sommeerbfar is.)

Opmerking. Het begrip sommeerbaarheid 1s gedefinieerd met behulp

van de o-ring A , doch b is gedefinieerd met behulp van cen semil-
ring I' (die A als Lebesgue-afsluiting heeft). Het is echter niet
moelilijk in te zien dat b voor al zulke TI''s hetzelfde is. Daartoc
1s het voldoende te laten zien dat b niet verandert wanneer we, 1In
plaats van 1, de A beschouwen (wat ook een semiring is)., Ter onder-
s LP s LA s bP s bA . Er is een
s eTF o(s-f)< e (st.2.4.2), Wegens Tc A is ook se TK . Dus volgens
st.2.4.3 is

scheiding schrijven we even T;', TZ

Hop (8) - ppl] <e y [T, () - b, l<e

Door s als Z? b, X, (A; €1 ) te schrijven, zien we, daar ook Aje A,

dap Ln(s)=L, (s) - (def 2.2.9. We concluderen dus dat b, =D,

A
Stelling 2.4.4, Als s eT*, dan is‘[ s du =L(s).
X
Bewijs. Is ook s, €T, en g¢(s,-s) <e dan is [[L(s,)-L(s)!| <e
(st.2.2.4 en st.2.2.5). Verder st.2.4.3.
Stelling 2.4.5. Als f sommeerbaar is, dan is j’llflldp .

Bewijs, Blijkens st.2.4,1 is |{f| sommeerbaar. Alleo speelt zich
verder in de Banachruimte BP der re€le getallen af,

Volgens st.2.4.2 is er bij elke e > O een speciale trapfunctie
t (met re&le waarden) zé dat o(Ifl] -t)<e, en t kan zo worden ge-
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kozen dat t(x) 20 voor alle x. Is t(x)=12, b,X, (x), dan is
(st.2.2.3) t ook voor te stellen als t(x) ?? Jle (x) met disjuncte
E.'s. Alle c.'s zijn dus 0. Nu blijkt uit st.2.291 dat
q)(t)=zr/?cjuu<Ej)=’ >»'/1 bi H(AJ> (t>

St.2.4.3 leert ons dat [L(t)-b|<e is, met b= j‘{|f )l du .

n
1

Dus
|§(HfU)-bI$.lm(t)—bW + ol £ll-t) <|L(t)-b] +e<2e .

Het gestelde volgt uit de willelkeur vane .

Stelling 2.4.6, Als f c¢n g sommecerbaar zijn, en o en p complexe ge-

tallen, dan is .
(af +pgldy = 2 fadp + j’g dp .
X

Bewijs. Approximeer f e¢n g door spccilale trapfuncties 54 resp.
Pas dan st.2.2.4 en st.2.2.2, 1°
2.4.3,

en 30 toe, in combinatie met st.

Stelling 2.4.7. Als f sommeerbasr is, dan is ”f £ dpjygf el ap .
X X

Bewljs: Approximeer f door een gpeciale trapfunctie s, en pas st.
2.2.5 toe.

Stelling 2.4.8, Is f£(x)=0 (p.p.), dan is j‘ £ du =0,
Bewijs. 0¢T , en 9(f-0)=0 (st.2.2.2, 5°)%dus voor elke &> O is
H/ £ du -L(0)]| < ¢ . Daar L(0)=0, volgt het gestelde.

X

E

Definitie 2.,4.3, Z1j E meetbaar, fe B . g(x) is gedefinieerd als

f(x) voor xe€ E, en als O voor x €¢X-E. Nu heet f sommeerbaar over E
als g sommeerbaar is, en f(x)dr  Dbetekent jw g(x)dp

"B ‘ X
Stelling 2.4.9. Is be B, E meetbaar, u(E)< e« , £(x)=b op E, dan is
f sommeerbaar over E, en

Je 08 = uie).
Bewijs. Het linkerlid is de integraal van b XE(X) over X, dus =

L, (b xE)(st.2.4.4) (vgl. opm.na def.2.%.2),en dat is b u(E) (def.
2.2.5).

. Meetbare reéle functies, Op de o-finiete maatruimte X beschouwen

we functies waarvan de waarden gegeneraliseerd reé&le getallen zign.
Definitie 2.,5.1. Als f een gegeneraliseerde re&le functie is, dan
definiéren we: E_ ()= {x | f(x)= + =}, E__(£)={x] f(x)==},

E (f)={x]| -0 <r(x) <w}=X-E_ (£)-E__ ().
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Definitie 2.5.2. De gegeneraliseerd re&le functie f heet meetbaar
als E_ (f) en E__ (f) meetbaar zijn (dus ook E_(f)), terwijl f
meetbaar is op Ee(f) (d.w.z. dat X.f meetbaar is, als X de karak-
teristieke functie van Ee(f) is; meetbaarheid van eindige reé&le

functies is gedefinicerd in def.2.3.1, als we nemen B=Br= Banach-
rulmte der re&le getallen.

Stelling 2.5.1. Nodig en voldoende opdat de gegeneraliseerd re€le
functie f meetbaar is, is dat voor elk eindig getal a geldt dat
{x] £(x)< a} meetbaar is.

Bewljs. Nodig, Zi; T meetbaar, ¢n zij X de karzkteristieke functie

van Ee. Uit het gevolg van st.2.3.4 (merk op dat Br separabel 1is:
de rationale getallen liggen overal dicht) blijkt dat voor elke
eindige a geldt dat {x | x(x)f(x)< a } meetbaar is. Door hieraan E__
toe te voegen, ontstaat {x

f(x)<al, wat dus ook meetbaar is.

Voldoende: Zij {x | f(x)< a} meetbaar voor elke a. Door a naar -oo
resp. +« te laten gaan zlen we dat E_oo en E-m>+Ee meetbaar zijn,
dus ook Ee en E+oo zijn meetbaar., Is -« < b< a< » , dan 1is ook
{x] ban™ ! f(x)<a} meetbaar voor elke n, dus {x| f(x)eJ} is meet-
baar voor elk open interval J. Daaruit volgt weer dat X f meetbaar
is (st.2.3.4).

Definitie 2.5.3., ZiJ f een gegeneraliseerd reéle functie, en zij R

de maatruimte der re€le getallen met Lebesgue-maat. Onder de ordi-
natenverzameling Vf van { verstaan we de in X XR gelegen verzame-
1lin
& { (x,9)xeX, yeR, y<r(x)]
(als f(x)=-, dan is er geen enkele y die aan y < £f(x) voldoet).
Verder stelt V; de afgeknotte ordinatenverzameling voor:
*
Ve = { (x,9)|xe X,ye R, 0<y <f(x) }.
De productmaat in X xR zullen we door v voorstellen,

Stelling 2.,5.2. £ is dan en slechts dan meetbaar als Vf meetbaar is.
Bewljs. Neem aan dat f meetbaar is. Vf is de vereniging van E_ XR

en (B, X R)Vg
V_ meetbaar is, g 1s overal eindig. Daar g meetbhaar is, is er
(st.2.3.2) bij elke n een re&le trapfunctie t;*metllg(x)-t;(x)ﬂ ¢n”’
(p.p.). Nemen we tn(x)=t§ —n'q, dan is tn(x)< g(x) (n=1,2,...) en
tn(x) - g(x) voor elke x, met uitzondering van een verzameling N
met maat O. Z2ij N'=NxR. Elke V. is meetbaar (volgt uit def.2.2.2),

terwijl Vt -N' - Vg—N‘. Daar ook N' meetbaar is, blijkt dat Vg—N'
n

s Waarin g= Xef, Het is dus voldoende aan te tonen dat
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meetbaar i1s. Bovendien is y(N')=0, zodat ook V{ meetbaar 1s.

Z1j omgekeerd Vf meetbaar. Dan geldt (st.1.9.7) voor bigna
elke yeR dat {x| f(x)<y } meetbaar is, Is a € R, dan is er dus bij
elke n (n=1,2,...) cen y (a-n"

< y< a) waarvoor die verzameling
meetbaar is, Nemen we nu de limiet voor n—e , dan zien we dat ook
{x| £(x) < a} meetbaar is.

Definitie 2.5.4., De gegeneraliscerd reEle functie f heet sommeer-

baar als E__. enE_ de maat O hebben, terwijl f sommeerbaar is op
Eel

Onder [ f(x) dp verstaan we [ £(x) Xy (x)dr . We hebben daar-
X

X e
bij dus op E_ de waarde « van f(i) door O vervangen. Hadden we op

E_ anderc eindige waarden aan £(x) toegekend, dan hadden we dezelf-
de waarde voor de integraal gekregen (st.2.4.8).

Is f sommeerbaar volgens def.2.5.4, dan is £ ook mecetbaar
(def.2.5.2).

Stelling 2.5.3. Zij 0<f(x) < e voor alle x. Dan zijn (1) en (2)
equivalent:

(1) £ is sommeerbaar,
(2) Vg' is meetbaar, en v(V?)< % .
Als (1) of (2) geldt (zodat dus beide gelden), dan is v(V?):y[f du.
X
Bewijs. Zowel uit (1) als ult (2) volgt dat f meetbaar is. Kies een

KS. f(X) < 'ﬂk+1} (K:O,_-}:’l,i&",...).
Dan zijn de E, 's meetbaar (st.2.5.1), en E_ +37 E_ 1is een dis-

getal n >1, en definieer E = {x]n

Jjuncte som,

71§ P = {y]0<y <k}

» F_=1{7y/0<y <}, Dan is

E, xF_ +3°F x¥F cV cE_x¥ +:°F

[e's) (o) ..oo=k>< k f' F

k K+1

Als (1) geldt, dan is w(E_ )=0, dus v(E_ xF_ )=0. Als (2)
geldt, den is volgens E_XF_c Vg'ook w(E_ )_O, dus weer
v(meE:>o )=0. Zonder beperking kunnen we dus aannemen dat E_
leeg is (vgl. st.2.4.,8).

Zij t de trapfunctle t=1" nk XTK Dan is (st.2.2.1)
7(6)= 27,0 w(B) =37 v(BxF ) < vl) < o (n8)=n o(t)

Verder is t(x

) ) < nt(x) voor alle x, zodat
o(t) < o(f) <

) (st.2.2.2, 6°). Dus

o(f) <nv(Ve) en v(VE)<no(L).

<f(x
No(t
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Hieruit volgt, wegens de willekeur van 7, dat o(f) en v(V%) ge-
1ijk zijn. Is één van beide eindig, dan is de andere het ook. En

o(f) stemt met de integraal van f overeen (st.2.4.5).

In def.2.5.3 hebben we V, gedefinieerd met y <f(x). We hadden
even goed yg_f(x) kunnen nemen, hetgeen blijkt uit
Stelling 2.5.4, Is Ve meetbaar, dan is v(W,)=0, waarin
W= { (x,y)]ve R, y=Ff(x)} . Is omgekeerd v(wf)=o en zijn E_ en
E_, meetbaar, dan 1is Vf meetbaar,

Bewljs. Z1j Vf meetbaar, Dan 1s f meetbaar, dus ook f+n"/l meetbaar
(n=1,2,...). Dus is V , meetbaar. Daar W.=(lim V _a)-Ves 18

dan v(wf)=o is, volgt bijv?+ait st .1.9.8.
Z1j omgekeerd v(wf)=0. Dan is (op grond van de definitie van
ultwendige maat in X xR blj gegeven n >0 de gehele Wf te overdek-
ken door een som K= Z:JE1><(ai,bi] , met v(K)< ij u(Ei)(bi—ai)<n"].
Laat Pq’Pg’P3"" een aftelling zijn van de ratlonale positieve gu-

tallen, en Kj= z, Eix(ai-rj,bi—rj] . Dan is

ook wf meetbaar, Datf+n

$P K.,-Kc V. c 7K,

177 f 1777
- .
. Dus S, cV.cT_ , S, en T, meetbaar, v(T -S,) <n” . Sttiq
£,8;=8, T,T,...=T. Dan zijn S en T meetbaar, en v(T-8S)< n™ " voor

elke n. Dus v(T-8)=0, dus v (V,-5)=0, dus V, meetbaar.

Definitie 2.5.5. Is 0< f(x)< = (alle x) en f(x) meetbaar, doch

niet sommeerbaar, dan wordt aan Jz f(x)du de waarde » toegekend,
X

Volgens st.2.5.2 en st.2.5.3 1is 1n dat geval ook v(VEﬁ:cm, zodat
voor alle meetbare gegeneraliscerde niet-negatieve functies geldt
dat de integraal gelijk 1s aan v(V;). De integraal 1s onelndig
als w(E _)>0, maar ook als p(E_ )=0 is doch f niet sommeerbaar
over Ee'

Is B een Banachruimte, en f ¢B%, dan is p(f) =« als  meet-
baar is doch niet sommeerbaar. Daar-it volgt dat st.2.4.5 kan wor-
den uitgebreid tot
Stelling 2.5.5. Is f e B', f meetbaar, dan is ¢(£)=/]|f]|ldaw .

X

De voorafgaande stellingen laten zich onmiddellijk uitbreiden
tot het geval dat we functies beschouwen die slechts op een gege-
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ven meetbare verzameling E meetbaar resp. sommeerbaar zijn. Men
kan zulke stellingen trouwens direct verkrijgen door op te merken
dat (B, A', #) een maatruimte is, waarbij A'={A]| AcE, Aechr].

Stelling 2.5.3 stelt ons in staat om enkele integraalstellin-
gen op zeer cenvoudige wijze te verkrijgen.

Stelling 2.5.6. 19, Is 0 <f(x)< e~ (alle x), f meetbaar en

f £(x)dr=0, dan £(x)=0 (p.p.).

2%, 15 reBY, ¢ meetbarr, en f||f” dp =0, dan £(x)=0 (p.p.).

Bewljs: 409 Daar Vf meethaar 1o, meé maat O, heelt bijna elke verti-
cale doorsnede de mett O (££.1.92.7). De doorsnede (V )x is echter
het interval 0<y < £(x), on de mant daarvan iz 7(x).

"

[ in

27, Uit het zegeven en uit 1° volgs dat Pzl =0 (p.v.),

dus =0 {v.p.).
Stelling 2.5.7. Is Gl 7(x)< o (alle x), X= z:°f]‘ z, (E, meetbaar, dis-
juncte som), dan ig

Bewl s, Do integraal over E, is de v-maat van f?f)fﬁ(E.x R), enz,
Stelling 2.5.8. Is 0¢ #(x)
meetbaar, E - B (n-> ), da

J‘E f(x)dp~+fE f(x)dau

Bewiljs, Daar V(f) eindige maat heeft, mogen we op de verzamelingen
V() (B, % R) en v{f) " (ExR) st.1.5.5 toepassen.

oo (alle x), f sommeerbaar, E Eq,Eg,,o.

Stelling 2.5.9. (#g. Lemma van Fatou). Zij 0K f (%)<~ (alle xj
n=1,2,...), en laat alle fn meetbaar zijn. Dan is

Pas

g[v 1lim inf fn dp < 1im inf fon dp .

Bewijs. Zij lim inf £ =g. g 1is meetbaar (uit g(x)>a volgt fn(x)>a

0.d.d. en omgekeerd). Merk op dat V¥ en lim inf V? hoogstens een

deel van W, verschillen (zie st.2.5.4); dit verschil nheeft dus de
v-maat O. Pap nu s8t.1.5.3 toe op Vf .
n

Stelling 2.5.10, Is E meetbaar, dan igf ar = u(E).

Bewijs. De V* van de karakteristieke functie van E is E x(0,1), zo-

dat de v-maat ervan gelijk is aan u(E).



2.6,

Bewil js., Vg nadert nict-dalend tot V

Stelling 2.5.11. Is 0T, (%)< fp(x)< vv oy en £ (x) » £(x) voor
alle x, terwijl fq,fg,... mcetbaar zign, dan is
r
ffr(x)du—a P(x)dn .
Jxo M X

*

£ zodat do stelling volgt ult

st.1.5.1. O

Stelling 2.5.12, Zij voor i=1,2,...3fi(x) meetbaar, en og_fi(x)g_m,

1 Jx X
. s - n ) . ooy o .
Bewiljs. bn(x) = I, fi(x) nadert nict-dalend naar F(x)= D fi(x),

zodat we de vorige stelling kunnen toepassen. We benoeven daartoe
slechts te buwilijzen dat bijy een eindige som het integraalteken met
het somteken vepewissceld mag worden, Dit is duideli k nls J€a der
fi's niet sommeerbasr is, want dan zign beide leden oncindis groot.
Zijn f£,...,1 wll gommeerbanr, dan kunnen we st.2.4.6 toepassci
(na eerst de Adunnc verzemsilinn woarop niet alle fi‘s ¢indig zi;n,
te hebben weggenomei: ),

Y- . . X
De stelling van Lebmsgue. We kerin weer tezrug naar functies fe B .

We zullen eerst cen Kleline ultbreiding geven van het begrip sommeer-
baarheid, door ook functics te beschouwen die niet overal gedefini-
cerd zijn.

Definitie 2.6.1. Last (%) gedefiniecrd en fe B zign voor xe X-N,

waarblj p(N)=0. Dan hcet © nog sommeerbaar als £ gslechts sommeer-
baar is over Z-N, i onder [ £(x)dk wordt J (x)de verstaan.

<
£

Wanneer toch scoterafl fgop N gedcfiniee%ﬁNzou worden, zou T
sommeerbaar blijven (en nict sommeerbaar worden als hij niet sommecr-
baar was), on de iatezroal zou niet veranderen (st,2.4.8).

Ga na dat alle stellinges uit 2.4 en 2.5 geldig blijven biy
deze niecuws opvathing van sommeerbasrneld en integraal.

E, reBb. We zoggen dat £

Definitie 2.6.2., 713 & meetbaar, f, eB
op E gemajoreerd convevgeert naar £ als e¢r op B een nict-negaticve
sommeerbare functic g is met an(x)ngg(x) (p.p. op E), terwijl
voor bijna elke xe B geldt fn(x) - f(x).

Stelling 2.6.1. (Lebesgue). Is f, sommeerbaar op E (k=1,2,...), &b

convergeert fk op E gemajoreerd naar , dan is ook { sommeerbaar
op E, en
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fE £, (x)ap - fE £(x)dr .

Bewijs. Zonder beperking kunnen we E=X nemen. We hebben ka(x)ﬂs_g(x)
(p.p.), en g(x) is sommcerbaar, Daar £ - (p.p.), is f meetbaar.
Ook is ||f|} <&(x) (p.p.), dus f sommcerbaar (zie bigv. 8t.2.2.2, 6°,
of merk op dat vﬁf‘FV;)' We kunnen nu met fk-f gaan werken, zodat
het voldoende 1s hct geval te beschouwen dat :E‘k—> 0.

Daar X o-finiet is, is X=1im “<m), g(m) meetbaar, p(E(m))<m .

m Vo .
Daar X~E( ) - 0, kunnen we bi,) gegeven ¢ de m zo groot kiezen dat

(zie s8t.2.5.8)
j;‘;p(m) glx)de < 3¢

(M) oy ac pi- .
Op E en de rij fq,iz,...

passen we 5t.2.3.9 (Egoroff) toe. We
hebben dan E ¢ g s B~ E m)—N, L(N)=0, en op elke 2{7) conver-

geert fk uniform naar 0. Nu passcn we nog eens st.2.5.8 toe: we kic-
zen n zo dat r
!

s g(m) g
[#

g(x)de < e .

Tenslotte kiez., we K 7é dst voor k >k, geldt

I fk(x)“ < 71-&: / u(E(m)) (xeE ) .

Uit st.2.2.2,6°, st.2.4.6 en st.2.5.10 volgt nu dat

J ol < o (k> k),

zodat volgens st.2.4.7 geldt dat f fk(x)du - 0.
X
Stelling 2.6.2, 71 X= z?‘Ej (disjuncte som, Ei's meetbaar), en f
sommzerbaar, dan ig
fFlz)dpr = ,Sjmf f(x)dp
% v /l E
i

Bewijs. 7ii f_(x)= 372 XEﬁiﬁﬁi ban convergeert £ naar £, cn wordt
— ]
dnov  ||ffl  gemajorecrd. °

Stelling 2.6.3, Laax fq,rQ,.., gornmeerbaar zijn over X. Onderstel
dat

(1) E?°[x £ Gl du e

Dan geldt
(2) F(x)= zfj Hfi(x)ﬂ is sommeerbaar.

(3) 2? £,(x) is bijna overal absoluut convergent, ¢n de som van de
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recks is sommeerbaar,

(4) Ej fi(X)dp is absoluut convergent, en =j‘ Zj fi(x)dp“
X

X
(5) =7 fxufi(x)g; aw = [ 22 (0l ae .

4w

Is (2) gegeven i.p.v. (1), dan kan men (1), (3), (%), (5) bewijzen,
Samenvattende kan men zeggen: in (4) heelt alles betckenis,en
de gelijkheid geldt, zodra één der ledor cen (=irdige) betekenis

krijgt wanncer men £ door ||f]] vervangt. ("Bi) ~heolute convergen-

3]

tie is alles geoorloofd", Ook alg alle f;'s gegencraliscerd nict-

negatief zijn, is alles geoorloofd, volgens st.2.5.12).

Bewijs. Ult st.2.5.12 blijkt dat (1) en (2) eguivalent zijn, en
(5) tot gevolg hebben, We merken nog op dat (2) impliceert dat

Z?{]fi(x)ﬂ bijne overal convergeert, Derhalve convergeert
Z? fi(x) bijna overal (at.2.1.4).

. naar g

f
1 1
door F, want || Z? fiH,gzq l£5]] < 7, en F is sommeerbaar. Uit

De convergentie p.p. van Z? i is gema joreerd

-8

o

st.2.6.1 volgt nu dat jzﬂ fi(x) sommeerbaar is, en dat

4

S 22 fidu—’fnﬂj)f‘dp . Terciotte volgt nog ult (1) (met gebrulk
van st.2.4.7), dat bt

bolinkorisd ver (M) sbscluut convergeert.
Met behulp van st.2.6.3 geven v cen verscherping van st.2.4,2.

Stelling 2.6.4, 2Zij fe¢ BX, f sommeerbasr., Dan is e¢r zen rij

§4s85,.,. Van speciale trapfuncties zd dat f£(x)= Z? s;(x) (p.p.)
(=]
en Zq‘fglsi(x)u<h¢< o,
Bewijs. Volgens st.2.4.2 is er bilj elke 1 een speciale trapfunctie

, . » - N “j— ™ o — - = -
t, z6 dat j‘]]f(x)ﬁti(nﬂ[:du<<2 . Neem s =t , s,=t -t,, S3=tg-tos... .

Dan is J‘Hs?(x)“ an ¢ <! (i=1,2,...). Volgens st.2.6,3 is nu
2: si(xf bijna ovesnl convsrgont naar cec sommeerbare functle S(x).
Verder 1s
r .
<s(x)-55 (=) dn =J, 0 e s OO d“ﬁufx 2l s () du =

2-1

o0 RTISNTI 1ot o=, 4=1-1
2y ,fx G e T = e T

Derhalve is ji[[s(x)—f(x)ﬂ qu< 2742t (1=1,2,...). Deze inte-

graal is dus nul, zodat S(x)=f(x) (p.p.) (st.2.5.6).
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2.7. De stelling van Fubini. Deze heeft betrekking op het herleiden
van meervoudige integralen tot herhaalde. Laat (X, A, pq) en

(Y, AE,LLE) g-finiete maatruimten zijn; A, en A, zijn de klas-

sen van meetbare verzamelingen, Het cartesighe proguct is .
(Xxv, A, X.AE,LL) (p= p1><p2). B is weer een Banachruimte.
Een meervoudige integraal is de integraal van een functie f(x,y)
(fe pt*¥

deze kunnen interpreteren als de integraal van XE.f over de ge-

} over een meetbare verzameling E uit X XY, Aangezien we

hele X XY, kunnen we ons beperken tot integralen over de gehele

XY,

Stelling 2.7.1. Zij f'eBXXY, f sommeerbaar. Dan 1s voor bijna
elke x € X:

(1) f(x,y) sommeerbaar over Y,

En als Q(X)ff f(x,y)d TN (zodat o(x) voor bijna alle x gede-
finieerd is), dan is p(x) sommeerbaar, en
(2) [ ostoa=[  rGoya
X XXy
(Het linkerlid kan ook geschreven worden als‘f d pif f du,, het-
X y

geen bctekent‘f {.[ £ d “2} d “1)-
x Jy

Bewijs., T = A,lx,A2 is een semiring dic de productmeatruimte voort-
brengt. Bi] deze T definiéren we de speciale trapfuncties in
XxY (def.2.2.3).

We nemen nu eerst bljzondere gevallen:
19, £(x,y)=0 bijna overal in XxY. Zij E de meetbare verzameling
waarop f#0. Volgens 5t.1.9.7 is ug(EX)=O voor bijna alle x, zo-
dat o¢(x)=0 (p.p.) En in (2) blijken nu beide leden O te zijn.

29, 7ij f=b Xg, wanrin E=E % E,, E_ e Aﬂ, Eyedy, P(E)< o , berwijl
b een constante ult B is., We mogen onderstellen u(E)> 0 (anders
is 1° van toepassing). Uit 0 < p(E)< o volgt nu dat pq(Eq) < oo,
pz(E2)< o . Is xe¢ E,, dan is f(x,y), beschouwd als functie van y,

gelijk 2an b Xy (y). Deze is sommeerbaar daar ug(E2)< w 1s,

Als x% Eq dan ig f(x,y), weer beschouwd als functie van y, lden-
tick nul, dus sommeerbaar, Aan (1) is dus voldaan, We vinden dat

p(x)=Db XE (x) ©o(BEy), waaruit nu (2) volgt (vgl.st.2.4.9).
1
3°, Is f een speciale trapfunctie, dan kunnen we (1) en (2) ve-

wijzen door £ te splitsen in functies van het onder 2° pehandelde
type (pas st.2.4.,1 en st.2.4.6 toe),
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Neem nu een willekeurige sommcerbare functie . Volgens st.
2.6.4 is f= gw S, (X,y) (p.p. in X xY), fj KXy nsi(x,y)H dp < .
Voor elke s, 21Jﬂ (1) en (2) al bewezen, dus

dp f J(x,y)dp —f 5, (x,y)du .
J; L 2 XXy i

We willen bLlQQ leden sommercn over i (i=1,2,3,...) €n in
belde leden de sommatic en integraties verwissclen. Daartoe zullen
we cerst de absolute convergentie vast. Elke ||s; (»,y)“ is cen
speclale trapfunctic (ga dit na), zodat volgens 30

duy fynsimy)u =), lsslenl] e

We weten reeds dat het rechterlid, gesommeerd over 1, een con-
vergente recks oplevert. Daarult volgt nu hetzelfde voor het linker-
11d, en dus (st.2.5.12) det [ (37 |Is,( ,y)” dpgldp, <w, en
(nog eens volgens st,2.5.12) X dat yf ﬂ (x,9)] d;12}dLH < =

Het laatste Warandcert dat voor blgna elke x geldt

1Hs (x,9)]| duy <o . Volgens st.2.6.3 convergeert bij zo'n

aardc van x de rceks 2? si(x,y) voor bijna alle y, terwijl de

som sommeerbaar 1s over y, en

r
(o] { o0
o Iy si(x,y)dn o =5 2y sy (x,y)de 5.

Noem [ s,(x,y)dk, = ¢s(x) (p.p. gedefinieerd). Dan is ¢, (%)
y
sommeerbaar en f? 7l

"H:L ”d‘w 1/ FRIENCR L TALIIREE
Dus volgens st.2.6.3 “is Z, Ql(x) bijna ovy¢a1 convcrgcnt met
sommeerbare som,ifn Eﬁ fx *1(X) b= jx Z,l Vi( )quq . Resumerende:
Z?IX {J{'y sy(7,y)d vy dad kg =fxify £ sy (x,y)duoldu;
voor bijna elke x geldt dat s ( ,Y) en Z: si(x,y) sommeerbaar zign
over y, en de Integralen over Y z1ljn sommcerbare functies van x.
Het linkerlid is g=1ijk aan 21[X\y Si(x,y)du ., 0ok hier is
wegens de absolute convergentic de sommatie verwisselbaar met de
integratie. '
We hebben nu de stelling bewezen met i: si(x,y) in plaats
van £(x,y). Mear het verschil van dezc¢ twee is een functie die
bijna overal in Xx Y nul is. En daarvoor was de steclling reeds on-

o)
der 1~ bewezen,

Stelling 2.7.2. Z1j 0K f(x,y) < =, f meetbaar op X xY. Dan is voor
bijna elke x de functie £(x,y) een meetbare functie van y. Verder




Ly O

is [ f(x,y)du, (die dus voor bigna 2lle x sudefinider is) een
meet¥nre functie van ¥, wn

[ Co(x ) f

Jo Mg S

Bewl s, We construcren ofoeknotic functics fn. 21y voor wlke n, [I

i

egen meetbaar deel van LY, net “(En)< oo 5 Lim Enz XY, Neem nu

£.(x) =3, (x) . min(f(x),n),

o !

w]

o O
!..Ja
e

£, overal eindis, on somacerbane: f £ du;_n.§l(En), ZU~
N

st.2.7.1 dorroy momern Loepasscn " (met B=B):

[ r
(.] { ! ‘F’ Y 1‘ - = .L FeN (i i .
L[x 1y Ln("“) Yo Tuny n( ;¥ )4
We. merker vevder op @2t O« 0, < £, < ,., ¢, [=lim fn' Daarult
volgt, vin 5t.2,5.3 ¢n st.1.5.14, dat g K3y fv)du—»fy\v fdp o In het
X I 4

linkerlid van (1) kunnen we op overcernkomstige wijze te werk gaon,

=)

—~ [@N
.Y
~— ‘s RS
-
<
(i

Voor bijna elke x in fn(xyy) necthoar (86.2.7.1) en (dnar £, stig-
gend tot f nadert) dus fv fn(x,y)dﬂp~g&_ f(x,y)duy, Dit laatste 1o
meetbaar (limiet v... Pib weetbbarc funftlgs). Davr S T de.
gend tot [ f dug nadert, no2doet rnu het linkerlid van'(ﬂ) tot

N
fx dp./lfy T G

Stelling 2,7.3, Tg © con neebbanpy decl voar XY, en 1

dan ig ¥, ovoor bignn clke x acethane, w.(ﬂy) Lo wen mecthare [unc-

. ‘o
A\ ¢

fie van x, on [

Bewijgs. Pas st...7.2 too et = X
Merle op dat o0, .07 oo ob. 1,000 ddroat uit st.2.7.% volgen,

Stelling 2.7.4. D¢ conciusivn van ot.2.7.1 blijven pelden aleg het

gegeven ( 1) wordt vervoogen door: fois meetbanr, on
{

fx dpq fyl r h -x?\ 0o,

Bewijs. Mot 9t.2.7.2 concluderen we dat | f(x,y)|l du < is;

M |
Ry
samen met de mectbaarheid van f betcokent dit dat £ sommeerbaar 1s

over X XY,

Stelling 2.7.5. We geven nu cen samenvebting: (stelling van Fubini).

Z1ij Te B or pegencraliccerd nict-negaticl re&el, In het ecersto

geval cisen we dat é¢én der uitdrukkingen
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eindig is, ¢n dat f meethaor is. In het twecede geval eiscn we

slechts dat £ mcetbaar is. Onder deze veronderstellingen geldt:
f; d“ﬂ.fy f(x,y)du2 =j§ ity jx f(x,y)dlw‘,l =J;xy £(x,y)dp .

De integralenfy il Opg enj% £ du1 hebben voor bhijna a2lle x resp. ¥
betekenls. De herhaalde integralen cen de dubbelintegralen hebben
betekenis., (Een intcgraalj% f di over cen maatruimte (X, 4 ,u )
heeft betckenis

in het geval fe B : als £(x) p.p. gedefiniderd is, en sommer-
baar is (zie def.2.6.1),

in het geval 0 <f(x) (e : als £(x) mcetbaar is volgens def.
2.5.2 (de¢ integraal kan dan e zign).)

Opmerking 1. Bij cartesische producter: van ncer dan twee moatruim-

ten kan men door herhnnlde toepascing van st.2.7.5 het met st.2.7.0
overeenkomcrde resultant verkrijgen, Bedenk nl, dat bigv., X xY¥xZ W
als product van twee maatruimten kan worden geschrevens: bigv.
X % (Y<ZxW) of (XxY) x (Zx). Er geldt bijv. (in beknopte notatie)

= f f f{_ ::f ! = f f cnaz.,

KKY HZH ] X0 oynw Y 7 XXZ T YXW T T XXYRW 7

mits [ meethaar is ¢n of O0LI< ~, of f ziyn waarder: in B heeft en
één dezer uiltdrukkingen absoluut convergeert (d.w.z. cindig blijft
als £ door || £|] wordt vervarsgun,

Opmerking 2. D¢ stcllingen over integrotic term veor torm (st.

2.5.12 en s8t,2.6,3) zijn bijzondere gevallen voar de stoelling van
Fubini. Men nemc daartoe voour ¥ coen aftelbare rulmte., ‘AZ is de
collectie van alle deelverzamelingen van ¥, en HQ(E)z aantal clc-
menten van E als Ee A,. In plaats Vam”:y £(y)dr, is dan yéYf(y) te
schrijven, Dat f sommecrbaar is over y betekent dat t ||£(y)]|| con-

vergeert,

Riemann-integraal, In onze tanl kunncen we de R-integraal als volgt
definié&ren,

Definitie 2,8.1. Een functic fe BT heet e¢igenlijk Riemann-inte-
greerbaar ((ER)}-integreerbaar) als er blj elke > O speciale trap-

functies s, en s

/4 o bestaan zo dat
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I 26 = oy (ol lontol 5 ), loptl] an <.

Onder (ER)f f(x)dp verstaat men het clement b B waarvoor bij elk
dergelijk stel ¢,s,,3, gcldt dat Hb-]% sq(x)duH< c is,
Stelling 2.8.1. Zij f(ER)-integreerbaar, Dan is f sommeerbaar, en

~de verzamellng waarop ££0 is, heeft c¢indigze maat. (ER)~ff(x)dp is
é¢énduidig bepaald, en = [ f(x)dp .

Bewijs. Uit st.2.4.2 volgt dat f sommeerbaar is,

Daar ||f-s,|[<]ls,|l,1s £#0 hoogstens op de verzamelingen waar-
op sq¥0 of S2¥O, ¢n dit zijn cindige sommen van A, 's met cindige
maat (def.2.2.3).

Uit ||f-s. || <llsoll volet dat ||[, £ dw -/, Sqd“”ifx lsofl aw .
Derhalve voldoet fx f dp aan de eis diec aan b is gesteld. Het 1is
duidelijk dat er slechts <én zo'n b is: zouden b, en b, beide vol-

1 2

doen dan was || b,-b,|l <2¢ voor elke e >0, dus b,=b,.

Wat betreft de oncigenlijke Riemann-integraal zullen we ons
beperken tot een bijzonder geval dat de situatie duldelijk weer-
geeft.

Definitiec 2.8,2, Zij fe BY, ¢n zij X het interval (0, ) met de go-
bruikelijke maat. Laat voor e€lk paar getallen a,b met O<a<d b<
gelden dat £ (ER)-integreerbaar is over (a,b) (d.w.z. dat

f'x(a,b) (ER)-integrcerbaar is). Laat verder l}m I;T (Elebf(x)du
bestaan (als B=B_, laten we slechts cen cindige Qif1ct to¢). Dan

i

heet T (OR)—intcgruerbaar over (0, =), ¢n de genocmde limiet wordt
o0

met (OR)~fféx)du a?ngeduid.

Voorbeeld: OR)fﬁx'icos x dy bestaat (bedenk dat

a 1 O L

|é‘ X 2cos x di| < 2p 2 als 0<p<aq).

Stelling 2.8.2. Laat £(x) over c¢lk interval (a,b) met 0< a< b< o

(ER)-integreerbaar zijr. Dan geldt:

f sommeerbaar over (0, o) > || £] (OR)-integrecerbaar over (0,o0).

Als een der beide leden geldt (dus de andere ook) is f ook zelf

(OR)-integreerbaar, en [ f(x)dp = (OR>£ £(x)du .

o
Bewijs. 2iJj f sommeerbaar, e¢n [ ||f]dr = ¢ (dus 0<c< o« ). Dan is
2EWLJS ) L

b
BR) P jiefaw= £l elion g e
a a
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Daar het linkerlid monotoon van a en b afhangt heeft het een ein-
dige limiet als a-= O, b— . Dus ||[f|| 1s (OR)-integreerbaar.
b

Verder is <ER)f f(x)dp = [ f(x)du . Als a—=0, b— = nadert
a

2 «
het rechterlid tot [ f(x)dp (want £, X(a b) nadert gema joreerd
b

tot f). Dus (OR)f?bQOdu bestaat, en 1s gelijk aan fnf(x)du .
o 0
Is omgekeerd gegeven dat ||f|| (OR)-integreerbaar is over (0,),
dan is volgens st.2.5.8: [llff dn=11m ; [2]] au = 1m FR) ; Y eljan-
o] -1

(OR) n 1 . n
= JU£]l du< = . Daar f ook meetbaar is (als limiet van
o

-

o x ), is f nu sommeerbaar,

(n‘1>n)

We zien dus dat een oneigenlijke Riemann-integraal dan en
slechts dan als Lebesgue-integraal kan worden geinterpreteerd wan-
neer de integraal absoluut convergeert. De moeilijkheden die bij
relatief convergente (OR)-integralen ontstaan t.a.v. verwisseling
van integratie met limietovergang, sommatie en integratie, worden
door de Lebesgue-theorie niet opgelost.

De (OR)-integraal f” is gedefinieerd als limiet van [ , waar-
bij E, op een zeer speciale wijze tot (0, ) nadert. E,
Slechts in het geval van absolute convergentie kan men zeggen dat

de limlet bestaat voor elke dergelijke rij {E

n}
2.9. Voorbeelden., We geven hier een aantal toepassingen van de stel-
ling van Lebesgue (st.2.6.1), van de stelling over integratie term
voor term (st.2.5.12 en st.2.6.3) en van de stelling van Fubini
(st.2.7.5). Het gaat steeds over de gewone Lebesgue-maat op (-eo, o),
en daarom zullen we i.p.v., dp het meer gebruikelijke dx schrijven.

1. Z1J p een constante (-1<p<ew), Dan is

n n co
lim [ (1- %) e PXax = f o~ (1HP)x gy T%— .
n-—o 0O o P

X -x -
want | (1~ ) X(o,n)(x)l < e (0<x<w ), daar 1-ug e” % (0cuct),
x)

zodat (1- %) X(o,n}(

n

Merk op dat op (0, ») ook (1- %) e P* naar e"(/H'p)X convergeert,
maar dit is geen gemajoreerde convergentie voor alle p> -1 (wel
bijv. voor p >1).

e P* gemajoreerd nadert tot e"(1+p)x.
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n 2 2
2. lm [T (1+3) " dx = [T ax,

n = o ~co

De convergentie is gemajoreerd want

(e 5 1< (e 7l
2

en fmelxl“X dx convergeert.
-CO
-nx
3. 1im foo %_—}—(—- dx = 0 (majorant e ")
N=- o 0
© sin x dx
b, lim =0 .

De integraal convergeert absoluut als n> 2, daar

sin2x|§_1 (0< x<1) en [x'2 2 (x> 1). A1ls n>2 is,
wordt de integrand door x ~sin“x gemajoreerd, Daar ginx - 0 (p.p.)
blijkt dat de integraal naar nul gaat,

4 1 1
5. R P <—2> I x°? log x dx.
0

5 VrexZ o \n

Dit blijkt uit
o0 '(—%)

Lo n
6. Is a> 0, dan is

o .2 - 2 n.2n
J e cos x dx = 17 f 7% ()7 gy

2

| x~ sinle_gx“

1 1
/ x°n og x| dx = J _tog x| dx € o .
o o

0 o o (2n)!
aangezien
o 2 m o]
0 - -ax
T [ eT8% %T dx = [ e7@ X 4% < o,
o} 0 : 0

7. Laat Re p> 0, Re gq> 0, zodat foo e™* xP7Yax en fm’e"yyq'qdy
0 0
absoluut convergeren, Het zijn T(p) resp. r(q). Nu is

r{p)-r(a) = [ e™* xP-Tax Joe™ ™ (xy)q'qx day
o 0

want de integraal over y is gelijk aan 7I(q) voor bijna alle x>0
(x:O is een ultzondering). Als we de integranden door hun absolute
waarden vervangen, convergeert alles nog (er komt dan

r(Re p) I'(Re g) uit). Nu is volgens Fubini:
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r(p) r(a) = [~ y3 "V ay s X (1Y) yp+a-T gy |
e} 0
oo Q"/\
= [ gﬁgm dy = r(p+a) B(p,a).
o (1+y)

Dit is de formule van Binet; B(p,q) is de betafunctie van Euler.
8. Te berekenen juax'g(ﬂ—cos x )dx.

0
We hebben x“2=‘/’oo e My dy (x> 0), en
o
[ov]

(o)
[ (1-cos x) dx [ e My ay = [y dy fuje"xy(1—cos x)dx ,
0 o) ) 0
want “1-cox x> O voor alle X.

Het rechterlid herleidt men gemakkelijk tot

° 1 N ®  dy 1
J v - =) dy= [ =37,
0 J 1+y o M+y

-P

9, Beschouw f” X sin x dx, met O <Re p <2, Deze convergeert nilet
0 n
absoluut als O< Re p <1. We berekenen de limiet van J als n door

de gehele getallen naar « gaat (maar we kunnen even® goed een
andere rij nemen).
Daar x P r(p) = /S e yp_q dy, is

0
n n 00
r(p) [ xPsinxdx =/ {sinx [e ™ yP- dy} dx =
0 0 0
< . p-1 " -Xy .
= [{y [ e sin x dx } dy
0 0

want als we de integranden door hun absolute waarden vervangen,
wordt het middelste 1id:

n
S 1sin x| x P r(Re p) 9% ¢ w.
0

n
Noem yp“q S e gin x dx = ¢n(y). We hebben qn(y) a/yp'1(1+y2)

o)
als n »w en y-0. We gaan nu @n(y) ma joreren:

- Do i, (1-y)n
(?n(y)uzyp L Imf e(l y)x dX'.:yp/l Im ET:§7--4;~1=
o)
p-1 _
= l*‘g (-ye™” sinn - e™V" cos n + 1),
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Re p-1
zodat |¢,(v) ] < Z__,_?_ (ye™V+e™Y41). Het rechterlid is sommeer-
14y

baar over (O,:»), zodat de stelling van Lebesgue mag worden toege-
past:

no o P="1

r(p) / x7P sin x ax - [ L—5 dy = 3 r(sp) r(1-3p).
© o +y

2.10, Stieltjes-integralen. De Lebesgue-Stieltjesmaat werd reeds

in 1.2 (voorbeeld 5) besproken, We zullen een kleine ultbreiding
aan de definitle geven,

Definitie 2.10.1. Is g een monotoon niet-dalende functie in (-o , o),

dan schrijven we
g (a) = lim g(x) , g_(a) = lim g(x),

X !l a X ta

zodat gﬂa)g'g(a)g_g+(a). Het verschil g (a) - g_(a) heet de sprong
van g in a.

Stelling 2.10.1. g, is overal rechtscontinu, g 1is overal links-

continu; beide zijn monotoon niet-dalend.
Bewijs: Zijn a en £ gegeven, dan is b >a zd te kiezen dat

g(x) < g+(a) +e als a<dx< b,

zodat ook g+(x)<<g+(a)+a . Anderzijds is voor al zulke x ook
g(x)z_g+(a), dus g+(x)2_g+(a). Met g_ gaat het analoog.

Definitie 2.10.2. Is I de collectie der cellen (a,b] , plus de
lege verzameling, en 1s g monotoon niet-dalend in (-ow, ), dan 1is
de maat be OP T' gedefinieerd door pg(O):O, pg((a,b])=g+(b)-g+(a)
(me0< a< b <o),

Stelling 2.10.2, Is -=< a<b<d{ =, dan 1s

u((a,p)) = g_(b)-g (2) 5 wu({p}]) = g (b)-g_(Db),
wla,p)) =g _(p)-g_(a); wla,p]) =g (p)-g_(a).

(nhier is { b} de verzameling die slechts uit het getal b bestaat).

It

Bewijs: (a,b) = lim (a,b-n""], enz.; bedenk dat (g,)_ = g_.

Opmerking: Is ' de collectie der gespiegelde cellen [ a,b), en is
p'! daarop gedefinieerd door '({a,b)) = g (b)-g (a), dan is
(R,P,p).f(ﬁ,r’,p'). Wart elke [a,b) is up-meetbaar met maat
p([a,b)), en (a,b] is p'- meetbaar met maat p((a,b]) (zie st.
1.7.1).
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In de volgende stellingen hebben de woorden meetbaar, sommeer-
baar, etc. betrekking op de maat Mo waarin g een monotoon niet-
dalende functie op (-0, ) is.

Stelling 2.10.,3, Is de reéle functie f(x) op (=-o ,o ) continu of
monotoon, dan is f meetkaar,

Bewijs. ZiJj f continu, Dan is op elk interval [n,n+1] (n=0,+1,+2,...)
f uniform continu, dus op (n,n+1] is f uniform te benaderen door
trapfuncties. D.w.z. er 1is bij elke ¢ >0 een tn(x), met
|£(x)-t, (x)] <& (n<xgn+1), t,(x)=0 buiten (n,n+1] . Nu is
: o t =t een trapfunctie met | f(x)-t(x)|< e wvoor alle x. Volgens
definitie 2.3.1 1s nu f meetbaar.

Vervolgens nemen we een monotone functie f, Dan is st.2,3.4
toepasbaar, want E(b,e) 1is een interval, dus meetbaar.

Stelling 2,10.4, Is J een interval en is f continu of monotoon op J,

z1ljn bcvendien f en g begrensd op J, dan is f sommeerbaar over J.

Bewljs. Over elk gesloten deelinterval van J is f meetbaar (want
daarbuiten is de functie continu resp. monotoon voort te zetten),
dus f is meetbaar over J (st.2.3.3).

Het interval J kan 0,1 of 2 eindpunten hebben. Deze eventuele
eindpunten hebben eindige maat, en f is eindig in deze punten, zo-
dat f over de verzameling der eindpunten sommeerbaar is. Laten we
uit J de eventuele eindpunten weg, dan ontstaat een open interval
J'. Dit 1s te beschouwen als Zu:»Ai, met A;e T, terwijl Ai+1 direct
achter Ai aansluilt.

Zij |f(x)] < Mop J. Dan is

Jpo 120 g Mz Top(hy) = M(supge(x) - infie(x)) <o ,
dus f 1s sommeerbaar.
Definitie 2.10,3. Is f sommeerbaar over een meetbare verzameling E,
dan wordt de integraal van f over E aangeduid met J f(x)d g(x).
Opmerking 1. Is E een interval (a,b) of (a,b] of E [a,b) of [a,b] ,
dan is het gevaarlijk om jb f(x)d g(x) te schrijven, Want de inte-
graal over de eenpuntsverZameling b bedraagt £(b) (g+(b)—g_(b))
(st.2.4.9), zodat bijv.

f(a,b] £(x)dg(x) =/ £(x)dg(x) + £(0) (e, (b)-g_(p)).

(a,b)
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Opmerking 2, Is f continu op [a,b] ( —<< a<b<dw ), dan is

f(a b]f(x)dg(x) te beschouwen als limiet van sommen van de vorm
J

s =25, fe)(alxy) - alxy_4)),

waarin a=xo< g1<ixq <g2<..,<gn~<xn=b, terwljl de limlet-overgang
van het type is dat we bij R-integralen kennen. Het verschil tus-
sen S en de integraal is nl. in absolute waarde hoogstens

n

z i=" (Mi*mi)(g(xl)"g(xl_q)):

waarin M, resp. m, het max. resp, min. is van f op (x Door

1
1-12%1-e
blj gegeven ¢ de intervallen klein genoceg te kiezen, kunnen we de
laatstgenoemde som < e(g(b)-g(a)) maken,

Uit deze beschouwing volgt nog, in het geval dat g(x) een

continue afgeleide heeft, dat

b
J(a,p) T(x)de(x) = [ £(x)e! (x)ax.

We kunnen nl. t, zd kiezen dat g(xi)—g(xi_q) = g‘(ai)(xi'xi~1)’ en
dan wordt S een Riemannse som voor fg'.

Stelling 2,10,5. Laat f en g monotoon niet-dalende functies op
(~o0 ,00) zijn; f overal linkscontinu, g overal rechtscontinu,
Laat -« <a<b< o zijn, Dan is

£, (x)dg(x) + (5.0) g_(x)af(x) = £_(b)g_(b)-r (a)g (a);

(a,D)

Bewijs, Zij X=Y=(- o, ); T'is de cellencollectie (def.2.10.2), We
beschouwen de maatruimten (X, I', uf) en (Y, ', u_ ). In het carte-
sische product nemen we de verzameling {(x,y)] ad x<b, a<y<x I
de karakteristieke functie daarvan heet X(x,y). Volgens de stel-
ling van Fubini (st.2.7.2) is nu

J du. [ x(x,y)dp. =/ du x(x,y)du
x £y ’ g 7, 8 f; ’ £

zodat

(e_(x)-g, (a))au. =/ (f_(b)-f, (x)du

f(a,b) (2,b) g’

waarult de eerste der te bewijzen formules direct volgt, De tweede
volgt op dezelfde manier uilt de beschouwing van de verzameling
{(X:y) f a {X=y <b}

é j(a,b) (f+(x>-f~(x)9dg(x) = f<&9b) (g+(x) - g—(x)>df(x)‘
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Hoofdstuk 3, Totaal-additieve functies.

3.1. Inleiding.
Dit hoofdstuk is in zekere zin een ultbreiding van hoofd-

stuk 1 (maat). Een maat is een niet-negatieve totaal-additieve
verzamelingsfunctie. We zullen hier van de niet-negativiteilt
“afstand doen,

Definitile 3.1.1. 21i] Rg de verzameling der gegenerallzeerd
re€le getallen. Een reeks 2? ay (aie Rg) heet eenzijdig con-
vergent als de negatieve termen uit de reeks samen een conver-
gente reeks vormen. In het bijzonder 1s dan elke ai> -0 , On-
der de som van een eenzlijdig convergente reeks verstaan we de

som der niet-negatieve termen (die + e kan zijn) plus de som
der negatieve (die eindig is).

Een eenzijdig convergente reeks I ay kaqmsteeds worden
gesplitst, met a,=b,+c,, waarblj 0<b; < =, quci;<°”- Voor

177171

de som geldt dan ¢ ay = Zbi+ Ie,. Gemakkelljk gaat men verder

na dat de stellingen over volgoideverwisseling en over dubbel-
reeksen gelden (zie het slot van 0.4 voor niet-negatieve, en
st.2.1.2, 8t.2.1.3 voor absoluut convergente reeksen).

Als Lay niet eenzi jdig convergeert, en L-ay evenmin,
dan kan lim 22 ay toch wel bestaan, maar door volgordeveran-
dering kunnen we dan een convergente reeks met een andere som
of zelfs een divergente reeks maken,
Definitie 3.,1.2. Z1j X een rulmte, en T een semiring van deel=-
verzamelingen van X (zie 1.1). Aan elke A € I' ziJ een getal

v(A) e R toegevoegd., We noemen v een totaal-additleve verzame-

lingsfunctie (op I' ) als v(0)=0, en als voor elke A € T' en
voor elke disjuncte splitsing A= zﬁAi (Aie I') geldt dat
z:v(Ai) eenzljdig convergeert en v(A) tot som heeft. (Is boven-
dien Vv niet-negatief, dan is v dus een maat op I', zie st.1.2.2
en def.1.2.1).

We merken op dat v(A)> - voor alle Ae I', anders zou

v(A)+ v(0)+ v(0)+... niet eenzijdig convergeren.

Definitie 3.1.3. De totaal-additieve functie v heet een verschil-
maat op I' als er bij elke Ae I een getal ¢ (0< c < =) bestaat zd
dat voor elke eindige disjuncte som EﬁAi (met Ajer, ENAf:A)

N 1
geldt dat I, v(A;)> -c.
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Voorbeelden. 1. Laat u een o-finiete maat zijn op I' , en laat

g en h gegeneraliseerd re&le functies op X zijn die p-meetbaar
zijn, d.w.z. meetbaar zijn t.o.v. de Lebesgue-ultbreiding van
deze maat. g is gegeneraliseerd niet-negatlef, en h is sommer-
baar over elke A€ I' , Definieer v opl door

v(a) =J g(x)de-f n(x)du .
A A

Dan is v een verschilmaat. Dat v totaal-additief is blijkt door
verwisseling van sommatie en integratie (st.2.5.12 en st.2.6.3).
N

Verder is, als Zinc:A:

z§ v(Ai)_Z z§~/ h(x)dp> - J |h(x)] dp = -c.
Ay A

2. Zij T de collectie intervallen (a,b] met -~ < a<b<1, plus
de lege verzameling. Voor -« < x< 1 zij g(x) gedefinieerd als
(1-x)*q. We nemen v((a,b] )=g(b)-g(a) als a<b <1, v((a,1] ) =
=-g(a) als a< 1, Deze v is totaal-additief. Is nl. (a,b] =

= 37 (a;,b,] dan is zeker v((a,b]) = zj’ v((ay,by]) als b< 1
is (zie 1.2, voorbeeld 5). Is b=1, dan 1is één der by, bijv. b,
gelijk aan 1. Dan is ook (a,aq} = Zz(ai,bi] en dus v((a,aq]) =
2; V((ai’bi])’ Derhalve is

v((2,11) = -g(a) = v((a,1]) + g(a,)-s(a) =

o

v((a,1) + v((2,0,]) = 23 (a0, ).

Dus v 1s totaal-addlitief, Het is echter geen verschilmaat, want

A= (1 -2,11ch = (0,1] , en w(A ) = -n,
en n kan wlllekeurlg groot gekozen worden.

Opmerking. Als I' een o-ring is, en X € ', dan 1s elke totaal=-
additleve functie op I' een verschilmaat (st.3.2.2).

Definitie 3.1.4. Z1j v totaal-additief op de semiring I' . Dan is
voor alle A € I' het getal ¢(A)¢ Rg gedefinieerd door

N

$(A) = sup { 23 - (A )[N=1,2,..05 AjE T, ADA +...+A (disjunct)].

i 1 N
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Stelling 3.1.1. Zij v totaal-additief op de semiring ' . Dan is

¢ een maat op I' , en ¢(A)+ v(A)> O voor alle Ae T.
Bewi]s, Neem in def.,3.1.4 eerst N=1, quA. Dan blijkt dat

¢(A)+ v(A) > 0. Neem ook N=1, A,=0, dan blijkt dat $(A) > - v(0)=0.
Verder is, als A=0, ook A,=...=A;=0, zodat we vinden dat ¢(0)=0.
We moeten nu nog bewijzen dat ¢ totaal-additief is (dan zegt st.
1.2.2 dat ¢ een maat is),

Zij dus B= Z?Bi (disjunct), B eT,B, €T, Neem eerst aan dat

W(B) < f: ¢(B;). Kies n zé groot dat ¢(B)< = 2 ¢(Bi). Neem ver-
der & zo dat 0 < e <1 en ¢(B)< (1-8) I3 ¢(B;). BLJ elke By kie-
zen we een elindige disjuncte som I Aijc Bi’ met Ai.e r,
- Iy v(Aij)z (1-€) ¢(B;) (dit gaat ook nog als ¢(B;)=0. Nu is

zij Aij een eindige disJuncte som, bevat in B, en

= 2yy v(Ayy) 2(1-¢) qu] $(By) > ¢(B),

doeh volgens def.3,1.3 1s het eerste 1id < ¢(B).
Het is nu voldoende te bewijzen dat (B) £ E? ¢(BJ).
ziJ B:)A1+...+AN (disjuncte som; Aye '), Splits AiBj als disjuncte
o0 .
som 2 _4Cy 4k (Cijkesf), dan Ls ook I, 0,4 een disj§ncte som,
Nu is v(A,)= ijv(cijk) (eenzijdig convergent), dus 3 v(Ay)=
= I v(CiJk). De laatste som is nu ook eenzijdig convergent,
dus geliljk aan zj( Iy v(Cy 1)) . Daar Zikcijkc:Bj’ is
- ~ i | 0
2t V(“ijk)5-¢(Bj>‘ Dus - £} v(Ai)g_zj_q ¢(Bj). Neem het
supremum van het linkerlid, dan blijkt de gevraagde ongelijkheid.

Stelling 3.1.2. 21J v een verschilmaat op de semiring TI', Dan is &QQ(m
voor alle Ael', en Vv 1s het verschil van twee maten, nl, Vv +¢

en &, Ook V+2¢ is een maat, die met |v| wordt aangeduild, en we
hebben

fv(a)| < |v|(A) wvoor alle A eI,

Bewijs. Uit def.3.1.3 en def.3.1.4 volgt direct dat ¢(A)< = voor
alle Ael ., Daar v en ¢ totaal-additief zijn en ¢ > O, v+ 2 0,
v+2¢ > 0 (st.3.1.1), zijn ¢, v+ env+2(¢ maten. Daar ¢(A)< o
voor alle A, is v(A)=(v+ ¢)(A)- &(A).

Verder is voor elke A € T ook v(A) Sv(A)+2 ¢(A) en v(A) >

> = v(A)-2 ¢(A), resp. wegens > O en V+¢ > O, Daaruit volgt de
ongelijkheid voor |v| .
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3.21 De splitsing van Hahn. 2Zij I een semiring met verschilmaat
v, Laat ¢ ,V+¢, V+2¢ = |v| de in def.3.1.4 en st.3.1.2 genoem-
de maten zijn. We eisen verder dat X € Q(P), d.w,z. dat X te
schrijven 1s als X= f?Ai (disjunct) net Aye T

Daar ¢(A)<e voor alle A €T blijkt nu dat (X,T,¢ ) o-finiet
is., De maat ¢ is dus voort te zetten tot een o-ring, nl. de o-

ring der ( -meetbare verzamelingen., De verschllmaat v behoeft
niet tot een o-ring voortzetbaar te zijn.(Beschouw het voorbeeld
1 na def.3.1.3, en neem daarin voor h een functie die over elke
A, doch niet over de gehele X sommeerbaar is),

We zullen verder steeds veronderstellen dat ¢(X)<le 1s. Dit
is steeds te bereiken door X in disjuncte stukken te verdelen en
die stukken afzonderlijk te beschouwen,

De volgende stelling leert ons de vraag naar de structuur
van een verschilmaat op een semiring te verplaatsen naar het
overeenkomstige probleem bij een o-ring, waar het eenvoudiger is.

Stelling 3.2.1. 21J T een semiring in X, en v een verschilmaat
op I'. Zij X e Q(I'), env c-finiet (d.i. X= XO,TA:.L disjunct, met
v(Ai)< w), Tenslotte onderstellen we dat (X) <., Dan zijn ¢
en ¢+v voort te zetten tot maten op de o-ring A der t.o.v, !v?
meetbare verzamelingen, Verder is v=({+v)- ¢ weer een verschil-
maat op A . Op A speelt ¢ weer de door def,3.1.4 (met A i,p.v, T)
aangewezen rol t.o.v. v. :
Bewijs., Ook |v| =v+2¢ 1is o-finiet (uit v(A )<= volgt fv(Ai)l { ),
zodat we de Lebesgue-uitbreiding (¥X,A,|v] ) kunnen beschouwen,

Is Eef, dan is E ook ¢-meetbaar en (¢+ V)-meetbaar. Volgens
8t.1.8.1. is er nl. een E,>E, z6 dat E, limiet 1s van een rij
P sPpse.,PlE, (Pye a(r)), en 24 dat E,-E=N de |v] -maat O heeft.
Eq is kennelijk ook ¢ en (¢+v)-meetbaar, Het is nu voldoende aan
te tonen dat |v|(N)=0 impliceert dat ook ¢ (N)=(¢+v)(N)=0. Kies
daartoe e , en maak een disjuncte som E?Ai:gN met Aie r,
E?I'vKAi)‘<e. Daar echter @(Ai)_glv}(Ai) is (st.3.1.2), 1is
¢(N) Ce, dus ¢*(N)=0. Hetzelfde argument werkt voor ¢ +Vv . Dus
b+ v en ¢ zijn maten op A ; daar §(X)< o 1s, blijkt dat v totaal-
additief is, ,

Daar ¢(X)< o , en Xe A, is ¢(E) <= voor elke E€ A , We kun-
nen dus v tot A voortzetten door v(E)=(¢+v)(E)- ¢(E).
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We bewljzen verder dat ¢ = ¢, OP A, waarin

$4(E) = sup { - v(F)| FcE, Feal (Eea).

Duidelijk is dat - v(F)= ¢(F)-(¢+v)(F) < ¢(F) < ¢E), dus
cM(EW_SqﬂE) (Ee &), Verder is ¢1(A)2.¢(A) (A eT) (gebiedsvergro-
ting onder het sup). Dus ¢1(A)= $(A). Kics &> 0. Neem nu een E € A,
en approximeer die door BsA +...+A| (disjunct) met ¢(EAB)< e,
A eT(st.1.8.3). In A, kiezen we F, met - v(F,;)> ¢(A;)- en™". Neem
nu F=E(F_+...+F ), dan is - v(F)=- V(F oo 4F )J4(F ke o 4F ) -E) O
>§(B)=2e - ¢((F +...+F )-E) 2 ¢(B)-2¢ - ¢(EAB)> ¢(B)-3e >¢(E)-ke .
Hieruit volgt dat ¢,(E) 2 ¢(E)- 4e, zodat ¢,(E)= ¢(E) bewezen is.
Uit het feit dat ¢1(E)<w voor alle E € A volgt nu dat v een
verschilmaat is op A .

We werken nu verder op een g-ring. We behoeven nu nlet meer te
eisen dat v o-finlet is (dat was slechts nodig om van een semi-
ring naar een o-ring te komen) en we behoeven niet a priori te
eisen dat v een verschilmaat is; totaal-additiviteit 1s voldoende,
Syelling 3,2.2. Zij A een o -ring van deelverzamelingen van X, met

XeA. Zij v een totaal-additieve functie op A . Voor elke E € A
is volgens def.3.1.4 (E) gedefinicerd als

¢(E) = sup [ - v(F) | FeA, FeE },
en volgens st.3.1.1 is dat een maat op A . Verder geldt:
°©, 1Is Ee A, en b een getal met b <¢(E), dan is er een B met
- w(F)> b, G(F)= (E).

2%, (X)<w, en v is een verschilmaat op A .

/‘

Bewijs. 1°. 2ij E€d, b <y(E). Kies b,,by,... 26 dat b< b, <oy <...
<W(E), b = ¢{E) (n - =). Voorlopig blijft de mogelijkheid open dat
q;(E):oo is,

Kies E, €A met E,cE, - v(E

Kies E2 €A met Ech-Eq, en

“ V(Ep) + §(B)> by, -

,])>bo

=i
o
N
v
O

D1t kan, daar @(E—E,l)-kq)(E,]): G(E) >b, 1s. Is reeds ¢(E,)>b,,
dan kunnen we E2=O nemen,

Kies E3E A met E3c:E-E ~E2, en

g



- v(Eg)+ G(E )+ o(Ep)> bos - v(Eg)2 0.

Dit kan, daar ¢(E-E1~E2)+ G(E )+ ¢(By)= ¢(E)> b, is. Zo gaan we
verder. Nu is E +E +...€A, en WE FES+. L) 2 ¢(E1)+...+ $(E, )2 b,

voor elke n, anderzijds is ¢(E1+E2+...),i y(E). Daar b_ = ¢(E),

is dus
G(E +Eo+. .. ) = ¢(E).

Verder is - V(E1+E2+...)=~ V(Eq)— v(Eg)=. .. > b+O+0+. . .=b. Kies

dus F=E1+E2+..., en 1° 1s bewezen.

2%, Neem aan dat ¢(X)= = is. Volgens 1° kunnen we dan F,cX
vinden met ¢(F1)= o, - v(F1)> 1, verder F,CF, met G(Fy)=e,
- v(Fy)> - v(F1)+1, dan Fyc Fy met ¢(F3)= o0y = v(FB) > = v(Fy)+1,
enz. Nu zijn v(Fq), v(Fg),... alle eindig, en - v(Fq-Fg) > 1,
- v(FQ-F3)> Tyeee o Bn Fo-Fo, Fo-Fy,... zijn disjunct. We komen
nu in strijd met de eis dat in

v((F1~F2)+(F2—F3)+...) = v(F1~F2)+ v(Fg-F3)+...

het rechterlid eenzijdig convergeert. Derhalve is ((X)< e .
Hieruit volgt nu dat v een verschilmaat 1s, want voor de c¢
in def.3.1.3 kunnen we ((X) nemen,

Stelling 3.,2.3, (Hahn). Zij A een o -ring in X, met Xe A, en zij
V totaal-additief op A . Dan is er een Eg e A 26 dat

$(E)=0, v(E)=|v|[(E) als Eea, EcX - B,

(0+v)(E)=0, v(E)=-|v|[(E) als Ee A, ECE_.
(Zie voor de def., van |v| st.3.1.2; bewezen is reeds in st.3.2.1
dat v een verschilmaat is).
Bewljs. We hebben ¢(X)<{ew (8t.3.2.2). Zij D sbys... €en rij ge-
tallen met - <D, <b2<(b3‘<... CP(X), by = ¢(X). Volgens st.3.2.2
kunnen we achtereenvolgens Eq’EQ"" kiczen met EiE A X::EfDEQD...,
p(X)= (B )= ¢(Ex)=..., - V(E ) > by, = v(Ey) >bgs... . Voor alle

EcX 1s - v(E)< ¢(E)< ¢(X), dus we vinden dat - v(E{) = ¢(X).

2ij lim E,=E_. Daar ¢ + veen maat is, en (¢+v)(E1)< (;,(E,])mb,l
is (¢+v)(Ei)-é(¢+v)(Eo) (st.1.5.2). Ook ¢ is een maat, en ¢(E1)< oo,
dus ¢(Ei)~*¢(EO), zodat (E )= &(X). We vinden nu dat v(Eg)- v(EO),
en dus dat v(EO)=~ $(x).

Zij nu Een, EC:X—EO. Dan zijn E en EO disjunct, dus

{eo,
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G(E)+ G(E )= ¢(E+E )< &(X). Hierult volgt $(E)=0, dus, daar
vl = v+2¢ , geldt v(E)=|v|(E).
Neem vervolgens Ee€ A, EcCE . ¢+vV is een maat, dus

(e ) (B) L (@+v) (E) .

Daar het rechterlid nul is, is het linkerlid het ook.

3.3. De stelling van Radon-Nykodim,

We vragen ons af of het na def.3.1.3 gegeven voorbeeld van
een totaal-additieve functie het meest algemenc is. Dat is niet
zo, zelfs niet als I een o-ring is. In dat voorbeecld is nl. voor
alle meetbare E met u(E)=0 voldaan aan v(E)=0, en dat behoeft
niet voor elke v het geval te zijn. Onder de voorwaarde dat

w(E)=0 steeds v(E)=0 impliceert, kunnen we echter de functie
als integraal representeren, We nemen eerst aan dat v zelf 20 1s:

Stelling 3.3.1. Z1j A een ¢ -ring in ¥, waarop p en vy maten zijn.

We nemen aan dat p o-finiet is, en dat
(Ee o & p(E)=0) = v(E)=0.

Dan is er een yp-meetbare niet-negatieve gegeneraliseerd
reéle functie [ op X, zo dat voor alle Ee¢ A geldt

v(E) =f f(x)du .
X

De functie { 1is op nulfuncties na eenduldig bepaald. Is bo-
vendien Vv(X) < », dan is f sommeerbaar,
Bewijs. Daar we X kunnen splitsen in stukken met eindige p-maat,
mogen we direct p(X) <« onderstellen.

Daar u(X) < e is, is v -ru een totaal-additieve functie op
A, voor elk elndig getal r. Volgens st.3.,2.3 is er dus een Er 26

dat .
EcE, = Vv(E)yru

(
EcX-E_ = V(E)< r

Er behoeft niet voldaan te zijn aan EPCZES voor r<s. Daarom de-
finigren we, voor elk eindig getal y > O:

Fy = P§y E.

waarlin r de poslitieve rationale getallen doorloopt. Dan 1s wel

FZC:Fy voor y< z, En de F's vervullen nog dezelfde functie: Is
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Ec X-F, dan is Ec X-E_, voor elke r> y, dus v(E)< r p(E) voor
elke r> y, dus v(E)Xyu(E). Is anderzijds Ec:Fy, dan is E te
schrijven als disjuncte som

r(r) &Pz,

B = r%y r

en daar V(E(P))Z_P u(E(P))g_y p(E(P)) is, blijkt dat
v(F )2 v v (Fy).

Laat F de doorsnede van alle Fy zijn, F_ ligt in A,
want het is de limiet van de riy P, ,Fy,... . I8 w(F_) >0, dan
blijkt uit w(F_ ) >y p(FE,) (voor alle y) dat v(E )= . Is ech-
ter p(Fw)=O, dan is y(F_)=0 op grond van het gegeven.

Y

Voor alle xe ¥ defini&ren we
f(x) =sup {y|xeF, }, dus 0Cf(x) <.

Dan is f p-meetbaar, omdat de verzameling {x | f(x)>a}l =
voor elke eindige a (st.2.5.1). We merken op dat f(X):fm
en slechts daar,

Zij nu E€pn, v (E) S £(x)dp . We bewijzen dat vq(E)z v(E).
We splitsen E als EF +E(XEF ). Voor EF_ geldt weer
v(EF ) > v »(EF,) (alle y), dus v(EF_ )=« als p(EE_ ) >0, en weer
V(EF_)=0 als w(EF_)=0. Daar f= op F_, gelden dezelfde uitspra-
ken voor v . We kunnen ons verder beperken tot E(X-F_).

op F

Op X-F_, kunnen we f insluiten tussen twee trapfuncties. Zi1]
P> 0, en fq(x) = p max {n| xe an s 0=1,2,... 1.
Gemakkelijk is nu 1n te zien dat V(E) [ f (x)du als EcX-F_,
en evenzo V(E)Q.f (f,(x)-p)dp . Daar ookt v v,(E) tussen deze
beide integralen ligt, en/ p du<p/S dp =p p(X) » 0 als p - O,
vinden we dat v(E)zvﬂ(u).« £

Als v(X)< ~ is, 1s ook vq(x) (o, en dat wil zeggen dat f
sommeerbaar is.

Dat £ op nulfuncties na eenduidig is bepaald, is gemakke-
1ijk in te zien. Is nl. f1¢f2 op een verzameling van positileve
p-maat, dan 1s bijv. ock f1 >f2 Op een verzameling E van posi-
tieve maat. f2 is eindig op E, dus er is een eindig getal a en
een deel E, van E, z6 dat fy<a op E, en u(E,) >0, Nu is

{

qu(fq-fg)du > 0 en IE fgdu< , dus fE £du A

1 1 2
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Stelling 3.3.2. (Radon-Nykodim), Laat A een o -ring zijn in X, en
peen ¢ -finiete maat op A (dus Xe p). Z1J verder y totaal-addi-
tief op A , en zij voldaan aan (Ee A & u(E)=0)=>v(E)=0. Dan 1is
er een meetbare functic f op X, van de vorm f=g-h (g gegenerali-

seerd niet-negatief, h sommeerbaar), zd dat voor alle E¢ A geldt

v(E) =/ f£(x)dp , | VI(E) =/ |£(x)]dr .
X X

Bewijs, Volgens stelling 3.2.3 kunnen we X splitsen als X1+X2
{disjunct), z6é dat & (E)=0 voor alle Ec X, (¢+v)(E)=0 voor alle
Ec X5 (X,,X,,E behoren alle tot A ).

We beschouwen nu de o¢-ring J\.,1 van alle E€ A met Eczxq.
Daarop passen we st.3.3.1 toe. Er 1s dus een meetbare functie

k. >0 op X, zé dat

1 1
WE) =/ Ik, (x)du (Ees, EcX,).
E
Evenzo 1s er een meetbare functie k, >0 op X,, z6 dat
- v(E) =/ Kg(x)dﬂ (Een, EC:XE)'
D

Daar - w(E)= ¢(E) in dit geval, en ¢(X,)< = (8t.3.1.2), 1is k;
sommeerbaar,

Neem f=k, op X f:—kg op Xg. Zij EcX, Ee A. Dan 1is

1 1°
v(E) = v(Exq) + v(EX,) =fEX1k1(x)dM «fExzkg(x)dp =,fE f(x)dyp
‘Vl(E) = V(EX/I) - V(Exg) :fEX,‘k/](X>dH +fEX2k2(X>d“ :fEﬁ*(X)ld]_L ¢

Opmerking. Evenals bij st.3.3.1 kunnen we bewljzen dat [ op nul-
functies na eenduldig bepaald is,

3.4, Absolute continuiteit,

Definitie 3.4.1. Laat I een semiring zijn met maat p , en v(A)
z1j gedefinieerd voor alle A €T, Dan heet v absoluut continu
(t.o.v. u) als er bij elke ¢ >0 een d> 0 bestaat, zd dat voor
elk natuurlijk getal n, en voor elk stel van disjuncte verzamelin-
gen A, ... A ult I' waarvoor voldaan is aan

N

ook voldaan is aan
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Z: lv(Ai)] <{e.

Voorbeeld., Zijpr= A een o-ring met maat p , en f sommeerbaar
over X. Laat v(E) gedefinicerd zijn door v(E)=J f(x)du . Dan
is v absoluut continu t.o.v. u , Kies ¢ > 0. 21§ nu

f,=min (|f(x)],n), dan convergeert f stijgend naar || , zodat
er een n is metS (|f]-f )du< 3¢ . Kies b=¢/(2n). Is dan Ee€ A,

n(E) < admais[vaﬂ[ggs-ué £ o0ulFe +n p(E)< e,

Definitie 3.4.2. De re&le functie ¢(x), gedefinieerd op een

interval J heet absoluut continu als er bij elke ¢ een o 1s,
z6 dat voor elk eindig stel getallen Xﬂ""’xn’yﬂ""’yn uit J,
met

IR VRS RS PRV S

N
L1<yi‘xi) <3

voldaan is aan

n
E’I @(yi) - @(Xi)! e .

"Het begrip "interval' wordt in de gewone zin genomen: het
bevat uitsluitcend edindige getallen.

De klasse der absoluut continue functies dankt zijn be-
staansrecht aan st.3.4.3. We merken hier even op dat een abso-
luut continue functie steeds continu is (neem n=1) en begrensde
variatie heeft over elk eindig deelinterval,

Stelling 3.4.1, Z1j ¢ absoluut continu op J. Zij I de semiring

der cellen (c,d] met ced, ded, ¢<d, plus de lege verzameling,
We definitren, als A€ T, v(A) door

v(0) = 0, v((c,d]) = o(ad) -9 (c).
Dan 1s v een absoluut continue verschilmaat op T ,
Bewijs. We laten eerst zilen dat v totaal-additief is, 2iJ (c,d]
disjunct gesplitst: (c,d]= x? (ci,di] . Kies ¢, daarbij ® vol-

- $ 3 .l oo N 7
gens def.3.4.2, en daarbij ng 2zo dat >‘n+1(di'ci) { % voor n» ng.

Kies een n> ng- Door verandering van de volgorde is te be-
relken dat

c<e, <d, <e

4 4 <d, < ... < d_<d

2— 2 n—="7
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zodat

o0

(ese ) + (duepl+e. #(d,a] = 2,4 (e3,d4]

en, daar de "gewone' maat cen meat is,

(cq-c) tlop=d,) +o.. # (d-d.) = 2211 (dj-cy) <o,

Derhalve is

lofe,) = ole)] + oov + 1o(d) = o(a )] <&,
dus
[(o(0)- ole)) ={(ola)- a(e)) + .o + (2(d)- ole )} < e

of ) "
lm((c.!d.] ) - 21 ?((Ci:di])l‘(z '

We kunnen dit nu weer met de oorspronkelijke nummering inter-
preteren, en merken op dat het voor elke n >no geldt., Dus

@((C:d] ) = EO; ‘P((Ci:di])~

Dat v ook een verschllmaat is, is nilet moeilijk in te zien,

Neem e=1, ¢n zij 61 de biljbehorende © , Is a €J, beJ, ¢n

<b,<a,<by<...<a_<b

ala,<b, n$b, £

b,
dan kunnen we elke (ai’bi] onderverdelen in cellen met lengte
<115 s zodat

(aq,bq} +...+(an,bn] = (cq,dqj +...+(cN,dN] s

waarbilij de cellen in het rechterlid disjunct zijn en elk een
lengte <% 61 hebben, We nemen ze nu in groepen bij elkaar, zd

dat de gezamenlijke lengte in een groep < 5§ doch (hoogstens met

/]J
1 Het aantal groepen is

dan hoogstens 2(b~a)bq"1+1=M. We vinden nu

E]‘?(bi)" (P(ai),i Z'(p(dj)— (P(CJH LM

uitzondering van één der groepen) >%0d

door de som in het middelste 1id naar de groepen te splitsen, Voor
het getal ¢ (dat van (a,b] af mocht hangen) in def.3.1.3 kunnen
we dus M nemen,

Tenslotte blijkt de absolute continuiteit van v direct uilt
def.3.4.2 en 3.4,1,
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Stelling 3.4.2, Zij I een semiring In X met Xe I', en p een o-
finiete maat op I . Z1J verder y een absoluut continue verschil-
maat op I', met v(X) < « , Dan is er een sommeerbare functle £ op
X, zb dat

v(A) =] f(x)dp
A

voor clke Ael,

Bewijs., We hebben v=(v+y)-¢ op I' , waarblj v+ ¢ en ¢ maten op
rzijn, en ¢(A)<e voor alle Ael (st.3.1.2), We laten eerst
zlen dat ¢ absoluut continu is (t.o.v.yu) op T .

Zij e> 0, en d daarblj gekozen op grond van de absolute
continuiteit van v (def.3.4.1). Laat Aseeesh disjuncte elemen-
ten van I zijn, met Xp(Ai) <5 . Dan is Z¢(Ai) het supremum
van N
121 Lo = v(Byg)s

waarin Aije r, AiJC:Ai s terwijl alle Aij’s disgunct zijn.
Daar I zp(Aij)<<6, is de uitdrukking waarvan ZQ&Ai) het supremum
is, steeds <e, zodat 1 ¢(A;)<e. Derhalve 1s ( absoluut continu.
Dus ook Vv+¢ en v+2y =|v| zijn absoluut continu.

Laat ]v[*de door |v| voortgebrachte ultwendige mast voorstcel-
len, We zullen bewljzen: is Ee A, p(L)=0, dan is |v{?E)=O‘ iy
e >0, en Ec:Aq :

2: M(Ai) {d, waorin b het getal is dat bily & behoort op grond
van de absolutc continuiteit van |v] . Dan blijkt dat z:?]vl(Ai) < e
voor elke n, dus 2?
dat |v| (E)=0.

Uit st,1.8.1 volgt nu dat elke E ¢ A meetbaar 1s t.o.v.|v] ,
want E is voor te stellin als lim P =N, met P e o(T'), u(N)=0, dus
[v |(1)=0,

Wegens X6 T is  ¢(X)< = (8t.3,1.2). Daar ook v(X)< e is, is v
g=Tiniet, We kunnen dus stelling 3.2.1 tocpassen, dus v voortzet-
ten tot de o~ring der

Hhote. . een digjuncte overdekking van E, metb

v{(Ai)_ge. Wegens de willekeur van e blijkt

v| -meetbare verzamelingen. Daar speelt (
weer de door cef,3.1.4 aangcwezen rol, dus |v(E) | (|v[(FE) blijft
op die g-ring gelden,

Derhalve geldt: v is absoluut continu en totaal-additief op
A; V(E)=O voor alle E€¢ Amet wE)=0. Volgens st.3.3.2 is er nu
een f z4 dat v(E):fE f(x)dp voor alle & € A. Danr v(X)<e is,
constateren we dat £ sommeerbaar is over X.
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Stelling 3.4.3. Laat g¢(x) absoluut continu zijn op een inter-

val J. Dan is er een functie f, die (t.o.v. de gewone Lebesgue-
maat) sommeerbaar iz over elk eindig deelinterval, terwijl voor
alle a,b uit J (a< b) geldt dat

b
‘f t(x)ax = ¢(b) - g(a).

a

Bewijs, We verdelen J zo0 nodig in eindige intervallen Jk met

lengten s, en passcn op elke J, st.3.4.1 e c0.3.4.2 toe,

]

Opmerking, Men kan nog aantonen dat f de nom 1s van een begrens-
de en een sommeerbare functie,



Corrigendunm

blz.3 regel 12 v.o.: "disjuncte intervallen'" moet zijn

"disjuncte open intervallen',

0 0 e
blz.6 midden, Toevoegen: onder - Fesp. —éﬁ verstaat men

a1, © resp. a“q.(~ ©) als a eindig is

en #0,
blz.7 regel 16 v.b, toevoegen: "en B",
regel 16 v,o.: "disjunst"” moet zign “disjunct'.

blz.8 regel 10 v.b.: (0 a, < =) moet vervallen.
blz .10 regel 3 van def.1.1.4%: "vorm" moet zijyn "som",

blz.12 regel 6 van def.1.2.1 moet luiden: ¢ heet totasl-addi-
tief als Oe £, ¢(0)=0 en bovendien
In def.1.2.2.3° moet staan: "voor elk natuurlijk getal
i

ns.

blz.13 In regel 4 moet staan: p(A)Z_E'? w(Ag).

blz,14 Het slot van voorbeeld 4 moet luiden: (behoudens
Ogiiifn en p(0)=0).
In voorbeeld 5 regel 3 achter '"gedefinieerd'" toevoegen
"en eindig".
In regel 10 van voorbeeld 5 staat (a,b), dit moet zijn
(a,b] .

blz .16 regel 15 v,o.: achter "zo dat" toevoegen: P, 53, en
Aan het slot van het bhewijs van st.41.3.1 toevoegen:

Dat p” o-finiet is, is triviaal.
blz.17 na st.1.4.1 toevoegen: Bewijgs: Triviaal. S

blz.23: st.1.8.1, regel 3: "voor stijgende rijen'" moet:zijn
"met stijgende rijen".
Het bewijs van st.1.8.1 te vervangen door het volgende:
Bewijs: Zij E= z"; E., E.€ A, p(B) <e. Als n gegeven
is, kunnen we bij elke 1 cen Q ;¢ Q(r) bepalen zd6 dat

Qi Eys M(Qni) p(Ei)+n"12'i (vegens de definitie

ni :

van ultwendige maat), dus p(in—Ei)< n’qz’l.{ Noim
o~ 4 ode O -0 - y _EY<¢ nT ',

L 31919, dan is Q e(r), Q2 E, p(Qn E)< n 21

QQp...Q =P, dan is P Ar), P eE, P,o PoD vy

1

p(P_-E) < n”', Hieruit volgt direct dat w(P_) - w(E)



blz.33

blz,35

hlz.38

blz.39

blz,40

blz .42

blz 43

blz .45
blz .46

blz, 47

en dat p(lim P _-E) = O.

regel 10 v,0.: > moet zijn < .

e
2

regel 13 v.b. toevoegci: stqx 5

. a
st.,1.9,5° toevoegen: ~aff ~ af'

Bewijs van 8%t.1.9.6 vervangen door

. L
Bewigs: aqx(agxaB)*'a1><(a2a3) S a1.(m2m3).

regel 4 v,o.: a vervangen door ay (twee maal);

regel 2,v.0,: De zin die begint met "Bij elke..."

vervangen door: Beschouw alle bollen Ka 3 met a€e W,
d rationaal, K

5

a)dc\k

regel 12 v.o.: achter "{n+1)~-ste cijfer' toevoegen ¢
"achter de komma',

Achter regel 3 v.b, toevoegen “en'.

In regels 8,7,6 v.o. moet "open'" door 'gesloten" wor-
den vervangen,

Voorbeeld 3%, Aan het slot van regel 5 toevoegen "<e!.
Verder moeten in regels 5,0 en 7 overal de dubbele

strepen door enkele worden vervangen, In regel 8 moe-
ten het echter dubbele hlijven.

St.2,1.3, regel 2: "gelijk” moct zijn "beide conver-
gent" .

Aan het slot van def.2.2.3 toevoegen: We eisen niet

dat de Ai's disjunct zign.

Def,2.2.5, regel 5, Schrappen: "het verschil van'
Stelling 2.2.6 is niet geheel correct, en moet verval-
len,

St,2.3.2. In het bewijs moet overal m door k worden

vervangen; in de tweede regel moet ",m> k" worden ge-
schrapt,

]

regel 7 v,o0. "gemakkelijk" moet zijn "met weinig moeite"

regel 12 v.b. De ¢ moet lets hoger staan.

Regel 3 v.o, Achter "bijna" toevoegen "alle',

regel 5 v.b. "p>i, g>1i" moet zijn "p> i, g 2i".



blz.49

blz .50
blz .51
blz .52

blz .53
blz 57

blz .59
blz .60

blz.61

blz .62

blz .65
blz .68

blz .70

blz.73

C

1

- *
regel 13 v.o. Achter "se Tp " toevoegen "met’.
Regel 5 v.o. (en ook verder in de tekst) voor f leze
pe
metl f .
X
vegel 3 van st.2.4,.9: achter de d moet een p staan.

regel 18 v.b. Tussen n~

en [(x) moet < staan.

regel 3 v.b,: < vervangen door > .

Regel € v.b. vervangen door " { x| £(x)>a } meetbaar is.
Derhalve is ook { x| £(x)< a} meetbaar. Pas nu 8t.2.5.7
toe",

Regel 11 v,0.: "0<¢ y< oo " moet zign "O0<y <o,

R , *
Onderaan: V. moet zim Vf .

f
regel 13 v,b.: slulthaakje plastsen achter X XR.
regel 2 v.b.: "is absoluut convergent' vervangen door
"is eer absoluut convergente reeks'.

regel 9 v.o.: "linkerlid" moet zign "rechterlid'.

8t,2,7.4, Toevoegen aan het begin van het bewijs: Vol-
gens 5t.2.3.1 is || I|] een meethbare functie op X xY,.

De regel na de formule in opm.1 vervangen door: "als f
meethaar is en O{f{ ~ , en ook als  meetbaar is, ziyn
waarden in B neeft en”,

In st.,2.5.1 na "sommeerbaar"

toevoegen "en begrensd".
In def.2.8.2, regel 4 moet onder het tweede lim staan

h = o

Regel 2 v.o. De bovengrens van de integraal moet o« zijgn,

; Z 2 )~
regel 4 v.,o.: Schuine streep védr y! L wegschrappen,
3

regel v.b,: g moet zijn £, (twee maal).

Regel 7 v.b.: idem.

St.2.10.5 : De woorden "f overal linkscontinu, g overal
rechtscontinu’ moeten geschrapt worden. In de formule
moet tweemaal boven (a,b) een integraalteken worden ge-
plaatst.

regel 10 v.b.: In het tweede 1lid een minteken plaatsen
véér hix),

regel 7 v,b,: Achter "met'" toevoegen ”Fie ry en'',



blz .75

blz .76

hlz,79

D

De in het bewijgs van st,3.3.1 gebrulkte notatie is nilet

02

in overecnstemming met die van 3t.3.2.3. De EP uit st.

uit st.3.2.3.

3.2.3 gaat voor r=0 over in de X~EO
>3

Regel 5 v,0,: r <38 moet zijn r

regel 2.v,b.t ¥ moet ziygn .
Regel 12 v,0. < moet zijgny .
Regel 11 v.o. > moet zijn { .

fq(x)wp moct zign [ (x)+p.

1
In regel 10 v,b. en in regel 13 v.b. (dat zijn de for-
mules direct boven en onder de zin '"We kunnen dit nu

weer,..") moeten de ©¢'s worden vervangen door v 's.



