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%4. Inledlding, grondbegrippen

Voor een belangrijk deel worden in de getallentheorie eigens

pen van gehele getallen bestudeerd, Alvorens tot deze studie over

chap-

te

zaan, 1s het nuttlis om van de het meest pebrulkte eligenschappen een
) 3 <& ZC.

overzicht te geven,

Zijn 2 en b gehele getallen, dan ic dat ook het geval met a+b,
a-b en ab., Het quotiént % (met b¥0) 1s echter niet noodzalkelijkerwijze

geheel, Is dit wel het peval, dan zegt men dat b deelbaar 13 op a
men sehriift dan bia, In het vervolg worden onder getallen versta

gehelm metallen, tenzi) het tegendeel wordt vermeld.

Bijl willekeurige a en positieve b is het steeds mopgelljik een

getal g en een getal v te bepalen,

o

fede

met rest'), Is ook a positief, dan

[ER

o
] , o

retal dat s % ig; men schrijft wel g=
twee positieve delers bezit (nl, 1 en zichaelf). Niet-ondeelbare

) natuurlijke getallen heten sanengestel

U

Hoofdsbtelling., Elk natuurliijk getal is op één en slechts één wijze

iy

ndeelbare facteoren te onthinden (deyvoirorde der Tactoren speelt
I

zodanig dat a=aqb+r; Osr«b (¢
g het getal g het grootste genhele
[
L

Fern natuurlijik getal heet Oﬂﬂeelraav of priem, als het® preci

°
9

avi

-

LT

.
e

iRg!

hier

bij geen rol), Wij schrijven wel n:pqi.,,mej waarbli elk tweetal der

getallen DgseeisDy verschillend onderste

getallen voorstellen, De hier ontbinding van het petnl o

men wel de canonieke onthinding.

Te hoo“u telling wordt bewezen met gebrulkmaking van de volg
belangrijke
Hulpstelling, Als het priemg ecal p deelbaar is op een product ab,

is het deelbaar op ten minste &én der Tactoren a en b,

¢ is en r,,....r, natuurliijke
i el

rioemt

U‘L\J("

dar
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Ult de canonieke ontbinding van twee natuurlijke getallen m en
n zijn gemakkelijk hun gemegnssheppelijke delers en dus ook hun groot-
ste gemeenschappelijke deler,2an te geven met (m,n), te bepalen. Ana-
loge overwegingen voeren tot het begrip kleinste gemene veelvoud.
Voor twee getallen a en b is dat gelijk aan T;%ET .

Een beldngrijk onderdeel van de getallentheorie is de leer der
congruenties, Met a=b (mod m) bedoelt men m|a-b., Men zegt, dat a cn
b tot dezelfde restklasse mod m behoren. Uit a=b (mod m) en
c=d (mod m) volgen de formules at+b=c+d (mod m) en ac =bd (mod m),
dus voor natuurlijke m ook A= (mod m).

Uit a =bdb (mod m) volgt voor een gemeenschappelijke deler d van a en D

Sieg noodzakeli jk %42% (mod m); men kan slechts concluderen tot
By =7 (mod T%%HT).

Men gaat gemakkelijk na, dat, als m>0 en (a,m)=1, de congruentie
ax=b (mod m) precies een gehele oplossing x met Oz x <m bezit, In het
bijzonder is dit dan het geval met ax =1 (mod m); de oplossing hiervan
wordt wel geschreven in de gedaante a“q.

In het algemeen rekent men bij een congruentie f(x)=0 (mod m)
{veelal stelt daarbij f(x) een veelterm in x voor met gehele co&ffi-

als dezelfde als ze tot dezelfde

ci&nten) twee oplossingen x, en x

1 2
restklasse mod m behoren. Zo beschouwd kan zo'n eongruentie nilet neer
dan m oplossingen bezitten,

Is x, een wortel van de congruentie f(x)=0 (mod m), waarbij f(x)

een veelterm is met gehele co&fficiénten, dan geldt

» f(x)Ez(x—xq)g(x) (mod m),

waarbij ook g(x) een veelterm is met gehele co&fficiénten. In het ge-
val dat m een priemgetal is vindt men alle oplossingen van de oor-
spronkelijke congruentie door op te lossen x-x = (mod m) en g(x)=0

{mod m)., Bij samengestelde m is de zaak gecompliceerder,

§ 2. Over zekere bijna- of pseudo-priemgetallen.

Wij gaan ult van de eigenschap
(1) aP~ 1= (mod p),
geldig voor alle a, die niet deelbaar zijn door het priemgetal p.
Hoewel de eigenschap bekend 1s, geven wij er hier een kort bewijs van.
Het stel van p-1 getallen 1,2,...,p-1 gaat na vermenigvuldiging met a
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over Iin weer een stel van p-1 getallen, dile twee aan twee Incongruent
zijn met p (immers ah=ak (mod p) impliceert hz=k (mod n)), en dus

in een permutatie van zichzell, Biljigevolg vindt men na onroduct-nemer

(p=-1)! = ap"q(p—ﬂ)i (mod p),

waarult (1) volgt.

Wij vragen ons fthans of of uit

2= (rod m)

volgt dat m priem is. Gemakkelijk blijkt uit een tegenvoorbeeld, dat
dit niet het geval iz, b.v. 390551 (mod 91), reden om de zaask gan een
nader onderzoek te ond erwerpen,

Ieder samengesteld m dat voldoet aan ﬂ{ m-1 -1, zullen we een
hijna-priemgetal (meu betrekking tot a) noemen,

Stelling. Bij elke a2 > bestaat er een bijna-priemgetal m (met
betrekking tot a).

Oﬂmerking. De bewering dat bi) elke samengestelde m een a »1 bestaat

__/1
met mla '-1 is voor cven m kennelljk onjuist (zoals b.v. blijkt door

m=6 te nemen) en voor oneven m triviaal.

9] P . oo 4 ~
17, Blj a=2 neme men m=341=11.31. Inderdaad heeft men
10 b3 L;Q
a0 g, on
l’\‘.f
’DO = ove vt emo e i Ty y =Yy ) - = =]
27, Is a een oneven priemgetal, dan neme men ms ———
(a8
a -1

Kennelljk 1s m samengesteld. Verder heeft men

3-w—21 = 323“4 +...+a I EAb. L H=a-1 =0 (mod 2), dus

o
2 - 2a 2
2 2a-2 a“ -n” 2a -
2(a“-1)1a“" 7721, dus 2a !in_ﬁg..= n-1, dus m}a -a’tm -,
a -
20 e e e ¢ | _ L _a =1 .
A7, Z1j a samengesteld, Nu neme MEn, M= ——s en ook nu is m samen-
: 2% -a a“-a ° P om=1
gesteld, Men heeft dan m-= = T en 33 =7 = m-1, dus m} -1ia -1.
ot - Q-

Opmerking. In elk der driec gevallen voldoet het gevonden getol m aan
(m,a-1)="1.

Bewijs: Voor a=2 en m=341 is dit evident,

In het tweede geval heeflt men voor een wlllekeurige priemdeler p van
a-1 de relatie a =1 (mod p), dus

m=a 2R T2+t m s, L L+ 1410 =1 (mod p),

derhalve p,km en (m,a-1)=1.



CG - 4

In het derde geval heeft men voor een willekeurige priemdeler p van
a-1 eveneens a =1 (mod p), dus

a-1 .
m = a +oLotarl =, L e =a =1 (mod p),

en dus ook nu p%’m en (m,a-1)=1,

Van het in de opmerking gevondene zullen we verderop nog

o
i

hrulk maken,

stelling. Bij elke 2 »>1 zijn er onclndig

o

veel bigna-prilemgetallen
m (met betrekking tot a).
Bewijs: Wij weten reeds, dat er zeker &én zo'n

«n dat dat bovendien nog voldoet aan (m,a-1)=1. Wiy laten nu zien

zetal m bestang

—

Aat hij ieder bijna-priemgetal m met (m,a-1)=1 een nieuw bijna
priemgetal M te vinden is met eveneens (M,a-1)=1., Dearmee zal dan

het bewljs geleverd zijn,
a™_ 4
a -
samengesteld is, dit ook het pgeval L
m--1

Wi] nemen thans M= en merken allereerst op, dat, als m

[¥3}

met M., Verder heeft men

b a™az(a-1)(M-1). Wetens (m,o-1)=1 geldt dan miM—W. Biy
M-1
-1

Cm ten slotte aan te tonen dat de bijvoorwsarde (M,a-1)=1

i

: A i
Levo 1 »\"\ Mia - /] a

vervuld 1z, beschouwe men een willekeurlige priemdeler p van a-1,
welke dus niet deelbaar is op m.
oaarvoor vindt men dan

-
M=a™ e e =4 L HHl=nFES (mod p)

Opmerking, Heelt m julst ¢ verschillende priemfactoren, dan beozlt

Moer ten minste s+1, (nze hierboven gegeven aflleldling leert ons
dus tevens, dat er bijna-priemgetallen zijn met willekeurip vecl
priemffactoren.

Wij geven thans een tweede bewijs van het bestaan van oneindig

veel bigna-priemgetallen. h heA

o

a 8
Hiertoe beschouwe men de getallen u =(2" -1):(a

n=1,2,... . Allereerst merken wij op d2t voor h%q celdt (Uh:uk):ﬂ.

-1) voor

Ee

Timers zij h<k en p een mlllcu—Ut : priemfactor van u,. Wemena

'ﬁ“ o
1 \“ -11 —ﬂ} dus o ou, =27

I=nF* <m.()'
Thens bguvnnuwbn wij twee g%tall@n ugoen ouomet h<kga

Dan heeflt men
o h ﬂh~1 N
Al a’ o-at U




en uilternard

Dus

u la’ 9 | ., h o . et ’ et
ks; - ! H -GN “'th;"“ - 2 -7

en uitwraapﬂ

ke Uy, = h o, -1
a k x 8 I
Uk‘a -tya -1t en u la’ -1la " o1,

Bijszevols

L 8 .
Uy, -1 1, - U U, -1
u},.‘ ‘~"--K & -3 U‘A_ Uy | o - : -
: JEEN

elling. 213 p een oneven priempetal, dat
. 250 .. .
Jsn 18 M = cee—— cen bigna-priemgetal.,
a1
Bewijgs, Wiy loten cerst zien, dat m-1 even

In het geval dst 2 sven i3, is m |

Is echter oneven, dan heeft men
En-2 2 /

M=a L Lt THET =, L Rl = (mod
- o o R SR 2p-2 . . N
Jus Zim=1. Verder nia -~ art -1, dus p

- 4 .
gevoly 2rim-1 en men vindt

Rl [
mia ™ -1 =,

Dat m ten slofte niet priem 1o volgt uii m

van de stelling, dat

er

betrekking tot een eoie-

niet

oneven,

deelbaar

i e
L3

e
aUs

mnoeven.,

Ty
I “ -
=1, want p U a7"-1, Bi
A
o D
[ - 1 q ‘{" : \
a-1 * a+l



? 3, Getallen van Carmichacl
r

In het voorafgaanrde werden uzmengestelde

T
Yoom-7 - - . . -1
a’ 1—1. Thang atellen wi; ono de

dile hly gegeven a voldeden 2an m
vraag ol er samengestelde getallen m bestaan, die deze relatle ver-
vuller voor alle a, Het antwoord is kennelijk ontkernend. Tmmers in

m--

het bijzonde: zou dan gelder mim -1, wat echter niet het geval 1a.

Wiy zullen onge vraag dus lets anders moeten Tormuleren en dan een
bevestigend antwoord op onze vraag verkrijzen.

Deiinitie. Fen getal m dat voldoet z2an m at” 1 -1 voor alle a, die ~nn-
derling ondeelbasr 21 n met m, heet een getal van Carmicha el.

Alvorens een nader onderzoek te doen naar dergelijke getallen

even wi) eerst een aantal eigenschappen, die bij het verdere onderv-
zoel zullern worden gebrulkt

o : . g .
Hulpstelling., Als een getal m voldeet aan miap~1 en m&a -1, dan vol-
r.s)_,

doet het ook aan mia<

Wij weten dat de G.¢.D. (r,s) van r en s te schrijgven is in

o
[¢
—t
o
S}
heal
s

nte (r,s)=ur+vs met gehele u en v, Dan volgt ult

od m) en a”=1(mod m) ook a"TV¥ =q(mod m). Q.e.d.

Gevole. Bij elk paar zetallen m en a met (a,m)=1 is er een kleinzic
o
1

positieve exponent = met a“=1(mod m). Deze wordt genocemd de primi-
tieve exponent of kortweg dé exponent van z mod m,

. _ . . o e 4 o
Verder geldt: Voor icdere h, die voldoet aan a =4(mod m), geldt ¢ |h.

Immers stel h=qg+r mev O gr <g, dan vindt men

1

dus op grond van de minimalitelt van g vindt men r=0, In net bijzar-

m u
der heeft men dus g ¢ (m).
Definitie. Len getal a heet primitieve wortel mod m als het hierbo-
ven ingevoerde getal g geligk is aan w(m). Z0 is b.v. 3 een primi-
tieve wovrtel voor m=7 en ook voor m=14% en m=49,

Wij maken thans gebrulk van een belangrijke stelling, waarvan
wi,), om ons onderzoel niet verder te onderbreken, het bewi s achter-
ege laten.
stelling. Elk oneven priemgetal p bezit ten mingte één primitieve
woirtel, ook elk getal van het type pp.

Opmerking, Uit deze stelling volgt direct, dat er yﬁ(p—ﬂ) primitlieve
wortels zigm. Is nl. £ een primitieve wortel, dan is dit ook het ge-

-



b}
g—'

1
~

o2

li

1 i
Thanz keren wij terus tot het onderzoek naar getallen von

val met £°, waarbi; (e,p-1):

[
M

Carmichacl, Stel m ever, m=2"1n, waarbl; n oneven 1s, Z1ij D een on-

even priemdeler van ., Kies nu voor a een primitieve wortel mod o,

Dan heeflt men a 1(mod m), dus ﬂm"qzsﬂ(mod ), dus %{p)\m—ﬂ.

Wegens E?L?(D) C@lf ?lm—ﬂ en r=0. Dus m is oneven, tenzij dat m

. ; . ; . ; . AT .
seen dergelijgke priemdeler p t. In dat geval is m=2 ., Voor

—~

1
a=3 eist men dan enerzijds a = 1{mod m), anderzijds blijkt aé
- - )
exponent van a2 mod 25 voor rz 3 zelljk te zign aan o= nus
2vuh1m~| in strijd met e 23, Cok m=ld blijkt uitgesloten te zign,

1(mod 4).

m 13 onevern, 21 m=p

P

want 3%

o
“W~

3

U

U

...p.~ de canonieke ontbinding van m.
=l

i

r, Y
laat 2, een primitieve wortel zil n mod P4 b en verder (a,m/p,1 1):1=Q;a
: m-"1 . : vl r :
ult » = 1(mod m) volgt a T2 (mod P 1), dus ?(pqq)Qmwﬂ, dus
L.

P, 1 (pq—ﬂ)‘m~1, egens 1}n heeft men ~-1=0 en evenzo sz.‘.swkr4
©

r
| |
nog ult het bovenstaande, dat pq‘ﬂgm—ﬂg dus,
als men m=m, D, (i=1,...,8) stelt, D" llmq( q -1 ) +m m,=1 en bljrevoly
,»11m1~ﬂ. Algemeen evenzo pi—ﬂzmj-ﬂ (i=1,...,8).

Verder vinden w

Wij bewljzen nu s 2 3. Inderdaad, als s5=2 was, had men M=,
.

Pa=110A= n i

Pq 13(2 T Do ]iﬂq

Dus s 2 3,

v
91792-

Moo=,y €h -1, in striid met

4 IR B N . i . ]
Omgekeerd leidt pi—ﬂgml—ﬂ tot pi~1]m~1, dus p

, m-1 .
derhalve mLa 1—1,

{0

Wiy willen het bovenstaande verder uiltwerken veoor het geval
s=3 en inderdsaad dasrbi; Carmichaelgetallen vinden,

I13 probkeren dus m=par en mogen, zonder de algemeennerd te
sehaden, onderstellern, dat v >g>r is. Er zign dan gehele ¥,y en ¢
me

ar-1=x(p-1) ; pr-1=y(q-1) , py-1=z(r-1) ; x <y <z

Oplossing van de eevrste twee relaties leert

o= jy+r)(g—ﬂ) . = £V4r) r-1) ’
Ky -1 Ky - e

Verder heeflft men wegens D >0, dus px g+l,

A

% = qr--1

jr-1 v+
o= T aET ¢

17 -
q+1 7

iz geheel). Hieruit volgt, dat

1
q_./]/:___ (2?“1%(]“"1) é (21""1)(“’""1),
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zodat bily gegeven r slechts eindig veel mozelijkhedcen voor q bhes

en wegens p-1{qr-1 ool slechts eindig vele voor p. Wij vinden dus,
dat er blj gegeven r slechts eindig veel getallen par van Carmichacl
bestaan met p>ag>r.

el

zetallen van Carmichocl p/lpo...pm bestaan met p1>-p2.>... >p3, Waao -
. I} i

o

Op geheel analoge wijze ziet men in, dat er slechts eindig v

voor v=p3p4...pn gegeven 19,

Wij passer het bhovenstaande eens toe voor r=3, en bepalen <dus
Carmichaelgetallen van het type m=3ng met p>q> 3. Allereerst heeflt
mer te zorgen voor 3-1lpg-1, hetgeen uiteraard automatisch vervuld
is. Verder leert het bovenstaande ons, dat g-1¢(2r-1)(r-1), dus

-1210, dus g £11. Wij hebben dus slechts te onderzoeken g=>, q=7

en g=11. Nu geldt verder p >qg en p-1iqr-1, dus in het eerste geval
puﬂiﬂu, hetgeen tot niets voert. De tweede mogelijkheld leert
p—ﬂ%EO, dus slechts p=11. Maar net getal 6 (nl.q-1) is niet deel-
baar op pr-1 (nl.32). Rest het geval q=11, dus p—1l32. Jlechts is
dit vervulbaar voor p=17 e¢n inderdaad blijkt nu ook te zelden, dat
G -1]pr—1. Het enige Carmichaelgetal van de gedaante 3pg (p en o
priem) is dus 3.11.17=561).
Opmerking. Voor (a,501)=1 is het getal 561 dan tevens een pseudo-
priemgetal tern opzichte van a.

Curiositeitshalve geven wiy hier een tabel van enige getallen
van Carmichael van het tyre par (p>g»r) met r=3 tot en met 23
(en priem). Het rekenucsrk kan door enkele verdere overwegingen nog

wat worden bekort.

3.11.17 = 561 13.37.61 = 29241
5.13.17 = 1105 13.37.97 = L6o57
5.17.29 = 2465 13.37.241 =115921
5.29.73 =10585 13.61.397 =21821
7.13.19 = 1729 13.97.421 =5;0881
7.13.31 = 2821 17 .41.233 =152401
7.19.67 = 8911 17.353.1201=720720
7.23.41 = 6601 19,43 . 409 =334153
7.31.73 =15841 19.199.271=102465"

T.73.103=52033 £3.199.,3%3="1515681
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é 4, De ring van Gauss

In deze paragraaf worden complexe getallen z=x+ly (% en ¥y
re&el) beschouwd, waarvoor de bekende regels van optellen, aftrek-
ker, vermenigvuldigen en delen (mits niet door 0) bestaan en de
antwoorden weer complexe getallen zijn. _

In navolging van Gauss stellen we de complexe getallen meet-
kundig voor door punten; met het getal z=x+1iy correspondeert het
punt met rechthoekige codirdinaten (x,y). Het meetkundige verband
tussen de punten, voorgesteld deoor de drie complexe getallen 2420
en Z,+z, (een "vectoroptelling") onderstellen wij bekend; ook dat
tussen de getallen z,],z2 €N 2,25,

Naast het getal z=x+1ly beschouwt men wel het toegevoegd com-
plexe getal z=x-1y; de X-as (of reéle as) is middenloodlijn van het
lijnstuk met uiteinden z en z (mits y#0). Een getal z is dan en
slechts dan re&el als z=2 er dan en slechts dan zuiver imaginair
(d.w.z. gelegen op de Y-as, hier genoemd imaginaire as) als z=-%Z.

Verder heeft men zE£x2+y2; deze uitdrukking stelt voor het gus-
draat var de lengte ]z{ van het lijgnstuk dat O en z verbindt. Dus
}z!ezzf. Men kar ecn complex getal ook vastleggen door de modulus
|zl en het argument arg z =/ 20X, Men heeft Ziw=z+W; ZW=2w; IE’ =Iz!;
Arg Z= - arg 7,

Uit de verzameling van alle complexe getallen lichten wij nu
uit de gehcele compnlexe getallen, dat zijn de getallen z=x+1ly, waar-
bij x en v gehele reéle getallen zijn. Deze verzameling heet de ring
van Gauss. Het is duideligk; dat som, verschil en product van twee
Zehele complexe getallen weer zo'n getal 1s. Biljy de deling behoelt
dit ulteraard niet zo te zlijn. Men bedoelt met w}z (w is een deler
van z) bhij gehele w en z, dat z=sw, waarblj s een geheel complex
getal is. Vb, 2+i|3-1 ; 3421|113 ; 31if9.

Alle gehecle complexe getallen d, die voldoen aan d[z noemt men
delers varn 7, Gevolg: Alg d ecn deler is varn z zign ook -d, id en
-id delers van z., De getallen 1,-1, 1 en -1 zijn delers van elk gehee?
complex getal,

Definitie. Len eenheid is eecn deler van 1.

Wij bepalen thans alle eenheden. Nu geldt voor een eenheid e=f{+ig
de relatie es=1 (met gehele s), dus €s5=1 en €€ s5 = 1, dus
(f2+g2) s = 1, dus f2+g2 is een re&le deler van 4. Bijgevolg is
£24g°=1, d.w.z. £°=1 en g=0 of g°=1 en f=0. Hieruit blijkt dat de



enige eenheden zljn de vier getallen 1,-1, 1 en -1.

Bij de verzameling der gehele re8le getallen zijn de enige
eenheden dc getallen 1 en -4, bij dic der natuurlijke getallen is
de enige eenheid het getal 1.

Twee complexe getallen heten geassocieerd als hun quotiént een
eenheld is, De geassociecerden van w zijgn w,-w, wi en -wi, Als
z’w en wiz, dan zijn w en z geassocicerd (bewijs dit). De eenheden
zijn die getallen, dic geassocieerd ziin met 1 (bewijs dit).

Elk geheel complex getal z bezit als triviale delers de ge-
tallen z,-z, zi, -zi, 1,-1, i en -i. Een getal z dat geen andere
(maar preciesz deze acht) delers bezit heet bij definitie priem (of
ondeelbaar). Eecn niet ondecelbaar getal heet samengesteld. Zo zign
de getallen 2, 4 en 5 samengesteld, maar 3 is priem; ook 1 is niet
priem (evenals bi, de redle getallen).

Nu eevnmaal het begrip priemgetal is ingevoerd, komt direct de
vraag naar voren, of elk geheel complex getal te schrijven 1s als
gen product vau priemfactoren en verder of deze schrijfwijze (afgc—
zlen van de volgorde der factoren en van vervanging van factoren
door hun geassocieerden) ondubbelzinnig is,

Ons onderzoek wordt vercenvoudig door invoering van het begrip
norm, gnder de norm N7 van het getal z=x+ly verstaat men het getal
1; —

o0 -
=zz=x"+y". Men heceft voor alle z de betrekking NZ%(U en szo

1JZ=‘Z
komt slecchts voor bij z=0. Verder geldt
N Poulhan e P )
] = (zw){zw) = ZW ZW= 22 Ww = MN_N ,
z (zw)(zw) oo W AT
Bijgevolg leldt s|w tot NQINW. Wil men dus alle delers van een
pegeven geheel complex getal w opsporen, dan bepale men eerst alle

positieve echte delers d van VW en daarna alle s=p+ql met N_=d, dus
g ’2 . b

po+Hg =d, Belde problemen bezlitten maar eindig veel oplossingen.
De zo verkregen oplossingen s moet men nog rechtstreeks controleran

op slw. Vb. w=3+1. NW=32+12=10. Men probere g met stg en NS=5.

NS:E leidt tot p“+q2=2, dus s= +1+1i, en NS=5 levert p2+q2=5, dus
s=+2+1 of s=+1+21. De enige wezenlijk te onderzoeken s (waarbiy

rna het onderzoek van een s niet ook nog het nodeloze onderzoek met

de geassocieerde geschiedt) zijn 1+i, 2+1, 2-1i, waarna men vindt

3+1 = (2-1)(1+1). De gevonden factoren zijn niet nog verder te ont-

binden, Hiertoe helpt ons de stelling: Is de norm van een getal een

priemgetal, dan 1s het priem., Immers ult s|w volgt NS Nw en als NW
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priem 1o, vindt men Nsuﬂ, dus s is een eerheid, of wel Ns=Nw’ dus
Nw/Szﬂ ern w/s is een ecnheid, dus w en s zign geassocleerd.

'~ Het omgekeerde der stelling geldt niet; immers het getal 3 1s
een ondeelbaar geheel complex getal (ga dit nal), maar N3=9 is niet
priem,

Om ons onderzoek naar de ondubbelzinnige ontbindbaarheld nu
te voltooien, hebben wij enige tussenresultaten'nodig.

Hulpstelling 1. Biy iedere w en z zijn er gehele q en r met
w=qz+r en N, <N_ ("delen met rest").

. . . . . W X
Bewijo: Beschouw het niet noodzakelijk gehele getal E-=h+k1

(h en k zijgn niet noodzakelijgk geheel). Zij m het meest nabijzijgnde
gehele regle getal bij h; n dat bij k., Dan is |m-h|&%; |n-k|[%35.
W

Stel m+ni=q; h-m+i(k-n)=t. = = a + t, dus w=qz+tz, Omdat qz geheel

is, 1s ook r=tz gehecel c¢n verder geldt

2 2 1A .
N, = NN = {(h-—m) + (k-n) }NZ Sy + ) Ny<N_, q.e.d.
Nu eenmaal het "delen met rest' mogelijk blijkt, is de algorith-
me van FBuclides ter bepaling van de "G.G.D." van twee getallen w eu
z te Imiteren,

Stel nl. W= Q.2 + P met N < N
1 1 £ z
= r A me \J <
z ApTqt Ty met N?o Nr
2 1
= Q.7 et enz.
T4 q512+ PB mevT Nrn< Nrﬁ’ n
b st
Pe ri) getallen NZ,NP ’Nr s... 18 dalend, Omdat elke norm =z O 1is,
1 2
moet er eer index n zlign, van waaraf geldt Nr =0, dus Pn=O.
n

Ons schema elindigt dan met de regels

+i°

o3 = 9ao1fn-2™ o9

Fnoo = 9nfpaq -

Het is dulidelijk dat iledere gemcenschappelijke deler van w en
Zz ook deler is van L5 dus ook eenn gemeenschappelijke deler is van
Z €n r,, dus evenzo van r1 en r,, enz. Elke gemeenschappelijke de-
ler van w en z 1s dus gemeenschappelijke deler van Chop €0 Tp 5
dus deler van Chad Omgekeerd ziet men, het schema van beneden naar
boven vervolgende, dat iedere deler van Co_q ©€D gemeenschappeli jke

deler ig van w en z.



Definitie, Die gemcenschaopelijke deler van w €4 2, waarop
alle gemeeﬂschappelijko-delera var, w en z deelbaar ziJn, heet groot-
ste gemeenschappelijks deler van w en z,

We schriljven voor de grootste gemeenschappeliljke deler vac w
en z wel (w,z), Het bovenstaandec leert ons dan, dat . 1:( ,2) en
geelt ors tegelijkerti d een methode om (w,z) te bepalen,

Tenslotte merker wij nog op, dat uilt het bovenstaande volgt,
dat er gehele u en v zim met (w,z)=uwt+vz, Inderdaad, men heeft
quﬂ.w—qq.z;

en Z3 eVENZOo ry cnz. Dus ookt r =(w,z).

dus Po=Z=(nT iz ook een dergelijke combinatie van w

Lemma (2e¢ hulpsts1ling): Als p een ondeelbaar geheel complex getal
is en plab, pta, dan geldt plb.

Bewijs: Zij ¢ de GGD van a en p. Omdat pf’a is, is d=1, dus
wegens het bovenstaande bestaan er u en v met d=up+va. Dus
b=upb+vab. Uit plab volgt dan plhb

Hoofdstulling. ITlk geheel complex getal is op één en glechts

én wijze te ontbinden in dergclijke ondeelbare getallen (met de be-
kende restricties ten aanzien der volgorde der factoren en vervan-
ging var factorer door hun geassocieerden),
Bewljs: Z1) m=p, Ds...P.=0.0,~...0., waarblj alle factoren p. en
——— : 172 5172 't i
qJ ondecelbaar zijn, Dan geldt qt}m, dus at moet op een der factorsy

PysPosse 5Dy deelbaar zijn (op grond van het 1emma). Zonder de al-
- y3

gemeenheld te pchaden mogen wijy ondersgellen, dat Ai| Pgs dus ap en

p. zlJn geassocizerd. Beschouw nu m/q, en handel cvenzo met qt 1

i-j . t
enz, Men vindt dan s=t en verder zilet men, dat de factoren Py en ay
twee nar twee geassocicerd zijn. 2.e.d.

Opgave. Ontbind in priemfactorer de getallen 8+31 en 50,

Wij passen het gevondene toe op het vinden van quadraatsplit-
singen der natuurlijke getaller, dat s om te onderzoeken of er bij
gegeven n gehele x en y hestaan met n=x +y . Zonder de algemeenheid
te schaden mag men onderstellen x 20, y20. Men mag verder onderstel-
len, dat (x,y)=1, want (x,y)=d voert tot de splitsing (%)2+(%)2 van
het getal J% . Wiy behoeven dus slcehts quadraatvrije gétallen op
hun eplits gaavhc:ﬂ te onderzocken,

I3 n=x2+y2 an m=uq+v2, dan heeft men voor z=x+ly er w=u+iv de
relatics n=2%Z, m=ww, dus mn=2zZ.ww=(zw)(2zw). Stel zw=s+it, dan geldt

2.2 R . ..
mn=3 "+t~ en mn blijkt splitsbaar als m en n het zell zijn.



Alvorens het onderzoclk voort te zetten bekljken wij sens ecn
redel priemgetal p. Voor r=2=12+12 heeft men precics <¢én splitsing.

Is p oneven en gplitebaar, dan leldt p:x2+y2 tot (X,y):ﬂ, dus
(v>p)=1 (ga na) en, als men ry=1 (mod p) stelt,

rgxgzi—rgyaéf—ﬂ (mod p).

Het getal -1 is dus guadraatrest mod p, waarna de theorile der qua-
draatresten ons leert, dat p ecen viervoud + 1 is, Dit levert aller-
cerst de conclusie dat icvder redel ondecelbaar viervoud +3 ook in
de ring van Gauss ondeelbaar is (ga dit preccies nal). Een rcéel on-
deelbaar viervoud +1 is ateeds splitsbaar (en dus samengesteld).

mmers z1) p=1 (mod 4) en refel on ondeelbaar. Dan 1s cr een X

e
met %= - (mod p), dus p| X2+1=(x+i)(x—i). Stel, dat p in de ring
van Gauss ondecelbaar was, dan moest dc priemfactor p op tenminste
cen der factoren x+1 en %-1 deelbazr zijn. Stel p§X+i. Dan geldt
5ix—i, dus wegens p=p ook plx-1i, derhalve pl2l, in strijd met

D= (mod LY en p pricm. Bijgevolg moct icder retel ondeelbaar
viervoud +1 in de ring van Gauss samengesteld zijn, Zij nu w cen
complexs deler van n, dan 1s W ook cen complexe deler van p (nl.
van D), dus wegens (w,W)=1 (ga dat na) wwlp. Zelfs volgt nu uit de
retle primaliteit van o, dat p:wﬁeu2+v2, dus p is splitsbaar. WijJ

vinden dus (onder gebrullmaking van de eligenschappen van de ring

ven Gauss), dat ilcder ondeelbaar viervoud +1 te schrijven is in do
)
gedaante uoHv e,
; 2 42 2, .2 L2 a2
Voorbeelden: 5=17+42 53=2"47 109=3"+10
s} I [ o] o]
3:2L+3c‘ 61=5d+‘/‘,‘“ /‘15:72_‘__{(_2&_
' 2,2 oy 42 2 mr )2 2
17=1"+47 73=34+8° 137=4"+11°
I 2. S L ne 2 2
20=2+5 19=5"+8 149=7"+10
a2 2 - oyl A2 - 2 2
37=17+6 97=b"+9" 157=6"+11°
> L] ] ?_ 2
B1=42455 101212410 173222113

Opmcrking, Dat de ondeelbare viervouden +3 geen guadraatsom
zijn, is ook direct duidelijk, Stel p=3 (mod 4) en p=w2+v2. Kenne -
lijlk is ecn dergetallen u en v even, het anderc oneven (ga dat na!l),
Dus p=u2+v2 is een viervoud +1 (ga dat ook na) in strijd met de on-
derstelling over p.

Als ecen rcEel getal meer dan één quadraatsplitsing bezit, is

. 2 .2 2 2 = -
het samengesteld. Immers zi) m=u“+v =x"+y“=wW=2zZ met w#z, w#z.
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Omdat m op slechts éérn wijzZe te ontbinden is kunnen w, W, z €n 2
niet allen priem zijn. Stel zonder de algemeenheid te schaden, w
samengesteld en z1j © cen echte deler van w, Dan is T een echte
deler van w en dus 1s het redle getal tT een echte deler van m=wu.
Zo volgt uit 10004:1002+12=652+762, dat het getal 10001 samenge-
steld is. Inderdaad is 10001=73.137.
Opgave, Ga na of er een rechtstreeks procédé is, dat uit de

gegeven splitsingen van 10001 de factoren 73 en 137 kan opleveren,
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jo]
i

Wij kunnen niet nalaten om de gevonden resultaten lets
ult te breidon.,

Laat n cven vast gegeven quadraatvri) natuurlijk getal
zijn. Een geheel getal m noemen wijmsplitsbaar als het te

€

schirijven is in de gedaante m=u2+nv° met gehele u en v,
Besciouw thans een priemgetal p met (S2)=-1. Dan is p
niet splitsbhaar. Immers een relatie p=u2+nv leidt tot

ugz.—nvz(mod p), dus (uv )25 -n (mod p),

/1

waarbi ] v1 het reciproke mod p is van v (vfl bestaat omdat
(p,v)=1) in stri d met (_%)=—1.

Ziy thans p een oneven priemgetal met (—%)zﬂ. De situatie
is nu nilet noodzakelijkerwijze analoog aan die bij de ring van
Gauss, waar in dit geval wel tot splitsbaarheid van p mocht
worden besloten., Wi kunnen hier voorlopig slechts het volgen-
de vaststellen.,

Stelling. Als de ring der getallen x+y\/j% (x,y geheel) een
ontbindingsring is (d.w.z. een ondubbelzinnige ontbinding toe-

—h)

laat), dan 1s cen priemgetal p met ( 5 =1 splitsbaar,

-n
— Pz
dus p | (x+Von)(x-V-n). Was p priem in de beschouwde ring,

: . . . . 2
Bewljs., Omdat { =)=1 is, is er een gehele % met x“= -n (mod p),

dan was p declbaar op ten minste een der uitdrukkingen x+—VtB,
-V -n. Zonder de algemeenhecld te schaden mogen wij onderstel-
len, dat men had pi x+\{:n, dus E’X—\/—h. Wegens p=p had men
dan p%ﬁ\/—n in strijd met de onderstellingen. Dus p 1ls deel-
baar in de beschouwde ring, Z2ij w=u+v V -n een priemdelcer van p,
dan 1s W het ook, dus wegens (w,w)=1 (was (w,w)#1, darn was p
peen gewoon priemgetal) geldt lep en wegens de "gewone"

. . - 2 2
deelbaarheld van p vindt men p=ww=u"4+nv—,

on-

Voorbeeld. De ring der getallen a+b\/t5 (a,b geheel) is een
onthindingsring.

Opgave. Ga dit na door aan te tonen, dat hier(op dezelfde wijze
als in de ring van Gauss) in de ring een Euclidische alporithme
bestant, )

Gevolg: Alle p met (”%):1, d.w.z. alle p met p=1 of 3 (mod 8)
zijn splitshaar in de gedaante u2+2v2. Is een prlemgetal p=5
of 7 (mod 8), dan is het niet splitsbaar op die wijze. Een na-

tuurlijk getal met verschilillende splilitsingen 1s samengesteld,



Bevat ecen natuurlijk getal tenminste een priemfactor p, die mod 8
congruent is met 5 of 7, in een oneven macht, dan is het niet
splitshaar.

Dit laatiLte 1s het ECVOIE van de elgenschap
Els p=5 of 7 (mod 8) en p!u rov® , dan is pju en p|v, dus p2!u2+2v2.
Opgave, Bewljs deze eigenschap.

Wij beschouwen thans de getallen x+y\/:§ (x,y geheel). Deze
vormen geen ontbindingsring. Immers 4=(ﬁ+\[t3)(1~\/j§)=22; en elk
der factoren 1+\/j5, 1—Vrj§ en 2 1is ondeelbaar in deze ring.

Toch 1s hier nog wel de stelling van kracut, dat het getal p
als het cen oneven priemgetal is met (‘%):1, splitsbaar is (in de
gedaante ud+3v2). Daarvoor zijn verschillende bewijzen mogeligk,
waarvan wl) er een noemcn.

De getallen van de gedaante x+y € (x,y geheel; ~§+%iVF«'
vormen een ontbindingsring (ring van Eisenstein). Het bewijs gaat
weer op de gebruikeliske wijze via de algorithme van Euclides.

Wij merken hierbij op dat voor z=x+y<&¢ als norm te nemen valt
. — . —_ 2
hzz‘zz:(x-}—yt ) (x+y € )=(x-5y+5 yl\/ﬁ)(x—qy ~Lyi /—— )=x —Xy+y .

)

213 nu p een priemzgetal met ('5 =1. Er is dus een x met

s ) — —_— — .
x“= -3 (mod p), dus p{x°+j=zz met z=x-1-2¢ ; Z=x-1-2¢, Was p priem
in de ring van Eisenstein, dan was p deelbazr op tenminste cen der
petnllen z en z.

Zonder de algemeenheld te schaden mogen wij aannemen p{z. Dus

vlz, dus plZ, dus plz-zZ=4 % , hetgeen tot cen contradictic vocrt.

Derhalve 1is p sameungesteld 1n de ring van Eisenstein, d.w.z, er 1is
-
— — — 2
cen W=utd £ v omet w}p, dus w[o en, evenals vroeger, WAW, p=Ww=u -uv+v©,
. 2 2 .
Tena]otte vindt men dan p=(u-3v)“+3(%v)° als v even is en
2 . Lo\2 A L2
p:(v—gu)‘ ('J) als u even is en p=(3u+sv)“+3(4u-5v)~ als noch u
noch v even is. Tenslotte heeft men nog de eigenschap
s 2 2
Ales een natuurlijk getal m twee verschillende splitsingen x 7 +3y  en
y ]
u“+3v® bezit, is het samengesteld.(Ga dit na).
Als laatste voorbceld beschouwen wij getzllen, die splitsbaar
e s 2, .2 . X
zijn in de gedaante x“+5y°. De priemgetallen p, waarvcor geldt
(72
p o v . 3 . B
dat niet ileder dergzelijk getal splitsbaar is, b.v. 3,7,23 en 47

)=1, zijn congruent met 1,3,7 of 9 mod 20. Thans blijkt echter,

zljn niet splitsbaar, trouwens geen enkel getal dat congruent is
met 3 of 7 mod 2¢, is splitsbaar (ga dat na)., Wel blijkt, dat ieder
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priemqetal dat congruent 1 of 9 ig mod 20, splitsbaar is.

Een elementair bewijs hiervan kan op de volgende wijze ge-
schileden, g;g p=1of 9 (mod 20). Dan is ( %}:1, dus er bestaat
een x met x°= -5 (mod p). Van dit getal x mogen wij onderstellen
dat het positief, even en kleiner dan p is. Dus x2+5 g(p-ﬂ)2+5<p2
mits p >3 (wat kennelijk het geval 1s). Dus X2+5 pn met n<p. Laat
de ontbigding van o lulden n=p,D,...pg. Wegens x© = -5 (mod pi)
geldt ("%7):1, dus p;=1,3,7 of 9 (mod 20) (geldig voor i=1,...,s).

Wig lpeven het bewijs nu door inductie en onderstellen dat
elk getal m met m<p en m =1 of 9 (mod 20), dat slechts priemfac-
toren = 1,3,7 of 9 (mod 20) bezit, splitsbaar is,.

Allereerst dient een beginpunt voor de velledige inductie te
worden gevonden. Kennelijk vindt men dit uit
2, 29=3%45.2°

2 2 2
9 = 2745.17%; 21=0445 .1
(echter niet al deze relaties zign nodig 2ls springplank voor de
inductie),
Wij weten nu dat pn:x:+5 splitsbaar 1s. Beschouw eerst cen
priem setal pﬁ 1 of 9 (mod 20). Bij indyctie s dgt ook splits-

-

bazr ( “15v°Y) . Dan is PO EOHD . (x= +“)£u +5v°)
0 Py U5V T (S
_(xu+5v) “es(xv-u) _ (xu-5v)2 +5 (xv+u)
B 2 2 ’
P i P i

Nu 1s

[ D s .

(xut+fv) (xu-5v) = »x“u"-25v = x2u2+5u2550 (mod pi),

dus Py is deelbaar op tenminste een der factoren xu+hHv en xu-5Hv,

L o n . . s . -
Nat leidt er toe dat ook 22 splitsbaar is, Dit zetten wi] voort

pn
P,.-P

tij O slechts priemfactoren van het tipe =3 of 7 (mod 20) bevat
enn uit g=1 of 9 (mod 20) en p=1 of 9 (mod 20) volgt, dat Q=1
of 9 (mod 20

is
zit, die =3 of 7 zijn mod 20, is le inductie het getal @ splits-

. 1 . .
en vinden dan tenslotte, dat g= = p@ splitsbaar is, waar-

). Omdat Q<n<p is en Q slechts priemfactoren be-

baar, 0ok g 1s het. Het getal gQ=pQ~ 1s dan ook splitsbaar

s ‘
(:aL+5b2). 7ij nu g een priemdeler van Q. Dan is bij inductie q2
splitsbaar, q2:02+5d2.

Dus

ro

O

O

[aV]

no
o

O

. _ (ac+B5bd)=5(ad-be)” _ (ac-5bd)“+5(ad+nc) ©
o= f = T T

q d d g




Wezens
(22+5bd) (ac-5hd )=a"c°-25

i f) [} ~
242 = a“cﬁ+5b

]
[

-y (9]
¢c“=0 (mod q°)

en omdat ac+5bd en ac-5bd geen factor g gemeen hebben, moetzeen
der factoren ac+bbd en ac-5bhd deelbaar zijn door qz, dus Egg is
splitskbaar., Zo doorgaande met alle verdere priemdelers van' )
vindt men tenslotte, dat p splitsbaar is.

Tenslotte merken wij op, dat een getal m, dat twee verschil-
lende splitsingen bezit, samengestcld is.
e 2 2 .2 -2 2 .2 2 .z
Zi) nl. m=u+sv =x"+5y° met (u“-x")(vT-y“)#£0. Onderstel, dat m
priem was, dan was

~ Is S, -~
m“:(ux+5vy)2+5(uy—vx)a=(ux—Svy) +5(uy+vx)£.

o

s )

[} ]
yc. = uCXL_+5\,2

r

Verder geldt (ux+5vy)(ux—5vy):u2x2—25v x°= 0 (mod m).

Dus m 1s de¢lbanr op tenminste een der factoren ux+bvy en ux-5vy.
Zonder de 2lgemeenheid te schaden mogen wij aannemen dat m deel-

bazr is op ux+Svy (anders vervange men v door -v). Dan heeft men

2 2 2 UX+HVY uy-vx
1 =A% + 5B met A = BRI o op oo AR

waarkij A er: ook B geheel zijn. Dus A= +1, B=0, d.w.z.

ux o+ 5vy = + m, uy = vx,
)

[ o)
Dan geldt +my = uxy + 5vyd = vX“+5vy“=vm, dus v= +y, in strijd
met de onderstelling. Het getal m is dus samengesteld,

- . AU 2 2
Een analoge redenering voor splitsingen van het type x“+7Ty

(x>0, y>0) leert ons, dat elk priemgetal, dat = 1,9 of 25
(mod 28) 1s, splitsbaar is en verder dat elk samengesteld getal,
dat = 1,9 ot 26 (mod 28) is en dat 2lleen mear priemdelers bezit,

die

1

1,9,711,15,23 of 25 (mod 28) (d.w.z.=1,9 of 11 (mod 14))
z1ljn, eveneens splitsbaasr is. Het blijkt, dat men hier zelfs lets
verder kan pzan: elk priemgetal = 1,9 of 11 (mod 14) is nl.
aplitshaar,

De priemgetallen = 1,9 of 25 (mod 14) zlin op slechts €én
wijze splitshaar,
Tot slot maken wij nog enige opmerkingen over enkele typen

van algebraische getallen en de dasrbij beheorende ringen.
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De bescnouwde soorten zetallen zign bijzonderegevallen van

W]

: ) a +kVn L -
het algemene type z= il;i—~met zehele a,b,c (¢ »0) en n en qua-
draatveije n, Der icllec retallen die kennelljlk aan een vierkants-

vergelijking met gehele co€fficiénten voldoen, nl., aan

™

(Cf~9)a—bLn =N

noemt men seheel algebraisch als die vierkantsvergelijking van het

tjDC z +Az+B=C 1s met gehele A en R, Voor ons betekent dit, dat

e o218 B S \
“|2ae; ¢“la“-bn. De eerste relatic leert ola of c=2fa. Als cia
24,2

heeft men ¢ }b n en, omdat n quadraatvel] is, c[b dus 2=7><+y\f1~’l
met gehele x en oy, It

8
2 ) o ) ]
t7n oneven, Vogens a®=1 (mod 4), b =1 (mod 4) moet dan ook gelden

. a+bin K . .
4), dus z= ——2£~ met 4in-1, 2la-b. Men kan dan ook

cchter ¢c=2 en a2 oneven, dan 1s 45 —b n, dus

¥

=1 (mod
schrijven z=u+v( ~+aJ% met gehele u en v, Relde typen schrijven
wij in de vorm x+y\fg, woarblj X en v noodzakeli jk geheel zign 2l1s
n=2 of 3 (mod %) is e¢n in het geval, dat n=1 (mod 4) is, 2x en
2y en ¥-y geheel moeten zijn.

— 2

Neemt men 21ls norm van z=x+y Vn de ultdrukking Nz=lx“—y ni,
dan 1s die onder alle omstondigheden geheel en niet negatief;
N,=0 impliceert z=0 (ga dat nal).

Wij sommen nu cen pasr gevallen op.

Hoet pavhl n=-1 levert de ring van Gauss, waarin de heofdstelling

over de onthinding in priemfactoren geldt. Ock bij n=-2 1is de blj-

behorende ring Buclidisch (zie boven).

Voor n=-3% heeft men de ring van Eisenstein, waarin evencens de

hoofidstelling peldt.

Voor n=-5 is dat niet het geval (b.v. 2.3=(4+\/—5><4-\fié>>. Het

15 bhewezen dat de enige ontbindingsringen van het beschouwde type

met negaticeve 1 die ringen zign, waarbl)] -n gelijk is ann 1,2,7,
L19,43,07 en 1073 en ten hoogste verder nog €én., De enige waarbl)

cern Euclidigche algorithme geldt, zijn die met -n= 1,2,2,7 en 11,

Voor positieve n ligt de situatic geheel anders. Het 1s al-
leen 2l van vpelang om eens naar eenheden te zoeken, ‘.

Wij nemen als Voorbeelm het gpeval n=2 en bqulcn flle eenhe-
den van het type x+y v >, dus alle x en vy met x“—LJ “i‘- En passant
houdt dit in dat wi] een zeer gpecinal type vergeliljkingen oplos-
sen, genoemd vergelijking van Pell (ten onrechte) of Fermat (vrij
on@ebruikelljk).
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.

Het is duidclijk dat met x+y\/° ook x—y\/é, —x+y\/§ er -x-y Y 2

cenheder zign, zodat wij ons zullen heperken tot de gevallen dat

» w0, y>0 (de gevallen x=0 reap. y=0 zijn gemakkeligk direct ult
te zoeken),

Kenneli jk is F=1+ Y2 cen eenheld, Cok zijin zlle getallen e
bl) natuurlijke n eenheden, Het zijn trouwens de eni

eenheden #71, Immers, stel u+v\f5 is een eenheld, W
is er cen notuurlijke n met 6n<iu+v\/z < €n+1’ dus 1<¢X+yc?§<;5,
waarki) x+y\f5=(u+w'vzb £ " ook een eenkeid in. Ui X+y3/f volgt
in de onderstelling y\fz de relatic X—,V Eygzﬂ, dus
V\fé‘i\/é, dus y=0 tegen de onderstelling.
Is echter x <y V¥V 2, dan geldt 2x < € <2, dus x=0, evenecens tegen de

2x <1+ 8 <3, dus x=1, dus

onderstelling. Behalve de getallen e” is er dus geen posltileve
eenheld #£71. Alle eenheden Plijken dan van de gedaante i_&n (n wil-
lekeuriy geheel te zljn).

Soortpelijke overwegingen gelden bilj andere dergelijke ringen.
BlJ n=3 b.v., zijn 2lle cenheden van de gedaante iﬁ2+\/§ n} bij ri=hH
van de gedaante +(L+ Vr o

Men neeft nag dat bij positieve n de ernige ringen, waar-

- ]

bij een Buclidische algorithme peldt, die zign met n=2,3,5,6,7,11,
13,17, ,:1,29,33,37,44,57 en 73, Hoewel bij n=23 geen Euclidische
algorithme geldt, blijkt de ring der getallen x+y V 23 (x en y ge-

mn.,

o

heel) wel cen ontbindingsring te zi

-

Cppave, Ontbhind in factoren in de betreffende ringen:
1

(.

I 1
11+ 151 ;11 o+ 13V e 1 \f ;

[\\.

Bepanl 2lle gehele oplossingen (x,y) van de vergelljking x“-3y°=4,
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é 5. Splitsing in vier quadraten.

g

Wij bewijzen in deze paragraal de stelling, dat elk natuur-
1ijk getal de som is van vier quadraten van gehele getallen.
Hiertoe hebben wij enige hulpresultaten nodig.

Hulpstelling 1,

2, 2,2, 2,2 2 2y _2._2,_2._2

2
(%, +x2‘+x3 Xy )(y1a+y?2+y

met 7. o= X

A AVq F Ep¥g F RV4 + Xy

it

N

N

“o
3 = X/}yB - X?-yq_ - X.~y1 + Xl{_ o
4

3
= quur + ng - XByvﬁ - X}\V/] °

[N

Het bewijs wordt geleverd door uitcijferen (of met behulp van
theorie der quaternionen).

Gevolg, Is eenmzal aangetoond, dnt ieder priemgetal de som 12 van
4 guadraten, dan geldt de bewering ook voor e¢lk samengesteld metal.

Wij behoeven de stelling dus nog slechts aan te fTonen voor priem-

2,12,02,02)

getallen, Voor p=2 is ze evident (2=1"+17+07+07), zodat ze nog

slechts voor onever priemgetallen p behoeflt te worden nagegaan,

Hulpstelling 2, Bij elke oneven ondeelbare p bestaan een x en y

2,. 2 .
met x“+y“+1 = 0(mod p).
p+1 s .
Bewljs: Beschouw de ;g~ getallen UqsUnye.. O1C voldoen aan
2 . oMl
Ogu<p en U, = -n (mod p). (n=0,1,..., Em ).
: 8

Deze zijn allen twee aan twee verschillend.

Beschouw ook de pf; getallen VasVoseees die voldoen aan

Ogvep en vm551+m2(mod o) (m=C,1,...5 E%i)_
Cok deze ziljn twee z2an twece verschillend,
Omdat er in totaal p+1 getzllen u en v zljn, welke slechts ecn der
p waarden 0,1,...,p=-1 kKunnen aannemen, moeten er ten minste twee
zijn, die gelijk zijn., Dit impliceert, dat er m en n zijn met
u,=v_, dus met 1em®in’ = O{mod p). Q.e.d,

> 2 XN
Opmerking: Men heeft ook nog 1+m+n g1+§(p—1)£< 0
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Thans bewijzen wilj in navolging van Euler de hoofdstelling voor
oneven priemgetallen p,

Bij zo'n p bfstaan op grond van de tweede hulpstelling gehele m en
n met 1+m2+nd=kp. Cp grond van de opmerking geldt ook nog k <p. Het
getal kp 1s dus te schrijven als som van vier quadraten, Er bestant
dan een kleinste positief veelvoud ap van p dat ook de som is van
vier quadraten,

2 2 2 2
ap = X0 R X7 4 XU T
Voor het getal z geldt verder O<a<ck <p,
Kies nu yiasxi(mod a) met [yi}é = (1 = 1,2,3,4%),
. 22 2. 2 2 2. 2_ B
Pan geldt y, 4y, T i = 0(mod a),
dus o o A -

SRR PR

2
tennelijk geldt abgh. fa” = a°, dus O£b fa.
Wij onderscheiden nu 3 gevallen,

® ; . a . : ;
170 =2, Dan - -geldt V4=Vo=Va=yy= =, GuS & 18 even en van de vier
[ )

grootheden Xq,XE,XB en Xy hebben twee stel dezelfde pariteit, d.w.z.
(na eventueel de nummering dezer grootheden te hebben gewijzigd)

%, Exy(mod 2), :{Bzxz%(mod 2).

Maar dan geldt

XATE, 2 X, =¥~ 2 XotX) 2 X =% 2
Lo [ i e o b

2ap = ( T ) + (‘ ?_""—9' + ( = 7y ) ( 2] ) s
in strijd met de minimalitelt van a,

27: b<a, Overgaande op de in hulpstelling 1 genocemde grootheden
vindt men nu

Hierbil) is

. . N — ., 2,, 2
24 = X,ly,]'i'}\gyz‘*‘xc,‘y}‘X‘q‘y)‘} = 7,,‘ ‘X,E +X.

i

en evenzo zozszsaizu(mod a), dus
[~8

P 2 2 2 .

= - Rt au, =z,

rb uq +ud +u3 tuy T met au =z,

wederom in strijd met de minimaliteit van a.



2
[#n)
N
W

O .’
37: b=0, dus yq=y2=y3zy4=0, dus a]xi (i=1,2,3,4),
2, 2.2, 2

o] . N
Dan is a“!x_1 +X +X3 Xy T=270, dus a‘p. Wicgens a2a< p 1s dan a=1,

Hiermede is de
Wij geven nog van het gevondene,

Daarbij maken we gebrulk ven weer een anderc identitelt van Euler

k N

) +{c-d)

6(a2+bd+cg+d‘“)2 (u+b)u+(a~b) +(c+d

+ (a+c)?+(e~c)h+(b+o)?+(b~d)
+ (a+d)4+(a~d) +(b+e) +(o-c)

wanrvan het bewljs eveneens door nacljferen gemakkelljk te leveren
is,

21 nu m een willekeurig natuurlijk getal.
Stzl m=bn+r (O gr ¢5). Het natuurlijke

-
(1 4+1 *”4+1 +14). Het getal n isdan vol-

etal r is de som van ten
hoocgste 5 vierde machten
gens het b venstaande de som von ten hoogste vier guadraten

~ A‘\
X,f%-x,)“%-rJ +XM . Eveneens volgens het bovenstaarde is x, te schrij-

L 2
ven als som van ten hoogste U quadraten, dus op 6):,1 =

V)

2 2 2 2N2 . . . < \
= 6(&,i o, e, T4, )° is de nileuwe identitelt van Euler van toepas-
~
sing., Deze leert ons dat Hx_,° te schrijven is als som van ten hoo
1 2
ste 12 vierde machten, Hetzelflde geldt voor bxc ,OAQ ,6x4 R 4at
fn de som is van ten hoogste 48 vierde machten en he t getal m zelfl

van ten hoogste 48+5=53 vierde machten,

In het bovenstaande 1s voor r genomen een der woarden 0,1,2,3,4
of 5, Zou men n zo bepalen, dat r esn der waarden 0,1,2,31, 16 of
17 1s {welke 2llen de som van ten hoogste 2 vicrde machten zijn)
- dit kan slechts 2ls mp 79 is - dan ziet men dat elk natuurlijk
getal m 276 de som is van ten hoogate 48+42=50 vierde machten, Voor
de getellen m £75 verifiecert men dit ns. Bij zevolz is elk
natuurlijk getal de som van ten toe KO vierde machten
Uit het voorafgaande 1is zelfs dlets te zeggen over het asantal
8% machten dat nodig 1s om een willekeurlg natuurlijk getal voor te

0

stellen, Hiertoe gazt men ult van de identitelt

[

o

- S =N a - {
5040(aﬁ+b“+ca+ﬂa)' = 6) (2a) + aGEZ(aib)8~+§]Ea+bic)

Ly

waarbij met de sommen in het rechterlid symmetrische functies van
2,b,c en 4 worden bedoeld, waarvan één karakteriserende term is

")

sangegeven en blj de dubbele tekens de sommen voor elk der neerge-



1u.‘ *“75

50 vierde machten u4 +...+u5“ . Blke dezer
o) ) = = o

adraten U, “H+UL A TAUL L THUL S, dus 50401 is

au ’m 11 1Tie l i3 i il = b

die elk volgens

i~ A NI IR
Oxb+60x 1 St

5040 (ug,7+uy,
som zijn van
Bij

machten,

A1 ‘.
de SERIRC RSN

zljn, pevoly som van ten hoog

In Tei A1t sl

fad

ste Gy re

.

in plaats vorn met 42273 achtaste macehten kan
rzaande hulpmiddelen 1 bewezen - zZeli's toe

a3te
~t he

met 279

ol

zijn. (Het "ergste" gme-
o ogom van ten hoogste

ig de som vzn vier

de som van 50 termen

de lratste identitelt
(Z=040 achtste machten

/0:8"% 273=02

af te ’1—'11 k,ﬂ'

el wat

74 I
4] ()

rien -

Pl

on
achtste machtoen

273 acht-

met verder-



§$ 6. Het vermoeden van Fermat.

Aan de Franse wislcundige Fermat wordt de bewering toegeschre-
ven, dat hij een bewijs zou hebben gevonden van de stelling, dat

de relatie xn+yn

=z onoplosbaar is voor natuurlijke x,y,z en n-2,
d,w.z, dat voor natuurlijke x,y,z en n de relatie slechts voor
n="1 en 2 oplosbaar is.

Voor n=1 is dit triviasl. Oplossingen voor n=2 vindt men als
volgt. Uit x2+y2=22 volgt allereerst, det als (x,y,z)=1 is, z on-

even 1s en één der getallen x en y even is. Zonder de algemeen-

P S | s & -, - Z“: X
heid te schaden mogen wij aannemen 2]x. Dan heelt men ~§l T Zyy C

Stelt men deze breuken gelijk aan
dan vindt men

(met (a,b)=1 en kennelijk a < b)

oo

ax = bz - by, DbXx = az + ay ,
. (2°+0%)

~ b 7
Om te bereiken dat 2ab, bg-aa, ad+b2 een onvereenvoudigbaar drie-

dus x:y:z = 2ab : (b -2

tal vormen (d.w.z. een geheel drietal met GGD=1) is het nodig dat

2 2>

2 2
(2,6%-a%)=1 , (a,b%-a%)=1, (b,b"-a

dus allereerst (a,b)=1 en vercder 24/ b -2, d.w.,z., a en b moeten

ongelijke parltelt bezitten.

Voorbeeld, a2 b e y Z
172 & 3 5
2 3 12 5 13
1 4 8 15 17
34 o2y 7 25
2 5 20 21 29
L 5 40 9 41
1 6 12 35 37
5 6 60 11 61
2 7 28 45 53
4 7 56 33 65
6 7 84 13 85

De getallen x,y en 2 zijn de lengten der zijden van zgn,
Pythagoreische driehceken, dat zijn reehthoekige driehoeken met
drie gehele zijden,
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Opmerking., Door aaneenvoeging van twee Pythagorelsche driehoeken

vindt men drichoeken met gehele zijden en oppervlakte (zgn. Hero-
nische driehoeken), Het procédé levert trouwens alle dergelijke
driehoeken op,

Wij bewijzen nu, dat voor n=U4 de relatle van Fermat onoplos-
baar 1is, DIit geschiedt door het nog iets verdergaande resultaat
te bewijzen, dat de relatie xn+y&=22
positieve x,y en z,

onoplosbaar is met gehele

Stel nl, dat er wel een dergelijk drietal grootheden te vin-
den was, Kennelijgk moet dan, als wij weer (X,y,z)=1 onderstellen,
cen der grootheden x en y even zijn; laat dit weer x zijn. Op
grond van het voorafgeande moeten er gehele a en b zljn met a < b,
(a,b)=1 en

2 2.2 ¢ ‘

xP=2ab, yo=bea®, z=b +a?,

waz2rblj a en b ongelijke itelt bezitten
2,.2 .2

et
-+
o
i
o
2
Q
o
o3
sV
@
<
D
i
6]
ot
=2
O
o}
D
<
(L
>
Q,
<
n
@
=3
o’
D
)]
ot
=4
o]
=
§
i

Anderzijds leert x"=2zb met (a,b)=1 en 2la dat er gehele ¢ en f
2¢° ' cd en (c,d)=1 volgt
c=g~, d=n—, dus fdz*”+h4. Verder is £ £f%=b sb“ <z, zodat een op-
lossing (x,y,z) tevens een oplossing (g,h,f) zou opleveren met
fez, Vazr Jdit tot een contrad}ctie voert, is er geen oplossing
o4 D

-

var het gewenste type van x +y =27 en de relatie van Fermat 1s

dus onoplosbaar voor n=4,

~

Om de conoploshaarheld der relatie van Fermat voor willekeu-

-~

rige c¢xponent n 2an te tonen, is het nu voldoende dit te doen

]

voor ondeelbare n, Tmmers is n >2 en bevat n een oneven priemdeler
U, dan zou een oplessing der relatie voor n tevens een voor de
priemexponent p oplevercn, Is n >2 en bevat n glechts de priem-

~
] T 3

deler 2, dus n=2 met r iz dan voert een oplossing der pel““

[

voor n tot cen met de exponent 4, maar dit is, zosls wij ree l

zagen, ultgesloten,

o)

Wi) beschouwen dus nu verder de relatie xp+ypzz met cneven

priemexponent p en (X,y,z)="1. 5,0
Een gemeenschappelljke priemfactor g van x+v en x+§ = V(x,y)
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voldoet aan y= -x (mod q), dus 22n
Ossxp"q—xp"2y+...+yp'qzapxp" (mod q) .
Was q|x, dan qly, want q]x+y. Dit is in strijd met (x,y,z)=1.
De enige mogelijkheid is dus q=p. Dan is dus plz. Analoge beschou-
wingen gelden voor zp-yp en zp-xp.
Wij onderscheliden nu twee gevallen.

I. pfxyz.

IT. p 1s deelbaar op precies é€én der grootheden %,y en Z.

In geval I heeft men zP=(x+y)V(x,y) en (x+y,V(x,y))=’
bestaan dus gehcle ¢ en C met (c,C)=1, x+y=c®, V(:-:,y)m , en z=cC,
Evenzo vindt mern het bestasn van gehele a,A,b en B met

X=ah z-yzap, (2,A)=1;
y=bB , z-x=bP, (b,B)=1.

) D .
Zij nu r een priemdeler V"'n C, dus van Dan heeft men al = -y (mod r)

Z.

s > D P 5 -

b"= -x(mod r), dus aP 40P 7= -x xPoyP=zF=d(mod r). Verder geldt

8]

a*+op P K ey B —KeYmaC 't 0 (mod r), want (c,C)=1. Uit de relaties
2 o

2P P =0 (mod r), a+bP=£0 (mod r)
volgt nu, dat r =1 (mod pz). Irmers v4 b (anders v | x en (x,y,2)#1),
dus b"q(mod r) bestaot on voor d= -nb” (mod r) heeft men

)
P~ ; P
d" =1 (mod r), a"#1 (mod r).
. . . s . 2
Zij e de exponent van ¢ mod r. Kennelijk is elr-1. Wegens elp©,
3 2 f")‘ 1 2
e fp geldt e=p~, dus plr-1 en r=1 (mod p“).

olgt nu uit dit resultaat, dat voor ledere priemdeler
Ial
v

A%
[m] ¢
Ay (Y o men ] 1't d'\t :::'] v "“} = A -~ 3 ',2 o '71:)'—- p.....
r vaen O geddT, a = moa p s GUBS EZ=CL =C moea p cn 20 = 07 =
3) P 3

=x+y (mod p~). Evenzo x"=z-y (mod p°) en y"= z-x (moed p”), dus

O=zP-xP-yP= 2x+2y-22 (mod pj) en z=x+y (mod p”). Tenslotte vindt

: A :
7Pz {mod p-), dus zP =1{mod pj) en evenzo

,2 _
=1 (mod p, yP /‘:—‘:’1 (mod p

Het geval p=3 is hiermede iets nader te behandelen. Onderstel
3 ¥ xyz. Dan heeft men dus %%z 7o = 2% =1 (mod 27). Dus elk der ge-

tallen x,y en z kan sleehts +1 (mod 27) zijn. Nu heeft men echter
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z zx3+y35: x+y (mod 27), zodat de onderstelling 34 xyz tot een
contradictle voert, )
In geval IT is p deelbaar op precies ¢en der grootheden X,y
enn z. Wij onderstellen plx (het geval ply gaat geheel analoog en
at het getal x=24 precies 8 factoren p be-
vatten en het getal z- J rre les t stuks, Uit z=y+ptu (net pj/u)
g

c
volgh dan ztzzyi+rt+ u (mod pat+'), dus xp:zp—yp bevat pre-
cles t+1 factoren p en H+1=8p, t=sp-1, z-y:pSp"qu, waarbij even-

als vroeger wordt gevonden dat u de gedaante a” bezit,

De vorm V(z~y) bevat dan precies 1 factor p en bezit de ge-
daante pAp. De verdere resultaten van het onderzoek bij I leren
dat men heeft:

s Z“y':pps-/]ap’ (8,[{)2'!
¥ = bB, z-x=b", (b,B)=
7z = ¢, Rry=cP, (c,C)=1.

X = alp”

Voor ledere priemdeler r van A heeft men, evenals hicrboven rlx,
dus ps=1.p
bpwcpzaz—yzpto :r'$6)(mod r);
7y
N D ) A
0P -cP = zP-yPaxP = 0 (mod r),

2

s
Y. Bijgevolg geldt A =1 (mod p7), AP =1 (mod p3).
Verder heeft men nog z=y (mod pP°™ 1), dus

dus r=1(p

pAp=v(z,~y)=zp"1+,,,+yp"1=pzp"1 (rod pps~1)’ dus
APz zP-7 (mod ppS—E).

) . s P-4
Als nu ps-2 23 (wat zeker optreedt biy ps), geldt 2 = AP =1
y )

e
(mod pi), en evenzo y° =1 (mod 07 )

i @

Diverse verdergaande hulpmiddelen leren ons voorts dat voor
iedere priemdeler r van x,y en z geldt PP~ 1Eaﬂ (mod p ). Waar ken-
nelljk r=2 mag worden genomen, geldt dus 2p¥1§’1(nmd pt)y  (1®
stelling van Furtwingler). Een tweede stelling van Furtwingler
leert o.a. ook nog dat moet gelden Bp”qa’i(mod D )

Eerstgenocnde congruentie is door Beyer onderzocht, Als
kleinste oplossingen vond hij p=1093, p=3511. Geen dezer getallen
voldoet aan de tweeade (die overigens wel vervuld wordt door p=11).

Met nog weer andere hulpmiddelen beweren H,D. en Emma Lehmer,
dat in geval I geldt p2 253747889; in geval II heeft men gevonden
p 2619,



