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~ 1. Inleiding, grondbegrippen 

CG 

Voor een belangrijk deel worden in de getallentheorie eigennchap­

pen van gehele getallen bestudeerd. Alvorens tot deze studie over te 

gaan, is het nuttig om van de het meest gebruikte eigenschappen een 

overzicht te geven. 
Zijn a en b gehele getallen, dan is dat ook het geval met a+b, 

r::i -b en ab. Het t1uotien t % ( met blO) is ech te r niet noodza 1ce lijkerwi J ze 

geheel. Is dit wel het gev2l, dan zegt men dat b deelbaar is op a; 

men schPijft dan b\a. In het vervolg warden ender getallen verstonn 

gehel~ getallen, tenzij het tegendeel wordt vermeld. 

Bij willekeurige a en positieve bis het steeds moeelijk een 

getal q en een getol rte beps1en, zodanig dat c1""qb+r; 0~ r ,: b (''delen 

met rest''), Is ock a positief, dan is het ~etal q het grootste gehele 
El • • , -, [ a 7 getal dot i O 1s; men schri.Jft wel q= 'F. .i. 

Een natuurlijk getal heet ondeelbaar of priem, als het precies 

twee positieve delers bezit (nl. 1 en zichzelf). Niet-ondeelbore 

natuu~lijk~ getallen heten samengesteld. 

Hoofdstelling. Elk natuurlijk getnl is op ~~n en slechts ~tn w1Jze ir1 . ' 

ondeelbare factoren te ontbinden (de volgorde der factoren speelt hier-
r,1 r., 

bij geen rol), Wij schriJvcn we1 n=p 1 ..• p8 :::,, waarbij elk tweetal dep 

getallen p~, •. ;,p 8 verschillend ondersteld is en r~, •.. ,r 0 natuurliJke 
I L t I~ 

getallen voorstellen. De hier gegeven ontbinding van het getnl n noemt 

men weld~ cononieke ontbinding. 

De hoofdstelling wordt bewezen met gebruikmnking V8n de volgende 

belangr-ijke 
H~lpstellincs. Als het priemgetal p deeltiaar is op een product ab., dan 

is het deelbaar op ten minste 6~n der factoren a en b. 
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Uit de canonieke onttindi van tme€ n~tuuPlijke g€tollen men 

n zijn gemoklrelijk hun s.,-,h~l-,rpeli.jl{e clelers en dus ook hun (:,;root-

ste gemeenschc:ippeU.jke delet0 ,aar: te cevr::n met (m,n), te bepalen. Ana­

loge overwegingen voeren tot het begrip kleinste gemene veelvoud. 
17 t ' 1· ·i b · n i -L · · 1 8 b voor wee .r;e1:2 .... 4en :1 en . HJ ~8 ~ ge.1J-:: aan (aJb) • 

Een belangrijk onderdeel van de getallentheorie is de leer der 

congruenti.es¾ Met a2b (mod m) bedoelt men m\a--b. Men zegt, data en 

b tot dezelfde restklasse mod m behor•en. Uit a:b (mod m) en 

~' d (mod m) volgen de for·mules El+b=c+d (mod m) en ac .S: bd (mod m}, 

cJus voor natuurl:i.Jke rn ook ,/1 ~:=.:bn (mod m). 

Uit a .:.:b (mod m) vo1gt voor een gemeenschappelijlrn deler d van a en b 

niet noodzakelijk ~ix!~ (mod m); men kan slechts concluderen tot 

(1§-8 b ( , m ) 
·'ii=-;:;- moo ( ;::i ) • o ",m 

Men gaat gemaklcelijk nc1, dat, a1s m >Oen (a.,m)=1, c1e congruentie 

ax=:=b (mod rn) precies een gehele oplossing x met 0~ x ,,:m bezit .. In het 

bijzonder is dit clan het geval met ax ?.::'1 (mod m); de oplossing hiervan 

wordt wel geschreven in de gedaante a-1 . 

In het algemeen rekent men bij een cong~uentie f(x)~O (mod m) 

(veelal stelt daarbij f(x) een veeltcrm in x voor met gehele co~ffi­

ci~nten) twee oplossingen x 1 en x 2 als dezelfde als ze tot dezelfde 

restklosse mod m behoren. '.3o beschouwd kan zo 1n congruenti.e niet meer 

dan m oplossingen bezitten, 

I:3 x1 een wor·tel van cie conr:;1"uentie r(x)=o (mod m)/J w:::iarbi,j f(x) 

een veelterm is met gehele co0ff1ci~nten, dan geldt 

• r(x)== (x-x1 )g(x) (mod m), 

wa8rbij ook g(x) een veelterm is met gehele co~ffici~nten. In het ge­

val dat m een priemgetal is vindt men alle oplossingen van de oor­

spronl<elijke eongruentie dooP op te lossen x-x1 ::::::: 0 (mod m} en g(x) :-:. O 

(mod m). B:L,j samenge::;telde m is de zsak ceeonpliceerder. 

i 2. Over zekere bijna- of pseudo-priemgetallen. 
Wij gaan uit van de eigenschap 

( 1) a p-'1 51 ( mod p) , 

geldig voor alle a, die niet deelbaar zijn door het priemgetal p. 

Hoewel de eigenscht:p bekend is, geven wij er hier een kort bewijs van. 

Het stel van p-1 getallen 1,2, ... ,p-1 gaat na vermenigvuldiging met a 
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over in weer een stel van p-1 getallen, die twee aan twee incongruent 

zijn met p (immers ah_::-nk (mod p) impliceert h:...-:.::k (mod p)), en dus 

in een per-mutatie van zichzelf. Bijgevolg vindt inen na product-nemen 

(p-1)! = aP-1 (p-1)! (mod p), 

waaruit (1) volgt. 

Wij vragen ons thans of of ult 

m-1 ( ) a = 1 rnocl m 

volgt dDt m priem is. Gemal,i;:keli.jk blijkt uit een tegenvoorbeeld, dat 

dit niet het geval is, b.v. 390 ~1 (moc1 91), reden om de za::ik aan een 
nader onderzoek te onderwerpen. 

Ieder samengesteld m dat voldoet aan mjam- 1-1, zullen we een 

bijna-priemgetal (met betrekking tot a) noemen. 

Stelling. Bij elke a ~1 bestaat er een bijna-priemgetal m (met 

betrekking tot a). 
Opmerking. De bewering dat bij elke samengestelde m een a >1 bestaat 

met m\am- 1 -1 is voor even m kennelijk onjuist (zoals b.v. blijkt door 

m=6 te nemen) en voor oneven m triviaal. 

B2wij:::1: 

1°. Bij a=2 neme men m=341:11.31. Indcrdaad heeft men 
341\210_1\2340_1. 

2a 1 
2°. Is a een oneven priemget8l, dan neme men rn= 8 -

Kennelijk ism samengesteld. Verder heeft men 

2a-2 1 2 4 ,., a - a - c. ·- ( 
;:.c, ;:3 + •.. +a +1:::1-1- ... +1+'1=8-1:-::0 mod 

r...' 
2), dus 

a--1 n 2 
2 () 2 I c.a -I c...8- - . a -;:1 2(a -1)ia -1., du:=:; 2a 2 l 2a I m-1 = m-1, dus ma -1 a -1. 

c1 -1 e o 11 a -1 1 • 3 , Zij a sam12ngeste r . Nu nerne men m= --1 en oo~c nu 1s m samen-
rl j a a- J I 1 " - " a ,::, a ;.,., -gerJtelcJ. Men heeft dan rn-1= ,.:., -1u en a ~ = m-1, dus m a' -11 n" -1. a- a- 1 

Opmerking. In elk der drie gevallen voldoet het gevonden getol m aan 

(m,a-1)=1. 
Bewijs: Voor a=2 en m=341 ir.-3 dit cv:Ldent. 

In het tweede geval heeft men voor een willekeurige priemdeler p vGn 

a-'1 de relatie a =:1 (mod p)., clus 

m=a 23 - 2 + •. ,+a 2 +1 ~1+ ..• +1+1=3 :::1 (moc1 p), 

derha l ve p _.{m en (m, n-1 )='1. 
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In het derde geval h~eft men voor een willekeurige priemdeler p van 

8-1 eveneens a =1 (mod p), dus 

m = ::, -1 ( ) a"' + ... +n+1=1+ •.. +1+1::::a21 mod p, 

en dus ook nu pfm en (m,a-1)::;:1, 
I 

Van het in de opmerking gevondene zullen we verderop nag ge-

b~1uik ma k12n. 

Stelling. Bij elke a >1 zijn er oncindig veel biJna-priemgetallen 

m (111et be trekking tot 8). 

~ewijs: Wij weten reeds, dater zeker 6~n zo'n getal m bestaat 

en dat dat bovendien nog voldoet nan (m,a-1)=1. WiJ loten nu zten 

dat bij ieder bijna-priemgetal m met (m,a-1)=1 een nieuw bijna 

priemgetal M te vinden is met eveneens (M,a-1)=1. Da9rmee zal den 

het bewijs geleverd zijn. 

Wij nemen thans M::: am_.11 en me1~ke1, allereernt op, c1at, c1ls m 
8-

8JMengesteld is, dit oak het geval is met M. Verder heeft men 
. n1--1 1 m I mj:y· -1, ti' -8:::(a-1)(M-'1). Wetens (m,;:-1)=='1 geldt dr:in m M-'1, Bia 

.. ,. . ,. -L ,, i\1 \ -m _,, I M-1 '1 c_,E, v 0. b l 3 - 1 a - . 
Om ten slotte aan te tonen dat de bijvoorwaArde (M,a-1)=1 

vervulcJ is, besc:houwe men een vvillc,keurige priE:mdeler p van 0--1, 

Nelke dus niet deelbaar is op m. 

=~nrvoor vindt men dan 

M=am- 1 + ... +a+'1='1+ .•• +1+1:::m,:pC (mod p). 

Oµmerking, Heeft m Juist u verschillende priemfactoren, dnn bezit 

Mer ten minste s+1. Onze hierboven gegeven afleiding leert ons 

dus tevens, dater bijna-priemgetallen zijn met willekeurig ve2l 

r.1r-iemfac: tor-en. 

Wij geven thans een tweede bewijs v~n het bestaan van oneindig 

vcel bijna-priemgetallen. 
h . h-1 

1 ( c1 )(r.l ) Hiertoe beschouwe men de getal en uh= a -1 : a -1 voor 

h=:'1, 2,... . Allereerst merken vvij op cJ,i t vo,Jr h/k gelclt ( u1,, u 1J=1. 
, l ~ 

I,nmcr>s ziJ. h < l{ en n een wilJelff,urip:(, 1:n1 ier,1f:-:::.-to1.' Vern u, • WEi::;en~-;; 
r !l k;;;:'1 ,-k-1 (l --

k:-'1 ~h heeft men don p\u1. \r:/1 --1\;-_i 8 --1, du~i uk==cld (c1-·l)+ ••• + 
~k-1 a 

+·1 '· +1 ,::c 1 + ••• +-1 +1=.J cf O ( mod r;) • 

Thnns beschouwcn wij 

D.~rn rH::·eft men 
_ k ; ":lh ..,h-1 
;-1 I :::i'·' -o'-' 
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en 
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t ,.-1 c~ 

u1 •. -1 
,", • .!. -1 
cl - , I _; 

een bi,in,1-p 

n. \ 
'l 

-i en 

{ • ' • ' \ 1 \ L,h) Uk j =: I 

1Jl,- '1 
7·1 ,.)., 

n .·.... .....·1 

etA 1. 

,, 
-1 

·:-, 

en vii J cen derde hewiJs \ r "'·. ,, J l • ,j,~t 

veel bi.in:,-y,rlem::;etnllen zi.jn n:et betcekkin;::; tot een .~~·c,,:c·-

,s t e l Lu1.r::; • 

n ls 

Be v';1 i .J s " ~.·.J t 1J L ::,1 t c· n c e 1: s t ~ i. en J d c1 t n: - ··1 e ·v e 11 1 s • 

\ 

' ' pf 1:1--1 J 

m ia' 
I 

r.1 lc1t t E~ '\l f) ,. t 1J 1 t ~;~ ··-

r • \. 
.1) 

'.'i ii +·1 
,C1 .l. ·'j ~ 

B.:1.,: 



~ j. Get a lJen v;:.:i-:-, C3 cmi.•.:ha c 1 

In 1~1c-.:t '\/QOr1Df L}J"': (; ~.\JC er1 :.:.;,:~n1er1r~(:::-Jt(;l!:~e c;eta.Llcr·: El f(E::\r,,:,r,Jei.-(5 

vuller vaor alle a. t E1~·Jt1t}rJor(J i~3 i{f:;nne1:L . .Jl{ :~1r:1t~cennenc] .. I1r±r(1er;::3 .J :i 

h e t b .i ~1 z (J J. l cl Cj 
. - 1 m-·1 . . .. . , , g e L cl r-:17 m \ m -1 _, VJ a t. e c n t e r n 1 et: t7 e --c g e v a 1 i;=, , 

f)f::"Vf--:f)t 8ilCJ E.1C~t~;.J(J():Cd or) 01-lZL:; \]r1E33~~: verl<ri~J~?;e11" 
--, - . . l m-'1 ,_ :,_, 

Def Li it Le • Len g ct C:➔ l F, d 8 t vol d o et a an rrt I a - -1 v o or a 1 J e a , u .1 e cn1 -

deLl:ing eel1Jaur j:l.y, met m; heet een getal von CarmichaeJ_, 

{dv,:iretis r=;en nJciE:c on er-zoek te doen naar dergeliJke getaller, 

geven w:t-1 eer::,t een r,cintal e enscll2pperi, die bi,j riet verclece ondH'­

zoek zullen warden getruikt. 
' Y• \ s ~ l ' Hulpstelling. Als een getal m voldoet aan mja·-1 en m,a - 1, can vo1-

doet het ook aan mla(r_s)_1. 

BewiJS: Wi.J weten dnt de G.G.D. ( ,.. ,., ) \r e1 n r-· c,11 .... _., , . .J c. ... ... s te schriJven 

GcvolG. BiJ elk µoar tallen men a met (a,m)~1 is er een klein~t 

positieve expone~t wol'.'dt genoemcl cie pcim -

tieve exponent of' kvrt1.•Jeg ,je e::ponent van a mocl m. 

Verclec gelc1t; Vooc 1ccJe1'e h, die vnldoet aan 8h::'.=1(mod m) J 

Immecs stcl h=qg+r rn,?t: 0 ;;;_ l' .-.g, dan v:indt men 

,:~ C'' ·1 ,··l "· ' \ h c;, ..1... •-1 t ,:_ ..... 

dus op grand van e minimaliteit van g vindt men r=O. In het li ~ 

( J e r r 1 c e :C t n1 f: r:: 1-1 f3 f~ i ~) ( rn ) ., 

Dc::,:finttie. tal "·" heet pr1mitieve vwrtel mocl m als bet h rbu­

\JGc tne~e\rc)c;•rde e~etal t~: e~:eliJ'l-r ls aan Y'(m)Q\ Zo is b*v~ 3 een r1ri:i.c11:!_­

t; l c~ V C w ::; l' t e l V Cl Or m=' ( en O O k: V O Or m::: 14 C n ffi;;:: L!-9 • 

Wi J ma lccn ns gebruik van een belangriJke stelling, waarvan 

VJJ. 1.)rrt orrn or:clerzoek niet ver'clec te onderbreken, het bewi,F, acht,'r"·· 

wege late1.1. 

3te1ling. Elk oneven priemgetal p bezit ten minste 6~n prirn1t1eve 
r wo 0 teL ook elk getal van het type p . 

Opmerking. Uit deze stelling volgt direct, dater (p-1) primit 

wortels ziJt:. Is nl. f een primitieve wortel, dan is dit ook het ce-
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val met f 8 , waarbiJ (e,p-1)=1 is. 

Thans keren wiJ ter~l tot het onderzoek naar getallen v9n 

Carmichael. Stel m even., m=2r'n, waarbi,:: n oneven is. Z1J p een or:-

even priemdeler van n. Kies nu voor a een primitieve wortel mod p. 

::::.ian heeft men am-1 :::::1(mod m)_. du::: am-'1::=:1(mod p), dus y')(p)\m-1. 

Wegens 2 I r.p(p) geldt 2lm-·1 en 1"=0. Dus mis oneven.l' tenziJ dat m 

ii_,:een clergeliJke priemdeler p bezit. In dat geval is m='.~r. Voor 

i.~==3 eist men dan enerzi:icls am-'1 '!'::: 1 (rnnd m), anderzijds bJ.i,1kt c1e 
,...,1... l"-2 

exponent van a mod c. VOOL" r· ~ 3 geli.1k te ZJ.Jn a3n 2 . Du:3 
1.. r:) 

2·- 0•ir1-'I in strlJd mr:~t e .f3• Ook m=l.i. bli 01kt uitgesloten tr: ziJn, 

w.:1nt. 33 -:k 1(mod 4). 
, r r 

Dus mis oneven. Zi~ m=p11 ... p~ 8 de canonieke ontbinciing van m. ,:, r r 
Laat a 1 een primitieve wortel ziJn mod p1 1 en verder (a,m/p1 1)=1.Dus 

i m-1 ( ) m-- ... 1 ( r--1) ( Ci)\ u t, ~·1 =: 1 mod m V1)lgt a· = 1 mod p,1 1 , dus r.p p 1 m-1, c'luB 

p 1 1 (p1 -1)\m-1. Wegens p 1 )m heeft men r 1 -1=0 en evenzo r 2= ..• =r~= 1 • 

Verder vinden we nog uit het bovenstaande 1 dat p1-1im-1, dus, 

aL:; men m=m1p 1 (i=1~ ... ,f:l) c-itelt, p 1- ... 1Jm1 (p 1 -1)+m1 -1 en biJg:evolL 

P1-1lm1-1. Algemeen evcnzo p.-1!m.-1 (1==1, ... ,s). 
l J. 

WiJ bewiJ zen nu :J ~- 3. Inderdoa cl., a ls s=2 was, had 

m2=P 1 en p 1 -1 I p2 -1, p2 --1 I -q 1 -1, in s b 0 i y4 met p 1f p 2 . 

Dur:i s ~ 3. 
, Pi -'1 I m-1 . Omgekeerd leidt p 1 -1lm1-1 tot p1-1lrn-·1, dw3 P1 \a -1 n -'I 

en derhalve m\am- 1-1. 

c•-3· 1,.) --

\Ji,:i willen het bov2nstaancle verder' 1.1itwerken voor het geval 

en indr.: r0 da ad d1:1c:1 rbi J C,:1 rm 1d18 e lg eta 1 len vinden. 

Wij pr,Jberen dur, m=pcr:r f.:n rn.ogen, zonder de algemeenheid te 

:Jcl1aden 9 onderstell.=:r:_, dat p :::,q > r is. Er ziJn dar: gehele x,y en"' 

met 
qr-1=x(p-1) ; pr'- ... 1==y(q-"1) , pq-·1=z(r-1) ; x "- y <-Z. 

Oploss1ng van de eerste twee rel3ties leert 

. 1_ (y+r-)(r-1) 
P·- - 2 q-1= 

xy-r 
{x+r)(r-1) 

,; 
c.. xy-r 

Verd er heeft men wee;cns p > o, c•w1 p ~ q+2, 

qr-1 qr 1 r+1 
X = p-1 ~ q~1 = r- q+1 ' 

duo x ~ r-1 (want x 1:::: geheel). Hieruit volgt, dat 

q -1 ;§ ( 2 r - 1 ~ ( r - 1 ) ~ ( 2 r - 1 ) ( r· - '1 ) , 
xy-r 
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zoc1at bi,j gegeven r :,Jlecht:-, cLncJig veel mo6 eli,Jkhedcn voor q bc;c;t· '· 
I 

en wegens o-1 \ qr-1 ook r,Je,:,hts einc1ig vele voor p, 1.HJ v:'Lnc:ien ciu:;, 

at e1, b:LJ gegeve;·: r :slechts eindig vcel getallt.:.:n pqr v;=:Jn !_'.armi:,11.'. 1 l 

bestaan met p > q ·"7 r'. 

Op geheel anal iJze ziet men in, dater slechts ei ig veel 

g E t a 11 en v a n C a rm i crw e:· 1 p 1 P 2 . , . P 8 bestaan met p ' D - -t·· 1 / L 2 ,_.. Cl <t " _/ J s ::J 

Vno·L~ r•-rJ· r) ·Li ~E•7c~•1n1·1 ·i· 0 . - , 3 t· 4 .•. -- n ,;·_, ·b . ,.. . ,_., • 

Wl,j parJsen hc:::t bove:·1c;tEli.F,de c,er;L'3 toe voor r::::JJ en bepalen (LL: 
(' ~ ' . l .,, w ·1 ' 11 .h ' ' •, t 3 r, 1 ·1 . .. r• c, +- , ... , e a'.'>,. _,;trm1c10'-_ 6 e·c,::=i. en vc1r 1 .1c,t ·cype m===J::iq mec p;;-q-;,, . 1-1. .. ert:c:r"'t.. r,c J.,, 

mer1 t-e '7()Y'crc•r·, vno-· •J __ /\\1n--_1-··1 't .. Je··c··n·,-•("'l U7 te·t""'"'rr': ·11 1to1•n,:,t.1.····c-),('i,i vr··1,v1,:,l(i ~ ' ., <.-J "· b ..., l J J •.' I_ _) I ~- \-1.. .? 0 _, ., ~' -1,. _. 1:;i Cl ,A c. c.,.{ ·'' 'CJ ' I.. '"' L . 1. - -t 

is. Verder leert het bovcn:Jtacn1cie o,isJ dat q-1 ~ (2r-1)(r-'1), dus 

q_-1 .;§-10, dus q ~ 11. Wij hebben clu;:3 slechts te onclerzoeken q:c::5_, q=7 
I en q=11. Nu geldt ve er p >q en p-1 \qr-1, dus in het eerst2 1 

p-1 )14, hetgeen tot niets voert. De tweede mogeliJkheid leert 

p-1\2C1, c1us slecht:, p::-::1"1. Maar het getal. 6 (nl.q-1) i,3 niet c1eel­

bu:::r op pe-1 (nl.J2). He:,t het gcvEil q=-11, clu::-J p-1\32, Slecht::, ic 

rJit vervulbaar vnor p=--17 en indcrdoad blijkt nu 0 1Jk te lcien 3 dat 

Ci -1 \pr-1. Het en 

p ·icm) it3 chm J. 11. 1 

Opmerking. Voor (a, 

,:iarmichaelgetc1l van de geda,rnte Joq (pen :1 

561). 

'1)=,l i:::: het getal 56·1 d,rn tevenc: een pseuu -

pricmgetal tPn opzichte van a. 

Curiositeitshnlvc geven wiJ hier een tabel van enigc g~tall0n 

v::in ~c1rmichr1e1 van het type pqr (p-,. q :,- t') met r=.3 tot c,n 1,1ct 

wat word0n bekort, 

3 .1--1.17 = 561 
5.U.17 = 1·105 

h, 'J(l 7 ') .,.,,c .. _.,.1.J ="105f35 

- 1729 
7 .13 .3--1 = 2 -·1 

7 . 19 . 6 7 -- D 91 ·1 

7 . 2 J . l.f ·1 -- 6601 

7.3·1.73 =--15841 

7. 73 .103:=:5;~633 

13.37,61 = 29341 
13,37,97 = 

13.JJ.241 =11 21 
,1 .. , C: ,1 c; ....,7 
l)ol)f11J:) 

✓13,97,421 

17.41.233 =152401 
17.353,1201~1207201 

19.43.409 =334153 

19.199,271~1024651 
23.199,3~ 1515681 
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~ i+ • _D_e_r_'~_i_ n_,=":;_v_s_n_G_' a_~ _u_s_s 
In deze paragraaf wo en complexe getallen z~x+iy (x en Y 

re~el) beschouwd, waarvoor de bekcnde regels van optellen, aftrek­

k e, 1 3 v e r>m en i g vu 1 d i g er: en d e 1 en ( m :Lt ~:J n i et d o o r O ) be st a a n en cl e 

antwoorden weer complexe getallen ziJn. 

In navolging van Gauss stellen we de complexe getallen meet­

kundig voor door punten; met het getal Z=X+iy correspondeert het 

punt met rechthoekige coUrdinaten (x,y). Het meetkundige verband 

tussen de puntenJ voorgestelcl door de drie complexe getallen z 1 )z 2 
en z,1+z 0 (r.:en 11 vectoroptclling' 1 ) onderstellen wiJ bE:kend; ook dat 

c_ 

tussen de gc~allen z 1 ,z 2 en z 1 z 2 . 

Naast het getal Z=x+iy beschouwt men wel het toegevoegd com­

plexe geta 1 z=x-J_y; de X-a s ( of reele as) is middenloodlijn van het 

liJnstuk met uiteinden z en z (mits yfO). Een getal z is dan en 

slcchts dan re~el als Z=Z en dan en slechts dan zuiver imaginair 

(d.w.z. gelegen op de Y-as 1 hier genoemd imaginaire as) als Z=-Z, 

Verder heeft men zz=x2 +y 2 ; deze uitdrukking stelt voor1 het qu::i-­

dr'aat va:-: c1e ler·1gte ! z J van het liJnstuk dat O en z verbinc1t. Dus 
'°J I z/"-=zz. Mc--:<n kai·, cc:n complex getal ool< vastleggen door de modulus 

I z I er, hct a rgurnc-:nt a cg z = L zOX, Men heeft z+v1=z+w; zw=zw; J z j = I z ! ; 

Uit de verzameling van allc complexe g2tallen lichten wiJ nu 

uit de gehclc complexe getallen, dat ziJn de getaller Z=X+iy, waar­

bij x en y gehele re~le getallen ziJn. Deze verzameling heet de ring 

van Gauss. Het i::j duidE.,liJk_; dat som, ver'schil er.1 pc-oduct van twee 

gehele complexe getallen weer zotn getal is. BiJ de deling beho~ft 

dit u:Lter.·ac:➔ r'c] niet zo te ziL1n. Men bedoelt met w)z (1AJ is een deler 

van z) bij g~hele wen z, dat Z=SWs waarbiJ seen geh~el complex 
g et"" 1 ts . \T" ,., L. I ., . •7 , ? . l ~ -, .. ., . I 9 

"' - 1) • C T l _) - l j ) Y ·- l , I J ; ) l j . • 

A1lc gehe1c complex.e gc~tellen (JJ cHe voldoen aan a/z noemt men 

delers van z. Gevolg: Als d e20 deler ls van z ziJn ook -d, id en 

-id delers van z. De gctallen 1 5 -1_, i en -1 ziJn delers van elk gehee 1 

c,cimplex gc.:ta 1. 

Definitie. Een eenheid ls ecn deler van 1. 

Wij bepalen thans alle eenheden. Nu geldt voor een eenheid e=f+ig 

de re la tie e:s=1 (met gehele s), dus es =1 en ee ss = '1., dus 
( f 2 2 ) - 1 d r2 2 " ··1 " 1 1 B' " 1 . ·· +g flS == , us · +g is een rec e oe er van . -lJgevo g is 

2 2 · 2 r) 

f +g =1, d.w.z. f =1 en g=O of g~=1 en f=O. Hieruit bliJkt dat de 
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enige eenhf:c1en zijn de vier gctallen 1,-1; i en -i. 

BiJ de verzameling der he: ls re;c le get a llen z i,Jn de en igc 

eenheden de getallen 1 en -1, biJ die der natuurlijke getallen is 

de enigt° eenhc,id hE;t getal 'l. 

Twee complexe getal1en heten gc:associcerd als hun quotient een 

esnheid is. De geassociceerden va w ziJn w,-w, wi en -wi. Als 

z /w f:n w\z, clan zi n ,,1 en z geassocieerd (be1A;i,js dit). De s2enheden 

zijn die ~etallen, die geassocieerci ziJn met 1 (bewijs dit). 

Elk g~heel complex getal z bezit als triviale delcrs de ge­

tallen z,-z, zi, -zi, 1,-1, i en -i. Een getal z dat geen andere 

(maar precie2 deze acht) delers bezit heet biJ definitie priem (of 

ondeelbaar). Een niet ondcelbaar getal heet samengesteld. Zo ziJn 

de getallen 2, 4 en 5 samengesteld, maar 3 is priem; ook 1 is niet 

priem (evenals bi~ de re0le getallen). 

Nu eenmaal het b(:grlp priemge;tal i;3 ingevoe:;rd, komt dir1::ct ch.: 

vra::ig na8r vm·cn, of ,:::lk :3;ehe::el comph:x getal te schr0 ijven is als 

een peoduct VB! priemf'ac:tor,';,-1 en Vc';r·cler of clcze schri,JfWiJze (af6 c­

zicn van c!e vo1gor-::lu cler factor•E>,i en van Vt:L"Vanging van factoren 

Goor hun geassocieerdcn) ondubbelzinn is. 

Ons onderzoek wordt vercenvoudig door invo8ring van het begrip 

norm. Oncler ck 
,, _lr;,j2_~';:;'"_, 2 _[Jz- ! ,_ : __ ,.,c,-X 

norm Nry van het getal z=x+iy v~rstaat men het getal 
, ...... , ,',j 

r:: Men hc·eft voor ;:1 lle z de betrekkinc,;: N ~ 0 en N :::,C /:_, z z . 

komt slccht8 voor biJ Z=O. Vcrdcr geldt 

Z V·J == ZZ VVV-J = 

lcidt s\w tot N I s 
• Wil m8n dus alle delers van een 

~egGven geheel complex getal w opsporsn, dan bepale mer eer t alle 

positieve echte delers d 
r) i') 

r)c·+-qc_==d,, B(:!:1.(Ji:} f)rr::iblemc~n 

van N E:n c1aar1·1a alle 3=Dt-q.i met N =C1; d1J:c: w . . s 
be zit te 1 : maa 1,., c lnc! vee 1 op loss inr.>,T1. 

Du zo verk ,,,-! oplonsingen ~3 moet men n r'E:::chtstr2eics contr>ol(c;f',:n 
'\ 'J 

op ::;/·,;,i. Vb. iM:::-;-;'),+j j1 =3'":._Vlc=]() Me·n prr,ber·e ,, met 1' 1 =~) 1"-'n r-i 
j~ ~ < .. ~ 2 G ;i VJ - ' -.• ~ ,, -, ,., . ~ " ,_ .. ~ - . J 4 ;-3 2 ... 2 -_ s 

N"=~ le1d~ tot p +q =2, dus B= +1+1, en Nn=~ levert p +q =~, dus 
~.:. - - 1:) 

s=+2+1 of :3=.±:_1+~li. De enige wczcnli,Jk te onderzoE,ken s (waarbiJ 

na het onderzoek van een s nict ook nog het no1Jcloze onderzof::k met 

de geassocieerde geschiedt) ziJn 1+1, 2+1, 2-1, waapna msn vindt 

J+:L = (2-i)('1+i). De gcvonc%n factocc:>n zt,Jn niet nog verder te ont­

binden. Hiertoe he1pt ons de stelling: Is de norm van een getal een 

oriemgetal. dan is het priem. Immf':•rs ult ~Jlw vol0·t NIN en als N 
' - ~ 0 s VJ VJ 
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-Y)rl· cm }0 
-, ·ri nrF· men "-J "",, rJuc, (:, i Q cen ee:·1heid. of wel ll::;=Nr,1' dus [ -.:: " - ,,, ' \ ·- L - V • • - ' s I ) ,_, ,) k-' ... u L • ., ;;_; " ., 

NI =1 en w/s i~ een eoGhcid. dus wens ziJn geassocieerd. 
l"J 8 

- Hst omgekeerde der stelling geldt niet; immers het getal 3 ls 

f,e;• onde:elbac:ir geheel complex getal (ga dit na i )_, maar N3=9 is niet 

priem. 

Om ans onderzoek naar de o~dubbelzinnige ontbindbaarheid nu 

te voltooien, hebben wiJ enige tussenresultaten nodig. 

Hulpstelling 1. BiJ ied~re wen z zijn er gchele q en r met 

W=qz+r en N -<-N ( 11 c1elc,· met rest 11 ). r z 
Bewijs: Beschouw het niet noodzakeliJk gehele getal; =h+ki 

(hen k ziJn niet noodzakeliJk geheel). Zij m het meest nabiJZiJnde 

gehele reele getal bij h; n dat biJ le Dan is jm-hl~½; (n-kj~-1-. 
( ) w h 1 Ste l rn+ni=q; h-m+i k-n ""'t. z == q + t., d1..w w-qz+tz. Omda t qz ge ee 

is, is oak r=tz geheel en verder geldt 

q_.e .. cJ~ 

Nu eenmaal het ndelen met rest' 1 mogcliJk bliJl<:t, 1s de algorith­

me van Euclides tcr bepaling van de 11 G.G.D, 11 van twee get19llen 1AJ en 

z te im:L tc;ren CD 

Ste;]. nl. \,.,J ,::; a 'l z + r1 met N < N 
r1 z 

z == qrir',,, + r' met N .c N 
L I 2 r r 2 '1 

r,f" q,) r,,.")+ [' m0t N <. N.,, ' enz. 
_) C 3 rn L r, 

) C: 

De riJ r~etallcn N ,N ,N. , ..• is dalend. 0mdat elke norm ?;. 0 J.s_. 
-- z r-1 r2 

moet (~r eE:l' index n ziJn., van 

Ons schema eindigt dan met du 

waaraf geldt N ~o, 
rn 

r - q r +r n-3 n-1 n-2 n-'1 

r = q r n-2 n n-1 

dus r 11-o. 

Het is duidelijk dst iedere gem~enschappeliJke deler va~ wen 

2 ook deleri if:1 van r.1, dus ook ee,, gem1::enschappelijke deler is van 

z en r 1 , dus evenzo van r 1 en r 2 , enz. Elke gemeenschappeliJke de­

ler van wen z is dus gemeenschappeliJke deler van r ~ en r_ ,1, n-c. 11- , 

dus deler van r· ,1 • Omge:keerd ziet men, het schema van beneden naar n-, 
boven vervolgende, dat iedere deler van r ~ ~en gemeenschappeliJke n-, 
deler is van wen z. 



finitie, Die gemoenschappeliJke deler van w €~ z, waarop 

alle gr:::mcei-1schappr::liJkc, delr:::c:.1 var. N E:11 z deelbaar ziJn, heet groot­

stc gomecnschappeliJke del8r van w e0 z. 

\Jc schri,JVC:L voor c1,: groot'.3tc, e-semt:enschappeliJke deler va,, vi 

e 1 • z we1 (111.,z). m~t bovcnstaande: 1eert ons dan., dat r -1=(wjz) en 
n-1 

gee ft oi-s tege 1i,.i b::rt1 d een me thoc1 c',· om ( w, z) te be pa l(:n. 

rrensloth, merkE::, '>'iiJ ,mg op, dat uit het bovenstaande volgt., 

dater' g,~l··elc u e,: v z:iJn met (vs1,z)=uw+vz. Inderclaad., men heeft 

r'1='1.vv-q 1 .z; ,-Ju:i ;-•2=~'.- r 13 ook t,er: dergeliJkc combinatie van w 

Lemma 

e'JC nz o r,-) c-:L ~z .. -, _, 

( 0 e· huJpc:•--cll c..:.. . - - u L., • .. ' - --

o ook r -1 =(w,z), 
D-1 

) : Als peen onrleelbaar geheel complex getal 

i[3 e p!ab, P%8, dar. gclc:lt Plb. 

Bewi,js: ZiJ d de GGD van a e,: p, Omclat P.fa is, i:3 d='l: dus 

wegens het bovenstaande bcstaan er u en v met 1=up+va. Dus 

b~upb+vab, Ult plab volgt dan pjb. 

HoofdstGlllng. Elk geheel complex getal is op ~~n En slechts 

t6n WiJze te ontbinden in dergcliJke ondeelbarb getallen (met de be­

kende rE.stricties ten aanzicn d,2r volgorde dee fl::lctoren en vei."van­

ging vac1 factor1c 1 • cloor hun gcassocieerdt::n). 

B~wijs: ZiJ m=r~o,2 .... p =q 1o~ ... q,, waarbij alle factoren p. ~n 1· ~, · -c -t ]_ 
IFI. oncJc;elbaar zi.111, Dan geldt q,.! m. du::1 at mo0t on e2x, de1" factor.-:'·; '-1.J ~ •·-· ··t; ', t/ 

P1 sP2 ,. .. ~p:-:i dcelbaar' zi,:jn (op grond V8n hc,t lemma). Zonder cle al-
0'E'"·11r-,c.nh•,,··1r1 1l~ .... •·eh·,,·lc,·· 1~11';·c.,·, ''J]0 .J On(i,::,r,c'r:··llcs•·~ d"'t q l n dl!'' ri ,,y•, t.:i--1 ....... v ... ~Jt_. ___ . '''-.- i.1-.,,_ ... c1d~-.-LJ !l~·c.:,v- .. ~- ---,. ,_...,..:_,,. i_i~(_. , .... 11, Cl ''-·C t.,..s., - U \-1.t c..;1. 

·-i r, ·'1 ., •'\ " ,, ,-, ()(' ·L' .. e '">rl B: n .··, 1·1 "'U'•1 r 1J. l" /a ... 'l h·- .... --1 • 1 ' ur,q') '7 (') n-e ,_ C\ t- ~-:; ,:,.1 --- J l ' (-1 ;..,, -~ ,_ --· - .::::: . l. ,.~ .,. ,, E.: r.) \_, ~ u 1/1( l 1 . 11 / ":). t e:. d i ,I 1.J t: (·; V C - , 41 .. • - t ..,. l, -~ t - .... 1 

enz. Men vindt d8D S=t en vcrdcr ziet m~nJ dat de factorsn p~ en ql. 
·"· 

Opgovc. Ontbtnc:i in priemi'rietor•cr d,:: g2tallen 8+1 en 'JO, 

'iiiJ ;1,:it:'!1 hc.:t gevondc;n,:: toe; o~i hct vinckn van quaclraatsplit-

stngen ckr natuU\:·l:l.Jl{l:: getallcr:, c:at iG om tc onderzoek(:~·n of t:r bij 
f'"") 0 

geg,:::ve:n n gE:h1:,1e x en y bcst2ac: met r1=Xc+yc. Zonder de algemeenh(::id 

te ~:chack:n mag m,:·n oncl,..:rst,:::lh::r, x~(;, ybO. M,=::n mag verder· oncler~.;te:1-
x "> y 2 

lell,, -Jat (x.,y)::::·1, v1crnt (x.,y)=rJ voert tot de splitsing ((;r-+(~) - van 

het 

hun 

bchoeven dus sl0chts quadraatvrije tallen op 

te onderzoc·ken. 
2 2 m""'u +v ., dan h0:eft m(-';t1 voor z=x:+iy c:n 11/=U+iv de 

relatles n=zz., rn==ww., clus mri,,.,zz.ww:::(zw)(zw'). Stel zw=s+it, dan geldt 
r} r") 

mn=sc.+tc E:n mn blijkt sp1itsbaar alr:3 men n het zislf z:LJn. 
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Alvorens het onderzock voort te zetten bekiJken wiJ eeqs een 
2 2 ,, l't . re~el priemgetal p. Voor p=2=1 +1 heeft men precies cen sp 1 sing. 

Is p oneven en splitsbaar, dan leidt p=x2 +y 2 tot (x,y)=1, dus 

(y ,P)=1 (ga na) en, als m2n ry = 1 (mod p) st2lt, 
2 2_ 2 2_ 

r x = -r y = -1 (mod p). 

Het getal -1 is dus quadraatr8st mod p, waarna de theorie der qua­

draatresten ons leert, dat p e0n viervoud + 1 is. Dit levert aller­

eerst d~ conclusie dat i~der rc~el ondeelbaar viervoud +3 ook in 

de ring van Gauss ondeelbaar is (ga dit precies na!). Een re~el on­

deelbaar viervoud +1 is steeds splitsbaar (en dus samengesteld). 

Immers zij P=1 (mod 4) rc~n r·e2el c:n ondeelbaar. Dan is or een x 
0 0 

met xc= -1 (mod p), dus p ! xc+1=(x+i)(x-i). Stel, dat pin de ring 

van Gauss ondeelbaar was, dan moest do pri~mfactor pop tenminste 

~ender factorcn x+i en x-i deolbaar zijn. Stel p\x+i. Dan geldt 

p \x-1, dus wcgens P=~ oak pjx-i, dcrhalv~ Pl2i, in striJd met 

p ~1 (mod 4) en p priem. BiJgcvolg mo~t ieder re~el ondeelbaar 

viervoud +1 ind~ ring van Gauss samcngcsteld zijn. Zij nu w cen 

complexs deler van p, dan is~ oak cen complex€ dcl~r van p (nl. 

van p), dus wegens (w,~)=1 (ga dat na) w~jp, Zelfs volgt nu uit de 
··1 . 1 · t 't d t - 2 2 d · 1 · t b 1 1 • , reu c pr1ma 1 e1 van p, a P=WW=U +v , us p 1s sp 1·s aar. ~lJ 

vinde;"j dus ( onder gc:br•uikmaking van de 0igenschappcn van ck, ring 

van G::iu::-,s) J dat icd(n.'"' oncJt;elbaar vicrvout::I +1 tc schrijvon '.Ls in de 
gedaant(:; u 2 +v 2 . 

109=3 2 +102 

113=72+82 

137=42+11 2 

149=72+102 

157=62+11 2 

173=22+13 2 

Opmcrking. Dat de ondeelbare viervouden +3 g0en quadraatsom 

zijn., is oak direct duidelijk. Stel p=J (mod 4) en p=u2 +v 2 • Kennc­

lijk j_s eL:-n d1.n•getall2n u ~n v even., het ander<::: oneven (ga dat na i). 
Dus p=u2+v2 is e0n viervoud +1 (ga dat ook na) in strijd m~t de on­
derstelllng over p, 

Als oen ro~el getal m~er dan 6£n quadraatsplitsing bezit, is 
h t t ld I . . 2 2 2 2 - - 1 r,::; e sameng8s e • mmers Z1J m=u +v ::::X +y =WW=ZZ met WrZ, WrZ. 
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Omdat mop slechts 66r wiJZe te ontbinden is kunnen w, w, z en z 

niet allen priem zijn. Stcl zonder de algemeei1heid te schad~n, w 
samengest8ld en zij t cen echte del~r van w. Dan is~ e~n echte 

deler van~ en dus is h0t re~le getal tt een echte deler van m=w~. 

Zo volgt uit 10001=1002 +1 2=65 2+76 2 , dat het getal 10001 samer 
steld is. Inderdaad is 10001=73.137. 

Opgave. Gana of er een rechtstreeks proc~d~ is, dat uit de 

gcgeven splitsingen van 10001 de factoren 73 en 137 kan opleveren. 
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Wij kunn~n niet nalaten om de gevonden resultaten iets 
uit tc breid.-m. 

La3t n ~0n vaGt gegeven quAdraatvriJ natuurliJk getal 

zijn. Een geheel getal m noemen wij splitsbaar als het te 
S I.· •• d d t 2 2 t hl cnr1Jven 1s in e ga aan e m=u +nv me gee e u en v. 

Besc::ouvJ tl1a11s een priemgetal p met (.:.!2.)=-1. Dan is p 
niet splitsbaar. Immers een relatie p=u2 +nv~ leidt tot 

2 2 2 u :-nv (mod p), dus (uv 1 ):: -n (mod p), 

waarbij v 1 het reciproke mod pis van v (v 1 bcstaat omdat 

(p,v)=1) in striJd met (-~)2-1. 
ZiJ thans peen oneven priemgetal met (-~)=1. De situatie p 

is nu niet noodzakeliJkerwiJze analoog aan die bij de ring van 

Gauss, waar in dit geval wel tot splitsbaarheid van p mocht 

warden besloten. WiJ kunnen hier voorlopig slechts het volgen­
de vnststellen. 

Stelling. A1s c1e ring der getallen x+y \G (x,y geheel) een 

ontbindingsring is (d.w.z. cen ondubbelzinnige ontbinding toe­

laat), dan is een priemgetal p met (-&)=1 splitsbaar. 

Bewijs. Omdat (-n)=1 is, is er een gehele x met x2 ~ -n (mod p), 

dus p l ( x+ \[=--;;) ( ~- v--=;). W8 s p priem in de beschouwde ring, 

dnn was p dee;lbaar op ten minste een der uitdrukkingen x+ ~' 

x- ~. Zander de c=i lgemeen\·1eid te scl1aden mogen wij onderstel­

len, d2t men li8d p I x+V-~, dus pjx-~. Wegens P=P had mE::n 

d:::rn pi 2 V~ in strijd met de onderstellingen. Dus p is deel­

b:-=ia r in de beschouwcle ring, ZiJ W=u+v V-n een priemdelE:r van p, 

dan is whet oak, dus wegens (w,w)=1 (was (w,~)11, dan wasp 
gcen gcwoon pricmgetal) geldt wwjp en wegens de 11 gewonE: 11 on-

- 2 2 deelboarheid van p vindt men P=WW=U +nv . 

Voorbeeld. De ring der getallen a+b'V-2 (a,b geheel) is een 

ontbindingsring. 

Opgave. Ga dit na door aan te tonen, dat hier(op dezelfde wijze 

als in de ring van Gauss) in de ring een Euclidische algorithme 

besta:::1t. 

Gevolg: Alle p met (-})==1, d.w.z. alle p met pE:.1 of 3 (mod 8) 
zi,jn splitsbanr in de gednante u2+2v 2 . Is een priemgetal pS:5 

of 7 (mod 8), dan is het niet splitsbaar op die wiJze. Een na­

tuurlijk getal met verschillende splitsingen is samengesteld, 
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Bevat een natuurliJk getnl tenminste een priemfactor p, die mod 8 
con8ruent is met 5 of 7, in een oneven macht, dan is het niet 

splitshci.1r. 

~it lnatLte is het gevolg vRn de eigenschap 
') ? l ,..., n 2 

/\.ls p=5 of 7 (mod 8) en pju~+2v~, dan is p u en plv; dus Pc.luc:+2v. 

Opgnve. BewiJs deze eigenschap. 

Wij beschom1cn thans de getallen x+y V-3 (x,y geheel). Deze 

vormcn 0 (:::cn ontbinc:Hnq;sring. Immers 4:::::(1+\f:-3)(1-\N)=22 :, en elk 

dep factorc:n "1+ \G, 1-~ en 2 is ondeelba 0n' in deze ring. 

Toch is hicr nog wcl de ste1ling v.c:in krac11t.9 dat het getal P 

als het een onevcn rriemgetal is met (- 3 )=1, splitsbaar is (in de 
d t 2 ) 2 ) n · · · pll d b · · 1 · k ge aan e u tjv . ~a1rvoor z1Jn verscni en e ew1Jzen moge lJ , 

waarvan wiJ er een noemcn. 

De get'Jllen van de gedsc:inte x+y f, (x,-y geheel; 

vormen een ontbindingsring (ring van Eisenstein). Het bewijs gaat 

vJE:: er op de bruikeliJke wiJze via de algorithme van Euclides. 

'vHJ mer-ken hierbiJ op ci'=it voor z=x+y l 21s norm te nemen va lt 

·-2 

Zij nu peen priemgct □ l met (-4)=1. Er is dus een x met 
2. 12 - r- - -x = -3 (mod p), dus p x +J=zz met Z==X-'1-2 t ; Z=X-'1-2t. Was p priem 

ir, de ring van Ej_:-3enstein, d:,rn was p cleelh'J<:r op tenminste een det' 
get,c: llen z en z. 

Zond<:::r de .'.:i l1~cmeenh1:.::irJ tc schnde::n mo.gen wij 2rnnnemen p \ z. Dus 

p lz, clus plz, dus p/z-Z==1+ f,, hctgeen tot (;E;:rl contradictiEc vocrt. 

Dcrhr,lve is p s8mcuc;2steld iri de ring vr1n Eisenstc:in, d.w.z. er is 
- 2 2 (~en VJ=U+ E,. v met w!r,, dur:i w!p en, evE:n:J1:=.; vroege:r>, w/-w, P=WW=U -uv+v 

I) . 2 
']1ens1otte vtndt men dan P=(u v)'--+3(½v) - rils v even is en 

P=(v-½u) 2 +J(}u) 2 al □ u even is en P=(½u+~v) 2 +3(½u-jv) 2 als noch u 
noch v ~ven is. Tenslotte heeft men nog de eigenschap 

Als een natuurlijk get.al m twee verschlllende splitsingen x 2 +3y 2 en 
2 f") ) 

u vc bezlt, is het samengesteld.(Ga dit na . 

Als loatste v orbeeld bcschouwen wiJ tsllen, die splitsbaar 

zijn in de gedaante x 2+5y 2 . ~e priemgetallen p, waarvoor geldt 
r:. 

(-~)=1, zijn congruent met 1,3,7 of 9 mod 20. Thans blijkt echterJ 

dat niet ieder dergeliJk get.al splits ar is, b.v. 3,7;23 en 47 
zijn niet splitsbaar, trouwens geen enkel getal dat congruent 1s 

met 3 of 7 mod 20, is splitsbaar (gB dat na). Wel blijkt, dat ieder 
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p~iemgetal, dat congruent 1 of 9 ie mod 20, splitsbaar is. 

Een elementair bewijs hiervan kan op de volgende wiJze ge­

schieden. Zij P=E1 of 9 (mod 20). Dan is (-2.)=1, dus er bestaat 
0 p 

een x met x~~ -5 (mod p). Van dit getal x mogen wiJ onderstellen 

dat het positief, even en kleiner dan pis. Dus x2+5 ~(p-1) 2+5cp2 

mits p > 3 (wat kennelijk het geval is). Dus x2 +5=pn met n < p. Laat 

de ontbinding van n luiden n=p~p2 ••• p . Wegens x 2 s -5 (mod p.) 
r::: I s l 

geldt (-P'.) )=1, dus P-=1,3,7 of 9 (mod 20) (geldig voor·i=1, .•. .,s). , l 
Wij lgeven het bewijs nu door inductie en onderstellen dat 

elk getaJ m met m <pen m e1 of 9 (mod 20)., dat slechts pri~mfac­

toren ~ 1,3,7 of 9 (mod 20) bezit, splitsbaar is. 

Allereerst dient een beginpunt voor de volledige inductie te 
warden gevonden. Kennelijk vindt men dit uit 

9 02 r::: 12 21 42 r::: 12 29 ~2 5 22 = L +~. ; = +~. J =~ + • 

(echter niet al deze relaties ziJn nodig als springplank voor de 

inductie). 
0 

Wij weten nu dat pn=x~+5 splitsbaar is. Bcschouw eerst een 

priemr.;etal p. = 1 of 9 (mod 20~. BiJ ind 11ctie ~s d~t ook splits­
baar (u2 +sv 2). ~an is ~n = x;+5 2 = (x~+s)(u +5v) = 

~i u +5v 2 P12 
(xu-5v)2 +5(xv+u) 

' 2 . 
pi 

( ? ( 2 xu+5v) -+5 xv-u) 
-- ?j =: 

pi'-

Nu is 

( h )( r- ) 2 2 25 2 2 2 S 2 O ( d ) xu+_-;,v xu-:.)V = x u - v = x u + u 5 mo p 1 , 

dus pi is deelbaar op tenminste cen der factoren xu+5v en xu-5v. 
nrit lE=idt er toe dat ook pn splitsb82r is. Dit zetten wi,j voort p. 
en vinden dan tenslotte, alt g= pn = pQ splitsbaar is, waar-

P1 .• Pr 
bij Q slcchts priemfactoren van het type ~3 of 7 (mod 20) bevat 

en uit g::: 1 of 9 (mod 20) en p =/l of 9 (mod 20) volgt, dat Q-:: 1 

of 9 (mo0 20 is). Omdat Q< n <:.pis en Q slechts priemfactoren be­

zit, die '= 3 of 7 zijn mod 20, is bij inductie het getcil Q splits­
baar. Oak g is het. Het getal gQ=pQ2 is dRn oak splitsbaar 

(=a 2 +5b 2 ). Zij nu q een priemdeler van Q. ~an is bij inductie q 2 

splitsbaar, q 2=c 2+sa 2 . 

Dus 
2 pQ 

~= 
q 

( a 2 +5b 2 ) ( c 2 +5d 2 ) 
q4 

= (ac+5bd) 2~5(ad-bc) 2 

q 

= (ac-5bd ) 2+5(ad+bc) 2 

q4 
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:: 1\ 7e ns 
~ 2 2 0 0 ~ 0 0 0 

(~1c+~"ibd)(ac-Sbcl)=r.1--,.: -25b c1'-:=:;:1ccc:+5bLc'-=O (mod qc..) 

en omdat ac+5bd en 1c-5bd geen factor q gemeen hebben, moet 2een 
rl -'"' t r:: 1 ~ r-, , j 1 b • ·· d 2 ] DQ • -C;r J_::ic,oren 2c:-1-_))C, en ~1c-.)OO cee a.ar ZlJn ·oor q, cus ~ is 

snl1t9b~?r 7o drJor~~ 0 Pnd 0 ~ne-t- 0 lle· \70t,de,-i,e' 1~r,10111rl;le·rs ,,cnqLO !j ... _ 1_ ., , __ ; __ , ~ .._, I_ • ,_ (J'~.1 ~:i , d ,;;;,;;:_ ~ , (~ ~ .. .,, • :~ _-.,, ,. _ .._,. • I V ·~· '-(... 

vindt men tsnslotte, d1t p splitsbnar is, 

Tenslotte merken wiJ op, dat een getal m, dat twee verschil­

Jende splitsingen bezit, samengesteld is. 
r:) t) t) r) 

1 
t'.) t) •') t") 

Zi,_j nl. m==u'-+,w"-==xc+5y<- met ( u'--x<-)(v'--y<-)1-c. OncJerstcl, dat m 

priem was, dan was 
r\ 1) r1 ,-) r·) 

rr'-=(ux+5vy)c+5(uy-vx)c:=(ux-5vy)L+5(uy+vx)L. 

~us mis deElbanr op tenminste een der factoren ux~5vy en ux-Svy. 
Zander de 81gemeenheid te schaden mogen wij aannemen dat m deel­

baar is op ux+5vy (anders vervange men v door -v). Jan heeft men 

,~_, ,-) 

c=:A'-- + 5Bc: met A= ux+Svy . R _ 
rn 

uy-vx 
m 

wo::irtij A CL ook B geheel zijn .. l\.= _L_-1 

2__ l' B:::;CJ, 

ux + 5vy = + mJ uy = vx. 
":! G ') 

-:::nn lclt .±_rt1y = uxy + 5vyc. = vxc.+Svy'--=vm, dus V== .±.Y, in striJd 

met de ondctstelling. Het getal mis dus samengesteld. 

( X .> 

( 1·~ 
\·" 

d2t 

·r, ·1 d . 1 . . . l 1 t 2 7 2 ~en an~_ e re_encr1ng voor sp 1ts1ngen van ~e: ype x + y 

r~,Q) • c, r_:'L l ,.J , 

".:1,9 or 

le:ert ons, clat elk priemget,Jl, d;:it = "1,9 of 25 

splitsbaar is en vcrder dat elk samengcsteld getal, 

26 (mod 28) is en dat alloen maar priemdelers bezit, 
:;::--1 q ·'·"1 •1i::: ,-y-, o·" ')I'.' (moc~ ,,P) (d T,' '7 :c.•1 ° 01·~ ·1·1 (mcr1 ·1 11 )) 
- 1 J _,. , I ) _) , t_) l ._. ~) ~ - .1 C. ,_) . 11 vii " .:...J e .... ,. , :,; I Ji J ·-~ ~ 

ziJn, eveneerjs f3plitsb22r is. H8t bli,jkt., d1:1t men hier zelfa iets 

ve:rclE,r k:rn an: elk pricmgetal =:': 1 1 9 of 1'1 (moc1 111) is nl. 

fl p 1 its b2 q r . 

.Je or c llcn :::1,9 of 

wijze 8fl1tsba~r. 

TGt slot m01l<':,T, w1,J nos (T t, opm1;:,rl--:::Lngcn over· enke1c typen 

van 2lgebriische getal1en en de doorbij behorcnde r en. 
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1, soor0tcn ~ct:111cn z1Jn bijzonderE:::gf·vallen vnn 
? +t:·Jn 

Z== r, rne:t gehc-18 J,b,c (c >C1) en n en ClUCl-,, 

v~rgeliJking met gehelc 

t:1llcn cJie k2nnc:<L:l_jl: r:;,:_:n een vic·rlc:nts-

0fficitnten voldoen, nl. aCln 

J,_i . ....... ··, r7'2 r. -,'. .; ' LJl;L ,'., +,-1.z+B==r1 .u) met A en B. Voor ons betekent dit, dat 
2 r 2, 2 2 ~ (' l __ , p, (' 0 c·· I c:, - '") n ! 'I •. ,:c e ~ C.( 'c r:; re:J.,:::tic leert c)Ei of C=~?la. JI.ls c!::.1 

en, omc1r:t n qu-:::drriatvciJ isj cl b, c3us Z==x+y 1r;:; 
"' '- ,-• _,., J ' l_i L " . , .J,j \..,, \._,, 1. L... C 

') 

l.·1'"·ef'+- mr0 Y1 \',_I 1-
·-· . V • ,., -- . I --· 

0 ,--) 

m c t g I.'.: he 1 c:.: x (' n ~- . I s e..: C' ht t. t1 c. == '2 c:: n -::i on 8 v e n , ci ?: n i s !+ j a c. - b c. n , d us 
~) !') ·) 

b .. n on c ,_. 1::: n • \I c ;~: r:: m, :1 c. ~ 1 .,Crn o d 4 ) , b '--- -::: '1 ( mod 4 ) m ct::.: t d Em o o k ~ t· 1 d en 
- , ) .. 0 +bl/n l 1 n ~-1 (rnorJ '~ , r1ur1 Z= " ,-, met 4 n--1, 2,a-b. Men kan c]an ook 

f:,::hrijvc,n Z==u+v(1
- ·f;i-) i~t=,t gchc,lc u en v. Beic1e typc:;n schriJven 

wi,J in c1E vorrn x+y \{~-j w21r-bi,j x E:n y n00dzc1keliJk geheel ziJn c"l1s 

n~2 of' _j (rnocJ !+) :i.s en ln hct gev?1, d::::t ni::'S-1 (mod 4) is, 2x en 

en x-y heel moeten ziJn. 
,--

vc••·i '7-v-+·" \i r: - .... l. .c....i-~~ .j J c'Je ui tel cu\{king N 
') ,-:1 ' 

jxc.-y'-·nj, 

d7n is die onder alle omstandighe:dcn geheel en nict n ti2f; 

Yn=O imrliccert Z= 
L, 

d:Jt na~). 

WiJ sommen nu cen paar gevRll~n 

Hct r:E:vi'\l n==-'·1 le 0Ie:rt rJc r·ing v1n Gcc1uss, ,,;.in rln de hcc-fdstelling 

over de ontbindln,:: in priemfactor·C;n 

bchorendc ring Eu~lidisch (zie tnven). 

ldt. Gck biJ n=-2 is de bij-

'/c,or· n=-j he:eft 'nc•n de ri 

hoofdstcllinc ·0ldt. 

V8D Eisenste:in, waorin 8Veneens de 

n1et het f\T::.J_ (h ,, 
-· ' ' • \ ' -" \.. If 

!--- r--
- I ' -- ' I \ I .. \ 

2 , i"" (, ·1 + \ - 1~ ) \ 1- V - ::: ) ) • Het 

1t;;t r:evnt:L,,,v(:' ti cl:Lc.: r'in;<en zi,Jn, v-1:, r'bi,j -n 

1···1~·19, 1~, 7 r::n ·1C en ten hoogstc ·,;er·cJc,r· nog 6en. Dr:: enige 1"/anrbi,J 

Voor positieve n l t de situntic geheel 1nders. Het is ril-
' 

1een al V8n ~clang om eens naar eenheden te zoeken. 
' iJ i1t:rn1:.n ,0,l~, voorbeeld hct: al n=? en hepalen ~lle eenhe-

r··; 

den van het type 
) 

dus alle x en y met x~- c:.c-=+·1 • En ssant 

houdt dit in dat wij een zeer spec al type vergelijkincen oplos­

sen, genoemd vcrgelijking van Pell (tsn onrechte) of Fermat (vrij 

oncebruikelijk). 



CG -

l Ir t :'i. fi d u. j_ cJ t: l j_ .J k c1 3 t m c t x \r.:~ 1 I,.~ 00-·: X 

:Jllen d2t 
~ I l 

J ) > '-·' \ (, (: gcvJ1lcn 1-1 .. , " -·1 
,{,{'2 .l l ,J ,{ cl ire.ct ult 

,--
Kem n (:; l i J l{ is r. == "l +- \/ ·2 . Cok Zi.Jn llE: 

biJ riritu.urlj_Jl{E; n E,enh::::,clE:::r,. Hr::t zi.,Jn tcouw::ns ck en poiJitie:ve 
.~ n 

r>c::nhec%n J...-1. ImmE:cs 5 stel u+v V ;2 1s t:en eE.0 nhE: • l·Jegens lim t, == C"D 

"' -· ,. i-1 ) r n •t- ,,al • n -7° (,~ ,~ ls c·r ceri rF1 cuur-liJke n :nr.:::t t , u+v v ') -c:. t 1 
1 dus .,1 <c. x+y V 2 .<:.. t.., 

w 01 ·.1 r b i .J x ( u + v /2.) t - n o o k 0., c n e c n h tc: i rl j_ r.o . U 1 t '1 <. x + y 1-12 v o l 1:t t 
~·---- ,-- f) ----

·i Y,_·1 :-'1 r: n .. n_. i __ i,, , 1_" .•_·o• t t'-_.· 1 .. _·]_ .1. ·r·-1 Y ">.y• \ / 'J r' ·. t' ·.:, ·1 •:-; ,. ~ ·:, X 'i \ I ,:, ,,. X c: ·c· --1 -~ - '<' _ u_ _ _ .. ~ .. j vi:__ '"it_. e_.i..t.L,_Lt .... -..-- .. ../ ~'....... ....... - = 1., Lti....-1.0 

r-· r-;,x <1+ f, <J_- dus x:::c,/1, clus y\;'.?' .;;:\ 2, d 11s tt,·bE:,n de, ond0r:3telling. 

I:c, cchtc:r x ~y\{?_ 5 den :;clc!t i?x < t <2; rluE.: X=C, eveneens tegen de 

onderstclling. Beh1lve de t?llcn f 11 is er dus en positieve 

eu1hc:id /.'1. Alle cenh<:::cL,n blijken clan van de seda8ntEJ + t 11 (n wil-

1--heol t:r:, 7i J·r.- \J .. , * - _..,, l:__:;; ,,,. 1-.:;. ,.__, ..,_ t. • .. 

en lden biJ sndere dergeliJke r 
~ij 

\/8 n 

nr, d:1t bI,J por3ltlE:,ve n c1c t .. r;j_ge ringenJ waer·-

1 ls2he algorithmc 7 ,.:, ' r-1 .• p • " •. '· ' •·) ' i;c (· '7 -1-1 __ ,Jt;, 1.1.l.C' Ll,)11 n1et L==c-,J,-l; .J, (, . 7 

··1 1, -·17 ··1cJ·· •:J-1 -.·1r_) -2 'l, ·:.·--7 !.t/,1 r~.7 ci--, 7·1, 1-L,e-11.1el t,·\ J n=2~ i""een Euc-1-Ldische 
j J I JI - ,, __ , 1-. )_)....,)J_) I j' ~../ I •• __. 1!> ..,_J.,_ ,,, ·'-•-, --- .::-, _,, -

:-:1,;orlthmc gcldt_. l:lijkt r:']e rir:f: clc.r gE:V1llc·n x+y \[;,_- (x en -S' 

heel) wcl CCD ontb te: zi,'.Jn. 

Gpg8vc. Ontbinrl in fa~t ren in de tctreffende ringen: 

-11 + ·1 ~:., 1 
r--

11 + 1 j \/ ,'; 
r---

'I '1 + 'i V - ;? 
1 : 
I_.) 

~ 

·1'' r-' : 'V --+ ~ - j 
c: 

,'") 0 

Be p 8 rl 1 '."' 1 h: ;:,; C' h Co 1c: 0 p l Cl r:rn in g \:; n ( X , y ) \" .1 tl d u V e r g C 1 i J k in g X C. - 3 -y ,_;:: 4 • 



~ 5. Splitsing in vier quadraten, 

i~Jij bet~iJzen in deze p;:1r,:'1.~~ra.sf' C'.e :-3tell1ng, c].~t ell{ n~:1t1.11Jr­

lijk getal de som is van vier quadr□ ten van gehele cetsllcn. 

Hiertoe hebben wij enige hulpresultaten nod 
Hulpstelling 1. 

r, 2 2 2, 2)( 2 2 2 2 
\ X,1 +xn +x,, ·rX4 y ,1 +y'"' +y,.., ·1-Y ii ) ··- c-7 

I C. ) I r::: ~) .. -r iL.J 1 
') 

··-+z.""' 
c:. 

met 

x.,,y ("' 
I c:: 

'7 == y y '-"3 "'1. 3 X:;Y "'1 .., ' 

z~_ ::::: x,,.. y ).1 I ,-

Het bewijs wordt geleverd door uitcijferen (of met behulp v~n ~~ 

theorie der quaternionen). 

Gevolg. Is eenm3al aangetoond, dat ieder priemgetal de sou is v~n 

4 quadratenJ dan geldt de bewering oak voor elk scmengestcld 3ctsl. 

slechts voor oneven priemgetallen p behoeft te warden nagegsan. 

Hulpstelling 2. BiJ elke oneven ondeelb2re p bestaa~ cen x en y 
l·n,=,•- "c., "c+"'I - r-,(rno,1 f') !~,_: l1 .o}.. i.._y · ,:::: lj ,._,: ,._: ~ 

- ' .. - p+·1 bew1Js: Beschouw de-·-~- tc1llen 
c. 

O ~ u < p en 

Deze zijn allen twee aan twee verschjllend. 
B , k --~f;UC(10tli/J 00 oe 

0;;:; v < p en 
. 2, . \ 

v .::c '! +rn 1\ moc! p ,J n -

Ook deze zj_jn twee 8PG twee v~rschillRnci. 

Omd8t er in totaal p+1 get2lle~ u en v 

C: :ie voldoen a:ln 

\/ '.:~ 1 (l CE: n D 8 n 

welke slechts ecn dcr 

p wEJ::.:rden 0,1, ••• ,p-'1 kurmen r::Dnne:neri:, r;weten er ten m1nst12 t 1hee 

zijnJ die gelijk zijn. Dit implicecrt, dater men n zijn met 
2 2 - 1 ··. , un==Vm' dus rnet 1+-rn +n := UJ11oc.1 p). (~,,::.d, 

Opmerking: 
,,. ..... , ,,...., I'') 

Men heef't ook nag ··1+m.:::+nc;.; 1+i(p-1)c. < 
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Thans bewijzen wiJ in nevolging van Euler de hoofdstelling voor 
oneven priemgetallen p. 

Bij zo 1n p bestaan op grand van de tweede hulpstelling gehele men 
0 ('"'1 

n met 1+mLtn~ckp, Op grand van de cpmerking geldt ook nag k <P, Het 

getal kp is dus te schrijven als som van vier quadraten. Er besta3t 

dan een kleinste positief veelvoud ap van p dat oak de som 1s van 
vier qu;:::: d ra ten., 

2 2 2 2 ap = x 1 + x 2 + x3 + x 4 

Voor het geta1 a geldt verder O<;ci~k <P, 

Kies 11u 

1Jan g8ldt 

dus 
2 y 

1 

!~..., 

+ Y2r: + Y3 = nb, 

~-1 ) •. J 

~ 0 2 
Kennelijk geldt :3b ~ 4. -r]:-ar.:. - t1 , clti_s O ~ b ~ D. 

WiJ oncierscheiden nu 3 gevallen. 
r1 8 

1-: b=a. Dan -gcldt ~~=Y?~y 1 =Y11= ~-' dus 3 is even en van de vier 
I ·- ✓" '"t -

grootheden x~Jx 0 ,xJ e~ Xi+ hebben twee stel dezelfde pariteit, d.w.z. 
I (_ ,,,) ,. 

( ,,.., r .. ·• e·•en 1-, ·, C">(J 7 cl O 1·nJY1,.,-ie r-1 ,,.l C" 1'1 e •7c. [' l.J" V ~J'J..A1-..,: __ _ ,,~:.,. ,•.t.i.UH ..i..L,t:.) ~0 ,...,,__. 
~p ~cb"b 0 1~ g·e~i· "j0 7l'~ri)" t_. _,, .:.J.'-" v J , Vi/ t. •~-• C)-..,., 

in ::itrljcl met c1e m.J.ninn li te:lt v:::-,n •e1. 

b <a. Overg:rnncle op de tn hulp,telling: 1 genoemc:le groothedcn 

Z-: vi.nc]t men nu .,_ 

+ Z,-, 
C 

HierbiJ ls 

en evenzo 

n ,l:: 
,..~.) 

C-

z h $l 

wederom in striJd met de minirr~liteit van □• 
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( . . ,, ') -~ )1 \ \ l== 1 J t,_ , _; , t / t1 

Daarbij moken we gebruik var weer een anderc identitcit van Euler 

lS@ 

Zij nu m een willekeurig natuurliJk getal. 

som ve:n ten 

n i::, d2n vol­

gens het bovensta8nde de som van ten hoogste vier quadraten 
? ") f; )--,, 

")/" ·-·J..x '--·.!-.y c..:.yl C Fvr,r,eP•"1'J v,"ll•Tens hr,t bovc-nst1::»·•dc 1~ X 1·.e schrij-""1 J 4 2 " ,_ 3 ! ,_ <I-+ ;t __ ,.1 ._,... • "'-' J. ~ ,_., (:':: - , !, "'.I.,,_ ' ,.~ " (. ·--• l n L., .i 1 ._., ,,,. 

'f✓ E·n als sorn \1 Hr] ti:~n t!.00f~Ste Lt. CtllC'.dr,Jter1, dus o·p 6,..: 1 c. ~ 
2 ,, •") r, ,--, , 

""' F-,f\;:, "J-1: c.-1--"' '---1.,--1 :::.)c.. ~,..), dP y·,,·.1..'pn1,.,~, ·1r!er··,t' -ii--Pii· v;ci,·,, T<'11lpr V"1Y1 tor-sp __ ,-o,:i,.. ~~- -~ '1 I ,...,. 1 . \/ •'1 ' '~' .-·1 -• I- ._, ..__, ~-J) ..._.,'•id.If• V __.. •.,,·, .,_.. , .. ~' ~ '"'-;.... ..,_ ,_J •· -• ~ .~...! _,,i_ _..,-' ..,._ • · ... , ~" - ~ --~ ._, 

,, i" '" ;::r p) p 7 e l ,-,, r: r0 t- nn !", :'1 " ;. r::; '{ .:.. t- "' c,, r, h .,., ·.1..'. 'i ,; "'· 11 ~L .'< ~1 ·1 ,s c; o~, 1 '' ,., n -'-1 e=, ·n l·1 r.1· C- C' -,_,. l." c: o ... ,..., ~ ..J..~ "-• ... ., ..... v ._. ,_, .... •. -, ,.,1 .. ~ ~·'I v -...., .-. , .. "' .,, t.. v \..:.., . . , . ..,, .... ..... - ~ . .. v ~"' .. • ,/ ~ ~ .. .M. e:., 

I ,... ') ,.. 2 -- ~) 
ste ~i2 .. v"'ierde rrr-1r:l1ten@ HetzeJ.fd<:· gelcJt -,1001, ::;x~:·-_,rJx1 ,t)x4r..-.ff/ ~:od.2t 

F r, d p 8 r1 ,,·,, ·"t <:\ V •;"; r·- t· ,:.:, '() h O (l n· ") t p h 0u• V ·:1' p y, r·i c:, r:1-:, r, h t'· '" Y"J ;, ·1··1 t, ; ' t-, ,,Q'_·' ,, .I..\.,:_•'.:•, 1 ·., 11,. '"",: ,::, 7 f ~ ~ J -' · '-"' ,1, • - • ~... • -~ , 'J' ,._.,. ~ ... ~ • ,, ,:__:;:::, !~ V _, , , ._, .•. "--" "-· ,. , l..i V.,.,. •-....,. ~ "-- 1.- '-' ..., .. _. \., _ '-~ _ ·-

•- rJ j__ t l{:-J 11 s l E: c t1 t s ,7 1 ;3 rn ~ is - d~n ziet men d2t elk n~tuurlijk 

gctsl m ~ 76 ae som is v2n ten hoogste 48+2=50 vierde m~chten. Voor 

~0 get2llen m (75 verlfieert men dit eveneens. Bij VO 

nAtuurlijk gctal de som VGn t0n hoogstc 50 vierde machten. 

na tuurl i,J k: get,3 l 

stcllen, Hiertoe gsat men uit van de identiteit 
q 

..i.b,") ... , 
i T-... 

w~3ro1J met de sommen in het ~echterlid symmetris~he functies van 

eangegeven 

word en 

en bij de dubbele tekens de 

lcarAkteriserende term ls 

sornmen voot.., elk de;r neergE'~-
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f 6. Het vermoeclen van Fermat. 

) -Aan de Fra~se wislrundige Fermat wordt de bewering toegeschre-
ven. dat hiJ een bewiJS zou hebben gevonden van de stelling, dat 
de relatie xn+Yn=Zn onoplosbaar is voor natuurliJke x,y,z en n-2, 

d,w.z. dat voor natuurlijke x,y,z en n de relatie slechts voor 

n=1 en 2 oplosbaar is. 
Voor n=1 is dit triviaal. Oplossingen voor n=2 vindt men als 

volgt. Uit x2+y 2=z 2 volgt allereerst, dat als (x,y,z)=1 is, z on­

even 1s en ~~n der getallen x en y even is. Zander de algemeen­

heid te schnden mogen wij aannemen 2Jx. Dan heeft men 2 ;Y = z:y . 
Stelt men deze breuken gelijk aan ~ (met (a,b)=1 en kennelijk a< b1 
dan vindt men 

ax= bz - by, bx= az + ay , 

dus x:y :z = 2ab : (b2-a 2 ) : (a 2 +b 2 ). 

Om te bereiken dat 2ab, b 2 -0 2 , a 2 +b 2 een onvereenvoudigbaar drie­

tel vormen (d.w.z. een geheel drietal met GGD=1) is het nodig dat 

{2,b2-a 2 )=1 , (a,b2-a 2 )=1 , (b,b2-a 2 )=1 , 

V 2 2 dus allereerst (a,b)=1 en vercier 2~ b -a , d.w.z. a en b moeten 

ongeliJke pariteit b8zitten. 

Voorbeeld. a b X y z 

1 2 4 3 5 
2 3 12 5 13 
1 4 8 15 '17 

3 4 24 7 25 
2 5 20 21 29 
4 5 40 9 41 
1 6 12 35 37 

5 6 60 11 61 

2 7 28 45 53 
4 7 56 33 65 
6 7 8l~ 13 85 

De getallen x,y en z zijn de lengten der zijden van zgn, 

Pythagore!sche driehoeken, dat zijn rechthoekige driehoeken met 

drie gehele zijden. 
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Opme~king. Door aaneenvoeging van twee Pythagoreische driehoeken 

vindt men dr1ehoeken met gehele zijden en oppervlakte (zgn. Hero­

nische driehoeken). Het precede levert trouwens 3lle dergelijke 
driehoeken op. 

Wij bewijzen nu, dat voor n=4 de relatie van Fermat onoplos­
baar is. Dit geschiedt door het nog iets verdergaande resultaat 
te bewijzen, dat de relatie x4+Y 4=z 2 onoplosbaar is met gehele 
positieve x,y en z. 

Stel nl. dater wel een dergeliJk drietal grootheden te vin­
den was. Kennelijk moct dan, als wij weer (x,y,z)=1 onderstellen, 
een der grootheden x en y even zijn; laat dit weer x ziJn. Op 

grond van het voorafgaande mocten er gehele a en b zijn met a "b., 
(c1,b)=1 en 2 0 2 2 2 2 2 x =~ab, y =b -a , Z=b +a , 

wasrbij a ~n b ongeliJke pariteit bezitten. 
0 2 0 

Wegens y 4 +a sb~ is dan a even en b oneven, dus er bestaan --

alweer volgens het voorafgaande -- gehele c end met 

c .:.d, (c,d)=1 en a,,.,2cd, Y==d 2 -c 2 , b=cl 2+c 2 • 

·') 

Anderzijds loert X~=2ab mat (a,b)z1 
i . ·t 0.2 b f'2 . r2 2+~2 z Jn me 2,cc..t; , = , uus · =C c1 • 

en 21a dater gehele e en f 

Uit 2e 2=a=2cd en (c,d)=1 volgt 
2 ,2 2 J.j. L[ 2 . 2 ,_ 

C=g , d:en , dus f ,..g +h . Verd er is f ~ f =b ~ b < z, zoda c een op-
lossing (x,y,z) tevens een oplossing (g,h,f) zou opleveren met 

f < z. Wa2r r::1it tot een contradictie voert, is er· geen oplossing 
l.j. lf 2 

van het gewenste type van x +y =Z en de relatie von Fermat is 
dus onoplosb~ar voor n=4. 

Om de onopJ.osbanrheid der· relatie van Fermat voor willekeu­
rige exponent n aan te tonen, is het nu voldoende dit te doen 

voor ot1deelb3 re n. Immer·s is n > 2 en beva t n een oneven priemdeler 
! • 

p~ dan zou een oplossing der rel3tie voor n tevens een voor de 

priemexponcnt p oplavercn. Is n > 2 en bevot n slechts de priem­

de J.cr 2, dus n=2 r met r ~ 2 da n voe rt een oploss ing de r re lat ie 

voor n tot een met de exponent L~, maar dit is., zoals wij reeds 
zagen, uitgesloten, 

Wij beschouwen dus nu verder de relatie xP+yPEzP met oneveq 

priemexponent pen (x,y,z)=1. 
E h 11 'k 1 f t xP+yP = V(x,y) ·en gemeensc appe J e pr em ac or q van x+y en 

x+y 
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voldoet 2an y = -x (mo:! 

I -, \ 
\ ::1100 q) • 

I>e enige mogelijkhoic1 is dus q:p. Dan is c:1us p \ z. Ana loge beschou­

wingen gelden voor zP-yP en zP-xP. 

Wij onderscheiden nu twee gevallen. 

I. p ,r xyz. 

II. p is deelba::1 r op prec :i.es der srootheden ~,Yenz, 

In geval I heeft men zP=(x+y)V(x 3 y) en (x+y,V(x,y))~1. Er 
·•h t _, ' 1 '"< .!,.. f._ .rt) ,1 ,, P \'(v •y) ,-,P ~, ~es ain □ us gene e c en 0 me~ lG,v,= 1, X~J:c , · A,' =~ , en Z=C~. 

Evenzo vindt men het bcstaan van gehele a,A.b en B met 

volgt nu, d:::1t 
, . -1 , 0 ' 

o-us c l moo 1:-- J 

~;F- vf-1,-J" l"~; C, ;:::; ""',,.;' \ .!i 1... U , 

c;e ld t 
1 ··10 -'l \, 11 l_., Uit c'le rclati2s 

_ 0 (r.10c3 1") . , 
,,.,, 

r' ::::'] /,..,1n,"1 1~,C::J\ T•,--,rn;::.r•::: p Y'h (;=1,..,"c."1e-•Yl!", ,,, I;[ C,•11 
- \ j, •~.; '.._-, -- $ .,J_ t J..l I!,_.. ..., '-1' 0., / ._,, \ • ..,. 1. ~ J.. ,._, i,. ~ b i;,:_;;, 

, ,_ ' • - -1 ' , ) h +>t c,::::st::-,Dt, e:n voor u::. -::n:i ·1,moci r, . ee... men 

Zij ~ de exponent v~n ( mo~ r. Kennelijk is e!r--'i. 
1"';2) 2 ~ ~?1 , I 

e % p geldt E-=P , c'us p l l"--·i en r· = '1 l,mod ~"" . . 
Ver'cer volgt nu uit di t resultoat, clnt voor iedere priemc1eler 

men ,:lan 

Het geval P=3 is hiermede 
3 X xyz. Den heeft men dus 

~ n ~ p 
•.·,c) rl·uc:, 7_,-..., a-: n ( n1r·v-1 "l"'c. \ '"''J ,;,l· -- c·, -t-; J <...A •~' .._, .- ._, ·~· ..::... \_.,. \ •i .._,. ,._,, t-1 ) ,,. l ,i;..., = --

, , :; 1 n I ·, j\ 
( 1:·~oc f)~- ,, en yr-- E Z-}~ \, rnoo p ) , dL1s 

iets nac.1er tc 
;:::, 0 ') 

X-E· ~)?'-: Zl-5·~1 

vindt 

evenzo 

behsndelen. Onderstel 

(mod 27). Dus elk der ge-
ta1len x,,y er, z 1rnn sle:cl·,t2 +-'1 (;nod 27) zi;Jn, Nu heeft men echter 
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zsz3=='2<: 3+y:3:=x+y (mod ~27), zoch1t de onderstelling 3Jxyz tot cen 
contradictie voert. 

In geval II is p deelbaar op precies een dcr grootheden xJy 

en z. WiJ onderstellen pix (het geval p/y gaat gehcel analoog en 

p/z biJna 8n8loog). Laat het getal X=aA precies s factoren p be­

v;3 tten en he t getn 1 z-y pree ir::s t stuks, Ult Z=Y+P tu (r,1et p Xu) 
i"") '"1'~) t; -4.. "l r.) -1 ( - •,:; f--: +"1 r·, r.) r) ., ,- ~l . .,..,.; ~i - - 1"_'7 ___ • l" - 1 ,.... l ' l ' ~.., ) 1 .... ' " ,__ t , u -t:.,::, '.FJ, ,, '£::: y· T"p y' u J1'lOC1 p , c1us x =z·- -y- oova · ,l;;!..J:.'i::-

,-, r 1 
cies t+1 factoren pen t+1=sp, t=BP-1, z-y=p 0 ~- u, waarbij even-

] T 't j ., ' - ' t O - ., a .r, \ r-:iegcor ,,1orr:i ·· gevorv· en oat:. u de gecrnan ·e a· oez:u;, 

1 factor pen bezit de ge-
D c1aante pA' . De vecderoe r::::sultatf:n van het onderzoc,k bij I ler(:n 

X oAp s Pf:i-1 D (a,A),,,,1 ="-' , Z-Y=P cl'· J 

'I 

(b.~B)=1 y ;;:: bB, Z-X= bl-, 

z "" cc~ x+y=c P, (c.,C)=:::'l ' 

Voor iedere prie~del8r r V8n A heeft men, 

hp - r' p :;;::: z -y- ·l·.JJJ S - 1 ·• p .J:.. (i f l ,-, ) , _ ~ __ ~ - _, r . , moc • J 

(''· '1 C •: ,, .1." '·' 'r1 i ~ r• 'o O V ,-:-. '1" r' 1 ·,,r -- \ --~-<.-. ~.,.., ., __ .....,,. . ...., .J ,i-., 

r:. () n 3 
dus r.'E'1(p'"-). Bi,Jgevolg gc1dt A:=1 (:noel p'-), l\t"::=:1 (mod p ), 

~,s ·1 
Verd er heeft nen nog z == y (mod pl-' - ) , dus 

PnP_•v•( 7 -y)-~P-1) +yP-1_ 1., 2 P-1 
.ci. - ,~ , - ..., r ~ • it - 1:·' ~ ( rnod ps-'i p ), dus 

p_ ~P-1 ( r' ps-2) A = ,~- ,riL:C! fJ • 

Als nu ps--2 ~ 3 ( vr:i t zelcer optreedt b:LJ 1 :1 D-": D 
ge c, t z' · "" A' = ·1 

(ln n'" n3 ' ···r· P"er1za ,7P-'l ·1 (n·1oc' tJ3) .w',) 1 } 1 ..:-.. _1 ~ V "-I iY E .J 1. (IJ 

Diverse verdergaande hulpmiddclen leren ons voorts dat voor 
1 ,., 

iedere priemdeler r van x,y en z geldt rp- ='1 (moc1 pc). WaPir ken-

neJ.ijk r=2 mag warden genomeri, geldt clus 2P-'1 = 1 (mod r:/') ( 1 8 

stelling van Furtw~ngler), Eeri tweede stclling v2n FurtwSngler 
r ,, 

~l r:- ~ "'t ,,._ ,::, l • '1 "' "- ' CJ' n l ' -,. ~ -1 !) - I - -1 ( -1 1 1 r ) ,::c.:c 'v •"". 00,~- nog C..,c,l, ;:1021: O'' Cn.::li _) = I ,r1_QU l, ' 

Eerstgeno~ade congruentle ls ~oor Beyer onderzocht. Als 

kleinste oplossingen trond hij P=1093J P=3511, Geen dezer getallen 

voldoet aan de tweede (die overigens wel vervuld wordt door P=11). 

Met nog weer andere hulpmiddelen beweren H.D, en Ermr12 Lehmer,, 

dat in geval I geldt p~ 253747889; in gcval II heeft men gevonden 
p ~ 6--19. 


