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1. In de meetkunde der getallen hceft men in eerste instantie 

te maken met probleemstellingen van de volgende aard: zijn er gehele 

getallen u 1 , u2 , ..• , un, niet alle o, die voldoen aan een ongelijk­

heid l F(u)l=)F(u13 u,), ... ,u )!~ A , waarbiJ F een gegeven (bomogene) 
c. n 

functie van n veranderliJken is en~ een positief getal is. Deze 

vraag is a equivalent met de vraag of het gebied K).. = { x jjF(x) Ii)..} 
in de n-dimensionale, cartesische ruimte Rn een roosterpunt 
u=(u 1 ,u2 , ... ,un)/o bevat. 

Het historisch belangriJkste geval is dat van een positief 

definiete kwadratische vorm 

( 1 ) Q ( X) == L L £1 • X. X , • 
. .. lJ l J 
l J 

zo 1n vorm is te schrijven als som van n kwadraten. 

(2) Q(x) = (b11x1+ ... +b1nxn) 2 +, .. +(bn1X1+ ... +bnnxn) 2 • 

Verder stelt Q(x)i ~ cen ellipso!de in Rn voor, met middelpunt in 

o; het is dus een begrensd, convex lichaam, met middelpunt in de 
oorsprong o ( o-symmetr·isch). Voor zulke lichamen heeft Mintcowski 

de volgende fundamentele stalling bewezen: 

Stelling. Zij Keen begrensd, convex, o-symmetrisch lichaam in R. n 
Laat K volume > 2n hebben. Dan bevat Keen roosterpunt u/o. 

Past men deze stelling toe op ellipso!den, dan vindt men.dat 

in het bovensta~nde probleem niet-triviaal oplosbaar is 
Q(u) ~ 4w - 2 /nD1/n, waad.n w = rc 11 / 2/r (1+ g_) de inhoud van de een-n n c 

heidsbol in R is en D de oo~fficientendeterminant van de kwadra­n 
tische vorm Q(x) is. 

2. We willen algemeen de homogene functies van graad 1 karak-­

teriseren die tot begrensde, convexe, o-SYf1U11etrische lichamen lei­

den. We gebruiken vec tornota tie: x+y, AK/ enz. "Zij nog eens Q,( x) 



een poa1tlef' d(:n.nict,: 1cw~:1drnt1.scne vorm en atellen we VQ(x)-r(x). 
D::in bt"~f't f'{v) ,.i," \'Olru·»•,,l1·· ,:.~ :,<,n<~,-.\,·,i:ippe·n • ._ .. ,, W .,l. .,,, A. . V . .,,. \.::;:, \.... I .,, .-,, 1,;,:~ ... ,:.:> ~ ... , ,. ""' ,,, .t,-~ • ~ ~ :r 

n .1 lt.~c:1·i n ls X;..i:O 

\ €:VCfl j 
}. f().x} .,:)\f(x) ols A.I•() (homogeen V;.)n gtaud ·-1) 
i. 1'(x · .,,,"' ,'(-) · f'f ") i ... ,.,., '"'···c·''v,.,.,,,n,.,.,",J. 1 1 '1•·•·1-''i") -,. • J. '!")') ollfl A. A '+· ., \,'/ \d~ .. ~'t.,l ,A-,n.1.v 0 ,;; •J \..,,,. U. 

5. f(x) is cindigwaar~ig. 

T),"'~ ~:-1r-r·-·r1r,1,~,-,,._,r1 l:: 1,·01··,-+- o"',...,,..,r·· r'"j(..,,.\ t('') L"'!chr,,.t ~, .. t-ir· n1~-. •~<:. ,; ,~e, t -~ ,._,.,,:,le' ,,, • ,, ~,b \,, 1,)\,, ,,; \" J ;. ,) ',I, J. ,J I,.:;, J ::, ,.,;:, 
') 

ten$ stel ~ x,, "·, en de dri0l·1oel-::nongeli,,-:lc'1eic1 vo::ir 
,J. 

disc.r·~e (.~fatr1nd or1 te □ cL·1::l.J·von: 

som van 'kwadra ... 

de gewone, eucli-

1-5 voldoet. Uit j-5 volgt dat f(x) bagrensd 1s op de (nyper)kubus: 
l:r.: 1 ! ;§; 1 (i-=1,:i:?.,, ••• .,nL, of wcl op dt: eenheidsbol, en ::,ftlfs dat f{x) 

r, ··~,~ t' inu ~ "' '7 ~ • ~·i1.1 •,,:.- - 1( x· I 1' ( .. , ) < ., i "~' "1 '~'"' 1 d + • "''-''' .i.,, ..... ,,J,,,.,- ;, lill•J·'"''J"I!>"'-"''' 

n. als x E. K, dan ook -x €. K 

b. als x f y: fm y EK., d::rn ook ..,9 x+(·1-'l.7)y t K voor> 0 ,1',1 
c. o 1s inwendig punt v~n K 

D.v1.z. K is een o-symmetrisc;·i., convex, begronsd l:lchaam met c als 

1nwendig punt. Hierbij is b. ~en gevolg van 3. en 4., volgt c. uit 
de begrensdi1eid van f(x) op de eenheidsbol en berust d. op het 

N:n pos i t:tef :::in1mum Lee ft op de rand v:rn de eenheids­

bol (1. en de continu!tuit van f{x)). Wegens de continu!teit van 

f(x) ls Kook gesloten. 
Omgc:k:eerd ge ldt: <'J ls een lie. hnr.im K voldoet :rnn de e1sen a-d, 

d ':»1 1c; C'l" "'en •i"1,n"""i(', 1'(v\ die "01ch,,:.f· '">":')' ,,_:; .'7.0da',"1.~g dat de ,r,,.,.._ • .• ,11 __ l,,,J . , ...,, ,i.. .,,..1 ... 1,,,.., '-'i ._, ,I.· -tl>.) ¾h , 'it -• 4\.,~u .... ~do-l ,. •. , _ -v~·i 

zamcling { x l f(x) ti ·1} de afsluiting K van K 1s. Om dit in te zien 

defin1Vre men f(x) voo~ xlo ale volgt: 

( 3 ) r { x ) ""' i, n f' J\ ., m.:,. t: x e >,, K • 

We no.:..,rncn ,, .. n funct:'L: f(x) di~.: arm 1-5 voldo(;t .:.:'"'n convoito 

afstandsfuncti~ (Minkowskisct1~ m-tr1~k). Hot is duidulijk dat voor 

v,;Pachillwndc· :;\ ck lich;:rnwn { x I f (x) i )\} homoth<.:tisch zijn. H-:.:t 

volumt van zo'n 11.chaam is ge;li.ik ean )..n mtial hct volumi:: van h~t 

ijklichaem JC• { x I r(x), ·'I J . Df.;: stt.;lJ.1.ng ,Hm Minkowski on nu oo.k 



MG 3 

als volgt uitgcdrukt worden: 

St8lling. Zij f(x) 0en convux~ afstandsfunctie (op Rn) en zij J 
het volumo van het ijklichaam { x \ f (x) ~ '1} • Dan is er een rooster­
punt u:/o mc,t f(u) ~ ).., als maar AnJ > 2n. 

J. Zij weer f(x) e2n continue afstandsfunctie, behorende bij 

een lichaam K. Zij X1 de kl~inste waarde die f(x) aanneemt voor 

een roosterpunt uio (homog8cn minimum). Dan volgt uit d8 laatste 
stelling onmiddellijk dat 

( 4 ) /\'1 n J ~ 2n • 

Deze bctrekking kan g~generaliseerd warden. Zij A. het kleinste 
l 

positieve getal, waarvoor 8r tenminste i onafhankelijke rooster-

punten u zijn met __ f(u) &:A1 ., of wel ue/\1K (i==1,2, ••. ,n). Zulke ge­

tallen zijn er, omdat eon will8keurig roosterpunt u voor voldoend 

grate waa rden van " in 11. K ligt. Het is verder duidelijk dat 

-x1 ~ "'2 i ... &. /\n. Er guldt nu 

(5) 

D~ getallen 11.. heten de succussieve minima van K. 
l 

De bctr~kkingcn (4) bD (5) kunnen niet verscherpt worden. 

Neemt men b.,v. voor K de kubus \x1 \ i'1 (1=1,2, ••• .,n)., dan hebben 

we ~1=½= •.• =An=1 en J=2n. In dit geval is f(x)=m~xlx1 1. 
1 

L1-. We beschouwen roosterstapelinge;n van o-symmetrische, con­

V8Xe lichamen. Voor e0n willckeurig o-symmctrisch, convex lichaam 

Ken een willekeurig roosterpunt u gev~n we met K+u aan het lichaam 

dat uit K ontstaat door vcrplaatsing over de vector u. Onderstel 
eens dat Kmet een der lichamcn K+u (u~o) een punt x gcmeen heeft~ 

Dan is dus x E-. K en x E. K+u, dus x-u E. K. Wegens du o-s:ym.vnet riE:; van K 

is oak u-x E; K. Wegc:ns de c onvexi tei t van K is dan 

½x+½(u-x) = ½u f K, dus u E. 2K. 

Als omgekeerd u E.. 2K, dan is ½u f K en ook -½u E. K, dus ½u E. K+u. 
We mcrken verder op: als Kmet g0en der lichamen K+u een punt 

gemeen heeft, dan hebben ook de lichamcn K+u twee aan twee g~~n 
punt gemeen., m.a .. w. dan is het stelsel lichamen { K+u} 11 gestape1at1. 

We hebbcn hiermee gevonden: het stelsel lichamen {K+u} is dan en 
slcchts dan gE:stapcld, als het licl1aam 2K geen roosterpunt uio be-
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vat. Dit b~tek~nt ook dat ½A1 a~ bovenstc grcne is van de getal­
lcn A> O, waarvoor { )\ K+u j <.H • .:n stapt.:ling is. 

5. Naast de stapt;l1ngvn kunncn we oolc ov1..:pdckking~n beachou­

wcn. Zij weer K ~en o-symm~trisch, conVQX lichaam en ond~rst~l 
dat d~ ruimtu Rn ov~rd~kt wordt door d~ licham~n K+u (u ecn 
rooaterpunt). Zij x ccn willvk~urig punt. Dan is er een rooster­
punt u mi;:t x f. K+u, duo x-u E. K. Voor d1.; bijbe:horend1:: afstands­
functi<.: r(x) b1.;t"'k.;mt dit dst biJ elk punt x, R0 een punt x• bE:­
staat, zodanig dat 

f(x') '91 1;:n x1 ax1 (mod 1) voor 1=1,2, •• .,n • 

Als omgckeero dcz1..: eigcnschap geldt, dan guven de lichamen K+u 
~~n ovcrdekking van a~ ruimt0. 

We v~rstnan nu ender h0t 1nhomogenu minimum van een gcgeven 
conv~xe afstandsfunctic f(x) h12t kleinstc gC;tal G"0 ► 0 met de vol-­
gt::nde cigi:::nschap: bij 1;;,;lk punt x e Rn bt:staat cen punt x' met 

(6) f(x'), 0-0 en x1sx1 (mod 1) voor 1•1,2, .•• ,n. 

Dit getal cr0 is tc1v<:ms dt: ondersti;; grens van de gctallen fS' > o, 
waarvoor de ruimtc overdelct wordt door de lichamen 6' K+u, 

6. Voor de grootheid a-0 gbldt een soort analogon van de stel­
ling van Minkowski, en wcl in het bijzonder een analogon van de 
ongelijkheid (4). We hebben nl. 

(7) n 
<ro J~1. 

Maar we zijn doorgaans m8cr ge!ntcrcsseerd in bovengrenzen voor 
d"0 • Zo'n bovongrcns wordt b,v. gc.loverd door de volgc:nde relatie 
van Jarnfk: 

(8) 

H~t eenvoudigste geval, waaraan w0 doze relatit kunnen illustre­
rcn, is dat alle Ai g~lijk aan 1 ziJn en dat cen stelscl van non­
afhankclijke roosterpuntcn in K gegeven wordt door de punten 
e( 1 } ,E.;( 2 }, ••• ,c(n) met c(i)=(a11 ,321 , ••• ,J"n1 ); in dat geval bpvat 

K de k:ubus I x11, 1/n (1==1,2, •.• ,n) en due ~ een kubus met ribqe­
longte 1 en ribben ~venwijdig aan de cotlrdinaatassen, 

I : 
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Uit (8) kan men ondvr gcbruikmaking van (5) een bovcngrens 

voor o0 aflcid2nJ di~ alleen vnn Jen het homogene minimum A1 af­

hangt. En wcl volgt uit (5), (8) en de triviale ongelijkheden 

A 1 ~ ).. 2 2 • . . ~ /\n d a t 

(9) CS'o;; { 1+(n-1)(\1/2)nJ J. (2/A1)n-1J-1==(2/A1)n-1J-1+ ~ A1· 

Men mcrke op dat de uitdrukking (~1/2)nJ hoogstens 1 is, wegens 

( 4). Formule ( 9) weerspic,gE:: 1 t het fei t da t h8t inhomogene minimum 

des te groter is, naarmate het homogene minimum 'i\1 kleiner is. 

Hlawka weet (9) te verschcrpen tot 

De buwijsmethode bcstaat in hct toepass8n van de stclling van Min­

kowski op c0n gcschikt gekozen convex lichaam in Rn+'1" 
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Colloquium Meetkunde der getallen 

r,&r-. C · 

1. Stelling van Minkowski. 

Is Keen begrensd, geslotens 0-symmetrisch) convex lichaam in de 
Rn met volume V(K) ~ 2n, dan bevat K minstens een roosterpunt onge-

_ lijk O. 

Bewijs (Birkhoff): Geval V(K)=2n volgt uit V(K) > 2n. Beschouw ½K. 

Dit wordt door de roostervlakken in eindig aantal deellichamen ver­

deeld, die door translatie in een roosterkubus overgebracht kunnen 

warden. De som van de volumina van de verplaatste deellichamen is 

groter dan het volume van de roosterkubus, zodat er een punt is dat 

in twee deellichamen zit. Dit beantwoordt aan twee punten x en yin 

½Kmet gehele co5rdinatenverschillen. 

Algemeen geldt dus: 
Stelling van Blichfeldt: Is M willekeurige verzameling met V(M) > 1, 
dan zijn er twee punten met gehele co~rdinatenverschillen. 

In K liggen dan 2x en 2y. Wegens symmetrie ook -2y. Wegens convexi-

teit oak 2x~2Y =x-y, een roosterpunt ongelijk O. q.e.d. 

2. Stelling van Mardell-Van der Corput. 
Is M Jordanmeetbare verzameling in Rn met 

en heeft M de eigenschap dat als (u1 ) en 

dan bevat N roosterpunt naast O. 

V(M) > k 1k 2 •.• knu~~~~-0) 
( u1 1 ) in M dan ( lk. i ) t NJ 

l 

Bewijs: t natuurlijk getal. At is aantal punten in M van de vorm 
k.u. _ k1k 2 ... kn 
(T), u 1 geheel. Dan: ----At-?V(M) dus o.d.d. At>tn. De be-

tn 
schouwde roosterpunten (u.) behoren tot maximaal 

l 

mod. t. Dus zijn er minstens twee punten (u.) en 
k1U· k U•' l 

geheel, ongelijk 0. Daar (T) en ( j_tl ) tot M 
U. -U I 

( lt 1 ) punt van N. 

tn restklassen 

( u1 1 ) met u1 -u1 1 

beh oren, is 

q.e.d. 

Opmerking. N begrensd, geslotenJ dan mag V(M),) k1k2 ... kn. 

k1=2, N=M geeft Minkowski. 

3. Methode van Remak. 
Bewijs · van de stelling van Blichfeldt: Voor x E-. Rn wordt gedefinieerd: 
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<q(x) = ¾ XM (x+u) waarbij u het rooster doorloopt. Dan is: 

(E=eenheidskubus) f q'(x)dx = J ~ XM (x+u)dx = j ,XM(x)dx=V(M) > 1., 
E E u Rn 

dus er is een x met <f(x) > 1J dus <;(x) minstens gelijk aan 2. Er 

zijn dus u 1 en u 2 met X ( x+u1 )= X ( x+u2 )==1. Dus in M twee punt en 

met gehele co~rdinatenverschillen. q.e.d. 



Colloquium Meetkunde der getallen 

Voordracht op 12 december 1958 

door 

M. Kuyk-Zuidcma 

We gaan uit van de volgende verond2rstcllingen: 

R ziJ de n-dimensionale euclidische ruimte. 
l1 

R ziJ een roo □ tE;r, gedefin erd in R11 • 

De determinant van R ziJ 1. 

u = (u11 u 0 , ••• ,u) zij een roosterpunt /o. 
c:. n 

x = (x 1 ,x2 , ... ,xn) zij een willekeurig punt in Rn. 

MG 8 

f(x)J een functie gedefinieerd in R zij de afstandsfunctie n 
van een lichaam K: { x jr(x) ~ 1} . 
K ziJ bcgrensd, convex, symmetrisch om 0. 

Volume van K ziJ J. 
3 + K is de verzameling van alle punten a+x met x K 

AK if:'. de verzameling van alle punten Ax met x f K. 

Inhomogeen Minimum. 

Def.I.xis een willekeuri 00 Dunt uit R 
C ]1 • 

Bcschouw de vcrzam1:::ling x+ Glc.i wanrvoor geldt: 

x +Gk ben1t minsb::r,s e8n t'00'3terpunt. 

Het kleinste positieve getal ~. dat deze eigenschap heeft heet 

Def.II. 

1'12 t inhomoge::ne mir! imum G', 
0 

xis c~cn willek2ur'ig ·l)urt uit R 

x 1 = x (mod 1). 
x'E,Gk. 

n' 

IIet kleinste posj_tievc g;et::il G met deze eigenschap j_s 

D2f.III. xi □ een willekeurig punt uit R . n 

G', 
0 

Bcschouw alle punten x', wclkc door roostertranslatie van R uit 
x ontstaan 

E(x) = min. f(x') 
x' 

G' = sup E(x) . 
0 X 

Bewering: Deze definities zijn aequivalent. 
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Successieve Minima 

Definitie, fl'i is r1et kleinste positieve getal, waarvoor :\K 
minstens i onafhankeliJke roosterpunten u 1 ,., .u1 bevat. 

Stelling. 

Bewijs. a) Zij b=(b1 ,. ,.>bn) een punt van K, 
maal is, 

z6 dat b maxi­n 

Beschouw het punt-½~ •b, een punt in n 
Beschouw du verzameling -½/\. b+ rr K. 

11 
Deze moet een roosterpunt g bevatten: 

g is een punt z E.K., zodarng, dat 

[; = 

dan 

-½ 11 b + G, z n 

V2ronderrJtel, dat J). > G n o 

dan is 

dan is 

g E. A K met /\ < I\ 
n 

1-s. = 2 '\ n b + G' z n • n 

g E:.J.·')\ b+c;K 2 n , 

z < b 
n n 

tegens praa k. 

b) De punten O,u 1 ;u2 , ... ,u11 vormen een basis. 

Een punt x €. R is als volgt te schrijven: n 

, n x = m1u + ... +mu . n 
rn 1 wi l le keurj_g. 

d.w.z. bij 

Bij deze m1 ziJn gel1ele c:etallen g 1 te vinden_, vvaarvoor geldt: 

CT -- bi - t j_ m(:: t l t 1 ! -$ -½ • 

cl = X t 

a -

G'0 is het kleinst8 positieve getal a- i waarvoor nog geldt 

(a-x)s GK dus u0 .6 ½(A1+ ... +\). 

c ) ½ ( )\1 + • • • + An ) ~ } (An+· · • + 11n ) = & · I\ n 
q.e .d. 
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Stelling. 

Bewijs. 

G'o~ 1-(>.1+ .. . +\) (1) 

/11 . >.2 •.••. ),n J ~ 2n ( 2) 

De ongeli,Jkheid (1) bliJft ge:ldig, als de t\13 ••• ,i\ ,1 zo on-
1 1'1- I 

gunstig mogelijk gekozen warden: A1~A2= ... =An-'1' 
In dit geval wordt (3): l\,,,n- 1 . A .J ~ 2n 

1 n 2n 
/\n•J~~, 

!11 

en ( 2) : 

n 
Schrijf (~) J- 1 == v. 

"'1 
BewiJs. 

Schrijf {v} = [v] + 1 , 
dangeldt [v]6v<{v}. 

I-Iul ps t,:d ling: G"o f ½ /\1 • V 1 /n • { v r- 1 /n. 

BevJijs hulp:::::telling: SchrlJf [v] = 1, dan is { v} = 1+1. 

Voer in A - Le ~:1) r n 

We gaan over van R op R +'1: n n 

u = (u1 , ... ,un) is een roosterpunt uit Rn. 

Neem un+1= geheel getal, onafhankeliJk van u1 , ... ,un. 
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Definitie. Noem (u1 , .. •)un 1 un+1 ) een roostsrpunt uit Rn+1 . 

Punt X=(x~, .,,;X) uit R geven we aan in vectornotatie. 
1 n n 

Punt X uit R +~ geven we aan door XyX 1 , waarin dan x E. R . n I n+ n 
Ncem een willekeurig punt PE. R , met vector p. n 
Beschou~ de cylinder Z(K), welke als volgt gedefinieerd is: 

( 2xn+1 ) 
f l+1 •p-x ~A; \xn+1 \~1+1. 

V 1 d 1 . d · ...,_n_J.,,2(1+~) -- 2n+1 • o ume van e cy in er is: " " 1 

Dus Z ( K) beva t eeD roos terpun t u, un+1f O €. Rn+1 • 

Twee mogelijkheden: 1) u,un+1 is een inwendig roosterpunt. 

2) u,un+1 is een roosterpunt op de rand 
van Z(IC) 

1) u,un+1 inwendig roostcrpunt, dus 

f (
2urH1 . ) 

1+1 p-u <A_; \un+11< 1+1 

Bewering: un+1fo, 

anders is f(u)<>-<>,.,1 , in tegenspraak met de definit10 van ~­

Zond8r beperking vai1 de a lgemeenheid kunnen we u 11 +1 > 0 nemen. 

Verder is u ~ geheel, dus n+1 

Neem aan, dat min f(p 1 ) juist in punt P aangenomen wordt (zie p I . 

def.III), d.w.z. f(p) ~ f(p-u). 

2un +1 2un +-1 
f(p) 5: f(p-u) = f(p- 1+1 p + lV\ . p-u) < 

< I 1- 2~~~1 l . f ( p) + ?\ ~ i ~1 f ( p) + A • 

f ( p) ~ -i ( 1 +1) · A ( 1 ) 

2) u, u 1 op d~ rand van Z(K). n+ 
Beschouw dan de cylinder ½Z(K). 

De ruimte Rn+1 wordt nu overdekt door de cylinders ½Z(K)+u,un+'1' 
waarin u1u 1 een willel-ceurig roosterpunt voorstelt. n+ 
Dus ook het punt O,½ wordt overdekt. 
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Dat betekent dater een U; un+1 if:l mut: 

(
2 ( un+1--}) 

f 1+1 • p - u) ~ ½ )\ J \ u11 + 1 -½ ! ~ ½ ( 1 + 1 ) . 

Weer g2ldt (u 11 +1-½)/o. 
Zond2 r bepe rking van de:: a lgemeenhe id mog2n we 2u11 +1-1 ~ 1 

stellen. Dan vindcn we: 

f(p) ~ f(p-u) .f 1~1 f(p) + -½ 1\ 

f ( p) $ ½· t-- ( 1 +1 ) ( 1 ) 

DurJ in beide gevallen vincJcn vJe :1e:tzclfcle resultaat (1). 

Nu is u = sup E(p); 
0 p 

VOOl" a lle punten p E:.R gelclt ck b<C;tcdcking ( 1). 
l1 

Dus oak voor u' . 
0 

u0 f -1),. ( 1 +1 ) = I 
11 1 n 

=½{J(:+1)} 

= _1_ 11 '1/n { }1-1/n 
--2 1•V •V 

Gc:volg: 1 / 1-1 /n { ! 
G < J. A • v 11 { v } < /- /\ v = 

O' 2 1 2 1 · 

== -½ >. 1 ' 1 [ J 2;1 n } + 1 } . 

1 

q.e.d. 

q.c,d, 
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K is een begrensd, gesloten., o-symrnetrisch convex lichaam in Rn. 

f(x) is een continue afstandsfunctie, behorende bij K, d.w.z. 

F(x) = min), met x E. AK., of K = { x ! F(x) .'$1} 

Zij '\ het kleinste positieve geta 1 '71., zodat ). R i onafhankelijke 
roosterpunten bevat, 

Ai heet het i-de successieve minimum van K. 
Nu geldt, als J het volume van K is: 

Er.wordt een coordinaten-transformatie toegepast van de gedaante: 

x1 = t 11x 1+t 12x 2 ... t 1nxn.,waarbij tij gehele getallen zijn en 
det(t. ,)=+1., 

lJ -

dan is xi=si 1x~+s 12x~ ••• +s 1nxA, waarbij s 1 j ook gehele getallen 
zijn, omdat det(t1 .)=+1. 

J -

Dus roosterpunten in het ene stelsel geven roosterpunten in het 

andere stelsel en omgekeerd. Nu is het mogeliJk de transformatie 

van bovenstaand t~pe toe te passen zodat n lineair onafhankelijke 
roosterpunten u( 1 . , .u(n) nieuwe coordinaten van het type 

(u11 .,u~ 2 ••• u 11 .,o,o ... o) hebben. Daarom nemen we aan., dat de roos­
terpunten die de successieve minima geven de coordinaten 

( i) 
u ==(u.,,.,u. 2 •.. u, 1 ,o, ... o) hebben. 

l I l 1, 

Lemma 1: Als u een roosterpunt is, en F(u) < AJ' dan is 

UJ = UJ+1 • .. =Un=O. 

Gevolg: Als x 11 -x 1 roosterpunt is, en F(x')<½>-J 

dan is x!=x'.' voor Ji$ i~n. 
l l 

We definieren: W0 ()'1) =AK. 

en F ( x 11 ) < ½ ),,J , 
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w3 (11.) is de verzameling ( { x 1 }, ... { xJ }, xJ+'l • •• xn) 

w a a r b 1 j ( x 1 x 2 •.. xn ) A K. { xi} :::: xi - [ xi] . 

Noem volume van w3 (~) 

Als nu )\ ~/\ 1 geldt: AK:)/\ 1 K, dus 

V 3(11.) - VJ(>.')~ (11n- A ,n)J . 

Dus VJ(A) vermeerdert continu met A. 

Wn(>-) ligt geheel in de eenheidskubus, dus V11 (A) ~ 1 (voor alle \). 

(J<n). 

Lemma J: Laat Seen lichaam zijn binnen de J dimensionale kubus 

O t;: x. < 1 ( 1 ~ i .5 J) en Sr de verzameling punten 
l 

({b1+x1 }) (1 ~i~J), waarbij (b 1 ... bJ) vast is en 

(x1 , .. xJ)E. S. 

Dan is het volume van S gelijk aan het volume van S 1 • 

Lemma 4: n-J 
VJ(\);,(:1 ) VJ(';\ 1 ) als )\;i,'?'1 1 • 

Conclusie: V11 (½A1 ) = V0 (½111 ) = (-}"1) 11J 

( 1 ) (/\2)!1-1 (l ) 
V n 2 A 2 ~ ~ V n 2 "1 

"- 1n 2 
V n ( ½ )\3 ) ~ ( ~) - V n ( ½ "2 ) • 

dus 

Dit volgt ook uit de eerste stelling van Minkowski. En omgekeerd 

volgt de eerste stelling van Minkowski oak uit de tweede. 
2n 

2, Het product >.1 ... 11. 11 J heeft ook een onderste grens, n.l. n~. 
2n n 

Dus nT ~ A1 ... A11 J ~ 2 . 

Het lichaam bevat het polyeder, dat het convexe omhulsel is van 

de 2n punten + "': u( j_). 
1 
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Definitie. Onder een m-dimensionaal homogeen rooster in den­

dimensionale ruimte Rn van de punten x=(x1 , ... ,xn) verstaan we 
een puntverzameling A met de volgende eigenschappen: 

I. x E-A 1 y E..A ==;::,, x-y e.A 

II. A heef t geen ve rd ic ht in gs punt 

III. A bevat m punten, doch niet meer dan m, die tezamen 

met de oorsprong 0=(0, ... ,0) een lineair onafhankeliJk 
systeem vormen; d.vv,z,A bevat m punten x( 1 ), ... ,x(m), 

zodanig, dat de betrekking 

(1) v(m) 
a 1 x + ... +am" =0 

alleen geldt voor reele getallen a 1 , ... ,am, als 

a 1= .. ,=am=O, terwiJl voor :Leder punt x van A geldt 

x == a 1 x ( 1 ) + • . . +am x ( m ) 

met reele getallen a 1 , .. , >a (die blijkbaac ondubbel­
m 

zinnig bepaald zijn door de keuze van het punt x). 

Onder een m-dimensionaal (inhomogeen) rooster vcrstaan we 

een puntverzameling A, die door een trans la tie x 1=x+x (x een 

geschikt te kiezen vast punt) uit een m-dimensionaal homogeen 
rooster wordt verkregen. 

Bovenstaande definitie is aequivalent met de definitie 

van een m-dimensionaal homogeen rooster als de verzameling van 
alle punten x) die voldoen aan een betrekking 

x = u1y(1)+ ... +umy(m) 

met gehele getallen u1 , ... ,um, waarbij y( 1 ), ... ,y(m) vaste pun­
ten zijn met een co~rdinatenmatrix van de rang m. 

M.a .w,: Ieder homogeen m-dimensionaal rooster A bevat m 
punten y( 1 ) 3 ., .,y(m) met de eigenschap, dat een punt x uit R 

n 
dan en slechts dan tot A behoort a ls 
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( 1 ) 

met gehele getallen u1 , ... ,um. 
De punten y('1) , •.. ,y(m) vormen tezamen met O een lineair 

onafhankelijk systeem en men noemt ze een basis van A. (De 

getallen u1 , ... ,um zijn ondubbelzinnig bepaald bij gegeven 

y( 1 ) , ... ,yim) en gegeven punt x dat aan (1) voldoet). 

Stelling 1. Als y('1) , ••. ,y(m) een basis van een m-dimensio­

naal, homo~een rooster A vormen, dan geldt hetzelfde van de 
(1) (m) punten z , ... ,z , dan en slechts dan als voor_,,M,=1, ... ,m 

( ~ y('~)) lees L- ~ 11 
"A=1 

met gehele u..,a,).., waarvoor geldt det(u~.{..)I. )= +1. 
Voor iedere basis y( 1 ), ... ,y(m) van een m-dimensionaal 

homogeen rooster A is de som der kwadraten der minoren van de 

mde rang van de coordinatenmatrix van y( 1 ) , ... ,y(m) hetzelfde 

getal (naar men m.b.v. stelling 1 kan bewijzen). De vierkants­

wortel uit dit getal noemt men de determinant van A en duidt 

men aan met d(A). Men kan bewijzen dat d(A) geliJk is aan de 

inhoud van het parallelotoop gevormd door de punten 

met 
g 1 ~ a 1 < g 1 + 1 ' · · · • ' gm ~ am .( gm + 1 ' 

waarbij y( 1 ), ·••JY(m) een basis van A voorstellen en 

g 1 , ... ,gm willekeurig gekozen constante getallen zijn. Kiest 

men g1 , ... ,gm geheel dan heet het parallelotoop een roostercel 
van A (behorende bij de basis y('l) , ..• ,y(m)). Men ziet onmid­

dellijk, dat de verzameling van alle roostercellen van A peho­

rende bij een zelfde basis van A precies een maal de m-di­

mensionale lineaire ruimte LJ waarin A ligt; overdekt. 

II. Afstandsfuncties in straallichamen 

In het vervolg noemen wiJ een functie f(x), die gedefini­

eerd is voor alle punten x van R een afstandsfunctiej indien n 
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I. f(x) is continu 

II. f(tx) = !t I f(x) voor iedere reele ten ieder punt x 

III. f(x) ~ O. 

Is f(x) een afstandsfunctie; dan noemen we de verzameling 
van alle punten x, die voldoen aan 

waarbij x0 een vast punt enc een vast getal voorstelt, een 
straallichaam (behorende bij de afstandsfunctie f(x)) met 
radius c en centrum x . We zullen d1t straallichaam aanduiden 

0 

met Kf ( XO ; C ) • 

Het is duidelijk dat alle straallichamen behorende bij een 
zelfde afstandsfunctie homothetisch zijn, 

Stelling 2. Het centrum van een straallichaam is een inwen­

dig punt van dat straallichaam. 

Stelling 3. Elk straallichaam behorende bij de afstands­

functie f(x) is dan en slechts dan begrensd als f(x) > O voor 

x/0. 
We noemen de straallichamen, behorende bij de afstands­

functie f(x) convex, indien f(x) ook nog voldoet aan de voor­

waa rde 

Dl. f(x) J. f(y) .s f(x+y) voor alle punten x en y. 

We houden ons het meest bezig met de straallichamen met 
centrum Oen radius1.Kortheidshalve schrijven we daarom 

Kr(0;1)=Kr=K. 

III. Het "homogene probleem 11 

Definitie. We noemen een homogeen rooster A Kf-toelaatbaar of 
K-toelaatbaar (als we slechts over ~~n afstandsfunctie f(x) 
spreken), ind ien beha 1 ve de oorsprong geen enke 1 punt van .A. 
inwendig punt van K is. 

Opmerki~~- Meestal passen we deze definitie toe op een n­
dimensionaal rooster, maar we kunnen haar ook toepassen op roos­
ters van lagere dimensie. 

Stellen we 
inf f(x-y) = sf(A) = s(A) 

x, y eA 
x/-y 
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dan is de voorwaarde voor K-toelaatbaarheid van A aequiva1ent 
met de eis 

s(A) ~ 1. 

In deze vorm kunnen we de voorwaarde ook onmiddellijk op 
inhomogene roosters toepassen en derhalve ook voor zulke 

roosters van K-toelaatbaarheid spreken. 

Het is mogelijk dater geen n-dimensionale Kf-toelaat­
bare roosters bestaan. In dat geval kunnen we met Mahler de 

straallichamen behorende bij de afstandsfuncties f(x) straal­
lichamen van het infiniete type noemen. Uiteraard zijn we 

meer geinteresseerd in het geval dater wel n-dimensionale 

Kf-toelaatbare roosters zijn. We noemen de straallichamen be­
horende bij f(x) dan van het finiete type. 

Beschouwt men in het laatste geval de verzameling van 

alle n-dimensionale K-toelaatbare roosters, dan kan men vra­
gen naar de ondergrens van de determinanten van die roosters. 

We duiden die ondergrens aari met ~ (K). 

Stelling 4. /1 (K) > O. 

Men noemt D. (K) de critische determinant van Ken een 

K-toelaatbaar rooster A met d(.A)= ~(K) noemt men een cri­
tisch rooster van het straallichaam K. 

Mahler bewijst nu de fundamentele 

Stelling 5, Ieder straallichaam Kj van het finiete type 

bezit een critisch rooster. 

Uit de gegeven definities volgt dat ieder n-dimensionaal 

homogeen rooster A met d (A) < 6. ( K) beha lve de oorsprong min­

stens een inwendig punt van K bevat. M.a.w., voor een derge­

lijk rooster A kan worden voldaan aan de voorwaarden 

x f. A , x-/-0, f ( x) < 1 . ( 2) 

Uit de stelling van Mahler volgt dan dater (11::_dien Kf van het 
finiete type is) een rooster /\ bestaat met d( /\)=I>,.. (K), waar­

voor niet aan de voorwaarden (2) kan warden voldaan. 
Deze uitspraken zijn aequivalent met de uitspraak, dat 

~ * voor ieder rooster A met d(A)=1 kan worden voldaan aan de 

voorwaa rden * x EA , x-/-0, f ( x) ~ c (3) 
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indien c> 1 1 en dater een rooster A:;,: met d(A *)==1 
bestaat, {.6(K)J;odanig,. dat niet aan de voorwaarden (3) kan 

worden voldaan als C= 1 1-.-

{~(K)}rr 

Definieert men cf dus als de ondergrens van de getallen 
c, waarvoor geldt dat aan (3) kan worden voldaan voor alle 
roosters A* met d ( A 7=1, dan geldt 

1 
cf '" . • 

i_~(K)}TI 

Men kan natuurlijk ook zeggen: cf is de ondergrens van <le 
getallen c, waarvoor geldt dat voor ieder rooster Akan worden 
voldaan aan de voorwaa.rden 

1 

x t.A, x,/0, f(x)"' c{d(A)}n 

IV. Verband met 11 roosterstapeling 11 

\ 

( 4) 

Indien f(x) ook voldoet aan de voorwaarde IV (de drie-

hoeks.ongelijkhe.id) en een n-dimensionaal rooster A is Kf­
toelaatbaar, dan volgt onmiddellijk dat. de ~tTaallichamen 

Kr ( x ; ½ ) met x £ A 

geen inwendige punten gemeen hebben. 
Aangezien eBn critisch rooster /\ bij inkrimping niet 

me.er K-toelaatbaar is volgt verder dat de straallichamen 

Kf(x;c) met x E. /\ ( /\ critisch rooster van K) 

dan en slechts dsn geen inwendige ·punten• gemeen hebben als• 

C ~ ½ • 
Noemt men het volume van Kf bijv. V(K), dan wor'dt van 

iedere• roostercel van A door de lichamen (5) een volume 

...1.. V(K) in beslag r;enomen. Men noemt 
2n -i" V( K) 

c5 _,_2 __ _ 
A-- d(A) 

daarom 

de sta-pelingsdichtheid van de straallichamen (5). 
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Uit het voorgaande volgt nu dat de grootste waarde die ef 

lea n be re P <:en g e 1 i j k is a a n 

V(K) 

211 Ll.(K) 
( 6) 

Da stellins v3n Minkowski kan men nu aldus formuleren: 

V. Het 11 inri::?_!'.1?r:2nc_p_rEp~~c;1~ 
We ste llen voor iec ,~ ;' puc t n van R t- 11 

inf f(x-p) = a(p,A) 
X E:A 

(7) 

en kunn:::n d it de f-a f stand van p tot l':1et rooster A noemen. 
):J ':°' "'m "' "' Vo r1 ,-:; -i- A .,, -· rl i ,-~ --,-n !""' 7 "n -18 1 1 s J cl a n s t e 11 e 11 we 

sup 
p E. R 

11 

a(p,A) = w.0(A) = w(A) . 
.l 

(8) 

Uit de definitie □ volgt dat voor ieder punt p van R11 kan 

warden voldaan aan de voorwaardcn 

f(x--p) ~ c, x £_;\,, indien c ~ 1n,..(A) . 
.L 

(9) 

M.a.w. de straallichamcm Kf(x,c) met x E-A overdekken de gehele 

ruimte. 

Def in i tle. We noemcn .A een K-overde kkings rooste ri J ind ien 
de strar3lichamen 

de ruimte R g,,!-,,c,a·1 ~ 0:c.~--~:::!~ken. 
11 

Blijkbaor is dit dan en slechts dan het geval, indien 

wr(A) ~ -1. 

We kunnen nu vragen naar de ondergrens van de determinanten 
van de roo:Jters dle gGen K-overdekkingsroosters zijn. Noem die 

ondergrens A(K). We kunnen ook vragen naar de bovengrens van de 

determinanten van de K-overdekkingsroosters. Noem dio bovengrens 

B(K). 

V_ra ag_. Ge ldt voor ied er s tra a llichaam van het fln iete type 

A(K) > O en B(K) < oo ? 
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De vraag naar de waarde van A(K) komt overeen met die 

naa r het 11 inhomogene minimum 11 • 

Immer·s uit cle definitie van A(K) volgt 3 dat indien 

d (A) < A (K), dan voor ieder punt p van Rn voldaan kan worden 

aan 

Dus, a ls C < 1 

A ( K)"cr 

f(x-p) < 1, 

, dan kan 

X E, A. 

voor ieder punt p van R 
n 

* * rooster A wJt c(A ):.:::"i voldaan worden aan 

en ieder 

dochalsc< 1 , d~''.l kan dit niet meer voor ieder roosterK 

* A(K)IT 
me+: rl ( A ) == 1 en ieder punt p van Rn. 

De v~~~s ~oar de waarde van B(K) voert naar de vraag 

naar de kleinstE. ovc.,.~'.:lc:ckhigJgr'aad, indien we onder de over­

dckkins~~raad van het systeem straalllchamen 

verstaon de waarde van 

V(K) 
cf[XT (A:=: K-overdekkingsrooster·) . 
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Def.: Mh is de verzameling van alle roosterpunten, wier laatste 
n-h+1 coordinaten xh,xh+1 , ...• ,xn relatief priem zijn. 

Def.: ah= f(Jh1 , ..• ,~hn), waarbij 6hh=1 en ohk=O voor h~k. 

Def.: f(X) heet gereduceerd, als voor elke h=1,2, •.. ,n en voor 
alle roosterpunten (X) in Mh geldt: f(X)~ ah. 

Stelling: Voor gereduceerde functies f(X) geldt: 

2n 3 J(n-1)(n-2) 
8 18 2· · .an,6 J (2) · 

Bewijs: Volgens de 2e stelling van Minkowski bestaan er n lineair 
onafhankelijke roosterpunten (P 1), ... ,(Pn), zodat als Sh=f(Ph), 

2n ) dan s1 ~ s2 ~ ••.. ~ S11 en s 1s2 .... s11 ~ Jen f( X ~ Sh voor alle roos-
terpunten, die lineair onafhankelijk zijn van (P1 ), ... ,(Ph-1). 
(P 1 ) behoort tot M1 , dus a\~ s1 . 
Stel m-1 positieve constanten 41 , ... ,ym_1 bestaan, zodat 

ah~yhsh (h=1,2, ... ,m-1). I.h.b. / 1=1. 

We zoeken f m' met am~ y mSm. 

(P1 ), ... ,(Pm) zijn lineair onafhankelijk, dus er is minstens een 
i i i punt, stel (P ), waarvan de laatste n-m+1 coordinaten Pm'''''pn 

niet alle nul zijn. 

Dus G.G.D. (P!,.,.,P~) = dm/o. 
Stel dm=1. Dan behoort (pi) tot M . Dus a ~ s1 , dus a ~ S • m m m m 
Stel dm~ 2. Dan kunnen we m-1 gehele getallen g1, ... ,gm_1 vinden, 

zodat P~+gh:O (Mod dm) en jghj$½dm• 
Dan stelt: 

P~+g1 
( d 

m 
, .... , 

een roosterpunt van Mm voor. 

, ••• J 
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Door 

Dan: 
volledige inductie vinden we: fh=(i)h- 2 h=2,3, ... ,n. 

3 1+2+ ... +n-2 2n 3 ½(n-1)(n-2) 
8 18 2· · · 8 n ~ (2) 8 -1· · • 8n~ J (2) · 

n 
Zij F(x) = L ahkxhxk een positief definiete kwadratische vorm 

h,k=1 ,r:--
in den variabelen x1 , ... ,xn. Dan stelt V F(x)=f(x) een convexe 
afstandsfunctie voor. 

Def~: F(x) heet gereduceerd, als f(x) gereduceerd is. 

Uit de definitie volgt: F(x) ~ ahh als X behoort tot Mh. 

Stelling: Iedere positief definiete kwadratische vorm inn varia­
belen is te reduceren door een unimodulaire substitutie: X=U Y. 

Stelling: Voor gereduceerde positief definiete kwadratische vormen 
n 

F(x) = L ahkxhxk met determinant D geldt: 
h1h='1 

Def. : De verzame ling /\ • van a lle punt en X=u,? 1 + ... +unXn, met 
u~, •.. ,u geheel, heet een homogeen rooster, als de determinant 

1 n 1 n 
d(A)=det.(X , ... ,X )tO, 

x1, .... ,xn heet een basis van/\. 

Stelling: A1, .... ,An vormt dan en slechts dan een basis van A, 
. n k 

als voor 1=·1,2, ••. ,n A1 = L uikx , u1 k geheel en det( uik)= +1. 
k=1 

Deze voorwaarde is aequivalent met de eis: det(A 1, ... ,An)= ±d(/\). 

Def.: \x\ = (x;+ ... +x;)"½, 
Def.: Zij A=(A 1, ... ,An) de matrix van de basispunten A1 , ... ,An van 

A, dan heet de basis A1 , ... ,An van A gereduceerd, als \Axl 2=F(X) 

een gereduceerde positief definieite kwadratische vorm in den 

variabelen x 1 •.. xn voorstelt. 
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Stelling: Ieder rooster /\ in Rn heeft een gereduceerde basis 

(A1),.,.,(An). 

Stelling: Is A1 , ... ,An een gereduceerde basis van A, dan 

geldt: l A 1 1 ..... I An\~ Ynd(/\). 

Def.: Een oneindige rij roosters A1 , A2 , ... heet bcgrensd, als 

er twee positieve constanten c 1 en c 2 bestaan, zodat: 

d(/\:_.)~c 1 en \x\~c 2 voor alle X-/0 in/\, r=1,2, .... 

Def.: Een oneindige rij roosters A1, A2 , ... heet convergent 
metals limiet het rooster A, als er gereduceerde bases 

Y1(r)'·:-,Y 1r) van Ar bestaan r=1,2, ... en een basis 

Y1, ••• , Y n van /\, zodat lim I Y(~)- Yg \ =0 g==1,2.., ... .,n. 
r-4' oo 

Stelling: Iedere begrensde oneindige rij roosters bevat een 
convergente oneindige deelrij. 

F(X) continue afstandsfunctie. 

K = { X l F(X) ~ 1} heet straallichaam. 

Def.: Het rooster /\ heet K-toelaatbaa r.., a ls A geen and er in­

wendig punt van K bevat dan O. 

Def.: Straallichaam K heet van het eindige type, als er min­

stens een K-toelaatbaar rooster bestaat. 

Def.: Is K straallichaam van het eindige type, dan verstaan we 
onder de determinant van K., A (K): de onderste grens var1 de 

determinanten der K-toelaatbare roosters. 

Def.: A heet kritisch rooster van K3 als het K-toelaatbaar is 

en d ( /\) = /\ ( K) • 

Stelling: Ieder straallichaam van het eindige type bezit een 
kritisch rooster. 
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door 

P.J. v.d. Laarschot 

(x1 , ... ,.>xn) roosterpunt. 
n Z:: a 1 . u . , u . g eh e e 1 .') a . , r Gee 1 > d et e rm in a n t 1 . 

j=1 J J J lJ 

Beschouw S=\x 1\ + .... + lxnl voor alle u/0. 

M(P) onderste grens van P=jx 1 ..... xn\ voor alle u/0. 

Stelling: M(P) f n ! 
n n 

Ll(H) ~ 6(nK) = nn 6(K). 

Minkowski geeft: 

V(K) 
2n 

= -, n. 
n 

Dus n n! 
6(H) ~ ri7""-'> M(P) ~ n . 

• n 

Stelling: 

nK ~ H-+ 
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K={XlF(X).:z:1} 

H={XIG(X)~1} 

Stel? dat voor elk (m+1)-tnl punten x_.x('1) , ••• 2 X(m) (m > 1) met 
G(x (r)_X) bm 1 2 ldt 

m 
r= , , • , • m g e : 



Bewijs: 

A willekeurig rooster, d(A)=1. 

Voer ~ in z6, dat V(~ H)=m-1 

Blichfeldt levert: 
Er bestaat een X met X(r) _X 6 <:J... H 

( n m-1 ) 
d. = VTHT 

r=1, ... , m 

Dus G(X-X(r)~ ~ r=1, ... ,m 

Dus F(X(r)_X(s))* ~ voor zeker paar (r,s), r/s 

X ( r) -X ( s ) E. A m n 
b n V(H) bm 

Dus A(mbOl'.K) ~ 1 ~ A(K) ~ (~) - - -
m mac. - m-1 mn 

Hulpstelling: 
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z 1 -< z 2 < ••• < zm ( m > 1) 2 

Dan geldt: 'f:_ I zr I>½ Ve (m-½-log 2) { Tt: \ zr-zs l}m(m-'1). 
r=1 1~ r <o~m 

Neem i.h.b. 1 

F ( X ) = l x 1 • • . • xn I n 

G ( X ) = I x,i\ + • · · + Ix n J 

wegens de hulpstelling geldt de voorwaarde van de ste ling met 

b > n-½ V e(m-½-log r) \ r- { TTn TT \ x . ( r) -x . ( s ) 1} mn m-1 
m i=1 1~r<s,m 1 1 

Voor zeker paar (r,s) geldt dan: 
1 

{ frjxi(r)_xi(s)\}rr < i bm i ~ 1 -4' 
i=1 2-nVe(m-2 -log r) 

b. ( K) ~ 

Li(K) ~ 

y_(fil { ½n \Je(m-½-log 
m-1 m 

1 
V(H)2-nnne2n-1 

(n+1)(½+log 2) 

r) } n m=2, 3, .. , .. 

(n groat) . 

Beschouw G(X) 6 1 

. n ½n-1 
Dan .6. ( K ) ~ n e --+ 

(n+1)!(½+log 2) 

M(P) ~ (n+1) q½+log 2) . 
"' nn e2n-1 



H;t:e~:i:;~-1) { 1.22 .. , .,mm}m(~=1 )rrc~ (z.,-z
0

) 2Jm(~-1) 
r=1 r ~· r u 

r,s=1 
def 2 m 

Gm = 1 • 2 ...... m 

Dan geldt: log Gmrv m(~- 1 ) (log m-½) (m ➔ oo) 

Beschouw: 
G ( X ) = V,_x_-1_2_+_. -. -•• -+-x-2 

1 
I rJ -

F(X) = \x1 .• ., ... x0 \'fl 

V n_ ( r) 2 bm L (x. -x. ) ~ -
• ,1 l l m 
l= I 

( r= 1 , .... , m) 

2 
n ( ) 2 b L (x.-x. r' ) -~ m ---r 

• '1 l l - ~ l= ill 

m n b 2 
~ L (x.-x. (r))\: -1E._ 
r=1 i=1 1 1 m 

1 E (xi-xi(r))\ n{~1 i1(xi-xi(r))2} n--+ 
b 2 -2 2 2 

m ( -1) G m(m-1) { TTn ]: (. (r) '" (s)) } mn(m-1) - ~nm- 1 m x. -A. 

m m i=1 rs l l 

n .1 
Voor zekere (r~s): {TT] x.(r)_x.(s))} n~ 1 --,.. 

, '1 .1 l 
l= 

-2 
b 2 ~ m2n(m-1)G m(m- 1 ) 

m m n n n -
Dus l\. ( K ) >,: V ( H1 ) n 2 ( m -1 ) 2 G m ( m- '1 ) ( m= ·2 } 3 > • • • • ) 

m- n n -1 m 

t.(K) ~ V(H)n"2'e4 (n gr'oot) 
( ~ -1) 

Beschouw: I x 1 j 2 + ...• +J xn \ 2 ~ 1 
n 

TT2 

n n n 
- - --1 2 2 4 "TI"' n e 
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Voordracht op 20 maart 1959 door 

J. van Golen 

Een methode van Mardell 
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Stelling 1 . Ind ien x1 ., ... , Xn lineo ire vorm8n ZlJn in de va ria be­

len x1 , ... ,x11 , met reele coeffici8nten en det.1., dan zij 

K(X) = inf. I :;c 1 ... xn \ 

voor alle gehele x1 , ... .,x11 , niet alle nul. 

Stel 

K = sup. K(X) 

voor alle dergelijke stelsels van n lineaire vormen met det.1. 

Indien x1, ... ,X~_ 1 lineaire vormen zijn in x 1, ... ,xA_ 1 , met 

r8ele coefficienten en det.1, dan zij 

K ' ( x ' ) = inf . \ x 1 ... x~ -1 \ I x 1 + ... + x~ -1 \ 

voor alle gehele x1., ... .,x~_1 J niet alle nul. 

Stel 

voor alle dergelijke stelsels van n-1 lineaire vormen met det.1. 

We bewijzen: 

Hu 1 p st e 11 in g ( 1 e mma v a n He rm it e ) • Z i j n d c.; c on st a n ten c 11 , c 1 2 ., .. • ) c 1 11 

geheel, met g.g.d. =d, dan is het mogelijk oen determina~t te 

vormen met gehele coefficienten en wc1a1"de dJ waa1"van c 11 ,c 12, ••• ,c 1n 

de eerste rij is. 

Stelling 2. Zij g(x 1 , ... Jx) een positicf-d8finiete kwadratische n , 
vorm in n va ria belen x1 , ... J xn met det .1. Het minimum van- g zij 

M(g). 
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Voor alle mogelijke g zij de bovengrens der minima M(g) ge­

lijk aan een van n afhankelijke grootheid On (constante van 
Hermite). 

Bewezen wordt: 

n-1 
< l n-1. 

De gevolgde bewijsmethode van Mardell van het beschouwen van een 
n-1 dimensionaal deelrooster blijkt gegeneraliseerd te kunnen 

warden (zoals door J.V. Armitage is geschied). 
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17 april 1959 

Voordracht door J. van Galen 

Generalisatie van een methode van Mordell 

MG 30 

J.V. Armitage publiceerde ') een generalisatie van Mordell's 

methode. 

In het volgende geven we een meetkundige behandeling van deze 

generalisatie, die bovendien tot een nog algemener resultaat voert. 

Daarbij warden ook enige lacunes in de redenering van Armitage aan 

het licht gebracht, die ons genoopt hebben een extra voorwaarde te 

stellen. 

Enige afspraken betreffende de notatie: 

X,Y,U en V stellen n-dimensionale vectoren (X 1 , ... ,Xn) voor, 

punten dus in een n-dimensionale ruimte. U en V enkel gehele waar­

den. 

Met A en L bedoelen we nxn matrices met determinanten resp, 

=1-0. ~ det A en det L, beide A is de gespiegelde reciproke van A. 
Het rooster da t we verkriJgen d oorda t 

met vaste Len U variabelJ noemen we A . De determinant van Ais 

d(A) = det L. 

,v 

A heet het geadJungeerde rooster van A, indien het gegeven 

is door 

Y = L . V = V . 1-1 

met variabele V. KlaarbliJkelijk hebben we dan 

~ ,..., I l 1 d(.A) =idet L = det L\- = 

A ziJ de affiene lineaire transformatie van de n-dimensionale 

ruimte der punten X, gegeven door 

X1 = A . X. 
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f"V 

Dat de transformatie A - de geadjungeerde van A - het roos-

ter A I met A 1 geadJungeerd doet blijven J blijke aldus: 

X 1 = A . L. U 

N 

yi = A 
1 - 1 - 'l r-..._,.,-

V . L- = V . L . A = A . L. V . 

We kunnen ook schrijven: 

Ar = A . ../\_ 

X! ~ ,V 

= A . ./l. . 
Stelling. Laten gegeven zijn twee afstandsfuncties F(X) en G(X) 
van de straallichamen KF resp. KG, bcide van het finiete type 11 ). 

We veronderstellen: 

1°. Indien A een automorfie io van KnJ dan 
_Li 

....,_, 
is A een automorfie 

van K0 • 

2°. Er gaat een rechte R door de oorsprong O, zodanig dat KF 

slechts een segment van R van eindige lengte 2h bevat; oak 

is ieder punt X van de n-dimensionale X-ruimteJ waarvoor 

F(X)/OJ te transformeren in een punt van R door een automor­

fie van KF, 

3°. Als F(X)=O voor een punt X van A, dan geldt voor h~~t minimum 

G(A) van G(Y) voor alle punten Y van A: G(A) = O. 

Zij verder S de n-1-dimensionale lineaire ruimte door 0) lood­

recht op R, en ziJ KGS de doorsnede van KG met S. 
Dan bewiJ zen vJe ~ 

indien /:;. (K) voorstelt de determinant van het straallichaarn K. 

Dit resultaat sluit in zich de in het voorgaande colloquium 

bewezen twee ongelijkheden betreffende de grootheden die aldaar 

gedefini~erd zijn: 

en n-1 a . 
n--1 

') J,V. Armitage: 11 0n a method of Mocdell in the Geometry of 
Numbers'' - Mathematika, vol ;2 pa l"t 1 J june 1955 no .3. 

' 1 ) K. Mahler, zie Proc.Royal Soc.(A)187 (1946)5 151-187. 
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15 mei 1959 

Voordracht door M. van der M~er 

Een stelling van Tchebotareff 

Zij F(X) de volgende ofstandsfunctie: 

F ( X) = F ( x 1 ., x 2 , •.. 2 x 11 ) = 
1 

x1x2 •••• xn In 
en KF het straallichaam bepa21ld doo1~ c'Je: ongelijkheid: 

F(X) ~ 1. 
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Een homogC::en rooster A heet KF-toeloatbaar als F(X) f 1 

voor ieder punt X vsn /\, ongelijk aan O. 

Homogeen probleem: Gevraagd, de ondergrens l::. (KF) van de 

determinanten van de:.: KF-toelaatbare homogene roosters. 

Een (inhomogeen) rooster A zouden 1rJe inhomogeen KF-to1;:;laat­
baar kunnen noemen, als KF geen enkel punt van A als inwendig 
punt bevat. Dus als: 

inf F(x),1. 
XE.A 

Inhomogeen probleem: Gevraagd de ondergrens A(KF) van de 

determinanten van de inhomogeen KF-toeLrntba re roosters. 

Resultaten: ~ 

Tchebotareff: A(KF) ~ 2~ 

Mo rd e 11 : A ( KF) ~ 2 i ( 1 + ( ¥2-1 ) n ) . 

Vermoeden van Mlnkowski (bcwczen voor n=2 en n=3): A(KF)i 2n. 
Omwerking van de stelling van Tchebotareff: 

en 

Zij /\ een ( inhomogeen) r·oostcr met d(;terminant'. 

d(A) = 1, 

M = inf F(X), 
X (;. A 

dan is te bewijzen: 
M < 1 

V2 
We kiezen een positief getnl t< '1~n . 

Er is zeker een punt P0 vsn /\, zodanig dat: 
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M<F(P )<: M 
o 1-£ 

Door een translatie kunnen we P laten overgaan in O, en O in 
0 

-P 0 =C • 

We hebben dan een homogeen rooster A met determinant 

d(!\)=1., en C(.;n stroallichaam KF(C,M) met centrum in C en radius M, 

dat geen punt van A als inwendig punt bevat. 

Door een volgende transformatie latcn we C overgaan in het 

punt E(=1,1, .... ,1). 
Daardoor ga.at het roor:iter /\ ov1;:;r in een r'ooster /\ 0 met de-

terminant: 
d (Ao) = 1 , 

F(C)n 

en het straallichc:iam KF(C.,M) in KF(E,M0 ), als we M0 = F(C) stellen. 

Dit straallichacim bevat geen punt van /\ als inwendig punt. 
0 

We bewijzen nu, dat hieruit volgt., dat de determinant van dit 

rooster minstens (V2)n, resp. ('l/2.)n·(1+V2.-1)n) is. 

Voor n=2 bewijzen we zelfs: d ( /\ 0 ) ~ 4. 
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23 oktober 1959 

Voordracht door M. van der Meer 
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Mordell's verscherping van de stelling van Tchebotareff 

Zij F(X) de afstandsfunctie: 

en KF het straallichaam bepaald door 

F(X) ~1. 

A. Een homogeen rooster A noemen we KF-toelaatbaarJ als KF geen 
enkel punt van /\., uitgezonderd O, als inwendig punt bevat. 

Probleem: Bepaal de ondergrens 6 ( KF) van de determinanten 

van de KF-toelaatbare roosters. 

B. Een 
als 
inf 
X£A 

inhomogeen rooster J\ .. noemen we inhomogeen-~-toelaatbaar, 
KF geen enkel punt van A als inwendig punt bevat, dus als 
F(X)~1. 

Probleem: Bepaal de ondergrens A(KF) van de determinanten van 

de inhomogeen-KF-toelaatbare roosters. 

Tchebotareff bewijst, dat 

Daartoe vormt hij het probleem als volgt om: 

Zij: 

Neem een ( inhomogeen) rooster }\. met determinant 

d (A) = 'l • 

inf F(X) = M. 
XE-A 

Bij iedere E. > 0 is een punt P O te vinden, zodanig da t 

M~F(P 0 )< M 1- €- • 

(1) We voeren een automorfie uit, waardoor het lichaam niet ver­

andert, echter P0 overgaat in het punt P0 1 op de lijn x1=x 2= .•. =xn. 
Hierbij gaatAover in J\.', maar 
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d (J\. 1 ) = d (A) = 1 . 

(2) Nu voeren we een translatie uit, waarbij P0 ' in O, en O in 
-P 0

1 =C komt. Dan hebben we een homogeen rooster A 11 met determi­
nant d(A11 )=d(A' )=1, en een straallichaam KF(C,M) met middelpunt 
C en radius M, dat geen punt van A 11 als inwendig punt bevat. 

(3) Nu laten we nog door een vermenigvuldiging met F(C) t.o.v.O 
het punt C overgaan in E(1,1, ..• ,1). 

* Nu hebben we een homogeen rooster A met determinant 
d(A*)= 1 , 

F(C)n 
en een straallichaam ~(E,F(C)) = KF(E,M0 ) 

1-f..<M ~1. 
0 

*" Dit straallichaam bevat geen punt X E,A als inwendig punt. 
Evenmin bevat het straallichaam KF(E' ,M0 ) een punt X sA * als 

inwendig punt (E'=(-1,-1, ... ,-1)). M 

Algemeen: de straallichamen K_(1E, _£) bevatten geen punt 
~ . --F m m 

XEA als inwend1g punt (m=1,2, ... en -1,-2,, .. ). 

Met de stelling van Minkowski bewijst Tchebotareff nu verder 
dat d(A) > 21 is, dus dat n 

A(KF) ~ 22 is. 

Dit resultaat is verscherpt door Mordell, door niet de stel­
ling van Minkowski toe te passen, maar een hulpstelling, die in 
wezen neerkomt op toepassing van de stelling van Blichfeldt: 

Hebben we een lichaam K met volume V > l::., dan bevat de ver­
zameling der "verschilpunten", d .w .z. 

YE. K, Z c. K) 

een punt ongelijk O van ieder homogeen rooster A met determinant 
d (A) § fl • 

Als lichaam K nemen wij de verzameling van de punten, die 
voldoen aan een van de volgende ongelijkheden: 

I xv I~½ V2 _; l xY -1 l ~ ½ ( 2- V2). 
Het volume van dit lichaam is: 

V2n ( 1 + ( \/2-1 ) n ) . 



MG 36 

We tonen aan dat de bijbehorende verzameling van "verschil-
punten" geen 

Dus is: 
roosterpunt als inwendig punt bevat. 
a (A) > {2n ( 1 + ( \/2-1 ) n ) en 

A(KF) ~ V2n( 1+( 'J2-1 )n). 

Door i.p.v. de "kubus 11 } xv .-1 ! ~-~(2-V2) andere lichamen te 
nemen, kunnen we nog tot iets scherpere resultaten komen. 

De behandelde meetkundige interpretatie van de methode van 
Tchebotareff kan ook warden gebruikt in het homogene geval: 

F(X) en KF defini~ren weals boven. 
Nu nemen we een rooster A met determinant d (A)=1. 
Er is een punt P0 :/0 in A, zodanig, dat 

M;F(P 0 ).:: 1~E., 

met 
M = inf F(X) 

XE.A 
X ;i O • 

(1) Eerst voeren we nu weer een automorfie uit, waardoor het punt 
P0 overgaat in een punt P0 ' op x1=x2= •.. =xn. 

(2) De boven uitgevoerde translatie is nu overbodig. 

(3) We vermenigvuldigen nog met F(\ ') ,t.o.v. O, waardoor het punt 
0 

P0 ' overgaat in het punt E(1,1, •.. ,1). 
Nu hebben we weer een homogeen rooster .A~met determinant 

d(Ai = 1 n , 
F(P 0 ') 

en een straallichaam ¾(O, M ) = ~(O,M0 ). 

F(P~') 
0 en E zijn nu roosterpunten, maar dan ook E 1 en mE en mE' 

( m=1., 2, •.. ) . 

¾(O,M0 ) bevat slechts O als roosterpunt. Evenzo ~(E,M0 ) 

slechts E, algemeen KF(mE,M0 ) slechts mE. 
We krijgen zo een aaneenschakeling van straallichamen, die 

slechts roosterpunten bevatten op de lijn x1=x2= ••. =xn. 
Voor n=2 overdekt deze rij straallichamen een strook aan weers­

zijden van de lijn door Oen E, waarin geen roosterpunten voorkomen 
buiten deze lijn. 

Op meetkundige wijze komen we dan gemakkelijk tot het bekende 

resultaat .6.(KF)~ Vs, en wel zo, dat d(A) = V5 of d(A) ~ 2 V2 voor 



een toelaatbaar rooster. 
Voor n=3 komen we op analoge wijze tot het bekende 

van Davenport: D.(KF) G 7. 
Voor een roosterpunt (a,b.,c) buiten de lijn door 0 

\(a-m)(b-m)(c-m)I ~ 1-E- voor alle m, 

omdat het in geen enkel straallichaam ligt. 

MG 37 

resultaat 

en E geldt: 

De afstand van dit punt tot de lijn door Oen Eis de vier­

kantswortel uit ~((a-b) 2+(b-c) 2+(c-a) 2 ). 
Om de lijn door Oen Eis nu een cylinder te konstrueren, 

die geheel binnen de straallichamen ligt en dus geen roosterpunt 
bevat. De straal van deze cylinder r,:;; V1l~:3'10c., waaruit volgt, dat 
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Voordracht op 6 november 1959 
door 

Dr C.G. Lekkerkerker 
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De inhomogene determinant en de overdekkingsconstante van een 
:lichaam 

1. Zij M een verzameling in rl en Y het fundamentele rooster. n 
We gebruiken vectornotatie. We beschouwen homogene roosters 

/\=AY={Auluf-Yj 

en inhomogene roosters 

r = /\ +z = { Au+z ) u t Y 1 , 
waarbij z een willekeurig punt in Rn en A een willekeurige niet­
singuliere n ~n-matrix is. Deze roosters hebben determinant 

a(r) = a(A) = I aet A I . 

We noemen het homogene rooster A toegelaten voor M, als A geen 
punt io van M bevat; het inhomogene rooster r heet toegelaten voor 
M als r geen punt van M bevat. 

Op p.18 is gedefinieerd de determinant van M: 

( 1) [).. (M) = inf d ( /\) [ I\ toegelaten voor M ] 
(oo, als geen A toegelaten is voor M). 

Vervolgens is op p.22-24 bewezen dat, als M een sterlichaam en 
A(M) eindig is, een kritiek rooster bestaat, d.i. een toegelaten 
rooster A met determinant d ( /\) = b. ( M) . Hieronde r voe ren we twee 
11 inhomogene 11 grootheden in die te vergelijken zijn met (1). Ons 
doel is ender meer ook daarvoor de kwestie van het bestaan van 
11 kritieke 11 roosters te behandelen. 
Definitie. Een rooster A heet overdekkingsrooster van M als Rn 
overdekt wordt door de lichamen M+:x:, x c /\ . 

_Daar /\ symmetrisch t.o.v. O is, zijn de volgende beweringen 
aequivalent: 

1. /\ is overd. rooster van M. 
2. elk punt z behoort tot een der lichamen M-x, x e. A. 
3. voor elk punt z is r = /\ +z niet toegela ten voor M. 

Dan zijn ook aequivalent: 
1 1 • /\ is geen overd. rooster van M 
3 1 • voor gesohikte z is r = A +z toegelaten voor M. 



We defini~ren nu de inhomogene determinant 

(2) ti. 1 (M) = inf d(r) [r toegelaten voor M] 

= inf d(/\) [J\geen overd.rooster van MJ 
( co als geen r toegelaten is voor M) J 

alsook de overdekkingsconstante 

(3) C(M) = sup d(/\) [/\ overd. rooster van M] 

(0 als er geen overdekkingsrooster is). 
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2. Bovenstaande grootheden hangen nauw samen met twee typen 

minima, die we echter alleen definieren in het geval van ster­

lichamen. We definieren eerstJvoor een willekeurige verzameling M 

en een willekeurig rooster /\ , het inhomogene minimum 

(4) _µ,(M, /\) =inf/Ju [_;J. >O, /\ overd.rooster van ,,uM]. 

Zij nu S : f(x) ~ 1 een sterlichaam (f(x) een continue afstands­
functie, zie p,17 bovenaan). Het lichaam Sis gesloten, en het in­

wend ige van S t,iordt gegeven door S : f ( x) < 1. He me rken op dat het 
0 

gebruikelijk is om een homogeeen, resp. inhomogeen rooster toege-

laten voor Ste noemen, als het toegelaten is voor het inwendige S0 

van S (voor andere verzamelingen dan sterlichamen is een dergelijke 

definitie niet erg zinvol meer; vgl. [ 1 ] ) . Daar O inwendig punt 
is van S, zijn er overd. roosters. Dus r(S, A) is eindig. Als 

;;., > _,,u(S, /\), dan geldt voor elk punt z E:. Rn dat /\ +z een punt in 
JA-,S heeft, i.e. dat inf f(x-z)~,,u [xsA]. Dit geldt niet meer voor 

elk punt z als fo<J)v(S., /\). \Te hebben dus 

( 5) _µ(S, A)= sup inf f(x-z). 
ZE,H XE-A n 

Over deze uitdrukking valt het volgende op te merken. De func­

tie F(z) == inf f(x-z) [x E. /\] is periodiek mod A en semi-continu 

naar boven. Dus in (5) mogen we 

niet altijd waar dat bij elke z 

Inkeri [ 2 J geeft als voorbeeld 

Vervolgens varieren we A. 

( 6) µ( S) = inf fa( S, /\ ) _; 
- d(/\)=1 

11 sup 11 vervangen door 11 max 11 • Het is 
een x ~ A bestaat met f x-z ::: S, /\); 

I 2 2 hiervoor f(x) = x1 +x1x2 -3x2 I . 
We definieren: 

fi(S) = sup ,t<,v(S, /\). 
d(t\)=1 

Voor de grootheid fi(S), het absolute inhomogene minimum, is in een 
speciaal geval een schatting afgeleid op pp,31-36. Uit de gegeven 
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definities kan men door homogeniteitsoverwegingen afleiden (vgl. 

p.21): 

( 7 ) ~ ( S ). = C ( S ) - 1 / n 
' 

)l(S) = D., (s)-1/n. 

Deze formules zijn te vergelijken met 

7\(S) = a(s)-1/n, 

waarin het absolute homogene minimum A(S) gedefinieerd is door 

r-.(S) = sup /\(S.,·A ), 
a ( A)=1 

met 7\ ( S , A ) = inf f ( x ) = 
x=/-0 ,x &A 

inf '71. [11.>0, 11. niet toegelaten voor 'l\ SJ • 

In een speciale zin ziJn A(S) en )Z(S) continu, in afhanke­
lijkheid van S ( zie [ 3 J en [ 4 J ) . We gaan hier niet op in. 

3. i.Te formuleren nog eens enige eerder behandelde resultaten 
die we straks nodig hebben. Op pp.3 en 9 zijn gedefinieerde de 
successieve minima )l.i ( 1 ~ i ~ n) van een 0-symmetrisch, convex 
lichaam K t.o.v. het rooster Y. Algemener kunnen we invoer>en, 

voor i=1,2, ... ,n, 

(AK bevat tenminste 1 onafhankelijke 
punten van A J . 

Een eenvoudige relatie van Jarnik [5] luidt: 

Dit is bewezen op p.9 voor A=Y, en volgt voor het algemene geval 
door een affiene transformatie. 

We hebben verder een ondergrens voor het product der succes­
sieve minima, nl. 

( 9) n i lT "i ( K., A ) f: 2nd ( /\) /v ( K) . 

Voor /\ =Y is dit bewezen op p.14, onderaan. 
Tenslotte herinneren we aan het selectielemma van Mahler [3] 

(zie 3e stelling op p.24), hetwelk we aldus uitspreken: 

Lemma. Laten c 1 en c2 twee positieve constanten zijn. Dan is de 
verzameling der> roosters /\ , die toegela ten zijn voo.r> de bol 

!xi< c 1 en deter>minant d(A)~c 2 hebben, compact. 
We merken nog even op dat de essentiele stap in het bewijs, 

berustend op reductie van definiete kwadratische vor>men, is dat de 
roosters A een basis in een vaste bol lxl ~ c3 hebben. Uit het lem-
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ma en het feit dat de verzameling der roosters A J toegelaten 

voor een sterlichaam S, gesloten is, volgt dat een sterlichaam 

van eindig type een kritiek rooster bezit (p.24). 
Opmerking. Ook de verzameling der inhomogene roosters, toegelaten 

voor s, is gesloten. D.w.z. als r r-+ r en rr toegelaten, dan ook 

r. Anders gezegd: de functie ,,..u,(S,A,z) = inf f(x-z) [xE-A]is 

semi-continu naa r boven in /\ en z ( want II A +z toegelaten 11 houdt 

in dat J.J,(S, /\ ,z) i;; '1). 

4. We behandelen enige eigenschappen van de overdekkings­

constante C(M). Allereerst geldt 

Stelling 1. Voor elke l -meetbare verzameling M is C (M) ~ V(M). 

Bewijs. Om triviale redenen mogen we onderstellen dater overdek­

kingsroosters zijn en dat V(M) eindig is. Zij A een overdekkings­

rooster van Men F een fundamentaalcel van A. Daar F overdekt 

wordt door de verzamelingen M+x, x €. /\, geldt 

F = U {(M+x) ('\ F } . 
X f, /\ 

De verzamelingen rechts zijn meetbaar. Dus is 

d ( A) = V ( F ) t z.-:x 1:-, /',. V ( ( M + x ) n F ) = L x ~ /\ V ( M " ( F + x ) ) . 

De verzamelingen Mn (F+x) zijn ook meetbaar, en bevat in M. Dus 

is d ( J\) ~ V(M). Uit de willekeurigheid van /\ volgt dan de stelling. 

Bovenstaand bewijs is afkomstig van Bambah [4]. Het belang 

van de stelling is vooral dat hij een analogon is van de stelling 

van Minkowski: 6(K)~ V(½K). Merk op, dat nu geen convexiteit of 
symmetrie nodig is. Het kan gebeuren dat C(M) eindig is en V(M) on­

eindig; dit is bewezen voor het sterlichaam l x1x2 \ ~ 1 (vgl.stelling 
van Morimoto; [6], Kap.VI § 2). In geval van convexe lichamen is 

het quotient V(M)/C(M) begrensd, 

Over kritieke roosters spreekt zich uit 
Stelling 2._ Een begrensde, gesloten verzameling M, met O als inwen­

dig punt, heeft een maximaal overdekkingsrooster. 

Bewijs. Zij Been bol om Odie M bevat. 
Uit de onderstellingen volgt dat C(M) eindig en positief is. Krach­

tens definitie is er dan een rij overdekkingsroosters Ar (r~1,2, •.. ) 
van M, zodanig dat 

d( /\r) ➔ C(M) als r ~ oo. 



MG 42 

Voor deze roosters is uiteraard ,µ,(MJ Ar)~ 1, dus ook __..u(B, \,) ~ 1. 
Toepassing van Jarn::f.k 1 s relatie (8), met K=B, leert dan dat 

~n (B., Ar) ~ 2 ( r=1 J 2, ... ) • 1.·Jegens (9) is dus 

2n-1n~ ~(B,Ar)f 211d(1\)/V(B); 

wegens (10) betekent dit dater een constante c 1 > 0 is met 

(11) ( r=1, 2 J ••• ) • 

De roosters Ar voldoen dus aan de voorwaarden voor /\ in het 
lemma van Mahler, met deze c 1 en c2=C(M). Dan bevat de rij tAr} 
een deelrij, die convergeert, stel naar een rooster A • We bewe­
ren dat A een maximaal overdekkingsrooster is. 

We mogen onderstellen dat reeds de rij { /\r1 convergeert 
naar A. Wegens (10) is alvast d(/\)=C(M). Zij nu z een willekeu-

. t E .. t 1 2 r t rig pun • r z1Jn pun en x ,x , ... ,x , ..• me 

(r=1,2,, .. ). 

Daar M begrensd is, is ook de rij {xrJ begrensd. 
. r r Zij nu /\r=ArY, met Ar ➔ A, dan is x =Aru , met slechts ein-

dig veel mogelijkheden voor ur. Dus een limietpunt x van de rij 
{xr} is van de vorm Au, d.w.z. behoort tot/\. Daar M gesloten is, 

I 

is ook zE.M+x. Daarmee is bewezen, dat /\ een overdekkingsrooste;'r 
is, en het bewijs van de stelling voltooid. - ' 

Jf Hlawka [7] bewees bovenstaande stelling 
voor convexe lichamenJ en Bambah [4Jin het 
algemenere geval. Wij hebben hier Hlawka's 
methode gevolgd. Bambah laat aan 
het volgende voorbeeld zien dat 

l / 
~­

½ 
~I 

de begrensdheid svoorwaa rde niet -·····--1-. ___ . --,.----~.,.,...--,---1-•-½_.,,-_.· ___ j 
I / / '.,-'i'. -~ :// 1 I 

mag worden weggelaten: M de ver-; : ~-:::~:'- ~:~ : : 
, ,,. , 1/,i / ./ 0·~ • 1 

I 
I 

I 
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In dit voorbeeld is C(M)=1 en wordt door de lichamen M+(O,m) 

(m gehecl) juist de open st rook I x1 \ < ~ overdel{t. 
i.!el kan men, als M niet begrensd en C(M) eindig is, een rij 

maximale overdekkingsroosters van begrensde delen van M nemen, en 

zo een rooster /\ constr•ueren, zodanig dat d(!\)=C(M) en de niet 
door M+A overdekte punten een verzameling van de maat O vormen. 

5. He gaan nu de inhomogene determinant b. 1 ( M) bestuderen. 

Als M begrensd is., dan is zeker /1 1 (M)=O. Macbeath [ 8 J bewijst 
zelfs 

Stelling 3, ~ij M een verzameling in R en laat bij elke f >0 een 
n 

strook T, begrensd door evenwijdige hypervlakken., bestaan, zodanig, 

dat M \ T /:, -maa t < e, heeft. Dan is L\. 1 (M)=O. 
Bewijs. Zij c > 0 

/x1 ! j R., l:,-maat 

gegeven en laat het deel van M buiten de strook 

< ~ 1:, hebben. We beschouwen het rooster /\ met ba-
sis 

{ 1 t 2 3 n1 4Re, 1+Re .,e ., ... ,e J 

Zij F de fundamentaalcel van A, gegeven door 

I I , 1 
X --. -

i = 2 (1=3.,4, ... .,n). 

Zij verder F1 het deel van F buiten de strook jx1 j i R, F2 het deel 
van F 1 , overdekt door de vet0 zamelingen M+x, x E. /\ • Dan is 

d(/\\=t , V(F1 ) == ~ s, F2 meetbaar en V(F2 )" ~ E.. 

Dus F2 valt niet samen m'3t F1 . Nemen vrn nu een punt z E. F 1,F2 , dan 
heeft het in:1.omogene rooster /, +z geen punt in M. Daa r d ( /\)= t. en 

s willekeurig was, volgt hieruit de bewering. 
1ife kennen reeds een voorbeeld in R , waarbij ti 1 (M) een ein-n 

dige, positieve waarde heeft, nl. het sterlichaam S: Jx 1x2 ... xn1 ~ 1. 
Daarvoor is 8. 1 (s)~ {2n (zie pp.32 en 34). Anderzijds is 6' (S) 

eindig, omdat het inhomogene rooster I' der punten x met 

x1 = 2u1+1 (u1 geheel,. i=1,2,, .. ,n) 

toegelaten is.; daar het determinant 2n heeft, is dus /1 1 (S) i 2n. 

In het geval n==2 is 6'(S)=4, en zijn bovendien alle minimale toe­
gelaten inhomogene roosters bekend: het bovenstaande rooster r en 

alle roosters die daaruit ontstaan door een automorfie van S. 

Men kan gemakkelijk een sterlichaam Tin R0 aangeven, waarvoor 
L 

~ '(T) eindig en positief is en er geen minimale toegelaten roosters 
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zijn. Swinnterton-Dyer [9] geeft als voorbeeld 

( 12) T : ! x1 x2 i i 1 + 21 c. 

x1 +x2 

Het bevat het sterlichaam S : ] x1x2 \ ~ 1 in zijn inwendige. Als r .i'; 1 

is, dan is het inhomogene rooster r der punten r 
1 1 

X = ((2u1+1)(r+ r), (2u2t1)r) 

. -2 zeker toegelaten voor T. Want voor u1=u2=0 is x1x2=1+r en 
2 2 2 x1 +x 2 > r , dus x ¢ T J en voor de ove rige punten x van r is 

2 ·2 r I x1x2 ) > 3 en x 1 +x 2 > "I J dus evenzo x ¢ T. Verder is 

d(r) = 4(1+r- 2 )-+4 als r~oo. r 

Hieruit en uit de genoemde eigenschappen van S volgt dat ~ 1 (T)=4 

en dater geen minimale toegelaten r zijn. 

Men kan een eigenschap van de gewenste aard krijgen als men 

aan M een aantal tamelijk stringente voorwaarden oplegt. Als M een 

willekeurige, niet-lege, open verzameling is, dan verstaan we on­

der de buitenrand van M de afsluiting van de verzameling der pun­

ten x, die randpunt zijn van Men tevens randpunt van de doorsnee 

van Men het segment ox. Er geldt nu (zie [9]) 
Stelling 4. iij M een onbegrensd, open gebied en onderstel 

1°. op elke rechte door een punt van de buitenrand R van M 

ligt een punt van M. 

2°. Mis automorf, d.w.z. laat een groep van automorfie~n A 

toe, zodanig da t bij elk punt x s M een automorfie A bestaat, waa r­

voor Ax in een vaste bol I z!~ p ligt. 
Dan is ll 1 (M) niet nul, en als /J. 1 (M) eindig isJ is er een mi­

nimaal toegelaten inhomogeen rooster (met ecn punt in R). 

Bewijs (schets). Allereerst kan men uit de voorwaarde 1° en de 
voorwaarde dat M open is, door compactheidsoverwegingen, afleiden 

dat er een getal o > O bestaat met de volgende eigenschap: elke 

rechte door een punt x E.. R met ! x I~ f bevat een liJnsegment ter 

lengte J, dat geheel tot M behoort. 

Vervolgens kan men bewijzen dat 6'(M)=inf d(r), genomen over 

de toegelaten roosters r die voor elke t>O een punt x bevatten met 

X= AY, 1-;J1.11i-E., y E:. R. 

Wegens 2°. mogen we hierbij nog eisen IYI if· 
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Bovenstaande roosters bepalen homogene roosters die toege-

laten zijn voor de bol ! x I i r:5 • Dus is l 1 (M) niet O. Zij nu h. 1 (M) 

eindig en 1irJ een nulriJ. Dan bestaat een rij toegelaten inhomo­
gene roosters r = A +xr, zodanig dat 

r r 

1) Ar is toegelaten voor /x\~o en d(rr)=d(1\_J-1:i 1 (M) 

) r r r 
2 x =\Y met 1 :;i\r§:1+ er., IY I; f. 

Op de rij { Ar} pas sen we het selectielemma van Mahler toe. Ook 
geldt dat een deelrij van {xr} convergeert. Dit voert ons tot een 

inhomogeen rooster r = /\ +;c., met determinant d ( r )= .6. 1 ( M)., da t toe­

ge la ten is voor M, terwijl x f. R. Daa rmee is de stelling bewezen. 

6. i)e geven nog een toepassing van Jarn:fk 1 s relatie (8), met 

A =Y, en wel een bewijs van de stelling van Kronecker. In het een­

voudigste geval zegt deze stelling: als e een irrationaal getal is, 

dan liggen de getallen van de vorm u1e - u2 overal dicht op de ge­

tallenrechte. Algemener geldt 

Stelling 5. Laten men q natuurlijke getallen zijn, en zij n=m+q. 

Laten verder gegeven zijn q homogene lineaire vormen 

Onderstel dat den vormen L1 (x,1'x2 , ... ,xm), ... ,Lq(x1 .,:c2 , ... ,xm)., 
x1 ,x2 , ... .,xm onafhankelijk zijn over de ring der gehele getallen. 

Dan bestaat bij elk getal S > O en elk stelsel van q reele 

getallen 13 1 ,(3 2 , ... ,pq een roosterpunt u==(u 1 ,u2 , ... ,un), zodanig dat 

( 13) ( i::::: 1 , 2, ... , q) . 

Bewijs. Zij t_, een positief getal < i/n en zij r een nader te kiezen 

groat positief getal. ~ij P het parallelotoop, bepaald door 

Den vormen Li(x1 ,x2 , ... ,xm)-xm+i' xj zijn kennelijk onafhankelijk. 
Dus is P begrensd, convex en 0-symmetrisch, met O als inwendig punt. 

Laten we eerst eens aannemen dat P bij geschikte ke~ze vun r 
een atelsel van n onaftrnkelijke roosterpunten bevat. Dan is 
~ ( p) ~ 1. We gens ( 8) dus ;,i-( P) i ½n <. n, Dus Y is overde kldngs rooster 
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van nP. Dus bij elk punt 

z = (0,0, ... ,0,(31 :i(:32 , ..• ,f3q) 

bestaat een roosterpunt u met z+u ~ 11P. Dan is 

l Li ( u,1 'u2, · · · 'um) - Pi - um+i l 
= I Li(z1+u1, ... ,zm+um)-zm+i-um+il ~ n£,1< i: (1=1,2, ... ,q). 

\Je bewijzen tenslotte bovenstaande aanname, met een redene-

ring, in ander verband toegepast door Uenkow [10 , lemma 1] . De 

q vormen M. (x)=L.(x~,x 0 , ••• ,x )-x . zijn onafhankelijk:i en krach-l i I L m m+i 
tens de veerwaarden van de stelling is g~~n lineaire combinatie 

=n.Ml.(x) (n. geheel, niet alle 0) een verm met gehele ce~ffici~n-
l l 

ten. We kiezen neg m-1 vermen M ~(x), ... ,M ~(x), zodanig dat eek 
q+ I n- I 

het tetale stelsel de zejuist genoemde eigenschappen bezit. Bij 

een willekeurige gehele vorm M (x) bestaat dan een positief getal 
0 

t 0 ~ 1:;1 , z6 da t het para lle lotoop 

(i=0,1, ... ,n-1) 

geen roosterpunt u/0 bevat. Kiezen we een roosterpunt u/0 in de 

strook IM. (x))< 1:, (i=1:i2, ... ,qL dan is dus zeker M (u)/0. 
l O 0 

Door dit herhaaldelijk toe te passen, steeds met geschikte 
'd .. t t 1 2 n. d t k vin en we een riJ roes erpun en u ,u , ... ,u in es roe 

jM1 (x))< t 1 (i=1,2, ... 3 q), opvolgend buiten de vlakl{en 
u11 u,12 x1 

u21 u22 x2 = 0, enz. 
u31 u32 x3 

(~ierbij ziJn u 11 ,u21 , ... 3 u111 de coordinaten van u1 ). Dan zijn de 
ui enafhankelijk. Voor geschikte r liggen ze in het parallelotoop 

(14). Daarmee is de aanname bewezen, en het bewiJS van de stelling 

voltooid. 

Gewoonlijk wordt stelling 5 ruimel." geformuleerd (zie [ 6 J , 
Kap.VII,~ 2). Men laat dan de onafhankelijkheidsvoorwaarde voor de 

vormen L. weg, maar eist dat Y-n./3. een geheel getal is telkens 
l l l 

als L n. L. een vorm met gehele coefficienten is. Deze vorm van de 
l l 

stelling kan gemakkelijk tot de vorige teruggebracht worden. 
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