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Cursus "Lie-groepen in meetkundige behandeling"

te Eindhoven
door

Prof .Dr H. Freudenthal

1e voordracht: maandag 5 oktober 1959

1. De reé&le getailen vormen een (commutatieve) groep G t.o.v. de
optelling a+b;
0
speelt de rol van de groep-één, en
-3

die van inverse van a. Maar tevens bestaat er in het gebiled vgnvde
re€le getallen édn limiet-begrlip, en de groepoperaties !

a+b en -a
zljn continue operaties t.a.v. dit limiet-begrip, d‘w.z.
lim (an+bn)

lim a, + lim bn s

lim (-a,) = - lim a_ .
Zulke combinaties van algebralsche en topologische begrippen (gﬁoep
en limiet) bestudeert men onder de naam "continue groepen'.

De vermenigvuldigingsgroep G' van de positieve getallen is een
ander voorbeeld. Tussen G en G' bestaat een isomorphle, die bijv.
door de functie '

£(x) =
wordt tot stand gebracht. Inderdaad doet f(x) aan de som van twee
getallen het product beantwoorden, is dus een homomorfe afbeelding
van G in G!', en met ziet gemakkelijk in, dat deze relatie eenduidig
en omkeerbaar is. Tevens is f in beide richtingen dbntinu (ja, zelfs
willekeurig vaak differentieerbaar) - iets waarop mé&h big continue
groepen ‘veelal prijs stelt.

Laat men % nu alle complexe getallen dborlopen, dah dobrloopf

X alle compleXe getallén #0, terwijl ook wéer aan de som het product
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beantwoordt. Die functie levert dus ook een homomorfisme van dg
optelgroep der complexe getallen met de vermenigvuldigingsgroep
der complexe getallenv¥0. Dit homomorfisme 1s ook weer eenduildig
en continu, maarihet is geen isomorfisme; de origineelverzameling
van de 1 bestaat immers uit alle getallen 2win (n geheel), dus in
elk geval uit meer dan de O,

e* beeldt speciaal de optelgroep H der imaginaire getallen op
een ondergroep H' van de vermenigvuldigingsgroep der complexe ge-
tallen af, nl. op de ondergroep der oomplexe‘getallen w met
/w/=1, de "eenheidsclrkel”; ook dit homomorfisme is niet omkeer-
baar eenduidig: de imaginaire as wordt als het ware oneindig vaak
over de eenheidscirkel gewikkeld. I.p.v, eX kan men ook eiX be-
schouwen, waardoor dan de optelgroep der reéle getallen wordt af-
gebeeld op de vermenigvuldigingsgroep der getallen /w/=1.

Nog algemener kan men de afbeelding

£(x) = %%

beschouwen (met willekeurige vaste «) - eveneens een homomorfisme
van het additieve naar het multiplicatieve.

2. Men kan in de exponent van e ook cen kwadratische matrix
(1in.afbeelding) schrijven

g N
eA-.:;O:%T

is zinvol, omdat de optredende matrix~producten en - partiaalsome
men zinvol zijn en de reeks, zoals men gemakkelijk ziet,; conver-

geert voor elke keuze der matrix A: eA is natuurlijk weer een mé-
trix. . 0

(0 = nulmatrix, 1 = één matrix).
Nu geldt echter

niet meer onvoorwaardelijk, Wel is deze formule juist, wanneer
AB = BA is. Want

‘ d ;.~-tA_tA+B
Tple” e ) =0 ¢



L.Gr. 3

dus e FRVATE _ (onstant matrix C,
die (na substitutie t = 0) = e° blijkt te zijn, waaruit voor t = 1
volgt: e~h ATB _ B s
dus (voor B = 0) eh ef =
en algemeen eA+B = eA eB .
Speciaal geldt dus ook
e(s+t)A _ oSA+tA _ sA tA ,

omdat sA en tA verwisselbaar zijn.
Hieruit volgt dat £(t) = oA
een homomorfe continue afbeelding van de optelgroep der reéle

getallen t op de vermenigvuldigingsgroep der matrices etA is.
Speciaal (voor s = -t) A A

e e = 1 r}
of eh (eA)'1 .

Wij hebben hier dus minder triviale voorbeelden van homomorfe
voorstelling der optelgroep. Tussen de eigenwaarden A van A en A
van eA bestaat het eenvoudig verband A= eA .

Vat men de n-bij-n matrix A als afbeelding in zichzelf van
een n-dimensionale ruimte op, dan is e cen van de "tijd" ¢t af-
hankell jke afbeelding van dezelfde ruimte, dus een schaar trans-
formaties (die tevens een groep vormen), die voor t = O de hele
ruimte met rust laat. Het "snelheidsveld" van deze schaar voor

t = O wordt door differentieren naar t verkregen,

4 _th _ , At .
-d——,&-e = Ae 3

A is dus zelf niets anders dan het snelheidsveld voor t = O,

We kunnen zelfs in een o -dimensionale ruimte overstappen,
bijv. in die, waarvan de punten zijn, de functies ¢ van een reé&le
veranderlijke x, -00 <X < +00 . De substitutie x —+x+t induceert een
afbeelding > . in deze ruimte

=, (9(x) = g(xst),

en deze Ezt- en geven weer een homomorf beeld van de optelgroep
der t-en

R {et)}}= 2 {plert)} = g(xeset) = 3,0 o(x),

s+t
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Ook hier kunnen we van een Shelheidsvector (bv. voor t = 0)

spreken,
d

d
e §:t( ¢(x)) = g p(x)
(dit is dan echter niet voor alle ¢-en gedefinieerd).
In beperkte mate lukt het zelfs weer

tA _ . d _ 4
e’ met A = (a—,&- Zt)’c=0 = 3%

te vormen, dit zou zijn

n n
t t d \n
=Z g A =T g (&)

en toegepast op een functie ¢ (x):

n n
i B o)

(bij reguller analytische ¢ : reeks van Taylor). We hebben dus

weer t d
Ty =8 g

(wat echter niet voor alle ¢ zinvol eh juist is).

‘Men kan deze voorstelling van de optelgroep in een oo «~dimen-
sionale ruimte nog in een ander verband zien: Voér een ultgébreide
functieklasse is de relatie

® 1 o ix
Py = o= é eIV 4 (x)ax
T -

5

tussen ¢ en q*eeneenduidig:,

Qo .
o(x) = == [ 7 My)ay.
-0

Vor

We schrijven ook kort

Op welke wijze vertaalt Z nu de groep E:t van de ¢ -taal in de
¢*-taal?

w .
T o= e~ 1(x+t)y My)dy -
Al -~ v
1 P _ixy « ity ..
= ez e (v) e dy
7o 4 /

= 27 (¢ (5)e*),

dus als dé ¢ -en de transformatie 2 . ondergaan, ondergaan de
#*
¢ -en de transformatie
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P (0% (y)) = ¢pX(y)et™,

dus de vermenigvuldiging met eity; en de Pt geven een nieuwe vVoor-
stelling van de optelgroep, waarvan het snelheidsveld voor t = O

is de vermenigvuldiging met 1y, dus

dp
( t) .
at t=0

- ality
en Pt = e .

3, De tot nu toe behandelde groepen (voorstellingen van de
optelgroep) noemt men éénledig. We behandelen nu algemenere.

We denken ons een groep G van n-bij-n matrices, die binnen de
verzameling van alle n-bij-n matrices een r-dim varieteit vormen,
dwz. in de omgeving van elk element aoe;G kunnen we re&le of .com-
plexe parameters Tq,...,TP invoeren, waarvan de groepelementen een-
eenduldig afhangen; deze afhankelijkheid wordt bovendien twee keer
continu differentieerbaar met functionaalmatrix van de rang r ver-
ondersteld; in elk punt ao bezit G dus een r-dim lin raakvarietelt,
en deze raakvarieteit hangt weer continu differentieerbaar van a
af.

0

Zulk een groep noemen we een (re&le of complexe) Lie-groep en
wel omdat de elementen lin.afbeeldingen zijh, een lineaire Lie-~
groep,

Voorbeelden: qu alle n-bij-n matrices a met det a # 0, als
parameters kan men de matrixcoefficienten zelf kiezen.

G2: als Gq, maar met det a = 1; een der genoemde parameters
is overbodig.

G,: de orthogonale n-bij-n matrices; dus aa' = 1 (a' = gespie-
gelde van a). Zoek zelf geschikte parameters!

Gy: de unitaire n-bij-n matrices; dus a arl = 1,

G5: de matrices (1 m)

O B
Gg: de matrices ( el®*t o )
C &,B, t regel . 0 eipt
Opmerking: Zijn Ay 3 relatief onmeetbaar, dan komen voor geschikte

willekeurig grote t deze matrices weer in de buurt van (1 O)
0 1

terecht (dus ook van elk ander element); nemen we echter in een om-
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ge@ihg van zulk een matrix alleen die op met weinig afwijkende %,
dan valt ook dit voorbeeld onder het gedefinieerde type. De exacte
formulering brengen we later.

4, Uit zulk een r-dim groep G pakken we nu een schaar 2y,
die twee keer continu differentieerbaar afhangt van een parameter
t (niet noodzakelijk een ondergroep); we veronderstellen verder
a_ = 1, Van deze schaar vormen we weer het snelheidsveld voor

o
A=<dat) ‘
dt /t=0 ~?

t= 0, dus
zoiets heet een infinitesimaal element van G. De verzameling T
van alle mogelijke inf.elementen van G heet de inf.groep van G.
' zal blijken volgende bijzondere eigenschappén te bezitten:

1. [ is een r-dim 1lin ruimte (de raakruimte van G in 1),

dus
1.1 Ael — xAel (o getal)
1.2 A,Bel" — A+Be T
1.3 Er zijn Aq,,..,Arer‘ met

1.3.1. A =Z°<v A voor elke AeTl
1.3.2. 2a,A, =0 — alle o, = O,

2, Ael , Bel" — [A,B] = AB - BAETI

[A,B] heet infinitesimale commutator van A en B. Op twee bijzon-
dere eigenschappen van de commutator wijzen we meteen:

[4,B] + [B,A] =0
[[A,B] c]+[[B,c], 8]+ [[c,a) ,B]=0
(de tweede heet ook de Jacobirelatie).

Elke verzameling [ , die aan 1-2 voldoet heet een (re&le of compl.)
Lie-ring. We weten dus: elke inf groep is een Lie~ring.

5. We bewijzen het gestelde
da

1.1, Is A —(-—49) dan is «A —( da“t
P - dat / 0 ° - at / o

| (dat ab, o
1.2, Is A = Tﬁf) o’ B =('ETT o’ dan 1s ook c(t)=a(t)b(t)

eén toegeélaten schaar en
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de a db
('ar>o-(d)»o+dt o=4*BE.

1.3. We stellen in’a(rq,...,tp) de T,= t en de overige = O,

(a(o,...,O) = 1)'
_ rda _(2a
Av" a-f)o'"(aty)o :

1.3.1. Voor een willekeurige kromme c(t) = a(tq,...,rr)

"q;=¢Jt) met ¢,(0) = 0 (alle v ) geldg dan
_rdey EE ¢y) _
A= (gg) =2 Drv)o(dt 0= %A,

1.3.2. De afbeelding van de T -ruimte in de ng—dim ruimte

der n-bij-n matrices bezit een functionaalmatrix met de rang r;

de r raakvectgren Av zijn dgs onafhankell jk.
a A
2. A = (-———t-)o B =(%Et')o . We vormen de commutatorschaar

dat
_ -1, -1 . -1 _ .
Cp = atbtat bt £ G, Uit a,a, = 1 volgt door differentieren
-1
da . da
-1 T _
T % Y g =0 (1)
* da da.
) o - (%)
dus (dt o= "\a /o (2)

en door (1) nog eens te differenti&ren

2 2 -1
2 L - =2"‘"o=2A’(3)
dt</ o dt 0 dt

en hieruit ‘
(g.g_) -0
o]
en volgens (2) en (3):
(dzc) =(d2a) +( d2b> +(d2a"") N
a6/ o \at?/o \dt2/o at° /o at2 /o
+ 2AB - 2A° - PAB - 2BA - 2B° + 2AB
’ = 2(AB - BA),

Definieert men een nieuwe schaar
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2
kS = ct door s = t°
dan wordt
(dks) , doy, (d20t>
= lim ———— = 5 = AB - BA
as/o ¢L0 2% dt N\ 48270 ’
dus [A,B] en .

6 Voorbeelden.
. I' bestaat uit alle n-bij-n matrices A, want det e® 4 0

tA d _tAy _ tA
voor klelne t, dus e™ € G, ern(—E-e )o = (Ae )O = A,

b » BT d —
GE' Uit d?t)at—1,(v?lgt 3T det a, = Qfmﬁys
d ' t t P
(aﬂezi"‘ﬂ,v,, . —(Z+0< e oev) Z( $+),=0

"4 n o

(want ggg) = 0, of 1 naar gelang ufv , of u=v ).

Dus spoor A = X (A) = O voor alle Ael* . En omgekeerd: Is X (A) =
en zijn de A, eigenwaarden van A, dus > A= 0, dan zijn e ¥ die
van eA, dus det e® = 1. Dus I de verzameling van alle A met
X(A) = O,

G3; Uit a,al = 1 volgt ( )O + ( )O = 0, dus A + A' = O,
dus alle Ael" scheefsymmetrlsch En omgekeerd Is A scheefsymme-

trisch dus A + A' = O, dan is
v

A v ~tA
() = (EE W) =% E(en)” = o7
tA\ -1
=(e) )
dus etA orthogonaal. Dus ' = verzameling der scheefsymmetrische A.

Voor het geval n=3 zijn U deze transformaties al als "infini-
tesimale draaiingen" bekend:

0

Ax kan dus worden geschreven als uitprodukt [u,x] s waar u de draai-
asvector is. (Deze [...] niet met commutatorhaken te verwarren!),

Gy: Analoog blijkt: ' bestaat uit de matrices met A + KT =
oftewel iA = (iA)T - dus Hermitische matrices maal i.

. OP)
G5i ' bestaat uit de (kO ¢
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In alle gevallen kan men de Lie-ring-eigenschappen gemakkelijk
verifiéren. Speciaal is bij G3 voor n = 3 met A als boven en

0 - v3 Vs
B = v3 0 -v,‘
-v2 V,1 0

=[u,x], By = [v,y] , dus

[A,B] Z =AB 2z - BA z = [u[v z]] - [V [u zI}:[[u v] z] )
dus bezit {A,B] als draaiasvector [u,v] . (Achteraf blijken beide
soorten [...] equivalent te zijn.)
Ga nog na, wat de relaties tussen de eigenwaarden van A en e
bij de afzonderlijke voorbeelden betekenen! .
Een Lie-ring in een oo -dim ruilmte komt in de quantenmechanica

A

voor:
£(x) —s £(x)
pf(x) —s ad" £(x)
: £(x) — x £(x)

[A B] [a,6] =0, [B,c] = A,

De bijbehorende groep bestaat uit de afbeeldingen

£(x) —s aeP¥r(x+c).

7. De betekenis van [" voor G blijkt alvast uit het volgende:
-7

We differenti&ren a, € G voor t=t . Nu 1s bt = at at weer een
kromme in G, maar tevens bto = 1 dus (—zg= db) ®dus (—Trjte. atf’.
En omg?ggegd: Is A.ef‘, dus A = zekere (dt %;, dan is voor 1edere
a : (*"EEE")t = aAe al, Dus is de raakrulmte van G in elk
punt a ¢ G vagtgelegd, nl.

=alfl .

Uitgaande van G kunnen we " en hierbij ers vormen, Is dit weer = G9

Heel gemakkelijk kan men meteen zien, dat e ¢ G is.

da
Zij A = (dt ) eI, dus ay =1+ tA + t e(t), waar lim € (t) = O voor
t->0. Nu is eveneens in G bevat

(84/m)" = (1 + &/0 + (1/0)e(1/n))",
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en dit nadert voor n—»w tot eA, wat dus ook in G bevat moet zijn.

(Dit bewijs heeft het nadeel, dat het niet zo gemakkelijk uit-
gebreid kan worden in een richting, die we later nodig zullen heb-
ben.) We kunnen ook als volgt redeneren:

De schaar bt = etAkis volkomen gekenmerkt door de differen-
tiaalvergelijking
dbt b
dt t
met de beginvoorwaarde
bO =1,

die uniek oplosbaar is., Wat we moeten aantonen, is dat die oplos-
baarheid reeds binnen G geldt. De raakruimte van G in a is al ,
dus is er in elk punt a< G een richting %% = aA in een raakruimte
te vinden; het richtingsveld
dat

CEE

gelegen op de groepvarieteit G is dus binnen G integreerbaar en on-
der meer is er een oplossing met ay = 1.
Hieruit volgt bt = at,'dus etAe G.
Wat we hier voor A hebben gedaan, geldt voor alle elementen
van [' , en nog meer: Zij (als }n 5.1.3)
A, = (ég%)o, Ve A, 0ia,r
eéh basis van [,

ZG—VAV = 1 +ZG’V AV + eee

is een punt
= - A
a(Tq,..o,TP) = 1 +§-‘v“y+ “os

van G, Dit leidt tot een afbeelding in de buurt van (O,.,.so)

(G‘/I’oanjﬁ-r‘)_'"}(q:/lj"“""“:r)

met fuhctionaal-matrix 1, dus een "1-1-afbeelding op". Dus stemmen
ep en G in de buurt van 1 overeen,

We kunnén gé Gﬁ"“"gr als nieuw parametersysteem in de buurt
van 1 gebruiken + een "kanonisch" parametersysteem. G wordt hierin

vodrgestéld door s.6,A,
e .

In de nieuwe parameters is G zelfs analytisch.
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G wordt in de buurt van 1 overdekt door eenledige ondergroepen
’ tZG'VAV
e P)
zodat er door elk punt # 1 precies één gaat.

Tenslotte is gebleken, dat G (in het klein) door ' volledig
is bepaald. :

Over heel G hoeven deze dingen niet te gelden,
Tegenvoorbeeld: G bestaat uit 2-bij-2 matrices met det = 1, waar-
bij ook complexe coefficienten kunnen worden toegelaten. [ bestaat
dus uit de A-en met X (A) = O. Bezit A gelijke eigenwaarden, dan
moeten deze dus O zijn, die van e dus peide 1. Zij a = ('g “1).

a kan niet op de diagonaalvorm worden gebracht. Was nu
a = et (Ae ), dan zou hetzelfde voor A gelden, dus zou A gelijke
eigenwaarden hebben, dus beide = O, dus zouden die van a beide 1

zijn, terwijl ze in werkelijkheid -1 zijn. Dus is a¢ ef1

8. We beschouwen nu twee 1lin Liesche groepen G en H en eéen
homomorfisme © van G in H, waarvan we nog veronderstellen, dat hij
ook twee keer continu differentieerbaar is. 8 induceert een lineaire
afbeelding van de raakruimte ' van G in de raakruimte A van H, en

wel beantwoordt aan
d

a
A()ef‘

BA = (‘EPE"‘) A

Maar eveneens beantwoordt aan

da,b.a, b, "]
[A,B:]= = ( : ztg : )
~ae(aba, b, )
0 [4.8] = 3 (— )=
L Ale) ORI Eay) T or) T
- ° dt2 °
= [ea,8B].

& is dus niet alleen lineair, maar ook ring-homomorfisme,

Een O , die een ' op een A lineair afbeeldt zodat [en, 9B ] =0[A, B]
wordt algemeen een homomorfisme van inf. groepen genoemd.
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Is © %.o.ﬁ. G —H een isomorfe afbeélding resp. een afbeel-
ding op, dan geldt hetzelfde t.o.v. = A . |

Speciaal beschouwen we de inwendige automorfismen van G. Bij
elke ¢ hoort een inwendig automorfisme van G

a ~>cac"1, (1)

dat we ook ¢ noemen, dus
Ca = cac“q,
De € vormen een groep 6, de geadjungeerde groep van G. Yant

~ 4 -/l -'-/\ —’] Y .
cq(cza) = c,‘(czac2 )c1 = (cch)a(cqcz) = ¢ Coa,

dus ~ o~
¢Cy = ¢ Cp, (2)
d.w.z., het product van twee elementen van G is weer 1in G. Verder
is 7 het éénelement van G en wegens
e = e = 7
~
is ¢~ ' het inverse van ¢.

Door ~
C > C

is G op @ afgebeeld, en dit is een homomorfisme (zie 2). De kern
van dit homomorfigme is het centrum van G.

Het automorfisme (1) van G in G induceert een ringautomorfisme
van " in " , te weten: is

da
A=(_a_ﬁ’°>
Q ’ =~
dan is d(ga, ) d(ca,c da
) () (e
“\TEE ), T d o T S\T@E/ ) v
dus 1
CA = chAc ',

Dat ¢ een automorfisme is, is ook direct te zien, b.v.

c[A,B]c—,l c(AB-BA)c"q = cAc'chc"1—030—10Ac—1=[oAc'1, CBC~1].

Deze ¢ ("= ') vormen weer een groep, die we ook weer de ge-
adjungeerde groep van G (precieser de lineaire geadjungeerde groep)
en ook weer met & aanduiden. Als boven geldt (2).

DaaE G een groep van lin.afb. van ' in ' is kunnen we er die
algebra [' van trachten te vormen. e kiezen dus een kromme Et in G

~ e de -
met ¢ _=1 en (——L) = C en vormen (g:i = C ,
e} at o at o

(dé’t‘) (d"c’tA) (d(ctAct_/l))
Tt/ A= \ge ), \Tag——/, = Ch - AC,
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dus | ]

~t

Uit deze afbeelding C van ' in P is ' gevormd.

We kunnen dit proces generaliseren., I.p.v. inwendige kunnen
we willekeurige automorfismen van [ beschouwend Zij et een schaar
van automorfismen van ' met © *1 Dan is O = ?Eij geen automor-
fisme van I' , maar uit

e [2,B]=[6.4,08]
volgt door differentiatiev
afAB]=[Qa,B]+[A,0B].

Een lineaire operator met deze eigenschap heet een inf., automor-
fisme of een derivator. Uiteraard is ook ¢ een derivator. Dit is
ook rechtstreeks te zien

¢[a,B] = [EA,B} +[A,6B]
is namelijk niets anders dan de Jacobirelatie.

Dat de € een Lie-algebra vormen, is ook weer direct te zien:

(«)A= w(CA-AC) = (xC)A-A(xC) =[xC,A] = (XC)A,

(Cq+02)A = C,A+C A = C,A-AC, + C,A-AC,
= (C4H0,)A - A(C#0,) = 0,C,A
[01,02]A = cheA cgch = [Cq,[C2A1}~ [cg[cq,A]]=

T
(Jacobi) [[chQJ,A) = [01,02] A.
Tevens volgt hieruit, dat
¢ —C

een homomorfisme van I' op [ is.

9. We gaan nu ult van een willekeurige Lie-algebra ' van 1lin.
afb. We laten zien, dat hierbij een Lie-groep G hoort, die I' als
inf. algebra bezit., Uiteraard trachten we G uit eP te construeren,

Uit a

& (etC

—tC)

Ae tCAe-tC]

= [Cse
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volgt door herhaalde toepassing en reeksontwikkeling

2 LY
eCp ot a4 %%-[C,A] + %T-[C,[C,A]] Fi.. = e,

dus o ,
e = eaeCer, (1)

Straks hebben we nog nodig -

A s ~ ¢

k=f eCas =1+ 0.6+ 102 4., =]
o 2T~ T 3T G

K is 1-1 voor kleine C. Precieser: wil det K =0 zijn, dan moet
eenh eigenwaarde van K verdwijnen. De eigenwaarden van K dﬁukken
zich in die van & als volgt uit: zijn A die van G, dan zijn
e/;ﬂ die van K. Dus alleen eigenwaarden 2nw i van C kunnen tot
verdwijnende van K aanleiding geven. We kiezen in [" een bolomge-
ving U van O zodat voor Ce U geldt: alle eigenwaarden van ¢ zijn
absoluut < 2w ., Voor Ce U is K éénéén.

We vormen de variéteit eU en tonen aan, dat in elk 21Jner
punten e (Ce.U) de tangentiaalruimte net (de gewenste) efr is.
We trekken door e een differentieerbare kromme (%) met c(t)e U,

c(0)=C. Ve tonen aan, dat ()
C

(4 —) eefr.

-sC(t) 2 sC(t) _

=5 =

Stel: e Y(t,s),
differentiser dit naar s (onder verwisseling van de differentia-
ties naar s en t):

oY e-SC(t)C(t)

2L eSC(t) | -sC(t) 2 (C(t)esc(t))

0
i
- e=50(8) ga(s) 50(8) ¢

(wegens (1)). Integratie naar s geeft

¥(t,1) = gﬂ o=SC(t) %% (t) SC(t)4q ¢ ",

dus (6)
d _Clt C
(a—_'t— e )Oe e F N
We tonen verder aan, dat bij geschikte keuze van C(t) (met
¢(0)=C) de varisteit e°I' uitgeput wordt.
Stel C(t) = C + tB. Dan wordt
1

-C , 9 C(t) -sC,_sC ~SC
e (at ) = ¥Y(0,1) = g' e "YBe~ds = é'e ds B
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en dit doorloopt (blj viaste ¢) met B de nele r; ihdied Ce U
blijft (zie het boven gezegde over K). Dud doorloopt

d c(t) C
(gxe )o heel e’ [ .

We weten nu, dat eU in elk zijner punten eC een variéteit is
met raakvariteit eI’ . We tonen nu aan: Voor elke Ac U is er een
bolomgeving V van O in ' zodat

eAeVC.eU

is, Stel
o(t) = e B,

Dit voldoet aan de differentiaalvergelijking

delt) _o(t)B (2)
met beginvoorwaarde
c(0) = e, (3)
In elk punt eC van eU kunnen we de richting eCB ult de raakvarié-

U U

telt ecf' van e .voorschrijven, Dit vectorveld op e  kuntien we op

el integreren tot eeéti oplo8sing van

a_ C £ ).

3T ( ) = eC(t)B (4)
met . c(0) = A, (5)

Precieser (4-5) heeft een oplossing (0 £t ¢1) voor voldoend kléine
B, zeg B¢ Zekere V, die van A afhangt. De oplossing is uniek; dus
(vergelijk 2=3 met 4-5)

c(t) = eC(t)e eU,
c(1) = €(Ne U,

eAeBE. eU

A oV U

Ce
Merk verder op, dat met ac e
eisen, dat U=-U.
eU is nu, wat we een groepkiem zullen noemen; in eU is ab'1
niet onbeperkt gedefinieerd, maar bij elke a ik voor b een omgeving

van 1 toegelatéh. We moeten eU

U d U

ook a 'e e, indien we van U

tot een groep G uitbreiden. G is al-
gebraisch geiefinieerd, als de door eU voortgebrachte groep. We
moeten G nog topologiseren. Dit geschiedt door de éié; dat in de
buurt van elke a€ G de topologie van an heerst. Precieser:
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Laat b, en b, lin.afb. met det b,#0, det b#0 zijn. Dan is

1 2
bqu}steU open in bqu en in bgeU. Immers, zij ae:bqurnbEeU, dan

is bi'qa ceV, dus is er een V, als daarstraks met bi“1ae 1eeY;

noemen we V de kleinste onder de Vq,vg, dan is aévc biev, dus

aeV< b eVn bgev, maar dan 1is aeV een omgeving van a, die in

b eVr\ggeV ligt.
Hieruit volgt: is M open in bqu, dan is Mr\b2e

We stellen nu vast: een verzameling M van G heet open, als zijn:

doorsnede met elke ael (2ae @) open is. Dat is een topologie in G,

U de daar reeds aan-

L U

U open in bee .

.die op grond van het voorafgaande in elke ae
wezlge topologie induceert.
G wordt op deze manier een analytische vari&teit en een Lie-

groep met kiem eU, dus met de infinitesimale algebra ' ,

10. We laten nog zien: Ieder ringhomomorfisme ©, €'c A, van
inf.lin. Lie-groepen laat zich uitbreiden tot een homomorfisme van
bijbehorende kiemen. (Over de hele groepen hoeft dit niet te luk-

ken:) We vormen . (A N
A= voor Ae .
0 o(A)

De A¥ vormen eén nieuwe inf.ring, die volgens 9 tot ¢en kiem kan

worden uitgebreid, bestaénde uit de
A

A* e 0
© ='( ¢ ee(A)) .

We hebben dus bij voldoende kleine A en B een C met

eAeB = &°
8(8) 8(B) _ 8(c)
Ay _ _8(a) . : o
Definiéren we 8(e) = e , dan is © een homomorfisme van de kie-

FiY
men, e(ep)c.e . Is © een isomorfisme resp. een afbeelding op t.o.v.
f—A, dan geldt hetzelfde £.0.v. e e

"11. Ve weten nu, dat groepkiem en Lie-ring elkaar wederzijds
bepalen en wel zo dat aan isomorfe weer isomorfe beantwoorden, Er
geldt echter meer:

Z1j " een abstract gegeven Lie-ring (dus niet uit lineaire
transformaties van enige ruimte bestaande), d.w.z,
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1., ' 1s r-dim.lin.ruimte,
Q.Erﬁinﬁﬁm”mmmmt”[.n,”.j1mt
2.1 (44,B] = «{A,B]
2.2 [a+2,,B]=[A,,B] +[4,,B]
2.3 [4,B]+[B,A] =0 |
2.4 [[a,B],c] + [[B,c],a] + [[c,a] ,B]= o,

Dan is |’ isomorf met zekere Lie-algebra van lin.trsf, van zekere
1in.: ruimte.

We bewijzen dit hier niet. We beschouwen in 't vervolg alleen
Liegroep-kiemen en Lie-algebra's van 1lin.trsf.

12, Is [" de inf.algebra van G, A een subalgebra van [ (d.w.z.
[ A,A]c A)en H de bij A horende Liegroep, dan is uiteraard HcG.
Op een voldoende kleine kiem is de topologie van H de door G gein-
duceerde. In het groot hoeft dit niet te gelden.
Voorbeeld: '

it
e 1 0
G de groep van de it2 B t,‘,t2 reéel,
0 e

eims 0
Hou " " "( o lps/, aéﬁ vast reéel,

onderling onmeetbaar,

s variabel reéel,
Volgens de in H vastgestelde topologie zijn die elementen van H
"vlak bij 1", waarvoor |s| klein is. Er zijn echter voor elke & >0
willekeurig grote s met ]elds-1]< € én lelﬁ§3-1 < & te vinden, en
in de . zin van G bevinden de hierbij horende elementen van H zich

ook in de buurt van 1.
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13, Op algebraische wijze krijgt men dus sinusgroepen (kiemen)
van de gegeven Lie-groep G. Men krijgt zodoende zelfs alle in het

klein afgesloten ondergroepkiemen van G (nadef te preciseren):
z1ij G de Lie-groep en eU een kiem van G. Van Hc G wordt ver-
ondersteld:

1) H is niet leeg, afgesloten deel wvan eU,

2) uit a,be¢ H en ab PN volgt ab qe H.

We tonen de existentie van een subalgebra A van I’ aan, zodat H en
A’YU in een omgeving van 1 met elkaar overeenstemmen,
A wordt als volgt gedefinieerd: A ¢ A dan en slechts dan,

als er een rij Anei’ bestaat met

A
n .
a,6 = e ¢H en lim a, = 1,

en bovendien een rij positieve getallen . met
1im “nAn = A,
Merk op, dat lim A =0. Verder: is A#0, dan moet noodzakeli jk

lim X =00 zijn.
In deze definitie hadden we ons tot rijen natuurlijke getallen

kunnen beperken. Immers, met p = [dn] is (voor A#0) lim DA, =
= 1lim unAn+lim(pn—an)An, en de laatste limiet is O, A

e bewljzen: voor alle Ae¢AnU 18 e ¢ H. A = 1lim pnAn’ e "eH
(zie boven). Verder e ¥ ' = (e n)pnﬁaH voor bijna alle n, dus wegens
de afgeslotenheid van H ook lim epn no- eAe,H. Hierbij is de bewe=
ring (e n)pneH (bijna alle n) instructief te bewijzen: Wegens AeU
zijn bijna Elle pnAneaU, dus pAnE,U voor alle natuurlijke ps o
isAnu a& (e n)pe,H, dan 1s naar veronderstelling 2 omtrent H ook
(e M)Pe"n ¢ g,

e bewijzen verder: Is c(s) een differentieerbare kromme op H
met c¢c(0)=1, dan is (dcss))S:OEZA . Immers c(s):ec(s), waarbij C(s)
een differenticerbare kromme in U is. ¢'(0)=C'(0)=lim n C(1)e A ,

We bewijzen, dat A een Lie-algebra is. Uit A ¢ A volgt oAeA

triviaal volgens definitie. Zij A,B ¢ A . Dan weten we al: eSA,

SBe,H voor kleine s (namelijk voorzover sA,sBeU zijn). Dus voor
voldoende kleine 8 ook eShe SB—c(s)(EH Dus ook A+B—(9%é§l) ¢ A,
SA BB -sA -8B, H, dus [A,B]= (ggié%”) C AL
d

) ©
We moeten nu nog bew1gzen, dat H in de buurt van 1 door eleU

whbrdt uitgeput. In " kiezen we een basis A A zodat A, ,...,A

Evenzo:. c(s)=e

/‘""J P’ /]) q
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een basis van A vormen. In de nabijheid van 1 geldt

A .+tr,Ar, B e'qu,ﬁ—. . .+‘f:rr,Ar
- 3

T A +,..+T A

» a T +.¢
e 11 q4qd o At a+

waarbij de ¢ functies van de T zijn. Reeksontwikkeling toont aan

T A +...+T A cee +T A
(’|+ bq q-i— )(’l

A 4+ q+1+...+TPAP+.°.) =

= 1+GaA1+,..+GPAT+..,,

dU.S Gi=Ti+ ¢ 0

zodat de functionaaldeterminant van ¥ -—» s in de buurt van 1 ligt,
dus #0 is. De Tyse

als coCrdinaten bruikbaar. Met Tq+1=“'=tr=0 wordt in dat co®rdina-
tensysteem de door eﬂ' voortgebrachte Liegroep in de buurt van 1

<o, zijn derhalve in plaats van de Chsrresby

beschreven; door tq+1=const,...,rr = congst een rechitsnevenklasse.
] An U

Stel H had in elke nabijheid van 1 nog elementen ¢ e s Zeg

met de cobrdinaten tq(n),..,,t (n) édie naar O convergeren)., Nu is
T

r
ook het punt met de cobrdinaten “>,.,.,vq(“),o,...,o in H, dus
_ n) .
ook dat met O,...O,'téi%,...,tr( ) in H. Stel
_ . (1) (n)
Bn ”‘rq+ﬂ Aq+,lj—...+tP Ar
- (z(B)2 (n)ey-3
n, = (ﬁq+1 FootT, Y72,

Nu hébben aan co&fficienten, die begrensd zijn, maar niet allemaal
tot O naderen. Er is dus een deelrij van aan met de limiet B#O,
dus volgens definitie B ¢ A, Gezien het verdwijnen van de eerste g
coéfficiénten is echter B¢ A . Dus is er een omgeving van 41 waarin
eA ~U met H overeenstemt.

Uit de bewezen stelling volgt onder meer, dat elke afgesloten
verzameling G van lin.trsf. van een lin. ruimte met de eigenschap,
dat voor a,b in de buurt van 1 uit a,be G volgt ap~ ¢ G, in de na-
bijheid van 1 met een Liegroep van lin.trsf. samenvalt.

Door het voorafgaande wordt gerechtvaardigd, waarom wij ons in
de theorie der Liegroepen zullen beperken tot ondergroepen, die door

een subalgebra worden voortgebracht.

14+ Gegeven twee Liegroepen G en G' met de Lie-algebra'sTen [I''t,
Zijﬁ ze in lineaire ruimten R en R' voorgesteld, dan is het directe.
product GxG' in de directe som R+R' voorgesteld: een element (a,a')
van Gx G' werkt op R volgéns a, op R' volgens a', dus (a,a')(xix!)=
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= axfa'x'. DevLie—élgebra van GxG' is de directe som
Pimrs (AFAY) (xixt)=AxtArx', [A40,0iA1]= 0. In 't vervolg schrij-
ven we A i.p.v. A0, A' 1,p.v. OfA',

tle beschouwen weér een homomorfisme ¢ van G in G', veronder-
stellen echter alleen dat ¢ continu (niet noodzakelijk differen-
tieerbaar is). We bewijzen dan dat ¢ vanzelf analytisch en door
een homomorfisme van [ in "' geinduceerd is. We behoeven van ¢
trouwens ook alleen te veronderstellen, dat het in een nabijheld
van 1 (op een kiem eU) in G is gedefinieerd.

De elementen (a, ¢ (a)) vormen een verzameling H. Nu is
(a,w(a))-(b,@(b)f1=(ab'q, q(ab'q)) weer in H (eigenschap van homo-
morfisme), Verder, als (an, ¢(an))e,H en lim(an, q(an))=(a,a')a eV
is, geldt lim a_=a, lim y(an)=a‘, dus (continuiteilt van ¢):
¢(a)=a', Dus ook (a,a')e H, '

Bij H hoort dus een Lie-algebra Acl £ M'!'. In een nabijheid
van 1 stemt de verzameling van de (a, ¢(a)) overeen met die van
de eA+A'(A+A‘E,A). Wegens eA+A'=(eA,eA') is dus eAizv(eA) en hoort
er bij elke A één A' met A+A'e¢ A. We stellen A'= ¢ (A) dan en
slechts dan als A+A' ¢ A is,

Met A+ ¢ A is ook aA+u@(A)en, dus ¢(a A)= xg(A). Met
A+ ¢ (A) en B+ ¢(B) is ook A+B+ ¢(A)+ ¢(B)en , dus ¢(A+B)= q(A)+¢{B);
verder [A+ ¢ (A), B+ ¢(B)Jen , dus ¢[A,B] =[¢A, ¢B] . Dus 1is ¢
eén homomorfisme van " in [ '. Wegens eA+(PA=(eA,e¢A)=(eA,¢eA) is
@eA=qu, dus brengt ¢ :I'—=T''" de gegeven ¢ :G-=G' voort. We zagen
al in 10, dat ¢ dan een analytisch homomorfisme van G in G' is.

15, Zij H de door de subalgebra A van ' voortgebrachte onder-
groep van G. Dan en slechts dan is H normaaldeler van G, als A
ideaal van I' is (d.w.z.[[,a]c A]. |

Immers "H is normaaldeler" betekent "H is invariant bij de
gead jungeerde groep van G". Verkeert H in deze omstandigheid, dan
is de inf., algebra A van H invariant bij de inf. algebra van de
gead jungeerde groep, dus AACA voor Ael , dus [ I',A]c A, Omge-
keerd als [F,A]ca, dan AAc A voor AeTl , dus eAAcZ.\_ s dus
aha~lc A voor a e G, dus aca” e A voor a ¢€G, Ce &A , dus aeCa~T¢ el
voor aeG, C ¢ A, dus ata~'cH.

: Een centrumelement van G is gekenmerkt door de éigenschap, bij
glle inwendige automorfismen van G invariant te zijn. Het centrun
van G is afgesloten. Er hoort een subalgebra A bij. Deze A brengt
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een in G afgesloten Lie-ondergroep H van G voort. H behoeft het
centrum van G niet ult te putten. Dit kan uit een aantal losse
vari&telten bestaan, die zich nergens verdichten (anders zouden ze
zich ook in de nabijheid van ‘1 verdichten). De elementen Z van A
zijn gekenmerkt door Z I =0, d.w.z. [ Z,]= 0.

Speciaal is G abels, dan en slechts dan als [F,fﬂ = 0., We
noemen dan ook [' abels. Is G abels, dan brengt elk onafhankelijk
k- tal elementen Aq,.. sA, van [' een Lie-algebra, bestaande uit de
2:1 ol Av, voort, dus ook een k-dim. Liegroep.

Is G abels, dan laten de elementen van G in de buurt van 1 zich

met bgtrekklnﬁ tot de basis Aq""’Ap schrijven als e XAhqE. Sy
= € ...e ') dus is G in 't klein direct product van r eendim,
groepen.,

Algemener: Zij G = G, % Gy (zie 14) en zijgn T, s 'y de Lie-
algebras van G,Gq,Gg, dan 1s wegens het commuteren van G,I en G2
ook [Pq,PQJ = 0. Anderzijds [ = P1+ Pg. Verder Qr\P2=(O)s Men zegt
op grond van deze drie eilgenschappen ook, dat ' directe som van
Pq en P2 is. Dus: is G direct product (althans in het klein) van
G, en G,, dan is " directe som wvan Pq en I',. Het omgekeerde geldt
ook (in het klein)ji want a ¢ G in de nabijheid van 1 is eenduidig
:Ezzgﬁiigzzﬂqaisgf met Ae , Nu is A_A1+A2 met A, € Pi’ dus

De door [I",I"] voortgebrachte lin.deelruimte van ' is een
ideaal, want [I',[P,"]] ¢ P. Dit is het "commutator-ideaal" van I' ,
ook C(I') genaamd, C([")=(0) betekent, dat I' abels 1s. ‘

Bij G kan men de door de commutatoren aba~Tp~ voortgebrachte
normaaldeler vormen, de commutatorgroep C(G) van G. C(G)=(1) dan en
slechts dan als G abels is.

Uit het bewijs van 4.2 in 5 volgt, dat de inf.algebra van C(G)
op zijn minst C(I') bevat. We:tonen nu aan, dat de inf. algebra van
C(G) precies C(I") is oftewel dat de algebra C(I') juist de Lie-groep
¢(@) voortbrengt.

Allereerst merken we op, dat uit a ¢G, Bel volgt aBa
Voor a:eA(A.erﬁ volgt dit uit de machtreeksontwikkeling in 9 . Voor

een w111ekeuflge a=a (a =e V) volgt dit door beschouwing

K%%-1° 03

van de som van de ultdrukklngen a. Bi 131 1—Bi 49 waarbij B =a, B.

Ve nemen nu twee krommen a(t),b(t) in G met a(0)= b(O) 1 ed

9a(t) - a(e)a(e), 9bE) _ b(t)B(t) waarbij dus A(t),B(t)er .

-BecC(r),

i7i- 1 i

-1
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Verder is

88(6)71 _ a(e) a(e)”1, (BT n(e) b(e)”

We differentiéren nu
e(t) = a(t)b(t)a™(t)p™ (%),
waarbij we voor het gemak de t weglaten:

de _
at ~

aAba“qb'q 1.1 1

rabBa~ b~ _apra~Tp"T-apa~TBp~

il

aba'qb'q((ba"qb'q)'1A(ba'1b-1)+(a’1b"1B(a'1b°1)
(2" " Taa= o 1y -emp™ )

c(t)c(t),

i

waarbij naar het voorgaande C(t)é C(I"). Hieruit volgt als in 9,
dat c(t) voor alle t in de door C(I') voortgebrachte Liegroep ligt,
dus voor alle a,b &G is aba” b~ in de door Cc(r) voortgebrachte

Liegroep.
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16, 7zij T (abstracte) Lie-algebra, A ideaal van [ , Dan is ' mod A

weer een abstracte Lie-algebra., De elementen van ' mod A zijn per

definitie de restklassen A+ A ; de algebra-operaties zijn zinvol

gedefinieerd door o«(A+a)= A+ A, (A+8)+(B+a)=(A+B)+A , [A+A,B+A] =

:[A,B]-+A; de axioma'gs van Lie-algebra zijn zonder meer in te zien.
Zij " de Lie-algebra van G, A die van de ondergroep H. Tussen

" mod A en G/H bestaat een verband, dat wij zouden kunnen beschrij-

ven als " mod A is de Lie-algebra van G/H", indien wij ons niet

hadden beperkt tot linecire Lie-groepen. Wel kunnen we aantonen:

Zij Ae en U een voldoende kleine omgeving van O in P (afhankeliljk

A . . A
+'A(1UA1n een omgeving van e met de nevenklasse

van A), dan stemt e
A . . . .
e H overeen, Dit wordt als volgt ingezien:

Voor Be A n U beschouwen we

a(t) = emtAet(A+B)’
daéﬁl _ o~Bhgeb(A4B) _ B, e‘tAet(A+B)=Bta(t),
indien B, = o™

is gesteld., O6mdat A ideaal in P , dus invariant bij inwendige auto-
morfismen van ¢ is, is Bt% A , dus heeft de vergelijking

zijn oplossing

a(t) ¢ H,
dus
et(A+B) e oFhy
dus
eA+B € eAH .

{(Merk op, dat met B ook B, (0O<t ¢1) zo dicht bij O ligt, dat de op-

A+rAnU cen

lossing van de differentiaalvergclijking bestaat.) Dat e
X A . A . . . .
omgeving van e in ¢ H uitput, volgt als vroeger uit dimensie-argu-

menten.

17. Een groep G heet oplosbaar, als de rij van zijn commutator-groe-
pen in eindig veel stappen met (1) eindigt. Analoog heet een (ab-
stracte) Lie-algebra oplosbaar, als de rij van zijn commutator-
algebras met (0) eindigt. (In de taal der algebras heet dit ook
nilpotent,) Uit het verband tussen commutator-groep en commutator-
algebra volgt dat voor een Lie-groep G en zijn Lie-algebra I de twee



L.Gr.23

begrippén oplosbaar elkaar impliceren.

Merk op, dat de commutator-groep (-algebra) vanG (r") de klein-
ste ondergroep (subalgebra) met abelse factorgroep (restklassen«
algebra) is,

We bewijzen in 19 (20):

Stelling van Lie: Een oplosbare lineaire Liegroep (algebra)
Bezit een simultane eigenvector in R (als dim R»> 0),

We behoeven dit eigenlijk alleen voor groepen of voor algebras
te bewijzen. Voor groeven is het bewijs iets doorzichtiger. Het
wordt onafhankelijk van de Liegroepentheorie gevoerd. We bewijzen
algemener (feitelijk is dit niet algemener):

Zij G een oplosbhare lineaire groep, waarin elk element met 1
door een continue weg kan worden verbonden. Dan bezit G een simul-

tane eigenvector.

18, Hulpstelling: Zij G een verzameling van onderling commuterende
lin. afb. van R in zich (dim R >0). Dan bezit G een simultane eigen-
vector.

Bewijs: We kunnen ons G meteen aangevuld denken tot een lineaire
ruimte met basis a,,...,a, (1in.afb. van R in R). We veronderstellen

dat P ERRRIL al een simultane eigenvector x ¢ R bezitten en con-
strueren er een voor 845058, Z1] dus
a,X = 1;x voor zekere x£0 en alle i=1,...,k-1.

Zij L de lineaire deelruimte van R bestaande uit alle z ¢R met

a;% = Aiz voor alle i=1,...,k-1,
Stel voor z eL: Az =9.
Dan is ajy = a;a,2 = a,a,2 = A 8,2 = Ay voor 1=1,...,k-1,
dus Fel,
dus
akLcI“

2y kan dus als lin.afb. van L in zichzelf worden opgevat en bezit
als zodanig een eigenvector x'#40 met

s a, X! =x. X',

k k

madr naar het voorafgaande is ook



L.Gr.24

a.x! = xix' voor i=1,...,k-1.

i

Hiermee is de hulpstelling door inductle bewezen.

19. Bewijs der stelling uit 17. Merk op, dat met G ook de commu-
tatorgroep G' de eigenschap van de verbindbaarheid bezit. We doen
het weer per inductie. Een simultane elgenvector zij gevonden voor
de .commutatorgroep G' van G. We construeren er een voor G. Zij

x£0, X €R,
ax = Rax voor a & QG'.

Zij L de lin-deelruimte van alle z met

a8z = Aaz voor a £ @',
Zij ce G, zeL,

Dan ay = acz = cec”lac.z = A g V.

(Merk op dat cac™ e @t is.) We kunnen de conclusie ye L niet on-
middellijk trekken, omdat de eigenwaarden A - en A, van a zou-
den kunnen verschillen. a heeft eindig veel® @° eigenwaarden; bij
vaste a en Ct continu in t, co=1, C4=C} hangt de functile

%C -1ac dontinu vdn € af, kan echter slechts eindig veel waarden
t t
aannemen, 1s dus constant. Dus 2 = A_, dus
-1 a
c ac
ay = ?\aY;
dus y &L,
dus A cLel, voor alle ¢ ¢(.

We kunnen G nu als lineaire groep werkende in L opvatten. G!' is
hierbij voorgesteld door scalalr-vermenigvuldigingen,

CK = ch voor ¢ e G,

Aangezien G' commutatorgroep is, is det c=1 voor ceG', dus moet
AC eenheidswortel zijn. xc hangt echter continu van ¢ af en is 1
voor c=%, dus Is 2 =1. Dus wordt G' in L triviaal voorgesteld., De
voorstelling van G in L is er dus feitelijk een van G/G'. Nu is

G/G' commutatief, bezit dus naar 18 een simultane eigenvector x'50,
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z4 dat
cxX'! = hcx' voor c &G

is, hetgeen te bewijzen was.

20, Bewijs van de stelling van Lie voor Lie-algebras: We behoeven
alleen de inductilestap van ' naar I te behandelen ([ ' commutator-

algebra van I ).
Zij z simultane eigenvector van Ae'', dus

Ax = 2, x voor Aef'; x£0.,

Z1ij Lp gedefinieerd door

z 61@ dan en slechts dan als (A~AA)pZ:O voor alle Ael!',

Lp is 1lin. deelpruimte van R; Lp_qc.L en

p
(A-7) )z ¢L,_4 dan en slechts dan als z &L . (1)
We bewljzen inductief
C ch.Lp+1 voor C ¢,
door C Lyq€ Ly ! . (2)

te veronderstellen,

71 j zel, Cz=7.
Dan is
(A-2,)y = (A-n )0z = [A,C)z + C(A-n,)z. (3)
Nu is
[A,clent,

en naar (1) :
([A,C] - “[A,C])Z €Ly 4< Ly

Ma,c] Z &Ly

C(A-n )z ¢ CL

A p—ﬂC'Lp wegens (2).

Dus volgt uit (3),

&

dus naar (1)
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waardoor

(4)

Cch.Lp+1

bewezen is.

Uit 4 volgt: I= LJLp is invariant bij ' . We denken ons alle
elementen van I' als afbeeldingen tot L beperkt. In L hebben de ele-
menten A van " ' slechts de ene eigenwaarde Py Anderzijds hebben
zij, omdat "' een commutator-algebra is, allen het spoor O. Dus
A, =0 voor Ael!,

A 4
Nu blijkt zelfs CL,c L, voor Ce ' , want voor

1 1

Z eLq, Cz = ¥, Ae it
geldt

Ay = ACz =[A,C] z + CAz,
verder [A,cler:

P'Lq = (O)J

dus Ay = 0O,
dus 4 yeL,].
Daar L, bij " invariant is, mogen we de elementen van ' als afbeel-

1
dingen zelfs tot L1 beperken, In Lq wordt ' door O voorgesteld.

De voorstelling in L,l van ' komt dus op een voorstelling van de
abelse ' mod Pq neer, die volgens 18 een simultane eigenvector
bezit. Deze is ook simultane eigenvector van ' .

21.G (r) wordt weer oplosbaar verondersteld. Zij G () in R voorge-

steld, Zij x, een simultane eigenvector. In R=R1 mod X, wordt een
voorstelling geinduceerd, met weer een simultane eigenvector X5

Enz. De vectoren x R spannen een l1lin. deelruimte Sk van R op.

q2ee
We hebben

aXy 4 = Aaxk+1 mod Sk"
Op de basis x,,X5,... krijgen de aeG (AeT) simultaan de driehoeks-
gedaante N.

Stelling ('"drichoeksstelling"): Een Liegroep (algebra) is dan
en slechts dan oplosbaar als zijn elementen simultaan op de drie-
hoeksgedaarnte kunnen worden gebracht.

"Slechts dan" is net bewezen. Om "dan" te bewijzen, hoeveh we
alleen aan te tonen:
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Zij G (r) de groep (algebra) van alle n-bij-n-driehoeksmatrices

X} . met determinant #0 (blanco), Dan is ¢ (') oplosbaar.

[Oplosbaarheid blijft namelijk blj overgang tot ondergroepen '
(subalgebra's) behouden, ]

Zij Iy (i=0,1...) de deelverzameling van [, bestaande uit
die A, die ook nog nullen hebben in de hoofddiagonaal en de eerste
i-1 schuine lijnen evenwijdig mét en boven de hoofddiagonaal. Dus
voor de matrixelementen dpq van Ae Pi geldt: mpq:O voor q % p+i-1,
" =[. Uit de relatie

Q
iP5 Tely s

volgt de oplosbaarheid van I .
Zij Gi de deelverzameling van G, bestaande uit de 1+A met
Aé’Pi. Dan is G, normaaldeler van G, _

eiba"/]b"/l

4 €n voor a 6Gi, beGj is

e G Hieruilt volgt ook weer de oplosbaarheid van G,

i4+j+1°

22, Passen we de driehoeksstelling toe op de geadjungeerde voor-
stelling I' van de oplosbare (abstracte Lie-algebra) I' , dan vinden

we een basis Xq,.,.,xp zo dat
It = A od
A Kypq = Pp Ky MO8 Ks e Tyes
dus als Pk de door X;;...,X, opgespannen lin.ruimte is:
[rorgJely.

Dus zijn de Fi idealen in ' . Er is dus een opstijgende rij idealen
r 4 van " met dim Pizi.

23, Voor een (abstracte) Lie-algebra I' beschouwen we de karakteris-
tieke veelterm det(A-7), terwijl Ael loopt. De eigenwaarden van A
(dus de wortels van det(A-2)=0) worden ook wortels van A genoemd.

Dit zijn algebraische functies hq,.o.,hr op ' . In

r
det(A-n) = 7 ¢, (B)(-n)*"
iy r-i
zijn de co8fficiénten qr—i gehele rationale functies van de graad
r-i van A, Wegens
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r

det(E-n) =TT (a,(8)-7) = (-2)7+ L (8) (=) "
-2

+A§;V§#my(-1)P taue

heeft men

il

9o, () =2 »,(8) = sp(R),
0p(2) = (T 2,)8-xa7 = (sp K)%-sp A7,
enz. Merk op: ¢ = det X = 0.

De veelterm det(A-2) is t.a.v. de geadjungeerde groep in-

variant, want met c=eC is
P —

det(CA-2) = det(oAc'q—z) = det (TR 1-4)

det S(A-2)8" 1= det(A-n).

Dus zijn de ¢ invarianten van de gead jungeerde groep, dus ook

r-i -
van de geadjungeerde Lie-algebra (in de zin van derivaties). Dit

-~

is trouwens ook rechtstreeks te zien, b.v, geeft toepassing van C
A—CA=1[C,A],

op de kwadratische vorm sp Ng:

sp(CA)A + sp A(CA) = sp(CAA-ACA+ACA-AAC) = O.

De kwadratische vorm sp KQ (Killing~Cartan—vorm) speelt in

't vervolg een grote rol. Hierbij hoort nog de symmetrische bi-
lineaire vorm y met

v (A,B) = sp A B

(symmetrisch omdat sp XY = sp YX is).

24, Rang van P heet het maximaal aantal functioneel onafhankelijke

onder de wortels mq,.

co€fficiénten @j van de karakteristieke veelterm.

cesn, OF (wat op hetzelfde neerkomt) onder de

Z1j deze rang 1. Voor elke keuze der getallen aj heeft de

varié€telt der A met
p.(A) = o,  (J=15...57)

&

een dimensie g r-1. Elke dezer vari&teiten 1is invariant bij de ge- -

adjungeerde groep, bevat dus met een punt X ook alle ecX, cerl,

Dus heeft voor elke X de vari&teit der eYX (C &) een dimensie
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¢ r-1. De raakruimte in X aan deze lagtpbe vari&tait besﬁaaﬁ uit
de Cx (Cer); zijn dimensie is ook & r-1. Volgens CX=-XC is dat
hetzelfde als de beeldruimte van i, die dus een dimensie iz r-1
heeft. Hieruit volgt,dat de nulruimte van % een dimensie g 1 heeft.
Dus geldt:
Stelling: In een Lie-algebra van de rang 1 heeft elk element de
wortel O met een multipliciteit 2 1.

(Een merkwaardige stelling: als er veel onafhankelijke wor-

tels zijn, zijn er ook veel verdwijnende.)

25. Lie-algebras van de rang O hebben in de karakteristieke veel-
term uitsluitend verdwijnende co&ffici&nten, dus alle wortels O.

Eerste crifterium voor oplosbaarheid: P is dan en slechts dan op-

losbaar, als zijn commutatoralgebra ' de rang O heeft,

Bewijs: 1) Zij P oplosbaar; dan ook ' (als homomorf beeld van
" ). Neem P in de driehoeksgedaante aan. Het is duidelijk, dat
vaqr alle A,Be " de [A,B] wuitsluitend nullen in de hoofddiago-
naal krijgt. Hetzelfde geldt dan voor elke C met Cel', Dus alle
wortels van C e "' verdwijnen.
2) Zij ' van de rang O. Zij A maximale oplosbare subalgebra van
P, A is in ' vastgesteld door aan A€ A te laten beantwoorden
de lin. afb,

X - [A,X]

van ['' in zichzelf (dus Xer'). Wegens [A,AJcA is A bij deze
voorstelling invariante deelruimte, dus induceert de voorstelling
er een in P ' mod A . Stel dat A echt in ['!' bevat was. Dan was
' mod A van positieve dimensie, dus had de voorstelling een
eigenvector XO¥O‘mod A, dus

[A,X ] = » mod A voor A& A ,

o IR
Wegens rang = O was KA = 0, dus

[A,Xo] c A,

en de lineaire combinaties uit XO en A zouden een algebra Aq vor-
men met commutatoralgebra C A, dus Aq ook oplosbaar in strijd met
de maximaliteit van A . Dus is A=T"', dus I ' oplosbaar, dus ook

" oplosbaar.
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26, W& beschouwen nhu speciale oombieXe Lieualgéﬁra's. Aéﬁgezien
voorlopig de groepen geen expliciete rol spelen, zullen we kleine
letters ook voor de elementen der Lie-algebra's gebruiken.

Ot; (121): Lie-algebra der groep der lin.afb. van de R, met
n=1+1 op zichzelf met determinant = 1. Bestaat ult de 1lin. afb.
met spoor O, \

&gl(lé 1): Lie-algebra der groep der 1lin, afb. van de R met
n=21+1 op zichzelf, die een niet-ontaarde kwadratische vorm S in-
variant laten (orthogonale afb.: indien deze vorm de één-vorm is).
Bestaat uit de lin.afb. A met AS+SA'=0. (S=3').

d?l(lé 1): Lie-algebra der groep der symplectische afb. van de
Rn met n=21 op zichzelf, gedefinieerd doorcat ze een niet-ontaarde

antisymmetrische bilimairvorm met matrix S invariant laten (S=-S').
Bestaat uit de lin.afb. A met AS+SA'=0,

tVl(lé 2): Als &?1, maar met n=21.

dim ot; = (141)%-1
dim &, = 1(21+1) = dim £y
dim ¥; = 1(21-1).

27 . 6%1: We beschouwen de maximaal abelse subalgebra 6 der diago-
naalmatrices h met diagonaal-elementen Wyseees @y (waarbij Z}pi=0)
en verder de elementen e (i£3), die in hun matrix overal nullen
hebben, behalve op de ij-plaats, waar een 1 staat. Dan is

[h,eij] = (wi““ﬁ)eij

[eij’epq] = 0 voor j—?"lqs j?‘[p:

— 5 A1
[eij’ejk] = e, voor ifk,
[eij’eki] =-¢) 5 voor j#k,

[e,:5e:.7=h,,e®(met 1 op plaats 1 en -1 op
LT L J plaats j, anders 0),

© abels,

Uit de eij samen met een basis van © krijgt men een basis voor heel
m. .

De zoJjuist aangegeven commutator-relaties beschrijven de structuur
van ' volledig.
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vy

6 wordt een stam van I genoemd (ook: Cartan ondergroép),
€15 = (@y-gley

h, =0 (he®)

o SR 4

voor h € © toont aan, dat de

ey en de elementen #0 van 8

> (3 c ° a k-]
de simultane eigenvectoren van © zijn, resp. horende bij de eigen~

waarden

Deze eigenwaarden als functies op © beschouwd heten de worftelvormen

(t.a.v. 8) -- niet te verwarren met de wortels, die op heel T
waren gedefinieerc en waarvan zij de beperking tot © zijn. De wor-
telvormen zijn lineaire functies op ©. De niet verdwijnende vormen
een eindige verzameling W. De wortelvorm O heeft de multipliciteit
1. Er zijn 1 lineair onafhankelijke onder de wortelvormen, b.v.

W - W

17 o ¥

- 0 s s o - °
27 W3 W T

Jedere wortelvorm is een lin. combinatie van deze met alle coef-
ficienten geheel 2 O of alle coefficienten geheel £ O,

Het aantal onafhankelijke wortels is minstens zo groot als het aan-
tal onafhankelijke wortelvormen. De multipliciteit van de wortel O
is hoogstens zo groot als van de wortelvorm O. Dus is de rang =1.

Met elke wortelvorm komt ook de tegengestelde voor. De (op scalaire
factoreri na bepaalde) eigenvectoren e;4 van & heten de takken
(t.a.v. ®), resp. horende bij de wortelvormen W, -y

hij heet de bijbehorende knoop.
Voor he® is spﬁ=0

5
spﬁ2 2 Z(wiuwj)g,

1l

i<j
Zonder meer ziet men, dat
sp'ﬁ'é’ij = 0
Sp gij qu = 0, behalve
. Sp é’ij é“ji = 2(1+1),
hetéeen meer rekenwerk vereist:
gij éjih = (wi- wj)hij
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levert tot het spoor een bijdrage wi~aﬁ=2 indien h=hij’
€., €.,
®13 31 ®pq
levert voor p=i, g£j een bijdrage 1, evenzo voor p%i, g=Jj, en voor
p=1i, q=J een bijdrage 2, samen 2(n-1).

Hieruit blijkt, dat de kwadratische vorm ¥ niet ontaard is,.

28. Ui: Men kiest als invariante kwadratische vorm het meest doel-
matig de vorm §, St 5o Foppte -t ;n }qn, dus met de matrix

- (20)

Met
A, A
3 Y
en AS + SA' = O
c | R | | E—
hebben we A2 4 A2 = AB + A3 = A,1 + A4 = 0,

Voor © kiezen we Wéér de subalgebra der diagonaal-matrices. Een h e
heeft achtereenvolgens de coefficienten W, wgf'“"“bﬁ““%’““b"""“h'
We hebben volgende soorten takken e

15°
1¢1, Jé&n, 1o0p plaats 1j, -1 op plaats Jj+n,i+n
1¢1<j-ngn, 1 " " ij, -1 " " j-n,i+n
16j<i-n&gn, 4 " " ij, -1 " " jn,i-n.

Hierbij horen resp. als wortelvormen

W o- W,

i j’

w.t+ W,

i J?

- W - Oy, o,
i

Algemeen + ., + Wy (i£3j) alsmede de l-voudige wortelvorm O,
Als basis der wortelvormen kunnen dienen

[ SNy/1) W - -
(I~ Ea- R ERRRE L T R P S R B
Dus weer 1, waaruit alle te combineren zijn met gehele coefficien-
ten, alle % O of alle £ O, Met elke wortelvorm komt eer tegenge~
stelde voor. De rang is ook weer 1. De commutator-relaties zijn
“hier iets moeilijker op te schrijven. We kunnen ons echter van het
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volgende -~--algemene-- principe bedienen: Horen e, e'! resp. bij
de wortelvormen &, «', dan hoort [e,e'] bij de wortelvorm a+a& !,

als die er is, of [e,e'} = 0. Immers ult

[h,e] = a(h)e [h,e'] = &'(h)e’
volgt wegens Jacobi
[h, [e,e']]=[[n,e] e' ]+ [e,[h,e']}: (x+ut)(h)[e,e'].
In het onderhavige geval ziet men gemakkelijk, dat voor twee tak-
ken e,e', horende bij wortelvormen «, o ' met d+wx’¥0,
[e,e']= 1+ e
geldt, waar e'" weer een tak is. €y en ey horen bij tegengestelde

wortelvormen, dus
[eij’ejijz hije.e

en wel heeft hij op de plaatsen 1 en j+n een 1 en op de plaatsen
iin,j een -1. De hij heet weer de bijbehorende knoop.

sp B° = 4(1-1)T @,

is weer niet ontaard. Dat ook w niet ontaard is, ziet men met
ietwat meer rekenwerk.

29. <§1: Men kiest als invariante kwadratische vorm
2 s
Fo T ¥ Fapqte o tinfo, met de matrix
100
S ={ 001
010 /,

dus als bij va, maar nog voorzien van een linker- en een boven-

rand van. de breedte 1. Dan blijken de elementen van J;l van de vorm

0 -al -al

2 1

a,] A,] A2 met A2+Aé = A3+A3' = 0
LA
az A3 .'\,l

te zijn, waar het accent weer een spiegeling aanduidt. Voor 8 kie-
zen we weer de subalgebra der diagonaalmatrices; een h e © heeft de

diagonaalcoefficienten O, Wsones@ o=, @ Bij de takken van
vi komen wu nog takken
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e,y (181<n) met 1 op plaats oi, -1 op plaats i+n, O,

e; . (1¢1sn) met 1 op plaats io, -1 op plaats O, i+n.

10

wo

Ze horen resp. bij de wortelvormen w; en - wg, zodat

iwj_’ iwj_ in (1743)

samen met de l-voudige O alle wortelvormen zijn. Als basis kiezen we

W s .

OJ,]-(OQ, €U2'—'w3,u.°3wn_/“' n.’ n

Dus weer 1, waaruit alle als vroeger zijn te combineren. Rang weer 1.
Het overige analoog als vroeger.

30. &Ii: Men kiest de invariante antisymmetrische bilineairvorm met

matrix 0 1
S=(
-1 0
Met A A A,l A2
A3 AM
en AS + SA' = O
—N ! — —
hebben we A2_A2, AB_Aé, A1+Ai = 0.

6 als vroeger. De takken en wortelvormen analoog aan die van Ui,
maar er komen bij

ei,i+n met 1 op plaats i,i+n,

e, . met 1 op plaats i+n,1i
i4n,i t “or § 40,

horende blj wortelvormen 20.):,,L resp,~24ui. Dus alle wortelvormen
zijn: +2 w,, +w,+ oy (i#3) en l1l-keer O. Dus is:

2w

W, ~ W W o o @ - W °
i 27 2 w3’ s W n’ n

Al het overige analoog.

31. Wat wij hier bij 0Ot,, ﬁj,afl, ¥, hebben opgemerkt, is typisch

voor de halfcirkelvormige Lie-algebras, waarop we 8traks zullen

terugkomen, Inmiddels zij I nog een willekeurige Lie-algebra.
In " kiezen we een ho, dat het maximaal aantal verschillende
wortels bezit. Blj een wortel o beschouwen we niet alleen de eigen-
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vectoren x & I* (dus (ﬁo—m)x¥0), maar allée oplossingen x van
(Eomm)ix = 0 met willekeurige natuurlijke 1i.

Deze vormen een lineaire deelruimte f; van I' . We bewljzcn:

AN R

waarbij met P“fﬁis bedoeld (0), indien «+f niet wortel is;
~r i -~ 3
(ho-«)"x = (h-p)y = O,
(ﬁouaaﬁ){x,y] = [(h—m)x,y] + {Xs(h~m)y} .
Herhaalde toepassing levert op
(ﬁo—anﬁ)i+j+1 [x,7]= een som van [(ﬁmodp:x,(ﬁ~ﬁ)qy] met

p+a=i+j, dus of p2i, of g2 J. Dus verdwijnen alle summanden.

os Poder, dus is T subalgebra. Zij nu h el
zo dicht bij h o? dat geen bij h verschillende wortels bij h samen-
vallen., [ is invarlant pij h want [ro.r,Jef . In I heeft b
slechts één eigenwaarde, want anders zou het er meer hebben dan Eb

Speciaal is [T

We noemen hem «(h), terwijl we die van ﬁ nu m(ho) gaan noemen,
«(h) is in een omgev1ng van h geoeflnleerd
In F heeft h zeker de elgenwaarde 0 want hh = O en hel , en
ook geen andero eigenwaarde., Dus is voor i=dim P h x=0 als xé;P .
Nu is hix regulier analytisch in h voor alle hei1 o €D 0 1in een om—
geving van ho Dus
~i

X = O voor hel xe i1 = dim .
h o’ o’ rlo

Dus verdwijnen alle wortels op Fo, dus ook op zijn commutatoralgebra,

dus (volgens 25)
Po oplosbaar

We beschouwen de h met B eFO nu alleen op Pm . Yolgens 17 (stel-
ling van Lie) bezitten ze een simultane eigenvector x#£0, xel&

(B- n(h))x = 0, her,

Voor h in een nabijheld van h_ op Po geldt a(h)= «(h), omdat deze
h maar één wortel bezitten, hx is lineair in h, dus is ook =a(h)x
lineair in h, dus ook =7(h). We beschouwen nu « als in heel PO gede~

finieerd, en wel als identiek met A . In een nabijheid van ho op FO
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(waar &(h) de enige wortel van h i8) geldt
- dim f
(h*‘ Ot(h)) y = 0.

Het linkerlid is rationaal in h (wegens de lineariteit van « ).
Dus verdwijnt het zelfs identiek voor h QTB'

We vatten dit samen:

Algemene structuurstelling: Met betrekking tot een "algemeen"
element h  valt [" uiteen in lineaire deelruimten ﬂm zodat

P, = verzameling der xel' met hol =0 voor geschikte i = "stam"

een oploshare subalgebra is,
elke x een lineaire functic op I _ 1is (een "wortelvorm")

- dim I
(h-a(h)) “)& = O voor her  is,

[P(x’r/sjc Pou-/s (=(0) indien «+ps niet wortclvorm is).

Ten aanzien van een ander "algemeen" element uit FO is de split-

sing dezelfde.

32. ZiJ « een wortelvorm #0, ween wortelvorm, f+€-& 5 f_651d .

Dan is ~

forerp ¥

c
#lu S T s TL0,

P »
b= 0L

Stel

4 =Zj gehecl {:bt.-l—jot :

Dan is A invariant bij f+ en %“ dus ook bij h met
h=[f,f 7.

Als commutator heeft h in A het spoor O, sp(h) is de som van de
eigenwaarden (w+ja )(h) van h in A, elk resp. met de multiplici-

teit dim §&+jm , dus

Zj dim P/Mja (a+je )(h) = 0.

We noemen elk element van [Pm,tm]een o« ~knoop., Dan geldt dus:
Algemene structuurstelling, vervolg: Is h een « -knoop, dan is

voor elke wortelvorm

£

A(h) rationaal veelvoud van «(h);

de factor hangt alleen van « af (niet van f+,fm, dus ook niet van h).
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33. Zij A subalgebra van ' . We kunnen de bilineairvorm w ook voor
A bekijken en onderscheiden tussen

VL\. (Xsy) = SpA ;{ -37 (X,yf:-é)
en ny(XsY) = 80, Xy (x,7€8),

waarbij het spoor eenmaal voor A en het andermaal voor " wordt ge-
nomen, Is echter A ideaal in [, dan is

VA(XJ) = ‘/'r,(xsy) (x,yen),

want Xy zeh voor x,yebh , z ¢ A.

34, Is T oplosbaar, dan verdwijnen volgens 25 in de commutator-
algebra C(I') alle wortels. Dus ook w(x,x) als kwadraatsom van de
wortels. Hiervan geldt ook het omgekeerde,

Tweede criterium voor oplosbaarheid: Dan en slechts dan is
oplosbaar, als v (x,x)=0 voor alle xeC(M).

We hoeven allecen nog "dan" te bewijzen. Zij A #(0) (i.p.v. P )
een Lie-algebra met C(A)= 4. Dan is A zeker niet oplosbaar. Volgens
25 1s er dus een hoe &, wadirvan nilet alle wortels verdwijnen. We
kiezen h als "algemeen" element (zie 31). Wegens C(A)=A moet in 't
bijzonder elk element van de stam Ao lineaire combinatie van com-

mutatoren, dus van knopen zijn. Dus is er zelfs een knoop hme A&
waar niet alle wortelvormen /4U1u) verdwijnen. Volgens 32 is dan ,
m(hﬁ)¥0, Nu is 'w(hm,hm):=zzw/w(ha)2 (weer volgens 32) =}°§:m(hm)2
met p#£0. Dus-w(hwghm)¥0, Dus verdwijnt w niet identick in A . !
Z1j w(x,x)=0 voor alle x €C('), maar " niet oplosbaar. I' bezit
dus een ideaal A met C(A)=4A (namelijk de laatste term in dc com- |
mutatorrij). Volgens het voorafgaande is dan wA niet identisk O op
A, dus volgens 33 ook w% niet identiek O op A , dus ook op C(N),
in strijd met de veronderstelling. Hiermee is het beweerde bewezen,

35. Zijn &15 A2 oplosbare idealen in ', dan is ook A1+ A2 oplos-
baar ideaal. Er 1s dus &dn maximaal oplosbaar ideaal, de radidaal
van T,

' heet halfenkelvoudig,als I" geen niet-triviale oplosbare
idealen bezit, anders gezegd: als zijn radicaal (0) is.

Nog anders: I' heet halfenkelvoudig, als I' geen niet triviaal
abels ideaal bezit. Want met A is ook C(A) 1deaal van ' (reken na;
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gebruik "Jacobi"), dus ook b(C(A)) enz:, dus ook (als A oplosbaar
is) de laatste op (0) na in de commutatorrij.

Een enkelvoudige algebra is halfenkelvoudig dan en slechts
dan, als zij niet abels is (dus als de dimensie > 1) is.

Voor willekeurige P is net de restklassenalgebra I* mod radi-
caal halfenkelvoudig.

De halfenkelvoudigheid kan ook voor de Lic-groepen worden ge-
definieerd. G is halfenkelvoudig als G geen oplosbare Lie-normaal-
deler van positicve dimensie bezit. (Zo'n G kan dus wel discrete
oplosbare normaaldelers bezitten.)' Bij halfenkelvoudige G is de T
halfenkelvoudig, en omgekeerd,

36. De verzameling A van alle xel met v (x,y)=0 identiek in y is
lin. deelruimte van ' . Volgens de F -invariantie van v is ook A
invariant bij m , dus A ideaal in ' . Wegens 1VP(x,x)= WA(X,X) voor
x ¢ A (zile 33) verdwijnt v, 1identiek op 4 . Dus is A oplosbaar
volgens 34, Voor halfenkelvoudige I' geldt dus: w(x,y)=0 identiek
in y dan en slechts dan als x=0, Dus w nict ontaard,.

Is omgekeerd v niet ontaard, dan moet ' halfenkelvoudig zijn.

Want is A nlet triviaal abels ideaal van P , dan is
Xy z =[x, [v,2]]c &4 voor alle x,zel , yeh ,

en dan leveren tot sp Xy alleen de ze A een bijdrage, die echter
wegens de commutativiteit van A verdwijnt. Dus w(x,y)=sp Xy= O
voor xe¢l', ye A en dus y ontaard,

We hebben dus:

Eerste criterium voor halfenkelvoudigheid: " is halfenkelvou-

dig, dan en slechts dan als v niet ontaard is.

37, 7Zij A ideaal van I . Dan is A invariant bij I' , dus is bij I
ook invariant de verzameling A,l van alle x met yf(x,y)=0 voor alle
y ¢ A, Dus is ook Aq ideaal in I’ . Bekende eigenschappen van line-
aire vergelijkingssystemen leveren op: dim A + dim Aq ¢ dim 1 ,

Oop Ar\Aqverdwijnt v , dus is Ar\A1 oplosbaar ideaal in I’ ., Voor
halfenkelvoudige I' is dus A:wAH=(O), dus P = directe som van A en
A . Door dit herhaaldelijk toe te passen, krijgt men:

/‘
Tweede criterium voor halfenkelvoudigheid: I’ is halfenkelvou-

dig dan en slechts dan, als het directe som van enkelvoudige Lic-
algebra's is, waaronder geen abelse (dus geen van een dimensie 1),
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Veronderstelt men hierboven A halfenkelvoudig (i.p.v. I'), dan
geldt nog steeds Ach4=O, dus " directe som van A en aq. Dus:

Een halfenkelvoudige algebra kan ideaal van een andere alleen
op triviale wijze zijn, d.w.z. als directe summand.

Het analoge van het tweede criterium geldt voor halfenkelvoudige
Liegroepen, met dien verstande, dat aan de directe som een direct pro-

duct in het klein beantwoordt.
Verder blijkt uit de laatste stelling, dat de automorfismengroep
van een halfenkelvoudige groep in de buurt van de 1 met de gead jun-

geerde groep samenvalt,

38. We veronderstellen I halfenkelvoudig en exploiteren het tweede
criterium met behulp van de algemene structuurstelling.

v (%x,y) = sp X kan #0 zijn
voor X eFO alleen als ook y ePO is, en
voor xemh alleen als yer_mis.

Daar w niet ontaard is, is er dus
bij elke her_, h#0 cen h,eP  met w(h,h,]‘)ylo,
bij elke f eT, f+¥0, een f_eT__ met y(f+,f_)7.10.

Nu is voor h,h, e PO

1
y(h,h,) =2 dim I u(h) «(h,),
Dus:s
Heeft hely al zijn wortels O, dan is h=0,
Is h een linealre combinatie van «-Knopen, dan is volgens 32 voor ﬁ@t

verdwijnen van alle wortels w(h) voldoende . het verdwijnen van
a(h). Dus: ’ h
Is_h lineaire combinatie van a-knopen en a(h)=0, dan is h=0.

Was de dimensie van de door de a-knopen voortgebrachte lineaire ruim-
te »>1, dan had de lineaire functie « daar een niet triviale nulruim-
te, in strijd met het zojulst onderstreepte, dus

dim {ZRF_d]éﬂ.

Een h.eC(FO) heeft ultsluitend verdwljnende wortels, dus C(PO)=O, dus
PO is abels,

&

Daar de doorsnee van de nulruimten van alle wortelvormen de O is,

géldt dim FO < aantal lin.onafhankelijke wortelvormen,

Vérder is (zie 24)



L.Gr. 40

it

d i r aantal identiek verdwijnentie Wortelvormen

rang = aantal algebr.onafh. wortels

(NP AV 4

aantal algebr. onafh. wortelvormen

i

aantal lin.onafh. wortelvormen
Dus: dhlﬂf rang.

We beschouwen nu de £ el , f_ el met 1y(f+3f_)¥0 van daar-
net. Was [f+,f_] = 0, dan was er een simultane driehocksgedaante
voor f ,f_ (zie 18). Wegens f}-gwc':u+5 Eeeft £, uitsluitend ver-
dwijnende wortels, evenzo f , dus sp(f+fu)=0, Dus [f+,f~]¥O dus
dim {Pa’r—oc:’}O' Dus

dim [Py, )= 1 voor n£ O,

Oftewel: De o -~knoop is op een scalaire factor na uniek,

39, Kies fg_el; als simultane eigenvector van Fo’ dus

[h,f+] = oa(h)f+ voor h e r_.
Kies f_en zo dat y(f,,f_)#0 dus (zie het laatste bewijs)
[f+,f_] =h, #£ 0.

Kies verder een wortelvorm u#0 en x el s x#£0 zodat

(Dit zal zeker zo zijn, als u~-do geen wortelvorm is.)

Stel

voor gehele j 20, Dan is

x,el .
Jd  atga

blijkt door inductie:

h« Xj+1 = hu f+xj = f+hmxj + [.h«,f+:]x

It

(w+jo)(h a)xj+q+ u(hm)xj+1.

&

Oock door inductie bewijzen we

SR U PP
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met zekere scalairen fj:

~ ~r o oAd -~ ~ R -
T Xj+1=fuf+{j = f+f_xj - h“&j = (%_1~Cw+ga)(h“))uj,

Dus Pj = fj»-/] - _(AL'{"jOQ)(hm)u

Optellen van deze vergelijkingen over j=0,...,1 (waarbij f_1=0
wegens f x=0) levert:

i
2; (u+jo) ()

Er is een p zodat

Die maakt pp=0, Dus

> (asje)(n ) =

J=0
d .
- (o) (n) + 2B o (n ) = o,
alng)
P = -2
K(hm)

1s de lengte van de "ladder" der x_. (tussenruimten geteld, niet
sporten). (We zlen opnieuw, dat hm) rationaal veelvoud van
u(hm) is,) Van de ladder van wortelvormen is het middelpunt

#(h ) A(h,)
- = A - X
«(n) «(n,)
~indien A= /b+-? o

is gesteld met willekeurige } . Van alle wm-ladders, die op de
"rechte" 4+ ¥ « ( ; variabel) liggen, is dus het middelpunt het-
zelfde,

4O, We bewijzen nu: dim T& = 1 voor &#0. Hiervoor kiezen we weer
I+,f_,hu als in 39, Stel dim T& > 1. Dan is er een yerpr,  onafhan-
kelijk van f+ met ‘

&

h, vy = m(hm)y mod f
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We kunnen

z0 bepalen dat

is, te weten door f_y:aﬁnm te maken, maar dit kan, omdat f-y knoop,
dus op een factor ¢ na veelvoud van h, 1s (zie 38 einde; merk op,
dat h £0) .

We stellen weer

_ pd
Xj = f+_x

en redeneren als in 39, met w« =« ., We kunnen het resultaat van 39
echter niet rechtstreeks toepassen, omdat nu slechts

h,x = m(hm)xo mod f

bekend is. Wel geldt wecer

hmxj = (i+1)« (h )x, voor J>O0

J

omdat o -~ ~ o~ - .

b X4 = huf+xj = f’+huxj+[hm,fm Xj=(,]+’l)o<(hu)xj+,]+

+m(hm)xj+1

is. Ook geldt  bij inductie voor j z 1

et bid o j+2

Fxyq = -(957) wl(n)xy,

~ - _ " _ A~ ey - _ ~ - j+’] - o

omdat f_,ij =T fx, = f+fm&j hyxy = (5 )m(hm)xj (J+1)u(hu)xj,
en fx, =ffx =ffx -hx =- u(hm)xj mod f

Met p als vroeger heeft men

(P5%) w(ny) = 0

dus wegens m(hm)¥0 een strijdigheid.
Dus dim P, = 1 voor &#0,

L4, Gegeven de wortelvormen ®#0 en n. Zij m geheel en maximaal zo
dat 4= A -m« nog wortel¥orm is. Voor X 6{h geldt dan f+x=0. Zij

8 _'.~3r
weer xjjf+x, xp%O, X1
met gehele p' s p dan kiezen we de p' weer gecheel mdx1maa;, nemen

=0, Stel er cens nog eenh wortelvorm _uw+p'«

yel en definié€ren y —ny De middelpunten van de a ladder
€en —m? ladder vallen samun, zodat ook u-g'wx wortelvorm zou ziJn
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met p'+q' = p+g, in strijd met de definitie van p. Dus behoren
alle a+joa (J geheel) tot een aaneengesloten ladder van wortel-
vormen., Met » is ook zijn gespiegelde t.a.v. het middelpunt wor-
telvorm., Dus:

Met 8#0 en 2 zijn ook alle

o
ey
pa——

A+jou met s -2 (j natuurlijk)

©

FantS
-

pa—

wortelvormen,

(Op de rechte 2+ fu« (§ retel variabel) zouden op zichzelf
twee ladders van wortelvormen kunnen liggen, één met even lengte,
die het middelpunt ¢ bevat, en één met oneven lengte, die niet 6,
maar wel GZt%u bevat; later zal blijken, dat dit feitelijk niet

voorkomt . )
Laat g en y onderling afhankeliljke wortelvormen #0 zijn. Daar

y(h,)
~2 57E£7 als ladderlengte geheel 1s, moet de verhouding van g en J
rationaal zijn, We kilezen de van g afhankelijke wortelvorm & £0
zodat T« voor O <<t <1 niet wortelvorm is, verder } maximaal zodat
-§o wortelvorm is. nely, brengt een ladder ter lengte 2} _

voort, met laatste sport x horende bij de wortelvorm }& v Z21]

in de ladder van wortelvorien i de eeréte met 1> 0. Gezien de
keuze van « moet dan 121 zijn. Nu is i > onmogelijk omdat dan
ook (i-1)« wortelvorm zou zijn. Dus i=1, Bij « hoort als tak:
x(7+1)d=f+. Nu is x(?+2)m =f+x(?+q)“ =0, Dus 2§ = }+1, 5 ="1. Hier-
uit volgt dat de enige veelvouden van de wortelvorm « , die weer
wortelvormen zijn, de vorm + « of O hebben.

ne S

ho, Uit de formules van 39 kunnen we het spoor van f f+ in

-

de door de Rys .- 5X, ODgespannen lineaire ruimte berekenen. Dit is

namelijk P o
74 ¥
Vermenigvuldigen we de recursieformule (zie 39)
j’j =f’j_/‘“'(/“ +J ‘X)(h&)
met j&en gommeren we over Jj, dan krijgen we juist

T2 =ij0 Jlutin)(n,) .

Door middel van
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kunnen we u(h ) elimineren:

T2 py =L 3(3E0) aln,).

~7

Het spoor van f f+ in de genoemde rulmte is dus

1 -~
WE'p(p+1)(p+c) m(hm),

en

L

s /|
sp £ £, = 55 2 p(p+1)(p+2) «(h ),
waarbij de som loopt over alle o ~ladders en p er telkens de lengte

van 1is.

43, We noemen de stam FO in 't vervolg ©, een bij de wortel-
vorm &« horende tak nocmen we ey s de knoop {ea,em“}noemen we hm .
Elementen van © worden meestal met h aangeduid.
We vatten de resultaten samen:
Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebras,
" 2zij halferikelvoudig van de rang 1. Dan geldt:
De stam € is8 abels.
dim € = 1.
De wortelvorm O is l-voudig.
Elke wortelvorm #0 is enkelvoudig.
Onder de wortelvormen zijn er precies 1 lineair onafhankelijke.
Met elke wortelvorm 1is ook zijn tegengestelde wortelvorm.
Andere veelvouden treden niet als wortelvorm #0 op.
Bij elke wortelvorm « behoort een op een scalair na bepvaalde tak

€y zodat A
[h,em]z a(h)e, voor he®,

[em,e“a] h, e8.

[em,elaj = Na P e“+ﬁ , als «+p wortelvorm #0 is,
J

= 0 anders,.

6 samen met de e, brengt I' lineair voort.

& o
Met «#0 en 2 zijn ook alle A+j« met natuurlijke j sz -2
; «(h )
®

wortelvormen., -2

&. is geheel,
a(h,

Is bovendien a-a& niet wortelvorm, dan liggen alle wortelvormen
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, a(h )
A+je (J natuurlijk) in de o -laddeprs vanult A ter lergte -2 ( "‘)
’ ' alh

L]

wis op ' en speciaal op © niet ontaard. x

Voor h;h'e 6 is w(h,h') =% w(h)u(h'), waar ) over alle wortel-
vormen loopt.
Hy(h,e°:)=o voor h &8, 'w(ea,gﬁ) = 0 voor «+p #0,

1 . , " Al d 5 A .
V(ea,gdgz s Y p(p+1)(p+2) &(h“) = N, waarbij de som loopt over
8lle o« -~ladders en p telkens de ladderlzngte betekent.

4, De theorie der halfenkelvoudige algebras, als tot hier toe
ontwikkeld, komt uit E. Cartans Thése (1894). Het gaat nu verder
met methoden van H, Weyl (Math.Zeitschr.23-24, 1925/26),

De wortelvormen zljn elementen van de met O duale ruimte 0",
d.w.z. de verzameling van d=. lineaire functics op 6, opgevat als
lineaire ruimt=z. De afbeelding

i(n,)

S S e § P e O
[+4 ; ; C\’(ha)

waarbij aan een wortelvorm 5 zlijn spiegelbeeld in de « -~ladder
*

wordt toegevoegd, is zinvol voor alle § & 0 S& .8 een lineaire
afbeelding, SS:ﬂ; bij 8, blijft een (1~1)~dim,11n' deelruimte van
@wpuntsgewijs invariant, te weten de verzameling van allce 1lin.
functies op 8, die voor ha verdwijnen. Sm draait ellke o ~-ladder
otidersteboven. De wortelvormen #£0 worden door S, onderling geper-

muteerd, De S, brengen een groep voort, de kaleidoskoopgroep (omm

dat de Sm zolets als spiegelingen zijn) of Weylgroep van [ , Deze
groep is eindig, namelijk in wezen een permutatiegroep van de wor-
telvormen (die heel 07 lineair voortbrzngen).

45, Uit de invariantie van y t.a.v. de geadjungecrde groep

toegepast op w(h_ ,e volgt

W)
W([em/&tsh?\] se/a‘ )+V<h,/\:[_cq/wscle) = O’

A

dus a(b N, = w(h ,h,).

Alle ey door geschikte veelvouden vervangende, kunhen we ervoor

zorgen, dat alle
= Wle 2
& I\ID{ / (Ca(',b...

) = (1)

worden, Dan is dus
aln) = y(n,h,). (2)
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De lineaire vorm in h (bij vaste « )
s(h) - "/’(hsh#)

- verdwijnt voor alle knopen h=h?t , dus (omdat de knopen 6 lineair
voortbrengen) identiek, dus

w(h) =t//(h,h/a/), (3)

¥ bepaalt een kanonieke afbeelding § van 6 in er : jh' is dus
element van 8“; dat voor he¢® de waarde w(h,h') heeft (voor alle

h), dus
(§h')(h) = yw(h,h') voor alle h,h'e 8. (4)

© is lineair, en wegens het niet-ontaarden van y , ook één-één,

f(hy) = (5)

Ut

naar (3).
De bilineaire vorm 1w kan als inproduct in 6 worden beschouwd,

Z1ij induceert een inproduct in 8" door
(th,5h') =w(h,h') voor alle h,h'e 6, (6)

Dus luidt (2) nu
a(h ) = (n,m) . (7)
(a(h,) is nu symmetrisch in A en u ).
Het inproduct in 6" is ook niet-ontaard, d.w.z. gecn clement
#0 1s op de hele ruimte loodrecht. (Maar wegens de complexiteit
kan er van definietheid van het inproduct geen sprake zijn.)
Naar de structuurstelling was
yf(h“yhjL) = Z:f(h%) f<hxb) ( 7~ loopt over alle wortel-
vormen p).
Dit wordt nu
(n, m) = Z:f(ﬁjf)(fk,f) (7 loopt over alle w.v. p)
(8)
De formule blijft gelden als = en w willekeurige elementen van 67
zijn (lin.combinaties van wortelvormen),
De formule uit 42 voor S, wordt nu

S¢§ = 7 oM, (9)

en dat“is nu werkelijk cen spiegeling in de zin van de metriek in
e*; namelijk een orthogonale afbeelding. Immers
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(S 3s7) = (7, m)-2 pBlmad — (s 2, ),

dus .(Sa§',Sa73) = (Si?7,}) = (§, 7).

Door de normering N =1 zijn alle (a,x) (& = wortelvorm)
positieve rationale getallen geworden (zie de formule voor Nd in
de structuurstelling). Daar de -2 %%i%%-geheel zijn, zijn alle
(e,) rationaal («,p wortelvormen),’

Kiest men in @§+ een basis ult wortelvormen HMepseens Aoy s

dan bezit elke wortelvorm u een voorstelling

Moo= LTy My
Wegens (/u-ﬁ/"(',]) = Zr‘i(/(’l"iﬁ /(’LJ)

kan men de ry uit een lin.systeem met rationale co&ffig¢iénten be-
rckenen, Ze zijn dus rationaal,

Neemt men alleen de re&le 1lin. combinaties van de wortelvor-
men, dan krijgt men ecen re&le 1l-dim,lin. ruimte, genaamd @;i Voor
wortelvormen =a,x was (a, w) rationaal, dus is het voor alle
A, M €6 regel. Uit (8) volgt

(n,2) = Ly(np) ",

0 voor heeg .

v

dus (7\3 7\)

Het inproduct is in GJ' positief definiet,

Analoog wensen we eu als verzameling van de re€le lin,combi-
naties van de h, (2 = wortelvorm). Dan is geu=e;; en w redel,
positief definiet in eu.

Samenvatting:

Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebras; e ver-
volg.
Na de normering N, =1 (voor alle wortelvormen «#£0) en invoe-

-3 -3 ® 2 LA
ring in © van een aan y beantwoordend inproduct wordt voor wortel-

vormen n,m )
/“'(h.h) = (7\5/“') =V(h?\3h/u') = ZF(?\:f)(/ftsf’)'

Algemener (6,8) = L p(a,p)(8,p) voor a,pc6.

De sommen lopen over de wortelvormen p .
De 8, worden spiegelingen

X .
Sy ¥ = ;”2 %m:a; %5

2lj vormen de (eindige) kaleildoskoopgroep.
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Voor niet verdwijnende wortelvormen =n,u« zijn de (n,m)> 0, de
(W,}&) rationaal. Op elke basilis van wortelvormen bezitten alle
wortelvormen rationale codrdinaten.

Het inproduct is re#el, positief definiet in e;; hetzelfde geldt

LS

voor w in 6u.

46, Aan de kaleidoskoopgroep in 6" beantwoordt er door middel
van § een in 6, We bewiljzen: ~

De kaleildoskoopgroep in 6 wordt door een ondergroep van er
geinduceerd,

Gegeven een wortelvorm «#0. We vormen

Py = Coq T €y
a, = b, +Vi(,w) (e e ),
r.=h, -Vi(a,a) (e,~e_.).
Dan is
P, 9 = - V2(«,x)a, ,
p r = +V2(a,)r ,
® & o
ﬁ& h, =0 voor elke he6 met «(h) = O,
Met
v = m/N-2(x, )
is
TP, 9, = x V-1 d, -
Dy Ty = - -1 Ly >
tP, b =0 voor he® met «(h) = O,
dus ~ ~ o~
' Th, TPy TDy
e dy = -9, s € L P h =h voor he6
A met «(h) = O,
en wegens 2ha = q +r,
'cﬁm
e h = -h
% & ®
Dus stemt e * op © overeen met de afbeelding
hoh -2 MB)
“(hoc)
en dat 1s julst de aan Sy in 8" beantwoordende afbeelding. (Hier-
5 :

ult volgt niet dat e een met de kaleidoskoopgroep isomorfe onder-
groep zou bezitten. De e¥Pe brengen cen groep @ voort met een nor-
maaldeler ¢O bestaande ult die transformaties, die © elementsgewijs
invariant laten, en pas ¢/¢O is isomorf met de kaleidoskoopgroep.)
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47, De in 43 verkregen normaalvorm van [' was afhankelijk van
de keuze van de stam 6, We tonen aan, dat die afhankelijkheid in-
essentieel is, Allereerst zal dit blijken ©.0.v. het systeem W van
de niet-verdwijnende wortelvormen, Ik kan W opvatten als

1) een systeem van vectoren in een l-dimensionale ruimte met
inproduct (te weten 87),

2) een systeem van dingen, waartussen zekere relaties &+ =0
en «+4 +y =0 bestaan,

Door de (zwakkere) structuur (2) is de (sterkere) structulir
(1) al bepaald (indien W een systeem van w,v. is). Want uit de ge-
gevens (2) kan men achtereenvolgens bepalen alle ladders, hun leng-
ten, de Sa voorzover ze op elementen van W werken (ze draalen de
ladders ondersteboven), de (&,«) (zie in 43 de formule voor N, ,
dat op 1 is genormeerd), de («,s) (zie 45(9)), de vorm van het in-
product in 6%; de rang 1. W is dan op een orthogonale transformatie
na in 6% ingebed,

We tonen nu aan, dat de structuur van W in de zwakke zin on-
afhankelijk is van de keuze van de stam,

Gegeven twee algemene elementen A,B van ', dan zijn de niet-
verdwijnende wortels van (1-T)A+ tB algebraische functies van de
complexe variabele T, dus met slechts eindig veel singulariteiten
(vertakkingspunten). We verbinden A,;B door een weg 2., die deze
singulariteiten vermijdt, dus alleen algemene elementen bevat. Met
deze berekenen we de stam en de wortelvormen u(%), continue func -
ties van T, die we in 1 hunner kunnen ultdrukken

alt) = Z:Pi(f).ui(f), Te )y

met rationale r,(t), die aan dc andere kant continu van ten afhangen,
dus constant zijn. Door deze £y die dus voor A en B dezelfden zijn,
is de structuur van W in de zwakke zin eenduidig bepaald,

48, We tonen verder aan, dat door de structuur van W die wvan
' op isomorfisme na eenduidig bepaald isdoor M en Mmet isomorfe W en
W' op eenzelfde normaalvorm te brengen:

In I resp. "' 1s een stam 8 resp. ©' bepaald. Hierbij horen
wortelvormen o resp. « !, die we echter door dezelfde letter zullen
aanduiden, alk ze bij het isomorfe verband tussen W en W' aan é&lkaar

beantwoorden., Bij de # horen takken e resp., e', en knopen hu

&
resp., hﬂu . We veronderstellen ["en ['! met N& =N&ﬂ1 genormeerd |
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We construeren een iscomorfe afbeelding van I op ﬁ'.

Aan h , laten we h', beantwoorden. Krachtens H4 (5) is deze
relatle lineair op het systeem der hm 5 z1j laat zich dus tot een
afbeelding h—h' van 6 op 8' ondubbelzinnig voortzetten,

Laten we aan e, €en veelvoud van e', Dbeantwoorden, dan blijft
in elk geval de relatie

[h,e,]=ae, (h ¢©)

bij overgang tot de beelden in [I’' behouden., We zullen de zaak
zo formuleren, dat wij de gegeven e' gaan hernormeren, zodat e,
zelf het beeld in "' van e, wordt, Bij het hernormeren moet
erop worden gelet, dat de normeringsfactoren van el en elm el-
kaars omgekeerden zijn, zodat de normering N&:ﬂ niet verstoord
wordt. Vanzelf wordt dan ook h& = [e&,el(x] niet gewijzigd.

De e!'. moeten nu zo worden bepaald, dat

n
1
Les sef] = [ey00,]

(hierblj wordt onder (kel)' natuurlijk ke} verstaan als k een

scalair is).
Opmerking: Zij w,B8, )y €W, a+p +y =0, Is aan

[en veln]= (200

reeds voldaan, dan is vanzelf ook aan

1o 1= [0 ]

voldaan,

Immers in
[e(X [e ,ef]] + [eg ,[e exl] * [e s [ 852, = O
[ e, [eﬁ ,p{]] +legs [ e',em]] + b’ [e’ €]l =0

zijn de derde summanden gelijke veelvouden van h,6 resp. h'!, de ande~
re summanden veelvouden van hm en hﬁ resp. h& en hé . De essentieel
enige relatie tussen deze elementen is echter

he +h, +h, =0,

A
1 1 |
h« + hﬁ + h/ = 0
(zie 43 (5)). Dus moeten de andere summanden ook dezelfde veelvou-
den van h, en hﬁ resp. hy en hﬁ zijn, dus [ ] en [e',e']

dezelfde veelvouden van e_, en el , - Dit was Julst de bewuring,
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Op een geordende basis vah elementen van W gaan we alle ele-
*
menten van ©

volgens coBrdinaten lexicografisch rangschikken

verstaan we de verzameling wortelvormen u met - pepcp
(p een wortelvorm > 0).

Onder W

We veronderstellen, dat de toevoeging
binnen W

e —» el

 u ?u al gelukt is
, zodat dus

i
. 1 =} — 2
[eh,%u] _[em,guj voor alle = ,u met xwu,mfw.eh%.

(1)
We trachten hieraan ook te voldoen binnen Wf\J(f)LJ("f), d.w,z, aan
[e’ ef]=[e, 58, f met ﬂ»MéW} s Aku = top (2)
+f %]—-[ +?ﬂﬁ] met A, atp ewﬁ (3)
[e},elf]: [ef,e_f,] : (%)

Is p# a+u voor alle a, u e W, , dan geldt hetzelfde voor -p
en voor atp , dus dan vervallen de eisen 2-3, terwijl aan 4 bij

voorbaat is voldaan. We mogen derhalve veronderstellen

p=&+p
voor zekere «,B el e!
et;e!' 1, Bisen we dat e!
{ 0(’ /3_] i

i an je c an is as
is van [ x2Cg] dan 1is aan

s hoe ook genormeerd, is veelvoud van

hetzelfde veelvoud van [e!,e!] als e

I

e} ,eé] = [eu,eﬁ]’ (5)
. Analoog kunnen we aan

[e ’e,ﬂ] Le. _d‘

voldaan

(6)
voldoen, in het midden latende, of de normering Nf:ﬂ hierdoor niect
woprdt verstoord.

De definitie van e'P hangt af van de keuze van de voorstelling
p=&+p . Z1j ook nog

p=yt?

voor zekere [J,deW

We tonecn aan, dat (5) geldig blijft met g,
i.p.v. &, p

. We hebben (Jacobi)

[Legseq ey 1+ [legsel,Ts ey l+ [[el 5] »25] = 0. (7)

Nu is p<p, dus «+p@<u+p , dus O« % s dus 0 <« <p en analoog
O<pep, O<y<p, O<a‘<f. Dus
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"}"-' :x-—(;/<Pg

_])</5-j’</7,
Dus ®-y , A~y geen wortelvormen, of ewj,.
Verder J=“+ﬁ‘f€%w

De 2° en 3% summand in (7) worden binnen W, genoemd. Naar (1) mag
- ik daar de accenten naar bulten brengen. Overeenkomstig (6) is er
cen vergelijking zonder accenten. Ik mag dus ook in de ‘e summand
van (6)

[fel syl el,] (8)
de accenten naar buiten brengen. Speciaal geldt dit voor y=o , dus

ook in ‘
I[ e&,eki},ei“],eiﬁ]

[[Tepep]-elp]-ela]

[Legoepl -[eluseln])s

dus volgens (5) en (6) ook in

en analoog in

dus ook (Jacobi) in

{

[Legs85] > [eum’e—ﬂ]'3 ’
d.w.,z, in
[e},e_f].
Hiermee is (4) bereikt, dus de normering N =1 gewaarborgd,
We kunnen derhalve nu profijt trckken van de "Opmerking",
(8) in zijn algemene vorm levert

}

el,e! = e ,e ]
[P’u] [P’ u-/J
dus de helft van (3). Maar volgens de "Opmerking" is dan meteen ook

voldaan aan
1

[elpely =feope ]

dus aan de helft van (2). De andere helften volgen, als men p en -p
verwlsselt, Hiermee is de uitbreidingsstap gelukt.
Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebra's, 2e ver-

volg.

' eh W bepalen elkaar wederzijds.
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49, De afbeelding a« — -& 1is een automorfisme van W, dat
naar 48 wordt geInduceerd door een automorfisme van ' , waarbij

h —h voor o eW,
o - X

h — ~h voor hef,

met zekere scalairen V. s Waarvoor wegens

h‘K = [ea’e_¢x]“* %, y_&[e_m?em] = =Y V. hﬂm= %ﬁia~hu geldt
Vg Vo= e (1)
We vervangen nu e door
o er
1 — ¢
€ Y oy Cu s

waarbij de tekens van de vierkantswortels zo bepaald zijn, dat
\/_;(—x\/’;-_o{:/l;

zodat de normering N“ =1 niet wordt verstoord. Dit kan wegens (1).
Het onderhavige automorfisme bewerkt

e! = V;~ /;. e = el .

Ve =
o - &K - [+ - 0L - O

We vervangen nu de e, door de e', . Na deze "tweede normering”
bezit ' een automorfisme van de vorm

e — € 5
B -

h,—h__, (2)
h — ~h voor h ¢®©

We houden deze normering vast. Nog verder te normeren, om de tekens

van de Nm o vast te leggen, zou mogelijk, maar onbelangrijk zijn.
2

We hebben
[em’e/&] = No;,ﬁ eoc+fs ?
[e_mse”[s] = N-—o{’—/se-(x‘-ﬁ 2
dus
N“;ﬁ - N"C‘ss“/g’ ’ (3)

We berekenen Nm :
J
In 39 hadden we voor een « -ladder met laagste wortelvorm
-
yZa ){etu en Xj = evXs
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waarblj

Il

py= - To (uriese) = 7 o(p-1)(x,e) =

3(p-3)(3+1) (&, o),

1l

waarbij p de lengte van die ladder is,.

Dus geldt voor elke €4

§“u€meﬁ = $kk'(o,a),

indien g in zijn « -ladder het k-de element van onderen en er k'
naar boven op volgen (i1.p.v. j+1 en p-j daarnet).

~s

€_xCn €p = Na’ﬁ N__(Moﬁ_/sﬂ P

dus

— _J:_ 1 J
Now N__m’Mﬂ = skk'(, &),

Uit Jacobi op e_ toegepast, volgt

wC-p> Sxip

N"O(:"ﬂ h""%"ﬁ * N"’ﬁ:"d’ﬁ h‘x * NOL"’/s:“& h/s =0,

dus wegens
h—m~ﬂ4-hm +k% = 0

en de onafhankelljkheid wvan h« en hﬁ , dat de N onderling gelijk
zijn,

Dus - L 1
W, o B, = Kk (%),
dus naar (3)
N, p =V -3kk'(a,®) zuiver imaginair,
3

50, Uit de caomplexe Lie-algebra lichten we nu een refle (waar-
van [' de complexe uiltbreiding is), de zogenaamde unitaire beperking

Poe
u
Na de normering van 49 zij het algemene element van Pu
ih +) © e
- L [
waarbil] he:eu s
en T, +T =0
L
(i=V -1Y,

eu was de verzameling der reé¢le combinaties der hm 5 anders gezegd
de verzameling van die h, waarvoor alle wortelvormen re&el zijn.
ieu is dus de verzameling van alle he ® met zuiver imaginaire wortels,
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Pu is een re&le lineaire ruimte voortgebracht door ieu en de
e, ~€_, ©n i(em+e x) + We tonen aan, dat T een reéle Lie-algebra is:

)5

g(_)' ‘:‘““(h> (e&“e__m) 5

Lih,e, -e_ J= m(h)i(gx+e_«
[1ih,i(e +e_
[ey-e_ o ile te_ )] = 2in

P’ ],_
[em—b_m, §6~ewﬁju T N&,p o1 m+ﬁ+cmmﬁﬁ)-2N&,_ﬂ

( 4
[ea“e«m’ i(eﬂ+e-ﬁ)3= iNaaﬁ.(ea+ﬁ_e—m~ﬁ)+iNm:"ﬁ ‘(e““ﬁueﬁ_“)’

%x—p+e~mf@)’

o e S { ¢ e j_ il o - .:]_ .
[i(”m+£¢(Q’ 1(§ﬁ+e_ﬁ)]- iNm,ﬁ 1(e&+ﬁ+bu“_ﬁ) iNm,—ﬁ
.i(em—ﬁ+eﬂ“m).

Hier zijn alle co&ffici&nten inderdaad re&el (voor h.eeu).
Hoe ziet v er op Pu uit? wy(h,h)z O voor heo , dus
v(ih,ih) £ O,

T e -T e T e - e = -27. T % 0.
v ( S SR S Y I T »m) [ e

Dus is w op Pu negatief definiet. Op een t.a.v. iéﬁ orthonormale
basis en verder de 3 VE(e“-e“&), Z 2(ea+e_m) ils basis-elementen
wordt w(x,x) = minus een som van kwadraten. r, wordt infinitesi-
maal-algebra van een re&le draaigroep.

[' is de complexe ultbreiding. Er zijn meer re&le Lie-algebras,
in " waarvan " de complexe uitbreiding is. Om allerlei redenen is
de "unitaire" bijzonder belangrijk, vooral omdat de bijbehorende 8,
compact blijkt te zijn.

eu samen met de iea brengt ook een reé&le Lie-algebra voort.
Want

[ieu ,ieﬂ] = iN ie voor «+3 #£0, met re&le iN

i
thyp o+
[1em ,1e_u]= -hme;eu,

s

[ h,ie 7= a(h)ie, met re&le «(h) voor hed .

De complexe uitbreiding van deze re&le algebra is weer [, We
noemen deze reXle algebra (met complexe uitbreiding ) de standaard-
beperking PS.

Hoe ziety er op ' uit? v(h,h) (heB) is positief definiet,
terwijl de rest wegens -y(eu,e_u)=1 (overigens 0) evenveel positieve
als negatieve kwadraten oplevert., Dus signatuur van yw = rang van [,

Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebras, 3¢ verp-

volg.



Na een tweede normering is er een automorfisme met h - -h

(voor heo), e,~> €., voor ', is

Nm P = N x imaginair, en is de unitaire beperking
2 = By~

Pﬁ (met R(er\Pu) imaginair voor aeW en tegengesteld geconjugeerde
coéfficiénten van ¢ en e*a_) cen reéle Lie-algebra met negatiefl
definiete yw op ﬁu, en is verder de standaardbeperking (voortge-
bracht door 6 en de ie ) een re&le Lie-algebra met

signatuur y = rang I.

51, Als voorbeeld beschouwen we de grocp der projectieve
transformaties, dic een re&le kegelsnede invariant laten; door
projectie ook te vereenzelvigen met de projectieve groep van de
rechte, dus met de groep der gebroken lineaire transformaties

7 az+b
cz+d

of (in het klein) met de groep der 2-2-matrices met determinant 1.
Als basis der Lie-algebra kiezen we

0 0 0O O
(o) 206 o) °=(4 o)~
0 -1 0O O 17 0
dus {A,B]= 2B, [A,c] = -2¢, [B,C] = A. Met de veelvoudcn h=pA van
A als stam, worden de niet verdwijnende wortelvormen

A

fl

Z(h) =2D , - '?\(h) = =2p,

verder (W,K) _ %'

Voor de unitaire beperking kiezen we als bagsis-elementen
i O o 1

Q i
K:iA:(O“i>, L = B-C =(_“1 o}’ M:i(B+C)=((i'O>,

die juist de unitaire groep in 2 variabelen voortbrengen. Mecetkun-
dig 1s de unitaire beperking verkrijgbaar door de (komplexe) rechte
als stereografisch beeld van de 2-sfeer met de draaigroep op te vat-
ten. Behalve de unitaire heeft men de gewone reéle (standaard-)
structuur (re&le projectieve groep van de¢ rechte). De geadjungeerde
groepen ‘bezitten resp. de bases



0 0 0 o 0 1 0 -1 0
A= 0 2 0}, B=l-2 0 0}, CT=[0 0o o],
0 0 -2 0O 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 2 0 -2 0
= | o o0-2 T -lo o o M=(2 0 0].
0 2 0 .2 0 0 0O 0 0

De invariante kwadratische vorm yw is indefiniet, resp. definiet
(invariante re&le of nuldelige kegelsnede),

52, We beschouwen weer de algebra's le,:ﬁl,oCl,lﬁ. In alle ge-
vallen bestond 8 uit diagonaalmatrices. De takken waren zo gekozen,
dat ea,e_u.reéel en elkaars gesplegelden waren., Door berekening van
[le,,e_,Je,] Plijkt dat in alle gevallen x(h,)> is (wazruit ook de
halfenkelvoudigheid volgt). De formule in 43 toont aan, dat N&po—
sitief is. De normeringsfactoren ten behoeve van N, =1 kunnen dus
re€el en voor e, en € dezelfden zijn. De nieuwe e

steeds re€el en elkaars gespiegelden,
/1

x?€._ « Z1Jn nog

Voor lineaire groepen is a—a' ' een isomorfisme, voor

lineaire Lie-algebra'ls is dus
7 s A A

een l1somorfisme (ookvreohtstreeks in te zien). In onze gevallen is

het zelfs een automorfisme, want met A heeft ook ~A' het spoor O,

en met A voldoet ook -A' aan AS+SA'=0 (omdat 5=~
7 h=-h voor alle he® en e, =«e_m . Bij de tweede normering

is).

hoort dus bijvoorbeeld €y door iem en e_. door ¢iemm te worden ver-
vangen, In de unitaire beperking treden :“Leoc en »ie“m' met tegenge-
steld geconjugeerde coé&fficiénten op; dus geldt hetzelfde als we
e . en e_a.als basiselementen aanhouden. In de unitaire beperking

o

z1ljn de diagonaalelementen zulver imaginair. Aangezien e, ene_,

gespiegelden waren, bhestaat de unitaire beperking in de eis
A= AT,

oftewel A+ Al = O,

Door dezelfde eisg (en spoor 0) is echter de Lie-algebra van de uni-
taire groep gekenmerkt, We kunnen dus zeggen:

De unitaire beperking van de complexe lineaire Lie-groepen
(Lie-algebrd's) Ops By, Ly ﬁ& is gelijk aan hun doorsnee met de
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(Lie-algebra van) de unitaire groep (in 1+1, 21+1, 21, 21 dimen-
sies).

Dit verklaart de naam "unitaire beperking'.

Voor de standaardbeperking noemen we de re&le dlagonaal-
matrices en de re&le veelvouden der oorspronkeliljke €y » De stan-
daardbeperking stemt overeen met de oorspronkelijke algebra van
matrices, maar dan met alleen reéle co€ffici&nten.

53. In de gevallen ‘bl en ﬁﬁ is de unitaire beperking na ge-
schikte basiskeuze gewoon de re&le draaigroep in 2141 resp. 21
dimensies. We laten dit zien voor 271; voor i?l gaat het eender.
De unitaire beperking bvestaat ult de A met

AS + SA' = O,

A+ A" = 0,
dus ook
A = 3AS,
waarbij ; ;
S = 0 1 )‘
10
Door :lé-(/}/]-*;]i /ll-:;_) » P“/] =F:PS=SP

(141 betekenen hier 1l-dim. 1-matrices maal 1+1) kunnen we S bren-

o - (39).

gen op de gedaante

De A worden dan getransformeerd in

-1

PAP™ Y,

en die zijn reé&el, want

paP™ ! = PR P71 = PS.SAS.P = PASP = PAP™ T,

Door die transformatie krijgen we dus de re&le orthogonale groep.

54, Voor onafhankelijke »,ueW is

2 g - -2 (1)
As A J 5 AL
geheel, maar aan de andere kant

‘ = 4 cos® 3 (n,.m),

dus tussen 0 en Y4, dus



cos <}”'(7‘3/‘“")= 0, +l;5/7] +

+
N
g (a,u) =90 0

,135%,  30°,150°,

Voor (n, u)#0 moet één der factoren in (1),bijvoorbeeld

‘_2 (7\3#) — i__ /]’

( As "\)

de ander kan a
,.2_%_3;":%_:4_/\5.,_2’4_3
s X x x

zijn.
Er zijn geen ladders langer dan 3. Wegens

2(7\-:?/“‘) = _'}_‘_(7’*37\)

2 A,A
cO8 A = -
¥ (7, ) %;:;3 ,

dus is in de gevallen van een hoek # 900 de lengte-verhouding van

is

de twee vectoren A en _u geheel bepaald,
Vi, VZ, V3
(maar kan natuurlijk in de ene of in &= andere richting lopen).

Door van deze gegevens gebruik te maken, kan men de mogelijke
systemen W met meetkundige methoden classificeren (zie v.d. Waer-

den, Math. Zeitschr.37). We volgen hisr =en andere weg.

55. 1In @S kiczen we een willekeurig geordende basis en ordenen
de elementen van @S lexicografisch naar de cobrdinaten op deZe ba-
sis. Een positieve wortelvorm heet dan primitief, als hij niet als
gom van twee primitieve wortelvormen kan worden voorgesteld, De
primitieve wortelvormen leveren een verzameling PcW op. Elke posi-
tieve wortelvorm kan door successieve gplitsing als som van primi-
tieve worden geschreven, Elke wortelvorm 1is dus een lineaire combi-
natie van primitieve met gehele codffici&nten, alle 2 O of, alle
g2 0. (Zie ook Gy, B, L, VD).

Voor verschillende =, w &P is (a, u) 2 0. Want was (a, &) > O,
dus was 7A-u en u-3 o0k wortelvorm; een hunner zou positief zijn,
dus A of « imprimitief,

De elementen van P zijn lineair onafhankeli jk.
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Want stel
A=) Ty Ay +Z:rj 13 met r;» 0, rj<0

waarblj x,mi,mé ¢ P en alle wi¥ alle mj. Dan is (Z:rimi,Ezrimi)>~O
wegens de positief-definitiviteit van dit inproduct voor re€le £y
Maar ook (Zr’i?\i, Zri“j) 2 0

wegens (a,,al)s0 en r,r, <0, Dus (optellen!)
i*%J i J
(Zr»imi,m)> 0

in strijd met (Ki,z)é 0 enr, >0,

De elementen van P vormen dus een re&€le basis van eu; hun aan-
tal is 1. (Zie weer czl,&$1,¢71,}&ag

P hangt natuurlijk van de gekozen orde .in Su af. Elk systeenm
P van wortelvormen, waarult alle met gehele co&fficiénten (alle 20
of alle ¢0) kunnen worden gecombineerd, is op deze wijze verkrijg-
baar, Immers gaat men van P als basis uit, dan blijken alle elemen-

ten van P primitief te zijn.

56. W kan stapsgewijs uit P worden opgebouwd door het volgende
procédé:
Is «>0 reeds verkregen, dan bepale men een peP, zodat
m= -2 % )>O
(f:ﬁ)
is. Men vulle de verkregen verzameling aan met
X+ mp .,
Immers, zij g de laagste nog niet verkregen positieve wortel-
vorm,
ﬁ:Zri Py s r'i>0, fieP.

(P:Zrif’i) = (/3:/3)> O3

dan is er een i met
(l@ "Pifi) > 0.

Maar dan is (B5p4)
ms= 2 ———-—— >0

(Fisﬂi)

en .= -mp,elW,
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Was m>rs, dan had « een negatieve cobrdinaat, dus waren al zijn
codrdinaten ¢ O, dus g = rs Py dus ri=1, en dan was g al in P, Dus
mgry, dus ook & > 0, dus (omdat s de laagste was) « reeds aanwe-

Zig' (aﬁﬁi)
_2——————-—-——:—m+2m=m.

(Pisfi)
Dus levert de aangegeven stap de gewenste g op.

W is dus door P bepaald, en wel hoeft men van P alleen de
waarden der (p,s) (p,eceP) te kennen. (Of ook de abstracte struc-
tuur van P door W bepaald is, onafhankelijk van de keuze van de
orde, is hier nog niet gebleken.) I' is dus ook door P bepaald. De
st?ﬁétuur van P wordt door een grafisch schema weergegeven:

" Aan elk element van P late men een stip beantwoorden. Twee
s%ippen f »6 worden door j strepen verbonden, indien

cos ¥ (p,e) = -5V

is (merk op dat volgens 54 (p,¢)s 0) is. Er komen dus gevallen van
0,1,2,3 strepen voor., Voor het geval van j » 1 strepen moet men nog
weten, wie van de p en o de grotere vectorlengte heeft. Men zette
in de strepen een pijlpunt, die van de kortere naar de langere wijst.
De verhouding is in elk geval VJ (zie 53).

Anders gezegd: Een j-voudige pijl van p naar e betekent:

1

(pop)ilpse)ilese) =12 =35 J.

Valt P in twee systemen P',P" zonder wederzijdse bindingen uit-
een, dan is (p',p")=0 voor p'eP', p"e P", dus de door P' voortge-
brachte lineaire ruimte loodrecht op die door P" voortgebrachte.
Dus leidt het proces (55) tot geen andere wortelvormen dan lin.com-
binaties uilt P' alleen of P" alleen; deze systemen heten resp. W!,
W', Voor «'eW', «"eW" is («',a")=0, dus [h,,,h u]=[h_,,e u]=
=[ha",eu,] = [eu,,e&”] = 0. Dus horen bij W', W" resp. I'', p", die
idealen in ' zijn met '= ' '+ (directe som). Het omgekeerde is ook
gemakkelijk in te zien. Dus:

W is onverbonden vereniging van W', W" dan en slechts dan als
" overeenkomstig directe som van "' en NM" is,

&
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57. We hebben al vast de schema's (dimensiles erachter ver-
meld):

O | TR BTTHTT A (x4
A A A S O
L I A A S P Sl £(2£+1)
R A I P1C)

De stippen zijn neergezet in de volgo@de zoals bij de diverse typen
de primitieve wortelvormen waren opgesomd, maar dezezijn achteraf
anders genummerd (nummering van E, Cartan).

Het is evident, dat geen andere bindingen dan de opgetekende
voorkomen, b,v. kunnen w4~ wy €N «mB- Wy niet zijn gebonden, om-
dat (a31—<u2)+(a)3-¢u4) nlet wortelvorm is. w, - w, en w,- wy zijn
enkelvoudig gebonden, omdat (011—012)+(0J2-¢u3) = W - wg wel wortel-
vorm is, maar (a)q—cu2)+2(a12-cu3) niet. In het geval &, is

@qqm Y tI@q met j=1,2 wortelvorm; dus
(w -w., W
o - 1-1 1° 17 _ 2,
((wl"wl) )
@ -wWa., W
dus (zie 53) R S =1,

(arg _4=0q 58y _4-wp)

dus (wl,wl) <(w1 4=¥7 @] _q" l). In het geval £, is het omgekeerd,
omdat net (c«)l_,I )+2cul wortelvorm is. Enz.
Uit de schema’s maakt men isomorfién op:

az/‘ =Qﬁ1 ;#/‘ (1)

¥, was nilet gedefinieerd),
1 A

By L, (2)
U, = oy + o, (3)
oty ;zYB . (4)
We kunnen dit ook rechtstreeks inzien:
1) %4 = J? is triviaal., - tﬂq éeﬁﬂ is het bekende isomorfisme

(in het K}ein) tussen de projectieve groep van de rechte (functie-
theoretisch vlak) en de draaigroep in 3 dimensies door stereogra-
fische projectie (zie ook 51).
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2) Vat men de R4 als projectieve 3-ruimte op, dan kan men de
rechte p door de punten x=(§1,§2,§3,;4) en y=(71,72,73,74) beschrij-
ven door de Pllickercoordinaten

Tyg=Fi7y - 5371 (2D
T Tayt Tz Tyt Ty oy = O.
De antisymmetrische S bepaalt een "nulsysteem", waardoor aan een
punt x een poolvlak u=38x wordt toegevoegd., Twee punten x,y heten
toegevoegd t,0.v, het nulsysteem, indien elk in het poolvlak van de
ander ligt, dus als

(SXJY) = OJ

d.w.z. _
> Gijxiyj = 0,

als (Gij) de matrix van S is. De rechten p door aan elkaar toege-

voegde punten heten rechten van het nulsysteem. Zij zijn dus door

Zs‘ij wij =0
gekenmerkt.
De lineaire groep in Ry (projectieve in de projectieve 3-ruimte)
induceert een voorstelling in de lin. ruimte R6 van de antisymme-
trische grootheden (mij,i,j=1,.,.,4) doordat aan

1
i =2y %ag 8y

beantwoordt
1
T,

140 T 3% %gry g
Zijn 'Wij de Pllickercocrdinaten van een rechte, dan zijn de Wij het
ook. De formules beschrijven dus onder meer de afbeeldingen van de
variéteit der rechten.

Aan de lineaire transformaties, die de bilineaire vorm S (pro-
jectieve, die het nulsysteem) invariant laten, beantwoorden in de R6
lineaire transformaties, die de door

bepaalde R5 invariant laten. Bovendien blijft de kwadratische
vorm (het kwadratisch hypervlak)

a2 P3ut Pg3 Pupt Py Py (<0)
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invariant (de vari&teit der rechten). Dus beantwoordt aan de sym-
plectische groep in de R4 een groep met invariante kwadratische
vorm in R . (Men overtuige zich er nog van, dat dit een "isomorfis-
me op" is.) ‘

3) De prfggggieve transformaties van de 3-ruimte, die een kwa-
driek invarian@[ig%en elke schaar beschrijvenden als geheel inva-
piant of verwisselen de scharen. We kunnen ons tot het eerste soort
bepalen. Deze is direct product van twee ondergroepen, waarvan elk
een schaar elementsgewijs 1lnvarlant laat; elk der scharen is wezen-
1ijk een projectieve rechte; de ondergroepen zijn wezenlijk de groe-
pen der projectieve rechte. Dus z?é direct product van tweemaal czq.

Of anders: de draaiingen in de R4 laten zich als guaternionen-

vermenigvuldigingen schrijven,

qu :' X ~+pxq"/‘,
die in de R3 eveneens,
Bp : x«»p)i:p'/l (Re x = 0).
Iaat men het paar ﬁ
r "1
Bp,Bq van twee elementen van &51
beantwoorden aan
D & ¥
pa e’

dan heeft men een homomorfisme met als kern de afb. x-+%x en X- ~X
van‘ﬁg. In het klein is dat een isomorfisme,

4) Analoog aan (2) is het geval oty = P, Alleen vervalt hier
het invariante nulsysteem, zodat men aan de ene kant de hele ¢
krijgt, terwijl aan de andere kant de hele R6 (niet alleen een R5)
een rol speelt.

58. Samenvatting:

Structuurstelling van halfenkelvoudige Lie-algebra's, slot

In het systeem W der wortelvormen is voor aZu: cos g(m,ﬂj=i%¢3
(j=0,1,2,3) en de verhouding tussen (a,a) en (u,u) is j voor J#O.

W bezit een basis P van primitieve wortelvormen, waaruit heel W
met gehele co&fficiénten, alle 2 O of alle £ 0, kan worden opgebouwd.
In P geldt (p,o)3$ 0 voor p#e,

["en W vallen bveveenkomstig uiteen in de zin van directe som

resp., loodrechte deelsystemen.
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59, Complexe classificatie van de halfenkelvoudige Lie-algebra's

(1) We kunnen ons naar het tweede criterium voor halfenkelvoudig-
>

heid beperken tot enkelvoudige I met rang 2z 1.

(2) We trachteh alle systemen P te bepalen. We bekommeren ons voor-
lopig niet om de lengteh van de elementen van P, maarnormeren ze
allemaal op lengte 1. Dan komt alles neer op de bepaling van de
klasse ¥ van alle systemen P van vectoren van re&le euclidische
ruimten met de eigenschappen:

A: Uit xeP volgt Jul = 1,

B: De elementen van P zijn onderling onafhankelijk.

C: Voor «, B &P, xfp is (w,p) = -5 Vs met s=0,1,2,3.

D: P is nilet vereniging van onderling orthogonale deelgystemen,

(3) Met de notatie van 2C heet «,p s-voudig gebonden voor s#£0, on-
gebonden voor s=0. De aldus ontstaande graaph is samenhangend.
() Is Pe, P'c P en een graaph van P' samenhangend, dan is P'e p.
(5) De graaph van een Pe p kan geen "cirkel" zijn. Want zij .

P =‘{m1""’“m} met (aj,mj+1)¥0 (voor j=1,...,m mod m).

Dén is IZ:“ }2 el 32 P (ws )
Jt J i#d 7 1°7J

S m+4 EZZ(mi,ui+1)é 0
hetgeen onmogelijk is wegens 2B,
(6) De graaph van een Pe P kan geen cirkel bevatten, is dus volgens
3 een boom.
(7) Een element van P heet k-zijdig, als het aan k elementen van P
gebonden is. Is Pe 2 en « k-zljdig, dan valt P \(«) in precies k
niet lege deelsystemen e uiteen, de door « bepaalde "takken",
(8) Is P een verzameling vectoren, dan zij L(P) de door P bepaalde
lineaire ruimte,

™.
(9) Voor Pey en de o eP defini&ren we

¢ (P,x) = kwadraat van de afstand («, L(PN(x))).
Dus 0% ¢(P,a) £
en voor xeP'cPéyp :

_(P(sz c4)?-= (/’(PJ “)-
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(10) Lagk =ePep zijgn en laten P; de door « in P vepaalde takien
zijn, Laat «,eP. aan « sj-voudig gebonden zijn, (Volgens 6 zijn
deze * ondubbelzinnig bepaald,) :

ZiJ ay = ¢(Pj,aj),

a @(P,x).

it

Dan is s,
a1 -3, —d |
J Yaj

(Deze formule is de sleutel tot al hetgeen volgt.)
Bewijs: Per definitie is er een

/5 eL(PJ. '\(mj))

met o
{“j"/j! = aj'

De elementen van verschillende Pj zijn onderling orthogonaal, dus

(mi"/i’uj'Jﬁ) = 0 voor i#j.

Verder (oc,oaj—[j) = (oc,ocj) = -3 \/—s'j..
Stel
= X - NEIEy
dus 6 [2 = 1 +2:V§bx,+2:a,x% .
JJ d J
We bepalen de reéle scalairen x, zo, dat dit minimaal wordt, te we-
ten 55
X, = - =% .
J 2a]j
Dan is S .
2 J
f?) = /l - Z—_"“ .
i | ha

Hierult volgt het gestelde.

(11) De elementen van Pe  kunnen op zijn hoogst driezijdig zijn.
Want in de som uit 10 is elke summand z % s dus zljn er wegens a> o0
“ten hoogste drie,

(12) 2i3 P,Pye @, Py cP (1=1,2), P=P,w Py, P,nPy = (x). 21j

1
‘ ?(P/]:‘x)é'g' .
Dan is 1
¢9(P,p)= 5 voor BeP,.

Bewijs: Voor P, = {o,p8} is dat een gevolg van 10:
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@(P,ﬂ)é" - '—"‘/L,"'=% ‘
L
Inductie en toepassing van 9 levert het gestelde op.-
(13) Voor &lk minstens tweezijdig wePe 2 geldt

< 1
'?(P’“)"" 5 e

Bewijs: Zij o gebonden aan %y 5%, Het is voldoende, het gestelde‘
voor het systeem {« ,u,ug} te bewijzen. Volgens 10 is

1
1 1 _1
p(Fs) 21 =g -y = 5 -

(14) Bezit P e P een driezijdig element p , dan is ¢(P,«) s % voor
elke ®eP,

Bewijs: Zij P' een door g bepaalde tak, zodat «eP! zodra o#£p .
Zij P"=P \P', Dan is peP"e¢p . In P" is p minstens tweezijdig, dus
volgens 13 ¢(P", g )% % , dus volgens 12 ¢(P,m)§.% .

(15) Geen Pey kan meer dan één driezijdig element bezitten.

Bewijs: Stel « en p driezijdig in Pep . Pj (j=1,2,3) zijn de door
o bepaalde ?akken, o, ¢ P, gebonden aan « , en ﬁeI%P‘Dan is
@(Pj,uj)é 1 en (volgens 14, of voor 8 =&, volgens 13) ¢(P1;m1)é%-,

dus
- - = 0,

1
J .
L 5 heq 4.1

¢(P,x) £1 -

hetgeen volgens 2B niet mag. _
(16) Geen Pe¢ 2 met meer dan twee elementen bezit een 3-voudig gebon-
den paar,
Het is voldoende, dit te bewlijzen voor een systeem {a,p ,/}
met drievoudige binding tussen & en £ en binding tussen £ en f .
Volgens 10 is ‘
g(P,p) 1 - 2 -1 _ o,

(17) Heeft Pep een dubbele binding, dan is ¢(P,))#% % voor alle
y e P,

Volgens 12 behoeven we dit alleen voor systemen {a,ﬁ} met dub-
bele binding te bewiljzen. Volgens 10 is

| < 2
?(P)ﬁ)z/l - E‘T,l— é

1
2

(18) Geen Pep bezit een driezijdig element &n een dubbele binding,
Bewijs: Z1j ®eP driezijdig en zlj tussen p en )y een dubbele binding,
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P' een door jf bepaalde tak, zodat «,B.€P!'. Is o#£p, dan is «
driezijdig in P!, dus volgens 14: p(P',p)% % . Is x=p, dan volgt
hetzelfde uilt 13. Volgens 10 is
2
p(Pru(y)sf) 31 - —

1
hom

(19) Geen PepP heeft meer dan één dubbele binding.
Bewijs: Laat « met g en ymetd dubbel zijn gebonden, Zij P' een
door & bepaalde tak en «,B,y € P!, Volgens 17 is ¢(P',y)s % s dus

volgens 10: o
?(P"V(J)Ja‘)éq "'1'4.""'7]"
. '-—2—-
(20) Een Pep met dubbele binding bezit volgens 18 een lineair

geordende graaph. Heeft P meer dan vier elementen, dan kan de dubbe-
le binding alleen in het begin (of op het eind) staan,
Want z1]j P={°ﬁ’u2’“3’“43“5} met binding tussen ®; en %y4q €N

= O,

= 0,

dubbele tussen «, en &;. Zij Py = { % seen “y}
(P(Pgifxz) =1 - _‘j"" = 'IBI E)
o(prag) = 1 - op o]
sp) = 1 - =S =,
PiE30%3 w33
: 1
¢(Pyowy) =1 = =g =g,
§ad
3
9(Pe,s) =1 = = =0 .
275 T

(21) zij qu.p het systeem {“1""’“q} met enkelvoudige bindingen
tussen “j en aj+1. Dan 1is
p(Kgay) = S22
Duidelijk voor g=1., Inductie:

- ’ 1 q+2
(f’(K 2 & ) =1 - = s
a+1”7q 4 %%% 2(q+1)

(22) Zij Pep en JeP driezijdig. De door J bepaalde takken moeten
K., (zie 21) zijn. Dus

wegens 15 en 18 van de vorm Kp,Kq

_4..2___r
P(P:9) =1 - o5pq - oeet

Bij de uitdrukking y = §r§;77-hoort de functietafel

’334.’5’00.

2
2
% R % 5 5 %% s+« monotoon,

X = g

i
s

L
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Dus: p,q,r niet alle z 2.
' geen twee =2 3,
Men neme p=qgsr. Dan zijn alleen toelaatbaar:
p=q=1, r willekeurig
p=1, q=23 P§=4~

(23) Behalve de reeds bekende (57) zijn er alleen nog de systemen
Pep:

ﬁ?z F; = P4 : G

L ———— A @ -~ R aanass R ) 52
7[:/4 fa Pa F3 fa

12

$ et B s @ e & - O 78

igé £5 fs i fa £
[ £
¥ C—_ . s, ] 133
7 fz2 Fa 73 fz Ps P1
i fa

. ® - Py vn— & 248

%‘9 f4 f3 fs Fa £y Fe Fa

Want volgens 16 zijn de systemen met drievoudige binding door
%yz ultgeput. Volgens 18, 19, 20 zijn die met een dubbele binding
door &?1 resp. £, en # ) uitgeput, en volgens 15 en 22 zijn die
met een driezijdig element door 291 en £, §7"§8 uitgeput.

Door deze schema's zijn ook de vectorlengten bepaald. Een es-
senti€le keus, hoe de pijl te zetten, is er alleen in het geval,
dat door &Ql en /7 is onderscheiden.

De existentie van de vijf enkelvoudige "exceptionele" Lie-
algebra's zou nog moeten worden aangetoond. De studie van deze al-
gebra's heeft in het laatste decennium grote vorderingen gemaakt.

Classificatie-stelling: Er zijn essentieel vier grote klassen

ﬁll(lé 1), &£y (123), «£9(122), aﬂl(lé L) en een vijftal exceptio-

nele enkelvoudige .complexe Lie-algebra's, %¢2,374,-g6, 57, 58'
(Voorlopig alleen bewezen: "ten hoogste".)

59, Als voorbeeld voor het existentiebewijs werken we de 9&2
uit, We hebben de primitieve wortelvormen fH’AfZ met

I3

(,p’l’f’l) = 1, (f’/l:j’g) = - %3 ()”72,/”2) = 3.

op eéen proportionaliteitsfactor na. Wegens
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5 (lesj’g)
(le:fxl)

is er een pq-ladder ter lengte 3 door ﬁq, dus we krijgen de wor-
telvormen

ot Pas o T 2pys po v 3P .

Dan is er wegens
o, Ut

(fasp2)
2/2 + 3}9,‘.

Bovendien zijn er de tegengeste%gen, en dubbeltellend de wortelvorm
0. Dus dim g, = 1. \

nog een wortelvorm

~f
We hebben 1  p-ladder ter lengte 2}
N
£

P n g N noog = 12(f1’f1)
1 p ~ladder " " 2
2
i 1 g M 1" 1 }Nfe - br(fQ’fQ) *
De proportionaliteitdfactor van daarstraks is dus %% . We hebben de
formule uit 43 i a Z: p(p+1)(p+2)
A A -ladders 12

gebruikt, Om de Na te berekenen, gebruilken we uit 149
J

N .=V-skk!'(e,a),

&,/A3

waar p het k-de element van onderen in zijn «-ladder is, en er k'

o \/:‘g’

naar boven op volgen. Dit levert op

Ay

N N = N
for P 8 f12 Pt r2 Fas2pq P2 =

7
= & V- s

q £

N = & \/-g, N [ 1
Pps3pqtry [—g Patres2pitpp =85~ g o

+ waarbij Jacobi de relatie
. 81&3 +€4€5 = 0

oplevert (indien de vierkantswortels niet positief imaginair deel

.zijn genomen). Door deze N, , zijn de andere bepaald (Jacobi),

2P
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Dezelfde methode zou voor de andere exceptionele Lie-algebra's
heel onhandig zijri. (Wel levert ze de existentie op.) le laten nog
even zien hoe systematlsch toepassen der methode van 55 de 24 posi-
tieve wortelvormen van de fﬁ oplevert:

1000 o
\\\< 10 omo 04
. 4 /
4400 ’

\\\ 0041
/;éﬁzo {\\\ ﬁ{///91110
4120
: 0421
4220 )
1
o4zz 21
42
1% 2. \
3}
12314
/rzs‘z/
1242
v
2342

De primitieve wortelvormen zijn gerangschikt zoals in de graaph,
Dus b.v. 2342 betekent de wortelvorm 272+3f4+4f3+2fﬁ’

59. a. Het valt op, dat de hoogste wortelvorm de overige in alle
"cotrdinaten" overtreft. Dit geldt algemener:

Z1ij ' enkelvoudig en halfenkelvoudig. Dan geldt voor de hoogste
wortelvorm o= z:a ris vergeleken met alle overige g =) Db, fieVV, a &b
voor alle i (p ;6 P)

Stel namellgk voor zekere p was dit niet zo. We kunnen g zo
kieZen, dat voor geen positieve wortelvorm y geldt: p +yeW. Wegens
de maximaliteit van «is «x+p eW; maar ook w~-p ¢W, omdat dit een wor-
telvorm zou zijn met positieve en negatieve co&fficiénten bij de Py

Dus (&,p)&0, «
Zbi(usfi) = 0,

Wegens de maximaliteit van o is
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(%,p4)20,
Dus: uit by £ 0 volgt ((X,fi) = 0,

Wegens o£0 is ér een 1 met («,pi) £ 0, dus met b, = O. Daar de
graaph van I' samenhangt, is er dus ook een peP met een buur oceP
zodat p niet en ¢ wel in B optreedt. Maar dan is (ﬁ,f)-<0, du;
g+peW in strijd met de veronderstelling.

De hoogste wortelvormen zijn onderscheidenli jk:

czl 2P tpo teot f1-1 7

1 ¢ 2f1+ fo +2/3+...+2/1_1+2f1

4?1 : 2/1+2/2 +...+2/1_1+/1

1% Patrotrtlpyte . t2p

Fo * 3p T 2P

Fy 2 2pq +2p, + 4p3 + 3py

'g6 Popq t Ry gt 2py +’2f5 * 3r6

g7 P 2ptpy F 2f3 + 2py + 3/)5+ 3/ + 4f7
'88 : 2f1+2f2+3f3+3f4+4/5+4f6+5f7+6/8

60. Topologisch intermezzo .

Voorlopig 2z1j G een boogsgewijs samenhangende ruimte., Verderop
(vanaf eind van (3)) wordt ook verondersteld, dat in G elk punt wil-
lekeurig kleine enkelvoudig samenhangende omgevingen bezit (defini-
tie later).

(1) ™mI2zi] de verzameling van alle wegen in G, d.w.z. van de
continue afbeeldingen in G van het segment O 27T 51,

Voor w,w'e &) met w(1)=w'(0) wordt w" = wo w'e s gedefinieerd
door p
w"(z) = w(20) voor 02 Tz
= w'(2t-1) voor-%é'céﬂ.

Voor A,Bc G zija%*ﬁ de verzameling der wegen w met
w(0)e A, w(1)e B,

Méestal zal A of (en) B uit een enkel punt a resp. b zijn en dan in
ah E hierdoor Wworden aangeduid,
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Twee wegen W, W, heten (A,B)-homotoop, als er een schaar W
(0#s 51) van wegen bestaat met

=]
1
wgeMA 5

en zodat

- w,(z) continu in e,T
is. Het homotopiebegrip heeft alle eigenschappen van een eguivalen-
tierelatie. |

Twee wegen w _,W, heten homotoop zonder meer, als wo(o)=w1(0)=a,
WO(1)=W1(1>=b en als ze (a,b)-homotoop zijn. De homotopieklasse van
w wordt [ w] genoemd. De verzameling van alle homotopieklassen heet
Lo ].

Uit W, homotoop W, en wé homotoop w% volgt (voorzover gedefi-
nieerd): woowé homotoop qu w%. Derhalve ig voor sommige paren in
o) een product gedefinieerd:

[wlof[w']) =[weow'] .

Voor dit product geldt: associativiteit, unieke existentie
van links-één en rechts-één (voor elk element afzonderlijk), unieke
existentie van inverse. Als voorbeeld bewijzen we de associlativiteit.
7ie tekening - elke niet-horizontale 1lijn wordt in één punt afge-
beeld; de horizontale lijnstukken worden afgebeeld volgens de func-
ties, die ebbij zijn vermeld:

wi' (%) = w(lz/e+1) voor Ozt coti,
= W' (4T-6-1) voor s+1 & 4v s ¢ +2,
= W' (bt-6-2/2-6) voor e+2 ¢ 4w 2 4,
Dan dis w" = (Wwew')e w'",
Wil = w o(w! ew"),

dus inderdaad wé" homotoop w%“
[an ] 1s een "groepoide'.

(2) De [w] ¢ [a0] met w:a%og vormen zelfs een groep ﬁp. Voor
diverse p,q zijn ¢p en ¢q isomorf door middel van een f, die als
#olgt is gedefinieerd: men kieze een vaste ueaﬁ7g en stelle

£ wl=[ul™"e [wle[u]

We spreken ook van ¢ zonder meer. ¢ heet de fundamentaalgroep

&

van G. Bestaat ¢ alleen uit de één, dat heet G enkelvoudig samen-
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hangend. Elke weg w met w(0)=w(1)=p is dan homotoop met de constan-
te weg (w(<) identiek =p). Twee wegen W, en w, met wO(O)=w1(O) en

wo(1)=w1(1) zijn dan steeds homotoop.

(3) [Mp] zij de verzameling van alle [w]e [ 2] met we?r/)g.
We topologiseren Emop] en noemen het dan de universele ontrolling
van @. ,

n{w] = w(1) definieert de "projectie” wvan [awgp] op G.

Z1ij U een boogsgewljs samenhangende open verzameling van G en
K een maximale verzameling van onderling (p,U)~homotope wegen, De
verzameling van alle [w] ¢ K heet dan een blad boven U. Onder een

open verzameling in Hb@p] verstaan we een vereniging van bladen,
(Men ga na, dat dit een topologische ruimte is).

De projectie van elk blad boven U is U. Is U enkelvoudig samen-
hangend, dan is w op elk blad boven U topologilsch. De hoofdzaak is,
om aan te tonen, dat ® 1-1 1is;:

z13 [w.] en [wq} in hetzelfde blad boven U en w([w ] =w{w1]

Dan is dus wo(o) = wq(o) = D,

ig(1) = w(1) = a,

en er is een schaar Ws'(O§ t 1) met w@(v) continu in e en © samen

en
w (0) = p, we(1) eU.

wg(ﬂ) als functie van ¢ is een weg in U met wo(1)=w1(1)=q, dus homo-
toop met de constante weg u(=q). Er is dus een w_(<=) (1s vs2), con-
tinu in ¢,v samen, met

Wé-<2) = d,
wo(w) =w,(v) = q (12 Ts2).
Stel : wi(v) = w.(27) voor 0zt 21,

w! en w! zijn homotoop. w! = w W o= . 13
0 1 J p o o Us ¥ W,e U. Dus zijn ook w, en

W, homotoop. Dus is = hier 1-1.

1
Merk nog op, dat elk punt in G willekeurig kleine omgevingen bezit,

die projectie van bladen zigjn.

(4)[2M)p] is enkelvoudig samenhangend ('"samenhangend" is evi-
dent),
Bewijs:“We nemen een weg z jr:[&ﬁp] met z(0)=z(1)., Voor z(0)=z(1)
mogan we [ul nemen, waar u ¢ o) de constante weg (=p) is. Omdat de
verzameling der z(¢) compact is, kan ze worden overdekt met eindig
veel open verzamelingen, waarvan elke een blad is boven zekere enkel-
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voudig samenhangende U, Er zijn dus O=cb<:¢1A<.,.<¢yk=ﬁ, zo dat

voor & _,§ 636, i z(¢)e Dblad boven zekere U,

(u; enkelvoudig samenhangend).
z(e;) = [we ]
1
Omdat Z(Gi—ﬂ)’ z(ei) in hetzelfde blad boven U; zijn, is

W (p,U, )-homotoop met w_ .
1.1 i 1
U. :

i
Dus is er w@e.wﬂp met

w (%) continu in e,v (&, _,z6 s0;),

Stel z'(s) = [wge] voor Oz @ st.
Z(G'j__/])= Z'("'i__/])J Z(G'j_) = Z!(G'i)»

z eén z'!' zijn producten van stukwegen Z; resp. zi beantwoordende aan
Sy _q%8F §6;, Z; €n zi lopen in hetzelfde blad boven Ui; dit blad is
homeomorf met Ui’ dus enkelvoudig samenhangend. Dus zijn Z4 gp‘zi
homotoop, dus ook z en z', We behoeven dus alleen nog aan te tonen,
dat z' homotoop is met de constante weg (constant = [ul).
We stellen
= [ws((1~/0r)] voor O tu 21,

Dit definieert een schaar wegen z! ~ in [30,] met

zy = 2',
z}(e) = [w.(0)] identiek = [u],
z1(0) = Lw ((1-4)%)]= 2(0) = [ul,
2, (1) = [w,((1-4)%)I= 2(1) = [u].

Hiermee is het gewenste aangetoond.

(5) De fundamentaalgroep ¢ van G werkt als transformatlegroep
[9%) ] door middel van llnksvermenlgvuldlglng,

[w]~[v]e[w] (th’)gg We Mg)-

Een blad boven zekere U wordt hierbij in een blad boven dezelfde U
afgebeeld, De afbeeldlng is continu, Voorelk paar punten [w], [w']
varl[ﬁwo ] met dezelfde projectie is er een element der fundamentaal-
groep, dat het een in het ander afbeeldt, te weten [w!'}e [w™ 1]
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Zij @' ondergroep van @, Door voor elks[w] alle elementen van
#' [w] onderling te identificeren, verkrijgt men de @'-ontrolling
van G. De universele ontrolling is 1-ontrolling, R zelf is zijn ¢~
ontrolling, Voor de ¢'-ontrolling werden begrippen als projectie
eh blad boven U op voor de hand liggende wijze gedefinieerd. De
projectie is dan ook weer ‘-1 in een blad boven enkelvoudig samen-
hdngende U.

Z1j 6' een hoogsgewljs samenhangende, in het klein enkelvou-
dig samenhangende topologische ruimte en A een afbeelding van G' op
G, die in een voldoende kleine omgeving van elk gewenst punt van G!
een homeomorfie is. Zij ap'=p. De = -beelden van de zojulst genoem-
de omgevingen overdekken dus G. Bij elke weg w e o/ 1is er een ein-
dig aantal, die de verzameling der w(z) al overdekken, Er zijn dus
O=T <% <...< T, =1, zodat de verzameling van de w(T) (ti_qg T §1ﬁ)
in zo'n omgeving ligt. Is het a -origineel w'(wi_q) van w(ti_q) be -
paald, dan is dus voor alle T met T, ,4T&%, het n-origineel w!(T)
van w(®¥) ondubbelzinnig bepaald door de eis dat w'(%) continu van T
afhangt. Dus 1s ook voor elke we.mﬂp het 7\-originee1v/als weg in
G' met w'(0)=p' ondubbelzinnig bepaald,

Analoog beredeneert men, dat hierbij aan homotope w in G homo-
tope w'!' in G' beantwoorden, Deze -1-relatie tussen de ontrollingen
van G en G' 1s uiteraard een homeomorfie. G' ontstaat uit deze ont-
rolling door projectie, is dus een zekere @'+ontrolling van G,

(6) @ zij nu tevens groep en wel topologische groep. Dan is
ook de universele ontrolling van G als topologische groep op te vat-
ten, Stel namelijk p=groep-één, en voor w, w'e o

P
w'(t) = wiz)w' (). |
Dan is |
W= Ww' emp,
Is W, homotoop v, door middel van een schaar w. , evenzo wé homo-
toop W% door middel van wé, dan is wowé homotoop quﬁ door middel

van de schaar wgw; . Dus is zelfs een vermenigvuldiging in [&Op]

[wlfw' }=[wur] .

Het is duldelijk, dat we een topologische groep krijgen.

gedefinieerd:

™ 1s nu een homomorfisme, omdat =[ww'] = (ww')(1)=w(1)w'(1)=
w{w]. w[w'] is. De kern ervan bestaat uit de [w] met w[w]= w(1)=
groep-één, dus ult alle elementen van ¢p‘ Hij is zelfs (groeptheore-
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tisch) isomorf met ¢p. 7ie tekening - men denke zich een punt van
het vierkant met coordinaten (x,s) afgebeeld op w(e)w'(s), dus de
horizontale 1lijn volgens w, de verticale
volgens w', de twee aan elkaar gezet vol-
gens wow', de diagonaal volgens ww'; de

schaar wyg wordt zo gedefinieerd, dat de ww'( W'
lijnen 7 = const. van w', (v) evenwljdig éfx){;
met de andere diagonaal zijn, de lijnen 5N

¢#= const, zijn de gebroken 1lijnen van

links onderen naar rechts boven; wg is wew!', w

" is ww', In formu-

WA

les:
w((2-6)s)w'!(sT) voor O T3,

Il

wie( )

i

w(1-etet)w' (6-6T +2T-1) voor 35 T s 1,

Breldt men deze afbeelding analoog in de andere helft van de
figuur ult, dan blijkt we w' homotoop w'e w. Dus @ commutatief.
Maar we kunnen nog meer bewijzen: '

G is homomorf beeld bij w van zijn universele ontrolling G',
naar we zagen., De kern van het homomorfisme is een discrete groep
@, Zij algemeen een éontinu homomorfisme van een samenhangehde to-
pologdische groep G' en een dergelijke, G, gegeven, met discrete
kern H. Dan- is H normaaldeler, dus a;ga"qe>H voor x ¢eH. Nu is axa

ol constant, dus axa lex

{
continu in a, maar H discreet, dus ax
voor x ¢H, dus H in het centrum. Speciaal is de fundamentaalgroep
van G in het cehtrum van de universele ontrolling van G. Is een
groep G' gegeven en H cen discrete ondergroep van het centrum van G?,
dan is G' een ontrolling van G/H.

Stelling: De flundamentaalgroep van een lokaal enkelvoudig samen-
hangende en globaal boogsgewljs samenhangende groep G is commutatief
en ligt in het centrum van de universele ontrolling van G.

(7) @ en zijn universele ontrolling zijn in zekere omgeving
van de groep-één topologisch isomorf, We tonen aan:

stelling: Samenhangende en lokaal enkelvoudig samenhangende
groepen, die in zekere éénomgeving topologisch isomorf zijn hebben
wezenlijk dezelfde universele ontrollingsgroep. _

Het is voldoende, te bewljzen, dat G en G', indien ook globaal
enkelvoudig samenhangend, topologisch isomorf zijn.

G en @' zijn isomorf verondersteld in een omgeving Uc G van de
groep- €én, we mogen U als enkelvoudig samenhangend aannemen, Door de
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isomorfie f is U op U!' afgebeeld. We bepalen (op grond Van’de con-
tinufteit van de groepoperaties) een éénomgeving V zo dat VVec U,

Zij w een weg in G, De verzameling M, van alle w(t)w(w:')"/l
met Jt~t')s¥ is compact, r35>OMJ = groep één., Dus voor zekere
F>o is Mg < V, dus

w(e) wCzﬂ"qe V voor jt-T |¢¥.
Kies 0= 7T <o, <...cT . =1 met ]ri-ti_1}< o,

Bepaal nu een weg w' in G' stapsgewijs, nadat w'(0) voorgeschreven
is, als volgt:
voor %, ,&T & T, stel w!' () = £{w(z)w(x )“1)-w'(t

1= i—ﬂ)'

Merk op, dat W(t)w(ti_q)_q eV, dus f zinvol en dat W‘(ti_q) in de
voorafgaande stap bepaald is, Zij & = mini(ti-tiwq). Voor OsT -t ¢

-
is dan een 1 zodat =, < T &§T 4T, .
er 1-1 i+

w(t)w(t*)"1 = w(v)w(ti)'q.w(vi)w(v*)'qe'V.Vc;U.

Dus: bij gegeven weg w in G en gegeven w'(0) in G' hoort een
weg w' in G' zo dat voor %ekere £>0 en alle T,t" met Og v, v ¢
en |t~ vl<e geldt:
wi(w)uw (347 = r(u(e)u(s*) ).

Men gaat gemakkelijk na, dat w' door deze gegevens ondubbelzinnig
bepaald is. - We duiden die w' ook aan door &(w;a') als a' de gege-
ven waarde van w'(0) is,

Speciaal hoort op deze wijze bij elke weg w in G met w(O):groep-
één één weg w' in G met w'({0)= groep één, die we ook 6w noemen,

We tonen nu aan: Voor v(0)=w(0)= groep €één is 6(vw)=06v.6w:
Allereerst bepalen we de één-omgevingen V,I,V2 zo dat

-1
1

eV

VAV

V(G)VEV(G)

cv, Vv
-1

a‘vj

1

is. We bewijzen dan: als c eV dan

23
£(v(e)e v(e) 1) = vi(e)f(c)vi(e)™ T (%)

voor v's6v. De verzameling Z van de ¢ waarvoor de vergelijking
klopt, 1s afgesloten en bevat =0, We behoeven alleen te bewljzen,
dat ¥ tevens open is (t.a.v. Ot &s1).
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71] eyl en & zo dicht bij o, dab v{eJv(e,) e v, 1s. Dan zijn
in -1 -1 -1 -1
v(e)e v(e) =v(s)v(so) (s )e vie,) -v(eo)v(s)

de drie factoren rechts in Vq, dus

£(v(e)e v(e)™ ) = £(v(e)v(e )™ N) £(v(e ) v(e,) T 2 (v () (e, ) )

vi(e)vi (o) vle e vi(e)) v (e )vi(e)

gezien de definitie-eigenschap van v! en de veronderstelling t.a.v,
55 Hiermee is ¢e¥ bewezen en dus de geldigheid van () voor
Os7Tsg1.

We schrijven nu

(v()u(s)) (v (¥)u(s*)) =v(w) (w(z)w(=*) " v(w) v (x)v (=",

Zijn |t-t¥| zo klein, dat w(v)w(v*)“qe v, en v(t)v(t*)“1E'V4 is.

Dan kunnen we (%) op de eerste factor rechts toepassen met
c=w(n)w(v*)“1. Aangezien beide factoren rechts in v, zijn, hebben
we

f((v('z:)w('c))(V('c")w('r:“*))"/l = v'(t)(w'(t)w’(t*)—1V‘(t)"1.v‘(r)v' (-'t:*)'-/l
(v (w)w (=) (v(z*)u(s*))"",

il

hetgeen betekent, dat

is.
Verder blijkt

als men (*) toepast op
(o) v (w)v (s v (v ),

Het is onze bedoeling, de definifie van f zo uit te breiden,
dat
fa = (8w)(1),
indien w zo gekozen wordt, dat

w(0) = één, a = w(1)

is, We hoeven alleen te bewijzen, dat deze definitie eenduidig is,

d.w.z., dat voob
v(0) = w(0) één, v(1) = w(1)

ook geldt '
(ev)1= (ew)1.
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Volgens het zo juist bewezene komt dit erop neer aan te tonen, dat

ult .,
w(0) = w(1) = groep-één

volgt ¢ e
’ (éw)1 = groep-één,

7ij dus w gegeven met w(0) = w(1) = groep één, Volgens veron-
derstelling is G enkelvoudig samenhangend, dus 1s er een schaar
We(Ose 1) met w _(v) continu in &,% en w (0) = wgtnzwq(r) = groep-
één, We bepalen O $6, <06, < ..o =1 z0o, dat

v (v) =, ()w_ (v)eU.

i-1 i
Dan is
W = V,IVQ-&«VK;
dus ook Ow = evqoevg..‘evk,
Daar vy in U verloopt i1s
(evi)(t) = fvi(t)a

dus voor T =1 »
(evi)(ﬂ) groep-één,

il

dus (8w)(1) = groep één,

Il

hetgeen we moesten bewijzen.

Dat de zojuist ondubbelzinnig gedefinieerde f een continu homo-
morfisme is, is duidelijk. Evenzo, op grond van de gelijkwaardige
rol van G en G', dat het z=1fs een topologisch isomorfisme is.

61. 2ij " Lie-algebra zonder niet-triviaal centrum (d.w.z,

p ook
zonder niet-triviaal centrim, We weten al dat G, in het klein iso-

- 1
morf is met G; de bewering is, dat die isomorfie globaal geldt.:

CX,P} = 0~»¥=0). Dan is de door ' voortgebrachte Lie-groep G

Bewijs: I’ bezit de voorstcllingen ¢enwresp. in I' en F, gedefi-

nieerd door ) -
¢(A)X = [A,X], w(A)X = [A,X].

Deze voorstellingen zijn equivalent door middel van 8 met

~

= hY

a-
Al

[

e<f8"1 .

&
1l

Defini&ren we wvw(a) voor a ¢ G, door
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yv(a) = axa™ T,
dan is w(n) de infinitesimaal-algebra van 'W(Gq>- Verder is

F=g(r) die van G

. Dus is
1 1

v(a) = 0a8”"' , (2)

Behoort a tot het centrum van G, dan is v (8)=1 volgens (1), dus
a=1 volgens (2), hetgeen beweerd was.,

62. Is G de unitaire beperking voor een halfenkelvoudige Lie-
groep, dan is G compact. (Later wordt aangetoond, dat G zelf com-
pact is.)

Bewljs: Daar g de negatief definiete Killing-Cartan-vorm in-
variant laat, zijn de matrix-co&fficienten beperkt. De afsluiting

~

K van G is dus gzeker compact., K 1s Lie-groep.
zij I de Lie-algebra van G,
Zi] a CK; a=1im a ., a,e G. Dan is a. .l a =12

> n n
dus aGa

=T, dus ook aﬁa'qzﬁ,
(

3
=G, dus @ normaaldeler in K. Volgens 37 (einde) zijn G en
K in het klein identiek. Daar K samenhangt, zijn ze in 't geheel

identiek. Dus is & compact.

63, G is voorlopig een unitair beperkte geadjungeerde halfen-
kelvoudige Lie-gboep; we gebruiken de letter O thans ook voor de
unitair beperkte stam (1. p.v. 16 ). Op de gebruikelijke basis (een
bagis van 9 plus de takken E, ) bestaat & ult zuilver imaginaire
diagonaalmatrices H met als matrlxelementen de wortelvormen «(H);
h=eH heeft overeenkgmstgg de matrixelementen em(H)

naten A(h) van h=e ¢ e kunnen we de matrixelementen of(H) van h

Als coordi-

gebruiken, waar p de primitieve wortelvormen doorloopt; alle
overige matrixelementen van h zijn immers producten van diverse
A(h). Elke A(h) doorloopt de eenheidscirkel. Derhalve is e® cen
compacte groep, namelijk het directe product van 1 cirkeldraaigroe-
pen., We noemen ee ook de stam van G.

In 8 beschouwen we de deelverzameling D gedefinieerd door
O<Iw < 2% voor elke positieve wortelvorm.

Voor he eD verstaan we onder log h het ondubbelzinnig gedefinieerde
HeD met"h:eH.

D 18 convex., Onder kortste weg van een punt van D naar een an-
der verstaan we het eenparig doorlopen lijnstuk tussen Hen. Dezelfde

i
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terminologie brengen we door H-aeH op eD over.,

64, Op een geschikte orthonormale basis bezit, naar men weet,
elke orthogonale (unitaire) afbeelding de diagonaalvorm,kIets der-
gelijks bewljzen we voor de unitair beperkte halfenkelvoudige Lie~
griepen (voorlopig alleen voor de geadjungeerde voorstellingen):

Stelling: Elk element van een unitair beperkte geadjungeerde
halfenkelvoudige Liggroep is geconjugeerd met een van de stam, en
zelfs met een van eD . Twee stammen zijn onderling geconjugeerd.

(Voor andere re&le typen en voor de complexe groep is dit niet
waar; denk aan de elementaire delers. Wel zijn in het complex geval
nog alle stammen onderling geconjugeerd, maar niet elk element be-
hoeft tot cen stam te behoren.) '

Bewijs: We beelden een omgeving van de O in I af in G door { :

st B e, E .
: _ - . oL ot H ® o
f(H+ v ) = h ™ e he’e .
H
waarbij h =e © vast, Hy, He 8, E, de a-tak is,
""/] T
SH+LGE,) =1+ H+h " [ZwE b T+...
- -/]'"’ ] : )
=1+ H + (hoﬁ PRI S M 0N L
o -
H+ (e ~1)zjv%}3m+

= 1 . (o *(Ho)
=1 +H+ ), (e ’l)t‘uEu S

Kiezen we in [* de gebruikelijke basis en in G het hieraan beantwoor-
dende kanonieke cc3rdinatensysteem, dan blijkt de functionaaldeter-

o IT )
( Oﬁ_q)’

minant van § in O te zijn:
1T (e

oL
' o)
dus #0, als H,eD en dus elk ¢ ( o/ £ 1 is,
Voor zulke h  overdekken de {(A) éénéén een omgeving van 1,

als A een omgeving van O doorloopt. Anders gezegd:

DT, E, —Z‘&'«Em

e h e
doorloopt éénéén een omgeving van h_, als h=h H een omgeving van h_
. D ea T It . . . .
in e~ doorloopt en e * * ecen omgeving van 1 in de varieteit van de
Z'cm Ey

e

Zij F de vereniging van alle verzamelingen aeDa*q. Volgens het

belWezene is elke he eD inwendig punt van F, dus bestaat F geheel ult
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inwendige punten, is dus open in G, ,
Zij ¢ randpunt van F, dus c=1im Chs Gy = anhnanuﬂ
hne.eD. Wegens de compactheid van G kunnen we (na uilttrekken van

ecen geschikte deelrij) stellen, dat lim a_=a_e&G, lim hn=heaeD,
c=aohoao'q. D%%g céF is, is ho¢ eD, dus ¢ geconjugeerd met een
element van e .

De deelverzemeling van D\D, diec bestaat uit de H met «(H)=0
resp. 2w1 heet D, resp. D} . Van deze Dg en D) («eW) is D\D de

vereniging. D& vereniging van de aDma~1 resp. aD&a“q (over a) heet

met ane.G,

Fa resp. F/. Hun vereniging 1is F\F. We willen aantonen:
dim F\F & dim G-3.
Hiervoor is het voldoende aan te tonen, dat
dim.F&, dim F& ¢ dim G-3,

en om dit aan te tonen, is het vol@oende, de dimensie van het raak-
vlak aan F, in een hoe,erh of & 7% te berekenen. Dit geschiedt met
behulp van de afbeelding | , elders toegepast met HO=1og hoe D, of
e D!, (waarvoor dus e— o)y is) en op een H dat tot «(H)=0 is be-
perkt. De verzameling, waarop § wordt toegepast, schiet dus één di-
mensie tekort, en door het ontaarden van ¥ bij ho met een rangtekort
van e, schiet het beeld 3 dimensies tekort, d.w.z. de verzameling
der e"_[,'’cmEthHe ZT By

heeft in de buurt van ho een dimensie ¢ dim G-3, hetgeen we wllden
aantonen,

F is dus open in G met een rand, die drie dimensies tekort
schiet, dus G niet verdeelt. Dus is F overal dicht in G, dus F=G,
dus is elk element van G geconjugeerd met een van eD.

Hieruit volgt ook, dat elk element van T (unitair) met een
element van D geconjugeerd is,

21j ' een willekeurige stam., In eel is er een a', dat een in

!
ee overal dichte groep voortbrengt. a':-gag"/|
el

met a eee. Nu is a'?

als ook in g'qeeg bevat, en hetzelfde geldt voor de

door a' voortgebrachte groep en zijn afsluiting, dus eeé.g_qeeg,
| - -
Evenzo omgekeerd eec:gee g 1, waarult volgt eel=geeg 1,

zowel in e

Ook 8! en 8 zijn geconjugeerd.
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65. We onderzoeken de fundamentaalgroep van G.

Als in 't vervolg van omgevingen van de groep-één sprake is,
zijn die zo gekozen, dat ze enkelvoudig samenhangend’ zijn en dit
ook nog geldt voor hun Goorsnee met ee.

Ts U zo'n omgeving, dan bedoelen we met V er een, zodat cVe~
voor alle c e G;: wegens de compactheld van G bestaat zo iets,

1) Elke weg wes&ﬂg is U-U-homotoop met een weg h, die in eD

Ty

verloopt.
Bewijs: Na aan het begin en eind van w stukken te hebben toege-

voegd, die in U verlopen, mogen we veronderstellen, dat

D

w(0), w(1)ee ' nV

zijn. Na een kleine wijziging mogen we bovendien veronderstellen,

dat w(it)e F.

Dan is - D
w(z) = g(e)n(w)eg(v)” ', h(v)ee”, g(0) =1

oplosbaar met continue g en h. Hierbij is h uniek. Door
w.(v) = g(e)h(v)g(s)”

te beschouwen (zile figuur en vergelijk figuur in 60.6)
<l

bewljst men dat w homotoop is met
g(0)ng(0)™ "o gn(1)g”™” g
= n-gg(1)h(0)g(1) g, +

Daar h(8) = w(6)eV is, is de tweede factor geheel in U en kan door
de constante weg h(1) worden vervangen. Dus 1s w met h U-U-homotoop.
2) Zijn de wegen W W, e %@g in &P gelegen en U-U-homotoop, dan
zljn ze¢ reeds binnen é)U—U-homotoop.
Bewijs: Er is een schaar w, met w_(0), w.(1)e U. Als functie
van ¢ opgevat is WW(O) een weg in Uzd.wz, is in U homotoop met een weg,

die in Une” verloopt. Er is dus u,(v) ¢ U met
u.(0)e UraeD, u (1) = w_(0),

“’-O(t) = WO(O)J u,]('(:) = W/](O)'

De wegen
w! = W ! o= o
. o~ Yo Yo - " Hq® Wy
- . D . D
zijn ook in e7 gelegen in &~ homotoop met resp. W, oen w,, Voor
w', = u_» w
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geldt bovendien D

W' (0)e Une”,

en analoog kan men bereiken
D
Wi (1)e Une™ .

We mogen veronderstellen, dat de oorspronkelijke w reeds die eigen-
schappen bezat, Verder mogen we na een kleine wijziging veronder-
stellen, dat

WG_(’C') e I
is (went de verboden rand van F schiet drie dimensies tekort, kan
dus nog door de van twee parameters afhangende wy(c) worden verme-
den). Dan 1is '

w (%) = g,(v) T (v)g (%), h () ee®, g (0)=1

G o
oplosbaar met continue g en h. Hierbij is h uniek. Wegens wf(O)e eD
is wg(0)=h,(0), dus w,(0)=h,(0), dus wegens wa(e)e e ook W1(1)=h1(t).
Verder wo(t)=ho(t). Tenslotte zijn h (0) = w (0) en h (1) = w_(1)

in U, Dus zijn W, en wq reeds in eD U~U-homotoop.

3) Elke weg Wasaﬁ1 is homotoop met een weg, die op begin- en
eindpunt na in eD verloopt.

Bewijs: Men vat w op als element van 9w78 en past (1) toe. Dan
=, W, (v) e e, W (0)eU, w.(1)eU.
Nu is w_(0) en w_(1) homotoop met de constante weg. Door een proce-
dure zoals in (2) verkrijgt men het gewenste resultaat.

verkrijgt men een schaar W met w

15.%4 en op begin- en eindpunt na in eD gelegen
D

en zijn ze verder homotoop, dan zijn ze reeds homotoop in e v (1),

b) 7ij W, W

Bewljs: Men kieze U zo, dat in een kanonisch colrdinatensysteem

U7\ee een bol wordt. Door van w,oen w voldoende korte begin- en

1
eindstukken weg te laten, verkrijgt men wegen, die als elementen van

9%73 kunnen worden opgevat en waarop men (2) kan toepassen. In 't

geheel verkrijgt men een schaar W met wg(t)e eD voor O < T <1,
We(0)s U, w.(1)eU. Laat u (%) voor elke ¢ eenparig in v het 1ijnstuk
van 1 naar w_(0) doorlopen; evenzo v_(t) dat van w_(1) naar 1; deze

lijnstukken zijn in UrweD gelegen, Dan is u e w_o v, = w, de gewens-

te schaar met wl(0)=w!(1)=1, en in eDnJ(ﬂ) gelegen,

5) Om de fundamentaalgroep van G te berekenen, kunnen we ons

D

tot wegen w beperken met w(0)=w(1)=1, w(v)e e  voor O0< T <1, Voor

zulk een weg is log w(t) als continue functie van © (05 T <1) met
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log w(0) = O uniek bepaald; log w(w)eD voor O <t <1, Wel kan
1im log w(w)#d zijn. We noemen

="
lim log w(w) = = w,
T="
Dan 1s
M W e Z

waarbij Z bestaat uit de elementen H van D met eH=1. Z 1is eindig.
Het is duidelijk dat % de verzameling &01 op Z afbeeldt.

Voor homotope w_,w, e aﬁq met w_(7), wq(t)e e voor 04T <1
kunnen we de schaar w_ zo aannemen, dat wg(v)e.e voor 0 < T <1,
Uit de beschouwing van log w_(v) en de eindigheid van Z volgt, dat

77WO=7?W,1.

Z1j omgekeerd voor twee dergeliljke wegen NW=T Wy Laat dan
voor elke w Hw(v) het 1lijnstuk van log wo(t) naar log wq(v) een-
p%ri% met O ¢ &1 doorlopen (resp. H_(1)=qw=7w,).

e ” = w_(v) definieert een schaar, waaruit de homotopie van W,
blijkt.

% brengt dus een 1-1-afbeelding van de fundamentaalgroep o
van G op de verzameling 7 tot stand.

Stelling: Men vindt een volledig representantensysteem van de
fundamentaalgroep der unitair beperkte halfehkelvoudige gead jungeer-
de groep G, in de vorm eHC@ door elk punt van Z (= verzameling der
HeD met eH=1) door één weg H (met H(t)e D voor O < T <1) met O te
verbinden,

In het bijzonder geldt:

Stelling: De fundamentaalgroep van een unitair beperkte half-
enkelvoudige Liegroep 1s eindig. Zijn (universele, dus elke) ont-

en w
1

rolling is compact.

66. We berekenen de fundamentaalgroep voor de verschillende
typen van enkelvoudige (niet abelse) groepen.
Volgens 59a is voor de hoogste wortelvorm elke cobrdinaat maxi-

maal, De hoogste wortelvorm is dus als functie op © groter of gelijk
elke andere, D (zle 63) is dus bepaald door

&

D s Ifj>0 (J=15¢0.,1), Tu<2w,

waarbij 4 de hoogste wortelvorm is (zie 59a). We moeten Z bepalen,
d.w.z. alle punten van D zoeken met alle ﬂjEO mod 2w i, Deze punten
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(opgeschreven met de ’3 als coordinaten) zijn op een factor 2rxi

na: -

A (0,0,...,0,0)
(,]305 v o u’O,O)
(0,1,...,0,0)
(0,0,...,1,0)
(0,0,...,0,1)

£i: (0,0,...,0)
(051,...,0)

oC'l: (0,0,...,0)
(0,0,,..51)

P+ (0,0,0,...,0)

"~ (1,0,0,...,0)
(0,1,0,...,0)
(OSOS/" ’O)

%2: (0,0)

Fy: (0,0,0,0)

%6: (0,0,0,0,0,0)
(130309030)0)
(0,0,1,0,0,0)
(
(

0,0,0,0,0,6,0)
0,1,0,0,0,0,2)

€8: (03030’090503030)

Dus: de 9%,.F4, {8 z1jn enkelvoudig samenhangend, de fundamentaal-
groep van de geadjungeerde ;ﬁl, d&, 57 is 2-cyclisch, die van de E6
is 3-cyclisch., In de overige gevallen moet men, om de structuur na-
der te bepalen, nog een kleine moeilijkheid overwinnen.

Nummer de punten van Z zoals neergeschreven als ZsZgseee Bij
deze z; hoort een weg H; van z_ naar z; met Hi(t)é D voor o< x <1,

eﬁohierbij hoo?EHhet clement e I van @ . Het product van eHl en

e J kan als e 173 worden verkregen, maar Hi+Hu is helaas in het
algemeen geen weg, dile op begin- en eindpunt na in D verloopt, zo-
dat we zijn homotopieklasse niet overzien, Om dit te vermijden, vér—

vangen we Hi of /en Hj te voren door een homotope weg,
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Bij toepassing van een inwendig automorfisme blijft een weg aan
zichzelf homotoop, want w 1s met cwc"q door een schaar cc,,wczs_'/l ver-
bindbaar (waar c. continu van e afhangt). In 46 hebben we een in-
wendig automorfisme leren kennen, dat de stam invariant laat. In
8" induceert het S_:

“ (§,0)

Su} =f- 2 ® .

(OLJO()

Sa permuteert de wortelvormen onder elkaar. Sm induceert een af-

beelding qu van 8,

“1t Bp Paam Proatpis Sy pi=rss By Pavam At

S = p. Overigens,
fifJ ﬁ] g
T z. =2, ,~Z.+2, T =.=z. overigens.
pit 1-1 71771477 TpsTI &
Tp M1 = g7 Hyvly g

(H.i was een weg van z_ mnaar z; in D op begin- en eindpunt na). Dus

H. H. _~H.+H.
e 1 homotoop met e -1 7T

Hieruit blijkt: ¢ 1is (1+1)- cyclisch. Want ziJj reeds bekend dat

H. -1 H. -

¢ * homotoop met (e 1)1‘1,

H H, i

e L 1" 1 (e ’1) ,
dan volgt hieruilt

Ji ’ (qu)i+1.

”i (1z4): Sf1f1=-f1, qufl=f1+fl, quszfj overigens,
1

SF2ﬁ2='fgf Sf2f1=fq+f15 szszfj

S =g, S =p.+p) s S R .
p3f377837 Ty famhs Py p5fa= 13

=

T z =-%Z_+% T g2 ==Z +Z T =-z.+z;.
P4 171’ Fo 2 27717 Tp 374

3
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Analoog als bij (%1 volgt hieruit, dat alle elementen van ¢ van de

orde twee zijn.

67. In dit nummer speelt de unitaire beperking geen rol, We
bestuderen de kaleidoskoopgroep K nader, d.w.z. de groep voortze-
bracht door de Su(aeaw). Hiernaast beschouwen we de groep K'!' voort-
gebracht door de S, (xeP). Achteraf blijken K en K' overeen te stem-
men, _

We identificeren 6 en 97 op de gebruikelijke wijze. De vlakken
x =0 (¢ ¢W) verdelen © in gebieden genaamd kamers. Punten van O he-
ten equivalent, wanneer ze door afbeeldingen uit K' in elkaar kun-
nen worden overgevoerd, Een punt heet dominant, als het door geen
equivalent element wordt overtroffen in de gebruilkelljke rangschik-
king. Noodzakelijk voor dominantie van ¥ is

(f,f); C voor alle peP,

omdat anders 5 equivalent zou zijn met zekere § +mp (m>0), die
hoger staat.
‘ (‘5,,:)>o voor alle peP

beschrijft een kamer, de bovenste kamer C., Alle dominante punten
liggen in C. Elk punt ? is equivalent met een uit C, want is j'
het hoogste met § equivalente punt, dan moet (;,f)g O voor alle
peP zijn, omdat er anders een hogere ¥+mp 2zou zijn,

Kt is dus transitief over de verzameling van de kamers,

Z2ij oeW, Dan is er een kamer, waarvan o=0 een wand is;, en
een S ¢K', dle deze kamer in de bovenstc kamer overvoert. S« is
wand van de bovenste kamer, dus gelijk aan p of -p voor zekere
peP. s~ s Sa=-o, de
spiegeling S, . Dus is S, € K'. Dus valt (de door alle Sa,ocew)

S S is een spiegeling, en wel wegens S~

voortgebrachte K met K! samen,

We tonen nu aan, dat K over de verzameling der kamers enkel-
voudig transitief is, anders gezegd, dat SC=C (S ¢X) impliceert S=1.

Neem zo'n S, Uit (?,a)> 0 voor alle o eW volgt dan (S;,a)>_3,
dus (;,S"qu) >0 voor alle « &W, Dus kan S™ geen positieve wortel-
vorm in een negatieve overvoeren, Daar S de wortelvormen permuteert,
permuteert het de positieve onder elkaar,

Neem een voorstelling
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waarbij ZPRREPL e¢P zijn en het aantal factoren minimaal 1s. Stel

p >0.
SG"' G‘/]="G'/| <O,
/‘
dus 1is er een k, zo dat
S ...5 <0,
ey G4
S S S _ 6, >0
k1 %k S

Elke Sﬁ verwisselt + p met elkaar en de overige positieve wortel-

Vormen onderling. Dit op S toegepast levert op

Skt

MRt 1~“ﬂHV
dus

(s_ ...8_)"'s (S ...85 )
2 ki1 °k %o

is een spiegeling, die ca in N overvoert dus = Ss_, Dus
- 1

S¢k+1swk°'"862 = Sak’°'862864'
Substitutie hiervan in de uitdrukking van S levert een uitdrukking
die twee termen korter is. De veronderstelling p >0 is dus onmoge-
lijk, dus is S de identiteit.

Het feit, dat elk punt met een van € equivalent is en geéen
twee punten van Clonderling equivalent zijn, wordt ook uiltgedrukt
door de formulering: C 1s fundamentaalgebied van K.

Stelling: De kaleildoskoopgroep wordt door de SP met peP voort-
gebracht. De dominante punten vormen een afgesloten fundamentaalge-
bied. Elk fundamentaalgebled beantwoordt aan een orde van de wor-
telvormen,

Het laatste is nog aan te tonen. Elk ander fundamentaalgebied
heeft de vorm SC, Stel Sﬁ =0 . Kies een orde, waarbij de &y posi-
tief zijn. Is % in de bov%nkamer van een nieuwe orde, dus (f ey )>0
voor alle 1, dan 1is (},S >0, (S ; P )» 0, dus S~ ; in de boven«

kamer van de oude orde, d%s Sﬂqz s §5e€3SC., En omgekeerd,

&
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68. In elke Liegroep G kan men een linksinvariant en een
rechtsinvariant volume-element invoeren, door er een bij de groep-
één aan te nemen en door links- resp. rechtsvermehigvuldigingén
over te plaatsen. Willen we rechts- en linksinvariantie hebben,
dan moet het volume-element bij de groepéén invariant zijn t.a.v.
X ~*axa"1, d.w.z. t.a.v. de geadjungeerde groep G. Daar deze
linealr is, komt het erop neer, dat

det 3 = 1 voor alle aeG

is., Dit is steeds het geval als [ compact is, want dan is de functie
det 3 beperkt dus =1. Ook voor alle halfenkelvoudige G is dit het
geval, omdat daar sp A = O voor Ael is. '

Men heeft zelfs een invarlante maat in elke locaal compacte
groep, (Zonder bewijs.)

Zij G een compacte groep en f een continue niet-triviale
lineaire voorstelling van G in een eindig dimensionale compléxe
lineaire ruimte R. | .

-

aeG

f(a)'f(a) a vol,

1s een hermitische matrix (indien het accent de spiegeling t.a.v.
een unitair inproduct en de streep het geconjugecerd complexe aan-
duidt), want

H' = H
Voor Xe¢R 1is

(Hx,x) =‘[(f(a)'f(a)xyx)d vol, =/ﬁ(f(a)x,f(a)x)d vol, .

Daar f(a)x continu en (f(a)x, f(a)x)z O is kan (Hx,x)=0 alleen als
(f(a)x,f(a)x)=0 is, dus als f(a)x=0 identiek in a is. Dit is wegens
de niet-trivialitelt van de voorstelling alleen mogelijk als x=0.
Dus is H positief definiet. We kunnen dus (Hx,y) als nieuw inpro-~
duct in R gebruiken. Nu is

£(c)Hf () = T{c)'T(a)'f(a)f(c)d vol,

aei
Ja e Tl@C)'f(ac)d vol,
= Jo eg T(BT' £(b)d vol,

= H‘

Il
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Dus is (B f£(e)x, f(c)y) = (Hx,y),

dus 1s het nieuwe inproduct invariant t.a.v. de voorstelling van G.
De voorstelling is dus equivalent met een unitaire, '

Hieruit volgt, dat de voorstelling volledig reducibel is,
d.w.z. R is directe som van deelruimten, waarin de voorstelling ir-

reducibel is.
7Zij namelijk S invariante deelruimte van R bij £(G), dus

f(a)s ¢Ss.

Dan is het orthogonale complement T van S in R ook invariant, want
uit x €T, dus (x,S8)=0 volgt wegens de invariantie van het inpro-
duct (f(a)x, f£(a)S)=0, dus (f(a)x,3)=0, dus f(a)xe T. Zo voortgaande
met het splitsen, vindt men onderling orthogonale minimale invarian-
te deelruimten, waarvan R de directe som is.

De stelling van de veolledige reducibiliteilt geldt in het bij-
zonder voor de voorstellingen van unitair beperkte halfenkelvoudige
groepen, omdat die immers compact zijn. Zij geldt zelfs voor de
voorstellingen in het klein, omdat die als voorstellihgen van de
universele ontrolling kunnen worden opgevat (zie 60;7)y die ook nog
compact is (zie 65), Zij geldt o;k nog voor de vodrstellingen ¢ van
een unitair beperkte halfenkelvoudige Lie-algebra I ; immers ¢ in-
duceert een voorstelling in het klein van ep , en deelruimten, die

P s en omgekeerd.

bij I invariant zijn, zijn het ook bij e

De stelling geldt ook nog voor complexe halfenkelvoudige Lie-
algebras I' , want als S bij ' invariant is, dan ook bi] Pu, dus is
er een lineaire deelruimteT met SnT = (0),S+T=R, die bij [ in-
variant is, maar die is bij de complexe uitbreiding I' van ﬁu oqk
invariant. De stelling geldt dus ook voor re&le halfenkelvoudige
Lie-algebras I' . wént is S bij P invarient, dan ook bij zijn com-
plexe uitbreiding Fw s dus 1s er een T met SAT = O, S+T=R, die bij
r, invariant is, dus ook bij P ; is de voorstelling ¢ in een reé&le
ruimte R geschieden S re€el, maar T per ongeluk complex; dan is ook
T nog invariant bij I en SAT=0, dus ook de in T+T liggende maximale
re€le ruimte T invariant en ST _=(0), S+T_=R. ,

Tenslotte geldt de stelling ook nog voor de voorstellingen (en
voor de voorstellingen in 't klein) van de complexe en de re&le

halfenkelvoudige Lie-groepen,




L.Gr. 93

Stelling: Lineaire voorstellingen 1in eindig -dimensionale ruim-
ten van compacte groepen en van re&le of complexe halfenkelvoudige
Lie-groepen en Lie-algebras zljn volledig reducibel.

Hiervan geldt ecen zekere omkering:

Stelling: Een irreducibele Liegroep (Lie-algebra) is direct
product (directe som) van een halfenkelvoudige Liegroep (Lie-alge-
bra) en een eendimensionale abelse Liegroep (algebra) van scalair-
vermenigvuldigingen,. _

Bewijs: Zij I’ die algebra (voor groepen gaat het nog lets een-
voudiger); Z1j B #0 een abels ideaal. Er is een simultane eigen-
vector van A , dus is er een maximale verzameling ng(o) van X met

Ax = nAx voor Ae A

Definieer Lp als verzameling der x met

(A_ﬂA)px = 0 voor AeA

Door inductie bewijst men

C L c L voor Cel* .

p-1 p

Want dit veronderstellende krijgt men voor x«st

)Pe (A~

(-2 )P ox = (a-n, )P(a-n  )Ox=(A-n N

A Jx+(A-a, )P[A,CTx;

de eerste summand verdwijnt wegens (AdaA)x:er_q en de inductiever-
onderstelling; en de tweede, omdat wegens de commutativiteit van A
de factoren mogen worden verwisseld, Dus inderdaad CxeaLp+1. Dus
is U Lp invariante deelruimte, dus =R, Dus hebben de AedA in R

slechts de eigenwaarde “A’ Voorzcelw is

[A,C)x = 0,

A K =
[A,C]
omdat sp[A,C] enerzijds O, anderzijds veelvoud van h[A ¢ is, Dus
E

ACx = CAx = “ACX’

Dus reeds CL,l C L’I

dus L, invariant en dus =R. Dus

1
Ax = A,X voor Aeh , X&R.

Daar A#D, bestaat A uit alle scalair-vermenigvuldigingen, dus is
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M=4+4, (direct), waar A, de subalgebra der C met sp C = O is.
Aq is nog steeds irreducibel, maar kan nu geen abels ideaal be-
zitten, is dus halfenkelvoudig. Hiermee is het gestelde bewezen,

Stelling: Een volledig reducibele Liegroep (algebra) 1s in
het klein direct product (directe som) van enkelvoudige.

Bewijs. Zij R directe som van de minimale invariante deelruim- g
ten Ri' " alleen op Ri bekeken 1is een algebra Fi’ die door een na-
tuurlijk homomorfisme Si beeld van I' is. De kernen A, van f§,
hebben de doorsnee (0). §, beeldt de commutatoralgebra I' ' van I
in f‘i, die van T',, af, Volgens de vorige stelling is Fi halfen-
kelvoudig. Zij ¢ de radicaal van I'', Xiﬁ is in de radicaal van
Pi, dus =(0). Wegens N Ai=(o) is dus @=0, dus is ook [I'' halfen-
kelvoudig en zit in I als directe summand; de andere summand is iso-
morf met ' mod ['', dus commutatief, dus directe som van enkelvou-
dige algebras; hetzelfde geldt voor ',

Dank zij de stelling van de volledige reducibiliteit kunnen
we oms tot irreducibele voorstellingen van halfenkelvoudige groepen
(algebras) beperken, willen we alle lineaire voorstellingen lergh
kennen. |

69. Het volgende geldt voor groepen zonder meer (niet noodza -~
kelijk Lie-groepen),

Twee voorstellingen f en g van een groep G door lin., afb. van
lin. ruimten R en S heten verbonden, indien er een afbeelding K van
R in S met K£O en

K f(a) = g(a)K voor alle aeg@G.

Stelling: Zijn f en g irreducibel en niet-triviaal (d.w.z. # 0),
dan is K 1-1 en op..
Bewljs: Zij N de nulruimte van K. Dan is g(a)KN=(0) dus Kf(a)N=0,
dus f(a)NcN, dus wegens de irreducibiliteit van f: N=(0) of N=R,
maar de tweede mogelijkheid is uitgesloten wegens KZO. Dus is K
1-1. Verder is g(a)KR cKf(a)R cKR, dus KR invariant bij g, dus KR=R
(omdat KR=0 uitgesloten is), dus is K "op".

Veorstellingen in R en S van f en g van eenzelfde G met een K,
die R op S 1-1 afbeeldt, zodat

£

Kf(a) = g(a)K

heten ook equivalent., Dus:
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Verbondene irreducibeie voorstellingen zijn eqguivalert.
Stelling: Is G cen irreducibel stel lin.afb. van R in zich-
zelf en de lin.,afb. P van R in zichzelf commuterend met alle a €G,
dan is P een scalair-vermenigvuldiging.
Bewijs: Z1j A eigenwaarde van P. Zij S de verzameling van alle x€R
met Px= ax voor alle ae G, Dan is S een lin.deelruimte van R én
Pax=aPx= aax, dus S invariant bij G, dus =R. Dus Px= ax voor alle
X eR. ,
Stelling: Onder de voorwaarden der voorlaatste stelling is er
op een scalaire factor na maar één K, die de equivalentie bemiddelt.

70. Stelling: Zij G een groep van unitaire afbeeldingen van R
in zichzelf en S invariante deelruimte. Dan is ook het orthogonale
complement S' van S invariant; de projectie K van R op S commuteert
met alle elementen van G. (Evident,)

Stelling: Dezelfde voorwaarden, en T een tweede invariante
deelruimte. Z1j G irreducibel op S en op T. Stel, dat de voorstel-
lingen van G door beperking tot S en tot T inequilvalent zijn. Dan
zljn S en T onderling loodrecht,

Bewijs: Met K zoals in de vorige stelling geldt Ka=aK, dus
Kax=aKx voor alle xeR. We beperken x tot T en kunnen dus schrijven
Kf(a)x=g(a)Kx waar I resp. g de voorstellingen van G door beper-
king tot T resp. S zijn. Wegens de nietequivalentie is K=0, dus
KT=0, dus T loodrecht op S.

1. G wordt weer als compacte groep verondersteld., Met behulp
van de invariante maat op G defini&ren we de unitaire ruimte @ van
de op G Lebesgue-absoluut-kwadraat-integrabele functies,

Door

(a(a) ¢)(x) = ¢(xa)
wordt een voorstelling A van G in é gedefinieerd. De A(a) zijn
linealr en unitair, aangegien

(ala) o, a(a)v)

it

qu(xa)ly(xa)d vol, =

Jo(x) y(x)d vol = (4.y)

&

is, A heet de universele voorstelling van G.
Stelling: Elke irreducibele voorstelling f van G in een éindig-

dimenSionale R is (op equivalentie na) in de universele terug te
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vinden,
Bewijs: We kiezen een lineair functioneel u%O op R en beschouwen
de u(f(a)x) als functies van a, dus als eclementen van Q, Z1ij vormen
een lin. deelruimte §tuf van § . De afbeelding K van R op Quﬁf’
gedefinieerd door

(kx)(a) = u(f(a)x)

is lineair en ééneen.
A(c)XK = Kf(c) voor alle ce(

want

(A(c)kx)(a) = u(f(ac)x) = u(f(a)f(c)x) = (Kf(ec)k(a).

K bemiddelt dus een equivalentie tussen £ en de tot ¢th.beperkte
universele voorstelling van G.

We noemen deze voorstelling ook fu. Is in R een basis gegeven,
betekent het functioneel u de i-de cobrdinaat, en interpretacrt men
de f(a) als matrices, dan is Kx voor elk basiselement x eeh matrix-
element van f(a) in de i-de kolom, opgevat als functie van a;,De
ruimte éu,f is dan voortgebracht door de matrixelementen in de i-de
kolom, als functies van a beschouwd. ;

- Als aanvulling op de vorige stelling verkrljgen We(onder de~
zelfde veronderstellingen):

Stelling: Elke invariante deelruimte S van @ , die door A
equivalent met f wordt getransformeerd; is van de vorm @th.met
geschikte u#0; A werkt daar als £,

Bewijs: Gegeven 1s een equivalentie C, d.w.,z. een lin;afb. van
R op S, zodat

A(a)c = cf(a).
Cx isvoor X eR een.element van § , dus is (Cx)(1) een lin. functio-
neel in x, dus van de vorm u(x) met geschikte u.

(cx)(a) = (A(a)cx)(1) = (cf(a)x)(1) = u(f(a)x),

waaruit het te bewijzene volgt.

$. z1j de door de @fyu voortgebrachte 1lin. deelruimte van @
De matrixelementen van f(a), opgevat als functies van a, noemen we
een basig van @f. Alle met f equivalent getransformeerde invariante
deelruimten van ¢ zitten in ..

Stelling: Voor inequivalente irreducibele f en g zijn éf’ @
orthogonaal op elkaar.

g
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Bewijs: Uit de tweede stelling van 70 volgt: @fgu orthogonaal op
éé,v’ Dus éf orthogonaal op @é“

Dieper 1ligt de volgende

Stelling (zonder bewijs): @ is een kleinste afgesloten deel-
ruimte van @5 die alle @f, behorencde bij de inerse nietequivalente
eindig-dimensionale 1lin. voorstellingen, bevat.

Stelling: Van een unitaire irreducibele voorstelling zijn de
matrixelementen (als functies op @) onderling orthogonaal; het
lengtekwadraat van elk matrixelement is % vol G (waar n de dimensie
van f is).

Bewijs: BiJ gegeven u,v stelt

J(e(a)x,0)(T(@)5,v)a vor,

een biJ f invariant inproduct (x,y)' voor, is dus wegens de irre-
ducibilliteit van £ op een vaste factor na gelijk aan (x,y). Om sym-
metrieredenen kan men zelfs zeggen:

f(f(a)x;u)(f(a)y,v)d vol = y(x,y)(u,v)

waar J constant is. Voor (x,y)=0 of (u,v)=0 is dat O, waaruit de
orthogonaliteit van verschillende matrixelementen volgt. Laat men in

deze formule x=y en u=v een orthonormale basis doorlopen en sommeert
men, dan krijgt men verder de integraal der absoluut-kwadraat-som der

matrixelementen van eén unitailre matrix, dus n; rechts d’ng, Dus

n vel G = )’n2 5

dus J’: %~vol G.

Het spoor van een lin. voorstelling f is een functie op G, die
ook het karakter xf van die voorstelling heet. Uit de vorige stel- °
lingen volgt:

Stelling: De karakters van inequivalente irreducibele voorstel-
ling zijn orthogonaal . op elkaar. Het lengtekwadraat van elk irre-
ducibel karakter is vol G.

Stelling: De matrixelementen van een volledig stel inequivalente
irreducibele unitaire voorstellingen der compacte groep G vormen een
totaal orthogonaalstelsel voor @. De irreduclibele karakters vormen
er een voor de klassefuncties uit ¢ (de functies, die op elke klasse
geconjugeerde elementen constant zijn).

Bewljs: Het eerste deel volgt onmiddellijk uit vroegere stellingen.
Zij ¢ een klassefunctie € {§. ¢ bezit een ontwikkeling naar matrix-
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e e i i . . s
co&fficiZnten (bases Xq,...,xn) van de irreducibele unitaire voor-

stellingen f.:
+ i
‘f’(a> =Zu‘ijk(f (8) sﬂk)v

Voor een irreducibele f commuteert

_.’]a

- (e 'ac)d vol,

met alle f(b), is dus scalair vcelvoud van de 4. Door het spoor te
nemen, ziet men dat die factor H‘ Xf,(a Jvol G is.

i
y(a)vol G = J'q( ac)d vol, z:ale B Xf‘ (% ,xk)

Dit geeft de gewenste ontwikkellng van ¢ naar karakters.

. 71. We beschouwen weer een halfenkelvoudige unitair beperkte
gead jungeerds groep G met infinitesimale algebra I' en stam ©. In de
lineaire ruimten © en E (opgespannen door de E ) worden volumes als
gebruikelijk gedefinieerd (antisymmetrische multilineaire functies
van 1 resp. r-1 vectoren; ijking vereist). In " wordt de volumé-
functie als product van deze twee gedefinieerd. Door rechts- (of
links~-)vermenigvuldiging worden de volumefuncties in © en P overge-

bracht naar de tangentiaalruimten in andere punten van ee en e‘1 .

Invariante volumes 1in ee en eP volgen hierult door integratie;
Z21j U een parallelotoop bij de O in 6, analoog V in E. Zi}]
h=éHe ee. Overeenkomstig de uitdrukking voor de functionaaldetermi-

nant van ¥ in 64 is

U, -1 «(H
vol (Ja eeVahe a =‘ﬂ;€w(e ( )~1)nvol U.vol V + ...,

waarbij de stippeltjes grootheden van hogere orde aanduiden.
Dus voor twee punten hee® verhouden de volumes van U aheVa ™
zich in eerste benadering als de overeenkomstige m (e“<H)~1),
De verhouding hangt niet van V af en ook niet van de stam © maar
alleen van de klasse geconjugeerde elementen waartoe h behoort. Dus
verhouden voor verschillende h ook de

U -1
vol Ua € G ahe”a

zich als

s _ T (em<H)__/|)’

oeW

Dus op eennomeringsfactor na, die we gerust 1 mogen stellen
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«(H)

" U_ -1
vol U, ,ahe a =M (e Aol U +...

xeW

Een klassefunctie ¢ is bekend door zijn waarden op ee.

S etaravor, = f o e(n)T(e*H) 1)a vor_
aeG hee

waar hzeH, en het volume-element in de tweede integraal in ee is

te nemen. De orthogonaliteitsrelaties voor karakters zijn nu met

de afkortingen o(H)

te schrijven als

J14(8) X5(8) A(R) E(n) d vol, = VOOl ’

dus S (n) ¥y(n)d vol, = Vo(l) ¢

Ze verschijnen dus als orthogonaliteitsrelaties voor de functies
XA met het volume-element van e®.
P»it verklaart, waarom straks in allerlei formules niet de ka-

raktera zelf maar hun producten met zoietsals A optreden.

72. Gegeven een Lie-algebra [' (we hoeven van de basis alleen
existentie niet eindigheid te veronderstcllen; de co&fficiénten
hoeven niet uit een lichaam te komen, een ring met één element is
voldoende), A

We gaan ' inbedden in een assoclatieve algebra E, de omhullen-
de algebra van ' . Hoe zo lets moet, is duidelijk.

We vormen de vrije assoclatleve algebra X over de basis
xq,xg,,.. van ', d.w.z. met als elementen de veeltermen

) N-S XK ...X
PaPoe Py Pq Pp P’

en in X het 1ideaal R voortgebracht door de

&

RgX KKy - [xi,xj] .

We definiéren
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E = X mod R.

Een element in Xheet kanonisch; als het de vorm bezit
14 1 o |
2:“1ﬁ12°"xq X5 e (slechts eindig vsel exponenten #0)., (1)

(Dus de X; staan sr op volgorde.) Elk element van X is mod R don-
gruent met een kanonisch element.

Stelling: Het enige kanonische element in R is O.

Hieruit volgt onder meer, dat [' door de afbeelding "mod R"
éénéén wordt ingebed,

Hulpstelling: Zi] Rm de verzameling der

E:L%j (xixjﬂxjxi~[xixj])vij (2)

met uij,vije.x allen #0,

graad u,

1]

+ graad Vij g nm,

s W eRm, graad w s m+1,

dan is zelfs

W ERn 1

Bewljs der stelling: We gebruiken de notatie van de hulpstel-
ling. Zij voor esn w£0 der vorm (1) een voorstelling (2) mogelijk
en zo gekozen dat max(graad uij+graad Vi°) minimaal is., Rekent men
in (1) en (2) commutatief met de basiselementen (d.w.z. mod het
door de Xixj"xjxi voortgebrachte ideaal), dan biijkt dat

graad (2)s m+1,

dus volgens hulpstelling (2)G;Rm
omtrent m.

- in strijd met de veronderstelling
Bewijs der hulpstelling: Zij w van de vorm (2) en graad w ¢ m+1.
Zij 2:m het deel van de som waarvoor

graad uij + graad vij = 1m.

(Alle dergelijke sommen worden "netjes", d.w.z. zo kort mogelijk
verondersteld.) Dan is wegens de veronderstelling omtrent graad w

&

o uij(xixj"xjxi)vij =0 . (3)
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We moeten aantonen, dat hieruit volgt
2 uy g%V g e Ry g (4)

Onder Z verstaan we de verzameling der »roducten van basiselementen
X sKpseen met n=m+2 factoren (in willekeurige volgorde). Voor éelke

Z = K. ...X, X cu X

14 ta a1 in
zi]
Pz = vlq ‘Xia+1xla,.gxln,
Qaz B Xiﬂ' [Xlasxia+1]°Q.xln

Het linkerlid van (3) bestaat uit summanden

®(1-P, )z (zez) .
Met zulk esn summand is er wegens het verdwijnen van de som ook een
summand
a(ﬂ—Pb)Paz s
verder

«(1"Pc)PbPaZ’

enz., Het linkerlid van (3) is een lineaire combinatie van uitdruk-~
kingen ,

(1-P_ ) + (1-P_ )P_ +...+(1-P_ )P, ...P_ P )z

(-2 a2’ 84 e I
mes PP, ...P_ P =1, (5)
k-1 2 1
Overeenkomstig is het linkerlid van (%) lineaire combinatie van

Q
(wa HQ, P +...1Q, P,

...P
q 8p 8y k 9k 1 a

P )z,
2 91
Van deze ultdrukkingen tonen we aan, dat zij onder de veronderstel-
ling (5) verdwijnen.
De “"woorden" opgebouwd uit "letters" 1,...,n-1 vormen een ver-

zameling @) . We definiéren inductief PA en QA voor A€ ond :

. Pan = FaFp

QA+QaPA .

QaA
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Inductief bewijst men

Pip = PuPy | (6)

Qg = @tePy - (7)
Verder is evident

Qa(1+Pa) =0 (8)

Wat we willen bewijzen, luidt nu:

Uit P, = 1 volgt Q,ze R, voor alle ze&Z.

A

De woorden A e &) met PA=1 vormen een deelverzameling @ﬂq.
De woorden A & M,] met Quz 6R 4

deelverzameling 2%70, We willen dus aantonen:

m, =, . (9)

voor alle z e¢7Z vormen een

@0//&01 is de symmetrische groep (met als permutanden de
"nlaatsen" in een element van 7).
Tot @ﬁq behoren de woorden

Wa = aa,
Wa(a+1) = ala+t)a(a+1)a(a+1),
Wy = ab ab (voor |a-b| >1),

die we onder 2%72 samenhvatten.

Z1] ¢* net woord C achterstevoren. De verzameling der c*AC met
szawg heet ﬁ03. De verzameling der producten van elementen van
%03 heet oM. m ., C ﬁﬁBCZhﬂuilﬂﬂq. Woorden, die uit elkaar ont-
staan door inlassen of/en schrappen van enige aa heten equivalent.
De woorden uit 2M72 vormen een voortbrengend relatiesysteem van de
symmetrische groep, d.w.z. elk woord uilt Wﬂq is equivalent met een

uit %ﬂl+. We tonen nu aan
1) Wﬂzgc Zﬁo,
2) Met A is ook C¥ACe ), dus m M .

3) Met A,B is ook ABe 9 _, dus ) ), C Wﬂo,

03
4)”Met elk woord zijn ook zijn equivalenten in 9w90, dus
) ot mﬁo.

Hieruit blijkt dan het te bewljzen (9).
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ad 2) We hoeven dit alleen te bewijzen voor een C bestaande
uit één letter c:

Qupe? = Q24P 2 + Q PP 2

It

Q.(1+P )z + QP zeR 4

als Ae ad . (Hier wordt 6,7,8 gebruikt.)
ad 3) QupZ = @z + QPpZ € R
als A,Be ad . (Hierbij wordt 7 gebruikt.)

ad &) QAaaBZ = QBZ * Qa(PB+PaB)Z * QAPaaBZ

1l

Qpz + Qa(1+Pa)PBz + QPpZ= QupZ.

(Hier wordt 6,7,8 gebruikt.)

ad 1) T.a.v. W, zle ad 4), We beschouwen nu het geval wa(a+1).
Voor het gemak nemen we aan, dat in
Z = X11’°°xia"°°xin
ia=1, la+1=2’ ia+2=3 is, en schrijven we
Z = DX XpXqq
Dan wordt
Q z =
Wé(a+1)
pxq[xe,x3]q+p[x1,xé]x2q+px3[xq}x ]q+p[x3,x ]x q+pA2[X 1]q +
+ p[xg,xq]XBq
= ( AQ,XB] - [XE,XB) X, - [Xﬂ,{xz’xg]]
+ XQ[XB’qu - [XB,qu Xy - [XQ’[XB,qu}
+ XB{X1’X2] - [quxgl X3 - [XBSLXq,XE]])q
waarblj voor het verdwijnen van [x1 [xg, q]] +... gebruik is gemaakt
3
van Jacobil, De verkregen uitdrukking behoort inderdaad tot R o
Tenslotte W a,b met (a-b}>1, waarbij gemakshalve 16:1, 1a+1 =2,

1,=3, iQ+1=4 is gesteld,
2 = PR XpQXaXyT,
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ngbz = pquzq[XBjxu]r + p[xq,xg}qx4x3r

+

pxzxqq[xqﬁx3]r + p[xz,xq]qx3x4r

= p(qug“xgxq)q[x3fx4]r + p{xz,quﬁx3x4-xux3)r

= p(quewX2X1~[X1,Xg}h[X3§X4]P + _

+ p[x25x3}1@3xq-x4x3~[X3,x4]k

»

m -1

Dit voltooit het bewijs van de hulpstelling.

Men toont gemakkelijk aan: Elke lin. afbeelding ¢ van de Lie-
algebra ' in een associatieve algebra F, waarbij e¢[x,y]=¢(x)e¢(y)
~¢(y)p(x) is, kan via de inbedding van ' in E geschieden (gevolgd
door een homomorfisme van E in F): en de omhullende assotiatieve
algebra van I' is door deze eigenschap gekarakteriseerd,

73. Zij I een halfenkelvoudige Lie-algebra, ingebed in zijn
omhullende E, Zij] a5,
laatbasis t.a.v. de (niet-ontaarde) Killing -Cartan-vorm, dus

. 1 r
.,8, een basis van "ena',...,a een corre-
sp(gig ) = 1 yoor 1=d
j’.= 0 i3]

Z == mebmb

heet het Casimir-element van E. Dit is onafhankelijk van de keuze
van basis. Immers, zi]j bt en bi gedefinieerd door

i _ i.p
b = Z:pxpa s
dy, _
Zqf jPq = %y
(met det y £0).

Men ga over tot de geadjungeerden, vermenigvuldigehet onder elkaar
staande met elkaar.en neme een sSpoor:

q gig _ i »py _ 41
Zqdy %P Ep:‘rpspan s -

dus D i 1 ;:q

zodat de bl, bi weer correlaatbases vormen. Nu is inderdaad

1, 1.0, _ D
24 bby =T 1 p @ by =22,

Stelling: Het Casimir-element ligt in het centrum van E.
Bewijs: We behoeven alleen aan te tonen, dat z met elk element

van ' commuteert.
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dus voor elke xe

pap sp(X 'é'j)aJ = X (%)
BeE RTINS i
: Z% sp( [c,a ]aj)aJ =[c,a"]

S

Tqw J _ i
Ti,1 sp([c,a :{aj)a ay =7 slc.,a"]a,

en analoog s s . .
~1 . i
5,1 sp(a [caj])a ai'“zzi a~[c,a;] .

Optellen geeft links O wegens de invarilantie van de Killing-Cartan-
vorm bij de geadjungeerde groep, terwijl rechts

Z:[cjai]ai + Z:ai[c,ai]

i i i LA
7 (ca”a -a"ca +taca, -uTa,c)

cz - zC,

staat, hetgeen dus verdwljnt.
Opmerking: Uit (=) volgt

o

sp(%§) =Z,; so(X & )sp(¥ 7).

Vormen hl, hi een paar basis.--correlaatbasis voor €, dan vormeéen

i ‘
h 5@ o Tesp. hij,eo< er éen voor [' .
sp(h h') = Z, sp(h hy)sp(B'RY),
dus met
Sh = & 5 (Sh' = !
(zie 45)

(‘xﬁo") = Zi Ot(hi) ‘x'(hi):

2 3 - k) L3 o *'
waarbij dan «, o' willekeurig in 6 kunnen worden gekozen.

74. We willen nu eindig-dimensionale lin. voorstellingen van
Lie-algebra's I onderzoeken met algebraische middelen. We beperken
ons dus tot irreducibele, gezlen de stelling van de volledige redu-
cibiliteit (die transcendent is bewezen, maar waarvoor ook algebra-
ische bewiljzen bestaan).

Vodrloplg kunnen we ook oneindig-dimensionale voorstellingen
toelaten. Voor de elementen van I' gebruiken we kleine letters
(h,e,enz.), voor de corresponderende lin, afbeeldingen (van R in
zichzelf) de corresponderende hoofdletters (H,E,enz.).
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Is er een x e R, x#£0 zodat
Hx = a(h)x (=2 lineair in he®8),
dan heet =a gewicht van de voorstelling, x "behoort" tot het gewicht

A, Is R eindig-dimensionaal, dan zijn er zeker gewichten (gezien
de oplosbaarheid van ),

HE,x = [H,E, ] x + E.Hx = «(h)E,x + a(h)E, x.
Dus: als x tot het gewicht » behoort, behoort E X tot het gewicht

& of verdwijnt.
De gewichten kunnen in « -ladders worden gerangschikt

« A “0{37\)7\'*'0‘3 )
Z1J x, behorende bij het gewicht a, zo dat
Ewux = 0

is. (Dit is vanzelf het geval als A-& niet gewicht is.) Definieer

ij = X,
o J

Dan hoort X, bij het gewicht A+jx (of is nul).
We bewijzen inductief: er zijn scalalren ?5 met

Eu Xj+1 = fjxj
Dit is juist voor j=-1, waarbi] fw1=o wordt gesteld. We nemen de
geldigheid aan en doen de volgende inductiestap:

By ¥g92 = B Bu®ypq = (B B ) X5t By B yXypq = HyX gt psBexy
= (“+(J+1)“)(hu)xj+1+fjxj+q'
Voor Pj+1 wordt verkregen

Piaq = g = (a+(3r1)a) (b))

Sommeren van deze Vergelijkingen (j=-1,0,...,1-1) geeft

Z: (a+3x)(h,)
0

Il

fq

~(1+1) (r+z1e) (R ).

1l

Is de ladder van X, -en eindig, van de lengte g, dus xg%O, X =0,

2+
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dan 1is fg:O, dus

75. Naar aanleiding van het voorafgaande noemen we ecen element
; van &% geheel, indien
-2 Lz-’l—‘fi)--;_z;eln.eel voor e€lke o eW
(o, &)
is.
We kunnen trouwens volstaan met de eis

- 2 LZill geheel voor elke peb
(psp)
(waar P weer een systeem primitieve wortelvormen is), Immers ult
het laatste volgt (zie 44 en 67): ¥ en SF; schelen een geheel
veelvoud van [ dus voor elke S ulit de kaleidoskoopgroep: 5 en
S ; schelen een lineaire combinatie met gehele co&fficié&nten uit

2%)

wortelvormen; in het bijzonder is S“? «; = -2 « zulk een com-

binatie, duf inderdaad
.0 (29“)

(%, %)

(“:“)

geheel.

Alle wortelvormen zijn geheel,

Is het aantal gewichten van de vorm ;+poc (vaste o ew,v P ge-
heel variabel) eindig, dan zijn zij geheel (zie T4).

In het bijzonder heeft een eindig dimensionale voorsteélling al-
leen gehele gewichten,

Als elementen van 0% zijn de gewichten bij de (lexicografische)
orde in 0¥ betrokken. Speciaal interessant is het geval van exis-

tentie van een hoogste gewicht.

76. Als een lineaire voorstelling van " in R gegeven is en xeR
de eigenschap bezit, dat de kleinste bij I’ invariante deelruimte van
R, die x bevat, net R samenvalt, zullen we X een bron van R (bij die
voorstelling) noemen)

Is, x bron van R en vormen de A °"Ar een basis der voorstel-

1°°
ling van I' , dan wordt R opgespannen door de producten der A, (in
willekeurige volgorde, met herhaling), toegepast op X,

Als basis kan men in het bijzonder de E, plus een basis Hq,...,Hl

der voorstelling van © nemen. Men kan dan volstaan met de producten
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der vorm 5 i j K
1 My 1 1
E_ . Hy ...Hy "x, (%)
2 E u Ex _ ~
oy Axm ]
waar ®yseecs anlde positieve wortelvormen (in gegeven volgorde)
zijn.

Immers, waar twee basiselementen A,B elkaar verkeerd opvolgen
(BAingAB), kan men voor BA substitueren AB+[B§A] en zodoende
successievellijk orde schezopen.

Behoort de bron x tot een gewicht a, dan kan men in (%) de
factoren H missen, omdat H,x = A(hy)x 1is.

Behoort de bron x tot het hoogste gewicht (indien existent),
dan kan men zelfs de E  missen, omdat E, x wegens &, >0, indien
#0, van hoger gewicht z%u zijn. Bij elk gewicht horen dan slechts
eindig veel lineailr onafhankelijke vectoren,

Is er een bron van het gewicht a , dan verschillen alle gewich-
ten u van a met een som van wortelvormen. Is er een bron met een
geheel gewicht, dan zijn alle gewichten geheel.

T7. Als het hoogste gewicht bestaat en geheel is en bij het
hoogste gewicht een bron x van R behoort, dan verdwijnen voor elk

¥y 6 R, behorende tot een gewicht, en elke positieve wortelvorm

bijna alle EN -

Bewijs, Het 1s voldoende olt te bewljzen voor een y der vorm
i
N E 1...E m < .
w O
% m

Het bewijs kan inductief geschieden: Stel voor zekere o >0 en

zekere N N
ELY = 0
dan voor pg>0 ook
Eﬁf&_ﬁy - o.
Want
B0 E_y = ENy EEﬁE JENE 5= .=
=gﬁE_Z3y o Euﬁ_“E§:2y+,..E~ﬁ o Byt
¢ +...E g 3«ENy 0

(coéfficiénten zijn door stippen aangeduld; denk erom dat ﬁ+4m niet
meer wortelvorm kan zijn!)
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. 78. Stelling: Bezit de voorstelling een hoogste gewicht 4 ,
is 2 geheel 2n hoort bij % een bron van R, dan is de voorstelling

irreducibel en eindig-dimensionaal, en dan treden met elk gewicht

al zijn equivalenten ook als gewicht op: de op een "rechte" § +pa
(p variabel, o eW vast) liggende gewichten vormen dan een o -lad-
der, die door S, ondersteboven wordt gedraald,

Bewijs: Z1J o > 0, Wegens het bestaan van ecen hoogste gewicht in

het geheel is er ook op de rechte § +px een hoogste gewicht =

(dus met p maximaal), waarbij een vector y hoort. Volgens 77 breekt
de rij Eiuy af, volgens T4 is S_,M=A-p's ook gewicht. 71 m=np'x
enig gewicht op die rechte, Dan is p" 2 0. Zij y' een vector horende
bij =2-p"o . Dan is er volgens 77 een m met y”:ETay'ﬁo, E_«y”zo.

y" hoort biJj het gewicht a-(p"+m)x . Volgens T4 is S (a-(p"+m)x)

ook gewicht. Nu is $m=S_u. Dus S“(h—(p”+m)m)=8_a:h_(p”+m)SuM;_
=a-p'a +(p"+m)x . Dit gewicht kan A niet overtreffen, dus

p'z p'+mzm. Dus ligt w tussen A en S,A ; daar u en A van A een som
van wortelvormen schelen, schelen ze onderling een geheel veelvoud
van &« . Dus vormen de op de rechte liggende gewichten een w« -ladder,
die door S, ondersteboven wordt gedraald. Met elke w treedt S
als gewicht op, dus ook elk element van 8*, dat met u equivalent is,

We tonen nu de irreducibiliteit van de voorstelling aan: Zij S
een invariante deelruimte. Een y#0 uit S kan als

y=27,
worden geschreven met summanden Va behorende bij (verschillende) ge-

wichten A , We kiezen he® zo dat alle a(h) (voor alle in de som op-
tredende yx) verschillend zijn. Uit voldoende veel

i i
Hy =2 a(h)” v,
kan men de afzonderlijke Va lineair combineren., Dus is er in S ook
een element y horende bij een gewicht. We kiezen ye S zo dat het hij

een zo hoog mogelijk gewicht A behoort. Daar Eky'es en A+avoore >0
niet gewicht van een element van S is, is dan

Eﬂy = 0O voor alle «>0,

Aarr het Casimir -element z der omhullende algebra van P beant-
woordt bij de voorstelling een lineaire afbeelding Z van R in zich-

zelf, 1
Z2 =7 B E4Ly HH;
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(Hj‘,H:=L beantwoorden aan de hl,hal van gecorreleerde bases van 6).
We passen Z toe op een-y, behorende bij het gewicht A , met

Em y = 0 voor alle o »>0.
Dan 1is

{ d 3 i
72y = 2;x>O(E~uEN+E&E“a)y + z:iH Hiy

1l

Y o(2B_ B HH )y + Ea(ht)aln)y
= Lasol?s o)y + (n,2)y
= ((n,29) + (a,2))y = ((r+,2+5)-(3,9))y,

indien gesteld is
7 Zu>0u=2J’
Daar x bron wvan R is, is
y = UX

voor zzknp: U, die bilj de voorstelling beantwoordt aan een element
u van de " omhullende algebra. Wegens ZU=UZ en
Zx = ((%+JS;\+6’) - (J:J))X

moet dus . .
‘ (A+T,a+8) = (A+&F, A+d)
zijn. .

In 79 zullen we aantonen, dat onder de hier gemaakte veronder-
stellingen . R

(A4, 743) < (A+9,A4+9)

tenzi]j A=A 1s. Maar dan 1is y scalair veelvoud van x, dus S=R.
Hieruit volgt de irreducibiliteit.

Daar de gewichten geheel zijn kunnen ze zich niet verdichten.
Er kunnen dus slechts eindlg veel gewichten a zijn met

(At Ak T) < (A+d, A+ T),

Bij elk gewicht horen slechts eindig veel onafhankelijke vectoren,
Dus is dim R eindig.

?  Hiermede is de stelling volledig bewezen.

9. 21] peP., Dan verwisselt SP de +p onderling en de overige
positieve (negatieve) wortelvormen onderling. Want o« » 0, S a<0
zou betekenen dat in de (fp)_ladder van o naar 3 « een stap uupy:fO,
o ~(p+1)p < O zou zijn; maar dan was p=(x-pp)+(p+1)p-a) som van
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twee positieve wortelvormen, dus ¢ P.
Daar 23 de som der positieve wortelvormen was, is dus

8, 28 =25 - 2p,

dus
u N %25,§) -2,
pof
dus . ) %iiﬁ% = 1 voor alle peP.
P2 f

Derhalve 1s J een geheel element van e%.
In het bijzonder is (J,f):>0 voor peP, dus

(5,x) > O voor positieve wme W,

g 1s dus dominant.
Stelling: Onder de veronderstellingen van 78 geldt

(A+T,2+3) < (A+T,34+5)

voor alle gewichten a# 4.
Bewljs: Z1ij = 2+pa het hoogste gewicht van de A bevattende
% -ladder, In 78 was reeds aangetoond, dat =a tussen u en S, &

ligt, dus
&5 2 _(_,L_l-_,;o_t._)_ 2 p-
(°‘J°‘)

(u+d utd)-(a+d,a+d) =
o]
= 2p(/"'+‘y3 “)“pL(us“) Z Ep("rﬁm) >0,

Inductief concludeert men hieruit het gewenste.

80. Voor het hoogste gewicht van een eindig-dimensionale 1i-
neaire voorstelling komen alleen geheie dominante elementen van 6%
in aanmerking. We construeren nu bij een gegeven geheel dominant
element A van © een irreducibele voorstelling, waarvan a hoogste
gewicht is,

De bij X horende vector x moet door E_ (x>0) en H-%(h) worden
geannuleerd, Het ligt voor de hand, om de te construeren ruimte R
als lineair beeld van de omhullende algebra E van I' op te vatten
en het ‘door de e, («x »0) en de h-2(h) (he®) voortgebrachte links-
ideaal M als O van de ruimte R, Anders gezegd: we definiéren

R = E mod M;
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aan het element ael’” is door de voorstelling f de afbeelding A van
R in zichzelf met
A(u+M) = au + M

toegevoegd (u doorloopt E), Omdat M linksideaal (dus vMeM) is, is
dat een voorstelling van ' ., Het element 1+M van R is bron. Wegens
-1¢ M (zie 72) is 1+M niet de nul van R, Wegens h-A(h)e M (voor
alle he©) behoort 1+M tot het gewicht A . Wegens e, e M (x >0)
wordt het door deze e, geannuleerd, dus is A hoogste gewicht. Uit
78 volgt, dat dim R eindig en de voorstelling f irreducibel is.

We laten nu zien, dat een irreducibele voorstelling met een
hoogste gewicht A s dat geheel is, door dit hoogste gewicht in we-
zen eenduldig bepaald is.

ZiJ namelijk £* een irreducibele lineaire voorstelling met
hetzelfde hoogste gewicht A , in een lineaire ruimte R en zij x"
een vector horende bij het hoogste gewicht. £* kan worden ultge-
breid tot een homomorfisme van E in de algebra der lineaire afbeel-
dingen van R in zichzelf., Daar x" bij het hoogste gewicht a hoort,
is f*(e“)xw=f*(h~ A(n))x"= 0 voor &« »0 en he6, dus ook £“(M)x*=(0).
We definidren een afbeelding w van R in R” door

@(usM) = (£™ u)x* voor alle ueE

(inderdaad is ¢(M)=0). ¢ is lineair., We tonen aan
¢(fa) = (ffa)¢ wvoor ae P («)
¢(fa)(usM) = g(ausM) = (£*(au))x®= (£*a)(£*u)x”

((f"a) @) (u+M),

i

waaruit (%) volgt.
¢ is 1-1 en op, want wegens (¥#) is de nulruimte en de beeld-

ruimte van ¢ invariante deelruimte van R resp. R*; terwijl
9(1+M)=x*, dus ¢ niet identiek nul is. Hieruit volgt dat ¢ een
equivalentie tussen f en f£¥ bemiddelt.

We hebben dus de

Stelling: 1. Een eindig-dimensionale irreducibele lineaire
voorstelling van een halfenkelvoudige Lie-algebra is door zijn hoog-
ste gewicht A op equivalentie na bepaald;tussen twee met hetzelfde
hoogste ‘gewicht kan men de equivalentie zo tot Btarid brengen, dat
vectoren met hetzelfde gewicht aan elkaar beantwoorden. 2, Elk ge-
heel dominant element van © kan als hoogste gewicht optreden,
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3., Met elk gewicht treden alle equivalente als gewicht op, en wel
met dezelfde multipliciteit., Het hoogste gewicht heeft de multi-
pliciteit 1. 4, Met elk gewicht a treden als gewichten op alle
atpx met p geheel g - 2-%%?%% (x e W). De verzameling der gewich-
ten is erdoor gekenmerkt, dat zij het hoogste gewicht bevat en met
elke } ook alle ;-{)a, waarbij « een positieve wortelvorm en p

geheel g 2 %_g_,_:% is. 5. Voor elk gewicht » #£a geldt
3

(A+F,2+8) < (A+,2+9), 6. Een dominant element § van e* is dan en

slechts dan gewicht, als %~; som is van positieve wortelvormen.
Van 3 moeten we de aanvulling nog bewijzen en van 6 het ge-

deelte "dan''. We beginnen met het laatste:

Zij § dominant en § o+ Z:p.fi (fi irreducibel, p, geheel 2 0) een

i
gewicht; we bewijzen, dat ook ; gewicht is.
We mogen veronderstellen Z:pipi¥0. Wegens
(Zplfiﬁzpj!’3>} ¢}

1s er een j met
(Zpifiﬁ pj Pj) > 0.

Dus
pj > 0, (Zpifi’fj) >0,

(5+Zripispy) = (§s yj)+(2_°_p~lpi;fj) s 0.

Dus 1s
f%—Z:pifi—fj gewicht,

Op deze wijze doorgaande daalt men af naar ;,.

We bewljzen nu de aanvulling op 3: Zij S een automorfisme van
het systeem W, Dit kan als lineaire afbeelding op 6" worden uitge-
breid (zie 47). ¥erder hoort bij S een automorfisme van I (ook S

genaamd), zodat
Sh = h s S& = e

o Su o S
S toegepast op
[h,e ] = a(h)e, (he9)
geeft [Sh,esu]= m(h)esq,
’ -1
dus [h,esm]z % (S h)eSa .

Dus 1is (s4)(h) = «(s” ).
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Algemeen voor § o o
(s§)(n) = 5(s7n).
Zij (voor een gewicht » en een voorstelling f van T )

R, ¢

Is a—f, (aer)

de ruimte van vectoren horende bij het gewicht =« .

een irreducibele voorstelling van I' in R (dim R eindig), dan geldt
hetzelfde voor g gedefinieerd door ‘ |

Voor X ¢R ig
'Ayf

dus wegens

ghx = fShX = “(Sh)x = ((Sﬂ)(h))xs
x:eRSm’g, dus Ra,f<:RSn,g en om symmetrie-redenen
R?\’f = RS'?\’g .

Is SeK, dan is met Sa ook a gewicht van g; en analoog omgekeerd.
Dus hebben f en g dezelfde gewichten. Er is dus een equivalentie
tussen f en g, waarbl] vectoren van R van hetzelfde gewicht aan el-
kaar beantwoorden, dus

dim R dim R .

Sa,8

i

Sa,f

Dus ook

dim RS%sf

dim lef s

en dit 1s de gelijkheid van multipliciteit bij equivalente gewich-
ten.

81. Van bijzonder belang zijn de 1 fundamentele hoogste ge-

wichten w, (en de bijbehorende irreducibele voorstellingen fi)
gedefinieerd door

T, P, {3
2 S__}___f.s)..)_: g voor :‘]: J
(PJJfJ) 17!‘]

Elk hoogste gewicht kan (op één wijze) als som van fundamentele
worden geschreven.

Merk op: _
5-iji .
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Uit twee lin. voorstellingen f en g van een groep in ruimten R

resp. S kan men door Kronecker-productvorming een voorstelling in

R xS construeren. Als xq,...,xm resp. yq,...,yn bases van R en S
zijn, vormen de formele producten Xiyj een basis van Rx S en men

definieert
((£xg)(a))(xgyy) = £la)x;xg(a)yy

Gaat het om voorstellingen van de bijbehorende infinitesimale Lie-
algebra's, dan moet men defini&ren:

((£x8)(8))(x37,) = (£(R)xy) kv + x3x(8(8)7,).

Horen Xi resp. yj bij de gewlichten Ay resp.,uj, dan hoort xiyj bij
het gewicht mi+/wj. Het hoogste gewicht van f xg is dus de som der
hoogste gewichten van £ en g. Merk op, dat uit de irreducibiliteit
van f en g over het algemeen niet die van f xg volgt; de vector van
het hoogste gewicht in f xg is bron van een irreducibele voorstel-
ling. ,
In het verband met het in het begin van dit nummer gezegde
blijkt:

Stelling: Alle irreducibele lineaire voorstellingen van een
halfenkelvoudige Lie-algebra worden verkregen als de 1irreducibele
delen van Kronecker-producten van fundamentele voorstellingen, waar-
van de vector van het hoogste gewicht de bron is. |

82. Voor de vier grote klassen van enkelvoudige Lie-algebra's
geven we de fundamentele hoogste gewichten aan. Als coordinaten-
systeem in © bezigen we hetzelfde als in 27-30. De primitieve wortel-
vormen en de bijbehorende fundamentele voorstellingen worden over-
eenkomstig 57 genﬁmmerd,

Oil: De w, waren 1+1 lineaire functionelenop € met
L w(h) = 0 voor he® .

Het is prettig, om met dit overtallig systeem i1.p.v. met een basis
te werken en inproducten

] 1=
. Qoi,wj) = o VOOr 5
te defini€ren. Voor een element ? van 9" zijn de Dy in

f=2p3wy
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niet eenduidig bepaald, maar op een gemeenschappelijke summand na,

Is nog
Zpi = O:

dan noemen we de uitdrukking voor } gereduceerd.
Het inproduct van

z =Zpi‘“j’_’ n =Zijj
is door
(?: "2) =Zpiqi
eenduldig bepaald, indien een der factoren in gereduceerde vorm

wordt aangenomen. Voor primitieve wortelvormen krijgt men
2 i=j
(wy=wypqs @y= wypq) = “g voor

dus op een normeringsfactor na het vereilste.
Gehele elementen ;: Z:picui horen te voldoen aan

2Zpywyswy=aiyq)

geheel,
(eog-wyy qo0=0g44)
dus aan
by = pj mod 1.
Dominantie vereist
2L pyeys@gme) o
(mjmmji-’l’wj“wj%l)
dus pjgpj_‘_/‘ (j=,]j'-.’l)a
Pundamentele hoogste gewichten:
T = ¥y
T, = = -
1 Wyt e, b h @y = Wy
De bijbehorende voorstellingen worden ook door y aangeduid.

In de Rl+1 is C%l op de gebrulkelijke wijze voorgesteld., Dan
hoort de basisvector Xy bij het gewicht éui. De voorstelling heeft
het hoogste gewicht Wq,
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Men neme nu twee exemplaren van R1+1 met bases XgseeosXyyqg
resp. Vq:r°~’y1+q' Het Kroneckerproduct van belde kan in twee in-
variante deelruimten worden gesplitst, het symmetrische deel net
basiselementen X4V 44X 44 en het antisymmetrische met basiselementen
39 4% 473 (hier i#j). Van het symmetrische is 2w, behorende bij
x1y1 het hoogste gewicht; voor het antisymmetrische deel is het
T, = Wt W, behorende bij X Vo-XpY -

L is dus de door ™ in de ruimte der antisymmetrische 2-
tensoren van R1+1 geinduceerde voorstelling. Zij houdt nauw verband
met de vari&teit der rechten in de projectieve l-ruimte (Pliicker-
codrdinaten).

Analoog wordt T door ™ in de ruimte der antisymmetrische
k-tensoren geinduceerd, (k~v1akken van de projectieve l-ruimte,)

Toen my . 4 Zljn, hoewel'dezelfde" groepen niet equivalent,
Ze worden door een uitwendig automorfisme (projectieve dualiteit)

met elkaar geidentificeerd.

éﬁlz De 1 lineaire functionelen @oi op © hebben de inproducten

(op een normeringsfactor na):
(wy ;) = |
1295 0 1#]
De primitieve wortelvormen zijn (in de orde van 57):

wl, wq*ngyo.,wl—,“wl =

Gehele § =3 p; w, moeten voldoen aan

2p1 s P3-Pyin geheel,
Voor dominante moet gelden

Fundamentele hoogste gewichten

d
i

q S(w_ +.,. he )

1
= W
7\:3 1+ s
T, = W +wW ., .+
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™, hoort bij de gewone voorstelling van J&l (zie 28), en de voor-
atellingen bij ™y (1 >2) worden weer als in het geval van de 6%1
verkregen, met de analoge meetkundige interpretatie.

Wat ™, betekent zal in 89 blijken.

dfi: Inproduct als bij Q@l, Primitieve wortelvormen:
w/l"' wggwg“' wB’v-n; QJl_,‘- w1;2 wlo

Gehele = 7 P.w. s
? + 4 Py geheel,

Dominante:
P12 Piyq

Fundamentele hoogste gewichten:

75,]:0.)

702 o

I

/l

°

Tcl =w/] +w2 + # ¢ 0 wl.
Interpretatie als bij o, .

29i: Inproduct als bij &,. Primitieve wortelvormen:

(.Ql._/]— C.Ol_, w1—1+w1’ QJ,"' W23 (JJ2“‘ wS" vl wl»-g_ wl-—’lo

Gehele f = I pywy:
Py Pi4qs PrqtPy geheel,

d.w.z, -
2piE pi-—pj.—.—-.o mod 1.

Dominante:
PizPozew-2Py_q2 |Pp] -

Fundamentele hoogste gewichten:

T, =s( @ a b b wy W)

_ 1
Wg-2(cu1+ab+..A-wl_1+wl)
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De interpretatie van Tyse..s ™ geelt geen moeilijkheden. Op

T\'.',],

A komen we in 89 terug.

83. We geven nog de kaleidoskoopgroepen aan.
Oblz Sfi Wy =@, voor L, i+1,
Sp “1 = i

Deze afbeeldingen brengen de symmetrische groep der

voort.

3
-
g
it

w, voor i#£1,

W = - W
P 1 1’

S (voor i#1) als boven,

Het algemeen element der kaleidoskoopgroep is product van een per-

mutatie der o

cc’w

12" 1

£.: S voor i#l als boven,
LW 7py

S, wy=w, voor i#1,

P1

Sflwl = —wl.

Dezelfde kaleidoskoopgroep als bij &b .

een permutatie der o

v SP voor i#2 als boven,

1 1
Sf w,; = w4 VOOr ig1-2,
>
Spp 11T THL
Sp, 1= T Y11

en een "spiegeling" W= e, Wt Wy

Het algemeen element der kaleldoskoopgroep 18 het product van

FERRRFR-E met een spiegeling coq—¢;taJ,

+ees wy—>tw,, waarblj echter de permutatie en het aantal thin-

tekens der spiegeling tegelijk even of oneven moeten zijn,
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84, Van halfenkelvoudige Lie-algebra's is elke irreducibele
voorstelling zowel door het hoogste gewicht als door het karakter
op equivalentlie na bepaald. We zullen nu het karakter in het hoog-
ste gewicht gaan uitdrukken,
© te
kennen. Het is iets prettiger om op © te werken. Onder x(T) ver-

H indien = =¢h (zie 45) en aan h biJ de

We hoeven het karakter van een voorstelling alleen op e

staan we het spoor van e
voorstelling H beantwoordt.

sp el =X (¥ h).

De eilgenwaarden van H zijn de =a(h)=(a,t), elk met een multiplici-

teit
m, = dim R_)t B
waar R, de deelruimte van R 1s, bestaande uit de vectoren van het

H AST)
’ E

gewicht A en ult de oorsprong. De eigenwaarden van e zijn de e(

Xeh = Lm, o7

dus

85. Voor een we W stellen we

E_u3m= P, EME_Q= Q , dus Q-P = H_

-
PR,A - R_A, L R7\c: R?\-l—oc’ QR_M_“C R7\+¢x .

Er is een a en een b zo dat
atli _ pa _ .
P Rm = P R% =T wvoor i3%0,
b+i _ b _
Q Rﬂ+af Q Rh = U voor 1> 0.

Dan is

waarult volgt, dat de afbeeldingen

E T U

[+

E : Uw-sT

1-1 "op" zijn. Wegens
: E P = QE

is
sp,.P = SDUQ
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Maar tot het spoor van P in RK levert alleen de deelruimte T een

bijdrage; en analoog levert tot het spoor van Q in R“+“ alleen U

een bijdrage, dus

SDR Q = SPUQ = SDTP = SpR.AP = SpR%(Q-Ha)'

At

Dus
sPp By E_ - sbp E,E_, = mz(n,&),

A At
Schrijft men degelfde formule op met i.p.v.a: 2A+® , A+26 ,..., €N

sommeert men, dan heeft men
‘ @
spp EE_ = 2

n p=0

(de reeks breekt feitelijk af, daar de Mo
We vormen de som over alle &« e W en tellen bovendien
i
spB*Z:H Hy = (a,m)mm
op. Dan ontstaat het spoor van het Casimir-element
* nm i _
spRm(ZuE*uLu+AZjH Hi) = cam,
Cy= ('A-{—J,%-}-a‘)u(rr,é’),

op den duur verdwijnen),

waarbij.
We krijgen dus B
e Z:p=0 (7x+pu,o«)m7\+pu + (A, a)m, = Cam, . (%)

Men hoeft de som over p trouwens pas vanaf p=1 te laten 1opeh, omdat
voor p=0 de aandelen afkomstig van « en -o tegen elkaar wegvallen.

Z(/‘*:“)m/‘b

verdwijnt als de som loopt over een hele « -ladder van gewichten u
(of ook over cen beiderzijds symmetrisch afgeknipte ladder), want

> (ﬂ':“)mﬂ = Z(S&/J’ ﬁm)msm/“ = z:(ﬂssuu’)m/u’ = Z(/“:“)mM

In het bijzonder Vérdwijnt de som over p in (%), als a geen gewicht
1s; (») blijft dus dan ook juist (met m, = O).
We kunnen nu in (%) de bijdragen van +« samenvatten:

: @
ZG)O(“’«)mA + EZM>OZD=’} (’A+p“’“)ma+pu+<"”‘)m7\=cﬁm7\-

De eerste en derde summand samen geven

| stm+2J)mK = (4o a4 9)-(2,9)m = c,m ,

&

dus

' &8
23wt ) o= -
21...“)0 Z]EJ ,‘(W-I-pec,o:)m?‘ o = (C_x cw)m“ .
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- Met deze formule kan men de multipliciteiten recursief afdalend

uitrekenen, te beginnen bij ma=1 en mﬁ:O voor a»#, Links staan

namelljk alleen multipliciteiten van gewichten »>a ; van de coé&f-
ficiént rechts weten wij, dat hij voor gewichten A #£ 2 niet ver-
dwijnt.

86. We kunnen ook een expliciete formule verkrijgen door het
vergelijkingssysteem () aan een Laplace-transformatie te onderwer-
pen, We vermenigvuldigen («) met e a5 )

met m #0 . Dan verschijnt vanzelf

(%) =5 m el

en summeren over alle =
A,T)

In de eerste summand substitueren we a voor a+pa& 3

00 N (w-pe,t)
Z:uew Z:p=o (h+pu,m)mm+p®—Z:/L’u,pﬁm,u)gu e ’
{
=3 m(,u.,,oa)rrx/“ (3(’“’”C> oi’ ) P(u’?)
“ (e ) e:z%’w
u is ’ « -
/u_eC“s?) = grad eﬁ“sﬁ),

(o, M
(“:K)e(m,ﬁ) =4 e(“’V)s

waarbij grad en 4 in de zin van het inproduct in e* zijn gedefini-
eerd.
Onze formule wordt nu:

(grad Z:u&w log(ﬂ—e'(“’r)) , grad ¥ ) + by = ca ) (%)

(De operator, die 1links op X 1s toegepast, is trouwens de op de
groep invariant gedefinieerde Laplace-operator.)

87. Met een kleine afwijking van 71 defini8ren we nu (we zeggen

Q i.p.v, A4): 1 1
QlT) =TTM>O(eé(“5f)_e-é(“st)

Q is antisymmetrisch tegenover de kaleidoskoopgroep K, want
’ ' Q(Smt) = 'Q(t)s

dus Q(St) = det S.Q(t)voor S eK. ‘
Q is dub een lineaire combinatie van uiﬁdrukkingeh
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det S - e(S/'"’r), (»)

2:S e K

waarbij A van de vorm
= L
A= Z:N>()j;N

is. _u scheelt van J een som van wortelvormen, is dus geheel. In
(%) mogen we « zelfs dominant veronderstellen., Dan is of wu=J

of minstens één keer (u,p)=0 voor peP. De substitutie u —>E¥/w
verandert dan niets in (%), terwijl (%) anderzijds wegens de anti-
symmetrie in zijn tegengestelde moet overgaan., Dus komt (%) in Q
alleen voor met w =9 ; het 1s evident, dat de co&fficié&nt dan 1 is,.

Dus
S, T
Q(t):}:S&KdetS-e( »®) . (% %)
Verder is
Q% = + T (1-e(%:7)y,
De formule («) uit 86 wordt nu
(2 grad log Q, grad X ) +4X = caY
Nu is -
grad log Q = 8rad @
Q
dus
2(grad Q, grad X ) + QAy = c, Qy .
Telt men beiderzijds L &4 Q op, dan krijgt men
a(Qy) = Qy +y & Q.
Stelt men
Qy= 9
dan wordt
éﬁ-i@‘.: Ch
o Q O
Nu is volgens (= %)
AQ = (F,9)Q,
dus " A "
L= (A+Int9) g (% %)

X is symmetrisch bij K, Q antisymmetrisch, dus ¢ antisymmetrisch.
¢=Q) 1is een lineaire combinatie van uitdrukkingen

e(SS’,T)e(h,’D’) — e(‘i’t) (m‘l\;goj S&K),

waarblj wegens (»"x)
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aelfs®) (%+a‘,i+a)e(f")
moet zijn, dus
(3,7)==(£+5,£+J).
Anderzijds is ? van de vorm
=83 +n,

/]

dus _1? o+ 8 M,

S
(7+ 8"17\, J+S"1z) = (A+d,5+9),

dus volgens 79:

SM/] A = ;\.’
| A
dus S ; = A+
§ = S(3+9).

Wegens de antisymmetrie van ¢ en m. =1 is nu
n

go('r,) =7 SeK det S e<S(i+J)’t),

dus

5 o Kdet S.G(S(%+57,t)
¢

=

1 (x) =

(Sa,)
S e K det S.e ’

Dit is H. Weyl's Charakterformule (bij hem transcendent bewezen).

88. Deze formule geldt natuurlijk alleen, waar de noemey niet
verdwijnt. Waar dit wel het geval is, kan men de waarde van het quo-
tiént volgens L'Hospital bepalen, In het bijzonder doen we dit voor
T =0, d.w.z. voor de groepéén, De uitkomst geeft dan de dimensie van
de voorstelling met het gegeven gewicht 2 .

De grensovergang naar O wordt voltrokken langs z=t§ (t —0).
De teller is

(S(a+5),t9)

s det S e _ Y det 5 (8FERY) _opinya))
( Fs(Aed,x)  -fe(R +J,m))
¢ z.ﬂ-ecnb ¢ ex
=W“>o(t(ﬁea',u)+...)
De noemer 1is 1 1
26(a L6(s
T, o2t eat(Em)y - (e(s,0)4...).
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Het quotiént wordt voor t ~+0

W“>0(§+a‘,a)

dim R =~

T >O(‘y: 0()

s

Dit is H. Weyl's dimensieformule.

89, We komen nog terug op de voorstellingen van J?l en 1?1'met
halftallige hoogste gewichten. Ult de halftalligheid kan men gemak-

kelijk afleiden, dat zij de draaigroep (mg resp. 7, ) niet eenduidig

3)

voorstellen. Z2ij h=tzn ook spin-voorstellingen, Men kan ze het han-

digste opschrijven met behulp van Clifford-algebras.

We nemen de draaigroep van de n-ruimte in die vorm aan, dat ze
een positief definiete kwadratische vorm invariant laat, en wel de
een-vorm., De infinitesimale transformaties worden dan antisymmetri-
sche matrices., Zij Dab de matrix met op de plaats ab cen 1, op de
plaats ba een -1, De Dab(a ¢<b) vormen een basis van de Lie-algebra

P 3 :Da-b="'D-ba n‘
[Dab’Dcd] = 0 voor a#c,d; b#c,d,
[Dab,Dbc] = D, voor a#b, b#c, c#a,
1 — 1 1
[Dab’ch] h Dac
Men stelt 1 =[g& en verstaat onder a' de index a+l.
Als stam kan men kiezen de verzameling der
az‘: 1 ® aDaa !

Als takken krijgt men dan de

DDy iy 1 +iD,y 1 #1D, 4y biJ de wortelvorm il(wa+wb),

ey 11 o
Dab+Da'b'+1Dab'iiDa’b i;(mawwb),

n voor n oneven D i " + w
en voor an + lDa'n tw,

(afb, a s1,bs1),
De qitdrukking 5 o

71 oo, gn

kan worden ontbonden in de vorm
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. 2
(§1p1+..,+;npn) 5
als men grootheden 2 invoert met
2
p, =1, P Py+P D, = O . (%)

Met deze Py kah men een associatieve algebra, de Cliffordalgebra
Cn’ construeren, Basis van Cn: de producten

& & €
1 f2
P, Py “...p, " (g, = 0,1) (% «)

waarmee men overeenkomstig de relaties (=) rekent. De existentie
van Cn wordt inductief bewezen, Zij] Cn een assoclatieve algebra met
de basis (» %) en de relaties (x). Zij verder bekend dat

Py = =Py

een involutorisch automorfisme in Cn definieert.

Tot elementen van Cn+1 benoemt men de geordende paren van ele-
menten van Cn’ De optelling en vermenigvuldiging met een scalair
wordt op natuurlijke wijze gedefinieerd, verder:

(uq,ug)(vq,v2) = (u1v4+u25é,u2§a+u1v2),
(uous) = (TU,-U,).
Men rekent de gebruilkelijke wetten (in het bijzonder de associatief-
wet) na en verifieert, dat de bovenstreep weer een involutorisch

automorfisme bepaalt. Identificeert men (u,0) met u, dan is ¢, iso-

morf in Cn ingebed.

+1
(uqxug)(osq) = <u23u1)
(031)(u15u2) = (aéﬁaq)
(031) = “(031)~
Hiermee is de inductiestap voltooid, als men
(0,1) = Py 4

stelt.

De ae graadselementen van Cn vormen een Lie-algebra I'',waar-
bij -
Lu,v]= uv-vu

is gesteld. P en P' zijn isomorf door middel van
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Dab*’%papb’

zoals gemakkelijk is na te gaan. We stellen P ' voor. door de
linksvermenigvuldigingen in Cn’ d.w.z. aan g e ' beantwoordt de
afbeelding

Lq T U - qu (u doorloopt Cn)'

De stam van P ' wordt overeenkomstig die van [I*® gekozen; hij bestaat
dus uit de L, met

q
— L
q"ZZaglaﬁpﬁ%"
voor a4 = 30,0,
is q2 = - %
2 1
dus LTu=L su= - — u,
q q2 n

Dus zijn de elgenwaarden van Lq alleen + %i. Als functies van

L
q——zzailwﬁg%z

zijn de mogelijke gewichten van de voorstelling dus de
1
2i.Z:a 21 L%
Een vector horende bij het hoogste gewicht
i 2 1@

a s a

is
r = (p,tip ) (Potiey ). .- (Py+ipy ).

r is bron van de invariante lineaire deelruimte der
qr met qel?',

Hier hebben we dus inderdaad een irreducibele voorstelling met het

hoogste gewicht ™, voor 1$i en ™, voor z?l. Om =, voor ﬁi te

verkrijgen, vervange men r door
(p1+ip%)(p2+ipé)°'-(p1_1+ip(1-1)l)(pl‘ipll)'

Eeﬁiexpliciete voorstelling van de bijbehorende Lie-groepeng
vindt men in Proc.Kon.Ned.Akad,v.Wet. A 59, 515-522 = Indagationes
18 (1956).






Correcties betreffende cursus "Lie-grbdeépen in meetkundige be-
handeling“gegeven door Prof.Dr. H. Freudenthal te Eindhoven,
1959—1960 o

p.512, regel 6 v.o.: eind van de regel toevoegen: noemen
p.12a, regel 3: afbeeldingen

p.13 , regel 10 v.o.: %X = —e—sc(t)c(t) %% esc(t)+ enz.
\J S ‘

p.15 , regel 5: ae'c enz.

regel 7 v.0.: homomorfisme 1.p.v. afbeelding

regel 10 v.0.: dubbelpunt achter ec‘
p.17, regel 1: ondergroepen i.p.v. sinusgroepen

regel 14 v.o.: inductief i.p.v. instructief
p.20, regel 15 v.o0.: ideaal want [P, [P, 1]e [P\ Jenz.

p.21, regel 6-T:
17 ((ba'qb'q)'1A(ba'1b'1)+(a‘1b’1)’1B(a'1b'4)
—(a'qb—q)_1A(a_1b-1)—bBb-1 )

=aba

p.22, régel 18 v.o.: G i.p.v. & ,
p.-23, regel 6: Stelling van Lie - onderstrepen
p,28, regel 5: 2 @é(A) % enz.
p.28, regel 6 v.o.: "geeft" i.p.v. "heeft"; "de" schrappen
regel 5 v.o. schraﬁpen
regel % v.o. achter "een" inlassen "vari&teit. In 't alge-
meen is de"
Verder : dimensie =r-1.
regel 1 v.o.: "algemene" inlassen achter "elke"
p.29, regel 5: moet luiden: Dit geldt voor algemene X, dus voor

elke X geldt: & 1.

regel 15 v.o. "voorgesteld" i.p.v. "vastgesteld"
p.30 en volgende. De gothische v is niet erg duidelijk.
p.31, regel 9 v.o. "knoop" onderstrepen
p.34, regel 9: & i.p.v. d?f

regel 4 v.o.: halfenkelvoudige i.p.v. halfcirkelvormige

pP-25, regel 7: De laatste « moet een £ zijn.
regel 9: "+1" in de exponent schrappen.
regel 7 v.o.: ...de h met h ¢ nu alleen op ’L(h Yoo
regel 6 v.o0.: op het eind:i&(h ) o

o

p.36, regel 2: diml;(h )
(h- a(h)) o’ y=0 voor ye I
Q(ho) °
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p.36, regel L, toevoegeh: Fa(h ) is 6hafhankelijk van de keuze
O .
van h, & PO. I.p.v. FM(hé) kunnen we dus I, zeggen.

p.36, regel 8: ...h  'x=0... = "stam"

regel 1 v.0.: Achter o inlassen: enp .
p.37, regel 5: twee keer "op" i,p,v,'"voor”.
regel 8: inlassen voor "z ¢ A ": "zelfs voor"
regel 12, éind, inlassen "BV,
p.39, regel 11: "eerste" i.p.v. "tweede"
p. 40: Tussen e en 2e regel inlassen de regel: z aantal identiek
verdwiljnende wortels '
regel 9: Achter "dus sp ?+§_=O" inlassen "in strijd met
het veronderstelde”.
Tussen regel 13 en 12 v.o., dus boven

"

f X =20

inlassen de regel
hx = a(h)x

p.41, regel 9 v.o0.: een « ontbreekt; d.W.Z.

M(h,,)
M-—mm=enz.

p-42, regel 23 x=y+wf+

regel 5: is, te weten doot §“merh« enz. omdat E_y knoop,
regel 11 v.o.: achter het laatste =-teken:

- a(h&)xo mod f

regel 5 v.o0. %_ i.p.v. ?+
regel 4 v.o. "was" i.p.v. "eens"
regel 2 Vobo el enz.
g yel ip!
p.43, regel 17 v.o. "« -ladder" i.p.v. "ladder"

p.46, regel 10: § i.p.v. ©

p.47, regel 1 v.o.: zij brengen de (eindige) kaleidoskoopgroep
voort.

p.48, regel 12 v.o.: ﬁmh=0 voor enz.

p.50, Fegel 9: e& i.p.v. e'.

p.51, regel 6: Wf i.p.v. W
regel 11: Achter het laatste " ] " een accent.
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p.51, regel 11 v.0. e - i.p.v. e

4
oL

regel 2 v.o.: Nu is p<p, dus p=a+p< enz,
p.52, regel 6: (7) i.p.v. (6)

regel 8: (7) i.p.v. (6)

regel 9 v.o0.: ‘[e'j, , e'_ay = enz.

regel 6 v.o.: [e' ., e’_a = enz.
p-53, regel 7: Achter het tweede =-teken:

L . h_, egeldt

regel qg }de streep boven v _ doortrekken, dus 3 keer
15 Y o
regel 7 v.0.: De komma bij N-m,—p laten afzakken

regel 2 v.0.: Achter QF' inlassen ",x#£0".

1t hi

p.54, regel 6: Achter "onderen" inlassen "is

p.55, regel 15 v.o. : "groep" i.p.v. o,
p.57, Y4e regel van No.52: ... m(hu) $50...

regel 7 v.o.: A = -A',

regel 5 v.o.: A+A' =0.
p.58, regel 13: A+A'=0,
regel 15: K:SAS,
p.59, regel 10 v.o.: "positieve" i.p.v. "primitieve".

p.60, regel 5: Maar ook (Z:rixi, z:rjx'j); 0.
regel 14 baar. Immers gaat men van de door P als basis
bepaalde orde uit, dan blijken alle elemen-
p.61, regel 15 v.o0.: Verwisselen de woorden "kortere" en"langere"
regel 8 v.o. (56) i.p.v. (55)
p.62, regel 14 v.o. (54) i.p.v. (53)

p.63, regel 12: § G.ij ?i 1y =0
p.66, regel 10: = i.p.v. ¢
p.68, regel 4,7,9,13,14,15,16, v.o: = vervangen door §

regel 4 v.o.:

$4 - L2 - 9 _ s
p(P.8) 21 - 507 54+ ST+

p.71, regel 5 v.0. ¢ i.p.v. &
regel 3 v.b. (56) i.p.v. (55)
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p.75, regel 14 v.o.: achter ] inlassen "als functie van T "

regel 5 v.0.: klein kringetje i.p.v. stip

p.77, regel 19 v.o.: "in" i.p.v. "en"

p-78, regel 3 einde moet zijn: W(t)w('c*)-1
regel 4: met | * -t %|g enz.

p. 79, regel 12 eind: komma i.p.v. punt

regel 13%:."dan" i.p.v. "Dan"
regel 3 v.o.: v(0)=w(0)=&én, v(1)=w(1)

p.81, regel 7: "van" i.p.v. "voor"

p.82, regel 10 v.o.: Onder T :oteW i.p.v. o
regel 5 v.o.: h e® i.p.v. h H.

p.83, regel 4 eind: ...lim h_ = h_< el
regel 8: "dergelijke" i.p.v. "deze"
regel 16: "echter" i.p.v. "elders"
regel 16 v.o.: van 2, schiet enz.

p.84, regel 5 eind: Leve e U

b.89, regel 1 v.o.: S=8 ... S

°p

p.91, regel 10 v.o.: (HX,Xx)= \f(ET;)'f(a)x,x)d vol = enz.

p.93, regel 5 v.o.: ACx=CAx= AACX.

p.95, regel 8 v.o. toevoegen: ", pe ¢,"

p.96, regel 5 v.o. "vormen" i.p.v. "noemen we"
1 1t

%1

p.97, regel 4: "de" i.p.v. "een
regel 17 v.o.: "onder" i.p.v. "verder"
"de" i.p.v. "der"
p.98, regel 5: fch-qac)d vol
.99, regel 10 v.0.: ...één-element..

p.100, regel 3: "co&ffici&nten" i.p.v. "exponenten"

regel 10: Z:u (x X, —xe - {x X 1)v. 13

regel 11: komma achter X

(2)

regel 12 v.o0.: achter minimaal inlassen =m
regel 6 v.0.: ... Zijvvef%}van de
p.101, regel 5 v.o.: ling (5) in Rm__,I zijn.

P«103, regel 13: 2=X, ... X. oo X,
14 1a n
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104,

.106,

107,
108,

. 109,
110,
13,

A4,

121,

22,

127,

regel 16 v.o z=zia ay
regel 9 v.o.: "het spoor" i.p.v. "een spoor".
regel 12: E_“; = 0
regel 11 v.o.: E—axj+1 = ijj
regel 2,5,8,1%,15 steeds -2 i.p.v. 2
regel 15 v.o. op 't eind ® aanvullen
régel 5-3 v.o.
N+3 _oN+Z N+2 o oN+3
E_‘(x E_'By_’E:_'m_%E'_PE_'m Y+(°°')E-a‘ E_@Jy_.,._E;ﬁE_& y+(
N+2 N+1 N )
E_ y+(,,u)ELP_2& ~m y+(u,,)E*p_5uE_uy=O .

regel
regel
regel
regel
regel
regel

regel

regel

regel

regel
regel

16: p'z p"+mz p". Dus

1v.0.: ... was p=(®-pp )+((p+1)p~a) som van

h: N\~px met p geheel z O, § 2.
T: geheel, 20, §
g v.o.: Shy = hg s Se, = veelvoud van eq
: g =1°F -

a S 1a ,
12: g ox=f , x=A(S h)x=((SN)(n))x,

h -1,

S h

3 v.0.

(x,x+2a)mk = ((A+T, 8+~ (J,Jﬁ)mx= enz.

12: voor =-teken inlassen
RE

5 v.0. haakje sluiten
4 v.o.:

(p4+ipg1) (po+ipot)... enz.

en A van A een som

o

... )E

n(}—m




4



