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t.,.or.1 

1. De reijle getallen vormen een (commutatieve) groep G t.o.v. de 
optelling a + b ; 

0 

> , speelt de rol van de groep-een, en 

-a 

die van inverse van a. Maar tevens bestaat er in het gebied v~n de 
reijle getallen een limiet-begrip, en de groepoperaties 

a + b en -a 

zijn continue operaties t.a.v. dit limiet-begrip, d.w.z. 

lim (an+bn) = lim an+ lim bn, 

lim (-an)= - lim an • 

i 

Zulke combinaties van algebraische en topologische begrippen (g~oep 
en limiet) bestudeert men onder de naam "continue groepen". 

De vermenigvuldigingsgroep G' van de positieve getallen is een 
ander voorbeeld. Tussen Gen G' bestaat een isomorphie, die bijv. 
door de functie 

wordt tot stand gebracht. Inderdaad doet f(x) aan de som van twee 
getallen het product beantwoorden, is dus een homomorfe afbeelding 
van Gin G', en-met ziet gemakkelijk in, dat deze relatie eenduidig 
en omkeerbaar 1$. Tevens is fin beide richtingen oontinu (ja, zelfs 
willekeurig vaak differentieerbaar) - iets waarop m~h bij contirlue 
groepen·veelal prijs stelt. 

Laat men* nu alle complexe getallen dborlopen, dab dob~loopt 
ek alle comple~e getall~n ~o, terwijl ook Wter aan de som het product 
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beantwoordt. Die functie levert dus ook een homomorfisme van de 
' 

optelgroep der complexe getallen met de vermenigvuldigingsgroep 
der complexe getallen /o. Dit homomorfisme is ook weer eenduidig 
en continu, maar het is geen isomorfisme; de origineelverzameling 
van de 1 bestaat immers uit alle getallen 21cin (n geheel), dus in 
elk geval uit meer dan de o. 

ex beeldtspeciaal de optelgroep H der imaginaire getallen op 
een ondergroep H'.van de vermenigvuldigingsgroep der complexe ge­
tallen af, nl. op de ondergroep der complexe getallen w met 
/w/=1, de "eenheidscirkel"; ook dit homomorfisme is niet omkeer­
baar eenduidig: de imaginaire as wordt als het ware oneindig vaak 
over de eenheid"scirkel gewikkeld. I.p.v. ex kan men ook eix be­
schouwen, waardoor dan de optelgroep der reele getallen wordt af­
gebeeld op de vermenigvuldigingsgroep der getallen /w/=1. 

Neg algemener kan men de afbeelding 

f (x) = ecxx 

beechouwen (met willekeurige vaste ~) - eveneens een homomorfisme 
van het additieve naar het multiplicatieve. 

2. Men kan in de exponent vane ook een kwadratische matrix 
(lin.afbeelding) schrijven 

A= ~ An 
e L riT 

0 

is zinvol, omdat de optredende matrix-producten en - partiaalsom ... 
men zinvol zijn en de reeks, zoals men gemakkelijk zietJ conver~ 
geert voor elke keuze der matrix A; eA is natuurlijk weer een m~­
trix. 

(0 = nulmatrix, 1 = 
Nu geldt echter 

een matrix). 

niet meer onvoorwaardelijk. Wel is deze formule juist, wanneer 
AB= BA is. Want 
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aus e-tAetA+B = constant matrix c, 
die (na substitutie t = 0) = eB blijkt te zijn, waaruit voor t 
volgt: e-A eA+B = eB, 

dus (v·oor B = 0) 
en algemeen 
Speciaal geldt dus ook 

0 (s+t)A = 

e-A eA = 1 
eA+B = eA eB • 

= esA etA, 

omdat sA en tA verwisselbaar zijn. 
Hieruit volgt dat f(t) = etA 
een homomorfe continue afbeelding van de optelgroep der re~le 
getallen top de vermenigvuldigingsgroep der matrices etA is. 
Speciaal (voor s = -t) A -A e e = 1 , 

of e-A = (eA)-1 • 

= 1 

Wij hebben hier dus minder triviale voorbeelden van homomorfe 
voorstelling der optelgroep. Tussen de eigenwaarden A van A en A 

van eA bestaat het eenvoudig verband " = el\ • 
Vat men de n-bij-n matrix A als afbeelding in zichzelf van 

een n-dimensionale ruimte op, dan is etA een van de "tijd 11 t af­
hankelijke afbeelding van dezelfde ruimte, dus een schaar trans­
formaties (die tevens een groep vormen), die voor t = 0 de hele 
ruimte met rust laat. Het 11 snelheidsveld 11 van deze schaar voor 
t = 0 wordt door differentieren naar t verkregen, 

ddt e tA = AeA t ; 

A is dus zelf niets anders dan het snelheidsveld voor t = O. 
We kunnen zelfs in een co -dimensionale ruimte overstappen, 

bijv. in die, waarvan de punten zijn, de functies o/ van een re~le 
veranderlijke x., -co < x.:: +co . De substitutie x ➔X+t induceert een 
afbeelding Lt in deze ruimte 

Lt ( cp ( x)) = <p ( x+t)., 

en deze Lt- en geven weer een homomorf beeld van de optelgroep 
der t-en 

dus ' 
Ls{ Lt {lf(x)J}= ~ 8 {ip(x+t)} = cp(x+s+t) = ~s+t <p(x), 

{ , ;'c~,.:!,~1 ~ 

"Z't-, Lt = Ls +t · 
,:,. .. . 
!J"/,'S .. \'¥'" -: 
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Ook hier kunnen we van een shelheidsvector (bv. voo~ t = 0) 
spreken, 

(dit is dan echter niet voor alle ~-en gedefinieerd). 
In beperkte mate lukt het zelfs weer 

e tA met A = ( a ~ ) a dt L-t t=O = ax 
te vormen, dit zou zijn 

tn n tn a n =L-;:;-i- A =1:-,- (-d ) n. n. x 

en toegepast op een functie ~ (x): 

tn an cp (x) 
L ;;-rn n = (() (x+t) 

. ax 

(bij regulier analytische ~: reeks van Taylor). We hebben aus 
weer ·t d 

Lt = e ax 

(wat echter niet voor alle ~ zinvol en juist is). 
Men kan deze voorstelling van de optelgroep in een oo~dimen­

sionale ruL~te nog in een ander verband zien: Voor een uitgebreide 
functieklasse is de relatie 

!
co . 

1*(y) ~ ,/::- e1 xy o/(x)dx 
V21C -en 

tussen (fl en Cf'* eeneenduidig : 

<p(x) = .i:- r e-ixy <p*(y)dy~ 
V2rr -co 

We schrijven ook kort 
* Z(cp) = Cf • 

Op welke wijze vertaalt Z nu de groep 
* ({' -taal? 

Lt van de ({J -taal in de 

Lt<f = -~ r e-i(x+t)y <p*(y)dy 
V 2;c -oo 

= 1 j e -ixy o/ *( y ) e it y a y v~ -co 

, = 2-1( cp*(y)eity), 

dus als de ep -en de transformatie Lt ondergaan, ondergaan ae 
* ~ -en de transformatie 
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Pt ( <p * ( Y) ) = <p *( Y) e i ty., 

dus de vermenigvuldiging met eity, en de Pt geven een nieuwe voor­
stelling van de optelgroep., waarvan het snelheidsveld voor t = 0 
is de vermenigvuldiging met iy., dus 

(d:;) = iy 
t=O 

en pt = eity_ 

3. De tot nu toe behandelde groepen (voorstellingen van de 
optelgroep) noemt men eenledig. We behandelen nu algemenere. 

We denken ons een groep G van n-bij-n matrices., die binnen de 
verzam~ling van alle n-bij-n matrices een r-dim varieteit vormen., 
dwz. in de omgeving van elk element a

0 
E G kunnen we reene of ,com­

plexe parameters ~1., ••• .,~r invoeren., waarvan de groepelementen een­
eenduidig afhangen; deze afhankeliJkheid wordt bovendien twee keer 
continu differentieerbaar met functionaalmatrix van de rang r ver­
ondersteld; in elk punt a

0 
bezit G dus een r-dim lin raakvarieteit., 

en deze raakvarieteit hangt weer continu differentieerbaar van a
0 

af. 
Zulk een groep noemen we een (reele of complexe) Lie-groep en 

wel omdat de elementen lin.afbeeldingen zijh., een lineaire Lie­
groep. 

Voorbeelden: G1 : alle n-bij-n matrices a met det a~ O., als 
parameters kan me'n de' matrixcoefficienten zelf kiezen. 

G2 : als G1., maar met det a= 1; een der genoemde parameters 
is overbodig. 

a
3

: de orthogonale n-bij-n matrices; dus aa 1 = 1 (a' = gespie­
gelde va'n a). Zoek zelf geschikte parameters! 

a4 : de unitaire n~bij-n matrices; dus a at"'= 1. 

a5 : de matrices ( ci p) 
( ~1« t a6 : de matrices 

<X., ~ ., t reee 1 . 

Opmerking: Zijn 0(., 13 relatief onmeetbaa r., dan komen voor geschikte 
willekeurig grote t deze matrices weer in de buurt van ( ~ ~) 

terecht (dus ook van elk ander element); nemen we echter in een om-
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geVing van zulk een matrix alleeh die op met weinig afwijkende t, 
dan valt ook dit voorbeeld onder het gedefinieerde type. De exacte 
formulering brengen we later. 

4. Uit zulk een r-dim groep G pakken we nu een schaar at, 
die twee keer continu differentieerbaar afhangt van een parameter 
t (niet noodzakelijk een ondergroep); we verond~rstellen verder 

a
0

_= 1. Van deze schaar vormen we weer het snelheidsveld voor 
t ✓-= 0, dus 

. ., 

zoiets heet een infinitesimaal element van G. De verzame1ing r 
van alle mogelijke inf.elementen van G heet de inf.groep van G. 

r zal blijken volgende bijzondere eigenschappen te bezitten: 
1. P is een r-dim lin ruimte (de raakruimte van G in 1 )', 

dus 
1 .1 

1.2 

1.3 

A E. r-+ lXAE. r 
A,B E. r ~ A+B E. r 

(ex getal) 

Er zijn 

1.3.1. 

1.3.2. 

A1 , ... ,Ar E:. r met 

A = L. or.. A v oar e 1 ke A E. r 
V V 

~ o<Y Av = 0 ~ a lle ex~ = 0. 

2 • A E:. r , B E. r ~ [A, B] = AB - BA t r 

[A,B] heet infinitesimale commutator van A en B. Op twee bijzon­
dere eigenschappen van de commutator wijzen we meteen: 

[A,B] + [B,A] = 0 
[[A,B] ,c] +[[B,C], A]+ [[c,A] ,BJ= 0 

(de tweede heet ook de Jacobirelatie). 

Elke verzameling r, die aan 1-2 voldoet heet een (reele of compl.) 
Lie-ring. We weten dus: elke inf groep is een Lie-ring. 

5. We bewijzen het gestelde 

1 .1. Is A _ ( dat) , dan is ( da~t) 
,. - dt 0 fl..A = at 0 

1. 2. Is A _ ( dat) 
- dt O , ( dbt) B = at 

0
, dan is ook c(t)==a(t)b(t) 

een toegelaten schaar en 
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1.3. We stellen in a(~1, .•• ,tr) de ~y= ten de overige = O, 
(a(o, •.. ,o) = 1). 

Av = ( R ) o = ( :i;aY ) o · 

1.3.1. Voor een willekeurige kromme c(t) = a(~ 1, •.• ,~r) 
t'v= <fy(t) met G?v(O) = 0 (alle v ) geldt dan 

A = ( ~~) 0 = L ( ~!Y) 0 ( ~{) 0 = L c<v A~ • 

1. 3. 2. De afbeeld ing van de ,:- -ruimte in de n2-dim ruimte 
der n-bij-n matrices bezit een functionaalmatrix met de rang r; 
de r raakvectoren Av zijn dus onafhankelijk. 

2. A = ( ~att ) 0 B = ( ~~t) 0 . We vormen de commutatorschaar 
-1 -1 . -1 ct= atbtat bt c G. Uit atat = 1 volgt door differentieren 

d d -1 
at · -1 at 

at at + 8 t dt = O (1) 

dus (:a;) o = - ( aa:t) o ' (2) 

en door (1) nog eens te differentieren 

(3 j 

en hieruit 

en volgens (2) en (3): 

= ( a
2
a) + ( d

2
b) + ( a

2
a-

1
) + ( d2b-1) 

at2" o at 2 o at 2 o at2 o 

+ 2AB - 2A2 - 2AB - 2BA - 2B2 + 2AB 

= 2(AB - BA). 

Definieert men een nieuwe schaar 



ks = ct doors= t2 , 

dan wordt 

dus 

voor 

( dks) act ( a
2

c ) = lim 1 = ½ ~ = AB -as 0 2t at t~o at o 

6. Voorbeelden. 

G1 : r bestaat uit 
kleine t, dus etA 

alle n-bij-n matrices A, want 

E. G 1 en ( '3t- e tA) o = (Ae tA) o = 
a 

- BA, 

G2 : Ui t det at=1, volgt at det at = oa'0t.aus 

Ca%· L ~ <X1 y (t) ... an(;)) =(I:+ lX1 v·.. di.:~•··°'"t',v ) =L{cl.~(Y)o= 0 
1 1 -'nO >1 ~'lino 

(want ell~) = O, of 1 naar gelang .,,u./.v, of )L=V). 

Dus spoor A = X (A) = O voor alle A E. r . En omgekeerd: Is X. (A) = 0 
en zijn de /\Y eigenwaarden van A., dus ~ Av= O., dan zij'n e /\v die 

van eA, dus det eA = 1. Dus r de verzameling van alle A met 

X,(A) = O. 

o
3

: Uit atat = 1 volgt (~~) 0 + (~t') 0 = o, dus A+ A' = o, 
dus a lle A E:. r scheefsymmetrisch. En omgekeerd: Is A scheefsymme-

trisch dus A+ A1 = o, dan is 
V 

(etA), = (Z~Av) 1 

v. 

= (etA)-1, 

dus etA orthogonaal. Dus r = verzameling der scheefsymmetrische A. 

Voor het geval n=3 zijn U deze transformaties al als "infini­
tesimale draaiingen" bekend: 

0 -u3 u2 

A = 0 -u1 :; 

u1 0 

Ax kan dus worden geschreven als uitprodukt [u,x], waar u de draai­

asvec~or is. (Deze [ •.• J niet met commutatorhaken te verwar:r;,en ! ) . 

G4: Analbog blijkt: r bestaat uit de matrices met A+ 1fT = 0 

oftewel 'iA = (iA)' - dus Hermitische matrices maal i. 

a5 :_ r bestaat uit de ( g ~). 
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In alle gevallen kan men de Lie-ring-eigenschappen gemakkelijk 
verifieren. Speciaal is bij a

3 
voor n = 3 met A als boven en 

0 - v3 v2 

B = v3 0 - v1 

-V2 v1 0 

Ax = [ u, X J , By = [ V., y J , dus 

[ A, B] z = AB z - BA z = [ u [ v z)] - [ V [ u z ]] = [ [ u V ] z] 

dus bezit [A,B] als draaiasvector [u,v]. (Achteraf blijken beide 
soorten [ ..• ] equivalent te zijn.) 

Ga nag na., wat de relaties tussen de eigenwaarden van A en eA 
bij de afzonderlijke voorbeelden betekenen! 

voor: 
Een Lie-ring in een co -dim ruimte komt in de quantenmechanica 

A f(x) ~ f (x) 

B f(x) ~ jx f(x) 
C f(x)-"?' x f(x) 

(A,B] = [A.,p] = O., [B,c] = A. 
De bijbehorende groep bestaat uit de afbeeldingen 

f(x) ~ aebxf(x+c). 

7. De betekenis van r voor G blijkt alvast uit het volgenae: 
We differentieren at E. G voor t=t

0
• Nu is bt = a :;; 1 at weer een 

. dbt). o (dat r kromme in G., maa r tevens bt = 1, dus (---art E. r , dus cft) t E.. at • 
o db o o o 

En omgekeerd: Is A E:. r ., dus A = zekere ( a/ )t , dan is voor iedere 
d(abt) · o 

a : ( dt )t = a A E- a r . Dus is de raakruimte van G ,in elk 
0 

punt at G vastgelegd, nl. 

= a r 
Uitgaande van G kunnen we r en hierbij er vormen. Is dit weer= G? 

r Heel gemakkelijk kan men meteen zien, date c G is. 
dat 

Zij A = ,(dt)
0

E.. r, dus at = 1 + tA + t l (t), waar lim E. (t) = 0 voor 
t ~ 0. Nu is eveneens in G beva t 
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en dit nadert voor n-?oo tot eA, wat dus ook in G bevat moet zijn. 
(Dit bewijs heeft het nadeel, dat het niet zo gemakkelijk uit­

gebreid kan worden in een richting, die we later nodig zullen heb­
ben.) We kunnen ook als volgt redeneren: 

De schaar bt = etA is volkomen gekenmerkt door de differen­
tiaalvergelijk1ng 

met de beginvoorwaarde 

b = 1, 
0 

die uniek oplosbaar is. Wat we moeten aantonen, is dat die oplos­
baarheid reeds binnen G geldt. De raakruimte van G in a is a r , 
dus is er in elk punt a E:. G een richting g~ = aA in een raakruimte 
te vinden; het richtingsveld 

dat 
at= atA 

gelegen op de groepvarieteit G is dus binnen G integreerbaa~ en en­
der meer is er een ciplossing met a0 = 1. 
Hierui t· volgt bt = at., dus e tA is G. 

Wat we hier voor A hebben gedaan., geldt voor alle elementen 
van r, en nog meer: Zij (als in 5.1.3) 

eeh basis van r1. 

is een punt 

I 

A -( 0 a) V 1 
v - oT o' = ' • A • 'r y 

e L &' Y Av = 1 + L c,Y A Y + • • • 

a (-c1 , ••• ., -er) = 1 + L- 1: A + ••• 
V JI 

van G. Dit leidt tot een afbeelding in de buurt van (0, ... ,0) 

met fuhctionaal-matrix 1, dus een 11 1-1-afbeelding op 11
• Dus stemmen 

er en G in de buurt van 1 overeen. 

We kunnen de u1 , •.. .,or als nieuw parametersysteem in de buurt 
van 1 gebruiken ... een 11 kanonisch'' parametersysteem. G wordt hierin 
voorgesteld door ,;:- ,.,. A L- '-'v i' 

e 

In de nieuwe parameters is G zelfs analytisch. 
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G wordt in de buurt van 1 overdekt door eenledige ondergroepen 
t La-v Av 

e 

zodat er door elk punt i 1 precies een gaat. 
Tenslotte is gebleken, dat G (in het klein) door r volledig 

is bepaald. 
Over heel G hoeven deze dingen niet te gelden. 

Tegenvoorbeeld: G bestaat uit 2-bij-2 matrices met det = 1, waar­
bij ook complexe coefficienten kunnen worden toegelaten. r bestaat 
dus uit de A-en met X (A) = O. Bezit A gelijke eigenwaarden, dan 
moeten deze dus O zijn, die van eA dus beide 1. Zij a=(-~-~). 
a kan niet op de diagonaalvorm worden gebracht. Was nu 
a = eA (A E. r), dan zou hetzelfde voor A gelden, dus zou A gelijke 
eigenwaarden hebben, dus beide = o, dus zouden die van a beide 1 
zijn, terwijl ze in werkelijkheid -1 zijn. Dus is a¢ er 

8. We beschouwen nu twee lin Liesche groepen Gen Hen aen 
homomorfisme e van Gin H, waarvan we nog veronderstellen, dat hij 
ook twee keer continu differentieerbaar is. 0 induceert een lineaire 
afbeelding van de raakruimte r van Gin de raakruimte ~ van H, en 
wel beantwoordt aan 

= [ e A, e BJ . 

e is dus niet alleen lineair, maar ook ring-homomorfisme. 

Een 8; die een r op een /J lineair afbeeldt zodat [eA, eB]=e[A,B] 
wordt algemeen een homomorfisme van inf. groepen genoemd. 
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Is e \.o.~. G~H een isomorfe afbeelding resp. een afbeel­
ding op, dan geldt hetzelfde t.o.v. r-+ll. 

Speciaal beschouwen we de inwendige automorfismen van G. Bij 
elke c hoort een inwendig automorfisme van G 

-'l a -,i., cac , 
dat we ook c noemen, dus 

~ -1 ca = cac . 
,..., 

( 1 ) 

De c vor.men een groep G, de gead jungeerde groep van G. 1·Jant 

c
1

(c 2a) = c 1 (c 2ac 2 - 1 )c11 = (c 1c 2 )a(c 1c 2 )- 1= ~a, 

dus (2) 

d.w.z. het product van twee elementen van TI is weer in~- Verder 
is 1 het eenelement van a en wegens 

~ ----:::-, ~ ~ 
CC = CC I = 1 

✓---
is c-1 het inverse van c. 

Door 
C -- C 

is G op G afgebeeld., en dit is een homomorfisme (zie 2). De kern 
van dit homomorfisme is het centrum van G. 

Het automorfisme (1) van Gin G induceert een ringautomorfisme 
van r in r ., te 

dan is 

dus 

weten: is 

A= (~t 
cA =(d(cat)) 

\ at 0 

~ -1 cA = cAc . 

, 

(
dat) 1 

C cft C , 
0 

Dat c een automorfisme is., is ook direct te zien, b.v. 
c[A,B]c-1 = c(AB-BA)c- 1 = cAc- 1cBc-1 -cBc- 1cAc- 1=[cAc- 1 , cBc-1 ]. 

Deze c ( r _.,.. r) vormen ueer een groep, die we ook weer de ge­
adjungeerde groep van G (precieser de lineaire geadjungeerde groep) 
en ook weer met G aanduiden. Als boven geldt (2). 

Daar Geen groep van lin.afb. van r in r is kunnen we er die 
algebra r van trachten te vormen. He kiezen dus een kromme c\ in G 
met c

0
=1'en ( ~~t) 

0 
= C en vormen ( ~~.t) 

0 
= C • 

( de\) = ( dc\A) -(d ( ctAct -
1 

)) __ 
a"t o A \ at o - dt o CA - AC, 
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dus CA = [ C ,A J . 
Uit deze afbeelding C van r in r is r gevormd. 

We kunnen dit proces generaliseren. I.p.v. inwendige kunnen 
we willekeurige automorfismen van r beschouwen. Zij et een schaar 
van automorfismen van r met 8

0
=1. Dan is .n. =(~t )

0 
geen automor­

fisme van r, maar uit 

et[A.,B J = [ etA,etB J 
volgt door differentiatie 

n [A,B] =[.D.A,B] + [A,..O.B]. 

Een lineaire operator met deze eigenschap heet een inf. automor-
,.,, 

fisme of een derivator. Uiteraard is ook C een derivator. Dit is 
ook rechtstreeks te zien 

c[A,B] = [ CA,B) +[A,CB] 

is namelijk niets anders dan de Jacobirelatie. 
~ Dat de C een Lie-algebra vormen, is ook weer direct te zien: 

;,,, .,..,__, 
(«C)A= <X(CA-AC) = (1XC)A-A(£XC) =[b(C,AJ = (olC)A, 

(c1+c2)A = C1A+C2A = C1A-AC1 + C2A-AC2 
,,,...___,, 

= ( C 1 +c 2 ) A - A ( C ·1 +c 2 ) = 0 '1 +c 2A 

[c'1 ,c2JA = c}3'2A-c 2c\A = [c 1,[c 2A]]- [c 2[c 1 ,AJ]= 

(Jacobi) [[c 1c 2J,A] = [c 1-:C-;) A. 

Tevens volgt hieruit, dat 
C .-+C 

een homomorfisme van r op r is. 

afb. 
inf. 
Uit 

9. We gaan nu uit van een willekeurige Lie-algebra r van lin. 
We laten zien, dat hierbij een Lie-groep G hoort., die r als 
algebra bezit. Uiteraard trachten we G uit er te construeren. 



. 
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volgt door herhaalde toepassing en reeksontwikkeling 

etCA e-tC . t [ ] t
2 

[ [ , ] ] tC = A + 1T C,A + 2 ! C, C,A + •.• = e A, 

dus 

Straks hebben we nog 
.. '1 SC 

K = f e ds 
0 

nodig 
1 ~ 1 ~2 

= 1 + 2! C + 3T C + .•• = 

( 1) 

K is 1-1 voor kleine c. Precieser: wil det K =0 zijn, dan meet 
eeh eigenwaarde van K verdwijnen. De eigenwaarden van K drukken 

N ~ zlch in die van C als volgt uit: zijn A die van C,-dan zijn 
e ; 1 die van K. Dus alleen eigenwaarden 2n ~ i van C kunnen tot 
verdwijnende van K aanleiding geven. We kiezen in r een bolomge­
ving U van O zodat voor CE. U geldt: alle eigenwaarden van C zijn 
absoluut < 2-rc • Voor CE. U is K eenefen. 

We vormen de varieteit eu en tonen aan, dat in elk zijrter 
punten ec(CE.U) de tangentiaalruimte net (de gewenste) ecr is. 
We trekken door ec een differentieerbare kromme eC(t) met C(t) E-. U., 
C(O)=C. We tonen aan, dat 

(deC(t)) Cr 
dt o E:.. e • 

Stel: e-sC(t) _£.. esC(t) - Y(t s) 
vt - ' ' . 

differentieer dit naar s (onder verwisseling van de differetitia-
ties naar sent): 

oY = e-sc(t)c(t) 2_ esc(t) + e-sc(t) ~ (c(t)esc(t)) 
us ot vt 

= e -sC ( t) dC ( t) sC ( t) E. r 
dt e 

(wegens (1)). Integratie naar s geeft 

Y(t,1) = / e-sc(t) ~~ (t) esc(t)ds E. r, 
0 

dus 
(~ ec(t)) E:. ec r dt o . 

We tonen verder aan, dat bij geschikte keuze van C(t) (met 
C(O)=C) de varieteit ecr uitgeput wordt. 

Stel C(t) = C + tB. Dan wordt 
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en d:i.t doo~ioopt ( b:ij v~sbe C) met '.B de he1e r ; ihdierl C c U 
blijft (zie het boven gezegde over K). Dus doorloopt 

(jt.eC(t))
0 

heel ecr. 

We weten nu, dat eu in elk zijner pbnten ec een varieteit is 
met raakvari~teit ec r . We tonen nu aan: Voor elke A E.. U is er een 
bolomgeving V van O in r zodat 

eAeVc.eu 

is, Stel 

Dit voldoet aan de differentiaalvergelijking 

dc(t) 
dt = c(t)B 

met beginvoorwaarde 
c(O) = A 

e • 

(2) 

(3) 

In elk punt ec van eu kunnen we de richting e0B uit de raakvarie­
teit ec r van eu :voorschrijven. Dit vectorveld op eu kunnen we op 
eu integreren tot eeti Qplossing van 

met 

.9.,_ ec(t) = ec(t)B 
dt 

C(O) =A. 

(4) 

(5) 

Precieser (4-5) heeft een oplossing (0 ~ti 1) voor voldoend kHHne 
B, zeg BE. zekere V, die van A afhangt. De oplossing is uniekj dus 
(vergelijk 2-3 met 4-5) 

c(t) u e , 

c(1) = e0 ( 1 )c eu, 

eAeBE. eu, 

eAeV c eu. 

Merk verder op, dat met a f. eu ook a- 1E. eu, indien we van U 
eisen, dat U=-U. 

eu is nu, wat we een groepkiem zullen noemen; in eu is ab- 1 

niet onbeperkt gedefinieerd, maar bij elke a is voor been omgeving 
van 1 toegelateb. We moeten eu tot een gro~p d uitbreiden. G is al­
gebraiscn gedefinieerd, als de door eu voortgebracht~ groep. We 
moeten G no~ topologiseren. Dit geschiedt door de eis~ dat in de 
buurt van eike a E. G Cle topologie van ae U he erst. Precieser: 
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Laat b1 en b2 lin.afb. met det b1/o, det b2/0· zijn. Dan is 
b1eU/"\ b2eU open in b1eU en in b2eu. Immers, zij a E:. b1eUv?2eUU dan 
is b. - 1a E.eu, dus is er een V. als daarstraks met bi-1ae 1 c e ; 

1 1 V V noemen we V de kleinste onder de v 1,v2 , dan is ae c bie, dus 
aev< b

1
ev~ b

2
ev, maar dan is aev een omgeving van a, die in 

b
1
ev r-. b

2
ev ligt. 

Hieruit volgt: is M open in b
1
eu, dan is Mrib

2
eu open in b2eu~ 

We stellen nu vast:· een verzameling M van G heet open, als zijn · 
doorsnede met elke ae U ( a E. G) open is. Dat is een topologie in G, 

die op grond van het voorafgaande in elke aeu de daar reeds aan­
wezige topologie induceert. 

G wordt op deze manier' een analytische varieteit en een L:1.e·­
groep met kiem eu, dus met de infinitesimale algebra r. 

10. We laten nag zien: Ieder ringhomomor'fisme e, er c. 6, van 
inf.lin. Lie-groepen laat zich uitbr'eiden tot een homomorfisme van 
bijbehorende kiemen, (Over de hele groepen hoeft dit niet te luk­
ken.) We vormen 

O ) voor A E:. r. 
e(A) 

De A* vormen een nieuwe inf.ring, die volgens 9 tot een kiem kan 
worBen uitgebr~id, besta,nde uit de 

A* ( eA O ) 
e = o ee(A) . 

We hebben dus bij voldoende kleine A en Been C met 

eAeB == ec 
ee(A)ee(B) = ee(c). 

Definieren we 9(eA) == ee(A), dan is e een homomorfisme van de kie­
men, e(er)c. ell. Is e een isomorfisme resp. een afbeelding op t.o.v. 

r t. r-)-b., dan geldt hetzelfde t.o.v. e ----+e . 

· 11. He weten nu, dat groepkiem en Lie-ring elkaar wederzijds 
bepalen en wel zo dat aan isomorfe weer isomorfe beantwoorden. Er 
geldt echter meer: 

Zij Peen abstract gegeven Lie-ring (dus niet uit lineaire 
transformaties van enige ruimte bestaande), d.w.z. 



1. Pis r-dim.lin.ruimte, 
2. Er is in Peen "pt•oduct" [ •.. ., .•• ] met 

2.1 (otA,B] = o:[A,B] 
2.2 [A1+A2.,B] == [A1,B] + [A2,B] 
2,3 t A,B] + [~_,A] = 0 
2.4 [[A.,B] ,CJ+ [[B,c] .,A]+ [[c.,A] .,BJ= o. 

LiGr.16 

Dan is r isomorf met zekere Lie-algebra van lin.trsf. van zekere 
lin~ ruimte. 

We bewijzen dit hier niet. We beschouwen in 't vervolg alleen 
Liegroep-kiemen en Lie-algebra's van lin. trsf. 

12. Is r de inf .algebra van G., /1 een subalgebra van r (cl.w.z. 
[ Ll,A]cl:l)en H de bij t:,, horende Liegroep., dan is uiteraard Hc.G. 

Op een voldoende kleine kiem is de topologie van H de door G gein­
duceerde. In het groot hoeft dit niet te gelden. 
Voorbeeld: 

G de groep van 

H 11 II II If ( 
eio:s 

0 

i~2), t 1,t2 re!!el. 
e 

e~/3s), fX1/l vast re!!el, 
onderling onmeetbaar, 
s iariabel re~el. 

Volgens de in H vastgestelde topologie zijn die elementen van H 
"vlak bij 1", waarvoor Is j klein is. Er zijn echter voor elke c > O 
willekeurig grote s met J e1

d. s-1) < E en I ei/3 s -1 I< c te vinden, en 
in de.zin van G bevinden de hierbij horende elementen van H zich 
ook in de buurt van 1. 
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13. Op algebraische wijze krijgt men dus sihusgroepen (kiemen) 

van de gegeven Lie-groep G. Men krijgt zodoende zelfs alle in het 

klein afgesloten ondergroepkiemen van G (nader te preciseren): 

Zij G de Lie-groep en e U een kiem van G. Van H c. G wordt ver­

ondersteld: 

1) His niet leeg, afgesloten deel van eu., 

2) uit a.,b ~Hen ab-1
1:, eu volgt ab-1

E; H. 

We tonen de existentie van een subalgebra ~ van r aan., zodat Hen 

eb.nU in een omgeving van 1 met elkaar overeenstemmen. 

fl wordt als volgt gedefinieerd: A E. fJ.. dan en slechts dan, 

als er een rij A E. r bestaat met 
n A 

an = e n E- H en lim an = 1, 

en bovendien een rij positieve getallen 

lim 0<.nAn = A. 

Cf.. met n 

Merk op, dat lim An=O. Verder: is A=/0, dan meet noodzakelijlc 

lim o<n=co zijn. 
In deze definitie hadden we ans tot rijen natuurlijke getallen 

kunnen beperken. Immers., met Pn= [otn] is (voor A=/0) lim pnAn = 

= lim ~nAn+lim(pn-~n)An, en de laatste limiet is O. A 
i.-fe bewijzen: voor alle A E.Af'l n U is eA 6 H. A = lim p A ., e n 6 H 

p A p n n 
(zie boven). Verder en n =(en) nfH voor bijna alle n, dus weg~ns 

de afgeslotenheid van Hook lim ePn n = eA~H. Hierbij is de bewed 

ring (eAn)PnE.H (bijna alle n) instructief te bewijzen: Wegens AE.U 

zijn bijna !lle pnAn E:. U, dus pAn f. U voor alle natuurlijke pa p
11

; 

is nu al (e D)P E, H., dan is naar veronderstelling 2 omtrent H oak 
A p A 

(en) e nE.H. 

We bewijzen verder: Is c(s) een differentieerbare kromme op H 

met c(0)=1, dan is (dais) )s=O C: /J. • Immers c(s)=eC(s), waarbij C(s) 

een differentieerbare kromme in U is. c'(O)=C 1 (0)=1im n c(.1) E:. A. 
n . 

We bewij zen, da t /1 een Lie-algebra is. Ui t A E. Li volgt e1..A E:. /J. 

triviaal volgens definitie. Zij A,B E. ~ • Dan weten we al: esA, 

esB 1:, H voor kleine s (namelijk voorzover sA,sB f. U zijn). Dus voor 
voldoende kleine ~ ook esAesB=c(s) E. H. Dus ook A+B=(da~s))

0
~ 11. 

Evenzo:,. c(s)=esAeSBe-sAe-sBE H., dus [A,B J = (dc(s~) E. !Ji • 
d ( s ) C 

We moeten nu nog bewijzen, dat Hin de buurt van 1 door e 6 AU 

w6rdt uitgeput. In r kiezen we een basis A1 , ..• ,Ar., zodat A1 , .•• ,Aq 
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een basis van~ vormen. In de nabijheid van 1 geldt 

--c1A1+. · .+,:; Aq Tq+1Aq+1+. · .+-crAr G',l1+• · .+o-rAr 
e q e = e , 

waarbij de~ functies van de t zijn. Reeksontwikkeling toont aan 

(1+~1A1+ ... +"t"qAq+ ... )(1+~q+1Aq+1+ ..• +~rAr+ ..• ) = 

dus 

= 1+<>1A1+ ..• +urAr+ •.. , 

0 i = "t"i + · • • 
zodat de functionaaldeterminant van "t"-+ G"" in de buurt van 1 ligt, 

dus ,/=O is. De -c:1, •.. , i:;r zijn derhalve in plaats van de o,,
1
, ••• , or 

als coordinaten bruikbaar. Met~ +1= .•. =~ =0 wordt in dat coordina-
~ q r 

tensysteem de door e voortgebrachte Liegroep in de buurt van 1 

beschreven; door ~a+'1=const, ... ,~r = const een rechtsnevenklasse. 
Stel H had in -elke nabijheid van 1 nog elementen ¢ e 11 " u, zeg 

met de coordinaten v1(n), ... ,--c (n) fdie naar O convergeren). Nu is 
ook het punt met de coordinate~ ~1 n) , •.. ,~ (n) ,o, ... ,o in H, dus 

ook dat met o, ... o, ,:;~~~, ... ,-i;r(n) in H. Stei 

Bn = "t (ri)A + +-c (n)A 
q+1 q+1. ··· r r 

rt.n = (ti~~2+ ... +-i;/n)2)-½. 

Nu hebben ~nBn coefficienten, die begrensd zijn, maar niet allemaal 
tot O naderen. Er is dus een deelrij van ~nBn met de limiet B/0, 
dus volgens definitie S 6 a. Gezien het verdwijnen van de eerste q 
coefficienten is echter B i 11 • Dus is er een omgeving van 1 waarin 
e 6 "U met H overeenstemt. 

Uit de bewezen stelling volgt onder meer, dat elke afgesloten 
verzameling G van lin.trsf. van een lin. ruimte met de eigenschap, 
dat voor a, b in de buurt van 1 uit a, b E,. G volgt ab-1 E. G, in de na­
bijheid van 1 met een Liegroep van lin.trsf. samenvalt. 

Door het voorafgaande wordt gerechtvaardigd, waarom wij ons in 
de theorie der Liegroepen zullen beperken tot ondergroepen, die door 
een subalgebra worden voortgebracht. 

14: Gegeven twee Liegroepen G en G' met de Lie-algebra's r en r 11 .. 

Zijh ze in lineaire ruimten Ren R' voorgesteld, dan is het directe. 
product G X G' in de directe som R+R' voorgesteld: een element (a, a 1 ) 

van Gx G' werkt op R 70lgens a, op R' volgens a', dus (a,a')(x+x')= 
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= ax+a I x 1 • De Lie-algebra van G x. G' is de di rec te som 

r+ r 1 : (A+A')(x+x')=Ax+A'x', [A+O,O+A']= O. In 't vervolg schrij­

ven we A i.p.v. A+O, A' i.p.v. O+A'. 
He beschouwen we~r een homomorfisme <p van Gin G', veronder­

stellen echter alleen dat ~ continu (niet noodzakelijk differen­

tieerbaar is). We bewijzen dan dat f vanzelf analytisch en door 

een hombmorfistne van r in r ' geinduceerd is. We behoeven van <.p 

trouwens oak alleen te veronderstellen, dat het in een nabijheia 

van 1 (op een kiem eu) in G is gedefinieerd. 

De elementen (a, ~(a)) vormen een verzameling H. Nu is 

(a.,cp(a))·(b.,cp(b)f1=(ab-1 , <p(ab- 1 )) weer in H (eigenschap van homo­

morfisme). Verder, als (an, <p(an))E.H en lim(an, cp(an))=(a.,a 1 )€. eu 

is, geldt lim a =a, lim w(a )=a', dus (continuiteit van o/): n r n 
<p(a)=a'. Dus oak (a,a')E-H. 

Bij H hoort dus een Lie-algebra /j, c r + r 1 • In een nabijheid 

van 1 stemt de verzameling van de (a, o/(a)) overeen met die van 
de eA+A 

1 
(A+A I E.. b.). Wegens eA+A '= ( eA, eA') is dus eA 

1 
= cp( eA) en hoort 

er bij elke A een A' met A+A' E. A. He stellen A'= <f (A) dan en 

s lechts dan a ls A+A' f.. b. is. 

Met A+ Cf A is o o k £X A+ Ol Cf ( A ) f; ~ ., du s <p ( rx A ) = tt. q> ( A ) • Met 

A+ <p(A) en B+ o/(B) is ook A+B+ cp(A)+ <p(B)E-A, dus <t(A+B)= ?(A)+<P(B); 

verder [A+ <p(A)., B+ cp(B)]E-1.\ ., dus <p[A,B] = ['fA, 'flB] . Dus is cp 

een homomorfisme van r in r '. Wegens eA+ <pA=(eA .,e'fA)=(eA .,qieA) is 

<peA=ecpA., dus brengt <p: r ~ r' de gegeven <p :G~G' voort. He zagen 

al in 10., dat ~ dan een analytisch homomorfisme van Gin G' is. 

15. Zij H de door de subalgebra b.. van r voortgebrachte onder­

groep van G. Dan en slechts dan is H normaaldeler van G, als ~ 

ideaal van r is (d.t·i.z. [ r~ Cl] c b.]. 
Immers nH is normaaldeler" betekent "H is invariant bij de 

geadjungeerde groep van G". Verkeert Hin deze omstandigheid, dan 

is de inf. algebra Cl van H invariant bij de inf. algebra van de 

gead jungeerde groep, dus A fl Cb. voor A E, r ., dus [ r J 6. JC fl • Omge-

[ 

. N A 
keerd a ls r, 6 Jc. fl, dan A{). c. 1.1 voor A f. r , dus e /J. c. /l , dus 
a 15. a- 1c. ll voor a f- G, chis aca-16 b. voor a E- G., c 1:, /1 ., dus aeca- 1 e. eA 

VOOt' a' E. G, C E- 6. ., dus a Ha - 1 c H. 

Een oentrumelement van G is gekenmerkt door de eigenschap., bij 

~lle inwendige automorfismen van G invariant te zijn. Het centrum 

van G is afgesloten. Er hoort een subalgebt'a bo. biJ. Deze fl brengt 
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een in G afgesloten Lie-ondergroep H van G voort. H behoeft het 
centrum van G niet uit te putten. Dit kan uit een aantal losse 
varieteiten bestaan., die zich nergens verdichten (anders zouden ze 
zich ook in de nabijheid van 1 verdichten). De elementen Z van~ 
zijn gekenmerkt door Zr =0, d·.w .z. [ Z, r] = O. 

Speciaal is G abels., dan en slechts dan als [r, f'] = O. We 
noemen dan ook r abels. Is G abels, dan brengt elk onafhankelijk 
k-tal elementen A1 , ... ,Ak van r een Lie-algebra, bestaande uit de 

L~ d..YAY, voort, dus ook een k-dim. Liegroep. 
Is G abels, dan laten de elementen van Gin de buurt van 1 zich 

met~bitrekk~nf tot de basis A
1

, ... ,Ar schrijven als e~ 1A1+ .•. ~rAr 
= e 1 1 ... e r r., dus is G in 't klein direct product van r eendim. 

groepen. 
Algemener: Zij G = G 1 x G2 ( zie 14) en z1Jn r, r,1., r 2 de Lie­

algebras van G.,G1,G2 , dan is wegens het commuteren van G1 en G2 
ook [r1,r2] = O. Anderzijds r= r1+ r2 . Verder> qnr2=(0). Men zegt 
op grond van deze drie eigenschappen ook, dat r directe som van 
r1 en r 2 is. Dus: is G direct product (althans in het klein) van 
G1 en G2 ., dan is r dir>ecte som van r1 en r• 2 . Het omgekeerde geldt 
ook (in het klein)., want a e. G in de nabijheid van 1 is eenduidig 
te schr>ijven als eA rrl.et A E. r . Nu is A=A 1+A 2 met A. E. r., dus 
eA=eA1+A2=eA1 eA2. 1 i 

De door [ r, r] voortgebrachte lin .deelruimte van r is een 
idea al., want [ r., [ r., r ]] C r . Di t is het 11 C ommuta tor-ideaal II van r ., 
ook c(r) genaamd. c(r)=(O) betekent., dat r abels is. 

Bij G kan men de door de commutatoren aba-1b-1 voortgebrachte 
normaaldeler vormen., de commutatorgroep C(G) van G. C(G)=(1) dan en 
slechts dan als G abels is. 

Uit het bewijs van 4.2 in 5 volgt., dat de inf.algeb~a van C(G) 
op zijn minst c(r) bevat. Weitonen nu aan., dat de inf. algebra van 
C(G) precies c(r) is oftewel dat de algebra c(r) juist de Lie-groep 
C(G) voortbrengt. 

Alle1"'eerst merken we op, dat uit a E. G, BE. r volgt aBa-1-B E.. c (r). 
Voor a=eA(A E- r) volgt dit uit de mac~t;reeksontwikkeling in 9 . Voor 
een willekeurige a=akak_ 1 .•. a 1 (av=e v) volgt dit door beschotiwing 
van de so~ van de uitdrukkingen a.Bi 1a.- 1-B. 1 ., waarbij B.=a.B. 1a.- 1 • 

1 - 1 1- 1 l 1- 1 
We nemen nu twee krommen a(t).,b(t) in G met a(O)=b(0)=1 erl 

da~~) = a(t)A(t), db~t) = b(t)B(t) waarbij dus A(t),B(t)E.r. 
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Verder is 

db(t)-1 -B(t) b(t)-1. 
dt = 

We differenti~ren nu 

waarbij we voor het gemak de t weglaten: 

~~ = aAba- 1b-1+abBa- 1b-1-abAa-1b-1-aba-1Bb- 1 

= aba-1b-1((ba-1b-1 )-1A(ba-1b-1 )+(a-1b- 1B(a-1b-1 ) 

-(a-1b-1 )-1A(a-1b-1)-bBb- 1 ) 

= c(t)C(t), 

waarbij naar het voorgaande C{t)e c(r). Hieruit volgt als in 9, 
dat c(t) voor alle tin de door c(r) voortgebrachte Liegroep ligt, 
dus voor alle a,b ~G is aba-1b-1 in de door c(r) voortgebrachte 
Liegroep. 
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16. Zij r (abstracte) Lie-algebra, /l ideaal van r . Dan is r mod l\, 

weer een abstracte Lie-algebra. De elementen van r mod b ziJn per 

defini tie de restkla ssen A+ 6. ; de a lgebra-operaties zijn zinvol 

gedefinieerd door !X.(A+b.)= o:A+ t,,, (A+ll)+(B+t)=(A+B)+A, (A.+A,B+L\] = 

=[A,B] +~; de axioma 1 s van Lie-algebra zijn zonder meer in te zien. 

Zij r de Lie-algebra van G, A die van de ondergroep H. Tussen 

r mod A en G/H bestaat een verband, dat wij zouden kunnen beschrij­
ven a ls rr r mod A is de Lie-algebra van G/Hn, indien wij ons niet 

hadden beperkt tot lineaire Lie-groepen. Wel kunnen we aantonen: 

Zij A E. r en U een voldoende kleine omgeving van O in r (afhankelijk 
van A), dan stemt eA+ /.j. n U in een omgeving van eA met de nevenklasse 

eAH overeen. Dit wordt als volgt ingezien: 

Voor BE- f:J. n U beschouwen we 

a(t) = e•-tAet(A+B), 

da(t) _ -tABet(A+B) -m- - e 

indien B -tAB tA t = e e 

is gesteld. ~mdat h ideaal in r, dus invariant bij inwendige auto­

mo~fismen van tis, i~ Bt~ 6, dus heeft de vergelijking 

da(t) - B a(t). dt - t - a(O) = 1, 

zijn oplossing 
a(t) E. H, 

dus 

dus A+B A e E. e H • 

(Merk op, dat met Book Bt (0~ t ~1) zo dicht bij O ligt, dat de op­
lossing van de diffcrentiaalvergelijking bestaat.) Dat eA+~nU een 

. A , Aµ ·t t omgeving van e J_n e .-1 ui pu - :, volgt als vroeger uit dimensie-argu--
menten. 

17. Ecn groep G heet oplosbaar, als de rij van ziJn commutator-groe­
pen in eindig veel stappen met (1) eindigt. Analoog heet een (a~­
stracte) Lie-algebra oplosbaar, als de rij van zijn commutator­
algebras met (o) eindigt. (In de taal der algebras heet dit oak 
nilpotent.) Uit het verband tussen commutatar-groep en commutator­

algebra volgt dat voor een Lie-groep Gen zijn Lie-algebra r de twee 
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begripp~n oplosbaar elkaar impliceren. 
Merk op., dat de commuta tor-groep (-algebra) van G_ ( r) de klein­

ste ondergroep (subalgebra) met abelse factorgroep (restklassen~ 

algebra) is. 
We bewijzen in 19 (20): 
Stelling van Lie: Een oplosbare lineaire Liegroep (algebra) 

bezit een simultane eigenvector in R (als dim R > 0) t 

We behoeven dit eigenlijk alleen voor groepen of voor algebras 
te bewijzen. Voor groepen is het bewijs iets doorzichtiger. Het 
wordt onafhankelijk van de Liegroepentheorie gevoerd. We bewijzen 
algemener (feitelijk is dit niet algemener): 

Zij Geen oplosbare lineaire groep, waarin elk element met 1 
door een continue weg kan warden verbonden. Dan bezit Geen simul­
tane eigenvector. 

18. Hulpstelling: Zij Geen verzameling van onderling commuterende 
lin. afb. van R in zich (dim R > 0). Dan bezit Geen simultane eigen­
vector. 

Bewijs: We kunnen ons G meteen aangevuld denken tot een lineaire 

ruimte met basis a 1 , ... .,ar (lin.afb. van R in R). We veronderstellen 
dat a 1 , ... ,ak-'1 al een simultane eigenvector xcR bezitten en con­
strueren er een voor a 1 ., ... .,ak. Zij dus 

a1x = ~1x voor zekere xiO en alle i=1, ... ,k-1. 

Zij L de lineaire deelruimte van R bestaande uit alle z ~R met 

voor alle i=1, ... .,k-1. 

Stel voor z E.L: a kz = y. 

Dan is = a 1 a .. z = A.3a 1 z 
K l l { 

= ~1y voor 1=1, ... ,k-1., 

dus y E. L., 

dus 

ak kan dus als lin.afb. van Lin zichzelf warden opgevat en bezit 
als zodanig een eigenvector x 1fo met 

ma~r naar het voorafgaande is ook 
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Hiermee is de hulpstelling door inductie bewezen. 

19. Bewijs der stelling uit 17. Merk op, dat met Gook de commu­
tatorgroep G' de eigenschap van de verbindbaarheid bezit. We doen 
het weer per inductie. Een simultane eigenvector zij gevonden voor 
de .commutatorgroep G' van G. We construeren er een voor G. Zij 
x-1,o, XE. R, 

ax= i\ X 
a voor a (;. G'. 

Zij L de lin-deelruimte van alle z met 

Zij c 6. G, z E. L., 

Dan 

a z = 71. z voor a c G 1 • a 

CZ= y. 

-1 = C•C aC•Z = A _1 y. 
c ac 

ay = acz 

(Merk op dat cac-1 
E- G I is.) We kunnen de conclusie ye L niet on­

middellijk trekken, omdat de eigenwaarden ~ _1 en 71.
8 

van a zou­
den kunnen verschillen. a heeft eindig veel 0 ac eigenwaarden; bij 

vaste a en ct continu int, c
0
=1, c1=c, hangt de functie 

A 1 dontinu van t af, kan echter slechts eindig veel waarden 
ct- act 

aannemen, is dus constant. Dus A = A , dus 
c-1ac a 

dus 

dus 

ay = " Y, a 

y s L, 

cL c L voor a lle c E- G. 

We kunnen Gnu als lineairc groep werkende in L opvatten. G1 is 
hierbij voorgesteld door scalair-vermenigvul~igingen, 

ex = i\ x 
C 

voor c E. G 1 • 

Aangezien G' c ommuta torgroep is, is det c=1 voor c E. G', dus .moet 
Ac eenheidswortel zijn. Ac hangt echter continu van c af en is 1 

voor C=1, dus is Ac=1. Dus wordt G' in L triviaal voorgesteld. De 
voorstellirlg van Gin Lis er dus feitelijk een van G/G 1 • Nu is 
G/G' commutatief, bezit dus naar 18 een simultane eigenvector x'/.0, 



z6 dat 
c x' = A x I voor c 6 G 

C 

is, hetgeen te bewijzen was. 
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20. Bewijs van de stelling van Lie voor Lie-algebras: We behoeven 

alleen de inductiestap van r I naar r te behandelen ( r I commutator­

algebra van r ) . 
Zij x s imul tane eigenvector van A 6 r', dus 

Ax= AAX voor A E.. r 1
; x/0. 

Zij LP gedefinieerd door 

D 
z E. LP dan en slechts dan als (A-71.A)' z=O voor alle A 6 r '. 

LP is lin. dee lruimte van R; L ,, c. L en p- I p 

(A-71.A)z E.LD-'1 dan en slechts dan als z eL • (1) 
C p 

We bewijzen inductief 

door 

C L c. L ,, voor C E:. r., 
p p+ I 

CL ,,c.L p- I p 
II Ii 

te veronderstellen. 

Zij 

Dan is 

Nu is 

en naar (1) 

Cz = y. 

[ A C]6fl 1 - , ., 

( [A., C ] - 11. [A, C ] ) z c Lp-'1 c LP, 

7\ [ A , C ] z E- LP , 

CL ,, c L 
p- I p wegens 

Dus volgt uit (3), 

,, 
dus naa r ( 1) 

(2) 

( 3) 

( 2) . 



waardoor 
(4) 

bewezen is. 
Uit 4 volgt: L= UL is invariant bij r. We denken ons alle p 

elementen van r als afbeeldingen tot L beperkt. In L hebben de ele-

menten A van r ' slechts de ene eigenwaa rde 71.A. Anderzijds hebben 

zij, omdat r' een commutator-algebra is, allen het spoor O. Dus 

"A=O voor A t r ' . 
Nu blijkt zelfs CL

1 
c. L

1 
voor C E- r ., want voor 

geldt 

verder 

dus 

dus 

Cz = y, A E. r, 

Ay = ACz = [A,c] z + CAz, 

(A.,C]E-r 1 

r I L 1 = ( o), 

Ay = 0., 

Daar L1 bij r invariant is., mogen we de elementen van r als afbeel­

dingen zelfs tot L1 beperken. In L1 wordt r I door O voorgesteld. 
De voorstelling in L1 van r komt dus op een voorstelling van de 

abelse r mod r 1 neer, die volgens 18 een simultane eigenvector 

bezit. Deze is ook simultane eigenvector van r. 

21. G ( r) wordt weer oplosbaa r verondersteld. Zij G ( r) in R voorge­

steld. Zij x1 een _simultane eigenvector. In R=R1 mod x,
1 

wordt een 
voorstelling geinduceerd, met weer een simultane eigenvector x2 . 

Enz. De vectoren x1 , ... ,xk spannen een lin. deelruimte Sk van R op. 
We hebben 

Op de basis x1 ,x2 , ... krijgen de a Ee G (A E. r) simultaan de driehoeks- ,_ 
gedaante ~. 

Stelling ( "driehoeksstellingn): Een Liegroep (-algebra) is dan 

en slecttts dan oplosbaar als ziJn elementen simultaan op de drie­
hoeksgedaante kunnen worden gebracht. 

11 Slechts dan 11 is net bewezen. Om "dan'; te bewijzen, hoeveh we 
alleen aan te tonen: 
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Zij G (r) de groep (algebra) van alle n-bij-n-driehoeksmatrices 

·'1 , met determinant =J.o (blanco) . Dan is G ( r) oplosbaa r. 

[Oplosbaarheid blijft namelijk blj overgang tot ondergroepen 

(subalgebra's) behouden.J 
Zij r

1 
(i=0,1 ... ) de deelverzameling van r, bestaande uit 

die A, die ook nog nullen hebben in de hoofddiagonaal en de eerste 

i-1 schuine lijnen evenwijdig met en boven de hoofddiagonaal. Dus 

voor de matrixelementen o<.pq van A E. r i geldt: 

r 
O 

= r . Uit de relatie 

volgt de oplosbaarheid van r. 

~ =0 voor q ~ p+i-1, pq 

Zij G. de deelverzameling van G, bestaande uit de 1+A met 
J_ 

A E. r. . Dan is G . no rma a ld e 1 er van G . 1 en v o or a E::. G . , b c G . is 
J. J. l- l J 

~ba- 1b-1 ~ Gi+j+1 · Hieruit volgt ook weer de oplosbaarheid van G. 

22. Passen we de driehoeksstelling toe op de geadjungeerde voor­
stelling r van de oplosbare (abstracte Lie-algebra) r, dan vinden 

we een basis x1 , ... ,Xr zo dat 

du$ als rk de door X~; ... ,Xk opgespannen lin.ruimte is: 

Dus zijn de r. idealen in r. Er is dus een opstijgende riJ ide~len 
J_ 

r i van r met dim r 1=i. 

23. Voor een (abstracte) Lie-algebra r beschouwen we de karakteris­
tieke veelterm det(A- 7\), terwijl A E- r loopt. De eigenwaarden van A 

(dus de wortels van det(A-A)=O) warden ook wortels van A genoemd. 

Dit zijn algebraische functies A1 , ... ,Ar op r. In 
r 

det (A- 7'.) = L <p • (A) ( - A) i 
i=1 r-l 

zijn de coefficienten 
r-i van A. Wegens 

~ 
1
• gehele rationale functies van de graad 

r-



r 
det(A-'J\) = TT (7,. (A)-,,1) 

V =1 V 

heeft men 

enz. Merk op: 
,v 

<p = det A= O. r 
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De veelterm det(A-A) is t.a.v. de geadjungeerde groep in­
variant., want met c=ec is 

,....__, ,,_____ 
det(cA-?..) = det(cAc-1 -).) = det(cAc- 1-A) 

~ (~ )"' -1 (,..,, ) = det C A- I\ C = det A-/\ . 

Dus zijn de r . invarianten van de geadjungeerde groep, dus ook r-1 
van de geadjungeerde Lie-algebra (in de zin van derivaties). Dit 
is trouwens ook rechtstreeks te zien., b.v. geeft toepassing van C 

,., 
A -+CA= [C,AJ., 

op de kwadratische vorm sp A2 : 

sp(CA)A + sp A(CA) = sp(CAA-ACA+ACA-AAC) = o. 

De kwadratische vorm sp 12 (Killing-Cartan-vorm) speelt in 
't vervolg een grote rol. Hierbij hoort nog de symmetrische bi­
linea ire vorm y met 

-y, (A.,B) = sp A B 

( symmetrisch omda t sp XY = Sp YX is). 

24. Rang van r heet het maximaal aantal functioneel onafhankelijke 
onder de wortels A1 ,.,.,Ar of (wat op hetzelfde neerkomt) onder de 
coefficienten o/j van de karakteristieke veelterm. 

Zij deze rang 1. Voor elke keuze der getallen 
varieteit der A met 

= IX. 
J 

(j=1, ... ,r) 

0<.. heeft de 
J 

een dimensie ~ r-1. Elke dezer varieteiten is invariant bij de ge­
adjungeerde groep., bevat dus met een pun_t X ool{ alle ecX, CE. r . 
Dus heeft voor elke X de varieteit der ccX (c E- r) een dimensie 
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- . 
§ r-1. D$ raakruimte in X aan deze la~p~te varietait bestaat uit 
de ex ( C E. r ) ; zijn d imens ie is ook ~ r-1. Volgens CX=-XC is da t 

hetzelfde als de beeldruimte van X, die dus een dimensie ~ r-1 
,.._, 

heeft. Hieruit volgt.,dat de nulruimte van X een dimensie ~ 1 heeft. 

Dus geldt: 

§telling: In een Lie-algebra van de rang 1 heeft elk element de 

wortel O met een multipliciteit ~ 1. 

(Een merkwaardige stelling: als er veel onafhankelijke wor­

tels zijn, zijn er ook veel verdwijnende.) 

25. Lie-algebras van de rang O hebben in de karakteristieke veel­

term uitsluitend verdwijnende coefficienten., dus alle wortels o. 
Eerste criterium voor oplosbaarheid: r is dan en slechts dan op­
losbaar., als zijn commutatoralgebra r' de rang O heeft. 

Bewijs: 1) Zij r oplosbaar; dan ook r (als homomorf beeld van 

r ) . Neem r in de driehoeksgedaante aan. Het is duidelijk, dat 

vo.qr alle A.,B c r de [A,B J uitsluitend nullen in de hoofddiago­
naal krijgt. Hetzelfde geldt dan voor elke C met C E. r 1 • Dus alle 
wortels van O E. r I verdwijnen. 

2) Zij r' van de rang O. Zij A maxima le oplosbare subalgebra van 
r•. A is in r I vastgesteld door aan As 11 te laten beantwoorden 

de lin. afb. 
X-+ [A.,X] 

van r I in zichzelf ( dus XE. r '). Wegens [ A, A Jc. 6. is tJ. bij deze 
voorstelling ihvariante deelruimte, dus induceert de voorstelling 

er een in r ' mod A • Stel dat /::;. echt in r I bevat was. Dan was 

r' mod~ van positieve dimensie., dus had de voorstelling een 

eigenvector X /0 mod b, dus 
0 

Wegens rang= 0 was AA= o., dus 

[ A ,X
0

] C tJ. , 

en de lineaire combinaties uit X
0 

en~ zouden een algebra ~ 1 vor­
men me~ commutatoralgebra c D., dus ti.

1 
ook oplosbaar in strijd met 

de maximaliteit van 6. • Dus is 6, = r 1 , dus r I oplosbaar, dus .ook 

r oplosbaa r. 
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. , 
26. we beschouwen nu speciale comp1e~e Lie-algebra's. Aahgezien 
voorlopig de groepen geen expliciete rol spelen, zullen we kleine 
letters ook voor de elementen der Lie-algebra's gebruiken. 

Ot.1 ( 1 ~ 1): Lie-algebra der groep der lin .afb. van de Rn met 
n=l+1 op zichzelf met determinant= 1. Bestaat uit de lin. afb. 

met spoor O. 
~ 1(1~ 1): Lie-algebra der groep der lin. afb. van de Rn met 

n=21+1 op zichzelf, die een niet-ontaarde kwadratische vorm Sin­
variant laten (orthogonale afb.: indien deze vorm de een-vorm is). 
Bestaat uit de lin.afb. A met AS+SA'=O. (S=S'). 

J:: 1 ( 1 ~ 1): Lie-algebra der groep der sympJectische afb. van de 
Rn met n=21 op zichzelf, gedefinieerd doordat ze een niet-ontaarde 

antisymmetrische bilireairvorm met matrix :S invariant laten (S2-S 1 ). 

Bestaat uit de lin.afb. A met AS+SA'=O. 
7.7 1 ( 1 i; 2) : Als j;,1 , maa r met n=2L 

dim ocl = ( 1+1) 2-:1 

dim .;&-1 = 1 ( 21+1) = dim .,t 1 

dim 2?'1 = 1 ( 21-1) . 

27. ot 1 : We beschouwen de maximaal abelse subalgebra e der diago­
naalmatrices h met diagonaal-elementen w 1 , ..• , w (waarbij LW"=O) n i 

en verder de elementen e .. (i/j), die in hun matrix overal nullen 
]. J 

hebben, behalve op de ij-plaats, waar een 1 staat. Dan is 

[ h,eijJ = (wi-wj)e 1 j 

[ e1 j, epq J = 0 voor i/q, j/p, 

[ e1 j,e jk] = e1k voor i,'k, 

[ eij, eki J =-ekj voor jfk, 

[ e .. ,e,.] = h., ee (.met 1 op plaats i en -1 op 
lJ Jl lJ plaats j~ anders 0), 

6 abels. 

Uit de e1 j samen met een basis vane krijgt men een basis voor heel 

r . 
De zojuist aangegeven commutator-relaties beschrijven de st~uctuur 
van r volled ig. 
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e wo~dt een stem van r genoecid (oak: Cartan ondergrotp). 

voor h E:. e toont aan, dat de 

= ( w, - w. ) e , . 
l J lJ 

= 0 (h 1::0·) 
0 

e1 j en de elementen /o vane 

~ de simultane eigenvectoren vane zijn, resp. horende bij de eigen-
waarden 

w 1 -wj en O. 

Deze eigenwaarden als functies ope beschouwd heten de wortelvormen 
(t.a.v. e) -- niet te verwarren met de wortels, die op heel r 
waren gedefinieerd en waarvan zij de beperking tote zijn. De war-
telvormen zijn lineaire functies ope. De niet verdwijnende vormen 
een eindige verzameling W. De wortelvorm O heeft de multipliciteit 
1. Er zijn 1 lineair onafhankelijke onder de wortelvormen, b.v. 

co 1 - w 2 , w 2 - w 3 , . . . , w n -1 - wn • 

Iedere wortelvorm is een lin. combinatie van dPze met alle coef­
ficienten geheel ~ 0 of alle coefficienten geheel ~ 0. 

Het aantal onafhankelijke wortels is minstens zo groat als het aan­
tal onafhankelijke wortelvormen. De multipliciteit van de wortel 0 

is hoogstens zo groot als van de wortelvorm O. Dus is de rang =l. 

Met elke wortelvorm komt oak de tegengestelde voor. De (op scalai~e 
factoreti na bepaalde) eigenvectoren e,. van G heten de takken - lJ 
( t .a. v. e), resp. horende bij de wort,Jlvormen w 1 - wj. 

hij heet de bijbehorende knoop . 
...., 

Voor h E. e is sp h = o, 
..., 2 

Sp h = 

Zander meer ziet men, dat 
"'_, 

sp h e1 j = O 

..... ~ sp eij epq = O, behalve 

sp e ij eji = 2( 1+1), 

hetgeen meer rekenwerk vereist: 
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levert tot het spoor een bijdrage w1-wj=2 indien h=hij' 

..., ~ 
e1 j eji epq 

levert voor P=i, q/j een bijdrage 1, evenzo voor p~i, q=j, en voor 
p=i, q=j een bijdrage 2, samen 2(n-1). 

Hieruit blijkt, dat de kwadratische vorm y, niet ontaard is. 

28. ??'1 : Men kiest als invariante kwadratische vorm het meest doel­

matig de vorm 11 ln+1+ J2 ln+2+ .. ,+ fn ) 2n, dus met de matrix 

_ ( 0 1) 
S - 1 0 

Met 

en AS+ SA'= 0 

hebben we 

Voor e kiezen we weer de subalgebra der diagonaal-rnatrices. Een hf. e 
heeft achtereenvolgens de coefficienten w1 ., w2 ., ... ,wn_,-w1.,-~, .•• ,-"-b· 
We hebben volgende soorten takkGn eij: 

1 ~ i., j ~ n, 1 op plaats ij, -1 op plaats j+n,i+n 
1 ~ i < j -n :& n., :1 II II ij, -1 

1 ~ j < i-n, n, 1 II I! ij, -1 

Hierbij horen resp. als wortelvormen 
Go,- w j, l 

wi + wj, 

- w.- w .. 
l J 

11 

JI 

ll 

II 

j-n>i+n 
j+n, 1-n. 

Algemeen + w.+ w. (i/j) alsmede de 1-voudige wortelvorm 0. 
- l-- J 

Als basis der wortelvormen lmnnen dienen 

Dus weer 1,., waaruit alle te combineren zijn met gehele coefficien­
ten, alle t O of alle ~ O. Met elke wortelvorm komt eerJ tegenge­
steldG voor. De rang is ook weer 1. De commutator-relaties zijn 
hier iets moeilijker op te schrijven. We kunnen ons echter van het 
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volgehde --algemene-- principe bedienen: Hore~ e, e' resp. bij 

de wortelvormen ix, i:x 1 , dan hoort (e,e 1J bij de wortelvorm «+0(. 1 , 

als die er is, of [e,e 1 j = 0. Immers uit 

[h,e] = ot(h)e [h,e'] = oc 1 (h)e 1 

volgt wegens Jacobi 

[h, [e,e']]=[[h,e] e 1
] + [e,[h,e']]= (01.+oc.1 )(h)fe,e 1

]. 

In het onderhavige geval ziet men gemakkelijk, dat voor twee tak­

ken e, e 1 , horende bi j worte 1 vormen IX, ex. ' met o<. + o< 'fo, 

[e,e'J= + en 

geldt, waa r ~ 11 weer een tak is. e, . en e .. horen bij tegengestelde 
lJ Jl 

wortelvormen, dus 

en wel heeft hij op de plaatsen i en j+n een /I en op de plaatsen 

i+n, j een •-1. De hij heet weer de bijbehorende lrnoop. 

sp h2 = 4(1-1)[w1
2 

is weer niet ontaard. Dat ook 'fl' niet ontaard is, ziet men met 

ietwat meer rekenwerk. 

29. ci'Y1 : Men kiest als invariante kwadratische vorm 
2 lo + j1 l n+1+ •. . +f n? 2n met de matrix 

S=(~~~) 
0 1 0 ., 

dus als bij it1 , maar nog voorzien van een linker- en een boven­

rand van · de breedte 1. Dan blijken de elementen van c:t;, 1 van de vorm 

( a: 
a, 

c:. 

te zijn, waar het accent weer een spiegeling aanduidt. Voor e kie­

zen we weer de subalgebra der diagonaalmatrices; een he. e heeft de 

diagonaalcoefficienten O, w1 , ... ,wn,-w1 , ..• ,~wn. Bij de takken van 

1'i komen nu nog takken 



L.Gr. 34 

eoi ( 1 ~i:icn) met 1 op plaats oi., --1 op pla2ts i+n., 0., 

eio (1~iin) met 1 op plaats io., -1 op plaats o., i+n. 

Ze horen resp. bij de wortelvormen w, en - wi., zodat 

+w., +w, + w. 
- l - l - J 

l 

(i1j) 

samen met de 1,-voudige O a lle worte1vormen zijn. Als basis kiezen we 

Dus weer 1, waaruit alle als vroeger zijn te combineren. Rang weer 1. 
Het overige analoog als vroeg2r. 

2 30. tl 1 : Men kiest d0 invariante antisymmetrische bilineairvorm met 
matrix 

Met 

en AS+ SA'= 0 

hebben we A2=A2., A
3

=A3, A1+A4 = 0. 

e als vroeger. De takken en wortelvormen analoog aan die van i.r1 , 
maar er komen bij 

8 i.,i+n met 1 op plaats i,i+n., 

8 i+n.,l met 1 op plaats i+n, i., 

horende bij wortelvormen 2 w. resp. -2 w, • Dus a lle WOi_-.telvorimen 
l l 

zijn: +2 w . ., + w. + w. ( i1j) en 1-keer O. Dus is: 
- l - l- J 

Al het overige analoog. 

31. Wat wij hier bij cn.1 ., J;,
1

, J: 1 , V"
1 

hebben opgemerkt, is typisch 
voor de halfcirkelvormige Lie-algebras, waarop we straks zullen 
terugkomen. Inmiddels zij r nog een willekeurige Lie-algebra. 

In r kiezen we een h
0

, dat h~t maximaal aantal verschillende 
wortels bezit. Bij een wortel ~ beschouwen we niet alleen de eigen-



L.Gr.35 

vectoren x t I" (dus (h --ix.)xlO); maar alle oplossingen x van 
0 

~ i (h - o<.) x = 0 met willekeurige natuurlijke i. 
0 

Deze vormen een lineaire deelruimte roi. van r . We bewijzc:m: 

[ r ~, r13 J c. r~ + 15 ., 

waarbij met r0{+/3is bedoeld (0)., indien rf..+/3 niet wortel is; 

~ i ~ j ( h 
O 

- o:.) x = ( h 
O 

-/3) y = 0, 

(h
0

-«-/3)[x.,y J = ( (h- ct.)x.,y J + [x, (h-<X-)Y].,. 

Herhaalde toepassing levert op 

(h
0

-o:.--fo)i+j+1 [ x.,y J = een som van [ (h- o<.)P x., (h-fo)qy] met 

p+q=i+j., dus of p ~ i, of q ~ j. Dus verdwijnen alle summanden. 

Spec iaa 1 is [ r , r ]er , dus is r suba lgebra, Zij nu h 6 r 
0 0 0 0 ----=-- 0 

zo dicht bij h., dat geen bij h verschillende wortEls bij h samen-
o ~ Q N 

va llcn. P is invariant bij h want [ r , r ] C. r,.., • In r heeft h 
~ 0 OC ~ OC · ,, ~ 

slechts een eigenwaarde., want anders zou het er meer hebben dan h . 
~ 0 

We noemen hem oc(h)., terwijl we die van h
0 

nu ~(h) gaan noemen. 
' 0 

~(h) is in een omgeving van h gedefinieerd. 
N Q ~ 

In r heeft h zeker de eigenwaarde O want hh = 
0 

ook geen andere eigenwaarde. Dus is voor i=dim r 
~1 . 0 

Nu is h x regulier ana lytisch in h voor a lle h ~ r , 
0 

geving van h
0

• Dus 

0 en h €. r ., en 
~i 0 
h X=O a ls X E:. r . 

0 

en O in een om-

hix = 0 voor h 6 P , X E.. r o o' i = dim r
0

• 

Dus verdwijnen alle. wortels op r , dus ook op zijn commutatoralgebra., 
0 

dus (volgens 25) 
r 

O 
oplosbaa r 

We beschouwen de h met h E; r 
O 

nu a lleen op r o<. • Volgens 17 ( stel-
ling van Lie) bezitten ze een simultanc eigenvector x/0., xer 

0:. 

(h- x(h))x = o, hGr
0

• 

Voor h in, een nabijheid van h op r geldt A(h)= ~(h), omdat deze ,.,,o 0 
h maar een wortel bezitten. hx is lineair in h., dus is ook A(h)x 
lineair in h., dus ook A(h). We beschouwen nu« als in heel r gede­o 
finieerd., en wel als identiek met x. In een nabijheid van h op r 

0 0 



(waar ~(h) de ~hige wortel van his) geldt 
dim r()(, 

(~- ~(h)) y = 0. 
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Het linkerlid is rationaal in h (wegens de lineariteit van«). 

Dus verdwijnt het zelfs identiek voor h E ~-

We vatt8n dit samen: 

Algemene structuurstelling: Met betrel-cking tot een 11 algemeen 11 

element h
0 

valt r uiteen in lineaire deelruimten r~ zodat 

~ i r 
O 

= verzameling der x~ r met h
0 

=0 voor geschikte i = n stam" 

een oplosbare subalgebra is, 

elke oc een lineaire functic op 
~ dim r 

( h- t<-( h ) ) 01. r~ = O 

r 
O 

is ( een ~_;wortelvorm") 

voor h E.. r is, 
0 

[rot,r/3Jc. rot+~ (=(0) indien </..+/3 niet worto 1 vorm is) • 

Ten aanzien van een ander "algemeenn element uit r 
O 

is de split­

sing dezelfde. 

32. Zij o<. een wortelvorm -/-0, 1.L een wortelvorm, f t- r , f ~ r 
r· + ot -« 

Dan is 
rrc.r rrc.r . + ,,u., fa,+Dt , ·- ,I)., .,a- 0(. 

Stel 
/j, = Lj gehecl r.JJ-+jtt. . 

Dan is~ invariant bij f+ en f dus ook bij h met 

h = [ f +' f _ ] . 

Als commutator heeft h in a het spoor O. sp(h) is de som van de 

eigenwaa rden (J,<, +j c1. ) ( h) van h in 6. , elk resp. met de mul tiplic i­

tei t dim r +· , dus 
ft Jot. 

2.': . d im r + . • ( 11, + j ex. ) ( h ) = 0 . J fl J oc v·· 

We noemen elk element van [rC{.,C.Di.Jeen D(-knoop. Dan g2ldt dus: 

Algemene structuurstelling.:, vervolg: Is h een <X --knoop.:, dan is 

voor elke wortelvorm 

_µ(h) rationaal veelvoud van rx. (h); 

de factor hangt alleen van~ af (niet van f+,f_, dus ook niet van h). 
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33. Zij /1 suba lgebra van r . We kunnen de bilinea irvorm ,y ook voor 

A bekijken en onderscheiden tussen 

en 

1f/ (x,y) = 
A 

V"r(x.,y) = 

~ ~ sp X y 
6 

sp x y 
r 

(x.,yE..1) 

(x,yE.ll), 

waarbij het spoor eenmaal voor fl en het andermaal voor r wordt ge­

nomen. Is echter A idea a 1 in r , dan is 

iy (x,y) = 'f (x,y) (xJy t, t,,):, 
A r 

want x y z 6. ~ voor x., y 6 6- , z ¢ 6 . 

34. Is r oplosbaar, dan verdwijnen volgens 25 in de commutator­

algebra c(r) alle wortels. Dus ook \V(x,x) als kwadraatsom van de 

wortels. Hiervan geldt ook het omgekeerde. 

Tweede criterium voor oplosbaarheid: Dan en slechts dan is 

oplosbaar, als 'l{(x,x)=O voor alle x E-C(r). 
We hoeven alleen nog lldan'' te bewijzen. Zij Af(o) (i.p.v. r ) 

een Lie-algGbra met c(~)= ~.Danis A zeker niet oplosbaar. Volgens 

25 is er dus een h
0

c ~, waarvan niet alle wortels verdwijnen. We 

kiezen h
0 

als 11 algemeenn element (zie 31). Wegens C(b.)=A moet in 't 

bijzonder elk element van de stam !J.
0 

lineaire combinatie van com­

mutatoren, dus van lmopen zijn. Dus is er zelfs een knoop hDl 1:- Ao:. 
waa r niet a lle wortel vormen _µ.( h ,., ) verdwijnen. Volgens 32 is dan 

~ 2 2 
oc.(h,,,)/0. Nu is y;-(h ,h ) = [ A(h,,,) (weer volgens 32) = f I>x-(h ) 

"" 0( ti.. -;()., .... tX. 
met ffO. Dus y(hoc, ho: )/0. Dus verdwijnt V' niet identick: in a . 

Zij vr(x,x)=O voor alle X f-C(rL maar r niet oplosbaar. r bezit 

dus een ideaal fl met C(~)= /J, (namelijk de; laatst2 term in de; com­

mutatorrij). Volgens h0t voorafgaande is dan ~ niet identiek O op 
l:.i. 

A, dus volgens 33 ook 1f niet identiek O op t::. , dus oak op C ( r), r 
in strijd met de Vf:ronder-stelling. Hiermee is het beweerde bewezen. 

35. Zijn A1 , A2 oplosbare idealen in r, dan 1s ook A
1

+ A
2 

oplos~ 

baar id2aal. Er is dus ~r~n maximaal oplosbaar ideaal, de radidaal 

van r . 
r heet halfenk8lvoudiS,als r geen niet-triviale oplosbare ,, 

idealen bezit, anders gezegd: als zijn radicaal (0) is. 

Nog anders: r heet halfenkelvoudig, als r geen niet triviaal 

abels ideaal bezit. Want met~ is ook C(b) ideaal van r (reken na; 
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gebruik O Jacobin)., dus ook C ( C (~)) enz ~, dtis ook ( a ls A op1osbaa r 

is) de laatste op ( 0) na in de commutatorrij. 

Een enkelvoudige algebra is halfenkelvoudig dan en slechts 

dan, als zij niet abels is (dus als de dimensie > 1) is. 

Voor willekeurige r is net de restklassenalgebra r mod radi­

caal halfenkelvoudig. 

De halfenkelvoudigheid kan ook voor de Li0-groepen worden ge­

definieerd. G is halfenkelvoudig als G geen oplosbare Lie-normaal­

deler van positicve dimensie bezit. (Zo'n G kan dus wel discrete 

oplosbare normaaldelers bezitten.) :: Bij halfenkelvoudige G is de r 
halfenkelvoudig, c:n omgekeerd. 

36. De verzameling h.van alle xE.r met 'lfl(x,y)=O idc-::ntiek in y is 
~ lin. deelruimte van r. Volgcns de r -invariantie van y is ook A 

in Va r ia n t bi j /1 , d US 6. idea a 1 in r . Woge n S 1// r ( X , X ) = 1/' A ( X ., X ) VO or 

x e a ( zie 33) verdwijnt 'lft:,. identiek op /J. • Dus is 6. oplosbaa r 

volgens 34. Voor halfenkelvoudige r goldt dus: lf/(x,y)=O identielc 

in y dan en slechts dan als X=O. Dus 1f niet ontaard. 

Is omgekeerd y niet ontaard, dan moet r halfenkelvoudig zijn. 

Want is A niet triviaal abels ideaal van r, dan is 

x y z = [ x, [ y, z J J c, /J. voor a lle x, z E. r , y E. A , 

en dan leveren tot sp x y a lleen de z E. A een bijdrage, die echter 

wegens de commutativiteit van 6- verdwijnt. Dus 1.// (x, y )=SP x y = O 

voor x ~ r , ye. b. en dus 1JI ontaa rd. 

We hebben dus: 

Eerste criterium voor halfenkelvoudigheid: r is halfenkelvou­

dig, dan en slechts dan a ls 'lf/ niet ontaa rd is. 

~ ,v 

37, Zij ~ ideaal van r. Dan is A invariant bij r, dus is bij r 
ook invariant de verzameling 6

1 
van alle x met '"If (x,y)=O voor alle 

y E. t:J.. Dus is ook A
1 

ideaal in r . Bekende eigenschappen van line­

aire vergelijkingssystemen leveren op: dim A+ dim A1 ~ dim r. 
op 11 (\ a 1 verdwijnt v , dus is /! A l\.1 oplosbaa r idea a 1 in r . Voor 

halfenkelvoudige r is dus Af\Ll
1
=(O), dus r = directe som van I::,. en 

a1 . Doo~. dit herhaaldelijk toe te passen, krijgt men: 

T~eede qriterium voor halfenkelvoudigheid: r is halfenkelvou­

dig dan en slechts dan, als het directe som van enkelvoudige Lie­

algebra's is, waaronder geen abelse (dus geen van een dimensie 1). 
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Veronderstelt men hierboven ~ halfenkelvoudig (i.p.v. r), dan 

geldt nog steeds Ani.\1=O, dus r directe som van b. en ti. 1 . Dus: 

Een halfenkelvoudige algebra kan ideaal van een andere alleen 

op triviale wijze zijn, d.w.z. als directesummand. 
Het analoge van het tweede criterium geldt voor halfenkelvoudige 

Liegroepen, met dien verstande, dat aan de directe som een direct pro­

duct in het klein beantwoordt. 
Verder blijkt uit de laatste stelling, dat de automorfismengroep 

van een halfenkelvoudige groep in de buurt van de 1 met de geadjun­

geerde groep samenvalt. 

38. We veronderstellen r halfenkelvoudig en exploiteren het tweede 

criterium met behulp van de algemene structuurstelling. 

1// (x,y) ~ ~ ,lo zijn = Sp X y kan 

voor X E, P a lleen als ook ye r is, en 
0 0 

voor XE;. P a lleen als yr:,r is. 
Ol -f:A. 

Daar o/ niet ontaard is, is er dus 
bij elke h ~ r 

O
, h,/O een h1E- r 

O 
met ,y (h,h1 ),lo, 

bij elke f+(=; ~, f+,/O, een f_€-r_°' met y(f+,f_),/o. 

Nu is voor h,h1 ,s r 
0 

¥(h.,h1 ) =LA- dim~ •µ(h)_µ,(h 1 ), 

Dus: 
Hee ft h e. r O a 1 zijn wortE ls O, dan is h=O. 

Is h een linea ire combinatie van 01..-knopen, dan is volgens 32 voor h,et 
verdwijnen van alle wortels _µ.(h) voldoende het verdwijnen van 

°'-(h). Dus: 
Is h lineaire combinatie van ~-knopen en ~(h)=O, dan is h=O. 

Was de dimensie van de door de ~-knopen voortgebrachte lineaire ruim­

te >1, dan had de lineaire functie ~ daar een niet triviale nulruim­

te, in strijd met het zojuist onderstreepte, dus 

dim [r ,r .];;1. 
D(. - Ct. 

Een hE..C(r
0

) heeft uitsluitend verdwijnende wortels, dus c(r
0

)±O, dus 
r

0 
is abels. 

Daar de doorsnee van de nulruimten van alle wortelvormen de o is, 
g~ldt 

dim r
0 

~ aantal lin.onafhankelijke wortelvormen. 
Verder is (zie 24) 
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I 

dim p O = aantal identie~ ve~dWijnend~ wort~l~o~men 
~rang= aantal algebr.onafh. wortels 

, aantal algebr. onafh. wortelvormen 

= aantal lin.onafh. wortelvormen 
Dus: dim r

0
= rang. 

We beschouwen nu de f + 6. roe. , f _ e. r_o<. met '1.// ( f +if _),lo van daa r-

net. Was [f+if_J = Oi dan was er een simultane driehoeksgedaante 

voor f+,f (zie 18). Wegens f+ r c r heeft f+ uitsluitend ver-
- A, .,M,+cX. 

dwijnende wortelsi evenzo f_, dus sp(f+f_)=O. Dus (f+_,f_]iO dus 

dim [ r ., r ] > 0 • Dus 
C(. - ()(. 

dim [PC(, ~ix]= 1 voor r;..,/ O. 

Oftewel: De ~-knoop is op een scalaire factor na uniek. 

~ 39, Kies f+ €. ~ als simultane eigenvector van r 
0

; dus 

[h,f+J = Cis(h)f+ voor h 1:. r
0

• 

Kies f _ 1:. r_or. zo dat '!'(f +'f _)/0 dus (zie het laatste bewijs) 

Kies verder een wortelvorm ..,J,L:/0 en x e- r ., x/0 zodat 
),A, 

f X = 0. 

(Dit zal ze1cer zo zijn, als .,,u.,-c1..geen wortelvorm is.) 

Stel 
X = f j X ,.j + 

voor gehele j ~ 0. Dan is 

X j e. ~+j rJ. • 

hix xj = (p,+joc.)(hd.)xj 

blijkt door inductie: 

h« xj+--i = Fi"- r +xj = r/{ oi. xj + [ i\l(_,t\] xj 

= (_µ,+j ex. )(ho: )xj+'1+ «(hoc)xj+'1' 

Oak door inductie bewijzen we 
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met zekere scalairen fj: 

~ f 
,v ...J 

X j + 1 = f _ f + ·c j = f +f X • ·- h X . = ({JO 1 - (µ + j G() ( h ) ) X j • 
- J Cl,. J 'J- ex. 

Dus 

0ptellen van deze vergelijkingen over j=0, ..• ,i (waarbij p_1=0 

wegens f_x=0) levert: 

Er is een p zodat 

Die maakt 

dus 

xp / O, xp+1 = 0, 

f =0. Dus p 

p 
j';-O y.£,+jo:.)(hot.) = O, 

(p+1) 11(h) + p(p+1 ) ~(h) = O, 
r-' IX 2 OC 

p = -2 
A-{hoc) 

or.(hor) 

is de lengte van de 11 ladder 11 der x_, (tussenruimten gete:ld, niet 
sporten). (we zien opnieuw, dat _µ,th~) rationaal vcelvoud van 

«(h~) is.) Van de ladder van wortelvormen is het middelpunt 
ft-( hoc) i\ ( h O!. ) 

.JJ.- - --- = 71. -
or. (h ) 

Oi. 

--- ex. , 
tx.(h ) 

tX. 

. indien 

is gesteld met willekeurige ! . Van alle £X-laddees, di2 op de 
11 rechte 11 _µ, + l IX. ( } va riabel) liggen, is c1us het mid de lpunt het-
zelfde. 

40. We bewijzen nu: dim r = 1 voor (J.. /o. Hiervool."' kiezen 
{;I., 

f +, f __ , h ix a 1 s in 3 9 . St G 1 d im r~ > 1 . Dan is e r e en y t r o<.. 

kelijk van f+ met 
,,_, 
h y = 

0(. 

we weer 

onafhan-



We kunnen 

zo bepalen dat ~ f X = 0 

is, 

dus 

dat 

te weten door f Y= a- h te ma ken., maar dit kan, omdat f-y knoop, 
- oc 

op een factor v na veelvoud van h~ is (zie 38 einde; merk op, 

h <X =/0) . 

X = fj X 
j + 

We stellen weer 

en redeneren a ls in 39, met _µ, = Ct.. • We kunnen het resul taat van 39 
echter niet rechtstreeks toepassen, omdat nu slechts 

bekend is. Wel geldt weer 

omdat 
h.Ol xjVl = hoJ\xj = rJ~Olxj+[hl)(.,f()(.]xj=(j+1)ix(hO!.)xj+1+ 

+ Ol(hix. )x j+'1 

is. Ook geldt bij induc tie voor j ~ 1 

~ (j+2) ( ) f x,+~ = - 2 ~ h x., 
- J I 0(. J 

...., ..., ...., "" ~ h(X_x j omdat f _xj+1 = f f X, = f+f x. -- + J J 

~ N ~ ,.,, N ~ en f _x1 = f f +x = f f X - h X 
- 0 + - 0 ()I,. 0 

Met pals vroeger heeft men 

( p~ 
2 

) o< ( h ~) = 0 

dus wegens ~(h~)=/0 een strijdigheid, 

Dus dim r~ = 1 voor ~10. 

= -(jt1 )0<.(h~)xj-(j+1)oc(~~)xj, 

= - or.(hoi.)xj mod f+. 

L~1. Gegeven de wortelvormen ocf.0 en 7\. Zij m geheel en maximaal zo 

dat .,«,= X -m cx nog worte lt,)rm is. Voor x E- ¼ geldt dan f + x=O. Zij 

weer x .:i.f.+jx, x =}o, x +· 1=0. Stel er cens nog een worte 1 vorm fa+P 1 « 
J' p p . 

met gehele p '· > p dan kiezcn we de p I weer geheel maximaa~., nemen 

y E. r + 1 en definieren y .=fjy. De middelpunten vari de ii-ladder 
en C- <X)-ladder vallen sam~n, - zodat ook µ-q' « wortelvorm( zou zijn 

\ 
t v: 



met p'+q' = p+q; in strijd met de definitie van p. Dus behoren 

alle 7\ +j rJ, ( j geheel) tot een aaneengesloten ladder van wortel-

vormen. Met~ is ook zijn gespiegelde t.a.v. het middelpunt wor­

telvorm. Dus: 
Met ix =/0 en 'i\ zijn oak a lle 

A(ho:.) 
l\ +j 0\. met j ~ -2 --- ( j natuurlj_jk) 

0:(hO!.) 

wortelvormen. 
(Gp de rechte 7\ + 1 tx. ( ~ reeel variabel) zouden op zichzelf 

twee ladders van wortelvormen kunnen liggen, een met even lengte, 

die het middelpunt u bcvat, en een met oneven lengte, die niet u, 
maar wel <r +½ tt. bevat; later zal blijken, dat dit feitelijk niet 

voorkomt.) 

Laat pen 6 onderling afhankelijke wortelvormen =/0 zijn. Daar 
J'(h) 

-2 fa'~) als ladderlengte geheel is, moet de verhouding van pen f 
. "hf.1 

rationaal zijn. We kiezen de van /3 afhankelijke wortelvorm Cl. =/0 
zodat ,; G<. voor O < i.: < 1 niet wortelvorm is, verder ) maximaal zodat 

-· 10<. wortelvorm is. :,: E. i:} et brr-mgt een ladder• ter lengte 2 / 

voort, met laa tste sport x2 7 
horende bij de wortelvorm l <Y-- ~ Zij 

in de ladder van wortelvormen i<Y-- de eerste met i > o. Gezien de 

1-<:euze van ex moet dan ii 1 zijn. Nu is i > 1 onmogelijk omdat dan 

oak (i-1)~ wortelvorm zou zijn. Dus i=1. Bij ~ hbort als tak: 

x(1+'1)cx=f+· Nu is x0+2 )0'.. =f+xO+'l)O: =0. Dus 2) = 2+1, 1 =1, Hier­
uit volgt dat de enige veelvouden van de wortelvorm ex. , die weer 

wortelvormen zijn, de vorm +~of O hebben. 

~"" 42. Uit de formules van 39 kunnen we hct spoor van f_f+ in 

de door de x
0

, ••• ,xp opgespannen lineaire ruimte berekenen. Dit is 
namelijk p 

Lo J'j . 

Vermenigvuldigen we de recursieformule (zie 39) 

met j en sommeren we over j, dan krijgen we juist 

Door middel van 
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ix. (h ) 
()(_ 

kunnen we _,,u.(h~) elimineren: 

L~ fj = L~ j(j-½p) t<(h~). 

Het spoor van f_f+ in de genoemde ruimte is dus 

~- p(p+1)(p+2) ~(ho:_L 
en 

sp f__t\ = JLP(P+1)(p+2) cx.(hcx.), 

waa rbij de som loopt over a lle lX -ladders en p er telkens de lengte 

van is. 

43. We noemen de stam r in 1 t vervolg e, een bij de wortel­o 
vorm CJ.. horende ta k noemen we e , de knoop re , e ] noemen we h"' . ct. ... O'. - (X v,. 

Elementen van G woroen meestal met h aangeduid. 

We vatten de resultaten samen: 
Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie~algebras. 

r zij halfenkelvoudig van de rang 1. Dan geldt: 
De starn e i~ abels. 

dim e = 1. 

De wortelvo~rn O is 1-voudig. 
Elke wortelvorm /0 is enkelvoudig. 

Onder de wortelvormen zijn er precies 1 lineair onafhankelijke. 

Met elke wortelvorm is ook zijn tegengesteld2 wortelvorm. 
Andere veelvouden treden niet als wortelvorm /o op. 

Bij elke wortelvorm ~ behoort een op een scalair na be~aalde tak 

eoc, zodat 
[ h,elX.] = t<(h)e0<. voor h E-. e. 

[ eoc, e _ rt.] = hlX. c 0. 

[e"'.:ieAJ = N e , als ry.._+13 
"' /J CJ.. , /3 I):.+ f> 

= O anders. 

9 samen met dee~ brengt r lineair voort. 

wortelvorm /o is, 

O(.(h«) Io. 
Met <X =/,,O en ?\ zijn ( ook: 

7'. hi) 
wortelvormen. -2 --~ 

7'.(h~) 
alle 'A +j CJ. met natuurlijke j ~ -2 ---

ot(hix) 
is geheel. 

Is bovendieh A-~ ni9t wortelvorm, dan liggen alle wortelvormen 
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"'(hOI.) 
7\ +j ~ ( j natuurlijk) in de IX •·•ladders vanuit ?I. ter lengte -2 

o.(hOl) 
yr is op r r~n speciaal op G niet ontaard. 

Voor h,h' E-G is i.r(h,h') =L,,.U(h)_µ(h'), waar Lover alle wortel-

vormen loopt. 

'lf (h,e o:. )=0 voor h E:.8, '-//(eCJ...,e/3) = 0 voor o:. +13 /.0, 

y(e ,e )= ,1;,. ~L- p(pVl)(p+2) cx.(h ) = N , waarbij de som loopt over 
Ct -(Y.. 1C - (Ji, 7\ 

/Ellle ex. --ladders en p telkens de ladderl2ngt0 betel-cent. 

44. De theorie der halfenkelvoudigc algEbras, als tot hier toe 

ontwikkeld> komt uit E. Cartans Th~se (1894). Het gaat nu vcrder 

met methoden van H. Weyl (Math.Zeitschr.23-24, '1925/26). 
De wortelvormen zijn elemc~nten van de met O dua le ruimte G * , 

d.w.z. de verzameling van d::=. l:L11eai.r0 functiio'S op 8 ✓ opgevat als 

lineaire ruimt~. De afbeelding 

s 
£X 

,{ho:) , ~ ,--2 -- (X 

e<(hcx) 

waarbij aan een wortelvorm l zijn spiegelbeeld in de OI. -laddE,r 

word t toegevoegd, is zinvol voor a lle l s e * . So;, :'.l.s een linea ire 

afbeelding, s2=1; bij .S blijft een (1-1)-dim.lin. dcelruimte van 
* . oc £X 

e pUntsgewijs invariant, te weten de verzameling van allo lin. 

functies ope, die voor hix ver'dwijnen. Six. draait elke O'. -ladder 

o~derstebovcn. De wortelvormen /0 worden door 3~ onderling gepe~­

muteerd. De Sex bPengen een groep voort 3 de ka 1~~idoskoopgroep ( om.-­

dat de S !X zolets a ls spiegelingen zijn) of Weylgroep van r . Deze 

groep is eindig.9 namelijk in wezen een permutatiegroep van de wor­

telvormen (die heel o* lineair voortbr~ngen). 

45. Uit de irivariantie van~ t.a.v. de geadjungeerde groep 

(e_,M, toegepast op y,,(hi\ .9efa)) volgt 

yr([e .9h J 3 en)+y(h 2 [c ~c:; ]) = 0, 
-J.,l A ;w I\ •_,,l{, .,,U., 

dus ,,,u(h )N :::: if(h .,h ). 
7\ ,,u, 71. /,Iv 

Alle e Ol.. door geschikte veelvouden vervangende., kunnen we ervoor 

zorgen, dat allc 
(1) 

worden. Dan is dus 

(2) 



De linea ire vorm in h ( bij va ste .,,a ) 

_µ,(h) - lf"(h,h ) 
ft, 

verdwijnt voor alle knopen h=h , dus (omdat de knopen e lineair 
ii. 

voortbrengcn) identiek, dus 

fa (h) = y(h,h,,a,). ( 3) 

* 1.// bepaalt een kanonieke afbeelding }' van e in e : 1 h' is dus 
* elE"::ment van e , da t voor h E:. e de waa rde ir ( h ,h 1 

) heeft ( voor a lle 

h), dus 
voor alle h,h I E. e. (4) 

0 is linea ir, en wegens het niet-ontaa rden van y-, ook een-een. 

naa r ( 3). 
De bilineaire vorm y kan als inproduct in e word en beschouwd. 

~ 

Zij induceert een inproduct in e door 

Dus luidt (2) nu 
(7) 

(_p. (h.J 1s nu symmetrisch in 71. en _µ ) • 

Het inproduct in e• is oak niet-ontaard, d.w.z. gecn element 

fo is op de hele ruimte loodrecht. (Maar wegens de complexiteit 

kan er van definietheid van het inproduct geen sprake zijn.) 
Naar de structuurstelling was 

Dit wordt nu 

( L. loopt over a lle wortel­
vormen f). 

( L 1 o opt over a 11 e w • v . f ) 

(8) 
De formule blijft gelden als 7i. enµ, willekeurig8 elem2nten van e * 
zijn (lin.combinaties van wortelvormen). 

De formule uit 42 voor S~ wordt nu 

S Y. _ ,, 2 0 J o,,) N (K,-1--~.,_, (9) 

en dat•is nu wcrkelijk een spiegeling in de zin van de metriek in 
e *, namelijk een orthogonale afbcelding. Immers 
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dus 

(s~l,'1) = (z,11)-2 o(:;~7,0:) = (s~-rz,nJ 

· ( s a. z J s (X 7Z ) = ( s ! 17 , l ) = ( z J ·,z ) • 

Door de normering N Cf.. =1 zijn alle (0<., ex.) (0(. = wortelvorm) 

positieve ~ationale getallen geworden (zie de formule voor NO<. in 
de structuurstelling). Daar de -2 (fo,o:} geheel zijn, zijn alle 

~ 
(0:,13) rationaal (0<,/3 wortelvormen). 

* Kiest men in e een basis ui t wortelvormen .,,.u1 , ... , fi. 1 , 

dan bezit elke wortelvorm _µ, een voorstelling 

_µ, = L ri,,.u..i 

Wegens 

kan mender, uit een lin.systeem met rationale coefficienten be~ 
l 

rokenen. Ze zijn dus rationaal. 
Neemt men alleen de reele lin. combinaties van de wortelvor-

. * men, dan krijgt men een reelc 1-dim.lin. ruimte, genaamd en. Voor 

wortelvormen 71.. ,fa was ( r,, µ) rationaal, dus is het voor alle 

11.,_µ, f; e; reee 1. Ui t ( 8) volgt 

( 7\, 7\) = Lf ( A, f ) 2, 

dus (i1.,7\) ~ O voor 71.€.S~. u 
Het inproduct is in e; positief definiet. 

Analoog wensen wee als verzameling van de reele lin.combi­u 
naties van de h (?.. = wortelvorm). Dan is ~ e =0 *; en v,- reeel, 

71. u u 
positief definiet in eu. 

Samenvatting: 

Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebras, 1e ver­

volg. 

Na de normering N~=1 (voor alle wortclvormen ~fo) en invoe­
ring in e~ van een aan 'lf/ beantwoordend inproduct wordt voor wortel-

vormen 7\ ,/A-

Algemener 

= (71,µ) =y,-(h?\,h,M-) = Lf(-1'.,f)(,,u,p). 

(0:,13) = L.p(cx.,f)(f.3,p) voor a,(j E.-8.* 

De sommen lopen over de wortelvormen p. 
De s (j. word en spiegeling(,n 

3 ~ = ~ -2 (}' IX) 0(. , 
()1,,7 ( ~ 

~ij vormen de (eindige) kaleidoskoopgroep. 
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Voor niet verdwijnende wortelvormen 7-.uu., zijn de ( 71., 7\) > O, de 

(7\,.,,u,) rationaal. Op elke basis van wortelvormen bezittsn alle 

wortelvormen rationale coordinaten. 

Het inproduct is reeel, positief definiet in e;; hetzelfde geldt 

voor v in eu. 

~ 46. Aan de kaleidoskoopgroep in e beantwoordt er door middel 

van~ een in e. We bewijzen: 
J r 
De kaleidoskoopgroep in e wordt door een ondergroep vane 

geinduceerd. 

Gegeven een wortelvorm ix -:/0. We vormen 

Pix = C 
Cl. 

+ e - ()( , 

q()( = h +J½(t$.,oc) ( e -e ) , 
ex. <X. - ex 

r = h - ✓ ½ ( tJ. , e1.) (eoc-e-lX). IX. ()(. 

Dan is ...., 
- v2(oc, ~)q« Poe. q« = , 

,v 

+ /2(<X.,«)r P« r = , 
O<. I)( 

~ h 0 voor elke h i:.e met o<.(h) 0. PO( = = OI. 

Met 
-r; = rr,/V - 2 ( tt-. , 'Y.) 

is 
~ -CP_,.. q = ,,,, -4X, 
~ '"t'Po.. rC{ = 

'1C /:1 q , 
0(. 

-1tvC1 r , 
O<. 

= o voor h E. e met c<.(h) = O, 
dus 

-cp 
0( 

e q = -q 
- IX. ()(, 

en wegens 2hC( = q +rN : oc ..... ~ ,;p 
e «h = -h 

ex. (j., 

r = -r 
IX <X 

1:p 
Dus stemt e oc ope overeen met de afbeelding 

h ~ h - 2 lll( h ) 
c<.(hoc) 

cX , 

voor h e: e 
met 01..(h) = 0, 

en dat is juist de aan S« in e* beantwoordende afbeelding. (Hier­
uit voJgt niet da t c/ een met de ka leid oskoopgroep isomorfe onder­
groep zou b8zitten. De e~Poc brengen een groep ¢ voort met een nor­

maaldeler ¢
0 

bestaande uit die transformaties, die e elementsgewijs 

invariant laten, en pas ¢/¢
0 

is isomorf met de kaleidoskoopgroep.) 
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47. De in 43 verkregen normaalvorm van r was afhankelijk van 

de keuze van de stam e. We tonen aan, dat die afhankelijkheid in­

essentieel is. Allereerst zal dit blijken t.o.v. het systeem W van 

de niet-verdwijnende wortelvormen. Ik kan W opvatten als 

1) een systeem van vectoren in een 1-dimensionale ruimte met 

inproduct (te weten e*)., 
2) een systeem van dingen., waartussen zekere relaties 6! +/3 =0 

en GX.+;S +{=0 bestaan. 
Door de (zwakkere) structuur (2) is de (sterkere) structuur 

(1) al bepaald (indien Ween systeem van w.v. is). Want uit de ge­

gevens (2) kan men achtereenvolgens bepalen alle ladders, hun leng­

ten, de S~ voorzover ze op elementen van W werken (ze draaien de 

ladders ondersteboven), de(~,~) (zie in 43 de formule voor N~, 

da t op 1 is genormeerd)., de ( oc .,13) ( zie 45 (9)), de vorm van het in­
product in e\ de rang 1. Wis dan op een orthogonale transformatie 

na in e * ingebed. 
We tonen nu aan, dat de structuur van Win de zwakke zin on­

afhankelijk is van de keuze van de stam. 
Gegeven twee algemene elementen A,B van r, dan ziJn de niet­

verdwijnende wortels van (1-,:;)A+ -cB algebraische functies van de 

complexe variabele ~, dus met slechts eindig veel singulariteiten 

(vertakkingspunten). We verbinden A,B door een weg ..n., die deze 

singulariteiten vermijdt, dus alleen algemene elementen bevat. Met 
' deze berekenen we de stamen de wortelvormen fl(Ti), continue func-

ties van ,:; ., die we in 1 hunner kunnen uitdruklrnn 

met rationale rj_ ( :-c)., die aan de.: andere lrnnt continu van i::~n afhangen, 

dus constant zijn. Door deze ri, die dus voor A en B dezelfden zijn, 
is de structuur van Win de zwakke zin eenduidig bepaald. 

48. We tonen verder aan, dat door de structuur van W die van 

r op isomorfismc na <"',enduidig bepaa ld _is.:,door r en r1 met isomo.rfe w Em 

W1 op eenzelfd.2 normaalvorm te brengen: 
In r resp. r I is een stam e resp. er bepaald. Hierbij horen 

wortelvormen oc resp. ~ 1 , die we echter door dezelfde letter zullen 
aanduiden., a ls ze bij het isomorfe verband tussen W en VJ! aan ~lkaa r 

beantwoorden. Bij de 0( horen takken e (;I.. resp. e 10\ en knopen h°' 

resp. h 10< • We verond~rstellen r en f1 1 met NIX. =Nr::1 genormeerd L 
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We oonstrueren een isomorfe afbeelding van r op r 1 • 

Aan h (l{ la ten we h 'oc beantwoorden. Krachtens 44 ( 5) is deze 
relatie lineair op het systeem der h~; zij laat zich dus tot een 
afbeelding h-+ h I van e op e I ondubbelzinnlg voortzetten. 

La ten we aan e£X een veelvoud van e '« beantwoorden, dan blijft 
in elk geval de relatie 

(h c 6) 

bij overgang tot de beelden in r I behouden. We zullen de zaak 
zo formuleren, dat wij de gegeven e' gaan hernormeren., zodat ei 
zelf het beeld in r I van e ex. wordt. Bij het hernormeren moet 

erop word en gel et, dat de normeringsfactoren van e ~ en e ~ 0<. el­
kaa rs omgekeerden zijn, zodat de normering N~=1 niet verstoord 
wordt. Vanzelf wordt dan ook h 1 = [ e'., e' l niet gewijzigd. 

IX O< -otJ 
Dee~ moeten nu zo warden bepaald, dat 

[ e ~ , e fi J = [ e o: , e 13]' 

(hierbij wordt onder (ket)' natuurlijk key verstaan als keen 
sea lair is). 

Opmerking: Zij or.,fJ,fE:-W, CJ-.+fo+(=O. Is aan 

[ e I e I J = [ e e J' fl. , /3 (I., f.i. 

reeds voldaan, dan is vanzelf ook aan 

voldaan. 
Immers in 

(e0{_.[e13 ,e,JJ 
[e~,(efa ,er JJ + [ e I r e I e I JJ + [ e 1 

[ e I e 1 
]] = o /3'L f'tJ.. !' e<.'fa 

zijn de derde summanden gelijke veelvouden van hi resp. hf, de ande­
re summanden veelvouden van h~ en hfa resp. h~ en h~. De essentieel 
enige relatie tussen deze elementen is echter 

h0< + h/3 + h,r = 0, 

h' +h' +h' =0 
oc fo r 

(zie 43 (5)). Dus moeten de andere summanden ook dezelfde veelvou­

den va'n h/X en h/3 resp. h~ en h fi zijn., dus [ e;.; , eiJ en [ e/3., e} J 
dezelfde veelvouden van e _ ex en e ~ fX. • Di t was juist de be we ring. 
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Op een geordende basis vah elementen van W gaan we al1e ele­
menten vane* volgens coordinaten lexicografisch rangsohikken. u 
Onder Wf' verstaan we de verzameling wortelvormen fa met - f <_µ. < f 

( f een wortelvorm > O). . 
We veronderstellen, dat de toevoeging eft-? ~ al gelukt is 

binnen W., zodat dus 
I 

[ e I e I J = [e e J voor a lle i\ ,fl met 7'..!Jp., ?1.+µ E. WD. 11.',,u. ?i.'fl J 

( 1) 
We trachten hieraan ook te voldoen binnen W f u ( f) v ( ·• f)., d. w. z. aan 

[ e ~ ., e ,1. J = [ e~ ., e,u. f 
[ e ~ f e '\ J = [ e + f' e7J 

I 

[e1,e~f]= [efJe_J'J1. 

met 71.,;u.Wf' , i\ +,µ. = + f 

met 7\, 71. + f e W f 

(2) 

(3) 

(4) 

Is yf r. +µ voor alle 71,,,U, E. Wf , dan gelclt hetzelfde voor - p 
en voor 7\+ f , dus dan vervallen de eisen 2-3, terwijl aan 4 bij 
voorbaat is voldaan. We mogen derhalve veronderstellen: 

f = 0t.+f., 

voor zekere rx,/3 E. w·f • e f , hoe ook genormeerd, is veelvoud van 

(e~,efi]. Eisen we dat ef hetzelfde veelvoud van [e~,e;J als ef 
is van [e~,efoJ dan is aan 

[ e ~ , e /4 ] = [ e Ol ., e fa]' 
voldaan. Analoog kunnen we aan 

[ c 1 ,e 1 J = [e ,e 7 
~ -fo -~ -f:LI 

(5) 

I 
(6) 

voldoen, in het midden latende., of de normering Nf=1 hierdoor niet 
wordt verstoord. 

De definitie van et hangt af van de keuze van de voorstelling 
_f 

f= C1.. + f3 • Zij ook nog 
r=1+c1 

voor zAkere J',<fE:.Wf • We toncn aan, dat (5) geldig blijft met /,5 
i.p.v. a,fa. We hebben (Jacobi) 

, [[e;.,e~J ,e~J'J + H~d,e~1J, e~J+ [[e~r!J'':;;J _,i::JJ::; o. (7) 

Nu is f3 < p, dus tc.+(3 < !>!+ p , dus O < IX. , dus O < tt < f en analoog 

O < /3 < p , 0 < d < p, O < J' < f . Dus 
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-y<{)(-/<p.!I 
-y</3-{<f. 

Dus O< - /, /3- f geen wortelvormen, of 6 wf. 

Ve rel er rf = et + /3 - f t- W f • 

De 2e en 38 su:mrna nd in ( 7) worclen binnen Wf genoemd. Naa r- ( 1) mag 

ik daar de accenten naar buiten brengen. Overeenkomstig (6) is er 

2en vergelijking zonder- accenten. Ik mag dus ook in de 1e summand 

van ( 6) 
[[ e I 

o<. e'J .!I /3 e' J -r (8) 

de accenten naar buiten brengen. Speciaal geldt dit voor (=CJ..., dus 

ook in 
[[[e~ 9 e~J e' ] e' J , -(X. , -/3 

en analoog in 
[[[e~,e~J ,e~13J,e!.o:.] 

dus ook (Jacobi) in 
[r e' e'J [e' e' J] Cl.' /3 , -l;J.,' -/3 , 

dus volgens (5) en (6) ook in 

[ [ e ex. , e /3 J 1 
, [ e _ (X.' e _ 15 J ' J , 

d, w. z. in 
[ e;,e~ 

1
J. 

Hiermee is ( 4) bereikt, dus de normering N f =1 gewaarborgd. 
We kunnen derhalve nu profijt trc;kken van de 11 0pmerking 11

• 

(8) in zijn algemene vorm levert 

[e.P,c~] = [ef,e-rf 

dus de hclft van (3). Maar volgens de 11 0pm,~rking" is clan meteen ook 

voldaan aan 
[ e 1 ,e: 1 =•e 9 e ]

1 

-f -q L -f - cf 

dus aan de helft van (2). De andere helften volgen, als men pen -p 
verwisselt. Hiermee ts de uitbretdingsstap gelukt. 

Structuurstelling voor- halfenkelvoudige Lie-algebra's, 2e ver­
volg. 

r eh W bepalen elkaar wederzijds. 
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49. De afbeelding (]., ~ - ex is een automorfisme van W, dat 
naar 48 wordt geinduceerd door een automorfisme van r, waarbij 

h "'"'""7 h voor O(_ G W, 
0(. - ex. 

h -)- -h voor h E:- e, 

e-+ v e 
C{ (X - 0... 

met zekere scalairen ~, waarvoor wegens 

h<K =[e«x.,e.-0<] ➔ )llX v_<X[e_Cl,e£X.J =-~~ix h_<X= v()(.v-<X.hO'- geldt 

yo: y 1 . -o<. 
( 1) 

We vervangen nu e door 
Cl... =v: et e , 

IX. - (X lX 

waarbij de tekens van de vierkantswortels zo bepaald zijn, dat 

~ Vv_u.. = 1 , 

zodat de normering Ne< =1 niet wordt verstoord. Dit kan wegens (1). 
Het onderhavige automorfisme bewerkt 

e 1 -+Vv v e =Ive =e' rJ.. -()(. ex. -oc. ()I.. -Cl.. -t:J.... 

We vervangen nu de ec<. door de e 'IX • Na deze 11 tweede normering 1
i 

bezit r een automorfisme van de vorm 

(2) 

h-. -h voor h t, e 

We houden deze normering vast. Nog verder te normeren, om de tekens 
van de N vast te leggen, zou mogelijk, maar onbelangrijk zijn. 

(t.., /3 

We hebben 

dus 

We berekenen N 

[e0(.,e13 ]= 

[e_cx.,e-f-1] 

rx, f.; 
I1.1 39 hadden we voor een ix -ladder met laagste wortelvorm 

= ejx: X €, P 
fl ,.., ~, 

e e x = p x 
-(1. IX j j j' 

(3) 



waarbij 
Li=o (µ+i«,OI.) = Li=o(½p-i)(or.,O(.) = 

= ½(p-j)(j+1)(~,~), 

waarbij p de lengte van die ladder is. 

Dus geldt voor elke efo 

e - (Y._ e {)(.. e /3 = ½ kk l (IX, (X,) , 

L.Gr.54 

indien 13 in zijn ix •-ladder het k-de element van onderen en er k 1 

naar boven op volgen (i,p.v. j+1 en p-j daarnet). 

e e e N N , 
-IX CX. f3 = IX,/3 - ex., O(.+/S 

dus 
N N = ½ kk l («.,IX.) • 

<X, /3 - Cl., O<. +JS 

Uit Jacobi ope ,e ~, e + toegepast, volgt 
- r;t.. -,.. 0( fo 

N h + N h + N h = O, -rt.,-/3 -0'-..-/3 -p,fY...+/3 or.. (f..+!3,-1/,. "/3 

dus wegens 
h + h + hR = 0 - or..- /3 cc. ,~ 

en de onafhankelijkheid van h~ en hp , dat de N onaerling gelijk 

zijn. 

Dus 

dus naa r (3) 
N =/-½kk 1 («,~) zuiver imaginair, 

(/.., /3 

50. Uit de complexe Lie-alg2bra lichten we nu een re~le (waar­
van r de complexe uitbreiding is), de zogenaamde unitaire beperking 
r : u 

Na de normering van 49 zij het algemene element van 

waarbij 

en 

( i= ~ r. 

ih + [,:; e , 
f f 

h E: eu , 
-

1: 
0 

+,:. = O ) -p 

r . 
u· 

eu was de verzameling der reele combinaties der hoc ; anders gezegd 
de verzameling van die h, waarvoor alle wortelvormen reeel zijn. 
ieu is dus de verzameling van alle h E:. e met zuiver imaginairc wortels. 



r is een reele lineaire u 
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e -e en i ( e +e J . We tonen 
0:. -0( (l(. -= 

ruimte voortgebracht door i8u en de 

aan, dat r een re~le Lie-algebra is: u 

[ih,e -e ]= cx.(h)i(e +e )., 
IX -/1.. 01.. -<X. 

[ ih ., i ( e OI.. +0 _ IX.)}= - oc ( h ) ( e ()I... - e _ '1.) , 

[ e oc - e _ oc' i ( e oc +c _ e<.) J = 2 ih (f.. , 

[e -e e -e _7= : N •i(e +e )-½N •i(e A+e +.·)., 
OC -IX' /3 -j.,.J l <:J...,/3 oi.+/3 -(i...-/3 d,.._,-f., <J.-r -~ 1w 

[ e -e ., i(ef.l+e 
13

)]= iN •(e +·•-e 13 )+iN /3 •(cN A-e13 N), 
OI.. -0:, /w - IJl.;1/3 (:(, /CJ -0(,- <Y-.,- v-.-1u ,_.,,_ 

[ i(e +e ), i(e +e )]= - !N i(e +e )- '!N · 
(J(. - rJ.:. /3 -(3 ]. C/..,/3 r1.+(3 -f:1..-fj J. fY..., - /3 

• i ( e IX _ /3 +e /3 _ Ol) • 

Hier zijn aJle co~fficienten inderdaad reeel (voor h .s,eu). 

Hoe ziet y- er op ru uit? y(h,h) ~ O voor hf:. eu, dus 
y( ih., ih ) ~ 0 • 

1v ( t e - ,:; e , ·;; e - =t e ) = - 2,; i < 0 
T CX. If.. ()(. -Cl,., IX IX IX -C/.. t;J... Ol.""' • 

Dus is if! op ru negatief definiet. Op een t.a.v. 1eu orthonormale 

basis en verder de½ V2(e -e )., ½V2(e +e ) als basis-elementen 
(I.. -ex. fY... -Ot "' 

wordt 'f(x.,x) = minus een som van kwadraten. r u wordt infinitesi-

maal-algebra van een reele draaigroep. 

r is de complexe uitbreiding. Er zijn meer refle Lie-algebras, 

in r waarvan r de complexe uitbreiding is. Om allerlei r8denen is 

de "uni ta ire II bijzonder belangr:Ljk., voora 1 omda t de bijbehorende eu 

compact blijkt te zijn. 

eu samen met de ie~ brengt ook een reel2 Lie-algebra voort. 

Want 

[ieK .,icfoJ = iNCl,,J3 ietX.+/3 voor 0(.+/3 ,/o., met reele iN°'-,/3 

[ ie..., , ie J = -h E:- e , 
"' ·-1)(. IX U 

[ h,ieDl.J = OL(h)ieOI. met reele ()(.(11) voor h c eu. 

De complexe uitbreiding van deze reele algebra is weer r. We 

noemen deze reele algebra (met complexe uitbreiding r) de standaard­

beperking P
8

• 

Hoe ziet-r er op r 
8 

uit? 'f'(h,h) (h&.6) is positief definiet., 

terwijl oe rest wegens ~(e .,e )=1 (overigens 0) 2venveel positieve 
~ - IX 

als negatieve kwadraten oplevert. Dus signatuur van v = rang van r. 
Structuurstelling voor ha lfenkelvoudige Lie-algebras., 38 ver­

volg. 



Na een tweede normering is er een automorfisme met h-?- -h 

( voor h e:. e), e, - e voor r , is 
0-:. -· Ot 

N = N imaginair, en is de unitaire beperking 
oc, /3 - °'' -· /3 

r (met r.( er\ r ) imaginair voor ·;1. E-- W en tegengest2ld geconjugeerde u u 
co~fficienten van~ en e ) een re~le Lie-algebra met negatief 

O'. - ot 
definiete ~ op f, en is verder de standaardbeperking (voortge­u 
bracht door e en de ie ) een reele Lie-algebra met 

0( 

signatuur y = rang r. 

51. Als voorbeeld beschouwen we de grocp der projectieve 

transformaties, die een reele kegelsnede invariant la ten; door 

projectie ook te vereenzelvigen met de projcctieve groep van de 

rechte, dus met de gr•oep dcr gebroken linea ire transformaties 

az+b 
z ~ c''z+a 

of (in het klein) met de groep der 2-2-matrices met determinant 1. 

Als basis der Lie-algebra kiezen we 

A = 

dus [ A ,B] = 
A als stam, 

verder 

( 1 
-~) B = (~ ~ ) C = ( ~ ~ ) , , , 

0 

2B, (A,CJ = -2C, (B.,C) = A. Met de veelvoudcn 

worden de niet verdwijnende wortelvormen 

7'. (h) =2p , ·- ·7\ ( h ) = - 2p , 

l = 2. 

Voor de unitairc beperking kiezen ws als basis-elemcnten 

h=pA van 

K = iA = ( ~ -~ ) , L = B-C = (_~ : ) , M = i ( B+C) = ( (i ~ ), 
die juist de uni ta ire groep in 2 va ria belen voortbrengen. Meetkun-­
dig is de unitaire beperking verkrijgbaar door de (komplexe) rechte 

als stereografisch beeld van de 2-sfeer met de draaigroep op te vat­

ten. Behalve de unitair8 heeft men de gewon8 rccle (standaard-) 

structuur (reele proj2ctieve groep van do rechtc). De geadjungeerde 
groepen ~ezitten resp. de bases 



,,_, 

A = 

...._, 

K = 

0 

2 0 

0 -2 

0 

0 -2 

2 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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De inva riante kwa d ra tische vorm y is indefiniet, resp. definiet 

(invariante reele of nuldelige kegelsnede). 

52. We beschouwen weer de algebra's a 1 , ~ 1 , ot1 , i7i. In allege­
vallen bestond 8 uit diagonaalmatrices. De takken waren zo gekozen, 

date ,e ree~l en elkaars gespiegelden waren. Door berekening van 
{)( - ex 

((elll.,e-e<.Jeci.J blijkt dat in alle gevallen Ol(h()(.)> is (waaruit ook de 
halfenkelvoudigheid volgt). De formule in ~.3 toont aan, dat NIX po­

sitief is. De normeringsfactoren ten behoeve van N~=1 kunnen dus 

reeel en voor eN en e dezelfden zijn. De nieuwe e.,,e zijn nog 
v, ·- C( ..... - (X 

steeds reeel en elkaars gespiegelden. 
Voor linea ire groepen is a ➔ a' -· 1 een isomorfisme, voor 

lineaire Lie-algebra's is dus 

"1 ~ A ➔ -A I 

een isomorfisme (ook rechtstreeks in te Zien). In onze gevallen is 

het zelfs een automorfisme, want met A heeft ook -A 1 het spoor O, 
en met A voldoet oak -A' aan AS+SA'=O (omdat S=S- 1 is). 

-n h=-h voor alle h 6 e en o/J e =-e . BiJ' de tweede normering 
i l (J.. -(X, 

hoort dus bijvoorbeeld e door ie en e door -ie te warden ver-
lX. ()( ·-C< -IX. 

vangen. In de unitaire beperking treden ie en -ie m2t tegenge-. oc -~ 
steld geconjugeerde coefficienten op; dus geldt hetzelfde als we 

eN en e als basiselementen aanhouden. In de unitaire beperking 
"' - CZ 

zijn de diagonaalelementen zuiver imaginair. Aangezien eoc en e_~ 

gespiegelden waren, bestaat de unitaire beperking in de eis 

A = -Al, 

oftewel A+ A1 = o. 

Door de~elfde eis (en spoor 0) is echter de Lie-algebra van de uni­
taire groep gekenmerkt. We kunnen dus zeggen: 

De unitaire beperking van de complexe lineaire Lie-groepen 

(Lie-algebra's) oc 1 , ~1' cC"1 , '171 is gelijk aan hun doorsnee met de 
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(Lie-algebra van) de unitaire groep (in 1+1, 21+1, 21, 21 dimen­

sies). 
Dit verklaart de naam iiunitaire beper1dng 11

• 

Voor de standaardbeperking noemen we de reele diagonaal­

matrices en de reele veelvouden der oorspr•onkelijke eoc . De stan­

daardbeperking stemt overeen met de oorspronkelijke algebra van 

matrices., maar dan .met alleen reele coefficienten. 

53. In de gevallen .;&1 en ir1 is de unitaire beperking na ge­

schikte basiskeuze gewoon de reele draaigroep in 21+1 resp. 21 

dimensies. We laten dit zien voor iJ' 1 ; voor J;- 1 gaat het eender. 

De unitaire beperking bestaat uit de A met 

AS+ SA 1 = 0, 

A+ A1 = o, 
dus ook 

waa rbij 

Door 

A= SAS., 

( 
0 1 ;) 

S = 1 0 • 

P ·- .1- ( 1+i 1-i ) 
- 2 1-i 1 +i / P- 1 = P =PS= SP 

(1+i betev.enen hier 1-dim. 1-matrices maal 1±1) kunnen we S bren-
gen op de gedaante 

( 
'l O ) PSP I = 0 1 . 

De A warden dan getransformeerd in 

PAP·-'l 
J 

en dis zijn reeel, want 

PAP -_1 --1 -1 =PA P = PS,SAS.p = PASP = PAP • 

Door die transformatie krijgen we dus de reele orthogonale groep. 

54. Voor ona fha nke lijke -;,...,_µ. t:. W is 

(1) 

geheel, maar aan de andere kant 

• = 4 cos 2 t(i1.,ft)., 

dus tussen Oen 4., dus 



cos ~(r.,_,,u,) = 
.q::(/1.,,;(,t) = 

0., 
000 
';J .9 

.±: J 11~ 
60°,120°, 

1.r;:; + 2 v2 
l.i 50 13rO r J :J , 
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+ ½VJ . 
30°,150°. 

Voor ( 'i\, A ):/0 moet een der fac toren in ( 1), bijvoorbeeld 

(i\,_µ,) - 2 _,___'---____ = 
( -,,, 'i\) 

+ 1, 

de ander kan 

zi,jn. 

Er zijn geen ladders lang0r dan 3. Wegens 

is 

dus is in de gevallen van een hoek :/ 90° de lengte-verhouding van 

de twee vectoren 7\ en ,,v. geheel bepaald, 

V2 , 

(maar• kan natuuPlij'k j_n de en,= of in CP anderc richting loperi). 

Door van deze gegevens gebruik te maken, kan men de mog8lijke 

systemen W met meetkundig~ mcthoden classificeren (zie v.c-1. Waer­

den, Math. Zeitschr.37), We volgen hi8r ,:-;en andere weg. 

55. In 0 it kle:zen we een willelceurig geordende basis en ot"denen 
u * 

de elementen van Gu loxicografisch naar de co~rdinaten op dete ba-

sis. Een positiev2 wort2lvorm heet dan pl"imitief, als hij niet als 

som van twee µrimitieve wortelvormen kan worden voorgesteld. De 

primitieve wortelvormen leveren een verzameling Pc W op, Elke posl-­

tieve wortelvorm kan door successieve splj_tsing als som van primi-­

tieve worden geschreven. Elke wortelvorm is dus een llneaire combi­

natie van primit:ieve met gehele coi:5fficienten, alle ~ 0 of, alle 

~ 0. (Zie ook ot1 , ~,1 , c
1

, if
1

), 

Voor verschil1cnde 7'.,r s P is (?._,µ) ~ 0. Want was (",µ) > 0, 

dus was 71 -,J,l en ,,u - 'i\ ook wortelvorm; een hunner zou positief zijn, 

dus i\ or'µ impPimittef. 

De elementen van P zijn lineair onafhankelijk, 
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Want stel 
7' = ~ r. ?.. • + "r. ?\ '· met r 1> o·, r .< 0 

L.... 1 1 L J J. J 

waarbij 7',,-1 ,'71.j E.P en alle 71.1f alle 7\j. Dan is (z==r17½_,Lri"i)>-0 
wegens de positief-definitiviteit van dit inproduct voor reele r 1 . 
Maar ook (r::r1 ~,rr111.j), 0. 

wegens ("A 1 ,'7\j) ~ 0 en r 1 rj <0. Dus (optellen!) 

(i:::ri?.i,71.)> o 

in strijd met (71.1 ,,.,) ~ 0 en r 1 > 0. 
De elementen van P vormen dus een reele basis vane; nun aan-

u I tal is 1. (Zie weer a 1 ,J;. 1 ,..c- 1 ,)27'r) 

P hangt natuurlijk van de gekozen orde .fn eu af. Elk systeem 
P van wortelvormen, waaruit alle met gehele coefficienten (alle ~ 0 

of alle i 0) kunnen. worden gecombineerd, is op deze wijze verkrijg­
baar. Immers gaat men van Pals basis uit, dan blijken alle elemen­
ten van P primitief te zijn. 

56. W kan stapsgewijs uit P warden opgebouwd door het volgende 
precede: 

Is cx>O reeds verkregen, dan bepale men een 1e.P, zodat 

m= -2 (0(,1) >0 

( f, f) 
is. Men vulle de verkregen verzameling aan met 

O< + m f • 

Immers, zij fo de laagste nog niet verkregen positieve wortel­
vorm, 

dan is er een i met 

Maar dan is 

en 

r.>0, f· e.P. 
1 1 /3 =.Z:::-ri fi , 

(13,r:r1f1) = (~, p) > 0; 

(/3,fi) 
m=2---->0 

( J' i' fi) 
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Was m > r., dan had 0(. een negatieve coordinaat, dus waren al zijn 
J. 

coordinaten ~ o, dus fo = r.,., dus r.=1, en dan wasp al in P. Dus 
J. J. J. 

m ~ r i, dus ook °' > 0, dus ( omda t /3 de laagste was) « reeds aanwe-

zig. ( °', .P1) 
-2 ---- = -m + 2m = m. 

(pi,fi) 

Dus levert de aangegeven stap de gewenste ~ op. 

Wis dus door P bepaald, en wel hoeft men van P alleen de 
waarden der (.F:ic;) (f,G" E.P) te kennen. (Of ook de abstracte struc-
tuur van P door W bepaald is., onafhankelijk van de keuze van de 
orde., is hier nog niet gebleken.) r is dus ook door P bepaald. De 
strtictuur van P wordt door een grafisch schema weergegeven: 

Aan elk element van Plate men een stip beantwoorden. Twee 
stippen /' , o worden door j strepen verbonden, indien 

cos 1 (y,o) = -½ Vj 

is (merk op dat volgens 54 ( J, tr) ~ O) is. Er komen dus gevallen van 
0,1,2,3 strepen voor. Voor het geval van j > 1 strepen moet men nog 
weten, wie van def en~ de grotere vectorlengte heeft. Men zette 
in de strepen een pijlpunt., die van de kortere naar de langere wijst. 
De verhouding is in elk geval VJ (zie 53). 

Anders gezegd: Een j-voudige pijl van p naar ~ betekent: 

1 • 
: ~ J : J • 

Valt Pin twee systemen P 1 ,P 11 zonder wederzijdse bindingen uit­
een, clan is (y 1 :if")=O voor f' e P', f" e, P", dus de door P' vooratge­
brachte lineaire ruimte loodrecht op die door P" voortgebrachte. 
Dus leidt het proces (55) tot geen andere wortelvormen dan lin.com­
binaties uit P 1 alleen of P" alleen; deze systemen heten resp. W', 
W". Voor ()( 1 ~W', ix

11 eH 11 is (01 1 ,ix
11 )=0, dus [h ,,h 11]=[h ,.,e 11]= 

a. oc t:J. "' 
=[hC<11,e()( 1 ] = [eri. 1 .,e()(..11] = O. Dus horen bij W', W" resp. r 1 , r", die 
idealen in r zijn met f= r 1 +r 11 (directe som). Het omgekeerde is ook 
gemakkelijk in te zien. Dus: 

W is onverbonden vereniging van W 1 , W" dan en slechts dan als 
r overeenkomstig directe som van r I en r II is. 
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57. We hebben al vast de schema's (dimensies erachter ver­
meld): 

·-·-· ... 
f.e-2-ft:1-j.l (t+ 1)z ~ 1 

J'-, ,,. f3 

·-·-· ·-·;s;>• -t(il+-1) 
f' 2. f3 f4 1'.e-1 f.e 1'1 

·-·-· ·- ·-<==-· .,t (i .t -,.1) ,,, f:,. f3 ,~-). ft-1 .Pg J:'.,1 

_,)1 ,t • - . - . . • . . - . -- ·,,, .t (2, ,! - 1) 
/3 !1 h fe.1 ft'-.. •p 

De stippen zijn neergezet in de volgoJde zoals bij de diverse typen 
de primitieve wortelvormen waren opgesomd, maar dezezijn achteraf 
anders genummerd (nummering van E. Cartan). 

Het is evident., dat geen andere bindingen dan de opgetekende 
voorkomen, b.v. kunnen (() 1-w2 en a,

3
-w 4 niet ziJn gebonden, om­

dat ( w 1- w 2 )+( w 
3

- w 4) niet wortelvorm is. w1- w
2 

en w 2- w
3 

zijn 
enkelvoudig gebonden, omdat ((.v 1-w

2
)+(w 2-w

3
) =lc.1 1-w

3 
wel wortel­

vorm is, maar (w 1-c..J 2 )+2( w
2

- w
3

) niet. In het geval o'&-1 is 
w1_1- 41

1+jw 1 met j=1.,2 wortelvorm., dus 

(wl-1- wl., wl) 
-2 ------- = 2., 

(wl,{AJl) 

(
411-1- ldl' "-'1) 

-2 --------- = 1., dus ( zie 53) 
(wl-1-wl,wl-1-wl) 

dus (A>
1

,<.u1 ) < {w
1

_1-a1
1

.,w1_1-a1
1
). In het geval J;' 1 is het omgekeerd, 

omdat net (c:v 1_1-t(J1 )+2w 1 wortelvorm is. Enz. 
Uit de schema's maakt men isomorfien op: 

Ol1 =~1 ~.,I;! 
- 1 ( 1 ) 

(?J'1 was niet gedefinieerd)., 

,jj.,2 ;;; J::' 2 ' (2) 

1"2 ~ °'1 + Ol,1 ( 3) 

~ ~ i,9'3 . (4) 

We kunnen dit ook rechtstreeks inzien: 
1) 0t 1 ~ cC"1 is triviaal. - Cll1 ~ .zt-

1 
ls het bekende isomorfisme 

(in het ~lein) tussen de projectieve groep van de rechte (functie­
theoretisch vlak) en de draaigroep in 3 dimensies door stereogra­
fische projectie (zie ook 51). 
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2) Vat men de R4 als projectieve 3-ruimte op, dan kan m~n de 

rechte p door de punten x=(! 1 ,y2,J3,14) en Y=(~1 112,13,~4) beschrij­
ven door de Pluckercoordinaten 

(i<j), 

De antisymmetrische S bepaalt een 11 nulsysteem11
, waardoor aan een 

punt x een poolvlak u=Sx wordt toegevoegd. Twee punten x.,y heten 
toegevoegd t.o.v. het nulsysteem, indien elk in het poolvlak van de 

ander ligt, dus als 
( Sx., y) = 0, 

d.w.z. 
L_oijxiyj = O, 

als ( cr- •• ) de matrix van S is. De rechten p door aan elkaar toege­
J. J 

voegde punten heten rechten van het nulsysteem. Zij zijn dus door 

I:. is- ij -n:-ij = 0 

gekenmerkt. 
De lineaire groep in R4 (projectieve in de projectieve 3-ruimte) 

induceert een voorstelling j_n de lin. ruimte R6 van de antisynµne­

trische grootheden (~ij'i,j=1, ... ,4) doordat aan 

beantwoordt 
l 

~i:j' = L1j~i'i ~j'j rrij 0 

Zijn rrij de Plfickerc0ordinLten van een rechte, dan zijn de ~lj het 
ook. De formules beschrijven duR onder meer de afbeeldingen van de 
varieteit der rechten. 

Aan de lineaire transformaties, die de bilineaire vorm S (pro­
jectieve, die het nulsysteem) invariant laten, beantwoorden in de R6 
lineaire transformaties, die de door 

I: ,s-• • ~ •• = o 
J.J J.J 

bepaald~ R5 invariant laten. Bovendien blijft de kwadratische 
vorm (het kwadratisch hypervlak) 

? '12 p 3 4 + p 13 p 4 2 + p 14 P23 ( =O) 
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invariant (de varieteit der rechten). Dus beantwoordt aan de sym­
plectische groep in de R4 een groep met i~variante kwadratische 
vorm in R

5
. (Men overtuige zich er nog van, dat dit een "isomorfis-

me op" is.) · 

3) De pr£J~g~1eve transformaties van de 3-ruimte, die een kwa­
driek invariantj,i:aten elke schaar beschrijvenden als geheel inva­
riant of verwisselen de scharen. We kunnen ons tot het eerste soort 
bepalen. Deze is direct product van twee ondergroepen, waarvan elk 
een schaar elementsgewijs invariant laat; elk der scharen is wezen­
lijk een projectieve rechte; de ondergroepen zijn wezenlijk de groe­
pen der projectieve rechte. Dus ~ 2 direct product van tweemaal oz1 • 

Of anders: de draaiingen in de R4 laten zich als quaternionen­
vermenigvuldigingen schrijven, 

die in de R
3 

eveneens, 

Laat men het paar 

beantwoorden aan 

-1 ~X-!>-pXq, 

BP : x -,...p X p-1 

D 6 ?.Y pq 2, 

(Re X = 0). 

dan heeft men een homomorfisme met als kern de afb. x-+ x en X ➔ -x 
van i92 • In het klein is dat een isomorfisme, 

4) Analoog aan (2) is het geval vt
3 

~ ~
3

. Alleen vervalt hier 
het invariante nulsysteem, zodat men aan de ene kant de hel~ oc.

3 
krijgt, terwijl aan de andere kant de hele R6 (niet alleen een R

5
) 

een rol speelt. 

58. Samenvatting: 
Structuurstelling van halfenkelvoudige Lie-algebra's, slot 

In het sys teem W der wortelvormen is voor 1,.:/,,u,: cos ~ ( 71.,,.a)=+½ {J 
(j=0,1,2,3) en de verhouding tussen (h,A) en (µ,.,u.) is j voor j/0. 

W bezit een basis P van primitieve wortelvormen, waaruit heel W 
met gehele coefficienten, alle b O of alle ~ O, kan worden opgebouwd. ,, 
In P geldt (y,c;) ~ 0 voor f I 0 • 

r en W vallen overeenkomstig uiteen in de zin van directe som 
resp. loodrechte deelsystemen. 
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59. Complexe cla~sificatie van de halfenkeivoudige Lie-algebra's 
( 1) We k':.mnen ons naar het tweede criterium voor halfenkelvoudig­
heid beperken tot enkelvoudige r met rang ~ 1. 

(2) We trachteh alle systemen P te bepalen. We bekommeren ons voor­
lopig niet om de lengteh van de elementen van P, maa~normeren ze 
allemaal op lengte 1. Dan komt alles neer op de bepaling van de 
klasse P van alle systemen P van vectoren van reele euclidische 
ruimten met de eigenschappen: 

A: Uit cxe.P volgt ]0<! = 1., 
B: De elementen van P zijn onderling onafhankelijk. 

C: Voor <X, f3 E:. P., cxif3 is (cx.,13) = -½ Vs met S=0,1,2.,3. 
D: Pis niet vereniging van onderling orthogonale deelsystemen. 

(3) Met de notatie van 2C heet a.,~ s-voudig gebonden voor sio., on­
gebonden voor s=O. De aldus ontstaande graaph is samenhangend. 
( 4) Is P 6 p ., P I c. P en een graaph van P' samenhangend., dan is_ P 'e. p. 
(5) De graaph van een PE. p kan geen 11 cirkel" zijn. Want zij 

Dan is 

P = {cx1 , .•. .,<Xm} met (cxj.,1Xj+1 )/o (voor j=1, •.. ,m mod m). 

I L C(j I 2 
= L{ ixj I 2 

+ L 1:;} 01- i, O(j) 

~ m + 2[:(oi.i.,<Xi+1);;. 0 

hetgeen onmogel1jk is wegens 2B. 
(6) De graaph van een PE:. p kan geen cirkel bevatten., is dus volgjens 
3 een boom. 
(7) Een element van P heet k-zijdig., als het aan k elementen van P 
gebonden is. Is P t- :p en « k-zijdig, dan va 1 t P , ( o<.) in precies k 
niet lege deelsystemen c:p, uiteen., de door oc bepaalde "takken". 
(8) Is Peen verzameling vectoren., dan zij L(P) de door P bepaalde 
lineaire ruimte. 
(9) Voor PE. p en de Ol E. P definieren we 

'f' ( p., at) = kwadraat van de afstand (oc, L(P '-. (IX))). 

0 ~ <p(P.,°') ~1 Dus 

en voor ~ E-P' c P t -:p 

tp( p I .7 C() ~ Cf( p:, iK) • 
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( 10) La!tl IX eP e, 'p zijh en 1aten P; de doot' « in P bepaaide takken 
J 

zijn. Laat o<.j e. P j aan Ol s j-voudig gebonden zijn. (Volgens 6 zijn 
deze Ol.j ondubbelzinnig bepaald.) 

Zij a j = <p ( P j., oc.j)., 

Dan is 

a = cp ( P., (l(.) • 

a ~ 1 
sj 

-Z:. - . 
J 4aJ 

(Deze formule is de sleutel tot al hetgeen Volgt.) 

met 

Bewijs: Per definitie is er een 

o j 6 L( p j ' ( °"-J)) 

2 I oi..-r.1 = aJ. · J J 

De elementen van verschillende Pj zijn onderling orthogonaal., dus 

(01..-/.,Q1...-/j) = O voor i=,;fj. 
J_ J_ J 

Verder 

Stel 

dus 

( rx ., ex • - (· ) = ( 0< ., IX. ) = -½ Vs .. 
J J J J 

f3 = (l(-r::x.(«.-J'.)., 
J J J 

j £3 I 2 
= 1 + L Vs jx j +La jx~ • 

We bepalen de reele scalairen x. zo., dat dit minimaal wordt, te we-
ten ~ _ Vsj 

X j 2a j • 

Dan is 

Hieruit volgt het gestelde. 

( 11) De elementen van Pc '{2 kunnen op ziJn hoogst driezijdig zijn. 
Want in de som uit 10 is elke SUITh'Tiand ~ ; , dus zijn er wegens a > 0 
ten hoogste drie. 

(12) Zij P.,P1 ep, Picp (i=1,2), P=P1 vP2 ., P1 1"1P2 = (0<.). Zij 

cp(P 1 .,cx)~J. 
Dan is 

cp(P,/3)~ ~ voor /J e. P2 . 

Bewijs: Voor P2 = {~,P} is dat een gevolg van 10: 



<p(P,/3)~1 --¾-=;. 
4.2 

Inductie en toepassing van 9 levert het gestelde op. 

( 13) Voor ~lk minstlens tweezijdig ee: c P 6 :p. geldt 

~(P,oc)~~. 
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Bewijs: Zij oc gebonden aan ~1 ,~2 • Het is voldoende, bet gestelde 

voor het· sys teem { °'1 ., 01, 0(2 } te bewijzen. Volgens 10 is 

<p ( P' <X) ~ 1 - ~ - 4 ~ 1 = ~ • 

( 14) Bezit P 6 ~ een driezijdig element f3 , dan is <,o(P ,o<) ~ ~ voor 

elke o:. e P. 

Bewijs: Zij P I een door f3 bepaalde tak., zodat & E-P' zodra cx. ,/13 
Zij P 11 =P \ P 1 • Dan is /3 eP 11 s =;a • In P11 is f3 minstens tweezijdig, dus 

volgens 13 <p ( P11
, /3 ) ~ ; , dus volgens 12 ~( P, ex.) :i ~ • 

(15) Geen Pe.:p kan meer dan een driezijdig element bezitten. 

Bewijs: Stel ix en /3 driezijd ig in P €. 'j2 • P j ( j=1, 2, 3) zijn pe door 

oc bepaalde takken., °'j GP. gebonden aan (l( , en ta G P1 • Dan is 
. J 1 

cp(Pj,otj) ~ 1 en (volgens 14, of voor /3 =°½ volgens 13) q,(P 1 ,0<.1 )~ 2 , 

dus 1 1 1 
(f(P.,oc) ~1 - - 1 - - - - = O., 

4·2 4•1 4.1 
hetgeen volgens 2B niet mag. 

( 16) Geen P ~ -.,Z. met meer dan twee elementen bezit een 3-voudig gebon­

den paar. 

Het is voldoende., dit te bewijzen voor een sys teem { (j,,, /3 ., ff 
met drievoudige binding tussen °' en f3 en binding tussen (3 en r . 
Volgens 10 is 

<f(P,/3)~1 - - 3- - - 1-= 0. 
4•1 4°1 

(17) Heeft PG;p een dubbele binding., dan is g,(P, 0)~ ~ voor alle 

r c p • 

Volgens 12 behoeven we dit alleen voor systemen {~,~} met dub­

bele binding te bewijzen. Volgens 10 is 

' sa(P,/3)~ 1 - 4:1 ~ ~. 

( 18) Geen P G ~ be zit <een driezijdig element en een dub be le binding. 

Bewijs: Zij IX. 6 P driezijdig en zij tussen f!, en y een dub be le birlding., 
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pr een door f bepaalde tak, zodat 
driezijdig in P', dus volgens 14: 
hetzelfde uit 13. Volgens 10 is 

0(,/3 ... E:P'. Is ot.f. /3, dan is « 
y, ( P ' , JS ) ~ ~ • Is « = fo , d an v o lg t 

cp(P' u((),J') ~ 1 - --¾ ~ O. 
4·2 

( 19) Geen Pe.~ heeft meer dan een dubbele binding. 
Bewijs: Laat ex met /3 en fmet J dubbel zijn gebonden. Zij P' een 
door c 'bepaalde taken rx,13,r e P'. Volgens 17 is <p(P 1 ,,);a, J , dus 
volgens 10: 

( 20) Een P ~ :p met 

(f ( p I . v( a') , 0 ) ~ 1 - --¾ = Q • 

4.2 
dubbele binding bezit volgens 18 een lineair 

geordende graaph. Heeft P meer dan vier elementen, dan kan de dubbe­
le binding alleen in het begin (of op het eind) staan. 

Want zij P= f <X1,°'2,°'3 ,0(4_,oc5 } met binding tussen cxj en 0<.j+1 en 
dubbele tussen °'2 en °'3 . Zij p j = f 0(1' ..• °' j} 

q> ( p 2' 0(2) = 1 1 3 
--= 4 , 

cp( P 3' «3) 1 
421 1 

= - 4.3 = 3 , 

q; ( P 4.' {)( 4 ) 1 14 1 
= - --:r = 4 , 

4 •3 

~(P5 ,~ 5 ) = 1 -~ = 0. 
4 • 4 

. 

( 21) Zij Kq 1::- p het sys teem { «1, ... , O(q} met enkelvoudige bindihgen 

tussen 0<j en °'j+1 . Dan is 

( ) q+1 
Cf Kq, (l(q = 2q . 

Duidelijk voor q=1. Inductie: 

r(Kq+1'~q+1) = 1 - 41.9:..±1. = 
2q 

q+2 
2(q+1) 

(22) Zij P e,p. en if€ P driezijdig. De door o bepaalde takken moeten 

wegens 15 en 18 van de vorm Kp,Kq,Kr (zie 21) zijn. Dus 

~(P,o) = 1 - 2l+1 - 2:+1 • 

Bij de uit~rukking y = 2(~+1 ) hoort de functietafel 

X = 1 , 2 , 3 , 4 , 5, 0011 

1 1 3 2 
y = 4 , 3 , g , 5 5 , 12 , ... monotoon. 



Dus : p, q, r niet a lle & 2. 
geen twee ~ 3. 

Men neme p ~ q ~ r. Dan zijn alleen toelaatbaar: 

p = q = 1, r willekeurig 
p==1.,q=2,r~4. 

(23) Behalve de reeds bekende (57) zijn er alleen nog 
p €: :p. : . ~. </I 2. f2. f1 

:F"i 
. --. .. =;>'•-· 

f2.. . f'4 /3 /1 
jf2 

t;f 6 
• -· - . 

f3 fs f6 f-1 f1 

t;t • 
i f;s -· - . - . -· 12 /4 fl, f, !$ f1 

t8 
j f4 . -· _,. -- - . _,. -· f1 J3 fs f7 fo ft. f,_ 
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de syst1emen 

14 

52 

78 

133 

248 

Want volgens 16 zijn de systemen met drievoudige binding door 
tj 2 uitgeput. Volgens 18, 19., 20 zijn die met een dubbele binding 
door Jt1 resp. cC'1 eh .:F 4 uitgeput, en volgens 15 en 22 zijn die 

met een driezijdig element door z.9 1 en t 6, :e7, 't'8 uitgeput. 
Door deze schema's zijn ook de vectorlengten bepaald. Een es­

sentiele keus, hoe de pijl te zetten, is er alleen in het geval., 
dat door oi:- 1 en .,c--1 is onderscheiden. 

De existentie van de vijf enkelvoudige 11 exceptionele 11 Lie­
algebra's zou nog moeten worden aangetoond. De studie van deze al­
gebra's heeft in het laatste decennium grote vorderingen gemaakt. 

Classificatie-stelling: Er zijn essentieel vier grote klassen 
a 1(1~1),~t (1~3)., ot-'1(1~2), iJ 1(1~4) en een vijftal exceptio­
nele enkelvoudige .. complexe Lie-algebra's., Cf 2 .,.F 4 ., ~6' t 7 , t:;g• 

(Voorlopig a lleen bewezen: "ten hoogste 11
.) 

59. Als voorbeeld voor het existentiebewijs werken we de 91 2 
uit. We hebben de primitieve wortelvormen t1 , 12 met 

,. 

( f1, 11) = 1, (f1,12) = - ;, (f2,12) ~ 3 · 

op een proportionaliteitsfactor na. Wegens 
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(J'1,f2) 
-2 --- = 3 

(11,11) 

is er een 11-ladder ter lengte 3 door p1 ., dus we krijgen de wor­

telvormen 

Dan is er wegens 
(f2+3f1,f2) 

-2 ------- = 1 
<12,12) 

nog een wortelvorm 

Bovendien zijn er de tegengestelden., en dubbeltellend de wortelvorm 
P.t 

O. Dus dim OJ, 2 = 14. 
Q -A-s~ -,---+----'<-'~ 

11 . f2. +J_p1 

-p,, 

; ! We hebben 1 11-ladder ter lengte 
N = 12(1111) 

2 ti s II II /1 

1 12-ladder II II 2 } N/2 = 4(J2,f2) . 
4 II s II II 1 

De proportionaliteitsfactor van daarstraks is dus 1t . We hebben de 

formule uit 43 p(p+1)(p+2) 
N71. = L i\ -ladders 12 

gebruikt. Om de N te berekenen., gebruiken we uit 49 
<X,/3 

N ex ,/3 = ✓ -½ kk 1 
( 0< , ~) , 

waar ~ het k-de element van onderen in zijn ~-ladder is, en erk' 
naar boven op volgen. 

N 
/2-' /1 

waarbij Jacobi de relatie 

E. 1 e,3 + e 4 €. 5 = O 

oplevert (indien de vierkantswortels niet positief imaginair deel 

_zijn genomen). Door deze N~,fo zijn de andere bepaald (Jacobi). 



Dezelfde methode zou voor de andere exceptionele Lie-algebra's 

heel onhandig zijr1. (Wel levert ze de existentie qp.) We la ten nog 
even zien hde systematisch toepassen der methode van 55 de 24 posi­
tieve wortelvormen van de F 4 oplevert: 

De primitieve wortelvdrmen zijn gerangschikt zoals in de graaph. 

Dcts b.v. 2342 betekent de wortelvorm 2t2+314+4;3+211 • 

59. a. Het valt op, dat de hoogste wo~telvorm de overige in alle 
11 coordinaten 11 overtreft. Dit geldt algemener: 

Zij r enkelvoudig en halfenkelvoudig. Dan geldt voor de hoogste 

wortelvorm &=L aifi, verge le.ken met a lle overige /J = L bi/ 1 ~ W; a1~ b1 
voor alle i (j

1 
6 P) .·-

Stel namelijk, voor zekere f3 was dit niet zo. We kunnen f3 zo 
kiezen, dat voor geen positieve wortelvorm ( geldt: /3 +{eW. Wegens 
de maxirrtaliteit van ocis C(+/> e.W; maar ook c<.-/J ¢.w, onidat dit een wor­
telvorm zou zijn met positieve en negatieve coefficienten bij de p1 • 
Dus (tY.,fo)!:::O. 

Wegens de maximaliteit van~ is 



(c.:,;1 ) ~ o. 

Dus: uit bi IO volgt (~,fi) = o. 
Wegens ~,o is er een i met («,fi) Io., dus met bi= O. Daar de 
graaph van r samenhangt., is er dus ook een f .;. P met een buur CJ e- P 

zodat f niet en u wel in (3 optreedt. Maar dan is (/3,f)<O, dus 
(3+ f e. W in strijd met de veronderstelling. 

De hoogste wortelvormen zijn onderscheidenlijk: 

otl '1 + f2 +. · .+ fl-1 + 11 

$--1 211+ /2 +213+. · .+211-1+211 

6 1 2 f1+ 212 + ... +211-1+/1 

,Jl f1+t2+J3+2t4+. 0 .+2f1 

'/2 : 311 + 2/2 

.F4 211 + 212 + 4f3 + 3/4 

t6 /1 + 212 +13 + 2/4 + 2/5 + 316 

!7 2/1+f2 + 213 + 2/4 + 315+ 316 + 417 

~8 2/1+212+3/3+314+415+4J6+5/7+6Jg . 

60. Topologisch intermezzo. 
Voorlopig zij Geen boogsgewijs samenhangende ruimte. Verderop 

(vanaf eind van (3)) wordt ook verondersteld, dat in G elk punt wil­
lekeurig kleine enkelvoudig samenhangende omgevingen bezit (defini­
tie later). 

(1) Mzij de verzameling van alle wegen in G., d.w.z. van de 
continue afbeeldingen in G van het segment O ~ -c- ~ 1. 

Voor w., w I e d'J/J met w( 1 )=w' ( O) wordt w" = wow I GM gedefinieerd 
door 

w"(-c) = w(2,:;) voor 0~ -r:~ J 
= w 1 ( 2i:-1) voor ~ ~ i; ~ 1 • 

Voor A.,B c. G zij 3'dJ f de verzameling der wegen w met 

w(O)E.A, w(1)EB. 

Melestal zal A of (en)- B uit een enkel punt a resp. b zijn en dan in 
t?Jr; f hierdoor worden aangeduid. 
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Twee wegen w
0

,w1 heten (A,B)-homotoop, als er een schaar w~ 

( O ~ o ~1) van wegen bestaat met 

en zodat 

B 
we- e. 'o"rlJ A , 

w G'( -c) continu in G"_;c 

is. Het homotopiebegrip heeft alle eigenschappen van een equivalen­

tierelatie. 
Twee wegen w

0
,w1 heten homotoop zonder meer, als w

0
(0)=w1(0)=a, 

w
0

(1)=w1(1)=b en als ze (o,b)-homotoop zijn. De homotopieklasse van 
w wordt [w] genoemd. De verzameling van alle homotopieklassen heet 

[aw)]. 
Uit w

0 
homotoop w1 en w~ homotoop w1 volgt (voorzover gedefi­

nieerd): w
0
ow~ homoto:)p w1 o w1. Derhalve is voor sommige paren in 

aw; een product gedefinieerd: 

[w]o[w 1 J =[wow 1 J. 
Voor dit product geldt: associativiteit, unieke existentie 

van links-een en rechts-een (voor elk element afzonderlijk), unieke 
existentie van inverse. Als voorbeeld bewijzen we de associativiteit. 
Zie tekening - elke niet-horizontale lijn wordt in een punt afge­
beeld; de hcrizontale lijnstukken worden afgebeeld volgens de func­
ties, die ebbij zijn vermeld: 

w r 11
i; ( 't") = w( 4,;/tr+1) voor O ~ 4-r: ~ u+1, w w' w" 

= w 1 ( 4"t-G"-1) voor G"+1 ~ 4-v ~ er +2, 
= w11 

( 4-r:-tS"-2/2- 6") voor (l"'+2 ~ 4i:: ~ 4. 

Dan is wttl :::: (wow 1 )o w", 
0 

I I ,1 / / ' ,' I 
j , I ;/,/ I I ! 

I 

; 
I 1 ·/ I I I , I I 

i / / I 
i I i / I , I I 

I I I I I 
1\/ w' w" 

will 
1 = wo(-w 1 oW 11 )_, 

dus inderdaad wr1 r 
0 

homotoop w'" 1 . 

[ d'd) ] is een flgroepoide 11
• 

(2) De [w]E-[d>i.J]met weMP vormen zelfs een groep ¢. Voor 
p p 

diverse p,q zijn ¢Pen ¢q isomorf door middel van een f, die als 
'lfolgt is gedefinieerd: men kieze een vaste u 6 ?rrfJ q en s tel le 

p 

f [w] = [u]-1 
o [w]o[u] . 

We spreken ook van¢ zonder meer. ¢ heet de fundamentaalgroep 
van G. Bestaat ¢ alleen uit de een, dat heet G enkelvoudig samen-
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hangend, Elke weg w met w(O)=w(1)=P is dan homotoop met de constan­
te weg {w(~) identiek =p). Twee wegen w

0 
en w1 met w

0
(0)=w1(o) en 

w
0

(1)=w1(1) zijn dan steeds homotoop. 

(3) ['Jw.]p] zij de verzameling van alle [w] e. [d){.)] met WG@?;. 
We topologiseren [O'W') J en noemen het dan de universele ontrolling p 
van G. 

1t [w] = w( 1) definieert de 11 projectie 11 van [aWJ p) op G. 
Zij U een boogsgewijs samenhangende open verzameling van Gen 

Keen maximale verzameling van onderling (p,U)-homotope wegen. De 
verzameling van alle [w] CK heet dan een blad boven U. Onder een 
open verzameling in ['Or.OJ verstaan we een vereniging van bladen. p 
(Men ga na, dat dit een topologische ruimte is). 

De projectie van elk blad boven U is U, Is U enkelvoudig samen­
hangend, dan is~ op elk blad boven U topologisch. De hoofdzaak is, 
om aan te tonen, dat ~ 1-1 is: 

Zij [w
0

j en [w1] in hetzelfde blad boven U en ~[w
0

] =~tw 1 J . 
Dan is dus w

0
(o) - w1(o) = p, 

w
0

(1) = w1(1) = q, 

en er is een schaa r w (j' ( 0 ~ 1: ~ 1) met w ir-( "C') continu in er en ,:; samen 

en wo-(o) = p, wG"(1) eU. 

w
6

(1) als functie van~ is een weg in U met w
0

(1)=w1(1)=q, dus homo­
toop met de constante weg u(=q). Er is dus een wtr( ,;) ( 1 ~ 1:- ~ 2), con­
tinu in fr, "C samen, met 

w ( 2) = q, 
IS" 

wo( -r:) = W,-i(T) = q (1~-c~2). 

Stel wt(,;) 
. 0 = w

0
(2-z:-) voor 0~,:;~1. 

wb en w1 z1Jn homotoop. wb = w
0 

o u, w1 = w1 o u. Dus zijn ook w
0 

en 
w1 homotoop. Dus is~ hier 1-1. 
Merk nog op, dat elk punt in G willekeurig kleine omgevingen bezit, 
die projectie van bladen zijn. 

( 4) [MP] is enkelvoudig samenhangend ( 11 samenhangend 11 is evi­
dent). 

Bewijs:'We nemen een weg z in[21<)PJ met z(O)=z(1). Voor z(O)=z(1) 
mogein we [u] nemen, waar u e 'Jr() de constante weg (=p) is. Omdat de 
verzameling der z( 11') compact is, kan ze worden overdekt met eindig 
veel open verzamelingen, waarvan elke een blad is boven zekere enkel-
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voudig samenhangenae U. Er zijn dus 0= <f
0 

< (5'" 1 < ••• < o-k=1., zo da t 

voor G". ,,, ~ c;~c;. : z( v) e, blad boven zekere U
1
. 

J.- I J. . 

(u1 enkelvoudig samenhangend). 

z(c;.) = [wG" J . 
J. i 

Omdat z(~i_ 1 ), z(oi) in hetzelfde blad boven u1 zijn, is 

w 
0 i-1 

(p.,Ui)-homotoop met 

Dus is er w 6 ~ Ui met 
er p 

Stel z r (I;)') = ( wG" J voor O :; G" ~ 1. 

z(G""i-1)= zr(o--i-1), z(oi) = z'(oi). 

z en z' zijn producten van stukwegen zi resp. z1 beantwoordende aan 
~. ,,,ar ~ r .. z. en z! lopen in hetzelfde blad boven U.; dit blad is 
J.- I J. J. J. J. 

homeomorf met Ui., dus enkelvoudig samenhangend. Dus zijn z1 ~n z1 
homotoop., dus ook z en z'. We behoeven dus alleen nog aan te tonen, 
dat z 1 homotoop is met de constante weg (constant= [uJ). 

We stellen 

z~(<>) = (wG"((1-p)-c)] voor O afa i1. 

Dit definieert een schaar wegen z;«_ in [~pJ met 

z' = z ! , 
0 

z,;(c;) = (wG'(o)] identiek = [ u J ) 
zJ,( O) = [ w ( ( 1 -.A) ,; ) ] = z ( 0 ) = [ u ]., 

0 

z 1 (1) = [w1((1-,,a)-c)J= z(1) = [ u]. 
A 

Hiermee is het gewenste aangetoond. 

(5) De fundamentaalgroep ¢p van G werkt als transformatiegroep 
in [Q){) p] door middel van linksvermenigvuldiging, 

[w] ➔ [v] .. [w] (v~O!Y?~, we,m?g). 

Een blad boven zekere U wordt hierbij in een blad boven dezelfde U 
afgebeelo. De afbeelding is continu. Voorelk paar punten [ w J , [ w I J 
van [~p] met dezelfde projectie is er een element der fundamentaal­
groep, dat het een in het ander afbeeldt, te weten [w') o [w- 1] . 
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Zij ¢1 ondergroep van¢. Door voor elkt:(w] alle elementen van 
¢' [w) onderling te identificeren~ verkrijgt men de ¢ 1 -ontrolling 
van G. De universele ontrolling is 1-ontrolling, R zelf is zijn ¢­
ontrolling, Voor de ¢ 1 -ontrolling worden begrippen als projectie 
eh blad boven U op voor de hand liggende wijze gedefinieerd, De 
projectie is dan ook weer 1-1 in een blad boven enkelvoudig samen­
hangende U. 

Zij a 1 een boogsgewijs samenhangende, in het klein enkelvou­
dig samenhangende topologische ruimte en~ een afbeelding van G' op 
G, die in een voldoende kleine omgeving van elk gewenst punt van G1 

een homeomorfie is. Zij ~ p '=P. De 11. -beelden van de zojuist genoem­
de omgevingen overdekken dus G. Bij elke weg w ~Mis er een ein­
dig aantal, die de verzameling der w(~) al overdekken. Er zijn dus 
0==,; <-C.-1<• •• < 't'k=1, zodat de verzameling van dew(,:;) ('t. 1 ~ "t ~ i::-.) 

0 I 1- 1 
in zo'n omgeving ligt. Is het t\.-origineel w1 (-c;. 1 ) van w(-c . .-1) be-

1- J.- I 

pa a ld, dan is dus voor a lle -i: met ,:; . .-1 ~ 1:' ~,:;. het ?\. -origineel w 1 ('"t') 
1- I 1 

van w(~) ondubbelzinnig bepaald door de eis dat w'(,:;) continu van~ 
a fhangt. Dus is ook voor elke w E. erlJ het 71. -origineel w' a ls weg in p 
G' met wt(O)==pt ondubbelzinnig bepaald. 

Analoog beredeneert men, dat hierbij aan homotope win G homb~ 

tope w1 in G1 beantwoorden. Deze 1-1-relatie tussen de ontrollinge~ 
van Gen G1 is uiteraard een homeomorfie. G1 ontstaat uit deze ont­
rolling door projectie, is dus een Z8k0re ¢ 1 ~ontrolling van G. 

(6) G zij nu tevens groep en wel topologische groep. Dan is 
ook de universele ontrolling van Gals topologische groep op te vat­
ten. Stel namelijk p=groep-een, en voor w, wt~ -a-w? p 

w11 (-r:) = w(-i;)w 1 (-c). 
Dan is 

W
11 = WW I E. ~ , p 

Is w
0 

homotoop w1 door middel van een schaar w
6 

, evenzo w~ homo­
toop w1 door middel van w;, dan is w

0
w~ homotoop w1w1 door middel 

van de schaar w~w; . Dus is zelfs een vermenigvuldiging in [Mp) 
gedefinieerd: 

[ W J [ W 1} = [ WW 1 
] , 

Het is duidelijk, dat we een topologische groep krijgen. 

~ is nu een homomorfisme, omdat ~[ww'] = (ww 1 )(1)==w(1)w 1 (1)= 
1t[w], 1t [wt] is. De kern ervan bestaat uit de [w] met 1t[w)= w(1)= 
groep-~~n, dus uit alle elc~enten van ¢P. Hij is zelfs (groeptheore-
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tisch) isomorf met¢. Zie tekening - men denke zich een punt van p 
het vierkant met coordinaten (~,fo) afgebeeld op w(~)w'(~), dus de 

harizantale lijn volgens w, de verticale 
valgens w', de twee aan elkaar gezet vol­
gens w o w 1 , de dia: gonaa 1 valgens ww 1 ; de 

schaar w~ wardt za gedefinieerd, dat de 
lijnen ~=canst. van w~ (~) evenwijdig 
met de andere diaganaal zijn., de lijnen 
~= canst. zijn de gebroken lijnen van 
links anderen naar rechts baven; w~ is w o w 1 , w1 is 

les: 
w~(-r;) = w((2-G"");;)w 1 (,s--c) voor O~'t~½, 

w 

ww 1
• 

= w ( '1 - u+ <>"ti) w 1 
( " - rr ,:; + 2 -r - '1 ) v a or ½ .€ -c :;; '1 . 

In formu-

Breidt men deze afbeelding analaag in de andere helft van de 
figuur uit, dan blijkt w., w' hamataap w I Q w. Dus ¢ commutatief. 
Maar we kunnen nog meer bewijzen: 

G is hamamarf beeld bij ~ van zijn universele ontralling G', 
naar we zagen. De kern van het hamamorfisme is een discrete groep 
¢. Zij algemeen een continu homamorfisme van een samenhangehde to­
polagische groep G' en een dergelijke, G, gegeven, met discrete 
kern H. Dan- is H norm.a a ldeler, dus a ~c a- 1 

6 H voor x e; H. Nu is ax a-'1 
continu in a:, maar H discreet., dus ax a-'1 constant., dus ax a-1~x 
voor x ~H, dus Hin het centrum. Speciaal is de fundamentaalgroep 
van Gin het centrum van de universcle ontrolling van G. Is een 
groep G1 gegeven en H een discrete ondergroep van het centrtlm van G', 
dan is G1 een ontrolling van G/H. 

Stelling: De fundamcntaalgraep van een lakaal enkelvoudig samen­
hangende en globaal boogsgewijs samenhangende groep G is commutatief 
en ligt in het centrum van de universele ontrolling van G. 

(7) G 8n zijn universele ontrolling zijn in zekere omgeving 
van de groep-een topologisch isomorf. We tonen aan: 

Stelling: Samenhangende en lokaal enkelvoudig samenhangende 
groepen, die in zekere eenomgeving topologisch isomorf zijn hebben 
wezenlijk dezelfde universele ontrollingsgroep. 

Het is voldoend~, te bewijzen, dat Gen G', indien ook globaal 
enkelvoudig samenhangend, topologisch isomarf zijn. 

G en GI zijn isomorf verondersteld in een omgeving Uc G van de 
groep-een, we mogen U als enkelvoudig samenhangend aannemen. Door de 
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isomorfie f is U op U' afgebeeld. We bepalen (op grond van de con­
tinuiteit van de groepoperaties) een eenomgeving V zo dat VVc U, 

Zij ween weg in G. De verzameling M
0 

van alle w(~)w(~')- 1 

met \i;--c'}io is compact. <\,>oM.r = groep een. Dus voor zekere 
~ > 0 is Md C V, dus 

w(-c) w(,:;*)- 1 e V voor j-c--cwJi.;,. 

Kies O = 't: o < -c 1 < • • • < -ck = 1 met I ,:; i - -c i-1 J < ½ o 

Bepaal nu een weg w1 in G' stapsgewijs, nadat w1 (O) voorgeschreven 
1 s , a ls Vo lg t : 

voor 'ti-'1~ -c ~ ,::1 stel w1 (1:i) = f(w('1;)w(-c:. 1 )-1 ),w'('t. 
1

). 
1- 1-

Merk op, dat w(~)w(1;. 
1
)- 1 e.V, dus f zinvol en dat w1 (i;. 

1
) in de 

1- 1-
voorafgaande stap bepaald is. Zij t-= min.(-c.-1;. 1 ). Voor o~-c-'t*<e 

l l 1-
"' is er dan een i zodat ,:;i_ 1 < -r: fl; -r:: <- ,:;-i+1 · 

w(-c)w(,;l<,)~1 = w(-i;-)w(~i)- 1 .w(,:;i)w(i;'*)-1 ~ V-Vc..U. 

Dus: bij gegeven weg win Gen gegeven w1 (O) in G1 hoort een 
weg w' in G1 zo dat voor zckere l > 0 en alle "t",i;* met O ~ 'ti, i:•'5i 1 
en I ,: • - ~ l < i; geld t: 

Men gaat gemakkelijk na, dat w1 door deze gegevens ondubbelzinnig 
bepaald is. - We duiden die w' ook aan door G(w;a') als a' de gege­
ven waarde van w1 (O) is. 

Speciaal hoort op deze wijze bij elke weg win G met w(O)=groep­
een een weg w1 in G met w'(O)= groep een, die we ook 6w noemen. 

We tonen nu aan: Voor v(O)=w(O)= groep een is e(vw)=8v ■ 8w: 

Allereerst bepalen we de een-omgevingen v1,v2 zo dat 
-1 v..,v..,v..,c:v, v.., cv, 

V(6")V2v(1,)-'1c. V
1 

is. We bewijzen dan: a ls c e V 2, dan 

f(v(<r)c v(<>)-1 ) = v'(tr)f(c)v'(G")-1 (-~) 

voor v 1
7 8v. De verzameling r; van de~ waarvoor de vergelijking 

klopt, is afgesloten en bevat 0=0. We behoeven alleen te bewijzen, 
dat I:: tevens open is (t.a .v. O ~ r:, ~1). 
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Zij tt0~t: en G'" zo dicht bij <5"
0

, dat V'tS"JV(G'"
0
)-

1
e v1 is. ban zijn 

in 
v(6)c v(6)- 1=v(Q)v(6

0
)-

1 .v(~
0

)c v(o
0

)-
1 .v(u

0
)v(~)-1 

de drie factoren rechts in v1 , dus 

f ( V ( G") C V ( C5") -
1 ) = f ( V ( 6') V ( 6' O) -

1 ) • f ( V ( G' O) C V ( G" O) -
1 • f ( V ( c,--) V ( G"" O r1) - 1 

= v'(ir)v'(G" )- 1 .v(<:r )c v 1 (G"" )- 1 .v 1 (u )v'(G'") 
0 0 0 0 . 

gezien de definitie-eigenschap van v' en de veronderstelling t.a.v. 
Qo· Hiermee is ~e 4 bewezen en dus de geldigheid van(*) voor 
0~-C~1. 

We schrijven nu 

(v(1;)w(t:))(v ( ,;*)w(ii*))-1=v(ii)(w(-c)w(~*)- 1 )v('t:)- 1 .v('"t:)V("t*r1 . 

Zijn !1:-~11-1 zo klein, dat w(,;)w(-c-*)-'1e- v
2 

en v(,;-)v(-c*)-'16V
1 

is. 
Dan kunnen we(*) op de eerste factor rechts toepassen met 
c=w(11)w(~*)- 1 • Aangezien beide factoren rechts in v

1 
zijn, hebben 

we 
f ( ( V ( t) W ( 1: ) ) ( V ( ,:; ~ ) W ( "C *) ) - 1 = V 1 ( 't ) ( W 1 ('i; ) W 1 ( 'C 11r) - 1 V 1 ( -C:) - "] • V 1 ( 't' ) V 1 (1: *) -1 

= (v 1 (-c-)w 1 (,:;))(v(,:;*)w(11«-))-'1, 

hetgeen betekent, dat 
e(vw) = ov.ew 

is. 
Verder blijkt 

als men(~) toepast op 
v("t"*)- 1 .v("t:)v( -r;*)-1 .v(~ 1<). 

Het is onze bedoeling, de definitie van f zo uit te breiden, 
dat 

fa = ( ew) ( 1 ) , 

indien w zo gekozen wordt, dat 

w(O) = een, a= w(1) 

is. We hoeven alleen te bewijzen, dat deze definitie eenduidig is, 
d.w.z. dat vooi:1 

ook geldt 
v(o) = w(o) een, v(1) = w(1) 

( ev) 1= ( ew) 1 . 
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Volgens het zo juist bewezene komt dit erop neer aan te tonen, dat 

uit 
w(o) = w(1) = groep-een 

volgt 
(ew)1 = groep-een. 

Zij dus w gegeven met w(O) = w(1) = groep een. Volgens veron­
derstelling is G enkelvoudig samenhangend, dus is er een schaar 

w <r (o ~ cr ~ 1) met wcr-("G') continu in °,--r; en wc,(o) = w6 (1)=w1(t:) = groep­
een. We bepalen O ~ u

0
-.: <5"1 < ••• < e-k = 1 zo., dat 

V. (-1,) = W (-c)w ('i;) c U. 
l 6", 1 f5". 

l- l 

Dan is 
w = v 1v 2 ... vk, 

dus ook ew = ev1 ,ev2 ... evk, 

Daar vi in U verloopt is 

dus voor ,:; =1 
(evi)(1) = groep-een. 

dus ( Gw) ( 1) = 
, ,, 

groep een, 

hetgeen we moesten bewijzen. 
Dat de zojuist ondubbelzinnig gedefinieerde f een continu homo­

morfisme is, is duidelijk. Evenzo, op g~ond van de gelijkwaardige 
rol van Gen G1 , dat het zeJ.f3 een topologisch isomorfisme is. 

61. Zij r Lie-algeb~a zonder niet-triviaal c~ntrum (d.w.z. 
[x, r] = 0->X:=0). Dan is de doop r voortgebrachte Lie-groep a1 oak 
zonder niet-triviaal c0ntr1 u~. We weten al dat G1 in het klein iso­
morf is met G; de bewering is, dat die isomorfie globaal geldt •. 

Bewijs: r bezi t de voors tellingen <pen YI resp. in r en r, gedefi-
nieerd door 

<p(A)X = [A,X J J y(A)X = [A,X J • 

Deze voorstellingen zijn equivalent door middel vane met 

i 
Defitlieren we y(a) voor a b G1 door 



·(·) x-1 y a = a '"a , 

dan is ~(r) de infinitesimaal-algebra van y(G1 ). Verder is 
r=~(r) die van G1 . Dus is 

) -1 y;-( a = eae . (2) 

Behoort a tot het centrum van a1 , dan is ~(a)=1 volgens (1)., dus 
a=1 volgens (2), hetgEen beweerd was. 

62. Is G de unitaire beperking voor een halfenkelvoudige Lie­
groep, dan is G ccmpact. (Later wordt aangetoond., dat G zelf com­
pact is.) 

,v 

Bewijs: Daar G de negatief definiete Killing-Cartan-vorm in-
variant laat, zijn de matrix-co~fficienten beperkt. De afsluiting ..., 
K van G is dus zeker compact. K is Lie-groep. 

Zij r de Lie-algebra van G. 
Zij a eK., a=lim a , a c G. Dan is a r a - 1= r., dus ook ara-1=1\ 
~ _1 ~ ~ n n n n ~ 

dus aGa =G., dus G normaaldeler in K. Volgens 37 (einde) zijn Gen 
...., ~ Kin het klein identiek. Daar K samenhangt, zijn ze in 1 t geheel 

,., 
identiek. Dus is G compact. 

63. G is voorlopig een unitair beperkte geadjungeerde halfen­
kelvoudige Lie-groep; we gebruiken de letter e thans ook voor de 
unitair beperkte stam (i.p.v. i6u). Op de gebruikelijke basis (een 
basis vane plus de takken E~) bestaat e uit Zuiver imaginaire 
diagonaalmatrices H met als matrixelementen de wortelvormen 01.(H); 
h=eH heeft overeenkomstig de matrj_xelementen ecx(H); Als coordi­
naten /\(h) van h=eHe e8 kunnen we de matrixelementen eP(H) Vein h 

gebruiken, - waar f de primitieve wortelvormen doorloopt; alle 
overige matrixelementen van h zijn immers producten van diverse 
A(h). Elke A(h) doorloopt de eenheidscirkel. Derhalve is e 9 een 

compacte groep., namelijk het directe product van 1 cirkeldraaigroe­
pen. We noemen e6 ook de stam van G. 

In e beschouwen we de deelverzameling D gedefinieerd door 

O<I<X < 2re vo-o-relke positieve wortelvorm. 

Voor he, eD verstaan we onder log h het ondubbelzinnig gedefinieerde 
H C D met' h=eH. 

~ is convex. Onder kortste weg van een punt van D naar een an­
der verstaan we het eenparig doorlopen lijnstuk tussen hen. Dezelfde 
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terminologie brengen we door H...,. eH op eD over. 

64. Op een geschikte orthonormale basis bezit, naar men weet, 
elke orthogonale (unitaire) afbeelding de diagonaalvorm, Iets der­
gelijks bewijzeb we voor de unitair beperkte halfenkelvoudige Lie­
griepen (voorlopig alleen voor de geadjungeerde voorstellingen): 

Stelling: Elk element van een uni ta ir beperkte gead jungeer·de 
halfenkelvoudige Liegroep is geconjugeerd met een van de stam, en 
zelfs met een van eD. Twee stammen zijn onderling geconjugeerd, 

(Voor andere reele typen en voor de complexe groep is dit niet 
waar; denk aan de elementaire delers. Wel zijn in het complex geval 
nog alle stammen onderling geconjugeerd, maar niet elk element be­
hoeft tot een stam te behoren.) 

Bewijs: We beelden een omgeving van de O in P af in G door ) 
-1 E: 1::o<. Ea<. H -Z-001. Ecx 

1-(H+i2~E)=h .e hee , J (XCJ., 0 0 

waarbij 
Ho 

H H 6 O, E <X. de oc.-ta k is. h
0
=e vast, o' 

'5 ( H + L "t;OI. E lj( ) = 1 + H + ho - 1 [ Z::: -r;()(. Ell(. , ho ] + ... 

= 1 + H + (h - 11:1:~E h -·I:t E )+ •.• o~ CJ. o c.: 0(. 

-H 
= 1 + H + (e 0 -1)t.: E + ... ex. ot 

= 1 + H + z::re-ix(Ho)_1)t: E + ••• 
' 0/.. I)( 

Kiezen we in r de gebruikelijke basis en in G het hieraan beantwoor-
dende kanonieke ccord:'..nat2nsysteem, dan blijkt de functionaaldeter­
minant van Jin O te zijn: ( . \ 

Ci. F 1T ( e _,o 'i - 1)., 
Ci. 

o:( i-I ) 
dus =Jo, a ls H

0 
6 D en uus elk e o / 1 is. 

V lk h _, l k d ' (A) " ✓ ' / .. 1 oor zu e 
O 

overuec en e S een8en een omgeving van , 
als A een omgeving van O doorloopt. Anders gezegd: 

doorloopt eeneen een omgeving van h, alR h=h H een omgeving van h
0 D Z:::'t' E o o 

in e doorloopt en e ~ ~ een omgeving van 1 in de varieteit van de 
~"T; E , 

(X. ()(. 

e 
D '1 Zij F de verenigi~0 van alle verzamelingen ae a· . Volgens het 

be\.\Tezene is elke h E: eD inwendig punt van F, dus bestaat F geheel uit 



inwendige punten, is dus open in G. 
-1 Zij c randpunt van F, dus c=lim en., en= anhnan met anc G, 

h c eD. Wegens de compactheid van G kunnen we (na u:Lttrekken van 
n -

een gesehikte deelrij) stellen, dat lim an=a
0

o G, lim hn=h c eD., 
c=a h a -'1. Daar c ¢ F is, is h ¢ eD, dus c geconjugeerd met een 

0 0 0 -, 0 
element van eD D 

De deelverzameling van D\D, die bestaat uit de H met ~(H)=O 

resp. 2 1e i heet Dex resp. D~ . Van deze Doc en D~ ( 0(. e. W) is D\D de 
vereniging. Da vereniging van de aDoca- 1 resp. aD;a-1 (over a) heet 

FO( resp. F~. Hun vereniging is F\F. We willen aantonen: 

dim F\F ~ dim G-3. 

Hiervoor is het voldoende aan te tonen, dat 

dim F , dim F 1 -a dim G-3, 
0: 0(, 

en om dit aan te tonen, is het voldoende, de dimensie van het raak-
D D' vlak aan F01. in een h

0 
e e 01 of c e c-: te berekcn&n. Dit geschiedt met 

behulp van de afbeelding J ., elders toegepast met H =log h E:. Do: of 
fo.(_H ) 0 0 

e D:i,_ (waarvoor dus e- 0 =1 is) en op een H dat tot (ll.,(H)=O is be-

perkt. De verzameling, waarop 5 wordt toegepast, schiet dus een di­

mensie tekort, en door het ontaarden van) bij h
0 

met een rangtekort 

vane, schiet het beeld 3 dimensies tekort, d.w.z. de verzameling 

der I: 't'o:. Eo: - 2:; ,:;°' E<X. 
e h He 

0 

heeft in de buurt van h
0 

een dimensie ~ dim G-3, hetgeen we wilden 
aantonen. 

Fis dus open in G met een rand, die drie dbnensies tekort 

schiet, dus G niet verdeelt. Dus is F overal dicht in G, dus F~G, 
D dus is elk element van G geconjugeerd met een vane . 

Hieruit volgt ook, dat elk element van r (unitair) met een 
element van D geeonjugeerd is. 

91 
Zij 8 1 een willekeurige stam. In e is er een a 1 , dat een in 

e
81 

overal diehte groep voortbrengt. a'=gag- 1 met a Be8 . Nu is a 1 

zowel in e
61 

als ook in g-1e8g bcvat, en hetzelfde geldt voor de 

door a' voortgebrachte groep en zijn afsluiting, dus ee::_ g-1e 8g. 
e e 1 -1 0 1 e -1 Evenzo omgekeerd e c ge g , waaruit volgt e =ge g . 

OoK 8 1 en e zijn geeonjugeerd. 
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65. We onderzoeken de fundamentaalgroep van G. 
Als in 1 t vervolg van omgevingen van de groep-een sprake is~ 

ziJn die zo gekozen, dat ze enkelvoudig samenhangend' zijn en dit 

ook nog geldt voor hun eoorsnee met e 8 • 

Is U zo 1 n omgeving, dan bedoelcn we met Vereen, zodat cvc-1 U 

voor alle c 6G; wegens de compactheid van G bestaat zo iets. 
1) Elke weg w 1: o»?g is U-U-homotoop met een weg h, die in eD 

verloopt. 
Bewijs: Na aan het begin en eind van w stukken te hebben toege­

voegd, die in U verlopen, mogen we veronderstellen, dat 

w ( 0) , w ( 1 ) €:. eD n V 

zijn. Na een kleine wijziging mogen we bovendien veronderstellen, 
dat w(-c)E:F. 

Dan is D h(-c:)ce, g(O) = 1 

oplosbaar met continue gen h. Hierbij is h uniek. Door 

w~(~) = g(~)h(~)g(~)-1 

te beschouwen (zie figuur en vergelijk figuur in 60.6) 
bewijst men dat w homotoop is met 

G'" 1---------,,, 

g(O)hg(0)-1
Q gh(1)g-1 

= h O gg ( 1 ) h ( 0 ) g ( 1 ) - 1 g ·- 1 . 

/ 

Daar h(e) = w(e) 6 V is., is de tweede factor geheel in U en kan door 
de constante weg h(1) worden vervangen. Dus is w met h U-U-homotoop. 

2) Zijn de wegen w
0

,w1 e. 'd,-/Jg in eD gelegen en U-U-homotoop, dan 
zijn ze reeds binnen fu-U-homotoop. 

Bewijs: Er i~ een schaar w~ met w~(o), w~(1)• U. Als functie 
van G' opgevat is w

0
(0) een weg in U;d.1•r,z. is in U homotoop met een weg, 

die in Un eD verloopt. Er is dus u6"( -i:;) e. U met 
D 

uu(O)e Ur.e, u<>(1) = w"(o), 

··'.
0

(-r;) = w
0

(o), u
1

(-c) = w
1
(o). 

De wegen 
w' = u aw , W 1 = u "w 

' 0 0 0 1 1 1 
· · k . D 1 . D h t t V ziJn oo in e ge egen in e omo oop me resp. w

0 
en w1 • oor 

w' 
G'" 



geldt bovendien D w\,..(O)c UAe, 

en analoog kan men bereiken 
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We mogen 
schappen 
stellen, 

veronderstellen, dat de oorspronkelijke w reeds die eigen­
bezat, Verder mogen we na een kleine wijziging veronder­

dat 
w

0
( -c-) £:- F 

is (w2nt de verboden rand van F schiet drie dimensies tekort, kan 
dus nog door de van twee parameters afhangende w~(~) warden verme­

den). Dan is 

oplosbaar met continue gen h. Hierbij is h uniek. Wegens w~(O)~ eD 

is w~(O)=h~(O), dus w1(0)=h1(o), dus wegens w1(~)e eD ook w1(~)=h1(~). 
Verder w

0
(~)=h

0
(~). Tenslotte zijn hQ(O) = w~(o) en h~(1) = w0 (1) 

in U. Dus zijn w
0 

en w1 reeds in eD U-U-homotoop. 

3) Elke weg w 6 W~ is homotoop met een weg, die op begin- en 
eindpunt na in eD verloopt. 

Bewijs: Men vat w op als element van :m? g en past ( 1) toe. Dan 
verkrijgt men een schaar wu met w

0
=w, w1(tt) 6 eD, w<t(o) e. U, w0 (1) e U. 

Nu is w~(O) en w~(1) homotoop met de constante wcg. Door een proce­
dure zoals in (2) verkrijgt men het gewenste resultaat. 

4) Zij w
0

,w1c ~ 2n op begin- en eindpunt na in eD gelegen 
en zijn ze verder homotoop, dan zijn ze reeds homotoop in eDv (1). 

Bewijs: Men kieze U zo, dat in een kanonisch coordinatensysteem 
U Ii e8 een bol wordt. Door van w

0 
en w1 voldoende korte begin- en 

eindstukken weg te laten, verkrijgt men wegen, die als fllementen van 
~g kunnen warden opgevat en waarop men (2) kan tocpassen. In 't 
geheel verkrijgt men een schaa r w

0 
met Wrr ( 1:) €; eD voor O < i:: < 1, 

w6'(0)e.U., wo-(1)6U. Laat uo-(1,) voor elke 15" eenparig in 1; hot lijnstuk 
van 1 naar w~(O) doorlopen; evenzo v~(~) dat van w

0
(1) naar 1; deze 

lijnstukken zijh in Un eD gelegcn. Dan is u,.. o w " v_ = w I de gewens-
D V fi" " lo 

te schaa,r met w~(O)=w;(1)=1, en in e v (1) gelegen. 

5) Om de fundamentaalgroep van G te berekenen, kunnen we ons 
tot wegen w beperken met w( O )=w( 1 )=1, w(,::) 6 eD voor O < "C < 1. Voob 
zulk een weg is log w(t) als continue functie van 'ti (o ~ 1; <1) met 
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log w(O) = o uniek bepaald; log w(v)6D voor O <-C<1. Wel kan 

lim log w(~)fJ zijn. We noemen 
t'=1 

Dan is 

lim log w(~) = ~ w. 
,:; = 1 

"? w E-. Z., 

waarbij Z bestaat uit de elementen H van D met eH=1. Z is ,eindig. 

Het is duidelijk dat ~ de verzameling ~~ op Z af~eeldt .. 
Voor homotope w

0
.,w1 e. ~~ met w

0
(-i::)., w1('i:;:) iS eD voor O <"t" -<1 

kunnen we de schaar w
0 

zo aannemen, dat w
0

(,:;) E.. e voor O -t ,; -<-1. 
Uit de beschouwing van log w~(~) en de eindigheid van Z volgt, dat 

7/ WO= 7/ W1. 

Zij omgekeerd voor twee dergelijke wegen 17 w
0

='1_ w1 . Laat dan 
voor elke v H (11) het lijnstuk VBn log w ('C') naar log w.-1(-c) een-

~ 0 I 

pa rig met O ~ rs' e 1 doorlopen (resp. H ( 1 )=,;z w
0
= '? W.-1). 

H (~) ~ I 

er = w (~) definieert een schaar, waaruit de homotopie van w 
~ 0 

en w1 blijkt. 
1 brengt dus een 1-1-afbeelding van de fundamentaalgroep ¢ 

van G op de verzameling Z tot stand. 
Stelling: Men vindt een volledig representantensysteem van de 

fundamentaalgroep der unitair beperkte halfenkelvoudige geadjungeer­
de groep G, in de vorm eH(tj door elk punt van Z (= verzameling der 
He.. D met eH=1) door een weg H (met H( t:) e. D voor O < -c- <1) met O te 
ver'binden. 

In het bijzonder geldt: 
Stelling: De fundamentaalgroep van een unitair beperkte half­

enkelvoudige Liegroep is eindig. Zijn (universele, dus elke) ont­
rolling is compact. 

66. We berekenen de fundamentaalgroep voor de verschillende 
typen van enkelvoudige (niet abelse) groepen. 

Volgens 59a is voor de hoogste wortelvorm elke coerdinaat maxi­
maal. De hoogste wortelvorm is dus als functie ope groter of gelijk 
elke andere. D (zie 63) is dus bepaald door 

D : If j > 0 (j=1., ... .,1), I_,µ,<2-n::., 

waarbij_},l de hoogste wortelvorm is (zie 59a). We moeten Z bepalen, 
d.w.z. alle punten van D zoeken met alle f.=0 mod 2-n:i. Deze punten 

. J 
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(opgeschreven met de Fj als coordinaten) zijn op een factor 2 "l't:i 

na: 
(o.,6., •.. .,o.,o) 
(1.,0., ... .,0.,0) 

(0.,1., ..• .,o.,o) 
(o.,o., ... ,1.,0) 

(0,0, ... .,c.,1) 

(o.,o., ... ,o) 
(0.,1., ... .,0) 

(o.,o., ... .,o) 
(0,0, ... .,1) 

(o,o.,o., •.• ,o) 
(1.,0.,0., •.• ,0) 

(0.,1.,0, ••• .,o) 
(0.,0,1., ••• .,o) 

( 0 .,o) 

(o.,o.,o.,o) 

(0.,0.,0.,0.,0.,0) 

(1.,0,0.,0.,0.,0) 

(0.,0.,1,0.,0.,0) 

(o.,o.,o.,o,o.,c.,o) 
(0.,1.,0.,0.,0.,0.,ll) 

Dus: de ~2 ., .F4., r8 zijn enkelvoudig samenhangend., de fundamentaal­

groep van de geadjun_geerde .Z-1 ., £ 1 ., €
7 

is 2-cyclisch., die van de t 6 
is J-cyclisch. In de overige gevallen moet men., om de structuur na­

der te bepalen., nog een kleine moeilijkheid overwinnen. 

Nummer de punten van Z zoals neergeschreven als z
0

.,z1 ., ... Bij 

deze z. hoort een weg H. van z naar z. met H.(i:)e. D voor O<"CH<1., 
l l O H, l l i 

en hierbij hoort het element e 1 van p . Het product vane en 
H. H,+H. 

e J kan als e 1 J worden verkregen., maar H.+H. is helaas in het ., l J 
algemeen geen weg., die op begin- en eindpunt na in D verloopt., zo~ 

dat we zijn homotopieklasse niet overzien. Om dit te vermijden., ver-
vangen we H. of/en H. te voren door een homotope weg. 

l J 

, 
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Bij toepassing van een inwendig automorfisme blijft een weg aan 
zichzelf homotoop, want w is met cwc-1 door een schaar c~wc~-1 ver­
bihdbaar (waar ctr" continu van tS" afhangt). lb 46 hebben we een in;,. 

wendig automorfisme leren kennen, dat de stam invariant laat. In 
lt-e induceert het S~: 0 ,£X) 

s t = !'- 2 
0( (o-..,0'.) 

--- Ot. • 

S« permuteert de wortelvormen onder elkaar. S~ induceert een af­
beelding T~ vane. 

oil: 81i l'i-1= f1-1+f1, 3tifi =-f'1, 8;i.P1+1=.f1+.P1+1' 

Tl z. 
i 1 

Sf f .= !· overigens. 
i J J 

(H1 was een weg van z
0 

naar z1 in D op begin- en eindpunt na). Dus 

H. Hi-1-Hi+Hi+1 
e 1 homotoop mete . 

Hieruit blijkt: ¢ is (1+1)- cyclisch. Want zij reeds bekend dat 

H. -1 
(eH1)1-1, G J. homotoop met 

H. H . 
e i II Ii (e 1)1 ., 

dan volgt hieruit 
eHi+1 H . 

fl II (e 1)1+1. 

i\ (1~ 4): s f 
1 

f1=- f1, s f1J'1= f1+f1, sf f .= f. overigens. 
1 J J 

8p/2=- f'2, 3f
2

f1= f1+f1, s, f·=f· 
II 

2 J J 

s 3 J 3! 4 = !3 + f 4 ' s f3fj= fj 
li 

,, .P3f3=- f3, 

T Z1=-Z1+zl, T z2=-z2+z1 , Tf3 =-Z3+Z4• J' 1 !2 
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Analoog als bij Oll volgt hieruit, dat alle elementen van¢ van de 
orde twee zijn. 

67. In dit nummer speelt de unitaire beperking geen rol. We 
bestuderen de kaleidoskoopgroep K nader, d.w.z. de groep voortge­
bracht door de Soc.(ot 6 W). Hiernaast beschouwen we de groep K1 voort­
gebracht door de S riJ cc €: P) . Achtera f bl:ijken K en Kr overeen te stem­
men. 

We identificeren e en e~ op de gebruikelijke wijze. De vlakken 
0( =0 ( 01. G W) verdelen e in gebieden genaamd kamers. Punt en van o. he­
ten equivalent, wanneer ze door afbeeldingen uit K1 in elkaar kun­
nen worden overgevoerd, Een punt heet dominant, als het door geen 
equivalent element wordt overtroffen in de gebruikelijke rangschik­
king. Noodzakelijk voor dominantie van 1 is 

( l , f) ~ C voor a lle f <: P, 

omdat anders 2 equivalent zou zijn met zekere ) +m J' (m > O), die 
hoger staat. 

(1 ,f) > O voor alle f e.P 

beschrijft een kamer, de bovenste kamer C. Alle dominante punten 
liggen in C. Elk punt ! is equivalent met een uit c.., want is l ' 
het hoogste met l equivalente punt, dan moet (2,p)~ 0 voor alle 
f' 6 P zijn.., omdat er anders een hogere l +mp zou ziJn. 

K' is dus transitief over de verzameling van de kamers. 
Zij ()( 6 W. Dan is er een kamer, waa rvan oc. =0 .een wand is, en 

een S 6 K', die deze kamer in de bovenste kamer overvoert. Sc< is 
wand van de bovenste kamer, dus gelijk aan f of - p voor zekere 
f E. P. s-1s

1 
S is een spiegeling., en wel wegens s-1s.P Six =-0',, de 

spiegeling Six . Dus is SIX c K1 • Dus valt (de door alle SIX, rx. <=-W) 
voortgebrachte Kmet K1 samen. 

We tonen nu aan, dat Kover de verzameling der kamers enkel­
voudig transi tief is, anders gezegd, dat SC=C (s GK) impliceert 3=1. 

Neem Z0 1 n s. Uit (l,o<) > 0 voor alle ex. E:. W volgt dan (sr,O() > )_., 

dus ( l, s-1 oc) > 0 voor a lle ix E.W. Dus kan s-1 geen posi tieve wortel­
vorm in een negatieve overvoeren. Daar S de wortelvormen permuteert, 
permute~rt het de positieve onder elkaar. 

Neem een voorstelling 

s = s,.,. ••• s J 

"1 c,1 
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waarbij v1 ., ... .,c,P E.P zijn en het aantal factoren minimaal is. Stel 

p > 0. 
SG'"1 G"1 = -c;-1 < 0., 

dus is er een k, zo dat 

S ••• s G" <0, 
ctk u1 1 

S S ,.,.. . . . S 6",, > 0 • 
0 k+1 "k (,1 1 

El~e s
1 

verwisselt + f met elkaar en de overige positieve wortel­

vormen onderling. Dit op S~k+'1 toegepast levert op 

dus 

Suk· .. SG"26"1 =uk+1· 

(s ..• s,,.. r-1s (s .•. s ) 
~k "2 ~+1 °k ~2 

is een spiegeling, die cr
1 

in ·· u
1 

overvoert dus = S • Dus 
0-1 

s s ... s = s ... s s . 
a--k+1 $'k c,2 o-k c,2 i:;-1 

Substitutie hiervan in de uitdrukking van S levert een uitdrukking 

die twee termen korter is. De veronderstelling p > 0 is dus onmoge­

lijk, dus is S de identiteit. 

Het feit, dat elk punt met een van C equivalent is en geen 

twee punten van C onderling equivalent zijn, wordt ook uitgedrukt 

door de formulering: C is fundamentaalgebied van K. 

Stelling: De kaleidoskoopgroep wordt door de Sp met f s P voort­

gebracht. De dominante punten vormen een afgesloten fundamentaalge­

bied. Elk fundamentaalgebied beantwoordt aan een orde van de wor­
teJ.vormen. 

Het laatste is nog aan te tonen. Elk ander fundamentaalgebied 

heeft de vorm SC. Stel S =~. Kies een orde, waarbij de u
1 

posi­
f" l 

tief zijn. Is ; in de bov~nkamer van een nieuwe orde, dus (i,ui) > O 

vo.or alle i, dan is ([:iS/) > O, (s-·1
1:,fi)> o., dus s-1

1 in de boven­
i -'1 kamer v~n de oude orde, dus S l c C, 1 c SC. En omgekeerd. 
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68. In elke Liegroep G kan men een linksinvariant en een 
rechtsinvariant voliune-•element invoeren., door er een bij de groep­
een aan te nemen en door linics- resp. rechtsvermatligvuldiging~n 
over te plaatsen. Willen we rechts-• en linksinvariantie hebben., 
dan moet het volume-element bij de groepeen invariant zijn t.a.v. 

-1 x ~a~a , d.w.z. t.a.v. de geadjungeerde groep G. Daar deze 
lineair is, komt het erop neer, dat 

det a = 1 voor a lle a 6 G 

~ is. Dit is steeds het geval als G compact is, want dan is de functie 
det a beperkt dus =1. Ook voor alle halfenkelvoudige G is dit het 

"" geva 1, omd at d a a r s p A = o v o or A G r is . 
Men heeft zelfs een invariante maat in elke locaal compacte 

groep. (Zonder bewijs.) 
Zij Geen compacte groep en f een continue niet-triviale 

lineaire voorstelling van Gin een eindig dimensionale complexe 
lineaire ruimte R. 

H = J f(a) 1 f(a) d vol 
a e. G a 

is een hermitische matrix (indien het accent de spiegeling t.a.v. 
een unitair inproduot en de streep het geconjugeerd complexe aan-­
duidt), want 

H 1 = H • 

Voor x c R is 

(Hx,x) =J(r(a)'f(a)xJx)d vola =j(r(a)x.,f(a)x)d vola. 

Daar f(a)x continu en (f(a)x, f(a)x)~ O is kan (Hx,x)=O alleen als 
(f(a)x,f(a)x)~o ii, dus als f(a)x=O identiek in a is. Dit is wegens 
de niet-trivialiteit van de voorstelling alleen mogelijk als X=O. 
Dus is H positief definiet, We kunnen dus (Hx,y) als nieuw inpro­
duct in R gebruiken. Nu is 

f(c) 1Hf(c) = j f{cT 1ffar 1 f(a)f(c)d vola 
a e. G 

= fa ~G f(ac) 1f(ac)d vola 

= H. 
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Dus is (H f(c)x, f(c)y) = (Hx,y), 

dus is het nieuwe inproduct invariant t.a.v. de voorstelling van G. 

De voorstelling is dus equivalent met een unitaire. 

Hieruit volgt, dat de voorstelling volledig reducibel is> 

d.w.z. R is directe som van deelruimten> waarin de voorstelling ir­

reducibel is. 
Zij nam2lijk S invariante deelruimte van R bij f(G), dus 

r(a)scs. 

Dan is het orthogonale complement T van Sin Rook invariant, want 
uit x &TJ dus (x,S)=0 volgt wegens de invariantie van het inpro­

duct (f(a)x., f(a)S)=0, dus (f(a)x,S)=0, dus f(a)x~T. Zo voortgaande 

met het splitsen, vindt men onderling orthogonale minimale invarian­

te deelruimtenJ waarvan R de directe som is. 

De stelling van de volledige reducibiliteit geldt in het bij­

zonder voor de voorstellingen van unitair beperkte halfenkelvoudige 

groepen, omdat die immers compact zijn. Zij geldt zelfs voor de 

voorstellingen in het klein.s omda·t die als voorstelli:hgen van de 

universele ontrolling kunnen word.en opgevat (zie 60.7), die ook nog 
·I• 

compact is (zie 65). Zij geldt o~k nog voor de vocrstellingen ~ van 

een uni ta ir b2perkte ha lfenkelvoudige Lie--algebra r j immers cp in-­
duceert een voorstelling in het klein van er j en deelruimten, die 

bij r invariant zijn, zijn het ook bij efi , en omgekeerd. 

De stelling geldt ook nog voor complexe halfenkelvoudige Lie­

algebras r J want als S bij r invariant is .s dan ook bij r u, dus is 

er een lineaire deelruimteT met SriT = (0),S+T=R; die bij ruin­
variant is.s maar die is bij de complexe uitbreiding r van r ook 

u ' 
invariant. De stelling geldt dus ook voor reele halfenkelvoudige: 
Lie--a lgebra s r . Want is S bij r invariant., dan ook bij zijn com-­

plexe uitbreid ing r w :; dus is er een T met S" T = 0, S+T=R~ die bij 
~w invariant is.s dus ook bij r; is de voorstelling ~ in een reele 
ruimte R geschieden S reeel:; maar T per ongeluk complex, dan is ook 

T n ;g invariant bij r en Sn T=O .:i dus ook de in T+T liggende maxima le 

re.e.le ruimte T invariant en Sn T =(0) .. S+T =R. 
0 0 - 0 

Tenslotte geldt de stelling ook nog voor de voorstellingen -(en 
voor de Vfjorstellingen in 't klein) van de complexe en de reele 

halfenkelvoudige Lie-groepen. 
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Stelling: Lineaire voorstellingen in eindig •dimensionale ruim­
ten van compacte groepen en van reele of complexe halfenkelvoudige 
Lie-groepen en Lie-algebras zijn volledig reducibel. 

Hiervan geldt een zekere omkering: 
Stelling: Een irreducibele Liegroep (Lie-algebra) is direct 

product (directe som) van een halfenkelvoudige IJiegroep (Lie-alge--­
bra) en een eendimensionale abelse Liegroep (algebra) van scalair-• 
vermenigvuldigingen. 

Bewijs: Zij r die algebra (voor groepen gaat het nog iets een­
voudiger). Zij A tO een abels ideaal. Er is een simultane eigen­
vector van A, dus is er een maximale verzameling L1t(0) van x met 

Ax = '71.AX voor A e. A 

Definieer LP als verzameling der x met 

(A-71.A)Px=O voorAe.!:i. 

Door inductie bewijst men 

voor C G. r . 

Want dit veronderstellende krijgt men voor x G. LP 

( A-"AA) P+1cx = ( A-1'.A) P ( A-1'.A )CX= ( A-?.A) Pc ( A--71.A) x+( A-71.A) p (A ,c] x; 

de eerste summand verdwijnt wegens (A ~71.A)x e. L .,, en de inductiever--
P·· I 

onderstelling; en de tweede, omdat wegens de commutativiteit van A 

de factoren mogen worden verwisseld. Dus inderdaad ex e. Lp+
1

. Dus 
is U LP inva riante deelruimte 3 dus =R. Dus hebben de A e A in R 
slechts de eigenwaa rde "A. Voor x c L

1 
is 

[A,C]x = i\[A,C]x = 0, 

omdat sp[A,CJ enerzijds O, anderzijds veelvoud van ~(A,O] is. Dus 

ACx = CAx = ~ACx. 

Dus reeds 

dus L1 ipvariant en dus =R. Dus 

Ax = 71.A x voor A e. A , x 4 R. 

Daar l1f0, bestaat fl uit alle scalair-vermenigvuldigingen,:, dus is 
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r =A+ .6.
1 

(direct)., waar '1 1 de subalgebra der C met sp C = 0 is. 
6

1 
is nag steeds irreducibel, maar kan nu geen abels ideaal be­

zitten, is dus halfenkelvoudig. Hiermee is het gestelde bewezen. 

Stelling: Een volledig reducibele Liegroep (algebra) is in 

het klein direct product (directe som) van enkelvoudige. 
Bewijs. Zij R directe som van de minima le invariante deelruim- ., 

ten R .. r a lleen op R. bekeken is een algebra r., die door een na -
l l l 

tuurlijk homomorfisme Si beeld van r is. De kernen Ai van 's i 
hebben de doorsnee (0). ) i beeldt de commutatoralgebra r I van r 
in r '., die van r., af. Volgens de vorige stellj_ng is r: halfen-

1 l l 
kelvoudig. Zij ,¢ de radicaal van r 1 • '5 1¢ is in de radicaal van 

r~, dus =(0). Wegens ri A1=(0) is dus ¢=0, dus is oak r I halfen­
ke1voudig en zit in r als directc summand; de andere summand is iso -

morf met r mod r 1
, dus commutatief> dus directe som van enkelvou­

dige algebras; hetzelfde geldt voor r 1 • 

Dank zij de stelling van de volledige reducibiliteit kunnen 

we ous tot irreducibele voorstellingen van halfenkelvoudige groepen 

(algebras) beperken, willen we alle lineaire voorstellingen ler~n 
kennen. 

69. Het volgende geldt voor groepen zonder meer (niet noodza­
kelijk Lie-groepen). 

Twee voorstellingen fen g van een groep G door lin. afb. van 

lin. ruimten Ren S heten verbonden, indien er een afbeelding K van 
R in Smet K/0 en 

K f(a) = g(a)K voor alle a E.G. 

Stelling: Zijn fen g irreducibel en niet-triviaal (d.w.z. + 0), 
dan is K 1-1 en op .. 

Bewijs: Zij N de nulruimte van K. Dan is g(a)KN=(0) dus Kf(a)N=0, 
dus f(a)Nc.N.,, dus wr:gens de irreducibiliteit van f: N=(0) of N=R, 
maar de tweede mogelijkheid is uitgesloten wegens K/0. Dus is K 

1-1. Verder is g(a)KRc.Kf(a)RcKR, dus KR invariant bij g, dus KR=R 
( omdat KR=0 uitgesloten is), dus is K '1op 1

;, 

Voorstellingen in Ren S van fen g van eenzelfde G met een K1 

die R op S 1-1 afbeeldt., zodat 

Kf ( a ) = g ( a ) K 

heten ook equivalent. Dus: 
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Verbondene irreducibele voorstellingen zijn equivalent. 
Stelling: Is Geen irreducibel stel liri.afb. van R i~ zich-­

zelf en de lin.afb. P van R in zichzelf cominuterend met alle a ~G, 
dan is P een scalair--vermenigvuldiging. 
Be'Wijs: Zij 1\ eigenwaarde van P. Zij S de verzameling van alle. x E. R 

I 

met Px= 11. x voor alle a E.G. Dan is S een lin .deelruimte van R en 
Pax=aPx= ~ax, dus S invariant bij G, due =R. Dus Px= 11.x voor alle 

x 6-R. 

Stelling: Onder de voorwaarden der voorlaatste stelling is er 

op een scalaire factor na maar een K~ die de equivalentie bemiddelt. 

70. Stelling: Zij Geen groep van unitaire afbeeldingen van R 
in zichzelf en S invariante deelruimte. Dan is ook het orthogonale 
complement S 1 van S invariant; de projectie K van R op S commuteert 
met alle elementen van G. (Evident.) 

Stelling: Dezelfde voorwaarden, en Teen tweede invariante 
deelruimte. Zij G irreducibel op Sen op T. Stel; dat de voorstel­
lingen van G door beperking tot Sen tot T inequivalent zijn. Dan 
zijn Sen T onderling loodrecht. 

Bewijs: Met K zoals in de vorige stelling geldt Ka=aK, dus 
Kax=aKx voor alle x ,s. R. We beperken x tbt T en kunnen dus schrijven 
Kf(a)x=g(a)Kx waar f resp. g de voorsteJ..lingen van G door beper-• 
king tot T resp. S Zijn. Wegens de nietequivalentie is K=O, dus 
KT=O, dus T loodrecht op S. 

71. G wordt weer als compacte groep verondersteld. Met behulp 
van de invariante maat op G definieren we de unitaire ruimte ~ van 
de op G Lebesgue-absoluut-kwadraat-integrabele functies. 
Door 

( l. ( a ) cp ) ( x ) = <p ( xa ) 

wordt een voorstelling A van Gin~ gedefinieerd. De A(a) zijn 
lineair en unitair~ aangezien 

(A(a) (f, t..(a) v-) = j<p(xa) y,(xa)d volx = 

,, = j<p(x) r(x)d volx = ((f 5 l() 

is. A heet de universe le voorstelling van G. 
Stelling: Elke irreducibele voorstelling f van Gin een •1ndig­

dimensionale R is (op equivalentie na) in de universele terug te 
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vinden. 
Bewijs: We kiezen een lineair functioneel uiO op Ren beschouwen 
de u(f(a)x) als functies van a; dus als elementen van~- Zij vormen 

een lin. deelruimte ! f van ~ . De afbeelding K van R op tu.rs . u, ~ 

gedefinieerd door 

(Kx)(a) = u(f(a)x) 

is lineair en eeneen. 

/::,. (c)K = Kf(c) voor alle c E.G 

want 
( 6. ( C ) Kx ) ( a ) = u ( f ( a C ) X ) = u ( f ( a ) f ( C ) X ) = ( Kf ( C ) )ic ( a ) . 

K bemiddelt dus een equivalentie tussen fen de tot ¢u,f beperkte 
universele voorstelling van G. 

We noemen deze voorstelling ook f . Is in Reen basis gegeven, u 
beteken t het functioneel u de i-de coc5rdinaat, en intett·prE:t,::C;;rt men 
de f(a) als matrices, dan is Kx voor elk basiselement x eeh matrix­
element van f(a) in de i-de kolom, opgevat als functie van a~ De 
ruimte i f is dan voortgebracht door de matrixelementen in de i--de 

UJ 
kolom, als functies van a beschouwd. 

Als aanvulling op de vorige stelling verkrijgen we(onder de­
zelfde veronderstellingen): 

Stelling: Elke invariante deelruimte S van p , die door I:}. 

equivalent met f wordt getransformeerd.s is van de vorm Pu,f met 
geschikte u/0; A werkt daar als f • u 

Bewijs: Gegeven is een equivalentie C, d.w.z. een lin~afb. van 
R op S:, zodat 

a(a)e = ef(a). 

ex is voor x 6 R een element van ~ , dus is (ex) ( 1) een lin. func tio­
neel in x, dus van de vorm u(x) met geschikte u. 

(cx)(a) = ( A (a)ex)(1) = (ef(a)x)(1) = u(f(a)x), 

waaruit het te bewijzene volgt. 

~ f zij de door de ff, u voortgebrachte lin. deelruimte van ~ . 
De matrixelementen van f(a), opgevat als functies van a, noemen we 

een basi~ van ff. Alle met f equivalent getransformeerde invariante 
deelruimten van ~ zi tten in ~ f. 

Stelling: Voor inequivalente irreducibele fen g zijn ~f' 1g 
orthogonaal op elkaar. 
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Bewijs: Uit de tweede stelling van 70 volgt: fr orthogonaal op 
.'lu 

f . Dus ~f orthogonaal op~. g,v g 
Dieper ligt de volgende 

Stelling (zonder bewijs): f is een kleinste afgesloten deel­

ruimte van ~, die alle ~f, behorende bij de d_iverse nietequivalente 
eindig-dimcnsionale lin. voorstellingen; bevat. 

Stelling: Van een unitaire irreducibele voorstelling zijn de 

matrixelementen (als functies op G) onderling orthogonaal; het 

lengtekwadraat van elk matrixelement is 1 vol G (waar n de dimensie n 
van f is) . 

Bewijs: Bij gegeven u,v stelt 

j(f(a)x,u)(f(a)y,v)d vola 

een bij f invariant inproduct (x,y) 1 voor, is dus wegens de irre­

ducibiliteit van fop een vaste factor na gelijk aan (x,y). Om sym­
metrieredenen kan men zelfs zeggen: 

j(f(a)x,u)(f(a)y,v)d vola = 0(x;y)(u,v) 

waar ( constant is. Voor (x,y)=O of (u,v)=O is dat O, waaruit de 

orthogonaliteit van verschillende matrixelementen volgt. Laat men in 

deze formule X=Y en U=V een orthonormale basis doorlopen en sorruneert 

men, dan krijgt men verder de integraal der absoluut-kwadraat-som der 

matrixelementen van een uni ta ire matrix, dus n; rechts O n
2 . Dus 

n vol G = { n2 , 

dus 1 / = n vol G. 

Het spoor van een lin. voorstelling f is een functie op G, die 

ook het karakter if van die voorstelling heet. Uit de vorige stel- ' 
lingen volgt: 

Stelling: De karakters van inequivalente irreducibele voorstel­
ling zijn orthogonaal. op elkaar. Het lengtekwadraat van elk irre­
ducibel karakter is vol G. 

Stelling: De matrixelementen van een volledig stel inequivalente 

irreducibele unitaire voorstellingen der compacte groep G vormen een 

totaal orthogohaalstelsel voor t . De irreducibele karakters vormen 
er een voor de klassefuncties uit p (de functies; die op elke klasse 
geconjugeerde elementen constant zijn). 

Bewijs: Het eerstedeel volgt onmiddellijk uit vroegere stellingen. 

Zij 'f' een kla ssefunc tie 6 t. <.p bezi t een ontwikkeling naa r matrix-
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i i coefficienten (bases x1 , ... ,xn) van de irr2ducibele unitaire voor-

stellingen fi: 

Voor een irreducibele f commuteert 

f(a-1ac)d vole 

met alle f(b), is dus scalair veelvoud van de 1. Door het spoor te 

nemen, ziet men dat die factor / ;t'. f. (a )vol G is. 
1 1 1 1 . . 

cp(a)vo1 G = jcp(c-- ac)d vol = 1:cc 1 - Xr (a)(x~,xk1 ). 
C 1JK ni i J 

Dit geeft de gewenste ontwikkeling van <p naar karakters. 

71. We beschouwen weer een halfenkelvoudige unitair beperkte 

geadjungeerd3 groep G met infinitesimale algebra r en stam e. In de 

lineaire ruimten e en E (opgespannen door d2 EO() warden volumes als 

gebruikelijk gedefinieerd (antisymmetrische multilineaire functies 

van 1 resp. r-1 vec toren; ijking vereist). In r wordt de volume­

functie als product van deze twee gedefinieerd. Door rechts- (of 

links-)vermenigvuldiging warden de volumefuncties in e en r overge­
bracht naar de tangentiaalruimten in andere punten van e 8 en er. 

Invariante volumes in e6 en er volgen hieruit door integratie. 

Zij U een parallelotoop bij de O in eJ analoog Vin E. Zij 

h=eHe e 6 • Overeenkomstig de uitdrukking voor de functionaaldetermi­
nant van! in 64 is 

Vol U v aheUa-\= lf 1.r(eoc(H) _1)•vol u.vol V + •.• , 
a E:. e (XE, vi 

waarbij de stippeltjes grootheden van hogere orde aanduiden. 
Dus voor twee punten h E- e 6 verhouden de volumes van U yaheUa--1 

a 6 e ( ) 
zich in eerste benadering als de overeenkomstige lT. (2<X. H ·-1). 

r,;e.W 
De verhouding hangt niet van V af en ook niet van de stam e maar 
alleen van de klasse geconjugeerde elementen waartoe h behoort. Dus 
verhouden voor verschillende hook de 

vol U a aheua - 1 
E-G 

zich als 
1T (eoi.(H) __ 1) 

«.e. w • 

Dus op een normeringsfactor na., die we gerust 1 mogen stellen 
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vol U
80

GaheUa·· 1 =1foc.E.\l/e°'(H) .1)vol u + ... 

Een klassefunctie ~ is bekend door zijn waarden op e 6 . 

. J <p(a)d vola = f 
O 

<p(h)lf(eor.(H)_1)d volh 
aE:-G he.e 

waar h=eH, en het volume-element in de tweede integraal in e 6 is 

te nemen. De orthogonaliteitsrelaties voor karakters zijn nu met 

de afkortingen 

te schrijven als 

dus 

.a.(h) = lToc.>O ( etx.(H) _1) 

'If' = X A 

vol G 
0 

Ze verschijnen dus als orthogonaliteitsrelaties voor de functies 

X, A met het volume-element van e8 . 

:Ii t ve1,,klaa rt, waa rom stra ks in a llerlei formules niet de ka -· 

rakteri zelf maar hun producten met zoietsals A optreden. 

72. Gegeven een Lie--algebra r (we hoeven van de basis alleen 
existentie niet eindigheid te veronderstcllen; de co~fficienten 

hoeven niet uit een lichaam te komen, een ring met een element is 

vold oende) . 
We gaan r inbedden in een associatieve algebra E, de omhullen­

de algebra van r . Hoe zo iets moet~ is duidelijk. 
We vormen de vrije associatieve algebra X over de basis 

x1 ,x2 , ... van r., d.w.z. metals elementen de veeltermen 

en in X het ideaal R voortgebracht door de 
,. 

x.x.-x.x. - [x. 5 x.]. 
l J J l l J 

We definieren 
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E = X mod R. 

Een element in Xheet kanonisch., als het de vorm bezit 

11 12 
i:«, .· . . .. x..-i x 2 -J..

1
]_2 J 

(slechts eindig v2el exponenten fo). (1) 

(Dus de xi staan ~r op volgorde.) Elk element van Xis mod R don­
gruent met een kanonisch element. 

Stelling: Het cnige kanonische element in R is 0. 
Hieruit volgt onder meer., dat r door de afbeelding 1imod R11 

eeneen wordt ingebed. 

Is 

Hulpstelling~ Zij R de verzameling der 
m 

graad u1 j + graad v1 j ~ m. 

dan is zelfs 
w ~~ -1 

(2) 

Bewijs der stelling: We gebruiken de notatie van de hulpstel­
ling. Zij voor een w/0 der vorm (1) een voorstelling (2) mogelijk 

en zo gekozen dat max(graad u .. ,+graad v. ,) minimaal is. Rekent men 
J.J lJ 

in (1) en (2) commutatief met de basiselementen (d.w.z. mod het 
door de x.x .--x ,xo voortgebrachte ideaal), dan blijkt dat 

J_ J J J_ 

graad (2)~m+1, 

dus volgens hulpstelling ( 2) E:. Rm_ 1 in strijd met de veronderstelling 
omtrent m. 

Bewijs der hulpstelling: Zij w van de vorm (2) en graad w i m+1. 

Zij Lm het deel van de som waarvoor 

graad uij + graad v1 j = m. 

(Alle dergelijke sommen word en 11 netjes 11 
> d. w. z. zo kort mogelijk 

verondersteld.) Dan is wegens de veronderstelling omtrent graad w, 
,. 

L u .. (x.x.--x.x.)v .. = 0. 
m J.J J. J J J. lJ (3) 
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We moeten aantonen, dat hieruit volgt 

~ U.J .. [XoX -]Vo. eR ,1 • ~m l l J lJ m- I 
(4) 

Onder Z verstaan we de verzameling der ~)roducten varl basiselementen 

x1 , x2 , ... met n=m+2 fac toren ( in willekeurige volgorde) . Voor eJ.ke 

zij 
Paz= 

Het 1inkerlid van (3) bestaat uit summanden 

Met zulk e2n summand is er wegens het verdwijnen van de som ook een 
summand 

verder 

enz. Het linkerlid van (3) is een lin2aire combinatie van uitdruk­
kingen 

met P P ... P P = 1. 
ak ak-1 a2 a1 

(5) 

Overeenkomstig is het linkerlid van (4) lineaire combinatie van 

Van deze uitdrukkingen tonen we aan, dat zij ondRr de veronderstel­
ling (5) verdwijnen. 

De nwoorden 11 opgebouwd uit 11 letters 11 1, ... .,n-1 vormen een ver­

zameling /JwJ • We definieren induc tief PA en QA voor A E- owJ : 

paA = PaPA' 

QaA = QA+QaPA 



Inductief b2wijst men 

Verder is evident 

Wat we willen bewijzen, luidt nu: 

Uit PA = 1 volgt QAz e; Rm_ 1 voor alle z G Z. 
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(6) 

(7) 

(8) 

De woorden 

De woorden 

deelverzameling 

A e. ~ met P A=1 vormen ee11 deelverzameling ~ 1 • 

A 6 7trl.J 1 met QA z €. Rm_ 1 voor a lle z E:.. Z vormen een 

WJ . We willen dus aantonen: 
0 

7rrf)o = ~1 (9) 

'iJr{) / M
1 

is de symmetrische groep (met als permutanden de 

nplaatsenn in een element van Z). 

Tot "i>/.) 
1 

behoren de woorden 

wa = aa, 

W a ( a +1 ) = a ( a +1 ) a ( a +1 ) a ( e +1 ) , 

Wab ""'ab ab (voor I a-bl> 1)_., 

die we onder '?Ir{) 
2 

samenvatten. 

Zij C * het woord C achterstevoren. De verzameling der C 'kAC met 

A~ QY/J2 heet M-:.,. De verzameling der producten van elementen van 
~ . 

?rlJ
3 

heet W 4 . M 2 C M
3

c w.J 4 c 3»?
1

. Woorden, die uit elkaar ont-

staan door inlassen of/en schrappen van enige aa heten equivalent. 

De woorden uit M 
2 

vormen een voortbrengend relatiesysteem van de 

symmetrische groep 2 d.w.z. elk woord ult @n'.J 1 is equivalent met een 

uit "lr/J 4 . We tonen nu aan 

1) ?YI) 2 C d}{Jo· 

2) Met A is ook C¥.AC1::.M, dus "Jrr'),.,c 'hO. 
0 J 0 

3) Met A,B is ook AB 6 'J?{) o' dus w l~ C ?'ft) 0. 

4 ), Met elk woord zijn ook zijn equivalenten in ~ 
0

, dus 

3>01 c Mo. 

Hieruit blijkt dan het te bewijzen (9). 
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ad 2) We hoeven dit alleen te bewijzen voor een C bestaande 

uit een letter c: 

QcAcz = Qcz+QAPcz + QcPAPcz 

= Qc(1+Pc)z + QAPcz e..Rm-1 

als A 6 9tl.J
0

• (Hier wordt 6,7,8 gebruikt.) 

ad 3) QABz = QBz + QAPBz €. ~ .1 

a ls A3 B 6 w.J 
O

• (Hierbij wordt 7 gebruikt.) 

ad 4) QAaaB2 = QBz + Qa(PB+PaB)z + QAPaaB2 

= QBz + Qa(1+Pa)PBZ + QAPBZ= QABZ. 

(Hier wordt 6,7,8 gebruikt.) 

ad 1) T.a.v. Wa zie ad 4). We beschouwen nu het geval Wa(a+1). 
Voor het gemak nemen we aan, dat in 

z = xi1 ... xia ... xin 

ia=1, 1
8

+1=2, ia+2=3 is, en schrijven we 

z = px1x2x
3
q. 

Dan wordt 
Q z = 

wa (a+1) 

px1 [x2:, x3] q +p [x1 .3 X3] x2q+px3 [ x1 > x2] q+p [x3, x2] x1q+px2[ x3 > x1J q + 

+ p[x2,x1]x3q 

(x1 [x2 ,x,JJ 
> .J 

[ x2Jx3,x1JJ 

waarbij voor het verdwijnen van [x1Jx2 ,x
3

]] + ... gebruik is gemaakt 
van Jacobi. De verkregen uitdrukking behoort inderdaad tot R 1 . m-

Tenslotte W b met I a--b} > 1, waarbij gemakshalve i =1, i 1=2, a, a a+ 
ib=3, 1~+1=4 is gesteld, 



QW~bz = px1x2q(x3 ;x4Jr + p(x1 ,x2Jqx4x3r 

+ px2x
1
q[x4 .,x

3
Jr + p[x2 Jx

1
]qx

3
x4r 
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= p(x
1

x2 -x2x
1

)q[x
3

,x4Jr + p[x2 .,x1 Jq(x
3

x4~x4x
3

)r 

= p(x1x2-x2x1-[x1 ,x2J~[x3 >x4Jr + 

+ p[x2,x3Jc1(x3x4-X4X3 ·[X3,X4J)r 

6 R ,., • 
m- I 

Dit voltooit het bewijs van de hulpstelling. 
Men toont gemakkelijk aan: Elke lin. afbeelding f van de Lie­

algebra r in een associatieve algebra F, waarbij q,[x,y]=cp(x)1(y) 

-f(Y)f(x) is, kan via de inbedding van r in E geschieden (gevolgd 
door een homomorfisme van E in F); en de omhullende associatieve 

algebra van r is door deze eigenschap gekarakteriseerd. 

73, Zij r een halfenkelvoudige Lie-algebra, ingebed in zijn 

omhullende E. Zij a 1 , •.. ,ar een basis van r en a 1 , •.. ,ar een corre­

laatbasis t .a .v. de (niet-ontaarde) Killing -Cartan--vorm, dus 

""i"' 1 i=j 
sp(a aj) .= 0 voor ifj 
z. = z, a.,Z.at,}' 

l, 

heet het Casimir-element van E. Dit is onafhankelijk van de keuze 
van basis. Immers, zij bi en b. gedefinieerd door 

l 

bi - ~ viaP 
- .t:...pO p , 

Lqo jbq = a j 

(met det { =Jo) • 
Men ga over tot de geadjungeerden} vermenigvuldigehet onder elkaar 
staande met elkaar en neme een spoor: 

dus 

Lq oj sp bibq = La~ sp aPaJ = 1i } 
p 

voor 

zodat de b1 , bi weer correlaatbases vormen. Nu is inderdaad 

~ i i p p 
t-• b b. =i: . Y a b .. =La a • l l p>lO p l p p 

Stelling: Het Casimir-element ligt in het centrum van E. 

Bewijs: We behoeven alleen aan te tonen, dat z met elk element 

van r commuteert. 
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dus voor elke x ~ r 

en analoog 
( ~i [ ,,-._/ ]) j ~ i ~. . s p a ca J" a a 

1
. = Li· a [ c > a 

1
. ] • L-J, l 

( !(-) 

Optellen geeft links O wegens de invariantie van de Killing-Cartan­
vorm bij de geadjungeerde groep, terwijl rechts 

staat, hetgeen dus verdwijnt. 
Opmerking: Uit (*) volgt 

s P ( xy) = z:. s P ( x a . ) s P ( Y a 1 ) . 
l l 

Vormen hi, hi een paar basis--correlaatbasis voor e, dan vormen 

er een voor r . 

sp(h h') 

dus met 
) h = Oi. , 

(zie 45) 

waarbij dan CJ., ct r * willekeurig in e kunnen worden gekozen. 

74. We willen nu eindig--dimensionale lin. voorstellingen van 
Lie-algebra's r onderzoeken met algebraische middelen. We beperken 
ons dus tot irreducibele, gezien de stelling van de volledige redu­

cibiliteit (die transcendent is bewezen, maar waarvoor ook algebra­
ische bewijzen bestaan). 

Voorlopig kunnen we ook oneindig-dimensionale voorstellingen 
toelaten. Voor de elementen van r gebruiken we kleine letters 

(h,e,enz.), voor de corresponderende lin. afbeeldingen (van R in 
zichzelf) de corresponderende hoofdletters (H,E,enz.). 



Is er een x 6. R, x:/0 zoda t 

Hx = ?\ (h)x 
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( ?.. linea ir in h e. e), 

dan heet ?\ gewicht van de voorstelling, x nbehoort 11 tot het gewicht 

~. Is R eindig-dimensionaal, dan zijn er zeker gewichten (gezien 

de oplosbaarheid vane). 

HE«x = [H.,E°'] x + Et<.Hx = °'(h)E°'x + 7\(h)E« x. 

Dus: als x tot het gewicht 7\ behoort~ behoort E«x tot het gewicht 

A+~ of verdwijnt. 

De gewichten kunnen in« -ladders worden gerangschikt 

0 O O 7\ - ot., ?\, 7\ + or.~ 0 0 0 

Zij x, behorende bij het gewicht ~, zo dat 

E x = 0 ,. oc. 

is. (Dit is vanzelf het geval als 7\-« niet gewicht is.) Definieer 

Ejx = x 
(l( j . 

Dan hoort x. bij het gewicht 7\ +jct ( of is nul). 
J 

We bewijzen inductief: er zijn scalairen fj met 

Dit is juist voor j=-1, waarbij f __ 1=0 wordt gesteld. We nemen de 
geldigheid aan en doen de volgende inductiestap: 

Voor fj+1 wordt verkregen 

fj+1 = fj - ('x.+(j+1)tX) (ho:). 

Sommeren van deze vergelijkingen (j=-1,0, ... ,1-1) geeft 

i 
Pi = - L ( 'i\ + j rx) (hoc) 

0 

Is de ladder van x1-en eindig, van de lengte g, dus xg/0, xg+1=G, 
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dan is /g=O, dus 
g == -2 

75. Naar aanleiding van het voorafgaande noemen we een element 

l van e * ~eheel, indien 

is. 

-2 ( ~ , ex) 
(oc...,oc) 

geheel voor elke ~ e. W 

We kunnen trouwens volstaan met de eis 

- 2 (1sf) geheel voor elke f=P 

( ', /) 
(waar P weer een systeem primitieve wortelvormen is). Immers uit 

het laatste volgt (zie 44 en 67): 1 en s
1 

l schelen een geheel 

veelvoud van f ; dus voor elke S uit de kaleidoskoopgroep: i en 

S [ schelen een lineaire combinatie met gehele coefficienten uit 

- f = -2 ( l' e<.) ct zullr een com­wortelvormen; in het bijzonder is S°' 1 
binatie, dus inderdaad 

geheel. 

-2 (1,oc.) 
(oc, c<) 

Alle wortelvormen zijn geheel. 

(«, oc.) 

Is het aantal gewichten van de vorm z +p 01. (vaste oc. e. W, p ge­

heel variabel) eindig, dan zijn zij geheel (zie 74). 
In het bijzonder heeft een eindig dimensionale voor>st@lling al••· 

leen gehele gewichten. 

Als elementen vane* zijn de gewichten bij de (lexicografische) 
orde in o* betrokken. Speciaal interessant is het geval van exis­
tentie van een hoogste gewicht. 

76. Als een linea ire voorste lling van r in R gegeven is en x -=- R 
de eigenschap bezit, dat de kleinste bij r invariante deelruimte van 

R, die x bevat, met R samenvalt, zullen we x een bron van R (bij die 
voorstelling)noemen; 

Is~ x bron van Ren vormen de A1 , ... ,Ar een basis der voorstel­
ling van r, dan wordt R opgespannen door de producten der Av (in 
willekeurige volgorde, met herhaling), toegepast op x. 

Als basis kan men in het bijzonder de E« plus een basis H1, ... ,ri1 
der voorstelling vane nemen. Men kan dan volstaan met de producten 
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der vorm 
i1 ~im jm jm k1 kl 

E •• ,.6 EO( ... ~ H1 ••• HJ_ x , 
-0:1 ... 4'm 1 m 

( *) 

waar ~, ... , 01. m de positieve wo1."'telvormen ( in gegeven volgorde) 

zijn. 
Immers, waar twee basiselementen A,B elkaar verkeerd opvolgen 

(BAi.p.v.AB), kan men voor BA substitueren AB+[BJA] en zodoende 

successievelijk orde sch2ppen. 

Behoort de bron x tot een gewicht ~, dan kan men in(~) de 

factoren H missen, omdat H
1

x = A(h1 )x is. 

Behoort de bron x tot het hoogste gewicht (indien existent), 

dan kan men zelfs de E missen, omdat E x wegens o:.. > O, indien 
(ll.. ~i l 

/0, van hoger gewicht zou zijn. Bij elk gewicht horen dan slechts 

eindig veel lineair onafhankelijke vectoren. 

Is er een bron van het gewicht ~, dan verschillen alle gewich­

ten fa van 7'. met een som van wortelvormen. Is er een bron met een 

geheel gewicht, dan zijn alle gewichten geheel. 

77. Als het hoogste gewicht bestaat en geheel is en bij het 

hoogste gewicht een bron x van R behoort, dan verdwijnen voor elk 

y GR, behorende tot een gewicht, en elke positieve wortelvorm 
bijna alle EN y. 

-Ot 

Bewijs. Het is voldoende dit te bewijzen voor een y der vorm 
i1 im 

y = E ••• E x • -IX1 . -0< m 

Het bewijs kan induc tief gcschieden: Stel voor zekere °' > 0 en 
zekere N 

dan voor f3 > 0 ook 

E.N+3E y = 0 
-0,., -ft . 

Want 

E y = EN+2E E y+EN+1E n y = ..• = 
-~ ·-Ct -~ -~. -~ -,~ -« 

=E EN+3y N+2 N+1 + ... E E y+ ... E 2 E y+ 
-{,- -C( -(3 -Cl -ac -/3 - Ol -OC 

N + ... E .. /a _ J«E-cx.y=O 

(coefficienten zijn door stippen aangeduid; denk erom dat ~+4~ niet 

meer wortelvorm kan zijn ! ) 
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A. 78. Stelling: Bezit de voorstelling een hoogste gewicht ~., 

is~ geheel 
I\. 

8n hoort biJ ?\. een bron van R, dan is de voorstelling 

irreducibel en eindig-dimensionaal, en dan treden met elk gewicht 

al zljn equivalenten ook als gewicht op: de op een 11 rechtelf z +pd:. 

(p variabel, oc ~ W vast) liggende gewichten vormen dan een or.. -lad­

der, die door S& ondersteboven wordt gedraaid. 
Bewijs: Zij ~ > o. Wegens het bestaan van een hoogste gewicht in 

het geheel is er ook op de rechte ) +poc een hoogste gewicht A. 

(dus met p maximaal)., waarbij een vector y hoort. Volgens 77 breekt 

de rij Ei y af, volgens 74 is S 7\=?..-p '0<. ook gewicht. Zij _p., =?\.-p 11« 
-oc -« 

enig gewicht op die rechte. Dan is p 11 ~ O. Zij y' een vector horende 

bij 7\-plfo,,. Dan is er volgens 77 een m met y 11 =Em y':/0, E y"=~. 
-0<. -« 

y 11 hoort bij het gewicht "--(p"+m)0<.. Volgens 74 is s0t(1>.-(plf+m)<Y-) 

ook gewicht. Nu is S,,,=S • Dus S ('i1.-(p 11 +m)tx.)=S 1\-(p"+m)S,,,~:c= 
""' -l)t 01, -()I. "" 

;:: ?..-p I Ol +( p" +m) IX. • Di t gewicht kan 7'. niet overtrt:iffen, dus 

p 1 ~ p 11 +m ~ m. Dus ligt ,,1-1, tussen 7\ en SO(, 1\ ; daar ,µ. en ?\. van ~ een som 
van wortelvormen schelen, schelen ze onderling een geheel veelvoud 

van 0< • Dus vormen de op de rechte liggende gewichten een <X -ladder., 

die door S°' ondersteboven wordt gedraaid. Met elke ,IJ., treedt Soc.fo 

* als gewicht op, dus ook elk element vane., dat met_µ. equivalent is. 

We tonen nu de irreducibiliteit van de voorstelling aan: Zij S 
een invariante deelruimte. Een y,/0 uit S kan als 

y = LY.,._ 
worden geschreven met surnmanden y?.. behorende bij (verschillende) ge­
wichten . .,__ . We kiezen h 6- 8 zo da t a lle 1'.( h) ( voor a lle in de som op­

tredende y~) verschillend zijn. Uit voldoende veel 

kan men de afzonderlijke y~ lineair combineren. Dus is er in Sook 

een element y horende bij een gewicht. We kiezen y f:. S zo dat het bij 

een zo hoog mogelijk gewicht 11. behoort. Daa r E ye:. S en 71. +C<. voar()(. > o 
or. 

niet gewicht van een element van Sis~ is dan 

E~ y = O voor a lle OI. > O. 

Aau het Casimir -element z der omhullende algebra van r beant­

woordt bij de voorstelling een lineaire afbeelding Z van R in zich­
zelf, 
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(H1,H1 beantwoorden aan de hi,hi van gecorreleerde bases van 8). 
We passen Z toe op een y, behorende bij het gewicht 7\ , met 

Eot y = 0 voor alle °' :>O. 

Dan is 
i 

Zy = k (E E +E E )y + L1·H Hl.y 
(X > 0 -I>'. OI. 0C. •• °' 

= L > O ( 2E E +H ) y + 1: ?\ (hi) 71. ( h. ) y . °' -0(. (X ct,. 1 ' 

= Loc.>o(?...,<X)y + ('A,"-)Y 

= ((7',2o) + (?.,?\))y = ((7>.+.:Y,,..+o)-(a,ct))y, 

indien gesteld is 
L (ll.. > cix = 2cr • 

Daar x bron van R is, is 

y = ux 

voor zd::cr:: U, die bij de voorstelling beantwoordt aan een element 

u van de r omhullende algebra. Wegens ZU=UZ en 

Zx = ((7\+o",~+a') - (J',a-))x 

moet dus 

zijn. 

In 79 zullen we aantonen, dat onder de hier gemaakte veronder-
stellingen 

(11.+cr,"'+o) < ('~+d/~+J") 

tenzij ?I.=~ is. Maa r dan is y sea lair veelvoud van x, dus S=R. 

Hieruit volgt de irreducibiliteit. 

Daar de gewichten geheel zijn kunnen ze zich niet verdichten. 

Er kunnen dus slechts eindig veel gewichten ~ zijn met 

("-+cf, 71.+ er) < ('~+er, ~+ J) • 

Bij elk gewicht horen slechts eindig veel onafhankelijke vectoren. 
Dus is dim R eindig. 

!1-, Hiermede is de stelling volledig bewezen. 

79. Zij J' ~ P. Dan verwissel t Sf de + f onderling en de overige 
positie-v:e (negatieve) wortelvormen onderling. Want ix> O, S c< < O 

f 
zou betekenen dat in de ( :- p)-ladder van °' naar Sf o< een stap «-py > O, 
ot -(p+1).f < O zou zijn; maar dan was p =((l(.--pp)+(p+1)p-o:.) som van 
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twee positieve wortelvormen., dus tf, P. 

Daar 2c1 de som der positieve wortelvormen was, is dus 

dus 

dus 2 ( ;r' P) = 1 voor a lle f e. P. 
r-;;;? 

Derhalve is d een geheel element vane~. 

In het bijzonder is (er, f) > 0 voor p e. P, dus 

(cr.,O() > O voor positieve °' e. W. 

a is dus dominant. 

Stelling: Onder de veronderstellingen van 78 geldt 

("' +a-, ?\+er) < (?. +c>, 7\+1) 

voor alle gewichten 11.=} ~. 

Bewijs: Zij ,µ. =?.. +poc het hoogste gewicht van de ?.. bevattende 

QC. -ladder. In 78 was reeds aangetoond., dat 71. tussen ,# en SOf.,,«, 

ligt, dus 
2 (,..u,<x.) ~ p. 

(cx,o.:) 

(µ+rY,JJ,,+o')-(A+d°,?1.+.:Y) = 

= 2p(µ.+(r.,or.)-p 2 («.,e<.);:; 2p(c,or.) > o. 

Inductief concludeert men hieruit het gewenste. 

80. Voor het hoogste gewicht van een eindig-dimensionale li-
. * neaire voorstelling komen alleen gehele dominante elementen vane 

in aanmerking. We construeren nu bij een gegeven geheel dominant 

element~ van 0 een irreducibele voorstelling, waarvan i hoogste 
gewicht is. 

De bij ~ horende vector x moet door E («>O) en H-~(h) worden or. . 

geannuleerd. Het ligt voor de hand., om de te construeren ruimte R 

als lineair beeld van de omhullende algebra Evan r op te vatten 

en het'door de ecx.(et>O) en de h-{(h) (he8) voortgebrachte links­
ideaal M als O van de ruimte R. Anders gezegd: we definieren 

R = E mod M_; 
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aan het element a e. r is door de voorstelling f de afbeelding A van 
R in zichzelf met 

A ( u +M) = au + M 

toegevoegd (u doorloopt E). Omdat M linksieleaal. (dus vMcM) is., is 
' dat een voorstelling van r. Het element 1+M van. R is bron. Wegens 

-1 ¢ M ( zie 72) is 1 +M niet de nul van R. Wegens h- ?\( h) €. M { voor 
alle he. 0) behoort 1+M tot het gewicht ~ . Wegens eix E; M ((X' > 0) 
wordt het door deze e~ geannuleerd., dus is~ hoogste gewicht. Uit 
78 volgt, dat dim R eindig en de voorstelling f irreducibel is. 

We laten nu zien, dat een irreducibele voorstelling met een 
" hoogste gewicht ~., dat geheel is., door dit hoogste gewicht in we-

zen eenduidig bepaald is. 
Zij namelijk r* een irreducibele lineaire voorstelling met 

hetzelfde hoogste gewicht i., in een lineaire ruimte R~ en zij x~ 
een vector horende bij het hoogste gewicht. f~ kan worden uitge­
breid tot een homomorfisme van E in de algebra der lineaire afbeel­
dingen van R in zichzelf. Daar x* bij het hoogste gewicht i hoort, 
is r*(e()(.)x"'=r*(h·- ~ (h))x"= O voor oi. >Oen h (:.0, dus ook fN-(M)x~=(O). 
We definieren een afbeelding ~ van R in R* door 

c,o(u+M) = (r* u)xit voor alle u 6E 

(inderdaad is ~(M)=O). ¥ is lineair. We tonen aan 

<p( fa) = ( f *a) <f voor a & r 

<p(fa)(u+M) = sa(au+M) = (r*(au))x*= (f*a)(f"u)x* 

= ( (f*a) <p) (u+ML 

waaruit (*) volgt, 
f is 1-1 en op, want wegens (*) is de nulruimte en de beeld-

* ruimte van• invariante deelruimte van R resp. R, terwijl 
(f( 1 +M)=x *, dus <p niet identiek nul is. Hierui t volgt da t cp een 
equivalentie tussen fen f* bemiddelt. 

We hebben dus de 
Stelling: 1. Een eindig-dimensionale irreducibele lineaire 

voorstelling van een halfenkelvoudige Lie-algebra is door zijn hoog-
1, 

ste gewicht A op equivalentie na bepaald;tusseh twee met hetzelfde 
hoogste 'gewicht kan men de equivalentie zo tot atarid brengen, dat 
vectoren met hetzelfde gewicht aan elkaar beantwoorden. 2. Elk ge­
heel dominant element vane kan als hoogste gewicht optreden. 
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J. Met elk gewicht treden alle equivalente als gewicht op, en wel 
met dezelfde multipliciteit. Het hoogste gewicht heeft de multi­

pliciteit 1. 4. Met elk gewicht 11 treden als gewichten op alle' 
7'+p11< met p geheel ~ - 2 ( 'i\, ix) ( oc. e W). De verzameling der geWich-

~ 
ten is erdoor gekenmerkt, dat zij het hoogste gewicht bevat en met 

elke t ook alle / -pcx, waarbij ex. een positieve wortelvorm en p 

geheel ~ 2 t !~ ;j is. 5. Voor elk gewicht 71. /. ~ geldt 

(71.+a,71+0) < (11+~,~+er). 6. Een dominant element } vane* is dan en 
slechts dan gewicht, als ~-, som is van positieve wor-telvormen. 

Van 3 moeten we de aanvulling nog bewijzen en van 6 het ge­
deelte fldan 11

• We beginnen met het laatste: 

Zij l dominant en l + L Pifi (fi irr>educibel, pi geheel ~ 0) een 
gewicht; we bewijzen, dat ook l gewicht is. 

We mogen ver-onderstellen !:P1p1/.o. Wegens 

is er een j met 

Dus 

Dus is 

pj > O, (LP1f1,fj) > O, 

(1+L)1r1,fj) = (1, .Pj)+([)1Pi; fj) > o. 

Op deze wijze doorgaande daalt men af naar f. 
We bewijzen nu de aanvulling op 3: Zij Seen automorfisme van 

het sys teem W. Dit kan als lineaire afbeelding op e 11- warden uitge­

breid ( zie 47). Verder hoort bij S een automorfisme van r ( ook S 
genaamd), zodat 

S toegepast op 

geeft 
,, 

dus 

Dus is 

(h E- e) 

[Sh,e8 «]= ~(h)eS«' 

[ h,e8 1)1..J= ~(s-1h)e8 « 

(S«) (h) = e,.(S-1h). 
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Algemeen voor ~ e. e "" 
(sp(h) = ,(s-1h). 

Zij (voor een gewicht ?\ en een voorstelling f van r ) 
R de ruimte van vectoren horende bij het gewicht ~. 

i\, f 

Is a -+f a (a 6 r) 

een irreducibele voorstelling van r in R (dim R eindig), dan geldt 
hetzelfde voor g gedefinieerd door 

Voor x e R f is 
"A, 

dus wegens 

ga = fsa . 

x 6 R
8 

, dus R c R en om symmetrie-redenen 
?\,g AJf SA,g 

R = R ?\,f S'7\,g 

Is S E.. K, dan is met S?I. ook 71. gewicht van g; en analoog omgekeerd. 

Dus hebben fen g dezelfde gewichten. Er is dus een equivalentie 

tussen fen g, waarbij vectoren van R van hetzelfde gewicht aan el­

kaar beantwoorden, dus 

Dus ook 

dim R Si\,f = dim RS ?.,g 

dim RS~,f = dim R"A,f, 

en dit is de gelijkheid van multipliciteit bij equivalente gewich­

ten. 

81. Van bijzonder belang zijn de 1 fundamentele hoogste ge­

wichten ~i (en de bijbehorende irreducibele voorstellingen fi) 
gedefinieerd door 

2 ('l't"i' f'j) = 1 

(pj'fj) 
0 voor 

i=j 
1/j 

Elk hoogste gewicht kan (op een wijze) als som van fundamentele ,, 
worden geschreven. 

Merk op: 
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Uit twee lin. voorstellingen fen g van een groep in ruimten R 

resp. S kan men door I~ronecker-productvorming een voorstelling in 

RxS construeren. Als x1 ., ••. ,xm resp. y1 , ••. .,yn bases van Ren S 
zijn, vormen de formele producten x. y. een basis van Rx S en men 

l J 
definieert 

((fxg)(a))(x.y.) = f(a)x.xg(a)y .. 
l J l J 

Gaat het om voorstellingen van de bijbehorende infinitesimale Lie­
algebra1s., dan moet men definieren: 

Horen x. resp. y. bij de gewichten A. resp.ft., dan hoort x
1
.y. bij 

l J l J J 
het gewicht ?I..+ ,)A- •• Het hoogste gewicht van f x g is dus de som der 

l J 
hoogste gewichten van fen g. Merk op, dat uit de irreducibiliteit 
van f en g over het algemeen niet die van f x g volgt; de vector van 
het hoogste gewicht in f x g is bron van een irreducibele voorstel­
ling. 

In het verband met het in het begin van dit nummer gezegde 
blijkt: 

Stelling: Alle irreducibele lineaire voorstellingen van een 
halfenkelvoudige Lie-algebra worden verkregen als de irreducibele 
delen van Kronecker-producten van fundamentele voorstellingen, waar­
van de vector van het hoogste gewicht de bron is. 

82. Voor de vier grote klassen van enkelvoudige Lie-algebra 1 s 
geven we de fundamentele hoogste gewichten aan. Als ooordinaten­
systeem in 8 bezigen we hetzelfde als in 27-30. De primitieve wortel­
vormen en de bijbehorende fundamentele voorstellingen worden over­
eenkomstig 57 genummerd. 

w. wa ren 1+1 linea ire func tionelen op e met 
l 

L w. (h) = O voor h c e . 
l, 

Het is prettig, om met dit ove~tallig systeem i.p.v. met een basis 

te werken en inproducten 
1 = 0 voor i=j 

i/j 

te definieren. Voor een element l vane~ zijn de p1 in 

l = L P1 wi 
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niet eenduidig bepaald, maar op een gemeenschappelijke summand na. 
Is nog 

dan noemen we de uitdrukking voor l gereduceerd. 
Het inproduct van 

is door 

eenduidig bepaald, indien een der factoren in gereduceerde vorm 
wordt aangenomen. Voor primitieve wortelvormen krijgt men 

2 i=j 
(w1 - w i+1 ., w j- wj+'1) = -1 voor I i-j I = 1 

o I i-j I > 1 

dus op een normeringsfactor na het vereiste. 

Gehele elementen l = L pi w 1 horen te voldoen aan 

2 ([pi GI.Ii., GIJ.1- OJ.] +1 ) 

( wj-wj +1 '~j-c.Jj +1) 
geheel, 

dus aan 
pi= pj mod 1. 

Dominantie vereist 

dus p j ~ p j+1 

Fundamentele hoogste gewichten: 

(j=1, •.• .,l). 

De bijbehorendc voorstellingen worden ook door ,ci aangeduid. 
In de R1+1 is Ol.1 op de gebruikelijke wijze voorgesteld. Dan 

hoort de basisvector x1 bij het gewicht wi. De voorstelling heeft 
het hoogste gewicht ~1 . 
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Men neme nu twee exemplaren van Rl+'1 met bases x1 ., ... .,xi+'1 
resp. y1 ,~··,Yi+'1· Het Kroneckerproduct van beide kan in twee in­
variante deelruimten worden gesplitst, het symmetrische deel met 

basiselementen x.y.+x.y. en het antisymmetrische met basiselementen 
l J J l 

xiy j-xjyi (hier i/j). Van het symmetrische is 2it: 1 ., behorende bij 
x1y1 het hoogste gewicht; voor het antisymmetrische deel is het 

'lt2 = w1 + "-' 2 behorende bij x1 y 2-x2y 1 • 

'lt 2 is dus de door ~1 in de ruimte der antisymmetrische 2-
tensoren van R1+1 geinduceerde voorstelling. Zij houdt nauw verband 
met de varieteit der rechten in de projectieve 1-ruimte (Plilcker­
coc:Srdinaten). 

Analoog wordt ,ck door ~1 in de ruimte der antisymmetrische 
k-tensoren geinduceerd, (k-vlakken van de projectieve 1-ruimte.) 

,ci en 1t1+1 _1 zijn., hoewel 11 dezelfde 11 groepen niet equivalent. 
Ze worden door een uitwendig automorfisme (projectieve dualiteit) 
met elkaar geidentificeerd. 

~l: De 1 lineaire functionelen wi op e hebben de inproducten 
(op een normeringsfactor na): 

1 
= 0 voor ~~~ 

lrJ 

De primitieve wortelvormen zijn (in de orde van 57): 

Gehele } = I:Pi w 1 moeten voldoen aan 

2p1 ., pi-Pi+1 geheel. 

Voor dominante moet gelden 

p j t p j +1 • 

Fundamentele hoogste gewichten 

-n;1 = ½(w1+ •.• +~1) 

it2 = w1 

iC3 = w1+ w2 



L.Gri. 118 

'7t:2 hoort bij de gewone voorstelling van ~l (zie 28)., en de voor-­
ste llingen bij it'i ( i > 2) word en weer a ls in het geva l van de Ol 1 
verkregen> met de analoge meetkundige interpretatie. 

Wat ,c1 betekent zal in 89 blijken. 

c:l-'1 : Inproduct als bij ~ 1 . Primitieve wortelvormen: 

w1- w2., eu2- W3, .•. ., wl-1- wl-'2 'Ul. 

p1 geheel. 

Dominante: 

Fundamentele hoogste gewichten: 

iCl = w 1 + w 2 + • • ' w 1 • 

Interpretatie als bij m1 . 

i9'1 : Inproduct als bij ~ 1 . Primitieve wortelvormen: 

wl-1- wl., w1-1+c.u1, w1- w2~ w2- w3., • · . ., wl-2- wl-1° 

Gehele ~= E:p1 w 1 : 

P1-P1+1 ' P1_1+p1 geheel., 

d.w.z. 

Dominante: 

Fundamentele hoogste gewichten: 

7C1 = ½( w1+ ""2+. • .+ wl-1- wl) 

'7C"2 = ½( w1+w2+ ••• +£.<J1-1+w1) 

1C'3 = tv 1 

'ltl = w 1 + "'2 + 0 
• '+ cv 1-2. 
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De interpretatie van 7C"3, ... , ,c1 geeft geen moeilijkheden. Op 
~1 ,"Jt"2 komen we in 89 terug. 

83. We geven nog de kaleidoskoopgroepen aan. 

Ot.1 : sf
1 

wj = wj voor jfi, i+1, 

S eu . = w 1.· +1 , .Pi 1. 

Deze a fbeeldingen brengen de symmetrische groep der w1 , .. . , w l+1 
voort. 

bl: S w i = w. voor i/1, 
f1 1. 

S f1 w l = - wl, 

sfi (voor i/1) als boven. 

Het algemeen element der kaleidoskoopgroep is product van een per­
muta tie der w 1 , ... , w 1 en een "spiegeling 11 

J:.1 : S voor i/1 als boven, 
f1 

S w .= w. voor i/1, 
fl J.. i 

Dezelfde kaleidoskoopgroep als bij ~ 1 • 

S voor i~2 als boven, 
pi 

S w . = w. voor i ~ 1-2, 
f2 1. 1 

S Wl1=-Wl,; 
f2 -

S.f2 wl = - wl•-1' 

Het algemeen element der kaleidoskoopgroep is het product van ,, 
een permuta tie der w1 , ... , w 1 met eel1 spiegeling w 1 --+ + u.1

1
, 

... , w 1 -+ + w 1 , waa rbij echter de pertnuta tie en het aanta 1 rhin­
tekens der spiegeling tegelijk even of oneven moeten zijn. 
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84. Van halfenkelvoudige Lie-algebra's is elke irreducibele 
voorstelling zowel door het hoogste gewicht als door het karakter 
op equivalentie na bepaald. We zullen nu het karakter in het hoog­
ste gewicht gaan uitdrukken. 

We hoeven het karakter van een voorstelling alleen op ee te 
kennen. Het is iets prettiger om op e*te werken. Onder X ( ,:) ver­
staan we het spoor van eH indien ·,; = '.f h ( zie 45) en aan h bij de 
voorstelling H beantwoordt. 

speH=X(Sh). 

De eigenwaarden van H zijn de ~(h)=(~,~), elk met een multiplici­
teit 

m1\ = dim R , 
'71. 

waar R1\ de deelruimte van R is, bestaande uit de vectoren van het 
gewicht ~ en uit de oorsprong. De eigenwaarden van eH zijn dee(~,~), 
dus 

85. Voor een C£ e. W stellen we 

E E = P, EE = Q - oc. OI. IX -« , dus Q-P = H<X • 

PR"?-. C. R71., Eoc R7\ c R?1.+0<.' QR?I..+°' C Ri\.+ot • 

Er is een a en een b zo dat 

Dan is 

voor i > 0, 

U voor 1 > O. 

E U = T 
-0(. J 

waaruit volgt, dat de afbeeldingen 

E ·T-+U ()(. . 
E U-+T 

-Cl. 

1-1 11 op 11 zijn. Wegens 

E P = QE 
O{ ()(. 

is 
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Maar tot het spoor van Pin R levert alleen de deelruimte Teen 
'II. 

bijdrage; en analoog levert tot bet spoor van Qin R + alleen U 
i\ Ill, 

een bijdrage, dus 

Dus 

spR Q = spuQ = spTP 
.,._+C(. 

= spR P = spR (Q-H«). 
"" "' 

EE - spR ENE = m (~,~). 
()C. -()I. "' - °' i\ ?.+ex. 

Schrijft men dezelfde formule op 
sommeert men, dan heeft men 

met i.p.v~ ?\: "-+01. , i\+20l., ••• , en 

,co 
spR E E = L 

"' « - 0(. p=O 
m (?.+poc. ,oc.) 

?..+Pl)(, 

(de reeks breekt feitelijk af, daar de m + op den duur verdwijnen). 
'?\ p~ 

We vormen de som over alle Cl(. G W en tellen bovendien 
i 

sp~L H H1 = ( ?<., ?\.)m7\. 

op. Dan ontstaat het spoor van het Casimir-element 

spR OZ E E +}:H1H.) = c,.m , « -« ~ l ?I. 'l\ 

wparbij ?\ C~= u.+J_,i+o)-(.r,d). 
We 1-crijgen dus 

Leo (-11.+p~_,Ct..)m + + (-7\,71.)m = !: 
l,l(·E, w p=O "'P~ ~ 

c,...m • 
~ 1\ 

Men hoeft de som over p trouwens pas vanaf p=1 te laten lopen, omdat 
voor p=O de aandelen afkomstig van o,. en - oc. tegen elkaar wegv·allen. 

Z: (A , ()I. ) m .M, 

verdwijnt als de som loopt over een hele « -ladder van gew:l,chten_,.u. 
(of ook over een beiderzijds symmetrisch afgeknipte ladder), want 

L (...a,~) m = I: ( S ft , t)<.) m8 = r: C,u., S ~) m,, = - !: (..<_,., e<) m ...u. • 
,u., C( «fo IX ,/"" . 

In het bijzonder verdwijnt de som over pin(*), als ~ geen gewicht 
is; ( •) blijft dus dan ook JUist (met m,,. = o). 

We kunnen nu in ( ~) de bijdragen van + G< samenvatten ! 

L 0 (i\_.o:)m + 2 I: 0 L co 1 ("-+Plll._,oc.)m + +(;,,.,")m =c,,.m • 
<l' > ~ 0t. > P= 1\ pot " .,,, 1\ 

De eerste en derde summand samen geven 

(.,.,_,-,..+2.:r)m?... = ("A+o_,?.+-1)-(ar,J')m?\ = C m _. 
" ?I. ,. 

dus 
co 

l: P= 1 (?.. + p o: ' « ) m" + p o: = (c.,.-c )m • 
I\ "ii.. 7\ 
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Met dez~ formule kan men de multipliciteiten recursief afdalend 
uitrekenen, te beginnen bij m., .. =1 en m =0 voor 7- > ~. Links staan 

'l\ 'ii. 

namelijk alleen multipliciteiten van gewichten >~; van de coef-
ficient rechts weten wij., dat hij voor gewichten 1\ Ii niet ver­
dwijnt. 

86. We kunnen ook een expliciete formule verkrijgen door ~et 
vergelijkingssysteem (*) aan een Laplace-transfotmatie te onderwer­
pen. We vermenigvuldigAn (*)mete(~,~) en summeren over alle ~ 
met m /0. Dan verschijnt vanzelf 

X (,:;) = L m.,,_ e ('J.. ',:;) • 

In de eerste summand substitueren we .,,u., voor ?..+poc : 

Nu is 

o;;-- 00 (11.+p0t cx)m = L ~ oc.)m e(,u,•-P()(.,-c) 
L- ., '11.+pllt. ",«,P ., A p=0 ,-

r t ,, ) (µ.,~)½co( -p(«,"t) 
=L- V"",~ m e ~ 

.,AA.,., 01. ./4(, 'r1 ..:={ C(' "'C) . 
= L (,,u, oi. )m e (A,, ) e · • 

,,u., C(. ) . Al,. 1- e. ~(at., i::) 

,,µ e (A.'~) = grad e (A' ,; ) ; 

-(~,~) ( ) 
~ e = grad 1og(1-e- ~,~., 

1-e-(IX,,:;) 

(~,~)e(~,~) = 6 e(~,~), 

waarbij grad en~ in de zin van het inproduct in e* zijn gedefini-
eerd. 

0nze formule wordt nu: 

(De operator, die links op X is toegepast, is trouwens de op de 
groep invariant gedefinieerde Laplace-operator.) 

87. Met een kleine afwijking van 71 definie~en we nu (we zeggen 
Q i.p.v. 6): 

Q is antisymmetrisch tegenover de kaleidoskoopgroep K., want 

Q ( s 't') = -Q ( 'Ii) , 
Cl. 

dus Q(Si:) = det S.Q(~)voor S cK. 

Q, is dus een lineaire combinatie van uitdrukkingen 
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L det S • e(~(,.,i:) 
Se K ' 

waa rbij /'" van de vorm 

,,<-1,=½L 0 +01. I)(> -

is. fa scheelt van d een som van wortelvormen, is dus geheel. In 
(*) mogen we..P- zelfs dominant veronderstellen. Dan is of ,)J,,=d, 

of minstens een keer v-<,, f )=0 voor f s. P. De. substitutie fa -? Sf,,tt, 

verandert dan niets in(*), terwijl (*) anderzijds wegens de anti­
symmetrie in zijn tegengestelde moet overgaan. Dus komt (*) in Q 

a lleen voor met _µ = ~; het is evident, da t de coefficient dan 1 is. 
Dus 

Verder is 

De formule (*) uit 86 wordt nu 

( 2 g ra a 1 og Q; grad X, ) + A X, = c ~ X 

Nu is 
grad log Q = grad Q , 

Q 
dus 

2 (grad Q, grad X ) + Q A y_ = c~ Q ;l • 

Telt men beiderzijds ~ A Q op, dan krijgt men 

A ( Q '/,) = Ci Q, + X A Q • 

Stelt men 

dan wordt 
~ - AQ 

tp Q = c~ 

Nu is volgens ( * •) 
I.:>. Q = (.:r,o)Q, 

dus 

X is symmetrisch bij K, Q antisymmetrisch, dus o/ antisymmetrisch. 
~=QX is een lineaire combinatie van uitdrukkingen ,. 

(m Jo,Sf>K), 
'l\ 

waarbij wegens (~~0 



I). e O' 't) = (i+J,i+cr)eO ,-,;) 

moet zijn, dus 
( 1, y) = c~ +er,~+"') . 

Anderzijds is f van de vorm 

dus 

dus volgens 79: 
--1 ,. s ?I..="-, 

dus s-1 r = ~ +c1 

l = S(?.+cT). 

Wegens de antisymmetrie van~ en m, =1 is nu 
;\. 

dus 

X, ( 't) = 
L S 6 Kd et S • e ( S ( 7' + ~) ., -c-) 

Ls~ K det s.e(SJ','t:) 
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Dit is H. Weyl's Charakterformule (bij hem transcendent bewezen). 

88. Deze formule geldt na tuurlijk a lleen :i waa r de noemeri niet 

verdwijnt. Waar dit wsl het geval is:i kan men de waarde van het quo­

tient volgens L'Hospital bepalen. In het bijzonder doen we dit voor 

~ =0, d.w.z. voor de groepeen. De uitkomst geeft dan de dimensie van 

de voorstelling met het gegeven gewicht ~. 
De grensovergang naar 0 wordt voltrokken langs -z; =ta (t -+0). 

De teller is 

,, 

De noemer is 
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Het quotient wordt voor t ~ O 

dim R = 

Dit is H. Weyl's dimensieformule. 

89. We komen nog terug op de voorstellingen van ~l en 1"1 met 

halftallige hoogste gewichten. Uit de halftalligheid kan men gemak­

kelijk afleiden, dat zij de draaigroep (~2 resp. ~
3

) niet eenduidig 

voorstellen. Zij h0tsn ook spin-voorstellingen. Men kan ze het han­

digste opschrijven met behulp van Clifford-algebras. 

We nemen de draaigroep van de n-ruimte in die vorm aan, dat ze 

een positief definiete kwadratische vorm invariant laat, en wel de 

een-vorm. De infinitesimale transformaties worden dan antisymmetri­

sche matrices. Zij Dab de matrix met op de plaats ab 0en 1, op de 

plaats ba een --1. De D
8
b(a<b) vormen een basis van de Lie-algebra 

r ' Dab=-Dba. 

[D
8

b.,,Dcd] = 0 voor a/c.,d; b/c,d., 

[D80 ,Dbc] = Dae voor a/b, b/c, c/a, 

-D ac 
Ii II 

Men stelt 1 =[~] en verstaat onder a' de index a+l. 
Als stam kan men kiezen de verzameling der 

L (J) aDaa i • 

a ~ 1 

Als takken krijgt men dan de 

Dab-·Da 'b 1 +iD8 b 1 +iD8 'b bij de wortelvorm +i(wa+";), 
II +i('° -w,), - a o 

en voor n oneven II +w . 
- a 

( a ;,lb , a ~ 1, b t 1 ) . 

De uitdrukking 
' 

kan warden ontbonden in de vorm 



als men grootheden Pa invoert met 

2 
Pa= 1, 
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Met deze Pa kari men een associatieve algebra, de Cliffordalgebra 

en, construeren. Basis van en: de producten 

e1 f2 c n 
P1 P2 •.. pn 

waarmee men overeenkomstig de relaties (*) rekent. De existentie 
van en wordt inductief bewezen. Zij en een associatieve algebra met 
de basis ( * .1-) en de relaties ( *). Zij verder bekend dat 

p = -p a a 

een involutorisch automorfisme in en definieert. 
Tot elementen van en+'1 benoemt men de geordende paren van ele­

menten van en. De optelling en vermenigvuldiging met een scalair 
wordt op natuurlijke wijze gedefinieerd., verder: 

(u4,u2)(v1,v2) = (u1v1+u2v2,u2v1+u1v2), 

( u1, u2) = ( u1, -u2) . 

Men rekent de gebruikelijke wetten (in het bijzonder de associatief­
wet) na en verifieert, dat de bovenstreep weer een involutorisch 
automorfisme bepaalt~ Identificeert men (u,0) met u, dan is en iso­

morf in Cn+1 ingebed. 

(u1 ,u2 )(0,1) = (u2 ,u1 ) 

( 0, 1 )( u1 , u 2 ) = ( u 2 , u1 ) 

(0.,1) = -(0,1). 

Hiermee is de inductiestap voltooid, als men 

stelt. 

bij 
De ~.8 graadselementen van e vormen een Lie-algebra r 1 ,waar­n 

[ U,V] = UV-VU 

is gesteld. r en r' zijn isomorf door middel van 
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zoals gemakkelijk is na te gaan. We stellen r I voor. door de 

linksvermenigvuldigingen in en, d.w.z. aan q er' beantwoordt de 
afbeelding 

(u doorloopt en). 

De stam van fl ' wordt overeenkomstig die van r gekozen; hij bestaat 
dus uit de Lq met 

Voor 

is 

dus 1 - - u. 4 

Dus zijn de eigenwaarden van Lq alleen + ½i. Als functies van 

q =½La ~ l waPaPa' 

zijn de mogelijke gewichten van de voorstelling dus de 

½1 La ~ 1 + wa. 

Een vector horende bij het hoogste gewicht 

is 

r is bron van de invariante lineaire deelruimte der 

qr met q e. r 1 • 

Hier hebben we dus inderdaad een irreducibele voorstelling met het 
hoogste gewicht 1t

1 
voor .:t-1 en ~ 2 voor ?J' 1. Om 11: 1 voor 2"1 te 

verkrijgen, vervange men r door 

,. 
Een exp1iciete voorstelling van de bijbehorende Lie-groepen f 

vindt men in Proc,Kon.Ned.Akad.v.Wet. A 59, 515-522 = Indagationes 

18 (1956). 



,. 
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Correcties betreffende cursus "L'ie-groepen in meetkundige be-,, 
handeling gegeven door Prof.Dr. H. Freudenthal te Eindhoven., 

1959-1960. 

p.:12., regel 6 v.o.: eind van de regel toevoegen: noemen 
p.12a., regel 3: afbeeldingen 
p.13, regel 10 v.o.: ;; = -e-sC(t)C(t) {t esc(t)+ enz. 

p.15., regel 5: aevc enz. 
regel 7 v.o.: homomorfisme i.p.v. afbeelding 
regel 10 v.o.: dubbelpunt achter ec. 

p.17., regel 1: ondergroepen i.p.v. sinusgroepen 
regel 14 v.o.: inductief i.p.v. instructief 

p.20, regel 15 v.o.: ideaal want [r, [r,rJ]c [r,l'Jenz. 
p.21., regel 6-7: 

=aba-1b-1 {(ba-1b-1 )-1A(ba-1b-1 )+(a-1b-1 )-1B(a-1b-1 ) 

-(a-1b-1 )-1A(a-1b-1 )-bBb-1 ) 

v.o.: G i.p.v. ~ 
Stelling van Lie - onderstrepen 

2 cp 2 (A) = enz. 

p.22, regel 18 
p.23, regel 6: 
p.28, regel 5: 
p.28, regel 6 

regel 5 
regel 3 

v.o.: "gee:f't" i.p.v. "heeft"; "de" schrappen 
v.o, schra:r,pen 
v.o. achter "een" inlassen "vati~teit. In 't alge­

meen is de" 
Verder: dimensie =r-1. 

regel 1 v.o.: 11 algemene" inlassen achter 11 elke" 
p.29, regel 5: moet luiden: Dit geldt voor algemene X., dus voor 

elke X geldt: ~ 1. 

regel 15 v.o. "voorgesteld" i.p.v. 11vastgesteld 11 

p.30 en volgende. De gothische 7"is niet erg duidelijk. 
p.31, regel 9 v.o. 11knoop 11 onderstrepen 
p. 34, regel 9: L"1 i. p. v. ct'; 

regel 4. v.o.: halfenkelvoudige i.p.v. halfcirkelvormige 
p.35, regel 7: De laatste « meet een ~ zijn. 

regel 9: 11 +1 11 in de exponent schrappen. 
regel 7 v.o.: ... de h ~et h er

0
nu alleen op 

regel 6 v.o.: op het eind: r~(ho) 

p.36., regel 2: ~ dim ~(h) 
(h- et.(h)) o Y=O voor ye r til(ho). 

rcc ( h ) .•• 
0 
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p.36, regei 4, toe~oegeh: r~(ho) is 6hafhankelijk van de keu~e 

p.36, rege1 

van ho a t' 0 ° I. p. V. r C(. (ho) kunnen we dus 1'11)1. zeggerL 
,.,, i 

8: ... h
0 

x=O ... = 11~!' 

~egel 1 v. o .• : Achter oc inlassen: en p, • 
p.37j regel 5: twee keer "op" i.p.v. "voor". 

regel 8: inlassen voor "z ¢ A. 11
: "zelfe voor" 

regel 12, eind, inlassen II r 11
• 

p.39.,· regel 11: "eerste" i.p.v. 11 tweede" 
p. 40: Tussen 1e en 2e regel inlassen de regel: ~ aantal identiek 

verdwijnende wortels 
regel 9: Achter 11dus sp ff =0 11 inlassen "in strijd met 

+ -
het veionderstelde 11

• 

Tussen regel 13 en 12 v.o., dus boven 
N 

f X = 0 

inlassen de regel 

hx = fo (h)x 

p.41, regel 9 v.o.: een « ontbreekt, d.w.z. 

µ, - enz. 

p.42, regel 2: x=y+crf+ 

p.43, 
p.46, 
p.47, 

p.48, 
p.50., 

p.51, 

regal 5: is, te wetan door f .. Y=crh« enz. omdat f)f knoop, 
regel 11 v.o.: achter het iaatste =-teken: 

- ~(h )x mod f+ 
Cl!. 0 

N N 

regel 5 v.o. 

regel 4 v.o. 

f i.p.v. f 
- + 

"was II i. p. v. "eens 11 

regel 

regel 
regel 
regel 
voort. 
regel 
regel 

,. 
regel 
regel 

2 v. o. y,; r µ..+p, enz. 

17 v.o. 11 e<.-ladder" i.p.v. "ladder" 
10: )' i.p.v. e 
1 v.o.: zij brengen de (eindige) kaleidoskoopgroep 

p h=O voor enz. 
()I. 

9: e I 
0( 

• I i.p.v. e . 

6 : Wf i. p . V • W 

11: Achter het laatste 11 J II een accent. 
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p.51, regel 11 v.o. e'_Ot i.p.v. e~ 

regel 2 v.o.: Nu is p < J', dus f =«+fS< 
p.52, regel 6: (7) i.p.v. (6) 

regel 8: (7) i.p.v. (6) 
regel 9 v.o.: C I I = enz. e f , e -( 
regel 6 v.o.: C I I e (, , e u = enz . 

p.53, regel 7: Achter het- weede-=-teken: 

VOi. v_ °' h - cc. geldt 

enz. 

regel ~~} de streep boven v -« doortrekken, dus 3 keer 

15 C 
regel 7 v.o.: De komma bij N ~ laten afzakken -~, -,-

1 2 A ht r . 1 II , X /0 II • rege v.o.: c er p., in assen F 

p.54, regel 6: Achter "onderen" inlassen 11 is 11
• 

p.55, regel 15 v.o. : "groep" i.p.v. 9. u 
p.57, 4e regel van No.52: ... <Y-(h ) > 0 ... 

C(, 

p,58., 

p.59, 

p.60, 

regel 7 v.o.: A= -A', 

regel 
regel 
regel 
regel 

regel 

5 Vo O o : A+A I =0. 

13: A+A'=0, 
15: A=SAS, 
10 Vo O o: "positieve" i.p.v. "primitieve". 

5: Maar ook (Z:.r.>-.., ~ r.}.' .)~ 0. 
1 1 L. J J 

regel 14 baar. Immers gaat men van de door Pals basis 

p.61, regel 
regel 

p.62, regel 

p.63, regel 

p.66, regel 
p.68, regel 

regel 

p.71, regel 
regel 

bepaalde orde uit, dan blijken alle elemen-
15 v.o.: Verwisselen de woorden 11kortere 11 en 11 langere" 
8 v.o. (56) i.p.v. (55) 
14 v.o. (54) i.p.v. (53) 

12 : r. "i j f i 'ti j =o 
10: = i.p.v. 4-

4,7,9,13,14,15,16, v.o: = vervangen door < 
lll 

4 v.o.: 

rp(P,a): 1 - _!?,_ 9. r 
2p+1 - 2q+1 2r+1 

5 v.o. 4 i.p.v. 6. 

3 v.b. (56) i.p.v. (55) 
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p.75, regel 14 v.o.: aehter] inlassen 11als funetie van "C" 

regel 5 v.o.: klein kringetje i.p.v. stip 
p.77, regel 19 v.o.: 11 in" i.p.v. "en" 
p.78, regel 3 einde moet zijn: w(,:)w( -c ~)-

1 

regel 4: met f t' - ~~I~ enz. 
p. 79, regel 12 eind: komma i.p.v. punt 

regel 13: . 11 dan II i. p. v. "Dan 11 

regel 3 v.o.: v(O)=w(O)=een, v(1)=w(1) 
p.81, regel 7: "van" i.p.v. "voor" 
p. 82, regel 1 O v. o. : Onder 1f : ot ~ W i. p. v. « 

p.83, 

p.84, 
p.89, 

regel 5 v.o.: h
0

eH i.p.v. h
0

H~ 

l"egel 

regel 

regel 
regel 
regel 
regel 

4 eind: ... lim h = h ii eD n o 
8: 11dergelijke 11 i.p.v. 11deze 11 

16: "eehter" i.p.v. "elders" 
16 v.o.: van 2, sehiet enz. 

-1 5 eind: ... eve c U 
1 v. o • : S=S . • • S 

""P o-1 

p.91, 

p.93, 

regel 
regel 

10 v.o.: (Hx,x)= j(f(a)'f(a)x,x)d vola = enz. 
5 v.o.: ACx=CAx= AACx. 

p.95, regel 
p.96, regel 

p.97, regel 
regel 

8 v. o. t oevoegen: ", cp e cf>, 11 

5 v. o. "vormen II i. p. v. "noemen we" 
4: "de 11 i.p.v. "een" 
17 v.o.: 11 onder" i.p.v. "verder" 

"de" i.p.v. "der" 

p.98, regel 5: J -1 
f(e ae)d vole 

p.99, regel 10 v.o.: ... een-element ... 
p.100, regel 3: "coefficienten" i.p.v. "exponenten 11 

regel 10: [u .. (x.x.-x.x.- [x.x.] )v.. (2) 
lJ l J J l l J lJ 

regel 11: komma achter X 
regel 12 V. 0. : achter minimaal inlassen =ID 
regel 6 V. 0,: • 0 • Zij w,R van de 0 •• m 

p .101, regel 5 Vo O o: ling (5) in R 1 Zijn. m-
p.,103, regel 13: 



p.104, regel 16 v.o.: 
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i 

Z= L. a @Ji l. , 

regel 9 v.o.: 11 het spoor 11 i.p.v. "een spoor". 

p.10p, regel 12: E x = 0 
-C(, 

regel 11 v.o.: E_~xj+1 = pjxj 

p.107, regel 2,5,8,13,15 steeds -2 i.p.v. 2 

p.168, regel 15 v.o. op 't eind ot aanvullen 

ragel 5-3 v.o. 

N+ 3 N+2- N+2 N+ 3 
E E 4Y=E ~ AE y+( ... )E EA V= •.. =E 111.E .... y+( ... )E A --ot ... ,., -at. .... ,_ -ct -« -,..,...ecr """r" -w-. .. , .. -~ 

N+2 ) N+1 ) N 
E .. ~ y+( •• , E_p_ 2Clf.E-o:. y+( .•. E.., 11 _30A.,or.Y=O ,._ 

p.109, regel 16: p'?; p 11 +m t p 11
• Dus ... en A van A een som 

p.110, regel 1 v.o.: ... was p =(at.-py )+((p+1)f-ot) som van 

p.113, regel 4: >.-pct met p geheel ~ 0, i 2 ... 

regel 7: geheel, ~ O, ~ ... 

regel 6 v.o.: Sh«= hS01., Se01. = veelvoud van e8 1.'lt. 

p.114, regel 8: g = f 1 a S- a 
-1 

regel 12: ghX=f -1 X=A(S h)x=( (S >-) (h) )x, 
S h 

p.121, regel 3 v.o. 

(>..,'>-.+2l)m,. = ((>-.+tY,h+o•· (l,l))m..,._= enz. 

p.122, regel 12: voor =-teken inlassen 

e(X.,i;) 

regel 5 v.o. haakje sluiten 

p.127, regel 4 v.o.: 

(p1+ip1 ,) (p2+ip2 ,) ... enz. 

,, 




