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1 . I'll o d e r n e t h e o 1· l. e e n o v c r d i f f e r e n t i a -

tie en 1 n t e gr at i e. 

1 .1. D if f e re n t i a t i e. 

1. ✓1 • 1. D e s t e 1 1 i n g v 8 n L e b e s g u e over de afgeleide 

van een monotone functie. 

1. /I, 1 • 1 . V O o r b e e l cl V D ll e e ll c o 11 t i 11 U e, 11 i e t - d i f-

f ere n ti~ n r b a re fun ct i e. Weierstrasz (zie 

P. Du Bois-Reymond, Versuch einer Classification der willktirlichen 

Functionen reeller Argumente, Journal flir Math., 79 (1075), 21-37) 
was de eerste die een continue functie construeerde, die nergens 

een afgeleide bezit. Van der Waerden (Ztirich) heeft een tameliJk 

elementair voorbeeld van een dergelijke functie gegeven. (Ein e~n­

faches Eeisp1el ciner nicht-differenzierbaren stet1g3n Funktion, 

Math. ZeitschriftJ Band 32, Heft 3, 1930): is x een re~el getal~ 

duidt {x} de afstand van x tot het d~chtstbijziJnde ~ehele getal 

aan 3 beschcU\1 c:o.n c'Jr, fu:1cti<2 

De termen von dr::::zc:; :~·e:2 1rn ziJn contim.lj clc roe ks zelf stel t een con­

tinue functie ( !) voor. 

Nu kan men aantonen, dat 

.:r.( X +h ) -f ( X ) 

niet bestaat. Necm c1aat"'toe voor x een getal met O ~ x <'1 (geen be­

perking van de c1 lgemr;;:enheid). Het J.s mogeli<1k een riJ h'1 ,,h2 ~ ..• --? 0 

z6 te kiezen, dat 

f(x+h ) - f(x) 
m ( 1 .. ·,1 -- ,,, 2 ) h IJ-,••· 

m 



een rij gchele 3ctallen vvor~telt, afwisselend even en onevcn. De 

1 e H1 e v a n i_:: e n mo n o t o n ".: f' u n c t i e '. 

van cen mono-

LeberGue heeft deze stelling bewezen (z1e: Le;ons sur l 1 int~­

gration et ln rcch~rche cs fon~tions 0r11n1tiv~s. Paris, 1904) ender 
:=le bij\.-:one::i:J:: vccr,rn8r1jc van c!e c,.:mt.lni.t'.ite.1.t v:1 n f(x). Deze eit, 1s 

echter overta(lig. 

het(i malcen \.1e t:1.er de v,:ilgen,:le 1:i:,mcr\1ng: een verzamel1ng met een 

maat O 1s een verzarneling vJn Ietallen (punten OJ de getallenrechte) 
X; die mt::n kr::rn :rnr:o1u:Lten :Ln een eincl1c; ciantal of :u1 een r1j inter-

·va ller;, cl e 1~ inter.>-

vallen) vn1le'.~c:-1ric; lclein ir,. >Ien ZH:t dipect: een deelverzameling 

van een vcrzameling met een maat O hccft een maat O. Een rlj van ver­

zamel1ngen el:,: met eeri inaat G J_s 1;cer cen ver'zameling met deze ei1;en-

waardig met P valgcnCc: een verzamcl1nc E heeft een maat O als men 

cindir; is_, tc;•\ilJ l ,:1\ r)~:nt vt1,.1 E u·, oneinc1ig veel van c1eze interval­

len ligt. 

In zekere ~1n 1s de bovcnsenocmCe stelling van Lebesgue het 

beste r~eu~Jltaa.:c:,,, C·:~1 deze be·0·-.1et11nc: aan te tcnen c:aan \\re 1J1.t van een 

nernd u.: C, ·,, 
'- " 

-,. ,. ( · .,. ) ,, ·1 ·1 · ·t 1 t E'' ,·:·L•" ,,.·c·-'·""11 ,c,--,·,1,··,-:0-c. ~~-LD'<· ·'"'ll·eu ~· n•71 · lt' ,,-~. l")l1 i:l ·e1·1 V8",l .,.• _ ... ...._, (_-, '._, \_. ,.;...l --~ -.,'~:)~..- ._, •. <.,:) -·- ....1,.\. .. , ·~ • "-"....., -'~ J ,..,, ,_. ( '11. ·"' .~ 

sluit E in 1n ecn r1J 1ntervallen volgens de t~ee~e definitie en stel 

f(x) geliJlc aai: cle so:n van de lengten va 11 de 1ntervallen (of segmen­

ten van ir,t,::-ivul1Pn) rl:Le l:Lnks V'.:,n het punt x 1ic;gen, Dan is f(x) in 

het punt x niet u1~ferenti0erbaar! 

1.1.1.3. Bew iJ s van de st el 1 in g van Lebesgue 

De b.o.-differenti~erbaarheid van een monotone functie kan worden be­

wezen zonder de theorie van da inte~raiie toe te passen. In Riesz-
Nagy (Legons d 1analyse fonctionelle, Budapest, 1952 (eerste druk)) 
vindt men een bewijs ateunend op een stellinG van F. Riesz (gepubli-
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ceerd in 1932 in de Acta Sci.Math. Szeged,5, p.208-221), die we 

hier vermclden als 

Hu 1 p st e 11 in g. Z1J g(x) een functie, cont1nu in a~x~b> 

en ZJ.,j E de verzameling van de punten x met_ a< x < b zodanig dat er 

een ~ :Ls met de eigenschai_)pen ~ > x en g( l) > c;(x). Dan is E of leeg 

~f eLn open verzamel1ng3 in het laatste gcval is E een eindig aantal 

of een r~LJ d1sJuncte, open intervallen (a 1_;b1) terw1Jl voor elk dezer 

int e r>v a 11 en g e 1 d t : g ( a 1 ) ~ g ( b, _) . 
{ h. 

Met behulp van deze stelling kan men de stell1ng van Lebesgue 

bewijzen voor continue monotone functics. Is in een punt x van (a,b) 

/\ , = lim sup { f(x+h)-f(x)} h- 1 ( h ,l, 0) 
0 

7\ d - lim inf { f ( X +h) -f ( x)} h - 1 ( h i O) 

Ag = lim sup { f(x+h)-f(x)} h--'l ( h t O) 

"-g = lim inf {r(x+h)-f(x)}h- 1 (htO), 

dan lean men aantonen, dat b. o. 

!\1 = ?\ = /\ = -;<.. 
cJ g g 

/ 

Met en1ge moeite lean men de hulpstelling zo wiJzigen dat het 

hierboven aangeduide bewijs geldig is voor discontinue, monotone 

functics. 

1.1.'1.4. Fun ct 1 es van beg re n s de var i at 1 e. 

Is f(x) gedefinieerd op a~x~b, wordt het interval [a,b] verdeeld 

volgens 
a = x < x-1 < , •• < x = b J 

0 I 11 

dan hcet f(x) een functie van begrensde variatie, indien 

n 

L ab = k; I f ( xl~) - f ( xk- '1 ) I 

kleincr is dan een vast getal, dat onafhankelijk is van de keuze van 

de verdeling, Men noemt 

'r(a,b) = sup Lab 

de tot a 1 e var i at i e van f(x) in [aJb]. De totale 

variatie is een additieve intePvalsfunctie: is a< c < b, dan is 

T(a,c) + 'I'(c,b) = T(a,b). DuideliJ1c iEl: een monotone functie is van 
begrensde variatie. Oak geldt: het ve~schil van twee monotone, niet­

afnemende functies is van begrensde vai-•iatie. Camille Jordan heeft 
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bewezen: 
Stelling. Elke functie van begrensde variatie is het verschil van 
twee niet-afnemende functies. 

Wat het bewijs van deze stelling betreft, merken we het volgende 

op. S'cel T(x) = T(a,x) (a~ x * b). Dan is f(x) = T(x)- [ T(x)-f(x)] , 
Men bewijze nu dat zowel T(x) als T(x)-f(x) rnonotoon zijn. 

Het is niet moeilijk om te bcwijzen dat de functies 

P(x) = ½ [T(x)+f(x)] en N(x) = -i [T(x)-f(x)) rnonotoon zijn. Daar 

f(x) = P(x) - N(x) 

geeft dit een tweede manier om f(x) te schriJven als het verschil 
van twee monotone functies. 

Uit 1.1.1.2 volgt nu de 
Ste 1 1 in g van Lebesgue: Een functie van begrensde 
variatie bezit b.o. een (eindige) afgeleide~ 
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1.1.2. E n i g e C o n C 1 u s i e s u i t d e s t e 1 1 i n g 

V a n L e b e s g u e (1.1.1.2 en 1.1.1.4). 

1.1.2.1. E e n s t e 1 1 i n g V a n F u b i n i 0 V e r h e t 

d i f f e r e n t i e r e n b i j r e e k s e n m e t 

monotone term en. Deze stelling luidt: 
Gegeven is een rij van funct:i.esf (x) (n=1,2, ... ), gedefinieerd 

n 
.2J2. a ix 1- b ~ ( in dezelfde zin) monotoon. Gegeven is verder, dat 
de reeks r 1(x)+r2 (x)+ ... convergeert en als som s(x) heeft. De 
bewering is nu: b.o. is f'(x)+f2(x)+ .•. =s'(x) (m.a.w. de beschouw 
de reeks mag b.o. termsgewijs worden gedifferentieerd). 

Bew i j s. We mogen veronderstellen, dat f (a)=O is (n=1,2, ... ) n 
Verder nemen we aan dat de functies f (x) monotoon-niet-dalend n 
zijn. Stel 

sn(x) = f 1 (x) + r2(x) + ... + fn(x). 

Dan is sn(x)t s(x). En b.o. is 

s~(x) = r 1(x) + r 2(x) + ... + f~(x). 

Ook bestaat s'(x) (daar s(x) in a:sx~b monotoon is) b.o. 
Ook is s(x)-sn(x) differentieerbaar (b.o.), terwijl s 1 (x)-s~(x) ➔ 1 

is. De vraag is nu: geldt s'(x)-s~(x) + O (als n ➔ oo)? Het antwoor1 
is bevestigend. Immers: de rij s(b)-s (b) convergeert naar O (als n 
n ➔ oo ) ; er is dus een rij s ( b), s ( b),. . . z6 dat 

n1 n2 

s ( b ) - s ( b ) ~ 2 - k ( k= 1 , 2 , . • • ) . 
nk 

Maar dan is ook 

s(x)-s (x)&2-k (a,G.x~b). 
nk 

De rij functies Fk(x) = s(x)-s (x) convergeert uniform naar 0 
nk 

(als k➔ oo), terwijl Fk(a)=O, Fk(x) monotoon-niet-dalend is 
(met x) en Fk(x) bestaat (b.o.). Hieruit leidt men gemakkelijk 
af, dat Fk(x)4-0 (k-P-oo), of s~ (x)t s 1 (x), waaruit volgt: 
sA(x)f s'(x). Hiermee is de ste~ling van Fubini bewezen. 

1,1.2.2. Di ch the ids punt en van 1 in ea ire punt. 
v er z am e 1 1 n gen. 

Zij E een willekeurige verzameling van punten x. Zij I een rij 
van intervallen z6 dat elk punt van E in minstens een interval 
van de rij I ligt. De grootste benedengrens van de verzameling 
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van de totale lengten van alle, E bevattende., verzamelingen I 

heet de u it wend i g e ma at van E en wordt aangeduid 

door m9 (E). Uit deze definitie vol0t: liggen E1 en E2 in twee 

disjuncte intervalsverzamelingen, dan is 

Uit deze eigenschap volgt nog: letten wij op de doorsnede van een 

verzameling E met een (willekeurig) interval, dan blijkt de uit­

wendige maat van deze doorsnede een add it i eve 1 n t er -

v a 1 sf u n ct i e. 
We noemen x( x E. E of x niet in E) een d i c h t h e i d s p u n t 

van E als 

me i En (x-h.,x+k)} /(h+k) ➔ 1 (0 < h,k-+0). 

We kunnen nu de volgende stelling uitspreken: 
Ste 1 1 in g. Bijna alle punten (alle punten op een verzameling 

met een maat Ona) van een willekeurige lineaire verzameling zijn 

dichtheidspunten van deze verzameling. 

Bew i j s. Stel de beschouwde verzameling E ligt in (a,b). Zij 

f(x)=me{ En (a,x)} . Dan is f(x) monotoon. Volgens de te bewijzen 
stelling is nu f'(x)=1 (b.o. op E), en omgekeerd. Dit tonen we 

als volgt aan. Overdek E met een rij 

tervallen. De rij der totale lengten 

f 11 (x)=me{L11 n (a,x)} . Dan is op E: 

nomen kan warden dat de punten van E 

L 1 , L 2 , ..• van rijen in­

convergeert naar m (E). Stel 
e 

f~(x)='1 (n=1.,2, ... ) (aange-
inwendige punten van L zijn), n 

Beschouw de verschillen f (x)-f(x). Het gedrag van deze verschillen n 
is geliJk aan dat van de rij s(x)-s (x) uit het bewijs van de stel­n 
ling van Fubini: dus is r 1 (x)-f 1 (x)J✓ 0 (n -+oo), of f 1 (x)=1. Hier­n 
mee is de stelling bewezen. 

--1.1.2.3. Sprong fun ct i es. 

Zij { x11 } een rij van getallen in (a,bL en zij { f 11 (x)} een rij 

van functies gedefinieerd als volgt: 

f ( x )=0 voor x < x , f ( x ) = u11 , fn( x) = u +v voor x > xn. n n n n n n 

We veronderstellen dat de reeksen Lu en ~ v absoluut convergeren .. n L n 
Dan is de reeks L f ( x) convergent. De som s (x) heet s p r o n g -

n 
fun ct i e. We kunnen schrijven: 

s(x) = L 
X ~ X n 

u + L vn . 
11 X<X 

11 
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Zijn un en vn ~ 0 (n=1,2, ... ), dan is f~(x)=O (behalve in het punt 
X=xn). Hieruit volgt, op grand van 1.1.2.1, dat b.o. s'(x)=O is. 
We kunnen aantonen, dat deze laatste bewering ook geldig is, als 

niets omtrent de tekens van u en v is verondersteld. De functie 
n n 

s(x) is namelijk een functie van begrensde variatie, en de totale 
variatie T(x) van s(x) is eveneens een sprongfunctie. Het blijkt 
zelfs dat s(x) continu is, behalve in de punten X=X • n 
Het belangrijke van de sprongfuncties is: elke functie van be-

grensde variatie kan geschreven warden als de som van een conti­
nue functie (van begrensde variatie) en een sprongfunctie. 

1.1.2.4. Fun ct i es van beg re n s de var i at i e. 

Daar de totale variatie T(x) van s(x) (uit 1.1.2.3) een sprong­
functie is, geldt T'(x)=O (b.o.). Deze bewering geldt eveneens voo· 
een willekeurige functie van begrensde variatie. 

Ste 1 1 in g. Is T(x) de totale (onbepaalde) variatie van een 

functie van begrensde variatie f(x), dan is b.o. T'(x) = l f'(x)j. 
Bovendien geldt: f(x) en T(x) hebben dezelfde continu!teitspunten 

en discontinuiteitspunten. be sprongen zijn gelijk (op het teken 
na), ma . w. 

T(x) - T(x-0) = I f(x) - f(x-0) l 
T(x+O) - T(x) = I f(x+O)-f(x) l. 



FA 8 

1.1.3. Inter v a 1 sf u n ct i es. 

1.1.3.1. In 1 e id end e bes ch o u w 1 n gen. Een inter­

valsfunctie f(I) = f(~,p) is een voorschrift volgens hetwelk 

aan een zeker interval I=(~,p) een ( 1 n) getal wordt toegevoegd. 

Voorbeelden: 

1. Zij f(x) een (gewone) functie en zij ! een getal met 

c< < ! < 13. Een intervalsfunctie is 

f ( 0:. J fa ) = (/3 - Cf.,) f ( p 
(denk aan de theorie van de Riemann-integraal). 

2. Intervalsfuncties zijn, als f(x) een gewone functie 

is., 

(p - °' ) s up f ( x ) e n (/3 - oz) in f f ( x ) • 
~~X~~ ~~Xtp 

3., De absolute variatie I f(p)-f(«)j van een functie f(x) 

is een intervalsfunctie. 

4. Is x=x(tL y=y(tL Z=z(t) een kromme (a :St~ bL zijn 
ix /3 twee getallen met a .$ 0( ~ 13 ~ b, dan is de lengte van de 

koorde tussen cle punten met t= °" en t== /3 een intervalsfunctie. 

Definitie van de integraal van een integreerbare intervals­

functie. Zij (a,b) een interval. Dit interval denke men ver­

deeld in een eindig aantal deelintervallen. Is f een inter­

valsfunctie, dan kan men de som van alle getallen f(~,~) over 

deze op elkaar volgende deelintervallen bepalen. Als deze som 

bij toenemende fijnheid van de verdeling tot een limiet con­

vergeert, dan heet de intervalsfunctie integreerbaar, en de 

limiet heet de integraal van f(Oi.,/3) over (a,b] 

b 
j f(r:x,13) 2 m.a.w. bij elke 1:. > 0 bestaat er een d'= .:r(s)>O 

z6 data bij elke verdeling van (a,b) met fijnheid $ I decor­

responderende som minder dan Evan de limiet verschilt. 

Is f(x) een gewone functie (puntfunctie), gedefinieerd 

op [a,b], dan is ~lke intervalsfunctie f(a,p) van de vorm 

f (13 ) - f ( ~ ) int e gr e e r baa r . 

Definitie van de afgeleide van een intervalsfunctie 

f(oc,~) in een punt x. Hieronder verstaat men de limiet (zo 

deze bestaat) van f(or..,p)/(fo-lX) als het intepval (rx.i(3) zich 
samentrekt tot het punt x. 
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Is f(~,~) additief, dan is de afgeleide hiervan dezelfde 

als de afgeleide (in gewone zin) in een punt x van de puntfunc­

tie F(x)~f(a,x). 

1.1.3.2. Ee rs t e hoof d st e 1 1 in~- Zij f(oc,fo) integreerbaar 
.b 

over [a,b] . ZiJ f((J.,(3)? 0 en zij J f(i,;~;s)==O. Be we ring: 

b.o. in [a,bJ bestaat de afgeleide 8 van f(~,~) en is deze afge­

leide gelijk aan 0. Het bewijs van deze bewering is gemakkelijk 

en steunt, behalve op de definitie van de integraal van een inter­

valsfunctie, op d2 stelling van Fubini (1.1.2.1). 

1.1.3.3. T we c de hoof d st e 1 1 in g. Deze luidt: Bijna overal 

waar een intcgreerbare intervalsfunctie f(~,fa) een afgeleide 
,t.., 

bezit,, bezit ook de onbepaalde integraal F(x) === j f(ct.,13)(a~ x ~b) 

van deze functie dezelfde afgeleide, en omgekeerS. Deze stelling 

kan men bewijzen door aan te tonen, dat de intervalsfunctie 

g(oc,~) = \ f(o:,13) - F(j3)+F(<X) l , 
X 

waarbij F(x) de onbepaalde 1ntegraal J f(01.,/3) (a$ x ~ b) is, vol-

doet aan de voorwaarden van de eerste 0hoofdstelling (1.1.3.2). 

Minder opvallende, niettemin belangrijke, uitspraken zijn: 

De integreerbaarheid van f(~,~) over een interval (a,b) im­
pliceert die over elk deelinterval (c,d). 

De convergentie van de sommen L f(rx,15), die (in het geval 

van integreerbaa rheid) de lntegraa 1 ff (ex ,/3) tot limiet he bben, 

is uniform t.o.v. de deelintervallen. 

De integraal j f(«,#) is een additieve intervalsfunctie 

(additiviteit t.a.v. de intervallen waarover de integraal genomen 
is) . 

1,1.3.4.D e 1 n t e gr a 1 en van D a. r b o u x on de int e­

g r a al van Riemann. De intervalsfuncties genoemd in 
1.1.J.1, voorbeeld 2, geintegreerd, geven de integralen van Dar­

boux. Zijn deze gelijk, dan spreekt men van de integraal volgens 
Riemann. Stelt men 

(13-rt.) [ sup f(x)-inf f(x)J = (/'-Of.) w (f; « ,13), 
rJ... :!: X ~ (3 

waarin w(f;c,:,fo) de variatie (of schommeling) van f(x) in (0:...,13) 
heet, dan betekent integreerbaar over (a,b) volgens Riemann: de 
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integraal van d2 intervalsfunctie (j.,-CJ..) l0(f_;a;,t3) over (a,b) is 

gelijk aan 0, Bovendien is deze functie ~ O. Pas nu de stelling 

uit 1.1.3.2 toe. He~ resultaat is: uit de integreerbaarheid van 

f(x) volgens Riemann volgt het b.o. continu zijn van f(x). 

Omgekeerd geldt, indien f(x) begrensd is; dat deze voorwaarde 

(het b.o. continu zijn van f(x)) voldoende is voor het integreer­

baar zijn jn c-7e z:1.n '18n Riemrmn. 

1.1.3.5.S t e 1 1 in g van Darb o u x. Deze luidt als volgt: 

Zij f (<Y. ,/3) een in terva ls,functie, die voldoet aan de voorwaarde 

voor ell{ drictal 1·aarcJen ()1.,/3 en { met a~ IX< 13 < {:f... b. Zij verder 

f(0'.,/3) continu; d .w._?.:. f(;x,,p) ~ 0 indien het interval (0'..,/3) ~ 
het punt x ( c; ~ x ~ 13). Tensl~~te zij gegeven dat alle sommen 

L f(ixk_ 1 ;cxk) (elke 1?.r::1ore_;1c1 __ bij~~{ere verdeling van (a,b)) een 
naar boven be~rens_de verzameling vormen, met L als k.b.g. Dan 

geldt: f(tt.,/3) iD inte:~;rc:erbaar en f f(o:,t3)=L. 
a 

'I. ·1 .) ,:_;. t e c t i f i c e e r b a r e k r o mm e n. Wat is een recti­

ficeerbare kror:1me? Stel x=x(-c), Y=Y(t), z=z(t)(a .$ t~ b). De 

functies x(t), y(t~ en z(t) zijn continu verondersteld. Het inter­
val (a,b) verdeel~ m0n volgens 

Aldus vindt ~en op de kronrn~ de punten Pk(tk) (k=O,1, ... ,n). De 
lengte v2n de gebroken l~jn P P~···P zijn kleiner dan een vast 

0 I n 
getal, hoe ook de verdeling van (a,b) wordt gekozen. De kleinste 
van alle bovengrenzen heet de lengte van de tromme, en de kronune 

zelf noemt men ractific2erbaar. 

Gemakkelijk is~~ in ta zien: nodig en voldoende voor de 

rectificeerbaarheid van de 1-cromme x=x(t),y=y(t),z=z(t) (de func­
ties x(t), y~y(t), z=z(t) ~ijn continu) is, dat de functies 

x(t),y(t),z(t) van begrenode variatie zijn. 

Uit de tweede hoofdstelling (1.1.3.3) volgt nu nog: een 

rectificeerb~r0 kromme b8zit b,o. een raaldijn. 

Past men deze eigenschappen toe op de 11 kromme 11 X=x(t)., 

y=O, Z=O, dcrn blijkt de totale variatie T(t) identiek gelijk te 
zijn aan de booglengte s(t). Men vindt nu onmiddellijk de betrek­

king 
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Hierbij is in eerste instantie x(t) continu (en van begrensde varia­

tie). Aangetoond kan warden~ dat de voorwaarde van continutteit ter 

zijde kan warden gesteld. Hiermee is 1.1.2.4 opnieuw bewezen. 



1.2. Int e gr a 1 en 

1.2.1. Def in it i es. 

0 n g e 1 i j k h e d 

van Lebesgue. 

Lim i et st e 1 1 in gen. 

en. 
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1.2.1.1. Trap fun ct i es. In ziJn dissertatie: Integrale, 

Longueur) Aire, 11 Parijs ( 1902) heeft Lebesgue een integraal­

begrip ingevoerd dat voor de ontwikkeling van de moderne ana­

lyse sindsdien van enorme betekenis is geweest. Het uitgangs­

punt bij Lebesgue was het begrip maat. Geslaagde pogingen 

hebben getoond dat men andere wegen kan kiezen die tot het­

zelfde doel l8iden. Het uitgangspunt bij Riesz-Sz.Nagy is de 

tr:::pf'-t· _ _c.-~~le. Zij (a.,b) cen interval., eindig of oneindig. We 

spreken van een trapfunctie, indien deze functie op elk van 

ecn eindig aantal in (a,b) gelegen eindige intervallen met 

lengte I ik\ een constante waarde ck aanneemt. 
De inte~raal van deze trapfunctie op (a,b) wordt gedefinieerd 

door L ck \ik \ . We duiden een trapfunctie aan door 
r(x), ,y(x), ... Nu gelden de volgende stellingen; 

A. Geldt voor een rij {cpn(x)} van trap_runcties., dat 

<f'n(x) .J, 0 (b.o.; n=1.,2., ... )., dan convergeert de rij van de 

integralcn ook naar O. 

B. Geldt voor een toenemende r1J {~n(x)} van trapfuncties., 

dat supn Y- clcli1cj < oo, dan convergeert de rij { cpn(x)} b,o. 

Stelling Akan men bewijzen door gebruik te maken van de over­

dekkingsRtelling van Borel. Wat het bewijs van B betreft, zij 

ope;amer1~t., dat het niet moeilijk is aan te tonen, dat de ver­

zameling van de punten x, waar ~n(x) divergeert., de maat 0 

heeft. 

1.2.1.2. Somme er b 2 re fun ct i es. 

Met C O r~.:i:J.q_,-r_:·'::-_:_ : kln·.E:,e van de trapfunc ties aan en met C 1 de 

klasse van de functies die (b.o.) de limiet zijn van een rij 

van trapf1rgcties [lfn(x)} zoals beschouwd in stelling 1.2.1.1,?, 
Uit wat verondersteld is volgt dat de rij van de integralen van 

~n(x) convergeert. Per definitie is nu 

b J f ( X ) d X = 1 im 
a n -+ oo 

b J cp (x)dx, 
a n 

waa~bij f(x) de limiet (b.o.) van de rij { fn(x)} is. Is 
{ y ri (~ Jl een and ere rij trapfuncties 'f n ( x) in de z;i,n :van, 



'1.2.1.1.B; die 2veneens (b.o.) f(x) tot limiet heeft, dan lean men 

aantonen; dat 

lirn 
b 

J 
n --1,. oo cl 

(:J ( X) d. X = 
'LJ 

l:Lm 
n---s),- 00 

b 
j 'fn(x)dx. 
a 

Met c2 duidAn we de klasse van de functies aan, die elk het ver­

schil van twee;_fu~'lctJ,:c u:it c1 _zijn_. De integr>aal van r 1-f 2 (beide 

functies r 1 en r 2 behoren tot c1 ) is per deflnitie gelijk aan 

Uit clr:: definiti.t, volgt: if, c1-r2 =g 1-g 2 (f1;f2 ,g1 en g 2 <e.. C1 )J 
dan zij~ ~8 intesrc~en dezer 1erschillen ook gelijk. Gemakkelijk 

bevdjs·c men: 

c 2 is een lincairc 1':lasr:,e: uit h 1(x) eri h 2 (x) E. c2 volgt, dat 

c 1h 1 (x)+c 2h 2 (x) s. c2 (c. 1 en c~) constanten). 

De bescr1rJi.H1de intec:;raal is een additieve intervalsfunctie. 

Behoort h(x) tot ~e klasse C0 (anders gezegd: is h(x) som­
meerbaar (L2bes3:u:..:), dan ge:1.Gt clit ook van I h(x)j; h+(x) en h-(x). 

Evenmin ~s het moe~Jijk om te bewijzen: 
Bij elk0 ~omne0r~~r~ functie h(x) bastaat er een rij trap-

functie □ pn( 1 z6 dat tp ( X) -;.- f ( X) ( b . 0 . ) en 
n -

1, 

/ . \ h ( x ) - (f ( x ) j d x ------+- 0 •., , n 
l;, 

v~rJer geldt: bsstaat de Ricm8nn-integraal van f(x) (over 
ee,1 einjj_g J.n~cl"vn]. (a,b)), cJ.1n b~lloren c~e functies f(x) en -f(x) 

tot de kJ.asse c1 . Omgekeerd, is aan deze laatste voorwaarden vol­

jaan, dan f(x) b.o. celijk san een Riemann-intcgreerbare func­

tie. 

D c s t e 1 1 i ~ g v ~ n E. L c, i over de terms -

~ e w i j z e i ~ ~ e gr a tie van e en toe n em en­

j e r i j. Deze stelling dateert van 1906 en luidt: 

Vormen ~e int8iralen van da so~meerbare functies hn(x) van 

~en toene!T'.ende rij { h (x) t een begrensde verzameling, dan con­n . 
✓ergeert d~ze __ _!.'.j.j (b.o.) naai.1 een sommeer'bare functie f(x) ~ 

?:;eldt 
b J :' ( X ) d X = 1 im 

a n--+co 

b 
( ~:~ ( x) dx . 

.J n 
a 

H;ie:ruit volgt: De t'eeks L k"V)(x), waarbij kn(x) sommeerbaar 



:Ls (n=1,2, ... ) en 

b 
L j / kn ( x ) I d x < oo , 

a 

conver·geert b.o. naar een sommeerbace functie s(x) en 

b b f s(x)dx = r- j k11 (x)cJx. 
a a 

Uit de laatste stelling volgt: 
b 

Als j jk(x))dx = O, dan is k(x)=O (b.o.). 
a 

Tenslotte hebben wij: 
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Als een monotone riJ van sommeerbare functies {hn(x)} 
naar een sommeerbare functie f(x) convergeertJ is 

rb ,b 
J f ( x) dx = lim j hn ( x) dx. 
a a 

1.2.1.4. Ste 1 ling van Le be ague over de term[· 

gewijze integratie van een gemajo­

r e er de r i J (Zie H. Lebesgue, Sur l 1 int~gration des 
fonctions discontinues, Ann.Ec.Norm.Sup.,27(1910)). Deze luidt: 

Als de functies fn(x), die sommeerbaar zijn in (a,b), b.o._ 
naar een functie f(x) convergeren en als er bovendien een som­

meerbare functie g(x) bestaat z6 dat Jf11 (x)!E g(x), dan is 
f(x) ook sommeerbaar en 

b 
j f ( X ) d X = 1 im 
a n-,'-OO 

Arzela (1885,1900) en Osgood (1897) hebben overeenkomstige 

stellingen bewezen: de eerste betreffende een begrensde rij van 

Riemann-integreerbare functies, en de tweede over een begrensde 

rij van continue functies. 
Wat het bewijs van de stelling van Lebesgue betreft: uit­

gaande van de convergente rij {rn(x)} kan men monotone rijen 
vinden~ die naar f(x) convergeren: 

gn(x) = sup(fr/x),fn+ ✓l(x), ... ) + f(x)~ 

hn(x) = inf(fn(x) ,fn+1(x), ... ) t f(x). 

gn(x) en h 11 (x), en dus ook f(x), zijn sommeerbaar. Uit 

hn ( X ) $ f n ( X ) ~ gn ( X ) VO lg t 
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vole;t 

,b 
I h (x;'dx < 
~ n .. 

,,.J..) 

) 
3 

,,. f X) dx •. 
(.j,1•"\ \ Cl 

a 
., 

r~' .u 
i:::~n(">:)::x ,-.:r!) l:n1.x),ix --+- / 

a <.I 

f' 1 ·:, "! c'i X 
,l.,, \ .,.\, J J 

h (b ( f (x)cJx -·+ ..1 f•,'x.)dx. J 11 • a ' a 

1.2.1.5. Stell 1 n gen o v c r J e so mm e er baa r he 1 d 

van e en 1 i mi et fun ct 1 e. 

Als de funct.ies fn(x) (n"··1,c?i.,.) ~rnm:meerbaar ziJn in 

(a, 10) e1•1 ~ ~ r1-~ een °Ul1Ctln ~{x·) ~onv·er~rre-~en no• (1~~ ,., _ Ll"L"' ~.1c:a ... 1.. . .l , \... .l.\" ._, lJ ·c::i l. t..J.,. AOL 

!r(x) I :S g(x), wcH:irbi~j g(x) sor:u;:eerbaBr 1s, dan is :f(x) ook 

·• , ·" f rr I ., ) c•, , . f" P ;' " ) ,. ( •. \ ·1 ) 1n1 "( f· .. \ r .. ;IJ\Ad J .i~ .,;.._ "' -,:-:.~ .... ,,, ~· 
(. ... . ' ' '· fJ • ·' ' .I .) 

-·I'-' f(x). 

l,:en voor het 

meerbaarheid van een 

clie over de som-

fun ct le: 

Zl ,)11. 

:)an is 

-:-,'/ ·\ ..,_•::::i,·• 1~t+·· ~,,,1• ) .... ,, . ..., .... ;··,.•-,."!~"''1"'.': V)1 ":. '!,'o ,\ i.,l.., 1.,eOS. ·~• ,t,C i.,X ,·t:·ll ,JUi,u .. ,.:et.,)d,.C 

't (I" S +' I '" \ ,, ( · 'i ;·, f .,,. \ l l . ), 1 Y ) 
r~ l J. '1 \ l,.. ) ·• .L .·:) /. •• / ·' .. " 3 J .l. ·v:. \ /a.. l ( j ~ t !. \ ~ w ,. 

~ ~ 

a r ., /-,,.) f' f .. ) r f,) r "~lI1'h ,-,:,x , ... ,.~r\'< J 

s011:::ieerbaar in (o,11). 

ling is bet 

L e m m a v a n F a t o u r1cs trigonom6tr1qu2s et 

s~ries de Taylor, Acta Math,JJO (1906))· Zljn de functies 

f (x) ~Oen sommeerbaar in (a,b), als r.(x)-➔ f(x) (b.o.) en 
11 ---------- -·--· ll 

(!"" Y'i)' ce,· in ... eF'P'~ler r 0 ;:, (y,:'\ax h-s,,·.ynq~'n ts cla'~ ·is f'(y) 
u~'• ._, - t. ' .., V o- a ~1 .) .l 11 \ ~ l ~ .:= .. ~~-I.,.;~ u '-' . ~' ... ·: .. .:..i ___ --=:, ___ .... \ ~\. 

a 
meerbaa..£_§:n_ 

som-
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of ook: 
• 

Als de functies f (x) >,!. O en sommeerbaar in (a,b) z:LJn, 
n 

en als fn(x)-,-f(x) (b.o.) en als bovendien j f (x)dx~A(n=1,2, .•. 
a n 

dan is f(x) sorn.rneerbaar en 

b J f(x)dx ~ A. 
a 

1.2.1.6. Onge 1 i j k he den. 

De ongelijkheid van Schwarz: 

\ 
b 12 b 2 b 2 J f 1 (x)f2 (x)dx I ~ J f 1 (x)dx J r 2 (x)dx. 

a . a a 

Het gelijkteken geldt in het geval dat r 1 en r 2 b.o. een con­
stante factor verschillen. 

De ongelijkheid van Holder: 
'I 1 

!f1 (x)!Pctx PJ /ir2 (x)lqctx} q, 

hierbij is 1+1=== 1, p>1, q>1. p q 

Het gelijkteken geldt indien j f 1 l P en l f 2 l q b. o. een con­
stante factor verschillen en als bovendien het teken van 

r 1(x)f2 (x) b.o. constant is. 

De ongelijkheid van Minkowski: 
b j_ b .:J. b J_ 

{ £ jr,i-1-r2!Pax}P~{£ lr1lP axJP+{{ !r2jPax}P (p>1). 

Verondersteld is, dat alle integralen optredend in boven­
genoemde ongelijkheden bestaan. Het is niet volcJoende alleen de 

sommeerbaarheid van de functies r 1 en r 2 te veronderstellen, Zo 

o,a. bestaat de integraal in het linkerlid van de ongelijlcheid 
van Schwarz, indien de sommeerbaarheid van r 1,r2 en hun kwadraten 

gegeven is. Die in het linkerlid van de tweede ongelijkheid in­
dien de sommeerbaarheid van f 1,f2 , jc1 IP en jr2 lq verondersteld is. 

1.2.1,7. Meet bare v er z am e 1 in gen en meet bare 

fun ct i es. 
Onder een meetbare functie verstaan we een functie, die de 

limiet b.o. is van een rij trapfuncties. 

Uit deze definitie volgt: een sommeerbare functie is meet­

baar; de constante functie is meetbaar; elke meetbare functie, 



die absoluut genomen een sornmeerbare functie als majorant heeft, 

is sommeerbaar; wordt een meetbare functie aan de boven- en onder­

lrnnt 11 afgehakt 11 door sommeerbar'e functies., dan is de afgehakte 

functie sommeerbaar_; :~s f(x) meetbaar dan is / f(x) I meetbaarJ 

en is bovendien b.o. f(x)fo, dan is 1/f(x) meetbaar; zijn f(x) 

en g(x) rneetbaar, dan zi.jn f(x).±_g(x)., f(x)g(xL sup{f(x),g(x)} 

en inf{f(x).,g(x)} meetbaar; ziJn de functies van de rij f 11 (x) 

meetbaar., en is f 11 (x)-,.. f(x) (b.o.): dan is f(x) meetbaar. 

Onde~ een meetbare verzameling e verstaat men een verzame­
ling waarvan de karal-::teristiekc functie e(x) meetbaar is 

(e(x)=1 als x e en e(x)=O ovePic;ens). Is e(x) sornmeerbaar, dan 
is (per definitie) de maac m(e) van e de integraal van de karak­

teristieke functie e(x). Is e(x) meetbaar., zonder sommeerbaar te 

zijn; dan is de maat m(e) (per c1efinitie) oo. 

Uit het bovenstGande volgt: een interv31 is meetbaar en de 

maat is gelijk aan z 'n lengte (eincHg of oo )) cen verzameling van 

de maat O bezit een maat O (in bovengenoemde zin); zijn 

e 1,e 2 , •.• meetbare verzamelingen, dan ziJn e 1-e2 (e 2c e1 ), 

n oo n oo r1 ek, (i, et:' t_j ek en LJ ek meetbaar_; de rnaat m(e) is een af-
k=1 k=1 k=1 k=1 
telbaar-additieve verzamellnssfunctie, d.w.z. 

m(e,1Ue 2 U ... ) == m(e 1 )+m(e 2 )+ ... (de e 1 ,e2 , ... zijn meetbaar en 

twee aan twee disjunct)3 is e 1 ,e 2 , ..• een toenemende rij meetbare 

verzamelingen, dan is 
( 00 1 

m l I \e. 
-J j I,. 

\ l'"·-··1, '·"'-. \.--

lim 
k ---+-- c;.,:; 

is e 1,e 2 , •.. een afnc:nende rij meetbare verzamelingen,dan is 

( co) m .(,....\ 81_ 
I,. - /I ,{ 
,"\.---

-- lim m( ek). 
k ···+ co 

Er bestaat een intjeme relatie tussen rneetbare verzamelingen 

en meetbare functies. 

Als f(x) meetbaar is., dan zijn voor elke c de verzamelingen 
der punten x waarvoor 

f(x) ~ c; f(x) ~ c; f(x) ~ c_; f(x) > c 

meetbaar. Omgekeerd is ~~n van laatstgenoemde verzamelingen (voor 

~lke c) meetbaar, ~an zijn de overige verzamelingen meetbaar en 
is oak f(x) een meetbare functie. 
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'1,2.2. 0 n b e p a a 1 d e i n t e g r a 1 e n; a b s 0 1 u u t 
C 0 n t i n u e f u n C t i e s . 

1.2.2.1. T 0 t a 1 e V a r i a t i e· J a f g e 1 e i d e V a n d e 

0 n b e p a a 1 d e i n t e g r a a 1. 
X 

S t e 1 1 in g • De onbepaalde integraal F(x) = j f(t)c1t (op een 

additieve constante na) van een sommeerba~e funct:i.P._ f (x) is 

van begrensde variatie; de totale variatie T van F(x) over 
(a,b) is gelijk Qan 

b 
J j f ( x) I dx. 
a 

X 
Dat F(x) = j f(t)dt van begrensde variatie is, indien 

a 
f(x) ~ 0 is) is duidelijk (a" x ~ b)_; immers nu is F(x) mono-

toon-niet-dalend. Voldoet f(x) niet aan genoemde voorwaarde, 
dan schrijven we f(x) = r+(x) - f-(x). De integralen van deze 

functies zijn weer van begrensde variatie, enz. Het bewijs 

van het tweede deel van de stelling is minder eenvoudig. Al­

lereerst kan men aantonen, dat voor elke trapfunctie e(x) 

met f c(x) I ~ 1, geldt: 
b . 

J E(x)f(x)dx ::; / ! f(x)) dx. 
a a 

T = sup 
f t:(x)! r, 1 

Door een geschikte r1J van functies cn(x) te kiezen met 

lim En(x)f(x) = I f(x) l vindt men 
b b 

lim J ~n(x)f(x)dx =JI f(x)!dx, 
a a 

waarmee de stelling bewezen is. 

Daar F(x) van begrensde variatie is, bestaat b.o. de 
afgeleide F 1 (x). Analoog aan het resultaat in de klassieke 

analyse geldt de volgende 

Ste 1 1 in g. Een sommeerbare functie is b,o. gelijk aan 
de afgeleide van z 1 n onbepaalde integraal. 

De uitspraak van de stelling geldt indien de functie 

een trapfunctie is. Behoort de sommeerbare functie f(x) tot 

de klasse c1 , dan is o/n(x) (trapfunctie) t f(x) of 
CD 

f(x) = 9'1 (x) + L { <fkv/x) - <pk(x)} . 
k=1 

We passen nu de stelling van Fubini toe op de integralen van 

het linker- en het rechterlid. 



1.2.2.2. 
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H,~t algemene geval (f(x) is sommeerbaa~) volgt [lieruit 
gemc1~kelijk. 

E e n s t r i k t - m 0 n 0 t 0 n e C 0 n t 1 n u e 
',) ,., 

"' 
. ' { .. 

f .u n C t i e., w a a r V a n a e a f g e 1 e i d e b, o. 
1 

'•• ; ,'. 
g e i j .k i s [l a n o. 

I '· 

Zij t een getal met O < t < 1. Beschouw nu de rij f:u.noties 
Fn(x.), gedefinieerd op (0,1 J als volgt: '·' ' ' · ·' 

- '" - ·• ,I. 

l·n d t k2~n (k O ~ 2n) e pun en = , , , ••. , · ; 
,, , .. 

zijn ~ en fi t~ee van zulke op elkaa~ volgende punten, dan 
is 

F n + 1 ( ~ ) = 1 -2t F n ( or.) + -1¥ F n (fl) ; 

overigens verloopt Fn+1(x) lineair (n=0,1, .•• ·). 
Men kan nu bewijzen; dat de rij F (x) convergeert naar n 

een limietfunctie F(x)J dat F(x) continu en stt"ikt-monotoon 
is, en dat b.o. F 1 (x)=O. 

Het blijkt dus dater functies zijn,> die niet gelijk 
zijn aan de integt"aal van'haar b.o. bestaanae·afgeleicie.' 

1.~.2,3, Abs o 1 u u t continue fun ct i es. 

Wa2~d0or onde~Rcheide~ zic~ nu functies, die onbepaalde 
integralen zijn, van b.v. functies, die continu zijn en van 
begrensde variatie? Het antwoord is: een nodige en voldoende 

voorwaa rde, Cat }i' ( x) een onbepaa lde integraal is, is de ab­

solute contin~!tcit van F(x). We beschouwen eindige interval­

len (a, b). F ( x) is a bsoluut continu betekent: biJ elke e > 0 

is er een cY= ,Y(r-.) z6 dat als, L(,13k- O<k) < J', seldt: 

IL [F(;Sk)-F(c-.k)]j < 12 (de intervallen van de riJ (o:k,f3k) 
zijn disjunct). Men kan aantonen dat de laatstgenoemde be­

trekking ver,.·angP.n kan warden door L I F(pk)-F(o..k) I._ e . 
Ook kan men zich b2perken tot een eindig aantal :i.n1;ervallen 

(rxk_;.13k). Duidelijk is: voldoet F(x) aan de voorwaarde van 
Lipschitz: jF(!3)-F(cx)j ~ c(p-C(.), dan is F(x) absoluut continu. 

Om te bewijzen dat de voorwaarde nod i g beschouwe 

men eers,t het geval dat f(x) begrensd is. Dan voldoet F(x) 
aan de voorwaard0. ·1ar Lipschitz. Is f(x) niet bagrensd., dan 

kan men f(x) schrijven als de som van een sommeerbare begrens­

de :runctie g(x) en een fu~1ct1e h(xj, waa:woov geldt oat 
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b 
J I h(x) j dx kleiner is dan een voorafgegeven positief getal. 
a 
Vervolgens integreert men deze som over een geschikt gekozen 
rij (~k,pk). 

Om te bewijzen, dat de voorwaarde v o 1 doe n de is, 
merken we eerst op, dat uit de voorwaarde volgt, dat F(x) van 
begrensde variatie is. Tevens zien we dat de onbepaalde totale 
variatie T(x) van F(x) absoluut continu is, en dat dit ook het 
geval is met de positieve en negatieve variaties ½{T(x)+F(x)} 
en ½{T(x)-F(x)}. We beperken ons daarom tot een niet-dalende 
functie F(x). 

Uit het lemma van Fatou volgt, dat F 1 (x) sommeerbaar is, 
en ook, dat, als G(x) de onbepaalde integraal van F 1 (x) is, 

(3 
G(!3)-G(ix) :$ j F 1 (x)dx .$ F(f3)-F(0t). 

I)( 

G(x) is dus absoluut continu. Dit geldt ook van de monotoon­
niet-dalende functie F(x)-G(x). De afgeleide F1 (x)-G 1 (x) is 
b.o. gelijk aan 0. 

Het komt er dus op aan te bewijzen, dat de voorw3arde vol­
doende is in het geval van een niet-dalende, absoluut ~c~tinue 
functie F(x) met b.o. F 1 (x) = O. Er volgt dat F(x) een constante 
is. Dit is aangetoond in 1.1,3.4, waar echter de voorwaardo iets 
strenger is: de functie voldoet aan de voorwaarde van Lipschitz. 
Het is gemakkelijk het bewijs geldig te maken in het geval dat 
de functie absoluut continu is. 

Uit bovengenoemde redenering volgt nog: 
Elke monotone continue functie F(x) kan geschreven warden als 
de som van twee monotone continue functies G(x) en H(x), z6 dat 
G(x) absoluut continu is, !:E. H'(x) = O (b.6.) (H(x) wordt wel 
een singuliere functie genoemd). 

Een monotone functie (en ook een functie van begrensde 
variatie) kan geschreven warden als de som van een absoluut 
continue functie, een singuliere functie en een sprongfunctie. 

Def in it i es: De totale variatie van een continue functie 
F(x) v.b.v. op een rij disjuncte intervallen is de som van de 
totale variaties van F(x) gevormd op deze intervallen. 

Een verzameling e is een verzameling met variacie O t.o.v. 
F(x) (continu en v.b.v.) als e kan warden overdekt door rijen 
intervallen waarop de totale variatie van F(x) willekeurig klein 
wordt. 
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Hieruit volgt: een verzameling e is een verzameling met variatie 
0 t.o.v. strikt-monotone en continue F(x) als de afbeeldingsverzame­
ling op de y-as, verkregen door y=F(x) de maat O heeft. 

We kunnen nu aantonenj dat we in de definitie van absolute con­

tinuiteit de veronderstelling, dst de totale variatie willekeurig 

klein wordt op rijen van intervallen met voldoend kleine totale 

lengte, vervangen kan worden door: de totale variatie van F(x) op 
een verzameling met een maat O is eveneens gelijk aan O. Dat de 

eerste definitie de tweede impliceert is duidelijk. Dat d~ tweede 

definitie equivalent is met de eerste kan men door een .rc'1irecte 

bewijsvoering aantonen, Zij F(x) monotoon-niet-dalend. Vo:.doet F(x) 

w~l aan de tweedeJ en niet aan de eerste eis, dan bestaat er een 
f > 0 z6 dater rijen van intervallen bestaan met totale lengte opv. 

kleiner dan ~, J, J , ... terwijl de afbeeldingen ervan een totale 
lengte hebben > a . Het is nu r.iet moeilijk een verzameling van de 

maat O te construeren waarvan de afbeelding (m.b.v. y=F(x)) een 
totale lengte > e bezit. Daarmee is een tegenspraak bereikt. Ten­

slotte ziet men in, doordat een functie v.b.v. als het verschil van 

twee monotoon-niet-dalende functies geschreven kan warden, dat de bewe­

ring ook vo0~een continue runctie v.b.v. geldt. 

,2.2.4 .• D e r e g e 1 V a n d " P a r t i e 1 e i n t e g r a t i e e n 

d e s u b s t i t u t i e r e g e 1. 

s t e 1 1 i n g. Zijn f(x) ~ c(x) sommeerbare functies in het inter-

val (a,b), en zijn F(x) en - G ( ,: ) hun onbepaalde integralen., dan zijn 
de functies F(x)g(x) en G(x):f(x) sommeerbaar en geld t: 

l b b 
F(x)g(x)dx + j G(x)f(x)dx = F(b)G(b)-F(a)G(a). 

a a 

Dat deze laatste betrekking juist is, indien f(x) en g(x) constanten 

zijn, is duidelijk. EveneensJ indien f(x) en g(x) trapfuncties zijn. 

Door limietovergang toont men de juistheid aan indien f(x) en g(x) 

positief zijn en tot de klasse c1 behoren. Tenslotte, zijn f(x) en 

g(x) sommeerbaar., dan kan men schrijven: f(x)=f 1-r2 , waarbij r1 en 

r 2 positief zijn en tot c1 behoren. 
Karter is het bewijs indien men gebruik maakt van het feit dat 

F(x) en .G(x) absoluut contim .. :."'.2 .. ~i., waaruit men afleidt dat het pro­
duct F(x)G(x) eveneens deze eigenschap bezit, en van de regel voor 

het differentieren van een product: 

{ F ( X ) G ( X ) } 1 = F 1 ( X ) g ( X ) +G 1 ( X ) f ( X ) • 
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De substitut regel luidt: 

S t e 1 l in g, z~ __ 7_ ::(t) to:":ncmc:1d en c1_bsoluuc continu in ex::: t ~ /3 
en zij f(x) sorr.111.er-:rba;,,r_:~n x(o.><i~:::-, ;J"'"x(13). Dan is f{x(t)} x 1 (t: 
s ommeerbc13 r' in ex ( t -: F r;n r;,~ lei t: 

rb //3 J f ( -- ) -~ -- . - "[" 5 x 1 1 \ l y 1 ( ,_ ) cJ , .. -' . '-' .\. -- . l ' . ; ) , , v v • 

a ix · · 

GemakJ.rnlijk ziet mc:n ir. clat de ::t?lJ.ln::; geldt als f(x) een constant~ 

is, ook als f(x) een i:1.':J\Jf''."11ct::.<2 i:J. Ste:i_ dat f(:-:) tot de klasse C 1 
behoo1"t. Dan is er een rij tt·aptllncties: ,p 11 (x) t f(x) (b.o.). Nu 

tocmc m2n Dun, dac b.c. 11\/·:(t)}x::(d t ~£x(t)}x 1 (t). Volgens de 

stelling van R. Levi (1.~.1.J) J1 ~u Je lim~etfunctie sommeerbaaP 

en 1s 
.b b 

J f(x)cix = 1:1-m j 
a 11~>-00 n 

'P ( x ) c: '< =: l Jm n 

~ 
( -'' ( ·c ( ··- \ I . t r' ' \ c] .,. -✓ .Ll, G,J .. , . ..,_ .. -.,, 

Voor' tune tie:: 

daar deze functiGG 

.r> ( ., \} , .• c:, 11 ,- -_ 
-· \'' ' ,_, u kla~sc c 0 celdt dit resultaat ook, 

L 

functies b--;hore~1J tot rir: klasf;c, 

2 • 2 . 5 . D e i ~-1 t e r; r a a :i a J_ s v P r z ;:, 1~: e l i 11 g s f u n c t i e 

Zij ~(x) [J'.P-C1~f'~7.:l:'..ccr'd 1_'1 01': ,_,v1·~ x v2r' e':::D verzarn.eling e. Overigens 

lrnn f(z)=O r;r-:'.nc•11·.1 ;,o;~•-,c·i. T~~·•: , ~'.n een :Lnterval en integreert men 

de fun,tic f(::)c(x) 01·.::r' c.1 ~'.t J..r 1 :_;er ✓ Eil, clan (zo cJeze integraal bestaat 

is de uitkom;:it per {IPf::n:'..c r. ~2_.:1.:2t j_~.?.Jl var~ f(x) over de verzame-

r I ( \ -- Ir .("' ( . \ chr 
-· \ ., I -- v' .L ' '. ) .• ' • 

e 

D8ze ir;tE:.:gr.-.::: 1 t-.::s•;:rJt c.u. ;=:is f(:.) sommeerbaar is (op het e omsh1 .L­

tcnde: ~;_ntepval); :v·,t f' ::21:'_'3 . .-oJ.(c:,n,~e 0lc de vr::r>zameling van de 

punten x met f(x)/0 mcetb?2r is. 

is f(;·:) ook :::ommeerb2"lr op elke 

meetbaro dselve~za~eling vane. 

De 111.ac1t vrrn c;,n \·::r..:;u;;1eL1_nc e 1s gel:i.jk aan de integraJ: 1 j 1 dx .. 

Een b9lc::r:.c;r>iJkec fi t u J 7_ i :1 L is: 

P,ls e 1 Jc 2 , ... i_'Hs,1uncte r~eetbare_ ver:,;amelingen 

f(x) meetbaar irJ Cl}! 0 1 U c 2 U ••• J clan_ is 

F ( e,. \..) c ,') U ..• ) ;-c; !.- ( c 1 ) + F ( e2) + ..• ., 
I c... 

zijn en als 

m.a.w. c.1 ftelb.'.13 ;~-add i ti eve verzamelings func-
tie. 
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Verder geldt: 

Bij elke c > O is er een J > O z6 dat, als m(e) <er, de absolute 

waarde van de integraal \F(e)\< 1:. (Abs o 1 u t e cont i -

nu it e it van de on be pa a 1 de int e gr a a 1). 
Deze stelling bewijst men door f(x) te splitsen in twee delen, een 
functie g(x), die sommeerbaar en begrensd is, en een functie h(x) zc 
dat de integraal van I h(x)I willekeurig klein is. 
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1.2.3.De ruimten L 2 en LP_; lineaire functio­

n a 1 en. 

I) 

1.2.3.1. De r u i mt e L'-. We beschouwen meetbare functies f(x) 

gedefinieerd op een verzameling e met een eindige of een on­

eindige maat. We laten toe dat f(x) complexe waarden kan aan­

nemen. We veronderstellen dat \r! 2 sommeerbaar is; dan is ook 

f(x) sommeerbaar op deelverzamelingen die een eindige maat 

hebben (immers 1\f!:f ~-(1+\rl 2 ), of oak op grand van de ongelijk­

heid van Schwarz, die eveneens de sommeerbaarheid van fg impli-
2 0 

ceert als die van\ r\ - en \g\~ gegeven zijn). 

Def in it i es: Het scalair product van fen g is 

(f Jg) = J f(x)g[xTdx, 
e 

en de norm van f is 

\! f\l= (r,r)"} = {{lr(x)! 2 ax}½ 

Dus: l\rl(> O behalve wanneer f(x)=O (b.o.). Uit de definities 
volgt verder 

I ( r, g) I * Ii r 11 · \I g II , 

ll r +g II ~ !l r ll + l\ g 11 , 

\! f 1 -r3 \\ ~ !l f ✓1 -r 2 l/ + \( r 2 -r3 \[ (driehoeksongelijkheid), 

\g,f) = (f,g). 

Is~ een constante, dan is 

Wij vatten deze eigenschappen samen door te zeggen dat de be­

schouwde functies f(x) tot de (complexe) functionaalruimte 1 2 

behoren. 

Def in it 1. e: De rij {rn(x)} (n=1,2, ... ) convergeert 11 in 
gemiddelde 11 (of: convergeert sterk) naar een limietfunctie f 

a 1 s I) f - f n l\ -+ 0 ( n -+ oo ) . 

Het analogon van de convergentiestelling van Cauchy is het 

Theorem a van Ries z - Fischer. Nodig 

en voldoende voor het sterk convergeren van de rij {rn(x)} is, 

dat }I fm-fnll ➔ 0 als m,n-;. oo. 
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Het nodige van de voorwaarde is direct duidelijk. Het bewijs 

van het voldoende zijn van de voorwaarde steunt op de ongelijkheid 

van Schwarz, de stelling van Levi en het lemma van Fatou (zie 

Riesz-Sz .Nagy). 

1.2.J.2.Z w a k k e convergent i e. 

Geldt van een rij f, dat f 
n n 

is (fn,g)----+ (f,g) voor elke 

in gemiddelde naar f convergeert, dan 
. t - 2 I g ui L • mmers 

I ( f J g ) - ( f n 'g ) l = l ( f - f n , g ) I ~ ll f - f n ll . )I g ll 
Het omgekeerde 1E=i niet waar (beschouw de rij f (x)=sin nx (01 x:::: 1;:~ 

Geldt voor ellce g uit T, 2 dat (g,f11 )--? (g,f), ~an zegt men: fn 
convergeert zvvak nziar 0. 

Merk op: het sterk convergeren van fn(x) naar f(x) impliceert: 

\I fn\l _,,. Hf n . Aan deze laatste betretcl;:ing behoeft niet voldaan te 
zijn als f (x) zvrnk naar f(x) convergeert. Immers voor de rij n j 

{s1n nx} geldt: (lrnl\ = (-}7':)"J_; !\ rl\ == O. 

Zwakke convergentie gecomblneerd met de betrekking 

\j f n \I-+)\ f \\ gee ft sterke convergentie. 
W~l geldt steeds in het geval van zwakke convergentie: 

l\ f \\ ~ lim inf It f !\ . n 

'1 ·2 ·:2 ·3 I · · f 'U n c t i· o n a 1 e n • •.J• , . ., in ea i Pe (1 in ea ire ope -

ratoren). 

Voor vaste f(x) uit ,- 2 
L en variabele g(x) uit 2 L is het sea-

laire product (fJg) een lineaire functionaal van g: deze lineaire 

operator voegt aan g een getal (f,g) toe. Een lineaire operator A 

die aan elke g een getal Ag toevoegt bezit de volgende eigenschap­

pen (per definitie): 

1°. add it iv it e it: A(g 1 +g 2 ) = Ag 1+Ag 2 . 

2° homo gen :Lt e it: A(cg) = c Ag (c e()nstant). 

3°. beg re n fl d he id: er is een getal M~O z6 dat voor alle 

g geld t : I Ag I ~ M II g I( . 

De ldeinste van de grenzen M, aan te c1uiden door MA of If A II heet 

de norm van A. 

Bij vaste f bezit (f,g) deze eigenschappen. De norm van (f,g) is 

!If l\ ( ongelijkheid van Schwarz). Een belangrijke stelling is: 

Ste 1 1 in g van Fr~ ch et - Ries z (1907): 
2 Elke lineaire operator' Ag in L kan geschreven warden in de ~orm 
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Ag= (g,f); de functionaal A bepaalt f(x) op eenduidige manier. 

1.2.3.4.R i j en van 1 in ea ire function a 1 en. 

W.F. Osgood (1897) heeft het volgende bewezen: 

Ste 1 1 in g. Zij fn(t) een rij van continue functies, gede­
finieerd in het interval (a,b). Zij de rij f (t) in elk (inwendig) n 
punt t van (a,b) begrensd. Dan bezit (a,b) een deelinterval waarop 
de rij uniform begrensd is. 

Het analogon van deze klassieke stelling is de volgende bewe­

ring (afkomstig van Banach-Steinhaus (1927). 
Ste 1 1 in g. Zij {A} een rij van lineaire f~nctionalen. Als 

{An} convcrgeert of beg~ensd is voor elk element g van 12 , dan is 
de beschouwde rij uniform begrensd op de 11 eenheidsbol" (d.w.z. dan 

is de rij van de normen MA begrensd). 

Hieruit volgt: elkezw~k-convergente rij {rn} is noodzakelijk 
begrensd. 

'1.2.3.5.De ruimte 1 2 1s separabel. 

De separabiliteit van 1 2 betekent dater een rij elementen { gnJ 
2 , " uit L bestaat zo dat elke f uit L c. in gemiddelde willekeurig 

dicht kan warden benaderd door eindige lineaire combinaties van 

elementen gn. Het blijkt dat voor elementen van {gn} genomen kun­
nen warden de karakteristieke functies van intervallen van (-00,00) 
met rationale eindpunten. Met behulp van de eigenschap der separa­

biliteit kan men bewijzen: 

St e 1 1 in g. Is { rn} een begrensde rij van elementen van 1 2
J 

dan bevat deze rij een zwak-convergente deelrij. 

1.2.3.6.0 rt honor ma 1 e system en. 

Een eindig of oneindig systeem 

heet orthonormaal, als 
{ ~ l van elementen uit 

T nJ 

= 0 voor m/n (orthogonaal) en 
2 

= \[ <pn I\ = 1 (genormeerd). 

Beschouw een eindig orthonormaal systeem f 1, ~2, ... , fN uit 
L 2 . Zij f een willekeurig element uit L2 . We stellen de vraag: 

voor welke waarden der constanten c 1 ,c 2 , ... ,cN is 

\\ f - t ck So k \ \ 
le::: 1 

zo klein mogelijk? Het antwoord is: 
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Men vindt nu de betrekking 

\ l N ') 2 N \ l r, 
H f - ~ ( f , it'k) 4' k l l "- = \\ f \\ - ~ ( f J l{) C 

(de identiteit van Bc::ssel). Uit deze betrekking volgt de onge­
lijkheid van Bessel: 

~ I ( ) I 0 ll ! I 2 7" \ f J <pk C ~ ! f II 

Zijn c 1 ,c 2 , ... ,cN een willekeurig stel constanten, dan is 

N N 
q f - T ( r ) . \I \11 " ,~· ·1\ l! ,.___ ··· '<pk <f\c il ~ 1 - L ck ~)k • 

k=--:: '1 k= 1 

IIieruit volgt: als f willekeurig dicht benaderd kan warden door 

lineaire combinaties van de ~k' dan is f zelf een lineaire com­

binatie van de fk' te weten 
N 

f = 2_ (f,Ci\::) fk. 
k=1 

We drukken dit uit door te zeggen dat de verzameling der lineaire 
M 

combinatieD s::- c1 <p 1_, gesJ.oten is t.o.v. de convergentie in gemid­L. { . 

c1elde. Hct 1~=- 1 orn~ogelijlc dat deze verzameling samenvalt met L 2 • 
') 

Een verzameling van elementen uit Le heet compleet als elk 

element van de ruimte willekeurig dicht kan warden benaderd door 

lineaire combinatles van die verzameling. 

1.Je ~agen: een 0indig orthonormaal systeem kan niet compleet 
') 

zijn in L (_. Met behulp van het o r t h o g o n c1 1 i s a t i e-

P r o c es [ zie E. Schmidt, Entwicklung wlllkUrlicher Funktionen 

nach Systomen vorgeochriebener, Math. AnnalenJ"63 (1907), pp.433-
476 J kan men het bestaan van een complete orthonormale rij aan­

tonen (zie Riesz-Sz.Nagy, p.67). Een voorbeeld van een compleet 
') 

orthonormaal systeem in de ruimte LL(OJ1) zijn de functies 
0 7" in"" ec' A (n==0,+'1,±_2, ..• ). 

Ook kan een compleet orthonormaal systeem niet over-aftelbaar 

zijn. De ruimte L2 is daarom een ruimte met een aftelbaar-on­

eindige dimensie. 

Belangrijk is de volgende 

Ste 1 1 in g. Zijin 1 2 een complete orthonormale rij {~11 } 

gegeven; dan is elk element f van L 2 te schrijven in de vorm 
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f:: L(f ,<fk)<pk, 
1 

waarbij de convergentie die in gemiddelde is. 
Het bewijs berust o.a. op de ongelijkheid van Bessel: 

CD 

~1 I ( f, lpk) I 2 ;; \I f \\ 2 • 

Fl\ 22 

Uit de identiteit van Bessel volgt, voor een complete ortho­
normale rij: 

. 00 

~ l ( f '<pk) I 2 = II f ll 2 

(formule van Parseval). Deze betrekking is een bijzonder geval 
van de volgende: 

't(r1,~k)(f2,~k) = (f1.,f2), 
1 

met r 1 en r 2 uit L2, welke men met behulp van de eerste kan be­
wijzen door gebruik te maken van de betrekking: 

2 2 2 2 
4 ( r 1 'r 2) = II r 1 +r 211 - II r 1-r 2 l\ + 1 \\ r 1 +1 r 21\ - 1 Ii r 1-1 r 2 II 

Tenslotte geldt de volgende 

Ste 1 1 in g. Zij { o/k} e0.n orthonormale 
{an} een rij getallen z6 dat 

~ ran I 2 

convergeert. Dan convergeert de r8eks 

99. 
4j- 8 n 1n 

2 rij in L , en zij 

(in gemiddelde) nncr cen functie gin L2 en (g, ,n) = an 

( n= 1, 2., •.• ) • 

1.2,3.7.D e e 1 r u 1 mt en van L2 . 
Een deelverzameling Evan L2 heet een lineaire verzameling (of 
een lineaire varieteit) als de lineaire combinaties van elementen 
van E ook in E liggen. Is deze verzameling E gesloten (m.b.t. 
convergentie in gemiddelde) dan heet E een deelruimte van L2 • 

Zijn r 1,r2 , ... ,fN N (vaste) elementen van 12 , dan is de 
lineaire verzameling der lineaire combinaties 
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gesloten en dus een deelruimte van L2 . Voor het geval dat 

f 1,f2 , ... ,fN een orthonormaal systeem vormen is dit aangetoond 
in 1.2.3.6. Door orthogonalisatie kan men het overige geval tot 

dit eerste terugbrengen. 

Belangrijk is de volgende 

Ste 1 1 in g. Is E een deelruimte van L2 , dan is elk element 
h van L2 de som v;;; een element f van E en een element g dat 

"loodrecht staat op E 11 (d.v1.z. 11 dat loodrecht staat op alle ele­

menten van E 11 )' Bovendien is de splitsing h+g eenduidig. 
De cenduidigheid van de ontbinding blijkt gemakkelijk. 

Het beotaan epvan k:an men aantonen door gebr'uik te maken van een 

orthonormale rij (in E) maar ook door inplaats van de separabili­

teit van E het aanwezig zijn van een extremaal element in E te 

benutten: is h een 

de afstanden\! h-fij 

dat ]j h-f j\ =d. 

0 

element van Le en is d de onderste grens van 

(f in E), dan is er een element f ~ in E z6 

Het bestaan van een extremaal element is al verzekerd als 

de verzameling E convex en gesloten is (d.w.z. met r 1 en r 2 bevat 

E ook c 1r 1+c 2r 2 voor c 1 ,c 2 ~ O, c 1+c 2=1; eveneens bevat Ede li­
mieten van convergente (in de zin van gemiddelde) rijen van ele­
menten die al in E liggen). 

Uit het bewijs van genoemde stelling volgt: Is in 1 2 (of in 
r, 

een deelruimte F van Le) een verzameling Evan elementen gegeven, 

waarvan de lineaire combinaties niet overal dicht in 1 2 (of in F) 
0 

liggen, dan zijn er eleffienten gin LL (of in F), g/0, z6 dat g 
11 loodrec:ht staat op 11 alle c,J.r":of"nten van E. 
En eveneens volgt: 

Is in L2 een ve1"zameling E van elementen gegeven, waapvan de 

lineaire combinaties niet over'al dicht in 1 2 zijn, dan vormen de 
elementen g van L2 die i de elementen van E een deelruimte, en 

2 die elementen h van L die J. de elementen g vormen een deelruimte 

bestaande uit de lineaire combinaties van elementen van E en hun 

limieten; we ze~gen dat deze laatste deelruimte door E opgespannen 

wordt. Deze deelruimte is de kleinste deelruimte die E bevat. Is 

f een willekeurig element van 1 2 dan is f (en wel op ~~n manier) 

te schrijv~n als de som g+h, waarbij gen h opvolgend behoren tot 

genoemde complementaire orthogonale deelruimten. 
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T o e p a s s i n g e n V a n d e s t e 1 1 i n g ( in 
1.2.3.7) O V e r d e s p 1 i t s i n g v a n L2 in o r -
thogona 1 e d e e 1 r u i m t e n. 

Het is nu mogelijk de stelling dat elke begrensde rij 

{fn} een zwak-convergente deelrij bevat (zie 1.2.3.5) te be­
wijzen zonder gebruik te maken van de separabiliteit van L 2 . 

Een tweede toepassing betreft de uitbreiding (extension, 
prolongement) van een lineaire functionaal. 

Ste 1 1 in g. Zij A een functionaal gedefinieerd op de ver­
zameling E 6 L 2 en zij M een z6danig getal dat voor elke line­

aire combinatie van elementen van E geldt: 

Dan kan A worden uitgebreid tot een lineaire functionaal ge­

definieerd op de hele ruimte 1 2 en wel z6danig dat MA~ M. 

Voor lineaire combinaties van elementen ult E definieert 
men A als volgt: 

A( i clr f k) = ~ c1/f1r· 

Voor limieten van rijen uit E (aangevuld met lineaire combina­

ties) definieert men A door Alim fn = lim Afn. Voor elementen 
g uit 1 2 die loodrecht staan op E zij Ag=O. Een willekeurig 

element f van L2 is te schrijven als de som g(~ E)th (in deaf­

sluiting van E); vervolgens definieert men Af=ag+Ah. 

1.2.3.9. De r u i mt e LP. 
Zij f(x) een meetbare functie, gedefinieerd op een meetbare 
verzameling e. De functies f(x), waarvoor jf(x)jP sommeerbaar 

is, vormen de ruimte LP ( p ~ 1) . De norm II f I\ van f ( x) wordt ge-

definieerd door 1 

II f 11-[ {, jr(x)!Pdx Ji' 
De driehoeksongelijkheid ll r 1+r2 \\ ~ ll r 1 I\ + l\r2 (1 geldt 

(ongelijkheid van Minkowski, zie 1.2.1.6). 
We spreken ook van de ruimte L co , d. i. de verzameling van 

alle meetbare begrensde functies (of functies die b.o. gelijk 
zijn aan een begrensde functie). De norm II f ll is in dit laatste 
geval de kleinste van de waarden M waarvoor lr(x){ ~ M (b.o.) 
Men bewijst gemakkelijk, dat de hierboven bij willekeurige p ➔ 1 
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gedefinieerde norm convergeert naar M bij p -J.. oo (verondersteld 
d at m( e) < oo ) . 

Zijn pen q tv1ee getallen met i +; = 1 (p ~ 1, q >,i 1), 

behoort f(x) tot LP en g(x) tot Lq, dan is (per definitie) het 
scalaire product 

(f,g) = j f(x)g(x)dx, 
e 

waarbij verondersteld is dat fen g re~le functies zijn. 

Volgens de ongelijkhej_d van !:older is (zie 1.2.1.6) 

Voor p >,: 1 laat zich corwergentie in gemiddelde op overeen­

komstige wijze als voor p=2 definieren. De optredende normen 

JI f-f. 1! ,]) f -f !\ zijn gedefinieerd als in het begin van deze para -n· n m 
graaf. Het analogon van de stelling van Cauchy (het theorema 

van Riesz-Fischer) geldt ook hi2r. Het geval p=1 laat zich heel 

eenvoudig bewijzen. In het andere gr'ensgeval p=oo gaat het fei­

telijk over het uniforn1 convergeren van een rij functies. 

Men zegt dat in LP ( ✓1 ~ L) < oo) de rij { fn} zwak convergeert 
naar f, als voor elke gin Lq geldt: 

(f11 ,g) = j fn(x)g(x)dx-+ (f ,g). 
e 

Het product (f,g) (f vast in LP, g variabel in Lq) is weer 

een lineaire functlonaal. Voor 1 ~ q < oo (en de beschouv1c1e func­

ties reeel verondersteld) i:::i deze bewering omkeerbaar: elke 

lineaire functionaal kan geschreven warden in de vorm van een 

inwendig product (f,g) waarbij de genererende functie f(x) tot 

L9 behoort. Deze omk2ring behoeft niet te gelden voor q=oo ( zie 

Riesz-Nagy). 

1.2.J.'10. Ste 1 1 in g. Als de rij {rn} van elementen in 1P ('1 "p < oo) 

zwak convergeert naar f J en als bovendien \I fn!I......J,, ]lrll, dan conver­

geert {fn} ook in gemiddelde naar f. 

Het bewijs van deze stelling in het geval pf2 vereist meer 

moeite dan in het geval p=2 (zie 1.2.3.2). In het geval p ~ 2 

verloopt de redenering als volgt. Voor alle reele waarden van z 

geldt 

waarbij c een van z onafhankelijke positieve constante is. Ver-
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vang nu z door de uitdrukking (f11 (x)-f(x))/f(x)J vermenigvuldig 

met ] f(x) l P en integreer over de beschouwde verzameling e. Men 

vindt nu: 

}Ir IP dx ~ JlrlP dx + p JlrlP- 2r(r -f)dx+c ]If -rlP dx. 
en e e n en 

Gebruikmakend van de gegevens komt men tot de betrekking 

fjr -rlP dx ->-O, 
e n 

waarmee de stelling (in het geval p>,;.2) bewezen is, 

Op overeenkomstige manier bewijst men het resterende geval. 

1.2.3,11. Ee n st e 1 1 in g van Banach en Saks (Sur 

la convergence forte dans les espaces 1PJ Studia Math.,2 (1930)J 

5-1-57). 
S t; e 1 

rij. Nu 

p 
1 in g. Zij { fn} een in L naar f 

bestaat er een deelrij { f } z6 dat 
nk: 

( f + f + . . . + f ) /k 
n 1 n;~ nk 

in gemiddelde naar f convergeert. 

zwak-convergerende 

Voor p=2 verloopt het bewijs als volgt. Zonder de algemeen­

heid te schaden kan men f=O veronderstellen (vervang f door n 
fn-k). Kies n 1=1. Daar 

l(r1 ,fn )\ $ 1; evenzo 

(f ,f 2 ) :$ ½; enz. Zij 
n2 n3 

\\ ( f n +. , . +f n ) /k ll 2 ~ 
1 k 

(r,1,f ) ➔ 0 is er een index n,) z6 dat 
l1 L 

is er een index n 3 z6 dat (f11 Jfn )~ ½, 
verder \If i! :5 B. Dan is 1 3 . n 

( kB 2 + 2 . 1 + 4 . -j + • . . + 2 ( k-1 ) / ( k- 1 ) ) /k 2 
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1 .J. Int e gr a 1 en van St i e 1 t j es en gene­

ra 1 is at i es. 

1.J.1. Line a ire fun ct 1 on a 1 en in de r u i mt e 

van de continue fun ct i es. 

1.3.1.1. De int e gr a a 1 van St 1 e 1 t j es. Zij f(x) con­

tinu in [a,b] en zij Ol(x) een niet-afnemenrJc functie. Zij 

een verdeling van [ a j b ] . De limict van de sommen 

indien max(xlc-xl:- 1 )-+- O; bestaat r::n heet de i n t e g r a a 1 

van St i e 1 t j es van f t.o.v. ~- Het symbool 

jb f dOI. = fb f(x)d Ol(x) 
a a 

stelt deze integraal voor. 

Men l:a n de ze ui tkoms t ook b chouwen a ls de integraa 1 van 

een intervalsfunctie. 

Algemener ican men aannemen dat 0<.,(x) v a n b e g r e n s -

de var i at i e is. Door splitsing in re~le en imaginaire 

delen kan men het begrip integraal van Stieltjes uitbreiden tot 

complexe continue functies f(x)=f 1 (x)+if2 (x) en complexe func­

tles van begrensde variatie O((x)= cx,.(x)+i °' ,,j(x): men beschouwe 
I c.. i) 

de lineairc combinaties van de integralen J fj(x)do:k(x) (j.,k::::1.ll2 
Er bestaat zoals we in het vervolg zullen ziin 2en nauwe betrek­

king tussen de gedefinieerde integralen en een speciale klasse 

van lineaire functionalen. 

1.3.1.2.Lineairc functionalcn in c1e C-ruimte. 

C is de verzameling van de re~le continue functies in het inter­

val a f x,::; b. De operatie A die aan cllc clement f van C een reeel 

getal Af 

n a a 1 

d c1 

0 El 

toevoegt heet e en 1 in ea ire 

als deze operatie 

it i e f: A(f1+r2 )=Af 1+Af2 

o gee n: A(cf) = cAf 

1) a 

2) h 

3) beg re n s d (er is een constante M z6 
is. 

f U n C t i O -

dat l Af I s M .max jf(x )J} 



De lclcinste van Ge:2.,c ;1;t1 cnz8n M heet de n o r m II A j\ of MA 
van de lineaire functionaal A. 

Verder noemen we ]! f /l == max f'(x) de n o l"' m van de functie 
f ( X) . 

De vra2[_; rijst '. lca11 Ge beschouwde linca:Lr2 functionaal worden 

toegepast op een groterc klasse van functies? 

Eveneens: lrnn deze i'•1nctiorw::ll ,1J.s een :Lntegrc1al vrnrden geschreven? 

Vo orb es 1 d. Zij Af=f(x )(x vast). Het is niet mogelijk 
0 0 

om Af in de vorn:. van 1.:cr:i eC::cc1er besc'10u\'Jclo intC::gr'aal (zie 1.2.3.3) 

te schrijven. We1 is 
1, 

== f ( X ) = f ,. f' ( :: ) c1 0( ( X ) 

0 " 
'" 

Algemcne b sndelin;_;, 7a1i cJe gostelcle problemen: allereerst 
I) 

blijkt dc1t de :in-'.;r-;gr,rnl j i' de< een lineair'e functionaal is. De 
,, 

beg ren s clhe :ic~ '' ~ " ' ·· J rr >. J.-~1 t..• ..LS \IO -c) t1 :.Ln te z1en. Uit 

totale variatie van 0< 

volgt door Jinictnver~1ng: 

b 
( j' ( --~ : "] (/ , totale variatie van~. 

""';' ... 'I 

Zij f (x) e8n r·:l,~ ·",,1:,:1 ,,u:: :'tn:e;tie □ _i che toenemend is en be-n 
We tonen aan dat de rij Af11 con-

vergeert. 

Hoe r.1en ook ch tc:<E:ris ·,oor de vierkantc haken in 

kiest, 1..,;8 ,:::.':' 1;ieh ;:01m1c,n ·v2n r:"eze i:'Cek:J z:tJn absoluut genomen < 

de pa Pt 12 lc: .:3 ',.:··, : '.l ('":1. '-~- c:c • j 1'} ,,-~ 1/· ·~ 
,I.. ,, - ' ~ \.., ! .) 

[ ·1 r ~ 
.f' I •• \ " ( . ) ·!- ; f' ( -y \ - ·0 ( V ) J I. f' ( X )' 1·· ( X ) - 2' ,, J .L ": ...i L •. J _, 1 .l 2 v"', -r • • • "" - 'i ' 

sommen van de ~~r~~c~no2mde ree z i J n in ::i b s o 1 u t e w a a rd e ;:;; MAB • 

Hetzelfde gelclt 'Joor de pc:,-•'.~icle somuen vc:rn. de reeks 

l Af ,..,_-.0,.f '\ i + j AL, -Af2 ! + ... 
. c.:' J ,i 

Dcze laatste reeks convergecrt absoluut, dus concluderen we tot 

de convergentie v□~ 

r_ f' . ,' r, .p I\ f' , f I\ _,., A f· ) ' 
l,.-,1··1,.si.-0-· -,1 J+,t"'..1,::\- 0 ;-, • ., 

I ~ I __i C 
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dus tot che van Af11 • \re duiden de lJ.miet van Af11 aan door Af ( f is 

niet nooclzakelijk continu). Men lean bewijzen dat als de r0 1jen { f 11 } 

2:-: { gn} b,-::;idc t f converc;er·en cle rijen { Af11 } en { Ag11 } naar dezelfde 

li:ni,:=:t c:nrr.rc:1"3cecr.. Verondcrstel cJat f < f -1J g < g +-1 • Het is nu ' n n+ 1 n n 1 

mogelijk cen toenemende riJ van functies 

te vinjen Cie ~ □ er f convergeert. De rij der getransformeerden con­

vergeert naar een bepaalde limiet, die dezelfde is van de rijen Af11 

en Ag 11 • Op deze lJ~jze is A gedefinieerd voor clko begrensde functie 

d~.e Ge 1 t ~1 von een toenemende rij van continue functies. Voor 

z·,.J.Ik::, ·_'1,_1ucc-1.c:-: ~~elclt: A(f+g)=-Af+Ag. Voorts cJefinj_eraen we: 

A(f-g)==Af-J1.e;. Bcwezen dicnt te vrnrden dat cJoze 11 geprolongeerde 11 

func~_.o,1:1c:I E.;-iu de eisen van additivJ_teit> homogoniteit en begrensd-

11,s id · lr:ilr; (."):~ ·:; 

rr_,~::; :Jr; ·Jc~Y:l·,owtvGe klasse dcr functies bchoren oak karakteris­

th.:ke l'unct~1.cs va,1 i11tervalle11) cvenals linea:i..l"e combinaties van 

func t los d ic a 1 tot de Ida sse behor•cr \Ie cJuic1en d oar f c cJ ( x) de 
' ) 

k3l"J _,e:c>:~r1':; :.,~irc, flhl8t:LG van hot inter'VBl [c Jd] aan. 

0'1::: {,Jel : .. '"' 2ET te tonen dat e::11:::c lineairc functionaal in C 

uoor cer: intr.'.;_::;raoJ. van Stioltj12s l:an vrnrcJen voorgestcld. DEJa1"toe 

cJef1n:Lfron 1.:0 ,~cr'st de functle--van-b(:(;rensde-variatie e< (x). ,Stel 

rx(a)=O en c' 1···)-i\f (:J < x ~ b). IJan is <X(x) van begrensde varia-" \ •'>- - • ,. - c..l;; X 

f C -1 r, Q , '1 \ '·k ;) , 
/f(x)! :5 '1, du,-1 

v an 0( ( x ) is ch..1. s 

--x· <Y - <x ·-b ·-- /l ,.\,,.0'"0· \,. ---
0 I L l") 

i11te1"val (a>b). Dan is de ultdrul:lcing 

de waarde die de operator A toevoegt aan de 

~l naac het teken van 

z ~ \ lZ ( x lc ) - ~ ( x k-1 ) j 

{';- MA. 

cx(x 1 )- «(x. __ ,1)). Nu is 
,C ! '--· 

= Af ~ MA. De totale var1atie 

'.7:j_j f(x; ee,1 contlnue functie. Beschouv1 oen verdeling van (a,b) 

012 0ovcn,c:;2i1oe1i1C1E';, Zij l!{ een punt van (x1,:_ 1 ~x:1-c). 1./e construeren nu 

de volgcnde functie f(x)(die ook tot de uitGebreide functieklasse 

:)elv-inrt) : 
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voor deze functie geldt: 

(het twcede lid is een benadcringssom uit de definitie van de inte­

graal van Stieltjes). Is l.u het maximum van de schommelingen van f(x) 

in de intervallen (xk-'l'xk)J dan hceft men I f(x)- tp(x)l.::: w en 

\Af-A<p) = /A(f- <p)\ ~ w MA. Bij toenemende verfijning van de verde­

ling van het interval (a,b) geldt w ~O., dus Aq,-,,,..Af. Bij deze 

limietovergang hebben we daarom 
b 

Af = J f(x)d o:..(x). 
a 

HieruH;, cm uit de definitie van MA volgt: de totale; variatie van 

c-1.(x) ~MA.We hebben ook aangetoond dat de totale var•iatie ~ MA is. 

Dus geldt het gelijktelcen. Bewezen is dus de volgende 
b 

S t e 1 1 in g. De integraal van Stieltjes j f(x)c1 °' (x), waarbij 

~(x) een vaste functie van begrensde variat!e is, definieert een 

:;_ineaire functionaal in de ruimte C der continue functies, en omge­

keerd kan elke lincaire functionaal 1~ eze integraalvorm geschreven 

warden. 

0 pm erk in g. Bovengenoemde stelling blijft geldig indien 

f'(x) (nor:11 Hr I\= max ! f(x) \ ) en o:(x) complex zijn. Het bewijs moet 

aan deze □ ituatie warden aangepast. 

1.3 .1.3 .E e n d u i d i g h e i d v a n d e II, c n e r c r e 11 d e f u n c­
t i e. 

De vraag rijst: zijn er meer functies ~(x)(van begrenscie variatie) 

z6 dat A= j 0 f'(x)d ~ (x) voor al~e cont:Lnue functies? Anc1ers: zijn er 

functies ~(x)(v.h.v.) ~6 dat j f(x)d ~(x)=O voor allc_continue func­

tles f ( :: ) ? lie :; ::n 1;vrnord is de ijolgende 
b 

Ste l 1 in g. J f(x)d ~(x)~o voor alle f(x) uit C~ ct(x)(v.b.v.) 

is constant in alie op (a,b) liggende continu!teitspunten van ~(x) 
en de utte::Lnden a GD b. 

Bewijs. ~(x) is in elk punt, dat geen discontinurteitspunt is, con­

-~inu ( zie 1 .1. 2. 3). Zij nu c een continuitei ts punt met a < c < b. Door 

f(x) Gls volgt te kiezen: f(x:):::::-1 op a~X.:iSC, f(x)=O op c+ 1tx~b 
n 

(n voldoendc groat) en overigens lineair, blijkt ~(c)= «(a). Door ver-

volgens f(x)=1 te nemen op het gehele interval [aib] vindt men 

Ol(b)::::: oi_(a). Is omgekeerd gegeven dat de discontinuiteitspunten van 
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~(x) een aftelbare verzameling vormcn, en dus de continuiteits­

punten overal dicht in (a,b) li~gen, dan kan men de verdelingen van 

dit interval die ten grondslag liggcn bij het vormen van de in de 

definit:i.e van de integraal benaderencle sommen z6 kiezen dat de ver­

delingspuntcn continuiteitspunten zijn. De waarde van de integraal 
is dus O. 

Op mer king. Het voorafgaande bewijst dat de functionaal 

A de functie C( (x) bepaalt in de continuiteitspunten op een addi­

tieve constante na. Gewoonlijk definieert men ~(x) in de discon­

tinufteitspunten x door aan ~(x) een waarde toe te kennen tussen 
0 0 

oi.(x0 -0) en i;x(x 0 +0). In dit geval is de totale variatie van oc (x) 

gelijk aan de norm MA. Irnmers, dit geldt voor' de functie 0<(x) die 

we in 1.J.1.2 construeerden en wegens de eenduidigheid ook voor 

elke andere van het beschouwde type. 

1.3.1.4.U it b re id in g van e en 1 in ea ire fun ct i o -
n a a 1. Zij E een deelverzameling van de reele ruimte C van de con­

tinue functies. Zij A een functionaa1 6edefinicerd op E. De vraag 

rijst of A tot een lineaire functionaal gedefinieerd op de hele 

ruimte C met norm MA ( ::{, M) lean warden uitgebreid. Het antwoord is 

Ste 1 1 in g. Een functionaal A gedefinieerd op een verzameling 

E van de ruimte C kan tot een lineaiL..,e functionaal op C met norm 

, M worden uitgebreid, dan en alleen dan als voor elke lincaire 

combinatie van elementen f~, ... ,f van E geldt: 
I D --

"' \._ 

Bewijs. Dat de in de stelling genoemde voorwaarde nodig is, is evi­

dent. We tonen aan dat de voorwaarde voldoende is. Veronderstel (ge­

makshalve) M='1. Zij g een lineaire combinatie van elementen van E. 
Per definitie schrijven we 

Deze definitie is eenduidig (zeals uit de gegeven voorwaarde volgt). 

De elementen g vormen een lineaire varieteit E 1 , en de aldus uitge­
breide functionaal is additief, homogeen en begrensd. 
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We voegen nog andere elementen aan E 1 toe en wel op de vol­

gende manier. Zij f een element van c, dat niet tot E 1 behoort. 

Zijn verder g1 en g2 twee willekeuri~e elementen uit E', dan is 

Ag1-Ag2=A (g1-g2) ~ ~ g1-g2 H ~ ll g1-f II + I\ g2-f \\ ' zodat 

Ag,1- l! g1-f II ~ Ag2+ II g2-f I\ · 
Derhalve, bij vaste f, en variabele g (in E 1 ), vormen de ge­

tallen Ag- lr-gfi en Ag+ ijr-gH twee getalklassen, waarvan de ene 
geheel links van de tweede ligt. Zij Af het getal (een der gctal­
len) gelegen tussen beide klassen, zodat 

.Ag- II f-g II ~ Af ~ Ag+ I! f-g II , 

dan volgt (daar oak -g tot E 1 behoort) 

I Af + Ag I ' I\ f +g ~ • 

We voegen nu aan E' toe lineaire combinaties van fen elemen­
ten g (uit E 1 ) en definieren: 

A(cf+g) = cAf+Ag. 

Men overtuigt er zich gemakkelijk van dat 

I A (Cf +g) I ~ II Cf + g II , 
en dat A (uitgebreid op de· nieuwe verzameling E 11 ) additief is, homo­
geen en begrensd door 1. 

Voor f neme men nu opeenvolgend 1,x,x2 , ... ; de lineaire combi-. 
naties hiervan liggen overal dicht ~n C (in de zin van uniforme 
convergentie). De functionaal A definieert men nu op hierboven be­

schreven wijze voor de elementen van de opnieuw uitgebreide verza­
meling en door passende limietovergang voor de gehele ruimte C. 

De zojuist bewezen stelling is ook geldig in de ruimte der con­
tinue complexe functies. Dat in dit gcval de uitbreiding van de 

lineaire functionaal mogelijl{ is hebben Bohnenblust en Sobczyk in 
1938 bewezen. Verondersteld is nu dat de voorwaarde (~) geldt voor 
alle lineaire combinaties met complexe coefficienten van functies 

r1 , ... ,fn van E. De eerste stap is nu A uit te breiden tot de ver­
zameling E' van de zojuist genoemde combinaties. De tweede stap is 

A1g ( g e. E 1 ) , het reele deel van Ag, te definieren en A1 ui t te 

breiden op alle lineaire combinaties met reele coefficienten van 
functies van E 1 • Daarna br>eidt men A~ ui t on alle fun~ti es ~ran de 
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complexe ruimte. De laatste stap is de operator Bin te voeren 

z6 dat Bf=A1f-iA 1 (if). Dan val t B met A1 samen op E'. Na elke 

gedane stap dient men er zich van te overtuigen dat de operator 

additief, homogeen en begrensd is, en dat aan de ongelijkheid 

(*) is voldaan. 

1.3.1.5. Approx i mat i est c 1 1 in g. Moment en Pro -

b 1 e e m. 

We veronderstellen dat de verzameling E (zie de stelling 

uit 1.3.1.4) bestaat uit een willekeurige verzameling E 0 waaraan 
nog een extra element f (alles uit C) is toegevoegd. Zij d(> 0) 

0 
de g.o.g. van \l f 0 -g \l als g de lineaire varieteit opgespannen 

door E doorloopt. Zij A cen lineaire functionaal met Af =1 en 
0 0 

Ag=O (g ~ E ) • De elementcn van E kunnen geschreven warden in de 
0 

vorm f 0 -g, waarin g een lineaire combinatie van elementen uit E0 

aanduidt. Volgens stelling 1.3.1.4 is 

• \I f -g l\ . 
0 

1 Hieruit, i.v.m. de definitie van d, volgt: MA~ d. We hebben nu 

de volgende 

Ste 1 1 in g. Zij E een deelverzameling van C en zij f een -- 0 _________ ....;;;::.__ -

willekeurig element uit C. Het element f kan door lineaire com­

binaties uit E 0 benaderd warden tot op een afstand d(> 0) dan en 

alleen dan, indien voor eJ.ke l.f. A met Af=1 1 en Ag=O (g uit E 0 ) 

voldaan is aan: MA~~ . Dit betekent dus: elk element uit C kan 

door lineaire combinaties uit E willelceurig dicht benaderd wor-o 
den dan en alleen dan, indien er gcien enkele l.f. (buiten de nul 
operator) bestaat die de elementen van E nul maakt (of~ indien 

0 
er geen enkele functie van begrensde variatie ~(x) bestaat met 

b 
j g(x)d ~(x)=O (g uit E 0 )) zonder dat dit ook het geval is met 
a 
elk element van C. 

Een tweede stelling betreft het moment en prob 1 e em 

stel fn(x) (n=0,1,2, ... ) zijn gegeven continue functics en 
JJ-n (n=0,1,2, ... ) zijn gegcven getallen (moment en); ge­
vraagd wordt nu een functie ~(x), v.b.v. in (a,b), te vinden z6 
dat Jb 

/J- n = f n ( x ) d oc ( x ) ( n=O, 1 , ••• ) • 
a 
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Het komt er dus op neer een begrensde l.f. Ate vinden, die 

op de verzameling Evan de functies fn(x) de waarden fan aannecmt. 
We hebben nu de volgende 

Ste 1 1 in g. Het momentenprobleem heeft als oplossing een 

functie ~(x) waarvan de totale variatie ~Mis dan en alleen dan, 

als voor elke keuze van de constanten ck voldaan is aan 

Aan de gestelde voorwaarde is in het reele geval voldaan als 

het probleem een 11 positief 11 karakter bezit, d.w.z. als geldt: 

LC1c fk(x)~o~[ckpk ~ o, en eon van de gegeven 

functies, f (x), gelijk is aan 1. 
0 

Immers, is h(x)=[c1,<: fk(x)., dan geldt: 

II h I\ f O ( x ) + h ( x ) ~ 0 9 ]I h I\ ,µ 0 .±. L c le f-11< ~ 0 ~ L ck P. k j , ,,.U.0 \I h II • 
Bovendien is in dit geval de functie ~(x) niet-afnemend; dit 

volgt uit 
b 

p, = f f (x)d 0{ (x) 
o a o 

b 
= J d 01- ( x) , en 

a 

tot.var. van Q<.(x), µ, 0 • 

Vo orb e e 1 d. Beschouw het probleem der trig on om e -

tr is ch e moment en: voor n=0,+1,+2, ... is 

12~ inx - -
JA,, = e dO(.(x). 

n 0 

Hieruit volgt: fo = ;;:- , en oak volgen de reele momenten: 
n -n 

2~ 2~ 6 cos nx do. (x)(n==0,1, ... ), .£ sin nx cJoc.(x) (n::::1.,2, •.• ). 

Stel nu dat het probleem een niet-dalende ~(x) tot oplossing 

bezit. Dan is, voor elk eindig aantal complexe getallen p1 ,f2 , ... ,fN' 

op grond van 

2,c t o ( ) 2-,,; N , 2 
( eJ. n-m x f f doi.(x)= J IL einx fn \ dcx.(x) ~ o, 
6 m.,n=-N n m O m=-N 

voldaan aan 
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N 

L fon-m fn fm ) O · 
m,n=-N 

Is omgekeerd aan doze laatsto betreklnng volc1aan voor elk 

stel complexe getallen p,1, f 2 , .. •J fN' dan 1s ook voor ell{ tr· o­

nometrisch polynoom t(x)~ O, op grond van 

t ( x ) = j q ( x ) I 2 = \ ~ J'J e i J x l 2 = 

voldaan aan 

waa rui t bli jkt da t cli t momentenpro bleem 11 posi t ief 11 1s. 

0 pm e r king 1. Bij d1t laatste bcwiJs is gebruik gemaakt 

van een stelling van Fejer-R1esz, dat elk trigonorrietrisch polynoom 

t(x)~ 0 voorgesteld kan warden als het vierkant van de modulus van 

een ander polynoom q(x), waarvan de co~ff1ci~nten niet noodzakelijk 
n ilcx reeel zijn. Voor een strikt positief polynoom t(x)= L ck e > O 

bewijst men deze hulpstelling als volgt. Allereerst IH ck=c_k en 

cn/0. Dan is 

P(z) 

- z 2n p ( '1 /z) 
r s 

= C 1T (z-o:.1,) !: ZS Tf (_2 - _1._) J J 

k , j z /3J 
waarbij ~1 , a 2 JA •• de nulpunten van P(z) binnen d2 eenheidscirkel 

zijn, ~ 1 , ~ 2 , ... die er buiten, alle met in de exponenten aange­

duide multipliciteiten. S= 'Lsj. Verder kan de nu1nmer'ing z6 zijn 

dat (3 1 = 1/ ix 1r en r 1"=s 1 , tcrwiJl 
{ >. ,I. ( 

Derhalve is 

t(x) = e-inx P(eix) = c 1T ( eix_cxk) r~c 

en q ( x) ~ Vc lJ ( e ix - " k f 1/' 
waarmee het bewijs is geleverd. 
O p m e r k i n g 2. Is t(x) :> O, dan is dus At~ 0. Is echter t 0 (x),;.O, 

dan stelt men t (x)+ e.=£t(x) > 0. Door limietovergang blijkt nu 
0 

At (x) ~ 0. 
0 
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1.3.1,6. Pa rt 1 ~ 1 e int e gr at 1 e. Tweed e mid de l­

w a a rd est e 1 1 in g. Uitgaande van de verdeling 

~ =a=X <X < <X ( -1 o 1 '.'. nVI == b = } n+1 

heeft men de identiteit 

n b 
z;:0!.(1 1 ){r(x1+1 )-f(x1 )}= [C1.(x)f(x)]

8 
= 

11+1 
== - ~ f(xi){ cx(ti)- cx(f1-1)}' 

waaruit door limietovergang verkregen wordt: 

b b b J f(x)d ~(x) + J ot(x)df(x) == [ f(x) 0t(x)J , 
a a a 

aannemend, dat het bestaan van een der optredende integralen 

is gegeven. 

Zij verder cx(x) r,1onotoon niet-dalendJ en zij f(x) 

Lcbesgue-sommeerbaar. Stelt men 

"-

F(x) == J r(pal, 
a 

b 
dan is de waarde van de integraal f F(x)d ~(x) gelegen tussen 

twee extreme waarden van F(x) verm~nigvuldigd met ~(b)- ~(a). 
Dus F(x) is gelijk aan 

' F(p { l'A(b)- Dl(a)} = { ix(b)- o:.(a)} f f(x)dx 
a 

en daa r 
b J c,_(x)dF(x) = 

b 
j c,_(x)f(x)dx 

a a 

heeft men 

jb <X(x)f(x)dx == cx(a) J1r(x)dx + o:.(b) 
a a 

b 

{ f(x)dx, 

d.i. de tweede middelwaardestelling. 

1.3.1.7. R ij en van function a 1 en. 

Zij {An} een rij van l.f. (of: zij {0tn(x)} een rij van functies 
met begrensde variatie en «n(a)=O). Zij verder gegeven dat 
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MA ~ B ( n=1, 2, ..• ) en da t voor een complete verzarneling van 
n 

functies binnen C geldt: Anf k ~ Af1<::. Ell{ element f van C kan 
willekeurig dicht benaderd worden door lineaire combinaties 

van r1<:: bij ell{e e > O bestaat er• een g:= i:~ ckfk z6 dat 
/I f - g II < e . Ve rd e r is 

Ag(n-;.. oo). 

Voor n groot genoeg is 

Dus 

Ondcr de gestelde voorwaarden geldt voor elke continue functie 

A f -+ Af. n 

Men kan als volgt een comp 1 et e v er z am e -

1 in g als bovenbedoeld defini~ren. Len continue functie kan 

willekeurig dicht (op het interval (a,b)) benaderd warden door 

polygoon-functies en elke polygoonfunctie is een lineaire com­

binatie van de functies f(x; l )=; -x voor x .s l en =0 voor 

x > i en de functie 1. Een der condities kan dus geschreven 
worden in de vorm: 

b b f dot (x) = f doi_ (x) of ex. (b)-+ cx(bL en 
a n a n 

jl(~-x)d ex (x)-r / 1( !-x)dci_(x) of Jt11 (x)dx-?"j&(x)dx. 
a n a a a 

Dus geldt de volgende 

Ste 1 1 in g. Gegeven is dat An~ A lineaire functionalen 
zijn met betrekking tot de continue functias in hct interval 

a .s x $ b, en dat cxn(x) en °'(x) met (Xn(a)=O en 01.(x)=O ~ 
overeenkornstige 0:;nererende functies zijn. Nodig en voldoende 

daar2oor dat voor elke continue functie f(x) de rij Anf-+ Af 

is dat 

en 

en 

Jt (x)dx--+ jk(x)dx 
a n a 

cxn ( b ) -,. e< '( b ), 

sup MA -< oo • 
n 

(a-<l~b) 
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Veronderstellen we nu dat ~n(x) (n=1,2, ... ) niet-dalende 

functies zijnJ en zij ) een continuiteits~unt van ~(x). Dan is 

'1 f i 
h- Ot (x)dx 1 C( (~):::: 

~ -h 11 n l 

'i:: .t.. l\." 1 Z ' · - J ex ( ;r) dx k n 

t 
(h,k>O).i 

en als n-+0, hebben wij 

"1 J t h ex ( x ) d x -$ 1 im inf 
t-h 

ex ( n ~ lim 
11 (.. 

wegens (~). Daar) een continuiteltspunt is van a(x) volgt uit 

de laatste ongeliJkheden: 

Stel nu,omgekcerd, dat in de voorafgaande stelling 1.9.v. 

( * ) g e g even is d a t <X 11 ( p -+ ex ( ~ ) i 11 de c on t irn.1 it e it s p u-,1 ten van d e 

functie ~(x)J terwiJl nag bekend is dat de functies c<. (x) niet-n 
dalencl zijn. We kunnen (zelfs) de limictovergang o: 11 (x)~ O((x) 

la ten gelden in een over2.l dichte ver>zamelinc; . .Stel x en x 1 (x < x') 

zijn twee pun ten van deze verzameling. L:ij l met x < l < x' een 
continutteitspunt van ~(x). Dan is 

cx.(x)=l1m Cl. (x) ~ 1im inf c<.n(x) :!f. lim SU[) a (x),:: lim ex (x 1 )= 0<.(x 1 ). n n n 
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G e n e r a 1 i s a t i e s v a n d e 1 n t e g r a a 1 

van St i e 1 t j es. 

1.3.2.1. Int e gr a a 1 van St i G 1 t j es - Riemann 

e n i n t e g r a a 1 v a n S t i e 1 t j e s 
Lebesgue. 

In 1.3.1.1 hebben we de integraal van Stieltjes 
b 

j f(x)d ~(x) gedefinieerd voor functies f(x), continu in 
a 
a~ x ~ b, en voor cx(x) van bGgrensde variatie, De vraag rijst 

of men deze defintt:i.e kan uitbrGJ.den tot andere dan continue 

functies f(x). Het antwoord is dat discontinue functies kun­

nen worden toegelaten dan en alleen dan als de uiscontinu!­

teitspunten van f(x) een verzameling met variatie O t.o.v. 

~(x) vormen, d.w.z. als men deze punten kan ovcrdekken door 

een rij intervallen waarop de totale variaties van ~(x) een 

som hebben die willekeurig klein is (denk aan het overeen­

komstige resultaat in de theorie van de Riemann-integratie). 

Door spec ia le e isen op te leggen aan de xk en de ! k kan men 

tot nog meer algemene integraaldefinities komen, Zie T.H. 
Hildebrandt, Definitions of th~ Stieltjes integrals of the 

Riemann type, Amer.Math.Monthly (1938)J 265-278. 
Een tweede methode om de integraal van Stieltjes in al­

gemener zin te defini~ren is de weg via de functionalen Af 

(zie 1.3 .1.2). '\'Je vervangen de integraal met f ~C door de 

functionaal Af. Is f, algemener, de limiet van een monotone 

rij van continue functiesi dan voege men aan f de limiet van 

de functionalen dezer functies toe. De waarde van a(x) in 

een discontinuiteitspunt van a(x) speelt geen rol! Zijn dus 

~(x) en ~(x) twee functies v,b.v,i die een constante ver­

schillen in de punten van een overal dichte verzamelingi dan 

is Af=Bf, eerst voor de functies ~ C, voorts voor de uitge­

breide klasse der functies f. 
De uitbreiding van de operator A heeft dus op een manier 

plaats die parallel is aan die gevolgd is in 1.J.1.2. De uit­

breiding tot functies van cie vorm f-g (fen g limieten) kostte 

daar enige moeite (omdat de functionaal niet positief behoeft 

te zijn); hier kan men zich beperken tot positieve functiona­

len door «(x) te schrijven als het verschil a 1 (x)- a2 (x) 
van twee monotone functies, waardoor A=A 1-A 2 met A1 en A2 po­
sj.tief. 
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Ook lean men nu de eis dat de limietfuncties begrensd 
zijn laten vallen. I.p.v. toenemende en uniform begrensde 

riJen fn te gebruiken lrnn men eisen dat de rijt;n {fn} toe­

nemend zijn en de rijen A1fn en A2fn begrensd ziJn. Weliswaar 
moeten de verzamelingen der punten met f =CO of f=oo cen varia-n 
tie O hebben t.o.v. elk der functies ~1 (x) en ~ 2 (x) (zie 
voor de definitie van zo'n verzameling pag.FA 20 onderaan). 
Gewoonlijk liest men de spiitsing van ~(x) in de vorm p(x) 

en n(x) (positieve en negatieve variatie) en schrijft men 

A=P-N. De verzameling met variatie O t.o.v. p(x) en n(x) 
heeft deze eigenschap ook t.a.v. ~(x) en eveneens t.a.v. de 
onbepaalde totale v□ riatie ~(x) van ~(x). 

1.3.2.2. Her 1 e id in g van de int e gr a a 1 van 
S t i e 1 t j e s - L e b e s g u e t o t d i e v a n 
Lebesgue. 

Bedoelde herleiding is van Lebesgue afkomstig. Zie z1Jn 
artikel: Sur l'integrale de Stieltjes et sur les operations 

lineaires, C.R.A.S. Paris, 150 (1910), 86-88. 
Zij, allereerst; f(x) continu, ~(x) continu en strikt­

monotoon toenemend. Dus bezit ~(x) een inverse functie x(cx.). 
Een verdeling van het interval [a, b J volgens a=x 0 < x1 < ••• < xn=b 
geeft een overeenl{omstige verdeling ex (a)= ex (x 0 ) < cx(x1 ) < ••• 

••• < 01.(xn)= ot(b) op het interval [ cx(a); cx.(b)]. Stelt men 

~k = o< (lk):1 dan is 

en door limietovergang 

Jb 
(*) f(x)d O'.(x) = 

a 

volgt: 
O((b) f f (x(O'..) )d 01- • 

(X (a) 

Stel nu dat ~(x) wel monotoon-toenemend (in de strikte 
zin) doch niet noodzakelijk continu is. De vraag is hoe de 
omkeerfunctie wordt gedefinieerd. Als ~(x) in x=c een sprong 
maakt, dan kan ~(c) als veelwaardige functie worden beschouwd: 
tx(c) neemt alle waarden tussen O((c-0) en O£(c+O)nan. Door op 

het interval et(c-0)~ o<.' 0<(c+O) nieuwe v~rdelingspunten in te 

lassen en benaderingssommen te vormen komt men tot dezelfde 

conclusie als in het eerste geval. Zie (*). 
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Het geval dat ~(x) niet strikt-monotoon is (er zijn dus 

intervallen waarop ~(x) constant is) laat zich op overeenkomsti­

ge manier behandelen. Weer geldt (*), 
Zij nu Ol..(x) van begrensde vaPiatJ.e, Dan lrnn men de gebrui­

kelijke splitsing van 0<.(x) in het ver □ chil van twee monotone 

functies toe9assen. I.p.v. ~(x) kan men oak de totale variatie 
~(x) van ~(x) benutten. Zij x(~) de omkeerfunctie van de mono­
tone ( ! ) functie ·-c (x). BeschomJ de functie 0<.(x(,:;)) (te1cen een 
g raf iek) . Ve t1 bind de punt en, behorend bi J v ( x-0) en --i::: ( x)., door 

een recht lijnstuk evenals de punten, behurend bij ~(x) en 

1:: (x+O) (aangenomen dat x eeri discontiriuiteitspunt van O((x) is. 
De aldus geconstrueerde functie a(x(~)) heeft fraaie eigenschap­
pen: continu, van begrensrje variatie, voldoen aan de voorwaarde 
van Lipschitz, de differentiequotienten zijn absoluut genomen ~1, 

de functie is de integraal van z 1 n afgeleide 

welke b.o. bestaat; de onbepaalde totale variatie is gelijk aan 
~; de afgeleide van deze variatie is (op het teken na) gelijk 

aan die van de functie. We hebben dus (b.o.) 

/:., ( 1:, ) = 1; I = '] • 

Voor elk tweetal continuiteitspunten x.1 en x2 van <X(x) 

geldt dus: 

waar ~1= ~(x 1 ) en ~ 2= ~(x 0 ). De 

b ~(b) J f(x)d c<. (x) = ,( f(x(·r)) c('t.)du 
a -i::( a) 

is nu geldig voor f(x)= constant, vervolgens voor f(x)= een 
trapfunctie (net sprongpunten in continufteitsgebieden van ~(x)), 

enz. 
Nu :Ls 

b i::(b) 
(I<'**) J f(x)d 17 (x) = J f(x(~) )d-c ; 

a 1,( a) 

di t is imme rs in het begin van deze pa ragraaf bevJezen (-c-( x) is 

strikt-monotoon). Stelt men p(x) (11(x)+ oc.(x)J en 

n(x)-} [,:; (x)- (X(x)] , dan is 
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b :t.(b) . (~) j j f(x)dp(x) = J f(x(~ti)) 1+i L' cJi, = f(x(u))d'"t 
a t:(a) 2 e+ 

(het eerste geliJkteken wegens ( ~ ~)s het tweede op grand van 

( ;,1- ..!- ··,); e+ is de verzameling van t(t:) = ·1). J.:::venzo is 

b ~b) J f' ( X ) d 11 ( X ) = f f ( X ( "D) ) ·1- ,;( t,) di:; = j _ f ( X ( 't) ) d v 9 

a ,:;(a) e 

(ope- is s(~)=-1). Door limietan van monotone rijen te nemen 

blijkt dus dat de laatste formules gelciig zijn voor functies f(x)J 

die sorru11aePbaar ZJ.jll t.o.v. l)(x) en n(x)., en dus ook sommeerbaar 

t.o.v. ~(x)=p(x)+n(x). Men ziet dus dat deze functies f(x) de 
eigenschap hebberi dat f(x(1,)) sommeerbaar zijn op het interval 

[ w (a)~ 1:'. (b) J. Voor deze functies geldt dus ( * *). Conclusie: 

f(x) is sorruneerbaat1 t.o.v. <X(x), dan en alleen dan, als f(x(v)) 
sommeerbaar is (in gewone zin). 
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1 • 3 . 2 . 3 . E n i g e i n t e g r a a 1 b e t r e k le i n g e n • 
b 

Opnieuw beschouwen we de integraal J f(x)d ~(x). 

We veronderstellen dat ~(x) een monotoo~-niet-dalende 

functie t.o. waarvan ~(x) absoluut continu isJ d.w.z. 

voor elk stelsel disjuncte i.ntervallen (etlc' (3 k) met de 

eigenschap dat [{f3(bk)- t.x(ak)} volcloende lclein is, is 
ook de som [\cx.(b1 )- e1-(a 1 )I vJillekeurig ldein. In dit 

{ ,{ 

geval geldt de betrekking 

b p(b) 
£ f ( X ) d 0\ ( X ) = f ( a ) f { X ( (3 ) } [ 01, ( X ( (3 ) ) r d (3 • 

Een spE:ciaal geval is: is (3(x).-: x en is cx(x) in 

gewone zin absoluut continu (zie de definitie in 1.2.2.3), 

dan geldt 
b b f f(x)d ~(x) = J f(x) ~'(x)dx. 

a a 

Met behulp hiervan kunnen we de substitutieregel 

voor int2gralen van Lebesgue (zie 1.2.2.4) bewijzen. 
Immers 2 zij ~(x) absoluut continu en niet-dalend en zij 

h(c.'.) een op het inter·val 0t(a)~ <X~cx(b) gedefinieerde som­

meerbare functie. Stel dan f(x)=h(~(x))~ waaruit volgt 

f(x(ct))=h(~) (wegens de monotonie van ~(x)). Op grand van 

de aan het begin van 1.J.2.2 genoemde betrekking (*) vin­
den we dat 

~(b) ~(b) b 
j h(ct)dix == j f(x(e<) )cJ!X = j f(x)dC!.(x) = 
Ol(a) ~(a) a 

lb ~b 
== f(x) ex 1 (x)dx = J h(i:x(x) )e<. 1 (x)clx. 

a a 

We beschouwen nogmaals cJe aan 
paragraaf genoemde betrcl( -,ng, en 

[ (X (x(~) )] r. Deze a:fge1eice naar /3 

het begin van deze 

i.h.b. de functie 
bestaat b.o. Waar 

x(~) constant is (corresponderend met een discontinui­

teitspunt van ~(x)) definieert men ~(x(~)) als een ge­
schikte lineaire functie. Op deze laatstbedoelde inter­

vallen is [~(x(~))] 1 constant. Dus kan men deze afge­

leide als een functie van x(~) beschouwenJ zeg g(x(~)). 
Op grand van deze overwegingen geldt nu 



b ~(b) j f(x)d c<(x) = J r{x(r3)}[0t(x(p))] 'd/3 = 
a p(a) 

(3 ( b) 
= f f{x(f3)} g{x(13)}d 1B = (volgens ·1.3.2.2 (-if-)) 

~(a) 
b ~ 

J f(x)g(x)d (3 (x). 
a 
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Neem voor f(x) de kar-akteristieke functie van het inter­

val (a, [ ), dan volgt uit de laatstgenoemde betrekking 

J-l ot(l) =·
8 

g(x)d 13(x), 

waarmee bewezen is: een functie ~(x), die absoluut continu 

is t.o.v. een toenemende functie fa (x), is de onbepaalde 

integraal van een functie g(x)_, die sornmeerbaar is t.o.v. 

(3 (x). Zoals in 1.2.2.3 laat zich ook hier aantonen, dat 
elke onbepaalde integraal van deze aard absoluut continu is 

t.o.v. 13(x). 

Indien omgekeerd de betrekking ct(!) = j~ g(x)d [o(x) 

gegeven is, waarbiJ ~(x) een functie v.b,v. 8 is, dan kan 

men hieruit weer afleiden: 

b b J f(x)d ex (x) = J f(x)g(x)d (3 (x), 
a a 

en wel op dezelfde manier als die waarop de substitutieregel 

voor integralen van Lebesgue is afgeleid (zie 1.2.2.4). 

Daartoe denken we ons f3(x) gesplltst, op de bekende wiJze, 

in p(x)-n(x), en g(x) in g+(x)-g-(x). Zo beperken we ons 
in het verdere deel van het bewljs tot het geval van een toe­

nemende ~(x) en een niet-negatieve g(x). We passen dan de 

redenering van het bewijs van de substitutieregel in 1.2.2.4 
toe: voor f(x) eerst een constante, dan een trapfunctie~ ver­
volgens een functie ,;z, C 1 en te,J lotte een functie e c2 . 

'rot slot leiden we een betreklcing af waarin een samen­

gestelde functie optreedt. Zij g(x) sommeerbaar t.o.v. een 

toenemende functie p(x), a~ x::: b. Zij ey(x) de karakteris­
tieke functie van de verzameling der pun ten x met g(x):: y. 

Zij f(y) sommeerbaar t.o.v. o:(y)(-oo<y<co). Dan is de 
functie 



()'. ( y) 
,..b 

= J e (x)d (3 (x) 
a Y 
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monotoon t. De b c VJ er in g is: f(g(x)) is sommeerbaar 

t.o.v. ~(x), terw1jl 

b co J f( 6 (x) )d (3(x) = J f(y)d 0:. (y). 
a -oo 

B e w ij s. Stel f(y) is de karakter'istielce functie van een 

interval c < y I{. d. Dan is (voor deze f) 

f(g(x)) = ed(x)-ec(x) en 

Jb 
f(g(x) )d (3 (x) 

a 

b b 
=f ed(x)cl (3(:x)- J ec(x)d (3(x) 

a a 
00 

= cx(d)- cx(c) = J f(y)d o:(y). 
-00 

Daarna volgt men weer de meermalen toegepaste redenering langs 

trapfunctiesJ enz., tot men de functies f(y) sommeerbaar t.o.v. 

~(y) heeft bereikt. 

1.3.2.4. Fun ct i es van twee (en me er) var i ab e 1 en. 

De verkregen resultaten kunnen warden uitgebreid tot het 

geval van functies van twee variabelen. Beschouw de verzame­

ling der functies continu (en gedefinieerd) in een begrensd 

en gesloten gebied E, gelegen in het eenheidsinterval 

0 4 x ~ 1, 0 ~ y ;{. '1. Is A een lineaire functionaal opererend op 

de beschouwde functieverzameling (gekoppeld aan E), dan noemen 

we A' de l.f. opererend op de functies continu in het eenheids­

interva 1, en clefinieren: Ar f == Af ( t. o. v. E). Men l<'.:an ook hier 

aantonen dater een functie ~(x,y) bestaat., v.b.v., en z6 dat 
I ! 

A! f == J f f(x,y)d Cl (x;y). 
() 0 

De waarde van ~(x,y) is 6t~ijk aan de waarde van A' ge­

nomen op de karakteristieke functie van hot interval (0,0), 

(O,y)., (x.,O)., (x,y); dus gel1jk aan de v1aarde van A genomen 

op de doorsnede van E met dit intervalJ waarbij onder A hier 

de uitbreiding van de oorspronkelijke l.f. (betrekking hebbend 

op continue functies) wordt verstaan. Deze uitbreiding kan men 

zich als volgt voltrokken denken: zij e een gesloten verzameling, 



FA 52 

zij d(x,y) de afstand van een punt (x,y) tote, ZlJ 

f (x,y) = (1-nd(x,y))+ het positieve deel van 1-nd(x,y). Dan n 
is f (x,y) een continue functie (n=1.,2, ... ) en geldt n 
f (x,y) ,i e(x,y)., de karalcterictieke functie van e. Men de­n 
finieert nu Ae = lim Af ( n -+ oo ) . n 

De Stieltjes-integraal van f(x,y) (continu) laat zich 

als volgt definieren. Stel A is een positieve l.f. Splits E in 

n iet-ove rla ppende ges lot en dee 1 verzame1in~ e k( x, y) ( l<:=1, ... , n) . 

Zijn mk en Mk minimum en maximum van fin e1 (x.,y), dan be-

schouwe men de sommen L ~ mk Aek(x.,y) en 1 1Z~ MkAek(x,y). 
Als n-->CD convergeren deze sommen naar J / f(x,y)dcx(x,y). 

0 0 


