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Dif feremntiatie,.

De s telling van Lebesgue over de afgeleide
van een monotone functie.

Voorbeeld van een continue,niet-di -
ferentié&crbare functile. Welerstrasz (zie

P. Du Bois-Reymond, Versuch ciner Classification der willkiirlachen
Functionen reeller Argumente, Journal fir Math., 79 (1375), 21-37)
was de eerste die een continue functie construeerde, die nergens
een afgeleide bezit. Van der Vaerden (Zirich) heeft een tamelijl
elementair voorbeeld van een dergelijke functie gegeven. (Ein ein-
faches Eeisplel einer nicht-differenzierbaren stetigen Funktion,
Math. Zeitschrift, Band 32, Heft 3, 1930): is x een re&el getal,
duidt {x} de afstand van x tot het dichtstbijzijnde gehele getal
aan, beschouw dan de functie

£ {1}

f(x) =
n=" 10"

De termen van deze recks zign continu, de recelts zelf stelt een con-
tinue functie (!) voor.
Nu kan men aantonen, dat
T f(x+h)-f(x)
h —+ O h

niet bestaat. Neem daartoe voor x een getal met O0<x <1 (géén be-
perking van de algemecenheid). Het is mogelijk een rij hﬂ,hg,... -~ O

z4 te kiezen, dat

f(x+hm) - (%)

h
m




s ¢

een rij gehele getallen voorstelt, afwisselend even en oneven., De

genoemde rij lan dus niet convergent zign.

1.17.17.2. D e stellaing van Lebesgue over de afge-
leade van cen monotone functie:
Een monotone functie £(x) bezit in elk punt x met uitzondering

van een verzameling met een maat O een afgeleide, m.a.w., een mono-

tone functie is bijna overal (b.o.) differentiferbaar.

Lebesgue heeft deze stelling bewezen (zie: Legons sur 1l'inté-
gration et la recherche des fonctions primitives, Paris, 1904) onder
de bijkonmende voorwaarde van de continuiteit van f(x). Deze eis 1is
echter overbodig.

zonder diep in te gaan op de theorie van de Lobesgue-meetbaar-
heid maken we hier de volgende opmerlking: een verzameling met een
maat O 1s een verzameling van zetallen (punten op de getallenrechte)
X, die men kan insluiten in een eindig aantal of an een rij inter-
vallen, w-arvan de totale lengte (de som van de lengten der inter-
vallen) willelwcuripg klein is. Men ziet direct: een deelverzameling
van een verzameling met een maat O heeflt cen maat 0. Een rij van ver-
zamelingen elik met een maat O 1s weer een verzamcling met deze eligen-
schap. Iedere ri) van nunten 1o ecn verzameling met een maat O, De

"rerzameling met cen maat 0" 1s pgeluijk-

bovengenocuic definitie van
waardig met de volgende: een verzamcling LI heeft een maat O als men

L kan insluiten in een rig ven intervallen waarvan de totale'lengte"
cindin is, teovuigl elk punt van £ n oneindig veel van deze interval-
len ligt.

In zekere zin 1g de bovengenoemue stelling van Lebesgue het
beste resultaat. On deze bewering aan te tonen gaan we uit van een
verzomeling Louet eon maat 0. Ve construeren nu een functie, die toe-
nemd 1s, e¢n Jdic géén (eindige) afgcleide bezit in de punten van E:
sluit E i1n in een rij intervallen volgens de twecede definitie en stel
f(x) gelijk aan de som van de lengten van de intervallen (of segmen-
ten van intorvallen) die links van het punt x liggen. Dan is £(x) in
het punt x niet differentiderbaar!

1.1.1.3. Bewilijs van de stelling van Lebesgue
De b.o.-differentiferbaarheid van een monotone functie kan worden be-
wezen zonder de theorie van de integratie toe te passen. In Riesz-

Nagy (Legons d'analyse fonctionelle, Budapest, 1952 (eerste druk))

vindt men een bewijs steunend op een stelling van F. Riesz (gepubli-
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ceerd in 1932 in de Acta Sci.Math. Szeged,5, p.208-221), die we
hier vermclden als

Hulpnpstellding., Z1J g(x) een functie, continu in a< X € b,

en z1j L de verzameling van de punten x met a<x <Dh zdodanig dat er
een § 1s met de eipgenschappen § > x en g(7)> z(x). Dan is L of leeg

of ecn open verzameling; in het laatste geval is L een eindig aantal

of een rig disjuncte, onen intervallen (a%,bh) terwi)l voor elk dezer

. i

intervallen geldt: g(ak)g g(bk),

Met behulp van deze stelling kan men de stelling van Lebesgue

bewijzen voor continue monotone functies. Is in een punt x van (a,b)

Ad = lim sup {f(x+h) f(x)}h—/l (h{0)
o = lim inf {f(x+h)- £(x)}n”" (nio)
A, = 1im sup {£(x+h)- -(x)}n”" (nt0)
Ay = lim inf {f(x+h)-1(x )jn~1 (n1o0),
dan kan men aantonen, dat b.o.
/\d = Ay = A& = xg

Met enige moelte kan men de hulpstelling z6 wijzigen dat het
hierboven aangeduide bewijs peldip is voor discontinue, monotone
functies

1.1.1.4., Functies van begrensde variatie.
Is f(x) gedefinieerd op a ¢x ¢b, wordt het interval [a,b] verdeeld
volgens
a =X < ¥, < ,..<X_= Db,
0 1 n

dan heet f(x) een functie van begrensde variatie, indien
ii* '
- £(x,.) - £(x, )
e k -1

kleiner is dan een vast getal, dat onafhankelijk is van de keuze van
de verdeling. Men noemt

T(a,b) = sup Z:ab

de totale variatie van £(x) in [a,b} . De totale
variatie is een additieve intervalsfunctie: i1s a<c <b, dan is
T(a,c) + T(c,b) = T(a,b). Duidelijk is: een monotone functie is van
begrensde variatie. Ook geldt: het verschil van twee monotone, niet -
afnemende functies is van begrensde variatie. Camille Jordan heeft
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bewezen:
Stelling. Elke functie van begrensde variatie is het verschil van
twee niet-afnemende functies.

Wat het bewijs van deze stelling betreft, merken we het volgende
op. Stel T(x) = T(a,x) (a <x «b). Dan is f(x) = T(x)- [ T(x)-£(x)] ,
Men bewijze nu dat zowel T(x) als T(x)-f(x) monotoon zijn,

Het is niet moellijk om te bewijzen dat de functies
P(x) = % [T(x)+f(x)] en N(x) = & [T(x)—f(x)] monotoon zijn. Daar
f(x) = P(x) - N(x)
geeft dit een tweede manier om f(x) te schrijven als het verschil

van twee monotone functies,

Uit 1.1.1.2 volgt nu de
Stelling van Lebesgue: Een functie van begrensde
variatie bezit b.o. een (eindige) afgeleide.
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1.1.2. Enige conclusies uit de stelling
van Lebesgue (1.1.1.2 en 1.1.1.4).

1.1.2.1. Een stelling van Fubini over het¢t
differentié€ren bij reeksen met
monotone termen. Deze stelling luidt:
Gegeven is een rij van functiesf}ﬁx) (n=1,2,...), gedefinieerd
op as$x:b en (in dezelfde zin) monotoon. Gegeven is verder, dat
de reeks fq(x)+f2(x)+... convergeert en als som s(x) heeft. De
bewering is nu: b.o. is f'(x)+fé(x)+.,.=s'(x) (m.a.w, de beschouw
de reeks mag b.o. termsgewijs worden gedifferentieerd).

BewilJjs. We mogen veronderstellen, dat fn(a)zO is (n=1,2,...)
Verder nemen we aan dat de functies fn(x) monotoon-niet-dalend

zijn. Stel

s(x) = £.(x) + £(x) +...+ £ (x).

4
Dan is sn(x)f s(x). En b.o. is

sg(x) = f%(x) + fé(x) to.ot fﬁ(x).

Ook bestaat s'(x) (daar s(x) in as< x ¢ b monotoon is) b.o.
Ook is s(x)asn(x) differentieerbaar (b.o.), terwijl s'(x)—sﬁ(x) >
is. De vraag is nu: geldt s’(x)—s'( }4 0 (als n-o00)? Het antwoor

is bevestigend. Immers: de rij s(b)-s ( ) convergeert naar O (als
n-+00 ); er is dus een rij s, (b ),Sn ( )s... 20 dat
/‘
j -k
s(b) - s_ (b)g 27" (k=1,2,...).
n
k
Maar dan is ook
s(x)—sn (x) g oK (a sx¢ D).
k
De rij functies Fk(x) s(x)- S, (x) convergeert uniform naar O
Dk
(als k—o00), terwijl Fk(a) 0, Fk( x) monotoon-niet-dalend is
(met x) en F'(x) bestaat (b.o.). Hieruit leidt men gemakkelijk

af, dat F&(x)& O (k=00), of s} (x)% s'(x), waaruit volgt:
sﬁ(x)? s'(x). Hiermee is de ste%llng van Fubini bewezen.

1.1.2.2. Dichtheidspunten van lineadire runt -
verzamelilingen.
ZiJ E een willekeurige verzameling van punten x. Zij I een rij
van intervallen zé dat elk punt van E in minstens één interval
van de rij I ligt. De grootste benedengrens van de verzameling
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van de totale lengten van alle, L bevattende, verzamelingen I
heet de uitwenddilige maat van E en wordt aangeduid
door me(E). Ult deze definitie volgt: liggen E, en EL in twee

1 2
disjuncte intervalsverzamelingen, dan is

m (E, U Eg) =m (E”l) + me(Eg).

e( e

Uit deze eigenschap volgt nog: letten wij op de doorsnede van een
verzameling E met een (willekeurig) interval, dan blijkt de uit-
wendige maat van deze doorsnede een a d d i tieve inter -
vals~functie.
We noemen x(x€¢E of x niet in E) een d ichtheidspunt
van E als

meﬁLE N (x-h,x+k)} /(h+k)—>1  (0<h,k=+0).

We kunnen nu de volgende stelling uitspreken:
Stellding. Bijna alle punten (alle punten op een verzameling

met een maat O na) van een willekeurige lineaire verzameling zijn

dichtheidspunten van deze verzameling.

Bewdiljs. Stel de beschouwde verzameling E ligt in (a,b). ZiJ
f(x):me{ LN (a,x)} . Dan is f(x) monotoon. Volgens de te bewljzen
stelling is nu f£'(x)=1 (b.o. op E), en omgekeerd. Dit tonen we

als volgt aan. Overdek I met een rij Z:q, 2 5se.. van rijen in-
tervallen. De rij der totale lengten convergeert naar me(E). Stel
fn(x)=me{§;q(1 (a,x)} . Dan is op E: fé(x):ﬂ (n=1,2,...) (aange-
nomen kan worden dat de punten van E inwendige punten van E:n zijn),
Beschouw de verschillen fn(x)—f(x). Het gedrag van deze verschillen
is gelijk aan dat van de rij s(x)—sn(x) uit het bewijs van de stel-
ling van Fubini: dus is £!(x)-£'(x)4 0 (n = o00), of £'(x)=1. Hier-
mee 1is de stelling bewezen,

1.17.2.3. Sprongfunctilies.
213 { Xn} een rij van getallen in (a,b), en zij {fn(x)} een rij
van functies gedefinieerd als volgt:

fn(x)=0 voor X <X, f (x ) =u., f

X) = U_+V_ VOOr X >X_.
n n? ) n+ n n

n(
We veronderstellen dat de reeksen Z:un en Z:Vh absoluut convergeren,
Dan is de reeks }_ fn(x) convergent. De som s(x) heet s prong -
funct ie. We kunnen schrijven:

s(x) = 2. u + 3 v, .

X_ & X <X
n £ n
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Zijn u_en v >0 (n=1,2,...), dan is fé(x)zo (behalve in het punt
x:xn). Hieruit volgt, op grond van 1.1.2.1, dat b.o. s'(x)=0 is.
We kunnen aantonen, dat deze laatste bewering ook geldig is, als
niets omtrent de tekens van u, en v, is verondersteld. De functie
s(x) is namelijk een functie van begrensde variatie, en de totale
variatie T(x) van s(x) 1is eveneens een sprongfunctie. Het blijkt
zelfs dat s(x) continu is, behalve in de punten x=x
Het belangrijke van de sprongfuncties is: elke functie van be-
grensde varilatie kan geschreven worden als de som van een conti-
nue functie (van begrensde variatie) én een sprongfunctie.

1124, Func ties van begrensde variatie,
Daar de totale variatie T(x) van s(x) (uit 1.1.2.3) een sprong-
functie is, geldt T'(x)=0 (b.o.). Deze bewering geldt eveneens voOO
een willekeurige functie van begrensde variatie.

Stelling. Is T(x) de totale (onbepaalde) variatie van een
functie van begrensde variatie f(x), dan is b.o. T'(x) =] f'(x)].
Bovendien geldt: f(x) en T(x) hebben dezelfde continuiteitspunten
en discontinuiteitspunten. De sprongen zijn gelijk (op het teken

na), ma.w,

T(x) - T(x-0) =] £(x) - £(x-0)]
J

f
f(x+Q)-f(x)].

T(x+0) - T(x) =



FA 8

Intervalsfunctilies.

Inleidende beschouwingen. Een inter-
valsfunctie f(I) = f(«,s) is een voorschrift volgens hetwelk
aan een zeker interval I=(«,s) een ('n) getal wordt toegevoegd.
Voorbeelden:

1. Zij £(x) een (gewone) functie en zij § een getal met
o« ; <fp. Een intervalsfunctie 1is
£(o,p) = (A-o) £(5)
(denk aan de theorie van de Riemann-integraal).

2. Intervalsfuncties zijn, als f£(x) een gewone functie
is,
(p-w)sup £(x) en (p-«) inf £(x).
XsXsgp s XEH
3, De absolute variatie ]f(ﬁ)~f(a)] van een functie f(x)

is een intervalsfunctie.

L, Is x=x(t), y=y(t), z=z(t) een kromme (a st ¢b), zijn
®x p twee getallen met a sxg B3 sb, dan is de lengte van de
koorde tussen de punten met t=« en t=pB een intervalsfunctie.

Definitie van de integraal van een integreerbare intervals-
functie. Zij (a,b) een interval. Dit interval denke men ver-

deeld in een eindig aantal deelintervallen, Is f een inter-

valsfunctie, dan kan men de som van alle getallen f(«x,s) over
deze op elkaar volgende deelintervallen bepalen. Als deze som
bij toenemende fijnheid van de verdeling tot een limiet con-
vergeert, dan heet de intervalsfunctie integreerbaar, en de
limiet heet de integraal van f(e,s) over [a,b] :

b
f f(a,p); m.a.w. bij elke ¢ >0 bestaat er een d= J(&)50

z4 dat @ bij elke verdeling van (a,b) met fijnheid ¢ & de cor-
responderende som minder dan & van de limiet verschilt.

Is f(x) een gewone functie (puntfunctie), gedefinieerd
op [a,b] , dan is elke intervalsfunctie f(«,p) van de vorm
f(p)-f(«) integreerbaar.

Definitie van de afgeleide van een intervalsfunctie

f(m,p) in een punt x. Hieronder verstaat men de limiet (zo
deze bestaat) van f(«,p)/(@ -x) als het interval («,s) zich
samentrekt tot het punt x.
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Is f(x,3) additief, dan is de afgeleide hiervan dezelfde
als de afgeleide (in gewone zin) in een punt x van de puntfunc-

tie F(x)=f(a,x).

1.1.3.2. Eerste hoofdstellding. 21) f(«,s) integreerbaar
over [a,b] . 2ij f(«,p) 2 0 en zijlf f(a,p)=0. Bewerilng:
b.o. in [a,b] bestaat de afgeleideavan f(o,8) en is deze afge-
leide gelijk aan O. Het bewijs van deze bewering 1s gemakkeli jk
en steunt, behalve op dc¢ definitie van de integraal van een inter-

valsfunctie, op de stelling van Fubini (1.1.2.1).

17.1.3.3. Tweede hoofdstellding. Deze luidt: Bijna overal
waar een integreerbare intervalsfunctie f(«,s) een afgeleide
bezit, bezit ook de onbepaalde integraal F(x) = fkf(a,ﬁ)(as X sb)
van deze functie dezelfde afgeleide, en omgekeera. Deze stelling
kan men bewijzen door aan te tonen, dat de intervalsfunctie

g(a,p) = | f(x,p) - F(p)+F(a)]| ,

X
waarbij F(x) de onbepaalde integraal f fle,p) (asx¢b) is, vol-
Onoofdstelling (1.1.3.2).
Minder opvallende, niettemin belangrijke, uitspraken zijn:

doet aan de voorwaarden van de eerste

De integreerbaarheid van f(x,p) over een interval (a,b) im-
pliceert die over elk deelinterval (c,d).

De convergentie van de sommen _ f(x,s), die (in het geval
van integreerbaarheid) de integraal th(«,ﬁ) tot limiet hebben,
is uniform t.o.v. de deelintervallen.

De integraal j‘f(m,ﬁ) is een additieve intervalsfunctie
(additiviteit t.a.v. de intervallen waarover de integraal genomen
is).

1.13.4De integralen van Darboux endec int e-
graal van Riemann. De intervalsfuncties genocemd in
1.1.3.1, voorbeeld 2, geintegreerd, geven de integralen van Dar-
boux. Zijn deze gelijk, dan spreekt men van de integraal volgens
Riemann. Stelt men

(=) [ sup £(x)-inf £(x)] = (#-u) w (£; & ,p),
&

£X %P3

waarin w(f;e«,s) de variatie (of schommeling) van f£(x) in (,3)
heet, dan betekent integreerbaar over (a,b) volgens Riemann: de
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integraal van de intervalsfunctie (f-«) w (f;a,p) over (a,b) is
gelijk aan O, Bovendien 1s deze functie » 0. Pas nu de stelling
uit 1.1.3.2 toe. Hetv resultaat is: uit de integreerbaarheld van

f(x) volgens Riemann volgt het b.o. continu zijn van £(x).

Omgekeerd geldt, indien f(x) begrensd is, dat deze voorwaarde
(het b.o. continu zijn van f(x)) voldoende is voor het integreer-

baar zijn in de zin wvan Riemann.

1.1.3.5.t el 1 ing van DLarboux. Deze luidt als volgt:

21] f(m,ﬁ) een intervalsfunctie, die voldoet aan de voorwaarde

Se,p) @ 2w, p) o f(ﬁ’i>

voor ellk dricztal vaarden o,ps cn g/ met a <cx</3<2/sb. Z1j verder

f(«,p) continu, Jd.w.z. f(«,p)— O indien het interval («,s) —

het punt = (co s % ¢ ﬁ) Tenslotte zij pgepeven dat alle sommen

> f(m LR ) (elke bohorend bij zekere verdeling van (a,b)) een

naar Loven besrensde verzamellng vormen, met L als Kk.b.g. Dan

geldt: f(w,s) is infesrcerbaar en [ f(«,s)=L.
2
1.1.5.0.ect i fliceerbare kKrommen., Wat is een recti-

ficeerbare kromme? Stel x=x(t), y=y(t), z=z(t)(a st<b). De
functies x(t), v(t) en z(t) zijn continu verondersteld. Het inter-

val (a,b) verdeel’ men volgens

a = ‘\Zo<t',]< ,,_{tn = b.

Aldus vindt rmen op de kromme de punten Pk(tk) (k=0,1,...,n). De
lengte van de gebroken 1Zin Popﬂ"°Pn zign kleiner dan een vast
getal, hoe ook de verdeling van (a,b) wordt gekozen. De kleinste
van alle bovengrenzen heet de lengte van de kromme, en de kromme

zelf noemt men PCCLlflC\e“bﬁdP

Gemaklelljk 1s 1ru in te zien: nodig en voldoende voor de

rectificeerbaarheid van de kromme x=x(t),y=y(t),z=2z(%t) (de func-

ties x(t), y=y(t), z=2(%t) zijn continu) is, dat de functies

x(t),y(t),z(t) van begrensde variatic zijn.

Uit de twecede hoofdstelling (1.1.3.3) volgt nu nog: een
rectificeerbars kromme bezit b.o. een raaklijn.

Past men deze eigenschappen toe op de "kromme' x=x(t),
y=0, z=0, dan blijkt de totale variatie T(t) identiek gelijk te
zijn aan de booglengte s(t). Men vindt nu onmiddellijk de betrek-
king
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T'(t)==|x'(t)] (b.o.).

Hierbij is in eerste instantie x(t) continu (en van begrensde varia-
tie). Aangetoond kan worden, dat de voorwaarde van continuiteit ter
zijde kan worden gesteld. Hiermee is 1.1.2.4 opnieuw bewezen,
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1.2. I ntegralen van Lebesgue,.
1.2.17. De finities. Limietstelldingen.
Ongeldljkheden.
1.2.1.1. Trapfuncties. In zijn dissertatie: Intégrale,

Longueur, Aire," Parijs (1902) heeft Lebesgue een integraal-
begrip ingevoerd dat voor de ontwikkeling van de moderne ana-
lyse sindsdien van enorme betekenis is geweest. Het uitgangs-
punt bij Lebesgue was het begrip maat. Geslaagde pogingen
hebben getoond dat men andere wegen kan kiezen die tot het-
zelfde doel leiden. Het uitgangspunt bij Riesz-Sz.Nagy is de
tropfv cole, 21 (e,b) cen interval, eindig of oneindig. We

spreken van een trapfunctie, indien deze functie op elk van
ecn eindig aantal in (a,b) gelegen eindige intervallen met

lengte iik\ een constante waarde ¢, aanneemt.

k
De integraal van deze trapfunctie op (a,b) wordt gedefinieerd

door )~ ckllk{ . We duiden een trapfunctie aan door
@(x),~w(x),.,. Nu gelden de volgende stellingen:

A. Geldt voor een rij {@n(x)} van trapfuncties, dat

@n(x)é,o (b.o.; n=1,2,...), dan convergeert de rij van de
integralen ook naar O,

B. Geldt voor een toenemende rij {@n(x)} van trapfuncties,

dat supqEZ:ck}ik}<:oo, dan convergeert de rij { @n(x)} b.o.

Stelling A kan men bewijzen door gebruik te maken van de over-
dekkingsstelling van Borel., Wat het bewlijs van B betreft, zij
opgemer'tt, dat het niet moeilijk 1s aan te tonen, dat de ver-
zameling van de punten x, waar @n(x) divergeert, de maat O
heeft.

1.2.17.2. Sommeerpnvpere Tuncties,.

Met Co4ﬂﬁﬂ"r-wé.: klcreee van de trapfuncties aan en met C

R . /}

de

klasse van de functies die (b.o.) de limiet zijn van een rij

van trapfuncties {@n(x)} zoals beschouwd in stelling 1.2.1.1,B.
Uit wat verondersteld is volgt dat de rij van de integralen van
?n(x) convergeert. Per definitie is nu

b

b
f f(x)dx = 1lim f qn(x)dx,
a n— 00 a

waarbil] f(x) de limiet (b.o.) van de rij { @n(x)} is. Is
{v,(x)} een andere rij trapfuncties vy (x) in de zin van
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1.2.1.1.B, die evenecens (b.o.) f{x) tot limiet heeft, dan kan men

aantonen, dat

[b b
lim J o (x)dz = lim /‘ Vh(x)dx.
n— 00 a n—0co a

Met 02 duiden we de klasse van de functies aan, die elk het ver-
zijn. De integraal van £, -f, (pbeide

schil van twee functiog uit C

— g
functies f,l en f, behoren tot Cq) 1s per definitie gelljk aan
b b b
{. {fﬂ(x)—f?(x)} dx = g fq(x)dx - é fg(x)dx.

Uit de definitic volgt: is [,-I,=8,-8, (:E’q,fg,g,I en gge.Cq),
dan zijn de intesralen dezer verschillen ook gelijk. Gemakkelijk
bewijst men:

C, is cen lincairc klasse: uit hq(x) en hg(x)e C, volgt, dat

c1h1(x)+02h2(x)eﬁc en c, constanten).

2 (e
De beschouude intecraal is een additieve intervalsfunctie.
Behoort h(x) tot cde klasse Cy (anders gezegd: 1s h(x) som-

meerbaar (Lebeszuc), dan geldt dit ook van | h(x), nt(x) en n™(x).
Evenmin 7s het moeilijk om te bewijzen:

Bij elke somms2vrhorye functie h(x) bestaat er een rij trap-

functies ¢ (. , z$ dat p(x) = £(x) (b.o.) en

J lu)- e, (x)]ar—0  (n—o0).

Verder geldb: bestaat de Riemann-integraal van f£(x) (over
een eindip interval (a,b)), dan kehoren ce functies f(x) en -f(x)
tot de klasse Cq. Omgekeerd, 1is aan deze laatste voorwaarden vol-
daan, dan is f(x) b.o. gelijk aan een Riemann-integreerbare func-

tie.

e stcelling van B, Levili over de terms -
zewdl jze integratile van een toeneme n-
e r i j. Deze stelling dateert van 1906 en luidt:

Vormen de_integralen van de sommeserbare functies h (x) van

2en toenemende rij {'hn(x)} een begrensde verzameling, dan con-

vergeert deze rij (b.o.) naar cen sommeerbare functie f(x) en
zeldt

b b

[ 2(x)ax = 1im [ n (x)ax.
a N~ QO a

Hieruit volgt: De reeks %k (x), waarbij k (x) sommeerbaar
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is (n=1,2,...) en
b
5T é b (x)]dx < oo,

convergeert b.o. naar een sommeerbare functie s(x) en

Jbs(x)dx::z: ébkn(x)dx.

a
Uit de laatste stelling volgt:
b

8ls [ Jx(x)]dx = 0, dan is lk(x)=0 (b.o.).

' a
Tenslotte hebben wij:

Als een monotone rij van sommeerbare functies {hn(x)}

naar een sommeerbare functie f(x) convergeert, is

i) b
g f(x)dx = 1im g hn(x)dx.

9

1214, St el ling van Lebesgue over de termeg-
gewdljze i1integratilie van een gemajo -
reerde rij (Zie H. Lebesgue, Sur 1l'intégration des
fonctions discontinues, Ann.Ec.Norm.Sup.,27(1910)). Deze luidt:

Als de functies fn(x), die sommeerbaar zijn in (a,b), Db.o.

naar een functie f(x) convergeren en als er bovendien een som-

meerbare functie g(x) bestaat zd dat ffn(x)[s g(x), dan is

f(x) ook sommeerbaar en

J otxax = 1m [ 1 (x).

a N~ CO a

Arzela (1885,1900) en Osgood (1897) hebben overeenkomstige
stellingen bewezen: de eerste betreffende een begrensde rij van
Riemann~integreerbare functies, en de tweede over een begrensde
rij van continue functies.

Wat het bewijs van de stelling van Lebesgue betreft: uit-
gaande van de convergente rij {fn(x)} kan men monotone rijen

vinden, die naar f(x) convergeren:

sup (£, (%), £, 4(%),...) & £(x),

inf(fn(x),fn+1(x),...) ror(x).

8]
>
—
<
p—
It

joy
jn
~—
bl
~—
Il

gn(x) en hn(x), en dus ook f(x), zijn sommeerbaar. Uit
hn(x)s fn(x)s gn(x) volgt
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Daar verder
b b b
f gn(x)dx en f hn(x)dx'~+ /‘ f(x)dx,
a a a
volgt b b
é £ (x)dx —~y_£ f(x)dx.

1.2.15. 8t el lingen over de sommeerbaarheid
van een limiet functailie,.
Uit de stelling van 1.2.7.4% kan men afleiden:
Als de functies fn(x) (n=1,2,...) sommeerbaar zijn in

(a,b) en b.o. naar een functie f(x) convergeren z6 dat

[£(x)] < g(x), waarbij g(x) sommeerbaar is, dan is f(x) ook

sommeerhaar.

Om deze stelling aan te tonen, 1s het voldoende de stel-
ling van Lebesgue (1.2.71.4) toe te nassen op de rij functies

inf {g(x),sup [fn(x), —g(x)}} — £(x).

ien voor het vervolg belannsrijke stelling is die over de som-
meerbaarheid vaneen s amcecnge s te lde funct le:

213 U, sUrye..,U cen continuce functie, Zij verder ge-
1’72 n =
peven dat fq(x),fo(x),...pr(x) in (a,b) sommeerbare functies

zign. Zij tenslotte nh(x) cen sommeerbare functie met

{g{fq(x),fa(x),...,fF(x)}} < h(x).

Dan 1is

sommeerbaar in (a,b).

Len andere om z'n toepassingen cveneens belangrigke stel-
ling is het
Lemma van Fatou (Zic: 3éries trigonométriques et
séries de Taylor, Acta Math.,30 (1906)): Zijn de functies
f (x)» 0 en sommeerbaar in (a,b), als fn(x)~+-f(x) (b.o.) en

n
de rij der integralen jb fn(x)dx beprensd i1s, dan is f(x) som-
a

meerbaar_en
b b
.f f(x)dx ¢ lim inf f fn(x)dx;
a a
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1.2.1.7.

9]
en als f (x)—>f(x) (b.o.) en als bovendien Jf
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of ook: .
Als de functies f (x)3» 0 en sommeerbaar in (a,b) zijn,
(x)dx < A(n=1,2,.,.

n
dan is f(x) sommeerbaar en a
b
[ f(x)dx s a
a
OngelilJjJkheden.
De ongelijkheid van Schwarz:
b 2 b b
. 2 2 -
i | f,](x)f2<x)dx} < [ e 2(x)ax [ £2(x)ax.
a ! a a
Het geliljkteken geldt in het geval dat f1 en f2 b.,0. een con-

stante factor verschillen.

De ongelijkheid van H&lder:

I 1
b b Ty b ]
é £, (%), (x)dx <{j £, (%) |Pax }E{]fg(x))qu} ;
hierbij is%+;q:: 1, psi, q».

Het gelijkteken geldt indien }fqlp en tfg |9b.o. een con-
stante factor verschillen en als bovendien het teken van
fq(x)fg(x) b.o. constant 1s.

De ongeliljkheid van Minkowskl:

b ' % [ 0 ) }% { b D %
{ f ’f1+f2!£>dx} &.t/ 5 ax| +1.£ Qfglidx} (p>1).

a a
Verondersteld is, dat alle integralen optredend in boven-
genoemde ongeliljkheden bestaan. Het is niet voldoende alleen de
sommeerbaarheid van de functies f1 en f2 te veronderstellen. Zo
o.a2. bestaat de integraal in het linkerlid van de ongelijkheild
van Schwarz, indien de sommeerbaarheld van f,l,f‘2 en hun kwadraten
gegeven is. Die in het linkerlid van de twcede ongeliljkheid in-

dien de sommeerbaarheld van fq,fg,]fqlp en ]fqiq-verondersteld is.

Meetbare verzamelingen en meetbare
functies.
Onder een meetbare functie verstaan we een functie, die de

limlet b.o. is van een rij trapfuncties.

Uit deze definitie volgt: een sommeerbare functie is meet-
baar; de constante functie is meetbaar; elke meetbare functie,



die absoluut genomen een sommeerbare functie als majorant heeft,
is sommeerbaar; wordt een meetbare functie aan de boven- en onder--
kant "afgehakt" door sommeerbare functies, dan is de afgehakte
functie sommeerbaar; ig £(x) meetbaar dan is lf(x){ meetbaar,

en is bovendien b.o. £(x)#0, dan is 1/f(x) meetbaar; zijn f(x)
en g(x) meetbaar, dan zijn £(x)+z(x), £(x)g(x), Sup{f(x),g(x)}
en inf{f(x)jg(x}} meetbaar; ziyn de functies van de rij f (x)
meetbaar, en ig fn(x)—+-f(x) (b.o.), dan 1s f£(x) meetbaar.

Ondewr een meetbare verzameling e verstaat men een verzame-

ling waarvan de karalkteristieke functie e(x) meetbaar is

(e(x)=1 als % e en e(x)=0 overigens). Is e(x) sommeerbaar, dan

is (per definitie) de maat m(e) van e de integraal van de karak-

teristieke functie e(x). Is e(x) meetbaar, zonder sommeerbaar te

zijn, dan is de maat m(e) (per definitie) .

Uit het bovenstaande volgt: een interval is meetbaar en de
maat 1s gelijk aan z'n lengte (eindig of oo); cen verzameling van
de maat O bezit cen maat O (in bovengenoemde zin); zijn

€,5€5,... meetbare verzamelingen, dan zijn e, -e, (e2c eq),
o

n 0 n cO
e Al e L)ek en e, meetbaar; de maat m(e) is een af-

k=" k=" k=" k="

telbaar-additieve verzamelingsfunctie, d.w.z.
m(eqL)egL)...) = m(e1)+m(eo)+... (de €485, ... Z1Jn meetbaar en
twee aan twee disjunct); is €. s€5,. .. €ED toenemende rij meetbare
verzamelingen, dan 1s

m ( Ej\e] = lim m(ek);
Ve K K — 00
is eq,eg,... een afnemende ri,; meetbare verzamelingen,dan 1is

oo
m( ﬂ>ek = 1lim m(el,).

RS K s 0O

Er bestaat een intieme relatie tussen meetbare verzamelingen

en meetbare functies,
Als f(x) meetbaar is, dan zijn voor elke ¢ de verzamelingen

der punten X waarvoor
f(x)sc; f(x)<c; f(x)sc; f(x)>c
meetbaar. Omgekeerd is één van laatstgenoemde verzamelingen (voor

eélke c¢) meetbaar, fan zijn de overige verzamelingen meetbaar en
is ook f(x) een meetbare functie.
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1.2.2, 0n b

0]
'C
[AY]

alde integralen;, absoluut

continue functies.
1.2.21. Totale variatie;,afgeleide van de
onbepaalde integraal.

X
Stellding . De onbepaalde integraal F(x) =~/ f(t)dt (op een

PR a L .
additleve constante na) van een sommeerbaPe functie f(x) is

van begrensde variatie; de totale variatie T van F(x) over
(a,b) is gelijk oan

b
‘/ jf(x)}dx.
3

X
Dat F(x) = f f(t)dt van begrensde variatie is, indien
a

f(x)» 0 1s, is duidelijk (a ¢ x ¢<b); immers nu is F(x) mono-
toon-niet-dalend. Voldoet f(x) niet aan genoemde voorwaarde,
dan schrijven we f£(x) = £7(x) - £7(x). De integralen van deze
functies zijn weer van begrensde variatie, enz. Het bewijs
van het tweede deel van de stelling is minder eenvoudig. Al-
lereerst kan men aantonen, dat voor elke trapfunctie € (x)
met | ¢(x)| ¢ 1, geldt: -

b

sup /. e(x)f(x)dx < fb [£(x)] ax.
a

T =
Je(x)f <1 2

Door een geschikte rij van functies en(x) te kiezen met
lim € _(x)f(x) = |f(x)| vindt men

lim jb £ (x)I(x)dx = jb}f(x)}dx,
a a

waarmee de stelling bewezen is.

Daar F(x) van begrensde variatie is, bestaat b.o. de
afgeleide F'(x). Analoog aan het resultaat in de klassieke
analyse geldt de volgende
S tellding. Een sommeerbare functie is b.o. gelljk aan

de afgeleide van z'n onbepaalde integraal.

De uiltspraak van de stelling geldt indien de functie
een trapfunctie is. Behoort de sommeerbare functie f(x) tot
de klasse C,, dan is ¢ _(x) (trapfunctie) t f(x) of

/l)
@
£(x) = 940x) = 2 { Pq(®) = 9 ()}
We passen nu de stelling van Fubini toe op de integralen van
het linker- en het rechterlid.
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Het algemene geval (f(x) is sommeerbaar) volgt hieruit
gemakkelijlk, ‘ |

E e nos trik t -monotone c °on t 1 nue
fu n ¢t i e, wa a rvan d'e af g e l e 1 d e b .
g e 1 i J k i 5 aan 0. |

Z1) © een getal met O<t <1. Beschouw nu de rij functies
Fn(x), gedefinieerd op [0,1] als volgt: '

in —
F(x) =:
Fn+1(x) = Fp(x) in de punten k27" (k=o,13f:.;2n)§

zijn o en g twee van zulke op elkaar volgende punten, dan

1s “p 1.t 144
n+’l(qg ) = =7 Fple) + = Fo(p);

overigens verloopt F_.  (x) lineair (n=0,1,...).

Men kan nu bewiljzen, dat de rij Fn(x) convergeerl naar
een limletfunctie F(x), dat F(x) continu en strikt-monotoon
is, en dat b.o. F'(x)=0.

Het blijkt dus dat er functies zijn, die niet gelijk

zijn aan de integraal van haar b.o. bestaande afgeleide.

Absoluut continue functies.

Waerdoor ondevichelden zich nu functies, die onbepaalde
integralen zijn, van b.v., functies, die continu zijn en van
begrensde variatie? Het antwoord 1s: een nodige en voldoende

voorwaarde, dat 7(x) een onbepaalde integraal is, is de ab-

solute continuiteit van F(x). We beschouwen eindige interval-

len (a,b). F(x) is absoluut continu betekent: bij elke &> 0O

=J(e) z6 dat als, Z:(ﬁk- «k)< J, geldt:

I 7 [P%ﬁk)—F(ak)]i< & (de intervallen van de rij (mk;ﬁk)

zijn disjunct). Men kan aantonen dat de laatstgenoemde be-

trekking vervanger kan worden door ) }E%pk)-F(mk)§¢ £ .

Ook kan men zich bzperken tot een eindig aantal intervallen

(o 3P ). Duidelijk is: voldoet F(x) aan de voorwaarde van

Lipschitz: |F(B)-F(a)| & C(p-0), dan is F(x) absoluut continu,
Om te bewijzen dat de voorwaarde n o d i g beschouwe

men eerst het geval dat £(x) begrensd is. Dan voldoet F(x)

aan de voorwaarde var Lipschitz. Is £(x) niet begrensd, dan

kan men f(x) =chrijven als de som van een sommeerbare begrens-

de functie g{x) en een functie h(x), waarvoor geldt dat

is er een ¢
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b
j ] h(x)} dx kleiner is dan een voorafgegeven positief getal.,
a

Vervolgens integreert men deze som over eeﬁ geschikt gekozen
v (mk’Pk)'

Om te bewljzen, dat de voorwaarde v ol doend e is,
merken we eerst op, dat uit de voorwaarde volgt, dat F(x) van
begrensde variatie is. Tevens zien we dat de onbepaalde totale
variatie T(x) van F(x) absoluut continu is, en dat dit ook het
geval is met de positieve en negatieve variaties %{T(x)+F(x)}
en %{T(x)-F(x)}. Ve beperken ons daarom tot een niet-dalende
functie F(x).

Uit het lemma van Fatou volgt, dat F'(x) sommeerbaar is,
en ook, dat, als G(x) de onbepaalde integraal van F'(x) is,

G(ﬁ)—G(a)‘s JfﬂF'(x)dx ¢ F(p)-F(x).

o
G(x) is dus absoluut continu. Dit geldt ook van de monotoon-
niet-dalende functie F(x)-G(x). De afgeleide F'(x)-G'(x) is
b.o. gelijk aan O.

Het komt er dus op aan te bewijzen, dat de voorwaarde vol-
doende 1s in het geval van een niet-dalende, absoluut ccatinue
functie F(x) met b.o. F'(x) = 0. Er volgt dat F(x) een ccnstante
is. Dit is aangetoond in 1.1.3.4, waar echter de voorwaarde iets
strenger is: de functie voldoet aan de voorwaarde van Lipschitz.
Het is gemakkelijk het bewijs geldig te maken in het geval dat
de functie absoluut continu is.

Ult bovengenoemde redenering volgt nog:

Elke monotone continue functie F(x) kan geschreven worden als
de som van twee monotone continue functies G(x) en H(x), zd dat
G(x) absoluut continu is, en H'(x) = 0 (b.o.) (H(x) wordt wel
een singuliere functie genoemd).

Een monotone functie (en ook een functie van begrensde
variatie) kan geschreven worden als de som van een absoluut
continue functie, een singuliere functie en een sprongfunctie.

Definditdie s: De totale variatie van een continue functle
F(x) v.b.v. op een rij disjuncte intervallen is de som van de
totale variaties van F(x) gevormd op deze intervallen.

Een verzameling e 1s een verzameling met variacie O t.o.v,
F(x) (continu en v.b.v.) als e kan worden overdekt door rijen
intervallen waarop de totale variatie van F(x) willekeurig klein

wordt .
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Hieruit volgt: een verzameling e is een verzameling met variatie
O t.o.v. strikt-monotone en continue F(x) als de afbeeldingsverzame-
ling op de y-as, verkregen door y=F(x) de maat O heeft,

We kunnen nu aantonen, dat we in de definitie van absolute con-
tinuiteit de veronderstelling, dat de totale variatie willekeurig
klein wordt op rijen van intervallen met voldoend kleine totale
lengte, vervangen kan worden door: de totale variatie van F(x) op
een verzameling met een maat 0 is eveneens gelijk aan 0. Dat de
eerste definitie de tweede impliceert is duidelijk. Dat ¢ tweede
definitie equivalent is met de eerste kan men door een rdirecte
bewljsvoering aantonen. Zij F(x) monotoon-niet-dalend. Vol.doet F(x)
wel aan de tweede, en niet aan de cerste eis, dan bestaat er een
€ > 0 z6 dat er rijen van intervallen bestaan met totale lengte opv.
kleiner dan % s % R % s... terwijl de afbeeldingen ervan een totale
lengte hebben » & , Het is nu niet moeilijk een verzameling van de
maat O te construeren waarvan de afbeelding (m.b.v. y=F(x)) een
totale lengte > € bezit., Daarmee is een tegenspraak bereikt. Ten-
slotte ziet men in, doordat een functie v.b.v. als het verschil van
twee monotoon-niet-dalende functies geschreven kan worden, dat de bewe-
ring ook vooreen continue functie v.b.v. geldt.

De regel van de partié€le integratile en
de substitutieregel.

Stelling. Zijn £(x) en z(x) sommeerbare functies in het inter-
val (a,b), en zijn F(x) en G(x) hun onbepaalde integralen, dan zijn
de functies F(x)g(x) en G(x)f(x) sommeerbaar en geldt:

b jo}
J F(x)e(x)ax + [ a(x)f(x)dx = F(b)G(b)-F(a)G(a).
a a

Dat deze laatste betrekking juist is, indien f(x) en g(x) constanten
zijn, is duidelijk. Lveneens, indien f(x) en g(x) trapfunciies zijn.

Door limietovergang toont men de juistheid aan indien f(x) en g(x)

positief zijn en tot de klasse C, behoren. Tenslotte, zijn f(x) en

g(x) sommeerbaar, dan kan men scgrijven: f(x):fq-fg, waarbij f, en
fg positief zijn en tot 01 behoren.

Korter is het bewijs indien men gebruik maakt van het feit dat
F(x) en ¢(x) absoluut continu~i;. ,waaruit men afleidt dat het pro-
duct F(x)G(x) eveneens deze eigenschap bezit, en van de regel voor

het differentiéren van een product:

{P(x)a(x)} = pi(x)g(x)+a (x)f(x).
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De substituticregel luldt:
Stellding., Zij =it) tosnemend en absoluut continu in a<t < /3

en zij £(x) sommeerbaar in x(e,=a s s db=x(p). Dan_is f{x(t )} oxt( t )

sommeerbaar in « <t < 5 aon geldt:

S = [T ol (5308
A 2L)as ~& RN RS C T.
Gemakkelijk ziet men in dat de wt2lling geldt als £(x) een constante
is, ook als f(x) een tvanfinctie ig, Stel dat £(x) tot de klasse C 4

behoort., Dan is er een rij trapfuncties: @1( x) 1+ f£(x) (bv.o.). Nu

toont men aan, dat b.c. ¢ {{t)fxi(t)t fx(t)}x'(t). Volgens de
stelling van B, Levi (105.1 4) 43 nu de limfetfunctile sommeerbaar
en 1is
b b o
[ oe(x)ax = 1inm / @n(x)dx = lim /ﬁ¢_{x(t)} !t n)dt
a n-— 00 2 ne—so & =
/3 . ’
-/ e{x(e)} cr(vas,
&

Voor Tuncties Z{x) van ¢z klarcsc 02 geldt dit resultaat ook,
daar deze fTunctics ~e=chrsven lkuomnen worden als verschillen van

functies h<horend tot (i~ klasse an

De 1antegraal als verzaemelings funectile

Zij o(x) med~finicerd in ~1': nun% x ven een verzameling e. Overigens

o

kan £(x)=0 gencaca vorden. 105 o “n een interval en integreert men

s
de functie f(:)e(x) ovzr Jit imierval, dan (zo deze integraal bestaa t

is de uitkomst per delinicie o= 10t arasl 231 _van I(X) over de verzame-

ling e: .

7

Tle, = J I(r)ax.

e
Deze integracrl Lzstnat ¢.a. als f(x) sommeerbaar is (op het e omslu. —
tende Interval); hnt ir n2lis volfeconde als de verzameling van de
punten x met £(x)#0 meethear is,
(3 (%) scvaceriaar cp o, dau is £() cok sommeerbear op elke
meethare deelverzameling van e.
De maat van cen vercameling e is gelijk aan de integreal jhﬂ ax .

e

Een belargrijke ¢ £t ¢ 1 1 1 0 dis:

Als eq,eq,... disjuncte meethare verrzamelingen zijn en als
== o R s f

f(x) meetbaar is op Ue,U ..., dan is

i

'.F‘(e,iUGEU...) = F(e,l> + F(eg)’l"...g

m.a.w. de inteeoraal #(e) is ecn aftelbaar-additieve verzamelingsfunc-
tie.
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Verder geldt:
Bij elke € >0 is er een J > O zd dat, als m(e)< & , de absolute
waarde van de integraal |F(e)|<e. (Absolute conti-
nufteit van de onbepaalde integraal).
Deze stelling bewljst men door f(x) te splitsen in twee delen, een
functie g(x), die sommeerbaar en begrensd is, en een functie h(x) z
dat de integraal van {h(x)l willekeurig klein is,
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17.2.3. De ruimten IJE e n };p; lineaire functio-

nalen.

1.2,3.17.De ruimte 7,2, We beschouwen meetbare functies f(x)
gedefinieerd op een verzameling e met een eindige of een on-
eindige maat. We laten toe dat f(x) complexe waarden kan aan-

nemen. We veronderstellen dat }f{g sommeerbaar is; dan 1is ook
f(x) sommeerbaar op deelverzamelingen die een eindige maat
hebben (immers |f|g 5(1+}fi2), of ook op grond van de ongelijk-
heid van Schwarz, die eveneens de sommeerbaarheid van fg impli-

—~

ceert als die van }f]i en |g|“ gegeven zijn).
De f inditil1le s: Het scalair product van f en g 1is

(£,e) = J £(x)EE)ax,

e

en de norm van f is

1

ol = (en)2 - [ Jlz()]? ax} 2

e
Dus: || £{|> O behalve wanneer £(x)=0 (b.o.). Uit de definities
volgt verder

L(£.e)]« fell - Wal
leegll < el + el

I £,-f, < |l f,]—f,a“ + fg—fBN (drichoeksongelijkheid),

g:f = (f:g)-
Is A een constante, dan 1s
(af,g) = a(f,g) = (£, 2g) en [[ac]=]2]]¢]

Wij vatten deze eigenschappen samen door te zeggen dat de be-
schouwde functies f(x) tot de (complexe) functionaalruimte L2

behoren.

Definitidie: De rij {fn(x)} (n=1,2,...) convergeert"in

gemiddelde" (of: convergeert sterk) naar een limietfunctie f
als nf—fn“ ~> 0 (n—+00).

Het analogon van de convergentiestelling van Cauchy 1s het

Theorema van Riesz-F1scher. Nodig
en voldoende voor het sterk convergeren van de rij {fn(x)} is,
dat | £ -f |~ 0 als myn — oo,
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Het nodige van de voorwaarde is direct duidelijk. Het bewi]s
van het voldoende zljn van de voorwaarde steunt op de ongelljkheid
van Schwarz, de stelling van Levi en het lemma van Fatou (zie
Riesz-Sz.Nagy).

Zwakke convergentile.
Geldt van een rij fn’ dat fn in gemiddelde naar f convergeert, dan
is (fn,g) ~+ (f,g) voor elke g uit L2, Tmmers

| (£.e)-(f.8) | = | (-t ) ) < -2 ) - e —o.

Het omgekeerde is niet waar (beschouw de rij fn(x):sin nx (Os;{smﬁ

~

Geldt voor elke g uilt L% dat (g,fn) ~ (g,f), dan zegt men: fn

convergeert zwak naar O.

Merk op: het sterk convergeren van fn(x) naar f(x) impliceert
Nl = JItll . Aan deze laatste betrekking behoeft niet voldaan te
zijn als fn(x) zvuak naar f(x) convergeert. Immers voor de ri]
{sin nx} geldt: “fnﬂ = (é'ﬂ)fgiif“ = 0,

Zwalkke convergentle gecombineerd met de betrekking
]}fnu~+¢§fl( geeft sterke convergentie.

Wel geldt steeds in het geval van zwakke convergentie:
hell s 2am ane 2 .

Lineaire functionalen (lineaire ope -

ratoren).

Voor vaste f(x) uilt L2 en variabele g(x) ult 12 is het sca-
laire product (f,g) een lineaire functionaal van g: deze lineaire
operator voegt aan g een getal (f,g) toe. Een lineaire operator A
die aan elke g een getal Ag toevoegt bezit de volgende eilgenschap-

pen (per definitie):

1°.add 1t 1ivitedlt: Alg,+gy) = Ag, +As,.
2° homogenditeddt: Alcg) = c Ag (c constant).
3% begrensdhe id: er is een getal M» 0 zé dat voor alle

g geldt: {agls M [ gl .

De kleinste van de grenzen M, aan te dulden door M, of IfAH heet

de norm van A,

Bij vaste f bezit (f,g) deze eigenschappen. De norm van (f,g) is

}Ifli (ongelijkheid van Schwarz). Een belangrijke stelling is:
Stelling van Fréchet-R1es z (1907):

Elke lineaire operator Ag in L2 kan geschreven worden in de vorm
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Ag = (g,f); de functionaal A bepaalt f(x) op éénduidige manier,

1.2.3.4R1 jen van lineaire functionalen.

W.F. Osgood (1897) heeft het volgende bewezen:
Stelling. Zij fn(t) een rij van continue functies, gede-
finieerd in het interval (a,b). Zij de rij fn(t) in elk (inwendig)
punt t van (a,b) begrensd. Dan bezit (a,b) een deelinterval waarop
de rij uniform begrensd is.

Het analogon van deze klassieke stelling 1s de volgende bewe-
ring (afkomstig van Banach-Steinhaus (1927).
Stellding. Zij {An} een rij van lineaire functionalen. Als
{An} convergeert of begrensd 1s voor elk element g van L2, dan 1is
de beschouwde rij uniform begrensd op de "eenheidsbol" (d.w.z. dan

is de rij van de normen M, begrensd).

A
Hierult volgt: elkezwgk—convergente rij {fn} is noodzakelijk

begrensd.

P
2

1.2.3.5.De ruilmt¢te L is8 separabel.
De separabiliteit van L2 betekent dat er een rij elementen {gn}
uit 1,2 bestaat z6 dat elke £ uit L2 in gemiddelde willekeurilg
dicht kan worden benaderd door eindige linealre combinaties van
elementen 8, Het blijkt dat voor elementen van {gn} genomen kun-
nen worden de karakteristieke functies van intervallen van (-00,00)
met rationale eindpunten. Met behulp van de eigenschap der sépara—
biliteit kan men bewljzen:
Stelling, Is {fn} een begrensde rij van elementen van Lg,
dan bevat deze rij een zwak-convergente deelrij.

1.2.3.6,0rthonormale svystemen,
Een eindig of oneindig systeen {@n} van elementen ult L2

heet orthonormaal, als

(@m,@n) = 0 voor m#n (orthogonaal) en

{(@nﬂ = . 1 (genormeerd) .

it

(p,.9,)

Beschouw een eindig orthonormaal sysFeem @1, wg,..., @N uit
L”. Zij £ een willlekeurig element uit La. We stellen de vraag:

voor welke waarden der constanten CusCnsvsCy is
be- % el
f - c, @
e k Tk
zo klein mogelijk? Het antwoord is:



c, = (f,dpk) (k=1,2,...,N).

k

Men vindt nu de betrekking

N

, N
| ‘L.::—(f"f’k) &y |l ¢ - ‘\}f‘ifg ‘;j‘(f’ k)i

(de identiteit van Bessel). Uit deze betrekking volgt de onge-

D
[

1lijkheid van Bessel:

N
2 2
M [EERIERN P
Zijn cq,cg,...,cN een willekeurig stel constanten, dan is

N N
| e - ;1 (£ ‘lf - kZ: ¢ P |l -

Hierult volgt: als f willekeurig dicht benaderd kan worden door

)
-
=
-5
~
e

lineaire combinaties van de @k’ dan is f zelf een lineaire com-
binatie van de ?kj te weten

N
£ = 1Z:1 (£.0,) -
We drukken dig uit door te zeggen dat de verzameling der lineaire
combinatlies 5~ P gesloten is t.o.v. de convergentie in gemid-
delde. Het igzq cnmogelijlk dat deze verzameling samenvalt met L2

Een verzameling van elementen uit L2 heet compleet als elk
element van de ruilmte willekeurig dicht lkan worden benaderd door
lineaire combinaties van dile verzameling.

Vle zagen: een eindig orthonormaal systeem kan niet compleet
z1ijn in LZ. Met behulp van het or t h og onalisatie-
P roce s [ zie 1. Schmidt, IEntwicklung willklirlicher Funktionen
nach Systemen vorgeschriebener, Math. Annalen, 63 (1907), pp.433-
476 ] kan men het bestaan van een complete orthonormale rij aan-
tonen (zie Riesz-Sz.Nagy, 1».067). EZen voorbeeld van een compleet
orthonormaal systeem in de ruimte LQ(O,W) ziJn de functies

27 inx
@

(n=0,+1,42, ...).

Ook kan een compleet orthonormaal systeem niet over-aftelbaar
zijn. De ruimte L2 i1s daarom een ruilmte met een aftelbaar-on-
eindige dimensie.

Belangrijk 1s de volgende
Stelling. Z2ij in L2 een complete orthonormale rij {wn}

gegeven; dan is elk element f van ];2 te schrijven in de vorm




1.2,3.7

JLeelruilimbten vanl

D
F;’\ cC

o8]

£ = %:(f:?k)?k:

waarbij de convergentie die in gemiddelde is,
Het bewijs berust o.a. op de ongelijkheid van Bessel:

g; (£,6,)] éﬂfﬂg

Uit de identiteit van Bessel volgt, voor een complete ortho-
normale rij:

P EXNIE R

/]

(formule van Parseval), Deze betrekking is een bijzonder geval
van de volgende:

ee)
%~<f1’?k)T?ET$ET = (£:75),

met f,l en f2 ult L2, welke men met behulp van de eerste kan be-

wijzen door gebruik te maken van de betrekking:
2 2 : 2 2
COPE AR S S E P ile1+1f2,‘ SN ESPREN

Tenslotte geldt de volgende
Stelling. Z2ij { ?k} een orthonormale rij in jLE, en zij
{an} een rij getallen zdé dat

Phrt2

5 el

convergecrt, Dan convergeert de rceks

e

2 %

(in gemiddelde) nacr cen functie g in 1% en (g, wn) = a
(n=1,2,...).

n

2

i
Een deelverzameling E van L° heet een lineaire verzameling (of

een lineaire varieteit) als de lineaire combinaties van elementen
van E ook in E liggen. Is deze verzameling E gesloten (m.b.t.

convergentie in gemiddelde) dan heet E een deelruimte van Lz.
Zijn fﬂ,fg,...,

lineaire verzameling der lineaire combinaties

£y N (vaste) elementen van L2, dan is de

cqf1+02f2 .+cNfN
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2

gesloten en dus een deelruimte van L%. Voor het geval dat

f1:f2:~-'st een orthonormaal systeem vormen i1s dit aangetoond
in 1.2.3.6. Door orthogonalisatie kan men het overige geval tot
dit eerste terugbrengen.

Belangrijk is de volgende
Stellding. IsE een deelruimte van L2, dan is elk element
h van L2
"loodrecht staat op E" (d.w.z. "dat loodrecht staat op alle ele-

menten van L"). Bovendien is de splitsing h+g éénduidig.

de som van een element f van E en een element g dat

De cenduldigheld van de ontbinding blijkt gemakkelijk.
Het bestaan ervan kan men aantonen door gebruik te maken van een
orthonormale rij (in E) maar ook door inplaats van de separabili-
teit van E het aanwezig zijn van een extremaal element in E te
benutten: 1s h een element van L2 en is d de onderste grens van
de afstanden || h-f| (f in E), dan is er een element £ in E 2§
dat || h-f| =d.

Het bestaan van een extremaal element is al verzekerd als
de verzameling E convex en gesloten is (d.w.z. met f‘,1 en f2 bevat

E ook c f +02f2 voor c ¢ 0, c,+c,=71; eveneens bevat E de 1li-

2
171 27 1 72
mieten van convergente (in de zin van gemiddelde) rijen van ele-
menten die al in E liggen).

2 (of in

Uit het bewljs van genoemde stelling volgt: Is in L
een deelruimte F van Lz) een verzameling E van elementen gegeven,
2 (of in W)

liggen, dan zijn er elementen g in 1,2 (of in F), g#0, z6 dat g

waarvan de lineaire combinaties niet overal dicht in L

"loodrecht staat op" alle clementen van L.

En eveneens volgt:

Is in L2 een verzameling I van elementen gegeven, waarvan de
lineaire combinaties nilet overal dicht in L2 zijn, dan vormen de
elementen g van L2 die 4 de elementen van L een deelruimte, en
die elementen h van L2 die 4 de elementen g vormen een deelruimte
bestaande uilt de lineaire combinaties van elementen van E en hun
limieten; we zeggen dat deze laatste deelruimte door E opgespannen
wordt. Deze deelruimte is de kleinste deelruimte die E bevat. Is
f een willekeurig element van 1° dan is f (en wel op €én manier)

te schrijven als de som g+h, waarblij g en h opvolgend behoren tot

genoemde complementaire orthogonale deelruimten.
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Toepassingen van de stelling (in
1.2.3.7T) over de splitsing van °in or -
thogonale deelruimte n.
Het 1s nu mogelijk de stelling dat elke begrensde rij
{fn} een zwak-convergente deelrij bevat (zie 1.2.3.5) te be-
wijzen zonder gebruik te maken van de separabiliteit van L2.
Een tweede toepassing betreft de ultbreiding (extension,

prolongement) van een lineaire functionaal.

Stelling. Zij A een functionaal gedefinieerd op de ver-

zameling E € L° en z1ij M een zddanig getal dat voor elke line-

alre combinatie van elementen van I geldt:

zj:ck Afk) < uf E:tck |

Dan kan A worden uitgebreid tot een lineaire functionaal ge-

definieerd op de hele ruimte 1% en wel zb6danig dat M, < M.

Voor lineaire combinatiles van elementen uit E definieert
men A als volgt:
n n
A( z,; i fk) = ;: S AT
Voor limieten van rijen uit E (aangevuld met lineaire combina-
ties) definieert men A door A lim f = lim Af . Voor elementen
g ult L2 die loodrecht staan op E 2zij Ag=0. Een willekeurig
element £ van L° is te schrijven als de som g(L E)+h (in de af-
sluiting van E); vervolgens definieert men Af=ag+Ah.

De ruimte LP,

Zij f(x) een meetbare functie, gedefinieerd op een meetbare
verzameling e. De functies f(x), waarvoor ]f(x)]p sommeerbaar
is, vormen de ruimte LP(p 2 1). De norm || £|| van f(x) wordt ge-

definieerd door

1] it 7o |

De driehoeksongelijkheid [l +r | ¢ [£, ] + [e,] gelat
(ongelijkheid van Minkowski, zie 1.2.1.6).

We spreken ook van de ruimte LQD, d.i. de verzameling wvan
alle meetbare begrensde functies (of functies die b.o. gelijk
zijn aan een begrensde functie). De norm Hf}‘ is in dit laatste
geval de kleinste van de waarden M waarvoor }f(x)l g M (b.o.)
Men bewijst gemakkelijk, dat de hierboven bij willekeurige p 2
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gedefinieerde norm convergeert naar M bij p —+ 00 (verondersteld
dat m(e) < co).

Zijn p en g twee getallen met % + % =1 (p>1, a»1),
behoort f(x) tot LP en g(x) tot L, dan is (per definitie) het

scalaire product

(f,8) = /,f(x)g(x)dx,
e

waarbij verondersteld i1s dat f en g re&le functies zijn.
Volgens de ongelijkheid van [I8lder is (zie 1.2.1.6)

el - el -

Voor p » 1 laat zlch convergentie in gemiddelde op overeen-

| (f,g)

komstige wijze als voor p=2 definiéren. De optredende normen
"f“fn“:”fn“fm“ zijn gedefinieerd als in het begin van deze para-
graaf, Het analogon van de stelling van Cauchy (het theorema
van Riesz-Fischer) geldt ook hier. Het geval p=1 laat zich heel
eenvoudig bewijzen. In het andere grensgeval p=c0 gaat het fei-
tellijk over het uniform convergeren van een rij functies.

Men zegt dat in LP (1<p<oo) de rij {fn} zwak convergeert

naar £, als voor elke g in 1 geldt:

n,g) /'f (x) Jax —> (£,g).

Het product (f,g) (f vast in LP, g variabel in LY) is weer
een lineaire functionaal. Voor 1<¢q< oo (en de beschouwde func-

ties re&el verondersteld) is deze bhewering omkeerbaar: elke

lineaire functionaal kan geschreven worden in de vorm van een
inwendig product (f,g) waarbij de genererende functie f(x) tot
LP behoort. Deze omkering behoeft niet te gelden voor g=o00 (zie

Riesz-Nagy).

S tellding. Als de rij {f [ ven elementen in LP (1<p<o0)
zwak convergeert naar f, en als bovendien \{fn!~+-"fq dan conver-
geert {fn} ook in gemiddelde naar f.

Het bewijs van deze stelling in het geval p#2 vereist meer
moeite dan in het geval p=2 (zie 1.2.3.2). In het geval p:2
verloopt de redenering als volgt. Voor alle re&le waarden van z
geldt

114z [P s 1+pz+c§z]p

waarblj ¢ een van z onafhankelijke positieve constante 1s. Ver-
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vang nu z door de uitdrukking (fn(x)—f(x))/f(x), vermenigvuldig
met | £(x)|® en integreer over de beschouwde verzameling e. Men
vindt nu:

g) P-2
j{fn}p ax > [I21¥ ax + p [I£]P7 (2 ~f)axse flf -r|P ax.
e e e e
Gebruikmakend van de gegevens komt men tot de betrekking

f1£_-£]P ax —so0,
e n

waarmee de stelling (in het geval ps 2) bewezen is,

Op overeenkomstige manier bewijst men het resterende geval.

Een stelling van Banach en Saks (Sur
la convergence forte dans les espaces LP, Studia Math.,2 (1930),
51-57).

Stellilng. Z}j_{fn} een in LY naar f zwak-convergerende

rij. Nu bestaat er een deelri] {fn }zé dat
K

f oo +f  +...4f k
( n, n, nk>/

in gemiddelde naar f convergeert,

Voor p=2 verloopt het bewijs als volgt. Zonder de algemeen-
heid te schaden kan men =0 veronderstellen (vervang fn door
fn—k). Kies n =1. Daar (fq,fn)m¢~o is er een index n
l(qufn )| ¢ 1; evenzo is er een index n, zé dat (f
(£, ,£ %)s%; enz. 21 verder Iz | ¢ B. Dan is

2 3
I (e, +oeert, )/6) T e (kB
1 k 5

z6 dat

2

n ’fn INEF
1

n

2 2

P2 A S r2(k-1) /(k-1) ) /K

< (B +2) /k -~ 0.
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1.2. Integralen van Stielt jes en gene-
ralisatieces.
1.3.1. Lineaire functionalen in de ruimte
van de continue functies.
1.3.7.1.De integraal van Stielt jes. 21] £(x) con-
tinu in {a,b] en zij o(x) een niet-afnemende functie. Zij
8 = X <K < <X = b

een verdeling van [a,b ]. De limiet van de sommen

n
=2 £ L ()~ “(Xk,ﬁ)} (% 4% %) s
indien max(xk—xv_q)we-o, bestaat en heet de i n t e graal
van Stielt jes van f t.o.v.x. Het symbool

b b
f f do = f f(x)d o (x)
a a
stelt deze integraal voor.

Men lian deze uitkomst ook b chouwen als de integraal van

een intervalsfunctie,

Algemener kan men aannemen dat o(x) van begrens -
de variatie is. Door splitsing in re&le en imaginaire
delen kan men het begrip integraal van Stieltjes uiltbreiden tot

complexe continue functies f(x)=f (x)+if2(x) en complexe func-

ties van begrensde variatie u(x):qmq(x)+icx2(;): men beschouwe

de lineaire combinaties van de integralen fo fj(x)dmk(x) (j,k=1,2
Lr bestaat zoals we in het vervolg zullen zign czen nauwe betrek-
king tussen de gedefinieerde integralen en een speciale klasse

van lineaire functionalen.

1.,3.1.2. Lineailire functionalen in de C-ruinmte,

C is de verzameling van de re&le continue functies in het inter-
val a¢ X ¢«b. De operatie A dic aan clk eclement f van C een recel
getal Af toevoegt heet e en 1l ineaire functio-
naal als deze operatie

1) a dd it ic f: AL +0,)=AL +AT,

1
2) homo g e e n: A(cf) = cAf

3) begrensd (er is cen constante M zd dat ]Afl.sM.max]f(x){}

is.,
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De kleinste van dezc zrenzen M heet de n o rm }]An of M,
van de lineaire functionaal A.

Verder noemen we | ]l = max f(x) de norm van de functie
£(x).

De vraey rijst: kan de beschouwde lineaire functionaal worden
Toegepast op een groterc klasse van functies?
Eveneens: kan deze “mctioneal als een integraal worden geschreven?

Voorbeceld, 2ij Af:f(x@)(xo vast). Het is niet mogelijk
om Af in de¢ vorm van <an eepder beschouwde integraal (zie 1.2.3.3)
te schrijven. Wel is

b
AT = f(xo) = [ £(x)d o (%)

met «(x)=0 (X‘:xo)j o(x)=1(x% >xo), a(xg) willekeurig.

1

Algemene bohandelin;bvan ¢e gestelde problemen: allercerst
blijkt dat de invegraal f I d« een lineaire functionaal is, De

begrensdheid is cis volgS in te zien. Uit

lﬁ“ )j nax }f} . totale variatie van «

o {

volgt door limictoversang:

b .
! ) ! h ’ Y ) .
' f (0 U\L,iﬁ mcx}il . totale varliatic van o« ,
P

ZiJ fn(x) een ri; ~oaLruus runctles, die toenemend is en be-

o
!

grensd: dus fp(x)uqffgx\ cerreasd. Ve tonen aan dat de rij Af con-
vergeert.

Hoe men cok d» teliens voor de vierkante haken in

- [f ({)—fq(x)} + [f3<x>"f2(x)1 ..

kiect, Jdce porticle scomnen van feze rcelks zijn absoluut genomen <

de partié¢lc scovcn vao de we2ks
[fg(x)wjﬂ(?)} + [f%(x)—fg(x)J S f(x)~f1(x),

dus < constunvce B, D= getrensformeerden (m.b.v, A) van de partiéle
sommen van de cczrsboonoemde veels zijn 1n absolute waarde = MAB.

Hetzelfde geldt voor de pa 5idle somuen van de reeks

P,

A ! .
| as -ar, ] +| AT5-AT, |

Deze laatste reeks convergeert absoluut, dus concluderen we tot

de convergentie van

Af1+{hf2-ﬂf1}+(Af3—Af2)+...,
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dus tot die van Af . e duiden de limiet van Af  aan door Af (f is
niet noodzaltelijk continu). Men kan bewijzen dat als de rijen {fn}
en {g } beide { £ convergeren de rijen {Afn} en {Agn% naar dezelfde
< Bhpne Het is nu

limiet converzeren. Ve spstel d <
i t nvergerern, Veronderste at fn fn+1j 29

mogelijk cen toenemende rij van functies

fm1< gm2< fm3< gm4< oo
te vinden Cie naar  convergeert. De rij der getransformeerden con-
vergeert naar een bepaalde limiet, die dezelfde 1s van de rijen Afn
en Agn. Op deze wijze is A gedefinieerd voor clke begrensde functie
die de liruiet 5 van een toenemende rij van continue functies. Voor
zullke uucvles zeldt: A(f+g)=Af+Ag. Voorts defini&ren we:
A(f-g)=Af-Ag. Bewezen dient te worden dat deze "geprolongeerde"
Tuncvlonnal aan de eisen van additiviteit, homogeniteit en begrensd-
held rnldoet .

Tot dn Leschouwde klasse der functies bchoren ook karakteris-
tleke Tuncties van intervallen, cvenals lineaire combinaties van
functies dic al tot de klasse bhehorer We duiden door fc,d<x) de
laraltberis’y clle functie van het interval [c,d ] aan.

Onz doel ¢ asrn te tonen dat clke lineaire functionaal in C

al

door eern intogr n Stieltjes lkan worden voorgesteld, Daartoe

.(_)

va

-

definidren we ecrst de functie-van-begrensde-variatie o(x). Stel
®(a)=0 en (x)r fa L (a<x ¢b). Dan is «(x) van begrensde varia-
vie; Lomors zig

a = X, <X % ... <X =D

e 1 2 n

~en vzidoliiog von et interval (a,b). Dan is de uitdrukking

n
v }m(ka— R(xv“q)! de waarde die de operator A toevoegt aan de
1unét¢c
n
-~ - : - q""' : 3 —,‘) c
£(x) ,113911(x) EDIUL [fayxk(“) 1ajxk_1(y)j

(&, -1,0 0 1 al naae het teken van m(xk)a m(xi 1)). Nu is

s L n 15

Ir(x)l ¢ 1. dus >4 w(x,)- &(Xk_q)l = Af<M,. De totale variatie
van o(x) is dus < M, .

£(x) een continue functie. Beschouw cen verdeling van (a,b)
cenocemde . Zij }k een punt van (xkuq,xy). lle construeren nu
de volgende Tunctie @(x)(die ook tot de uitgebreide functieklasse

- (X)] ;

)
=t ) p
o(x)=2{f )L, ‘.<J) ?") [fasau X)*faka—ﬂ
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voor deze functie geldt:
n

AP =7 f(EIJ [“(Xk>— d(xk—4>]

(het tweede 11d i1s een benaderingssom uit de definitie van de inte-
graal van Stieltjes). Is w het maximum van de schommelingen van f(x)
in de intervallen (Xk_q,xk), dan hceft men 1f(x)— y(x)]scu en
lAf—A@] = lA(f— ¢)}s w MA' Bij toenemende verfijning van de verde-
ling van het interval (a,b) pgeldt w —+ 0, dus A — Af. Bij deze

limietovergang hebben we daarom
b
Af = jﬁ f(x)d e« (x).
a

Hieruit, en ulit de definitie van MA volgt: de totale variatie van
o (x) 2 M, . We hebben ook aangetoond dat de totale variatie ¢ M, is.
Dus geldt het gelijktelken. Bewezen is dus de volgende

b
S tellding. De integraal van Stieltjes j‘ f(x)d x(x), waarbij

. . _.a .
¢ (x) een vaste functie van begrensde variatie is, definieert een

“ineailre functionaal in de ruimte C der continue functies, en omge-

keerd kan elke lincaire functionaal 1r .eze integraalvorm geschreven

yorden,

Opme r kinr g. Bovengenocemde stelling blijft geldig indien

£(x) (norm ||£| = max )f(x)[ ) en a(x) complex zijn. Het bewijs moet

aan deze situatie worden aangepast.

Eenduidighei1d van de gecnercrende func-
Tt ie.

De vraag rijst: zijn cr meer functies o(x)(van begrensde variatie)

z46 dat A= Jb f(x)d a(x) voor alle continue functies? Anders: zijn er
functies &(x)(v.h.v.) zd dat ].f(x)d o (x)=0 voor alle continue func-
tiles £(:)? 'es antwoord is de Yolgende

Stelling. jb f(x)d a(x)=0 voor alle f(x) uit C<&p &(x)(v.b.v.)

is constant in alfe op (a,b) liggende continuiteitspunten van o(x)

en de uiteinden a cn b,

Bewijs. «(x) is in elk punt, dat geen discontinuiteitspunt is, con-
tinu (zle 1.1.2.3). Zij nu c een continuiteitspunt met a <c <b. Door
f(x) als volgt te kiezen: f(x)=1 op agxgc, £(x)=0 op c+ %sxsb

(n voldoende groot) en overigens lineair, blijkt «(c)= «(a). Door ver-
volgens f(x)=1 te nemen op het gehele interval [a,b] vindt men

a(b)= a(a). Is omgekeerd gegeven dat de discontinuiteitspunten van



1.3.1.4,

FA 37

o (x) een aftelbare verzameling vormen, en dus de continuiteits-
punten overal dicht in (a,b) liggen, dan kan men de verdelingen van
dit interval die ten grondslag liggen bij het vormen van de in de
definitie van de integraal benaderende sommen zo kiezen dat de ver-
delingspunten continuiteitspunten zijn. De waarde van de integraal
is dus O.

Opmer king. Het voorafgaande bewijst dat de functionaal
A de functie «a(x) bepaalt in de continuiteitspunten op een addi-
tieve constante na. Gewoonlijk definieert men w«(x) in de discon-
tinuiteitspunten Xy door aan m(xo) een waarde toe te kennen tussen
m(xo~o) en u(xo+O). In dit geval is de totale variatie van o (x)
gelijk aan de norm M, . Immers, dit geldt voor de functie x(x) die
we in 1.3.1.2 construeerden an wegens de cenduidigheid ook voor

elke andere van het beschouwde type.

Uitbreiding van een lineailre functio
naal, Zij E een deelverzameling van de re&€le ruimte C van de con-
tinue functies., Zij A een functionaai gedefinicerd op E. De vraag
rijst of A tot een lineaire functionaal gedefinieerd op de hele
ruimte C met norm M, (¢ M) kan worden uitgebreid. Het antwoord is

Stelling. Een functionaal A gedefinieerd op een verzameling

E van de ruimte C kan tot een lineaire functionaal op C met norm

¢ M worden ultgebreid, dan en alleen dan als voor elke lincaire

combinatie van elementen f ’fn van L geldt:

/‘3.'.
n
N e Zq ¢ ATy

s 1 “ Zn 1 ﬂ

i

Bewijs. Dat de in de stelling genoemde voorwaarde nodig is, is evi-
dent. We tonen aan dat de voorwaarde voldoende is. Veronderstel (ge-
makshalve) M=1. Zij g een lineaire combinatie van elementen van E,
Per definitie schrijven we
n n

Ag = A Zq c, L = Zq c AL, .
Deze definitie is eenduldig (zoals uit de gegeven voorwaarde volgt).
De elementen g vormen een lineaire vari&teit L', en de aldus uitge-
breide functionaal is additief, homogeen en begrensd,

—
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e voegen nog andere elementen aan E' toe en wel op de vol-
gende manier, Z1j f een element van C, dat niet tot E' behoort.

Zijn verder g, €n g, twee willekeurige clementen uit E', dan is

lgq"fﬂ + “gg—fu , zodat

Ag -Ap,=A(B.,-8,) ¢ H %q*ggll N
g~ Je -l < heor fes-t ]

Derhalve, bij vaste f, en variabele g (in E'), vormen de ge-
tallen Ag- “f—gn en Ag+ uf—gu twee getalklassen, waarvan de ene
geheel links van de tweede ligt., Zij Af het getal (een der getal-
len) gelegen tussen beide lklassen, zodat

Ag- Jr-gl ¢ arcnge | £-g] ,

dan volgt (daar ook -g tot L' behoort)

|ar + agl< |ree] -

Ve voegen nu aan E' toe lineaire combinaties van f en elemen-
ten g (uit E') en definiéren:

A(cf+g) = cAf+Ag.

Men overtuigt er zich gemakkelijk van dat

Pa(er+g)] ¢ Jer + g,

en dat A (uitgebreid op de nieuwe verzameling E") additief is, homo-
geen en begrensd door 1.

Voor f neni& men nu opeenvolgend ﬂ,x,xzj...s de lineaire combi-
naties hiervan liggen overal dicht in C (in de zin vaﬁ uniforme
convergentie). De functionaal A definieert men nu op hierboven be-
schreven wijze voor de elementen van de opnieuw uitgebreide verza-
meling en door passende limietovergang voor de gehele ruimte C.

De zojulst bewezen stelling is ook geldig in de ruimte der con-
tinue complexe functies. Dat in dit geval de uitbreiding van de
lineaire functionaal mogelijk is hebben Bohnenblust en Sobczyk in
1938 bewezen. Verondersteld is nu dat de voorwaarde (%) geldt voor
alle lineaire combinaties met complexe co&fficiénten van functies
f19°'-1fn van E. De eerste stap is nu A uit te breiden tot de ver-
zameling E' van de zojuist genoemde combinaties. De tweede stap 1is
A8 (ge E'), het reg&le deel van Ag, te defini&ren en A, uit te
breiden op alle lineaire combinaties met re&le co&fficiénten van
functies van E'. Daarna breidt men A. uit op alle functies wvan de
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complexe ruimte. De laatste stap is de overator B in te voeren
zé dat Bf=A,f-iA, (if). Dan valt B met A, samen op L'. Na elke
gedane stap dient men er zich van te overtulgen dat de operator
additief, homogeen en begrensd is, en dat aan de ongelijkheid

(%) is voldaan.

1.3.1.5. Approximatiestelling. Momentenpro-

bleem,
We veronderstellen dat de verzameling E (zie de stelling

uit 1.3.71.4) bestaat uit een willekcurige verzameling I waaraan
nog een extra element f_ (alles uit C) is toegevoegd. Zij d( > O)
de g.o.g. van ﬂfo-g\\ als g de lineaire varietelt opgespannen
door EO doorloopt. Zij A een lineaire functionaal met Afo=1 en
Ag=0 (gé.EO). De elementen van E kunnen geschreven worden in de
vorm fo—g, waarin g een lineaire combinatie van elementen ult EO
aanduidt. Volgens stelling 1.3.1.4% is

(3 " -3

> . We hebben nu

of

Hieruit, i.v.m. de definitie van d, volgt: MA

de volgende

Stellding. Zi] EO een deelverzameling van C en zij f een

willekeurig element uit C. Het element f kan door lineaire com-

binaties uit EO benaderd worden tot op ecen afstand d(> 0) dan en

alleen dan, indien voor elke 1.f, A met Af=1 en Ag=0 (g uit EO)
voldaan is aan: M,»> 4 . Dit betekent dus: elk element uit C kan

door lineailre combinaties uilt EO willeleurig dicht benaderd wor-

den dan en alleen dan, indien er géén enkele 1.f, (buiten de nul

operator) bestaat die de elementen van L nul maakt (of: indien

er géén enkele functie van begrensde variatie o(x) bestaat met

b

[ g(x)d a(x)=0 (g uit E,)) zonder dat dit ook het geval is met
a
elk element van C.

Een tweede stelling betreft het momentenprobleem
stel fn(x) (n=0,1,2,...) zijn gegeven continue functics en ‘
}ﬁ)(h:O,ﬂ,E,...) zijn gegcven getallen ( mome n t e n); ge-
vraagd wordt nu een functie «o(x), v.b.v. in (a,b), te vinden zd
dat b
My = g fn(x)d o (x) (n=0,1,...).



rA 40

Het komt er dus op neer cen begrensde 1., A te vinden, due
op de verzameling E van de functies fn(x) de waarden . aannecmt,
Te hebben nu de volgende
St el 1l ing. Het momentenprobleem heeft als oplossing een

functie «(x) waarvan de totale variatie < M is dan en alleen dan,

als voor elke keuze van de constanten ¢, voldaan 1is aan

k
‘ ii ck /“k

k=0

s M . H gi% < fk(x)n

Aan de gestelde voorwaarde is in het reé&le geval voldaan als
het probleem ecen "positief'" karakter bezit, d.w.z. als geldt:

E:Ck £,(x)>0=>)"c u 2 0, en één van de gegeven

functies, fo(x), gelijk is aan 1.
Immers, is h(x):Zck fk(x), dan geldt:

I nfe (x) +n(x)20 = lnlu =T e s 03| To alen [n] -

Bovendien is in dit geval de functie o(x) niet-afnemend; dit
volgt uit

tot.var. van «(x) ¢ 4.

V oorbeeld. Beschouw het probleem der t r 1 g onome -
trische momenten: voor n=0,+1,+2,... 1is

Hierult volgt: m = 4, en ook volgen de refle momenten:

27 275 ’
é cos nx du.(x)(n=0g1,.,.),vf sin nx de(x) (n=1,2,...).
0

Stel nu dat het probleem een niet-dalende «(x) tot oplossing
bezit. Dan is, voor elk eindig aantal complexe getallen PW’PQ""%PN’
op grond van

2%

. 2w N , 2
7 e e
m,n

1inx

e fr { du(x) » O,

W

~_N 0 lm=—N

voldaan aan
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N

Ao oopo p 3 O
n, 5=/ p-m fn fnm

Is omgekeerd aan deze laatste betrekking voldaan voor elk
stel complexe getallen P10 Poseees Pys dan 1s ool voor elk trigo-
nometrisch polynoom t(x)» O, op grond van

6(x) = | a(x)|? = | I et 1225, petlomx
J S TE

2
voldaan aan

At = Z: %.F& A5y o

waaruit blijkt dat dit momentenprobleem "positief" is.

Opme r king 1. Bij dit laatste bewilijs is gebruik gemaakt

van een stelling van Fejér-Riesz, dat elk trigonometrisch polynoom

t(x)2 O voorgesteld kan worden als het vierkant van de modulus van

een ander polynoom q(x), waarvan de co&fficiénten niet noodzakelijk

n .
re€el zijn. Voor een strikt positief polynoom t(x)= 3~ ¢, iK% o o
bewijst men deze hulpstelling als volgt. Allereerst i 1 =C_y €n
cn¥0. Dan is
2n
P(z) = c_ +c_ . ,2z+...4c 2
= 20 B[ Z)
-og g 1 53
= c'ﬂ~(z~mk) " ZJ—ﬂ~(E - ﬁf) s
k J J

waarbij Cpy Xy de nulpunten van P(z) binnen de eenheidscirkel

zijn, B,, f,s... die er buiten, alle met in de exponenten aange-
dulde multipliciteiten. S= Z:sj. Verder kan de nummering z6 zijn

dat f3,= 1/ o_ck en ry=s,, terwijl

S = Z:sk = Z:rk = 1/2 E:(sk+rk) = n.

Derhalve is
r

i i ix < “ix o=\ %k
v(x) = e p(eM) = o TT (o ) T (78 )
en q(x) = Ve TTQ(eiX- ak)Pk R
k

waarmee het bewijs is geleverd.
Opmerking?2. Is t(x)> 0, dan is dus At 3 0. Is echter to(x)zo,

dan stelt men to(x)+£ﬁzt(x)> 0. Door limietovergang blijkt nu
A to(x)a 0.
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1.3.16, Partié&le integratic., Tueede midde L-
waardestellilng. Ultgaande van de verdeling

%‘—/‘ = a = XO< X,.|< ...-<Xn+/i =D :?n.{_’]

heceft men de identiteilt

e b
25 { el )00 = [w)e(x)] - -

a
n+1

- - % £(x) {aly )=« )} .

waaruit door limietovergang verkregen wordt:

b b b
[ orx)aw(x) + [ a(x)af(x) = [£(x) a(x)]
a a a
aannemend, dat het bestaan van één der optredende integralen
18 gegeven,
7Zij verder o(x) nonotoon niet-dalend, en zij f£(x)

Lebesgue-sommeerbaar. Stelt men
F(x) = [ £(§)a§,

b
dan is de waarde van de integraal f F(x)d a«(x) gelegen tussen
twee extreme waarden van F(x) vermdnigvuldigd met o(b)- «(a).
Dus F(x) is gelijk aan

F(%){ o(b)- u(a)} ={ x(b)- &(a)} f§ f(x)dx

A
en daar
b b
j‘ o (x)dF(x) = f o (x)f(x)ax
a a
heeft men
b ? b
[ w(x)£(x)ox = a(a) [ £(x)ax P a(b) [ f(x)ax,
a a
!

d.i. de tweede middelwaardestelling.

1.3.1.7T. Rijen vanfunctilonalen.

Zij {An} een rij van 1.f. (of: zij {un(x)} een rij van functies
met begrensde variatie en an(a)zo). Zij verder gegeven dat



FA 43

MA s B (n=1,2,...) en dat voor een complete verzameling van
n

functies binnen C geldt: Anfk-w+ Afk. Llk element f van C kan
willekeurig dicht benaderd worden door lineaire combinaties
van £, : bij elke & >0 bestaat er een g= s c, I

z6 dat
| f-g ll<&. Verder is !

k
=T 7 oAt o Af = Ag(ner o).
Voor n groot genoeg is
} Ag - Ag ]< €.
Dus
Af—Anf(ﬁlA(f~g)t+[ Ag-Ang} i IAn(g-f)]s Mye +&+ Be .

Onder de gestelde voorwaarden geldt voor elke continue functie

Anf s A,

Men kan als volgt eenc omp le te verzame -
1 ing als bovenbedoeld defini&ren. Len continue functie kan
willekeurig dicht (op het interval (a,b)) benaderd worden door
polygoon-functies en elke polygoonfunctie is een lineaire com-
binatie van de functies f(x; })::?—x voor x ¢ § en =0 voor
X >§ en de functie 1. Eén der condities kan dus geschreven
worden in de vorm:

1

0

b
j‘ dec(x) =J’dd\bd of an(b)—+ x(b), en
a a

ﬂ(5~x)d o (%) — f§(§~m)du x) of f'g dX“*’f“f‘
a

a

Dus geldt de volgende
5t e lling. Gegeven is dat A en A lineaire functionalen

z1ljn met betrekking tot de continue functies in het interval
a<xsb, endat « (x) en ofx) met & (a)=0 en a(x)=0 de
overeenkomstige genererende functies zijn. Nodig en voldoende

daarvoor dat voor elke continue functie f(x) de rij A T — Af

1s dat
(%) f? ) [ob Qe fot(x)dx (a <:? < D)
en 0 (b) — (b),

en sup MA < W,
n B
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Veronderstellen we nu dat « (x) (n=1,2,...) niet-dalende
functies zijn, en zij } een continuiteitsnunt van m(x). Dan is

H
. j‘ (x)dx ¢ o (?) g j-f§+k o (x)dx (h,k>0),

H'E_h %n n I3 n

i

en als n—0, hebben wi]

+k
1 J’s . ¢ e q 8
5 o(x)dx ¢ lim inf mn(z) < lim sup mn(§>$iié a(x)dx,

%—h
wegens (%). Daar § een continuiteitspunt is van «(x) volgt uit

de laatste ongelijkheden:
an(§)-+ x(%).

Stel nu,omgekeerd, dat in de voorafgaande stelling 1.9.v.
(%) gegeven is dat un(g)~+'a(§) in de containuiteitspunten van de
functie «(x), terwijl nog bekend is dat de functies mn(x) niet-
dalend zijn. We kunnen (zelfs) de limietovergang an(x)-—+ (%)
laten pgelden in een overzl dichte verzameling. Stel x en x' (x<x!')
zijn twee punten van deze verzameling. Zij f met x <§-:x' een
continuiteitspunt van «(x). Dan is

a(x)=lim o« (x) ¢ lim inf « (x)<¢ lim sup a (%)< 1im a (x')= x(x').

Door xT‘E en x'i»? vindt men: mn(%>"%'d(§)°
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(]
(0]

neralilsaties van de integraal

van Stiel¢t jes.

Integraal van Sticeclt jes-R1iemann
en integraal van Jtielt jes -
Lebesgue,.

In 1.3.1.1 hebben we de integraal van Stieltjes
f f(x)d « (x) gedefinieerd voor functies f(x), continu in
a
a

¢xX ¢b, en voor «(x) van begrensde variatie. De vraag rijst
of men deze definitie kan uitbreiden tot andere dan continue
functies f(x). Het antwoord is dat discontinue functies kun-
nen worden toegelaten dan en alléén dan als de discontinui-
teitspunten van f(x) een verzameling met variatie O t.0.v.
x(x) vormen, d.w.z. als men deze punten kan ovcrdekken door
een rij intervallen waarop de totale variaties van o (x) een
som hebben die willekeurig klein is (denk aan het overeen-
komstige resultaat in de theorie van de Riemann-integratie).

Door specilale eisen op te leggen aan de x, en de Kan men
P 24 K

tot nog meer algemene 1ntegraaldefinit1eskkomen. Zlie T.H.
Hildebrandt, Definitions of the Stieltjes integrals of the
Riemann type, Amer.Math.Monthly (1938), 265-278,

Een tweede methode om de integraal van Stieltjes in al-
gemener zin te defini&ren 1is de weg via de functionalen AT
(zie 1.3.1.2). We vervangen de integraal met f ¢C door de
functilonaal Af. Is f, algemener, de limiet van een monotone
rlij van continue functies, dan voege men aan f de limiet van
de functionalen dezer functies toe. De waarde van «(x) in
een discontinuiteitspunt van o(x) speelt geen rol! Zijn dus
«(x) en p(x) twee functies v.b.v., die een constante ver-
schillen in de punten van een overal dichte verzameling, dan
is Af=Bf, eerst voor de functics £ C, voorts voor de ultge-
breide klasse der functies f.

De uitbreiding van de operator A heeft dus op een manier
plaats die parallel is aan die gevolgd is in 1.3.1.2. De uit-
breiding tot functies van de vorm f-g (f en g limieten) kostte
daar enige moeite (omdat de functionaal niet positief behoeft
te zijn); hier kan men zich beperken tot positieve functiona-
len door o(x) te schrijven als het verschil uq(x)- ag(x)
van twee monotone functies, waardoor A:A,]—A2 met A,l en A2 PO-
sitilef,
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Oock kan men nu de eis dat de limietfuncties begrensd
zijn laten vallen. I.p.v. toenemende en uniform begrensde
rijen fn te gebruiken kan men eisen dat de rijen {fn} toe~
nemend z1jn en de rijen Aqfn en Agfn begrensd zign. Weliswaar
moeten de verzamelingen der punten met fn=q) of f=0c0 ecen varia-
tie O hebben t.o.v. elk der functiles uq(x) en uz(x) (zie
voor de definitie van z0'n verzameling pag.FA 20 onderaan).
Gewoonlijk liest men de splitsing van «(x) in de vorm p(x)
en n(x) (positieve en negatieve variatie) en schrijft men
A=P-N., De verzameling met variatie O t.o.v. p(x) en n(x)
heeft deze eigenschap ook t.a.v. &{(x) en eveneens t.a.v. de
onbepaalde totale variatie <T(x) van o(x).

1.3.2.2, Her leiliding van de integraal van
Stielt jes-Lebespgue tot die van
Lebesgue,

Bedoelde herleiding is van Lebesgue afkomstig. Zie zijn
artikel: Sur 1l'intégrale de Stieltjes et sur les opérations
linéaires, C.R.A.S. Paris, 150 (1910), 86-838.

Zij, allereerst, f(x) continu, «(x) continu en strikt-
monotoon toenemend. Dus bezit o(x) een inverse functie x(x).
Een verdeling van het interval [a,b] volgens 8=X < X < .. <X =D
geeft een overeenkomstige verdeling m(a)::u(xo)< m(x1)< o
el < m(xn)z a(b) op het interval [ w(a), o(b)]. Stelt men
P = d(fk)j dan 1is

1 1
;f(?k) [y )= alx, )] =Zl:f(x(!3k> [uk_(xk—’l] ’

en door limietovergang volgt:

Stel nu dat «a(x) wel monotoon-toenemend (in de strikte
zin) doch niet noodzakelijk continu is. De vraag 1is hoe de
omkeerfunctie wordt gedefinieerd. Als o(xX) in xX=c een sprong
maakt, dan kan «&(c) als veelwaardige functie worden beschouwd:
x(c) neemt alle waarden tusscn «(c-0) en «(c+0)aan. Door op
het interval a(c-0)¢ o ¢ «{c+0) nieuwe vardelingsopunten in te
lassen en benaderingssommen te vormen komt men tot dezelfde
conclusie als in het eerste geval. Zie ().



FA 47

Het geval dat o(x) niet strikt-monotcon is (er zijn dus
intervallen waarop o(x) constant is) laat zich op overeenkomsti-
ge manier behandelen, VWeer geldt ().

Zij nu o(x) van begrensde variatie. Dan kan men de gebrui-

kelijke splitsing van «(x) in het verschil van twee monotone
functies toepassen. I.p.v. «(x) kan men ook de totale variatie
T(x) van ®(x) benutten. Zij x(T) de omkeerfunctie van de mono-
tone (!) functie T (x). Beschouw de functie o(x(t)) (teken een
grafiek). Verhind de punten, behorend bij T (x-0) en <¥(x), door
een recht lijnstuk evenals de punten, behorend bij T(x) en

T (x+0) (a2angenomen dat x een discontinuiteitspunt van o(x) is.
De aldus geconstrueerde functie o(x(v)) heeft fraaie eigenschap-
pen: continu, van begrensde variatie, voldoen aan de voorwaarde
van Lipschitz, de differentiequotiénten zijn absoluut genomen <1,
de functie is de integraal van z'n afgeleilde

£(t) =[o(x(z))] .

welke b.o. bestaat; de onbepaalde totale variatie 1s gelijk aan
T ; de afgeleide van deze variatie is (op het teken na) gelijk
aan die van de functie. We hebben dus (b.o.)

} E(T) = %' = 1,

Voor elk tweetal continuiteitspunten X, en X, van o(x)
geldt dus: T,
a(xg)- wlny) = alx(v))- «(x(v)) = [ &()av,
T

waar T, = v(xq) en T,.= T(x%x,). De betrekking
[t

/l

2 z(b)
(% %) f f(x)d x(x) = ]» f(x(x)) &(w)dv
a T(a)
is nu geldig voor f(x)= congtant, vervolgens voor [(x)= een
trapfunctie (met sprongpunten in continuiteltsgebleden van a(x)),
enz.

Nu is ( )
b T(b
(vx%) [ £(x)d=v(x) = f() £(x(v))dT ;
a T(a

dit is immers in het begin van deze paragraaf beuweszen (Tv(x) is
strikt-monotoon). Stelt men p(x)=3 [ v(x)+ a(x)] en
n(x)=k[ v (x)- m(x)] , dan is
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° . - Ny A+E(T)
gf(x)dp(x) = *c(é) £(x(w)) _L_é___ at = ef+ £(x(v))du

(het eerste gelijkteken wegens (% %), het tweede op grond van

(%% +); e is de verzameling van £(v) = 1). Lvenzo is

{2 (x)an(x) - P o) 18T gv - [ s(x(v))dv

a o(a) - c”
(op e” 1s €(v)=-1). Door limieten van monotone rijen te nemen
blijkt dus dat de laatste formules geldig zijn voor functies f(x),
die sommzerbaar zijn t.o.v. »(x) en n(x), en dus ook sommeerbaar
t.o.v., T(x)=p(x)+n(x). Men zict dus dat deze functies f(x) de
eigenschap hebben dat f(x(w)) somneerbaar zijn op het interval
[v(a), T (b)]. Voor deze functies geldt dus (= %). Conclusie:
f(x) is sommeerbaar t.o.v. «(x), dan en alleen dan, als f(x(®))

sommeerbaar is (in gewone zin).
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3,2.3.Enige integraalbetreklingen,

b
Opnieuw beschouwen we de integraal jﬁf(X)d o(x).
We veronderstellen dat p(x) een monotoofi-niet-dalende

functie t.o. waarvan «(x) absoluut continu 1s; d.w.z.

voor elk stelsel disjuncte intervallen (®,, ) met de
eigenschap dat E:éﬁ(bk)— m(ak)} voldoende klein is, is
ook de som Z:‘m(bk)— u(ak)} willekeurig klein. In dit
geval geldt de betrekking

b

[ r(x)d a(x) fﬁ

A p{x(p)} [a(x(pN T

Ten speciaal geval is: is p(x)= x en is «o(x) in
gewone zin absoluut continu (zie de definitie in 1.2.2.3),

dan geldt
b b
[ e(x)a w(x) = [ £(x) «'(x)ax.

a a

Met behulp hiervan kunnen we de substitutieregel

voor integralen van Lebesgue (zie 1.2.2.4) bewijzen.

Immers, z1j «(x) absoluut continu en niet-dalend en zi}]
h(x) een op het interval o(a)sg ®g¢ x(b) gedefinieerde som-
meerbare functie. Stel dan f(x)=h(e(x)), waaruit volgt
f(x(a))=h(a) (wegens de monotonie van a(x)). Op grond van
de aan het begin van 1.3.2.2 genoemde betrekking (%) vin-
den we dat

+ 'b -b b
fm()huddm==/u()fbd«))m.=/~fbddubq =
o(a) o(a) a

b b
= /‘ £(x) &' (x)dx = /' hia(x))a' (x)dx.
a a

We beschouwen nogmaals de aan het begin van deze
paragraaf genoemde betrek' “ng, en 1.h.b. de functie
[ «(x(p))]'. Deze afgeleice naar g bestaat b.o. Waar
x(p) constant is (corresponderend met een discontinui-
teitspunt van a(x)) definieert men o(x(p)) als een ge-
schikte lineaire functie. Op deze laatstbedoelde inter-
vallen is [«(x(p))]' constant. Dus kan men deze afge-
leide als een functie van x(f) beschouwen, zeg g(x(p)).
Op grond van deze overwegingen geldt nu
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b (D)
Jortdealx) = [ elx(p)Halx(p))] ap -
a
6(b)
= ﬁQa) f{X(ﬁ>} g{X(ﬂ)}dﬁ = (volgens 1.3.2.2 (%))

N

b
g £(x)g(x)d B (x).

Neem voor f(x) de karakteristieke functie van het inter-
val (a, f), dan volgt uit de laatstgenoemde betrekking

a(y) =vaf§g<x>d p(x),

waarmee bewezen is: een functie «(x), die absoluut continu

is t.0.v. een toenemende functie ﬁ(x), is de onbepaalde

integraal van een functie g(x), die sommeerbaar is t.o.v.

g (x). Zoals in 1.2.2.3 laat zich ook hier aantonen, dat
elke onbepaalde integraal van deze aard absoluut continu is

t.o.v. B(x).

Indien omgekeerd de betrekking d(%) = j’ﬁg(x)d p(x)
gegeven is, waarbil] ﬁ(x) een functie v.b.v.a is, dan kan
men hierult weer afleiden:

b b
[ ex)da(x) = [ r(x)g(x)dplx),

a a

en wel op dezelfde manier als die waarcp de substitutieregel
voor integralen van Lebesgue is afgeleid (zie 1.2.2.4).
Daartoe denken we ons fB(x) gesplitst, op de bekende wijze,
in p(x)-n(x), en g(x) in g™ (x)-g~(x). Zo beperken we ons

in het verdere decel van het bewljs tot het geval van een toe-
nemende B(x) en een niet-negatieve g(x). We passen dan de
redenering van het bewijs van de substitutieregel in 1.2.2.4
toe: voor f(x) eerst een constante, dan een trapfunctie, ver-

volgens een functile ¢C_ en te. lotte een functie eC?.

1 2

Tot slot leiden we een betrekking af waarin een samen-
gestelde functie optreedt. Zij g(x) sommeerbaar t.o.v. een
toenemende functie p(x), as¢x $b., Zij ey(x) de karakteris-
tieke functie van de verzameling der punten X met g(x)g V.
Z1J f(y) sommeerbaar t.o.v. o(y)(-00 <y ¢co). Dan is de
functie
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Io)

w(y) = J ey(x)d p(x)

a
monotoon % . De bewering is: £f(g(x)) is sommeerbaar
t.o.v. p(x), terwijl

b «6)

[ tex))apx) = [ f(y)daly).

a -00

Bewij s. Stel f(y) is de karakteristielke functie van een

interval ¢ <y <d. Dan is (voor deze 1)

£le(x)) = eglx)-e,(x) en

b b b
J otex)apx) = [ egx)ap(x)- [ e (x)d p(x)
a

a a

I

w(d)- wlc) = [ £(y)aaly).
~0

Daarna volgt men weer de meermalen toegepaste redenering langs
trapfuncties, enz., tot men de functies f(y) sommeerbaar t.o.v.
2 (y) heeft bereil

1.3.2 4. Functies van tweel(en meer)vardiabelen,

De verkregen resultaten kunnen worden ultgebreid tot het
geval van functies van twee varilabelen. Beschouw de verzame-
ling der functies continu (en gedefinieerd) in een begrensd
en gesloten gebled E, gelegen in het eenheidsinterval
O2x ¢1, O0¢y g1, Is A een lineaire functionaal opererend op
de beschouwde functieverzameling (gekoppeld aan L), dan noemen
we A' de 1.f. opererend op de functies continu in het eenheids-
interval, en definiéren: A'f = Af (t.o.v. ). Men kan ook hier
aantonen dat er een functie «(x,y) bestaat, v.b.v., en zd dat

{ 1
e o= g‘ fx,y)de(x,y).
0

De waarde van aq(x,y) is geiijk aan de waarde van A'!' ge-
nomen op de karakteristieke functie van het interval (0,0),
(0,y), (x,0), (x,y), dus gelijk aan de waarde van A genomen
op de doorsnede van E met dit interval, waarbij onder A hier
de uitbreiding van de oorspronkelijke 1.f. (betrekking hebbend
op continue functies) wordt verstaan. Deze uitbreiding kan men
zich als volgt voltrokken denken: zij e een gesloten verzameling,
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zij d(x,y) de afstand van een punt (x,y) tot e, zij

+
fn(xay) = (’1-—1’](3()(,37))
is fn(x,y) een continue functie (n=1,2,...) en geldt

het positieve deel van 1-nd(x,y). Dan

fn(x,y)¢ e(x,y), de karakteristieke functie van e, Men de-

finieert nu Ae = lim Af (n— ).

De Stieltjes-integraal van f(x,y) (continu) laat zich
als volgt definieren. Stel A is een positieve 1.f. Splits E in
niet-overlappende gesloten deelverzamelh@gqek(x,y) (k=1,...50).
Zijn m_en M, minimum en maximum van f in ek(x,y), dan be-
n n
schouwe men de sommen Z:q m Aek(x,y) en. 2:1 MkAek(x,y).

k
Als n—o0o convergeren deze sommen naar j/ f(x,y)da(x,y).
0 0



