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1. Inleiding 

De theorie der distributies is ontwikkeld met de bedoeling een 

streng wiskundige grondslag te geven aan bepaalde methoden uit de 

physica, en wel in het bijzonder aan het gebruik van zogenaamde 

"singuliere functies". 

Het eenvoudigste voorbeeld van zo'n singuliere functie is de 

c1-functie van Dirac. Deze wordt 11 gedefinieerd 11 door de eisen: 
+oo 

o(x)=O als x/0; f cr(x)dx=1, Als dan <p een continue funct'ie is, 

kan men als volgt 00 redeneren: als \x J klein is, dan is <p(x) ~ cp(O); 

dus geldt, voor kleine !:- > 0: 

+c +t 
(f ( X ) d X = J J ( X ) q, ( X ) d X ~ ~( 0 ) J cl ( X ) d X = 

- E. -t. +oo 
= ~(o) j a(x)dx = ~(o). 

+oo j o(x) 
-oo 

-00 

Natuurlijk bestaat er geen functie x-+ cr(x) die voldoet aan 

bovengenoemde eisen. Maa r de toevoeging <f'-+ D( <p) = Cf ( 0) die II afgeleiQ 
is'1 m.b.v. cr(x) heeft wel zin; aan iedere functie Cf uit een zekere 

verzameling (hier de verzameling van alle continue functies) wordt 
hierdoor een reeel getal toegevoegd. Anders gezegd, Dis een reele 

functionaal; en eventueel zouden we die dan wel kunnen weergeven 

met D(<f) = J+oo ir(x) cp (x)dx, maar dan is dit geen integraal in de 

gewone zin,-~ar louter een symbolische notatie. 
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Beschouw nu eens een locaal integreerbare fuootie f(x), d.w.z. 
een functie die absoluut integreerbaar is over elk begrensd gebied. 

+oo 
Dan bestaat J f(x) ,(x)dx voor iedere continue functie 1(x) die 
in de verte n~ is, d.w.z. die nul is buiten een begrensd gebied. 

+oo 
Men schrijft dikwijls (f,~) voor j f(x) ~(x)dx. De toevoeging 
~-+ (f, o/) is dan een functionaal P, voortgebracht door f. 

Er zijn dus verschillende soorten van functionalen: bij sornmige 
functionalen F bestaat een functie f(x) zodanig dat F(~)=(f,o/); bij 
andere functionalen, zoals D, bestaat een dergelijke functie niet: 
er is geen functie a(x) waarvoor D=(d, ~). Toch blijkt het moge­
lijk met een functionaal als D te rekenen, alsof er wel zo'n functie 
d (x) bij behoorde. In dit verband spreekt men dan van gegenerali­

seerde func ties. 
Gelfand en Schilow noemen gemakshalve een functionaal zoals D 

zelf een gegeneraliseerde functie. In deze zin nu zijn ook distri­

buties gegeneraliseerde functies. Ze zijn door L. Schwartz gedefi­
nieerd als een speciaal soort functionalen op een speciale verzame­
ling van functies. Bij sornmige distributies F bestaat een puntfunctie 

f(x) zodat F(~)=(f,f)i bij andere bestaat zo'n puntfunctie niet; 
maar met allen kan men in allerlei opzichten rekenen alsof er steeds 

zo'n functie bij bestaat. Zodoende kunnen dan verschillende begrip­
pen uit de gewone functietheorie warden overgenomen, zoals differen­
tiatie, of convergentie van rijen of reeksen. De definitie van het 
begrip distributie is daarbij zo fraai gekozen, dat de analyse in 
de verzameling van de distributie aanzienlijk aangenamer trekken 
vertoont dan die in de verzameling van de 11 gewone 11 functies. 

2. De ruimten (C) en (c*) 

Zij ~(x) een continue functie, gedefinieerd op de k-dimensiona­
le euklidische ruimte Rk. De drager van~ is per definitie de klein­
ste gesloten verzameling in Rk, die alle x E. Rk met cp(x)7'0 bevat. 
Een functie ~ is dus juist dan nul in de verte, als zijn drager be­

grensd is. 

Definitie. De verzameling van alle continue <p met begrensde drager 

in Rk heet ( C). 

De verzameling (C) is een lineaire ruimte: als 'f''-(C) en yrE.(C), en 

als a,b reele getallen zijn, dan is a<p +b'f E. (C). 
We zeggen dat F een lineair functionaal is op (C), als aan 

iedere cp E. ( c) een reee 1 get a 1 F ( <p) is toegevoegd, zodanig dat voor 
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a lle (p , 1./1' E. ( c) en reele a, b 

F(a Cp +by) = aF( cp) + bF(,y). 

Als Fen G beiden 11neaire functionalen op (C) ZlJn, en a,b zijn 

re~el, wordt een functionaal aF+bG gedefiniee door: 

(aF+bG)(q>) == a.F(cp)+b.G(<p), voor alle cpe:(C). Dan is ook aF-1-bG een 

lineair functionaal. 

Als { <pn} een rij in (c) is, zul we zeggen, dat { (pn} in (C)_ 
convergeert naar ~ ~(C)J als er een begrensde verzameling Kin Rk is, 

die de clragers van de (p alle omvat> terll:!.Jl in de tweede plaats 
n 

1n uniform naar ~ convergeert. 

Ee n l in ea i r fun ct ion a a 1 F he et c on t in u , a ls F ( <p n ) -,,. F ( <p ) v o or 

iedere in (C) convergerite riJ (jJ -----i,. <p • rn . 

Definitie. De verzameling van alle continue l1neaire functionalen 

op ( C ) hee t ( C *) . 

Ook de ve rzameling ( C *) is een linea ire ruimte: als Fe-( C *) en G c( C *), 
en a,b re~el, dan is de lineaire functionaal aF+bG weer continu. 

Voorbeelden. 

1. Voor locaal inte~reerbare f hebben we gedefinieerd de toevoeging 

if-+ (f, <p) = j f(x) if (x)dx. 
Rk 

Dit is een continue J:ineaire functionaal op (c)J die we gemakshalve 
i(-

ook ~,1el met f weergeven. Men zegt daa rom we 1: 11 ( C ) beva t a lle locaa 1 

integreerbare functies 11 • 

2. De toevoeging <p---+ If) ( 0) is een func tionaa 1 ui t ( C *), die we al 

aangegeven hebben met D. In plaats van D(~) schrijven we oak: 
+oo 

j !(x) ~(x)dx. 
-00 

3. Als ;;- een massaverdeling in Rk is, dan is de toevoeging 

'fl -,..1 cp ( x) dr een continue linea ire func tiornia 1. Nauwkeuriger ge-
Rk 

zegd :j-1- is een c, -add1tieve verzamelingsfunctie, gedefinieerd op 

alle borelverzamelingen in Rk, en met eindige totale variatie op 

iedere begrensde bore lverzame ling. Dan is j s,, ( x) cyA, inderdaad ge-
definieerd voor a lle rp €. ( C) . Rlc 

Omgekeerd geldt de stelling van Riesz: bij iedere functionaal 

F G (c *) bestaat een ondubbelzinnig bepaalde massaverdeling ~ J zo­
d an ig d at , v o or a 11 e rp e. ( C ) , 
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F( <p) = J So( x)d_µ. . 
RL 

Inderdaad hoort bijvoorbeeld bij a cle massaverdeling JJ-.· , waarbij 

een puntmassa ter waarde 1 is geplaatst in de oorsprong, terwijl 

verderr:e:::,gens massa aanwezig is. Anders uitgedrukt: als AcRk, 

dan geldt: _,,,u,(A) = 1 als O c A; _µ,(A) = 0 als O r/,A. 

Evenzo hoort bij de functionaal f de massaverdeling r, gedefini­

eerd door JJ-,(A) = / f(x)dx. 
A 

Het is niet zo, dat iedere massaverdeling;.t uit een functie f 

verkregen kan warden (dit geldt alleen voor absoluut continue /J..,·). 

Bijvoorbeeld is er geen functie f(x) zodanig dat (f;rp)=D(cp)= cp(O), 

voor alle (p 6(C); want er zou volgen: 1 f(x)dx=1, en: f(x)=O voor 

bijna alle x; m.a.w. f(x) zou de d-fu~~tie z1Jn, en die bestaat 

niet, als puntfunctie. 

3. De ruimten ( D) en ( D *) 

Definitie. De verzameling van alle ~e(C), waarvoor alle afgeleiden, 

van alle orden, bestaan, heet (D). 

Ook (D) is weer een lineaire ruimte, en wel een echte deelruimte 

van (c). Een voorbeeld van een cpE-(D), met ip(x)=Ovoor 

r= II xl\ =IT x 12 ~ a (a> 0) is de functie 
1=1 

a2 
2 2 a -r voor r < a; 

voor r ;i: a. 

De drager van <f(a) is de bol Hx\\::.;; a. Evenzo is, voor k=1, de 

functie epa,b' die gedefinieerd is door rp 8 ,b(x)=exp(- x2a - b2x) 
als a< x < b en cp b(x)=O als x ~ a of x ~ b., een element uit (D) met a, 
precies het interval a c;; x ~ b als drager. Verder horen ook de func-

ties { <p 8 ,b(x)} 1/n (n geheel positief) tot (D). 

Definitie. Zij {<rn} een rij functies in (D)., en zij <p6(D). De 

rij t <p 11 } heet convergent in ( D)., met limiet cp ., indien 

1°. Er is een begrensde verzameling Kin Rk, die de dragers 

van alle <p n omvat. 
u<p 

De rij m convergeert gelijkmatig naar ~; de rij __E. rn ox 
convergeert gelijkmatig naar :xp , voor i=1,. 2.,k; i 

de rij c> 2fn convergeert gelij~atig naar -a P ; en 
""X ".\X oX.oX. 
"' .o , l J l J 
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algemeen, als Deen 

keurige orde voorste 

naa r D 'f • 

rti~le differentiatie van wille-

Voorbeeld. 
(D) naar de 

convergeert 

afgeleiden, 

: de j Di:p convergeert gelijkmatig 
11 

De rij ~ 11 (x) = J <f(a)(x) (n=1)2:' ... ) convergeert in 
nulfunctie. Maar de riJ ,y (x) = .l Cf( )(~) (n=1,2) ... ) n n a n 
welisviaae gelijkmatig naar nul, cvenals elke rij van 

maar is toch niet convergent in (D), omdat er geen be-

grensde verzameling K bestaat die alle dragers bevat. 

Men merlw op, dater riJen { ep 11 } in (D) zijn - zo'n r•ij ligt 

dan zeker in (C) - die wel convergeren in (C), terwijl ze niet con­

vergent zijn in (D). Later zullen we zelfs bewijzen dat iedere 

<pE.(C) de limiet in (c) is van een rij {'fn} in (D). 

Definitie. Een lineaire functionaal Fop (D) heet continu, indien 

uit <p -,. <p in (D) altijd volgt F(l'.P ) ~ F(<p). De verzameling van n , n · 
alle continue lineaire functionalen op (D) heet (D*). De elementen 

van (D*) heten distributies (Schwartz) of gegeneraliseerde functies 
(Gelfand en Schilow). 

Een distributie is dus een continue lineaire functionaal op (D). 
De verzameling (D*) van alle distributies is weer een lineaire 

ruimte: als Fen G continue lineaire functionalen zijn op (D) 3 en 

a,b zijn reele getallen, dan is aF+bG weer een lineairefunctionaal, 

dat blijkbaar ook weer continu is. 

Verder geldt: 

Stelling. De ruimte (C*) is een deelruimte van (D*). 
Bewijs. Stel F c (C *·). Dan is F een lineaire functionaal, gedefini­

eerd op (C), dus zeker op (D). En Fis continu op (D), want als 

cp 11 ~<p in (D), dan geldt zeker 4'n--'>-'f in (C), en dus F(9\)-il-·F(<p), 
daar F continu is op (c). 

Opmerking. Strikt genomen is het niet juist dat (c•) een deelruimte 

is van (D*): als FE.. (C *·), dan is niet F zelf een lineaire functionaal 

op (D), maar alleen zijn restrictie Fl(D). Met is echter gebruikelijk 

(c*) te identificeren met de ruimte van al deze Fl(D). 

Uit de stelling volgt dat i.h.b. de functionalen (f,(f)=]f(x)<p(x)o:-, 

(f(x) locaal integreerbaar) en M( ff)= j ,(x)dr (,µ. <r-additief en van 
eindige totale variatie op begrensde verzamelingen) distributies zijn. 

Men spree kt dan wel van de distributie f (resp. de distributie;;, ) . 
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In dit verband moet opgemerkt warden, dat als de distr1buties 

f,g (behorende bij de locaal integreerbare functies f(x),g(x~ gelijk 

zijn, d.w.z. als (f,'f)=(g,<.p) voor alle (() e(D), oolc de puntfuncties 

f(x) en g(x) gelijk ziJn, behalve misschien op een nulverzameling. 

Om dit aan te tonen :1.r3 het n en voldoende te bewiJzen: 

als f(x) locaal integreerbaar 1s, en (f,<p)=O voor alle ff G (D), 

dan is bijna overal f(x)=O. 

Bewij s, voor l,c="I: In bet bi j zonde r ge ldt, voor a lle a < b en a lle 

gehele positieve n~ (f'b cp 8 b-l/n) = j (f(x) { <fa,b(x)} 1/n dx=O. Voor 

n ➔ oo volgt hieruit:f f(xJdx=O, voor alle a,b met a-<b, Dus is ., 

f(x):20. 8 



4. Differentieren van distributies 

Als f(x) een continue functie is, met continue afgeleide f'(x), 
dan warden door 

F(~) = (f, cp) = j f(x) y,(x)dx., 
G(~) = (f 1 , <p)= J f 1 (x) \D(x)dx, 

twee distributies gedefinieerd. En omdat ~ in de verte O is, geldt 
+oo l +co +oo 

G(cp) = j f'(x)q;,(x)dx = f(x) 91(x) I - j f(x)c,o'(x)dx = 
-co -00 -(X) 

+oo 
- j f(x)<p' (x)dx = -F(9''), 

-oo 
Naar aanleiding hiervan wordt algemeen gedefinieerd: 

Definitie. Zij F een distributie op Rk. De distributie-afge­
leide :xF van F is de functionaal die aan cp El. (D) toevoegt het getal 
-F(:XP.). i 

J_ 

Aangezien met ~c(D) ook ~€(D),is F(;/,) inderdaad steeds 
gedefinieerd, en daarmee ook :Yi. Blijkbaar iS !F een lineaire 

uX, c) F vX. 
functionaal op (D). Zelfs is 1 ~-- een continue 1 lineaire functio-

ox_. ()(()n el 
naal: als 

v<p 
~n-+ ~ in (D), dan ook 1 =a- -j,, ~ in (D), dus 

xi xi 
F(c>xn) -+ 

l 
distrlbutie. 

r (.!..1...) ,d.w.z .2-E... (cp )--+ c>F·(<p). Dus ~ is weer uen oxi axi n ux 1 "Jx 1 

2 
Dan is ook de distributie-afgeleide ° F = _L (~F) gede-

c>x .ox. ox. ox:l. 
finieerd; ook dit is weer een distributie, JenZ. Ied~re distributie 
is dus oneindig vaak differentieerbaar. En de afgeleiden van hogere 
orde zijn onafhankelijk van de volgorde der differentiaties; want 
bijvoorbeeld is 

u2F (Cf) = 

= 

voor alle 1G(D); m.a.w. 

--~= 
i>x 1c>x 2 ";)xi>x 1 

Zijn Fen G distributies, en a,b reele getallen, dan geldt 

voor de distributie-afgeleide van de distributie aF+bG 

[ 0~1(aF+bG)J(~)=-(aF+bG)(15°x~) =-aF(;/i)-bG(;/1 ) = a ;Ji 
=(a .21... + 

tlXi 
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zodat dus algemeen 

0 (aF+bG) = a ~F + b ~. 
()xi uxi axi 

Iedere locaal integreerbare functie f(x) geeft aanleiding tot 

een distributie F(o/) = (f,~), en deze heeft altijd een distributie­

afgeleide - ook als de functie f(x) zclf niet differentieerbaar is. 

Zelfs kan het zijn, dat f'(x) bestaat en locaal integreerbaar is, 

zodat door G(~) = (f' ,~) een distributie G gedefinieerd wordt, zonder 

dat G de distributie-afgeleide is van F. BiJ functies f van meer ver­
anderlijken is het verder ook mogelijk da t bijv O 2f en '.d 2 f 

· ox ox. axj~x1 beiden bestaan, en ongelijk zV,n; voor de distribut!e 1 

F(<p)=(f,(f) geldt dan toch; 0 : = e)!F . Het is dus wel zeer be-
'c)Xi xj GIXj xi 

langrijk, de gewone afgeleide van een functie niet met de distributie­
afgeleide te verwarren. 

Maar voor continue f(x) met continue afgeleide r 1 (x) hebben we 

inderdaad vastgesteld, dat de distributie-afgeleide van (f,~) juist 

de distributie (f 1 ,p) is. I.h.b. geldt dus voor een distributie C 
die behoort bij een constante functie f(x)=c: 

+co +oo 
C ( ~) = J c 9' ( X) d X = C • f <p ( X) dx, 

-00 -00 

dat C'(f)=(f 1 ,1)=(0,o/)j d.w.z. C' is de nuldistributie. Zo 1 n distri­
butie die behoort bij een constante functie wordt - enigszins ver­

warrend - een constante distributie genoemd. We hebben dus gezien 

dat iedere constante distributie distributie-afgeleide nul heeft; 

omgekeerd is iedere distributie met distributie-afgeleide nul ook 
een constante distributie, zoals we in§ 6 zullen zien. 

Algemener geldt nog: 
Stelling. Zij g(x) een locaal integreerbare functie met bijbehorende 

distributie G. Zij verder F de distributie die behoort bij de functie 
X 

f(x) =j g(t)dt. En geldt: F 1 =G. 
0 

Bewijs. De functie f(x) is continu, dus zeker locaal integreerbaar, 
en bepaalt dus inderdaad een distributie F. Door partiele integratie 

volgt weer 

j +oo g ( x) cp ( x) d x = f ( x) So ( x) } 
-00 

+oo 

-00 

+oo 
j f(x)cp 1 (x)dx= 
-00 

+oo 
= - j f(x)r'(x)dx 

-00 

voor alle <p€.(D); zodat inderdaad steeds G(Cf)=-F(f 1 )=F 1 (1), m.a.w. 

F'=G. 
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Gevolg. Zij f(x) een continue functie. Stel f(x) is differentieer­

baar, behalve in een aantal punten x,, < x? < ••• < x , en stel f 1 (x) 
I '- n 

is continu op elk der intervallen (-oo,x1 ),(x 1 ,x2 ), ... ,(xn,+oo). Dan 
geldt van de distributie-afgeleide van F(~)=(f,~): 

F'(q:i) = (f',.p). 
X 

Imme rs., onder deze verondcrstellingen is f ( x )=f ( 0) + 1 f 1 ( t )dt; 
X Q 

en als F1 de distributie is die bepaald wordt door j f 1 (t)dt, dan 

is dus F-F 1 een constante distributie. Volgens het O bovenstaande 

is dan (F-F1 ) 1 =F'-F,\=0. Daar F~(<p)=(f 1 ,cp) voor alle cp6(D), volgens 
de stelling, geldt ook F'(<p)=(f 1 ,ip), voor alle <.pe.(D). 

5. Voorbeelden 

1. Zij u(x) de functie gedefinieerd door: 
a ls x > O ( eenheid sfunc tie van Heaviside) . 
baar is, wordt een distributie U bepaald: 
={cn<p(x)dx. 

u(x)==O als x < O; u(x)=1 
Daar u(x) locaal integreer­

+oo 
U(~)=(u.,~)=j u(x)1(x)dx= 

-oo 

De afgeleide u 1 (x) bestaat voor alle x-/0, en u 1 (x)=Oyoor- x-/0. 
Dus u'(x) is locaal integreerbaar en heeft als bijbehorende distri­

butie de nuldistributie. Maar de distributie-afgeleide van U is niet 
de nuldistributie: 

U'(cp) = -U( <p I ) 
-Joo 

= ~(x)dx = 
0 

d.w.z. U' = J . Evenzo 

u 11 (q;) = 1 1 (cp) = - o(<p') = - rp'(O); 

en in het algemeen 
U(n+1)(cp) = i(n)(~) = (-1)n f(n)(O). 

2. OoK de functie u(x-x) is locaal integreerbaar; de bijbehorende 
o +oo en 

distributie noemen we U : U ("1) =j u(x-x )1(x)dx = j <p(x)dx. 
X X 0 

O O -00 X 0 

De distributie-afgeleide van U heet d 
X X 

0 0 CO 

J (<p) = u 1 (qi)= - U (r') = -] rp'(x)dx =<p(x 0 ). 
X X X X 

O O O O 

Men kan Ix beschouwen als een verschoven 5-functie, met piek in x0 , 

0 

J. Meer in het algemeen zij f(x) een functie, die in elk van de in­

tervallen (-oo .,x 1 ),(x 1 ,x;;J, ... ,(xn_ 1,xn),(xn 1 +oo)(x 1<x~.:: •.. <xn) contim 
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is en een continue afgeleide heeft. Verder nemen we aan dat f(x) in 

het punt x~ een sprang r, maakt (v =1,2, ... ,n). Daar f(x) en f'(x) 
beiden locaal integreerbaar zijn, definieren zij twee distributies 

Fen G: F(cp) = (f,<p) en G(rp) = (f•,~), voor 'P~(D). 

Zij r 1 (x) = f(x) - .z; fY u(x-xµ); dan is r 1 (x) continu, en in 
alle xfxv (µ=1,2, ... ,n) heeft r 1 (x) een continue afgeleide. En wel 

is f 1(x)=f'(x) voor xfxv . Als Ne de bij r 1 (x) behorende distributie 
met F1 aangeven, dan volgt dus uit het gevolg van de stelling in§ 4: 

Maar F 1=F­

vinden zo 
Lr 

),I )) 
u 

x1,-1 

F_,(cp) = (f1,<p) = (f',(f>) = G(<p). 

dus F '=F' - ~ f U 1 = F 1 - ' ' 1 L Y X 1.-v y y 

F' = G + L f a-x . 
y y y 

f v cf x ; en we 
V 

Slordig gezegd: het verschil tussen de distributie-afgeleide van f 
en de gewone afgeleide van f is een som van d-functies; en wel 

zorgt iedere sprang fv voor een term f,, d . 
r x)J 

Als we verder gaan, en aannemen, dat f"(x) oak bestaat en con­
tinu is in elk van bovengenoemde intervallen, en dat de discontinu!­

teiten van f'(x) in de punten xv ook weer sprongen zijn, zeg ter 
grootte f' , dan geldt oak 

)) 

G 1 :;:: H + L. f' 
y 

waarbij G weer de distributie Cf-+ ( f 1 , <p) is, terwijl H de distributie 

1-+(f",1) aanduidt. Dan volgt ook: 

F" = ( G+ L f d ) 1 = G 1 + L f 
V V XJ..I ;, V 

== 

=H+L(ftJ +f J'l ). 
y X i,, X p y y 

De gevolGen van de discontinuiteiten blijven dus ook doorwerken bij 

de hogere afgeleiden van F. 

4. Zij -1 < >,. <0, en definieer de functie x: als volgt: 

x;,.., = { 0 
+ )\ 

X 

als 

als 

X ~ 0; 

X > 0. 
X 

Dan is x+ lo~aal integreerbaar; de bijbehorende distributie zij aan-
gegeven met X : 

+ 

'),, 

De gewone afgeleide van x+ is niet locaal integreerbaar, en defi-
Jro ).. -1 

nieert geen r=; :i.;-,·;;t•:;_but:i.e: de integraa 1 }. x <p ( x) is in het a lge-
0 
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meen divergent. De distributie-a 
en volgens definitie is 

le 
)\ 

e (X+)' echter bestaat wel, 

"' ti. co,,_ 
(X+)'(tp) = -X,(c, 1 ) = -J x <t'(x)dx. 

;- 0 

We kunnen nog een andere schrij jze voor (X~)'(<p) afleiden immers 
A CO ~ , 

(X+) 1 (~) = -r~o j x r 1 (x)dx; en d.m.v. partHHe integratie volgt 
e 

! co ,._ ,.. \ co oo x 1 
X <p'(x)dx = X (p(x)+c) - JAX - (tp(x)+c)dx 

e l t 

waarbij de constante C willekeurig mag warden gekozen. Kiezen we 

speciaal C = - ,(o)J dan wordt de eerste term in het rechterlid gelijk 

aan - t" (f(e)- ip(OL en dit convergeert naar O voor £.-+0; en dus is 

1' . 00 i\ !CO :,.,. -'] 
( X ) 1 (SC) = - 1 im j x ip 1 ( x) dx == x x ( f> ( x )- I/' ( O) ) dx. 

+ e. ➔ 0 0 
6 

Op deze wijze is het verband tussen de distributie-afgeleide (x:) 1 

en de gewone afgeleide ~x~- 1 van x~ wel zo goed mogelijk weergegeven; 
r 

voor functies (p met O ¢ drager ( (p) blijkt bijvoorbeeld onmiddellijk: 

,,-o. Primitieve distributies van een distributie op R1 

Zij F een distributie op R~. Een d tributie G heet een primi-
' tieve distributie van F als G'=F (G 1 = distributie-afgeleide van G). 

Stelling 1. Iedere distributie F op R,1 heeft oneindig veel p1"imitieve 
distributies. Het verschil van twee primitieve distributies is een 

constante distributie. 
Bewijs. Stel er is een distributie G met G'=F. Dan moet gelden voor 

i e de re y .s ( D ) van de v o rm 'f = cp 1 ( qi e. ( D ) ) : 

G (-r) = G ( ~ I ) ==: -G l ( f ) = -F ( ~) . 

Alle 'Y in (D) van de vorm if== tp: vormen een lineaire deelruimte van 

(D), en wel een hypervlak (H), want ze zijn bepaald door ~~n enkele 

lineaire vergelijking, nl. 

+co 
j 1r(x)dx = O. 
-00 

Imme r>s., a ls y e.-( D) aan deze ve rgelij1cing voldoet _, dan is 
X 

,(x) = J r(t)dt in (D); want ,(x) is oneindig vaak differentieer-
-oo 



baa r, en de 
is in [a,b] 

drager van~ is begrensd. Als nl. de drager van ~bevat 
, dan is cp ( x )=0 voor x :$ a en voor x ➔ b. 0mgekeerd, als 

+oo / +oo 
'I/= <p 1 , dan is J -y.r(x)dx = <p(x) = 0. 

00 -00 

+oo 
Kies nu in (D) een cp E.. (H), met J 'P (x)dx=1. Aangezien (H) 

0 -co 0 
een hypervlak is in (D), moet het mogelijk zijn iedere ~ ~(D) te 
schrijven als een lineaire combinatie van ~o en een functie in (H): 

<p = "(f)o + "f". 

Inderdaad is dit mogelijk, en slechts op een wijze, nl. met 

J+oo 
A= ~(x)dx. 

-00 

Als nu 
X 

X (x) = j y(t)dt 
-co 

dan definieren we een functionaal G door 

G(<p) = -xa - F(X), 

waarbij a een willekeurig (maar voor alle ~ gelijk) gekozen reeel 
getal is. In het bijzonder is dus G(~ 0 ) = a. 

Het is duidelijk dat Geen lineair functionaal is op (D). En 

G is ook continu op (D): stel 'l'n~cp in (D). Zij 

(p n = '71.n ~o + y.,n; <p = i>\.r,>o + 'I' ; 

en X X J \l"n(t)dt; X(x) = j y(t)dt. 
-00 -00 

Dan is +co +oo 
= j 9'n(x)dx -+ J q, (x)dx = "j 

-00 -00 

dus geldt 
in ( D) . 

Vervolgens is X X 
X n(x) = J y.,n(t)dt ~ j yr(t)dt = X (x) 

-00 -00 · 

in (D) 

en omdat F een distributie is volgt F( X n) --1- F( X). Tenslotte is dan 

Dus G is een distributie. 
Voorts is Geen primitieve distributie van F; want 

G'(t) = -G(f') = o.a + F(~) = F(f), 
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Dater oneindig veel primitieve distributies van F bestaan is ook 

duidelijk: het getal a, d.vJ.z. de waarde G(rp) mocht immers wille­
o 

keurig worden gekozen. 

Tenslotte moet nag aangetoond worden, dat het verschil van twee 

primitieve distributies G1 en G2 van F een constante distributie is. 

Inderdaad, neem een willekeurige <p e.(D) en schrijf weer rp =I'. 1f0 + yr ., 

met ve.f~J; dan is a1 (t")==G 2 ('f'L dus G1 (f)-G2 (<p)=71.G1 (<p 0 )-'J\G2 (~0 )= 
=11.c =j c <p (x)dx, D.w.z. G1 -G2 is de distributie die behoort bij 

-00 

de functie f(x)=c; waar c de constante a1 (o/ 0 )-G2(,0 ) is. 

Uit stelling 1 volgt i.h.b.: Iedere distributie met distributie­

afgeleide nul is een constante distributie. In de tweede plaats kun­

nen we concluderen: Iedere distributie heeft oneindig veel primitieve 

distributies van de n8 orde (voor iedere n); het verschil van twee 

primitieve distributies van de n8 orde is een distributie (f,~), 
waarbij f een polynoom is met graad ~ n-1. 

Voorbeeld 3 van§ 5 toont aan, dat als f(x) een primitieve 
functie is van g(x), de distributie (r,,) zeker geen primitieve dis­

tributie van (g,~) behoeft te zijn. Maar wel geldt: 

Stelling 2. Zij f(x) locaal integreerbaar. De primitieve distributies 

van F(r)=(f,,) zijn juist de distributies G==(g,f) gedefinieerd door 
X 

de functies g(x) van de vorm g(x)= j f(t)dt+c. 
X 0 

Bew i j s . Z i j g O ( x ) = j f ( t ) d t ., g O ( x ) i s c o 11 t in u en be pa a l t du s e en 
0 

distributie G • Volgens de stellinc; in S !+ is G'((fl)==(f,~),m •. a.w. 
0 ° 0 

G'=F Dus G ls een nrimiticve distributie van F. 0 ' 0 t~ 

Is nu Geen willekeur1ge primitieve distributie van F, dan is 

G-G volgens stelling 1 een constante distributie C, zeg behorend 
0 

bij de constante c. Dan is 
+oo +oo 

--· j g 0 (x)<p(x)dx + j c <p (x)dx == (g,rp)., 
-00 -00 

X 

met g(x) = g (x) + c = j f(t)dt + c. 
0 0 

'\l•Janneer we gemakshalve een distributie F regulier noemen als hij 

kan warden gedefinieerd door een locaal integreerbare functie (en 

singulier als dit niet het geval is), dan kunnen we de volgende con­

clusie uit stelling 2 prettig formuleren: 

Stelling J. Iedere distributie F die een reguliere distributie-afge­

leide F(n) bezit (van zekere orde n) is zelf regulier. 



7. Translatie en spiegeling 
z11 f(x) een locaal integreerbare functie van ~~n variabele, en zij 

V +w 
F de bijbehorende distributie: F(f) = j f(x) f(x)dx. Als nu h een re~el 

getal is, dan is ook cle functie f(x-h):OJ die ontstaat door f(x) over een 

afstand h naar rechts te verschuiven, weer locaal integreerbaar, en hij 

bepaalt dus een distributie G; er geldt 

+oo +oo 
G(f) = j f(x-h) f(x)dx = j f(x) f(X+h)dx. 

-00 -00 

Als we, voor willekeurige f(x), de functie f(x-h) aangeven door ~hf, dan 

is dus a(,)=F(~-h f)~ anders gezegd 

Naar aanleiding hiervan definieert men: 

Definitie. Zij F een distributie en h een re~el getal. De functionaal> 

die aan (f>E.(D) toevoegt hct getal F(-c_h Y,); vrnrdt aangegeven met -chF'. 

Ook i:hF is weer een distributie: als <p 11 (x)--;,, <p(x) in (D), dan zal 

ook ~n(x+h)-+ <p 11 (x+h) in (D), i.e. i:-_h <p 11 ---?"-c_h<p in (D); dus 

F(-c, q;n)-+F(t l ({)), cJ.vi.z. (-c,F)(((J)---+ (-c:hF)(:,o). We zeggen, dat -chF uit -n , - 1 , n n · . 
F ontstaat door translatie over h. 

We hebben reeds gezien: als F de distributie is die behoort bij een 

locaal integreerbare functie f(x), dan behoort bij de verschoven functie 

thf juist de verschoven distributie ThF. 

In§ 5 hebben we hiervan oak al een voorbeeld gezien: biJ de een-
~ 00 

heidsfunctie u(x) behoort de distributie u(,) = J ,(x)dx, met distri-

butie-afgeleide J(f)= f(O). Bij de verschoven O functie 
CO 00 

(,:x ··)(x)=u(x-x 0 ) behoor't cle distributie Ux (cp) = J cp(x)dx =f ip(x+x 0 )dx= 
C O X 0 

=-=("G"' U)(q,), met distributie-afgeleide J, (,,,) = <p(x 0 ) = J(t; rn)=(i:: o)(<p). 
•"- , ,( T O -X T X 

0 0 0 0 
Tegelijkertijd is dit een voorbeeld van het felt dat de distributie-

afgeleide van een verschoven d19tributie ~hF altijd juist de verschoven 
distributie-afgeleide van Fis: 

Immers, voor willelceur·ige <p i(D) geldt: 

(i::hF)'(<p) = -(,:;hF)(<p') = -F(i:_hcp') = -F((-c_hcp)') = Fi(,:;_h<p) = (1:hF')(<f)) 

Zij weer f(x) locaal integreerbaar; geef aan met ~r de functie 

f(-x), die uit f(x) ontstaat door spiegeling ten opzichte van de oorsprong, 
Dan is 
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+oo +oo 

(G"f,cp) = j f(-x) rp(x)dx = j f(x) cp(-x)dx = (f,~<p). 
-00 -00 

Het ligt dus voor de hand te definieren: 

Definitie. Onder de gespiegelde uF van een distributie F verstaat 

men de functionaal die aan <p & (D) toevoegt het getal F(G"" 'f'). 

Ook de gespiegelde cr-F van een distributie F is weer een dis-
tributie, en de definitie is zo gekozen dat de gespiegelde van de 

distributie, behorende bij een locaal integreerbare functie f(x), 

juist de distributie is die hoort bij de gespiegelde functie f(-x). 

Evenzo kunnen we centrale vermenigvuldiging vanuit de oorsprong 

beschouwen: zij (~cf) ( x) :::: f ( ~), voor willekeurige f (x) en wille­

keurige reele c /o. Als f(x) locaal integreerbaar is, dan is ~cf 
dat ook, en 

J+OO X 
(,c: cf, cp) = f ( -) q, ( x) dx = I c l 

-00 C 

+oo 
j f(x) ~(cx)dx = 

-co 

We definieren dus: -
C 

Definitie. Zij F een distributie. Met ~cF wordt dan aangegeven de 

functionaal die aan q; e, (D) toevoegt het getal l c I F(it1 cp). 

In het bijzonder is 7t'_ 1F= wF. Uiteraard is ook c ~cF steeds weer 
een distributie. 

Het spraakgebruik bij gewone functies overnemend, zegt men nu 

oak van distributies F: 

Fis een even distributie: als ~F = F; 

Fis een oneven distributie: als ~F = -F; 

Fis periodiek, met periode h: als ~hF=F; 
-m 0 F is homogeen, van de orde m: als -n;cF = c F, voor alle c > • 

Zo is bijvoorbeeld de distributie J even, en homogeen van de orde 

-1. 

Opmerking. Bovengenoemde drie definities zijn speciale gevallen van 

de volgende: zij ~ een willekeurige affiene transformatie van R', met 
inverse oc..- 1 en determinant \ ix I . Als f(x) een willel{eurige functie is, 

dan zij «f de functie f(«- 1x). Als dan F een distributie is, dan is 
de functionaal die aan q, ':.(D) toevoegt het getal )Cl.I .F(~-'1 cp), weer 

een distributie; deze wordt aangegeven met ex. F: 

(ocF)(<p) =/()(! F(ct.- 1 <p). 

We kunnen dit ook weergeven door de formule 
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die uitdrukt dat de lineaire operaties Cp-+ o:.cp(in (D)) en F--+ ozp 

(in (D*)) contragredient zijn. 

Het is duidelijk dat het hierbij niet essentieel is dat de be­

schouwde distributies eendimensionaal zijn. We kunnen even goed ~F 

definieren voor distributies op Rk, waar dan, een affiene transfor-
lr 

ma tie van R'~ ic. Alleen het c;eval waarbij o.: een verschuiving is over 

een vector h=(h 1 ,h2 J ••• ,hk) ls momenteel voor ans van belang. 

Definitie. Zij f(x) een functie, gedefinieerd op Rk (x=(x 1 ,x2 , ..• ,xk)1 

en zij h een vector (h 1 ,h2 , ... ,hk). Met ~hf bedoelen we de functie 

(~hf)(x)=f(x-h). Als F een distributie is op Rk, dan is ~hF de func­

tionaal, die aan o/ ~(D) toevoegt het getal F(0_h ~). 

Evenals bij k=1 blijkt onmiddellijk dat 0hF steeds weer een dis­

tributie 1s. 

8. OnafhankelijkheicJ van een van de variabelen 

Het begrip translatie van een distributie kunnen we gebruiken om 

zin te geven aan de bewering dat een distributie Fop Rk van een van 

de variabelen, bijvoorbeeld van x 1 , niet afhangt. 

We zullen een distributie Fop Rk onafhankelijk van x 1 noemen, 

en ook wel zeggen, dat F alleen afhangt van x 2 ,x3 , ... ,xk, indien F 

invariant is onder iedere translatie evenwijdig aan de x1-as: 

~hF = F, voor iedere h=(h 1 ,o,o, ... ,o). 

Als F behoort bij een continue functie f: F(f)=(f,f), dan is dit 

juist dan het geval indien f(x)=f(x 1 ,x2 , ... ,xk) onafhankelijk is van 

x 1 . Algemener geldt: 

Stelling 1. Zij f(x) een locaal integreerbare functie op Rk. De dis­

tributie (f,o/) is juist dan onafhankelijk van x 1 , indien f(x) bijna 

overal gelijk .. cs aan een functie die onafhankelijk is van x 1 . 

Bewijs voor k 0=1. 

In dit geval betekent ~hF=F voor alle h (waar F(~)=(f,~): 

voor alle rp 1c(D). 

(vgl,§ 3), dan is 

j f(x) cp (x)dx = J f(x) if (x+h)dx 

Nemen we in het bijzonder r(x)= {~a b(x)} 1/n 
1/n ' 

<p(x+h) = { <pa-h, b-h(x)} , en er volgt 

j f(x) { ~a,b(x)} 1/ndx = jr(x){ Cf a-h,b-h(x)J 1111ax, 

en voor n --j,, co vinden we 



- 17-

b b-h J f(x)dx = j f(x)dx, 
a a-h 

Dit geldt voor alle a,b en h. Maar dat kan alleen als er een con-x 
stante c isJ zodanig dat J f(t)dt=cx. En daaruit volgt tenslotte dat 

f(x)=c voor bijna alle x. 0 

Verder geldt, evenals bij functies: 

Stelling 2. Een distributie Fop Rk is dan en slechts dan onafhanke­

lijk van x 1 , als :F = O. 
X,1 

Bewi,is~_ Als we een vaste Fen een vaste ,p c-(D) nemen, dan hangt het 

getal (1;hF)(<p-) alleen af van 11 1 J voor hc=(h,1,o, ... ,o). Zij 
·r(h1) = (i::hF)Cp) (h=-0 (h,1,o, ... ,O)). 

We moeten bevvijzen: dan en slechts cJan is -a~~ = O, als voor iedere 

<p E- (D) de bijbehorencJe. functie y (h 1 ) constdnt is. 
N -· 1· 1 l -" ' -. lr ( 11 ) ( k ( 11 ) 0 0) t lr ( n) 0 eem een V.Jl e ceurige riJ h = 1 , , ... , me ,\. 1 --+- • 

Omdat {k1(n)} begrensd is, is er een begrensde verzameling K die de 

dragers bevat van alle verschoven functies ~(x+k(n)). Dan bevat K 

ook de dragers van de functies ( ) 
( ) _ ep(x+k 11 - cp(x) 

~n x - (n) 
k1 

en omdat deze rij ~ 11 uniform convergeert, evenals alle rijen van af-

geleiden, geldt 

(n --+ ~ in ( D) • 
T 11 clx 1 

Omdat ~hF een distributie is, volgt, voor iedere h=(h 1,o, ... ,O) 

Maar 

en 

k n 
1 

o ;;i ~ F 
(,;r,F)(~) = F(~-h :: ) = F(ox (--c_h<p)) = -(-)(-c hep); 

,. '1 . 1 '] clX1 -

•f' (h,1+k1 (n) _ 1r(h2) aF 
-----,-.-n~--- -+ ·- - ( -c h ((I) • 

c) X - . 
k1 1 

dus 

Aangezien de riJ lc1 (n)-----+- O geheel w:Lllekeurig was, blijkt dus dat 

"f' (h1 ) differentieerbaar is; en 

d d: = 
1 
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c> F d i.y 
Is nu-,-= 0, dan is steeds ~h = 0, en dus is ~hF=F voor iedere 

oX1 ~ 1 
h=(h 1,o, ... ,0). Omgekeerd, als F onafhankelijk is van x 1, dus thF=F 

voor h=(h1,o, ... ,0), dan geldt, bij iedere keuze van~, voor de bij­

behorende functie 1f : ~hy = O_; dus oF (-c h<p)=O" voor alle ip e.(D); 
clF C'J 1 c)X1 - --

m • a • w • ox 1 ;:.a O . 

We bcschouwen nog eens het probleem, bij een gegeven distributie 

primitieve distributies te vinden. In het geval van distributies van 

meer dan ~~n variabele kan men aantonen, op een wijze analoog aan de 

methode van§ 6: bij gegeven F zijn er oneindig veel distributies G 
zodat ~ = F. 

;, x1 

In dit geval geldt voor het verschil van twee dergelijke pr1m1-

tieve distributies G~ en G2 : ~- (G,1-G?)=O, Uit stelling 2 volgt dus, 
1 ax,1 ,_ 

dat dit verschil G1-G 2 een dis~tibutie is die niet van x 1 afhangt. 

9, Locale eigenschappen 

In het laatste voorbeeld van§ 5 beschouwden we de distributie­

afgeleide (x:) 1 (-1 < 11, < 0). Deze distributie is niet regulier; maar 
aangezien , jco r ,, 

(X') 1 ((p) = "/\X,- 1(ip(x)-(f(O))dx, 
+ 0 

geldt voor iedere ~(x) waarvan de drager de oorsprong niet bevat: 
(x:) I ((f') = (/\.i\-1_,cp) • ., 

Bui ten de oorsprong gedraagt (X '') 1 zich dus alsof hij wel regu­
+ /\. 

lier was. Men is geneigd te zeggen: (X ) 1 is locaal regulier, buiten 
+ 

de oorsprong. Deze zegswijzc zullen we preciseren. 

Def'initie. We zeggen: dat twee dh,tributies Fen G overeenstemmen op 

een verzamelinp.; V als F(rp)=G(<p) voor aL1.e ,:pe(D) met ckager (<p) c V. 

Als F op een ve rzame ling V ove reen s tenit met de nuld is tr:lbutie J zullen 

we ook zeggen: F ls nul op V. 

De vcrzameling van alle punten x die een omgeving hebben waarop 

F nul is, is uiteraard open. Zijn complement is dus een gesloten ver­

zameling. Deze gesloten verzameling heet de drager van F: 

Definitie. De drager van een distributie Fis de verzameling van alle 

punten x die geen omgeving hebben waarop F nul is. 

Voorbeeld: De drager van J bestaat uit ~~n punt, nl. O. De drager van 

( X :) ' is de ve rzame ling [ O, +co] . De drag er van de nuld is tri bu tie is 

de lege verzameling. 
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Als F een reguliere distributie is, F(~) = (f,f), dan valt de 

drager K1 van de distributie F samen met de drager K2 van de locaal 

integreerba re func tie f ( x) . Want a ls x ~ K0 , da n is e p een omgeving V 
'-

van x met f(x)=O voor alle x s V. Als dan drager (cp) c V, dan is 

F(rp) = (f,:f))=O; d.w.z, Fis nul op V. Dus x ;¢K,1• Omgekeerd, als 

x ,t K1 ; dan is er een omgeving V van x met (f, ip)=O voor alle 'P met 

drager (<p) cV] d.w.z. J f(x) f(x)dx=O als clrager (y,)cV. Door een 

redenering., geheel anal6og aan clie op pag.6, volgt: f(x)=O voor x ev. 
Dus x I K2 • 

Het ligt voor de hand te deflnieren: de distributie Fis regulier 

op de verzameling V, als er een reguliere dis~ributie is, die op V met 
F overeenstemt. 

Dan geldt bijvoorbeeld: (x;)' is regulier buiten de oorsprong. 

Evenzo is o rcgulier voor xf-0. 

Het is een van de belangrijkste opgaven van de theorie der dis­

tributies, zin te geven aan divergente integralen. Deze opgave kunnen 

we nu als volgt formuleren: bij voorgegeven f(x) (niet noodzakelijk 

locaal integreerbaar) een distributie F te vinden, die regulier is op 

iedere verzameling V, waarover f(x) integreerbaar is, terwijl boven­

dien geldt voor een dergelijke verzameling V: als drager (p)c V, dan 

is F(cp)==(f,cp). 

Voorbeelden. 
'1. Zoals we al zagen ls (x") '(cp)==(71.x7'-1,cp), mits 0¢ drager cp. 

+co + 
2. De integraal j d:) dx is in het algemeen divergent; als echter 

-00 
Ot d1•ager 
zodanig dat 

(Cf), 
F ( <f) 

dan convergeert 
__ (+oo q,(x) dx 

J X 

hij. Gevraagd een distributie F, 

voor alle cp met O ~ drager (rp). 

Nu is de f'unctie 

de functie f(x)=loglx) 

een distributie G(1) = 

-00 
1 de afgelelde van log)xl J voor alle xfO; 
X 

is wel locaal integreerbaar, en bepaalt dus 
·i-00 J ~(x)log \x\ dx. Het llgt voor de hand de 

distributie-afgeleide -oo G 1 eens te onderzoelrnn: 
+co 

G1 (~) == -G(1') == - J 1'(x)log)x\dx = 
-oo +oo 

== - lim { J-~Cf'(x)loglx(dx + j ~1 (x)logjx!dx} == 
c ➔ 0 , -OJ + S 

;-l -E,.fv) +OJ +oo~ i 
_ - lim i r;,(x)logjx\l - J nf1- dx + <p(x)loglxl/ -f x dx)-" 

E- ~ o <.. -OJ -oo + e + i 

- - lim f (i:p(d + 9J(-s))log e - j-erp~x) dx -j+oo ep(:) dx J. 
s. ~->-0 L -oo + t 



Aangezien lim (<p(e)- cp(-E.)log E:. =0, vinden we zo 
e. ➔ O 

( 1) G' ( cp) lim ( ;- t ~ dx + J+m ~ dx ) • 
l:, -r O -CO X + E. X 

is; en uit (1) blijkt dat 
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We weten dat G'(~) een distributie 
G 1 ( cp) = J+oo :clp dx voor alle <p 

-oo 
met O ~ drager (f). Dus G' is 

een distributie zoals we zoeken. 
Deze distributie is overigens 

de naam hoofdwaarde van Cauchy van 
taan aangeven met i of x-1. 

reeds lang bekend, en wel onder 
j p~x) dx. We zullen hem voor-

In plaats van (1) kan men ook nog schrijven: 

G'(rp) = Joo <p(x)- <p(-x) dx; 
0 X 

deze integraal bestaat voor iedere f ~(D), zoals uit het bovenstaanq1 
blijkt (overigens is dit ook heel eenvoudig direct in te zien). 

Maar het is niet waar, dat G1 (~) de enige distributie is die 
voldoet aan de gestelde eisen. Immers, het is duidelijlc dat 
F=G'+c.c.T evenzeer zal voldoen, daar F(<p)=G 1 (9') als 01, drager q,. 
Het gestelde probleem is dus niet ondubbelzinnig oplosbaar. 

Als F zo'n distributie is, die voldoet aan F(~)=(f,f) wanneer 
(f ,cp) = j f(x) <p(x)dx bestaat (f(x) niet locaal integreerbaar) dan 
noemt men F wel een regularisatie van (f,~). De hoofdwaarde van 
Cauchy is in deze zin een regularisatie van j ~(:) dx. 

Men moet er wel op letten dat een regularisatie van een diver­
gente integraal een distributie is, die in het algemeen niet re~ulier 
is. Zo is bijv. de distributie x-1 , i.e. de regularisatie van x- 1, 
singulier. 

Enige voor de hand liggende vragen in dit verband zijn de vol­
gende. Als een distributie F de eigenschap heeft, dat ieder punt x 

een omgeving V heeft waarin F regulier is, is dan F regulier zonder 
meer? Algemener, kan men een distributie definieren door hem locaal 
te beschrijven, in een omgeving van ieder punt? Als twee dist~ibuties 
Fen G overeenstemmen in een omgeving van ieder punt, is dan F iden­
tiek met G? Is bijvoorbeeld de enige distributie die in ieder punt in 
een omgeving nul is_ le nuldistributie? 

Het antwoord op deze vragen is bevestigend, en wij zullen dat 
bewijzen. Maar daarvoor zullen we eerst enige wat dieper liggende 
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hulpresultaten moeten afleiden. 

10. Enige hulpstellingen 

In de e0.rste plac1ts zullen vJe gebruikmaken van het feit dat .. 
;eaere continue functie door oneindig vaak differentieerbare funct~es 

b~naderd kan warden. 

fJ(~~ v~n Lemma 1. z:_;_~ :2(:cJ er 1 co·1tinue f.unctie. Er is een schaar 
~illekeurig vaak differentieerbare functies, zodanig ~at 

, ,, I , 
f (x)-+ f (x) 
;- ' 

voor. J-+ 0 i en zulk::i uniform in ieder begrensd ge bied. 

;Bewijs. 
gedefinieerd 

9 
Z i j · c ( a ) == J (1 ( a ; \ x ~ d x i w Cl a ~? i ~ <p ( 3 / x ) de fun ct i e is , 

in§ J; stel f( )(x) = -~-- <rr )(x). De functie 
a r(a'i ,a 

f(a)(x) is Wille-

l<ieur,ig vaak differentieerbaar j heeft als drager de verzameling van 

_alle x met \Lx\l ~, a, en voldt,et aanJr f(a)(x)dx=1. 
llx\l~ a · 

Stel m.:. 

f (x) ==J f0) p (d)(x-,)dj . 
if 'dx-~l\~d 

Alle functice f (x) zijn willekeuriG v2ak differentieerbaar, want de 

differentiatie ma3 warden uitgevoerd onder het integraalteken, en 

l(J')(x-t) is vnllctrnurig vaak differentieerbaar naar x, Verder is 

f(x)-f..,(x) 
' 

= f ( X ) ·J f' ( y) ( X - n d r 
I' i: 1\ if " ii x- 2' $ 

Omdat f(x) . .-, 
~ ") .' 1·-: c - n w~.llelceurig begrensd gebied K, 

en bi j wL'.le keurige 1,{;euzr:; van ::: > O: a ls J' lclein genoeg is, is 

Als onmiddel~.,. 1, toep:=issirttg lcunnen we nu een stelling bewijzen 

die in§ 3 reeds was aangekondigd: 



(De reden, dat het gebru:t.kelijke gelijkteken " = 11 door het wordt­
teken " := " is vervangen, is om de nadruk te leggen op de asymmetrie • In 
bet boven gegeven voorbeeld is dat nu niet zo noodzakelijk, want het is 
duidelijk, dat de rechterkant degene is die 4itgerekend moet warden, 
die dus definieert en dat dus de linkerkant gedefj_nieerd wordt. Maar in 
het geval van copiering 

f:= a 

is bet l!{el gewenst, dat men op de asymmetrie de nadruk legt, De tweede 
reden is, dat het au fond ook wel iets ciDrrecter is, om tot uitdrukking 
~e laten komen, dat het Mer gaat om een handeling, die uitgevoerd rnoet 
Jorden en niet, zoals bij het gelijkteken, om een relatie, waaraan al of 
piet voldaan kan zijn. Willen wij in een zeker stad:i.um van de berekening 
~en of ander tussenresultaat, zeg e, van teken wisselen, dan doen we dit 
met de assigmnent statement 

e:= - e 

hadden we.bier in plaats van het wordtteken het geli.jkteken gebruikt, 
dAn had er een vergelijking gestaan metals en:i.ge wortel e = o, d.w.z. 
net de waarde, waarvoor tekenwisseling een zinloze operatie is.) 

Een speciale vorm van assignment statement is de z.g. herhaalde assignment, 
waarbij de waarde van een expressie aan een aantal variabelen wordt 
toegekend 1 b.v, 

II x:::: y:= z:::: 1 II 

Dit betekent, dat zowel x, als y als z de waarde 1 krijgen. 
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Stelling. Iedere <f G ( C) is de limiet in 

Bewijs. 
(C) van een ri,J {<fln}uit (D). 

Als <)'€.(C), d.w.z. als cp niet alleen contj_nu is, maar ook een begrens~ 
de drager K heeft., dan hebben ook de functies ffi(x), geconstrueerd 

a ls in het bewijs van lemma 1, begrensde d rage rs: de d rager van 

cp O ( x) is nl. beva t in de ;J -omgeving van K. Dus behoren al deze 

Cf;,- tot (D). Als cin .\, O, en als K,,1 de l,1-omgeving is van K, dan zijn 

de d rage rs van a lle Cf>.;r bevat in K1 ., en r.pif -+ <p , uniform in K,i; 

m. a • w. cpd' -+ cp in ( c ) ~ n 
n 

He kunnen de inhoud van deze stelling ook z6 weergeven: (D) ligt 
overal dicht in (c). 

Lemma 2. Zij A een begrensde gesloten verzameling, en U een open 

verzameling die A omvat. Er bestaat een cp E..(D), die volcloet aan de 

volgende drie voorwaarden: 

0 $ r(x) ~ 1 voor alle x; cp(x)==1 als x e.A; rp(X)a::O als xtG. 

Bewijs. 

Omdat de gesloten verzameling A begrensd is, is er een e. >- 0 zodanig 

dat de e -omgeving van A geheel in U is bevat. (Dit volgt uit de over-. 

dekkingsstelling van Heine-Borelj Zij A1 de afsluiting van def -om-
. 2 I:: • geving van A, en u1 de open 3 -omgeving van A. De continue functie 

_p(x)== min llx-yl\ is dan positief op u1 , en bezit een positief minimum 
y , u 

/L op A1 • 1 Ook de functie 

'1 } f(x) == min { fa r(x),1 

is continu, is nul buiten u1 ., en bovendien is f(x)='l voor x1c.-A 1 en 

O 6 f(x) ~ 1 voor alle x. Zij fd'(x) gedefinieerd als in het bewijs van 

lemma 1. Neem <p(x)= f "(x). 
G 

3 
In ieder geval is <p 1_o(D). Daar O~ f(x) s 1, is 

o ~ (f(x) = j rq)_p - (x-1)d7~ j f E)(x-;)df =1. 
11 x - y !I ~ 5 ( I ) \Ix - 1 ~ ~ j ( 3 

A ls X E. A J da n is 

f' ( l )=1 voor II x-} 11 

a ls X ¢ U, en ll x - l l\ 

cp (x)=O als x ¢ U. 

! ~ A'1 voor iedere l met II x- z ll~-! ' dus 

< E • voor alle x ¢ A is daarom ~(x)=1. Tenslotte, " 3 
.{ f, dan is ) ¢ u1, dus r(r)==O. Daaruit volgt: 



Lemma 3 • Zij U een open verzameling in Rk, en zij { u.} .. een 
stelselopenv 1· U 1 1.tI erzame ingen met U =U. Er bestaat een rij begrene-
de i E. I i open ve;zamelingen v1 _.v 2 ,v3, ... met de volgende eigenschappen: 

(1) L V ==U 0 

D=1 n :; 

(2) 

( 3) 

Bewijs. 

bij iedere n is er een i zodat V c u1 , 
n 

ieder punt x e, U heeft een omgeving W die met slechts eind 

veel Vn punten gemeen heeft. 

Zij x E- U. Er is een i a I zodat x ~ u1 . Verc1er ziJn er een punt 

x 0 met rationale coordinaten., en een rationale E > O_. zodan dat 

llx-xol\< £_. en le. ui voor alle f met ll r-xoll~e. Zij W(x) de ver-s 

zameling van alle r met )lx-tll< C _; \J(x) is een open omgeving van 
x 1 en vJ ( x ) cu i . 

De callee tie van alle W(x), x ~ U, is aftelbaar, d8.ar er slechts 
aftelbaar veel rationale x en ~ zijn; hij kan dus geschreven wo en 

0 
als een rij w1 ,w2 ,i_,J 3 , .... Er geldt: U 'VJn=U. 

11=1 
We defini~ren vervolgens een rij begrensde open verzamelingen 

G1 ,a2 , ... met de eigenschap 
n 

U WJ. c Gn c G11 c Gn+ 1 , voor alle n. 
j=1 

De begrensde gesloten verzameling W 1 kan door eindig veel Wn worden 

overdekt (overdekkingsstelling van Heine-Borel); zeg door 
p 

Wn ,W , ... ,W . Zij G1= U W . Indien de begrensde open verzameling 
1 n2 np j='1 n j 

G reeds is gedefinieerd, beschouw dan Gu W +,1 • Dit is weer een n n n , 
begrensde gesloten verzameling, die kan worden overdekt door eindig 

veel W ; we defini~ren G ,1 als de vereniging van deze eindig vele W1~. n n+ 1 • , 

Het is duidelijk dat dan alle G open en begrensd zijn, en voldoen 
n 

aan (•). Gemakshalve defini§ren we ook neg: Gn=¢ als n, O. 
Voor iedere n is de verzameling G \ G 1 begrensd en gesloten, n n-

en bevat in de ODen verzameling G 1 , G 2 . Als x e. G \Gn 1 , dan is - n+ n- n -
V(x)=W(x) (\ (G --1 \. G 2 ) een open omgeving van x, en volgens de stel-n+ 1 n-
ling van Heine-Borel kan G \ G /I warden overdekt door eindig veel n n-
V(x) zeg door de vc:r•zameling .. en V(x ,)=V . (·i ~ j :$p ). De collectif.;; 

' => n,J n,J n 
van alle V _, met n=1,2J3, ... ., en '1 ~ j ~ p voor iedere n, is aftel-n,J n 
baar, en is dus te schrijven als een rij v1,v2Jv3 , .... We zullen aan-
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tonen dat deze rij de eigenschappen (1), (2) en (3) heeft. In ieder 

geval zijn de Vn openJ ze zijn oak begrensd, omdat de W(x) begrensd 
zijn. 

Eigenschap ( 1). Zij x 1c. U. Er ls een m zodat x €.. G '\. G . Dan is 
m m-1 co 

x e. V , , voor een j met '1 ~ j -. ei · en V . is een V • Dus U = U Vn. 
m,J ·mJ m,J n n='1 

Eigenschap 2. Iedere V is bevat in een W(x). Voor iedere W(x) n 
is er een i zodat W(x) c u1 . Voor die i :Ls ooli: V c. U n 1· 

Eigenschap 3. Zij x willekeurig in U. ZiJ m het eerste gehele 

getal zodat x e:. G • 
m 

zameling W=G \ G ,2 m m-

Dan is x ¢ G. 1, dus zeker x ¢ G. "}• De open ver-m- m-c 
is dus een omgeving van x. 'le zullen beivijzen 

dat er slechts eindig veel V ziJn waarvoor W r, V id,. 
11 11' >'-' 

Iedere V . is bevat in G .,, \ G ,. , en lean claarom alleen pun-
n J J 11+ I 11-c'. 

ten met W gemeenschappelijk hebben als m-21 nE m+1. Er zijn echter 

slechts eindig veel vn,j met m-2 :$ n ~ m+1 en telkens 1 .$ j ~ pn. D.w.z. 

er zijn slechts eindig veel V met 1/J n V, /¢. n ,1 

Het volgende lemma geeft het resultaat waai.,om het ons gaat. 

De eigenlijke moeilijkheclen bij het bereiken van dit resultaat heb-
ben we inmiddels achter de rug, " n.1. in het bewijs van lemma 3. 

Lemma 4. Zij U een open verzameling in Rh:, en 

stelsel open verzarnelingen met lJ U1 =U. Dan 

{oc. } van oneindig vaak diftlrJntieei:-bare 

zij { U.} . een 
l l q, I 

is er een steisel 

functies (ge!ndiceerd 
l i~I 

door dezelfde indexverzameling I) met de volgende eigenschappen: 

(1) O -E: oc 1 (x)-!: '1, voor alle x.:U en alle i\:,I; 

( 2) dr•ager ( o:_,) c U., voor alle i e, I; 
l l 

(3) op iedere begrensde deelverzameling van U zijn slechts 

eindig veel c;. .. niet identiek nul; en L !>'.i (x) = 1 in U . 
. l i 

Bewijs. 

Zij v1 ,v2 , ... een riJ begrensde verzarnelingen als beschreven 

in lemma 3, behorende bij het stelsel { u1 } 1 {. 1 . Zij W,1,w2 ., •.. 

een ri j begrensde open verzamelingen., a ls beschreven in lemma 3, 
maar nu behorende bij het stelsel { Vn} . Voor iedere m zij cr(m) 

een natuurlijk getal zodat W c V ( )· 
m if m 

Zij <pm ':.(D) zodat O ~ q,m(x) ~ 1 voor alle x_; <pm(x)::1 als 

XE.Wm; en 1'1m(x)==0 81s x f/.Vi;(m)' Zo 1 n 't1m bestaat, voor iedere m, 
op grand van lemma 2. 

Als nu x e. U, dan is er een omgeving W van x die slechts eindig 
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veel Vn ontmoet, zeg Vn , ... ,vn . Dus is <f'-,,/Y)=O, voor aldoe ye. w, 
zodra o-(m)fn, ... ,np. Irl iederePx e. U is zodoende y,r(x) = L <fm(x) 
gedefinieerd, en deze som is in een volle omgeving van x m= 1 een 

eindige som; dus is \}-'(x) zelfs, evenals alle ~, oneindig vaak 
m 

differentieerbaar. Voor iedere x e. U is er een m zodat x e.. W , en dus 
'P'x) m 

<pm(x)=1; dus ',V(x)>Ovoorallex. Zij ,rm(x) = rn. ,cd'oorxc-U. 
Ook iedere V/ (x) is oneindig vaak differentieerba'Pa~J) L i.,r (x)=1, 

m m=1 m 
voor alle x e. U_; drager ( w ) c W ; en iedere x ~ U heeft een orngeving Tm m 
waar slechts eindig veel "rm niet identiek nul zijn. 

Voor iedere m bestaat een i(m) ~ I zodat '!:J c u. ( ) . We stellen, 
~ m i m , 

voor i E. I: or..1 ( x) = L \j/ ( x) . Dan is tx, ( x) weer willelceurig 
i(m)=i m J.. 

vaak differcntieerbaar. Bovendien is de drager van ~- de vereni­
J.. 

ging van de dragers van de lf met i(m)=i, en dus bevat in U .• De 
m i 

functies ~i voldoen dus aan alle eisen. 

11. Locale eigenschappen (vervolg). 

Zij U een open verzameling in Rk. Met (Du) geven we aan de 

deelverzameling van (D) die bestaat uit al die q, e(D), waarvan de 

drager in U is bevat. We kunnen dan ook continue lineaire functio­

nalen op (DU) beschouwen, functionalen dus die alleen voor functies 

~ met drager (~)c U gedefinieerd behoeven te zijn. Dergelijke 
functionalen noemen we distributies, gedefinieerd op Q, of kortweg 

distributies op U. Als F een gewone distributie is, dan kan F ook 

altijd beschauwd warden als een distributie op U. Omgekeerd echter 

kan een distributie op U i.h.a. niet warden uitgebreid tot een 

distributie op de gehele ruimte Rk. 

De volgende stelling is uiterst belangrijk; hij geeft de aan­
sluiting tussen de globale en de locale beschrijving van een dis­

tributie, en maakt het mogelijk de vragen, gesteld in§ 9, te be­

antwoorden. 

Stelling 1. Zij u een open verzameling, en zij {ui}itI een stelsel 
open verzamelingen met i~I u1 =U. Zij verder, voor iedere i €. I, F 1 

een distributie, gedefinieerd op U .. Stel tenslotte dat voor alle 
J.. 

i,j €.I geldt: als ui(\ ujfo., dan stemrnen F 1 en Fj overeen op u1 (\uj. 
Dan is er ~~n en slechts ~~n distributie Fop U, die op iedere 

u1 overeenstemt ~ L Fi. 

Bewijs. 

Stel { o:..} is een stelsel functies, behorend bij het stel-
J. iE.I 



s e 1 { Ui} i t:.I, zoa ls beschrovcn in § 10, 

van cx. 1 (x). Voor iederc <p €.. (DT_;) geldt 

<p(x) = L e<..(x) (f(x); 
i l 

lemma 4. ZiJ. f de dra \,.i 

De som in het rechterlid is een eind1ge som, voor ieclere x Ii!, , 
want in iedere begrensde verzameling K zijn slechts eind veel 

~i(x) niet identiek nul. 

r 

Indien de distributie F bestaat, zal hij dus moeten voldoen 
aan 

( 1) F ( <p) =- J. F (r:;.. . (o) == ;° F . ( 0( . (I)) • 
'-:-- 1 1 -:- l l' 

l :L 

Hieruit volgt dus al, dat F, indien hij bestaat, ondubbelz1nn 

bepaald is. Maar omgekeerd wordt door (1) een lineaire functionaal 

vastgelegd, die gedefinieerd is voor alle <p E-(D--). En deze functio-. u 
naal is continu in (DU);, want stel de functies <p 11 e. (Du) convergeren, 
in (D), 11381" cp s(I\r). Dan is er een begrensde verzameling K die alle 
dragers bevat. Voor iedere i £ I zijn de dragers van de functies 

«1. <pn en et.., 'fl bevat in Kn K,. Dus Oi., cp -+- C<. <p , in (D). Dan geldt 
l l J. n l 

ook: F.(ix r/l ) -+ F (1X .. w), want F .. is een distribut1e op u1 , en 
l lril :L lT l ~ 

Kn K1 c u1 . 'Tenslotte z:i.jn slechts eindig veel li: 1 , zcg 

oc~ ,oc1 , ... ,ifi, niet i0cntiek nul in K, zodat 
1 2 s 

F ( <p ) = F ·1' ( K-L <p ·1 ) 
n ·-1 - 1 l 

+ ... +Fi (<X.i 1/Jn)-+Fi (1Xi tp)+ 
s s 1 1 

+ ... +Fl ( cx.i (p) = F ( <p ) • 
s s 

Door (1) wordt dus een distributie op U gedefinieerd. We moeten 

alleen nog aantonen, dat deze distributie op u1 overeenstemt met F1 , 

voor iedere i €- I. 
Neem dus een cp E.. ( D) \~3a rvoor d rage r ( <p) c. U 1 . He moeten bewij zen: 

F(<p)=F1 (<p). Voor ieder·e J E', I is drager (o:.j(f) c: u1 n UJ~; omdat F1 en Fj 

overeenstemmen op u1 0 Uj; is dus steeds F 1 (ii/f) = F/°'jf); en dus 

geldt 

Fl.(q,) = Fl.( L, IXJ<p) = L F.(iX,~) = LF,(eit y,) = F(cp). 
J j l J j J J 

De distributie F voldoet dus inderdaad aan de gestelde eisen. 

Als alle F.=0, ~an voldoet blijkbaar de nuldistributie aan de 
l 

e~sen, en aangezien F door de F1 ondubbelzinnig bepaald is, geldt dus: 



-27-

Gevolg 1. Zij F een distributie. Als ieder punt een omgeving heeft 

waarop F nul is, dan is F de nuldistributie. 

Gevolg 2 • .Stel F en G zijn tviee C:i istributies. Als ieder punt een om­

geving heeft waarop Fen G ovcreenstemmen, dan geldt F==G. 

Evenzo blijkt nu eenvoudig: 

Gevolg 3. Zij F een distributie, Als ieder punt een omgeving heeft 

waarop F regulier is, dan is F een reguliere distributie. 

In~ 9 is oak gedefinieerd het begrip drager van een distributie 

F. Een punt x behoort dan en slechts dan niet tot drager (F)J als x 

een omgevin~ heeft waarop F nul is. 

lijk: 
t stelling 1 volgt nu onmiddel~ 

Gevolg 4. Het complement van de drager van cen distributie Fis de 

grootste open verzameling waarop F nul 1s. 

Als we de drager van F even K noemen, en ziJn complement U, dan zegt 

gevolg 4 nlet s anders da n da t F ( cp) =0 voor iede re <f e( D) met drag er 

(f)C U. Anders gezegd: als ~(x)=O op een omgcving van de drager van 

F, dan is F(~)=O. We kunnen dit ook als volgt formuleren. 

Stelling 2. Zij F een distributic. Voor ieclere <p t:-(D) waarvan de dra­

ger geen punt gemeen heeft met de draGer van F 1 geldt: F(~) = 0. 

Hierui t volgt ook cJat een vJlllekeurigc verandering van een func -

tie p buiten een omgeving van da dragor van F geen invloed h2eft op 

de waarde F(o/). Vant zo 1n verandering krnnt er op neer dat men bij ~ 

een functie ~ optelt, die in ~en om~eving van de drager van F nul is, 

zocJat F(<p+~)=F(<p)+F(y;)=F(<f), at F(r):_c:O, 

De vol3ende stalling z t dat het d1fferenti~ren van een dlstri­

butie in feitc ~en locaal praces is. 

Stelling 3. Als twee distributles Fen G op een vcrzameling U overeen­

stemmen, dan stcmmen ook al hun distr5.butie-afgelej_den overeen op U. 

Be vii j s • 

Het is voldoende te be½ijzen:als F nul 
. oF is op U, dan is -­

U. Zij o/ e.(D) met drager (((>)GU. Dan is oolc clrager 
~xj 

dus 
( <p) = -F ( j.!£_ ) == 0, 

clX, 
J 

omdat F nul is op U. 

ook nul op 

(~)CU· 
dX. ' 

J 
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Als dus f(x) een locaal integreerbare functie is, met bijbeho-

rende distributie F, en f(x) is op een zeker gebied U differentieer­
?F op U aan bij defunct baar, dan sluit de distributie-afgeleide 

af axj 
oxj 

voor a lle <p 2- (D) met drager ( (p) c U. Vg. de voorbeelden in § 5. ,, 
o F c> c.F Gevolg. Zij F een distributie. De dragers van --- enz. zijn 
c)Xi ' ?>XiclXj 

allen bevat in de drager van F. 

Zo hebben bijvoorbeeld alle afgeleiden van de distributie ~x 

het punt x als dr·ager'. Men kan overigens ook een oml<:ering 11iervan° 
0 , , t bewijzen: iedere distributie, waarvan de drager bestaat uit een pun 

x 0 J is een eindige lineaire combinatie van J en ziJn afgeleiden. 
XO 



12. Convergentie van distributies 

Ook in de ruimte (D van alle dist ies kan een conve iebe-
grip worden ingevoerd. 

Definitie. Een rij Fn van distributies heet convergent, met limiet-

distributie F, indien voor ere y?€.(D) t: 

lim F (cp) -F(<p). 
n -;1- co n 

Vervolgens irnn dan convergentie van een reeks van f 1riorden ge­
n==1 definieerd: deze reeks heet convergent, met som F, indien de rij 

n 
Gn, Gn = L F , convergeert naar F'. 

V ::=:1 V 

Deze limietvorming is lineair, d. . z. als F ---;. F en G ~ G, dan 
n n 

aF +bG ....--,.. aF+bG, in ( D *); analoog voor reeks en. Onder algemene voor-n n 
waarden sluit de definitie ook weer aan bij de overeenkomstige defi-

nitie voor (locaal integreerbare) functies. Bijvoorbeeld geldt 

Stelling 1. Stel f(x), r 1 (x), (x), ... zijn locaal integreerbare 

functiesJ met bijbehorende distributies F,F1 ,F2 , .... Indien 

fn(x) ➔ f(x) uniform op ieder begrensd gebied, dan Fn.......,- F. zelfde 

conclusie geldt., indien f (x) -,.f(x) bijna overal, terwijl er boven-
n 

dien een vaak locaal integreerbare functie is die de \fn(x)! begrenst, 

en ook als de rij fn(x) monotoon is. 
Bewijs. 

In al deze gevallen geldt 

F0 ( <P) = (fn, r) = j f 0 (x) ~(x)dx-+ / f(x) <p(x)dx = (f, -p) = Ii'( \fl). 

Echter geldt niet algemeen: Fn ~ F zodra fn(x) -,. f(x). 

Voorbeeld 1. Zij fn(x) als volgt gedefinieerd: 

fn(x) = 0 als Ix/<~ (n=1,2, ... ). 

De rij f (x) n 
bijbehorende 
distributie 

convergeert naar de functie 2 (behalve in x=O). 
X 

Ook de 

rij reguliere distributies convergeert, maar de limiet-

is niet regulier: 

F ( <p ) = ( f , ~1) = J,1 (p ( x ) d x -+ X - 1 ( ~ ) • 
n n lx)~ _ x 

n 

Voorbeeld 2. Zij fn(x) de locaal integreerbare functie, gedefinieerd 
dOO!"' I 1 

f n ( x) = 0 a ls I x > n . 

De rij fn(x) convergent voor x;iO naar de nulfunctie; de bijbehol'.'ende 
rij distributies convergeert naar J: 



r 
F (cp) = n ( f n J cp) =Jn J 1 <p ( x ) d x -+ <p ( O ) "" c1 ( cp ) • 

IX I~ -n 
Deze twee voorbeelden tonen beiden dat een singuliere distributie 
een limiet kan zijn van een rij reguliere distributies. Wij zullen 

later bewijzen dat dit algemeen het geval is: iedere singuliere 

distributie is te schrijven als limiet van een rij reguliere dis­
tributies. 

Een bijzonder prettige eigenschap van de convergentie in de ruimte 

der distributies is, dat convergente rijen en reeksen termsgewijs 
gedifferentieerd mogen warden: 

Stelling 2. Als de rij distributies Fn convergeert naar de distri­

butie FJ dan convergeert ook de rij F ~ en wel naar de distributie n 

Voor wille keurige (p e. ( D) ge ldt 

F~(qi) = -Fn(<p 1 )--+ -F(<fJ 1 ) = F 1 (tp). 
co co 

Gevolg. Als F = L F , dan is F 1 = L F 1 • 

n=1 n n=1 n 

Voorbeeld 3. Zij f (x) = 2 sin nx, en F (~) = (fn,~). Aangezien n n n 
f (x)-+O., uniform, geldt volgens stelling 1: F -+O, Dus oak n n 
F 1 ~ O; hierbij is F I de reguliere distributie behorende bij n n 
f~(x) = cos nx. De functies f~(x) echter convergeren niet. 

Als we voortaan de reguliere distributie (f,~) (bij locaal inte­

greerbare f(x)) aangeven met l f(x)] , dan geldt dus 

[ cos nx] -+ 0 j voor n -+ co . 

Dit is natuurlijk ook rechtstreeks in te zien: als, e~r), en de 

drager van cp is bevat in het interval [-a,a] ., dan geldt 

a 1 fa 
[ cos nx] ( ,p) = j cos nx q1(x)dx = n sin nx (f' (x)dx ---+ O. 

-a -a 
~ sin nx Voorbeeld 4. Zoals bekend, convergeert de reeks L n overal, 

met als som de functie f(x), periodiek met periot1e1211:, die voor 

0< x < 2ii.: de waarde ½(tt-x) heeft. 

De partiele sommen zijn uniform begrensd; dus volgt uit stelling 1: 

'QS) L ~ [sin nx ] = [ f ( x)] , 
D=1 

en door differentieren volgt 
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oo 
n~ [ COS nx J = [ f ( X) J I • 

Omdat de enige discontinuiteiten van f(x) sprongen zijn (ter grootte 
x) kunnen we de distributie-afgeleide ( f(x)] 1 berekenen (vgl. j 5 
voorbeeld 3): 

[ f(x)] 1 =[f 1 (x)]+1i: L J 1 +oo 
27t:n= - 2 +,-; I: v 2icn. 

n=-oo n=-CO 

Dus geldt 
00 +oo 

(2) 1 + 2 L [ cos nx] = 2TC L J~n· n=1 n=-oo 

Nogmaals differentieren geeft bv. 

(3) 
00 

L n [ sin nx ] = -1'C 
n=1 

+oo 
L 

n=-oo 
J'' 

2-r<::n • 

Uit (2) kunnen we nog meer afleiden. Daar nl. 

1 + 2 f. 
n=1 

+co 
cos nx = L einx , 

n=-<Xl 

volgt dat 

(4) ( 1+2 k [ cos nx J) ( <p) = = +ro J ( ) -inx cp x c dx. 
n=-CO -CO 

Als we nu schrijven 

( -r(y) 
( 2) en 

(5) 

1 Joo ixy y(y) = ,r,:::- ~(x)e- dx 
'-j 21C -00 

is de Fourier-getransformeerde van ~(x)) dan vinden we uit 
( 4) 

+oo .~ L y ( n) = V 211: 
n=-oo 

r cp(21tn). 
n=-oo 

Dit is een speciaal geval van de somformule van Poisson. 

Voorbeeld 5. Uit de convergentie, voor xlk.2ic, van de reeks 

00 
(6) L cos nnx = -log \ 2 sin ~ I 

n=1 
en het fei t dat de partiele sommen weer uniform begrensC zijn, volgt 

(stelling 1 ·en stelling 2) dat 

(7) f [ sin nx ] = [ 1 og ) 2 sin ~ I J' . 
n=1 

I X)l 1 X. 1,..,. Hoewel de gewone afgeleide (log 2 sin 2 = 2 cotg 2 bestaat, ~~nnen 
we het rechterlid van ( 7) toch niet door ; ( cotg ; ) vervangen. De 



functie J cotg ~ is nl. niet locaal integreerbaar, en bepaalt 
niet een distributie. Daarentegen kunnen we de distributie in 
beschouwen als een regularisntie van de divergente integraal 
~j ~(x)cotg ½x dx. 

-32-

dus 

(7) 

De voorbeelden 5 en 6 toncn dat trigonometrische reeksen, beschouwd 
als reekaen van dist~lbuties, veel gemakkelijker convergeren dan als 
reeksen van functies. We kunnen zelfs eenvoudig de volgende belang­
rijke stelling bewijzen. 

Stelling 3. De reeks distributies 

en 
(8) L~ (an[cos nx] + bn (sin nx J) 

convergeert reeds, als er een constante A> O en een natm~r~_:i.jk getal 
k bestaan, zodanig dat voor alle n 

\ an\~ Ank ; l bn l ~ Ank. 

Bewijs. 

De reeks van functics 

!= ( a ;k cos nx + ~ sin nx) 
n::::1 n n 

wordt zbsoh,.ut Gemajoreerd dooi.., de convergente reeks 2A 

is CuG in ·L:::c"icr be~,;.•e~1sd inte'!.."Vt:l absoluut en uniform 
convergent. Volgens stelling 1 geldt dan dat 

co ( a L --;jn [ cos nx] 
1 ,._k 

n= n 

f 
n::::1 

1 
~, en 

convergeert, en doc~ 2k maal in distributionele zin te differenti8ren, 
en stelling 2 toe te passen, volgt de convergentie van (8). 

Opmerking. B2halve rijen Fn kan men natuurlijk ook families F~ van 
distributies bcschou~cn. M8n zegt bijv. dat Fe convergeert naar F 

voor E ~ c0 indien FE((fl) -+F(<p) voor E..-j,,,e0 , voor iedere <pE.(D). 

Ook in dit geval geldt weer: als Fe --+ F voor E-+ e.0 , dc1n ook 
Fr -+ F 1 voor c , 

13. Sterke convergentie 
Het in§ 12 1ngevocrde convergentiebegrip wordt wel zwakke convergen­
tie genoemd. Dit in tegenstelling tot de zgn. sterke convergentie, 
die niet zo gemakkelijk gedefinieerd kan warden, maar die uit theore ... 

tisch oogpunt de voorkcur verdient. 
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Verreweg het belangrijkste resultaat in dit verband is, 8.t ~oor 
rijen beide convergentie-begrippen samenvallen. Zodra we niet meer 

rijen beschouwen, maar bijv. families Ft , zal i.h.a. sterke conver­
gentie niet meer uit zwakke convergentie volgen. 

We beperken ans in deze § tot distributies in R1 ; deze beperking is 
niet essentieel. 

Definitie. Een deelverzameling V van (D) heet begrensd indien voldaan 
is aan de volgende voorwaarden: 

(1) Er is een b2grensde verzameling die de drager van alle 
q, E. V bevat. 

( 2) YR or iedere n=O., 1., 2, . . . is de verzame ling van a lle functies 
4, r> E. V, gelijkmatig begrensd. 
dx 

(Een verzameling V van functies heet gelijkmatig begrensd als er een 
getal A 1s zodat I <p(x) \ r. A voor alle r.p e. V en alle x e. Rk.) 

Definitie. Stel F,F 1 ,F2 , ... zijn distributies. Men zegt d1t de riJ 
Fn sterk conver~e~rt naRr F (notatie: Fn ==;,- F) indien 

(1) Fn--+ F; d.w.z. Fn(<p)-+ F(cp) voor alle (f)E-(D). 

(2) Op iedere begrensde verzameling V c (D) convergeert 1.\/ <.p) 

gelijkmatig naar F(~); d.w.z. bij iedere begrensde V c (D) 
en iedere £ > 0 bes ta at een getal N( E ,V) zodanig dat 

\F11 (q,,)-F(cp)\ < c voor alle cp r:..V en alle n ~ N. 

Analoog wordt gedefinleerd sterke convergentie Fe. =?" F voor E. ~ E.0 • 

Het is duidelijk dat sterke cr~vergentie steeds zwakke convergentie 
impliceert. Het felt dat voor rijen het omgekeerde geldt (iedere 
zwak convergente rij distributies is sterk convergent) is vrij moei­
lijk te bcwijzen. De stellingen die daartoe nodig zijn, zijn echter 

ook op zichzelf van belang. 

De eerste stelling verscherpt a.h.w. de continuiteitseigenschap. Dat 

een distributie F continu is, betekent ( per def.): als 'fn---+ <f 

in (DL dnn F((f 11 )-),, F(cp). Natuurlijk is het denkbaar dat ~ 
~n -+ yi in ( D), en toch nag F ( <pn)-+ F ( 1/7). Een dergelijke situatie 
wordt in stelling 1 beschreven. (De notatie (DK) die hier gebruikt 
wordt, is geclefinieerd in§ 11; (p e.(DK) betekent: <pe.(D) en drager 

(cp)< K). 

Stelling 1. Zij F een distributie, en Keen begrensd interval. Er 
bestaat een geheel getal r ~ O zodanig dat voor iedere rij ,n e. (DK) 
met <fin (r) (x) ~ o, uniform op K, reeds geldt: F(tpn)-+ O. 



... j -

Bewijs. 

Stel zo 1 n r bestaat niet. Voor k=0,1,2, ... bestaat er dan een rij 

<pk.,n E- (DK) zodanig dat 

( k) 
cp ( x) ---;),, 0, voor n --+ oo , uniform op K; k.,n 

1 im sup / F ( q> k., n ) I = ex k > 0 • 

Z i j Y k n ( x) e en dee 1 r i j van de r i j _5-. . cp 1 ( x ) w a a rv o c, r g e 1 at 
J cxk {_, n 

(1) \ F(-rk_,n)j > 1, voor alle n. 

Natuurlijl{ geldt oak '-1-'k~~)(x) --"7 O, uniform op K; en hieruit volgt 

dan: 1f' l~~~(x)-+ O voor n--';- CD, uniform op K, als i=0,1., .•. ,k. 

Construeer nu een rij X n(x) e. (DK) als volgt: zij 

X k(x) = Y'1 (x), v.:,nk 

waarbij nk zo groat is gekozen dat voor alle x e K 

I '/lk:~~ (x)! $ J, voor i=0,1, ..• ,k. 

Dan geldt: Xk-+ 0 in (D), en dus F(";lk) --+ O, in strijd met (1), 

waaruit immers volgt dat \ F(X k) \ > 1, voor alle k. 

La ten we invoeren de not a tie \\ 1 l\ = max \ c.p ( x) \ . Voor iedere qi ~ ( D) 

is~~~ een eindig getal, omdat ~ eenx begrensde drager heeft. Ult 
stelling 1 kunnen we afleiden: 

Gevolg, Er is ook een A > 0 zodanig dat voor alle (p e, (r, 1:) 

( 2) ) F ( cp ) \ r>'.c A · \I (p ( r ) \I , 

Bewijs. 

Stel zo 1n constante A bestaat niet. Dan is er een rij 

F ( cp n) >- n I\ <p n ( r) \\ . Z i j 
lp ( X) 

( ) n , 
'V X = ( ) j 

n n.Jl'Pn r \\ 

dan geldt: \)\',n(r)l\ =;--+ O_; dus, volgens 

in strijd met F (y ) ;,, 1, voor alle n. n 

stelling 1: F(rn)-+ O, 

Stelling 2. Zij Seen verzameling van distributies, en zij Keen 

begrensd interval. Stel voor iedere <p E.(DK) is de verzameling van 

de getallen F( cp), F €. S, begrensd. Dan is er een A> 0 en een geheel 

getal r ~ O, zodanig da t voor a lle F €.· S en alle <p e ( DK) 



( 3 ) ! F ( <f) l ~ A • /I <r ( r) \) · 

Bewijs. 

Voor \fl E- (DK) zij Mcp 
FE- S. 

een getal zodanig dat \ F(cp) l ~ M , voor alle 
Y' 

Neem aan da t de s telling on j vis t is. Dan bestaan er een r.~lj 'flk E. (DK) 

en een rij Fk€.. S (k=0,1,2; ... ) zodanig da~ 

(a) !I fk(n)I\ < -±, voor n==0.,1, ..• ,k; 
2 

k-1 
(b) Fk(rk) > k+1 + L 

m=0 
M 

ifm 
; 

( C) l Fm(~k)j < :ic ' als m < k. 
2 

Voor k=0 vervalt de voorwaarde (c), dus ~o en F0 ziJn eenvoudig te 
kiezen, op grond van de veronderstelling dat de stelling onjuist is. 

Stel ~men F zijn reeds geschikt gekozen, voor m=0,1, ... ,k-1. r m 
Volgens het gevolg van stelling 1 bestaan er voor elk van deze m een 

Am en een rm zodat ( r ) 
\ Fm({p)! .<;; Am· jl cp m \\ , voor alle ~ e.(DK). 

Als we nu <pk z6 kiezen dat voor m=0,1, ... ,k-1 

\\ cpk (rm)\\< _..,..k_1 -
2 A . m 

, 

dan zal ?k zeker aan (c) voldoen. Gecombineerd met (a) gceft dit 

voor- <pk een voorwaa rde van de vorm 

( 4) 

waarbij C een geschikte constante is, en r=max(r0 ,r1 , ... ,rk-'1'k). 
Omdat aangenomen is, dat de stelling onjuist is, is het mogelijk ~k 
z6 te kiezen, dat niet alleen aan (4) is voldaan, maar oak aan (b), 
voor ze ke re F k E, ( D) • 

Definieer tenslotte 
00 

( 5) cp (x) = L <pn(x). 
n=1 

De partiele sommen van de reeks in (5) convergeren naar <p in (D), op 
~rond van (a), en dus is 



voor alle k. Voor deze cp is dus de verzameling van alle getallen 

F(cp), FE. S, niet begrensd, in tegenspraak tot het gegeven. 

Gevolg 1. Zij Seen verzameling van distributies met de eigenschap., 

dat voor iedere <pE(D) de verzameling van alle F(<p), Fe,S, begrensd 

is. Bij iedere begrensde verzameling Vin (D) bestaat daP een con­
stante A> 0 zodat voor alle Fe. S en cp s v 

( 6) \ F(cp) \ ~ A. 

Bewijs. 

Aangezien V begrensd is, is er een eindig interval K zodat V c ( ) . 
Volgens stelling 2 zijn er een A1 > O en een gehele r ;:, 0 zodanig dat 

voor alle <p E. V en FE. S 

, 

omdat V begrensd is, is er een A2 > 0 zodat voor alle cp "" V geldt: 

\I <p ( r) \\ ~ A2 • Neem A=A 1 .A 2 ; dan geldt ( 6) voor alle FE- S en cp e. V. 

Opmerking. Dit is een analogon van de stelling van Banach-Steinhaus 

in de theorie der Banachruimten. 

Gevolg 2. Zij Seen verzameling van distributies met de eigenschap 

dat voor iedere <p E.(D) de verzameling van de getallen F(cp), F c. S, 

begrensd is. Als dan tpn---+ r.p in (DL dan oak F(lpn- <p)---+ O, uniform 

in FE. S. 

Bewijs. 

Er is een begrensde interval K da t de d rage rs van <p en a lle cp n beva t . 

Dan zijn er oak een A> O en een gehele r;,;. O zodat 

(F(<p-fn)!-$ A.\\ cp(r)_ cpn(r)l\ voor alle FE: S. En l1cp(r)_~in(r)/(-+ 0., 
voor n-+ oo • 

Stelling 3. De ruimte (D) is volledig. D.w.z. als <p -'f!n-r O 111 (D)., m 
voor m,n ➔ oo., dan is er een cp E.. (D) zodat c.p 11 ---+ <p in (D). 

Bewijs. 

Uit <p -cp -➔ O in (D) volgt <.p (x)- Cf (x)--,. 0., uniform in x; dus is m n m n 
er een functie <p (x) zodat., uniform in x., 'fn(x)-+- <p(x).0mdat ook 

cp rd ( x ) - (p ~ ( x ) ---;)- 0 3 uniform in x , z a 1 cp ~ ( x ) -,-. cp 1 ( x) ; en z . 

We zijn nu in staat de equivalentie van sterke en zwakke convergent1e 

bij rijen van distributies te bewijzen. 

Stelling 4. Stel F.,F 1 .,F2 ., ..• zijn distributies. Indien Fn-F, dan 

F11 =} F. 
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Bewijs. 

We moeten bewijzen, als Veen willekeurige begrensde verzameling is 

in (D), dat Fn(~) -'7- F(~) uniform op V. Stel dit is niet het geval. 
Dan zijn er een E. > 0, een rij (pk in V en een deelrij F van de 

nk 
rij Fn zodanig dat 

(7) Fn (1-r 1,) - F(cpk)j ~ 3E , voor alle k. 
k 

De functies o/k hebben gelijkmatig begrensde eerste afgeleiden, en 
zijn dus equicontinu. Dus heeft de rij ~ een uniform convergente 

k 
deelrij. Op dezelfde wijze bezit deze weer een deelrij waarvan de rij 

van eerste afgeleiden uniform convergeert, enz. Als men tenslotte de 

diagonaalrij neemt, ontstaat een deelrij van de rij o/k, die in (D) 

c onvergeert; omda t ( D) vol led ig is, is ook de limiet func tie cp e.. ( D). 

Neem aan dat ~le zelf al deze deelrij is (verander eventueel de num­
mering). 

De verzameling van distributies S= { F,F 1 ,F 2 , .•. } voldoet aan de 
voorwaarde, gesteld in gevolg 2 van stelling 2; er is dus een N,. 0 

zodanig dat 

( 8) 

voor k~ N en voor alle n=0,1,2, ... (waarbij F0 =F gesteld wordt). Uit 

(7) en (8) volgt dat 

Fn (~) - F((fl)) ~ f, 
k 

voor voldoend grate k, in strijd met het gegeven dat Fn----+ F. 
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14. Afhankelijkheid van een parameter 

Uit de resultaten van§ 13 volgt eenvoudig de belangrijke e1gen­
schap., dat de ruimte (D ) der distributies volledig is. Dat betekent, 

dat iedere rij Fn van distributies, die voldoet aan het criterium van 

Cauchy: Fn-Fm ~ 0 als n,m ~ oo, convergeert naar een distributie F. 
Anders gezegd: 

Stelling 1 (Volledigheidsstelling). Zij F een rij distributies, zo­
n 

danig dat voor iedere cp€.(D) de rij Fn(~) convergeert., zeg naar F(rp). 
Dan is ook F een distributie, en F -+ F. 

n 

Bewijs. Het is duidelijk dat F een lineaire functionaal is; we moeten 
aantonen dat F ook continu is. Neem dus een willekeurige rij <f>, -+ O 

in ( D) . 
-'-

Volgens § 13 stelling 2 is er een A> 0 en een geheel getal r ~ O 

zodat voor alle i en n 

\ Fn(So1)\ ~ A. )I \oi (r) (! 

Voor n ➔ co volgt 

voor alle i, en dus F( 4' 1 ) -+ 0 voor i --+ oo. 

Opmerking. Omdat voor rijen van distributies zwakke en sterke conver­

gentie samenvallen, behoeven we g2en onderscheid te maken tussen een 

sterke en een zwakke volledigheid. 

Beschouw nu een schaar distributies F~ , afhangend van een para­
meter~ die een verzameling r van (re~le of complexe) getallen door-

loopt. Men zegt dat F.,, continu ~-s in 7\ E- A indien lim F = F ..... 
I\ 0 ';\, ➔ " 7-, " 

Dat betekent., dat voor 1edere ~~ ;:.(D) geldt: lim F,,(<p) =--=°F.., (c,), 0 orwel, 
'i\ ➔ 71. f\ " 

dat voor iedere ip E- (D) de gewone reijelviaardige rB.nctie F7\ (<p)0 continu 

is in i\. Met behulp van de volledigheidsstelling kunnen we nu oak 
0 

aantonen: 

Stelling 2. In een verdi.chtingspunt i\0 van /\ (7-0 E. /\) kan F" dan en 
slechts dan continu warden voortgezet, indien iedere functie F~(f) 

(<pe(D)) in ~ continu kan warden voortgezet. 
0 

Bewijs. Als een continue voortzetting F'i\ bestaat, dan is 

lim F7,__(c.p) = F (cp), voor <p e(D), dus 0 alle F".11.(cp) kunnen continu 
?\ ➔ i\o 7\o 
warden voortgezet. Omgekeerd, stel dit laatste het geval. Voor iedere 
rij 7'. ➔ ii,. uit /\ bestaat dan lim F.,. (cp), cp€.(D); volgens stelling '1 

n o ~ " 
convergeert due F~ naar een 2istribut2e F . Op de gebruikelijke wijze 

A ~Q 
volgt dat F,_ nietnafhangt van de speciale rij ?\n ➔ '-0 • 

0 
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dF 
Als F?-.. continu is in i\o' dan 

gezien 
geldt hetzelfde voor a: , aan-

lim 
dF 

( d ~)( tp) 
dF"-

- lim F (<,>')=-F (9'')= ax° (if'). = 
?.. ~?. 

0 ,._ 4 "'o " "o 
Als "' een inwendig punt is van 

0 
F -F\,. 

( 1 ) lim i\ • 0 

7\ ➔ ?1.0 " - A 0 

/\, en 

bestaat, dan noemt men Fl\ differentieerbaar naar" in 7\0 • Ook deze 

eigenschap kan herleid worden tot de overeenkomstige eigenschap 
bij gewone functies: 

Stelling 3. Dan en slechts dan is F,_ differentieerbaar naar ?i, 

in het punt "-0 ., als dit geldt voor elk der functies F'l\(?), (cp ~(D)). 

Bewijs. Is F'i\ differentieerbaar, dan bestaat voor iedere cp e..(D) de 

limiet ) 
( F.,._ -F7\ ) ( F 7' ( <p) -F "- j <p) 

( 2 ) 1 im O ( q>) = 1 im '"' ; 
?, ~,,. 7\0 ?\ -7'. ?\_;,"" 7'. -7' 0 

o · "o 

dus ziJn alle functies FA(~) differentieerbaar ?..0 • Stel omgekeerd 
dit het geval. Dan kan voor iedere <p e:.(D) de voor i\ ,f.?1.0 gedefinieerde 

functie van?\ 
Fr. (~)-F,_ (<'f) 

?\-7\ 
0 

continu worden voortgezet in i\0 • Volgens stelling2 kan dus ook 

F-x -F"-
___ o continu worden vo9rtgezet in i\, d,w.z. de limiet (1) be-

~-A 0 
0 

staat. 

Als we de 

dan geldt voor> 

'3F.,.,_ 
s fge le ide n&a r i\ van F 71 in 7'10 aangeven met ()A O , 

i e de re <f1 E. ( D) ( v g l • ( 2 ) ) : 

( 3) 

Geven we de gewo~~ distributie-sfgeleide aan met!!, dan geldt 
dat met F oak~ different~eerbaar is, terwijl bovendien altijd 

/\ 'i) }';: 

(4) 

Immers, voor iedere y-'e(D) is 

L(( 'c) FA ) (co)) = - ..L (F.,, ( cp I ) ) = 
a?I. ~x I cli\ " 
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Is ~ een complexe parameter, en is F~ differentieerbaar naar ~ in 

een gebied /\, dan is voor iedere cp ;;;.(D), de functie F"' (cp) een ge­

wone analytische functie van 7\ • In dit geval volgt dus onmiddellijk 

dat FA willekeurig vaak naar A gedifferentieerd kan worden. Men 
zegt dan ook wel dat F~ analytisch van~ afhangt. 

Met behulp van stelling 3 kunnen allerlei begrippen en stellin­

gen uit de functietheorie overgebracht warden naar analytische scha­
ren F~; bijvoorbeeld geldt 

Stelling 4. Als F~ analytisch is in een omgeving van ~ 0 , dan is 
er, in een omgeving van A, een Taylorontwikkeling 

0 

( 5) + •.. 

Bewijs. Voor iede re <p 'c- ( D) 1s Fr-. ( 1)) een gevwne ana lytische func tie 
van '?\ , die in een Taylorreeks ontwikkeld kan worden: 

( )n .ro. ?I - 'i\ 
F (r) = L ~ 

A n=O n. 

Gebruikmakend van (3), kunnen we hiervoor schrijven 

( 6) 
('A-·\) n ( u nFi\o) 

n' n (p). 
• 'd 7\ 

Omdat dit geldt voor iedere <pE-(D), volgt (5). 

15. Het product van twee distributies 

Zij F een distributie, en zij g(x) een oneindig vaak differen­
tieerbare functie. Voor iedere 10 e.(D) is dan ook de functiP-

g(x). ~(x) een functie uit (D), en dus is F(g. ,) gedefinieerd. Als 

<pn ➔ O in (D)., dan zal ook g· <rn -+0 in (DL dus F(g•tpn)-+0. De 

lineaire functionaa1 (p -t-F(g • cp) is dus een distributie. 

Definitie. Zij F een willekeurige dis~ributie, en Geen reguliere 

distributie, behorende bij een oneindig vaak differentieerbare 

functie g(x): G = [ g(x)] . Het product F.G van de distributies Fen 
G is de distributie 

(F,G)(~) = F(g•f). 

Verder stellen we G,F=F·G. 

Deze distributie-vermenigvuldiging sluit weer aan bij gewone verme­
nigvuldiging: als· f(x) en g(x) locaal integreerbaar zijn, en g(x) is 
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oneindig vaak differentieerbaar, dan is 

[r(x)]· [g(x)] = [r(x)•g(x)] 

Immers 

([r(x)] •[g(x)J) (ip) = [ f(x)] (g ~) = j f(x) •g(x) \O(x)dx -

= [r(x)•g(x)J((p). 

Voor twee willekeurige distributies Fen G is het distribut1e­
product niet gedefinieerd. Reeds het product f(x).g(x) van twee 

willekeurige locaal integreerbare functies zal nl. in het algemeen 
geen locaal integreerbare functie meer zijn, en dus geen distri­

butie meer definieren. 

Zoals te verwachten is, geldt (als G=[g(x)] hoort bij een on­

eindig vaak differentieerbare functie g(x)): 

Stelling. (F-G) 1 = F' •G + F.G'. 

Bewijs. 

(F.G) 1 (<p) = -(F,G)((f') = -F(g.cp 1 ) = -F((g.cp)') + F(g'.rp) = 

= F'(g,<p) + F(g 1 .rp) = (F 1 ,G)(<p)+(F•G 1 )((fl). 

Voorbeeld. Als f(x) oneindig vaak differentieerbaar is, dan geldt 

[f(x)].J= r(o).c7~ 

[r(x)] ·d 1 = f(O)•rr 1 -f 1 (0)· d; enz. 

I.h.b. 
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Het is hinderlijk dat het pr6duct van twee distributies Fen 

G alleen gedefinieerd is als ~~n van beide, e.g. G, een speciale 

reguliere distributie is: G = [g(x)] , met g(x) oneindig vaak dif­

ferentieerbaar. Veel is hier echter niet aan te doen. Er zijn wel 

een paar uitbreidj_ngen mogelijk, maac deze zijn niet zo essentieel. 

Is b. v. F een d 1st r-:l but j_e, be ho rend bi.j een mas saverdeling 11'- ( vgl. 
§ 2) : 

F(cp) ~= j 1o(x)dp J 

dan kunnen we F.G definieren voor G = [g(x)], waarbij g(x) alleen 
continu behoeft te zijn: 

(15.1) (F.G)(<p) =j g(x) <p(x)c:µ 

En is F een distributie van de orde m, d.w.z. is F een distributie­
afgeleide van de orde m van een reguliere distributie: 

m 
F = d m [ f(x) J , 

dx 

dan kan F.G gedefinleerd warden voor G = [g(x)] , waarbij van de 

functie g(x) slechts geeist wordt dat hij m maal continu differen­

tieerbaar is. We stellen dan nl. 

('15.2) 
dm 

( F. G) ( tp) = j f ( X) , -- ( g ( x) . cp ( X) ) dx. 
dxm 

(De afgeleide achter het integraalteken is een gewone functie-afge­
leide). 

In een artikel 11 SuP 1 1 impossibilite de la multiplication des 

distributlons 11 , Comptes Renclus Ae, Sclences, tome ~?.}9) 19r"j~ ., p.847-

8!+8; heeft L. Schwartz bewezen dat het echt onmogelijk isJ ver•menig-

vuldiging van distributies algemeen te definieren. Er is zelfs geen 

hoop, dnt dit euvel verholpen kar warden door een wijziging van de 

definitie van een distribut:i.e, tenminste, als we blijven ver1angen 

dat de 1-functie van Dirac een distributie b1ijft, en dut iedere 

distributie een distributie-afgeleide heeft. Zijn bewijs zullen we 
nu geven. 

Zij F de verzameling van alle continue re0le functies van een 

variabele. en ziJ' F de deeJverzameling van F die best2at ult alle • 0 . -

functies die ook nog differentieerbaar zijn, met continue afgeleide. 

Als we, voor het ogenblik, de fu:nctie f(x) identificeren met de re­

guliere distributie [f(x)] , dan kunnen we zeggen dat de distributies 

een lineaire ruimte vorme:n die P omvat. Beschouw nu, algemener, een 
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willekeurige lineaire ruimte Edie F omvat. 

Lemma 1. Het is niet mogelijk op E een associatieve, bilir.eaire 

vermenigvuldiging te definier2n, die op F met de gewone vermenig­

vuldiging samenvaltJ en waarvoor de functie 1 als eenheid fun­

geert, zodanig., dat er twee eJ.ementen l en ,J in E zijn met 

(15.3) 

Bewijs. 

Anders zou 

',; X - 1 ' ? . - J X. l =0 j J-:J o. 

Lemma 2. Stel op E is een vermenigvuldiging cedefinieerdJ als 

omschreven in lemma 1. Stel verder op E een differentiatie D ge­

de finieerd, d. w. z. een to2voeging f •---:)>- Df, die line air is: 

(15. 1~) D(af+bg) = aDf + bDg ( f , g t E ; a , b re e e 1 ) ; 

en die voldoet aan de productregel 

(15.5) D ( f. g) = ( Df) • g + f. ( Dg) • 

Neem aan dat D op F 0 de gewone differentiatie van reele functies 

is. Dan is er een z c E met 

(15.6) 

Bewijs. ,--, 
Zij f de continue functln x(logJx\-'1), en zij 1=Dc.f, l\ange-

zien f.x een differentieerbar2 ~unctie is, met continue afgeleide, 

geldt 
D ( f . x ) "= ( f • x ) 1 ·-= 2 f ~ · x , 

en dus 

Maa r ook: 
I") 2 , 2 't 

Dc_(f.x) :--:: (D-+';.x ·r 2Df.Dx + f.D X= c. .x+2Df. 

Dus } . X=1. Eve,120 volgt ;: .. j =,/1. 

Uit lemma 1 s 1 en 2 volgt onmiddellijk: 

Stelling 2: Als in E zowel een vermenigvuldiging als een differen­

tiatie gedefini.::erd zijn, als omschreven in lemma 2, dan is er 

geen element er /:0 in E met x. z· ~0 0. 



Zij nu een definitie van het begrip distributie gegeven (al 
dan niet verschillend van de tot nu toe gebezigde) die aan de vol­

gende essentiele voorwaarden voldoet: 

a) Iedere continue functie geeft aanleiding tot een (regu­

liere) distributie. 

b) De rf -func tie van Dirac is een dis tributie (die dan kenne­

lijk moet voldoen aan x.J·=o.,J'fo). 

c) Iedere distributie heeft een distributie-afgeleide. 

d) Als Fen G distributies zijn, dan ook aF+bG, a en b reeel. 

Uit stelling 2 volgt dan, dat het onmogelijk is, voor alle distri­

buties F.,G zinvol een product F.G te definieren. 

De f'unctie f, beschouwd in het bewijs van lemma 2, heeft., als 

reguliere distributie, de distributie-afgeleide 

d~ [x(log\xl-1)] =[ loglx\-1]+[x]d;(1oglxl]= [log }xi], 

want ddx[loglx\] == x- 1 (zie § 9., voorbeeld 2), en [x1 .x-1==1: 

([ x ] • X - 1 ) ( <p ) == x- 1 ( x lp ) = 1 im j x !fl~ x ) d x = 

l: ➔ 0 \x);,,.s 

Er volgt dat in de zin 

(15.7) 

van de distributies 
'°) 

de. r .. -1 
--;s- Lfl = X • 
dxc. .. 

= j ip(x)dx. 

Ook als we f opvatten als distributie, en D als de distributie­

differentiatie, geldt dus 

Beschouw oak nog de functie )xi . De distributie-afgeleide van 

de tweede orde van [ l x I] is 2 d . Als nu E een lineaire ruimte is, 

zoals beschouwd in stelling 2, dan geldt, in E: 

x,(D2 \x\) = O. 

Immers 
x . ( D 2 \ x \ ) == D 2 ( x . \ x \ ) - 2D \ x \ , 

en x.\xl is differentieerbaar, met continue afgeleide, dus D(x.\x\) 

is de gewone functie-afgeleide 2\xl, en D2 (x.\x\) = 2Dlx\. 

Dan volgt ook 

(15.8) 

Hoewel lxl geen polynoom is, is dus toch D2 \x\= 0. Gevolg: 
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E bevat elernenten die afgeleide O hebben en toch niet constant zijn, 

in tegenstelling tot de situa~ie bij de echte d1stributies. Bij de 

distributies geldt ook wel: L x].D2 tJxJ] = C, er: D2[r) . L x] :.::: '1, 
maar de stap 1n ( 15 .8) l{an niet ;,iorden genomen omdat het product 

I~ r·\ 
Dc[f].[x] . D~[!xl] niet gedefiGieerG is. 

16. Deelbaarheid. 

Er is toch nog een uitbreiding r:iogell~lk van de definitie van verme­

nigvuldiging van twee distributies, als we tenminste deling als een 

soort vermenigvulcliging cpvatten. Wanneer 1\le ~cunnen oplossen.ll voor 

willekeurige F' 

( 16 . 1) 

dan lrnnnen -1 we H beschouwen als een soort product X .F. Inderdaad 

blijkt (16.1) oplosbaar; maar er zijn zelfs oneindig veel H die vol­

doen. De uitdrukking x- 1 .F is dus toch niet zinvol te definieren. 

Algemener zullen we aantonen: als F een willekeurige distribu­

tie 1s, en G = [g(x)J , waarbij de functie g(x) willekeurig vaak dif­
ferentieerbaar is, en slechts geisoleerde nulpunten heeft, van ein­

dige orde, dan heeft de vergelijking 

G .H = F 

een oplossing H; en zelfs oneindig veel oplossingen, tenzij G geen 

nulpunten heeft. Daarbij beperken we ans uitdrukkelijk tot ~~ndi­

mensionale distributies. 

Indien G(x) geen nulpunten heeft, is het triviaal dat (16.2) 
oplossingen bezit: neem maar H= [ (~(x))- 1 ]. Het eenvoudigste niet­

triviale geval is dat met g(x)=x. 

Stelling 1. ZiJ F een willekeurige distributie, Er zijn oneindig veel 
distributies H die voldoen aan (16.1), en elk tweetal vcrschilt een 

veelvoud a. J van de J -distY~it;utie. 

Bewi;js. 

Het bewijs is analoog aan dat van de existentie van een primi­

tieve. Voor iedere toetsfunctie cp(x) van de vorm <p(x)c::x, y;(x), 

fE-(D), zal moeten gelc1en 

(··16.3) H(cp) c:: F('tr). 

Als q;(x)==x. 't'(x), dan is <p(O)=O. Omgekeer•d, als cp(O)=O., dan 
H., ( x) = ~ continu voort te zetten in x=O, en 'f ( x) blijlct dan., r X 

evenals f(x), oneindig vaak differentieerbaar te zijn_, d.w.z. 'lf!.(D). 
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Alle cp a (D) met (p ( O) =0 vormen dus een line a ire ruimte, en wel 

een hypervlak van de ruimte (D), bepaald door de lineaire conditie 

(16.4) cp(O) = O. 

Kies een c.p E. ( D ) met 
0 

cp O ( 0 )=1. Voor v1illekeurige 't' c: (D) geldt dan 

<p ="<po+ x..y 

(16.5) 7\. = cp(o) 

x.,y=<_p-7'<p0 , -y,r~(D). 

Kies een constante a, definieer H(1 0 )=a, en algemeen 

(16.6) H(<p) = 7\ .a + F(y). 

Dan is Hin ieder geval een lineaire functionaal, gedefinieerd voor 

alle <pe.(D). Als <.p -+ O in (D), dan 7\ = cp (o) ~ o. Definieer weer n n n 
cpn(x) ~ (D) door x. Yn= (fn- 7.n cp 0 ; dan zal ook x.vn(x)-+0 in (D). 

Hieruit kan afgeleid worden dat 'l.f/ ---+0 in (D) zodat F('Vf )-+0, en n n 
zodoende ook H(~n)--,,.0. De lineaire functionaal His dus ook continu, 

ma.w. His een distributie. 

Voor iedere <p e. (D) is ([x].H)(<p) = H(x <p)=F(cp), dus [x] .H=F. 

Als ook (x].H1=F, dan is H1 bepaald door H1(~0 )=a 1; en 

D.w.z. H-H1 is een veelvoud van d. 
Gevolg: Iedere distributie H met [x] .H=O is van de vorm aJ 

Stelling 2. Zij F een willelceuric;e distrlbutie, en keen natuurlijk 

getal. Er zijn oneindig veel distributies H die voldoen aan 

(16.7) [xk].H=F, 

en het verschil van twee oplossingen van (16.5) is een lineaire com­

binatie van Jen zijn afgeleiden va~ orde ~ k-1. 

Bewijs. 
Zij H1 een oplossing van [x] .H=F; de algemene oplossing hier­

van is dan van de vorm H=H 1 +c. ;r . De a lgemene oplossing van 
2 [x ].H=F moet dus voldoen aan 

( 16. 8) [ X ] • H = H'1 + C J . 

Zij H2 een oplossing van [ x J .H=H1 • Daar [ x J . l' =- d ( zie voor­
beeld op pag.4-1) vinden weals algemene oplossing van (16.8), d.w.z. 
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Enz. 

We zullen nu de algemene stelling bewijzen: 

Stelling 3- Zij F een willekeurige distributie, en G= [g(x)], 
waar g(x) een willekeurig vaak differentieerbare functie is, met 

slechts geisoleerde nulpunten, van eindige orde. Er zijn oneindig 
veel distributies H waarvoor 

(16.9) G.H=F. 

Het verschil van twee oplossingen van (16.9) is te schrijven als 
een convergente reeks van J -distributies en afgeleiden daarvan. 

Bewijs. 
We tonen eerst aan dat delen door G locaal mogelijk is: ieder 

punt x heeft een omgeving Ux, zodanig dater een op Ux gedefinieer­

de distributie H bestaat, met G.H =Fop U. D.w.z. voor alle 
X X X 

<p e. (D) met drager in Ux moet gelden 

F ( <p) = ( G • Hx ) ( cp) = Hx ( g . cp ) • 

Als x geen nulpunt is van g(x), neem dan voor Ux een omgeving 

van x waarop g(x)tO, en definieer 

Hx ( <p ) = F ( : L 

voor ~ ~ (D) met drager (~) c Ux· Dan is Hx een distributie op Ux. 
Stel a 1 ,a 2 , ... zijn de nulpunten van g(x), en zeg de orde van 

a is k,,. Dan heeft a een orrgeving U8 waarbinnen de functie 
y r V ~ 

h( X) = g(x) 
kv 

(x-a,,.,) 

een willekeurig vaak differentieerbare functie zonder nulpunten is. 
iii• 

Definieer H8 op 
V 

U8 door 
y' 

ii" 
H ( cp) 

a,, 

voor functies 
~ 

<p E.. (D) met d rage r binnen U . Dan is H ' een dis tri-
al-' a,., 

butie op 

Uit 

bestaat, 

u . 
ai,, 

stelling 

met 

Op u8 geldt dan 
)" 

2 volgt dater ook een distributie Ha 
); 
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k 
G.H8 =[h(x)].[(x-a )'}tt 

V J.J ay 
= [ h(x)J .H* = F. 

aY 

Inderdaad is dus (16.9) oplosbaar in een omgeving van ieder punt x. 

Voor het vinden van een globale oplossing van G,H=F kunnen we§ 10 
stelling 1 gebruiken. 

Daartoe moeten we all~en nagaan: als ~/) ~(D), en drager (<p) 

c:::: Uxn UY, dan is Hx((?)=Hy(s~). Maar, als xf-y, dan is g(x)/0 op 
U n U • Definieer ·y'(x)= <p(x) (g(x) )-1 als x e U n U , en y,; (x)=O 

X Y X y 
als x ~ Ux (\ Uy. Dan is y,t ~(D), 2n 

Aan de voorwaord? v2n ~ 10 stelling 1 is dus inderdaad voldaan. 

Conclusie: er is een distributje H, die op iedere Ux samenvalt met 

Hx, en dus blijlcbaer (globaa1;1 voldoet aan G.H=F. 

Het verschil van tw2e oplossingen is een reeks, waarvan de 

termen veelvouden zijn V8n de dj_strlbuties 
' ( 111 ) ,.. · . ., 0 ✓ n1 .,, 1,- 1 · 

~'1 • :.,' "1),.1._.., :i. ►1- J 

'\1 
Y=1,2, ... 

Opmerking. Voor mecrdimension&le distributies is de situatie aan­

merkelijk gecompliceerder. Een bevredigend resultaat, analoog aan 

stelling 3, is in dat e~v8J. niet bekend. 

Voorbeeldcn 
-1 . Beschouw de functie x gedefj_nieerd door 
·t-

-1 
-- 0 a~s x ~ O; 

(16.10) 
--1 -1 x -- )C 1 

: ·l f~ x >- 0 • 
-1-

Deze functie js niet ~.ocasl int0g~eerbaar, en bepaalt dus geen dis­

tributie: de integr~al 

(16.11) 

is i.h.8. divergent. 

+·CO 
( 

J 
--00 

<p(x)dx 
co 

- J 
0 

!El..d dx 
X 

Zij nu H een distributie die voldoet aan 

(16.-12) [x]. H == [ u(x)J , 

waar u(x) de eenheidsfunc~ie van Reaviside is. Voor Vi(D) is 
co 

I-J.fx, 11•1) = ([x].H)(y) == [u(x)](y;) = J 'f(x)dx. 
. . 0 

Als r(x) een tae~sfunctie is, waarvan de drager de oorsprong niet 

bevat, zal dus 



H( en) = f00 ~ dx = ( - 1 ) T Xt , rp , 
0 X 

Iedere oplossing van (16.11) is dus een regularisatie van de di­

vergente integraal (16.11). 

2. Uit [x] .x-'1=1 volgt door cJiffe1."entiatie 

1 dX-'1 
x- +[x], crx--= 0. 

c1x-1 
Vermenigvuldiging met (x] geeft, dat - ax- een oplossing is van 

r-, 

[ x ] c:. • H = 'I . 

-1 
\'Je zullen daa rom - d~x wel aangeven met x- 2 . Per defini tie is 

dus 

(16."13) 
-1 

dX ( ) =-c:rx If= x- 1 ( ½? 1) = 1 im J P 1 
( x ) d x • 

e.~o lx\;-e X 

Al t X-n ( ) - gemeen geven we aan me n=1,2, ... de distributie 

X-n __ (-'1)n-1 dn-1x-1 (-'1)n-1 dn ( 16 .14) - _,__ ---"--- --- = ....,_ _ ___,__ [ log Ix I]. 
( n-1) ! dxn-'1 ( n-1) ! dxn 

3. Het product van distributies is, voorzover gedefinieerd, niet 

associatief, zoals we zagen in § '15: 

en dus 

(16.15) ,Y = ( V - '[ ;• r -., ) .'; j y -1 ( [ J 'r' \ _ :1 A • I_ X j , c 7' 1. • X , i;.t J - 0 . 

Zijn echter Fen G beide ~egu}j_ere distributies: F=[f(x)], G=[g(x)], 
met f(x) en g(x) willekeurig vn8k clifferentieerbaar, clan geJ.dt wel, 

voor willekeurige H, 

(16.16) (}11 .G).H "·" F.(G.H). 

1.'Jant 
{(F.G).H}(qi) = H(f.g.cp) = H(g.f.<p) = (G.H)(f.<p) ={F.(G.H)}(<p). 

Dit hebben we gebruikt bij de bewijzen van stelling 2 en stelling 3. 



17. De convolutie 

Voor locaal integreerbare functies f(x) en g(x) is behalve het 

gewone product f(x).g(x) ook nog gedefinieerd de convolutie 

+oo 
(17.1) (f +1-g)(x) = j f(y)g(x-y)dy, 

-co 
als tenminste deze integraal bestaat, dus in ieder geval als een 

van beide functies een begrensde drager heeft. (Dan is immers het 

integratie-interva 1 in werkelijkheid eindig.) De functie f ~ g is 

dan weer locaal integreerbaar, en bepaalt daarom een reguliere 

distributie [ f * g J . En wel is 

Verder is 

[ f ~ g) (cp) = (f +--g,(f) = ff f(y)g(x-y)cp(x)dy dx = 

= [ f(y)J(fg(x-y) <p(x)dx) • 

j g(x-y) <p(x)dx = j g(x) <p(x+y)dx = [g(x)](cp(x+y)), 

waarbij f(x+y) beschouwd moet worden als functie van x. We vinden 
zo 

(17.2) [r*g] (cp) = [r(y)J([g(x)J(<p(x+y))). 

Dit suggereert een mogelijlcheid om ook voor distributies de 

convolutie te definieren, nl. door 

(17,3) 

waarbij de notatie G aangeeft dat de functionaal G moet worden sa-x 
mengesteld met cen functJe van x, rn.a.v1. dat cp(x+y) moet warden op-

gevat als een functie van x. Evenzo houdt de notatie FY in dat we 

Gx(~(x+y)) beschouwen als functie van y. 
Opdat een dergelijke definitie zin heeft is het echter nodig 

dat, voor iedere <p~(DL de functie vr(y) = Gx(<p(x+y)) een toets­
functie is; anders is F('l.fl') en dus (F *G)(q,) niet gedefinieerd. Dit 

is echter niet voor iedere G het geval; wel geldt 

Stelling 1. Zij G een distributie, en cp ~ (D). De functies 

y,-(y) = Gx('f(x+y)) en Y., (y) = Gx(cp(y-x)) zijn oneindig vaak differen­
tieerbaar. Heeft Geen begrensde drager, dan zijn ook de dragers van 

y., en X begrensd; m.a .w. dan geldt v ~(D) en J., e:. (D). 

Bewijs. 

Als Yn-+Y, dan zal <e(x+yn)-+ cp(x+y) in (D), en dus 

'If' (yn) = Gx(cp(x+yn)) ~ Gx(<p(x+y)) = -r(y). 
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Dus y(y) (en evenzo ):: (y)) is continu. Verder zal, voor h -+ o, 
n 

dus vr(y) is differentieerbaar (en y 1 (¥) = Gx(<p 1 (x+y))). Evenzo 
vindt men dat de hogere afgeleiden '¥'(nJ(y) bestaan, en dat 
Y (n)(y) = Gx( cp (n)(x+y)). Dus v(y) is willekeurig vaak differen­
tieerbaar. Analoog voor X (y). 

Als Geen begrensde drager heeft, dan heeft, voor voldoend 
grote I YI , de drager van ~(x+y) niets gemeen met de drager van 
G, zodat dan ir(y) = O. Dus dan heeft ,r (en evenzo '/.,) een be­
grensde drager. 

Opmerking. Evenzo ziet men: is de drager van G naar rechts (resp. 
naa r links) begrensd., dan is ook de d rager van J. ( y) naa r rechts 
(resp. links) begrensd, terwijl de drager van 'fl(Y) juist naar 
links (resp. rechts) begrensd is. 

De uitdrukking (17.3) is dus zinvol als de drager van G be­
grensd is. Het rechterlid is dan nl. van de vorm F(~), met 
'f/ (y) = Gx(cp(x+y)) e. (D). Maar dat is ons niet genoeg. Vandaar de 
volgende beschouwingen. 

Zij F een distributie en~ een oneindig vaak differentieer­
bare functie. A priori is F(~) slechts dan gedefinieerd, als de 
drager van~ begrensd is, Het is echter mogelijk de functionaal F 
zinvol uit te breiden tot alle willekeurig vaak differentieerbare 
functies ~ waarvan de drager met drager (F) een begrensde doorsnede 
heeft. In dat geval definieren we F(~) als volgt. 

Zij Keen begrensde open verzameling die drager (F) n drager 
(f) bevat, en ~(x) een functie in (D) met de eigenschap: 
Ct. (x)='1 als x ~ K. (Zo 1n functie IX (x) bestaat, volgens § 10 lemma 

2,) Daar N(x). cp(x) 1:. (D) is F(<x. cp) gedefinieerd. We definieren nu 

('17.4) F(cp) = F(!X.Cf). 

Was cp c..(D), dan is dit inderdaad de oorspronkelijke waarde 
van Fin~; want dan is ~(x)- ~(x). ~(x)=O, op een omgeving van 
de drager van F, en dus F(~-~-1) = 0 (vgl. § 11 stelling 2), 
Verder is de definitie onafhankelijlc van de keuze van 0( (x): is 
/5 ( x) een a ndere func tie e. ( D) met 13 ( x )=1 op een omgeving van 
drager (F) f'I drager (rp), dan is ix(x) cp(x)- 13(x) <p(x)=O op een 
omgeving van de drager van F, en dus F(t-'..<p) = F(f, Cf). 
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Als i.h.b. F een begrensde drager heeft, dan is op deze wijze 

F(~) gedefinieerd voor iedere oneindig vaak differentieerbare 

functie ~(x). In dat geval is dus Fy(Gx(f(x+y))) gedefinieerd, 
voor alle <p~(D) en voor alle G; m.a.vJ, (-17.3) is ook dan zinvol. 

Als de drager van F naar rechts is begrensd, dan is F(~) ge­

definieerd voor alle oneindig vaak differentieerbare functies ~ 

waarvan de drager naar links begrensd is. De verzameling van al 

deze functies zullen we aangeven met (D_), en de verzameling van 

alle distributies F met naar rechts begrensde drager door (D*). 
+ 

Evenzo geven we de verzameling van alle oneindig vaak differentieer-

bare functies ~ met naar rechts begrensde drager aan met (D+)' en 
de verzameling van alle distributies met naar links begrensde dra­

ger met (D*). Dan is F(w) ook altijd gedefinieerd voor F e.(D*) en 
- 1 + 

cp~(D_). 
Als nu F ~ (D;) en Ge. (D;L dan is, voor willekeurige cp ~(DL 

y (y) == Gx( <p (x+y)) ~ (D _), en dus is F(y) gedefinieerd. Evenzo als 
F ~ (D:) en G c. (D:). Zodoende is ( '17 .3) ool{ zinvol als de dragers 

van Fen G beide naar links of beide naar rechts begrensd zijn. 

Definitie. Stel Fen G zijn distributies. Als een van beide een 

begrensde drager heeft, ofwel als beide dragers naar dezelfde kant 

begrensd zijn, definieren we de functionaal F~-G door 

Stelling 2. De func t ionaa 1 F * G, ind ien gedefinieerd, is een dis­

t ributie. 
Bewijs. 

Alleen de continuiteit van P,,. G is niet triviaal. Stel <p --!,,, 0 n 
in (D). Zij -y,;11 (y) = Gx(~11 (x+y)). Voor iedere yen iedere (vaste) 
index m geldt: if (m)(x+y) --+0, in (D), en dus 

n 
y (m)(y) :::a G (tp (m)(x+y))-:1--0. 

n X 11 

Heeft Geen begrensde drager, dan zijn de dragers van de functies 

'fn(y), evenals die van de functies 111 (x), uniform begrensd, en dus 
volgt 

Is de drager van G niet begrensd, dan is er, in elk van de mogelijke 

gevallen, een begrensde open verzameling K die drager (F) n drager 

(vn) bevat, voor iedere n; zij cx(x) <::. (D) met ot (x)==1 voor x e.. K. Dan 

geldt: ct(x). yn(x) e (D), en 



O< ( x ) . 1Jf n ( x) -+ 0 in ( D) J 

en dus 

Voorbeelden. 

1. Voor iedere F geldt 

(17.5) F.;;;-J' = cJ':;;e F = F. 

Want 

en 

met 

(F ,,..cr)(<p) = Fy(o(cp(x+y)) = Fy(cp(y)) == F(cp), 

( 2> *· F ) ( (f) ) = J ( y, ) = -..p ( 0 ) 
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y(y) = Fx(cp(x+y)); dus 1r(O) = Fx(q,(x)) == F(f). 

2. Evenzo is 

(17.6) 
en algemeen 

(17.7) F * cf (n) = F(n). 

Want ( ) 
( F * cJ n ) ( cp ) = F y ( d ( n ) ( <p ( x + y ) ) = F y ( ( -1 ) n J· ( <p ( 11 ) ( x + y ) ) ) = 

= (-1)nFY(~(n)(y)) = F(n)(f). 

3. Als we met J h weer aangeven de ,J -distributie met piek in h, en 

met ~hF de distributie die uit F ontstaat door translatie over h 

(dus Jh = ~h ~), dan geldt ook: 

4. Als F= [ f(x)] en G=[g(x)], en F * G is gedefinieerd, dan volgt uit 

('17.2) dat 

( 11. 9) [ r J ~[ g J - Lr \:, g 1 . 
Hieruit volgt bijv. dat 

(17,"10) U'ISU=[x]. U, 

aangezien ( u * u )(x) = x.u(x). 

5. Als G=[g(x)l, g(x) E.. (D), dan :Ls F * G regulier, en zelfs behoort 

F * G bij een oneindig vaak differentieerbare functie: 

(17.11) 
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Dat X (x) = Fy(g(x-y)) willekeurig vaal{ differentieerbaar is, 
volgt ui t stelling '1. De gelijkheid, voor cp €. (D L van 

en 
(F * G) (cp) 

[l J (9') 

= Fy(jg(x) <p(x+y)dx) = Fy(jg(x-y)<p(x)dx) 

= (J ,cp) =JF (g(x-y))ljO(x)dx . y 

volgt door de integralen te approximeren door Riemannse sommen. 

6. Algemener geldt: als f(x) willekeurig vaak differentieerbaar 
is, en F * ( cp( x)] is gedefinieerd, dan is di t een reguliere distri­
butie, behorend bij de willekeurig vaak differentieerbare functie 

Het bewijs is als in voorbeeld 5, waarbij van een uitbreiding van 

stelling '1 gebruik gemaakt moet worden om te bewijzen dat X wille­
keurig vaak differentieerbaar is. We zullen de functie X oak aange­

ven met F * <p : 

(17.12) (F ,-. cp) (x) = Fy(cp(x-y)). 

In deze nota tie is dus F * cp een functie, en er geldt 

(17.13) 

7. Evenals in 
(G"cp)(x). Als 

§ 7 geven we de gespiegelde 
FE.(D 11

) en <p(x)E-(D ), dan 
+ -

functie ~(-x) aan met 
is F(~) gedefinieerd. 

Verder is dan <r<p e, (D ) , zodat oak de distributie F 'II: [<S"!p] gedefini­
+ 

eerd is, en dus ook (voorbeeld 6) de functie F *G'Cf' • In dit geval 

is 

('17.'14) 

Immers 

dus 

F(f) = (F~-,np)(O). 

(F ~G"<p) (x) = FY(o f (x-y)) = Fy(cp(y-x)), 

( F ls· s <p) ( 0 ) = F y ( <p ( y ) ) = F ( tp ) • 

Gevolg: Als F * [ <p] = O, voor a lle <p ~ (D), dan is F=O. 

Verd er geldt, voor y E.. (D): 

('17.15) 

Want 

( F * ( s cp]) ( <p) c:: F ( 'P * '\/f) • 

(F~[l5"tp])(y) = Fy(Jcp(-x)-r(x+y)dx) = 

= Fy(} cp(x) y(y-x)dx) = 

= Fy((<p~v)(y)) = F(<p*if). 



Stelling 3, Stel G,F,Fn (n=1,2,3, ... ) zijn distributies, en 

F ......;,.p n . 

Dan geldt 

(17.16) 

en 

(17.17) 

zodra aan een van de volgende voorwaarden is voldaan: 

De drager van G is begrensd. 

De dragers der F zijn uniform begrensd. n 
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(a) 

( b ) 

( C ) De dragers van Gen de F zijn uniform naar dezelfde n 
kant begrensd. 

Bewijs. 
Als aan een der voorwaarden is voldaan ziJn in ieder geval alle 

optredende convoluties gedefinieerd. Ue zullen (17.16) bewijzen; bet 

bewijs van (17.17) is analoog. 

Zij ~'(.(D)., en -iy(y)=Gx(<p(xt-y)). \'Je moeten aantonen: F 11 {1v)~F('f'), 
Is de drager van G begrensd., dan is y.r ~(D), dus volgt Fn("f!")-+F(-'11) 
triviaal uit F ~F. Is aan (b) voldaan., dan zij Keen begrensde open 

n 
verzameling die de dragers van alle F bevat, en ex__ (x) E. (D) zodat n 
1X(X)=1 als x ~K. Uit F ....-,. F en ex. 'f ~(D) volgt n 

Fn(\JI') = F11 (c~.'f)•---+F(ix.y) = F('r'), 

Analoog als aan (c) is voldaan. 

Uit stelling 3 kunncn we zonder veel moeite een verrassende 

conclusie treklwn: 
Stelling 4. Iedere distributie Fis limiet van een rij reguliere 

distributies F = 1L .. f (x)] , waarbij zelfs f (x) e, (D) g;ekozen kan 
n n n 

worden. 

Bewijs. 

Neem een rij lfn(x) uit (D) met [ <fn(x)]--+ cl; volgens stelling 

3 en voorbeeld 1 zal dan 

Volgens voorbeeld l.~ is F * [ (t) 11 (x)] een reguliere distributie [g11 (x)J , 

waarbij g (x) willekeurig vaak differentieerbaar is. n 
Neem vervolgens een rij y (x) uit (D) met 'f (x)=1 als \ x \ < n n n 

en y (x)=O als \x\ > 2n. Iedere co ,z.(D) heeft een eindige drager., dus n , 
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V n. Ip ='f als n groot genoeg is. Zetten we fn(x)= y n(x) .gn(x), dan 
is dus 

1 im [ f. J = 1 im [ g }= F • 
n --+- oo 11 n ....... oo n 

Aangezien f (x) 1c.. (D), voor iedet~e n, is hiermee de stelling bewezen. n 

Stelling 4 maakt het mogelijk de distributies nag op een andere 

wijze in te voeren, een methode die analoog is aan de invoering van 

de re~le getallen m.b.v. fundamentaalrijen van rationale getallen. 

Ga uit van locaal integreerbare functies, of, desgewenst, van toets­

functies. Noem een rij f (x) van dergelijke functies een fundamen-n 
taalrij als de rij (f , <p) convergeert, voor iedere cp 1<;.(D). Noem n 
twee rijen f en g equivalent als (f -g .,cp)--7"O voor iedere me.(D). n n - n n r 
Dan kunnen de distributies ingevoerd warden als equivalentieklassen 

van fundamentaalrijen. 

Deze methode is vooral uitgewerkt door J.G. Mikusi6ski (Sur la 

m~thode de g~n~ralization de Laurent Schwartz et sur convergence 

faible, Fund.Math.35, 235-239 (1948)) en wordt o.a. toegepast in het 

boekje van Lighthill. 

Met behulp van stelling 3 en stelling 4 bewijzen we de commuta­

tiviteit van de convolutie: 

Stelling 5, Als F *G (en dus ook G .;.;-F) gedefinieerd is, dan is 

F * G=G * F. 
Bewijs, 

Als F= [r] en G is willekeurig; dan is er een rij gn 1c. (D) met 

[g11J-+ G. Uit 

volgt door limietovergang F * G=G ..,. F. Is nu oolc F willekeurig, neem 

dan een r1ij fn i (D) met [ f 11 ]-;.- I<' en pas stelling 3 toe op 

[f11 ] «G = Q;:- [rnJ . 

Met de associativiteit van de convolutie is het anders gesteld: 

deze geldt nl. ~iet algemeen. 

Vo orb e e 1 d 8 . [ '1 J ~ ( 5 1 ~ u ) = [ 1 J "' U 1 = [ -1 ] * cY = [ ·1 ] J ma a r 

([1]*,r')* u == o*u = o. 

Wel lean men eenvoudig aantonen: 
Stelling 6. Als de dragers van de distributies F,G en Halle naar 

dezelfde kant begrensd zijn, en oak, als tenminste twee van de dra­

gers begrensd zijn, geldt 
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Verder geldt: 

Stelling 7. Als F * G gedefinieerd is, dan ook F 1 * G en F * G 1 ) en 

(FwG) 1 = F 1 ~-G == F*G'. 

Bewijs. 

Opmerking. Op dezelfde wijze volgt uit (17,8): 

(17."8) 

Voorbeelden 

*m 9. La ten we met U aangeven het c onvolu tie-product U;... U l'<- ••• ~ U 

van m factoren U. Er geldt: 

U' = cf; 

(U-i:.U)' = U 1 '""U = cJ*U = U; 

en algemeen 

(17.19) 

Er volgt dat 

(17.20) 

In u*m hebben we dus een primitieve van de orde m van l gevonden. 

10. De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking 

dF 
dx =--- G 

heeft de vorm 
F - U ;;_· G + constante. 

Want ( U * G) 1 = U 1 ,,... G = er~ G = G ( en aan de homogene vergelijl{ing 
F'=O voldoen alleen de constante distributies: zie § 6). 

Algemener heeft de differentiaalvergelijking 
dnF 

(17.21) = G 
dxn 

de particuliere oplossing 

(17.22) 

11. Evenzo geldt: is H een oplossing van de differentiaalvergelij­

king 

(17.23) 
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dan is H ~a (iqdien gedefinieerd) een particuliere oplossing van 
de vergelijking 

(17.24) + • . • + a '1 dF + a F = G 
1 dx o • 

Als de dragers van Fen G beide naar rechts begrensd zijn, 
geldt hetzelfde voor de drager van F * G, zoals men eenvoudig na 

kan gaan. M.a.w. als Fe.(D;) en G~(D;), dan bestaat F~G, en 
F ~ G ~ (D:). 

Uit de stellingen 5 en 6 volgt verder, dat (D*), t.o.v. + 
+ 

als optelling en* als vermenigvuldiging, een commutatieve ring 
is, met een eenheidselement, nl. b (voorbeeld 2). Deze ring bevat 
o .a. alle reguliere distributies [ <p] , (f> ~ (D ) . Evenzo is (D*) een 

+ -
commutatieve ring met eenheidselement. 

We zullen nu nag aantonen, dat deze beide ringen geen nul­
delers hebben (en dus integriteitsgebieden zijn); d.w.z. als 
F * G=O, F en Ge. (D+<·), dan is F=O of G=O. 

+ 
Een dergelijke stelling voor continue functies is in 1924 

door Tit c hma rs h be we z en : a 1 s f * g = o, d an is of f ( x ) of g ( x) de 
nulfunctie (zie: J,G, Mikusinski, Operational Calculus (Landen, 
1959), hoofdstuk II). Op deze belangrijke stelling baseert Miku­
sinski zijn operatorenrekening, die een zekere analogie vertoont 
met de theorie der distributies en die voor gelijksoortige pro­
blemen bruikbaar is. We zullen bij het bewijs van stelling 8 van 
deze stelling van Titchmarsh gebruikmaken. 

Opmerking: Als de dragers van Fen G niet naar dezelfde kant be­
grensd z ijn, kan het we 1 ge beuren da t F/0, G/0 en toch F * G=O, 

zoals blijkt uit 

(17.25) l'*·[1] == o. 

Stelling 8. De ringen (D *') en (D*) hebben geen nuldeler. Anders 
+ -

gezegd: als de dragers van Fen G naar dezelfde kant begrensd zijn, 

volgt ui t F * G=O da t F=O of G=O. 
Bewijs. 

Stel e.g. Fen G c. (D;), en laat cx(x), p(x) €. (D+), beide niet 

identiek nul. Uit F ~ G=O volgt 

( F * [ ~ J) * ( G ~ [ fo]) = ( F * G) * ( t oi. J 11: [ 13)) = 0 • 

Daar F * [~] en G -11r lfo] reguliere distributies zijn, die horen bij 
continue functies (zie voorbeeld 5), volgt uit de stelling van 
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Titchmarsh dat een van beide nul is; bijv. 

F *LOi.]= o. 

Voor willekeurige f e(D) is dan ook 

en dus volgt weer uit de stelling van Titchmarsh, omdat F * [(f J 
weer een reguliere distributie is, behorend bij de continue functie 

F * ~, en omdat ~(x) niet de nulfunctie is> 

F .,_, [cp]= 0. 

Aangezien dit geldt voor alle cp s(D) volgt dat F=O (voorbeeld 7). 
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Correcties betreffende § 1-§ 17. 

Op pag .3 regel 9 v,o.: i.p.v. R lees: Rk 
k 

regel 8 V. 0. : i.p.v. Rk lees: rk \ 

pag.4 regel 'I V. b. : i.p.v. R L lees: Rk 

regel 16 v.b. :i,p.v. 11 be s taan 11 lees: 11 bestaan en continu 
zijn" 

pag.8 regel 6 v.b.: i,p.v. 11 bestaat 11 lees: 11 bijna overal bestaat 11 

regel 8 v.o.: i.p.v. 11 En geldt 11 

pag,17 regel 16 v.o.: i.p.v. 1(x+k(n) 

regel 4 v.o.: i.p.v. y.,-(h 1+k1 (n) 

pag.20 regel 2 v.b.: 1.p.v. G 1 (1)lim 

lees: 11 Er geldt" 

lees: 

lees: 

(f(X+k(n)) 

y(h1+k1(n)) 

G 1 ( r.p) = lim 
CD c -+0 

lees: 

lees: 
oo e. ~ 0 

pag.23 regel 4 v.b.: i.p.v. s:;:- V L_ n U V 
n=1 n 

pag. 21t 

pag.25 

pag. 26 

pag.31 

pag .32 

regel 

regel 

regel 

regel 

regel 

regel 

n=1 

12 v.o.: i.p.v. 11 begrensde 11 lees: 11 gesloten 

8 v.b.: i.p.v. W 
m 

10 v.b.: i.p.v. Wm 
lees: vc,(m) 
lees:drager ('\/I') 

m 

5 v. b. : i. p. v. 11 begrensde 11 lees: 11 gesloten 

5 v. b. : i. p. v. } lees : [ } J 
7 v,b.: i.p.v. 1 lees:· [1 J 

begrensde 11 

begrensde 11 

regel 
CD +oo " 

11 v.b.: i.p.v. 1+2L cos nx= :[ e 1nx lees: 
n=1 n=-OO 

00 +oo inx 
[ 1+2 L cos nx ]= [ L e ] 

D=1 D=-00 

regel 13 v.b.: i.p.v. 1 lees: [1 J 
regel 5 v.o.: i.p.v. 11 de partiele sommen weer uniform be­

brensd zijn 11 lees: 11 de reelrn uniform convergeert op ieder 

interval dat geen geheel veelvoud van 7C bevat 11 

regel 2.v.o,: i.p.v. (log\·2 sin X) I lees: (log\2 sin ~ I) ' 
an 2 all 

regel 16 V. b. : i.p.v. -21{ lees: -k+2 
n n 

i.p.v. 
bn lees: bn 

2k nk+2 n 

regel 13 v.o. :i.p.v. 
an lees: 

an 
n2k nk+2 

bn b 
i.p.v. 7Tic lees: ~ 

n n 

regel 12 v.o.: i,p.v. 2k 

pag.33 regel 4 v.o.: i.p.v. < 

lees: k+2 

lees: c 
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pag. 35 rec;el 1 V. O. : i.p.v. 'flm ( X) lees: <.pm 
pag.37 regel 12 V ,b.: i, p. V, 11 c onvergeert 11 lees: ''een fundamentaal-

rij is 11 

i.p.v. "is ook de 11 lees: 11 iS er een 11 

pag .38 regel 3 v,b.: i.p.v. (D) lees: (D *) 

pag.41 regel 9 V. 0. : i.p.v. 11 Stelling 11 lees: 11 S telling 1'1 

pag.44 regel 15 V. b.: i.p.v. 1 lees: [ 1 J 
pag.45 regel 3 V. b. : i.p.v. 1 lees: [ 1 ] 

pag.49 regel 7 V. b.: i.p.v. 1 lees: [ 1 1 
regel 10 V ,0,: i.p.v. 1 lees: [ 1 J 

pag.54 regel 5 V. 0.: i.p.v. ( F * [o <p]) ( <p) lees: (F* [0- <p]) (~) 
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18. Aanvullingen en voorbeelden 

1. Distributies met complexe waarden. 

De ruimte (D~ is in§ 3 gedefinieerd als de verzameling van 
alle functionalenop de ruimte (D) der toetsfuncties. Onder een 

functionaal Fop (D) verstonden we daarbij een toevoeging van een 
reeel getal F(cp)- aan iedere <p e..(D). Dat betekent, in een iets nauw­

keuriger formulering, dat we steeds reele functionalen beschouwd 

hebben. 
We zouden ons kunnen afvragen vmt vooP wijzigingen de theorie 

zou moeten ondergaan als we eens complexe functionalen F gingen be­
schouwen, toevoegingen van een complex gotal F ( <p) aan iedere cp e. (D). 

In feite levert dit ans niets nieuws. Immers, als F zo 1n com­

plexe functionaal is, dan kunnen we, voor iedere <pe(D), het com­

plexe getal F(~) splitsen in een reeel en een imaginair deel: 

F(<p) = a+bi_; 

daarbij hangen a en b elk van f af. Dat kunnen we aangeven door 

e.g. te schrijven: a=G(~), b=H(~). Dan geldt dus 

(18.1) F(~) = G(~) + i.H(r), 

voor iedere ~ s (D). Maar dit betekent dat we de functionaal F 
geschreven hebben als G+iH, waar Gen H reele functionalen zijn. 

Definitie. Een complexwaardige distributie is een complexe functio­

naal F=G+iH op (D), zodanig dat de bijbehorende reele functionalen 

Gen H (gewone) dist~ibuties zijn. 

Voorbee ld 1. 
Beschouw de functie x: (waar ~ =~+i~ een complex getal is) ge-

definieerd door 
I\, 

0 als X ~ 0 X = 
(18.2) + 

"'- -;,... 
als X > 0. X = X 

+ 
Deze functie is locaal integreerbaar als cs-> -1; want als x > O, dan 

is 
?\ 

= X 
G" i~· 

::::: X .X = 
6' 

en zowel x+ cos(~ log 

baa r voor Ci> -1 . 

..1\..-,ei·t: log x= x5",{ cos(-c log x)+ i sin(,; log x)}, 

x) als x~ sin(~ log x) zijn locaal integreer-
+ 

Er wordt dus een complexe functionaal gedefinieerd door de toe-

voeging 



+oo 

((> --+ J 
-co 

c--, 
-0_)-

7' JCO G" x+ ~(x)dx = x cos(~ log x) ~(x)dx + 
0 

co 
+ i j .f sin(·r log x) c.p(x)dx, 

0 

Omda t d eze func tionaa 1 te schri jven is a ls c ombina tie van t1,~ee 
distributies 

[ x; cos(,: log x)] +if x: sin(t log x)] 

is hij een complexwaardige distributie, die we zullen aangeven met 
7\ 

x+. 
71. 

De distributie X is volgens het voorgaande gedefinieerd voor 
+ 

ieder compl8x getal '71. met Re 7\ > -1. Dat betekent dat vJe hier te ma-
ken hebben met een schaar van distributies, afhangend van de para­

meter~. We kunnen dus trachten de theorie van§ 14 toe te passen. 

Zo kunnen we eenvoud ig nagaan da t X 7'. c ontinu afhangt van A ; en 
A + 

zelfs, dat X differentieerbaar is naar /\: 
+ ?\ ?\o 

X -X 
+ + 11m 

bestaat., als ·>,_ en 
0 

alle 7\ een reeel deel > -1 hebben. Om dit na 

te gaan behoeven we nl. alleen maar te constateren (volgens § 14 

Stelling 3) dat ~ o) 
?\o (X -X o jco 71 

lim + + ( <p) lim X -x cp(x)dx., --
?\ ->-?.o A - A fl. ➔ 71.0 0 i\ -7\ 

0 0 

bes ta at voor iedere f e ( D). 
/\ Bijgevolg is X een analytische schaar van distributies; ge-
+ --~--- A 

definieerd voor Re A> -'1, Maar dan kunnen 1'1e X+ door analytische 

voortzetting ook voor andere waarden van~ defini~ren. 
Nu geld t voor Re 7'. > -~ 1, en voor wille keurige (f E..( D) 

f m A Joo A 1·1 A x ~(x)dx = x ~(x)dx + x · ~(x)dx = 
0 'l 0 

(18.3) 
JCO 7,. 1:1 7' = 
1 

X 9-'(X)dx + O X { <p(x)- <p(O)-x 'f 1 (0)- ... 

n-1 ( ) n (O(i-1)(0) 
x ~ n-1 (o)} dx + 1·~1 ~ 

(n-1)! - (i-1)!(-;,._+i) 
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Het rechterlid van deze identiteit is een analytische functie, ge­

definieerd voor Re '7\ > -n., 7'. f-1., -2, .•. ., -( n-1). Doordat de identi tei t 
7\ 

bij analytische voortzetting behouden blijft, volgt, dat < X+, o/ > 

analytisch is voor ?\/-1,-2,-3, ... Dus ook de complexwaardige dis­

tributie X+ is gedefinieerd en analytisch behalve als ~=-1,-2, •.• ; 

in deze punten heeft X~ enkelvoudige polen, zoals ook blijkt uit ,.. 
(18.3), Daar het residu van de functie < x;., <p> in ?i.=-k, volgens 

(18.3), het getal 
cp ( k-1) ( O) 

( k-1 ) ! 
i\ 

is, heeft de analytische schaar X+ blijkbaar in 7\ =-k tot residu 

de distributie 
( - 1 )k-1 ( ) • <f k-1 . 

( k-1) ! 
7'. 

Evenals iedere andere distributie is X+ differentieerbaar; 

de distributie-afgeleide wordt zoals gebruikelijk gedefinieerd door 

dX 'i\ 
+ 

<~ , Cf > = 

ax" 
Men zou kunnen vevwachten dat a: = '7\ x?--- 1 Dat dit inderdaad het + . 
geval is, is zeer eenvoudig in te zien: als Re 'A> O, dan zijn zowel 

?-- ?---1 
X+ als X+ reguliere distributies, en 

7', 

d 'i\ d [ i\] [ dx+ ] [ 7'-1] 7'. -1 
dx X+ = dx X + = ch( = 7-, x + = ?-. X + • 

Daar deze identiteit bij analytische voortzetting behouden blijft, 

geldt dus voor alle ?\/-1,-2,-3, ... 

a x'i\ =AX 11.-1 
dx + + 

Voor'beeld 2. 

We beschouv1en de func ties log ( x+iy) ~ y > 0) \'Jaa cbi j we ste llen 

(18.4) log( x+iy) = log I x+iy I + i a rg( x+iy)" 

met 0-$ arg(x+iy)~ ~ J y > 0, Voor elke y > O is dit een locaal inte­

greerbare functic van x, die een complexwaardi0e distributie be­

paalt: 

(18.5) 

Voor y--;.+O convergeert ('18.4) naar 
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('18.6) log(x+io) = log !xj + i1tu(-xL 

waar u de eenheidsfunctie van HLavisidc lSj en ook Cit is een locaal 
integreerbarc functieJ die een ciistributie bc9aalt. Aangezien 

loe;jx+iy\ monctoon nadert tot loG jxl, on arc;(x+iy).--+:rcu(-x) tcrvJijl 
het in absolute waa rde b2grensd bli J ft (door· 1t ) :, lcunnen we § '12 
Stelling '1 tocpass2n en concludcren: 

lim [ J.og( x+iy)] = [ log ( XtlO) ] • 
y --;,- +O 

Hieruit volgt door differentiatie 

('10.7) lJ.m f-1-J == [ log(x+io)] I == x- 1 - ilt cf 
y -:,- +O . :c + i y 

(vgl.'18.6). DDt bet2kent, clat voor iedere cpe..(D) gclclt 

lim 
j+co cp( X) dx = Joo rp(x)- <e ( -x) 6'" -, ... 

Y -· ~ +o -co x+iy 0 X 

2. Verandering van toetsruimte 

i ,t: <,o( 0) • 

1,le hebb<,:1 ons in het voorgaancle voornamelij\;: beziggehouden met 
continue linca1r8 functionalen op (D): de clistributies. Maar 

functionalcnop an~cre ruimten zijn toch oak al tor s9rake gekomen. 

(a) De ruimtc (c) van alle continue functics met begrensde dra­

ger omvat (D). Icdere continue lin2aire functionaal op (C) 1s een 

distributic (cf.§ 3). D.w.z. de ruimtc (C 1 van alle continue line­
aire functionale op (c) is bevat ir1 (D*). 

(b) De cuimte (DU) van allc to0tsfunctios <p-t(D) met dragcr 
binnen de verzameling U is bcvat in (D). Een continue lineairc func­

tionaal op (DU) hoet ~sr definit~e een d1stribut1e op U, maar is 
niet noocJzrlc,::l:.i..Jl:· con clistributie C!f) gehcel Rn. Hel is het om;::;elcceroe 

waar, icdc~c ~istributic 1s oak oen distribut1e op U; d.w.z. 
(D~·) c (D;). 

In hat alccmeen hebben w2 het volgende. Zij (L) een linea1re 
ruimte van re[iJ<.: functics., d.w.z. 2.ls r 1 ~ (L) en r 2 ;:.(L)., en als 

a.,b reele getallen ziJn; dan ar 1+bf 2 s. (L). Zij vcrcJer op (L) een 
canvergentiebegrip gedefinieerd. Dan kunnen we weer spreken over de 

ruimte (L~) van all0 continue re~le functionale op (L). 
Als nu 

(18.8) (D) c: (L), 

terwijl convergentie in (D) oak convergentie in (L) impliceert~i.e. 
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als (pn--...y, in (D) dan zeker <pn-+'P in (L)J dan g;eldt 

('18.9) 

Dit is de situatie in (a). Als echter 

(L) c(D)., 

waarbij nu G8 convergcntie in (L) de convcrscntie in de zin van 

distributic □ tot gevolg heeft_ dan gelcit 

( D *) c ( L *) . 

Van dezc to2stand hebben we 1n (b) een voorbeeld. 

Hct bewijs is in beido gevallcn e □ sentieel gclijk aan dat van 
de stell:Lng ui § 3. 

De cercte dcr beide situat1es treedt hct meest op. Met een be­

langrijlc voorbeeld zullen we ons uitvoerig bczic;houc.~en. Daar1:nj be­

staat (I,) uit alle oneindig vaak differenticerbarc functies die 

in het aneinciige sneller dan alle machten van x naar nul gaan (de 
11 good funct~Lon,"3 11 biJ Lighthill). En <p ----+ cp Hl Us) bctolcent 
<pn (k)--+ ,p{k), un:Lform in X; voor wllle:~ePPif:'.,;t.; orGc, van differentia­

tie k. In dit seval bestaat (L~ uit de distributi2s wnarop we 
Fouriertrarn3formatie kunnen toepassen. 

Een anclc:.:r voorlJ2elc! 11wrdt gelev1..:;j_~c:1 ,:J.:,or c1:: Ptnrnte (E) van alle 

func t:L.:.:s) t/l -+ <p :tn (I:) betekent 
'n 

oneindig vaak c11ffer2ntieerbace 

weer (p ("!c) ~ <p(k)., uniform in '" 
11 * 

voor a LL::0 :c. Oolc hier geldt: 
(E -,i.) c. (D ·)" 1.1,'" be\1JiJzc·n: 

Stelling ~1. (:C *) beDtaat uit alJ.\., c~:i.stribi..:c:Lc:s m2t begrensc1e dragcr'. 

Bew:Ljs. 

rcnsd. 

cpn(x)=O ale Ix/En 

rr ( <f\1 ) = . I • 

Dezc r1.,J convc:rc;eert naar O in I.;. Omdat 'rG.(E"') noet du::1 '11 (1'.f'n)-?O. 

'I'egen s p ra al;:. 

2) Z:Lj '.L' een chstributi2 met begrenscJc c:lragcr. Dan is ·r b, (E.;i.). 

Nauwkeur1g0r uitgedrukt: er is een S L(E~) die o~ (D) met T overeen­

stemt. :Zij o:(x) t:. (D) een functie die op de C:lrag:~r van r11 de waarde 1 

aanneemt; clan !amnen we S definieren door· 
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S(ff) = 'I'(cx ,cp) voor q:i e. (E). 

Het is duidel1jk dat dan Seen continue lin~air~ functionaal is op 

( E ) , i . e . 3 L ( E ;;, ) , en cl a t S ( ep ) = 'I" ( <;a ) v o o r 9' i'- ( D ) • 

Als derde voorbeeld (voor ons van minder belang) beschouwen we 

de ruimten (J.Y) (p ~ 1) cHe bestaan uit alle: ra2etbare functies f(x) 

waarvoor f /f(x)\P dx eindig is. Ve defini~rcn convargentie in (LP) 
m.b.v. dcRfLP)-norm 

'I 

(18.10) ll f \l p = ( f I f ( X ) I p c1 X ) p 

En wel z~'-J f •-;l> f als n I). f -r\\. ·--!.>- 0. Dan :L;3 :u1C:lc,rdaad (D) c (:c.PL n ,J ¼ 

en rp 11 ~ <p J_n (D) 1mpl1cc·ert ii ep .1 - Cf H . --+ O. 1)u.·:, ( ) c (D *); ioc.1ere 
l J 

continu:::~ l:i.neaire funct:1.cmaal o:.i (L· 1 ) :u, c:en cJ:i.str•ibutie. 

Het :Ls bclccnc; dat :L::cJerc continu(;:; lincaire functionaal op (1,P) 

te schriJvcn 1.s als cen tucvocc:Lng 

f -+- ( f ; g ) = I f ( X ) g ( X ) c: X 

waa r g-£. 

Tenslottc noemen we nag de distributies van cindige orde. Als m 

t l 1 t 1 ·· t ( ·om ) ' 1 · 11 2en na -uur lJ .( ge a is, geven we me .. c1an CH-. verzame ing van a e 

reele functics ip (x) ilK:t beg;rensd2 drager J c}:.i,, m maal continu c1iffcpen--

tieerbaar z:LJtL 1,.i:::: cJeLuncr2n: cp -,-cp :1..11 ( ) ah, Cl" een bcgrcnsde 
11 

verzameling K is die C::e clcagers van all rp;1 n,·11vat, teewiJl 

lt'n(rn)(x)-1-- <p(::), urnfor'm 111 x. (Dan gc1C:I~ r:,;)'.·~ q,u(l()(x)--+ ({)(k.)(x); 

uniform J.i.l xj voor k=O '1,7:'; ... ,m) . .Cr 11Jt 11ce::r (D) c (d11 ); en als 
.\i· 

cp 11 -----o/ <p 1.n (1F1). Du:', l'_i ( ) c (iJ). De cJistt0 ibuties Cf n -+ <p u1 ( l.l ) , cl a n 
111"" uit (D ) h(;t~n van ordr:-~ ~ m. 

Voo rbc;e en van dist ri but J_,; :.: van (: 1.nci ur•(:1:.. ZlJll 

afgeJ.e:Ldc·n va11 eJ.ncJigc o e van cc:gulu0 1,,.: cl:1::.,tcJ.but:u.::s: 

clan kan P g;..:1:wkkeliJk uitgebr•L;ic1 , 10 ,::n to·~ ._en continue 

f ' . 7 ( 111 ) t l ( _):-'1 ) ·unc-cionaa_ o,) D : s-e: maar'; vooc (pE. 1· 

(18.12) F ( <p) = ( - /I )1" J cp ( rn) ( x ) f ( X) J ~: • 

Het omgckcerGc scldt oak: 

de (1:1_:::,tributie­
d m 

aJ.s F'= - [ f ], 
. . c1xm 
line:a H"O 

Stelling 2. De distributics van cindige orde ziJn juist de Cistributie­

afgeleidenJ van eindige orde, van reguliere distributies. 
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WiJ zullen deze stelling niet bewijzen, evenmin als de volgende 

Stelling 3, Iedere distributie met begrensde drager is van eindige 
orde. 

Een voorbeeld van een distributie die niet van eindige orde is, 

wordt geleverd door 

(18.13) 
00 

T -- L 
n=O 

cl' ( 11) 
n 

Het is zondcr m2er duideliJk dat deze distribut12 g2en afgeleide van 

eindige orde kan zijn van een reguliece distr:.L')Ut:Lc. Maar locaal is 

hij dat wel: op iedere begrensde verzameling zijn slechts eind1g 

veel J~n) van betekenis> en daar stemt T dus overcen met een diatri­

butie van c1nG1ge orde. 

Algemcen ge1dt: 

Stelling 4. Iedcre distributie is locaal een 6~str1but1e-afg2le1de, 

van eindige orda. van cen reguli~re diGtributi~. 

Be 1/·J i j :3 o 

ZlJ F acn v.rillc:ccuri,?;c chstr:1_butie, AJ.s U een begrensde open 

vepzamelit1Q; :Lf,, c,n o: ( :c) ~ (D) i:-:i cen to::.;tsfunc ti2 met ex( x )=·] voor 

x ~ u> dan :1-u 
F ( <p) = P ( ex r.p) == (o: F ) ( cp) 

voor ieder~ ~ s(D) met dragcr binnen U. Op U stemt F dus overeen met 

de distrl1)tt'CH; OI.P. Maar cx.F heeft cen begrenrJc1c c1Pager., dus o:.F is 

een d1str1but1s-afgel~ide van eindige orde van cen ~cguliere distri­

butie; vol~ens stelling 3 en stclling 2. 

Tot slot bcwijzen we 

Stelling 5. IcCcrc distributie Fis de som van ccn convcrgcnte reeks 

van clistr1but1c-afg2le en van regulierc di tr2but1es: 

(18014) F =- I: cl:~ [rn J 
n='I dx 

Beidj s. 

De geh-.~lc Rk kan warden ovcrdelct cloop c,cn r:Lj begr•ensde open ver-

zamelingen T\1 (c:,,g. Un= {x,:)xl< 11oo}).Volg2nf3 § '10 lemma 4 zijri er dus 

functies c-;11 (x) c (D), zodanig Gat -~-'\1 (x) = "1 vooL" alle x e R11 • Voor 

willekeur•ige cpe(D) is 11 == 1 

00 

00 

F ( lp ) = F ( L e<n Cf ) 
11=1 

00 00 

= L F ( cx 11 cp ) = L 
n=1 n=1 

dus F = L o: 1p. En iec::ere ot F heeft een begrensde dr'ager- un is dus 
n=1 n 

een distributic-afgelcide, von zck2re orde. van een reguliere distri-

butie. 
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19. Fouriertransformatie van functies. De ruimte S. 

1. Notatie-afspraak. 

Wanneer we werken in Rn wordt met x zoals 

(x1 ,x2 , ..• ,xn) van Rn bedoeld; daarbij is 

Is Y=(Y 1 JY2 , ... ,yn), dan defini~ren we 

gebruikelijk een punt 
2 2 2 X I x l == ( x 1 + x 2 + ••• + xn ) 2 • 

De letters p,q,r zullen we reserveren om n-tallen niet-negatieve 
gehele getallen aan te geven: 

p = ( p ·1' P 2 ' • • · ' p n ), q = ( q 1 ' q 2 ' .. • , qn L r = ( r 1 ' r 2 ' · " ; r n ) ; 

in afwijking van het voorgaande stellen we daarbij 

We schrijven p ~ q wanneer 

en geven met p! aan het getal 

P l p Ip I p ! 
· 1· 2···· n· 

Evenzo is xp een schrijfwijze voor 
p P1 P2 Pn 

X = x 1 X 0 ••• X 
'- n 

De notatie nP is een afkorting voor 

( 19. 1) = 

Deze notatie, ingevoerd door L. Schwartz, geeft aanzienlijke 

vereenvoudigingen. Bijvoorbeeld kunnen we een polynoom Pin 

x1 ,x 2 , ... ,xn, van de graad k, nu schrijven in de vorm 

(19.2) P(x) == L 
I p I ,;; l<: 

De reeksontwikkeling van Maclaurin van een functie 

f(x) = f(x 1 ,x2 , ... ,xn) van n variabelen krijgt de eenvoudige en 

vertrouwde vorm 
f(x) = ~. DP f(O) · xp L p! . 

p 
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Wanneer Peen willekeurig polynoom in x,1,x?, ... ,x is, zeg 
- n 

gegeven door (19.5), dan geven we met P(D) aan de differentiaal-
operator 

(19.3) P(D) f == L 
Ip\~ k 

2. Fouriertransformatie. 

Zij f(x) een functie op Rn, die absoluut integreerbaar is: 

fn I f ( x) I dx 
R 

< CD 

. '] 
(1.e, f~L ). Dan convergeert, voor iedere yJ de integraal 

(19.4) J -2 ,ci ~ X y-,. 
n f(x)e ' dx = g(y). 

R 

De functie g(y)J die we op deze wijze verkrijgen, heet de fourier­

transform van f(x); hij wordt ook weergegeven door gi'(f). Ook 
schrijven we wel: f _!:..,.. g. 

De functie g(y) is continu op Rn. Bovendien is hij begrensd; 

en wel geldt 

(19.5) 

Hierbij is ll g \\ 00 een nota tie voor 

1s gedefinieerd in§ 18: 

sup j g(x) J. De uitdrulcking II f H 
X ~ Rn 1 

\I r l\ 
1 

= f )r(x)\dx. 
Rn 

3. Welke eigenschappen heeft deze functie g(y)? 

Neem eens aan dat g(y) differentieerbaar is, zeg naar y, en dat de 

differentiatie in (19.4) achter het integraaltelcen mag gebeuren: 

Dit is in ieder geval 
. 1 

:x1r e. L . In dat geval 

(19.6) 

c) g J f ( ) - 2'7Ci < X J y > ( 2 . ) d rv-; = X e • - ~lX -1 X • 

Y1 Rn 

correct als niet alleen f ~ L 1 , maar ook 

blijkt ~ ook een fouriertransform te zijn: 
oy, -1 

~=(ff (-27Gx,,f). 
ay1 I 

Dan volgt, dat ook ~ continu isJ en begrensd; en evenals in 
oy1 

(19.5) 
hebben we 
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'I Als nu niet a lleen f f. L en x,1 f t r}1 
5 rnaa r zelfs xPr G Ln, voor alle 

p met I pl ~ k, voor zekere k) c1an !rnnnen we bet voorgaande gaan 

herhalen. He vinden dan dat g(y) k rnaal differentieerbaar is; met 

continue begrensde afgeleiden. En wel vinden we inductief dat voor 
al deze p 

(19.7) (-2ivix)P f 

zodat 

(19.8) 

volgens 19.5. Als P(x) een willekeurig polynoom van graad • k is, 
dan volgt verder dat 

(19,9) 
q; 

P(-27eix)f ----+ P(D)g, 

Daartoe gebruiken wij dat de toevoeging <Ji lineair is: 

(19,··10) g; ( oi f + ~ g) = ex g;- ( f) + 13 qr( g), 

zeals onmiddellijk uit (19.4) blijkt. 

Tenslotte concluderen we: (A) als xP.f ,2,L 1 voo1" iedere p, dan 

is g(y) zelfs oneindig vaak continu differentieerbaar, en alle afge­

leiden zijn begrensd. 

4. Wat gebeurt er, als we niet g(y) gaan differentieren, maar f(x)? 

Laten we eerst het 1-dimensionale geval nemen, en laten we aonnemen 
dat zowel f als f 1 continu is en tot L' behoort. We willen het ver­

band onderzoeken tussen 

en 

(19.11) 

g(y) == j+oo f(x)e- 2,cixydx 
-00 

h(y) = j+oo fr (x)e-2-icixydx. 
-00 

Hulpstelling. Zij f(x) een continue functie van een variabele, met 

continue afgeleide. Als f~L1 en f 1 e-11, dan is lim f(x)=O. Bijge­
x-i,.co 

volg geldt 
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(19.'12) f ( x) = 
rX 

J f I ( t )d t = 
-co 

f:D 

-j f'(t)dt; 
X 

terwijl 
+oo 

j f'(t)dt - 0. 
-CD 

Bewijs. 

Er gelcH 
X 

f(x) - f(a) = ( f'(t)dt. 
Ja 

Aangezl, c,_n f 1 " L,1 hee1~+ l1e-. ,- - 1 t' 1 · • · - · ' · · t ~ ~ v -U rcc~·ar-ia een einaige ~lm1e · voor 
x-+ oo. Dus bestaat lj_m f(x), en deze lrn:let is ,21ndig. Dan 
moet deze limiet O zi:jn; Si;1dat f zelf r.)ok tot L,1 behoort. 

Kies nu een vast y/0. Door partieel te integreren vinden we 

c;(y) :::: J+OO -2?CiX . 
f(x)e Ydx = f ( X) • I +o.:; 

T 

-co 
-CX) -ai~; 

_ J+CD f, ( x) e -2~ixy 

-co -27e:iy 
dx = 

-'-(D J, f' (x )e -2'1t'J_xy dx= h( v) 
-CD Wy • 

M.a.w. voor iedere y/0 geldt 

(19.13) 2 7C iy • g ( y) = h ( y) = qi ( f 1 ) ; 

omdat beide leden van (19.13) continue functies zijn, blijft deze 

gelijkheid gelden voor y=O. Toepassing van ('19.5) geeft voorts 

ll 2 Tv i Y • g ( Y ) l\ ~ ll f 1 \\ 

co "I 

Beschouw nu het algemene c;eval 

belen (n willekeurig). Ve nemcn aan 
✓1 

en tot L behoren. Voor vaste y met 

van een functie f van n varia-
2>f r'ia- 1~ ·" e·1-- b 0 i·c·'c cr1n"·•i1~,,, •z 1 J·r1 - '-' l , i --,. C '-' '-· '-" t., - • I,., .A- • 

oX,1 

Y,ifO geldt ' dan 

(19.15) g(y)= j 2 ., j j -?'lt'"i(x,)y-)+ •.• +xnyn),"'X 
f(x)e- 7Cl<X,y> dx = ... e '- '- '-' 2··· 

n Rn 
R +oo -2'ic;ix,1 y 'I .. 

•.• dxn j f(x"',x')J••·,x )e c1x,1 , 
I ,_ T1 1 

-co 

volgens de stelling van Fubini, met dien verstande, dat de laatste 

integraal bestaat voor bijna alle x2., ... ,x, en dat slechts voor 
- n 

die x 2 i •• .;Xn de gelijkheid ('19,'15) juist is. Passen we het voor-
gaande toe op de laatste integraal, dan vinden we dat voor bijna 
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-2~i(x y t +x ,, ) 
== J ... j e 2 2 · · · nvn dx2 ,. ,dxn . 

Rn-1 j+oo .3f -, , -2 ix,,iy1 _ 
~ ( " 1 , .... ,x )e dx1 . 

-00 oX.I l1 

Door de stelling van Fubini nu in cmgekeerde richting toe te passen 
vinden we 

(19.16) 2 ;c; iy 1 • g ( y) = f .. ·[ 
H R 

') 
f 1 ( x) e - '-7'Cl<' x, Y > d x . 

We hebben (19.16) bewezen voor y1fo. Beide leden ZlJn echter 

weer continu, en dus geldt (19.16) oo~ voor y1=o. Algemcen geldt dus 

(onafhankel1jk van het aantal variabelen): als f(x) en f 1 (x) continu 
zijn en tot L 1 behoren, en als 

f(x) g(y) 

dan zal 
c) f Gj 
ox1 

(2n.iy1) ·g(y). 

Uit (19.5) volgt dan dat 

ii 2 -rv 1 y 'I • g ( y ) ll ~ n r , ( x ) 11 . 
00 '1 

Stel nu dat nPr bestaatJ continu is en tot 11 behoort, voor alle 
p met !Pl:$ k. Dan vinden vJe door inductie dat 

zodat yP.g(y) begrensd is, voor' \ p \.,$le Algemener gelclt: als P(x) 
een willekeurig polynoom is van graaci , k, dan zal 

P(D)f --+ P(;:' ~iy) ·g(y). 

Tenslotte concluder·en we: (B) als f x) willel:eurig vaak continu 

differentieerbaar is, en alle afgeleiden van f(x) behoren tot L, 

dan is yP.g begrensd voor iedere p. 

5. Als we de conclusies (A) en (B) combineren vinden we het volgende: 
st e 1 x P . f e. L 1 , v o o r i e d e re p ., en st e 1 f ( x ) is w i 11 e lee u rig v a a k c on -

tinu differentieerbaar., met alle afgeleiden in 1'1• Zij g(y)= V(f). 
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Dan is yP.g begrensd, voor alle p, en g(y) is oneindig vaak conti­

nu differentieerbaarJ met alle afgeleiden begrensd. Dit resultaat 

toont een zekere (onvolledige) symmetrie. We Gaan trachten deze 

synunetrie vollediger te ma ken. 

Daartoe voeren we eerst in het begrip gedempte functie. 

Definitie. Een functie f(x) heet gedempt als hij in het oneindige 

sneller naar O gaat dan iedere rationale functie; i.e. als er voor 

iedere p? 0 een constante c bestaat zodanig dat p 

n voor alle x,;;, R . 

Verder gebruiken we de notatie c0 voor de verzameling van alle 

functies op R11 diem maal continu differentieerbaar zijn, terwijl 

c00 de verzameling weergeeft van alle functi.es die willelrnurig vaak 

continu differentieerbaar zijn. Uc defini~ren 

Definitie. Zij (,3) cle ver•zameling van alle (f> ,e. c 00 waarvan alle 

afgeleiden gedempt zljn. 

Het is duideliJk dat (s) weer een lineaire functieruimte is. 

We zullen het volcende 11 :3ymmetrische 1; resultaat aantonen: als 

<p(x) ~ (,S), dan q;( <p) {Z. (S). Anders gezegd: o/ beeldt (S) in zichzelf 

af. Later zullen we zelfs zien dat de rui:nte (S) door· 9' ,,1.1 op 

zichzelf wordt afgebeeld. 

Eerst moeten we echter de definitie van (S) nader analyseren. 

Er geldt: 

Stelling 'l. Laat Cf E. Coo. Dan 

<p~(s)~ xqDp (p begrensd op Rn, voor alle p,q 

~ Q(x)P(D)<p II ll ll voor willekeurige polynomen 2 

p ;Q 

P(D)Q(x)<p II II ll Ii II II II !I 
¢=} :, 

Bewijs. 

Het is duidelijk dat de cerste twee criteria equivalent zijn 

met elkaar en met de eis in de definitie van (3). Aangezien iedere 

functie P(D) Q(x)f een eindige lineaire combinatie is van functies 
van de vormQ.;.;..(x) r*·(D)cp, waarbij P\ Q*· weer polynomen zijn, 

volgt uit Cf e.(S) dat altijd P(D) Q(x) r.p begrensd. 
Omgelceerd is echter iedere functie Q(x) P(D) i:p een lineaire 

combinatie van functies van de vorm p*(D) Q*1x)f, zoals eenvoudig 

inductief te bewijzen is. Als dus steeds P(D) Q(x)r begrensd is, 
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dan zal <pQ.(S). 

Stelling 2. Als ep~(D), dan gelclt 

(1) Q(x) P(D)p ~ 11, voor willekeurige polynomen P.,Q; 

( '.)) 1-:i(D) w(x) tn ,..__ 1 1 , "11 l ' l P 0 - ~ T ~ • voor wi e<eurige po ynomen 1 ~. 

Bewijs. 

Kies willekeurige P,Q. Ook (1+!x! 2 )n Q(x) P(D)~ is weer van de 
vorm Q 11.-(x) P~(D) rp., dus begrensd, zeg ~ M. Dan volgt 

\Q(x) P(D)<fl ~ M 2 n • 
(·1+\x \ ) 

'I Het rechterlid heeft een eindige integraal; dus Q(x) P(D)<p e:. L • 

Voorts zijn de uitspraken (1) en (2) weer equivalent. 

Opmerking. Omgekeerd geldt oolc als cp E: C 00 en ,p heeft de eigenschap 

(1) (of de equivalente eigenschap (2)) cJan cp e, (S). Wij zullen dit 

niet bewijzen, en ook niet gebruiken. 

Nu volgt eenvoudig 

Stelling 3. Als cpe..(S);dan f;"<pl,:.(S). 

Bewijs. 

Als <p '<'.-(S), dan cp ~Ceo; dus P(-27Cix)<p ~ c00 , hoe het polynoom 

P ook gelcozen is. Uit conclusie B volgt dan dat yq. Gf(P(-2;-dx)cr) 

begrensd is, voor alle q. Maar volgens (19.9) is 

<j ( P ( -2-,dx) <p ) = P ( D) Cir ( <p) 

zodat volgt dat Q(x) P(D)1 begrensd isJ voor alle Pen Q. 

Verd er is xP. <pt L'i, voor alle k, volgens stelling 2J en dus is 

g: (<p) i c00 , op grand van conclusie A. 

6. In plaa ts van de integraa l ( 19. 4) kunnen VJe bes tuderen 

( 19 . 9 ) J f ( X ) e + 2,ci < X 3 y > d X = h ( y ) • 

RD 

Ook deze integraal convergeert voor alle 

h(y) geven we aan met ~(f). De operator 

eigenschappen a ls de operator g;;-.; i .h. b. 

af. 

✓1 
yJ als f ~ L. De functie 

qr heeft overeenkomstige 

beeldt Cf ook (S) in zichzelf 
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20. Tarnme distributies 

1Je hebben ingevoerd de functieruimte (S), bestaande 

uit alle willekeurig vaak continu differentieerbare functies 
f(x) met de eigenschap dat 

xq. DP <p(x) 

begrensd is op Rn voor iedere keuze van pen q. 

Op deze functieruimte willen we continue functionalen 

beschouwen. Dat kan alleen 1 als we in (S) een convergentie­
begrip invoeren. Daarvoor kiezen we het volgende. 

Definitie. Wanneer f(x), , 1 (x), f 2 (x), ... (s), dan zeggen 
we dat 

in ( S) 

indien geldt, voor iedere keuze van pen q 

zulks uniform op Rn. 

Na deze definitie is het zinvol te spreken over con­

tinue lineaire functionalen Fop (S). De verzameling van 

alle continue lineaire functionalen op (S) geven we aan 
met (SK-). 

I-let is duidelijk dat (D) c (S). En, als 

<p(x), q,_1(x)J cp2 (x), ... €. (D) en <pn-+'f' in (D), dan zelcer 

<fn-+<p in (S). Volgens § 18 kunnen we dan schrijven: 
(S *) c (D *). Nauwkeuriger gezegd: iedere continue lineaire 

functionaal Fop (S) gedraagt zich als een continue line-
a ire func tionaa 1 op ( D) . We 1{unnen de F e. (S *) dus beschouwen 

als speciale distributies, Deze distributies zullen we tamme 

distributies noernen (L. Schwaritz noemt ze 11 distributions 

temperees" of 11 distributions a c:roissance lente"; het zijn 

de enige distributies die Lighthill beschouwt). 
Niet iedere distributie is een tamme distributie. Zo 

definieert (in het geval n~1) de locaal integreerbare 
functie ex een reguliere distributie [ex J e(D*). Deze dis­

tribut1e [ex] behoort niet tot (s•). Want de integraal 

j ex <p(x)dx 
.l--x 

c onvergeert niet voor iede re q, ~ ( S) ( neem maa r (f'( x )=e 2 ) en 
men k:an aantonen dat [ex] oolc geen niet-reguliere voortzet­

ting tot geheel (S) heeft. 
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0mgekeerd is het eenvoudig voorbeelden van tamme distribu­
ties te geven. Zo is iedere reguliere distributie (P(x)], waar 
P(x) een polynoom is, tam: als cpn-;.cp in (s), dan zal 
P(x) <t'n(x)~P(x) <p(x), uniform op Rn, en dus· 

[P(x)]( <pn) =f P(x)<pn(x)dx--,.. jP(x)<p(x)dx =[P(x)](cp). 

Algemener wordt een (reguliere) distributie gedefinieerd 
door iedere tamme functie. 

Definitie. Een functie f(x) op Rn heet een tamme functie indien 
hij gernajoreerd wordt door een polynoom, d.w.z. 

( ) () 2 2 2k 20.2 f x = (1+x1 +x 2 + ... +xn) g(x) 

voor zekere le en zekere begrensde g(x). 

Voor iedere tamrne f(x) en iedere <p e,(S) is de integraal 
(f, ~) gedcfinieerd; want, als we f(x) schrijven in de vorm 
(20.2), dan is 

(20.3) (f,q,) =ff(x) qi(x)dx =Jg(x).(1+x12 + ..• +xn2 )k q,(x)dx. 

0mdat <p ~(S) is (1+x12 +x2 2 + •.• +xn2 )k <f)(x)~ L' (zie § 19 stelling 
2); daar g(x) begrensd is, volgt dat de integraal in het rechter­
lid van (20.3) convergeert. 

Het is duidelijk dat <p ~ (f, <p) een continU? lineaire functio­
naal is op (S). Dus: 

Stelling 1. I2dere tamme functie f(x) definieert een (reguliere) 
tamme distributie [f(x)]: 

[r(x)J (Cf>)= (f,cp) voor (pe(S). 

We kunnen onze klasse van voorbeelden van tamme distribu­
ties nog uitbreiden door gebruik te malcen van 

Stelling 2. Als F een tamme distrJ.butie is, clan ook iedere af­
geleide van F. 
Bewijs. 

Na tuurliJk is .:.: weer een 
dat ;]' gedefinieerd is op (S), 
<p e. ( s ) ; d an is 'fl0}' ~ ( s )., du s 

1 -aF 
1>x_,, 

distributie; we moeten aantonen 
en daar continu is. Maar als 

( 'P) 
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. 7>/fn 
is gedefinieerd; en als 'Pn~O in (S), dan zal~ ➔ O in (S), 
zodat 1 

c,F 2Jcpn 
Z>x1 (Cf>n) = -F(c>x}-+- O. 

Gevolg: Iedere distributie-afgeleide van eindige orde van een 

reguliere tamme distributie [f(x)] is weer een tamme distributie. 

Hiervan geldt ook een omkering: 

Stelling 3. Iedere tamme distributie is een distributie-afgeleide 

van eindige orde van een reguliere tamme distributie. 

Het bewijs van deze stelling laten we achterwege. Er zij 

op gewezen dat de situatie hier fraaier is dan bij willekeurige 

distributies (zeals ook te verwachten was): een willekeurige 

distributie is in het algemeen slechts locaal een afgeleide van 

zekere orde van een reguliere distributie, terwijl een tamme 

distributie die eigenschap globaal heeft. Dit levert ons een 

nieuwe voorbeeld van een distributie die niet tam is, nl. de 

distributie f cY(n) 
n=1 11 • 

Uit stelling 3 volgt ook dat [ex] geen tamme distributie 

is: ex is geen afgeleide, van hoe hoge orde ook., van een tamme 

functie. 

Er volGt ook dater ~ijen distributies {Fk} z1Jn, zodanig 

dat Fk,;., (S .;,,) voor alle le, en dat lim Fk=F in (D"") bestaat, zonder 
*) k ~oo dat F ~(S • Neem nl. maar 

rn k f xm] x]-Z:\,-
m ! - m=O m ! 

We vestigcn er de aandacht op dat uit stelling 3 ook volgt 

dat iedere tamme distributie van eindige orde j_s, 

Opmerki1::J2:::~ Alf\ Q ( x) een polynoom in x is, dan behoort met (f> ( x) 
steeds ook Q(x) <p(x) tot (S). Er volgt dat, voor iedere Fe.. (S*), 

ook het product [Q].F tot (s*) behoort. Als f(x) een willekeurige 

functie uit c00 is, dan is de distributie [r(x)J .F wel gedefinieerd 

(§ 15)_, ma'-\~· in het a1gemeen zal [r].F~(s""). Neem e.g. F= [1] 
f(x)=ex. 
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21. Fouriertransformatie van tamme distributies 

In§ 19 beschouwden we de fouriertransformatie 

( 21 • 1 ) (f' ( X ) q/ (o/ <p) ( y ) ::: j <p ( X ) e - 2 '/I; i < X ; y > d X • 

Door de operator ~wordt (S) lineair in zichzelf afgebeeld; 
daarbij geldt nog 

(21.2) Q ( -2 7C" ix) P ( D) cp ( x) _q:_ Q ( D) P ( 2 7C iy) ( ~ <p) ( y). 

Nu we in (S) een convergentiebegrip hebben, wordt de volgende 
bewe ring zinvol: 

Stelling 1. De afbeelding rg;: (S)-+ (S) is continu. D.w.z. als 

(f'n----+-O in (SL dan zal <if cpn-';- O in (S). 

Bewijs. 

A 1 s <;on -+ 0 in ( S ) ., d an z a 1 Q ( - 2 7':;" ix ) P ( D ) ip -+ 0 uniform 
in Rn_; dus zal 

!l Q, ( - 2 1v ix ) P ( D ) (f n \ \ 1 = f I Q ( - 2 1v ix ) P ( D ) <f n ( x )Id x ~ 0 • 
Rn 

Met behulp van (19,5) en (21,2) concluderen we hieruit dat 

ll Q ( D) P ( 2 "Yt; i Y ) ( ~ Cp 11 ) ( Y ) II 00 -+ 0., 

i.e. Q(D) P(y) '.F ~n gaat uniform naar nul op Rn, voor iedere 

l,<:euze van P en Q. Maar dit betekent precies dat Cf <fn-,.. 0 in (S). 

He ,r:;_;ean nu over tot de cJefinitie van fouriertransformatie bij 

distributies. In het voorgaande hebben we steeds een operatie voor 

distributies gecJefinieerd door deze operatie te 11 verschuiven 11 naar 

de toetsfuncties; bijvoorbeeld 

F I ( <p) = -F ( Cf I ) ; 

( [ \/f ].F ) ( <p ) = F ( V · (()) ; 

(-r: 11F)(cp) = F(t:_h<f). 

Al deze definities waren zo gekozen dat ze aansluiting gaven met 

de gewon2 gang van zaken ingeval F regulier was. 
Iets dergelijks trachten we nu weer te doen. Beschouw dus 

eerst een distributie F=[f], bepaald door een tot L1 behorende 
functie f(x). Zij g(y)=(qif)(y) de fouriergetransformeerde van 

f ( x) . A 1 s <p ~ ( S ) , d an geld t 
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( 21 . 3 ) (gj<p) =Jg(y) cp(y)dy = f{fr(x)e- 2-rci<x,y>dx }<f<y)dy. 

Door verwisseling van de integratievolgorde (die is toegestaan 

omdat de herhaalde integraal (21.3) absoluut convergeert) volgt 
dat 

(g) <p) = j f(x){Je- 2'7vi<x,y><p(y)dy} dx == (f /y), 

waar 'f(x) = j q,(y)e-2~i<X;Y>dy = ( 'i'<p) (x). Anders gezegd: 

(21.4) (~f, (f) = (f3~<p). 

D2ze formule willen we ten grondslag leggen aan de defini­

tie van de fouriergetransformeerde van een distributie; m.a.w. 
we v:ill0n voor distributics F een fouriergetransformeer1de o/ F 

def111leren door 

Alleen; '/oor een vvillekeurige d istributie F is deze formule 

niet bruikbaar. Hant als cp ~.(D), dan zal <g:q, geen begrensde dra­

gr:;r l:ebb2:1 (tenzij <p(x):::=O); zodat <if{(D), waardoor F(<i<p) 
niet gedcfinieerd is. 

I-Tosr deartoe hebben we juist de ruimte (S) ingevoerd: 

a ls <p e ( S ) , d an o o k 9=' <p e ( S ) . A 1 s nu F "-' ( S "") ~ d an is F ( ~ <p) g e -

dcfinice~d, voor alle ~&(S). Bovendien is de toevoeging 

(p--?F(Sl7' 1;-) lineair en continu: de lineaPiteit volgt uit 

ter1,1j_jl de continuiteit een gevolg is van stelling 1: als 

(p11 -'.•0 j_n (SL dnn '.F<pn-,,.0 in (S) (stelling ~), dus F(~i;an)->-0 

(omdat F een continue functionaal is op (S)). 

Ect is dus geoorloofd te definiere11: 

Dcfinitie. A.Ls F een tamme distributie is, dan definieren vie 

e(;D cJi:c.1tl'.'ihutie YF, de fouriergetransformeerde van F, door 

voor (/) cd ,S) • I , 
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Voorb1..:vld 1. Yd= [1 J . 
Immers~ per definitie is 

( qi J ) ( cp ) = J ( (ff <p ) = j e - 2 1v i < O., y ><p ( y ) d y = j (p ( y) d y = ( 1 , 9'J) • 

Evenzo leiden we onmiddellijk af voor de verschaven ~-distribu-
t ie, cl'8 : 

(21.6) 9' era = [ e - 2 7ti i < a ) y > J . 
Stelling 2. Als P(x), Q(x) polynomen zijn, en r,. 6(S~), dan geldt: 

(21.7) 9°(P(D)G) = [P(21viy)] · o/G~ 

(21.8) 9""([0,(-27'::ix)] · G) = 0,(D)<FG; 

(21.9) ~li 8 G =[e- 2 7t"i<a,y>J .q>Q; 

(21.10) ¥([e 2 1ei < a.,x >) ·G) = -r; 8 o/G. 

Bewijs. 

We malcen gebruik van het felt dat uit de definitie van 

distributie-afgeleide 

( DG) ( y ) = -G ( D y) = G ( -D y) 

volgt dat voor willekeurige polynomen P(x) oak 

(21.'11) ( P ( D) G) ( y ) = G ( P ( -D) 1V) . 

Voorts gebruiken we de gelijkheden (19.17) en (19.9) die gelden 

voor functies yr;,(S""): 

(21.12) 

(21.13) 

,(P(D) y,(x)) = P(2"TT: iy) ,(jyt; 

9i(P(-2-it:ix). y(x)) = P(D) <iFy. 

l,Jeern willekeurige cp( y) c1 ( S). (Als G een distributie is met 

\rariabele x, clan is ff"G een distr•ibutie met variabele y; we 

~oeten daarom een 1(y) nemen). Er geldt: 

9(P(D)G)(y) == (P(D)G)(9-°c;o) = G(P(-D)9'cp) = 

== G(?i'(P(27'7iy). (())):::: (~G)(P(2rviy). <p) = 

= ([P(2miy)] ·o/G)(<p). 

~aarmee is (21.7) bewezen. 
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Het bewijs van (21.8) is geheel analoog: 

s;([Q(-2-roix)].G)(rp) = [0,(-2-rcix)]-G('i<p) = 

= G(Q(-21tix),q;<p) = G(9"(Q(-D)cp)) = 

= (giG)(Q(-D)cp)= (Q(D),.-G)(<p). 

En op dezelfde wijze bewijzen we (21.9) en (21.10)J ditmaal ge­

bruikmakend van het feit (dat onmiddellijk gecontroleerd kan 

warden) dat de analoga van (21.9) en (21.10) voor functies y6(S) 
gelden: 

(2"1."14) 

(2"1."15) 

~a -vr(x) = y.,(x-a) -2it:-:'L< a,y > y°,_v e • 7, 

Voorbeeld 2. Daar we zagen dat g;d=-'l, volgt nu dat 

(2-1.16) 

(2"1.17) 

9i(P(D)a') =[P(2,ciy)] , 

y,([Q(-21\;ix)]•cf) =[oq, 

waar D<. de constante term van het polynoom Q(x) is. 

We willen nu de fouriergetransformeerde van de distributie 

["1] berekenen. Deze berekening is iets minder eenvoudig dan die 
van '!f' o. 
Stelling 3. 9" [/I) = J'. 

Bewijs. 0 2 
T,T b " ' t - 7C" l X l L q;: - 7C I y l a . vv e e w i J z en e e rs : e ~ 0 -+ e 

- L 

Stel eerst n=1. Zij f(x)=e- i'ClX en g(y)=9"f. De functie f(x) 

voldoet aan de d~fferentiaalvergelijking 

f 1 (x) + 2'1t:X f(x) = O. 

Op deze vergelijking passen we W toe; dat geeft 

2?viy.g(y) + i.g'(y) = 0. 

Dus g(y) voldoet aan dezelfde differentiaalvergelijking. Bijge-

volg geldt i'C',j 2 
g(y) = constante,e-

Om de waarde van de constante te vinden berelcenen we g(O): 



Dus g(y) == 

b • A 1 s f ( x ) gr➔ g ( y L 
- 2 

-'7t'X 
e 
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J - 7CX2 
g(O) = e dx = 1. 

we toe op 

-clxl 2 
Als dit geldt voar de functie e dan ook voor de bijbehoren-

de reguliere distributie: 

(21.18) 

voor 
Nu zoeken we de limieten zin, van linker-

en rechterlid van (21.18). Welnu, als ~ een willekeurige toets­

functie is, dan geldt: 

2 2 t~o [e-tJxl ](1) == t~ofe-E.Jxl <f(x)dx =f Lf(x)dx = (1,1().. 

dus 

(21.19) 

En: n 

dus 

lim (E) 2 
t. ""-7 0 £. 

(21.20) 

Hieruit volgt 

1 . [ - t. l x l 2] im e = 
t.--t O . 
2 

IL 
f.. 

1 .. J-itlZ) = lffi e 
t:. ➔ O 

2 

2 
= f(O) ·J e-ii;Jzl dx = tf(O) = 

n 2 2 
0 [e- f lYl ]=J. lim (1£) ~ 

l,. -10 e 

dat [1 J Gj J. 
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Opmerking. In dit bewijs gebruik:en we de continuiteit van <Ji' 
als operatie op de distributies uit (s*). We hebben cchter alleen 

maar bewezen dat ~continu is als operatie op (S) (stelling 1). 

Als we willen spreken over continuiteit van a;: 09 ( s*) dan moeten 

we specificeren t.o.v. welk convergentiebecrip in (Sw) we dit be­

doelen. 

Nu is in (s*)> als deelverzameling van (D~), een zwakke en 

een sterke convergentie gedefinieerd. In dit verband is echter 
een iets gewijzigd convergentiebegrip nuttiger en meer voor de 

hand liggend: definieer· e.g. zwal{lce convergentie G11 --,G in (s*) 

door de eis 

(21.21) G ( If) --,G(tp) n 

voor iedere 'f €,(s). (Dat is sterker dan de eis voor cl.istributies 

op (D); dan behoeft immers (21.21) slechts te gelden voor alle 

tp t.(D).) In deze zin nu is~ continu: als G11 ---,G., dan ~G11 ~ <JiG. 
Het bewijs is uiterGt eenvoudig: 

Voorbeeld 3. In voorbeeld 1 zagen we dat 

<JJ,",Ja = [e-21"Gic:::a,y:>] 

Uit het feit dat q,;[1] =Jen uit (2'1.10) volgt nu onmiddellijk 

dat omgekeerd: 

(21.22) ~[e+21ti <a,x>J==Ja. 

Daaruit volgt onmiddellijk dat (voor n=1): 

(21.23) 

(21.24) 

Sir[sin 2-rt"ax] :c: -~i(d8 -d_8 ); 

~[cos 2 ltax] = } (ci 8 +c1_ 8 ) · 

Op (s) hebben we behalve <J;: 
() J -l'ti<x,y> 

If X ~ e i.f(x)dx 

ook gedefinieerd de operatie ffi : 
tf(x) --t fe+iti<x,y> l.f(x)dx. 
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Ook deze kunnen we definieren voor distributies op (S); en wel 
stellen we weer., voor G ~ (S *): 

(21.25) (g;'G)(q,) = G(i<p). 

S_!elling 4. o/' beeldt (S ~) 1-1-duidig op zichzelf af, en heeft 
(j:' tot inverse afbeelding. 

Be11i .is, 

Als cp12,(S), en als y-=(jji<p, dan geldt, voor willekeurige 
a e Rn: 

cp(a) = Ja(cp) =1[e27Ci< a,y>) (<p) = 

= [ e 2 iv i < a , y > J (q,;' (p) = j e 2 7C i< a, y >- y ( y ) dy = ( ~ V' ) ( a ) . 

Dus <p= <Jiy . 
Als nu G e(S~), dan is 

(o/f G)(<p) = ( ~ G) ( q;' <p) = G ( o/~ cp) = G (Cf) . 

Dus <fF ff G = G • 

012merking. Uit het bewijs volgt, dat G.i de functieruimte (S) 

1-1-duidig op zichzelf afbeeldt, met 9'i als inverse afbeelding. \1 

Voorbeeld 4. We willen nog een aantal fouriergetransformeerden 

van distributies uitrekenen. Daarbij beperken we ons tot distri­

buties van een variabele. 

Lat en we beginnen met C.f x-1 . Voor 4' e (s) is 
1 1 co +oo -2 '1v ixy +2 "It" ixy 

( C., X- ) ( cp) = X- ( g; <p) = J dx j cp ( y) e ; e dy= 
0 -co 

+co oo -2 -rr: ixy +2 iC ixy 
= j <p(y)dy j e ;e d.x. 

-00 0 

Nu is 
-2 -r:: ixy +2 7t ixy 

e -e dx = ··2i fro sin 2 ,c- xy dx = 
0 X 

-2i sign fro sin u du = y 
0 

u 

= -2i sign 
'1ti 

y• 2 = - 7li i sign y. 

Daarbij is sign y de functie die +1 is voor y > 0 en -1 voor Y < 0. 

We vinden dus dat 

(<?"x-1 )(ip) = -7t:i j+oo sign y r.p(y)dy, 
-ro 



ofwel dat 

(21,26) 
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o/1 X - 1 = - '7v i [ sign y ] , 

Op dezelfde wijze volgt dat 

- -1 
9 X = + 7C i [ sign y ] 

Nu ga,an 1-re stelling 4 toepassen: x·· 1 =9°ix·\ dus 

-1 
X = "lt'.i g; [sign y] . 

Anders gezegd, 

(21,27) qi'[signy]= i --1 
- - Y: '7C7 -'- • 

Nu geldt echter dat 

[sign y] = 2U--1, 

vTaar U = [ ;U,( y)] , Er vol gt dus de. t 

qi (2U-1) = - i x-1 

w i -1 2 1' U -- cf = - 9r: X ; 

en zo vinden we 

(21.28) i -'1 '1 
9U = - 2 7C X + 2-dJ', 

Dit is in overeenstemming met de relatie (21.7) uit stelling 2: 

J -1 
[ 1 = <ii~ = ljPU 1 = [ 2 7C ix J 'i U = [ x J, X + 'lt i [x) • rf , 

do.ar [ x], x-1 = [ '1 ] en Ix]· ;; = O. 

We merken tenslotte op dat we op grand van stelling 2 en 

stelling 3 oak de fouriergetransformeerde van alle polynomen 

kennen: 

(21.29) o/(P(-2-roix)] = P(D)J'. 
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22. De Stelling van Parseval 

We beschouwen nu de functieruimten LP (p ~ 1). Het is zonder 

meer duidelijk dat steeds (S)c LP. Anderzijds geldt ook- en dat 

is in di t verband belangrijker - dat een f E. LP altijd een dis­

tribut ie [ f] '<. ( S ~) def inieert. Want als f ~ LP en <.p e (S), dan 

geldt (ongelijkheid van Holder): 

(22.1) l(r, cp)l= Jjr(x) <p(x)ctxj ~ jlr(x) <p(x~dx~ !Ir!\ p·~<t>l.e.::1<00. 
p 

De bevoeging ~ ,;.(f_. ~) definieert dus•een - kennelijk lineaire -

functionaal. En deze functionaal is continu (dus een distribu­
tie uit cs+<-)), want als cp -1r O in (SL dan geldt zeker dat 

n 1 

ll <p n ll q = { J 1 'fn (x) j qdx} q -+ O _. 

voor iedere q ~ 1 3 zodat (vgl. (22 .1)) 

j ( f , <f' n) I ~ II f ll p • II (f n II £.:.1 -+ O • 
p 

Slordig gezegd hebben we dat 

(22.2) 

We hebben de volgende hulpstelling nodig. 

Hulpstelling. Iedere f ~ L2 is de limiet, in L2 , van een rij (f'n 

ui t (S). 

Bewijs. 
Zij f (x)=f(x) voor 

n 
Ix\ ~ n en f n (x) =0 voor I xi > n. 

2 = { j l f ( x) j 2 dx } 1 /2 ~ 0, 
\ x\> n 

Dan geldt 

dwz. f -,. f in L2 . n -
Zij vervolgens f(a) (x) een willekeurig vaa~ differentieer-

bare functie met de eigenschappen: f(a) (x)=O als lxj~ a, en 

j f(a)(x)dx=1, Geheel als in de bewijzen van le~ma 1 en stelling 
1 van · 10 volgt dan eenvoudig dat iedere funct1e fn * .f(a.) een 
willekeurig vaak differentieerbare functie met begrensde drager 

· f ' t f nadert voor a --9'- 0. is. Evenzo volgt, dat fn * 1\a) un1· orm co n 
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Dan geldt zeker fn -11- /)(a)-;.. fn in L2 . 1 t 1 • en er vo g dat f een 11-
miet is, in L2 , van een rij toetsfuncties uit (D). A f 
is f limiet van een rij functies uit (S). 

We gebruiken nu de distributie-theorie om een eenvoudig be­

wijs te geven van de volgende stelling. 

Stelling van Plancherel-Parseval. 

g £ L 2 z oda t Gf [ f J:::: [ g J , 

f') 

Zij f '- L,:. Dan is er een 

Bovendien geldt dat \!glb = jj f \\ 2 . 

]3ew~js_. 
Stel eerst dat f een functie 

Dan behoort 1f' tot (s), dus zeker 

epe.(s) is. Zij (Y)=Si'cp. 
I 2 '- l' "k ldt y e. J ; na i-UUr 1 J · ge , 

~(q,] =['fl]. Fe behoeven dus nog maar aan te tonen 

ll "Y II 2 = \\ <p \b · En inderdaad, daar 4' = ~ V1 geldt 

!]cp )I 2:::: J I <p(x)) 2dx= j <p (x) cp(x)dx= j <p(x )dx j y(y) e-2~ 1 < x, Y > 

= jy,(y)dy J cp(x)e-2 "lvi < x.,y> dy= j ,y(y) '1,V(y)dy =ll 'P'H2· 

Neem nu het algemene geval: f is een willekeurige functie 

uit L2 . Volgens de hulpstelling is er een rij q:i in (S) die in 
2 n 

L tot f nadert. Dan geldt zeker ook 

aangezien, voor willekeurige y(x) 1G, (S), 

Er volgt dat, als Yn = 'ii" 't'n' 

[vnJ-+Cf [f]. 

Aangez ien { 4'n} convergeert in L 2 , geldt dat ll <+'n - <f ml\ 2-;,, 0 

omdat we onze stelling van functies uit 12 al bewezen hebben, 
2 

vol gt da t !l y n- \f' m!! 2-!>- O. Hierui t volgt weer ( omdat L volledig 
is) dat 'Y in 12 tot een functie g nadert. A fortiori geldt 

n 
dat in (S lG,) 
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Dan moet <f' [ f] = [ g], Tenslotte geldt 

)jglJ2= lim !l v nl\2 = lim II <f'nlb = Ji d2 , 
no+oo D➔CO 

waarmee het bewijs is voltooid. 

<213merkingen 1. De voorgaande stelling geldt natuurlijk voor 

r:f'. Derhalve zijn (j' en g; beide 1-1-duidige afbeeldingen van L2 

op zichzelf, die de 12 -norm invar·iant laten:zogenaamde unitaire 

operatoren op 12 • Er volgt heel eenvoudig dat voe cf ,g ~ Took 

(22,3) 

Hierbij 

( 22 . L~) 

is., 

(f.,g) = (<if, GJig). 

2 c;; 2 voor f e. L ., '!,IP f de functie in L zodanig dat 

9[r]=[~r]. 
De formule (22,3) kan, in plaats van (21.4), als uitgangspunt 

gebruikt worden voor de definitie van fouriertransformatie van 

distributies: 

(22,5) F( (f)) = (GJF)( qi r.p). 

Het is dan mogelijk voor iedere distributie Fe (Di!-) een f'ourier­

getransformeerde Cj F te definieren. Deze is dan echter een nieuw 

soort distributie, nl, een continue lineaire functionaal, niet 

op (D), maar op de functieruimte van alle fouriergetransformeer­

den van functies uit (D). Dit is de methode die gevolgd wordt 

in het boek van Gelfand en Shilov . 

..QJ2merking 2. In de klassieke theorie wordt de fouriergetrans­

f'ormeerde qf f van een functie ft L 2 c;edefinieerd als de limiet 

in L2 
J voor }T ➔ oo J van de functies 

gN(y) == f 
Ix!~ N 

(22.6) 
0 . ' f (x)e-,._ ,c 1 < x,y >- dx, 

Het is eenvoudig in te zien dat deze definitie overeenstemt met 

die in (22.4): als weer r11 (x)=f(x) voor Jxl~ N en fN(x)==O 

voor I xj > N, dan is fN~ 1\ en gN=~fN' 

Dus ook [ gNJ == Gf' [ f N2] . 
Daar fN-;,, fin L, en, a fortiori, [fN]-+- [r] in (s~_,geldt 
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Als dus gN in L2 convergeert naa~ f t ~ een unc ie g, dan is 
[g J = ~[f] . 

23. Fouriertransformatie en convolutie. 

We hebben gezien dat vermenigvuldiging bij distributies niet 
altijd mogelijk is. Als f(x) een oneindig vaak differentieerbare 
functie is, dan kunnen we een willekeurige distributie F met ( f] 
vermenigvuldigen door te stellen 

( 23 .1 ) ([f). F) ( ep) = F(f. cp). 

Immers, als 'f' t!.(D) dan ook f. q,i(D), zodat F(f. 'f) is gedefini­
eerd. Is f(x) echter een willekeurige functie, dan valt er niet 
veel te zeggen. 

Bij distributies uit (S*) is de situatie nog iets onpretti­
ger. Immers, we zagen reeds in § 20 dat als <p~(S) en f wille­

keurig vaak differentieerbaar is,de functie f(x)-f(x) niet tot 
(s) behoeft te behoren, zodat (f],F niet altijd een tamme dis­
tributie behoeft te zijn. Neem e.g. F= [1] en f(x)=ex. 

We moeten dus aan f(x) zekere verdere beperkingen opleggen. 
Daartoe defini~ren we een geschikte verzameling van functies 
waarmee we iedere tamme distributie mogen vermenigvuldigen. Deze 

functies zouden we multiplicatoren kunnen noemen. 

Definitie. Zij (OM) de verzameling van alle functies f(x), 
waarvan alle afgeleiden bestaan en tam zijn. 

00 
Anders gezegd., f (x) y, (OM) dan en slechts dan als f ~ C en 

als er voor ieder polynoom Peen polynoom Q bestaat zodanig dat 

voor alle x 

(23.2) j P(D) f(x) j, l Q(x)\. 

Dan kunnen we P(D)f(x) schrijven in de vorm 

(23.3) P(D) f(x) = Q(x),g(x) 

waarbij de functie g(x) begrensd en willekeurig vaak diff~ren­

tieerbaar is. Zelfs kunnen we Q(x) zo kiezen dat g(x) C. L • 
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Als f (x) le. (OM) dan is f (x) in ieder geval een tamme functie., 
dus een distri but ie [ f J i ( S "") definieert. 

2 
Een voorbeeld van een functie uit (O'") is e 'lt'i\x I . 

M 
beeld toont dat het polynoom 0 essentieel van de orde van 

rentiatie~ dus van het polynoom P, kan afhangen. 

Uit de definitie volgt onmiddellijk: 

Stelling 1_._ 

o/n -,;. 0 in 

Als <p 6(S) en f€.(OM)' dan is f.<pe.(S). 

(S)~ dan oak f. cp -;.o in (s). 
n 

s 

voor-

Gevolg: Als F 6 (S *) en f e. (OM) dan [f] .Ff. (s*). 

We kennen in (D) nag een tweede operatie die niet tijd mogeli 
is: de convolutie. De enige gevallen waarin we zonder meer zeker 

zijn van het bestaan van F * G zijn de volgende: 

(1) F of G heeft een begrensde drager; 

(2) de dragers van Fen G zijn naar dezelfde kant begrensd. 

De enige distributies waarvan we zeker zijn dat we ze kunnen 

vouwen met alle F iz.. (D *) zijn dus de distributies met begrensde 

dragero 

In (s*) is ditmaal de situatie juist gunstiger. Indien 

F.,G €. (S ~-) en aan een c]er voorwaarden (1L (2) is voldaan, dan 

kan men gemakkelijk nagaan dat F.G a(s*). Maar F•G kan in meer 

gevallen gedefinieerd warden, en i.h.b. zijn er distributies 

G ~ (S *) die zich la ten vouwen met iedere F ~ (S "") zonder een 

grensde drager te hebben. 

Voorbeeld 1. 

Zj_j g(x) = 
g*tp tot (S): 

. 2 
G=rel~lxl]. 

iTGlx7 2 .. e • en z1J 

2 
g~<-p == J e7vi}x-y! <p(y)dy :::: 

2 . 
== e"Jl;ilx! o/f'l./1', 

cp(x) e. (S), Dan behoort 

waar "¥" ( y) =e7ti ! y l 2. <p(Y) . Aangezien q; de ruimte (S) in zichzelf 

afbeeldt, behoort cg; 'I' , en daarmee g ,Hf,, tot (S) • 
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Dus is voor willekeurige F ~ (S *), F(g * <p) gedefinieerd. 

Maar 

F(g11-cp) = F(jeNilYl2 cp(x-y)dy) = 

= F(jei';ii\y\ 2 <p(x+y)dy) = 

= F ( G ( (p ( X + y ) ) ) = ( F ¥c G ) ( ttJ) • 
X y T 

Dus F*G is gedefinieerd, voor alle F ~(S). (Eigenlijk is hier­
mee F*G alleen nog maar gedefinieerd als lineaire functionaal 

op (S); we moeten nl. nag bewijzen dat F*G oak continu is op 
(S). Dit volgt uit het feit dat met <p -+- O in (S) ook g*cp -+0 

n n 
in (S), hetgeen men eenvoudig na kan gaan.) 

In bovenstaand voorbeeld bleek het mogelijk F*G te defini­
eren, voor aile Fe- :sir), doordat G41-(p (vgl.(17,12)) tot (S) be­

hoorde, voor alle 4' E-(S). Distributies met deze laatste eigen­

schap verdienen dus onze bijzondere aandacht. 

Definit::e Zij (0;) de verzameling van alle distributies G 6(3~) 

met de volgende twee eigenschappen: 

(1) Als Cf6(S), dan ook Gw-c.p Q.(S); 

(2) Als 

Stelling b_ 
F~G 1!.(St1-). 

<r1 ➔ O in ( S ) , da n G +Hf ~ O in ( S ) • rn n 

Als Gt (o;) en F €. (S*), dan bestaat F*G, en 

Bewi j s. Met 'V' (x) behoort na tuurlijk c;- v, (x) = ,v ( -x) tot 

(S). Daaruit volgt dat met G ook a-G tot (o;) behoort. Maar er 
geldt algemeen 

(23,4) (F*G)(cp) = F(crG~Hp) 

en dus is F*G gedefinieerd, voor alle F e. (S 41,). 

Natuurlijk is F*G een lineaire functionaal op (S). Boven­

dien is F*G continu op (S): als ~ -:1-0 in (S), dan volgt uit n 
(2) in de definitie van (o;) dat ook a-G • fn -+-0 in (S), zodat 

(F*G)( c:pn)== F(o-G~<pn)-;-0 in (S), 

De distributies uit (OC) zou men convolutoren kunnen noe­
men. 
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Opmerking 1 . In de definJ.t ie van ( o;) is do voorwaarde (2) 

overbodig. Nen kan nL zelfs aantonen: als G ~ (D •) de e:lgen­

schap heeft, dat G ..- cpe..(S) voor iedere ~ t.(D), dan behoort 

G tot ( o;). 
Opmerk~ng 2 ._ Een belangrijic cri terium voor het behoren tot 

(o;) wordt gegeven door de volgende stellin~ (die wij hier 

zullen bewijzen): 

StellilliL.2.: Dan en slechts den behoort een d1.stributie G tot 

(o;) indien [Q(x)]. Geen begrensde distributie is, voor iedere 
keuze van het polynoom Q(x). 

Het in deze stelling gebruil{te beg;rip bee;rensde distributie 
is als vol gt gedef inieerd: 

Definitie. Een distributie heet begrensd als hij een eindige som 

is van distributieafgeleiden (van eindige orde) van begrensde 

continue functies. 

Van groat belang is de volgende stelling, 

Stelling 4. Als f 'G. (OM)~ dan F= r:J [f] E- ( o~·). Bovendien geldt /; 

voor G i (s *) 

(23.5) [f'] . G 

:§ewi j S.J_ 
a) Zij cf €.(S). Dnn is 

(23.6) 
met 

(23.7) 

Immers 

F * cp =F y ep ( x-y) = ( 'Ji [ f ] ) Y ( cp ( .x -y) ) = [ f J z ( f (p ( x-y)} = 

=[f}z (e-21ei<x,z>ii<p)= j e-21': i < x,z>f(z)(i1')(z)dz"" 

= qr c.p 

met y als in (23.6) 

b) Hieruit volgt onmiddellijk dat Fe. (o;). Want yt.(S),dus 
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F* (p = Wy.r ~(S); en als <pn➔ O in (S), dan ook Yn=f, q;'fn-+-0 
in (S), dus F ~ (pn=q;"\f/n-:>-0 in (s). 

c) Evenals in a) bewijst men voor de gespiegelde van F 

(23.8) 

waarbij ditmaal 

(23.9) 

6°F * <p = <:j; if' J 

Hierbij merke men op dat 

uF ==c;~[r] - 9P[r] 

Volgens (23.4) is 

( F * o/ G ) ( Cf ) = 0f G ( o- F * cp ) Ji"G ( q; 'JI) =G ( g; g;' y) =G ( V ) , 

waarbij we gebruik maakten van (23.8), met y; als in (23.9). Dus 

( F * <7 G ) ( Cf ) =G ( f · q; Cf) = ( [ f ] G ) ( g; cp ) = qi ( [ f ] · G ) ( <p ) • 

Daarmee is de stelling volledig bewezen. 

Opmerking. Een analoge stelling geldt voor de geco~Jugeerde 
fouriertransformatie q; . 
Een omker1ng vnn h~t eerste deel van stelling 4 geeft 

Stelli~fL.2. Als F ~ ( OCJ, dan is er een f ~ ( OM) zodat ff F= [ f J. 

Deze stelling kan eenvoudig bewezen warden met behulp van stel­

ling 3. Het bewijs laten we echter achterwege, rnede omdat we 

stellin3 3 oak niet bewezen hebben. 
In ,_rerbanc. met de omkeerstelling ( § 21 stelling ~-) volgt, 

dat ~ en g;'° de verzamelinc; van alle [f], f ~ (01), 1-'1-duidig 

afbeelden op (o;); omgekeerd beelden zij (o;) 1-1-duidig af op 

de verzameling der distributies [r], f ,(oM). 
Zj_j nu Fi;: (o;L G £(S~), Zij [f] = 5li° F; dan is F= 'ii [f]. 

Volgens het analoog voor 9r"van stelling 4 is 

Dus geldt dat 

g;-(F*·G) =9~([f}o/G)= [fJCp"G. 

Daarmee hebben we een omkering van het tweede deel van stelling 
4 bewezen: 
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Stelling 6. 

(23.10) 

Als F ~(o;) en G t(S~), dan geldt 
q; 

q;'F, ~G. 

~ i?ljlx\ 2 ] ¾-\ Opmerking. In voorbeeld 1 bewezen we dat [e · 6(0cJ• 

Dit kunnen wen~ vlotter aantonen: het is onmiddellijk duidelij-
1-;t; l xl () ker dat e e. OM • Dan 

0P(eiit[xl2 )= cl+~f ei1tly\2' 

en daar ~[r] €, co;) voor f e (OM), volgt dat [e-i'KiYI:] e.(o;). 
Dan oak de toegevoegd complexe distributie [ e 11C lY I J E- (OJ). 
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Correcties (vervolg) 

Op 
co 

pag. 9 regel 12 v.o.: ipv. - j o/(x)dx 
0 

11 11 regel 9 v.b.: ipv. ( <p(e)- (p(O) 
H 19 regel 1 v.o.: ipv. (p(c)+ cp(-1:.) 
11 21 regel 12 v.o.: ipv. f(x) 
tr 42 regel 12 v.b.: ipv. d.w.z. 

n 46 regel 1 v.b.: ipv. 9J(0)=0 

regel 12 v.b.: ipv. <.p (x) E- (D) 

n 47 regel 2 v.o.: ipv. [ (x-al--')k,., 
11 66 regel 13 v.b.: ipv. die 

regel 16 v.b.: ipv. cp~k)-+ 'P(k) 

regel 17 v.b.: ipv. k 

regel 14 v.o.: ipv. uniform in 

11 70 regel 
11 71 regel 

regel 
11 73 regel 

11 75 regel 

3 v.o.: ipv. 
1 V. b. : ipv. 

2 V, b. : ipv. 

6 v.b.: ipv. 

2 v.b.: ipv. 
fl 

II 

80 regel 2 v.o.: 

81 regel 10 v.o.: 

voeg toe : 
ipv. ( S *) 

!I 85 regel 6 v.o.: 
-2-r;:ixy +21vixy . e ·e ipv. 

11 86 regel 10 v.b.: ipv. 2U-1 

regel 11 v.b.: ipv. ft(y) 

regel 11 v.o.: ipv. 2U-1 

II 81 1 '1'1 v.b.: [ 
; 11Ck<c.=1 , x,.. ) e . 

00 I 

lees; - f cp (x)dx 
0 

lees: ( 'f(&.)- <p(O)) 

lees: ~(t)- ~(-£) 

lees: 

lees: 

lees: 

lees: 

lees: 

f,.:i'(x) 
bijvoorbeeld 

<p(x)= x • -yt(x)., 

1f. (x) e, (D) 
n k 

[ (x-ay) Y] 

¥" e(D) 

lees: waarvan alle afgelei­
den 

lees:ix\m ~n (k)-+ jx}m ~(}<:.) 

lees: k., en voor iedere 

lees: 

lees: 

lees: 

lees: 

lees: 

lees: 

(21.5) 

exponent m 

uniform op elk be­
grensd interval 
-2 7'v ix1 r 
~ 
'clY4 1 

L 

J .. 00 J 
Rn 

(s) 

lees: (S) 
-21vixy +2Tt:ixy 

lees: e -e 

lees: 2U-[1] 

lees: u(y) 

lees: 2u-[1] 

X 

[ '.-·-. '.~-ici< 8 , X >]. lr:t~E3: ':--: 


