STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

AFDELING ZUIVERE WISKUNDE

Cursus ’’Distributies’’

Groningen

door

P. C. Baayen

Z2ZC 55

1961



DISTRIBUTIES

Cursus 1961 te Groningen
door
P.C. Baayen

Literatuur:
1. I.M., Gelfand und G.E. Schilow, Verallgemeinerte Funktionen.
Deutscher Verlag der Wissenschaften (1960).

2. L. Schwartz, Théorie des distributions. Act.Sci. et Ind.,
Hermann et Cie (1950,1951).

3. A.C. Zaanen, Distributies, Serie voordrachten voor het Mathe-
matisch Centrum (1956-1957).

4, I. Halperin, Introduction to the theory of distributions.
University of Toronto Press (1952).

1. Inleiding

De theorie der distributies is ontwikkeld met de bedoeling een
streng wiskundige grondslag te geven aan bepaalde methoden uit de
physica, en wel in het bijzonder aan het gebrulk van zogenaamde
"singuliere functies".

Het eenvoudigste voorbeeld van zo'n singuliere functile is de
y-functie van Dirac, Deze wordt "gedefinieerd”" door de eisen:
5(x)=0 als x#£0; ‘[+oo g(x)dx=1. Als dan ¢ een continue functie is,
kan men als volgE®redeneren: als |x| klein is, dan is ¢(x) =~ ¢(0);

dus geldt, voor kleine & >0:

+00 +e te
\/ J(x) ¢(x)dx =f' g(x) @(x)dxzq(o)‘[ J(x)dx =
-00 S oo -t
= (0) / o(x)dx = ¢(0).
~0o

Natuurlijk bestaat er geen functie x— o(x) die voldoet aan
bovengenoemde eisen. Maar de toevoeging ¢ —D(¢) = ¢(0) die "afgeleid
is" m.b.v. J(x) heeft wel zin; aan ledere functie ¢ ult een zekere
verzameling (hier de verzameling van alle continue functies) wordt
hierdoor een redel getal toegevoegd. Anders gezegd, D is een reé€le
functionaal; en eventueel zouden we die dan wel kunnen weergeven
met D(¢) = J[+oo s(x) ¢(x)dx, maar dan is dit geen integraal in de
gewone zin,”ﬁ%ar louter een symbolische notatie.
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Beschouw nu eens een locaal integreerbare functie f(x), d.w.z.

een functie die absoluut integreerbaar is over elk begrensd gebied.
Dan bestaat _[ f(x) ¢(x)dx voor iedere continue functie ¢(x) die
in de verte nu is, d.w.z, die nul is buiten een begrensd gebied.
Men schrijft dikwijls (f,¢) voor \/+OO f(x) ¢(x)dx. De toevoeging

¢ — (f, ¢) is dan een functionaal P, voortgebracht door f.

Er zijn dus verschillende soorten van functionalen: bij sommige
functionalen F bestaat een functie f(x) zodanig dat F(¢)=(f,¢); bij
andere functionalen, zoals D, bestaat een dergelijke functie niet:
er is geen functie J(x) waarvoor D=(J, ¢ ). Toch blijkt het moge-
1ijk met een functionaal als D te rekenen, alsof er wel zo'n functie
J (x) bij behoorde. In dit verband spreekt men dan van gegenerali-
seerde functies,

Gelfand en Schilow nocmen gemakshalve een functionaal zoals D
ze&lf een gegeneraliseerde functie. In deze zin nu zijn ook distri-
butles gegeneraliseerde functies. Ze zijn door L. Schwartz gedefi-
nieerd als een speciaal soort functionalen op een specilale verzame-
ling van functies. Bij sommige distributies F bestaat een puntfunctie
f(x) zodat F(¢)=(f,¢); bij andere bestaat zo'n puntfunctie niet;
maar met allen kan men in allerlei opzichten rekenen alsof er steeds

zo'n functie bij bestaat. Zodoende kunnen dan verschillende begrip-
pen uit de gewone functietheorie worden overgenomen, zoals differen-
tiatie, of convergentie van rijen of reeksen. De definitie van het
begrip distributie is daarbij zo fraai gekozen, dat de analyse in

de verzameling van de distributie aanzienlijk aangenamer trekken
vertoont dan die in de verzameling van de "gewone" functies.

2. De ruimten (C) en (C¥)

Zij ¢(x) een continue functie, gedefinieerd op de k-dimensiona-
le euklidische ruimte Rk. De drager van ¢ is per definitie de klein-
ste gesloten verzameling in RS, die alle x e RS met ¢ (x)#0 bevat.

Een functie ¢ is dus juist dan nul in de verte, als zijn drager be-
grensd is,

Definitie. De verzameling van alle continue ¢ met begrensde drager

in RX heet (c).

De verzameling (C) is een lineaire ruimte: als ¢ ¢(C) en yve(C), en
als a,b re8le getallen zijn, dan is a¢ +by ¢ (C).

We zeggen dat F een lineair functionaal is op (C), als aan
iedere ¢ ¢(C) een refel getal F(yp) is toegevoegd, zodanlg dat voor



alle ¢ , v e(C) en re€le a,b

Flag +by) = aF(¢) + bF(y).

Als F en G beiden lineaire functionalen op (C) zijn, en a,b zijn
re€el, wordt een functionaal aF+bG gedefinieerd door:
(aF+bG)(¢) = a.F(9)+b.G(¢), voor alle ¢e(C). Dan is ook aF+bG een
lineair functionaal.

Als {@n } een rij in (C) is, zullen we zeggen, dat {q>n} in (C)
convergeert naar ¢ ¢(C), als er een begrensde verzameling K in Rk is,

die de dragers van de ?n alle omvat, terwijl in de tweede plaats
?n uniform naar ¢ convergeert.
Een lineair functionaal I heet continu, als F(¢n)—+vF(¢) voor

iedere in (C) convergente rij P ¢

Definitie. De verzameling van alle continue lineaire functionalen
op (C) heet (C¥).

Ook de verzameling (C¥*) is een lineaire ruimte: als Fe(C¥) en Ge(C¥),
en a,b re€el, dan is de lineailre functionaal aF+bG weer continu.

Voorbeelden.
1. Voor locaal integreerbare f hebben we gedefinieerd de toevoeging

p — (£, @) = /. f(x) ¢ (x)ax.
Rk
Dit is een continue lincaire functionaal op (C), die we gemakshalve
ook wel met f weergeven. Men zegt daarom wel: "(C™) bevat alle locaal

integreerbare functies".

2. De toevoeging ¢ — ¢ (0) is een functionaal uit (C™), die we al

aangegeven hebben met D. In plaats van D(¢) schrijven we ook:
+00

j' Y(x) ¢(x)dx.
~00

3. Als/u een massaverdeling in R, is, dan is de toevoeging

K
4 ~+~[ ¢ (x)du een continue lineaire functionaal. Nauwkeuriger ge-
R
k

zegd:/m is een ¢ -additieve verzamelingsfunctie, gedefinieerd op
alle borelverzamelingen in Rk, en met eindige totale variatie op
iedere begrensde borelverzameling. Dan 1s ][ 9(x)du inderdaad ge-

definieerd voor alle ¢ e(C). R

Omgelkkeerd geldt de stelling van Riesz: bij iedere functionaal
F‘e(C*J bestaat een ondubbelzinnig bepaalde massaverdeling « , zo-
danig dat, voor alle ¢@&(C),




b

Flo) = [ e(x)au
RL

Inderdaad hoort bijvoorbeeld bij & de massaverdeling u , waarbij
een puntmassa ter waarde 1 is geplaatst in de oorsprong, terwijl
verder rergens massa aanwezig is. Anders uiltgedrukt: als Ac:Rk
dan geldt: w(A) = 1 als Oel; w(hA) = 0 als O¢A,
Evenzo hoort bij de functionaal f de massaverdelling . , gedefini-
eerd door u(A) = Kﬂf(x)dx.

Het 1s nlet zo, dat iedere massaverdeling « uit een functie T
verkregen kan worden (dit geldt alleen voor absoluut continue'ﬁb).
Bijvoorbeeld is er geen functie f(x) zodanig dat (f,¢)=D(¢)= ¢(0),
voor alle ¢e(C); want er zou volgen:/k f(x)dx=1, en: £(x)=0 voor
bijna alle x; m.a.w. £(x) zou de J-functie zijn, en die bestaat
niet, als puntfunctile.

3. De ruimten (D) en (D%)

Definitie. De verzameling van alle ¢e(C), waarvoor alle afgeleiden,
van alle orden, bestaan, heet (D).

Ook (D) is weer een lineaire ruimte, en wel een echte deelruimte
van (C). Een voorbeeld van een ¢ (D), met ¢(x)=0 voor

r= || x|l = 'Zﬁ xieg a (a>0) is de functie
1=
2 2
a“-r
e voor r < a;
@(a)(x) =
0 voor r: a.

De drager van ?(a) is de bol | x|| ¢ a. Evenzo is, voor k=1, de

. - . ) d g
functie ¢, b die gedefinieerd is door <pa3b(x)=exp(— 5 E:f>
als a <x.<b en ¢ b( x)=0 als x<¢a of x»b, een element uit (D) met
precies het 1nterval a<xg¢b als drager. Verder horen ook de func-

ties { @a,b(x)}q/n (n geheel positief) tot (D).

Definitie. Zij {mn} een rij functies in (D), en zij ¢ &(D). De
rij {-?n} heet convergent in (D), met limiet ¢ , indien

10. Er is een begrensde verzameling K in Rk, die de dragers
van alle ¢ _ omvat,
0 G}

4
°. De rij ¢ convergeert gelijkmatig naar ¢ ; de rij 5§2

convergeerg gelijkmatig naar —Jﬂ s, voor i=1, 2 <K 1

de rij —2-fn convergeert gellg%matlg naar —2—% _ ; en

DX . ax DX, ax
J J
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algemeen, als D een parti€le differentiatie van wille-
keurige orde voorstelt: de rij D?n convergeert gelljkmatig
naar Dy .

Voorbeeld. De rij ¢ (x) = %-w a)(x) (n=1,2,...) convergeert in
(D) naar de nulfunctie, Maar de rij xyn(x) = %’V(a)(%) (n=1,2,...)
convergeert weliswaar gelijkmatig naar nul, cvenals elke rij van
afgeleiden, maar is toch niet convergent in (D), omdat er geen be-
grensde verzameling K bestaat die alle dragers bevat,

Men merke op, dat er rijen {.¢n} in (D) zijn - zo'n rij ligt
dan zeker in (C) - die wel convergeren in (C), terwijl ze niet con-
vergent zijn in (D). Later zullen we zelfs bewijzen dat iedere
¢ e(C) de limiet in (C) is van een rij {¢, b an (D).

Definitie. Een lineaire functionaal F op (D) heet continu, indien

uit ¢ — ¢ in (D) altijd volgt F(?n)~ﬁ-F(?). De verzameling van
alle continue lineaire functionalen op (D) heet (D*). De elementen
van (D¥) heten distributies (Schwartz) of gegeneraliseerde functies
(Gelfand en Schilow).

Een distributie is dus een continue lincaire functionaal op (D).

De verzameling (D*) van alle distributies is weer een lineaire
ruimte: als F en G continue lineaire functionalen zijn op (D), en
a,b zijn reéle getallen, dan is aF+bG weer een lineairefunctionaal,
dat blijkbaar ook weer continu is.

Verder geldt:
Stelling. De ruimte (C*) is een deelruimte van (D¥).
Bewijs. Stel F ¢(C*)., Dan is F een lineaire functionaal, gedefini-
eerd op (C), dus zeker op (D). En F is continu op (D), want als
¢,—> ¢ in (D), dan geldt zeker ¢, —¢ in (C), en dus F(qn)—a-F(w),
daar F continu 1s op (C).

Opmerking. Strikt genomen is het niet juist dat (C*) een deelruimte

is van (D¥): als Fe(C*), dan is niet F zelf cen lineaire functionaal
op (D), maar alleen zijn restrictie F|(D). Het is echter gebruikelijk
(C*) te identificeren met de ruimte van al deze F|(D).

Uit de stelling volgt dat i.h.b. de functionalen (f,w):_[f(x)y(x)dx
(f(x) locaal integreerbaar) en M(¢)=jrw(x)Qp. (u e¢-additief en van
eindige totale variatie op begrensde verzamelingen) distributies zijn.
Men spreekt dan wel van de distributie f (resp. de distributie w ).
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In dit verband moet opgemerkt worden, dat als de distributies
f,g (behorende bij de locaal integreerbare functies f(x),g(x)) gelijk
zijn, d.w.z. als (f,¢)=(g,¢) voor alle ¢ e¢(D), ook de puntfuncties
f(x) en g(x) gelijk zijn, behalve misschien op een nulverzameling.
Om dit aan te tonen is het nodig en voldoende te bewijzen:

als £(x) locaal integreerbaar is, en (f,¢)=0 voor alle ¢ & (D),
dan is bijna overal f(x)=0.
Bewljs, voor k=1: In het bijzonder geldt, voor allec a<b en alle
gehele positieve n: (f, ¢_ bﬂ/n) =j(f(x) {gaa b(x)} /1 4x=0. Voor
n - oo volgt hieruit:f f(xjdx:O, voor alle a,b,met a<b, Dus 1is
f(x)=0. a



4, Differentieren van distributies

Als f(x) een continue functie is, met continue afgeleide fr(x),
dan worden door

Fle) = ) = ) £(x) p(x)ax,
Gle) = (£',9)=/ £1(x) p(x)dx,
twee distributies gedefinieerd. En omdat ¢ in de verte O is, geldt
+00 +00 +C0
cle) = [ £r(mplax = £(x) p(x) | - [ 2(x)g(x)ax -
-00 -00 -
+00
- [ tx)et(x)ax = -F(g") ,
-00

Naar aanleilding hiervan wordt algemecen gedefinieerd:

Definitie. Zij F een distributie op Rk. De distributie-afge-
? F

leide 5§—-van F is de functionaal die aan @& (D) toevoegt het getal
a
F(2L ).
?)Xi
Aangezien met ¢ ¢ (D) ook £ %% ¢(D),is F<3£L) inderdaad steeds
gedefinieerd, en daarmee ook B l. Blijkbaar ig g%L een lineaire

1 ?F

functionaal op (D). Zelfs is %en continuetlineaire functio-

naal: als ¢_-—+¢ in (D), dan ook 1 axn — ;;” in (D), dus
A% i i
n A n(ey ) 2 2F ;
Flogy) — F(EX.),djmz.ng (%) ~>r5%-(¥). Dus ggf-ls weer cen
i i i i i
distributie.
. 2°F 2 (2F
Dan is ook de distributie-afgeleide = ( ) gede-
9X gx 29X, 9X,

finleerd; ook dit is weer een distributie, en% Iedgre d%strlbutle
is dus oneindig vaak differentieerbaar. En de afgeleiden van hogere
orde zijn onafhankelijk van de volgorde der differentiaties; want

bijvoorbeeld is

> .
DE () = - ;’XF (_g_t) = F(ste_) = F(_.sza__) =
X
3anxg Al 1 ’;x,aax/l axqaxg
2E 22y o 2 E ()
2
X 9%
) E)x23><:,t
voor alle ¢ e(D); m.a.w.
2°F _ _o-F
axqvxg axéaxﬂ

7ijn F en G distributies, en a,b re€le getallen, dan geldt
voor de distributie-afpgeleide van de distributie aF+bG

{%{aF+bG)}(‘P)z—(aF+bG)(=§a}%) =—aF(%%)-bG(%S?i-) - a %}% (¢)+ b%%(soﬁ
=(a 2F Ly jﬁi)(¢)
VX DX .

d



zodat dus algemeen

2 (aF+bt) = a 2L | p 26
i 'DXi aXi

ledere locaal integreerbare functie f(x) geeft aanleiding tot
een distributie F(¢) = (f,p), en deze heeft altijd een distributie-
afgeleide - ook als de functie f(x) zelfl niet differentieerbaar is.
Zelfs kan het zijn, dat f'(x) bestaat en locaal integreerbaar is,
zodat door G(¢) = (f',¢) een distributie G gedefinieerd wordt, zonder
dat G de distributie-afgeleide is van F. Bij functies f van meer ver-

o . 2 2
anderlijken is het verder ook mogelijk dat bijv. ai gx ai gx
beiden bestaan, en ongelijk zijn; voor de distribut%e g
F(e)=(f,9) geldt dan toch: 28 - 2T met i dus wel zeer be-

axiaxj axjaxi
langrijk, de gewone afgeleide van cen functie niet met de distributie-
afgeleide te verwarren.
Maar voor continue f(x) met continue afgeleide f'(x) hebben we
inderdaad vastgesteld, dat de distributie-afgeleide van (f,p) juist
de distributie (f',p) is. I.h.b. geldt dus voor een distributie C

die behoort bij een constante functie f£(x)=c:
+00 +00

Clp) = j.(:w(x)dx =C . j- ¢ (x)dx,

-00 -00
dat C'(¢)=(f',¢)=(0,¢); d.w.z. C' is de nuldistributie. Zo'n distri-
butie die behoort bij een constante functie wordt - enigszins ver-
warrend - een constante distributie genoemd. We hebben dus gezien
dat ledere constante distributie distributie-afgeleide nul heeft;
omgekeerd i1s iledere distributie met distributie-afgeleide nul ook
een constante distributie, zoals we in § 6 zullen zien.

Algemener geldt nog:
Stelling. Zij g(x) een locaal integreerbare functie met bijbehorende
distribu%ie G. Zij verder F de distributie die behoort bij de functile
£(x) =/ g(t)dt. En geldt: F'=G.
Bewijs.O De functie f(x) is continu, dus zeker locaal integreerbaar,
en bepaalt dus inderdaad een distributie F. Door partiéle integratie

volgt weer

+
fm%(X) p(x)ax = £(x) ¢(x) I L J P lx) o (x)dx =
-00 -00  -00
= —Jf+oof(x)¢'(x)dx
-00

voor alle ¢ ¢(D); zodat inderdaad steeds G(e)=-F(¢')=F'(¢), m.a.w.
F'=G.
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Gevolg. Zij f(x) een continue functie. Stel f(x) is differentieer-
baar, behalve in een aantal punten X ¢ X< oo <X, €n stel £'(x)
is continu op elk der intervallen (—oo,xq),( 1,x2) .,(xn,+oo). Dan

geldt van de distributie-afgeleide van F(¢)=(f,¢):
F'(W) = (f'JW)'

Immers, onder deze verondcrstellingen is f(x)=f(0 f £'(t)dt;
en als F1 de distributie 1is die bepaald wordt door “/ f' )dt dan
is dus F- Fq een constante distributie. Volgens het 0 bovenstaande
is dan (F—Fq)'zF'—Fazo. Daar F%(@):(f‘,@) voor alle ¢e¢(D), volgens
de stelling, geldt ook F'(¢@)=(f',9), voor alle ¢ e(D).

5. Voorbeelden

1. 21j u(x) de functie gedefinieerd door: u(x)=0 als x< 0; u(x)=1

als x> O (eenheidsfunctie van Heaviside). Daar u(x) 1oiaal integreer-
00

baar is, wordt een distributie U bepaald: U(w):(u,v):f u(x)e(x)dx=

_.f e(x)dx. -0

De afgeleide u'(x) bestaat voor alle x#0, en u'(x)=0voor x#O.
Dus u'(x) is locaal integreerbaar en heeft als bijbehorende distri-
butie de nuldistributie. Maar de distributie-afgeleide van U is niet

de nuldistributie:

0 ¢]
Ur(p) = -U(y') = fo p(x)dx = ¢(0);
d.w.z. U' =d . Evenzo
U'(p) =7'(p) = -d(e') = - 9'(0);

en in het algemeen
U(n+1)(¢) _ g(n)(¢) = (-1)" ¢(n)(0).

2. Ook de functie u(x-x ) is locaal integreerbaar; de bljbehorende
+
distributie noemen we UX 2 UL (o) =j @ u(x- xo)¢( ydx _‘f ¢(x)dx.
o} o} ~-00 X,
De distributie-afgeleide van U, heet JX
o} 0 ,00
5. () = Ul (¢) = -1U, (p') = - er(x)ax =g (x).
o] o) 0 Xy

Men kan Jx beschouwen als een verschoven dJ -functie, met piek in X

o}
3. Meer in het algemeen zij f(x) een functie, die in elk van de in-

tervallen (-oo,x4),(x4,x9),...,(xn_q,xn),(xn,+oo)(x4<x?<...<xn) contim
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is en een continue afgeleide heeft. Verder nemen we aan dat f(x) in
het punt x, een sprong f , maakt (» =1,2,...,n). Daar f(x) en f'(x)
beilden locaal integreerbaar zijn, defini€ren zij ftwee distributies
Fen G: F(g) = (f,¢) en G(¢) = (£',9), voor ge(D).

Zij fq(x) = f(x) - Z; £, u(x-x,); dan 1is fq(x) continu, en in
alle x#x, (¥=1,2,...,n) heeflt fq(x) een continue afgeleide. En wel
is f%(x):f‘(x) voor x#x, . Als we de Dbij fq(x) behorende distributie
met F_, aangeven, dan volgt dus uit het gevolg van de stelling in § 4

)
Pi(9) = (£1,0) = (£1.9) = c(9).

- LT ! = [ s
Maar F,=F- 3 f Uy, » dus Fi=F };fy Uy =F }; £, 0, 3 en we
vinden zo Y

ro= J,
F G+2;:fy %
Slordig gezegd: het verschil tussen de distributie-afgeleide van [

en de gewone afgeleide van £ is een som van J -functies; en wel

zorgt iedere sprong f, voor een term fy JX
o]
Als we verder gaan, en aannemen, dat f"(x) ook bestaat en con-
tinu is in elk van bovengenoemde intervallen, en dat de discontinul-
teiten van £'(x) in de punten X, ook weer sprongen zijn, zeg ter

grootte f; s dan geldt ook

G'=H+) f' o,

waarbij G weer de distributie ¢ — (f',9) is, terwijl H de distributie
¢ — (f",¢) aanduidt. Dan volgt ook:

Il

mkl T _ ] _
F (G+1;_f‘u JX)’~G'+Z;_fy I =

b 14

Ho+p (fLa 0+ £ ).
7]

¥ ¥ W

I

De gevolpgen van de discontinuiteiten blijven dus ook doorwerken bi]

de hogere afgeleilden van I,

L, 7Zij -1 < »~ <0, en definieer de functie x: als volgt:

A { 0 als x=z 0;
x+ = N
X' als x>0,

A
Dan 1s x locaal 1ntegreerbaar; de bijbehorende distributie zij aan-
Y

gegeven met X;: X

o) = (xp9) =/

Ooxl@(x)dx.

h oL : | :
De gewons afgeleide van x,  is niet locaal integreerbaar, en defi-
f S 4 ! 7 " 3 )\_ Ky n
nieert g=en Aistributie: de integraal f ax ¢(x) is in het alge-
0
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meen divergent. De distributie-afgeleide (X:)' echter bestaat wel,

en volgens definitie is

() () = K(g1) = < x> g (o,
¢

We kunnen nog een andere schrijfwijze voor (X:)'(¢) afleiden; immers

A 30 A
(X+)'(P) = "é%ﬂ x ¢'(x)dx; en d.m.v. parti&le integratie volgt

o)
w

R L e R R R S
&

waarbij de constante C willekeurig mag worden gekozen, Kiezen we
speclaal C = - @(O), dan wordt de eerste term in het rechterlid gelijk
aan - 6l(p(e)- ¢(0), en dit convergeert naar O voor & -»0; en dus is

Q0 06 A—1]

(X)) (g) = - 1in_ &/ x™ pt(x)dx {) A" (p(x)- 9 (0))ax.

Op deze wijze is het verband tussen de distributie-afgeleide (X:)'
en de gewone afgeleide mxx'q van x: wel zo goed mogelljk weergegeven;

voor functies § met O¢ drager (¢) blijkt bijvoorbeeld onmiddellijk:

Mi(e) = X7, 0).

6. Primitieve distributies van een distributie op R

1
Zij F een distributie op Rq. Ten distributie G heet een primi-
tieve distributie van F als G'=F (G' = distributie-afgeleide van G).

Stelling 1. Iedere distributie F op R,l
distributies. Het verschil van twee primitieve distributies is een

heeft oneindig veel primitieve

constante distributie.
Bewijs. Stel er is een distributie G met G'=F. Dan moet gelden voor
iedere w <(D) van de vorm yv=¢"' (¢e(D)):

Gly) = G(e') = -G'(p) = -F(9).
Alle w in (D) van de vorm w = ¢! vormen een lineaire deelruimte van

(D), en wel een hypervlak (H), want ze zijn bepaald door één enkele

lineaire vergelijking, nl.

~-00

Immers, als yw e(D) aan deze vergelijking voldoet, dan is
X
p(x) = [ y(t)dt in (D); want ¢(x) is oneindig vaak differentieer-
-0
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baar, en de drager van ¢ 1s begrensd. Als nl. de drager van y bevat
is in [a,b] , dan+g§ ¢ (x)=0 voor x5 & en voor X > b. Omgekeerd, als
v= ', dan is /' v(x)dx = w(x)‘ = 0.
00 -00
, +00
Kies nu in (D) een ey e (H), met é; ¢o(x)dX=1. Aangezien (H)
een hypervlak is in (D), moet het mogelijk zijn iedere ¢ 2(D) te
schrijven als een lineaire combinatie van ¢, €n een functie in (H):

¢ = }‘Wo oy

Inderdaad 1s dit mogelijk, en slechts op één wijze, nl. met

A= fmo p(x)dx
-0
Als nu <
L (x) = ] w(t)as
-0

dan definleren we een functionaal G door

G(‘P) = ra - F(X):

waarbij a een willekeurig (maar voor alle ¢ gelijk) gekozen reé&el
getal is. In het bijzonder is dus G(@O) = a.

Het is duidelijk dat G een lineair functionaal is op (D). En
G 1s ook continu op (D): stel p,—> ¢ in (D). Z1ij]

Pn = Pp¥o T ¥no P PPy TV

en X X
Lo(x) = [ w (8)ats X(x) = [ y(e)at.
- Q0 -00

Dan 1is +00 +00

A= l; ¢nbddx-%—&£ p(x)dx =n;
dus geldt )

Wh = cpn_xn?o.._..g.cp —7\<PO = W in (D).

Vervolgens 1is X X

Lox) = [ wole)as — [ oy(e)as = X (x)  in (D)

-00 - 00
en omdat F een distributie is volgt F(X,n)~»IF(X,). Tenslotte 1s dan
G(p,) = 2 a-F( ) ,) —~»ra-F(Y) = G(e).

Dus @ 1s een distributie.
Voorts is G een primitieve distributie van F; want

G (p) = -G(g') = 0.a + Fp) = Flp).
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Dat er onelndlg veel primitieve distributies van F bestaan is ook
duidelijk: het getal a, d.w.z. de waarde G(po) mocht immers wille-
keurig worden gekozen,

Tenslotte moet nog aangetoond worden, dat het verschil van tuee
primitieve distributies G, en G, van F een constante distributie is.
Inderdaad, neem een willekeurige ¢ ¢(D) en schrijf weer p=np by
met y e (H); dan is Gq(WQ=G2(V), dus G1(¢)—G2(¢)=A.G1(po)-7\G2(?o)=

+00

=AcC =J’ ce(x)dx. D.w.z. G,l—G2 is de distributie die behoort bij
200

de functie f(x)=c, waar ¢ de constante G1(¢O)-G2(¢O) is,

Uit stelling 1 volgt 1.h.b.: Iedere distributie met distributie-
afgeleide nul 1s een constante distributie. In de tweede plaats kun-

nen we concluderen: Iedere distributie heeft oneindig veel primitieve
e

5

distributies van de n~ orde (voor iedere n); het verschil van twee

e

primitieve distributies van de n~ orde is een distributie (f,¢),

waarbij f een polynoom is met graad < n-1,

Voorbeeld 3 van § 5 toont aan, dat als f(x) een primitieve
functie 1s van g(x), de distributie (f,¢) zeker geen primitieve dis-
tributie van (g, ) behoeft te zijn. Maar wel geldt:

Stelling 2. 7Zij f(x) locaal integreerbaar. De primitieve distributies

van F(e)=(f,¢) zijn juist de distvibyties G=(g,¢) gedefinieerd door
de functies g(x) van de vorm g(x)= f f(t)dt+c.
0

X
Bewijs. Zij g (x)=  £(t)dt, g (x) is continu en bepaalt dus een
R 0

distributie G,. Volgens de stelling in § 4 1is Gé(¢)=(f,¢),mha.w.
Gé:F, Dus GO is een primiticve distributie van F.

Is nu G een willekeurige primitieve distributie van I', dan is
G—GO volgens stelling 1 een constante distributie C, zeg behorend

bij de constante c¢c. Dan is

+00 +00
Gle) = agle) v cle) = /g (x)pln)ax rf celxax = (se),
met g(x) = go(x) +c = éxf(t)dt + c.

Wanneer we gemakshalve een distributie F regulier noemen als hij
kan worden gedefinieerd door een locaal integreerbare functie (en
singulier als dit niet het geval is), dan kunnen we de volgende con-

clusie uit stelling 2 prettig formuleren:

Stelling 3. Iedere distributie F die een reguliere distributie-afge-

leide F(n) bezit (van zekere orde n) is zelf reguliler.
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7. Translatie en spiegeling

7Zij f£(x) een locaal integreerbare Eggctie van één variabele, en zi}j
F de bijbehorende distributie: F(p) = ]‘ f(x) ¢(x)dx. Als nu h een regel
)7% die ontstaat door f£(x) over een

getal is, dan 1s ook de functie f(x-h
afstand h naar rechts te verschuiven, weer locaal integreerbaar, en hij
bepaalt dus een distributie G; er geldt

+00 +00

ale) = [ £(x-n) ¢(x)ax = [/ £(x) p(x+h)dx.
- ~00
Als we, voor willekeurige f(x), de functie f(x-h) aangeven door rhf, dan
is dus G(@)=F(1_h ¢ ), anders gezegd

(thf, ‘P) = (f:T_h‘P)-

Naar aanleiding hiervan definleert men:
Definitie., Zij F een distributie en h een re€el getal. De functionaal,
die aan ¢ €(D) toevoegt het getal F('c_h ¢), wordt aangegeven met T F.

Ook T,F is weer een distributie: als wn(x)-—+ e(x) in (D), dan zal
ook pn(x+h) — ¢ _(x+h) in (D), i.e. T, P, T_n¢ in (D); dus
F(T—h¢n)—+‘p(t-h¢)’ d.w.z. (thF)(@n) —e-(th)(@). We zeggen, dat T, F uit
F ontstaat door translatic over h.

We hebben reeds gezien: als F de distributie is die behoort bij een
locaal integreerbare functie f(x), dan behoort bij de verschoven functie
hF.

In § 5 hebben we hiervan ook al een voorbeeld gezien: bij de een-
heidsfunctie u(x) behoort de distributie U(e) = foo p({x)dx, met distri-
butie-alfgeleide (@)= ¢(0). Bij de verschoven O functie

(¢) = fajq(x)dx =fpoy(x+xo)dx:

O X O

L (9) = p(x0) = a(v_ P=(z, (o).
O

o) o)
Tegelijkertijd is dit een voorbeeld van het feit dat de distributie-

afgeleide van een verschoven distributie T
distributie-afgeleide van F is:

(th)' = rh(F').

Thf juist de verschoven distributie T

(rx ”)(X):u(x-xo) behoort de distributie U
0

X
=(tx U)(9), met distributie-afgeleide J_ (
o

hF altijd juist de verschoven

Immers, voor willekeurige ¢ e(D) geldt:
(5, F)1(9) = =(v,F) (") = -Flv_¢') = -F((x_9)') = F'(v_ ) = (t,7')(p)

Zij weer f(x) locaal integreerbaar; geef aan met of de functie

f(-x), die uit f(x) ontstaat door spiegeling ten opzichte van de oorsprong,
Dan is
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+00 +00

(ef,9) = [ £(=x) e(x)ax = [ £(x) p(-x)dx = (£,e ).

~ 00 -00

Het 1ligt dus voor de hand te definieren:

Definitie. Onder de gespiegelde oF van een distributie F verstaat
men de functionaal die aan 9 ¢ (D) toevoegt het getal F(o o).

Ook de gespilegelde o F van een distributie F is weer een dis-
tributie, en de definitie is zo gekozen dat de gespiegelde van de
distributie, behorende bij een locaal integreerbare functie f(x),
Julst de distributie is die hoort bij de gespiegelde functie f(-x).

Evenzo kunnen we centrale vermenigvuldiging vanuit de oorsprong
beschouwen: zij (wcf)(x) = f(%), voor willekeurige f(x) en wille-
keurige re&le c¢ #0. Als f(x) locaal integreerbaar i1s, dan is 7, T

dat ook, en oo too
(e, f,9) = f f(%) o (x)dx = |c| j' f(x) ¢(cx)dx =
-0 -CO
=Jc| (f,w, ¢).

We definieren dus: c
Definitie, Z1ij F een distributie. Met mCF wordt dan aangegeven de
functionaal die aan ¢ &(D) toevoegt het getal ]ch(vc,I 9).

In het bijzonder is w _F=¢F, Ulteraard is ook c WCF steeds weer

/]
een distributie.

Het spraakgebrulk bij gewone functies overnemend, zegt men nu
ook van distributies F:

P 1s een even distributie: als F = F;

F 1s een oneven distributie: als ¢F = -F;

P is periocdiek, met periocde h: als thF=F;
F is homogeen, van de orde m: als wa = c_mF, voor alle ¢ » 0,

7o is bijvoorbeeld de distributie ¢ even, en homogeen van de orde
-1.

Opmerking. Bovengenoemde drie definities zijn specilale gevallen van

de volgende: zij o een willekeurige affiene transformatie van R', met
inverse « | en determinant le] . Als f(x) een willelkeurige functie 1is,
dan z1j «f de functie f(m'qx), Als dan F een distributie is, dan is
de functionaal die aan ¢ ¢(D) toevoegt het getal }M.F(«x"/| @), weer
een distributie; deze wordt aangegeven met «l':

(0F) (¢) = || (™" p).

We kunnen dit ook weergeven door de formule

@F) (e g) =[] F(g),
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die ultdrukt dat de lineaire operaties ¢ — x¢(in (D)) en F— aF
(in (D™)) contragredient zijn.

Het is duldelijk dat het hierbij niet essentieel is dat de be-
schouwde distributies ééndimensionaal zijn. We kunnen even goed «F
definieren voor distributies op Rk, waar dan & een affiene transfor-

%4

matie van R~ is. Alleen het geval waarbilj « een verschuiving is over

1
een vector hz(hq,hg,...,hk) is momenteel voor ons van belang.

Definitie. Zij f(x) een functie, gedefinieerd op R¥ (x=(x1,x2,...,xk»,
en zij h een vector (hq,h

2,.a.,hk). Met T, f bedoelen we de functie
(t,£)(x)=£(x-h). Als F een distributie is op R*, dan is T F de func-

tionaal, die aan ¢ «(D) toevoegt het getal F(t_h ¥ ).

Evenals blj k=1 blijkt onmiddellijk dat thF steeds weer een dis-
tributie 1is.

8. Onafhankelijkheid van één van de variabelen

Het begrip translatie van een distributie kunnen we gebrulken om
zin te geven aan de bewerlng dat een distributie F op Rk van één van

de variabelen, bijvoorbeeld van x niet afhangt.

/lJ

We zullen een distributie F op Rk onafhankelijk van X, noemen,

/l
en ook wel zeggen, dat F alleen afhangt van XQ’XB"'°’XK’ indien F

invariant is onder ledere translatle evenwlijdig aan de xq—as:

T, F = F, voor iedere h:(hq,0,0,...,O).

Als F behoort bij een continue functie f: F(¢)=(f,¢), dan is dit
julst dan het geval indien f(x):f(xq,xp,...,xk) onafhankelijk is van

X Algemener geldt:

q-
Stelling 1. Zij f(x) een locaal integreerbare functie op R
tributie (f,¢) is juist dan onafhankelijk van x,, indien f(x) bijna

overal gelijk .s aan een functie die onafhankelijk is van X,

k. De dis-

Bewljs voor k=1.
In dit geval betekent ¢ F=F voor alle h (waar Fl@)=(f,¢)):

j’f(x) ¢ (x)dx =j'f(x) ¢ (x+h)dx

voor alle ¢ ¢(D). Nemen we in het bijzonder p(x)= {¢a’b(x)}q/n
(vgl.g 3), dan is ¢(x+h) ={ ?sn b_h(x)} 1/n, en er volgt

j f(x){‘qa’b(x)}q/ndx =\/f(x){}?a_h’b_h(X)}q/ndx,

en voor n-— o vinden we



a a-h

Dit geldt voor alle a,b enXh. Maar dat kan alleen als er een con-
stante ¢ 1s, zodanig dat f f(t)dt=cx. En daaruit volgt tenslotte dat
f(x)=c voor bijna alle x.
Verder geldt, evenals bij functies:
Stelling 2. Een distributie F op Rk i1s dan en slechts dan onafhanke-
42 als g%% = 0.
Bewiis. Als we een vaste F en een vaste % 2(D) nemen, dan hangt het
getal (thF)(@) alleen af van h,, voor h:(hq,O,.,.,O). Zij

v () = (z,F)(p) (h=(h,,0,...,0)).
We moeten bewlijzen: dan en slechts dan 1s = 0, als voor iledere

1ijk van x

X
¢ ¢ (D) de bijbehorende functie zr(hq) constant is.

1(“),0,...,0) met kq(“l-+ 0.

Neem een willekeurige rij k n) (k
Omdat {kq(n)} begrensd is, is er een begrensde verzameling K dile de
dragers bevat van alle verschoven functies @(x+k<n)). Dan bevat K

ook de dragers van de functies (n)
o, (x) = glarle - p(x)

()

.
2

en omdat deze ri] 2 uniform convergeert, evenals alle rijen van af-
geleiden, geldt

?n - ;;A EE_LQl'

Omdat v F een distributie 1s, volgt, voor iedere h=(h1,0,...,0)

<th><q>n>—+<th><§;%>
Maar T (m(9)- 0 5 (5 () (0))-{e7) (o)
(T‘hF)((Pn) = (thF)( . N o) ) = N €3 =
, g R 1 n)
e ey I e) -y (ny e ) -wlng)
B kﬂ(n) kq(n)
en
R — ,
<th><§}{%’{> = 7z, -gggy F(-;g(-c_hw) = ()9
e V(hﬂ“Lkﬂ(n)"*’(hz) 28 (v ., g)
Kk (n) B X "hq )
/]
Aangezien de rij kq(“)_a.o geheel willekeurig was, blijkt dus dat
yr(hq) differentieerbaar is; en
dy _ _2F (o o).
dh] ax, ‘ -n?
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Is nu f%— = 0, dan is steeds giﬁ-z O, en dus is T F=F voor iledere
1 0 h
hz(hq,O,,..,O). Omgekeerd, als I onafhankelijk is van x,, dus T F=F

voor h:(hq,o,...,o), dan geldt, bij iedere keuze van o , voor de bij-

behorende functie vy : %%i-= 0; dus ggi (v_,¢)=0, voor alle pe(D);
2 F , g 1 B
m.a.w, D = 0.

1

We beschouwen nog eens het probleem, bij een gegeven distributie
primitieve distributies te vinden. In het geval van distributies van
meer dan één variabele kan men aantonen, op een wijze analoog aan de
methode van § 6: bij gegeven F zijn er oneindig veel distributies G

zodat 26 .

DX,1

In dit geval geldt voor het verschil van twee dergelijke primi- .
tieve distributies G, en G,: 5%— (G,-G,)=0. Uit stelling 2 volgt dus,

dat dit verschil Gq—G2 een disugibutie is die niet van x_, afhangt.

1

9. Locale eigenschappen

In het laatste voorbeeld van § 5 beschouwden we de distributie-

afgeleide (X:)' (-1 <~ <0). Deze distributie is niet regulier; maar
aangezien o S
() (o) = T ()= p(0))ax,

geldt voor iedere ¢ (x) waarvan de drager de oorsprong niet bevat:
()1 (9) = ). X

Buiten de oorsprong gedraagt (X+); zich dus alsof hij wel regu-
lier was. Men is geneigd te zeggen: (X;)‘ is locaal regulier, buiten
de ooraprong. Deze zegswijze zullen we preciseren.
Definitie, We zeggen. dat twee distributies F en G overeenstemmen op

een verzameling V als F(e)=0G(¢) voor alle ¢e¢(D) met drager (¢) c V.
Als F op een verzameling V overeenstemt met de nuldistributie, zullen

we ook zeggen: F is nul op V.
De verzameling van alle punten x dile een omgeving hebben waarop
F nul i1s, is uiteraard open. Zijn complement is dus een gesloten ver-

zameling . Deze gesloten verzameling heet de drager van F:

Definitie. De drager van een distributie I is de verzameling van alle

punten x die geen omgeving hebben waarop F nul is.

Voorbeeld: De drager van J bestaat uit één punt, nl. O, De drager van

(X:)' is de verzameling [O,+c]. De drager van de nuldistributie 1is

de lege verzameling.
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Als F een reguliere distributie is, F(¢) = (f,9), dan valt de
drager Kq van de distributie F samen met de drager K2 van de locaal
integreerbare functie f(x). Want als x:¢K5, dan is er een omgeving V
van x met f(x)=0 voor alle x ¢V. Als dan arager () cV, dan is
F(p) = (f,¢)=0, d.w.z. F is nul op V. Dus x £X,. Omgekeerd, als
x £K,, dan 1s er een omgeving V van x met (f,p)=0 voor alle ¢ met
drager (¢)cV; d.w.z. v/ f(x) ¢(x)dx=0 als drager (¢)cV. Door een
redenering, geheel analdog aan die op pag.6, volgt: f(x)=0 voor xeV.
Dus x;’zﬁKE. '

Het ligt voor de hand te definieren: de distributie F is regulier

op de verzameling V, als er een reguliere distributie is, die op V met

F overeenstemt.
Dan geldt bijvoorbeeld: (X:)‘ is regulier buiten de oorsprong.
Evenzo 1s & regulier voor x#0.

Het 1s een van de belangrijkste opgaven van de theorie der dis-
tributies, zin te geven aan divergente integralen. Deze opgave kunnen
we nu als volgt formuleren: bij voorgegeven f(x) (niet noodzakelijk
locaal integreerbaar) een distributie F te vinden, die regulier is op
iedere verzameling V, waarover f(x) integreerbaar is, terwijl boven-
dien geldt voor een dergelijke verzameling V: als drager (p)c V, dan

is F(¢)=(r,9).

Voorbeelden.

a="1

1. Zoals we al zagen 1is (XZ)'(@):(xx ,9), mits O¢ drager ¢ .

+00
2. De integraal hf f%§l dx is in het algemeen divergent; als echter

04 drager (@) dan convergeert hij. Gevraagd een distributie F,
zodanig dat F( j‘ flw—-dx voor alle ¢ met O¢ drager (¢).

Nu is de functie % de afgeleide van 1og!x} , voor alle x#0;

de functie f(x)=log|x] is wel locaal integreerbaar, en bepaall dus
0O ‘ ’
een distributie G(¢) = fT o(x)log |x| dx. Het ligt voor de hand de

distributie-afgeleide ~° ' eens te onderzoeken:
+co
G'(p) = -G(p') = - [ ¢'(x)loglx}ax =
-
-t
= - lim { “[ q'(x)log[x[dx + /ﬂ )1og]x!dx} =
£ =0 " - oo
+00
= - 1lim { p(x (xw fﬁ——-dx + o(x log}xu iL——d%;
£ =0 + ¢ +a
= - 1lim { (e(e) + p(—&))loge N /ﬁ ii—_.dx _f ﬂif_ dx}
g~>0 L -00
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Aangezien 1lim (¢(e)- ¢(-¢€)log e =0, vinden we zo
£E—=0

(1) G' () S (,/ ‘i’ﬁ———dx+ f+00£§———dx>

We weten dat G'(¢) een distributie is; en uit (1) blijkt dat

+@
G'(ep) = 3éo jf) dx voor alle ¢ met O ¢ drager (¢). Dus G' is
een distributie zoals we zoeken.

Deze distributie is overigens reeds lang bekend, en wel onder

de naam hoofdwaarde van Cauchy van ~/‘ 2%?1 dx. We zullen hem voor-
taan aangeven met % of x~ T,

In plaats van (1) kan men ook nog schrijven:

G!((P) = fOO ?(X)" CP("X) dx;
0

X

deze integraal bestaat voor iedere ¢ (D), zoals ult het bovenstaang:

blijkt (overigens is dit ook heel eenvoudig direct in te zien). -
Maar het is niet waar, dat G'(¢) de enige distributie is die

voldoet aan de gestelde eisen. Immers, het is duidelijk dat

F=G'+c.d evenzeer zal voldoen, daar F(¢)=G'(¢) als O¢ drager ¢ .

Het gestelde probleem is dus niet ondubbelzinnig oplosbaar.

Als F zo'n distributie is, die voldoet aan F(p)=(f,e) wanneer
(f,9) j'f )dx bestaat (f(x) niet locaal integreerbaar) dan
noemt men F wel een regularisatie van (f,@). De hoofdwaarde van

Cauchy is in deze zin een regularisatie van j' ; dx.
Men moet er wel op letten dat een regularisatie van een diver-
gente integraal een distributie is, die in het algemeen niet regulier

. R . . . . - . , : -1
is. Zo 1s bijv. de distributie X 1, i.e. de regularisatie van x ,

singulier.

Enige voor de hand liggende vragen in dit verband zijn de vol-
gende. Als een distributie F de eilgenschap heeft, dat ieder punt x
een omgeving V heeft waarin F regulier is, is dan F regulier zonder
meer? Algemener, kan men een distributie defini&ren door hem locaal
te beschrijven, in een omgeving van ieder punt? Als twee distributies
F en G overeenstemmen in een omgeving van ieder punt, is dan F iden-
tiek met G? Is bijvoorbeeld de enige distributie die 1n ieder punt in
een omgeving nul is_ le nuldistributie?

Het antwoord op deze vragen is bevestigend, en wij zullen dat
bewijzen. Maar daarvoor zullen we eerst enige wat dieper liggende
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hulpresultaten moeten afleiden.

10. Enige hulpstellingen

In dé énrste pﬂaqts zullen we gebruikmaken van het feit dat
1edere contlnue functle door onelndlg vaak dlfferentleerbare functles
benaderd kﬁn wovdpn

Lemma 1. Z.; ¢(A) e 1 continue functie. Er is een schaar Q;(x) van
w111ekeur1p vaak dlfLer@nuweePbare functies, zodanig ‘dat f. (x)-+-f( )
voor Jd — C, en zulks uniform in ieder begrensd gebied,

Bew135
Zij C(a)= J m( V%, dx, waarbi; @(a\(x) de functie is, gedefinieerd

. - / ®
i tel %) = b (x). De functie x) is wille-
in g 3,3, S f’(a)( ) (T a} (P(a) ) ,p(a)( ) 4 i
Keurig vaak differentieerbaar, heeft als drager de verzameling van

ﬂlle x met x| ¢ a, en voldoet aaan f(a)(x)dx=1.
| Ixlle a °
Steli nu

£o(x) =/

x-§lhed

?)P((y X??

Alle functice £ (x, zijn willekeurip veak differentieerbaar, want de
differentiatie maz worden uitgevoerd onder het integraalteken, en
f(;)(x—?) is willexeurig vaak differentieerbaar naar X. Verder is

2G0-1, 000 = Sy D
- £(5)poyy (- 9dY =
: jzx-;l\sJ PPy (x-3
-/ )-£(%) (x-§)a%
Jnx_.}",‘l:;(?' { }
Omdat £(x) coniinu ~3. e°2iib, 17 €=n willekeurig begrensd gebied K,

en bij willekeurige keuze van € > 0: als & klein genoceg is, is
P fi(x) - f (Y\t\ i ./ §)df = €.
*fK ) ¢ /i I x- ?[\s()' (3') 5

Hiermee is het lerme volledig bawezen,

Als onmiddel’” §. - toepassing kunnen we nu een stelling bewijzen

die in § 3 reeds was aangekondigd:



(De reden, dat het gebruikelijke gelijkteken " = " door het wordt-
teken " := " is vervangen, is om de nadruk te leggen op de asymmetrie. In
het boven gegeven voorbeeld is dat nu niet zo noodzakelijk, want het is
duidelijk, dat de rechterkant degene is die uitgerekend moet worden,
die dus definieert en dat dus de linkerkant gedefinieerd wordt. Maar in
het geval van copiering

f:= a

is het wyel gewenst, dat men op de asymmetrie de nadruk legt. De tweede
reden is, dat het au fond ook wel iets correcter is, om tot uitdrukking

e laten komen, dat het hier geat om een handeling, die uitgevoerd moet
§orden en niet, zoals bij het gelijkteken, om een relatie, waaraan al of

iet voldaan kan zijn. Willen wij in een zeker stadium van de berekening
een of ander tussenresultaat, zeg e, van teken wisselen, dan doen we dit
met de assignment statement

e:r=-e

hadden we hier in plaats van het wordtteken het gelijkteken gebruikt,

dan had er een vergelijking gestaan met als enige wortel e = 0, d.w.z.

net de waarde, waarvoor tekenwisseling een zinloze operatie is.)

Een speciale vorm van assigmment statement is de z.g. herhaalde assignment,

waarbij de waarde van een expressie aan een aantal variabelen wordt
toegekend, b.v.

Dit betekent, dat zowel x, als y als z de waarde 1 krijgen.



-D2-

Stelling. Tedere ¢ ¢(C) is de limiet in (C) van een rij {¢,} uit (D).
Bewi js. ’

Als ¢e(C), d.w.z. als ¢ niet alleen continu is, maar ook een begrens~
de dr.'ager K he?ft, dan hebben ook de functies gog(x), geconstrueerd
als in het bewijs van lemma 1, begrensde dragers: de drager van

? 5 (x) is nl. bevat in de J -omgeving van K. Dus behoren al deze

¢y tot (D). Als Jn\l’ 0, en als X, de Jq-omgeving is van K, dan zijn
de dragers van alle Py bevat in K”l’ eén ng —> ¢, uniform in K

1°
m.a.w. — ¢ in (¢)" "

@
I
Ve Lkunnen de inhoud van deze stelling ook zd weergeven: (D) ligt
overal dicht in (C).

Lemma 2. Zij A een begrensde gesloten verzameling, en U een open
verzameling die A omvat. Er bestaat een ¢ ¢(D), die voldoet aan de
volgende drie voorwaarden:

0 ¢ p(x) ¢ 1 voor alle x; ¢(x)=1als xel; ¢(X)=0 als x ¢U.

Bewljs.
Omdat de gesloten verzameling A begrensd is, is er een & » O zodanig
dat de & -omgeving van A geheel in U is bevat. (Dit volgt uit de over-

dekkingsstelling van Heine-Borel. Zij A, de afsluiting van de -§— ~om-

. g
geving van A, en U, de open —2-5 -omgeving van A, De continue functie

p(x)= min | x-y|| is dan positief op U,, en bezit een positief minimum
vy 40U

At Op A’l‘ 1 Ook de functie

f(x) = min { % f:(x),’l}

/])

is continu, is nul bulten U,, en bovendien is f(x)=1 voor xeh, en
O ¢f(x)¢1 voor alle x. Zij fJ(x) gedefinieerd als in het bewiljs van
lemma 1. Neem ¢(x)= T E(x).

3

In ieder geval is ¢ ¢(D). Daar O0s f(x) ¢1, is

e =“X-/§“é-§“ f(m%)(x'”d;snx—jﬂs% P(%>(X'm? -
Als x e A, dan is § ¢ A, voor iedere § met || x—é}ls-%— , dus
£(§)=1 voor | x5 s% . Voor alle x ¢ A is daarom ¢(x)=1. Tenslotte,
als X ¢U, en | x-§] « _3€. , dan is § ¢ U,, dus £(¥)=0. Daaruit volgt:

@ (x)=0 als x ¢U.
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Lemma 3. Zij U een open verzameling in Rk, en zij {.Ui}j_el een

stelsel o i
pen verzamelingen met U;=U. Er bestaat een rij begrens-

. ie]
de open vi;?amellngen Vﬂ’VE’VB"" met de volgende eigenschappen:
(/]) z Vn=U§
n=-|

(2) bij iedere n is er een i zodat Vﬁ c u,;
lJ

(3) ieder punt x e U heeft een omgeving W die met slechts eindig
veel Vn punten gemeen heeft.

Bewijs.

Z21j xeU. Er is een 1 eI zodat x al%f Verder zijn er een punt
X met rationale codrdinaten, en een rationale & > O, zodanig dat
HX-XOQ< E, en ¥ e U, voor alle § met | ?—Xoﬂs £ . Zij W(x) de ver-
zameling van alle ? met ]’x—?}l< & ; W(x) is een open omgeving van

X1 en wix5cUi.

De collectie van alle W(x), xeU, is aftelbaar, dzar er slechts
aftelbaar veel rationale X, en ¢ zijn; hij kan dus geschreven worden

. @®
1,W2,N3,... . Er geldt: yJ Wn=U.
n="1,

We definiéren vervolgens een rij begrensde open verzamelingen

als een rij W

Gq:Gg"" met de eigenschap

n
(%) W;‘C G, < GhCZG , voor alle n.
=1

J

n+1

De begrensde gesloten verzameling W; kan door eindig veel wn worden
overdekt (overdekkingsstelling van Heine-Borel); zeg door

,...,wn . Zij] G1= 15 Wn . Indien de bepgrensde open verzameling
2 P J=1 "3
G, reeds is gedefinieerd, beschouw dan G; U W;:; . Dit is weer een
begrensde gesloten verzameling, die kan worden overdekt door eindig

als de vereniging van deze eindig vele wn.

n

veel Wn; we definiéren Gn+1
Het is duidelijk dat dan alle Gn open en begrensd zijn, en voldoen
aan (%). Gemakshalve defini&ren we ook nog: Gn=¢ als n s O,

Voor iedere n is de verzameling G;'\Gn_1 begrensd en gesloten,

en bevat in de open verzameling G \ Gﬁ-E‘ Als x eﬁ%\Gn_q, dan is

V(x):W(X)(\(Gn+1\.§h~2) een open gggeving van x, en volgens de stel-
ling van Heine-Borel kan En\ Gn_q worden overdekt door eindig veel

V(x), zeg door de vcorzamelingen V(Xn,j)=vn,j (1¢] spn). De collectie
van alle Vn ., met n=1,2,3,..., en 1¢Js p, voor iedere n, is aftel-

3
baar, en 1s dus te schrijven als een rij Vq,Vg,VB,... . We zullen aan-
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tonen dat deze rij de eigenschappen (1), (2) en (3) heeft. In ieder
geval zijn de Vn open; ze zijn ook begrensd, omdat de W(x) begrensd
zijn.

Eigenschap (1). Zij xeU. Tr is een m zodat xe;ﬁm\.G n is

v _.

e B
= U n

m

‘ PR . g -
x:eVm’j, voor een j met 1« j ¢ Do €n Vm,j is een V. Dus U D
Eigenschap 2. Tedere V  is bevat in een U(x). Voor iedere W(x)

is er een i zodat W(xX) < Ul. Voor die i is ook Vnc.Ui,

Eigenschap 3. Z2ij x willekeurig in U. Zij m het eerste gehele
getal zodat x eGm. Dan is x¢(} _1° dus zeker><¢C%12 De open ver-
zameling W=G£\Gm_2 is dus een omgev1ng van x., le zullen bewijzen
dat er slechts eindig veel V. zijn waarvoor W(\Vn#¢.

Iedere V )3 is bevat in G +1\ Gn 05
ten met W gemeenschappellgk hebben als m-2 ¢ n¢ m+1,. Er zijn echter

. W.Z,
n D

en kan daarom alleen pun-

slechts eindig veel V n, j met m-2<¢<ngsm+l en telkens 1 sj<p
er zijn slechts eindig veel V_met WnV %%

Het volgende lemma geeft het resultaat waarom het ons gaat.
De eigenlijke moeilijkheden bij het bereiken van dit resultaat heb-
ben we inmiddels achter de rug, nl. in het bewijs van lemma 3.

Lemma 4, Zij U een open verzameling in Rk, en zi}j { Ui} een
stelsel open verzamelingen met ‘L}‘ Ui=U. Dan 18 er een stelsel
{“i} i e van oneindig vaak dif%é%éntieerbare functies (geindiceerd
door dezelfde indexverzameling I) met de volgende eigenschappen:

(1) 0 ¢ ui(x)g’h voor alle xe¢U en alle ieI;
(2) drager ( mj) c Uy, voor alle is I;

(3) op iledere begrensde deelverzameling van U zijn slechts
eindig veel &i niet identiek nul; en 2_ &i(x)a’lin U.
i

Bewl js.
Z21] Vq,Vg,... een rij begrensde verzamelingen als beschreven
in lemma 3, behorende bij het stelsel |{ Ui} _ 2L W, Wa,

een rij begrensde open verzamelingen, als be%chreven in lemma 3,
maar nu behorende bij het stelsel {'Vn} . Voor iedere m zij o(m)
een natuurlijk getal zodat Wmc.vs(m)'

2ij ¢, ¢(D) zodat O ¢ ¢ (X) 1 voor alle x; P (x)=1 als
Xiém@ﬁ en pm(x)=0 als x4V Zo'n ¢ _ bestaat, voor iedere m,
op grond van lemma 2.

Als nu x €U, dan is er een omgeving W van x die slechts eindig

e(m)*
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veel Vn ontmoet, zeg V ""’Vn . Dus is ¢ ( )=0, voor al&oe yEW,
zodra E(m)%n,.,.jnp. Iﬂ iederePx e U is zodoende ‘W z: ?m(x
gedefinieerd, en deze som 1s in een volle omgeving van x =" een
eindige som; dus is w(x) zelfs, evenals alle ¢, oneindig vaak
differentieerbaar. Voor iedere x ¢ U is er een m zod?t XelW m? €D dus

m(x) =1; dus w(x)s> O voor alle x. Zij w o (% ) = X voor xeU,
Ook iedere 1wm(x) is oneindig vaak dlfferentleerbaagx f? Yo (x)=1,
voor alle x & U; drager (y/m)xﬁ wm; en iedere x:aU'heeft een omgeving
waar slechts eindig veel Yo niet identiek nul zijn.

Voor iledere m bestaat een i(m)e¢ I zodat w&lc Ui(m). We stellen,

voor 1e I: &i(x) = g{% \Vm(x). Dan is mi(x) weer willekeurig
i(m)=1
vaak differentieerbaar. Bovendien is de drager van ui de vereni-

ging van de dragers van de ¥, met i(m)=1, en dus bevat in U,. De
functies mi voldoen dus aan alle eisen.

11. Locale eigenschappen (vervolg).

Z1j U een open verzameling in Rk. Met (DU) geven we aan de
deelverzameling van (D) die bestaat uit al die ¢ e(D), waarvan de
drager in U is bevat. We kunnen dan ook continue lineaire functio-
nalen op (DU) beschouwen, functionalen dus die alleen voor functies
¢ met drager (¢)c U gedefinieerd behoeven te zijn. Dergelijke
functionalen noemen we distributies, gedefinieerd op U, of kortweg

distributies op U. Als F een gewone distributie is, dan kan F ook
altijd beschouwd worden als een distributie op U. Omgekeerd echter
lkan een distributie op U i.h.a. niet worden uitgebreld tot een
distributie op de gehele ruimte Rk.

De volgende stelling is uiterst belangrijk; hij geeft de aan-
sluiting tussen de globale en de locale beschrijving van een dis-
tributie, en maakt het mogelijk de vragen, gesteld in § 9, te be-

antwoorden.

Stelling 1. 2Zij U een open verzameling, en zil] {U een stelsel

i}ieI
Ui=U' 7Zij verder, voor iedere 1el, Fi

U
iel
een distributie, gedefinileerd op U Stel tenslotte dat voor alle

1,5 €¢I geldt: als U N U, %O dan stemmcn F en FJ overeen op U, n'UJ
Dan is er één en slechts één dlstrlbutle F op U, die op iledere

open verzamelingen met

Ui overeenstemt m L Fi'

Bewiljs.

Stel { ai} is een stelsel functies, behorend bij het stel-
iel :
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sel {Ui}iel’ zoals beschrcven in § 10, lemma 4. Zij K, de drager R
van &, (x). Voor iederc ¢ e(DU) geldt
¢(x) = 2 “i(X)VNX), voor alle x e RS,

De som in het rechterlid i1s een eindige som, voor iedere xe&Rk,
want in iedere begrensde verzameling K zijn slechts eindig veel
o, (x) niet identiek nul.

Indien de distributie F bestaat, zal hij dus moeten voldoen
aan

(1) F(o) = 1 Flayo) = 2 F,y(ayp).
1

Hieruit volgt dus al, dat F, indien hij bestaat, ondubbelzinnig
bepaald is. Maar omgekeerd wordt door (1) een lineaire functionaal

vastgelegd, die gedefinieerd is voor alle gJE(D En deze functio-

)
naal is continu in (D[Qﬁ want stel de functies ¢ e(DU) convergeren,

in (D), naar ¢&(D Dan is er een begrensde verzameling K die alle

).
U
dragers bevat., Voor iledere 1€ I zijn de dragers van de functies
o; ¢, en &, bevat in K0 K;. Dus &, 9 -—» « ¢ , in (D). Dan geldt
ook: Fi(mi@n)~m+ Fl(mip), want F. is een distributie op Uy, en
I{r\Kic.Ui. Tenslotte zijn slechts eindig veel &, zeg

Che s%. 5...,0, , niet identiek nul in K, zodat
1o i,

F(@n) =F, (g ¢ ) +...+Fiqu13¢]n)w+ P, (o @)+

[N
RN

+...+Fls(misp) = F(o).

Door (1) wordt dus een distributie op U gedefinieerd. Ve moeten
alleen nog aantonen, dat deze distributie op Ui overeenstemt met Fi’
voor iedere 1¢ I,

Neem dus een ¢ e(D) waarvoor drager (@)C:Ui. lle moeten bewijzen:
F(@):Fi(w). Voor iedere je I is drager (mjw)czuin15; omdat F, en F,

J
9) = FJ(mjy); en dus

overeenstemmen op UiP\Uj, is dus steeds Fi(uJ

geldt

Grvmars

De distributie F voldoet dus inderdaad aan de gestelde eisen.

Als alle Fizo, uan voldoet blijkbaar de nuldistributie aan de
elisen, en aangezien F door de Fi ondubbelzinnig bepaald is, geldt dus:
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Gevolg 1. Z1J F een distributie. Als ieder punt een omgeving heeft
waarop F nul 1s, dan is F de nuldistributie.

Gevolg 2. Stel F en G zijn twee distributies. Als ieder punt een om~-
geving heeft waarop F en G ovcreenstemmen, dan geldt F=G.

Evenzo blijkt nu eenvoudig:
Gevolg 3. 71j F een distributie. Als ieder punt een omgeving heeft
waarop I regulier 18, dan is I een reguliere distributie,

In g 9 is ook gedefinieerd het begrip drager van een distributie
F. Een punt x behoort dan cn slechts dan niet tot drager (F), als x
een omgeving heeft waarop F nul is, Uit stelling 1 volgt nu onmiddel-
1ijk:
Gevolg 4. Het complement van de drager van cen distributie F is de
grootste open verzameling waarop F nul is.

Als we de drager van F even K noemen, en zijn complement U, dan zegt
gevolg 4 niets anders dan dat F(@):O voor iedere ¢ €(D) met drager
(@)C U. Anders gezegd: als {(x)=0 op een omgeving van de drager van
F, dan is F(@):O. We kunnen dit ook als volgt formuleren.

Stelling 2. Zij F een distributie. Voor iedere ¢ ¢(D) waarvan de dra-

ger geen punt gemeen heeft met de drager van F, geldt: F(e) = 0.

Hieruit volgt ook dat een willekeurige verandering van een func-
tie ¢ buiten een omgeving van dc drager van I geen invloed heeft op
de waarde F(@). Want zo'n verandering komt er op neer dat men blj ¢
een functic yw optelt, die in ecn omgeving van de drager van F nul 1s,

zodat F(p+y)=T'(@)+F(w)=F(¢), omdat F(y)=0.

De volpende stelling zegt dat het differentiéren van een distri-

butie in feite een locaal oroces 1s.

Stelling 3. Als twee distributies F en G op een verzameling U overeen-
stemmen, dan stemmen ook al hun distributie-afgelelden overeen op U.

Bewl js,
. .., OF
Het ig voldoende te bewijzen:als F nul is op U, dan 18 T ook nul op
. ) .
U. Zij ¢ &(D) met drager (p) ¢ U. Dan is ool drager J (ﬁfﬁ)CIL
dus

%%(v)=~F(%%)=O,

omdat F nul is op U.
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Als dus f(x) een locaal integreerbare functie i1s, met bijbeho-
rende distributie F, en f(x) is op een zeker gebied U differentieer-
baar, dan sluit de distributie-afgeleide E?E‘ op U aan bij de functie

of *J
axj )
o of
(gif)(W) = (5§*w ¢ ),
J J
voor alle ¢ &(D) met drager (9) < U. Vg. de voorbeelden in § 5.
3F 27

Gevolg. Zij I een distributie. De dragers van
allen bevat in de drager van F.

5 enz. zijn
axi axiaxj

Zzo hebben bijvoorbeeld alle afgeleiden van de distributie Jx
het punt X als drager. Men kan overigens ook een omkering hiervan®
bewijzen: iedere distributie, waarvan de drager bestaat ult één punt

Xy is een eindige lineaire combinatie van JX en zijgn afgeleilden.
0
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12. Convergentie van distributies

Ook in de ruimte (D™) van alle distributies kan een convergentiebe-
grip worden ingevoerd.

Definitie., Een rij Fn van distributies heet convergent, met limiet-
distributie F, indien voor iedere ¢ e (D) geldt:

lim  F_(¢) = F(y).
n —-

Vervolgens kan dan convergentie van een reeks van ﬁ? Fn worden ge-
definieerd: deze reeks heet convergent, met som F,n=1 indien de rij

n
G G. = Z:Fh, convergeert naar F.

nton

Deze limietvorming is lineair, d.w.z. als Fn~e-F en Gn-—>G, dan
aFn+bGn*+ aF+bG, in (D¥); analoog voor reeksen. Onder algemene voor-
waarden slult de definitie ook weer aan bij de overeenkomstige defi-
nitie voor (locaal integreerbare) functies. Bijvoorbeeld geldt

Stelling 1. Stel f£(x), fq(x),fg(x),... zijn locaal integreerbare
functlies, met bijbehorende distributies F,Fq,FE,... . Indilen

fn(x) — f(x) uniform op ieder begrensd gebied, dan F,—F. Dezelfde
conclusie geldt, indien fn(x)-—>f(x) bijna overal, terwijl er boven-

dien een vaak locaal integreerbare functie 1is die de [fn(x){ begrenst,

en ook als de rij f (x) monotoon 1is.
Bewiljs,.
In al deze gevallen geldt

Fo(9) = (£, 9) = [£,(x) e(x)dx — [£(x) e(x)ax = (£,9) = F(9).

Echter geldt niet algemeen: F_—F zodra fn(x) — £(x).
Voorbeeld 1, Zij fn(x) als volgt gedefinieerd:

g 1
£.(x) = < als bx|» % ;0 £.(x) =0 als ]x(<-ﬁ (n=1,2,...).
De rij f_(x) convergeert naar de functie % (behalve in x=0). Ook de

bijbehorende rij reguliere distributies convergeert, maar de limiet-
distributie is niet regulier:

(o) = (0,0 = /. £ ax — ().

Ix]> = x

Voorbeeld 2, Zij fn(x) de locaal integreerbare functie, gedefinieerd
door

fn(x) = % n als }xfs % 3 fn(x) = 0 als !x}> % .

De rij fn(x) convergent voor x#0 naar de nulfunctie; de bijbehorende
rij distributies convergeert naar ¢ :
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lxt'/1 ¢ (x)dx —¢(0)= 3 (p).
*n
Deze twee voorbeelden ftonen beiden dat een singuliere distributie
een limief kan zijn van een rij reguliere distributies. Wij zullen
later bewijzen dat dit algemeen het geval is: iedere singuliere
distributle 1s te schrijven als limiet van een rij reguliere dis-
tributies.

Een bijzonder prettige eigenschap van de convergentie in de ruimte
der distributies is, dat convergente rijen en reeksen termsgewijs
gecifferentieerd mogen worden:

Fo(9) = (£, 9) =k

Stelling 2. Als de rij distributies Fn convergeert naar de distri-

butie F, dan convergeert ook de rij an en wel naar de distributie
B,

Voor willekeurige ¢ e¢(D) geldt

Fple) = -F (¢')— -Fle') = F'(0).

0] 0
Gevolg. Als F = ) F , dan is F' = »_ F! .
n=1 = n=1 U

. 1 .
Voorbeeld 3. Zij fn(x) = = sin nx, en Fn(¢) = (fn,w}. Aangezien

fn(x)*ﬁ-o, uniform, geldt volgens stelling 1: F_—>0. Dus ook

Fﬁ —> 0; hierbij is FA de reguliere distributie behorende bij
fé(x) = cos nx. De functies fﬁ(x) echter convergeren niet.

Als we voortaan de reguliere distributie (f,¢) (bij locaal inte-
greerbare f(x)) aangeven met [f(x)] , dan geldt dus

{cos nx:}-ma-o, vVOoor n — o .

Dit is natuurlijk ook rechtstreeks in te zien: als ¢ € )), en de
drager van ® is bevat in het interval {-a,a] , dan geldt
a

a
[cos nx~](¢) = ~f cos nx ¢(x)dx = %— f sin nx ¢'(x)dx —> 0.
-a -a
00
Voorbeeld 4, Zoals bekend, convergeert de reeks 2:

met als som de functie f(x), periodiek met perioﬁngn, die voor

O<x<2r de waarde % (x-x) heeft.

M overal,

De parti&le sommen zijn uniform begrensd; dus volgt uit stelling 1:
00
> 2 [smoax]=[e00],
n="1

en door differentiéren volgt
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;ﬂ‘{cos nx} [f x) ]

Omdat de enige discontinultelten van f(x
* ) kunnen we de distributie-afgeleide |
voorbeeld 3):

(
) sprongen zijn (ter grootte
f(x ] berekenen (vgl. § 5

[f(x)}r = [fr(x)]+7t 2;: S R S o .
NS5 2xn 2 ne"oo orn

Dus geldt
(2) >~ [cos nx ) a
2 14+ 2 COS nNX | = 271 J .

n=-1 N=-00 arn
Nogmaals differentiéren geeft bv.

o8} + CO

(3) 7 n sin nx | = -« g,

n="1 [ nzggo ern
Uit (2) kunnen we nog meer afleiden. Daar nl.

xQ + 0

1+ 2 ) cos nx = > e In% s
n="1, Nn=-0
volgt dat
+00 +00
(4) <1+£2 i? [cos nx~]>(w) = ) j’ @(x)c"inxdx.
n=", N=-00 -0
Als we nu schrijven
e'o)
il '(x)e_ixydx

v(y) =—:—E—OO v

(w(y) is de Fourier-getransformeerde van ¢(x)) dan vinden we uit

(2) en (%)

(5) i%) Vﬁn. g? (2wn)

N=-00

Dit is een speciaal geval van de somformule van Poisson.

Voorbeeld 5, Uit de convergentie, voor x#k.2« , van de reeks

o0
(6) n; 08 DX _ _10g | 2 sin % |

en het feilt dat de partiéle sommen weer uniform begrensc zijn, volgt
(stelling 1 en stelling 2) dat

(7) gii [sin nx] =[ log | 2 sin —l}

% o
Hoewel de gewone afgeleide (10g}2 sin %}‘ = % cotg 5 bestaat, kunnen
we het rechterlid van (7) toch niet door %[:cotg %f} vervangen. De
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functie = cotg % is nl. niet locaal integreerbaar, en bepaalt dus

niet een distributie. Daarentegen kunnen we de distributie in (7)
beschouwen als een regularisatie van de Civergente integraal
%f@(x)cotg ix dx.

De voorbeelden 5 en 6 tonen dat trigonometrische reeksen, beschouwd
als reeksen van distributies, veel gemakkelijker convergeren dan als
reeksen van functies. We kunnen zelfs eenvoudig de volgende belang-
rijke stelling bewijzen.

Stelling 3. De reeks distributies

(8) o (a

{cos nx] + b, [ sin nx )

convergeert reeds, als er een constante A> 0 en een natuur.ijk getal
k bestaan, zodanlg dat voor alle n

] an}s An¥ : [bn < An¥,
Bewl js.
De reeks van functics
00 a, bn
2;; (;EE cos nx + e sin nx)

08
1
wordt absoluut gemajoreerd door de convergente reeks 2A Zj — , en
. = n
i3 dus in “cder be.censd intervel absoluut en uniform n=1
convergent. Volgens stelling 1 geldt dan dat

b
ii <—;% [cos nx] + ;%% [sin nx])
n=1\n

convergeert, en door 2k maal in distributionele zin te differentiéren,
en stelling 2 toe te passen, volgt de convergentie van (8).

Opmerking ., Bzhalve rijen Fn kan men natuurlijk ook families F, van
distributies becschouwen., Men zegt bijv. dat FE convergeert naar I
voor & — ¢ indien F, (¢) —> F(¢) voor & -»€ , voor ledere ve(D).
Ook in dit geval geldt weer: als F, — F voor & -— ¢, den ook

Fé — B!, voor & ”ﬁhéb‘

13. Sterke convergentie

Het in § 12 ingevoerde convergentiebegrip wordt wel zwakke convergen-
tie genoemd. Dit in tegenstelling tot de zgn. sterke convergentie,
E{Q niet zo gemekkelijk gedefinieerd kan worden, maar die ult theore-

tisch oogpunt de voorkceur verdient.
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Verreweg het belangrijkste resultaat in dit verband is, u.t voor

rijen beide convergentie-begrippen samenvallen. Zodra we niet meer

rijen beschouwen, maar bijv. families F, , zal 1.h.a. sterke conver-

gentie niet meer uit zwakke convergentie volgen.

We beperken ons in deze § tot distributies in ng deze beperking is
niet essentieel.

Definitie. Een deelverzameling V van (D) heet begrensd indien voldaan
i1s aan de volgende voorwaarden:

(1) Er is een begrensde verzameling die de drager van alle
¢ € V bevat,
(2) ggor iedere n=0,1,2,... is de verzameling van alle functies
—~%u eV, gelijkmatig begrensd,
dx
(Een verzameling V van functies heet gelijkmatig begrensd als er een

getal A is zodat |¢(x)| <A voor alle ¢ ¢V en alle x € R

Definitie. Stel F,Fq,FE,... zijn distributies. Men zegt dat de riy

Fn sterk convergeert naar F (notatie: Fn =>» F) indien

(1) F,— F; d.w.z. F (¢) — F(g) voor alle ¢ (D).

(2) Op iedere begrensde verzameling V < (D) convergeert Fn(@)
gelijkmatig naar F(@); d.w.z. bij iedere begrensde V < (D)
en iedere € > O bestaat een getal N(&,V) zodanig dat
[Fn(@)—F(@)]< ¢ voor alle ¢ eV en alle n > N.

Analoog wordt gedefinieerd sterke convergentie F& = F voor ¢ M*Eb'
Het is duidelijk dat sterle cravergentie steeds zwakke convergentie
impliceert. Het feilt dat voor rijen het omgekeerde geldt (iedere

zwak convergente rij distributies is sterk convergent) is vrij moei-
1ijk te bewijzen. De stellingen die daartoe nodig zijn, zijn echter

ook op zichzelf van belang.

De eerste stelling verscherpt a.h.w. de continuiteitseigenschap. Dat
een distributie F continu is, betekent (per def.): als ¢ — ¢

in (D), dan P )— F(p). Natuurlijk is het denkbaar dat niet

by ¢ 1in (D), en toch nog F(@n)~¢-F(W). Een dergelijke situatie
wordt in stelling 1 beschreven. (De notatie (DK) die hier gebruikt
wordt, is gedefinieerd in § 11; ¢ 6(DK) betekent: ¢ ¢ (D) en drager
(¢) < K).

Stelling 1. Zij F een distributie, en K een begrensd interval. Er
bestaat een geheel getal r» O zodanig dat voor iedere rij ¢ne.(DK)
met @n(r)(x) —> 0, uniform op K, reeds geldt: F(¢n)-+ 0.




Bewijsn
Stel zo'n r bestaat niet. Voor k=0,1,2,... bestaat er dan cen rij
e (D i

@k,n ( K) zodanig dat

(k)

P (x) ~— 0, voor n — oo, uniform op K;
2
1lim sup{ F(@k’n)[ =, >0,
- . - , . 2 ,

Zij V/k,n(x) een deelrij van de rij roll ¢k,n(x) waarvoor geldt
(1) l F(V/k,n>‘> 1, voor alle n,

Natuurlijk geldt ook \yk(g)(x)-+ 0, uniform op K; en hieruit volgt

dan: v kf%(x)—~+ O voor n—w , uniform op K, als i=0,1,...,k.

Construeer nu een rij }in(x) ¢ (Dg) als volgt: zij

Lalx) = Wy (),

waarbilj Ny Zo groot 1s gekozen dat voor alle x ¢ K

1) (x)}s 3 , voor i=0,1,...,K.

} V’k( "

ERE
Dan geldt: X1{~"> O in (D), en dus F( )X, ) — 0, in strijd met (1),
waarult immers volgt dat S F(X,k)ﬂ > 1, voor alle k.

Laten we invoeren de notatie ¢ | = max| ¢(x)|. Voor iedere ¢ (D)
is |l¢| een eindig getal, omdat ¢ een” begrensde drager heeft. Uit
stelling 1 kunnen we afleiden:

Gevolg. Er is ook een A > O zodanig dat voor alle ¢ &(l..)

(2) | P(e)] «a. | olr))

Bewijs.

Stel zo'n co?sgante A Dbestaat niet. Dan is er een rij 9y e(DK) met
r

Fle )> nf e, 7| - 213

() ¢, (%)

VplX) = =gy

. n'“({)n : u

dan geldt: (hyn(r)u = %-wa-O; dus, volgens stelling 1: F(yn)—~+ 0,

in strijd met FCvn)> 1, voor alle n.

Stelling 2. Zij S een verzameling van distributies, en zij K een
begrensd interval. Stel voor iedere @e(DK) is de verzameling van
de getallen F(@), Fe S, begrensd, Dan is er een A> O en een geheel
getal r» 0, zodanig dat voor alle Fe S en alle ¢ e(DK)




(3) | 7(p) )< a.] o).

Bewljs.
Voor ¢¢(Dy) zij M? een getal zodanig dat |F(¢)| < M? , voor alle
FE’ S.

Neem aan dat de stelling onjuist is. Dan bestaan er een rij ¢, ¢ (Dy)

en een rij F, ¢S (k=0,1,2,...) zodanig dat

k
(a) | @k(n)n< é% , voor n=0,1,...,k;

k-1
(b) F )> k1 + M ;
k<(Pk rr%;O Pm
(c) me(@kH‘<é% , als m< k.

Voor k=0 vervalt de voorwaarde (c), dus P, €n Fo zijn eenvoudig te
kiezen, op grond van de veronderstelling dat de stelling onjulst 1is.
Stel ¢, en Fm zijn reeds geschikt gekozen, voor m=0,1,...,k=-"1.
Volgens het gevolg van stelling 1 bestaan er voor elk van deze m een

Am en een r zodat (r )
‘Fm(¢)l$ Am’ll@ m |, voor alle g>e(DK).
Als we nu ¢ z4 kiezen dit voor m=0,1,...,k-"1
1
ler ™ll< = ;
2 .Am

dan zal ¢, zeker aan (c) voldoen. Gecombineerd met (a) geeft dit

voor ¢, een voorwaarde van de vorm

(4) o 70 < e,

waarbij C een geschikte constante is, en rzmax(ro,rq,...,rk_q,k).
Omdat aangenomen is, dat de stelling onjuist is, 1s het mogelijk @k
zé te kiezen, dat niet alleen aan (4) is voldaan, maar ook aan (b),

voor zekere Fk:e(D).

Definieer tenslotte \

00
(5) o(x) = 2 ¢ (x).
n="1,

De partiéle sommen van de reeks in (5) convergeren naar ¢ in (D), op
zrond van (a), en dus is

| Filp)] = 2n | Fk(m‘; o) >



voor alle k., Voor deze ¢ is dus de verzameling van alle getallen
F(@), Fe S, niet begrensd, in tegenspraak tot het gegeven.

Gevolg 1. Zij S een verzameling van distributies met de eigenschap,
dat voor iedere ¢ € (D) de verzameling van alle F(¢), Fe 5, begrensd
is. Bij ledere begrensde verzameling V in (D) bestaat dan een con-
stante A> 0 zodat voor alle FeS en ¢ eV

(6) | F(o) | < A.

Bewljs.,
Aangezien V begrensd is, i1s er een eindig interval X zodat V < (DK).

Volgens stelling 2 zijn er een A1> O en een gehele r 2 O zodanig dat
voor alle ¢eV en Fe S

RO VI Al

omdat V begrensd is, is er een A2> O zodat voor alle ¢ e V geldt:

| @(P)Q\ s Ay, Neem A=A, .A,; dan geldt (6) voor alle FeSen ¢eV.

Opmerking. Dit is een analogon van de stelling van Banach-Steinhaus

in de theorie der Banachruimten.

Gevolg 2, Zij S een verzameling van distributies met de eigenschap
dat voor iedere ¢ e(D) de verzameling van de getallen F(¢q), Fe 3,
begrensd is. Als dan ¢ - ¢ in (D), dan ook F(@n— ®) — 0, uniform
in Fe S.
Bewi js.
Er is een begrensde interval K dat de dragers van ¢ en alle @ bevat.
Dan zijn er ook een A> O en een gehele r2 0 zodat () ()

r r r r
IF(@—@N){ < AL @( ). @n< >“ voor alle Fe S. En !I@ -9, “ — O,
VOoor n —» o,

Stelling 3. De ruimte (D) is volledig. D.w.z. als =@, 0 in (D),
voor m,n — oo, dan is er een ¢ ¢ (D) zodat ¢, —>¢ in (D).

Bewil js.
Uit ¢ -9, —> 0 in (D) volgt ym(x)— yn(x)—»—o, uniform in x; dus is
er een functie ¢ (x) zodat, uniform in x, @n(x)~f+ @e(x).0mdat ook

?d(x)— @A(X)-+~O, uniform in x, zal @A(x)-—+ p'(x); enz.

We zijn nu in staat de equivalentie van sterke en zwakke convergentie

bij rijen van distributies te bewijzen.

Stelling 4. Stel F,F_,F

Fnzé F.

zijn distributies. Indlen Fn~ﬁ—F, dan

/], 2,---




Bewljs.

We moeten bewljzen, als V een willekeurige begrensde verzameling is
in (D), dat Fn(@)-+ F(¢) uniform op V. Stel dit is niet het geval.
Dan zijn er een & > 0, een rij <¢k in V en een deelrij Fn van de
rij Fn zodanig dat k

(7) { Fnkwk) - Plo,)

> 3¢ , voor alle k.

De functies ? hebben gelijkmatig begrensde eerste afgeleiden, en
zijn dus equicontinu., Dus heeft de rij ¢, een uniform convergente
deelrij. Op dezelfde wijze bezit deze weer een deelrij waarvan de rij
van eerste afgeleiden uniform convergeert, enz. Als men tenslotte de
diagonaalrij neemt, ontstaat een deelrij van de rij ¢, die in (D)
convergeert; omdat (D) volledig is, is ook de limietfunctie ¢ e (D).

Neem aan dat @Lc zelf al deze deelrij is (verander eventueel de num-
mering).

De verzameling van distributies S:{.F,Fq,F2,...} voldoet aan de

voorwaarde, gesteld in gevolg 2 van stelling 2; er is dus een N> O
zodanig dat

(8) [P (e -0) | < ¢

voor k3 N en voor alle n=0,1,2,... (waarbi}] FozF gesteld wordt). Uit
(7) en (8) volgt dat

voor voldoend grote k, in strijd met het gegeven dat Fn-+ F.
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4. Afhankelijkheid van een parameter

Uit de resultaten van § 13 volgt eenvoudig de belangrijke eigen-
schap, dat de ruimte (D ) der distributies volledig is. Dat betekent,
dat iedere rij Fn van distributies, die voldoet aan het criterium van
Cauchy: Fn'an~+ O als n,m —+ o, convergeert naar een distributie F.
Anders gezegd:

Stelling 1 (Volledigheidsstelling). Zij F_ een rij distributies, zo-

danig dat voor iedere ¢z (D) de rij F (p) convergeert, zeg naar F(¢).
Dan is ook F een distributie, en Fn-+ F.

Bewijs. Het is duidelijk dat F een lineaire functionaal is; we moeten
aantonen dat F ook continu is. Neem dus een willekeurige rij @i-> 0
in (D).

Volgens § 13 stelling 2 is er een A> O en een geheel getal r 20
zodat voor alle 1 en n

ERCRIPYS AL

Voor n wvolgt
T ERIRT e T

voor alle 1, en dus F(@i)-+o voor i -+ co.

Opmerking. Omdat voor rijen van distributies zwakke en sterke conver-

gentie samenvallen, behoeven we geen onderscheid te maken tussen een
sterke en een zwakke volledigheid.

Beschouw nu een schaar distributies F, , afhangend van een para-
meter 7 die een verzameling ' van (re&le of complexe) getallen door-
'h
Dat betekent, dat voor iedere ¢ «(D) geldt: Sim F Al®) = . (e ),%fwel,
dat voor iedere pe& (D) de gewone reeelwaardlge functle F. (@fcontinu

loopt. Men zegt dat o continu is in moeﬁ\ indien 11ma F, = .

is in Wo. Met behulp van de volledigheldsstelling kunnen we nu ook
aantonen:

Stelling 2. In een verdichtingspunt Ko van A (xoe,A) kan F, dan en
slechts dan continu worden voortgezet, indien ledere functie Fm(w)

(9 e(D)) in A\, continu kan worden voortgezet.

Bewijs., Als een continue voortzetting F% bestaat, dan is

: o .
'%5?20 F,(¢) = F“o(v)’ voor ¢ ¢(D), dus ~alle F,(¢) kunnen continu

worden voortgezet. Omgekeerd, stel dit laatste het geval. Voor iedere
rij L ~¢'R uilt A bestaat dan lim (¢), @e(D); volgens stelling 1
convergeert dus Fn naar een glubggbut?e F . Op de gebruikelijke wijze

volgt dat F. niet” afhangt van de spe01ale rij AL
o}



dF
Als Fm continu is in %b, dan geldt hetzelfde voor 75% , aan-

gezien dr

1%3?10(?T§)(¢) - —m%gprFx(¢')=‘Fmo(P')= % (#)-

Als WO een inwendig punt is van A, en
P -BE
(1) lim 220
A=A, 7 - Mg
bestaat, dan noemt men F} differentieerbaar naar » in mo. Ock deze
eigenschap kan herleid worden tot de overeenkomstige eigenschap

bij gewone functies:

Stelling 3. Dan en slechts dan is F, differentieerbaar naar %A,

in het punt A, als dit geldt voor elk der functies F%(p), (pe(D)).

Bewijs. Is F, differentieerbaar, dan bestaat voor iedere ¢ e(D) de

limiet

o R, Fa F,(¢)-F\ ()

(2) lim | 29} (¢) = lim o ;
A= N 'A-mb / A=

AN g

dus zijn alle functies F,(g¢) differentieerbaar A,. Stel omgekeerd
dit het geval. Dan kan voor iledere @¢(D) de voor ?sﬁﬁb gedefinieerde

functie van A
F, (¢)-F, (%)
(o)
A-A_
o]

continu worden voortgezet 1in 10‘ Volgens stelling?2 kan dus ook
Fo-Fau

Y continu worden voortgezet in 2, d.w.z. de limiet (1) be-

o}
staat.
2F,
Als we de afgeleide nzar A van I, in *, aangeven met‘axo B
dan geldt voor iedere ¢ ¢(D) (vgl. (2)):
L, ) 5
Q ) = —— (F .
(3) (7\ (o) = g5 (B led)
0
"
Geven we de gewon; distributie-afgeleide aan met %%—, dan geldt

q o o
dat met F% ook ;;} differentieerbaar is, terwljl bovendien altijd
(1) 2 Zp -2 2%

A
Immers, voor iedere ¢ é&(D) 1is

2((52) @) = - 2 e = - 2 o = 2(E2 ).

i



~40-

Is ™ een complexe parameter, en is Fm differentieerbaar naar = in
een gebied A, dan is voor iedere ¢ (D), de functie F, (@) =en ge-
wone analytische functie van 2 ., In dit geval volgt dus onmiddelli jk
dat F% willekeurig vaak naar A gedifferentieerd kan worden. Men
zegt dan ook wel dat F, analytisch van A afhangt.

Met behulp van stelling 3 kunnen allerlei begrippen en stellin-
gen ult de functietheorie overgebracht worden naar analytische scha-
ren B bijvoorbeeld geldt

a 3

Stelling 4. Als F, analytisch is in een omgeving van A, dan is
er, in een omgeving van %OJ een Taylorontwikkeling

2
9F. ) 5 9 F“o
(5) F'?\ = F'Q\O + (?\"7\0> 'a-_'h,_-g + 'é'(?\—‘?\o) —;—;‘é—-‘“ +

Bewijs. Voor iedere ¢e (D) is F, (p) een gewone analytische functie
van A, die in een Taylorreeks ontwikkeld kan worden:

n=0 DA

n
© (r-7) n
0 ?
Fm(?) - 21~ n! ( n F%(qﬁj ’
A=
o]
Gebruilkmakend van (3), kunnen we hiervoor schrijven

c (a2 )" [ 27F,
(6) F“(@)=Y]Z_% - o (o).

2D

Omdat dit geldt voor ledere ¢e(D), volgt (5).

15. Het product van twee distributies

Z1j F een distributie, en zilj g(x) een oneindig vaalk differen-
tieerbare functie. Voor ledere {ne(D) is dan ook de functie
g(x). p(x) cen functie uit (D), en dus is F(g. ¢) gedefinieerd. Als
¢,—>0 in (D), dan zal ook g- ¢, =0 in (D), dus F(g-%h)~+CL De
linealire functionaal ¢ —F(g- @) is dus een distributie.

Definitie. Zi1ij F een willekeurige dis*tributie, en G een reguliere

distributie, behorende bij een ocneindlg vaak differentieerbare
functie g(x): G =[g(x)] . Het product F.G van de distributies F en
G 1s de distributie

(F.G)(0) = F(g-9).
Verder stellen we G.F=I'.G.

Deze distributie-vermenigvuldiging slult weer aan bij gewone verme-
nigvuldiging: als f(x) en g(x) locaal integreerbaar zijn, en g(x) is
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oneindig vaak differentieerbaar, dan is
[e(x))- [e(x)] = [£(x)2(x)]
Immers

(Lee0)-ls0]) (0 =[] (ep)

i

JeG) g(x) p(x)ax =
L£(x)-a(x)](p).

Voor twee willekeurige distributies F en G is het distributie-
product niet gedefinieerd. Reeds het product f(x).g(x) van twee
willekeurige locaal integreerbare functies zal nl. in het algemeen
geen locaal integreerbare functie meer zijn, en dus geen distri-
butie meer definieren.

i

Zoals te verwachten is, geldt (als G=[g(x)] hoort bij een on-
eindig vaak differentieerbare functie g(x)):

Stelling. (F.G)' = F'.G + F.G'.
Bewljs.

(F.G)'(¢)

Il

~(F-G)(9') = -F(g-9') = -F((g-9)') + F(g'.p) =

F'(g-9) +Flg'.¢) = (F-a)(p)+(F-G")(¢).
Voorbeeld., Als f(x) oneindig vaak differentieerbaar is, dan geldt
[r(x)].o=1(0). 7,
[r(x)])-9'= £(0)-d'-£'(0). T ; enz.

I.h.b.
[x]-9=0; [x]-d =-7.
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Het is hinderlijk dat het product van twee distributies F en
G alleen gedefinieerd is als één van belde, e.g. G, een speciale
reguliere distributie is: G = [g(x)] , met g(x) oneindig vaak dif-
ferentieerbaar. Veel is hier echter niet aan te doen. Er zijn wel
een paar uitbreldingen mogell jk, maar deze zijn niet zo essentieel.

Is b.v. F een distributie, behorend bij een massaverdeling /L(vgl.

3 2):
F(p) = _/fS”(X)d/“ ;

dan kunnen we F.G definieren voor G = [g(x)] , waarbij g(x) alleen
continu behoeft te zijn:

(15.1) (F.6) () = [a(x) e(x)ap

En is F een distributie van de orde m, d.w.z. is F een distributie-

afgeleide van de orde m van een reguliere distributie:

PeL [ex)],
dx

dan kan F.G gedefinieerd worden voor G = [g(x)] , waarbij van de
functie g(x) slechts geeist wordt dat hij m maal continu differen-
Tleerbaar is. We stellen dan nl.

m

(15.2) (F.6)(9) = [ £(x). a-d—ﬁ (2(x). @(x))dx.
X

(De afgeleide achter het integraalteken is een gewone functie-afge-
leide).

In een artikel "Sur 1l'impossibilité de la multiplication des
distributions", Comptes Rendus Ac. Sciences, tome 232, 1954, p.847-
848, heeft L. Schwartz bewezen dat het echt onmogelijlk is, vermenig-
vuldiging van distributies algemeen te definieren. Er is zelfs geen
hoop, dat dit euvel verholpen kan worden door een wijziging van de
definitie van een distributie, tenminste, als we blijven verlangen
dat de & -functie van Dirac een distributie blijft, en dat iedere
distributie een distributie-afgeleide heeft. Zijn bewljs zullen we

nu geven,

7Zij F de verzameling van alle continue re&le functies van één
variabele, en zij FO de deelverzameling van I' die bestaat ult alle
functies die ook nog differentieerbaar zijn, met continue afgeleide.
Als we, voor het ogenblik, de functie f(x) identificeren met de re-
guliere distributile [f(x)] , dan kunnen we zeggen dat de distributies
een lineaire ruimte vormen dile F omvat. Beschouw nu, algemener, een
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willekeurige lineaire ruimte E die F omvat.

Lemma 1., Het is niet mogelijk op E een associatieve, bilineaire
vermenigvuldiging te definieren, die op F met de gewone vermenig-

vuldiging samenvalt, en waarvoor de functie 1 als eenheid fun-
geert, zodanig, dat er twee elementen ? en d in E zijn met

(15.3) ;.x =1 x.9 =0 ; J# 0.

Bewi js.
Anders zou

0= % .(x.79) = (§x).5=1.9=740.

Lemma 2, Stel op E 1s een vermenigvuldiging gedefinleerd, als
omschreven in lemma 1. Stel verder op I een differentiatie D ge-
definieerd, d.w.z. een tosvoeging f —» Df, die lineair is:

(15.4) D(af+bg) = aDf + bDg (f,geE; a,b redel);

en die voldoet aan de productregel
(15.5) D(f.g) = (Df).g + £.(Dg).

Neem aan dat D op F_ de gewone differentiatie van re&€le functies

o)

is. Dan is er een aF met
N % ™ = v o _— @
(15.6) §.x o= x ; 1

Bewl js.

Zij f de continue functie x(loglxl-1), en zij ?:sz, Aange -
zien f.x een differentieerbars functie is, met continue afgeleide,
geldt

D(f.x) = (f.x)' = 2f + X,

en dus o
DE(f.x) = 2Df + 1.

Maar ook
D2(f.x) = (D¢} x + 2DFf.Dx + [.D°x= § .x+2Df.

Dus ?.X:ﬂ. Evenzo volgt xdy = .

Uit lemma's 1 en 2 volgt onmiddelliljk:

Stelling 2: Als in E zowel een vermenigvuldiging als een differen-
tiatie gedefinieerd zijn, als omschreven in lemma 2, dan 1s er

geen element J#0 in E met x.d =0,
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Zij nu een definitie van het begrip distributie gegeven (al
dan niet verschillend van de tot nu toe gebezigde) die aan de vol-
gende essentiele voorwaarden voldoet:

a) Iedere continue functie geeft aanleiding tot een (regu-

liere) distributie.

b) De J -functie van Dirac is een distributie (die dan kenne-

1ijk moet voldoen aan x.d =0, J#0).
¢c) Iedere distributie heeft een distributie-afgeleide,
d) Als F en G distributies zijn, dan ook aF+bG, a en b reéel.

Uit stelling 2 volgt dan, dat het onmogelijk is, voor alle distri-

buties F,G zinvol een product F.G te definieren.

De functie f, beschouwd in het bewijs van lemma 2, heeft, als
reguliere distributie, de distributie-afgeleide

é%-[x(log]xl—ﬂ)] =[ log}x\—1]+{x]§%[loglxl]= [log }x’] ,
want é%[log}xY}= x~ (zie § 9, voorbeeld 2), en [x] x4

"

(1x] X (e) = x M(xp) = 1im | Xo%) ax -

X
& -0 ix]>&
= f p(x)dx.
Er volgt dat in de zin van de distributies

(15.7) Lo ey =1,
dx

Ook als we f opvatten als distributie, en D als de distributie-
differentiatie, geldt dus

(D9r).x = x.(D°f) = 1.

Beschouw ook nog de functie }x| . De distributie-afgeleide van
de tweede orde van {lxl] is 24d . Als nu E een lineaire ruimte 1s,
zoals beschouwd in stelling 2, dan geldt, in E:

x.(Dng!) = 0.

Immers x.(D21X1) = Dg(x.ixl) - 2p|x} ,

en x.]x| 1s differentieerbaar, met continue afgelelde, dus D(x.}x|)
2

is de gewone functie-afgeleide 2lx], en D(x.]x}) = 2| x|.

Dan volgt ook

(15.8) D2)x|= ((D2f).x).0%x]= (D°f).(x.D%x[) = O.

2 .
Hoewel lxl geen polynoom is, is dus toch D }xt= 0. Gevolg:
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E bevat elementen die afgeleide O hebben en toch niet constant zijn,
in tegenstelling tot de situatie bij de echte distributies. Bij de
aistributies geldt ook wel: [x].D°[}x|]= 0, en D°[£] . [x] = 1,
maar de stap in (15.8) kan niet worden genomen omdat het product
p2[£].[x] . D°[Ix|] niet gedefinicerd is.

16. Deelbaarheid.

Er is toch nog een uitbreiding mogelijk van de definitie van verme-
nigvuldiging van twee distributies, als we tenminste deling als een
soort vermenigvuldiging cpvatten. Wanneer we Kunnen oplossen, voor
willekeurige F

(16.1) [x].H=rF,

dan kunnen we H beschouwen als een soort product X 1.F. Inderdaad
blijkt (16.1) oplosbaar; maar er zijn zelfs oneindig veel H die vol-
doen. De uitdrukking X'q.F is dus toch niet zinvol te definieren.

Algemener zullen we aantonen: als F een willekeurige distribu-
tie is, en G = [ g(x)]) , waarbij de functie g(x) willekeurig vaak dif-
ferentieerbaar is, en slechts geilsoleerde nulpunten heeft, van ein-
dige orde, dan heeft de vergelijking

(16.2) G.H=F

een oplossing H; en zelfs oneindig veel oplossingen, tenzij G geen
nulpunten heeft. Daarbij beperken we ons uitdrukkelijk tot ééndi-
mensionale distributies.

Indien G(x) geen nulpunten heeft, is het triviaal dat (16.2)
oplossingen bezit: neem maar H= [(g(x))'q] . Het eenvoudigste niet-
triviale geval is dat met g(x)=x.

Stelling 1. Zij F een willekeurige distributie. Er zlijn oneindig veel
distributies H die voldoen aan (16.1), en elk tweetal vcrschilt een
veelvoud a.d van de J -distributie.

Bewl js.

Het bewljs is analoog aan dat van de existentie van cen primi-
tieve. Voor iedere toetsfunctie ¢(x) van de vorm ¢(x)=x.y(x),
v e(D), zal moeten gelden

(16.3) H(¢) = F(y).

Als ¢(x)=x.wv(x), dan is ¢(0)=0. Omgekeerd, als ¢(0)=0, dan
v (x) = LX) continu voort te zetten in x=0, en v (x) blijkt dan,
evenals ¢(x), oneindig vaak differentieerbaar te zijn, d.w.z. y&(D).
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Alle ¢ e (D) met ¢(0)=0 vormen dus een lineaire ruimte, en wel
een hypervlak van de ruimte (D), bepaald door de lineaire conditie

(16.4) ®(0) = 0.
Kies een ¢ € (D) met @O(O)zﬂ. Voor willekeurige ¢ (D) geldt dan

P=rp, + Xy
(16.5) A= ¢(0)

X'\V:(P"-?‘(poa WE(D),

Kies een constante a, definieer H(@O)za, en algemeen
(16.6) H(¢) =n.a + F(y).

Dan is H in ieder geval een lineaire functionaal, gedefinieerd voor
alle @e¢ (D). Als ¢,— 0 in (D), dan A= @n(o)——&CL Definieer weer
wn(x)e,(D) door x.y, =¢ _-A_ ¢ _; dan zal ook x.wyn(x)-é-o in (D).
Hieruit kan afgeleid worden dat 'wn~ﬂ>0 in (D) zodat Fan)—+-O, en
zodoende ook H(¢n)~9—o. De lineaire functionaal H is dus ook continu,
ma.w. H 1s een distributie.

Voor iedere ¢ e (D) is ([x].H)(v) = H(x ¢ )=F(¢), dus [x] .H=F.

Als ook [x].H1=F, dan is H_ bepaald door Hq(po)=a1; en

A
H(p)-H,(¢) = n(a-a,) = (a-a,) ¢(0) = (a-a,) J(p).

D.w.z. H—H,l is een veelvoud van & .

Gevolg: Iedere distributie H met [x] .H=0 is van de vorm ao .

Stelliﬁg 2, Z1j F een willelkeurige distributie, en k een natuurlijk

getal, Er zijn oneindig veel distributies H die voldoen aan
(16.7) [x%].u=F,

en het verschil van twee oplossingen van (16.5) is een linealre com-
binatie van J en zijn afgeleiden var orde § k-1,

Bewijs.

Zi}] H,l een oplossing van [x] .H=F"; de algemene oplossing hier-
van is dan van de vorm H=Hq+c.3'. De algemene oplossing van
{Xe].H=F moet dus voldoen aan

(16.8) {x].H=H,+cd.

Z1ij H, een oplossing van [x] .H=H,. Daar [x]. d'=-4d (zle voor-
beeld op pag.41) vinden we als algemene oplossing van (16.8), d.w.z.
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van {xg].H=F

H = H2 + ch + cgJW.

Enz.

We zullen nu de algemene stelling bewijzen:

Stelling 3. Zij F een willekeurige distributie, en G= [g(x)] 5
waar g(x) een willekeurig vaak differentieerbare functie is, met

slechts geisoleerde nulpunten, van eindige orde., Er zijn oneindig
veel distributies H waarvoor

(16.9) G.H=F.

Het verschil van twee oplossingen van (16.9) is te schrijven als

een convergente reeks van J -distributies en afgeleiden daarvan.
Bewljs.

We tonen eerst aan dat delen door G locaal mogelijk is: ileder
punt x heeft een omgeving Ux’ zodanig dat er een op UX gedefinieer-
de distributie Hx bestaat, met G.H =F op U,. D.w.z. voor alle
¢ < (D) met drager in U, moet gelden

F(g) = (G.H)(¢) = H (g. ¢).

Als x geen nulpunt is van g(x), neem dan voor UX een omgeving
van x waarop g(x)#0, en definieer

H (¢) = F(L),

voor ¢ € (D) met drager (¢) < U,. Dan is H_ een distributie op U .

Stel a,,a5,... zijn de nulpunten van g(x), en zeg de orde van
a., is ky . Dan heefft a, een ongeving Ua waarbinnen de functie
’J
n(x) - —8&L
(x-a,)

een willekeurig vaak differentieerbare functle zonder nulpunten is.

Definieer H i op U door
a a
v v
*
H, (¢) = F(£),

»

. ¥ .
voor functies ¢ ¢(D) met drager binnen U, . Dan 1s H, ~een distri-
» »
butie op Ua

Uit stglling 2 volgt dat er ook een distributie Ha op Ua
1Y ¥

bestaat, met k, -
[ (x-a,) . H =H .
¥ o
Op U geldt dan
a4y
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N Tn(x)]. [(x-a)) V}.Hav = n(x)].H =F.

Inderdaad is dus (16.9) oplosbaar in een omgeving van ieder punt x.
Voor het vinden van een globale oplossing van G.H=F kunnen we g 10
stelling 1 gebrulken.

Daartoe moeten we alle=en nagaan: als ¢e<¢(D), en drager (¢)

c UXr\Uy, dan is H_(¢)=H (m). Maar, als x#y, dan is g(x)#0 op

u,.n Uy - Definieer yf( ) o(x )(g(x))"ll als xeU,n Uy, en v (x)=0
als X:¢Uk’\Uy' Dan is w (D), 2n
Hy (o) = H (g w) = (CH. ) (y)=F(v)= (CHy ) (v)=H, (g v)=H (¢).

Aan de voorwaards ven g 10 stelling 1 is dus inderdead voldaan.

Conclusile: er 1s een distributie H, die op iedere UX samenvalt met
H., en dus blijkbaar (globaal) voldoet aan G.H=F.

Het verschil van twece oplossingen is een reeks, waarvan de
termen veelvouden zijn van de distributies

o (m
‘., ) ;> Osm, < k=1 ;
v

V=/l,2_9c-o

Opmerking., Voor meerdimensionale distributies is de situatie aan-

merkelijk gecompliceerder. Een bevredigend resultaat, analoog aan
stelling 3, 1s in dat geval niet bekend,

Voorbeelden
Beschouw de functie qu, gedefinieerd door
T

?:1 = 0 alg x¢0;
(16.10) '

xiq = ox] 58 x>0,
Deze functie is niet locazl integrzerhaar, cn bepaalt dus geen dis-
tributie: de integrual

RCoRN co
(16.11) J xJ] o(x)ax = [ fi%l dx
-00 " 0

is i.h.a., divergent,
Zij nu H een distributie die voldoet aan
(16.12) [x]. H=>[ux)],
waar u(x) de ecnheidsfuncitie van Heavislde is. Voor u/e(D) is
Hix.v) = ([x].E)(v) =[u(x)1(y) = f y(x)dx.

Als ¢(x) een toetsfunctie is, waarvan de drager de oorsprong niet

bevat, zal dus
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oe]

i(e) = [ ax = T )

Iedere oplossing van (16.11) is dus een regularisatie van de di-
vergente integraal (16.11).

2. Uit [x] 2 volgt door differentiatie
-1
.= i dx
X + [x] TR = 0.
ax”]
Vermenigvuldiging met [x] geeft, dat - % een oplossing is van
[x]zz. H= 1.
ax”’ -2
We zullen daarom - % wel aangeven met X ~, Per definitie is
dus
-1
-2 ax =1 . "(x
(16.13) X77(9) = - 5 (9) = X7 (p)= lim j. ﬁlérl ax.

E~>0 [xl>&

Algemeen geven we aan met xP (n=1,2,...) de distributie

n-1 n-1,-"1 n--1 n

) : 1X1 s dn [1og |x|].
n- (n=-1)! dx

(16.1%) x0 o (]
(n-1)! dx

3. Het product van distributies is, voorzover gedefinleerd, niet

o

associatief, zoals we zagen in g “15:
o= . q . ¢ .
x . zx] =1 [x] .= 0;
en dus
(16.15) e (x4 T ([x]. 9) = 0,

7ijn echter F en G beide reguliere distributies: F=[f(x)], G:[g(x)],
met £(x) en g(x) willekeurig vaal differentieerbaar, dan geldt wel,
voor willekeurige H,

(16.16) (F.G).H = FP.(G.H).

Want

{(F.¢).0](¢) = H(f.g.9) = H(g.T.¢) = (G.H)(f.9) = {F.(C.H)} ().

Dit hebben we gebrulkt bij de bewijzen van stelling 2 en stelling 3.
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17. De convolutie

Voor locaal integreerbare functies f(x) en g(x) is behalve het
gewone product f(x).g(x) ook nog gedefinieerd de convolutie

(17.1) (fag)(x) = [ (y)elx-y)ay,

-0
als tenminste deze integraal bestaat, dus in ieder geval als één
van beide functies een begrensde drager heeft. (Dan is immers het
integratie-interval in werkeli jkheid eindig.) De functie f xg is
dan weer locaal integreerbaar, en bepaalt daarom een reguliere
distributie [f«g | . En wel is

[f+g] (¢)

(£ xz.0) =[] £(y)e(x-v)p(x)dy ax =
[f(y)}([g(X-Y) ¢ (x)ax)

1l

Verder is

Jelx=y) p(x)ax = [&(x) g(x+y)ax = [2(x)](p(x+3)),

waarbi j @(x+y) beschouwd moet worden als functie van x. We vinden
ZOo

(17.2) [fxeg] (¢) = [ o(v)]([e(x)] (p(x+y)).

Dit suggereert een mogelijkheid om ook voor distributies de
convolutie te definieren, nl. door

(17.3) (Fx0)(e) = P (G (p(x+7))),

waarbij de notatie GX aangeeft dat de functionaal G moet worden sa-
mengesteld met cen functie van x, m.a.w. dat ¢(x+y) moet worden op-
gevat als een functie van x. Evenzo houdt de notatie Fy in dat we
GX(¢(x+y)) beschouwen als functie van y.

Opdat een dergelijke definitie zin heeft 1s het echter nodig
dat, voor iedere ¢ &(D), de functie w(y) = Gx(w(x+y)} een toets-
functie is; anders is F(w ) en dus (F xG)(¢) niet gedefinieerd. Dit
is echter niet voor iedere G het geval; wel geldt

Stelling 1. Zij G een distributie, en ¢ e (D). De functies
v (v) = G (¢(x+y)) en L (y) = GX(@(y—x)) zijn oneindig vaak differen-
tieerbaar. Heeft G een begrensde drager, dan zijn ook de dragers van
v en X begrensd; m.a.w. dan geldt we(D) en X (D).
Bewljs.

Als y -y, dan zal @(X+yn)"”* @(x+y) in (D), en dus

v(v,) = 6 (e(x+y ) — G (e(x+y)) = w(v).
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Dus w(y) (en evenzo X(y)) is continu, Verder zal, voor h — 0,

V(Y+hn)~ v(y) B Gk:(p(x+h+hn)— @(x+y))

h h

0 ; —-+GX(<p'(x+y)),

dus w(y) is differentieerbaar (en v '(y) = G_(¢'(x+y))). Evenzo
vindt men dat de hogere afgeleiden w (n)< ) bzstaan, en dat
Yf( )(y) = Gx( @( )(x+y)). Dus w(y) is willekeurig vaak differen-
tieerbaar. Analoog voor X (y).

Als G een begrensde drager heeft, dan heeft, voor voldoend
grote |y | , de drager van ¢ (x+y) niets gemeen met de drager van

G, zodat dan y(y) = O. Dus dan heeft v (en evenzo Y ) een be-
grensde drager.

Opmerking. Evenzo ziet men: is de drager van G naar rechts (resp.
naar links) begrensd, dan is ook de drager van X (y) naar rechts
(resp. links) begrensd, terwijl de drager van w(y) julst naar
links (resp. rechts) begrensd is.

De uitdrukking (17.3) is dus zinvol als de drager van G be-
grensd 1s. Het rechterlid is dan nl. van de vorm F(y), met
v(y) = Gx(q(x+y))e,(D). Maar dat is ons niet genoeg. Vandaar de
volgende beschouwingen.

Z1J F een distributie en ¢ een oneindig vaak differentieer-
bare functie. A priori is F(¢) slechts dan gedefinieerd, als de
drager van ¢ begrensd 1s. Het is echter mogelijk de functionaal F
zinvol uit te breiden tot alle willekeurig vaak differentieerbare
functies ¢ waarvan de drager met drager (F) een begrensde doorsnede
heeft. In dat geval definieren we F(¢) als volgt.

7Zij K een begrensde open verzameling die drager (I') n drager
(¢) bevat, en o(x) een functic in (D) met de eigenschap:
x(x)=1 als x ¢ K., (Zo'n functie &(x) bestaat, volgens § 10 lemma
2.) Daar o(x). 9(x)e (D) is F(x.¢) gedefinieerd. We definieren nu

(17.4) F(e) = Flo.g).

Was cpa(D), dan is dit inderdaad de oorspronkelijke waarde
van F in ¢; want dan is ¢(x)- «(x). ¢(x)=0. op een omgeving van
de drager van F, en dus F(p-&.¢) = O (vgl. § 11 stelling 2),
Verder is de definitie onafhankelijk van de keuze van o (x): is
f (x) een andere functie (D) met g (x)=1 op een omgeving van
drager (F) n drager (¢), dan is &(x) @(x)- p(x) ¢(x)=0 op een
omgeving van de drager van F, en dus F(x¢) = F(8 ¢).
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Als i1.h.b., F een begrensde drager heeft, dan is op deze wijze
F(¢) gedefinieerd voor iedere oneindig vaak differentieerbare
functie @(x). In dat geval is dus Fy(Gx(y(x+y))) gedefinieerd,
voor alle ¢ ¢(D) en voor alle G; m.a.w. (17.3) is ook dan zinvol.

Als de drager van F naar rechts is begrensd, dan is F(p) ge-
definieerd voor alle oneindlg vaak differentieerbare functies ¢
waarvan de drager naar links begrensd is. De verzameling van al
deze functies zullen we aangeven met (D_), en de verzameling van
alle distributies F met naar rechts begrensde drager door (D:).
Evenzo geven we de verzameling van alle oneindig vaak differentieer-
bare functies ¢ met naar rechts begrensde drager aan met (D+), en
de verzameling van alle distributies met naar links begrensde dra-
ger met (Df). Dan is F(¢) ook altijd gedefinieerd voor F‘e(D:) en
@e(D_).

Als nu F e(Di) en G-a(D:), dan is, voor willekeurige ¢ (D),
v(y) = Gx(q:(x+y))€.(D~), en dus is F(y) gedefinieerd. Evenzo als
Fe (D) en Ge (D*). Zodoende is (17.3) ook zinvol als de dragers
van F en G belde naar links of beide naar rechts begrensd zijn.

Definitie. Stel F en G zijn distributies. Als één van beide een

begrensde drager heeft, ofwel als beide dragers naar dezelfde kant
begrensd zijn, definieren we de functionaal F % G door

(FxG)(e) = Fo(Cy(e(xry))).

Stelling 2. De functionaal F % G, indien gedefinieerd, 1s een dis-
tributie.
Bewijs.

Alleen de continuiteit van F s G is niet triviaal. Stel ¢, 0
in (D). Zij 'wn(y) = GX(@n(x+y)). Voor iedere y en iedere (vaste)
index m geldt: ¢ ") (x+y) —0, in (D), en dus

v ™M) = o e, (xey)) =0,

n

Heeft G een begrensde drager, dan zijn de dragers van de functies
v%(y), evenals die van de functiles yn(x), uniform begrensd, en dus

volgt
(F#G)(g,) = Fly,)—>0.

Is de drager van G niet begrensd, dan is er, in elk van de mogelljke
gevallen, een begrensde open verzameling K die drager (F) n drager
(v,) bevat, voor iedere n; zij «(x) e (D) met o(x)=1 voor xeX. Dan
geldt: u(x).'wn(x) e (D), en
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m(x).'Wh(x) —~50 in (D),

en dus
(F»G)(@n)=Iﬂwn)=fﬂa.wn)~»o.

Voorbeelden.

1. Voor iedere F geldt

(17.5) Fxd = I« F = F,
Want
(F=3)(g) = Fy(J(w(X+y)) = Fy(w(y)) = F(o),
en
(2« F)(p) = I(y) =v¥(0)
met

2. Bvenzo 1s

(17.6) Fa d!' = F!
en algemeen

(17.7) Fox J(l’]) = F(n),
Want (n) (n) o ()
(FwoJ ) (¢) = Fy(J (p(x+y)) = Fy((—ﬂ) (o (x+y))) =
= (-1"F (¢ () = B ().

v

3. Als we met Jh weer aangeven de J -distributie met piek in h, en
met th de distributie die uit F ontstaat door translatie over h

(dus Jh =T, J), dan geldt ook:

(17.8) Fxd, =Jd #F = T,F.

h h

4. 81s F= [ £(x)] en G=[g(x)], en F %G is gedefinieerd, dan volgt ult
(17.2) dat
(17.9) [£]x{e] = [£x

Hieruit volgt bijv. dat

1.

0

(17.10) UxU=[x]. U,
aangezien (u = u )(x) = x.u(x).

5. Als G=[g(x)], &(x) e (D), dan is F =G regulier, en zelfs behoort
FxG bij een oneindig vaak differentieerbare functie:

(17.11) F % G =[Fy(g(X—y))]
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Dat X(}() = Fy(g(x-y)) willekeurig vaak differentieerbaar is,
volgt ult stelling 1. De gelijkheid,voor ¢&(D), van

(Fea)(e) = F (fa(x) ¢(x+y)ax) = F_(fe(x-y)p(x)dx)

[2309) = (X s9) = [Pla(x-y))p(x)dx

volgt door de integralen te approximeren door Riemannse sommen.

en

Il

6. Algemener geldt: als ¢(x) willekeurig vaak differentieerbaar
is, en FV*[¢(X)] is gedefinieerd, dan is dit een reguliere distri-
butie, behorend bij de willekeurig vaak differentieerbare functie

() = B (9(x-7)).

Het bewijs is als in voorbeeld 5, waarbij van een uitbreiding van
stelling 1 gebruik gemaakt moet worden om te bewijzen dat X wille~

keurig vaak differentieerbaar is. We zullen de functie x ook aange-
ven met F % ¢:

(17.12) (F o) (x) = F (o(x-y)).
In deze notatie is dus F x @ een functie, en er geldt
(17.13) Felol=[Fxel.

7. Evenals in § 7 geven we de gespiegelde functie ¢(-x) aan met

(¢ @)(x). Als F Q(D:) en ¢(x)e (D ), dan is F(¢) gedefinieerd.
Verder is dan Gﬂ)@(D+), zodat ook de distributie F« [cp] gedefini-
eerd is, en dus ook (voorbeeld 6) de functie Fxe¢p . In dit geval
is

(17 .14) F(¢) = (Fxe9)(0).

TImmers

it

(F xe@)(x) = F_{c ¢(x-y)) = F_(¢(y-%x)),

N
dus

(Faeg)(0) = F_(¢(y)) = Fle).

Gevolg: Als F«l¢l= O, voor alle ¢ (D), dan is F=0.

Verder geldt, voor we(D):

(17.15) (F (& @) (¢) = Fo xw).
Want

it

(Fxlso])(v) Fy(f?(~x)-w(x+y)dx) =
5 () ¥ (y-x)ox) =
F

((¢xw)(y)) = Flex*vy).

il

y
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Stelling 3. Stel G,F,F_ (n=1,2,3,...) zijn distributies, en

P~ F.

Dan geldt

(17.16) F % G->F %G
en

(17.17) G®P_—>G 7,

zodra aan €én van de volgende voorwaarden is voldaan:
(a) De drager van G is begrensd.
(b) De dragers der F_ zijn uniform begrensd.
(c) .De dragers van G en de Fn zijn uniform naar dezelfde
kant begrensd,

Bewil js.

Als aan één der voorwaarden is voldaan zijn in ieder geval alle
optredende convoluties gedefinieerd. Ve zullen (17.16) bewijzen; het
bewijs van (17.17) is analoog.

715 0<(D), en y(y)=G (¢(x+y)). We moeten aantonen: F_(¥) — F(y).
Is de drager van G begrensd, dan is v ¢(D), dus volgt Fn(w)-*+F(v)
triviaal uit Fn~é~F. Is aan (b) voldaan, dan zij K een begrensde open
verzameling die de dragers van alle F_ bevat, en x(x)e (D) zodat
®(x)=1 als x ¢X, Uit P ,—>F en .v &(D) volgt

Foly) = T (e.y)—Fle.w) = Flv).
Analoog als aan (c¢) is voldaan.
Uit stelling 3 kunnen we zonder veel moelte een verrassende

conclusie trekken:
Stelling 4. Iedere distributie F is limiet van een rij reguliere

distributies F_ = ffn(x)] , waarbij zelfls fn(x)e,(D) gekozen kan
worden,
Bewl js.

Neem een rij ¢ (x) uit (D) met [j@n(x)]-a-a'; volgens stelling
3 en voorbeeld 1 zal dan

Felo(x)] —> Fsd =T,

Volgens voorbeeld 4 is F %[,@n(x)] een reguliere distributie [gn(x)] ,
waarhij gn(x) willekeurig vaak differentieerbaar is.

Neem vervolgens een rij ‘wn(x) uit (D) met wyn(x)=1 als x| < n
en 'wn(x)zo als |x|> 2n. Iedere © & (D) heeft een eindige drager, dus
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¥ .- ¥=¢ als n groot genoeg is. Zetten we fn(x)=xyn(x).gn(x), dan
is dus

1im £ = 11 = F,
o LTl L)

Aangezien fn(x) e (D), voor iedere n, is hiermee de stelling bewezen,

Stelling 4 maakt het mogelijk de distributies nog op een andere
wljze in te voeren, een methode die analoog 1s aan de invoering van
de re€le getallen m.b.v., fundamentaalrijen van rationale getallen,
Ga uit van locaal integreerbare functies, of, desgewenst, van toets-
functies, Noem een rij fn(x) van dergelijke functies een fundamen-
taalrij als de rij (fn, ¢ ) convergeert, voor iedere ¢ <(D). Noem
twee rijen £, en g  equivalent als (fn-gn,@)—~>o voor iedere ¢@e(D).
Dan kunnen de distributies ingevoerd worden als equivalentieklassen
van fundamentaalrijen,

Deze methode is vooral uitgewerkt door J.G. MikusiAski (Sur la
méthode de généralization de Laurent Schwartz et sur convergence
faible, Fund.Math.35, 235-239 (1948)) en wordt o.a. toegepast in het
boekjJe van Lighthill,

Met behulp van stelling 3 en stelling 4 bewiljzen we de commuta-
tiviteit van de convolutie:

Stelling 5. Als F %G (en dus ook G % F) gedefinieerd is, dan is
FxG=G=F,
Bewijs,

Als F=[f] en G is willekeurig, dan is er een rij g e (D) met
lg,] —G. Uit

Fga[gn] . £f5&gn] = Egnhbf] - [gn] * ¥

volgt door limietovergang F « G=G«F, Is nu ook F willekeurlg, neem
dan een rl] f_ ¢ (D) met [fn]v~%F en pas stelling 3 toe op

[rl«0=0G=[f].
Met de associativiteit van de convolutie is het anders gesteld:
deze geldt nl. niet algemeen,.

Voorbeeld 8. [1] » (91 % U) = [1]xU' = [1]x9=[1] , maar
(IMleod)rU=0%U = 0.

Wel kan men eenvoudlg aantonen:
Stelling 6. Als de dragers van de distributies F,G en H alle naar

dezelfde kant begrensd zijn, en ook, als tenminste twee van de dra-

gers begrensd zijn, geldt
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(FxG)xH = Fa(GuH).
Verder geldt:

Stelling 7. Als F xG gedefinieerd is, dan ook F'% G en FxG', en

(FwG)' =F's G =FxG'.
Bewijs.
(F%G)' = J"'@(Fw(}) = (4’)'4{,~F)‘&G= F'-K‘G, enz,

Opmerking. Op dezelfde wijze volgt uit (17.8):

(17.78) T (FxG) = (v F)*G = Fx7 G.

h

Voorbeelden

9. Laten we met me aangeven het convolutie-product Use Us ... = U
van m factoren U, Er geldt:

Ut o= 5
(UxU)' = U'wU = U = U;

en algemeen

(17.19) (U™ - grlm=1)

Er volgt dat

(17.20) (U“'m)(m) - T .

In U™ hebben we dus een primitieve van de orde m van & gevonden,

10. De algemene oplossing van de differentiaalvergelljking

dr

ax = ¢

heeft de vorm
F = UxG + constante.
Want (U«G)' = Ulx» G = dxG = G (en aan de homogene vergelijking
F'=0 voldoen alleen de constante distributies: zie § 6).
Algemener heeft de differentiaalvergelijking

n

(17.21) ¢ _¢
ax”

de particuliere oplossing

(17.22) F = (U"") «q.

11. Evenzo geldt: is H een oplossing van de differentiaalvergelij-

king

(17.23) a QEE-+ ra Eiarw
-23 N gxh T 1 dx
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dan is H xG (indien gedefinieerd) een particuliere oplossing van
de vergelijking

n
(17.2%) a IF . . +a 9EL.p_ g,
dx 1 dx o}

Als de dragers van F en G beide naar rechts begrensd zijn,
geldt hetzelfde voor de drager van F %G, zoals men eenvoudig na
kan gaan. M.a.w. als F e(Di) en G e(Df)
FxG a(D:).

Uit de stellingen 5 en 6 volgt verder, dat (D:), t.0.v. +
als optelling en % als vermenigvuldiging, een commutatieve ring
1s, met een eenheidselement, nl. J (voorbeeld 2). Deze ring bevat
o.a. alle reguliere distributies [ ] ,<p6(D+). Evenzo is (D) een
commutatieve ring met eenheidselement.

, dan bestaat Fx= G, en

We zullen nu nog aantonen, dat deze beide ringen geen nul-
delers hebben (en dus integriteitsgebieden zijn); d.w.z. als
FxG=0, F en Ge(D:‘), dan is F=0 of G=0.

Een dergelijke stelling voor continue functies is in 1924
door Titchmarsh bewezen: als fxg = O, dan is of f(x) of g(x) de
nulfunctie (zie: J.G. Mikusihski, Operational Calculus (Londen,
1959), hoofdstuk II). Op deze belangrijke stelling baseert Miku-
sihski zljn operatorenrekening, die een zekere analogle vertoont
met de theorie der distributies en die voor gelijksoortige pro-
blemen bruikbaar is. We zullen bij het bewijs van stelling 8 van
deze stelling van Titchmarsh gebrulikmaken.

Opmerking: Als de dragers van F en G niet naar dezelfde kant be-
grensd zijn, kan het wel gebeuren dat F£0, G#0 en toch F = G=0,
zoals blijkt uit

(17.25) 7'+ [11 = o.

Stelling 8. De ringen (Dj) en (Dj) hebben geen nuldeler. Anders
gezegd: als de dragers van I en G naar dezelfde kant begrensd zijn,
volgt uit F# G=0 dat F=0 of G=0.
Bewijs.

Stel e.g. I en G a(D:), en laat a(x), p(x) e(D+), beide niet
identiek nul. Uit F %G=0 volg?t

(Fwfad) = (G=[p)) = (FxG) = ([a]x[p]) = O.

Daar Fx[u] en G=[p] reguliere distributies zijn, die horen bij]
continue functies (zie voorbeeld 5), volgt uit de stelling van
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Titchmarsh dat één van beide nul is; bijv.
F«[a]= 0,
Voor willekeurige ¢ €(D) is dan ook
(Fxle))x[a] = (Fe[a])x[9]= O,

en dus volgt weer ult de stelling van Titchmarsh, omdat F« [ ]
weer een reguliere distributie is, behorend bij de continue functie
F* ¢, en omdat «(x) niet de nulfunctie is,

F«lo]= 0.

Aangezien dit geldt voor alle ¢ ¢(D) volgt dat F=0 (voorbeeld 7).
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18. Aanvullingen en voorbeelden

1, Distributies met complexe waarden.

De ruimte (D*) is in é 3 gedefinieerd als de verzameling van
alle functionalenop de ruimte (D) der toetsfuncties. Onder een
functionaal F op (D) verstonden we daarbij een toevoeging van een
redel getal F(¢) aan iedere ¢ &(D). Dat betekent, in een iets nauw-
keuriger formulering, dat we steeds re&le functionalen beschouwd
hebben.

We zouden ons kunnen afvragen wat voor wijzigingen de theorie
zou moeten ondergaan als we eens complexe functionalen F gingen be-
schouwen, toevoegingen van een complex getal F(¢) aan iedere ¢ e(D).

In feite levert dit ons niets nieuws. Immers, als F zo'n com-
plexe functionaal is, dan kunnen we, voor iedere ¢ <(D), het com-
plexe getal F(@) splitsen in een re€el en een imaginair deel:

F(¢p) = a+bi;

daarbij hangen a en b elk van ¢ af. Dat kunnen we aangeven door
e.g. te schrijven: a=G(e), b=H(¢). Dan geldt dus

(18.1) F(e) = G(p) + 1i.H(e),

voor iedere ¢ e (D). Maar dit betekent dat we de functionaal F
geschreven hebben als G+iH, waar G en H re&le functionalen zijn.

Definitie. Een complexwaardige distributie is een complexe functio-
naal F=G+iH op (D), zodanig dat de bijbehorende re&le functionalen

G en H (gewone) distributies zijn.

Voorbeeld 1,
Beschouw de functie x: (waar ~ =¢+1t een complex getal is) ge-

definieerd door

X: =0 als xg0
(18.2)
x?: x" als x» O,
Deze functie is locaal integreerbaar als s> -1; want als x>0, dan
iS o ”
x: = k“ = x%.x = AT log x_ xslicos(r log x)+ i sin(= log_x)},
en zowel xi cos(t log x) als Xf sin(t log x) zijn locaal integreer-

baar voor s> -1,
Er wordt dus een complexe functionaal gedefinieerd door de toe-

voeging
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+00
P —> f;) ?(X é b COS(T log x) @(x)dx +
+ 1 éoofysin(w log x) ¢(x)dx.

Omdat deze functionaal te schrijven is als combinatie van twee

distributies

c

[ Xi cos(T log x)] + i[ﬁx+ sin(t log x)]

ii hij een complexwaardige distributie, die we zullen aangeven met
X+.

De distributile X:'is volgens het voorgaande gedefinieerd voor
ieder complex getal A met Re n» » -7. Dat betekent dat we hier te ma-
ken hebben met een schaar van distributies, afhangend van de para-
meter A . We kunnen dus trachten de theorie van § 14 toe te passen.
Z0 kunnen we eenvoudlg nagaan dat Xm'continu afhangt van A ; en
zelfs, dat X differentieerbaar is naar PN
X" -x. °

+ T+

lim

n -
~>7\O £ 7\0

bestaat, als Ro en alle A een re€el deel > -1 hebben. Om dit na
te gaan behoeven we nl, alleen maar te constateren (volgens § 14
stelling 3) dat o =

X -x © o A Mo
1im + + )((P) . X =X

¢(x)ax,
')\vi»?xo A=A
O

o)

bestaat voor iedere q;e(D)
Bijgevolg is X een analytische schaar van distributies, ge-
PN )
definieerd voor Re‘%>—1. Maar dan kunnen we X+ door analytische

voortzetting ook voor andere waarden van » definiéren.
Nu geldt voor Re A > -1, en voor willekeurige ¢e(D)

1
gmxj\ p(x)dx = []OOX?\ p(x)dx + bfx“ @ (x)dx =
© . 1,
(18.3) 24 x0p(x)dx + ({X {‘P(X)" ¢(0)-x ¢ '(0)-..
- ; -
- _._}E:_..n._.:l_— (?(n—,])(O)} dx + Z (P(l )(O) .

(n=1)1! i=1  (i-1)1(n+1)
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Het rechterlid van deze identiteit is een analytische functie, ge-
definieerd voor Re A » -n,A #-1,-2,...,-(n-1). Doordat de identiteit
bij analytische voortzetting behouden blijft, volgt, dat < X:} @ >
analytisch is voor A#-1,-2,-3,... Dus ook de complexwaardige dis-
tributie X+ is gedefin%?erd en analytisch behalve als A=-1,-2,...;
in deze punten heeft X+ enkelvoudige polen, zcals ook blijkt ult
(18.3). Daar het residu van de functie < X:,<P> in =a=-k, volgens

(18.3), het getal
o)

(k-1)1

¢

is, heeft de analytische schaar X: blijkbaar in A =-k tot residu

de distributie 1
(-1)"

(k=1)1

] J(k-ﬂ)‘

N
Evenals iedere andere distributie is X+ differentieerbaar;
de distributie-afgeleide wordt zoals gebruikelijk gedefinieerd door

ax
+ 7\ 1
<dx ,Cf'>=-<X+jcp>.
| ax, e
Men zou kunnen vepwachten dat X = A X+ . Dat dit inderdaad het

geval is, is zeer eenvoudig in te zien: als Re A » O, dan zijn zowel

A - .
X+ als X% 1 reguliere distributies, en

+
dx "
d ™ _ d N __[ + ] _ =17 _ =1
dx X+"'dx X+]" dx 4 [“X+ ]"’“X+ :

Daar deze identiteit bilj analytische voortzetting behouden blijft,
geldt dus voor alle A#-1,-2,-3,...

X’A X
— +_7\

Voorbeeld 2.

We beschouwen de functies log(x+iy), y >0, waarbij we stellen

(18.4) log(x+iy) = log |x+iy | + 1 arg(x+iy),

met O arg(x+iy)s ™ , y >0, Voor elke y >0 is dit een locaal inte-
greerbare functiec van x , die een complexwaardige distributie be-
paalt:

(18.5) [ 1og(x+iy)3= %[1og(x2+y2)]+ i[arc tg %—].

Voor y—s+0 convergeert (18.4) naar
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(18.6) lpg(x+io) = log le + iwu(-x),

waar u de eenheidsfunctie van Heaviside 15 en ook it is een locaal
integreerbarc functie, die cen distributie bevaalt. Aangezien

log|x+iy | monctoon nadert tot log [=] , en arg(u+iy)=— mu(-x) terwijl

waarde beagrensd blijft (door =),

het in absolute
Stelling A

kunnen we § 12

toenassecn en concluderen:

)] [log(x+1o)] .

Hicrult volpt door differentiatie

”’y

Lam
Y o 0

[log(x+1

(15.7) lam { 1 - [1og(x+io)}' - xV _xo
Y o= +0 |, X+ily
(vgl.18.06). Dat beteckent, dat voor iedere @ e (D) goldt
+co o .
lim PE) gy - j’ ?LX)"r?(”“) dx - 1im ¢(0).
v—+0 oo  x+iy 0 *

2. Verandering van toetsruimte

Ve hebben ong i1in het voorgaande voornamelijls beziggehouden met

continue lincawire functionalen op (D): de daistributies. Maar

functionalchop andcere ruimbten zijn toch ook al ter sorake gekomen.

(a) De ruimte (C) van alle continuc functiss mct begrensde dra-
ger omvat (D). Tedere continue lincaire functionaal op (C) is een
). D.w.z. de or

distributic (c¢f. g 3 ruimte (C ) van alle continue line-

¢
aire functionale op (C) is bevat
(b) De ruimte (DU) van allc

binnen de verzameling U 1s bavat

in (D).
toctsfunctics @ £(D) met drager

in (D). Cen continue lineairc func-

Do)
RARE
niet noodzelili gl

tionaal opn ( hecet noer definitie cen distributie op U, maar 1s

cen distraibutie on geheel R7. Wel 1s het omjelicerde

A

waar, icdcre clstributic ool cen distributie op U, d.w.zZ.

(D%) < (DS),

19

In het alpemeen hebben we het volgende. Z1j (L) een lineaire
d.w.z. fqe,(L) en f, ¢(L), en als
4 +PE ¢ (L). ziJ verde

convergenticheprip gedefinieerd. Dan kunnen we weer spreken over de

ruimte van relfls Tunctiles, als

a,b regle getallen zign, dan af op (L) een

ruimte (L) van alle continue re&le functionale op (L).

Als nu

(18.8)

terwijl convergentie in (D) ook convergentie in (L) impliceert,i.e.

(D) « (L),
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als @, > ¢ in (D) dan zeker ¢ = in (L), dan geldt
(18.9) (L™ < (D™).

Dit is de situatie in (a). Als echter

(L) « (D),
waarbij nu de convergentie in (L) de convergentie in de zin van

distributics tot gevolg heeft., dan peldt
(D®) e (LY.

Van deze tocstand hebben we 1n (b) een voorbeeld,
Het bewljs 1s an beide gevallcen ecsentieel gelijk aan dat van

de stelling in § 3.

De cerste der beide situaties treedt hcet meest op. Met een be-
langrijl voorbeeld zullcn we ons uitvoerig bezighouden., Daarbij be-
staat (1) uit alle oneindig vaak differenticerbarc functies  die
in het oneindige sneller dan alle machten van x naar nul gaan (de
"good functions' bijy Lighthill). En ¢, ¢ in () betekent-
qh(k)~¢ ¢(k>) uniform in x, voor willekeurige ordce van differentia-
tie k. In dit geval bestaat (L ™) uit de distributics waarop we
Fouricrtransformatie kunnen toepassen.

Een ander voorbzeld wordt geleverd door dc ruimte (E) van alle
oneindig vaal differentieerbare functics, ¢ —+¢ 1n (E) betekent
weer @n<k)-+ w(k>J uniform in ., voor allc ., Oolt hier geldt:

(E¥) « (D"). e bewijzen:

Sstelling 1. (E*) bestaat uit alle distributics met begrensde drager.

Bewijs .
1) 213 T e(B¥) . Dan 1s dc dragcr van o begrensd.

Want anders was er een riy @n(x) & (D) net de erigenschappen

@n(x) 50 als |[x|sn,

N

. . , . - . .
Deze rij convergeert naar O in L., Omdat T & (E ") moet dus

T(tpn) ~ 0,
Tegenspraal.

2) Z1j T cen distributie met begrensde drager. Dan is T e (EY).

- ¥\ an _
Nauwkeuriger uitgedrukt: cer 1s ecen S &(Z7) dic op (D) met T overeen-
stemt. Zij «(x) e (D) een functie die op de drager van T de waarde -

aanneemt; dan kunnen we S defini&ren door
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S(e) = T(x-¢) voor ¢ & (L).

Het 1is duldelijk dat dan S een continue lincaire functionaal is op
(E), i.e. 3 &(E"), en dat 5(¢) = T(@) voor ¢e&(D).

Als derde voorbeeld (voor ons van minder belang) beschouwen we
de ruimten (L°) (p»1) die bestaan uit allc meetbarc functies f(x)
waarvoor J']f(x)ip dx eindig is. We definifrcn convergentie in (LP)
m.b.v. deR(Lp)~norm

(18.10) Pell, = (fleo]?an) .

En wel zaj f —f als l)fn—fRON*'O~ Dan is inderdaad (D) « (LP),
en ¢ _—» ¢ in (D) dmpliccert ]hpn~¢ngf~%o. bus (LP )e (D% : icdere
continue lineaire functionaal op (LQ) 15 cen distributie.

Het is bekend dat icdere continue linecaire functionaal op (Lp)

te schrijgven 1s als cen toevoeging

Ly

£ (f.5) = [r(x)a(x)ox

e 1
waar g& L, met 3

+ % = 1. Bijgevolg definiecert zedere ge (o02), g3
cen distribubre: r
(15.11) (L% e (7).

Tenslotte noemen we nog de distributies van cindige orde. Als m

cen natuurlijl pgetal is, geven we met (D™) aan de verzameling van alle
regle functics ¢ (x) met begrensde drager, dic m maal continu differen-
tieerbaar zyjn. Ve definifren: P, (Dm) als er een begrensde
verzameling K is die de dragers van allc P omvat, terwijl
?n(m)(x)w¢'¢(x)3 uniform in x. (Dan geldt ook ( >(x)w+ w( >(X),
uniform in x, voor k=0 1,2,....m). Lr pgeldt wger (1) (™), en als
¢~ @ 1n (D). dan ¢ _—¢ 1D (0™). Dus s (D ") e (D). De distributies

m *
uit (D7 ) heten van orde § m,

Voorbeelden van distributics van cindipe orde zign de du rlbutle-
afgeleiden van eindige orde van rogulicre distributies: als = [f]
L , , . o . o ax™
dan kan I’ gemaklkelijk uitgebreid worden tot cven continue lincairt :

n T it
functionaal o»n (DM): stcl maar, voor ¢e(DV)

(18.12) 7o) = (~4)m'[@(m)(x) £(x)dx.

Het omgckecerde geldt ook:
Stelling 2. Do dastributics van cindige orde zign juist de distributie-

o

afgeleiden, van eindige orde, van regullere distributics.
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Wig zullen deze stelling niet bewijzen, eveunmin als de volgende:
Stelling 3, Iedere distributie met begrensde drager is van eindige

orde .,

Een voorbeeld van een distributie die niet van eindige orde is,
wordt geleverd door

(18.13) = y(n)
. T = .
’ PR

Het is zonder mcer duidelijk dat deze distributic geen afgeleilde van
eindige orde kan zljn van een reguliere distributie, Maar locaal 1is
hij dat wel: op iedere begrensde verzameling zijn slechts eindig
veel Jgh) van betekenis, en daar stemt T dus overcen met een distri-
butie van cindige orde,

Algemecen geldt:

Stelling 4. Tedcre distributie is locaal cen distributie-afgeleirde,

van eindige ordc, van cen regulicre distrivutic.
Bewijs.

Z21) F zen willekeurize distributie. Als U een begrensde open
verzameling is, cn ofx) ¢ (D) 15 cen toctsfunctie met w(x)=1 voor

x €U, dan 1o
P(e) = Fla @) = (&F)(9)

us overeen met

5

voor iederc ¢ e (D) met drager binnen U. Op U stemt T
de distributic o, Maar oF heceft ccn begrensde dr

d
ager, dus oF 18

cen distributic-afgelzide van eindige orde van cen reguliere distri-

butie, volgens stelling 3 en stelling 2.

Tot slot bewijzen we
Stelling 5. Iccere distributie F is de som van cen convergente reeks

van distributic-afgeleiden van regulicre distributies:

e n
(18.14) ey e ],

n="1 dx
Bewijs.

De gehele Rk kan worden overdekt door ecn rij begrensde open ver-

zamelingen U (e.g. U, ={x:]x]|s n }).Volgens § 10 lemma 4 zijn er dus

functies o (%) & (D), zodanig cat z:cxn(x) - 1 voor alle x ¢R". Voor
. :n = '[]::/i :
willekeurige ¢ €(D) 1s
o) 08) o0 .
I'(g) = F(r?;an¢) - 2 wla,e) = ; (o F) ()5

00
dus F = z: mugh n iedere unF heeft ecen begrensde drager c¢n 1is dus
L
n="

een distributic-afgelcoide, von zckore orde, van een regullere distri-

butie.
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19. Fouriertransformatie van functies. De ruimte S,

1. Notatie-afspraak,

Wanneer we werken in R wordt met x zoals gebruikelijk een punt
2.2 2\
RS TR R )

(xq,xz,. .,xn) van R" bedoeld; daarbij is [x] = (x,1
Is V=(y1,y2,...,yn), dan definié&ren we

<X, ¥ > = X1y1+x2y2+...+xnyn.

De letters p,q,r zullen we reserveren om n-tallen niet-negatieve

gehele getallen aan te geven:

): q = (q/‘:q2s---3qn)3 r = (Pz].sr'es---yrn);

p o= (pys0p,...50,

in afwijking van het voorgaande stellen we daarbi]

lol=1p, +p, + + P,
We schrijven p 2 g wanneer
Pp2Aqs Po? QoseeeyP > d
en geven met p! aan het getal
| S ! ! < 1
Pt = PqePoie. Py
Evenzo is xP een schrijfwijze voor
b, P P
P _ 1 2 n
XT =X, X, TaluX
De notatie DP is een afkorting voor
o) a?pf P tDote 4D
7 D, D, P, _ P, Pp °p,
qu 3x2 ..Jaxn qu ax2 ...an

Deze notatie, ingevoerd door L. Schwartz, geeft aanzienli jke
vereenvoudigingen. Bijvoorbeeld kunnen we een polynoom P in
sX_, van de graad k, nu schrijven in de vorm

P(x) = 2 apxp,

]p]slc

X"’XQ"°'

(19.2)

De reeksontwikkeling van Maclaurin van een functie
f(x) = f(xq,xz,...,x ) van n variabelen krijgt de eenvoudige en

vertrouwde vorm D
f(x) =2_DP £(0) - X .
D pe
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Wanneer P een willekeurig polynoom in xq,xg,...,xn 18, Zzeg

gegeven door (19.5), dan geven we met P(D) aan de differentiaal-
operator

(15.3) P(D) £ = 2 a_ DPr,

2, Fouriertransformatie,

Zij f£(x) een functie op R", die absoluut integreerbaar is:

J

Rl’l

~

l£(x) ] dx < o
(i.e,. fe.Lq). Dan convergeert, voor iedere y, de integraal
-2l <«x,y> i

(19.%) j; f(x)e 77 ax = g(y).

R
De functie g(y), die we op deze wijze verkrijgen, heet de fourier-
transform van f(x); hij wordt ook weergegeven door % (f£). Ook
schrijven we wel: f S g,

De functie g(y) is continu op R"”. Bovendien is hij begrensd;
en wel geldt

(19.5) nguoos ]}f]\1 :

Hierbij is | gl een notatie voor sup fg(x){. De uitdrukking ufu
Q0 XeR_ 1

[ 1200 ax.
Rn

is gedefinieerd in § 18-

I <l

1

3, Welke eigenschappen heeft deze functie g(y)?
Neem eens aan dat g(y) differentieerbaar is, zeg naar y, en dat de

differentiatie in (19.4) achter het integraalteken mag gebeuren:

%E_.; ‘[ f(x)e"2W1'<X’y>.(-2wix yax.
R
Dit is in ieder geval correct als niet alleen fe.Lq, maar ook
X feiLq. In dat geval blijkt gﬁi ook een fouriertransform te zijn:
1 Vg = A
28 _ O (4
(19.6) m_f (emx, ).

28 aontinu is, en begrensd; en evenals in (19.5)

Dan volgt, dat ook ayq

hebben we
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522l e Nemme ]

) !
Als nu niet alleen f¢L eén wa alp, maar zelfs x°fe L”, voor alle
p met [p\ ¢ k, voor zekere k, dan kunnen we het voorgaande gaan
herhalen. Ve vinden dan dat g(y) k maal differentiecerbaar is, met

continue begrensde afgeleiden. In wel vinden we inductief dat voor
al deze p

(19.7) (-2®1x)P r ji, DPg
zodat
(19.8) I oPell o< I (-emix)®e |,

volgens 19.5. Als P(x) een willekeurig polynoom van graad s k is,
dan volgt verder dat

G
(19.9) P(-2wix)f —= P(D)g.

Daartoe gebruiken wij dat de toevoeging % 1lineair is:
(19.10) ¥ («f +pg) = 7(r) -l—ﬂ‘?;(g),

zoals onmiddellijk uit (19.4) blijkt.
Tenslotte concluderen we: (A) als xP.f ¢ ' voor iedere p, dan

is g(y) zelfs oneindig vaak continu differentieerbaar, en alle afge-
lelden zijn begrensd.

4, Wat gebeurt er, als we niet g(y) gaan differentieren, maar f(x)?
Laten we eerst het 1-dimensionale geval nemen, en laten we aannemen
dat zowel £ als f' continu is en tot L' behoort. We willen het ver-
band onderzoeken tussen

gly) = [ £(x)e T Vax
- Q0
en
+00 o
(19.11) hi(y) = J‘ f'(x)e“gﬁlxydx.
-0

Hulpstelling. 2Zij f£(x) een continue functie van één variabele, met

continue afgeleide., Als fa,L/I en f'e qu dan is 1lim f(x)=0, Bijge-

volg geldt x>
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X

(19.12) r(x) = [ ()t = -[ £1(t)at,
-Q0 X
terwijl
+00
£r(t)dt = 0
-
Bewijs.
Er geldt
X
f(x) - r(a) =f £r(t)dt

- g
Aangezien f'e¢ L' heeft het rechterlid een eindige limiet voor

X~ 00. Dus bestaat 1lim f(x), en deze limiet is eindig. Dan
moet deze limiet O zi¥n, Shdat ¢ zelr ook tot L' behoort.

Kies nu een vast y#0. Door partieel te integreren vinden we

e +00
+00 s - 2WiXy
z(y) = j‘ f(x)e Ry o fx) S ™ \ +
-0 -27ly -0
. s
_ .[ Cri(x)e emixy dx = 1 \[+q3f.(x)e—2w1xydx= h
- -27W iy erely - emly

M.a.w, voor iedere y#0 geldt
(19.13) 2miy-g(y) = h(y) = % (£');

omdat beide leden van (19.13) continue functies zijn, blijft deze
gelijkheid gelden voor y=0. Toepassing van (19.5) geeft voorts

(19.14) | 2wiy-g(w)l < o] .
Ioe) 1

Beschouw nu het algemene geval van een functie f van n varia-
belen (n willekeurig). We nemen aan dat f en g%£ beide continu zijgn
en tot L1 behoren. Voor vaste y met yW%O geldt k dan

- 2L (XY oo e o+ XY )
n
R

n

R +00 —2'101X1y]

SNCE vf f(xq,xz,...,xn)e dx.q,
~c0
volgens de stelling van Fubini, met dien verstande, dat de laatste
integraal hestaat voor bijna alle XpseeesXy, €D dat slechts voor
die x5,...,x  de gelijkheld (19.15) Jjuist is. Passen we het voor-
gaande toe op de laatste integraal, dan vinden we dat voor bijna



alle KoseoesX

o “‘2751(}\:, y(')'if'. .. X y ) .
oriy, cg(y) = [...[e 272 nVnlax,. . .ax
n--1 _o 3
R \[+aa ELE_(;r . Je 2 lququ
! 50 BX,,[ 2t t 2T 1°
Door de stelling van Fubini nu in cmgekeerde richting toe te passen
vinden we

(19.16) 27Ciy1-g(y) = j:..!j f'(x)e“gﬂi{x’y>'dx.
R R

We hebben (19.16) bewezen voor yW%O. Beide leden zijn echter
weer continu, en dus geldt (19.16) ook voor yqzo. Algemecen geldt dus
(onafhankelijk van het aantal variabelen): als f(x) en f£'(x) continu

z1ljn en tot L/l behoren, en als

73
(%) —— g(y)
dan zal -
2°F '
ax/l > (Emiy/])eg(Y)’

Uit (19.5) volgt dan dat

I 2miy gl < e ()]
QO 1

Stel nu dat DPP bestaat, continu is en tot L/l behoort, voor alle
p met |p| < k. Dan vinden we door inductie dat
3 .
D7r —— (2w1y)°5(y),
zodat yp.g(y) begrensd is, voor | p| ¢ k. Algemener geldt: als P(x)
een willekeurig polynoom ig van graad ¢ k, dan zal

(19.17) P(D)f — P(2wiy)-gly).

Tenslotte concluderen we: (B) als f(x) willekeurig vaak continu

differentieerbaar is, cn alle afgeleiden van f(x) behoren tot Lq,

dan is y”.p begrensd voor iedere p.

5. Als we de conclusies (A) en (B) combineren vinden we het volgende:
stel xP.r elﬂ, voor iedere p, en stel f(x) is willekeurig vaak con-
tinu differentieerbaar, met alle afgeleiden in 0. zij g(y)=% ().
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Dan is yp-g begrensd, voor alle p, en g(y) i1s oneindig vaak conti-
nu differentieerbaar, met alle afgeleiden begrensd. Dit resultaat
toont een zekere (onvolledige) symmetrie. We gaan trachten deze
symmetrie vellediger te maken.

Daartoe voeren we eerst in het begrip gedempte functie.

Definitie. Een functie f(x) heet gedempt als hij in het oneindige

sneller naar O gaat dan ledere rationale functie; i.e. als er voor
iedere p » O een constante cp bestaat zodanig dat

q(x)} § ¢, voor alle x¢R"

Verder gebrulken we de notatie ¢ voor de verzameling van alle

. n .. ! ) . . s
functies op R die m maal continu differentieerbaar zijn, terwijl
¢ de verzameling weergeeft van alle functies die willekeurig vaak

continu differentieerbaar zijn. Uc definiéren

Definitie. Zij (3) de verzameling van alle ¢ € ¢ waarvan alle
afgeleiden gedempt zijn.
Het is duideligk dat (S) weer een lineaire functieruimte is.

We zullen het volgende "

symmetrische' resultaat aantonen: als
¢(x) e(3), dan gf(?o ¢ (3). Anders gezegd: ¥ beeldt (3) in zichzelf
af. Later zullen we zelfs zien dat de ruimte (S) door ¥ 1.1 op
zichzelf wordt afgebeeld.

Lerst moeten we echter de definitie van (S) nader analyseren.
Er geldt:
Stelling 1. Laat @ <¢C

pe(S) & xIDP ¢ begrensd op R, voor alle p,q
e Q(x)P(D)ey " " voor willekeurige polynomen
@ P(]))O(X)(P n 1 1 1 11 1§ " PI’TQ

Bewi js.

Het is duidelijk dat de cerste twee criteria equivalent zijn
met elkaar en met de eis in de definitie van (3). Bangezien iedere
functie P(D) Q(x)¢ een eindige lineaire combinatie is van functies
van de vorm Q (x) P%XD)qa, waarbij P*, 0 weer polynomen zijn,
volgt uit ¢ e(S) dat altijd P(D) Q(x)¢ Dbegrensd.

Omgekeerd is echter iledere functie Q(x) P(D)¢ een lineaire
combinatie van functies van de vorm P*(D) 0™(x) e

)@ , zoals eenvoudig
inductief te bewijzen is. Als dus steeds P(D) Q(x)¢ begrensd is,
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dan zal @ ¢(S).

Stelling 2. Als ¢ (D), dan geldt
(1) a(x) P(D)p e Lq, voor willekeurige polynomen P,Q;

(2) P(D) a(x)¢ e Lq, voor willekeurige polynomen P,Q.

1

Bewijs.
. . . 2,0 .
Kies willekeurige P,Q. Ook (1+{x|%)" @(x) P(D)e is weer van de
vorm Q*(X) P*(D)qv, dus begrensd, zezg < M., Dan volgt

19.18 Q ¢ — M
(19.18) | a(x) 2(D) ¢ ERMHL

Het rechterlid heeft een eindige integraal; dus Q(x) P(D)@@Iﬂ.

Voorts zijn de ultspraken (1) en (2) ucer equivalent.

Opmerking. Omgekeerd geldt ook: als @e(SOO en ¢ heeft de elgenschap

(1) (of de equivalente eigenschap (2)) dan ¢ € (S). Wij zullen dit
niet bewljzen, en ook niet gebruiken.

Nu volgt eenvoudig
Stelling 3. Als ¢e(3), dan %@ e(S).
Bewijs.

Als @ e(S), dan ¢ ¢ c®; dus P(-27ix)g & C
P ook gelrozen is. Uit conclusie B volgt dan dat y%. & (P(-2%ix)e)

OO, hoe het polynoom

begrensd is, voor alle g. Maar volgens (19.9) is
F (P(-2wix) ¢ ) = P(D) ® (%)

zodat volgt dat Q(x) P(D)¢ begrensd is, voor alle P en Q.

l

Verder is xp.qa@L/, voor alle k, volgens stelling 2, en dus is

7 (¢)e c%°, op grond van conclusie A.

6. In plaats van de integraal (19.4) kunnen we bestuderen

(19.9) j‘ f(x)e*'g”ci'”iyy> dx = h(y).
n
R

Ook deze integraal convergeert voor alle y, als f ¢ Lﬂ.

h(y) geven we aan met @%f). De operator 7 heefﬁ overeenkomstige
elgenschappen als de operator %‘5 i.h.b. beeldt ¥ ook (S) in zichzelf
arf.

De functie
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Tamme distributies

Vle hebben ingevoerd de functieruimte (S), bestaande
uit alle willekeurig vaak continu differenticerbare functies
@ (x) met de eigenschap dat

x% . P ¢ (x)

begrensd is op R"” voor iedere keuze van p en g.

Op deze functieruimte willen we continue functionalen
beschouwen. Dat kan alleen, als we in (S) een convergentie-
begrip invoeren. Daarvoor kiezen we het volgende.

Definitie. Wanneer ¢@(x), ¢q(x), ¢5(x),... (8), dan zeggen
we dat

¢, P in (8)

indien geldt, voor iedere keuze van p en g

(20.1) xd . DP @ (%)~ x% . DP p(x),

zulks uniform op Rn.

Na deze definitie is het zinvel te spreken over con-
tinue lineaire functionalen F op (S). De verzameling van
alle continue lineaire functionalen op (S) geven we aan
met (S%).

Het is duidelijk dat (D)< (S). En, als
(%), @4(x), qg(x),...a(D) en @ —+@ in (D), dan zeker
¢, ¢ 1in (S). Volgens § 18 kunnen we dan schrijven:
(S*) « (D*). Nauwkeuriger gezegd: iedere continue lineaire
functionaal F op (S) gedraagt zich als een continue line-
aire functionaal op (D). We kunnen de F e (S¥) dus beschouwen
als speciale distributies, Deze distributies zullen we tamme
distributies noemen (L, Schwartz noemt ze "distributions

tempérées” of "distributions & croissance lente'; het zijn
de cnige distributies die Lighthill beschouwt).

Niet iedere distributie is een tamme distributie, Zo
definieert (in het geval n=1) de locaal integreerbare
functie e een reguliere distributie [e* ]e(D*). Deze dis-
tributie [e* ] behoort niet tot (S¥). Want de integraal

J”ex @ (x)dx .
convergeert niet voor iedere ¢ ¢ (S) (neem maar @(X)=G—EX) en

men kan aantonen dat [eXJ ook geen niet-reguliere voortzet-
ting tot geheel (S) heeft.
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Omgekeerd is het eenvoudig voorbeelden van tamme distribu-
ties te geven. Zo is iledere reguliere distributie [P(x)] s waar
P(x) een polynoom is, tam: als ¢,~>¢ in (3), dan zal
P(x) @,(x)—>P(x) @(x), uniform op R, en dus’

()10 e,) = [2(x)e, (x)ax— [P(x) e(x)ax =[P(x)](¢).

Algemener wordt een (reguliere) distributie gedefinieerd
door iedere tamme functie.

Definitie. Een functie f£(x) op R” heet cen tamme functie indien

hij gema joreerd wordt door een polynoom, d.w.zZ.

(20.2) f(x) = (1+x12+x22+...+xn2)k g(x)

voor zekere k en zekere begrensde g(x).
Voor iledere tamme f(x) en ledere ¢@e(S) is de integraal

(f, ) gedefinieerd; want, als we f(x) schrijven in de vorm
(20.2), dan is

(20.3) (f, o) =‘[f(x) @(x)dx =~[g(x).(1+x12+...+xn p(x)dx.
2 2 2)k

Omdat ¢ e(S) is (’1+x,l TR T o(x)e L' (zie § 19 stelling
2); daar g(x) begrensd is, volgt dat de integraal in het rechter-

2)k

1id van (20.3) convergeert,
Het is duidelijk dat ¢ —»(f,¢) een continue lineaire functio-
naal is op (S). Dus:

Stelling 1. Iecdere tamme functie f(x) definieert een (reguliere)
tamme distributie [f(x)]:

[e(x)] (@) = (£,9) voor @e(S).

We kunnen onze klasse van voorbeelden van tamme distribu-

ties nog uitbreiden door gebruill te maken van

Stelling 2. Als F cen tamme distributie is, dan ook 1edere af-

geleide van F,.
Bewijs.

Natuurlijk is ggl Weer een distributie; we moeten aantonen
dat Eﬁl gedefinieerd is op (S), en daar continu is. Maar als

q>6(83j dan is g%ﬁ.a(s), dus
J/'l
B3k 2
2L () - FEE)
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.09
is gedefinieerd; en als ¢ -0 in (S), dan z3l §EE.W,0 in (S),
zodat 1

2
3F n

Gevolg: Iedere distributie-afgeleide van eindige orde van een
reguliere tamme distributie [f(x)] is weer een tamme distributie.

Hiervan geldt ook een omkering:
Stelling 3. TIedere tamme distributie is een distributie-afgeleide

van eilndige orde van een reguliere tamme distributie.

Het bewijs van deze stelling laten we achterwege. Er zi]
op gewezen dat de situatie hier fraaier is dan bij willekeurige
distributies (zoals ook te verwachten was): een willekeurige
distributie is in het algemeen slechts locaal een afgeleide van
zekere orde van een reguliere distributie, terwijl een tamme
distributile die eigenschap globaal heeft. Dit levert ons een
nieuwe voorbeeld van een distributie die niet tam is, nl. de

RS
n=1 ="

Uit stelling 3 volgt ook dat [ex] geen tamme distributie
is: e® 1is geen afgeleide, van hoe hoge orde ook, van een tamme

distributie

functie.

Er volgt ook dat er rijen distributies {Fk} zijn, zodanig
dat F, 2 (S%) voor alle k, en dat lim F =F in (D*) bestaat, zonder
dat F e (S¥). Neem nl. maar k— 0

Fo=| R I Sy 48

m! m!
m=0 m=0

°

We vestigen er de aandacht op dat uit stelling 3 ook volgt
dat iedere tamme distributie van eindige orde is.

Opmerkirg. Als Q(x) een polynoom in x is, dan behoort met ¢(x)
steeds ook Q(x) ¢(x) tot (S). Er volgt dat, voor iedere F e (S%),
ook het product [Q].F tot (S™) behoort. Als £(x) een willekeurige
functie uit C®is, dan is de distributie [£(x)].F wel gedefinieerd
(8 15), mau. in het algemeen zal [£].F ¢(S™). Neem e.g. F= [1]
£(x)=e,
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21. Fourlertransformatie van tamme distributies

In § 19 beschouwden we de fouriertransformatie
G“
(21.1) 9(x) —Xs FQ)(y) = [ ox)e @ < XV gy,
Door de operator # wordt (S) lineair in zichzelf afgebeeld;
daarbij geldt nog
. iy
(21.2) Q(-27ix)P(D) ¢ (x) —2— Q(D) P(2wiy)(F ¢)(y).
Nu we in (S) een convergentiebegrip hebben, wordt de volgende
bewering zinvol:

Stelling 1. De afbeelding % : (S) - (S) is continu. D.w.z. als
¢,—~ 0 in (3), dan zal @'wn-* 0 in (S).

Bewdljs.
Als ¢ —- 0 in (8), dan zal Q(-2wix)P(D) @ — O uniform

, n
in R7; dus zal

| @(-27ix)P(D) @nﬁ\q = J’lQ(—QTUiX)P(D) @n(xﬂdx'~r0.

Met behulp van (19.5) en (21.2) concluderen we hieruit dat

la(p) p(2wiy) (Fe, )l — o0,

i.e. (D) P(y)@;(pn gaat uniform naar nul op R", voor iedere

keuze van P en Q. Maar dit betekent precies dat @7¢n«+‘o in (8).
We gean nu over tot de definitie van fouriertransformatie bi]

distributies. In het voorgaande hebben we steeds een operatie voor

distributies gedefinieerd door deze operatie te "verschuiven" naar

de toetsfuncties; bijvoorbeeld

F'(p) = -F(e');
(lwvlF)(g) = Flw-9);
(T, F)(g) = F(T_ ).

Al deze definities waren zo gekozen dat ze aansluiting gaven met
de gewonz gang van zaken ingeval F reguliler was,

Tets dergelijks trachten we nu weer te doen, Beschouw dus
eerst een distributie F=[f] , bepaald door een tot 1 pehorende
functie f(x). 2ij g(y)=(% £)(y) de fouriergetransformeerde van

f(x). Als ¢@e(S), dan geldt
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(21.3) (2,9) f% (y)dy = f{ff(x)e"eni(x’y>dx }p(y)dy.

Door verwisseling van de integratievolpgorde (die is toegestaan
omdat de herhaalde integraal (21.3) absoluut convergeert) volgt

dat

(2, @) = J‘f (x {,/9-2m1<x,y§?(y)dy}_dx _ (f:VO:
waar yw(x fq: eTASXL Yy (¥ @) (x). Anders gezegd:
(21.4) (F£,0) = (f,%o).

Deze formule willen we ten grondslag leggen aan de defini-
tie van de fouriecrgetransformeerde van een distributie; m.a.w.
we willen voor distributies F een fouriergetransformeerde & F
definiéren door

(#F)(e) = P(F o).

Alleen, voor een willekeurige distributie F is deze formule
niet bruikbaar, Uant als ¢ <(D), dan zal¥¢ geen begrensde dra-
ser nebben (tenzij @(x)=0), zodat $¢ ¢ (D), waardoor F(¥ ¢)
niet gedelfinieerd is.

Maar daartoe hebben we juist de ruimte (S) ingevoerd:
als ¢e(S), dan ook ¥ee(S). Als nu F ¢(S*), dan is F(% ¢) ge-
definieerd, voor alle ¢ea(3). Bovendien is de toevoeging
¢ —TF (% ¢) lineair en continu: de lineariteit volgt uit

X +py = F(F(co+py)) = FlaFo+pFy) = xF(F @)+ gF(Fy),
terwijl de continuiteit een gevolg is van stelling 1: als
¢,~+0 in (8), dan F ¢ _~>0 in (3) (stelling 1), dus F(%¥ ¢, )0
{omdat F een continue functionaal is op (S)).

Het is dus geoorloofd te definié&ren:

Definitie., Als F een tamme distributie is, dan defini&ren we
ecn distributie ¥ T, de fouriergetransformeerde van F, door

(FF)(g) = F(Fe)

voor ¢ &(3).
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Voorbeuld 1. Fo=[1] .
Immers, per definitie is

(FI) (@) = I(Fp) = [e2T1<0T%(y)ay = fo(v)ay = (1,p).

Evenzo leiden we onmiddellijk af voor de verschoven J -distribu-

tie, d’a;

(2’].6) g‘,~3aa=[e—27t:i<ajy>].

Stelling 2. Als P(x), Q(x) polynomen zijn, en ¢ ¢(S¥), dan geldt:
(21.7) ¥ (p(D)6) = [P(2wmiy)] - ¥ c:

(21.8) g([o(-2=ix)]- G) = Q(D)FG;
(21.9) Fo,6=[e™tY"] . gq,
(21.10) F(["™1¥ 2% ).q) = 5 Fe.

Bewi js.
We malken gebruik van het feit dat uit de definitie van
distributie-afgeleide

(DG)(v) = -G(D y) = G(-Dw)
volgt dat voor willekeurige polynomen P(x) ook

(21.11) (P(D)G)(w) = G(P(-D) ¥).

Voorts gebruiken we de gelijkheden (19.17) en (19.9) die gelden
voor functies ywe(S¥):

(21.12) F(P(D) w(x)) = P(ewmiy) . Fy;
(21.13) F(P(-2mix). w(x)) = P(D) ¥ v .

Neem willekeurige ¢(y) @ (S). (Als G een distributie is met
variabele x, dan is ¥ G een distributie met variabele y; we
moeten daarom een ¢(y) nemen). Er geldt:

F(P(D)a)(w) = (P(D)G)(F¢) = ¢(P(-D)Fy) =
G(F(P(2wiy)- ¢)) = (#G)(P(2mwiy)- @) =
= ([P(2wiy)] - Fa)(g).

Daarmee is (21.7) bewezen.

il
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Het bewijs van (21.8) is geheel analoog:

(
¥la(-2wix)]-¢)(9) = [a(-2wix)]-6(Fe) =

G -Fo) = ¢(F(Q(-D)e)) =
(A(D)Fae)(e).

(-2 mwix)
)

(o
= (¥ ¢)(a(-D

]

)

En op dezelfde wijze bewijzen we (21.9) en (21.10), ditmaal ge-
bruikmakend van het feit (dat onmiddellijk gecontroleerd kan
worden) dat de analoga van (21.9) en (21.10) voor functies w &(S)
gelden:

G -
(21.14) T, v(x) = w(x-2a) L, ememica,y> ¥y,
(21.15) e ™l <ax> w(x) Z, rag’\y,

Voorbeeld 2. Daar we zagen dat @3’=1, volgt nu dat

(21.16) %(p(D)d) =[r(2wiy)] ,

(21.17) F(la(-2wix)]-J) =[«],

waar & de constante term van het nolynoom Q(x) is,

We willen nu de fouriergetransformeerde van de distributie
[1] berekenen, Deze berekening is iets minder eenvoudig dan die
van % §.

Stelling 3. ¥ [1] = J.
Bewijs.

-wlx|f _F _owly)©

a. We bewijzen eerst: e —_— e

2
Stel eerst n=1. 2ij f(x)=e~ "° en g(y)=%Ff. De functie f(x)
voldoet aan de d .fferentiaalvergelljking

f1(x) + 2®mx £(x) = O.
Op deze vergelijking passen we % toe; dat geeft
2wiy.g(y) + 1.g'(y) = 0.

Dus g(y) voldoet aan dezelfde differentiaalvergelijking. Bijge-

volg geldt 2
g(y) = constante.e™

Om de waarde van de constante te vinden berekenen we g(0):
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2
g(0) = fe7 ™ ax = 1.

Dus g(y) = e Y

Ingeval n >1, dan behoeven we slechts op te merken dat
2 2
(X, TR LR T) S (XY .. KLY )
g(y) =j’”.~/e 1 N e B 06k L. .dx =
o n

1
; 2
-TX, -2Wix_y X, =2 ™ 1X,Y
=‘[e ; 1 /]dx,1 -J[e 2 e 2dxh...

2 2 h
- Wy =Ty -y - 2
= e Toe 2 e eyl .
n
b. A%s f(x) ==g(y), dan f(ax)-i§>(%) g(%) Dit passen we toe op
X L e 2 2
e o o o o-x[®]T n-Eyl
-&lx] # T, 2 T2
e — (E) e = (g) €
6%l °

Als dit geldt voor de functie e
de regulilere distributie:

2 B
2 n 2 ‘
(21.18) [e’“"' ] F, (Lg)ﬁ { e% v ]

voor &£ -— 0O
Nu zoeken we de limilieteny in distributionele zin, van linker-

en rechterlid van (21.18). Welnu, als ¢ een willekeurige toets-

dan ook voor de bijbehoren-

functie is, dan geldt:

lim [%"aXlEJ(?) = lim “fé—&]X]g (x)dx =Jnf(x)dx = (1,?)3

£ -0 € —0
dus
2
(21.19) 1im [em €1917] 4y
£—20"
En n T 2 n 2
. = [ - vl . x g;/'— Flyl )
= 1m feTE p(zVE)az -
2
- ¢(0) f “TEL ax = 9(0) = d(¢),
dus n w2
e [ ET
(21.20) %J;n_l_)o (T) [e ]~CS.

-
Hieruit volgt dat [1] —¥— d.
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Opmerking. In dit bewiljs gebruilken we de continuiteit van F

als operatie op de distributies uit (S*). We hebben echter alleen
maar bewezen dat Fcontinu is als operatie op (S) (stelling 1).
Als we willen spreken over continuiteit van % oo (S*) dan moeten

we specilficeren t.o.v. welk convergentiebegrip in (S*) we dit be-
doelen,

. *

Nu is in (S7), als deelverzameling van (D*), een zwakke en
een sterke convergentie gedefinieerd. In dit verband is echter
een iets gewijzigd convergentiebegrip nuttiger en meer voor de

hand liggend: definieer e.g. zwakke convergentie G -—G in (s™)
door de els

(21.21) G (¢) —G(¥)

voor iedere ¢ €(S). (Dat is sterker dan de els voor distributies
op (D); dan behoeft immers (21.21) slechts te gelden voor alle

w €(D).) In deze zin nu is % continu: als G_-—G, dan giGn-wéng.
Het bewijs 1s uiterst eenvoudig:

(?FGn)(tp) = Gn(ﬂ?go)—-—»\(}(@Fgo) = (Faoky).
Voorbeeld 3. In voorbeeld 1 zagen we dat
-2Mi<a,y>
"]FJa = [e } .

Uit het feit dat ¥#[1] = § en uit (21.10) volgt nu onmiddellijk
dat omgekeerd:

+2 1 <a x>
(21.22) Gj«*[e SO

Daaruit volgt onmiddellijk dat (voor n=1):
(21.23) QF[sin omwax | = -yild,-d )
(21.24) Flcos 2Trax] = 3(d +d_ ).

Op (S) hebben we behalve %
y(x)—~4~[e

ook gedefinieerd de operatie P .
() .——afe”i“xm o (x)x.

- Mi<X,y>

@ (x)dx
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Ook deze kunnen we defini&ren voor distributies op (S); en wel
stellen we weer, voor G e (S*):

(21.25) (F3)(¢) = G(Fo).

S_Eellingj L., % peeldt (%) 1-1-duidig op zichzelf af, en heeft
F tot inverse afbeelding.
Bewijs.

Als ¢2(S), en als v =% ¢, dan geldt, voor willekeurige
n
aeR":

Ja(@) zg;[e’avci< a,y>] (‘P)

[ezwica,%] (QZ(P) =f627c i<

¢ (2)

1l
il

©

V7w (y)dy = (Fy)(a).

s

Dus =%y .
Als nu G ¢(S¥), dan is

FFG)(g) = (FG)(Fq)

G(FFe) = Glg).

Dus ¥ %G = G.

Opmerking. Uit het bewijs wvolgt, dat % de functieruimte (3)

1-1-duidig op zichzelf afbeeldt, met ‘77? als inverse afbeelding.

Voorbeeld 4. We willen nog een aantal fouriergetransformeerden

van distributies uitrekenen. Daarbij beperken we ons tot distri-
buties van één variabele.
Laten we beginnen met CJ"X—Ilc Voor ¢ e (S) is

271Xy +27 ixy
(Fx)(p) =X (Fo) = [ ax [ ey = ay=
0 -0
+00 o -~2wixy +2%1ixy
e -e
= f p(y)dy_f < dax.
-00
Nu is .
co _-2T7iXy _+2 WixXy ™ .
[ & - ax = -2i [ SHLEEAY gy -
0 0]
= -21 sign y f S-**—“”J”S 2 du
0
. b C s
= -21 sign y- 5= -®isigny.

Daarbij is sign y de functie die +1 is voor y >0 en -1 voor y <O.

We vinden dus dat
-1 00
(Fx () = -mi [  signy ¢ly)dy,

-



ofwel dat
(21.26) Fx o -wifsign y ] .
Op dezelfde wijze volgt dat

Fx - + i [sign y .

Nu gean we stelling 4 toepassen: X =§F§”X"1, dus

X =wiP[signy].
Anders gezegd,
(21.27) ¥ [sign v]= - _,i;,x"q.
Nu geldt echter dat

[sign y] = 2U-1,
waar U =[ w(y)]. Er volgt dus dat

F (20-1) = - L x7",
2Fu-a= - Lx7,
en zo vinden we
(21.28) 6}?U=-§i;c x""+§—a‘,

Dit is 1in overeenstemming met de relatie (21.7) uit stelling 2:
[1]=%0-¢u' =[2wix] FU = [x]. x wilx]e s,
daar [x]- x7 - [1] en [x]- 9= 0.

We merken tenslotte op dat we op grond ven stelling 2 en
stelling 3 ook de fouriergetransformeerde van alle polynomen

kennen:

(21.29) ¥ [P(-2wix)] = P(D) 7 .
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22. De Stelling van Parseval

We beschouwen nu de functieruimten LP (p1). Het is zonder
meer duldelijk dat steeds (S)c:Lp, Anderzijds geldt ook ~en dat
is in dit verband belangrijker - dat een fe LP altijd een dis-
tributie [£] ¢ (8%) definieert. Want als f&LP en ¢ ¢ (S), dan
geldt (ongelijkheid van HSlder):

(22.1) (£, @)= ]_[f(X) @(x)ax | sﬁf(><) ¢(xax s |1 p-ufeg

< 00,
p=1
p

De bevoeging ¢ —»(f, ¢) definieert dus-een - kennelijk lineaire -
functionaal. En deze functionaal is continu (dus een distribu-
tie uit (8™)), want als ¢, —+0 in (8), dan geldt zeker dat

/]

bogh o = { [le,60]%x]® — o,

voor iedere g 1, zodat (vgl. (22.1))

[ e )l s el - Bl ooy =0
p

Slordig gezegd hebben we dat
(22.2) (8) ¢ LF (8.

We hebben de volgende hulpstelling nodig.

Hulpstelling. Iedere f‘al? is de limiet, in L2, van een rij <
uit (3).
Bewijs.

Zij fn(x)=f(x) voor |x|s¢n en fn(x)=0 voor | x| >n. Dan geldt

|-l p = {‘ijn}uxn%x}"/? — o,

dwz. fn*e-f in Lg. .
Zij vervolgens p 2) (x) een willekeurig vaak differentieer-

bare functie met de eigenschappen: ﬁ(a) (x)=0 als lxle a, en

J’p( )(x)dx=4. Geheel als in de bewijzen van lemma 1 en stelling
a o
1 van 10 volgt dan eenvoudig dat iedere functie fn*'f(a) een

willekeurig vaak differentieerbare functie met begrensde drager

i t voor a —+0.
is. Evenzo volgt, dat fn“'ﬁ(a) uniform toft fn nader
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Dan geldt zeker fn* f(a)**fn in Lg, en er volgt dat I een 1i-
miet is, in L7, van een rij toetsfuncties uit (D). A fortiori
1s £ limiet van een rij functies uit (3).

We gebruiken nu de distributie-theorie om een eenvoudig be-
wijs te geven van de volgende stelling.

Stelling van Plancherel-Parseval, Zij f a.L2. Dan is er een
gel® zodat F Le]= [e].
Bovendien geldt dat gl =[] -
Bewijs.

Stel eerst dat © een functie ¢e(3) is. Zij yw(y)=%Fe .
Dan behoort y tot (S), dus zeker v & 12 ; natuurlijk geldt
¥le] = [w]. Ve behoeven dus nog maar aan te tonen dat
vyl -=l ¢llo- En inderdaad, daar ¢ =%y geldt

Il = S 1et0]%ax= [o(x) g(ax= [)ax [y3)e ™ %Y ay=

_ jm)dy f@(x)e“gm“x’y" dy= [ v(y) v(v)ay = ¥,

Neem nu het algemene geval: [ is een willekeurige functie

uit L2, Volgens de hulpstelling is er een rij ¢, in (8) die in

L2 tot f nadert. Dan geldt zeker ook

[e,] — [f] in (s%)

aangezien, voor willekeurige vi(x)e(S),

| (£, w)-Cos vl lf(f(x)— o () w(x)ax|e fo- ¢ Jlvho=o.

5

Er volgt dat, als Y = “Fan
{Vn}%cﬁ[f] °

Aangezien {cpn} convergeert in LE’ ggldt dat n ¢n” cpmllg-e-o;
omdat we onze stelling van functies uit L~ al bewezenghebben,‘
volgt dat ”\yn— \{fmﬂew-z-o° Hieruit volgt weer (omdat L‘ voi;:dlg
is) dat v, in 12 tot een functie g nadert. A fortlori ge

dat in (8%)

[v. ]—~+1le]-
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Dan moet %ﬂ[f]= [g]o Tenslotte geldt

H8u2= iiqu,VnXQ = iiin “?nng = Hfﬂg s

waarmee het bewijs is voltooid.

yggmerkingen 1. De voorgaande stelling geldt natuurlijk voor
¥ . Derhalve zijn ¥ en & beide 1-1-duidige afbeeldingen van 12
op zichzelf, die de Lz—norm invariant laten:zogenaamde unitaire
operatoren op L2° Er volgt heel eenvoudig dat voorf,g el ook

(22.3) (f.g) = (¥r1, Fag).
Hierbij is, voor fel°, % f de functie in L° zodanig det
(22.4) lel=[%r].

De formule (22.3) kan, in plaats van (21.4), als uitgangspunt
gebruikt worden voor de definitie van fouriertransformatie van
distributies:

(22.5) F(o) = (FFI(F ).

Het is dan mogelijk voor iedere distributie F £ (D¥) een fourier-
getransformeerde % F te defini&ren. Deze is dan echter een nieuw
soort distributie, nl. een continue lineaire functionaal, niet
op (D), maar op de functieruimte van alle fouriergetransformeer-
den van functies uit (D). Dit is de methode die gevolgd wordt
in het boek van Gelfand en Shilov.

Opmerking 2. In de klassieke theorie wordt de fouriergetrans-
formeerde % f van een functie f‘el? gedefinieerd als de limiet
in Lg, voor N — o0, van de functies

(22.6) g (y) = / £(x)e

lx|z N

-2 1<K,y > ax.

Het is eenvoudig in te zien dat deze definitie overeenstemt met
die in (22.4): als weer fN(x)=f(x) voor |x|s W en fN(x)=O
1
voor |x|=>N, d?P is fge L, en gN=WfN.
Dus ook [g]= ¥ [ng] . | | ) N
Daar fl — f in L=, en, a fortiori, [fN]-ﬁ-[f] in (8 7),gel

o
eyl = F Loyl —-%[r] .
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Als dus By in L2

[g]=%[c].

convergeert naar een functie g, dan is

2%. Fouriertransformatie en convolutie.

We hebben gezien dat vermenigvuldiging bij distributies niet
altijd mogelijk is. Als f(x) een oneindig vaak differentieerbare
functie is, dan kunnen we een willekeurige distributie F met {t]
vermenigvuldigen door te stellen

(23.1) ([£].F) (o) =F(f. 9).

Immers, als ¢ (D) dan ook f-¢&(D), zodat F(f. ¢) is gedefini-
eerd. Is f(x) echter een willekeurige functie, dan valt er niet
veel te zeggen.

Bij distributies uit (S%) is de situatie nog iets onpretti-
ger. Immers, we zagen reeds in § 20 dat als @e(S) en f wille-
keurig vaak differentieerbaar is,de functie f(x)-¢(x) niet tot
(S) behoeft te behoren, zodat [f].F niet altijd een tamme dis-
tributie behoeft te zijn. Neem e.g. F=[1] en £(x)=e" .

We moeten dus aan f(x) zekere verdere beperkingen opleggen.
Daartoe defini&ren we een geschikte verzameling van functies
waarmee we iedere tamme distributie mogen vermenigvuldigen. Deze
functies zouden we multiplicatoren kunnen noemen.

Definitie. Zij (OM) de verzameling van alle functies f(x),
waarvan alle afgeleiden bestaan en tam zijn.

@
Anders gezegd, f(x)‘z(OM) dan en slechts dan als fe¢C™ en
als er voor ieder polynoom P een polynoom € bestaat zodanig dat

voor alle X

(23.2) | 2(D) £(x)]¢ |a()].

Dan kunnen we P(D)f(x) schrijven in de vorm
(23.3) P(D) f(x) = Q(x)-&(x)

waarbij de functie g(x) begrensd en willekeurig vaak differen-

4
tiecerbaar is. Zelfs kunnen we Q(x) zo kiezen dat g(x)e L



-91-

Als f(x) e(OM) dan is f(x) in ieder geval een tamme functie, die
dus een distributie [f] ¢ (8™ definieert. o

Een voorbeeld van een functie uit (OM) is e'miix} . Dit voor-
beeld toont dat het polynoom @ essentieel van de orde van diffe-
rentiatie, dus van het polynoom P, kan afhangen.

Uit de definitie volgt onmiddellijk:

Stellingd. Als ¢ e (8) en‘f‘e(OM), dan is f.¢ ¢(S). En, als
¢,—0 in (S), dan ook f. ¢,~>0 in (3).

Gevolg: Als Fe&(S™) en r 6(OM) dan [f].Fe(s™).

We kennen in (D) nog een tweede operatie die niet altijd mogelijk
is: de convolutie. De enige gevallen waarin we zonder meer zeker
Zzijn van het bestaan van F # G zijn de volgende:

(1) F of G heeft een begrensde drager;
(2) de dragers van F en G zijn naar dezelfde kant begrensd.

De enige distributies waarvan we zeker zijn dat we ze kunnen
vouwen met alle Fe (D®) zijn dus de distributies met begrensde
drager.
In (8%) is ditmaal de situatie juist gunstiger. Indien

F,G ¢ (S%) en aan één der voorwaarden (1), (2) is voldaan, dan
kan men gemakkelijk nagaan dat FxG ¢ (S¥). Maar FxG kan in meer
gevallen gedefinieerd worden, en i.h.b. zijn er distributies
G2 (S¥) die zich laten vouwen met iedere F & (S¥) zonder een be-

grensde drager te hebben.

2
i | x
Voorbeeld 1. G = gel | l]n

i 2
zij g(x) = elvulx , en zij @(x) e (8). Dan behoort ook

gxe tot (S):
i} x- 1° 'wilxle -emiex,y> ~ily)|® (y)dy=
gxp =[e VU g(y)dy = e Je e ¢
ni]xlg '
= e W‘l/y

2 ° »
waar ‘W(yﬁ=emily] - @(y). Aengezien % de ruimte (S) in zichzelfl
afbeeldt, behoort %y , en daarmee gw ¢, Tot (s).
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Dus is voor willekeurige F < (S¥), F(g« ¢) gedefinieerd.
Maar

il

F(g* )

; 2
F(femlyi ¢ (x-y)dy)
- F(fe“ily! ¢ (x+y)dy)

TelOy Co(ey))) = (FG) ().

Dus FxG is gedefinieerd, voor alle F e (3S). (Eigenlijk is hier-
mee F+G alleen nog maar gedefinieerd als lineaire functionaal
op (8), we moeten nl. nog bewijzen dat FxG ook continu is op
(S). Dit volgt uit het feit dat met ¢+ 0 in (8) ook g, 0
in (S), hetgeen men eenvoudig na kan gaan.)

In bovenstaand voorbeeld bleek het mogelijk FxG te defini-
eren, voor aile Fe S%), doordat G« ¢ (vgl.(17.12)) tot (S) be-
hoorde, voor alle (pe(S)° Distributies met deze laatste eigen-
schap verdienen dus onze bijzondere aandacht.

Definitie 7Zi] (Og) de verzameling van alle distributies G e (S%)
met de volgende twee eigenschappen:

(1) Als @ e(S), dan ook G« e(S);
(2) Als ¢,~0 in (S), dan Gx¢ —>0 in (8).

Stelling 2. Als G z(O;) en F e (8%, dan bestaat FxG, en

FeG € (S¥).

Bewijs. Met w(x) behoort natuurlijk e y(x)=w(-x) tot
(S). Daaruit volgt dat met G ook &G tot (Oéﬁ behoort. Maar er
geldt algemeen

(23.4) (F+G)(¢) = F(& G*¢)

en dus is FxG gedefinieerd, voor alle F e (S%).

Natuurlijk is F#G een lineaire functionaal op (S). Boven-
dien is F#G continu op (8): als ¢, ~+0 in (s), dan volgt uit
(2) in de definitie van (Og) dat ook ¢G# ¢ —0 in (S), zodat

(F+G) (¢ )= F(eGx ¢ )0 1in (8).

De distributies uit (OC) zou men convolutoren kunnen noe-
men.
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Opmerking 1. 1In de definitie van (Og) is de voorwaarde (2)
overbodig. len kan nl. zelfs aantonen: als G ¢ (D*) de eigen-

schap heeft, dat G « ¢ e(S) voor iedere ¢ ¢ (D), dan behoort
G tot (og).

Opmerking 2. Een belangrijk criterium voor het behoren tot
(og) wordt gegeven door de volgende stelling (die wij hier
zullen bewijzen):

Stelling 3: Dan en slechts dan behoort een distributie G tot

(Og) indien [Q(x)]. G een begrensde distributie is, voor iedere
keuze van het polynoom Q(x).

Het in deze stelling gebruikte begrip begrensde distributie
is alsvolgt gedefinieerd:

Definitie. Een distributie heet begrensd als hij een eindige som
is van distributieafgeleiden (van eindige orde) van begrensde
continue functies.

Van groot belang is de volgende stelling.

Stelling 4. Als T e(OM), dan F=9[r] 6(08). Bovendien geldt,
voor G ¢(S™)

(23.5) [r]-¢G -.-E:——a— F«FG.
Bewijs:
a) Zij ¢ e(S). Dan is
(23.6) Fwo = Fy
met
(23.7) v=1>-%¢.
Immers

Fre =F, ¢(x-y)= (FL£]) (¢ (x-y))=[r], (Fe(x-y)) =
=[f}z (e~27ci<x,z> ‘ﬁ?qa)zfe_gm i<x’z>f(z)(5}‘30)(z)dz==
= T
met v als in (23.6)
b) Hieruit volgt onmiddellijk dat Fe(og). Want v e&(S),dus
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[

Fxp = Fwe(S); en als ¢ >0 in (8), dan ook Y=t ¢h->o
in (S), dus F = b= yf->0 in (8).

¢) Evenals in a) bewijst men voor de gespiegelde van F

(23.8) @ = @HVJ
waarbij ditmaal
(23.9) v =17 %¢.

Hierbij merke men op dat
et =cF[r] = E/f[f]
Volgens (23.4) is
(Fx%G) (¢ )= FG(cFx @) FG(F y)=G(F F y)=G(y ),
waarbij we gebruik maakten van (23.8), met v als in (23.9). Dus

(Fx%G)(¢)=G(£-Fo)=([£]G) (Fo)=F([£]G)(¢)

Daarmee is de stelling volledig bewezen.

Opmerking. Een analoge stelling geldt voor de geco:jugeerde
fouriertransformatie % .

Een omkering van het eerste deel van stelling 4 geeft

Stelling 5 Als Fe(0)), dan is er een f & (0,) zodat FF= [f].

Deze stelling kan eenvoudig bewezen worden met behulp van stel-
ling 5. Het bewijs laten we echter achterwege, mede omdat we
stellinz 3 ook niet bewezen hebben.

In verbanc met de omkeerstelling § 21 stelling 4) volgt,
dat ¥ en & de verzameling van alle [f] , f e(O , 1-1-duidig
afbeelden op (Og); omgekeerd beelden zij (O ) - 1 -duidig af op
de verzameling der distributies [f], T a(Op) —

7ij nu Fe (05), Ge(s®. 21y [£]=FF ; dan is P= F [ ].
Volgens het analoog voor @‘van stelling 4 is

Y ([£] Fa)=F[r]+9%Cc = FaC .
Dus geldt dat

% (FxG) =FF([£].96)= [£]¥GC.
Daarmee hebben we een omkering van het tweede deel van stelling
4 bewezen:
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Stelling 6. Als F e(og) en G ¢(S¥%), dan geldt

-
(23.10) FuG —2 o Grp.Gg.

. 2
Opmerking. 1In voorbeeld 1 bewezen we dat [elTC ] 1 a(og).
DitT kunnen we ny vlotter aantonen: het is onmiddellijk duidelij-

ker dat e " x| ¢ (0 Dan

M) :

. 2 . . 12
F 1™ IxlT (’_‘i.;)n ATV

2
® P —inlyl
en daar Gf[f] e (OC) voor f ¢ (OM), volgt dat [e 2] e (Oé‘).

Dan ook de toegevoegd complexe distributie [elw' J ] e(Og).



Correcties (vervolg)

Op
pag. 9 regel 12
11 9 v.b.
" /‘9
o221
1" 42
LIS

regel
regel A
regel 12
regel 12 v.b.
regel
regel 12 v.b.
1 47

1 66

regel 2

regel 16 v.b.:
v.b.s

regel 17
regel 14

" 70 regel
" 71 regel

regel

" 75 regel
" 80 regel

" 81 regel 1

" 85 regel 6 v.o.:

" 86 regel 10 v.b.
regel 11 v.b.
regel 11

V.0.:

V.0O.:

V.0.:
v.b.:

V.0.:
regel 1% v.b.

5 V0.2
1 v.b.:
2 v.b.:
" 73 regel 6 v.b.:
2 v.b.:
2 V.0.:
0 v.o.:

VeOo s

regel 11 v.b.:

ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.,
ipv. ¢
ipv.
ipv.

ipve.
ipv.

ipv.

ipv.
ipv.
ipv.
ipv.

ipv.

ipv.
ipv.
ipv.
ipv.
ipv.

ipv.
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f p(x)dx
(% (e)- ¢(0)
e(e)+ o(~¢)
f(x)
d.W.Z.
9(0)=0
L (%) 6(D)
[(X -a ) >
die
o)y o6
k

uniform in

-2wx4f

g
g
T

[,
(D)

voeg toe

(s™)

n

e-2xixye+2mixy

2U-1

Ay )

2U-1

[ e?:‘nl«a SK > )

lees:

lees:
lees:
lees:
lees:
lees:
lees:
lees:
lees:

lees:
lees:

lees:

lees:
lees:
lees:
lees:

lees:

(21.5)

lees:
lees:

lees:
lees:

lees:

lees:

f cp (x)ax
(% (£)- ¢(0))
p(&)- @(-¢)
fJ(X)
bijvoorbeeld
¢p(x)=x.w(x), we(D)
v, (x) e(D)
[(X -a ) ]

waarvan alle afgelei-

den
PIL G Pl

k)
¢(
k, en voor iedere
exponent m

uniform op elk be-
grensd interval
-27 ix,]f
?g
oy

1 L1

Joooen f

R
(8)

(8)

e-2w1xy_e+2m1xy

X
2U-[1]
u(y)
2U-{1]
[eemi<a,x>]'



