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Verzamelingen algebra: 

V -; ;, AC B 

AUB =BUA 

AUA = A 

AU(BUC) = (AUB)UC 

A U(An8) = A 

A f\(B UC) = (An B) U (Af\ C) 

AU(/J=A 

AUA = V 

· (AUB) = A I'\ B 

en due.al 

ACB~AUB = B<:=>A"B = A 

Cartesisch product van twee verza.melingen 

VenW. VX.W={<x,y):xe.V,ye.w} 

Binaire relatie op een verzameling V 
def deelverzameling van V x V. 

,. 
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Cartesisch product van twee verzamelingen Ven W. 

Di t wordt gedefinieerd als: V~ W = { (x,y) -··:_,CX1'€. .V, y ~ w}, 
,__ ..,._ 

De def_i_ni tie kan natuurlijk makkelijk ui tgebreid worden tot het Cartesisch 

product van (eindig) veel verzamelingen. 

Soms zullen we ook het cartesisch product van een familie Vj, j e. r, van 

verzamelingen beschouwenv waarbij r oneindig kan zijn. We hebben dan 

X V. is de verzameling van alle functies f, waarbij voor elke j E:. r , ~r J 
f (j) 6 V • 

Binaire relaties 

Zij Ven W twee verzameling€n, Een b:i,naire relatie R tussen de verzamelingen 

Ven Wis een deelverzameling S van Vx.W. 

We schrijven: xRy ~- (x,y) E. S, 

Een speciaal geval is, als V=W, We spreken dan ook wel van een binaire 

relatie op V. 

De bovenstaande definit:ie is natuurJ.ijk gemakkelijk uit te breiden tot 

ternaire relaties etc. 

Functies 

Zij Ven W twee verzamelingen. Een functie f van Vin W (voorgesteld door 

f : V-+ W) is een voorschrift dat aan elk element x van V, precies een 

element y van W toevoegt. 

Precieser: f is een binaire relatie tussen Ven W, met de eigenschap, 

dat voor elk element x van V, er precies een element y van W bestaat, 

zo dat tussen x en y de relatie bestaat. 

Notaties. Is y het element, dat door f aan x toegevoegd wordt, dan schrijven 

we y = f(x). 

De functie f : V---+- W wordt "op" genoemd, indien voor elke y E:. W, er een 

xe.V, bestaat zodanig, dat y = f(x). 

Product van twee functies, 

Zij f 

door 

V ~ W, g ; W -'51-- U, dan wordt de functie -gf 

(gf)(x) = g(f(x)). 

V ~ U gedefinieerd 
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Inverse van een functie 

Zij f : y....,..w een functie die "op" is en eeneenduidig. Het laatste 

betekent: f(x
1

) = f(x2) ~ x1 = x2 . 

De inverse functie van f 
-1 

wordt door f(f (y)) = y. 

-1 
is een functie f W --:),-V, die gedefinieerd 

-1 
Merk opp dat deze functie f inderdaad bestaat. 

Identiteitsfunctie 

De functie f : v--,..v wordt de identiteitsfunctie op V genoemd indien 

f (x) = x, voor al le x E.. V. 

Deze identiteitsfunctie wordt soms door het symbool 1 voorgesteld. 

Zij f .:. v_,,..v, "op" en eeneenduidig. Blijkbaar is f-lf = y. 

Equivalentierelatie 

Zij V een verzameling. Een equivalentierelatie "a" op V is een binaire 

relatie, die voldoet aan de volgende eigenschappen: 

1°. xax, Vxe,V 

2°, xsy=;>ysx 

30. xey, yez ==:,.x:z, 

Elke equivalentierelatie, induceert een "partitie" van Vin restklassen, 

d,w,z, men kan V verdelen in deelverzamelingen, die paarsgewijze een 

lege doorsnede hebben en z6 dat de vereniging van alle, de hele verzame­

ling Vis, 

Indien a e V, dan definieren we 

Ua ={x: xsa, xe.V} , De familie { Ua,ae.v} is dan de verzame­

ling van restklassen, a heet een representant van U, maar het is duide-
a 

lijk dat ua = ub~ a= bis. 

Omgekeerd induceert elke partitie van Veen equivalentierelatie op V. 

Dit is makkelijk na te gaan. 

Gedeeltelijke ordening 

Zij Veen verzameling, Een gedeeltelijke ordening "~" op Vis een 

binaire relatie die voldoet aan de volgende eigenschappen 
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lo. x~ x, Vx e. V 

20. X ~ Y, y-' X ==> X = y 

30. x~ Y, y~ z ~x 4 z. 

Voorbeelden: 

1°. De gehele geta.llen onder de gewone ordening 

2°. De deelverzameling.en van een verzameling V onder C (verzameling 

theoretis~he insluiting) 

3°. De gehele posi ti eve getallen, onder m4:-n~ nt/n (m· deelbaar .op n). 

Een· keten of lineair geordende verzam.eling is een gedeeltelijk geor­

dende verzameling 0 waarvoor geldt: voor elke x,y~V, geldt minstens: 

x~ y of y~ x. 

Een element z van een gedeeltelijk geordende verzameling, heet een 

bovengrens van x en y, :indien z > x en z o1> y. Analoog: ondergrens. 

Een element heet een eenheidselement van een gedeeltelijk geordende 

verzame 1 ing V ,, indien het een bovengrens van al.le e lemen ten van V is • 

Analoog: nulelement, 

Notatie: eenhe1.dselement: l 

nulelement O. 

Opmerking. Indien e:r een eenheidselement (nulelement) bestaat, dan is 

het eenduidig bepa~ld. 

Lattices (tralies) 

Zij Leen gedeeltelijk geordende verzameling die voldoet aan de volgende 

voorwaarden; 

1. Elk tweetal elementen a en b heeft een kleinste bovengrens c, d.w.z. 

c ~ a, c ➔ b en <.::'? a, c' ~ b~ c' ~ c. (Merk op dat c eenduidig bepaald 

is.) 
~ 2. Elk tweetal elern.enten a en b heeft een grootste ondergrens c, d.w.z. 

* * b ''"- ,,_,, ~ '' * c ~ a, <C &,. en it:: -. a, C ._ ·u --,,-c ~ C • 

L wordt dan een lattice (tral:i.e) genoemd. 

Notaties: c = a Ub of c = a + b 

C~= a ()b of C ·- ab. 

Kleinste bovengrens = supremum 
,. 

Grootste ondergrens = infinum. 

Opmerkingen: Alle drie bovenstaande voorbeelden zijn voorbeelden van 

lattices. 
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Voor een lattice gelden de volgende eigenschappen 

(1) a+b=b+a 

(2) a+(b+c)=(a+b)+c 

(3) a+a=a 

(4) a(a+b)=a 

Bovendien geldt: 

(5) a, b#, ab=a<=:> a+b=b. 

Bewijs 

(1') 

(2 I) 

(3') 

(4 ') 

ab=ba 

a(bc)=(ab)c 

aa=a 

a+ab=a 

(1) en (1') volgen onm.iddellijk uit de definitie van a+b en ab. 

We bewijzen (2) 

a+(b+c)~ a en a+(b+c)) b+c, dus a+(b+c)~ b en a+(b+c) > c. Derhalve 

a+(b+c)~ a+b en dus a+(b+c) ~ (a+b)+c. Op dezelfde wijze volgt, dat 

(a+b)+c ➔ a+(b+c) waaru:lt (1) volgt. 

Het bewijs van (2') is analoog aan dat van (2). (3) en (3') volgen onmid­

dellijk uit de definities. 

Bewijs van (4): 

a~ a+b dus a(a+b)=a. 

(4') gaat op dezelfde wijze. 

Bewijs van (5) 

Als a~ b, dan is natuurlijk ab=a en a+b=b. Is ab=a, dan is a-t' b enz. 

Omgekeerd hebben we het volgende: 

Zij Leen systeern waarop twee binaire relaties + en x gedefinieerd zijn, die 

aan de eigenschappen (1),(1') •••• (4),(4') voldoen. 

Dan is Leen lattice onder de binaire relaties ~, die gedefinieerd is door 

a~ b~ ab=a<:=>a+b=b, waarbij a+b de sup:rernurn en ab de infinurn van a en b 

is. 

We rnerken op, dat inderdaad ab=~a+b=b. Inderdaad,stel ab=a, dan is 

a+b=ab+b=b volgens (4'). 
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Het is gemakkelijk te bewijzenp gebruik makende van de eigenschappen 

(1) ••••• (4) 9 (4')p dat ~ een gedeeltelijke ordening is. 

We bewijzen slechts dat a+b de supremum is van a en b. 

(a+b)a::;:a 9 dus a+b~a. Eveneens a+b~b. Stel c~a 1 c:;,,b 11 dan-is c+a+b= 

=c+a+c+b=a+b 9 dus c~a+b. 

Isotone en ho~omorph? afbeeldingen 

Zij P
1 

en P
2 

twee gedeel telijk geo:rdende verzamelingen. Een functie· (afb.l;el­

ding) f:P
1
-.P

2 
("in" of .. op") wordt een isotone ("order prese:rving") 

afbeelding genoemd 9 indien 

a~ b ==;>- f (a) ~ f (b) • 

Zij L
1 

en L2 twee lattices. Een functie f:L
1
~L

2 
wordt een homomorphe 

afbeelding genoemd, indien 

f(a+b) = 

f(ab) 

f(a)+f(b) 

= f (a)f (b) 

en 

Elke homomorphe afbeelding is een.isotone afbeelding. 

Bewijs: Zij a~b 9 dan is a+b=b, dus f(a+b)==f(a)+f(b)==f(b). Dus f(a)~f(b). 

Opmerking 

Niet elke isotone afbeelding van een lattice in een ander lattice is een 

homomorphe afbeeldingp hetgeen uit het volgende voorbeeld blijkt: 

al L2 
Zij f(a1)=f(a2)=f(a

3
)=b

1 
en f(a4)=b

2
p f is isotoon 11 maar f(a

2
+a

3
)=b

2 
en 

f(a
2
)+f(a

3
)=b

1
~ 

Een homomorphe afbeelding f:L
1
~L2 wordt een isomorphe afbeelding genoemd, 

indien f eeneenduidig isp dus f(a)=f(b) =::> a=b. 
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We merken op dat als f:L
1
~ L

2 
een isomorphe afbeelding "op'' is, dan is 

f-1 ; L
2
-.+-L

1 
ook een isomorphe afbeelding. 

Ook geldt: Indien a, b4=>f(a) ~ f(b) en f is eeneenduidig, dan is f een 

isomorphe afbeelding. 

De volgende terminologie wordt wel gebruikt: 

epimorphe afbeelding - homomorphe afbeelding "op'' 

monomorphe afbeelding = 

lets over verzamelingenleer 

isomorphe afbeelding ". " in. 

Twee verzamelingen v
1 

en v
2 

heten gelijkmachtig (V
1 

CR v2) indien er 

eeneenduidige functie bestaat, die v
1 

op V
2 

afbeeldt. 

Het is duidelijk, dat de relatie c:,,, een equivalentie relatie is. Een ver­

zameling heet aftelbaar oneindig, indien hij gelijkmachtig is met de ver­

zameling der natuurlijke getallen. 

Elke oneindige deelverzameling der natuurlijke getallen is gelijkmachtig 

met de gehele verzameling. 

De verzameling der rationale getallen is aftelbaar oneindig. 
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Cursus Boolese algebras 

19.11.62 

We zullen nu een verzameliil.g beschouwen die niet gelijkmachtig is met de 

verzameling der natuurlijke getallen. 

Zij N de verzameling der natuurlijke getallen. We beschouwen nu de ver-
.. N 

zameling V = 2 , d.i. de verzameling der deelverzamelingen van N. 

Elk element van V kan op eenduidige wijze worden voorgesteld door een 

oneindig aftelbare rij van nullen 

van Nl) dan defini~ren we deze rij 

n¢x en a = 1 indien n 6 X. 
n 

en enen. Is n.l. 

{ an l) n=l , 2 l) • • • } 

X een deelverzameling 

door a = 0 indien n 

Stel nu dat V dezelfde machtigheid had,als N. Dan kunnen de elementen 

van V door een aftelbare verzameling { aikl)i=l 1 2, •• -»k=l,2, •• ·} worden 

voorgesteld: 

Nu defini~ren we een deelverzameling van V door een rij {bk 1 k=ll)2,, •• }, 

door 
bk= 1 indien akk = 0 

bk= 0 indien akk = 1 

Het is duidelijkl) dat voor geen waarde van i, de rij { aik} dezelfde is 

als de rij { bk} • Derhalve hebben we een deelverzameling van V gecon­

strueerd, die niet in het bovenstaande schema van deelverzamelingen van 

V voorkomt. Derhalve is een tegenspraak verkregen. 

We hebben tegelijk aangetoondl) dat de verzameling der re~le getallen 

niet aftelbaar is. 

We vermelden hier nu twee stellingen, zonder bewijs: 

I. Voor elk tweetal verzamelingen 9 bestaat er altijd een eenduidige af­

beelding9 die een van beide verzam.elingen in (of op) de andere af­

beeldt. 
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II,, Stelling van Cantor-Bernstein 

Indien el~ van een tweetal verzamelingen eeneenduidig in de ~ndere 

afgebeeld kan worden, dan zijn die twee verzamelingen gelijkmachtig. 

Zij V nu een willekeurige verzam.eling. Het cardinaalgetal \ V \ van V is 

een van de verzamelingenj die met V gelijkmachtig is. (Voor elke verza-

meling V wordt op een bepaalde wijze een met V gelijkmachtige verzameling 

voor dit doeleinde gekozen; voor een meer axiomatische definitie zie­

Halmos, Naive set theorie.) 

We schrijven ook: 

voor elke verzameling V die een eindig aantal elementen bevat, b.v.· 

n, IV I = n 

voor N, IN I = )(. 
0 

voor de verzameling R der re~le getallen 

Op grond van de bovengenoemde twee stellingen I en II voeren we nu voor 

cardinaalgetallen een relatie ~ in. 

Zij IX. en (3 twee cardinaalgetallen, b. v. jvl = OC, jwj =(3, dan 

O{ -' (3,iµ~iben,, er een eeneenduidige afbeelding van V in W bestaat. 

Het volgt uit bovengenoemde twee stellingen, dat deze relatie een 

lineaire ordening is. 

Zo hebben we b. v. )C ~ 
0 

Verder: 

Continuum hypotheseg 

~ X . 
2 ;J( ~ 2 °, dus 

0 

XO 
")(; < 2 

0 

0( 20(. 
Cl( < 2 < 2 etc. 

Er bestaat geen cardinaalgetal o<, zodat 
:;{o 

){<<lt<.2. 
0 

Gegeneraliseerde continuum hypothese: 

Zij O<. een willekeurig oneindig cardinaalgetal. Er bestaat geen cardi­

naalgetal ~ 9 zoda t 
ti. 

ot<f-t<2 
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Keuze-axioma ( Zennelo) 

Zij V«, ~ e A een klasse verzainelingen. Er bestaat een functie f, zodat 

f («) e Vee , voor elke CC e. A. 

Equivalente vonnen van het keuze-axioma 

1) Zij V ()( , o<. E. A een klasse verzamelingen. Het cartesische product 

X V bestaat. 
o!~A cc 

2) Lemma van Zorn 

Zij P een gedeel'telijk geordende verzameling, zodanig dat elke keten in 

P naar boven begrensd is. Dan heeft Peen maximum element • 

. Opm. Een maximum element a van P is een element, waarvoor geldt x ?' a 

vqor alle x E. P. 

Vervolg lattices 

Deellattice 

Zij L een lattice. Een niet lege deelverzameling L' van L1 heet een deel­

latti.ce van L, indien L' gesloten is onder de lattice operaties. 

Dat wtl zeggen: Indien x en yE.L', dan x +yen xyE.L'. 

Stelling. 

* Zij h : L-+ L een homomorphe afbeelding van het lattice L in het lat-

ti.ce L*. Dan is het beeld h(L) van L een deellattice van L*. 

Bewijs: eenvoudig. 

We merken nog even op, dat indien h : L-+--L~ een isomorphe afbeelding 
-1 

"op" :is, dan is h eveneens isomorph en "op". D.i. weer eenvoudig te 

bewijzen. 

Distributieve lattices 

Een lattice is distributief indien de volgende twee eigenschappen gelden: 

1) a(b+c) =ab+ ac; 2) a+ be= (a+b)(a+c). 

Stelling. (1) en (2) zijn equivalent 

Bewijs (1) ~ (2) 

(a+b)(a+c) = a(a+c) + b(a+c) =a+ ab+ be= a+ be. 

(2) ~ (1) analoog. 



-10-

Het volgende lattice is niet distributief: 

baA~c l_/ b(a+c) ~ ba + be. 

0 

Voorbeelden van distributieve lattices: 

1) Elke keten is distributief. 

2) Elke 2v. 

3) Hetlattice van alle eindige en co-eindige deelverzamelingen van een 

verzameling V. 

Een deelverzameling X van V heet co-eindig, indien het complement van 

X eindig is. Dit lattice is een deellattice van 2v. 

4) Elk deellattice van een distributief lattice is.distrib,utief. 

5) Hetlattice der natuurlijke getallen geordend onder m, n..+m/n is 

distributief. 

Complementaire lattices 

Een latticep met een O en.een 1 heet complementair, indien voor elk 

element a£ L, er een element ae L bestaat, zodat 

a + a = 1 en aa = 0. 
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Cursus Boolese algebras 

3.12.62 

Volledige lattices 

Een la~t1ce Lis volledig, indien elke wiliekeurige (eindige of oneindige) 

verzameling elementen van Leen supremum en een infimum heeft. 

Is {x191 E. I} een verzameling elementen van 

stellen we de supremum voor door L. x~ en 
i 6 I "" 

een volledig lattice 

de. infimum door 1r 
iEI 

L, dan 

Een volledig lattice L heeft uiteraard altijd een Oen een 1. 

Voorbeelden. 1) De keten van reele getallen in het gesloten interval 

[0,1] is volledig. De ketensvan reele getallen in [ 0 9 1) 9 of (0,1] of 

(0,1) zijn niet volledig. 
1(0 

2) De lattice 2 is volledig. 

3) ·De lattice van eindige en co-eindige deelverzamelingen van een onein­

dige verzameling is ~iet volledig. 

Een lattice L heet lf'-volledig indien elke aftelbare verzameling elemen­

ten van L, een supremum en een infimum heeft. 

De defini tie van een ot -volledig lattice, waar C< een willekeurig cardi­

naalgetal is, is analoog. 

Stelling 

Zij Peen gedeeltelijk geordende verzameling met een 1, en waarvan elke 

deelverzameling van elementen een in1imum heeft. Dan is Peen volledig 

latt:ice. 

Bewijs. Zij X = [ x1 : i E. I} een deelverzame]ing van P. We moeten a.I­

leen bewijzen~ dat ~Ix. bestaat. 
l. 6 1 

Zij Y = { y : y ~xi, 'fl i E I 9 y GP}. 

Y is niet leeg, want 1 E Y. Zij a= 1T y, y~x., voor elke yGY en 
ye.Y i 

voor elke i 6 I. Dus a~ xi voor elke i e I. Is a' ~ xi, voor elke i ~ I 

dan is a' f! Y, dus a•~ a. Dus .Tf
1 

x. = a. 
1E 1 

We keren nu terug tot distributieve lattices. 
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Stelling. Complementering is eenduidig in elk distributief lattice. 

Bewijs. Zij a+ a'= a+ a= 1, en aa' = aa = O. 

Dan is a' = 0 + a' = aa + a' = (a+a') (a+a') .=a+ a':. Eve:nza.ar~.;a!t +a!. 

Dus a= a'. 

Boolese algebras 

Een Boole'se algebra Bis een distributie£ complementair lattice. 

Een Boole'se algebra kan ook gedefinieerd worden als een algebratsch 

systeem met twee binaire operaties en een unaire operatie e:p twee elemen­

ten O en 1; .. waarvoor de ·volgende eigenschappen gel den: 

a + b = b + a ab 

a + (b+c) "' (a+b) + C a(bc) 

a + a = a aa 

a(a+b) = a a + 

a(b+c) = ab+ ac a + be 

a + a = 1 aa = 

Verder geldt weer: a~ b<=;,, ab = a~ a+b = b. 

Enige identiteiten: 

1) a+ b =a+ ab ; ab= a(a+b) 

2) a , b~ ab = 0-<===}, a + b = 1 

3) a~b~a ➔ b 

= ba 

= (ab)c 

= a 

ab = a 

= (a+b) (a+c) 

o. 

4) (a+b)- = a b (ab) = a + b (wetten van de Morgan) • 

Bewijs. 

1) a+ b = 1.(a+b) = (a+a)(a+b) =a+ ab. 

De andere identiteit is duaal. 

2) a~b,=>a + b = b of b +ab= b of ab = o. 
a b = 0 =;,,b + ab = b ==:>, b + a = b .:=:> a-' b • 

De rest gaat duaal. 

== - o~ a~ b, 3) a~b<=:>ab = O~a b = 

4) a+ b +ab= a+ (b+a)(b+b) = 1 
(a+b)a b = 0 dus (a+b)- =ab. 

(ab)-= (i 6)- = (a+o) =a+ b. 
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Voorbeelden van Boole'se algebras 

1) De B.A. van alle deelverzamelingen van een verzameling. 

2) De B.A. van alle eindige en co-eindige deelverzamelingen van een ver­

zameling. 

3) De B.A. van alle eindige sommen (= verenigingen) van irttervallen 

[o< p ~- ) p O ~ ix ~ 1 p O ~ p ~ 1. 

,. ••• 
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Cursus Boolese algebras 

17.12.62 

We gaan nog even dieper op voorbeeld 3.) in. Elk .element van deze B.A. 
n 

heeft dus de vom. L ij,. waar ij = [ ocj, /J}O ~ oc 1 ' 1 
j=l 

O~f3j~l • 
. 

Het is duidelijkv dat de vereniging van twee elementen weer een eindige 

som van ~ntervallen [ al , f>) is. Di t is eveneens het geval met de door­

snede van twee elementen, door n.l. de distributieve wet toe te passen 

en te bedenken dat de doorsnede van twee intervallen [Cl(, p) weer een 

dergelijk interv~l is. Tenslotte is de verzameling gesloten onder com­

plementneming, hetgeen te zien is door de wet van de Morgan toe te pas­

sen. 

Verder is het nulelement, de lege verzameling en het eenheidselement, 

het interval ( Ovl). Tenslotte is het niet moeilijk te zien, dat deze 

B.A. niet volledig is. 

Atomen 

Een element p van een Boole'se algebra B heet een atoom, indien: 

0 2 a<p==;>a=O. 

0 (Men kan i .p. v. 2 ook zeggen ap = p of O voor elke a'= B). 

Xo 
De Boolese algebra 2 ; heeft atomen. Evenzo de B.A. van eindige en 

co-eindige deelverzamelingen van een verzameling. De intervalalgebra 

(zie boven) heeft echter geen enkel atoom. 

Atomaire B.A. 's 

Een B.A. B is atomair, indien voor elk element aeiB, a ~ o, 3 p, p een 

atoom, zodat p-' a. 

De twee eerstgenoemde Boole 1 se algebras zijn atomair. Er bestaan ook 

Boole'se algebras met atomen, die echter niet atomair zijn. Zij b.v. 

B de intervalalgebra van (0,1] (die dus geen atomen heeft). Zij A 

de B.A. die uit 2 elementen bestaat. Dan heeft de B.A. AX B, precies 

1 atoom, n.l. het element (1,0). 

Stelling 

In"elke atomaire B.A. is 1 de som van alle atomen. 



Bewijs. 

Zij { pi 9 i '-I} de verzameling van alle atomen. Stel a~ elke pi O a< 1 9 

dan is a ;6, o. Dus bestaat er een atoom, b.v. pi
1

pzodat pi'~ a. Maar ook: 

Po'~ av dus p 
O 

I ' aa = o, maar P: I ~ o. Dus een contradictie O Derhalve 
1 ~ 1 l. 

1 = £- p 
i (:. I i 0 

We geven hier nog een overzicht van voorbeelden van de verschillende 

mogelijkhedenv die op kunnen trederi. Sommige van de onderstaande voor­

beelden konden nog niet besproken worden. Hiervoor raadplege men de lite­

ratuur (b.v. Dwinger, p.9 e.v.). 

1. B.A. van alle deelverzamelingen 
van een verzameling 

2. intervalalgebra van [0,1] 

3. B.A. van alle eindige en co­
eindige deelverzamelingen 

van een oneindige verzameling 

4. Het cartesische product van 
vb.2 en de B.A. (0,1)(2 elementen!) 

5. B.A. van open reguliere deelverz. 
van het eenheidsinterval 

6. B.A, van Lebesgue meetbare 
deelverzamelingen van ( O,l] 
modulo deelverzamelingen van 
Lebesguemaat 0 

Elke vrij (oneindige) Boole'se 
algebra 

7. B.A. van alle deelverzamelingen 
van een oneindige verzameling 
modulo eindige deelverzamelingen 

Deel algebras 

atomair en volledig 

geen atomen en niet volledig 

atomair en ni.et volledig 

een atoom en niet volledig 

geen atomen en volledi.g 

geen atomen en volledig 

geen atomen en niet volledi.g 

geen atomen en niet volledig 

Een deelverzameling A van een Boole'se algebra B heet een deelalgebra 

van B 9 indien 1° A is niet leeg, 2° A is gesloten onder de Boolese 

opera.ties. 

De laatste voorwaarde betekent dus: 

a 9 b EA ~ a+b en ab EA 

a 16 A ~ a E A • 

Een deelalgebra is dus zelf ook een B.A. en bevat altijd de elementen 

0 en 1. 
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Het is eenvoudig te zien a.at.de doorsnede van 2 subalgebras (zelfs van 

elke familie van deelalgebras) weer een deelalgebra is. Dit geldt echter 

niet t. a. v. de verenigi.ng van subalgebras ! Eenvoudige voorbeelden van 
0 ' 0 

deelalgebras zijn 1 de deelalgebra die uit Oen 1 bestaat, 2 de deel-

algebra die met B samenvalt. 

Homomorphe afbeeld:i.ng 

Zij A en B Boole'se algebras. Een homomorphe afbeelding (of homomorphisme) 

van A en B, is een afbeelding h : A --J> B, waarvoor geldt 

h(a+b) = h(a) + h(b) 

h(ab) = h(a) h(b) 

h(a) = (h(a)) 

We zien, dat h(l) = h(a+a) = h(a) + h(a) = h(a) +(h(a)) = 1. Evenzo 

h(O) = O. 

Verder geldt dat elke homomorphe afbeeld:i.ng isotoon is f omda:Ltiet. teve,ns 

een lattice homomorphisme is. Dus a-' b ~ h(a)-' h(b). Een homomorphe 

afbeelding beeft een ~2morphe iafbeelding indien deze eeneenduidig is. 

Soms worden de volgende term.en nog gebruikt: 

epimorphisme = homo:morphe afbeelding "op" 

monomorphisme= isomorphe afbeelding "in" 

Het homomorphe beeld van een B.A. is weer een B.A. 

Dit is eenvoudig te zien: h(a) + h(b) = h(a+b), enz. 

Opm. I.p.v. de 3 boveng~noemde voorwaarden opdat een afbeelding h een 

homomorphe afbeelding fs, kan men ook eisen: 

1 o h(a+b) = 

2° h(ab) 

h(a) + h(b) 

= h(a) h(b) 

3° h(O) = 0 

4° h(l) = 1. 

Kern van een homomorphe afbeelding 

Zij h : A -~Been homomorphe afbeelding, De kern (kernel) van his de 

verzameling { a : h(a) = O, a EA} • 

·•,~· 
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Idealen 

Zij Been B.A. Een ideaal I is een niet lege deelverzameling van B, waar­

voor geldt 

1 °-. a Ei I , b Ei. I ==>, a + b G I • 

2°. a~I, t~ a, tEB=!>-tE;l. 

Merk op, dat al tijd O e. I. 

Het ideaal dat slechts uit het nulelement bestaat, heet het nulideaal en 

wordt met (0) aangeduid. 

Het ideaal dat uit alle elementen van B bestaat, heet het eenheidsideaal 

en wordt ook wel met (1) aangeduid. 

Hoof di deal en 

Zij a een element van een B.A. B. Dan is klaarblijkelijk de verzameling 

{ x : x ~ a, x E. B} een ideaal. Zulk een ideaal wordt een hoofdideaal ge­

noemd en wordt aangeduid met (a). a wordt de voortbrengende van het hoofd­

ideaal genoemd. 

Niet elk ideaal van een B.A. hoeft de hoofdideaal te zijn. B.v. het -
X 

ideaal bestaande uit de eindige deelverzamelingen van 2 ° is geen hoofd-

ideaal. 

,. 
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Cursus Boolese algebras 

14.1.63 

Zij nu h : B-.. B' een homomorphe afbeelding van een Boolese algebra B 

in een Boolese algebra B'. 

Bewering: . 
~ kern ~ ~ homomorphe afbeelding is ~ ideaal. 

Bewijs: Zij h(x) = h(y) = o. Dan is h(x+y) = h(x) + h(y) = O. Verder, 

indien h(x) = 0 en t~ x, dan is h(t) = h(tx) = h(t) h(x) = o. 

Stelling. Een homomorphe afbeelding is een isomorphe afbeelding dan en 

slechts dan indien de kern het nulideaal is. 

Bewijs: (i) Stel de kern is het nulideaal a en zij h(x) = h(y). Dan is 

h(iy) = 0 dus xy = 0 dus x~ y. Analoog x~ y. Dus x = y. 

(ii) Stel his een isomorphe afbeelding. Dan is natuurlijk de kern het 

nulideaal. 

We hebben dus gezien dat met elke homomorphe afbeelding h : B~B' (die 

we van nu af steeds "op" veronderstellen) een ideaal I van B geasso­

cieerd isp die de kern van his. Nu kunnen we eveneens Bin klassen 

(residue-klassen) verdelenP waardoor op Been equivalentie relaties ge­

definieerd wordt. 

Voor elk element x e B, zij n. 1. [x] = { y : h(y) = h(x), y E- B} • 

De bijbehorende equivalentie relatie is dan gedefinieerd door 

x5y ~ h(x) = h(y). 

We merken op dat [o] = I = kern van h. 

We gaan nu omgekeerd van een (willekeurig) ideaal I van B uit en we 

zullen nu bewijzen 9 dater een B.A.B' bestaat en een homomorphe afbeel­

ding h : B op,,_ B' 9 zodani g, da t de kern van hr- I is. Tevens zul len we 

aantonen, dat B' eenduidig (op isomorphismen na) door I bepaald is. 

We voeren eerst een nieuw begrip in n.l. het symmetrisch verschil van 

twee elementen x en y van een B.A. 

Di t wordt aangeduid door x Ay en gedefinieerd door x A.y = xy + xy. 

We zien dat xAx = O. 
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Teneinde bovenstaande bewering te bewijzen voeren we op Been binaire 

relatie = finv die als volgt gedefinieerd wordt: 

x .= y -+ x Ay E. I. 

We zullen bewijzen dat deze relatie een congruentie r atie is 9 d.w.z. 

de relatie voldoet aan de volgende voorwaarden: 

lo. - is een equiv13:lentie relatie 

20. X =Y } ~> x+uey+v en 
U=.V 

XU 5= yv 

30. X3:i: y ) x,ay . 
newijs: 

1P. x = X 9 want xAx = OE> I 

X .. y ~ y = x. Dit volgt onmiddellijk. 

Stel x~y en y.5-z 9 dan moeten we bewijzen: x:a z. 

We beschouwen ( x A y) A (y A z) = 

(xy + xy)-(yz + yz) + (xy + xy)(yz + yz)- = 

-(x+y) (x+y) (yz+yz) + (xy+xy) (y+z) (y+z) = 

(xy+xy)(yz+yz) + (iy+xy)(yz+yz) = 

xyz + xyz + xyz + xyz + xyz = 

xz(y+y) + xz(y+y) = xz + xz = X Az. 

Maar nu is x A y E I en y A z E- I en dus 

(x~y)-{y.&.z) + (x.6y)(y.Az) = {xA.y) b. (y.Az) £L. 

Dus x A z e I • Dus x .:! z • 

2°. We zullen eerst het 1 d b · · vo gene ewiJze~: 

x ==Y ==s>-x+u = y+u 

(x+u)-(y+u) + (x+u)(y+u) = 

Vu Ei. B 

XU(y+u) + (x+u)(yu) = i Uy+ X y U = 

(xy + xy) u ~ I. Dus x+us y+u. 
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Stel nu dat x "S. y en u = v ~ Dan hebben we dus x+uey+u. Maar us.v, dus 

we hebben weer y+u=y+v. Dus x+u:e.y+v. 

Op dezelfde wijze wordt het tweede deel van 2° bewezen. 

3°. Dit volgt onmiddellijk uit xAy = x A y. 
We zien dus dat de binaire relatie "=" de B.A.B in residueklassen ver­

deelt (omdat Seen equivalentierelatie is). We beschouwen nu de verzame­

ling B' van deze _klassen, Voor elke xEB 9 stelle [x] weer ·de klasse voor 

waarin x ligt. 

Nu definieren we twee binalre en een unaire operatie op B' door: 

( X 1 + [ y 3 = [ x+y ] 

= [ xy] 

= [ x]. 

Dat deze definities zinvol zijn volgt onmiddellijk uit het feit dat de 
0 beschouwde equivalentierelatie een congruentierelatie is .(dus uit 2 en 

3° zie boven). 

Het is makkeHjk in te zien 9 dat hierdoor B' een B.A. wordt metals nul­

element [ 0] en als eenheidselement [ 1 J . 
(We wijzen er nog even op dat [ 0] = I 9 hetgeen makkelijk in te zien is.) 

Tenslotte defini.eren we een afbeelding h : B op,.. B' die als volgt gede· 

finieerd wordt 
h(x) = [ X] • 

Bewering his een homomorphe afbeelding waarvan de kern I is. 

We hebben n.l. 

h (x+y) = [ x+y ] = [ x ] + [ y ] = h (x) + h (y) enz. 

Verder: 
Kern h = { x : h(x) = [o]}= I. 

We zullen nu t:enslotte nog bewijzen, dat B' eenduidig door I bepaald is 

( op i. somorphi smen na) • 

ZiJ. 1 s* .,,, A i · h* B op> B* h h fb ldi n. • een .c •• en z· J : een omomorp ea ee ng, 

* waarvan de kern I is. Nu is het eenvoudig te,zien, dat B eveneens iso-
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morph is met de algebra.van residueklassen van ·Ben deze is isomorph met B. 

Opm. De B.A.B' wordt vaak met B/I aangeduid. 

Opm. Indien x-' y 9 dan is natuurlijk [ x J~ [ y] • Het omgekeerde is niet 

altijd waar. Wel hebben we: 

(x], [Y]<=~,[x][Y]- = [o] < 9 

(xy]= (o]~xyEI. 

Samenvattende kunnen we zeggen: 

Zij Been B.A. Er is een eeneenduidige correspondentie (op isomorphismen 

na) tussen de idealen van Ben de homomorphe afbeeldingen van Bp zodat met 

elke homomorphe afbeelding van BP dat ideaal van B correspondeertp dat de 

kern is van de homomorphe afbeelding. 
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Cursus Boolese algebras 

28.1.63 

Voortbrenging van idealen 

Zij.I
1 

en 12 twee idealen van een Boole'se algebra. Met 11 v12 bedoelen 

we het kleinste ideaal, dat 1
1 

en 12 bevat. Zo'n kleinste ideaal bestaat 

zeker, Het is n.l. - zoals gemakkelijk te zien is - de verzameling 

theoretische doorsnede van alle idealen, die 1
1 

en 1
2 

bevatten. 

Bewering: 1
1 

V 12 ={ x : x = u+v, uE- 1
1

, v~ 12 } • 

Bewijs: Deze verzameling van elementen xis zeker een ideaal. lmmers, 

indien xl = ul+vl, x2 = u2+v2 dan xl+x2 = (ul+u2) + (vl+v2). Tevens heh-

ben we dan indien t~ x = u+v, dan is t = tu.+ tv en tu E. 1
1

, tv e; 12 • Elk 

ideaal dat 1
1 

en 12 bevat moet zeker elk element van de vorm u+v
1 

u 4:- 1
1

, 

vt I 2 bevatten dus de bovenstaande verzameling is inderdaad het kleinste 

ideaal, dat 1
1 

en I 2 bevat. 

PrH~:im:i:deaHm, 

Zij B een B.A. Een ideaal I van B is een pri.emideaal indien 1 ° I '#- B, 

2° xy E. I..,... minstens een van de elementen x en y behoort tot I. 

Een ideaal I van Bis een maximaal ideaal, indien J > I, J '#- I, J een 

ideaal impliceert dat J = B. 

In elke B.A, is het begrip pri.emideaal en maximaal ideaal hetzelfde, 

zoals uit de volgende stelling blijkt. We voeren nog even een notatie 

in. De B.A., die uit slechts 2 elementen Oen 1 bestaat, stellen we 

steeds voor 2. 

Stelling. 

Zij Been B.A. Zij I een 1deaal van B. Dan zijn de volgende voorwaarden 

gelijkwaardig 

(i) I is een pri emi deaal 

(ii) Voor elk element xE.B, of X of xEI 

(iii) 
I 

I is een maximaal ideaal 

(iv) A/I ~ 2. 



=23= 

Bewijs (i) ~ (ii) xx = 0 ~I. Dus minstens x of x E- I. Stel x en x ~I. 

Dan 1 = x + x EI 9 dan B = I. Tegenspraak. 

(ii) =>(iii} Stel I c J, I -/:. J 9 3 x E.. J 9 x 1 I. Dus x ~ I 9 dus x E- J. Dus 

], = X + i € J. Dus J = B. 

(iii)~(i) Stel xyEl 9 x{,I. Beschouw (x)VI = B. Dan 1 = z+u 0 uE.I 0 

z " x • Dus y = yz + yu E. I • 

(i) ~ (iv) Stel x,j.I 1 yt/,1 9 dan xe.I 0 yE-I dus xy + xyE-I. 

( i V) ~ ( u st e 1 xy E I 9 X 11 9 dan y 6 I. 

We herhalen nog even het lemma van Zorn. Zij Peen gedeeltelijke geor= 

dende verzam.eling. Indien elke keten in Peen bovengrens heeft 0 dan 

heeft Peen maximaal element. 

Grondstelling van priemidealen 

Zij Been B.A. Voor elk element xi- 0 9 bestaat er een priemide:aal I, 

zodan:i.g dat x, I. 

Bewijs. Zij M = {I, x ,j, I 9 x E. I, I een ideaal van B. M is niet leeg, 

want (x) t. M. Het is duidelijk dat indien I/ 9 f ~ r een keten van M 

is, (gedeeltelijk geordend onder verzameling theoretische ordening) d~n 

/tr I! is een bovengrens van deze keten, die ook tot M behoort. Dus 

heeft M een maximaal element. Zij K zulk een maximaal element. We zul= 

len a:antonen, dat K een priemideaal is. Stel J :::i K 9 J -/:. K. Dan x E. J, 

maar ook x Ei: J, dus 1 ~ J, dus J = B. 

Stelling. De verzameli.ng theoretische doorsnede van alle idealen van 

een Boole' se algebra i.s het nulideaal. 

Het bewijs volgt onm:iddellijk uit de voorafgaande stelling. 

Defini tie. Een verzameling If,/ e f1 van priemidealen van een Boole' se 

algebra B9 heet een Stone familie, indien rrr If= (0). 

Stelling. Zij Seen familie priemidealen van B. Dan zijn de volgende 

voorwaarden gelijkwaardig. 

(i) Sis een Stonefamilie 

(ii) Indien X 6 B, X -/:. o, 3 I es 9 zodat X 1 I 
(iii) Indim1 x en y€B, xf,y 9 3I~S, zodat x,f.I, y6I. 
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. Bewijs. (i) ~(ii) volgt oruniddellijk. 

(ii)~(iii) xy f. 0 9 3 l~Sp zodat xyf,I, dus x + y€I, dus y.E I, 

x~I, x/I. 
(iii) (i) neen voor y = O. 

Verzamelingenlichaam 

Ren klasse F van deelverzamelingen van een verzameling V, heet een (ver­

zamelingenlichaam) indien F gesloten is onder de verzameling theoretische 

operaties. 
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Cursus Boolese algebras 

Vraagstukken 1. Elk eigenlijk ideaal kan tot een priemideaal voortgezet 

worden. 
2. In een atomistische Boole'se algebra is 1 de som van alle 

atomen. 

3. Bewijs dat de Boole'se algebra van eindige en co-eindige 

deelverzamelingen van de oneindige deelverzameling precies een priemideaal 

heeft, dat geen hoofdideaal is. 

4. Een hoofdideaal (a) is precies dan een priemideaal, indien 

·a een atoom is. 

We zullen nu de eerste hoofdstelling (Stone) van de representatietheorie$ 

bewijzen. 

Stelling. 

Elke Boole'se algebra is isomorf met een verzamelingenlichaam. 

Bewijs. 

Zij Been Boole'se algebra. Zij tf'een verzameling, die hetzelfde cardinaal­

getal heeft als de verzameling der priemidealen van B. We kunnen derhalve 

de elementen (punten) van <f' door p1 voorstellen, waarbij I een priemideaal 

van Bis. Zij B' de Boole'se algebra van alle deelverzamelingen van (j_ We 

defini~ren nu een afbeelding h van Bin B' en we zullen bewijzen dat deze 

afbeelding een isomorfisme is, waarmee we dan de stelling bewezen hebben. 

his als volgt gedefini~erd 

h (x) = { Pr : X ¢ I' Pr e (ji} 
We bewijzen nu achtereenvolgens 

(i) h(x+y) = h{x) U h(y) 

Stel p1 fh(x+y)~x+y,I ~ minstens x of y, stel x,I=}p
1

E-h(x)==:>, 

Pr 6 h(x) U h(y). 

Stel p1 eh(x)uh(y) ==9- minstens p1 Gh(x) of p1 E-h(y), stel p
1

e h(x)~ 

X f I =;:,,x+y ¢ I -:::::;> Pr ~ h (x+y) . 

(ii) h(xy) = h(x) n h(y) 

Pr(:. h(xy) ~ xy,,, I{==:> X, I ,Y, I 

~ p; E h(x)' Pr E h(y) ~ PrG h(x) ('I h(y). 



(iii) 

(iv) 

h(O) = 0. Dit is triviaal, want etk priemideaal bevat o. 
h(l) = C/'. Dit is ook triviaal, want geen priemideaal bevat 1. 

Uit (i) - (iv) volgt dat h een homomorfe afbeelding is (merk op, dat 

i.de1·daad volgt dat h(x) = h(x)- .) Derhalve is het beeld van B een 

verzamelingenlichaam (een deelalgebra van B'). We moeten nu nog slechts 

aantonen, dat h een isomorfe afbeelding is. Dit doen we door te bewijzen, 

dat de kern van h het nulideaal is. 

(v) his een isomorfe afbeelding. Stel h(x) = 0. Voor elk element x~O, 

bestaat er een priemideaal I, zodat x t/I (Grondstelling priemidealen). 

Hieruit volgt dat h(x) = 0 impliceert x=O. 

Hiermede is de stelling bewezen. 

Gereduceerd lichaam 

Een verzamelingenlichaam F, van deelverzamelingen van een verzameling ~ 
(kort aangeduid met (F,9'°) heet gereduceerd, indien voor elk tweetal 

punten p and q6g;" , er een element X6F bestaat, zodat p€X, qfX, 

Bewering. Het in de bovenstaande stelling geconstrueerde lichaam is 

gereduceerd. 

Bewijs. Stel pl ~ qI • Dan I
1 

i 12 . 
1 2 

zodat x ¢ 1
1

, x E. I
2

• Derhal ve p
1 

e. 

heeft de gewenste eigenschappen. 
1 

Opmerking. 

Dan bestaat er een element x ~B, 

h(x) en q
1 

fjh(x). Dus X = h(x) 
2 

Het is niet moeilijk uit bovengenoemd bewijs (van de hoofdstelling) 

af te lei.den, dat di t bewijs doorgaat ook indien men voor ~ niet de 

verzameling van alle priemidealen neemt, maar slechts een Stone­

familie. 

Dus: 

Elke Boole'se algebra Bis isomorf met een verzamelingenlichaam, dat 

bestaat uit deelverzamelingen van een willekeurige Stone-familie en 

Priemidealen van B. 
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Cursus Boole'se algebras 

26-2-63 

Enige begrippen uit de topologie 

Zij X een verzameling (ruimt- ) • ZiJ (J e,n • e •zame ling van deel verzamelin­

gen van X d' e aan de volge de ,·o rwaarden voldoet; 

1. O' is gesloten onder eindig- doorsnijding 

2. O' is gesloten rnder (eindige en oneindige) veren·· ging 

3. <pea 
4. XE-0', 

We zeggen, dat X een topologische structuur bezit (kort: Xis een topo­

logische rui~te), die b·paald wordt door O'. De elementen van (J' worden 

de open deelverzamelingen van X genoemd. 

Aan elke verzameling X kunnen vele topologische structuren verleend 

worden. De twee "uitersten" zijn: 

1. O' ~ verzameling van alle deelverzamelingen van X (discrete topologie) 

2. (J = { ¢ ,X} (indiscrete topologie) . 

Zij X een topologische ruimte. Een basis voor de topologie van Xis een 

verzameling, van open deelverzamelingen van X, zodanig dat elke open 

deelverzameling de vereniging van elementen van de basis is. 

Een subbasis is een verzameling van open deelverzamelingen, zodanig dat de 

verzameling van eindige doorsnijdingen ervan een basis is. 

Omgekeerd: elke verzameling van deelverzamelingen, die gesloten is onder 

eindige doorsnijding kan al~ basis voor ~entopologie dienen. Analoog kan 

elke verzameling van deelverzamelingen als subbasis voor eentopologie 

dienen. 

Zij X een topologiscbe ruimte. Een deelverzameling A van X heet gesloten, 

indien het complement A van A open is. 

X heet Hausdorff indien aan de volgende voorwaarde is voldaan: 

Voor elk tweetal punten pen q bestaan twee open verzamelingen U en V, 

zoda t p ~ U, q ES V, U n V = ~. 
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X heet compact 9 indien voor elke overdekking van X met open deelverzame­

lingen9 dus Un U = X, er een eindige parti~le overdekking bestaat, i ~.- p 
dus er bestaat een r l C r 9 r l eindig, zodat U Uy= X • 

~ r -,. 
i 

Zij X en Y twee topologische ruimten. Een afbeelding f X ~ y heet 
-1 

continu , indien voor elke open deelverzameli,ng U van Y, f (U) open is. 

f : X~Y heet een homeomorphe afbeelding, indien f eeneenduidig is en 

fen f-l continu zijn. 

Voorbeeld 

* Zij X een oneindige verzameling. Zij X de verzameling die verkregen 

~ordt door aan X een element p toe te voegen. We definieren een topolo­

* gische structuur op X door als open verzamelingen te definieren: 

it 
X g 

it­
deelverzameling van X 

3°, elke deelverzameling van X. Elke co-eindige 

die p bevat. 

Opgaven. 1, Bewijs dat op deze wijze een topologie gedefinieerd is, 
it" 

2. Bewijs dat X Hausdorff is. 

3, Bewijs dat X * compact is. 

4. Bewijs dat de open- en gesloten ("clopen") deelverzamelingen 

de eindige deelverzamelingen van X zijn en de co-eindig0 

' X~ d' b t deelverzameling van ; ie p evat en 

5. Bewijs, dat de open- en gesloten deelverzamelingen een 

basis vormen. 

Zij X een topologische ruimte. X heet 0-dimensionaal, indien X een basis 

bezit van open- en gesloten deelverzamelingen. 

Zij (A) de volgende eigenschap: 

Voor elk tweetal punten pen q bestaat een open- en gesloten deelver­

zameling U van X ·zodat pf: U, qt/- U. 

Opgave, Bewijs dat voor een compacte ruimte X de eigenschap (A) equiva­

lent is met de nuldimensionaal. 

Merk op 9 dat bovenstaand voorbeeld nuldimensionaal is. 

Een compacte 9 nuldimensionale Hausdorffruimte heet een Boole'se ruimte. 
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Topologische representatie van een Boole'se algebra B. 

Zij S(B) de verzameling der priemidealen Pr en F = { h(x) x EB} • 

h(x) ={Pr, xfr, I priem} • Fis een lichaam. 

We voorzien S(B) van een topologische structuur door F als basis te 

nemen. 

Stelling. S(B) is Hausdorff, nuldimensionaal, compact. 

Bewijs.1. Hausdorff. Zij p1 iq1 dus r1 -:/. I 2 , dus3 x,xE.B, xe.1:i_, 
,1 1 2 x f- r2 , dus p1 .,. h(x), p1 ~ h(x). 

1 2 

Dus 

2. Nuldimensionaal. De elementen van F zijn clopen. 

3. Compact. Stel /tr h(xf) = S(B) en stel rl..J. rl h(x,_> ,'. S(B) 

voor elke P1 ,l;. r, r 1 eindig.(Merk op, dat we ons beper­

ken kunnen tot bedekkingen met elementen van de basis.) 

,"'fr. l x j i 1 voor elke eindige r l C r , Dus het ideaal I dat 

voortgebracht wordt door de verzameling { xf, j Er} is eigenlijk. Dus 
~ ~ « 

I kan tot een priemideaal I voortgezet worden. Dus alle xf e I • 

Dus Pr* r;/. h(x 11) voor alle Jt.r. Dus U h(x/) i S(B). Tegenspraak. 
a t er 
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Syllabus Boole'se algebras 

11,3 .63 

We hebben dus bewezen, dat S(B) nuldimensionaal, Hausdorff en compact 

is. De basis voor de topologie van.S(B) bestaat uit alle verzamelingen: 

{ h(x) : x EB} . We willen nu nog bewijzen, dat elke open- en -gesloten 

deelverzameling van S(B) een element van de basis is. 

Bewijs. Zij dus U een open- en -gesloten deelverzameling van S(B). Dus, 

U = r'tr h(x / • :j EB • Maar U is een gesloten deelruimte (zie beneden) 

van S(B) en dus is U compact, Derhalve bestaat er een eindige deelver­

zameling r l C r , zo dat U = r~r.. h(xl). Maar de verzameling {h<~_,t> .,~rt 
is een lichaam dat isomorph is met B en dus U = U h(xr> = h( ::[: x,>, 

J'E-r1 j£r1 
waarmee het gestelde bewezen is, 

Relatieve topologie 

Zij X een topologische ruimte en zij ¥ €en deelverzameling van X. We 

kunnen dan aan Y een topologie toekennen op een natuurlijke wijze als 

volgt: 

De verzameling van open deel verzamelingen is { U A Y, U open in X } • Het 

is duidelijk dat deze verzameling aan de eisen op blz.27 voldoet. We 

zeggen, dat Y de relatieve topologie bezit en we spreken over de deel­

ruimte Y van X (met de relatieve topologie), Is Y open (gesloten) in X, 

dan spreken we over de open (gesloten) deelruimte Y van X. 

Het is duidelijk, dat als { Uj, fer} een basis voor de topologie van 

X is, dan is { U j' fl Y, j" tS fl} een basis voor de re la ti eve topologie van 

Y. 

Stelling. Een deelruirnte Y van een Hausdorffruimte Xis weer Hausdorff. 

Bewijs. Zij p,qE.Y. Dan bestaan er twee open deelverzamelingen u
1

,u
2 

van X, zodanig dat p E- u
1 

,q e u2 , u
1 

n u
2 

-= 0, Maar dan is ook 

(U
1 

fl Y) f'i (U
2 

nY) = 0, Dus Y is Hausdorff, 

Stelling, Een gesloten deelruimte Y van een compacte ruimte Xis weer 

compact. 

Bewi j s • Zi j u l ' J' tJ,, r 
zodanig dat ;t;r UJ' 

een verzameling open deelverzamelingen van X, 

:) Y, Nu is X n Y open dus Ur U., u (X n Y) = X. 
fE- I 
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Maar X i"' compact, dus er is een eindige deelverz.ameling 

ft r i IJ r U (Xl'a Y) = X .. De;thalve ,;1rl · Ur ::::, Y. 
r C r , zodat 

1 

We keren nu terug tot onze beschouwingen over Boole'se rulmten en Boole'se 

algebras, 

Zij dus Been Boole'se algebra. We hebben gezien, dat S(B) een Boole'se 

ruimte is, zodanig dat B isomorph is met het lichaam van de open- en 

-gesloten deelverzamelingen van S(B). Dus aan elke Boole'se algebra Bis 

een Boole'se ruimte S(B) (de Stone ruimte of de duale ruimte van B) toe­

gevoegd, 

Het is eenvoudig in te zien dat indien B
1 

en B
2 

isomorphe algebras zijn, 

dan zijn S(B
1

) en S(B
2

) homeomorphe ruimten. 

Zij nu omgekeerd X een nuldimensionale, compacte Hausdorff ruimte. We 

kunnen dan aan X een Boolese ruimte B toevoegen, zodanig dat S(B) homeo­

morph met Xis (dus de Boole'se ruimte van Bis precies X). 

We nemen n.l. voor B het. lichaam van de open- en -gesloten deelverzame­

lingen van X. We moeten dan nog bewiJzen, dat de Stone ruimte van B 

homeomo:rph met X is. Daartoe moeten we een afbeelding f : S (B) ~ X 

construeren die "op" is en homeomorph. 

We stellen de punten van S(B) weer voor door Pr, waarbij r een priem­

ideaal van Bis, Zij nu I een priemideaal van B, dan is het niet moei­

lijk in te zien, dat bij een eenduidig bepaald punt qr van X hoort, zo 

dat q1 buiten elk element U ligt, dat tot r behoort (U is dus een open-

.en -gesloten deelverzameling van X). We stellen nu h(pr) = qr. 

Opgave, Bewijs dat h " op is en een homeomorphe afbeelding. 

Het bovenstaande kan nu kort als volgt samengevat worden: 

Stelling, Er bestaat een eeneenduidige correspondentie tussen Boole'se 

algebras en Boole'se ruimten (op isomorphismen en homeomorphismen na). 

rdealen 

We zullen nu de idealen van een Boole'se algebra B topologisch voor­

stellen. 

We herinneren er nog even aan, dat de idealen van een Boole'se algebra 

Been lattice vormen, onder verzameling theoretische insluiting, zodat 
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:i:
1 

V I
2 

= { x+y v x 6 r
1

, y ~ I 2 } 

r
1 

A I
2 

= I
1 

n I
2

. 

Di t lattice zullen we ':J noemen en we merken op, .dat J zelfs een vol­

ledig lattice is. 

We hebben dan 

r c r 
1 

r l eindig ., 

= 

We beelden nu de idealen van B af op de open deelverzamelingen van S(B). 

Zij n. l. I een ideaal. Zij O(I) = U h(x) (waarbij met h de afbeel-
XE. I 

ding van blz,25 bedoeld is). 

Het is duidelijk dat O(I) open is. 

Stelling. De afbeelding I--;,, O(I) is een isomorphe afbeelding van het 

lattice1;J' op het lattice O' van de open deelverzamel.:.ngen. 

Opmerking. ()' is inderdaad een lattice, zoals gemakkelijk te zien is 

Conder verzamt.ling theoretische insluiting). 
'0 

I\ ~ =(n OJ)~ 
1~" u J~r Men heeft V O"".f = U 0-1, 

i '= r a 

waarbi.j voor elke .deelverzameling U v u0 
de grootste open deelverzame­

ling voorstelt, die in U begrepen is. 

Bewijs van de stelling. 

(i) Zij I
1 

c. I
2

, we moeten dan bewijzen 9 dat 0-(!
1

) C <i(I
2
). Indien 

p £ O"(I
1

) 9 dan bestaat er een x e. B, zodat p.s h(x) c. _0-(1
1
). Het is 

makkelijk te zien, dat xE. I
1 

dus x6I
2

v dus h(x)~ I
2

, dus pe 0-(!
2
). 

(ii) O"(I
1

) =0'0
2

) dan moeten we bewijzen, dat r
1 

= 1
2

, maar dat 

volgt orun7ddelli.jk uit de definitie. 

(iii) Zij 0-(I
1
)C.0(I

2
) dan moeten we bewijzen dat I

1 
C I

2
. Ook dit 

is eenvoudig in te zien. 

,. 
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Opgaven 

1. Bewijs dat de hoofdidealen van B met de open- en -gesloten deelver­

zamelingen van S(B) corresponderen. 

2. Bewijs dat de priemidealen met de complementen van de punten van 

S(B) corresponderen. 

3. Bewijs n.a.v.2. dat elke Hausdorffruimte eenT1 ruimte is (d.w.z. 

elk punt van is gesloten). 
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Syllabus Boole'se algebras 

25.3,63 

We hebben dus gezien, dat de :i,dealenvan een Boole'se algebra Bin eeneen- · 

duidige corrE:ispondentie zijn met de open deelverzamelingen van S(Bl. 

Zij nu Been Boole'se algebra en I een ideaal van B. We willen nu de 

Stone ruimte van B/I bekijken. 

Stelling, De Stone ruimte S(B/I) van B/I is S(B)"' O(I), waarbij O(I) die 

open deelverzameling van S(B) voorstelt,· die correspondeert met I. 

Opm. We wijzen erop, dat S(B) "'O(I) een gesloten deelruimte van S(B) is 

en derhalve compactj) Hausdorff en eveneens nuldimensionaal en derhalve 

een Boole'se ruimte. 

Bewijs. Het is duidelijk 9 dat indien U en v .. twee open- en gesloten deel­

verzamelingen van S(B) zijn, dan zijn U' = ·u n (S(B)"' O(I) en 

V' c:. V f\(S(B)/'\tO(I) open- en gesloten deelverzamelingen van S(B) ,v O(I) •. 

Verder hebben we dat U' = V' ~ (U' fl V) U (U f\V') C O(I). Di t betekent 

dus dat de collectie deelverzamelingen 

{ U' : ~• = U f\ (S(B),vO(I)), U open-:- en gesloten in S(B)} 

een verzamelingenli.chaam is 9 dat isomorph is met Bil. Nu is S(B) rv O(I) 

compact en we kunnen dus concluderen, dat alle open- en gesloten deel­

verzamelingen van S(B) N O(I) op deze wijze verkregen worden. Hierui.t 

volgt inderdaad dat S(B) N O(I) de Stone ruimte is van B/I. 

Opmerking. Is omgekeerd X een gesloten deelruimte van S(B), dan bestaat 

er natuurlijk een ideaal I,zodanig dat X de Stone ruimte van B/I is. I 

is n.l. dat ideaal van B, dat met BN X correspondeert. 

We willen ons nu met het topologische beeld van deelalgebras van B bezig 

houden. Eerst bewijzen we de volgende 

Stelling. Een continue afbeelding f van een compacte ruimte X in een 

Hausdorffruimte Y is gesloten (d.w.z. indien Uc X, U gesloten, dan 

f(U) gesloten). 

Bewijs. Stel U is een niet lege gesloten deelverzameling van X. We mogeh 

aannemen, dat U -1. X. We zullen nu bewijzen, dat elk punt p~Y,vf(U) ligt 
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in een open deelverzameling van Y, die zelf weer in YIV f (U) bevat is. 

Zij q een willekeurig punt van f(U). Aangezien Y Hausdorff is, bestaat 

er een open deelverzameling V(q), zodat q e. V(q) e~ p 4, U V(q) (=afslui­

ting V(q)). Xis compact en U is gesloten, dus U is een compacte deel-

ruimte van X. Dus is f(U) een compacte deelruimte van Y. Nu is LJ V(q) 
q 6 f(U) 

een overdekking van f(U) en dus bestaan er punten q1 ,q2 , •• ~,qn 

zodanig dat q{)f(U) V(qi) een overdekking van f(U) is. Het is nu een-
1 n 

voudig in te zien, dat Y N( U V(q.)) een open deelverzameling is, 
i=l 1 

die p bevat en die in Y ,v f(U) bevat is. 

We zullen nu aantonen, dat indien C een deelalgebra van Bis, dat S(C) 

een continu beeld van S(B) is. Eerst bewijzen we enige lemma's. 

Lemma 1. Zij Been Boolese algebra en C een deelalgebra van Ben zij I 

een priemideaal van B. Dan is In C een priemideaal van C. 

Het bewijs is zeer eenvoudig en wordt aan de lezer overgelaten. 

Lemma 2. Zij I een priemideaal van C. Dan bestaat er een priemideaal 1* 

* van B, zodat I fl C = I. 

Bewijs. Zij I' het :l;deaal van B, dat voortgebracht wordt door I. Het is 

duidelijk, dat I' n C = I. Verder is I' evenals I een eigenlijk ideaal. 
.. * Derhalve bestaat er een priemideaal I van B, zodat I ::> I'. Nu is 

blijkbaar, f' f\ C ::>I. Maar I* fl C is een priemideaal van C en dus eigen-
-,,. 

lijk, maar I is maximaal, dus I ll C = I. 

We bewijzen nu de volgende 

Stelling. Zij Been Boole'se algebra en zij C een deelalgebra van B. 

Dan bestaat er een continue afbeelding f : S(B) ~ S(C). 

Bewijs. We zullen de priemidealen van B "ordenen" door de punten van 

S(B). Hetzelfde geldt voor C. We defini~ren nu een afbeelding 

f : S(B)-.+S(C) als volgt. 

Voor elk punt pE.S(B), f(p)E.S(C) is bepaald aoor If{p)=Ipnc (verg. lemma 

1). Deze afbeelding is duidelijkerwijze "op" volgens lemma 2. We zullen 

nu bewijzen, dat f de continue afbeelding is. We kunnen volstaan met te 

bewijzen, dat voor elke open- en gesloten deelverzameling U van S(C) , 

f-1 (U) open- en gesloten in S(C) is. We zullen nu de isomorphe afbeel­

ding van Bop het lichaam der open- en gesloten deelverzamelingen van 
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S(B) door h voorstellen en van Cop de open- en gesloten deelverzamelingen 

van S(C) door h', 
-1 

ZiJ nu U - h' (x), x E. C, We beweren nu 9 dat h(x) = f (U). We hebben n,l. 

-1 
p E. h (x) 4=:>x f I <;=> x f- I f'\ C <=> f (p) ~ U .....+- p E. f (U). 

p p 

Hiermede is de stelling bewezen, 

We kunnen natuurlijk omgekeerd bewijzen, dat indien S(B) en S(C) de Boole'se 

ruimten van twee B,~, 's Ben C zijn, en f : S(B) op> S(C) is een continue 

afbeelding 9 dan is C isomorph met een deelalgebra van B. De deelalgebra van 

B is de verzameling{ f-1 (U) : U open- en gesloten in S(C). 

Verband tussen homomorph~ afbeeldingen en continue afbeeldingen. 

Zij h : B-+C een homomorphe afbeelding. Dan is h(B) een deelalgebra van C 

en dus correspondeert hiermee een continue afbeelding f van S(C) op S(h(B)) 

die tegelijk een gesloten (f = gesloten!) deelruimte van S(B) is. Het ver­

band tussen hen f is klaarblijkelijk gegeven door 

f-l(U) = h(U) = U fl f(S(h(B}) 

voor elke open- en gesloten deelverzameling van S(B). 

Meer algemeen: 

epimorphisme <=--+- homeomorphe afbeelding in 
(horn, afb, op) 

monomorphisme ~ continue afbeelding op 
(isom,afb. in) 
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Syllabus Boole'se algebras 

8 en 22 april 1963 

Als een toepassing van de behandelde theorie zullen we de vrije Boole'se 

algebras behandeleri. 

Zij Been Boole'se algebra en E een verzmneling voortbrengenden van B. 

(Dus Bis de kleinste deelalgebra van B die E bevat.) 

Bis vrij op Ep indien voor elke Boole'se algebra C en voor elke afbeel­

ding h : E ➔C 9 h voortgezet kan worden tot een· homoinorphe ·afbeelding . 
.... 

h : B-+C. 

-it· . 
Lemma 1. h is eenduidig bepaald. 

~ *• . Bewijs. Stel h en h zijn beide voortzettingen van h. 

Stel X = { x : h~(x) = hit-*(x) 0 xe B }• l{et is niet moeilijk in te z:i.en, 

dat X :> E en dat X een deelalgebra van Bis. Derhalve is X,,,. B en·dus 
·* -It-all" 
h = h • 

-Stelling. 

· Stel B
1 

is vrij op E19 B
2 

vrij op E
2

• Dan geldt: B
1 

en B
2 

zijn isomorph · 

_dan en sle~hts dan I E
1 
I = \ E

2
·1 

Bewijs. 

(i) Stel I E
1 
I = \ E

2 
j ~ .Dus er b?staan 1.1-duidige afbeeldingen 

op+ E 
2 

. • * . 
Nu bes~aan er homomorphe voortzettingen h1 .en h2 van h

1 
l;:ln h2 zo dat 

* 4lc -It-it -1--11 h
1 

: B
1 
-+ B

2 
em. h

2 
: B

2 
~ B

1 
• Nu is h

2 
h

1 
: B

1
--+- B

1 
en h 2 h

1 
E

1 
= h2h

1 
. 

* * maar h2h1 = 1 9 dus volgens lemma 1 geldt h2 h1 = 1. Evenzo geldt 

* * * * . " .ti h1 h2 = 1 9 derhalve zijn h1 en h2 isomorphe afbeeldingen op Pen 

dus zijn B1 en B2 isomorph. 

(ii) Stel B1 e:n B2 zij:n ism.orph. In .geval B1 en B2 onei:ndig zijn-vvolgt 

orunicl,cl:ellijk dat I E1 I = I E2 j O want het cardinaalgetal van een onein:dige 

Boole'se algebra 1s hetzelfde a.ls dat van een verzameling voortbrengen­

den (waarom?). 
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Stel nuv dat I B1 I= ( B2 j = e1ndig en stel I E1 I= m, I E2 I= n 9 m> n. Er 

bestaat een afbeelding h : E
1 
~ E

2 
die tot een homomorphe ~fbeelding 

* • h : B
1

--;,.B
2 

voortgezet kan worden. Maar h is niet eeneenduidig 9 dus 

J B
1 

\ > I B
2

1, Tegenspraak. 

Uit het bovenstaande theorem.a volgt 9 dat indien voor elk cardinaalgetal 

ct 9 een B.A. bestaat 9 die vrij is op een verzameling E 1 IE I= Dt 9 van 

voortbrengende~ 9 dan is deze eenduidig bepaald. Duiden we hem aan met B 

dan is jB~l = ~ 9 indien ~ oneindig is. We zullen straks zien, dat 
n 

B = 2
2 

9 indien CX. = n = eindig. 
n 

De existentie van Bo! voor elk cardinaalgetal C( wordt bewezen door de. 

duale ruimte van Bot te construeren. 

Zij T 9 a E.A een familie topologische ruimten. Beschouw het cartesische 
a 

product X T = 
«.E.A a 

verzameling van alle functies x op A 9 zodat voor elke 

a 6.A 9 f(a) Go T • We topologiseren X T 
- a aEA a 

door een subbasis te defini~ren 

voor de open deelverzamelingen. Hiervoor nemen we de verzamelingen 

{x : xaEf. U} 9 waarbij t! een open deelverzameling van Ta is en xa: - x(a) 

(dus de :ade coordinaat.van x. We zien 9 dat de eindige doorsnijdingen 

van de elementen van de subbasis een basis voor X T8i$ijn,en elkf,:l open 

d 1 1
. . . . b. . 

1 
aetA ·· ee verz:ame :1.ng .1.s een veren.1.g1ng van asise em·en en. 

Het .is eenvoudig in te zien 9 dat indien elke T Hausdorff is dan.is het 
a 

topologische product eveneens Hausdorff. Verder geldt de stalling van 

Tychonoff (zie Kelley p.143)p dat indien elke T compact is, dan is ook 
a 

het topologische product ©ompact. 

Cantorruimten 

We zullen nu in het vervolg met het symbool 2 de ruimte bestaande uit 2 

punten 9• met de discrete topologi'e 9 aanduiden. 

Zij nu ot. een cardinaalgetal; dan beschouwen we het topologische product 

van ex copie~n van de ru.imte 2. Deze ruimte noemen we de Cantorruimte .. c 
Uit het bovenstaande volgtp dat indien we de punten van 2 door Oen 1 

voorstellen 9 dat de elementen van de subbasis van Cot de verzamelingen 

{ X X = 1» X E.C l a elke a eA 
XE. Ca(,} 

·voor 
{x X = 09 I A I = a Ct.. 

de lege verzameling_0 
,. 

de hele ruimte cct. 
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· Het is dui.del:iLjkp dat elk element van de subbasis open - en gesloten is 

e_n de_rh~.lye ts ,e,.~k .element. van de basis eveneens open- en geslot-en •. 

I:lieru:it volgt, dat CO(. nul-dimensionaal :ls. Tevens is CtX Hausdorff en 

compact (vl:ns de stelling van Tychonoff). Derha.tve . s eel een Stone 

ruimte. 

We mer.ken op dat elkeopen- en. gesloten deelverzameling een element van d~ 

basis moet z:ijn. (Ga di t nap het volgt ui t de compactheid van Cot. • ) 

We be•,1 . J7.en nu de volgende 

Stelling, 

De Boole'se algebra B van alle open- en gesloten deelverzamelingen van 

Cat is de vrije Boole' se algebra Bot. op fl.. voortbrengenden. 

Bewijs. Zij voor elke a~Ap 

a-i:J,,={x: x = 1 :x:e:.C ·t 
a P ot.J 

Nu is elk element van B een eindige vereni.ging van ei.ndige doorsnijdingen 

* van elementen a en hun complementen, Derhalve is de verzameling 

E = { a* : a ~ A } een verzameling voortbrengenden en I E I = of. • 

We zullen bewijzen 9 dat B vri.J op E ts. 

ZJJ C een. Boole'se algebra. We ide:ntlficeren C met het li.chaam van de 

open- en gesloten deelverzamelingen van S (C). Zij h : E _.,C een afbeel-' 

ding .van E in C. Nu def:!ni~ren we een afbeelding f : S(C) ➔ C 

(f(y)) = 1 ind:ien y i.h(a, *) 
a 

(f (y)) ""' 0 :indien. y;. h (a~). 
a. 

als volgt: 

We beweren» da.t f een continue a.fbeeld:ing i.s. In.derdaad voor elke a 6 A, 
-1 ~ -tt -1 it 1 * 1 geldt f (a)= h(a) en f ((a) ) = (h(a)) • Dus het inverse beeld 

van een subbasisch element is open-, en gesloten. Derhalve is f continu. 

Nu .is rr:et f ee:o. homomorphe afbeelding h •: B -.C verbondenp - zodanig dat 

h*(u)-= f=
1u voor elke open- en gesloten deelverza.meling Ue.C:. 

Nu is h*<a*) = f-·l(a~ = h(a.*L Derhalve is h* een voortzetting van hen 

h:ierm.ede i.s dus bewezenv dat B«. = B. 

Opmerki.ng. Aangez:ien en discreet is indien n eindig is, vol.gt hieruit, dat. 

de vr:i.je Boole' se algebra B op een eindig aantal .. . n het aantal elemente:o. 
2n 

voortbrengenden 2- 1s 
2n 

deelverzamelu1gen 2 

(het aantal punten· van B is 2n en dus het .aantal 
n 




