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I. ABSTRACTE ALGEBRA

g81. Operaties

Met een zeker recht kan men beweren dat de moderne abstracte
algebra samenvalt met de studie van operaties. Met name gaat het daarbij

om de binaire operaties, maar ook ééntallige operaties spelen een

belangrijke rol; voor meertallige operaties (n-aire operaties met n2_3)
is dit slechts in mindere mate het geval.

Door een ééntallige operatie T, gedefinieerd in een verzameling X,
wérdt aan ieder object x uit X (we noemen x ook een element van X, en
schrijven kortweg: x € X) een nieuw object T(x) uit X toegevoegd. In

exacte vorm:

Definitie 1. Een ééntallige operatie in een verzameling X is een afbeel~-

ding van X in zichzelf.

Voorbeelden.

a) X is de verzameling der reéle getallen; T(x) is het getal - x.
b) X is de verzameling van alle natuurlijke getallen; T(x) = xz.

c¢) X is de verzameling van alle mensen; T(x) is de vader van x, als x

een vader heeft; zo niet, dan is T(x) dezelfde persoon als X.

Door een tweetallige of binaire operatie T, gedefinieerd in een
verzameling X, wordt aan ieder geordend paar (x,y) van objecten x,y uit
X een element van X toegevoegd. Alle geordende paren (x,y) van objecten
X,y uit X vormen tezamen weer een verzameling, die men gewoonlijk aan-
geeft metWX x X. De exacte definitie van een binaire operatie kan dan

als volgt geformuleerd worden:



Definitie 2. Een binaire operatie in een verzameling X is een afbeel~-

ding van X %X X in X.

Voorbeelden.

d) X is de verzameling der reéle getallen; T(x,y) = X.y.

e) X is de verzameling van de positieve gehele getallen; T(x,y) = %7 .

£f) X is de verzameling der re&le getallen; T(x,y) = y-x.

g) X is de verzameling der rationale getallen; T(x,y) is het kleinste
der beide getallen x,y. '

h) X is de verzameling der gehele getallen ongelijk nul; T(x,y) 1is de
kleinste positieve gemene veelvoud (k.g.v.) van x en y.

i) X = {0,1,4,5,6,9} ; T(x,y) is het eindcijfer van 5x+6y.

j) X is de verzameling van alle deelverzamelingen van het platte vlak;
T(x,y) is de vereniging van x en y: T(x,y) = x VY.

k) X is de verzameling van alle deelnemers aan het ori#nterend collo-

quium '"'Groepentheorie en lineaire algebra'; T(x,y) = x.

In deze 1lijst voorbeelden zullen sommige U natuurlijk voorkomen,
andere daarentegen gekunsteld aandoen. Daarbij ondervindt U hoogst
waarschijnlijk als natuﬁrlijk die binaire operaties die ontleend zijn
aan de ... algebra!

Het gebruik van de bekende binaire operaties uit de 'gewone"
algebra «=— + , =~ , P - wordt gewoonlijk weergegeven door het
operatiesymbool tussen de variabelen te plaatsen: x+y, x-y, etc.

In aansluiting hieraan zullen we in het vervolg van deze paragraaf een
willekeurige binaire operatie T, bij toepassing op variabelen x en vy,

schrijven tussen x en y; dus: xTy i.p.v. T(x,y). Gemakshalve zullen we
daarbij vaak als symbool voor een binaire operatie niet T, maar bijv. *

kiezen (en later meestal het teken . ).

Verreweg de belangrijkste binaire operaties zijn de associatieve

operaties.



Definitie 3. Zij * een binaire operatie in X. De operatie * heet

associatief indien, voor willekeurige X,y,zZ & X:

Xk (yx z2) = (X% y)* 2z .

Voorbeelden.
De operatie . in voorbeeld d) is associatief. Evenzo de operaties
in g); h), i), Jj) en k). Daarentegen zijn de operaties in de voorbeelden

e) en f) niet associatief, daar i.h.a.

( xy)z # x(yz)

z-(y-x)#4(z-y) -x .

Een andere belangrijke eigenschap die een binaire operatie al of

niet kan bezitten is de commutatieve eigenschap.

Definitie 4. Zij % een binaire operatie in X. De operatie * heet

commutatief indien, voor willekeurige x,y € X:

X%y = Yy * X

Voorbeelden. )
De operaties in de voorbeelden d), g), h), j) zijn commutatief; de

operaties in e), f), i), k) zijn zulks niet.

Definitie 5. Zij * een binaire operatie in X. Een element e van X heet

een neutraal element t.o.v. * indien voor iedere x € X geldt:

X% e = ex X = X .
Voorbeelden.
In voorbeeld d) is 1 een neutraal element t.o.v. . . Evenzo is in

voorbeeld h) het getal 1 een neutraal element t.o.v. kleinste gemene

veelvoud. In j) is de lege verzameling ¥ een neutraal element t.o.v. U .
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Voor de operaties in de voorbeelden e), f), g), i) en k) bestaat geen

neutraal element.

Voorbeeld.
1) (deelstelsel van g)). Y is de verzameling van alle rationale getallen
97

< i3 X*vyv-= min(x,y).

97

In dit geval is er een neutraal element t.o.v. * , nl. i1i3 °

Stelling 1. Zij * een binaire operatie in een verzameling X. Dan bezit

X ten hoogste één neutraal element t.o.v. *

M.a.w.: Als er een neutraal element bestaat t.o.v. * , dan is dit on-

dubbelzinnig bepaald.

Bewijs van stelling 1. Stel zowel ey als e, is een neutraal element

t.o.v. ¥, Voor willekeurige x ¢ X en y € X geldt dan:

(0}
o
]
]
~«
(0]
]

v .
Nemen we i.h.b. x = e_ en y = e, , dan vinden we:

Er volgt dat e, = e

We besluiten deze paragraaf met de invoering van een laatste be-

grip:

Definitie 6. Zij * een binaire operatie in een verzameling X, en stel X
bevat een neutraal element e t.o.v. * . Een element x ¢ X heet

inverteerbaar indien er een y & X bestaat zodanig dat

X*y = y*x = e



Vobrbeelden.

In voorbeeld d) is een getal x inverteerbaar dan en slechts dan
indien x # 0. In voorbeeld h) bestaat er weliswaar een neutraal element
(nl. 1), maar behalve dit neutrale element zelf is geen enkel element
inverteerbaar. Ook in j) is het neutrale element (hier §) het enige

inverteerbare element.

Stelling 2. Zij * een associatieve binaire operatie in een verzameling

X, en stel X bevat een neutraal element e t.o.v. *. Voor iedere x € X

bestaat er ten hoogste één y zodanig dat

X %y

1l

Yy X = e

Bewijs. Stel X %k y1 =¥, % X = e en X x y2 = y2 * X = e.

Dan is Vo=V xe=y ok (Bxy,) = (y; *x X)ky,=exy, =7,

Als * een associatieve binaire operatie is in X, met neutraal ele-
ment e, en x is inverteerbaar, dan bestaat er dus precies één y zodanig

dat x * y = y * x = e. Dit element y noemt men de inverse van X.

Voorbeeld.

In voorbeeld d) is de inverse van x # O het getal % .

§2. Groepen.

Definitie 1. Een gﬁgﬁg is een verzameling G, voorzien van een binaire

operatie *, met de volgende eigenschappen:

(1) * is associatief; m.a.w. x % (y * z) = (x * y) * z, voor alle
X,y,z2 € G.

(2) G bevat een neutraal element t.o.v. * ; m.a.w. er bestaat een e € G
zodanig dat x * e = e ¥ X = X voor alle x € G.

(3) 1Ieder element van G is inverteerbaar; m.a.w. voor iedere x € G is

er een y € G zodanig dat x * y =y * X = e.



Voorbeelden.

a) G is de verzameling der reé&le getallen, * is de normale optelling:
X% y =X+ Y. ‘

Het neutrale element is 0; de inverse van x is -«

Deze groep zullen we voortaan aangeven met (R,+).

b) G is de verzameling der rationale getallen; * is de normale optel-
ling. '

Deze groep zullen we voortaan aangeven met (Q,+).

c¢) G is de verzameling der gehéle getallen; * is de normale optelling.

Deze groep zullen we voortaan aangeven met (Z,+).

~d) G is de verzameling der reéle getallen # 0; * is de normale ver-~

menigvuldiging: X * y = X . ¥.

Het neutrale element is 1; de inverse van x is x

Voor deze groep schrijven we in het vervolg (R',.). Op analoge wijze

wordt de multiplicatieve groep (Q',.) van alle rationale getallen # O

gedefinieerd.

e) G is de verzameling van alle deelverzamelingen van het platte viak;

de operatie * voegt aan twee deelverzamelingen x en. .y toe hun symme-

trisch verschil, d.w.z. X % y is de verzameling van alle punten van het

vlak die hetzij tot x, hetzij tot y, maar niet tot beide behoren.

’(Het neutraie element is de lege verzameling @; de inverse van x is x

zelf). |

f) Zij g € R, ¢ > 0. In R definiéren we een binaire operatie +_ aldus:

als x e R, ye R, dan zij x +q y het getal t zodanig dat t € Rq ='[Q,q)

{u: 0 iyu < q} terwijl voorts x + y = t (mod q) (met a = b (mod q) wordt
altijd bedoeld Eéh € Z).Men kan nagaan dat (Rq,+q) een groep is.

g) Wanneer men in f) overal de verzameling R vervangt door de verza~-
meling Q der rationale getallen, dan verkrijgt men groepen (Qq’+q) die
evenals de groepen (Rq,+q) uit f) oneindig zijn. Vervangt men echter in
f) overal R door Z, dan verkrijgt men de bekende restgroepen modulo g

(g is nu een natuurlijk getal}). Deze groepen (Zq,+q) zijn alle eindig!
h) Zij T de verzameling van alle complexe getallen z met |z| =1 en zij

de gebruikelijke vermenigvuldiging van complexe getallen. Dan is

(T,.) een groep.



i) Verschillende deelstelsels van T zijn ook groepen. Zij bijv.
213 o2qi (n-1)271
n n <1 . .

Cn = {1,e , e y, eee ,€ } (n een natuurlijk getal).

Iedere (Cn") is een groep.

j) De groepen (Cn") uit voorbeeld h) zijn eindige groepen.

Een eindige groep wordt:dikwijls gedefinieerd door de elementen expli-
Vciet neer te schrijven en de groepsoperatie door een tabel (vermenig-
vuldigingstafel) vast te leggen. Zo is de vermenigvuldiging in C4 e.g.

vagtgelegd door de volgende3tafel (kortheidshalve schrijven we a voor
n mi ’

2 i 2
e”, bvoor e en c voor e ~ ):
llalbijc
1 albjc
+bjc|l
b d1ell
c clillatib

De rij en kolom buiten de dubbele strepen laat men daarbij dikwijls weg
(ze worden toch binnen de tabel gereproéuceerd).

Een andere groep met 4 elementen is de zg. viergroep van Klein

(v,.), waar V = (e,a,B,y) (€,0,8,Y¥ zijn vier onderling verschillende
maar overigens willekeurige eiementen), terwijl de groepsoperatie

gedefinieerd is door de tafel

™
<
QI ] <

<1 ™ R
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k) Een andere eindige groep is de groep (G,*), met G = {e,p,q,r,s,t}

en vermenigvuldigingstafel

eyplalr]sit
P riqltils
rieltlaip
ris|tjelpla
tlsiple|r
tiaip rije

1) Zij G de verzameling der imaginaire getallen (d.w.z. de complexe
getallen z = x + iy, X en y re&el, met y # 0), en zij * de aldus gede-

finieerde binaire operatie in G:
z % w = Re(z) + w.Im(z) = x + wy~.

Dan is (G,*) een groep(met i als neutraal element)..

m) Zij G de verzameling van alle permutaties van een zekere verzameling
X; als f @ Geng €& G, dan zij feg die permutatie van X die aan x € X
toevoegt f£(g(x)). Dan is (G,9) een groep. (Een permutatie van een ver-
zameling X is een één-éénduidige afbeelding van X op zichzelf).
Opmerking. Als X een eindige verzémeling is, zeg met n elementen, dan
geeft men een permutatie f van X dikwijls weer in de vorm van een matrix
met twee rijen en n kolommen; in de eerste rij rangschikt men de ele-

menten van X, en onder ieder element noteert men zijn f-beeld:

Xl Xz X3 e e Xn

f(xl) f(xz) f(x3) ce f(xn)

Opgave 1. Ga na dat de groepen, aangegeven in de voorbeelden a) t/m m),
inderdaad voldoen aan de eisen van definitie 1. Ga voor elk dezer
groepen na wat het neutrale element is, en wat de inverse is van een

willekeurig element x.



Het is gebruikelijk de binaire operatie * van een groep (G,*) de

groepsvermenigvuldiging te noemen, en deze ook als een vermenigvuldiging

te schrijven, i.e. x.y of xy te schrijven 1.p v. X % y In dit verband

noemt men het neutrale element van de groep meestal het eenheidselement.

. -1
De inverse van een element X noteerst men dan met x
Een uitzondering op deze gebruiken maakt men bij vele commutatieve

groepen.

Definitie 2. Een groep (G,*) heet commutatief of abels als de groeps-

operatie * commutatief is.

Opgave 2. Ga na welke van de groepen in a) t/m m) commutatief zijn, en

welke niet.

In een commutatieve groep wordt de groepsoperatie * vaak weergegeven
met + (ookal is het niet de "nmormale'" optelling van getallen); het
neutrale element van G noemt men dan het nulelement van G; voor de
inverse van x € G schrijft men -x. k

N.B. Voor abelse groepen wordt dikwijls de multiplicatieve notatie

gebruikt; voor niet-commutatieve groepen gebruikt men echter nimmer de

additieve notatie. M.a.w. het is een conventie slechts dan een groeps~

operatie aan te geven met + , wanneer deze groepsoperatie commutatief is.

Opgaven.

3. 2ij X = {1,2,3,4}. Bewijs dat de permutaties

'1234) 1234) 1 2 3 4 1 2 3 4
\1 2 3 a4/, \2 12423/, \3 2412/ ,\24 3 21

een groep vormen, en stel de vermenigvuldigingstafel op.

4. Stel de vermenigvuldigingstafel op van de groep van alle permutaties
van de verzameling {1,2,3}. Evenzo de additietafel van (ZG’+6) (zie

voorbeeld g)).
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5. Onder het complement van x verstaan we 1-x.
Beschcocuw nu de volgende instructies:
¢ = neem het complement van ... ;
r = neem dé reciproke van ... ;
t = neem het tegengestelde van ... ;
e = doe niets met ... ;
cert = neem het tegengesteldevan een object; neem de reciproke van het
resultaat, pauzeer nu even; neem tenslotte het complement van
wat ge reeds verkregen had.
Ieder woord uit de letters ¢, r, t en e stelt, zodoende, een operator
v or. Ond:-r het produkt van twee woorden w, en w_ , in deze volgorde,

1 2

verstaan w: het woord wlwz. Dus tec.cert - teccert.

A) Te bewijzen: tt = rr = cc = e; tr = rt; crc = rcr, teccert = r.

B) Bewijs dat e, r, t en rt een abelse groep vormen. Bewijs dat ieder
woord uit de letters e, r en t gelijk is aan een der vier elementen van

die groep.

C) Bewijs dat e, r, ¢, rc, cr en rcr een niet-abelse groep vormen {en
dat het "woordenboek op deze drie letters’ uitsluitend deze zes opera=-

toren bevat).

D) Bewijs dat e, t, ¢, tc, ct, tct, cte, tcte, ctct, ... enz.
een oneindige groep vormen, met als abelse ondergroep de verzameling

e, tc, ct, tectec, ctet, tetete, ctctet, ...

E) De onder C) gevonden groep wordt "de harmonische groep' genoemd.
Welke zes functies ontstaan wanneer men de operaties van de harmonische
groep toepast op de functie sin2 x ? Welke zes dubbelverhoudingen ont-

staan, wanneer men een dubbelverhouding (ABCD) tot uitgangs-object neemt?
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g§3. Eigenschappen van groepen

Zi3 (G,.) een groep met eenheidselement e. De inverse van een element
X zullen wij noteren met xﬂl.

In (G,.) gelden de volgende eigenschappen:

1) Voor ieder tweetal elementen a en b van G zijn de vergelijkingen
a.x = b en y.a = b éénduidig oplosbaar

Bewijs. Zij a—l de inverse van a, dan zijn x = a—l.b én y = b.a_1

oplossingen van de vergelijkingen.

Dit zijn ook de enige oplossingen, daar uit a.x = b volgt

-1.b =$-(a_1.a).x = a—l.b = e,.X = a_l.b = x =a .b.

1 = b.a_l ==p y.(a.a—l) = b.a

-1
a .(a.x) = a
Evenzo volgt uit y.a - b, (y.a).a—
= y.e - b.a-l-g y - b,a_l.
Gevolg 1. Het bovenstaande impliceert dat als a.x = a.y dan is x - vy,
en uit x.a = y.a volgt ook dat x = vy.

Gevolg 2. Als a een element is van G met a.a = a , dan is a = e,

Opgave 1.
Zij G een verzameling met een associatieve binaire operatie . 26 dat
de vergelijkingen a.x = b en y.a = b oplosbaar zijn voor alle a,b € G.

Dan is (G,.) een groep.

2) Voor ieder tweetal elementen a en b van G geldt

@H?t-a
(a.; - pla™t,
Bewijs. Uit a t.a = a.a © = e volgt a )™t = a (1. st. 2).
Verder is (b~1.a_1).(a.b) = b_l.(a_l.a.b) = b—l.b = e en
(a.b).(b—l.a—l) = (a.b.b_]‘).a—'1 = a.a—l = e

Hieruit volgt dat (a.b)-1 = b_l.anl.
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3) Zij a een willekeurig element van de groep (G,.) en Aa de afbeelding
~van G in G die aan een element x € G het element a.x toevoegt.

Dan is Ka een 1-1 duidige afbeelding van G op zichzelf.

Bewijs. Stel Aa(x) =‘Xa(y). Dan is a.Xx = a.y en dus x = y (gevolg 1,
eigenschap 1).

De afbeelding Aa is dus 1-1 duidig.

We bewijzen nu dat )a een afbeelding op G is, d.w.z. isder element y

uit G komt inderdaad als beeld voor.

1l
Q
[
<
i
<

Immers stel x = a-l.y, dan 1s hé(x)

Opmerking 1. Zij (G,.) een groep en a € G. Stel aG ={ a.x] X e G}.

Uit eigenschap 3) volgt dan dat :aG G voor iedere a € G.

Definitie 1. Zij (G,.) een groep met eenheidselement e.

Wij definiéren nu door inductie:

o
a = e

al = (an—l).a - n natuurlijk getal
-n -1.n

a = (a7)

Bewijs zelf de volgende stelling.

Stelling 1. Zij a,b € G, dan geldt
n m n+m
a .a = a

n.
@H™ =" n,m geheel

(a,b)n - atp" als a.b = b.a

Opmerking 2. Indien men in een groep G de additieve notatie + gebruikt,
sbhrijft men n a inplaats van an

Stelling 1 krijgt dan de volgende vorm.

Stelling 1'. Voordéeder tweetal elementen a en b van (G,+) geldt
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na+m.a= (ntm)a
m(n a) = (m.n)a

n(a+b) = na +nb n,m geheel,

Definitie 2. Zij (G,.) een groep met eenheidselement e, Het kleinste
natuurlijke getal n met an = e heet de orde van a, a € G.
Notatie: #(a) = n,

Als er geen natuurlijk getal n is met a® = e, dan heet de orde van a

oneindig: ¢(a) = oo ,

Er geldt: 6(e) = 1, en: als a # e, dan ¢(a)> 1,

' § 4. Homomorphismen en isomorphismen

Definitie 1, Een homomorphisme van een groep (G,*) in een groep (H,®)

is een afbeelding @ van G in H met de volgende eigenschap:
@ gy =x)O ¢k

voor allé x,y e G,

Indien bovendien ieder element van H optreedt als beeld van ten-
minste &én element van G (kortweg: als @(G) = H), dan heet ¢ een ho-
momorphisme van (G,*) op (H,®). In dit geval heet de groep (H,®) een

homomorph beeld van de groep (G,*).

Voorbeelden.

a) De additieve groep (R,+) der re&le getallen (vh. 2a) kan homomorph
worden afgebeeld op de nmultiplicatieve é;oep (T, .) der complexe getal-
len z met ‘zl = 1 (vb. 2h). Een homomorphisme van (R,+) op (T,-) is
bijvoorbeeld de afbeelding ¢ , gedefinieerd door

2% ix

(2) g x) =e (x € R)

b) De groep (R,+) kan homomorph worden afgebeeld in (R',.) (vb. 2d);

.een homomorphisme van (R,+) in (R',:) is bijv. de afbeelding ¢ met
(3) px) = e (x eR).

N.B. ¢ 1is een homomorphismein (R',.), maar niet een homomorphisme op

(R',.) (vgl. opgave 3).

L
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c) Zij R" de verzameling van alle positieve re&le getallen. Dan is
(R",-) een groep, en deze groep is een homomorph beeld van de groep
(R,+) (de atbe:lding ¢ uit vb. b) is een homomorphisme van (R,+) op

(R", ).

d) Iedere groep (Rq,+q) (q>0; zie vb. 2f) is een homomorph beeld
van (R,+); een homomorphisme van (R,+) op (Rq,+q) wordt gegeven door
de ‘afbeelding (?q’ die aan x € R toevoegt dat getal y &€ Rq, waarvoor
geldt: x =y (mod q).
e) Zij q» 0, en zij YW de volgende afbeelding R —» T:
4 2®ix a
(@) | x) =e ¢ (s €R).
¥q 5

Dan is een homomorphisme van (R ,+ ) op (T,:).

\{fq p (q, ¢ °p & )

f) Zij n een natuurlijk getal., De groep (Zn,+n) (vb. 2g) kan homomorph

worden afgebeeld op de groep (Cn,-) (vb. 2i), en omgekeerd,

Verzamelingentheoretisch intermezzo. Stel f is een afbeelding van een

verzameling A in een verzameling B, g een afbeelding van B in een ver-
zameling C. De samengestelde afbeelding van A in C die aan a € A toe-
voegt g(f(a)) ¢ C, wordt aangegeven met g o f. Indien f zowel 1-1~
duidig is als een afbeelding van A op B, dan is f ondubbelzinnig om-

- -1
keerbaar; voor de omkeerafbeelding schrijven we f .,

Stelling 1. Zij ¢ een homomorphisme van (G,*) in (H,®), en YV een
homomorphisme van (H, @) in (K, &). Dan 1s Y o ¢ een homomorphisme van
(G,*) in (K, 4A).

Bewijs. Voor willekeurige x,y € G geldt:

(Yep)x*y) =y¥@x*xy) = y@x)o ¢(y)) =y@)ayg(y))=
= (Yo@)(x) & (Yol (y).

Voorbeeld.
g) Het homomorphisme van (R,+) in (T,.), gedefinieerd in voorbeeld a),
is de compositie van het homomorphisme ?1 : R-a—Rl uit vb. d) en het

homomorphisme ¥, ¢ Bj—T uit vb, e).
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Stelling 2. Zij ¢ een homomorphisme van (G,*) op (H,®). Indien ¢

‘1-1-duidig is, dan is cp—l een homomorphisme van (H,®) op (G,%*).

Bewijs, Stel u,ve H; zij x =qa"1(u), y =tp-1(v). We moeten aantonen:

(P—l (u© v) = x % y. Inderdaad, daar @ een homomorphisme is geldt
PExy) = pIO @) =uov,
waaruit het gestelde volgt,

Definitie. Een l1-~1-duidig homomorphisme van een groep (G,*) in (op)

een groep (H,®) heet een isomorphisme van (G,*) in (resp. op)(H,®).

Twee groepen (G,*) en (H, ®) heten isomorph indien er een iso-

morphisme van (G,*) op (H, ®) bestaat.

Stelling 2 kan nu ook zo -geformuleerd worden: als @ een isomorphisme is
van (G,*) op (H,®), dan is ‘P-—l een homomorphisme (ja, zelfs een iso-
morphisme) van (H,®@) op (G,*).

Isomorphe groepen beschouwt men binnen de algebra als 'essen-
tieel gelijk''. Anders geformuleerd: slechts die eigenschappen van een
groep (G,%) zijn algebraisch belangrijk, die behouden blijven onder

isomorphismen, die (G,*) dus deelt met alle ermee isomorphe groepen.

Voorbeelden.
h) Het homomorphisme ¢ in voorbeeld b) is een isomorphisme van (R,+)
in (R',.). Het homomorphisme ¢ in voorbeeld c) is een isomorphisme

van (R,+) op (R",.), met als invers isomorphisme lp—l de afbeelding
-1 +

(5) @ “(u) = logu (ue R,

i) Voor ieder matuurlijk getal zijn de groepen (Zn,+n) en (Cn,°) iso~-

morph.

J) Zij q € R". De groepen (Rq,+q) en (T,.) zijn isomorph; de afbeel-
ding \[fq uit vb. e) is een isomorphisme van de eerste dezer groepen

op de tweede, waarvan het inverse isomorphisme de vorm

6) v, @ = g are@ (z €T
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heeft (met arg(z) bedoelen we het argument van het complexe getal z,

en wel met de conventie: 0 £ arg(z)< 27).

Als £ ;: A-»B en g : B=»C beide l1-1-duidige afbeeldingen zijn,
dan is 0ok gof : AwsC l-l-duidig. Dit feit, tezamen met stelling 1,

impliceert:

Stelling 2. Z1j ¢ een isomorphisme van (G,*) in (H,®) eny een iso-
morphisme van (H,®) in (X, A). Dan isy o ¢ een isomorphisme van

(Gy*) in (K, &).

Voorbeclden,

k) Stel p en q zijn positieve re&le getallen., Daar y? en ykq (gede~
finieerd als in vb.e) 1somorph1smen van (Rp ,+ ) resp. (Rq,+q) op
(T,.) zijn, volgt dat \V o pr een 1somorphlsme van (Rp,+p) op

(R + ) is (voor yf zie ook vb. j). Alle gTOffen (Rq’fq)’ q >0,
z1Jn dus onderling 1somorph. (De afbeelding yvq o yfp heeft een

zeer eenvoudige vorm:

-1 ‘. q
7 ° X)—= o= X
(7 | W, oY= ox,
" voor willekeurige x € Rp).

1) Alle groepen (Qr’+r) (r positief rationaal) zijn isomorph (vgl.
vb. k).

N.B. Twee verschillende groepen (Zn,+n), (Zm,+m) (n,m natuurli jke

getallen, n # m) zijn nooit isomorph!

Stelling 3. Stel (G,*) en (H,®) zijn groepen; zij e het neutrale
element van (G,%), e' het neutrale element van (H,®), en zij zowel
in ¢G,*) als in (H,®) de inverse van een element X aangegeven met
xbl.' Indien ¢ een homomorphisme is van G in H; dan 'is: 7,

e’;

¢ (e)
@ (xﬁl)

It

(<f(x))—1, voor alle x & G.

Bewijs.- Uit e * e = e volgt @ (e)o cp(e) = q?(e) -(p(e) ® e'; dus
¢(e) = e' (vgl. §3 gevolg 2). U1t X % X -l x . % x = e volgt
voorts dat ¢ (x) @ (p(x ) —(p(x )o cp(x) = Cp(e) = e', Dit betekent
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dat (F(x_l) de inverse is van ¢ (x) in (H,®) (vgl. § 1 stelling 2).

Definitie 3. Zij (G,*) een groep. Een endomorphisme van (G,*) is een

homomorphisme van (G,*) in zichzelf. Een automorphisme van (G,*) is

een isomorphisme van (G,%) op zichzelf.

Voorbeelden,

m) Zij q een redel getal. De afbeelding cuq : R-+R die x € R afbeeldt
op ¢.X is een endomorphisme van (R,+). Als g # 0 is aaq zelfs een iso-
morphisme yan (R,+) in zichzelf; cuq is echter slechts een automorphisme

indien q = 1.

n) E-enzo is de op analoge wijze gedefinieerde afbeelding tur': Q- Q,
r rationaal, een n‘om rphisme van (Q,+), terwijl voor gehele n de af-

beelding w, met wn(x) = nx een endomorphisme is van (Z,+).

) Zij (Im,*) de groep uit vb. 21. De afbeelding ¢ met

(8) ¢(z) = i.Im(2)

is een endomorphisme van (Im,%).

Notatie. De verzameling van alle endomorphismen van een groep (G,*)
geven we aan met g(G,*); voor de verzameling van alle automorphismen

van (G,*) schrijven we /¢(G3*).

Binnen E (G,*) is de afbeeldings-compositie ©® een associatieve
binaire operatie. Deze operatie is i.h.a. niet commutatief (vgl. stel=-
ling 5 hieronder). Wel is er een neutraal element t.o.v. o , nl. de
identieke afbeelding € : €& (x) = x, voor alle x € G, Als G meer dan
één element bezit is niet ieder endomorphisme inverteerbaar in de zin
van de binaire operatie © in & (G,*); het endomorphisme lfe 3(G,*) is
nl. dan en slechts dan inverteerbaar t.o.v. o , als ¢ een ondubbelzin-
nig omkeerbare afbeelding is in de gebruikelijke zin, d.w.z. als @
1-1-duidig is en bovendien G op zichzelf afbeeldt (GA DIT NA:). Anders
gezegd: de inverteerbare elementen in & (G,*) zijn juist de automor-

phismen van G,

Stelling 4. Zij (G,*) een groep. Dan is ook C/Q(G,*),o ) een groep.
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Bewijs. We merkten reeds op dat o associatief is. De i1dentieke afbeel~
ding € van G 1s een automorphisme, dus (.14, o ) heeft een neutraal ele-
ment, Als ? een automorphisme is van (G,*), dan ook ¢_1, dus ook aan

het derde postulaat uit de definitie van een groep (8 2 def.l) is vol-

daan, &

Interessante en belangrijke voorbeelden van automorphismen zijn

de zog. inwendige automorphismen. Zij (G,*) een groep. Als a € G, dan

schrijven we ':a voor de volgende afbeelding G -+ G:

Ta(x) =a % X ¥ a~t (xe G).

Bewering: Ta is een automorphisme van G. ,
Bewi js. Voor willekeurige x,y € G geldt (we schrijven weer e voor het

neutrale element van G):

- -1 - -
Ta(x*y)_ = a¥xky*a L akxkexyka = akxx(a 1*a)*y*a L

(a*x*a_l) * (a*y*a_l) =‘|‘;a(x) ﬁ'i‘l:a(y).

Derhalve is 'ta een endomorphisme. En ‘ta is omkeerbaar, dus een auto-
morphisme (vgl. opgave 1), want de werking van ‘Ca wordt ongedaan ge-

maakt door 'ca_l :Ta_lo Ta = Eg.

De automorphismen van (G,x) van de vorm 'ca,aeG, noemt men de

inwendige automorphismen van (G,*). De verzameling van alle inwendige

automorphismen van (G,x) zullen we aangeven met fy(G,*).,

Opmerking. Het kan gebeuren dat 'Ca = T terwijl a # b, Ingeval (G,x)

b’
commutatief is valt zelfs ieder inwendig automorphisme "Ca samen met

de identieke afbeelding €.

Stelling 5. De toevoeging (p ) -—v-T.'a is een homomorphisme van (G,#*)
op (¥ (G,%), o),

Bewijs. Daar ¢ (a * b) =T
= 'Ca o T

, moeten we aantonen dat T =
a % b a *x b

b ofwel dat T . b(x) = (T,e ‘Vb) (x) = 'L‘a('tb(x)) voor alle

x &€ G. Inderdaad is
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(a*b)*x*(a*b)_l = a*b*x*b_l*a_1 =

i
o
~~
X
A4
]

a x

a * (baxsb ke " = ax(v, ()T =T (T ().

Opgaven.

1.

10,

Stel X en Y zijn verzamelingen; £ : X-—»Y zij een afbeelding die
een omkeerfunctie g : Y~»X heeft (d.w.z. g(f(x)) = x voor alle

x e X en £(g(y)) = y voor alle y € Y).

Bewijs dat £ 1-l-duidig is, en dat fX = ¥ (d.w.z. f is een af-

beelding van X op Y).

Bewijs dat de permutatiegroep uit § 2 opg.3 isomorph is met de
viergroep van Klein (vb, 23j). Evenzo dat de harmonische groep

(§26pg,50) isomorph is met de groep in vb. 2k,

Bewijs dat de viergroep van Klein en de groep C, niet isomorph

4

zijn, Evenzo dat de harmonische groep en C. niet isomorph zijn.

6
Bewijs dat er geen homomorphisme van (R,+) op (R',.) bestaat.

Hieruit volgt dat (R,+) en (R',.) niet ispmorph zijn.

Bewi js dat iedere groep die isomorph is met een abelse groep

zelf abels is.

Ga na welke van de groepen in de voorbeelden uit § 2 isomorph

kunnen worden afgebeeld in de groep CXn,*) uit voorbeeld 21,

Bepaal alle endomorphismen van (Z,+). Evenzo alle automorphismen
en alle inwendige automorphismen., Volgens stelling 6 is (jﬂz,+),o)

een homomorph beeld van (Z,+); is het ook een isomorph beeld?
Zij (G,x) de groep uit vb. 2k. Beschrijf de groep (A (G,*), ©).

Bewijs dat de binaire operatie o in E(Ga*) niet commutatief

is zodra de groep (G,x) niet commutatief is.

Is het omgekeerde ook waar, m.a.w. volgt uit het abels zijn van
(G,*) noodzakelijk dat o in € (G,%) commutatief is?

(Aanwijzing: neem voor (G,%) de viergroep van Klein).

Is de afbeelding ¢ , gedefinieerd door (2) (vb.a) het enige iso~-

morphisme van (R,+) op (T,.)?
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12.

13.

14,

15,

16,
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Is de afbeelding de_1°' y/p (zie formule 7, vb, k) het enige iso-
morphisme van (R_,+ ) op (R_,+ )?

P p’p p(q:_q
Bestaan er homomorphismen van (Rp,+p) op (Rq,+q) die geen isomor-

phismen =zigjn?
Bestaan er endomorphismen van (R,+) die geen automorphismen zijn?

Stel n en m zijn natuurlijke getallen.

A, Als er een homomorphisme van (Zn,+n) op (Zm,+m) bestaat, dan 1is
m een deler van n,

B. Als er een isomorphisme van (Zn,+n) in (Zm,+m) bestaat, dan is

n een deler van m.

Zij (G,*) een groep. Als a € G, dan zij Pa de afbeelding G-+ G
gedefinieerd door

fa(X)=X*a (x € Q)

X

(de rechts-translaties in G)

A, Bewijs dat iedere Pa een l-1-duidige afbeelding van G op zich-
zelf is, dus een permutatie van G (vgl. vb.2m en § 3).

B. Zij (P(G), o) de groep van alle permutaties van G. Bewijs dat
de afbeelding ¢ : a —p Aa (vgl. § 3) een isomorphisme is van
(G,*) in (£, 0).

(Hieruit volgt de stelling van CAYLEY: iedere groep is isomorph

met een groep van permutaties,)
C. Bewijs dat de afbeelding L & a-—»fa dan en slechts dan een iso-

morphisme is van (G,*)} in (QD(G), o) indien (G,%*) commutatief is.

Als X een verzameling is, dan schrijven we-;? (X) voor de verzame-
ling van alle deelverzamelingen van X. Voor het symmetrisch ver-

schil van twee verzamelingen A en B schrijven we A A B:
Xx€& AABe» Of x€ A Of x € B (maar niet beide).

Bewijs dat de groep (;5(X),A.) i1ingeval X uit twee elementen be~

staat isomorph is met de viergroep van Klein,

Stel X en Y zijn verzamelingen. Bewijs de volgende stelling: Dan
en slechts dan zijn (,p(x), A) en (ﬁ(Y),A) isomorph, indien de

verzamelingen X en Y gelijkmachtig zijn.

&
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8 5. Ondergroepen

Definitie 1. Een groep (H, ®) heet een ondergroep van een groep (G,x)
indién voldaan is aan de volgende twee voorwaarden:
1) H is een deelverzameling van G;
2) de identieke afbeelding € : H~»G (£(x) = x, voor alle x ¢ H) is

een isomorphisme van (H, ®) in (G,*).

De tweede voorwaarde betekent dat x ® y = x % y voor alle x,y € H,
Om deze reden geeft men in een ondergroep de groepsoperatie aan met
hetzelfde symbool als in de grotée groep: men spreekt dus van de onder-

groep (H,*) van (G,*).

Verzamelingentheoretisch intermezzo. Als (H,® ) een ondergroep is van

(G,*), dan kan men het verband tussen ® en * exact weergeven door ge-
bruik te maken van het begrip restrictie van een functie.

Als f een afbeelding is van A in B, en ‘AOC‘. A, dan schrijven we
f] Ao voor de functie die slechts op Ao gedefinieerd is en daar samen-
valt met f : (f(Ao»(a) = f£(a) voor alle a & A s f(Ao) heet: de restric-

tie van f tot Ao° Het verband tussen ® en x is nu als volgt:
(1) © = |Hx H,

(N.B. % is immers een afbeelding GX G-+ G, en ® een afbeelding
HxH-»H, vgl. § 1 def.2).

In het algemeen kan men, wanneer * een binaire operatie is in een
verzameling X, en Y ¢ X, de functie *le'Y beschouwen. Deze afbeelding
is dan en slechts dan een binaire operatie in Y indien uit X,y € Y

volgt dat x * y € Y,

Definitie 2, Zij * een binaire operatie in een verzameling X. Een
deelverzameling Y van X heet stabiel (voor %) indien uit xeY, yeY

volgt vx *y € Y.

Indien (G,*) een groep is, en (H,*) een ondergroep van G, dan is
H stabiel, Maar niet iedere stabiele deelverzameling van G is een on-

dergroep.
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Voorbeelden,

a) (R",.) is een ondergroep van (R',.) (vgl. vb.3c en vb.2d). De ver-
zameling N der natuurlijke getallen is stabiel in (R',.), maar
(N,.) is geen groep en dus ook geen ondergroep van (R',-). In

(R,+) is R'" stabiel, maar (R",+) is geen ondergroep van (R,+).

b) Zij (G,*) een groep, en zij e het neutrale element. Dan is ({e},*)
een ondergroep van (G,x), Voorts is (G,*) een ondergroep van zich-

zelf.

¢) Als m een natuurlijk getal is, dan zij. mZ de verzameling van alle
gehele getallen die deelbaar zijn door m: mZ ={mk i k€ Z} .

Voor iedere m is (mZ,+) een ondergroep van (Z,+).

.d) Zij (Im,*) de groep uit vb., 21. Zij H de verzameling van alle zui-
ver imaginaire getallen yi (y regel, y # 0); (H,%) is een onder-
groep van (Im,*) die isomorph is met (R',.). Zij verder K de ver-
zameling van alle z € Im van de vorm z = x+i; x redel; (K,*) is

een ondergroep van (Im,*) die isomorph is met (R,+)°

e) Stel X en Y zijn verzamelingen en Y € X, Dan is (;@(Y), A) een on-

dergroep van (??(X),A) (voor de notatie zie § 4 opgave 14).

In het vervolg zullen we meestal bij het spreken over een groep
(G,*) de vermelding van de operatie % achterwege laten; we spreken
dus kortweg over de groep G (behalve op plaatsen waar dit tot ver-
warring zou kunnen leiden). Verder zullen we i.h.a. de groepsvermenig-

vuldiging multiplicatief schrijven,

Stelling 1. Zij G een groep, en zij H een niet-lege stabiele deelver-
zameling van G. Dan en slechts dan is H een ondergroep van G indien
met x € H steeds ook x_l tot H behoort. ‘

Bewijs. Als H een ondergroep is van G geldt zeker: x € H-é}{q'e H,
Stel nu dat H een niet-lege stabiele deelverzameling is van G die aan
" deze voorwaarde voldoet. Zij x ¢ H; daar x_1 € H en daar H stabiel is

‘moet x.x-le H, d.w.z. e € H. Nu volgt onmiddellijk dat H een groep is.
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In de practijk geeft de volgende stellihg een betere toets:

Stelling 2. ZiJ G een groep, en zij @ # HcC G zodanig dat x,ye H=>
x,y_l ¢ H. Dan is H stabiel, en H is een groep (en dus een onder-
groep van G).

‘Bewijs. Laat x = y € H; er volgt dat e = X°ymle. H. Zij nu x een

1

willekeurig element in H; ook e»xm1 =x & H, De stelling volgt nu

uit stelling 1.

Stelli g 3. Zij ¢ een homomorphisme van G in H, Dan is ¢ G een on-
dergroep van H.

Bewijs. Stel u,ve ¢G, zeg u = @x), v =¢(y), x,y € G. Dan is
uv_]‘ =@(x)- go(y)'l = ¢(xoy"1)e @ G. Pas nu stelling 2 toe.

Gevolg. Zij ¢'een endomorphisme van G, en zij H een ondergroep van
G. Dan is ook ¢ H een ondergroep van G.
Bewi js. ?lH is een homomorphisme van H in G, en beeldt H af op ¢ H.

Volgens stelling 3 is dus ¢ H een ondergroep van G,

Indien meer in het bijzonder (¢ een inwendig automorphisme 1:a

is, dan heten H en ‘raH geconjugeerde ondqggrbepen van G.

Voorbeeld.,

£) Zij G de groep uit vb. 2k, en zij H = {e,p }. Dan is H een onder-
groep van G. Het inwendige automorphisme ‘ts beeldt H af op {e,t} ;
{e,t} is dus een met H geconjugeerde ondergroep van G. De enige

andere met H geconjugeerde ondergroep van G is {e,z‘}.

Het kan voorkomen dat alle ondergroepen van een groep (G,*), die gecon-

Jugeerd zijn -+t d- ondergr ep H, samenvallen met H,

Voorbeelden,
g) Als G commutatief is, valt ieder inwendig automorphisme samen met
de identieke afbeelding. Voor iedere ondergroep H van G zijn er dus

geen andere geconjugeerde ondergroepen dan H zelf,

h) Zij G de groep uit vb. 2k, en zig H = {e,s,q} . Dan is H een onder-
groep van G, en ieder inwendig automorphisme van G beeldt H in

zichzelf af.
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Ondergroepen met de Juist besproken eigenschap bli ke . uil'’ onder-
1ijk belangrijk te zijn (zie § 5). Zij hebben daarom een eige- naam
verworven: ' ’

Definitie 3. Een ondergroep H van een groep G heet normaal indien

T.aH = H voor ieder inwendig automorphisme ’Ea van G,

Een normale ondergro p h t ook een normaaldeler (voor de reden

zie § 6). De voorwaarde uit definitie 3 kan men ook als volgt formule-
ren: voor willekeurige a,x € G geldt: x ¢ H=p axa-l € H. Of ook:

aHa 1. H voor alle a ¢ G (zie ook opgave ),

Stelling 4. Zij ¢ een homomorphisme van G in H, en zij e' het neutrale
element in H. Dan is (p-l (e') een ondergroep van G.

Bewijs. Stel x e (fl_l(e') en ye tpnl(e'); d.w.z. (P(x) =¢(y) — e'. Dan
is (P(X.y—l) =@(x). ga(y)-l = e', (e')“1 = e'; dus ook x,y—le (p—l(e").
Pas nu stelling 2 toe.

Definitie 4, Zij ¢ een hom.m rphisme van C in H. De ondergroep @ ()

van G heet de kern van ¢ .

Notatie: ¢_1(e') = kern(@).

Stelling 5. Zij gegeven een stelsel ondergroepen H& van een groep G

(et doorloopt een index-vergameling A). Dan is ook eLQA H“ een onder=-
groep van G,

Bewijs. Stel x e JQA Ha eny e'oQA I?:L Voor iedere of € A bellmren dan
X en y tot He( , en dus ook x.y . Hieruit volgt weer dat x.y ec(QA H“.,
M.b.v. stelling 2 volgt nu de bewering.

Opmerking. Als H1 en H2 ondergroepen zijn van G, dan is i.h.a. Hl U H2

niet stabiel en dus zeker geen ondergroep.

Voorbeeld.

i) 2Z en 3Z zijn beide ondergroepen van Z, maar 2Z(J3Z is niet stabiel.

S clling 6. Zij G een groep, A ©¢ G een wirllekeurige deelverzameling.
Dan is er een kleinste ondergroep van G die A omvat.(Deze ondergroep

noemt men de ondergroep van G, voortgebracht door A.)
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Bewijs. Er zijn ondergroepen die A omvatten, bijv. G zelf. Zij nu H
de doorsnede van a le ondergroepen die A omvatiten. Volgens stelling 5
is H een groep; ook 1s A < H; H i- dus de gezocht k einste onde:-

groep die A omvat,

Een andere karakterisering van de ondergroep, voortgebracht door
een verzameling A, wordt gegeven in opgave . Een belangri jk bijzon-

der g-val is de ondergroep voortgebracht door &én element.

Ste ing 7. Zij G een groep. De ondergroep H voortgebracht door een
element - € G bes.aat uit de elementen an, n-0,+1,°2,..,

Bewi js. Alle genoemde elementen moeten zeker behoren tot iedere onder-

g oep die a bevat., Anderzijds vormen ze zelf en .r GA DIT NA!)
Deze groep is dan no dzakel’ gk de kl inst er r. . evat.
Opgav.n.

1. Zij H een ondergroep van een groep G, Nodig en voldoende opdat H
een normaaldcl:r zij van G is dat aHa-lcz H voor iedere a € Q.
Een andere nodige en voldoende voorwaarde is: aH = Ha voor iedere

a € G. Bew1ij. dit.

2, Zij G een groep, A een deelverzameling van G. De ondergroep H van
G, voortgebracht door A, bestaat uit alle elementen x van G die

te schrijven zijn als een eindig product

X = C,eCr+Ce 2.0 » C

1 72 3 n’

waarbij voor iedere i, 1€ i$ n, hetzij qle A hetzi] ci—le A,

3. Zig V het (a.ithmetische) platte vlak, en zij j\.de verzameling van

alle punten x = (xl,xz) € V met geh«le codrdi aten x, ,x_ (het e:-n-

1°72

heidsrooster in V).

A) Zij C de verzameling van alle congruente afbeeldingen van V in

zichzelf; (C,s) is een groep.

B) Zij D de verzameling van alle congruente afbeeldingen van V die
de oorsprong, (0,0) op zijn plaats laten (alle rotaties van V om

(0,0)). Ook (D,s) is een groep; D is dus een ondergroep van C,



C)

D)

E)
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Zij E de verzameling van alle translaties van V, d.w.z. van al die
congruente ‘afbeeldingen ¢ van V in zichzelf waarbij J¢ a’stand tus-
sen x en ¢ (x) constant is, voor x ¢ V. Ook E is een ondergroep van

C.

Zij Co de verzameling van alle ¢ € C die A. 11 :"chzelf afbee. - en.
Bewijs dat C0 een ondergroep is van C, Dan volgt dat ook Do - Dn Co

en Eo = En Co ondergroepen zijn van C,

Bewijs dat iedere @ € Co te schrijven is als een product
B SR PR £

met ?16 Eo’ @2 € D0 en ‘P.S € S, waar ‘S de groep der spiegelingen
van V is: S —{ E,G'} met €(x) = x voor alte x (de identieke afbeel-

ding)..en o-x = -x voor alle x (de echte spiegeling).

Zij Im de groep gedefinieerd in vb. 21), en zij H de verzameling van
alle z € Im met Im(z) =1 (i.e, van - alle z = x+i, x redel). Dan is

H een ondergroep van Im; H 1s isomorph met (R,+).

Zij Im als in opg.4; zij K de verzameling van alle z € Im van de
vorm z = X+i, X geheel., Dan is K een ondergroep van Im; K is iso-
morph met de grootste der twee groepen gedefinieerd in § 2 opgave

5D.
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8 6. Normaaldelers en factorgroepen

Definitie 1. Onder een equivalentierelatie R op een niet-lege verzame-

ling X verstaan wij een deelverzameling R van X ¥ X met de vblgendé‘

eigenschappen:
'10) (a,a) € R voor alle a €& X. (reflexiviteit)
2%) (a,b) € R =»(b,a) € R. (symmetrie)

3°) (a,b) € R en (b,c) € R =) (a,c) € R (transitiviteit).,

Als (a,b) ¢ R, dan zullen we vaak schrijven a ~ b en zeggen "a is equi-
valent met b.. 7 .

Heeft mgﬂhgﬁfgfquivaléntierelatie R op X, dan kan men de elementen van
X in klaSsemﬁZg, dat twee elementen dan en slechts dan tot eenzelfde
klasse behoren indien zij equivalent zijn.

Een equivalentierelatie op X geeft dus een verdeling van X in dis-
juncte klassen, waarbij equivalente elementen in dezelfde klasse liggen
en niet equivalente elementen in verschillende klassen. Omgekeerd is
door iedere verdeling van X in disjuncte klassen een equivalentierela-
tie op X bepaald. Immers, als wij definieren: a & b dan en slechts dan

als a en b im.dezelfde klasse liggen, dan is "nv'" een equivalentie-

relatie.

Definitie 2. Zij H een ondergroep van een groep G en x € G, dan noemt
men de werzameling x H = {x h[ h € H} een linker nevenklasse van H

-in G. Evenzo heet H x =-{h x‘ h e H} een rechter nevenklasse.

Stelling 1. Zij H een ondergroep van een groep G en stei XMy als
x €yH(x, y €G. Dan is "a " een equivalentierelatie.

Bewijs

10) Daar x = x e € x H geldt x e Xx.

2°) Als xm y, dan is x = y h, met h & H.

Dus x h ! = y h 'l yeny €x H, d.w.z. ¥y w X.
30) Als xm y en yw z, dan geldt
X =y hl’ y =z h2 met hl,h2 € H.
Dus x =y h; =z h, h Z)x € z H=)xev z.
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Iedere ondergroep-H van G definieert dus een equivalentierelatie op G.

Uit stelling 1 volgt dat G uiteenvalt in disjuncte linker nevenklassen
x H van H.

Hierbij is x H = y H dan en slechts dan als x¢ y H i.e. als x y_lé H.

Daar H = e H is H zelf ook een linker nevenklasse van H.

Voorbeeld: Zij Z de additieve groep van de gehele getallen en m Z de
verzameling van alle getallen, deelbaar door m: m Z = {m k lk € Z}

m Z is een ondergroep van Z .

Dan zijn de linker nevenklassen van m Z in Z de verzamelingen n + m 2 =
{n +mklk€ Z}. n=0,1,...,m1.

Er zijn dus precies m verschillende nevenklassen.

Twee elementen x en y van Z liggen in dezelfde nevenklasse als

Xx=y+mk, k €%, dus als x =y (mod m).

‘Opmerking 1: Als G commutatief is, dan vallen linker en rechter neven-—
klassen samen: x H = H x,.

Als G niet commutatief is, dan is dit in het algemeen niet het geval.
Kies b.v. voor G de groep gedefinieerd in § 2 opgave 5 C.en voor H de
ondergroep {e,r}.

Dan is ¢ H = {c; cr} # {c, rc} =Hc.

De ondergroepen N van G met de eigenschap dat linker en rechter neven-
klassen samen vallen, zijn juist de normaaldelers van G.

Immers uit § 5 opgave 1 volgt dat een nodige en voldoende voorwaarde

opdat N een normaaldeler zij van G is dat x N = N x voor iedere x € G.

Opmerking 2: Zijn a H en b H twee nevenklassen van H in G; dan kan men
door middel van de afbeelding a h —3b h de klasse a H l-l-duidig af-
beelden op b H.

Twee linker nevenklassen van H in G zijn dus gelijkmachtig; in het bij-
zonder geldt als H een eindige groep is, dat de nevenklassen a H en

b H evenveel elementen bezitten.



. =20

Stelling 2: De afbeelding f : g-éyg_l, g € G is een l=l=duidige af-
beelding van G op G die de linker nevenklassen van-H in G overvoert

in de rechter nevenklassen.

Bewijs:
-1.-1 -1 -1 oy
Daar (x 7) =xXxenx #y als x #y volgt dat £ een l-1-duidige
afbeelding van G op G is.
. -1 =1 -1 -1 -1
Verder is f(a h) =h " a " &€ Ha enha = f(ah 7).

-1
De linker nevenklasse a H gaat dus over in de rechter nevenklasse H a .

Definitie 3. Het aantal linker nevenklassen van H in G (eindig of on-

eindig) heet de index van H in G.

Notatie: [G : H] .

Uit stelling 2 volgt dat het aantal linker nevenklassen gelijk is aan

het aantal rechtep nevenklassen. De index van H in G is dus ook gelijk

aan het aantal rechter nevenklassen van H in G.

Definitie 4. Het aantal elementen (eindig of oneindig) van een groep
G heet de orde van G. '
Notatie: ! G l

Uit stelling 1 volgt onmiddellijk:
Stelling 3. (Lagrange) '
Zij G een eindige groep en H een ondergroep van G.
Dan geldt
el =[GH]|H!
De index en de orde van een ondergroep zijn dus delers van de orde van

de groep.

Voorbeeld

Zij S de groep van alle permutatles van n elementen { 1,,u.,an}n

Dan is 'S | n! Stel dat S =1 de ondergroep is van Sn’ die .estaat
uit alle*permutatles die a, invariant laten.

Dan is Sn—l isomorf met S de groep van alle permutaties van n-1

elementen {al,...,an_1} . Dus 'S E = (n-1)!
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En uit de stelling van Lagrange volgt dat

[S'S* ]mrnl
= R = VL

Stelling 4: Een ondergroep H van een groep G met index 2 is een nor-

‘maaldeler van G.

Bewijs:

Als x & H, dan Hx = H = x H.

Als xq H dan volgt uit [:G:H] =2dat G=HuoxH=Hu Hx.. Dus x H =
= H x.

Voor ieder element x € G geldt dus x H = H x =)H is een normaaldeler van

G.

Definitie 5: Een equivalentierelatie gedefinieerd op een groep G heet
een congruentie als uit xe~y en uw v volgt x uew y v.

Notatie: x = y.

Stelling 5: Zij N een normaaldeler van G. Dan is de equivalentierelatie
op G gedefinieerd door N een congruentle.

Omgekeerd wordt iedere congruentie op G bepaald door een normaaldeler N.

Bewijs:

Zij "~ " de equivalentierelatie op G gedefinieerd door N. Dan volgt uit
X~wyenumvdat x€ y Nenueg v N

Dus x u§ yNvN=yvNN=y v N=Dxumwyv.

Dus "~ " is een congruentie.

1t 1t
o
o

Sfel nu omgekeerd dat een congruentie is en stel N = { \ X =e,

x € G} (N is de congruentie klasse van e).

Dan is N een groep. Immers als x= e en y = e, dan zal x y == e; dus als
x,y € N dan ook x y €& N.

Verder volgt uit x = e en x-l_—:-‘ x—:L dat x x_l;_ e x-1=)x—1 = e, dus
als x € N dan ook x L € N. '

Uit § 5 st. 1 volgt dan dat N een groep is.

N is zelfs een normaaldeler, daar uit x € N volgt x = e;

-1 -1 - -
gxXg =geg =e,dusgxg1§Ni.e.gNg1C.N.
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De congruentie "'='" is verder geheel door N bepaald, daar

Ey('=>xy_1-‘=e(=>xy_1€ N¢G=) x €y N.

Opmerking
Uit stelling 5 volgt dat als "=" een congruentie is op G, dan is er

een normaaldeler N van G te vinden, zodat de congruentie klassen juist

de nevenklassen van N in G zijn.

Stelling 6: Zij ¢¢ een homomorfisme van een groep G, op een groep G_.
Stelling 6 ' 1 2

resp. de neutrale elementen zijn van G, en G_:

Dan geldt als e, en e 1 5

1 2
10) N = Lf (e ) is een normaaldeler van G, ;

2%) ‘f (Cf (2)) = N a voor alle a € Gy ; g

3%) (f is een isomorfie (=)N = {el} .

Bewijs:

1°) Stel x =y als (f (x) = ¢ x5 €G,.
Dan is = een congruentierelatie op Gl.
Immers als x =y en u = v, dan is q’(x) = Lf(y) en Lf(u) = (f(v)
Dus ()¢ (W) = NP k) = pyv) =yxu =y v.
Uit stelling 5 volgt dat de congruentie klasse N van e

{ i Lf(x) o (e )} een normaaldeler is van Gl

Daar (,f(e ) = volgt dat N = Cf (e ).

2°) Daar ,

Hg @) = {x]gw = g@} = {x| x a} 15 ¢ @)

een nevenklasse van N, die a bevat. Dus Cf- ((.f(a)) =

1

€2

37) =Y: triviaal
{= : Als N = {el} , dan volgt uit 2° dat (f—l(ff(a)) = a =) Lf is

een isomorfie.

Zij nu R een congruentie op een groep G en stel G/R de verzameling van
alle congruentie klassen uit G.

Stel A, B £ G/R en a,,a, € A; b b € B.

Dan a, Fa, en b1= b2 =h allb1 = azb

Hieruit volgt dat de verzameling A B = {a b‘ a€A, b €B } , bevat is

in de congruentie klasse C van G die alb1 bevat.

Wij definieren nu in G/R een operatie o op de volgende wijze
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"AoB-= C, waarbij C de congruentie klasse is die A B bevat.
Met deze operatie o is G/R een groep, immers als N de congruentie klas-
se is die e bevat, dan is
AoN=A-=NoA. ,
-1 * * *
Verder geldt, als a € Aena & A, datA oA =N=A o A.

¥
Dus A is de inverse van A in G/R.

Zij nu (f de afbeelding van G op G/R gedefinieerd door C{: a=-»A,

met a € A.

Dan is qr een homomorfe afbeelding,'daar uit a € A en b € B volgt

ab € A o B, dus Lf(ab) = (f(a) oq’(b).

In het bijzonder krijgen wij, als wij voor R de congruentie nemen be-

paald door een normaaldeler N van G, de volgende stelling

Stelling 7: Stel N een normaaldeler van G. Dan vormen de nevenklassen
van N in G een groep, de factorgroep G/N.

De afbeelding LfN van G op G/N met LfN(a) = Na is een homomorfe af-
beelding met kern N.

QFN heet het natuurlijke homomorfisme van G op G/N.

Stelling 8. (homomorfie-stelling)
Stel Cf een homomorfé - afbeelding van een groep G op een groep Gl’
met kern N.

Dan is G/N isomorf met Gl.
Bewijs
Volgens stelling 6 is de afbeelding f Na—éCf(a) inderdaad een 1-1
duidige afbeelding van G/N op G
Daar a N o b N = ab N geldt

f(a No b N) = Cf(ab) = Lf(a).(f(b) = f(aN). f(bN).

Dus f is een isomorfie.

1

Voorbeeld
1) De additieve groep R+, der re&le getallen kan homomorph worden af-~
gebeeld op de multiplicatieve groep T der complexe getallen z met

‘z! = 1 door middel van het homomorfisme Lf, gedefinieerd door



2)

_33_
Cf(x) - ez Tix
De kern van (p;isde additie(?e groep Z der gehele getallen, dus

R+/Z is isomorf met T

Stel Z de additieve groep der gehele getallen en m Z de ondergroep
van Z bestaande uit alle gehele veelvouden van m.
Dan is z/mZ isomorf met de restklassen-groep Zﬁ'

De congruentie op Z, gedefinieerd door m Z, valt samen met de con-

gruentie van gehele getallen'mod m.

Inmers x =y (modm) &) x=y +mk, k€ Z2&) x€y +m Z,

Opgaven

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Stel G een eindige groep met 'G' = n. Bewijs dat voor ieder

element a € G geldt dat T (a) een deler is van n.

Stel H1 en H2 zijn 2 ondergroepen van een groep G met eindige index.

Bewijs dat ook lem H_ een eindige index heeft.

2
Stel G een eindige groep met ‘Gl = p, P een priemgetal.
Bewijs dat voor iedere a # e, a € G, geldt dat de ondergroep voort-

gebracht door a gelijk is aan G.

Stel G een groep en P = {x' X g =g X voor alle g & G}.
P heet het centrum van de groep G.

Bewijs dat P een normaaldeler is van G.

Stel G een groep,'P het centrum van G en I(G) de groep van alle in-
wendige automorfismen van G.

Bewijs dan dat G/P isomorf is met I(G).

Stel G een groep, A(G) de automorfismengroep van G en I(G) de groep
van alle inwendige automorfismen.

Bewijs dat I(G) een normaaldeler is van A(G).

Stel S4 de groep van alle permutaties van 4 elementen {1,2,3,4} en

V4 de viergroep van Klein bestaande uit de volgende permutaties

v4=(1234) (1234) (1234) (1234)
1234/,V2143/, \3412/, \4321,
Bewijs: S4/V4 is isomorf met SS’
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§ 7. Directe pfoducten'

’Definitie 1. Laat G, G,,...,G groepen zijn. Dan definiéren wij

T( G, = G X G X ... ’XIG het (uitwendige) directe product. van

Gl yosa ,G als de verza.mellng van alle n-tallen (a 18y ,ah) ,

ai ¢ Gi’ met een lineaire operatie e gedefinieerd door

(al,az,...,an) » (bl,bz,...,bn) = (a ,b., a/ b ,..;,-anbn).

171 272 -
Stelling 1
.0
17) T[ G is een groep.
ooi=1
'2 ) de afbeeldlng 9/ toay -—9(e deeer® 158 ,e1+1,...,en) is een

1somorfe afbeelding- van Gi op een normaaldeler Ni van

TZ G, ei is het eenheidselement van G,).
=1
3)N n< U N, >—(e ,e2,...,e)(< \J N> is de ondergroep
1#3 i#j
van T[ G, voortgebracht door Uy N
i=1 ity t
Bewijs , ' Cee

10) Het is duidelijk dat de operatie o associatief is, Verder geldt

(el,e ,...,en) & (al,a

9 ,...,an) = (al,az,,..,an) ® (el,ez,...,en)=

2
= (al,az,.,.,an).

n

JC G, heeft dus een eenheidselement,

i=1 n
Tenslotte is (al,az,...,an)-1 = (a; l,azl,...,an 1) en U G,

is dus een groep,

I

o
27) Daar ({i(aibi) (ei,...,ei ,a,b.,ei+1,...,en) =

-177i7i

= (e .,ai,..,,en) ® (el,...,b.,...en)

1’ i

‘f (ai). ‘fl(bl) ‘iS .

(_fi een homomorfisme,

1l

Lfi is 1-1 duidig, dus een isomorfisme en

Cfi (Gi) =N, = {(el""’ei—l’ai’ei+1”'"en)‘ ai€ Gi}. ;s een
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n
ondergroep van 1[ G (zie § 5 stelling 3). .

Ni is zelfs een n%rmaaldeler daar

(8,250 000s2) 0 (og,.nnrey 450508
-1
1€5.10%3P3%

,...,en) =

= (e

177" ,ei+1,...,en) e (al,...,an)

3%) Het is duidelijk dat | |
<i\Jj Ni> = {(al,az,...,aj_l,ej,aj+1,...,an) ai_C Gi’ i # J} .
en dat N, fy {V Ni> = (e;y...5e ).

i#j
Opmerking 1. Als of een willekeurige permutatie is van de verzameling
{1,2,...,n) dan is G, X ...K(} isomorf met G . A...%G

1 c (1)
Immers de afbeelding cg (al,...,an) -¥ (a

()’

) is een

(1)’ % ()

isomorfisme van

Glx ...)(Gn op Go‘.(l)x "'xGeL(n)'

Het directe product hangt dus niet af van de volgorde van de groepen
Gi""’Gh'

Definitie 2: Een groep G heet (inwendig) direct product van zijn nor-
maaldelers G G als er een isomorfisme Qﬁ van G op 1[ Gl be-

REREY
staat dat een voortzettlng isvan de afbeeldingen C{&. (m’, alw.

‘f I Gi = ij)'

Opmefking 2. Uit de bovenstaande definitie en stelling 1 volgt, dat

als 1I' G, het uitwendige directe product is van de groepen G ,...,Gn,

. i=l n

dan is TT Gi het inwendige directe product van zijn normaaldelers
i=1

Nl""’Nn met Ni = Lfi 3

Stelling 2
Een groep G is dan en slechts dan (inwendig) direct product van z'n

normaaldelers Gl""’G als

1 ) ieder element g € G te schrijven is als g = a_a seeB 58y € Gi

192
2%) G g ( vV G, )
i#j
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‘Bewi js

'.:) : Zij Cf de 1somorfe afbeeldlng van. G op- T[ G met (f ‘ G, = L{l
i=1
Stel g {: G en Lf(g) = .(al,..,.,an).

Daar {f(a;a,...a ) = @ (a,) . Qf(az)... Qf(an) = |
.=%f1(ai) oﬁfz(az)o cae ,€pn(an) = (al;e,...,e) .(e,aZT;,;,e). cen

g(e,...e,an).= (al,az,f..,an) en (f 1-1 duidig is, geldt

@{(g) = g?(alaz,.fan) en dus g = a;a,...2 .

Stel nu ( ) Gi> de ondergroep van G voortgebracht door J ‘Gi
i#j ' i#j
Dan isf ({ U G ) ) = (U @)= <u Y,.@))= (U NY
i#j

(zie opgave 2 blz 27)

(f(Gjﬂ<U Gi>) N n{ Uy N, >~(ee,...,e)
i#j i#j
Daar lf 1-1 duidig is, volgt hieruit dat

60 Y G)

i#£]

Q:: Stel nu omgekeerd dat G,G ,...,Gn voldoen aan de voorwaarden 1)
en 2).

We bewijzen nu dat iedere g € G maar op een manier te schrijven is als

g=a2aa8a,...a, met ay € Gi'
Immers fis al agee.d, 1 2...b ,1dan is
b, Ta; = (b,...b )(a...a)

—1 -1 .

Daar (bz n)( ..,an) € (N Gi en b1 a; ¢ G1 geldt

b —la e b, = a 1Al

1 1 71 1°

Dus a_,...a_ = b_...b , en met inductie volgt dan dat a, = b,, i=l,...n,

n 2 n i i

o
Evenzo volgt uit 2 ) dat a,a, = a.a, als i#j.
-1, -1 I ht g

Immers (a.a.)(a, ) = (a.a.a, ) a. e G. daar G een normaal-
1 J 1 _1 iJa Jl -1
deler is en (a a )(a T) = ai(aja1 )€ (} daar Gi een nor-
maaldeler is,
-1 -1 -1
Dus (a.a )(a., "a, ") = a.a.(a.a.) = e =%aa, =a2a.a,.
i7j i J 173731 iJ ji
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Wij. deflnleren nu de afbeeldlng (f van G op T( G door -’
i=1

ﬁf(g) = Qf(alaz...a ) = (al,az,...,a ).

Het is duidel jk dat Cf l-1-duidig is en dat lflG Lfl

(f is zelfs een isomorfie, daar .

Y (alaz. . °anb1b2',‘ .bn) = Lf(alblazbz. . .anbn) =(alb 2b2’ v '.‘,anbn).
Opmerking 3
Als een groep G geschreven kan worden als het directe product van z'n
normaaldelers G

AL
factoren en schrijven G 2 Glx )(Gn.

.,Gn ,dan noemen wij deze ondergroepen directe

Uit het bewijs van stelling 2 volgt dat als Gl""’Gn normaaldelers

. . 9] ~ _
zijn, dan is o1 Gi> = G,G,...G —{alaz...an}.

Opmerking 4

Uit stelling 2 volgt dat een groep G het directe product is van zijn
normaaldelers A en B als

1°) G=ABen

2°) A 0 B =e.

Tevens is dan ook :. ab = ba voor alle a € A en b £ B.

Voorbeeld 1. Zij V het (arithmetische) platte vlak, d.w.z. V is de ver-
zameling van alle geordende paren van reé€le getallen (al,az).
V is met de 'vektoroptelling' een groep: (al,az) + (b »b,, ) =

(al+a2, b, +b, ).

1
V is het directe product van de optelgroep van de reéle getallen

(R +) met (R +).

Voorbeeld 2. De viergroep van Klein V is isomorf met het directe pro-

duct van twee cyclische groepen van de orde 2 V P Zz % Z2'
1234 1234 1234 1234
Immers sted V4 ) s ( ) ) ( )
1234 2143 3412 4 321

1234 1234 1234 1234
S 00 o IR (0 M
1234 2143 1234 3412

I
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12 3 4
Dan zijn A en B beide isomorf met Z_, ANNB = en V, = A B,
2 1234 4

Uit stelling 2 volgt dus dat V, =2 A X B & Z, K Z,.

4
Voorbeeld 3. Stel er de restklassengroep van de gehele getallen modulo
rs, r en s geheel (r,s) = 1. er =‘{0,1,2,...,rs—1} .

Stel nu(s) de ondergroep van er voortgebracht door s:

'(s) ={O,s,2s,35,...(r-1)s} . 2 Zr (ga na!).

Evenzo

{rY= {O,r,Zr,...(s-l)r} 2 Zs'

Daar ieder element uit er te schrijven is als nfr+n

x en<s) Ar)= 0,

volgt dat

li2

rs zr X Zs'

Stelling 3. Zij G een groep en G het directe product van z'n normaal-
delers A en B, G 2 A % B, Dan is G/A & B.

Bewi js k

Stel Ag ¢ G/A en g = a b.

Dan is a_lg =bé&g AgenAg=ADhb,

Iederenevenklasse van A bevat dus een element van B, Daar g maar op
een manier te schiijven is als g = ab volgt dat A g = A b precies

een element van B bevat. De afbeelding Lf :Ag=Ab=)Db is een iso-

morfie van G/A op B.

Opmerking 5: Het directe product van willekeurig veel groepen
{Gi} i€ T wordt gedefinieerd als de verzameling van alle func ties
a = (ai)i'é I op I met ai € Gi’ waarbij slechts eindig veel ai # ei.

De vermenigvuldiging geschie dt componentsgewi js.

Het cartesisch of onbeperkte directe product van de groepen {Gi}i €1
wordt gedefinieerd als de verzameling van alle functies a = (ai)i ¢ 1
met (ai)i €1 (bi)i €1 " (aibi)i €1

Als I eindig is, dan is het onbeperkte directe product gelijk aan het

directe product.
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Opgaven

1) Laat A en B ondergroepen zijn van G zodanig dat
1%) ab = ba voor alle a € Aenb €B,
2°) An B = {e}
3 6=¢ A U B)

Daning A % B.

2) laat H 2 A%XBenB X CxD
Dan is H 2 A% C %D,

I

3) Laat G het directe product zijn van z'n normaaldelers A en B,
H is een ondergroep van G die A omvat.

Bewijs dat H & A X (B A H

4) Laat G het directe product zijn van z'n normaaldelers A en B;
G 2 aAxB
Stel a €A, b € Bmet 6 (a) oo en & (b) € co,
Dan is ¢ (ab) = k.g.v. van G(a) en & (b).
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g 8. Ringen en Lichamen

Definitie 1. Een ring is een verzameling R, voorzien van twee binaire

operaties ( + en . ), met de volgende eigenschappen:

(1)
(2)

(3)

(R,+) is een abelse groep,

de operatie . is associatief; d.w.z. (a.b).c = a.(b.c) voor

alle a,b,c € R,

de operaties + en. . zijn aan elkaar gekoppeld door middel
van de twee distributieve wetten:
a.(b+c) = a.b+a.c

} voor alle a,b,c &« R.
(b+c).a = b.a+c.a

Opmerkingen bij definitie 1:

ad (1).

ad (2).

ad (3).

Het neutrale element van (R,+) geven we aan met 0; voor de

inverse van a € (R,+) schrijven we -a.

Er zij nadrukkelijk op gewezen dat niet verondersteld is dat

R een neutraal element bevat met betrekking tot de operatie

Dat er twee distributieve wetten gepostuleerd worden hangt
samen met het feit dat de operatie . niet commutatief ver-
ondersteld is. Is deze operatie wél commutatief (R heet dan

een commutatieve ring) dan kunnen we volstaan met één dis-

tributieve wet.

Voorbeelden van ringen. In de voorbeelden a tot en met e wordt

onder + resp. . de gebruikelijke optelling resp. vermenigvuldiging

voor getallen verstaan.

a. Z, de verzameling der gehele getallen, is een commutatieve ring.

b. De verzameling van alle even getallen is een commutatieve ring.

c. De rationale getallen, evenals de re&le en de complexe getallen,

vormen een commutatieve ring.

d. C[i], de verzameling van alle complexe getallen z van de gedaante

z = a + bi, met gehele a en b, is eén commutatieve ring.
£ -
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De elementen van C[i] heten gehele getallen van Gauss.

e. Stellen we
K(V2) = {k| k=a+bVZ, a € Q, b ¢ Q]
dan is K(VE) een commutatieve ring.

Hierin is Q de verzameling der rationale getallen.

De eigenschappen van de operatie + in een ring R worden hier niet
nader besproken omdat deze geheel ressorteren onder het hoofdstuk
"abelse groepen'' uit de algemene groepentheorie.

Voor de algemene eigenschappen van associatieve operaties, waaronder

zowel + als . vallen, zie § 1.

Stelling 1. In een ring R gelden de volgende regels:
(1) a.0 =0.a =0 voor elke a ¢ R,
(2) a.(-b) = (-a).b = ~(a.b) voor alle a,b € R.

(3) (-a).(-b) = a.b voor alle a,b € R,

(4) a.(b-c) =a.b-a.c } voor alle a,b,c € R.
(b—c).a = b,a~c.a

Bewijs.

(1) a.(b+0) = a.b+a.0 } == a.b+a.0 = a.b = a.0 =20
a.(b+0) = a.b

Op analoge wijze toont men aan dat 0.a =0

(2) 0=2.0=a2a.(b+(-b)) =a.b+a.(-b) =2 a.(-b) = -(a.b) .
Evenzo: (-a).b = -(a.b)

(3) Dit is een direct gevolg van (2).

(4) a.(b-c) = a.(b-+(—cj) = a.b+a.(~¢c) = a.b +(-(a.c)) = a.b-a.c

Evenzo: (b-¢).a = b.a - c.a

Opgave .1, 1Is R een ring en zijn m en n natuurlijke getallen, dan

geldt:
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m n

(a1+a2+ v +am) .(b1+b2+ co +bn) E;; ;g: b voor alle ai,bJe R.

Bewijs dit.

In het vervolg van deze paragraaf zullen we ons, althans wat de algeme-

ne theorie betreft, uitdluitend bezighouden met commutatieve ringen.

Definitie 2. Geldt in de (commutatieve) ring R a.b = 0 terwijl a # O
en b # 0, dan heten a en b nuldelers van R.

Voorbeeld. De additieve groep C, is een ring als we voor de operatie .

6
de vermenigvuldiging modulo 6 nemen.

Nu geldt: 2.3 =0 met 2 #0 en 3 #0. Inde ring C_ zijn 2 en 3 dus
nuldelers.

Zijn dit de enige nuldelers van CG?
Stelling 2. Als a # O geen nuldeler is van de ring R dan geldt:

a,Xx =4a.,.y =2 X =Y .

Bewijs.
a.x = 2.y =2 a.X - 2.y = 0 =2 a.(x-y) = 0. Hieruit volgt x - y = 0

of x = y, omdat anders a een nuldeler van R zou zijn.

Voor de definitie van het begrip éénheidselement of neutraal element
(met betrekking tot de operatie . ) en de daarmee in verband staande

begrippen en stellingen, verwijzen wij naar § 1.

Voorbeelden van ringen. (Vervolg van blz. 42).

f. M, zij de verzameling van alle 2x 2 matrices met bijv. complexe

2
(au a12>
a a .

elementen:
21 22

Definiéren we:

< 211 alZ) (bu b12> < 291 7P11 2t b12>
+ =
a a b b a._+b a__+b

21 22 21 22 21 21 22 22
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211 a12> (bn b12> _ (anbn t219P01 a‘11"’12"‘*‘12“’22)
a b,, b '4 b b b b

221 a2 21 22 221711 " 222”21 %21°12* 222722

dan is M2 een niet-commutatieve ring met nulelement O en een~
heidselement e:

' 0 0> (1 0)
0 = 0 o en e = 0 1 .

Dat de operatie . in Mz niet commutatief is blijkt uit:
(1 1) 1 0) (2 1){

0 1 A1 1 1 1
(; 2)

1 2

Een andere bijzonderheid van deze ring is dat ze nuldelers D

1}

It

bezit. Zo is bijv.

(o) (a2) - (50)

terwijl geen der matrices in het linkerlid gelijk is aan het

_nulelement van M_..

2

Quaternionen 2). G zij de verzameling van alle(formele) uitdruk-
kingen van de vorm

a + bi+cj+ dk

waarbij a,b,c en d reéle getallen zijn.
G is een niet-commutatieve ring met eenheidselement, als we

afspreken:

1)

2)

Als de operatie . niet commutatief is dient in het algemeen
onderscheid gemaakt te worden tussen linker-~ en rechternuldelers.

Voor een exacte invoering der quaternionen verwijzen wij naar de
literatuur genoemd op blz. 40.
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(2)

-5

(a1-+b11-+c13-fd1k) + (a2-+b214-c23-+d2k) =
= (a1+a2) + (b1+b2)1 + (c1+c2)3 + (d1+d2)k .

Het produkt van twee quaternionen wordt gevonden met behdlp

van de volgende rekenregels
.2 .2 2
i J

il
it
w
i
[
[y

ij = =-ji =k, Jjk=-kj=1i, ki = -ik = j.

" h. Als R een gegeven ring is dan kunnen we met behulp van de ele-

menten van R op verschillende manieren nieuwe ringen construeren

(zie ook voorbeeld f£).

(1)

(2)

M[x] zij de verzameling van alle uitdrukkingen van de gedaante

a+ax+ax2+ ~°°axn
0" "1 2 ""'nzln

waarbij de codfficiénten an elementen van R zijn.

Definiéren we

00 " s
( Z anxn) + < Z bnxn> z (an+bn)xn
n=1

n=1 n=1

o n A n oo k k
nz;.l "n" > ' (mz—-l Pu* ) kzl (nZO an'bk'n) *

dan is M[x] een ring.

M[x] heet de ring der formele machtreeksen over R.

Is R een commutatieve ring met éénheidselement dan is dat

ook het geval met M[x] .

R[x] zij de verzameling van alle formele machtreeksen, met
slechts eindig veel coéfficiénten ongelijk aan O ¢ R.

Met de onder (1) gedefiniéerde optelling en vermenigvuldi-
ging voor formele machtreeksen is R[x] een ring. R[x] heet
de polynoomring over R.

Bij de notatie van polynomen is het gebruikelijk de termen

met coéfficiént 0 weg te laten.
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1)

(2)
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De verzameling van alle geordende n~tallen

(al,az,...,an) » a; €R

kan tot een ring gemaakt worden door te definié&ren

(al,...,an) + (bl,...,bn) (a1+b1,,..,an+bn)

(al,,..,an) . (bl,...,bn) = (al.bl,...,an.bn).

Zij X een gegeven verzameiing. Dan is de machtsverzameling
j?(x) van X een ring als we de operaties + en . als volgt

definiéren:

a U’B)b n (A'v BY)
ANnB

A+ B
A . B

} voor alle A,B & .

(Hierbij is A' het complement van A t.o.v. X),.

P (X) is een commutatieve ring met eenheidselement X en
nulelement ¢ .

Behalve X en ¢ zijn alle elementen van * (X) nuldelers.

Op soortgelijke wijze kunnen we de verzameling van alle
eindige deelverzamelingen van X tot een ring maken.

Wanneer heeft deze ring een éénheidselement?

C zij de verzameling van alle continue functies op het interval

[o,1].

C is een commutatieve ring met éénheidselement als we voor de

operaties + en . resp. de gebruikelijke optelling en vermenigvul~

diging van functies nemen.

Bevat C ook nuldelers?

Definitie 3. Is R een ring met éénheidselement e, dan noemen we het

element u € R een eenheid van R als er een v &€ R bestaat zodanig dat

u.v = v.u = e ,

Volgens § 1 is dit element v (als het bestaat) éénduidig bepaald en het

heet dan de inverse van u, We schrijven v = u

&

-1

Het begrip eenheid is dus gelijkwaardig met inverteerbaar element.
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~Stelling 3. De eenheden van de ring R (met eenheidselement) vormen -
met betrekking tot,de>operatie-. een groep U, Dit is de groep der

‘eenheden van R.

Bewijs.

e U, Qan is ook ul.u2

1

a. Als ug ,u, € U, want

Q) gt = e = Gyt (e )

1o

Het is‘duideiijk dat de operatie . in U associatief is.

U bevat het eenheidselement e € R want e.e = e.e.= e

{e]

d. Als u € U, dan is ook u_; € U volgens de definitie van U,

Definitie 4. Een commutatieve ring R met eenheidselement heet een

integriteitsgebied als R geen nuldelers bezit.

Definitie 5. Een (commutatieve) ring K heet een (commutatief)
* lichaam als I ' |
(1) X een eenheidselement bevat,

(2) elke a € K met a # 0 inverteerbaar is.
Uit deze definitie en stelling 3 volgt dat K \ {0} een groep is.

Voorbeelden van lichamen.

a, De rationale getallen,‘evenals de reéle en de complexe getallen,

vormen een commutatief lichaam.

b. De quaternionen uit voorbeeld g, blz. 44, vormen een niet-commu-

tatief lichaam.

c. De verzameling van allévcomplexe getallen van de gedaante

Z = a+biV§ met rationale a en b is een commutatief lichaam.

d. 05 (de restklassen modulo 5) is een commutatief lichaam.

Stelling 4. Een lichaam bezit geen nuldelers.
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Bewijs. Als a.b‘= 0 met a # 0, dan is
- -1
a 1.(a.b) =a .0

en dus: b 0

In een lichaam geldt dus de regel dat een product dan en slebhts

dan gelijk aan O is als minstens één der factoren gelijk aan O is,

'8 9. Ring-homomorfie, idealen

Definitie 1. Is ¢ een afbeelding van de ring R in (op) de ring R
zodanig dat
¢ (a+b)
p(a.b)

i

pa) + ¢(b)
g(a) . ¢

voor alle a,b &€ R (¢(a),p(b) € R), dan heet ¢ een (ring-)homomorfie
van R in (op) R.

Is de afbeelding ¢ bovendien 1-1-duidig, dan spreken we van een
isomorfe afbeelding van R in (op) R.

Een homomorfe afbeelding van de ring R in (op) zichzelf heet een
endomorfie van R,

Een isomorfie van R op R heet een automorfie van R.

Stelling 1. Is ¢ een homomorfie van de ring R in de ring E, dan is
(f(R) C R een ring.
(<f(R) is een deelring van R).

Bewijs. Allereerst tonen we aan datso(R) gesloten is met betrekking
tot de operaties + en . .

Als ;,-t; € Cf(R) dan zijn er a,b € R zodanig dat ‘f(a) = a en Cf(b) = b.
Nu is a+b € R en a.b € R, dus @p(a+b) = ¢(a) +¢(b) = a+b € ¢ (R)

en ¢p(a.b) = ¢(a).p(b) = a.b e ¢ (R).

De rest van het bewijs wordt aan de lezer overgelaten.
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Opgave. Bewijs de volgende stelling:

Stelling 2. Is ?»een homomorfie van de ring R in de ring R dan geldt:
(1) is R commutatief dan is ook de ring ¢(R) commutatief,

(2) @) =0 (0 €R, 0¢R),

(3) ¢(-a) = - (p(a) voor alle a € R,

(4) heeft R een eenheidselement e dan heeft ook ?(R) een eenheids-

element e = pe),

(5) (f(a_l) = ((’o(a))“1 als a een eenheid van R is.

Definitie 2. Een niet~lege deelverzameling I van de ring R heet een

ideaal van R, als
(1) a,bel = a-b el ,

(2) ael, r€R = a.rel en r.ae€l.
Voorbeeld. In de ring Z is de verzameling van alle 2-vouden een ideaal.

Elke ring R bezit twee z.g. triviale idealen:

(1) de ring R zelf,

(2) het z.g. nulideaal, bestaande uit het element 0 alleen.
Stelling 3. Zij ¢ een homomorfe afbeelding van de ring R in de ring E,
dan vormen de elementen van R die op 0 € R worden afgebeeld een ideaal

van R. Dit ideaal heet de kern van de homomorfie.

Bewijs.

i
o

(1) Als ¢(a) en (p(b) = 0, dan is ook ¢(a-b) = f(a) - ¢(b) = 0.

I
ol

(2) Uit v(a)
r &€ R.

volgt ¢(a.r) = @(a).¢(r) = 6.¢(r) = 0 voor elke
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Stelling 4. Een lichaam K bevat uitsluitend triviale idealen.
Bewijs. Zij I een van het nulidéaal (0) van K verschillend ideaal;
dan bevat I zeker een van 0 verschillend element a. Omdat K een
lichaam is, is a # 0 in K inverteerbaar. I moet met a # 0 dan ook
a.a-l = e bevatten, maar als e € I dan is ook k = k.e € I voor elke

k € K. Hieruit volgt dat I met (het triviale ideaal) K samenvalt.

B 10. Quotiéntenlichaam

Stelling 1. Is R een (commutatieve) ring met een van O verschillend
element, zonder nuldelers, dan is het mogelijk een lichaam Q te

construeren dat R als deelring bevat.

Bewijs. Zij B de verzameling van alle geordende paren (a,b) met

a,be R, b # 0. Twee paren, (a,b) en (c,d) zullen we aequivalent
noemen als a.d = b.c . A

Deze relatie is een aequivalentie-relatie in de zin van § 6, def. 1.
Ga dit na!

Met behulp van deze aequivalentie-relatie kunnen we B verdelen in een
aantal disjuncte aequivalentieklassen van onderling aequivalente
paren (zie g 6).

Voor de aequivalentieklasse die (a,b) bevat schrijven we % . De

verzameling van al deze aequivalentieklassen noemen we Q.

We definiéren in Q:

a . c_ a.d + b.c
b " d "~ b.d

a ¢ _ ac

b "d~ b.d

(ga na dat deze definities ondubbelzinnig zigjn).

_~-a

2
b~ b

0
Schrijven we verder: T = o, -
dan geldt (ga dit na):

&



-51-

W G+P+3=2+E+D,

(2)%+0=o+%=%,

@ 2+ = H+d =0,
@ 35 - 503

6 G.9.3 =269,

® § G - BEEE

(7) %.a‘i =§.%

We zien dus dat Q een commutatieve ring is. Omdat R een ring is met
een van 0 verschillend element, bevat ook Q een element (= aequiva-
lentieklasse) dat van g = 0 verschilt. Is % zo'n klasse dan is g ook
zo'n klasse en we definiéren

1

a. b
(E) =;
Nu geldt in Q
8 270 = & (a)—l— (ifl é& =1
b b’ ' b . b’ T T
waarbij 1 = = (r # 0)

Uit het een en ander volgt dat Q een commutatief lichaam is.

We beelden nu R als volgt af in Q:

-

Het is gemakkelijk in te zien dat deze afbeelding een isomorfie is

van R op een deelring R' van Q bestaande uit alle klassen E?E .

We mogen dus zeggen (cum grano salis) dat het lichaam Q de ring R
omvat.

Q heet het quotiéntenlichaam van R.
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Stelling 2. R zij een commutatieve ring met een van O verschillend
element; K zij een lichaam dat R omvat. Dan bevat K een deellichaam

Q' dat isomorf is met het'quotiéntenlichaam Q van R.

Bewijs. R bevat geen nuldelers, want R ¢ K. Aan de voorwaarden van
stelling 1 is dus voldaan.
Sl

Is b #0, b &R dan ligt b in X.
Zij Q' de deelverzameling van K bestaande uit alle producten a.b—1
met a,b&€ R enb # 0.
Het (bestaande) quoti&ntenlichaam Q van R beelden we als volgt op
Q' af:

a

e .b .

5 a
De lezer bewijze zelf dat dit een isomorfe afbeelding van Q op Q' is.

Hiermee is aangetoond dat Q' een met Q isomorf deellichaam van K is.

N.B. Merk op dat het quotié&ntenlichaam Q van R het "kleinste"

lichaam is dat R als deelring omvat.

Vraagstukken.

1. Bewijs dat elk ideaal van een ring R een deelring van R is.

2. Construeer het bij de ring der even getallen behorende quotiénten-

lichaam. Is dit lichaam isomorf met het lichaam der rat. getallen?

3. Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat het homomorfe beeld van een

integriteitsgebied geen integriteitsgebied behoeft te zijn.

4. R en R' zijn twee gegeven ringen, waarvan R een eenheidselement
bevat. Als er een isomorfe afbeelding bestaat van R in R', bezit
R' dan noodzakelijk ook een eenheidselement? Licht het antwoord

toe met een voorbeeld.

5. Bewijs dat de reeds eerder genoemde quaternionenring een niet-

commutatief lichaam is.

6. Geef een voorbeeld van een ideaal in de ring der formele macht-

reeksen (c.q. polynoom-ring) over een commutatieve ring R.

&



‘ linker—nuldeler?

10.

Hoeveel en welke 1dea1en bezitten de ringen C

Coss

6"05'?

" Hoeveel en welke ring—endomorfieén bezit Z?

Bepaal alle 1dea1en van Z.~
Is een rechter nuldeler van M2 in voorbeeld £ ook automatlsch ‘een o

Bepaal van de ‘ringen Z en Q de groep der eenheden.

‘, Waaruit bestaat de groep der eenheden bij een willekeurig 1ichaam?»

11.

Bewijs dat C dan en slechts dan een llchaam is als n een prlem—

getal is.:

Als R een 1ntegriteitsgebied is dan is ook de" polynoom—ring R[x]

" .over R een integrlteitsgebied.

13.

Is de ring R het homomorfe beeld van. een. lichaam K dan 21Jn er -
twee mogelijkheden: - , . o o
(1) R bevat slechts één element (het nulelement),

_(2) R is een lichaam dat isomorf is met K.

'BBWlJS dlt.



5l
II LINEAIRE ALGEBRA
g 11, Lineaire ruimten

Definitie 1, Z2ij K een commutatief lichaam., Een lineaire ruimte of
vectorruimte over K is een (additieve) abelse groep E, tezamen
met een afbeelding o3 K x E + E die de onderstaasnde vier eigen=
schappen bezit (in plaats van o(a,x) (e ¢X, xeE) schrijven we
o.x of ax): o

(1) ocolxty) = aux + ooy 3

(2) (a+B)ox = aox + Box }

(3) (aB)ox = ao(B.x) 3

(b) tox = x 3
voor alle a,8 & K en voor alle x,y ¢ E,

Opmerking 1. De elementen van E noemt men dikwijls vectoren; wij
zullen ze in den regel aangeven met symbolen als x,y,z. De elementen
van K noemt men in dit verband vask scalairen; voor hen zullen we de
griekse letters a,8,Y,... reserveren, ' .
Opmerking 2. In het linkerlid van (2) geeft het teken + de optelling
in K aang in het rechterlid staat + echter voor de optelling binnen
B, Evenzo moet men in (3) onderscheid maken tussen de vermenigvuldi=
ging binnen het lichaam K en de vermenigvuldiging van een vector met
een scalar., Voorts zullen we zowel het nulelement van K als het
nulelement van de groep E met O aanduiden, hoewel we hier i.h.a, met
twee verschillende objecten te doen hebben, Ook het symbool =
gebruiken we in twee betekenissen,

Stelling 1 (Elementaire eigenschaggen). Zij E een vectorruimte

over K, Voor willekeurige a,8 € K en x,y € E geldt:
() a0 =0 3
(b) Owx =0 3
() cex=0 => a=00f x=0 3
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(d) (=a)ox = =(a.x) = a.(=x)
(e) ao(x=y) = aox = oy 3

(f) (Q”B)ox B QX = BoX o

Bewi js.
(a) 0.0 = a,(0+0) = 0,0 + 6,0 => 0 = a,0 ,

(b) 0Ocx = (040).x = O0ox + Ocx =3>0 = 0,x .

(c) Stel a.x = O maar o # O, Dan is x = 1.x = (0™ 'a)ex =
= o ,(0x) =a”"0=0 .

() oox + (=0)ox = (a+(=0))ox = O.x = 0 =B (ma).x
0oX + Go(wx) = a,(x=x) = 6,0 = 0 =2 o, (=x)

'(QOX) °

f(aox)'o
(e) oo(x=y) = 0ox + ac(=y) = tox = .y »
(£) (0=B)ox = aox + (=B)oX = 0aX = BoX o

Voorbeelden,
(a) Zij R het lichasm der re8le getallen, en R® de verzameling
van alle geordende n~tallen redle getallen x = (x1,x250ao,xn) met

als optelling

(1101) ) (x19x2Qooobxn) * (y19yagnoogyn) = (x1+y1.x2+y290°°9xn+yn)°
Voor « € R en x = (x1,x29°o°,xn) ¢ R® 2ij N
(11.2)  oex = (0%, 8% 500040% ) o

» n ° [ o
Dan is R een linesire ruimte over R,

(b) Algemener: Zij K een willekeurig commutatief lichaam, K> de
verzameling van alle geordende n-tallen van elementen uit K3 optelling
in X2 en vermenigvuldiging van een x ¢ K® met een o & K definidren -
we als in (a). Dan is K een lineaire ruimte over K.

(c) Nog slgemener: Zij K een willekeurig commutatief lichaam,

T een verzameling, KT de verzameling van alle functies, gedefi=
nieerd op T en met waarden in K. Als f,g ¢ KT° dan zij f+g de functie

waayvoor
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(11.3) (£+g)(t) = £(t) + g(t) (teT) ;
als T €K' eno ¢ K, dan zij o.fde functie met |
(11.4) (af)(t) = a.£(t) (t eT) .

Op deze wijze wordt KT tot een vectorruimte over K.

(d) Stel a,b zijn redle getallen met a < b; met Cla,b] geven
we aan de verzameling ven alle continue reSelwaardige functies
gedefinieerd op het interval [a,b]. Als f,g & C[a,b] en als o ¢ R,
den definieren we functies f+g en o.f uit C[a,b] door

(11.5) (f+g)(t) = £(t) + g(t) (t e [a,n]) 3

(11.6) (af)(t) = a f(t) - (t e [ap]) o

Dan is C[a,b] een lineaire ruimte over R.

(e) Stel a,b zijn re&le getallen met a < b, en n is een
natuurlijk getal., Met Dn[agbﬂ wordt aangegeven de verzameling van
alle re€elwaardige functies gedefinieerd op [a,bﬂ, die op dit
interval n masl differentieerbsar zijn met continue n-de afgeleide,
Ook Dn[a,tﬂ is een lineaire ruimte over R, indien we optelling in
Dn en vermenigvuldiging met een re&le scalar weer definieren door
(11.5) en (11.6), Voor C[a,b] (vgl. voorbeeld (d)) schrijven we
ook wel Dy[a,b] .

(f) Stel 838400008, zijn reéelwaardige functies gedefinieerd
op een redel interval [a,b]. Zij E de verzameling van alle
e Dn[a,hﬂ die op dat interval voldoen aan de differentiaalverge=

lijking
n =i
(1107) & (t)od f(t + g (t)o’q"’_f“g".'t")‘* oo ¥ & (t)og‘i'(";t"?"= go(t)a
n dtn ne=1 dtnm‘l 1 dt

Indien we de optelling in E en de vermenigvuldiging met een reéle
scalar weer defini&ren m.b.v. (11.5) en (11.6), dan is E een

vectorruimte over R,

£
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(g) Zij F een lichaam (niet noodzakelijk commutatief). De ele=-
menten o € F met de eigenschap dat zij commuteren met alle elementen
van Fi 0.§ = £.0 voor alle £ € F, vormen een deellichaam van F,
het centrum ven F,

De additieve groep F' van F is een vectorruimte over het
centrum van F als we voor het product van een centrumelement o en
een willekeurige x ¢ F steeds nemen hun product in het lichaam F,

In het bijzonder is ieder commutatief lichaam een vector=
ruimte over zichzelf (dit is ook reeds besloten in voorbeeld (b),

voor n = 1 nl.).

(n) Algemeners Zij F een willekeurig lichaam, en zij K een
commutatief deellichaam van F. Dan is F een vectorruimte over K,

Zo is R een vectorruimte over het lichaam Q der rationale
getallen, en ook over het lichaam Q[Vb] van slle getallen van de
vorm a+bv2 (a,b € Q3°
‘ Evenzo is (de additieve groep van) het lichaam C der complexe
getallen een lineaire ruimte over R, en evenzo over Q. Ook het
lichaam der quaternionen is een vectorruimte over R, en ook over C

en over Q.

(i) 2ij X een verzameling, E = VP (X); voor x,y & E zij x+y het

symmetrisch verschil

xy = (xvy)\N (xny) (=(x\Ny)v(y\x)
(vegl. §2, voorbeeld (e) en gh, opgave 15). Zij Z, het lichaam {0,1},
met als lichaamsoperatiess 040 = 1+i = 03 O+1 = 1+0 = 13 0.0 = 0.1 =

= 1,0 = 03 1,1 = 1, Dan is E een vectorruimte over K als we defi-

niren, voor willekeurige x & Es

Oox=‘¢ 8 lox & X

Nemen we voor X een eindige verzameling, dan is ¥ (X) een voorbeeld

van een vectorruimte met slechts eindig veel elementen,
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(§) 2ij p een priemgetal. De restklassen modulo p in Z formen'
een lichaam Zpo Een additieve groep G is een vectorruimte over Zp,
onder de scalar=vermenigvuldiging

ko = x + X+ ,,, + X (k=0,1,2,000,p=15 X € G)

dan en slechts dan indien ieder element x # O in G de orde p heeft,

(k) z2ij K een commutatief lichaam. De additieve groep van de
polynoomring K[x] is een vectorruimte over K (voor a ¢ K en

P = yo+y1x+°oo+vnxn € K[x] defini&ren we

a.P = Ay, * 0¥ X + coo + aynxn ) .

1

g 12. Lineaire afbeeldingen

Definitie 1. Stel E en F zijn twee vectorruimten over eenzelfde
lichaam K. Een afbeelding ¢: E + F heet lineair indien
(1) ¢ is een homomorphisme van de groep E in de groep F;
(2) ¢(oox) = a.¢(x), voor alle o € K en alle x ¢ E,
Een lineaire afbeelding ¢ van E in F noemt men ook wel een

lineair homomorphisme; ook de uitdrukking lineaire operator wordt

gebruikt.

Stelling 1. De afbeelding ¢: E + F is lineair als en slechts als
¢(ax + By) = ap(x) + Bo(y)

voor alle a,B € K en x,y ¢ E,

Definitie 2, Stel E en F zijn vectorruimten over een zelfde lichaam
K. Een 1=1=duidige lineaire afbeelding van E in (op) F heet een

lineair isomorphisme van E in (op) F.

&
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Ansloog worden lineaire endomorphismen en linesire automors

phismen gedefinieerd. Als er geen verwarrring mogelijk is laten we

de toevoeging "lineair" weg,

Voorbeelden,

(a) Zowel R als C is een vectorruimte over R (§11, voorbeeld
(h)). De afbeeldingen Re en Im die san x ¢ C respectievelijk het
re€le en het imaginaire deel toevoegen zijn lineaire afbeeldingen
ven C in R, De afbeelding die x & C overvoert in het toegevoegd

complexe getal x € C is een lineair automorphisme van C,

(b) De afbeelding x =+ (Re x, Im x) is een lineair isomorphisme
van C op R2 (beide beschouwd als vectorruimte over R). De afbeel=

ding x = (Im x, Re x) is een ander linesir isomorphisme van C op Rzo

(e) Zij K een commutatief lichaam, T een verzameling, ty € To
Zij KT de vectorruimte over K, beschreven in §11, voorbeeld (e); we
beschouwen ook K als vectorruimte over zichzelf (vgl. §11, voor=
beeld (g)). De afbeelding

f =+ f(to)

is een lineaire afbeelding van KT op K.

() zij [a,b] een redel interval. De afbeelding die aan
fe D1[a,b] zijn afgeleide f' toevoegd is een lineaire afbeel@ing
van D1[é,b] op Cla,b] (vgl. §11, voorbeelden (d) en (e)). Evenzo

ig, voor n > 1, de afbeelding f-+f' een lineaire afbeelding van
D, [asb] op D _.[asb].

(e) De afbeelding

b
P ! £(t) dt
8,

is een lineaire afbeelding van C[a,b] op R.
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(£) 213
841 B2 coc Byp
8oy Bpp oo Bp
A = © o 0
e'm'ﬁ a-me 000 amn

een reéle m x n matrix. Met behulp van A kunnen we een lineaire
afbeelding T van R® in R™ definiéren, als volgt:

als x = (x1,x2,ooobxn) € R°, dan zij Tx het element

vy = (y1.y2,eeo,ym) & R" met

yi ai.]x,i * &iexz + ‘oac + ainxn (i=1°290mcgm) 0

Stelling 2. Stel E1,E2,E3 zijn vectorruimten over een zelfde
lichaam K, Indien ¢1: E1‘*'E2 en ¢23 E, *> E3 lineaire afbeeldingen

zijn, dan is ook ¢2o ¢1s E, + E, lineair,

1 3

Bewijs:
Volgens §h, stelling 1, is ¢ 0 ¢, een homomorphisme; en

bpe 0,(ax) = 0,(0 (ax)) = g (acd, (x)) =

ao¢2(¢1(x)) = 0d 0 ¢1(x)

voor alle o 6 K en x & E1o

Op analoge wijze bewijst men, in aansluiting op §h:

Stelling 3. Zij ¢ een 1=1=duidige lineaire afbeelding van E.3 op Ezo

Dan is ¢m1 een lineaire afbeelding ven E, op E,.

Stelling L. Zij ¢, een lineair isomorphisme van E, in E, en ¢, een

lineair isomorphisme van E2 in E30 Dan is ¢2o ¢1 een lineair
in E_,

isomorphisme van E1 3
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Stelling 5. De lineaire automorphismen ven een vectorruimte E vormen
RTINSO SRR

een groep t.0.v, de afbeeldings=compositie o .

Deze groep zullen we asngeven met GL(E), of, indien het nodig
is ook het lichaam K te vermelden, met GL(E;K).

g 13. Lineasire deelruimten

Definitie 1. Zij E een lineaire ruimte over K, en L ¢ E, Men noemt
L een linesire deelruimte van E indien voldaan is aan de beide
voorwaarden

(1) L is een ondergroep van E ;

(8) xeL,c ek = o.x el

De lineaire deelruimten spelen in de lineaire algebra dezelfde
rol als de ondergroepen in de groepentheorie (meer nog: zij spelen
de rol van de normesldelers; de additieve groep van E is immers
commutatief, en in een commutatieve groep is iedere ondergroep

normaaldeler),

Voorbeelden,

(a) De re8le getallen en de zuiver imaginaire getallen vormen
elk een lineaire deelruimte van C (als vectorruimte over R, of

over Q). Evenzo alle getallen van de vorm a+bi met b = 2a,

(b) (vel. §11, voorbeelden (d) en (e)). Over het lichaam der
reéle getallen is Dn[aib] steeds een lineaire deelruimte van iedere
Dm[hab] met 0 < m < n, Al deze ruimten zijn verder lineaire deel=

. a,b
ruimten van R="2"4,

(¢) De oplossingsruimte E van de differentiaalvergelijking
(11.7) (g11, voorbeeld f) is een lineaire deelruimte van Dn[ésb]n
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(d) De polynomen over K met graad < n vormen een lineaire
deelruimte van K[x] (vgl. §11, voorbeeld (k)).

Stelling 1, Zij E een lineaire ruimte over K, en zij L ¢ E.
Nodig en voldoende opdat L een lineaire deelruimte van E vormt is

dat
ox + By & L

voor alle a,B & K en alle x,y € L,

Bewijso

We bewijzen slechts dat de genoemde voorwaarde voldoende is,
Stel %,y € L, Nemen we o = 1, B = =1, dan volgt x =y & L, Dus L is
een ondergroep van E (§5, stelling 2). Nemen we o willekeurig en
g = 0, dan volgt: ax & L, Dus L is een lineaire deelruimte,

In sansluiting san §5 bewijst men verder eenvoudig:

Stelling 2. Stel E,F zijn lineaire ruimten over een lichaam K.
Als ¢3 E +» F een lineaire afbeelding is, dan is ¢(E) een lineaire

deelruimte van F,

Stelling 3, Stel E,F zijn lineaire ruimten over K, en stel Ey is
een lineaire deelruimte van E, Als ¢: E + F lineair is, dan is ook

¢‘BE0 een lineaire afbeelding van Eo in F,

Gevolg, Onder de aasnnamen van stelling 3 beeldt ¢ iedere lineaire

deelruimte van E af op een lineaire deelruimte van F,

éfélling b, Zij ¢ een lineaire afbeelding van E in F (over het
lichaam K). De kern ¢"1(0) van ¢ is een lineaire deelruimte van E.

Men noemt de kern van een lineaire afbeelding ¢ ook wel de

nulruimte van ¢.
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Stelling 5. Z2ij E een lineaire ruimte over een lichaam K, en zij A
een deelverzameling van E, Dan is er een kleinste lineaire deel=
ruimte van E die A omvat.

De kleinste lineaire deelruimte van E die A omvat zullen we
sangeven met H(A); we noemen H(A) het lineair omhulsel van A, of
ook de lineaire deelruimte, oggesgannen door A,
Als Xq9Xppoo0 X, € A en @ p Ogp oooy ane.K, dan zal de vector
a,%, + a%, + 000 + 0 X moeten behoren tot alle lineaire deelruimten
die A omvatten; dus o X, + o X, * s00 * anxns‘H(A)o Omgekeerd vormen
al deze lineaire combinaties van elementen uit A kennelijk een

lineaire deelruimte van E, Dus:

Stelling 6, Zij E een vectorruimte over K en zij Ac E. Dan bestaat

H(A) uit alle lineaire combinaties van eindig veel elementen uit A,

ngerkingo Men zij zich bewust van het feit dat H(A) mede afhangt van
het scalairenlichaam K.

Voorbeeld,

(e)o In C, beschouwd als lineaire ruimte over zichzelf spant
A = {i} heel C op: H(A) = C. Beschouwen we C dasrentegen als lineaire
ruimte over R, dan bestaat het lineair omhulsel van {i} uit alle

zuiver imaginaire getallen.

Opgaven 'bii§§11ﬁ 12, 13.

1. Onder welke voorwsarden voor de verzameling T bestaat er een

lineair homomorphisme van KT‘gEIK?

2, Zij K een lichasm, E de lineaire deelruimte van K[x] (beschouwd
als vectorruimte over K) die bestsat uit alle polynomen van

graed < n, Bewijs dat E lineair isomorph is met K2,
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3.'Bewijs dat R® dan en slechts dan lineair isomorph is met een

'ho

5e

6o

To

8,

9,

10,

lineaire deelruimte ven R™ indien n L me

Als ¢ een lineair homomorphisme is van Kn'"k op K (beide
beschouwd als lineaire ruimten over K), dan is de nulruimte
van ¢ lineair isomorph met Kke Bewijs dit,

stel [a,b] en [c,d] zijn twee intervallen op de re&le rechte.
De lineaire ruimten C[a,bj en Cle,d] over R zijn lineair
isomorph. Evenzo Dn[a,ﬁ] en ancgd] s voor iedere n. Bewijs dit.

Als [e »d] een deelinterval is van [a,'tﬂ » den is de afbeelding
die san faCla,b] toevoegt zijn restrictie £ [c,d] » een lineaire
afbeelding van C[a,b] op C[e,d] .

Bewijs dit. Wat is de kern van ¢7?

Stel E is een lineairemruimte over K, Als E1 en E2 lineaire

deelruimten zijn ven E, dan is ook E1 o+ E28=,{x +y 3 er1, Y€ Ea}

een lineaire deelruimte van E,

Stel E en F zijn lineaire deelruimten over K. ‘Met£ (E,F) zullen
we sangeven de verzameling van alle lineaire afbeeldingen van E
in P, Definieer in ,f (@,F) een optelling, en een vermenigvuldiging
met de elementen uit K, op zodanige wijze dat f (E,F) wordt tot een

vectorruimte over K.
Bewije de uitspraken in voorbeeld (j) ven §11,

Zij K een lichaam, a €K, De afbeelding ¢, die aan Pé,K[_x] s Z€g
2 n
P=yy+ v X+ YX + 000 ¥ X, toevoegt

¢(P) yo o 'Y,!CL 4+ 7202 4 000 * 'Yn(!néK

is een lineaire afbeelding van K[x] op K. Wat is zijn kern?
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i1 Zij E een vectorruimte over K, en stel A en B zijn deelverzame=
lingen van E, |
(1) als AcB, dan H(A) cH(B);
(2) H(AUB) = H(A) + H(B);
(3) H(H(A)) = H(A);
(4) AcH(A);
(5) Als xeH(A), dan is er een eindige deelverzameling AO
van A waarvoor x @H(AO) o

§14, Lineaire afhankelijkheid en onafhankelijkheid. Basis.

In deze paragraaf is K een gegeven lichaam en E een lineaire ruimte

over K,

Definitie 1. Een deelverzameling A van E heet lineair onafhankelijk indien
(1ho1) x & B(a\{x})

voor iedere x&A, Indien A niet lineair onafhankelijk is, dan heet A

lineair afhankelil Jko

Stelling 1, A is dan en sleél;ts dan lineair onafhankelijk indien uit

(14.2) UgXo + 0 X, * 000 kO X = 0

(x1, Xy oooy X, onderling verschillende vectoren uit Aj &, O,y oooy Op &X)

altijd volgts a, = Uy = ooo B O = 0,

1

Bewijs.
a) Stel in (14.2) is bijvoorbeeld o, # 0, Dan volgt dat
o o o
L2 3 n
x, -m-m% x, + m«-a,] Xy * ooo * w“% xnéH(A\{x,‘})

zodat A niet lineair onafhankelijk is.
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b) Stel A is lineair afhankelijk; zij bijvoorbeeld x 1eH(A\{x 1} ),

zeg

X, =a_x_ +0_x_+ +0 x
1 22 373 © °°° n'n?

met onderling verschillende Xpy X
Dan geldt (14.2) met o, = =1 # 0,

39 000y .Xn uitAena2ga3° ooogan Ko

1

Gevolg 1, A is dan en slechts dan lineair onafhankelijk indien alle

eindige deelverzamelingen van A lineair onafhankelijk zijn.
Gevolg 2. Als O0gA dan is A lineair afhankelijk.

Gevolg 3. Een eindige verzameling A = {x_ga Xpp ooy xn} (xi # x‘j als i # j)
is dan en slechts dan lineair afhankelijk als er scalairen

Gup Bpp co0p O bestaan, niet alle 0, waarvoor @ x . + 0, X_ + oo, + O‘nxn = 0,

11 22

Stelling 2, Als A lineair onafhankelijk is, en xO% H(A), dan is ook
Av{x)} lineair onafhankelijk.

BeWi;!Bc
Zij Ao = Au{xo}, en stel AO is lineair afhankelijk. Dan is er
een X, &A, met x1eH(Ao\{x1})e Deaar XOQH(A) is zeker x, # X o Zeg dat

=0 X + o.x <+ € O X
X1 T Og%p T FFo T oo T BpEne

met Xpp X3y ooy x & A\{x1}o Den is Gy # 0, want anders zou reeds
x,&H(A\{x,}), dow.z. dan wes A niet lineair onafhankelijk. Mear den
volgt dat

x =0 'x, = o lo.x =1
0 71 0 2- 0

+ oco * @ anxnéH(A),

2

in tegenspraak met de gegevens.

Stelling 3. Zij A lineair onafhankelijk. Iedere x €H(A) kan op &én en
(op volgorde=wijzigingen na) slechts &én wijze geschreven worden als

lineaire combinatie

Fa
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x=9g x o x <+ + 0 X
11 2% tec nn .

met onderling verschillende x,, Xyp co0y X EA en o #0, o, # 0,y 000
an # 0 Uit K,

Bewijs.

Ieder element x&H(A) is een lineaire combinatie van elementen
uit A (zelfs als A niet lineair onafhankelijk is); we moeten dus
alleen de ondubbelzinnigheid santonen, Deze is een gevolg van het
feit dat |

»
]

* QX F + o
01X1 oXo T eee nxn

en

b d B1x + 62x * 200 * ann

1 2

(x1° Xpy sooy X onderling verschillende vectoren uit A) impliceren
dat

X=xXx=0= (G1 s B1)x1 + (aa @ 82)x2 4+ 600 * (an = Bn)xn

waarult weer volgt dat 4, - 61 =0, = 82 = oo = O = Bn,= 0, doWoZo

a, = 81; o, = 823 a00} an = Bnn

Definitie 2, Een basis voor E is een lineair onafhankelijke deelverza-

meling van A die geheel E opspant, d.W.z. waarvoor H(A) = E,
Uit stelling 3 volgt onmiddellijk:

Stelling 4. Zij A een basis voor E, Iedere xeE is op &én en (op

volgorde~wijzigingen na) slechts &én wijze te schrijven in de vorm

= 00X + o.x <+ + O X
EZOXy T 0K, T o000 T O Ky

met onderling verschillende Xis Xpp coop X g A en met coéfficiénten
qi # 0.
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Voorbeelden.

(a) In R® vormen de n vectoren e, = (150,04000,0),
2 (03150500050) 5 coo, e, = (0,04000,1) een basis,
;= (=3,2,1T) x, = (1,0,=6) en
= (0,2,~1) lineair afhankelijk,

*2

In R3 zijn de vectoren x
*3

(b) In C, beschouwd als vectorruimte over R, is de verzameling
{2 + 31, 3 + 2i} lineair onafhankelijk. Iedere A< C met meer dan twee

elementen is lineair afhankelijk.

(c) Voor iedere €& (0,1] zij f_ een continue refelwaardige functie
op [0,1] met de eigenschap: fe(t) # 0 voor 0 £t <e€gf(t)=0 voor
€<t<i,Danis A= {fe 1 0 <€ < 1} een oneindige lineair onafhan-

kelijke deelverzameling van C[0,1]; A is geen basis.
Van zeer groot belang is de volgende stelling:

Stelling 5, Iedere lineaire ruimte E over een lichaam K heeft een
basis,

Het bewijs van stelling 5, in het algemene geval, gebruikt &én
of andere vorm van het keuze-axioms (de Welordeningsstelling van
ZERMELO of het Lemms van ZORN)., Wij zullen slechts een bijzonder geval

van stelling 5 bewijzen, nl. voor eindig-dimensionale E.

Definitie 3, Een lineaire ruimte E heet eindigmdimensionaal als er

een eindige deelverzameling A van E besteat met E = H(A),

Bewijs van stelling 5 ingeval E eindig-dimensionaal is.

Zij A eindig en E = H(A),
Als 0 # x&A, dan is de verzameling, die alleen uit x bestaat,
lineair onafhankelijk, Als A(:H(x,]), dan is H(x.i) = H(A) = E, dus
B(x,) = E, dus {x1} is een basis.,
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Als zo niet, dan is er een xzﬁA\H(x,’)o Volgens stelling 2 is
{x10 x2} lineair onafhankelijk. Als A(_H(x,' ,xe), dan is weer
H(x1ax2) = E, dus (,x,i,xa) een basis; zo niet, dan is er een
X & A\H(x,lgxg)E enz. Daar A eindig is moet men na eindig veel
stappen komen tot een lineair onafhankelijke verzameling

B= (x,i, Xpp oo xn)c.A zodanig dat AcH(B), zodat H(B) = H(A) =
= E; deze B is een basis voor E.



