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I . ABSTRACTE ALGEBRA 

§1. Operaties 

Met een zeker recht kan men beweren dat de moderne abstracte 

algebra samenvalt met de studie van operaties. Met name gaat het daarbij 

om de binaire operaties, maar ook eentallige operaties spelen een 

belangrijke rol; voor meertallige operaties (n-aire operaties met n::_3) 

is dit slechts in mindere mate het geval. 

Door een eentallige operatie T, gedefinieerd in een verzameling X, 

wordt aan ieder object x uit X (we noemen x ook een element van X, en 

schrijven kortweg: x e X) een nieuw object T(x) uit X toegevoegd. In 

exacte vorm: 

Definitie 1. Een eentallige operatie in een verzameling Xis een afbeel­

ding van X in zichzelf. 

Voorbeelden. 

a) X is de verzameling der ree!le getallen; T(x) is het getal - X • 

b) X is de verzameling alle natuurlijke getallen; T(x) 
2 

van = X 

c) X is de verzameling van alle mensen; T(x) is de vader van x, als X 

een vader heeft; zo niet, dan is T(x) dezelfde persoon als x. 

Door een tweetallige of binaire operatie T, gedefinieerd in een 

verzameling X, wordt aan ieder geordend paar (x,y) van objecten x,y uit 

X een element van X toegevoegd. Alle geordende paren (x,y) van objecten 

x,y uit X vormen tezamen weer een verzameling, die men gewoonlijk aan­

geeft met Xx X. De exacte definitie van een binaire operatie kan dan 

als volgt geformuleerd worden: 
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Definitie 2. Een binaire operatie in een verzameling Xis een afbeel­

ding van X x X in X. 

Voorbeelden. 

d) X is de verzameling der reE!le getallen; T(x,y) = x,y. 

e) X is de verzameling van de positieve gehele getallen; T(x,y) = XY, 

f) X is de verzameling der reE!le getallen; T(x,y) = y-x. 

g) X is de verzameling der rationale getallen; T(x,y) is het kleinste 

der beide getallen x,y. 

h) Xis de verzameli~g der gehele getallen ongeliJk nul; T(x,y) 1s de 

kleinste positieve gemene veelvoud (k.g.v) van x en y, 

i) X = {0,1,4,5,6,9} ; T(x,y) is het eindcijfer van 5x+6y. 

j) Xis de verzameling van alle deelverzamelingen van het platte vlak; 

T(x,y) is de vereniging van x en y: T(x,y) = x u y. 

k) Xis de verzameling van alle deelnemers aan het oriE!nterend collo­

quium "Groepentheorie en lineaire algebra"; T(x,y) = x. 

In deze lijst voorbeelden zullen sommige U natuurlijk voorkomen, 

andere daarentegen gekunsteld aandoen .. Daarbij ondervindt U hoogst 

waarschijnlijk als natuurlijk die binaire operaties die ontleend zijn 

aan de ... algebra! 

Het gebruik van de bekende binaire operaties uit de "gewone" 

algebra - + , - ' . - wordt gewoonlijk weergegeven door het 

operatiesymbool tussen de variabelen te plaatsen: x+y, x-y, etc. 

In aansluiting hieraan zullen we in het vervol~ van deze paragraaf een 

willekeurige binaire operatie T, bij toepassing op variabelen x en y, 

sehrijven tussen x en y; dus: xTy i.p.v. T(x,y). Gemakshalve zullen we 

daarbij vaak als symbool voor een binaire operatie niet T, maar bijv. * 
kiezen (en later meestal het teken. ). 

Verreweg de belangrijkste binaire operaties zijn de associatieve 

opera ties. 
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Definitie 3. Zij * een binaire operatie in X. De operatie * heet 

associatief indien, voor willekeurige x,y,z ~ X: 

x * (y * z) = (x * y) * z • 

Voorbeelden. 

De operatie in voorbeeld d) is associatief. Evenzo de operaties 

in g), h), i), j) en k). Daarentegen zijn de operaties in de voorbeelden 

e) en f) niet associatief, daar i.h.a. 

en 
z - (y - x) ~ (z - y) ' - X 

Een andere belangrijke eigenschap die een binaire operatie al of 

niet kan bezitten is de connnutatieve eigenschap. 

Definitie 4. Zij * een binaire operatie in X. De operatie * heet 

commutatief indien, voor willekeurige x,y e X: 

X * y = y * X . 

Voorbeelden. 

De operaties in de voorbeelden d), g), h), j) zijn commutatief; de 

operaties in e), f), i), k) zijn zulks niet. 

Definitie 5. Zij * een binaire operatie in X. Een element e van X heet 

een neutraal element t.o.v. * indien voor iedere x £ X geldt: 

Voorbeelden. 

In voorbeeld d) is 1 een neutraal element t.o.v. . . Evenzo is in 

voorbeeld h) het getal 1 een neutraal element t.o.v. kleinste gemene 

veelvoud. In j) is de lege verzameling 0 een neutraal element t.o.v. IJ. 
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Voor de operaties in de voorbeelden e), f), g), i) en k) bestaat geen 

neutraal element. 

Voorbeeld. 

1) (deelstelsel van g)), Y is de verzameling van alle rationale getallen 
< 97 . ) _ 113 , x * y = min(x,y. 

97 
In dit geval is er een neutraal element t.o.v. * , nl. 113 

Stelling 1. Zij * een binaire operatie in een verzameling X. Dan bezit 

X ten hoogste een neutraal element t.o.v, * . 

M.a.w.: Als er een neutraal element bestaat t.o.v. * , dan is dit on­

dubbelzinnig bepaald. 

Bewijs van stelling 1. Stel zowel e1 als e 2 is een neutraal element 

t.o.v. *· Voor willekeurige x ~ X en ye X geldt dan: 

e X = 
1 

X 

Nemen we i.h.b. X = e2 en y = el dan vinden we: 

ele2 = e2 

Er volgt dat el = e2. 

We besluiten deze paragraaf met de invoering van een laatste be-

grip: 

Definitie 6. Zij * een binaire operatie in een verzameling X, en stel X 

bevat een neutraal element e t.o.v. * . Een element x ~ X heat 

inverteerbaar indien er een y ~ X bestaat zodanig dat 
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Voorbeelden. 

In voorbeeld d) is een getal x inverteerbaar dan en slechts dan 

indien x f 0. In voorbeeld h) bestaat er weliswaar een neutraal element 

(nl. 1), maar behalve dit neutrale element zelf is geen enkel element 

inverteerbaar. Ook in j) is het neutrale element (hier~) het enige 

inverteerbare element. 

Stelling 2. Zij * een associatieve binaire operatie in een verzameling 

X, en stel X bevat een neutraal element e t.o.v. *· Voor iedere x e X 

bestaat er ten hoogste een y zodanig dat 

Bewijs. Stel X * yl = 

Y1 = yl * e = Ian is 

y1 * x = e en x * y2 = y2 * x = e. 

Y 1 * (x * Y 2) = (y 1 * x) * Y 2 = e * Y 2 

Als * een associatieve binaire operatie is in X, met neutraal ele­

ment e, en xis inverteerbaar, dan bestaat er dus precies een y zodanig 

dat x * y = y * x = e. Dit element y noemt men de inverse van x. 

Voorbeeld. 
1 

In voorbeeld d) is de inverse van x ~ O het getal -
X 

§2. Groepen. 

Definitie 1. Een groep is een verzameling G, voorzien van een binaire 

operatie *, met de volgende eigenschappen: 

(1) * is associatief; m.a.w. x * (y * z) = (x * y) * z, voor alle 

x,y,ze.G. 

(2) G bevat een neutraal element t.o.v. * ; m.a.w. er bestaat een e E G 

zodanig dat x * e = e * x = x voor alle x e G. 

(3) Ieder element van G is inverteerbaar; m.a.w. voor iedere x ~ G is 

er een y ~ G zodanig dat x * y = y * x = e. 
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Voorbeelden. 

a) G is de verzameling der reele getallen, * is de normale optelling: 

X * y = X + y. 

Het neutrale element is O; de inverse van x is - c" 

Deze groep zull~n we voortaan aangeven met (R,+). 

b) G is de verzameling der rationale getallen; * is de normale optel-

ling. 

Deze groep zullen we voortaan aangeven met (Q,+). 

c) G is de verzameling der geh~le getallen; * is de normale optelling. 

Deze groep zullen we voortaan aangeven met (Z,+). 

d) G is de verzameling der reele getallen ~ 0; * is de normale ver­

menigvuldiging· x * y = x. y. 
-1 

Het neutrale element is 1; de inverse van xis x 

Voor deze groep schrijven we in het vervolg (R' ,.). Op analoge wijze 

wordt de multiplicatieve groep (Q',.) van alle rationale getallen ~ 0 

gedefinieerd. 

e) G is de verzameling van alle deelverzamelingen van het platte vlak; 

de operatie * voegt aan twee deelverzamelingen x en y toe hun symme­

trisch verschil, d.w.z. x * y is de verzameling van alle punten van het 

vlak die hetzij tot x, hetzij tot y, maar niet tot beide behoren. 

(Het neutrale element is de lege verzameling 0; de inverse van xis x 

zelf). 

f) Zij q ~ R, q > O. In R definieren we een binaire operatie 

als x e R, ye R, dan zij x + y het getal t zodanig dat t 6 
q 

+ aldus: 
q 

R = [o,q) = 
q 

b (mod q) wordt {u: 0 ~ u < q} terwijl voorts x + y = t (Mod q) (met a~ 
a-b altijd bedoeld -- e Z).Men kan nagaan dat (R ,+) een groep is. 

q q q 
g) Wanneer men inf) overal de verzameling R vervangt door de verza-

meling Q der rationale getallen, dan verkrijgt men groepen (Q ,+) die 
q q 

evenals de groepen (R ,+) uit f) oneindig zijn. Vervangt men echter in 
q q 

f) overal R door Z, dan verkrijgt men de bekende restgroepen modulo q 

(q is nu een na tuurlijk getaU). Deze groepen (Z , + ) zijn alle eindig ! 
q q 

h) Zij T de verzameling van alle complexe getallen z met lzl = 1 en zij 

. de gebruikelijke vermenigvuldiging van complexe getallen. Dan is 

(T,.) een groep. 
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i) Verschillende deelstelsels van T zijn ook groepen. Zij bijv. 
21Ti ~ (n-l)21Ti 

C = {1,e n ,e n, ... ,e ~} (n een natuurlijk getal). 
n . 

Iedere (C ,.) is een groep. n 
j) De groepen (C ,.) uit voorbeeld h) zijn eindige groepen. 

n 
Een eindige groep wordt dikwijls gedefinieerd door de elementen expli-

ciet neer te schrijven en de groepsoperatie door een tabel (vermenig­

vuldigingstafel) vast te leggen. Zo is de vermenigvuldiging in c4 e.g. 

va~tgelegd door de volgende tafel (kortheidshalve schri~ven we a voor 
1T1 31ri 
2 lT·i 2 e , b voor e enc voor e ): 

1 a b C 

1 1 a b C 

a a:- b C 1 

b b C 1 a 

C g 1 a· b 

De rij en kolom buiten de dubbele st~epen laat men daarbij dikwijls weg 

(ze worden toch binnen de tabel gereproduceerd). 

Een andere groep met 4 elementen is de zg. viergroep van Klein 

(V,.), waar V = (E,a,B,y) (E,a,B,yj zijn vier onderling verschillende 

maar overigens willekeurige elementen), terwijl de groepsoperatie 

gedefinieerd is door de tafel 

€ a B y 
, a € y B 

B y € a 

y B a € 
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k) Een andere eindige groep is de groep (G,*), met G = {e,p,q,r,s,t} 

en vermenigvuldigingstafel 

e p q r s t 

p e r q t s 

s r e t q p 

r s t e p q 

q t s p e r 

t q p s r e 

1) Zij G de verzameling der imaginaire getallen (d.w.z. de complexe 

getallen z = x + iy, x en y re~el, met y ~ 0), en zij * de aldus gede­

finieerde binaire operatie in G: 

z * w = Re(z) + w.Im(z} = x + wy'. 

Dan is (G,*) een groep(met i als neutraal element). 

m) Zij Gd~ verzameling van alle permutaties van een zekere verzameling 

X; als f 41 G en g ~ G, dan zij fog die permutatie van X die aan x 4; X 

toevoegt f(g(x}). Dan is (G,o) een groep. (Een permutatie van een ver­

zameling Xis een een-eenduidige afbeelding van X op zichzelf). 

Opmerking. Als X een eindige verzameling is, zeg met n elementen, dan 

geeft men een permutatie f van X dikwijls weer in de vorm van een matrix 

met twee rijen en n kolommen; in de eerste rij rangschikt men de ele-

menten van X, en onder ieder element noteert men zijn f-beeld: 

( xl x2 x3 X ) n • 
f(x1) f(x 2) f(x3) f(xn) 

Opgave 1. Gana dat de groepen, aangegeven in de voorbeelden a) t/m m), 

inderdaad voldoen aan de eisen van definitie 1. Ga voor elk dezer 

groepen na wat het neutrale element is, en wat de inverse is van een 

willekeurig element x. 
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Het is gebruikelijk de binaire operatie * van een groep (G,*) de 

groepsvermenigvuldiging te noemen, en deze ook als een vermenigvuldiging 

te schriJven, i.e. x.y of xy te schrijven i.p v. x * y In dit verband 

noemt men het neutrale element van de groep meestal het eenheidselement. 
-1 

De inverse van een element x noteerst men dan met x . 

Een uitzondering op deze gebruiken maakt men bij vele commutatieve 

groepen. 

Definitie 2; Een groep (G,*) heet commutatief of abels als de groeps­

operatie * commutatief is. 

Opgave 2. Gana welke van de groepen in a) t/m m) commutatief zijn, en 

welke niet. 

In een commutatieve groep wordt de groepsoperatie * vaak weergegeven 

met + (ook al is het niet de "normale" optelling van getallen); het 

neutrale element van G noemt men dan het nulelement van G; voor de 

inverse van x e G schrij ft men - x . 

N.B. Voor abelse groepen wordt dikwijls de multiplicatieve notatie 

gebruikt; voor niet-commutatieve groepen gebruikt men echter nimmer de 

additieve notatie. M.a.w. het is een conventie slechts dan een groeps­

operatie aan te geven met+ , wanneer deze groepsoperatie commutatief is. 

epgaven. 

3. Zij X = {1,2,3,4}. Bewijs dat de permutaties 

(: 2 3 : ) (: 2 3 : ) C 2 3 :) C 2 3 :) 2 3 1 4 4 1 3 2 

een groep vormen, en stel de vermenigvuldigingstafel op. 

4. Stel de vermenigvuldigingstafel op van de groep van alle permutaties 

van de verzameling {1,2,3}. Evenzo de additietafel van (z6 ,+6) (zie 

voorbeeld g)) . 
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5, Onder het complement van x verstaan we 1-x. 

Beschouw nu de volgende instructies: 

C = neem het complement van ... 
r = neem de reciproke van ... i 

t = neem het tegengestelde van ... 
e = doe niets met ... ; 

cert= neem het tegengesteldevan een object; neem de reciproke van het 

resultaat, pauzeer nu even; neem tenslotte het complement van 

wat ge reeds verkregen had. 

Ieder woord uit de letters c, r, ten e stelt, zodoende, een operator 

v or. Ond·,r het produkt van twee woorden w
1 

en w
2 

, in deze volgorde, 

verstaan W<- het woord w1w2 . Dus tee.cert - teccert. 

A) Te bewijzen: tt = rr =cc= e; tr= rt; ere= rcr, teccert = r. 

B) Bewijs date, r, ten rt een abelse groep vormen. Bewijs dat ieder 

woord uit de letters e, rent gelijk is aan een der ~ier elementen van 

die groep. 

C) Bewijs date, r, c, re, er en rcr een niet-abelse groep vormen (en 

dat het "woordenboek op deze drie letters" uitsluitend deze zes opera­

toren bevat). 

D) Bewijs date, t, c, tc, ct, tct, etc, tctc, ctct, ... enz. 

een oneindige groep vormen, metals abelse ondergroep de verzameling 

e, tc, ct, tctc, ctct, tctctc, ctctct, ... 

E) De onder C) gevonden groep wordt "de harmonische groep" genoemd. 

Welke zes functies ontstaan wanneer men de operaties van de harmonische 

groep toepast op de functie sin2 x? Welke zes dubbelverhoudingen ont­

staan, wanneer men een dubbelverhouding (ABCD) tot uitgangs-obJect neemt? 
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§3. Eigenschappen van groepen 

Z1J (G,.) een groep met eenheidselement e. De inverse van een element 

11 . . t t -l x zu en w1J no eren me x 

In (G,.) gelden de volgende eigenschappen: 

1) Voor ieder tweetal elementen a en b van G zijn de vergelijkingen 

a.x = b en y.a = b eenduidig oplosbaar 

-1 -1 -1 Bewijs. Zij a de inverse van a, dan zijn x = a .b en y = b.a 

oplossingen van de vergelijkingen. 

Dit zijn ook de enige oplossingen, daar uit a.x = b volgt 
-1 -1 -1 -1 -1 -1 

a . (a. x) = a . b =9 (a . a) . x = a . b => e. x = a . b ~ x = a . b. 
. -1 -1 -1 -1 

Evenzo volgt uit y.a - b, (y.a).a = b.a ==> y.(a.a ) = b.a 
-1 -1 

=I>- y.e - b.a ::::> y - b .a . 

Gevolg 1. Het bovenstaande impliceert dat als a.x = a.y dan is x - y, 

en uit x.a = y.a volgt ook dat x = y. 

Gevolg 2. Als a een element is van G met a.a= a , dan is a= e. 

Opgave 1. 

Zij Geen verzameling met een associatieve binaire operatie. z6 dat 

de vergelijkingen a.x = b en y.a = b oplosbaar zijn voor alle a,b ~ G. 

Dan is (G,·.·) een groep. 

2) Voor ieder tweetal elementen a en b van G geldt 

(a-1)-1 = 

(a.b)-l = 

a 
-1 -1 

b .a . 

Bewijs. Uit a-1 .a = a.a-l = e volgt {a-l)-l = a (§1. St. 2). 
-1 -1 -1 -1 b-1.b Verder is (b .a ).(a.b) = b .(a .a.b) = = e en 

-1 -1 -1 -1 -1 
(a.b).(b .a ) = (a.b.b ).a = a.a = e 

-1 -1 -1 Hieruit volgt dat (a.b) = b .a . 
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3) Zij a een w1llekeurig element van de groep {G,.) en~ de afbeelding 
a 

van Gin G die aan een element x E G het element a.x toevoegt. 

Dan is~ een 1-1 duid1ge afbeeld1ng van G op zichzelf. 
a 

Bew1JS. Stel A {x) = ~ {y). Dan is a.x =a.yen dus x = y {gevolg 1, a a 
eigenschap 1). 

De afbeelding ~ is dus 1-1 du1d1g. 
a 

We bewijzen nu datl. een afbeeld1ng op Gis, d.w.z. hder element- y 
a 

uit G komt inderdaad als beeld voor. 
-1 ~ -1 

Immers stel x = a .y, dan 1s ~ {x) = a.a .y = y. 
a 

Opmerking 1. Zij {G,) een groep en a E.G. Stel aG ={ a.x Ix ,e. a}. 
Uit e1genschap 3) volgt dan dat raG = G voor iedere a~ G. 

Definitie 1. Zij {G,.) een groep met eenheidselement e. 

Wij definH!ren nu door mduct1e: 

:: : :an-l) .a · J n natuurlijk getal 
-n -1 n 

a = {a ) . 

Bewijs zelf de volgende stelling. 

Stelling 1. Zij a,b ~ G, dan geldt 
n m n+m a .a = a 

{ n)m n.m 
a = a 

n n n 
{a b) - a . b als a.b = b.a 

} n,m geheel . 

Opmerking 2. Indien men in een groep G de additieve notatie + gebruikt, 

sbhriJft men n a inplaats van n 
a . 

Stelling 1 kriJgt dan de volgende vorm. 

Stelling 1'. Voor~eder tweetal elementen a en b van {G,+) geldt 



n a+ m.a = (n+m)a 

m(n a)= (m.n)a 

n(a+b) = n a+ n b 
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} 
n,m geheel. 

Definitie 2. Zij (G,.) een groep met eenheidselement e. Het kleinste 

natuurlijke getal n met an= e heet de orde van a, a e G. 

Notatie: ~(a)= n. 

Als er geen natuurlijk getal n is met an= e, dan heet de orde van a 

oneindig: ~(a)= oo. 

Er geldt: 6'(e) = 1, en: als a I. e, dan O"(a)> 1. 

: § 4. Homomorphismen en isomorphismen 

Definitie 1. Een homomorphisme van een groep (G,*) in een groep (H,e) 

is een afbeelding f van Gin H met de volgende eigenschap: 

(1) <p(X !It y) =<p(x)E) 'f(y) 

voor alle x,y 6 G. 

Indien bovendien ieder element van H optreedt als beeld van ten­

minste een element van G (kortweg: als q,(G) = H), dan heet ~ een ho­

momorphisme van (G,*) op (H, ®). In di t geval heet de groep (H, E>) een 

homomorph beeld van de groep (G,*). 

Voorbeelden. 

a) De additieve groep (R,+) der re~le getallen (vb. 2a) kan homomorph 
" worden afgebeeld op de multiplicatieve groep (T,,) der complexe getal-

len z met lzl = 1 (vb. 2h). Een homomorphisme van (R,+) op (T,•) is 

bijvoorbeeld de 

(2) 

afbeelding f, gedefinieerd door 

27t ix cp (x) = e (x e. R) 

b) De groep (R,+) kan homomorph worden afgebeeld in (R' ,.) (vb. 2d); 

:een homomorphisme van (R,+) in (R',·) is bijv. de afbeelding~ met 

(3) 
X cp (x) = e (x ~ R). 

N.B. ~ is een homomorphismein (R' ,.), maar niet een homomorphisme op 

(R',·) (vgl. opgave 3), 
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c) Zij R'' de verzameling van alle posi tieve reele getallen. Dan is 

(R", •) een groep, en deze groep j s een homomorph beeld van. de groep 

(R,+) (de afbe::.lding f ui t vb. b) is een homomorphisme van (R,+) op 

(R", . )) . 

d) Iedere groep (R ,+ ) (q > O; zie vb. 2f) is een homomorph beeld 
q q 

van (R,+); een homomorphisme van (R,+) op (R ,+) wordt gegeven door q q 
de afbeelding <f'q, die aan x ~ R toevoegt dat getal y ~ Rq, waarvoor 

geldt: x 5 y (mod q). 

e) Zij q > 0, en zij 'f. de volgende afbeelding R -+ T: 
q 2 7t"ix q 

(4) 
q 

'fq(x) = e (x ~ R ) • 
!If q 

Dan is '/" een homomorphisme van (R ,+) op (T,,). 
q q q 

f) Zij n een natuurlijk getal. De groep (Z ,+) (vb. 2g) kan homomorph 
n n 

worden afgebeeld op de groep (C ,·) (vb. 2i), en omgekeerd. n 

Verzamelingentheoretisch intermezzo. Stel f is een afbeelding van een 

verzameling A in een verzameling B, g een afbeelding van Bin een ver­

zameling C. De samengestelde afbeelding van A in C die aan a e A toe­

voegt g(f(a)) E. C, wordt aangegeven met g o f. Indien f zowel 1-1-

duidig is als een afbeelding van A op B, dan is f ondubbelzinnig om­

keerbaar; voor de omkeerafbeelding schrijven we f-
1

. 

Stelling 1. Zij 'f een homomorphisme van (G,*) in (H, e), en 'Y een 

homomorphisme van (H, 0) in (K, .0). Dan is 1f o 'f een homomorphisme van 

(G,*) in (K, A). 

Bewijs. Voor willekeurige x,y e G geldt: 

Voorbeeld. 

(yr o <p) (x * y) = '/l'(Cf(x * y) = 'fl" (cp(x)GJ 'f (y)) =,Y-(<f(x))AY,(Cf(y))= 

= ('/'o cp) (x) A (lfo'f) (y). 

g) Het homomorphisme van (R,+) in (T,,), gedefinieerd in voorbeeld a), 

is de compositie van het homomorphisme <(1 1 : R-+--~ uit vb. d) en het 

homomorphisme y 1 : R1-... T ui t vb. e). 
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Stelling 2. Zij 'P een homomorphisme van (G,*) op (H, 0). Indien <p 
-1 

1-1-duidig is, dan is cp een homomorphisme van (H, 0) op (G,*). 

-1 -1 
Bewijs. Stel u,v £ H; zij x =<p (u), y =ff' (v). We moeten aantonen: 
-1 f (u Q v) = x * y. Inderdaad, daar <peen homomorphisme is geldt 

<p(x * y) = cp(x)(l) 'f'(y) = u (i)V, 

waaruit het gestelde volgt. 

Definitie. Een 1-1-duidig homomorphisme van een groep (G,*) in (op) 

een groep (H,G)) heet een isomorphisme van (G,*) in (resp. op)(H,e;,). 

Twee groepen (G,*) en (H, 0) heten isomorph indien er een iso­

morphisme van (G,*) op (H, 0) bestaat. 

Stelling 2 kan nu ook zo geformuleerd worden: als 'f' een isomorphisme is 

van (G,*) op (H, G)), dan is c.(1 
een homomorphisme (ja, zelfs een iso­

morphisme) van (H, (i)) op (G, *). 

Isomorphe groepen beschouwt men binnen de algebra als "essen­

tieel gelijk". Anders geformuleerd: slechts die eigenschappen van een 

groep (G,*) zijn algebraisch belangrijk, die behouden blijven onder 

isomorphismen, die (G,*) dus deelt met alle ermee isomorphe groepen. 

Voorbeelden. 

h) Het homomorphisme cp in voorbeeld b) is· een isomorphisme van (R,+) 

in (R' ,.). Het homomorphisme o/ in voorbeeld c) is een isomorphisme 

van (R,+) op (R", .) , met als invers isomorphisme C('-l de afbeelding 

(5) 
-1 cp (u) = log u 

i) Voor ieder natuurlijk getal zijn de groepen (Z ,+) en (C ,·) iso-n n n 
morph. 

j) Zij q e R". De groepen (R ,+) en (T,.) zijn isomorph; de afbeel­
q q 

ding 'Y uit vb. e) is een isomorphisme van de eerste dezer groepen 
q 

op de tweede, waarvan het inverse isomorphisme de vorm 

(6) 'Y q -l (z) = in: arg(z) (z IS T) 
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heeft (met arg(z) bedoelen we het argument van het complexe getal. z, 

en wel met de conventie: 0 .;!- arg(z)< 27C). 

Als f : A-+- B en g : B ....+- C beide 1-1-duidige afbeeldingen zijn, 

dan is ook g of : A.....,,,. C 1-1-duichg. Di t fei t, tezamen met stelling 1, 

impliceert: 

Stelling 2. Zij <p een isomorphisme van (G, *) in (H, <:>) en y een iso­

morphisme van (H, 0) in (K, A). Dan isV,, o cp een isomorphisme van 

(G;*) in (K, A). 

Voorbeelden. 

k) Stel pen q zijn positteve reele getallen. Daar '\Jr en \Y: (gede-
7 p q 

finieerd als in vb.e) isomorphismen van (R ,+) resp. (R ,+) op 
-1 p p q q 

(T,,) zijn, volgt dat lf/. o lf' een isomorphisme van (R ,+) op 
-1 q p p p 

(R ,+) is (voor Y, zie ook vb. j). Alle groepen (R ,+ ), q > O, 
q q q -1 q ·q 

zijn dus onderling isomorph. (De afbeelding 'IV o lf' heeft een lq p 
zeer eenvoudige vorm: 

(7) (w-l o w ) (x)-= ~~ .~.x, 
Tq T p ;_. p , 

voor willekeurige x e R ). 
p 

1) Alle groepen (Q ,+) (r positief rationaal) zijn isomorph (vgl. 
r r 

vb. k). 

N.B. Twee verschillende groepen (Z ,+ ), (Z ,+) (n,m natuurlijke 
n n m m 

getallen, n i m) zijn nooit isomorph! 

Stelling 3. Stel (G,*) en (H,0) zijn groepen; zij e het neutrale 

element van (G,*), e' het neutrale element van (H, e>), en zij zowel 

in fG,*) als in (H,0) de inverse van een element x aangegeven met 

x --l: Indien cp een homomorphisme is van G in Hq da-n is, ,, 

q, (e) = 
-1 

<p (x ) = 

e'. 
' -1 

(cp(x)) , voor alle x 6 G. 

Bewijs. Ui t e * e = e volgt cp (e) (!) <p (e) = cp(e) = Cf (e) e> e'; dus 
-1 -1 

<p(e) = e' (vgl. § 3, gevolg 2). Ui t x * x = x . * x = e volgt 
-1 -1 

voorts dat 'f (x) 0 Cf(x ) = <p(x )<!> cp (x) = <:p (e) = e'. Di t betekent 

,. 
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-1 
dat <p (x ) de inverse is van cp (x) in (H, <::>) (vgl. § 1 stelling 2). 

Definitie 3. Zij (G,*) een groep. Een endomorphisme van (G,*) is een 

homomorphisme van (G,*) in zichzelf. Een automorphisme van (G,*) is 

een isomorphisme van (G,*) op zichzelf. 

Voorbeelden. 

m) Zij q een reeel getal. De afbeelding w : R-+ R die x ES R afbeeldt 
q 

op q.x is een endomorphisme van (R,+). Als q i O is w zelfs een iso­
q 

morphisme van (R,+) in zichzelf; w is echter slechts een automorphisme 
q 

indien q = 1. 

n) E enzo is de op analoge wijze gedefinieerde afbeelding w r 
Q ..... Q, 

r rationaal, een n 1 om rphisme van (Q,+), terwijl voor gehele n deaf­

beelding w met fAJ (x) = nx een endomorphisme is van (Z,+). 
n n 

) Zij (Im,*) de groep uit vb. 21. De afbeelding cp met 

(8) cp (z) = i. Im(z) 

is een endomorphisme van (Im,*). 

Notatie. De verzameling van alle endomorphismen van een groep (G,*) 

geven we aan met E (G, *); voor de verzameling van alle automorphismen 

van (G,*) schrijven we .fi(G,*). 

Binnen ! (G,*) is de afbeeldings-composi tie c, een associatieve 

binaire operatie. Deze operatie is i,h.a. niet commutatief (vgl. stel­

ling 5 hieronder). Wel is er een neutraal element t.o.v. c, nl. de 

identieke afbeelding e e (x} = x, voor alle x 6 G. Als G meer dan 

een element bezit is niet ieder endomorphisme inverteerbaar in de zin 

van de binaire operatie o in l(G,*); het endomorphisme '{'E f(G,*) is 

nl, dan en slechts dan inverteerbaar t.o.v. o, als f een ondubbelzin­

nig omkeerbare afbeelding is in de gebruikelijke zin, d.w.z. als cp 
1-1-duidig is en bovendien G op zichzelf afbeeldt (GA DIT NA!). Anders 

gezegd: de inverteerbare elementen in c(G,*) zijn juist de automor­

phismen van G. 

Stelling 4. Zij (G,*) een groep. Dan is ook (.A(G,*), o) een groep. 
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Bewijs. We merkten reeds op dat o associatief is. De 1.dentieke afbeel­

ding £ van G is een automorphisme, ctus (.A., o) heeft een neutraal ele-
-1 

ment. Als f een automorphisme is van (G,*), dan ook~ , dus ook aan 

het derde postulaat uit de definitie van een groep (§ 2 def.1) is vol­

daan. 

Interessante en belangrijke voorbeelden van automorphismen zijn 

de zog. inwendige automorphismen. Zij (G,*) een groep. Als a e G, dan 

schrijven we ,: voor de volgende afbeelding G ... G: 
a 

"'C (x) 
a 

Bewering; T is een automorphisme van G. 
a 

(x ~ G). 

Bewijs. Voor willekeurige x,y e G geldt (we schrijven weer e voor het 

neutrale element van G): 

-1 -1 -1 -1 = a*X*Y*a = a*x*e*yll<a = a*x*(a *a)*Y*a = 

= (a*x*a -l) * (a*y*a -l) =,: (x) iii -c (y). 
a a 

Derhal ve is ,: een endomorphi sme. En ,:; is omkeerbaar, dus een au to-
a a 

morphisme (vgl. opgave 1), want de werking van -c wordt ongedaan ge­
a 

maakt door "'C a-l : "t a-1 o "ta = E. 

De automorphismen van (G,*) van de vorm "'Ca,afS G, noemt men de 

inwendige automorphismen van (G,*), De verzameling van alle inwendige 

automorphismen van (G,*) zullen we aangeven met !Y(G,*). 

Opmerking. Het kan gebeuren dat "Ca = ,:; b' terwijl a ./:. b. Ingeval (G,*) 

commutatief is val t zelfs ieder inwendig automorphisme "'C samen met 
a 

de identieke afbeelding e . 

Stelling 5, De toevoeging f 
op (-;/ (G,*), o). 

a --r is een homomorphisme van (G,*) 
a 

Bewijs. Daar <p (a * b) =,: b' moeten we aantonen dat ,; b = 
a * a * 

= "ta o "t' b, ofwel da t "t' a * b (x) = ("t"a o ,;ob) (x) = -r a ('tb (x)) voor alle 

x a G. Inderdaad is 
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"ta * b (x) 
-1 -1 -1 

= (a*b)*x*(a*b) = a*b*x*b *a = 

-1 -1 -1 
=a* (b*x*b )*a = a*(~b(x))*a ="'C'a(,:;b{x)). 

Opgaven. 

1. Stel X en Y zijn verzamelingen; f : X ~ Y zij een afbeelding die 

een omkeerfunctie g : Y-+X heeft (d.w.z. g(f(x)) = x voor alle 

x ~ X en f(g(y)) = y voor alley e Y). 

Bewijs dat f 1-1-duidig is, en dat fX = Y (d.w.z. f is een af­

beelding van X op Y). 

2. Bewijs dat de permutatiegroep uit § 2 opg.3 isomorph is met de 

viergroep van Klein (vb. 2j). Evenzo dat de harmonische groep 

(§2opg.5c) isomorph is met de groep in vb. 2k. 

3. Bewijs dat de viergroep van Klein en de groep c4 niet isomorph 

zijn. Evenzo dat de harmonische groep en c6 niet isomorph zijn. 

4. Bewijs dater geen homomorphisme van (R,+) op (R' ,.) bestaat. 

Hieruit volgt dat (R,+) en (R' ,.) niet isomorph zijn. 

5. Bewijs dat iedere groep die isomorph is met een abelse groep 

zelf abels is. 

6. Gana welke van de groepen in de voorbeelden uit § 2 isomorph 

kunnen worden afgebeeld in de groep (.Ym,*) uit voorbeeld 21. 

7. Bepaal alle endomorphismen van (Z,+). Evenzo alle automorphismen 

en alle inwendige automorphismen. Volgens stelling 6 is r)'(z,+),o) 

een homomorph beeld van (Z,+); is het ook een isomorph beeld? 

8. Zij (G,*) de groep ui t vb. 2k, Beschrijf de groep (A (G,*), o). 

9. Bewijs dat de binaire operatie o in l(G,*) niet commutatief 

is zodra de groep (G,*) niet commutatief is. 

Is het omgekeerde ook waar, m.a.w. volgt uit het abels zijn van 

(G,*) noodzakelijk dat o in l (G,*) commutatief is? 

(Aanwijzing: neem voor (G,*) de viergroep van Klein). 

10. Is de afbeelding <p, gedefinieerd door (2) (vb.a) het enige iso­

morphisme van (R,+) op (T,.)? 
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11. Is de afbeelding ,Yq c,, 

morphisme van (R ,+) op 
p p 

Bestaan er homomorphismen 

phismen ziJn? 
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'If (zie formule 7, vb. k) het enige iso­
p 

(R ,+ )? 
q -q 

van (R ,+) op (R ,+) die geen isomor-
p p q q 

12. Bestaan er endomorphismen van (R,+) die geen automorphismen zijn? 

13. Stel n en m zijn natuurlijke getallen. 

A. Als er een homomorphisme van (Z ,+) op (Z ,+) bestaat, dan is 
n n m m 

m een deler van n. 

B. Als er een isomorphisme van (Z ,+) in (Z ,+) bestaat, dan is n n m m 
n een deler van m. 

14. Zij (G,*) een groep. Als a E. G, dan zij 

gedefinieerd door 
f de afbeelding G-+- G 

a 

/a (x) = x * a (x E. G) 

(de rechts-translaties in G) 

A. Bewijs dat iedere fa een 1-1-duidige afbeelding van G op zich­

zelf is, dus een permutatie van G (vgl. vb.2m en§ 3). 

B. Zij ( f>CG), o) de groep van alle permutaties van G. Bewijs <lat 

de afbeelding ~:a--+ Xa (vgl. § 3) een isomorphisme is van 

(G,*) in (!P(G),o). 

(Hieruit volgt de stelling van CAYLEY: iedere groep is isomorph 

met een groep van permutaties,) 

C. Bewijs dat de afbeelding y,: a_,,. fa dan en slechts dan een iso­

morphisme is van (G,*) in (f>(G), o) indien (G,*) commutatief is. 

15. Als X een verzameling is, dan schrijven we JP (X) voor de verzame­

ling van alle deelverzamelingen van X. Voor het symmetrisch ver­

schil van twee verzamelingen A en B schrijven we A AB: 

x 6 A A B +. of x E. A of x E. B (maar niet beide) • 

Bewijs dat de groep </;J (X), ll.) :tingeval X uit twee elementen be­

staat isomorph is met de viergroep van Klein. 

16, Stel X en Y zijn verzamelingen. BewiJs de volgende stelling: Dan 

en slechts dan zijn (/;J,(x), A) en </1 (Y), I:,,) isomorph, indien de 

verzamelingen X en Y gelijkmachtiL zijn. 
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§ 5. Ondergroepen 

Definitie 1. Een groep (H,0) heet een ondergroep van een groep (G,*) 

indien voldaan is aan de volgende twee voorwaarden: 

1) His een deelverzameling van G; 

2) de identieke afbeelding E: H ➔ G (f(x) = x, voor alle x e H) is 

een isomorphisme van (H, ®) in (G,*). 

De tweede voorwaarde betekent dat x 0 y = x * y voor alle x,y ~ H. 

Om deze reden geeft men in een ondergroep de groepsoperatie aan met 

hetzelfde symbool als in de grote groep: men spreekt dus van de onder­

groep (H,*) van (G,*). 

Verzamelingentheoretisch intermezzo. Als (H,<::>) een ondergroep is van 

(G,*), dan kan men het verband tussen 0 en* exact weergeven door ge­

bruik te maken van het begrip restrictie van een functie. 

Als f een afbeelding is van A in B, en A
0

C A, de achrijven we 

f J A voor de functie die slechts op A gedefinieerd is en daar samen-o 0 

valt met f : (f(A »(a)= f(a) voor alle a~ A · f(A) heex~ de restric-o o' o 
tie van f tot A . Het verband tussen 0 en* is nu als volgt: 

' 0 

(1) 0 = * / H X H. 

(N.B. * is immers een afbeelding GX.G.-+-G, en 0 een afbeelding 

H >'.H ---+oH, vgl. § 1 def ,2). 

In het algemeen kan men, wanneer * een binaire operatie is in een 

verzameling X, en Y c. X, de functie *IYx Y beschouwen. Deze afbeelding 

is dan en slechts dan een binaire operatie in Y indien uit x,y e Y 

volgt dat X * y E. Y. 

Definitie 2. Zij * een binaire operatie in een verzameling X. Een 

deelverzameling Y van X heet stabiel (voor *) indien ui t x E. Y, y 6 Y 

vol gt x * y e Y. 

Indien (G,*) een groep is, en (H,*) een ondergroep van G, dan is 

H stabiel. Maar niet iedere stabiele deelverzameling van G is een on­

dergroep. 
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Voorbeelden. 

a) (R",.) is een ondergroep van (R' , • ) (vgl. vb .3c en vb .2d). De ver­

zameling N der natuurlijke getallen is stabiel in (R',.), maar 

(N, 0 ) is geen groep en dus ook geen ondergroep van (R' ,.). In 

(R,+) is R" stabiel, maar (R",+) is geen ondergroep van (R,+). 

b) Zij (G,*) een groep, en zij e het neutrale element. Dan is ({e},*) 

een ondergroep van (G,*), Voorts is (G,*) een ondergroep van zich­

zelf. 

c) Als m een natuurlijk getal is, dan zij:mZ de verzameling van alle 

gehele getallen die deelbaar zijn door m: mZ = { mk : k 6 Z} • 

Voor iedere mis (mZ,+) een ondergroep van (Z,+). 

d) Zij (Im,*) de groep uit vb. 21. Zij H de verzameling van alle zui­

ver imaginaire getallen yi (y reeel, y i O); (H,*) is een onder­

groep van (Im,*) die isomorph is met (R' ,.). Zij verder K de ver­

zameling van alle z e Im van de vorm z = x+i; x reeel; (K,*) is 

een ondergroep van (Im,*) die isomorph is met (R,+). 

e) Stel X en Y zijn verzamelingen en Y C X. Dan is (7P(Y), 4) een on­

dergroep van (:/:> (X), A) (voor de notatie zie § 4 opgave 14). 

In het vervolg zullen we meestal bij het spreken over een groep 

(G,*) de vermelding van de operatie * achterwege laten; we spreken 

dus kortweg over de groep G (behalve op plaatsen waar dit tot ver­

warring zou kunnen leiden). Verder zullen we i.h.a. de groepsvermenig­

vuldiging multiplicatief schrijven. 

Stelling 1. Zij Geen groep, en zij H een niet-lege stabiele deelver­

zameling van G. Dan en slechts dan is H een ondergroep van G 1ndien 
-1 

met x ~ H steeds ook x tot H behoort. 

Bewijs. 
-1 

Als H een ondergroep is van G geldt zeker: x E; H ➔ x e H. 

Stel nu dat H een niet-lege stabiele deelverzameling is van G die aan 
-1 

deze voorwaarde voldoet. Zij x ~ H; daar x e Hen daar H stabiel is 
-1 

·moet x.x e H, d.w.z. e e H. Nu volgt onmiddellijk dat H een groep is. 
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In de practijk geeft de volgende stelling een betere toets: 

Stelling 2. ZiJ G een groep, en zij 0 i H c G zodanig dat x,y E. Hz> 
-1 

x.y 6 H. Dan is H stabiel, en His een groep (en dus een onder-

groep van G). 
-1 

Bewijs. Laat x = y £ H; er volgt dat e = x ,y E- H. Zij nu x een 
-1 -1-

willekeurig element in H; ook e·x = x E. H. De stelling volgt nu 

ui t stelling 1. 

Stelli g 3. Zij <p een homomorphisme van G in H. Dan is q, G een on­

dergroep van H. 

Bewijs. Stel u,v E= cpG, zeg u = <p(x), v = cp(y), x,y E.G. Dan is 
-1 -1 -1 

uv = q, (x) • <p (y) = cp(x ,y )~ <p G. Pas nu stalling 2 toe. 

Gevolg. Zij ~ een endomorphisme van G, en zij H een ondergroep van 

G. Dan is ook ~H een ondergroep van G. 

Bewijs. q, I H is een homomorphisme van H in G, en beeldt H af op (f H. 

Volgens stelling 3 is dus cp H een ondergroep van G. 

is, 

Indien meer in het bijzonder q, een inwendig automorphisme '"t' a 

dan heten Hen -C- H geconjugeerde ondergroepen van G. 
a 

Voorbeeld. 

f) Zij G de groep uit vb. 2k, en zij H = { e,p}. Dan is H een onder­

groep van G. Het inwendige automorphisme ,:; s beeldt H af op { e, t} 

{ e, t} is dus een met H geconjugeerde ondergroep van G. De enige 

andere met H geconjugeerde ondergroep van G is { e, r } • 

Het kan voorkomen dat alle ondergroepen van een groep (G,*), die gecon­

JUgeerd z1Jn ,t d- ondergr·ep H, samenvallen met H. 

Voorbeelden. 

g) Als G commutatief is, valt ieder inwendig automorphisme samen met 

de identieke afbeelding. Voor iedere ondergroep H van G zijn er dus 

geen andere geconjugeerde ondergroepen dan H zelf. 

h) Zij G de groep uit vb. 2k, en ziJ H = {e,s,q} . Dan is H een onder­

groep van G, en ieder inwendig automorphisme van G beeldt Hin 

zichzelf af. 
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Ondergroepen met de Juist besproken eigenschap bl~ ke u1 onder· 

lijk belangrijk te zijn (zie § 5). Zij hebben daarom een eige-_ naam 

verworven: 

Definitie 3. Een ondergroep H van een groep G heet normaal indien 

~ H = H voor ieder inwendig automorphisme r van G. a a 

Een normale ondergro p h took een normaaldeler (voor de reden 

zie § 6). De voorwaarde uit definitie ~ kan men ook als volgt formule­

ren: 
1 

-1 
voor willekeurige a,x E. G geldt: x 6 H==9 axa 6 H. Of ook: 

aHa = H voor alle a E. G (zie ook opgave ). 

Stelling 4. Zij cp een homomorphisme van Gin H, en zij e' het neutrale 

element in H. Dan is q,-1
(e') een ondergroep van G. 

-1 -1 
Bewijs. Stel x E <p (e') en ye; cp (e'); d.w.z. <p(x) = cp(y) - e'. Dan 

-1 -1 -1 -1 -1 . 
is tp(x.y ) = q>(x). q,(y) = e'. (e'' = e'; dus ook x.y e 'f (e ) • 

Pas nu stalling 2 toe. 

-1 
Defini tie 4. Zij q, een hom~m rphisme van C in H. De ondergroep cp ( --) 
van G heet de kern van cp. 

-1--
Notatie: q:, (e') = kern(cp). 

Stelling 5. Zij gegeven een stelsel ondergroepen H van een groep G 
a(, 

(cf. doorloopt een index-ver~ameling A). Dan is ook d.. QA Hee. een onder-

groep van G. 

Bewijs. Stel x ES 0 A Hat en ye nA H • Voor iedere o£ E. A behoren dan c/.e -1 e o(, -1 
x en y tot He{ , en dus ook x.y • Hierui t volgt weer dat x.y e o({JA He(.. 

M.b.v. stalling 2 volgt nu de bewaring. 

Opmerking. Als H1 en H2 ondergroepen zijn van G, dan is i.h.a. I\ u H2 
niet stabiel en dus zeker geen ondergroep. 

Voorbeeld. 

i) 2Z en 3Z zijn beide ondergroepen van Z, maar 2Z U 3Z is niet stabiel. 

S ~lling 6. Zij Geen groep, Ac Geen w1llekeur1ge deelverzameling. 

Dan is er een kleinste ondergroep van G die A omvat.(Deze ondergroep 

noemt men de ondergroep van G, voortgebracht door A.) 
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Bewijs. Er zijn ondergroepen die A omvatten, biJv. G zelf. Zij nu H 

de doorsnede van a le ondergroepen die A omvatten. Volgens stelling 5 

is H een groep; ook is A cH; Hi· dus de gezocht keinste onde:<­

groep die A omvat. 

Een andere karakterisering van de ondergroep, voortgebracht door 

een verzameling A, wordt gegeven in opgave • Een belangriJk biJzon-

der g val is de ondergroep voortgebracht door een element. 

Ste ing 7. Zij Geen groep. De ondergroep H voortgebracht door een 
n 

element · t: G bes aat uit de elementen a, n-0,±_1,_2, ••• 

Bewijs. Alle genoemde elementen moeten zeker behoren tot .iedere onder-

g oep die a bevat. Anderzijds vonnen ze zelf en r 

Deze groep is dan no dzakel"Jk de kl inst er r, 

Opgav n. 

GA DIT NA!) 

evat. 

1. Zij H een ondergroep van een groep G. Nodig en voldoende opdat H 
-1 

een nonnaaldc.le r zij van G is dat aHa c H voor iedere a ~ G. 

Een andere nodige en voldoende voorwaarde is: aH ~ Ha voor iedere 

a E:. G. Bewi j. di t • 

2, Zij Geen groep, A een deelverzameling van G. De ondergroep H van 

G, voortgebracht door A, bestaat uit alle elementen x van G die 

te schrijven ziJn als een eindig product 

-1 
waarbij voor iedere i, ldi i~ n, hetzij c

1 
E. A hetzij ci E. A. 

3. ZiJ V het (a .. i thmetische) platte vlak, en zij A de verzameling van 

alle punten x = (x
1 

,x
2

) E:: V met geh,,·le coordi atPn x1 ,x2 
(het ~ 

heidsrooster in V). 

A) Zij C de verzameling van alle congruente afbeeldingen van Vin 

zichzelf; (C,o) is een groep. 

B) Zij D de verzameling van alle congruente afbeeldingen van V die 

de oorsprong, (O,O) op zijn plaats laten (alle rotaties van V om 

(O,O)). Ook (D,0) is een groep; Dis dus een ondergroep van C. 
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C) Zij Ede verzameling van alle translaties van V, d.w.z. van al die 

congruente ·afbeeldingen q, van V in zichzelf waarbij dr-;- a.· stand tus­

sen x en cp (x) constant is, voor x ~ V. Ook E is een ondergroep van 

c. 

D) Zij C 
0 

BewiJs 

en E 
0 

de verzameling van alle <p e. C die A 11 ·• · chzelf afbee. 

dat C een ondergroep is van c. Dan volgt dat ook D 
0 0 

...., En C ondergroepen zijn van C. 
0 

E) Bewijs dat iedere Cf> ca C te schrijven is als een product 
0 

•.:en. 

Dn C 
0 

met 'f 
1 

E E
0

, t 2 41: D
0 

en <p 3 £ S, waar S de groep der spiegelingen 

van V is: S -f £.,r} met E(x) = x voor aH:e x (de 1dent1eke afbeel­

ding),.en crx = -x voor alle x (de echte spiegeling). 

4h Zij Im de groep gedefinieerd in vb. 21), en zij H de verzameling van 

alle z, Im met Im(z) = 1 (i.e. van alle z = x+i, x reeel). Dan is 

H een ondergroep van Im; His isomorph met (R,+). 

5. Zij Im als in opg.4; zij K de verzameling van alle z ~ Im van de 

vorm z = x~i, x geheel. Dan is Keen ondergroep van Im; K is iso­

morph met de grootste der twee groepen gedefinieerd in§ 2 opgave 

5D. 
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§ 6. Normaaldelers en factorgroepen 

Definitie 1. Onder een equivalentierelatie R opeen niet-lege verzame­

ling X verstaan wij een deetverzameling R van XX X met de volgende 

eigenschappen: 

10) (a,a) E. R voor alle a E X. (reflexiviteit) 

20) (a,b) E R :)(b,a) E. R. (symmetrie) 

30) (a, b) E R en (b, C) E: R ~ (a,c) f: R (transitiviteit). 

Als (a,b) (: R, dan zullen we vaak schrijven a"" b en zeggen "a is equi­

valent met b. 

Heeft men een equivalentierelatie R op X, dan kan men de elementen van 
indel~ 

X in klassenrzo, dat twee elementen dan en slechts dan tot eenzelfde 

klasse behoren indien zij equivalent zijn. 

Een equivalentierelatie op X geeft dus een verdeling van X in dis­

juncte klassen, waarbij equivalente elementen in dezelfde klasse liggen 

en niet equivalente elementen in verschillende klassen. Omgekeerd is 

door iedere verdeling van X in disjuncte klassen een equivalentierela­

tie op X bepaald. Immers, als wij definieren: a Nb dan en slechts dan 

als a en b i!tl-. .dezelfde klasse liggen, dan is "rv" een equivalentie­

relatie. 

Definitie 2. Zij H een ondergroep van een groep Gen x e G, dan noemt 

men de ve rzameling x H = { x h J h € H}. een linker nevenklasse van H 

- in G. Evenzo heet H x = { h x I h, H} een rechter nevenklasse. 

Stelling 1. Zij H een ondergroep van een groep Gen stel x Ny als 

x E y H (x, y € G). Dan is "ru" een equivalentierelatie. 

Bewijs 

1°) Daar x = x e Ex H geldt x n, x. 

20) Als XIV Y, dan is x = y h, met h c H. 

Dus -1 y h h-l y' E: X H, d.w.z. X h = = y en y '1J x. 
. 30) Als XN y en y "II z, dan geldt 

x = y hl , y = z h2 met h1 , h2 
E; H. 

Dus x = y hl = z h2 hl ) x E z H =) x cv z. 
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Iedere ondergroep H van G definieert dus een equivalentierelatie op G. 

Uit stelling 1 volgt dat G uiteenvalt in disjunete linker nevenklassen 

x H van H. 
-1 

Hierbij is x H = y H dan en sleehts dan als x E y H i.e. als x y (: H. 

Daar H = e His H zelf ook een linker nevenklasse van H. 

Voorbeeld: Zij Z de additieve groep van de gehele getallen en m Z de 

verzameling van alle getallen, deelbaar door m: m Z = { m k l k t. Z 1 
m Z is een ondergroep van Z. 

Dan zijn de linker nevenklassen van m Zin Z de verzamelingen n + m Z = 

{n+mk\k€z}. n=0,1, ... ,m-1. 

Er zijn dus preeies m versehillende nevenklassen. 

Twee elementen x en y va·n Z liggen in dezelfde nevenklasse als 

x = y + m k, k f Z, dus als x E y (mod m). 

Opmerking 1: Als G eommutatief is, dan vallen linker en reehter neven­

klassen samen: x H = H x. 

Als G niet eommutatief is, dan is dit in het algemeen niet het geval. 

Kies b. v. voor G de groep gedefinieerd in § 2 opgave 5 C .. en voor H de 

ondergroep f e, r } . 

Dan is c H = { c; er) I:- { c, re} = H c. 

De ondergroepen N van G met de eigensehap dat linker en reehter neven­

klassen samen vallen, zijn juist de normaaldelers van G. 

Immers uit § 5 opgave 1 volgt dat een nodige en voldoende voorwaarde 

opdat N een normaaldeler zij van G is dat x N = N x voor iedere x ~ G. 

Opmerking 2: Zijn a Hen b H twee nevenklassen van Hin G; dan kan men 

door middel van de afbeelding a h-4b h de klasse a H 1-1-duidig af­

beelden op b H. 

Twee linker nevenklassen van Hin G zijn dus gelijkmaehtig; in het bij­

zonder geldt als H een eindige groep is, dat de nevenklassen a Hen 

b H evenveel elementen bezitten. 
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-1 
Stelling 2: De afbeelding f : g 4 g , g t G is een 1-1-duidige af-

beelding van G op G die de linker nevenklassen van-Hin G overvoert 

in de rechter nevenklassen. 

Bewijs: 
-1 -1 1 1 

Daar (x ) = x en x- ~ y- als x ~ y volgt dat f een 1-1-duidige · 

afbeelding van G op G is. 

Verder is f(a h) = h-l a-l t -1 -1 -1 
Ha en ha = f(a h ). 

De linker nevenklasse a H gaat dus over in de rechter nevenklasse H a-
1 

Definitie 3. Het aantal linker nevenklassen van Hin G (eindig of on­

eindig) heet de index van Hin G. 

Notatie: [G : H] . 

Uit stelling 2 volgt dat het aantal linker neven~lassen gelijk is aan 

het aantal rechter nevenklassen. De index van Hin G is dus ook gelijk 

aan het aantal rechter nevenklassen van Hin G. 

Definitie 4. Het aantal elementen (eindig of oneindig) van een groep 

G heet de orde van G. 

Notatie: r G I 
Uit stelling 1 volgt onmiddellijk: 

Stelling 3. (Lagrange) 

Zij Geen eindige groep en H een ondergroep van G. 

Dan geldt 

I GI = [G : H] . I H I . 
De index en de orde van een ondergroep zijn dus delers van de orde van 

de groep. 

Voorbeeld 

Zij S de groep van alle permutaties van n elementen {a1 , .t. .• ,a }" 
n * . n 

Dan is f S I = n! Stel dat s,:, 
1 

de ondergroep is van S , die ..,estaat 
n n- n 

uit alle permutaties die a invariant laten. 
* n 

Dan is S 1 isomorf met S 
1 

de groep van alle permutaties van n-1 
n- n-

elementen {a1 , ... ,an-l}. Dus I s:_1 J = (n-1)! 
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En uit de stellin~ van Lagrange volgt dat 

[ s : s* ] = n! n 
n n-1 (n-1) ! = • 

Stelling 4: Een ondergroep H van een groep G met index 2 is een nor­

maaldeler van G. 

Bewijs: 

Al s x €: H, dan H x = H = x H. 

Als x ~ H dan volgt uit [ G:H] = 2 dat G = Hu x H = H V H x .• Dus x H = 

= H x. 

Voor ieder element x E G geldt dus x H = H x~H is een normaaldeler van 

G. 

Definitie 5: Een equiYalentierelatie gedefinieerd op een groep G beet 

een congruentie als ui t x t"V y en u N v volgt x u N y v. 

Notatie: x = y. 

Stelling 5: Zij N een normaaldeler van G. Dan i-s de equivalentierelatie 

op G gedefinieerd door N een congruentie. 

Omgekeerd wordt iedere congruentie op G bepaald door een normaaldeler N. 

Bewijs: 

Zij 11
,v 

II de equivalentierelatie op G gedefinieerd door N. Dan volgt tiit 

x ,v y en u ,..., v da t x E y N en u C: v N 

Dus x u E y N v N = y v N N = y v N ...:}x u rv y v. 

Dus 11
,v

11 is een congruentie. 

Stel nu omgekeerd dat 11
: 

11 een congruentie 1.s en stel N = { x I x .= e, 

x ~ G} . (N is de congruentie klasse van e). 

Dan is N een groep. Immers als x = e en y = e, dan zal x y = e; dus als 

x,y ~ N dan ook x y ~ N. 
-1 -1 -1 -1 -1 

Verder volgt uit x.= e en x = x dat xx ::::. ex ~x = e, dus 

als x E: N dan ook x -l E N. 

Uit § 5 st. 1 volgt dan dat N een groep is. 

N is zelfs een normaaldeler, daar uit x « N volgt x = e; 
-1 -1 -1 -1 g x g S g e g = e, dus g x g E N i . e. g N g C. N. 
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De congruentie "=" is verder geheel door N bepaald, daar 
-1 -1 

XS y ~ X y = e ~ X Y { N ( ) X f Y N. 

Opmerking 

Uit stelling 5 volgt dat als "=" een congruentie is op G, dan is er 

een normaaldeler N van G te vinden, zodat de congruentie klassen juist 

de nevenkla.ssen van N in G zijn. 

Stelling 6: Zij 'I een homomorfisme van een groep G
1 

op een groep G
2

. 

Dan geldt als e1 en e 2 resp. de neutrale elementen 
0 -1 

1) N = 'f (e2 ) is een normaaldeler van G
1

; 
0 -1 

2 ) lf (<f (a)) = Na voor alle 

3°) lP 1.·s . f" J. ~N -, een 1.somor 1.e ,-=:-1 = 

Bewijs: 

1°) Stel x = y als lf (x) = 'f(y) x,y E G1 , 

Dan is = een congruentierelatie op G
1

. 

zijn van G
1 

en G2 : 

Immers als x = y en u = v, dan is '-f (x) = lf(y) en <..f (u) = 'f (v) 

Dus q (x) Cf (u) = 4' (y)lf (v) :::!) (f(xu) = If (yv) · ) x u = y v. 

Uit stelling 5 volgt dat 

N = {x f <.f(x) = £f (e
1

)} 

de congruentie klasse N van e 1 
een normaaldeler is van G

1
. 

Daar lf (e1) = e 2 
-1 

volgt dat N = lf (e2). 

2°) Daar 

l(-1
(<,f(a)) = {xf lf(x) = 'f(a)} = {xf xs a} is lf-1

(<.f(a)) 
-1 

een nevenklasse van N, die a bevat. Dus lf ('f(a)) =Na. 

3°) -} : triviaal 

~ : Als N = fe1 }, dan volgt uit 2° dat 'f-l('f(a)) = a-:) '-f is 

een isomorfie. 

Zij nu Reen congruentie op een groep Gen stel G/R de verzameling van 

alle congruentie klassen uit G. 

Stel A, B ~ G/.R en a1 ,a
2 

EA; b
1

,b2 ( B. 

Dan a1 S a2 en b1 = b2 ~ a1b1 S a2b2 . 

Hieruit volgt dat d~ verzameling AB= {a bl a€ A, b EB}, bevat is 

in de congruentie klasse C van G d:ie a1 b1 bevat. 

Wij definieren nu in G/R een operatie o op de volgende wijze 
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Ao B = C, waarbij C de congruentie klasse is die AB bevat. 

Met deze operatie o is G/R een groep, immers als N de congruentie klas­

se is die e bevat, dan is 

Ao N =A= No A. 

Verder geldt, als a EA en a-l(: A* dat Ao A*= N = A* o A. 
* Dus A is de inverse van A in G/R. 

Zij nu 'f de afbeelding van G op G/R gedefinieerd door 'f : a ➔ A. 

met a E A. 

Dan is 'f een homomorfe afbeelding, daar uit a~ A en b EB volgt 

ab ~ A o B, dus 'f (ab) = 'f (a) olf(b). 

In het bijzonder krijgen wij, als wij voor R de congruentie nemen be­

paald door een normaaldeler N van G, de volgende stelling 

Stelling 7: Stel N een normaaldeler van G. Dan vormen de nevenklassen 

van Nin Geen groep, de factorgroep G/N. 

De afbeelding 'fN van G op G/N met l(N(a) = Na is een homomorfe af­

beelding met kern N. 

'fN heet het natuurlijke homomorfisme van G op G/N. 

Stelling 8. (homomorfie-stelling) 

Stel Gf een homomorfe · afbeelding van een groep G op een groep G
1

, 

met kern N. 

Dan is G/N isomorf met G1 . 

Bewijs 

Volgens stelling 6 is de afbeelding f 

duidige afbeelding van G/N op G
1

. 

Daar a Nob N = ab N geldt 

Na➔l((a) inderdaad een 1-1 

f(a Nob N) = lf(ab) = '((a).'f(b) = f(aN). f(bN). 

Dus f is een isomorfie. 

Voorbeeld 

1) De additieve groep R+, der re~le getallen kan homomorph warden af­

gebeeld op de multiplicatieve groep T der complexe getallen z met 

jz! = 1 door middel van het homomorfisme 4', gedefinieerd door 
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2 ,ti X 
= ~ 

De kern van(f,isdeadditiete groep Z der gehele getallen, dus 

R+ /Z is isomorf met T 

2) Stel Z de additieve groep der gehele getallen en m Z de ondergroep 

van Z bestaande uit alle gehele veelvouden van m. 

Dan is z/mZ isomorf met de restklassen-groep z •. 
m 

De congruentie op Z, gedefinieerd door m Z, valt samen met de con-

··gruentie van gehele getallen mod m. 

Immers x s y (mod m) (=) x = y + m k, k E Z {=) x E- y + m Z. 

Opgaven 

1) Stel G een eindige groep met I GI = n. Bewijs dat voor ieder 

element a ~ G geldt dat <f"(a) een deler is van n. 

2) Stel H
1 

en H2 zijn 2 ondergroepen van een groep G met eindige index. 

Bewijs dat ook H
1 

n H
2 

een eindige index heeft. 

3) Stel Geen eindige groep met IGj = p, peen priemgetal. 

Bewijs dat voor iedere a-/; e, a E: G, geldt dat de ondergroep voort­

gebracht door a gelijk is aan G. 

4) Stel G een groep en P = { x I x g = g x voor alle g ~ G}. 

P heet het centrum van de groep G. 

Bewijs dat Peen normaaldeler is van G. 

5) Stel Geen groep, P het centrum van Gen I(G) de groep van alle in­

wendige automorfismen van G. 

Bewijs dan dat G/P isomorf is met I(G). 

6) Stel Geen groep, A(G) de automorfismengroep van Gen I(G) de groep 

van alle inwendige automorfismen. 

Bewijs dat I(G) een normaaldeler is van A(G). 

7) Stel s4 de groep van alle permutaties van 4 elementen {1,2,3 1 4} en 

: : ~{t:g:o:) v(n t:et: t(•~n:": u:) de (v~l:et: .)f uta ties 
Bewijs: s

4
;v

4 
is isomorf met s

3
• 
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§ 7. Directe producten 

Definitie 1. Laat G
1

,. G
2

, •.. ,Gn groepen zijn. Dan definieren wij 
n 

1f G. = G
1 

X · G
2

x ... X G het (ui twendige) directe product. van . 
. . ·1 1 n . 1= . 

G1 , ... ,Gn als de verzameling van alle n-tallen (a
1

,a
2

, ... ,an)' 

a. £ G., met een lineaire operatie • gedefinieerd door 
1 1 

(ai',a
2

, ... ,an) • (b
1

,b2 , ... ,bn) = (a
1

b1 , a 2b2 , .•. ·, anbn). 

Stelling 1 
n· 

7l G. is een groep. 
i=l 

1 

2°) de afbeelding ll.: a. -)(e
1

, ••. ,e. 
1

,a.,e .. 
1

, ... ,e) is een 
7 1 1 · 1- 1 1+ n 

isomorfe afbeelding van G. op een normaaldeler N. van 
1 1 

n 
Jt G. ( e. 
i=l 1 1 

is het eenheidselement van G.). 
1 

3°) N. f\ ( \J 
J iij 

(e. ,e
2

, ... ,e ) ( ( U N.) is de ondergroep 
1 n . 1 . 1 

n 1~J 
van T[ · G. voortgebracht door U N.) 

i=l 
1 

iij 
1 

Bewijs 

1°) Het is duidelijk dat de operatie • associatief is, Verder geldt 

(e
1

,e2 , .•• ,en) • (a1 ,a2 , ••. ,an) = (a1 ,a2 , ••. ,an) • (e1 ,e2 , .•• ,en)= 

n = (al 'a2' ••• 'an) . 

1t G. 
i=l 

1 
heeft dus een eenheidselement. 

-1 -1 -1 
= (a

1 
, a

2 
, ••• , an ) en 

n 
1( G. 
i=l 

1 

is dus een groep, 

2°) Daar U.(a.b.) = (e., ... ,e. 
1

,a.b.,e. 
1

, •.. ,e) = 
-, 1 1 1 1 1- 1 1 1+ n 

= ( e
1 

, • . . , a . , • . • , e ) 0 ( e
1 

, • . • , b . , . • • e ) 
1 n 1 n 

= 

l/i een homomorfisme. 

£/i is 1-1 duidig, dus een isomorfisme en 

l/i (Gi) =Ni= {<e1,···,ei-l'ai,ei+l'''''en) f ai E. Gi1· is een 
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n 
ondergroep van 1( G. (zie § 5 stelling 3). 

i=l 
1 

N. is zelfs een normaaldeler daar 
J. 

(al,a2, ... ,an) • (el, ... ,ei-l'bi,ei+l' 000 'en) = 

-1 
= ( e

1 
, ••. , e. 

1 
, a. b. a. , e. 1 , ••• , e ) c ( a1 , ••• , an) 

1- 1 1 1 1+ n 

30) Het is duidelijk dat 

( \J N. ) = {<a1 , a2 , ••. , a ._1 , e., a. 1 , ••• , a ) a
1
. E. G

1
. , i ~ j} • 

. ;. i J J J+ n J.;cJ 
en da t N . I\ ( U N. ) = ( e

1 
, ••• , e ) • 

J i~j J. n 

Opmerking 1. Als~ een willekeurige permutatie is van de verzameling 

(1,2,, •• ,n) dan is G1 X; .. )( Gn isomorf met Go\ (l) )(. ••• X Got.(n). 

Immers de afbeelding a,. (a1 , ••• ,an) ➔ (ac:J.(l)'''"'aa.(n)) is een 

isomorfisme van 

G1 )( .•• )(Gn op G~ (l) )( ... )( GQI. (n). 

Het directe product hangt dus niet af van de volgorde van de groepen 

Definitie 2: Een groep G heet (inwendig) direct product van ZJ.Jn nor-
n 

maaldelers G
1

, ••. , G als er een isomorfisme lf van G op 1t G. be-

staat dat een voort:etting isvan de afbeeldingen '{i. (m~a~w.
1 

lf I Gi = '-f i) • 

Opmerking 2. Uit de bovenstaande definitie en stelling 1 volgt, dat 
n 

als T[ G. 
i=l n

1 

dan is T( 

het uitwendige directe product is van de groepen G1 , ••• ,Gn' 

i=l 

Stelling 2 

G. het inwendige directe product van zijn normaaldelers 
J. 

Een groep G is dan en slechts dan (inwendig) direct product van z'n 

normaaldelers G
1

, ••• ,G als . n 
0 

1 ) ieder element g E. G te schrijven is als g = a1a 2 ••. an;ai f G. 
J. 

0 
2 ) G. n ( U G.) = e. 

J i~j J. 
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n 
Zij 'f de isome>rfe _ afbeelding van G op 1t Gi met 

i=l 
Stel g E: G en (f (g) ·= (a

1
, .•• ,an). 

Daar l.f (a1 a2 ... an) = 'f (a1 ) .. f.f (a2 >. .. q (an) = 

=f1 (a1 >oLf 2 (a2), ••• •'fn(an) = (a1 ,e, ••• ,e) • (e,a2 ,. .••• ,e)• 

e (e, ••• e,an) = (a1 ,a2
, ••• ,an) en Lf 1-1 duidig is, geldt 

lf(g) = lf(a
1

a 2 .•• an) en dus g = a
1

a
2 
... an. 

Stel nu ( tJ 
i#j 

Gi ) de ondergroep van G voortgebrach t door U 
. i¢j 

G. 
1 

Dan is lf ( ( U G. ) ) = ( U '-f (G.)) = ( U 
iij 

1 
i¢j 

1 
i¢j 

U. (G.)) = ( \J N.) 
-,1 1 •..L· 1 

1r=J 
(zie opgave 2 blz 27) 

Dus f./ ( G . n ( U G. ) ) = N . n ( U N. } = ( e , e , ••• , e) • 
J i¢j 1 J i¢j 1 

Daar lf 1-1 duidig is, volgt hieruit dat 

G. f\ ( U G. ) = e. 
J i¢j 1 

( Stel nu omgekeerd dat G,G
1

, ••. ,Gn voldoen aan de voorwaarden 1) 

en 2). 

We bewijzen nu dat iedere gt G maar op een manier te schrijven is als 

g = a
1

a
2 

•.• a, met a. t G .• n 1 1 

Immers ~~s a1 a 2 ••• an = b1 b2 ••• bn~
1

dan is 

bl al= (b2•••bn)~~2·•·an) • 

Daar (b
2 

.•• b )(a
2 

••• a) E ( U G.) 
-1 n n iil 1 

bl a 1 = e ➔ bl= a 1 . 

Evenzo volgt uit 2°) data.a.= a.a. als iij. 

= b. , i=l, ... n. 
1 

-1 -1 1 
J J1 1 -1 

Immers (a.a.)(a. a. ) =(a.a.a.·) a. f. G. daar G. een normaal-
1 J 1 J -1 -1 1 J 1 J1 -1 J J 

deler is en (a.a.) (a. a. ) = a. (a .a. a. ) f G. , daar G. een nor-
1 J 1 J 1 J 1 J 1 1 

maaldeler is, 
-1 -1 

Dus (a.a.) (a. a. ) = 
1 J 1 J 

-1 
a.a .(a .a.) 

1 J J 1 
= e . ::?} a.a. = 

1 J 
a .a .. 

J 1 
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n 
Wij_ definieren nu de afbeelding 'f van G op 1( Gi door 

i=l 'f (g) = lf (al a2 ··.an) = (al ,a2, ···,an)· 

Het is duidelijk dat Cf 1-1-duidig is en dat '(\ Gi = Lf i. 
'{ is zelfs een isomorfie, daar 

Lf(a1a2·•·anb1b2···bn) = ',((albla2b2 ••• anbn) =(albl,a2b2'''''anbn). 

Opmerking 3 

Als een groep G geschreven kan worden als het directe product van z'n 

normaaldelers G1 , .•. ,Gn ,dan noemen wij deze ondergroepen directe 

factoren en schrijven G ~ G
1 

X •• , )( Gn. 

Uit het bewijs van stelling 2 volgt dat als G
1

, ••• ,Gn normaaldelers 

zijn, dan is ( i~l Gi) = G1G2 ... Gn ={a1a2 ... an}· 

Opmerking 4 

Uit stelling 2 volgt dat een groep G het directe product is van zijn 

normaaldelers A en B als 

1 °) G = A B en 

2°) A f'\ B = e. 

Tevens is dan ook : ab = ba voor alle a E A en b f B, 

Voorbeeld 1. Zij V het (arithmetische) platte vlak, d.w.z. Vis de ver­

zameling van alle geordende paren van reele getallen (a
1

,a
2
). 

Vis met de "vektoroptelling" een groep: (a
1

,a
2

) + (b
1

,b
2

) = 

(al +a2' bl +b2). 

Vis het directe product van de optelgroep van de re~le getallen 

(R +) met (R +). 

Voorbeeld 2. De viergroep van Klein v4 is isomorf met het directe pro­

duct van twee cyclische groepen van de orde 2 

Immers ste-3: v4 = {C234) C23•).r 
1 2 3 4 2 1 4 3 3 

en A a {C 2 3 :) (: 2 3 

:)} • B a l C 2 3 

2 3 1 4 2 3 

,, 
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(

1 2 3 
Dan zijn A en B beide isomorf met z

2
, A f'\ B = 

1 2 3 
Uit stelling 2 volgt dus dat v

4 
~ AX B ~ z

2 
>( z

2
. 

Voorbeeld 3. Stel Z de restklassengroep van de gehele getallen modulo rs 
rs, r ens geheel (r,s) = 1. Zrs ={0,1,2, .•• ,rs-1}. 

Stel nu< s) de ondergroep van Z voortgebracht door s: rs 
{s) ={o,s,2s,3s, ••• (r-l)s}. ~ Zr (ga na!). 

Evenzo 

(.r)={o,r,2r, ... (s-l)r} ~ Zs. 

Daar ieder element ui t Zrs te schrijven is als n:tr+n2s en< s) n (r) = 0., 

volgt dat 

Z ~ z .,, z ,.. . rs r s 

Stelling 3, Zij Geen groep en G het directe product van z'n normaal­

delers A en B, G E&:, A )( B. Dan is G/A st B. 

Bewijs 

Stel Ag t G/A en g = a b. 
-1 

Dan is a g = b t Ag en Ag= Ab. 

Iederenevenklasse van A bevat dus een element van B. Daar g maar op 

een manier te schrijven is als g = ab volgt dat Ag= Ab precies 

een element van B bevat. De afbeelding tf: Ag= Ab-) bis een iso­

morfie van G/A op B. 

Opmerking 5: Het 

{ Gi} i f T wordt 

a= (ai)i't I op 

directe product van willekeurig veel groepen 

gedefinieerd a-ls de verzameling van alle fum ties 

I met a. f G., waarbij slechts eindig veel a. i e .. 
1 1 1 1 

De vermenigvuldiging geschiedt componentsgewijs. 

Het cartesisch of onbeperkte directe product van de groepen {Gi}i t I 

wordt gedefinieerd als de verzameling van alle functies a= (ai)i t I 

met (ai)i t I (bi)i EI= (aibi)i f I' 

Als I eindig is, dan is het onbeperkte directe product gelijk aan het 

directe product. 
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Opgaven 

1) Laat A en B ondergroepen zijn van G zodanig dat 

1 °) ab = ba voor alle a E A en b ~ B. 

2°) An B = ( e} 
3°) G = ( A U B) 

Dan is G ~ A )( B. 

2) Laa t H ~ A ,< B en B "" C )( D 

Dan is H ~ A )( C X D. 

3) Laat G het directe product zijn van z'n normaaldelers A en B. 

His een ondergroep van G die A omvat. 

Bewijs dat H ~ A )( (B n H) 

4) Laat G het directe product zijn van z'n normaaldelers A en B; 

G .=!A~B 

Stel a E- A, b C: B met d (a) ( oo en (f (b) ( co• 
• Dan is <r (ab) = k. g. v. van G" (a) en G" (b). 
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§ 8. Ringen en Lichamen 

Definitie 1. Een ring is een verzameling R, voorzien van twee binaire 

operaties {+en. ), met de volgende eigenschappen: 

(1) {R,+) is een abelse groep, 

(2) de operatie is associatief; d.w.z. {a.b).c = a.{b.c) voor 

alle a,b,c ER, 

(3) de operaties + en zijn aan elkaar gekoppeld door middel 

van de twee distributieve wetten: 

a. {b+c) = a. b +a. c 

{b+c) . a = b. a + c. a 

Opmerkingen bij definitie 1: 

1 voor alle a,b,c ~ R. 

ad (1). Het neutrale element van {R,+) geven we aan met O; voor de 

inverse van a~ {R,+) schrijven we -a. 

ad (2). Er zij nadrukkelijk op gewezen dat niet verondersteld is dat 

Reen neutraal element bevat met betrekking tot de operatie 

ad (3). Dater twee distributieve wetten gepostuleerd worden hangt 

samen met het feit dat de operatie. nfilet commutatief ver­

ondersteld is. Is deze operatie wel commutatief {R heet dan 

een commutatieve ring) dan kunnen we volstaan met een dis­

tributieve wet. 

Voorbeelden van ringen. In de voorbeelden a tot en mete wordt 

onder + resp. de gebruikelijke optelling resp. vermenigvuldiging 

voor getallen verstaan. 

a. z, de verzameling der gehele getallen, is een commutatieve ring. 

b. De verzameling van alle even getallen is een commutatieve ring. 

c. De rationale getallen, evenals de reele en de complexe getallen, 

vormen een commutatieve ring. 

d. C(i], de verzameling van alle complexe getallen z van de gedaante 

z =a+ bi, met gehele a en b, is ein commutatieve ring. 
(, 
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De elementen van Cli) heten gehele getallen van Gauss. 

e. Stellen we 

K(l/2) = {k I k=a+bV2, a e Q, b 4i Q} 

dan is K(\12) een commutatieve ring. 

Hierin is Q de verzameling der rationale getallen. 

De eigenschappen van de operatie + in een ring R worden hier niet 

nader besproken omdat deze geheel ressorteren onder het hoofdstuk 

"abelse groepen" uit de algemene groepentheorie. 

Voor de algemene eigenschappen van associatieve operaties, waaronder 

zowel + als . vallen, zie § 1. 

Stelling 1. In een ring R gelden de volgende regels: 

(1) a.O = O.a = 0 voor elke a~ R. 

(2) a.(-b) = (-a).b = -(a.b) voor alle a,b ER. 

(3) (-a).(-b) = a.b voor alle a,b ER. 

(4) a. (b-c) = a.b-a.c l 
= b.a - c.a J (b-c).a 

Bewijs. 

(1) a. (b+O) = a.b + a.O} 

a. (b+O) = a.b 

voor alle a,b,c ~ R. 

a.b +a.0 = a.b 

Op analoge wijze toont men aan dat O.a = 0 . 

~ a.O = 0 

(2) 0 = a.O = a.(b+ (-b)) = a.b+a.(-b) ~ a.(-b) = -(a.b) • 

Evenzo: (-a).b = -(a.b) . 

(3) Dit is een direct gevolg van (2). 

(4) a.(b-c) = a.(b+(-c)) = a.b+a.(-c) = a.b+(-(a.c)) = a.b-a.c. 

Evenzo: (b-c).a = b.a - c.a 

Opgave 1, Is Reen ring en zijn men n natuurlijke getallen, dan 

geldt: 
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Bewijs dit. 

In het vervolg van deze paragraaf zullen we ons, althans wat de algeme­

ne theorie betreft, uitsluitend bezighouden met commutatieve ringen. 

Definitie 2. Geldt in de (commutatieve) ring R a.b = 0 terwijl a~ 0 

en b ~ O, dan heten a en b nuldelers van R. 

Voorbeeld. De additieve groep c
6 

is een ring als we voor de operatie. 

de vermenigvuldiging modulo 6 nemen. 

Nu geldt: 

nuldelers. 

2.3 = 0 met 2 ~ 0 en 3 F O. In de ring C zijn 2 en 3 dus 
6 

Zijn dit de enige nuldelers van c
6

? 

Stelling 2. Als a~ 0 geen nuldeler is van de ring R dan geldt: 

a.x = a.y ~ x = y. 

Bewijs. 

a.x = a.y ===> a.x - a.y = 0 ... a. (x-y) = O. Hieruit volgt x - y = 0 

of x = y, omdat anders a een nuldeler van R zou zijn. 

Voor de definitie van het begrip eenheidselement of neutraal element 

(met betrekking tot de operatie . ) en de daarmee in verband staande 

begrippen en stellingen, verwijzen wij naar ~ 1. 

Voorbeelden van ringen. (Vervolg van blz. 42). 

f. M
2 

zij de verzameling van alle 2 "2 ma trices met bijv. complexe 

elementen: 

DefiniE!ren we: 



g. 

1) 

2) 
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( 
all bll +a12b21 

a21 bll + a22b21 

all b12 + a12b22) 

a21 b12 + a22b22 

dan is M2 een niet-commutatieve ring met nulelement Oen een­

heidselement e: 

en 

Dat de operatie. in M2 
niet commutatief is blijkt uit: 

(~ :) (: :) = (: :) 

(: :) (~ :) = (: :) 
Een andere bijzonderheid van deze ring is dat ze nuldelers l) 

bezit. Zo is bijv. 

= 

terwijl geen der matrices in het linkerlid gelijk is aan het 

nulelement van M
2

. 

Quaternionen 2>. G zij de verzameling van alle(formele)uitdruk­

kingen van de vorm 

a+ bi+ cj + dk 

waarbij a,b,c end re~le getallen zijn. 

G is een niet-commutatieve ring met eenheidselement, als we 

afspreken: 

Als de operatie. niet commutatief is dient in het algemeen 
onderscheid gemaakt te worden tussen linker- en rechternuldelers. 

Voor een exacte invoering der quaternionen verwijzen wij naar de 
literatuur genoemd op blz. 40. 
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(1) (a
1 

+b
1
i+c

1
j+d

1
k) + (a

2
+b

2
i+c

2
j +d2k) = 

= (a
1

+a
2

) + (b
1

+b
2
)i + (c

1
+c

2
)j + (d

1
+d

2
)k. 

(2) Het produkt van twee quaternionen wordt gevonden met behulp 

van de volgende rekenregels 
.2 .2 k2 -1 l. = J = = 
ij = -ji = k, jk = -kj = i, ki = -ik = j. 

h. Als Reen gegeven ring is dan kunnen we met behulp van de ele­

menten van R op verschillende manieren nieuwe ringen construeren 

(zie ook voorbeeld f). 

(1) M[x] zij de verzameling van alle uitdrukkingen van de gedaante 

2 00 n 
ao + a

1
x + a

2
x + .... - [ a X 

n=l 
n 

waarbij de coefficienten a elementen van R zijn. n 
Definieren we 

dan is M [xJ een ring. 

00 

l 
n=l 

n 
(a +b )x 

n n 

1 ( t an.bk-n\ 
k=l n=O l) 

M(x] heet de ring der formele machtreeksen over R. 

k 
X 

Is Reen commutatieve ring met eenheidselement dan is dat 

ook het geval met M[x] . 

(2) R[x] zij de verzameling van alle formele machtreeksen, met 

slechts eindig veel coefficienten ongelijk aan O e R. 

Met de onder (1) gedefinieerde optelling en vermenigvuldi­

ging voor formele machtreeksen is R[x] een ring. R[x] heet 

de polynoomring over R. 

Bij de notatie van polynomen is het gebruikelijk de termen 

met coefficient O weg te laten. 
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(3) De verzameling van alle geordende n-tallen 

(a1 ,a2 , ••• ,an) , ai ER 

kan tot een ring gemaakt worden door te defini~ren 

(a1,••·,an) + (b1,••·,bn) = (al+b1,•••,an+bn) 

(a
1

, ••• ,a) . n 

i. (1) Zij X een gegeven verzameling. Dan is de machtsverzameling 

:fl (X) van X een ring als we de operaties +en. als volgt 

definiEiren: 

A+ B =(AV B) fi 

A B=Af\B 

(A'UB')} voor alle A,B G :P (X). 

(Hierbij is A' het complement van A t.o.v. X). 

1' (X) is een commutatieve ring met eenheidselement X en 

nulelement ~ • 

Behalve X en~ zijn alle elementen van~ (X) nuldelers. 

(2) Op soortgelijke wijze kunnen we de verzameling van alle 

eindige deelverzamelingen van X tot een ring maken. 

Wanneer heeft deze ring een eenheidselement? 

j. C zij de verzameling van alle continue functies op het interval 

[ 0, 1). 
C is een commutatieve ring met eenheidselement als we voor de 

operaties +en. resp. de gebruikelijke optelling en vermenigvul­

diging van functies nemen. 

Bevat Cook nuldelers? 

Definitie 3. Is Reen ring met eenheidselement e, dan noemen we het 

element u ~Reen eenheid van R als er een v ~ R bestaat zodanig dat 

u.v = v.u = e. 

Volgens § 1 is dit element v (als het bestaat) eenduidig bepaald en het 
-1 heet dan de inverse van u. We schrijven v = u 

Het begrip eenheid is dus gelijkwaardig met inverteerbaar element. 
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Stelling 3. De eenheden van de ring R (met eenheidselement) vormen 

met betrekking tot de. operatie. een groep U. Dit is de groep der 

'eenheden van R. 

Bewijs. 

a. Als u1 ,u2 £ U, dan is 

·. -1 -1 
(u1 .u2).(u2 .u1 ) = e 

ook u
1

. u
2 

E. U, · want 

-1 -1 
= (u2 .ul ).(ul.u2) 

.b. Het is duidelijk dat de operatie . in U associatief is. 

c. U bevat het eenheidselement e i! R want e.e = e.e = e . 

d. 
-1 

Als u ~ U, dan is ook u £ U volgens de definitie van U. 

Definitie 4. Een commutatieve ring R met eenheidselement heet een 

integriteitsgebied als R geen nuldelers bezit. 

Definitie 5. Een (commutatieve) ring K heet een (commutatief) 

lichaam als 

(1) ~ een eenheidselement bevat, 

(2) elke a EK met a~ 0 inverteerbaar is. 

Uit deze definitie en stelling 3 volgt dat K '\ {o} een groep is. 

Voorbeelden van lichamen. 

a. De rationale getallen, evenals de re~le en de complexe getallen, 

vormen een commutatief lichaam. 

b. De quaternionen uit voorbeeld g, blz. 44, vormen een niet-commu­

tatief lichaam. 

c. De verzameling van alle complexe getallen van de gedaante 

z = a+bi,1/2 met rationale a en b is een commutatief lichaam. 

d. c5 (de restklassen modulo 5) is een commutatief lichaam. 

Stelling 4. Een lichaam bezit geen nuldelers. 
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Bewijs. Als a.b = 0 met a f O, dan is 

-1 -1 
a .(a.b) = a .O 

en dus: b = 0 • 

In een lichaam geldt dus de regel dat een product dan en slechts 

dan gelijk aan o is als minstens een der factoren gelijk aan O is. 

§ 9. Ring-homomorfie, idealen 

Definitie 1. Is f een afbeelding van de ring R in (op) de ring R 

zodanig dat 

'I' (a+b) = <f (a) + 9'(b) 

<f(a.b) = g,(a) . cp(b) 

voor alle a,b ~ R (c,(a) ,cp(b) E R), dan heet c.p een (ring-)homom,orfie 

van R in (op) R. 
Is de afbeelding f bovendien 1-1-duidig, dan spreken we van een 

isomorfe afbeelding van R in (op) R. 
Een homomorfe afbeelding van de ring R in (op) zichzelf heet een 

endomorfie van R. 

Een isomorfie van R op R heet een automorfie van R. 

Stelling 1. Is <peen homomorfie van de ring Rinde ring R, dan is 

<f (R) C R een ring. 

( Cf (R) is een deelring van R). 

Bewijs. Allereerst tonen we aan dat 'f (R) gesloten is met betrekking 

tot de operaties +en .• 

Als a,b E 'f(R) dan zijn er a,b £ R zodanig dat f(a) = a en 'f(b) = b. 

Nu is a+b ~ R en a. b ~ R, dus (f(a+b) = Cf (a) + <f (b) = a+b ~ y>(R) 

en tp(a.b) = <f(a).q>(b) = a.b ~ 'f(R). 

De rest van het bewijs wordt aan de lezer overgelaten. 
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Opgave. Bewijs de volgende stelling: 

Stelling 2. Is 'f een homomorfie van de ring Rinde ring R dan geldt: 

(1) is R commutatief dan is ook de ring <p(R) commutatief, 

(2) Cf(O) = 0 (0 E. R, 0 £ R), 

(3) <.p(-a) = - cp(a) voor alle a E. R, 

(4) heeft Reen eenheidselement e dan heeft ook f(R) een eenheids­

element e = '(>(e), 

(5) 
-1 -1 'f (a ) = ('f(a)) als a een eenheid van R is. 

Definitie 2. Een niet-lege deelverzameling I van de ring R heet een 

ideaal van R, als 

(1) a,b '- I ~ a-b EI , 

(2) a E I, r E: R ==:>, a. r E. I en r. a £ I • 

Voorbeeld. In de ring Z is de verzameling van alle 2-vouden een ideaal. 

Elke ring R bezit twee z.g. triviale idealen: 

(1) de ring R zelf, 

(2) het z.g. nulideaal, bestaande uit het element O alleen. 

Stelling 3. Zij f een homomorfe afbeelding van de ring Rinde ring R, 

dan vormen de elementen van R die op O ~ R worden afgebeeld een ideaal 

van R. Dit ideaal heet de kern van de homomorfie. 

Bewijs. 

(1) Als f(a) = 0 en f(b) = O, dan is ook f(a-b) = f(a) - p(b) = 0. 

(2) Uit f(a) = 0 volgt f(a.r) = f(a).q(r) = o.,(r) = 0 voor elke 

r E. R. 
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Stelling 4. Een lichaam K bevat uitsluitend triviale idealen. 

Bewijs. Zij I een van het nulideaal (0) van K verschillend ideaal; 

dan bevat I zeker een van 0 verschillend element a. Omdat Keen 

lichaam is, is a~ 0 in K inverteerbaar. I moet met a~ 0 dan ook 
-1 

a.a = e bevatten, maar als e EI dan is ook k = k.e ~ I voor elke 

k EK. Hieruit volgt dat I met (het triviale ideaal) K samenvalt, 

§ 10. Quoti~ntenlichaam 

Stelling 1. Is Reen (commutatieve) ring met een van O verschillend 

element, zonder nuldelers, dan is het mogelijk een lichaam Q te 

construeren dat R als deelring bevat. 

Bewijs. Zij B de verzameling van alle geo~dende paren (a,b) met 

a,b 6 R, b ~ 0. Twee paren, (a,b) en (c,d) zullen we aequivalent 

noemen als a.d = b,c . 

Deze relatie is een aequivalentie-relatie in de zin van§ 6, def. 1. 

Ga dit na! 

Met behulp van deze aequivalentie-relatie kunnen we B verdelen in een 

aantal disjuncte aequivalentieklassen van onderling aequivalente 

paren (zie § 6), 

Voor de aequivalentieklasse die (a,b) bevat schrijven we~. De 

verzameling van al deze aequivalentieklassen noemen we Q. 

We defini~ren in Q: 

a 
b 

a,d + b.c 
b.d 

c a,c 
d = b.d 

(ga na dat deze definities ondubbelzinnig zijn). 

Schrijven we verder: 

dan geldt (ga dit na): 

0 
r 0 ' 

a -a 
- b = b 
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(1) 
a C e a C e (- + -) +- = b + (- + -) 
b d f d f 

(2) a 
0 0 

a a 
-+ = + - = , 
b b b 

(3) 
a a a a 
- + (- -) = (- -) +- = 0 

' b b b b 

(4) a C C a 
- + - = + -b d d b 

(5) 
a c e a c e 

Ci,· c1> ·1 = i, .<cf· 1> 

(6) 
a (~ e a c a e - + -) = i,•cf +i,•'t b d f 

(7) 
a C C a 
i, · ci = ci'i, 

We zien dus dat Q een commutatieve ring is. Omdat Reen ring is met 

een van O verschillend element, bevat ook Q een element (= aequiva-
0 a b 

lentieklasse) dat van r = 0 verschilt. Is b zo'n klasse dan is a ook 

zo'n klasse en we defini~ren 

Nu geldt in Q 

(8) ~ -:/- 0 
b 

-1 
(~) 
b 

waarbij 

= 
b 
a 

r 
1 - r 

1 ' 

(r-:/- 0) 

Uit het een en ander volgt dat Q een commutatief lichaam is. 

We beelden nu R als volgt af in Q: 

a -► 
a.r 

r 

Het is gemakkelijk in te zien dat deze afbeelding een isomorfie is 

van R op een deelring R' van Q bestaande uit alle klassen ~. 
r 

We mogen dus zeggen (cum grano salis) dat het lichaam Q de ring R 

omvat. 

Q heet het quotiijntenlichaam van R. 
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Stelling 2. R zij een commutatieve ring met een van O verschillend 

element; K zij een lichaam dat R omvat. Dan bevat Keen deellichaam 

Q' dat isomorf is met het quoti~ntenlichaam Q van R. 

Bewijs. R bevat geen nuldelers, want R c: K. Aan de voorwaarden van 

stelling 1 is dus voldaan. 
-1 

Is b ~ O, b ~ R dan ligt b in K. 
-1 

Zij Q' de deelverzameling van K bestaande uit alle producten a.b 

met a, b E. R en b ~ O. 

Het (bestaande) quoti~ntenlichaam Q van R beelden weals volgt op 

Q' af: 
a 
b 

-1 a.b 

De lezer bewijze zelf dat dit een isomorfe afbeelding van Q op Q' is. 

Hiermee is aangetoond dat Q' een met Q isomorf deellichaam van K is. 

N.B. Merk op dat het quoti~ntenlichaam Q van R het "kleinste" 

lichaam is dat R als deelring omvat. 

Vraagstukken. 

1. Bewijs dat elk ideaal van een ring Reen deelring van R is. 

2. Construeer het bij de ring der even getallen behorende quoti~nten­

lichaam. Is dit lichaam isomorf met het lichaam der rat. getallen? 

3. Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat het homomorfe beeld van een 

integriteitsgebied geen integriteitsgebied behoeft te zijn. 

4. Ren R' zijn twee gegeven ringen, waarvan Reen eenheidselement 

bevat. Als er een isomorfe afbeelding bestaat van R in R', bezit 

R' dan noodzakelijk ook een eenheidselement'? Licht het antwoord 

toe met een voorbeeld. 

5. Bewijs dat de reeds eerder genoemde quaternionenring een niet­

commutatief lichaam is. 

6. Geef een voorbeeld van een ideaal in de ring der formele macht­

reeksen (c.q. polynoom-ring) over een commutatieve ring R. 
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7. Hoeveel en Welke idealen bezitten de ringen c6 , c

5
? 

8. Hoeveel en welke ring-endomorfiee!n bezit Z? 

Bepaal alle idealen van z •. 

9. Is een rechter-.nuldeler van M2_ in voorbeeld f ook automatisch -een 

linker-nuldeler? 

10. Bepaal van de ringen Zen Q de groep der eenheden. 

Waaruit bestaat de groep der eenheden bij een willekeurig lichaa,m? 

11. Bewijs dat c dan.en Slechts·dan een lichaam is-a.ls.neen pri-em­
n 

· getal is. 

·· .12. Als R een integri tei tsgebied is dan is ook de poly~oom-ring R[x] 

over Reen integriteitsgebied. 

13. Is de ring R het. homomorfe bee lei, van: een lichaam K dan.: zijn er 

twee mogelijkheden:. 

(1) R bevat slechts een element (het·nulelement), 

(2) R is een lichaam. dat isomorf is met K. 

Bewijs dit. 

,, 
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II LINEAIRE ALGEBRA 

§ 110 Lineaire ruimten 

Definitie 1. Zij Keen commutatief' liohaa.mo Een lineaire ruimte of 

vectorruimte over K is een (additieve) abelse groep E, tezamen 

met een afbeelding a: K x E +Edie de onderstaande vier eigen­

schappen bezit (in plaats van a(a,x) (a'= K 9 x 6 E) schrijven we 

a.x of ax): 
( 1) a.(x+y) a aox + aoy . • 
(2) (a+S).x. CloX + Sox • • 
(3) (aB)ox • ao(S.x) • • 
(4) 1 oX 1111 X ; 

voor alle a 08 4' Ken voor alle x 8y ~ E, 

Q;emerkine; 1. De elementen van E noemt men dikwijls vectoren; wij 

zullen ze in den regel aangeven met symbolen als x 9y,zo De elementen 

van K noemt men in dit verband vaak scalairen; voor hen zullen we de 

griekse letters a 08,Ye••• reservereno 

Qpmerking 2o In het linkerlid van (2) geef't het teken + de optelling 

in Kaan; in het rechterlid staat + echter voor de optelling binnen 

E. Evenzo moet men in (3) onderscheid maken tussen de vermenigvuldi­

ging binnen het liohaam Ken de vermenigvuldiging van een vector met 

een scalar. Voorts zullen we zowel het nulelement van K als het 

nulelement van de groep E met O aanduiden 9 hoewel we hier i.h.a. met 

twee versohillende objecten te doen hebben. Ook het symbool -

gebruiken we in twee betekenissen. 

Stelling 1 (Elements.ire eigenschappen). Zij E een vectorruimte 

over K. Voor willekeurige a,B ~Ken x9y ~ E geldt: 
(a) a.o 1111 o ; 
(b) o.x 1111 O ; 

(c) aox 111111 0 + a 1111 0 of' x = 0 ; 
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(d) (-a)ox 1111 -(aox) = ao(-x) 9 
(e) ao(x-y) 1111 a 0 x a a 0y; 

(f) (a-S)ox IIII <loX - Sax o 

Bewijso 

(a) aaO == ao(O+O) • aoO + aoO ~ 0 = a 0 Q • 

(b) o.x Ill (O+O) oX == OoX + Oox ~ 0 == Oox 0 

(c) Stel a.x • 0 ma.a.r a f Oo Dan is x = 1.x = (a•1a) 0 x == 

• a·1o(ax). a=1.o == 0 0 

(d) aox + (.a)ox • (a+(-a))ox • Oox • 0 ,.._ (-a)ox == -(a 0 x) 0 

aox + ao(--x) • ao(x-x) • a.o • 0 ~ ao(-x) == .. (a.x). 0 

(e) <lo(X=y) 1111 <loX + ao(-y) • <loX - aoy o 

(f) (a-a)ox illl OoX + (-a)ox llll <loX - Sox O 

Voorb.eeldeno 

(a) Zij R het lichaam der reele getallen, en Rn de verzameling 

van alle geordende n-tallen reele getallen x = (x 111x211 0 •• 9xn) met 
als optelling 

(11.2) 

Dan is Rn een lineaire ruimte over Ro 

(b) ,e.J.gemenerg Zij Keen willekeurig commutatief lichaa.m, Kn de 

verzameling van alle geordende n-tallen van elementen uit K; optelling 

in r1 en vermenigvuldiging van een x ~ Kn met een a~ K definieren 

weals in (a). Dan is r1 een lineaire ruimte over Ko 

(c) Nog algemener~ Zij Keen willekeurig commutatief lichaam. 9 

Teen verzameling 9 KT de verzameling van alle functies. gedefi­

nieerd op Ten met waarden in Ko Als f 9g ~ KT 5 dan zij f+g de functie 

waarvoor 
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(11.3) {f+g)(t} = f{t) + g(t) { t E. T) ; 

a.ls f 6. KT en a ~ K 9 da.n zij a, f de functie met 

{11.4) (af)(t) = a.f(t) ( t E-. T) • 

Op deze wijze wordt KT tot een vectorruimte over Ko 

(d) Stel a.,b zijn reele geta.llen met a< b, met c[a,b] geven 

we a.an de verza.meling van a.lle continue reeelwaardige functies 

gede:f'inieerd op het interval [a. 9b]. Als f ,g ce: c[a 5b] en a.ls a E. R
9 

da.n definieren we functies f+g en a. f ui t C [a ab] door 

(11.5) (f+g)(t) = f(t) + g(t) (t Iii [a. 9 b]} . , 
( 11 .6) (af)(t.) = <lof{t) ( t. -~ [a,b]) . <?,, 

Dan is C [a.ab] een lines.ire ruimte over R. 

(e) Stel a 9b zijn reele getallen met a< b~ en n is een 

natuurlijk geta.l. Met Dn[a 9b] wordt aangegeven de verzameling van 

alle reeelwaardige functies gedefinieerd op [a 0bJ 9 die op dit 

interval n ma.al differentieerbaar zijn met continue n ... de afgeleide. 

Ook D [a,b] is een lines.ire ruimte over R 9 indien we optelling in n 
D en vermenigvuldiging met een reele scalar weer definieren door n 
(11.5) en (11.6). Voor c[a 9b] (vgla voorbeeld (d)) schrijven we 

ook wel n0[a 9b] • 

(f) Stel g0 ,s1, ••• &gn zijn reeelwaardige functies gedefinieerd 

~Peen reeel interval [a 9b] o Zij Ede verzameling van alle 

f ~ Dn[a,b] die op dat interval voldoen a.an de differentiaalverge­

lijking 

{11.7) + 0 0 0 + (t) df(t) = 
g1 • dt 

Indien we de optelling in E en de vermenigvuldiging met een reele 

scalar weer definieren moboVo {11.5) en (11.6) 9 dan is E een 

vectorruimte over R. 
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(g) Zij F een lichaam (niet noodze.k.elijk commutatier). De ele­

menten a€ F met de eigenschap dat zij commuteren met alle elementen 

van Fi aot = toa voor alle t £ F9 vormen een deellichaam van F9 

het centrum van Fo 

De additieve groep F+ van Fis een vectorruimte over het 

centrum van Fala we voor het product van een centrumelement a en 

een willekeurige x ~ F steeds ~men hun product in het lichaam F. 

In het bijzonder is ieder commutatief lichaam een vector­

ruimte over zichzelf (dit is ook reeds besloten in voorbeeld (b), 

voor n = 1 nlo)o 

(h) Algemenerg Zij F een willekeurig lichaam9 en zij Keen 

commutatief deellichaam van Fo Dan is F een vectorruimte over Ko 

Zo is Reen vectorruimte over het lichaam Q der rationale 

getallen 1 en ook over het lichaam Q[✓2] van alle getallen van de . 
vorm a+b ✓2 (a,b E Q). 

Evenzo is (de additieve. groep van) het lichaam C der complexe 

getallen een lineaire ruimte over R• en evenzo over Q. 0ok het 

lichaam der quaternionen is een vectorruimte over R9 en ook over C 

en over Q. 

(i) Zij X een verzamelingll E 11111 'P (X); voor xlly 6 E zij x+y het 

symmetrisch verschil 

x+y = (x u y) \ (x n y) (= (x \ y) v (y \ x)) 

(vgl. §21> voorbeeld (e) en §4, opgave 15)o Zij z2 het lichaam {0,1}, 

metals lichaamsoperatiesg 0+0 = 1+1 = o, 0+1=1+0 11111 1; o.o = 0.1 = 
11111 1.0 11111 o, 1o1 = 1. Dan is E een vectorruimte over K als we defi­

nieren• voor willekeurige x e Et 

0ax = ~ 1 0 X = X o 

Nemen we voor X een eindige verzameling, dan is :P (X) een voorbeeld 

van een'vectorruimte met slechts eindig veel elementen. 



58 

(j) Zij peen priemgetalo De restklassen modulo pin Z vormen 

een lichaam Zpo Een additieve groep G is een vectorruimte over ZP 9 

onder de scalar-vermenigvuldiging 

koX U X + X + ooo + X 

dan en slechts dan indien ieder element x ~ O in G de orde p heeft. 

(k) Zij Keen CGmmutatief lichaam. De additieve groep van de 

polynoomring K[x] is een vectorruimte over K (voor a• Ken 

P • y0+y1x+ooo+ynxn E K[x] definieren we 

§ 12. Lineaire afbeeldingen 

Definitie 1o Stel E en F zijn twee vectorruimten over eenzelfde 

lichaam Ko Een afbeelding $8 E + F heet lineair indien 

(1) ~ is een homomorphisme van de groep E in de groep F; 

(2) $(aox) = a.$(x), voor alle a EK en alle x ~ Eo 

Een lineaire afbeelding $ van E in F noemt men ook wel een 

lineair homomorphisme; ook de uitdrukking lineaire operator wordt 

gebruikto 

Stelling 1. De afbeelding $8 E +Fis lineair als en slechts als 

$(ax+ Sy)= a$(x) + S$(y) 

voor alle a,6 ~Ken x,y ~ Eo 

··-
Het bewijs van deze eenvoudige stalling zij den lezer overgelaten. 

Definitie 2o Stel E en F zijn vectorruimten over een zelfde lichaam 

K. Een 1-1-duidige lineaire afbeelding van E in (op) F heet een 

lineair isomorphisme van E in (op) F. 
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.A.naloog worden lineaire endomorphism.en en lineaire automor­

phismen gedefinieerdo .Als er geen verwarrring mogelijk is laten we 

de toevoeging "linea.ir" wego 

Voorbeeldeno 

(a.) Zowel Ra.ls C is een vectorruimte over R (§11 9 voorbeeld 

(h))o De afbeeldingen Re en Im die a.an x t C respectievelijk het 

reele en het imagine.ire deel toevoegen zijn lines.ire a:f'beeldingen 

van C in Ro De afbeelding die x 4 C overvoert in het toegevoegd 
limo O O 0 complexe geta.l x ~ C is een l1nea.1r automorph1sme van c. 

(b) De a:f'beelding x --a, (Rex, Im x) is een linea.ir isomorphisme 

van Cop R2 (beide beschouwd als vectorruimte over R)o De a.fbeel­

ding x -i- (Im x 9 Rex) is een ander linea.ir isomorphisme van Cop R2
o 

(c) Zij Keen commutatief licha.a.m 9 Teen verzameling, t
0 

ET. 

Zij KT de vectorruimte over K 9 beschreven in §11 9 voorbeeld (c); we 

beschouwen ook Ka.ls vectorruimte over zichzelf (vgl. §11 9 voor­

beeld (g))o De afbeelding 

is een lineaire a.fbeelding van KT op Ko 

(d) Zij [a. 9b] een relel intervalo De afbeelding die a.an 

f ~ D
1

[a. 9b] zijn afgeleide r 0 toevoegd is een linea.ire afbeelding 

van D
1

[a.,b] op c[a. 9b] (vglo §11 9 voorbeelden (d) en {e))o Evenzo 

is 9 voor n > 1, de a:f'beelding f + f 9 een lines.ire a.fbeelding van 

D [a.,b] op D 
1 

[a. 9b] o n n ... 

(e) De a.fbeelding 

is een lineaire afbeelding van c[a.,b] op Ro 

,, 

·, 
( 
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( f') Zij 
a,1 a12 0 0 0 a1n 

a21 a22 0 0 0 a2n 
A = 0 0 0 

0 0 0 
0 0 0 

am1 am2 0 0 0 a 
mn 

een relle m x n matrixo Met behulp van A kunnen we een lineaire 

afbeelding T van Rn in Rm def'inieren 9 als volgt8 

als x • (x
1
,x29 ooo 1xn) £ Rn, dan zij Tx het element 

Y 11111 (YpY2eo•o»Ym) ili: Rm met 

ooo+a.x inn 

Stelling 2o Stel E1DE2 ,E
3 

zijn vectorruimten over een zelf'de 

lichaam Ko Indien it, 1: E1 + E2 en it,2: E2 + E3 lineaire af'beeldingen 

zijn, dan is ook it,2 a it, 18 E
1 

+ E
3 

lineairo 

B 
•• 

eWJ.JSo 

Volgens §4 il stelling 1 » is <ti 2 • <ti 1 een homomorphisme, en 

it,
2

o ct,
1
(ax) • it,2 (4i 1(ax)) = it,2(ao$ 1(x)) = 

= aoct,
2

($
1
(x)) = a.4,

2
o ct,

1
(x) 

voor alle a 6 Ken x E E1o 

Op analoge wijze bewijst men, in aa.nsluiting op §48 

Stelling 3o Zij cf, een 1-1-duidige lineaire af'beelding van E1 op E2• 

Dan is it,-1 een lineaire af'beelding van E2 op E1o 

Stelling 4o Zij 41 1 een lineair isomorphisme van E1 in E2 en , 2 een 

linea.ir isomorphisme van E2 in E
3 

o Dan is it,2 o <I> 1 een lineair 

isomorphisme van E1 in E3o 



Stelling 5o De lines.ire a.utomorphismen van een vectorruimte E vormen 

een groep toOoVo de a.f'beeldings-compositie o o 

Deze groep zullen we aangeven met GL(E), of• indien het nodig 

is ook het licha.a.m K te vermelden, met GL(E,K)o 

§ 13. Linea.ire deelruimten 

Definitie 1 o Zij E een lines.ire ruimte ove:t· K9 en LC Eo Men noemt 

Leen lines.ire deelruimte van E indien voldaan is a.an de beide 

voorwaa.rden 

(1) Lis een ondergroep van E ; 

(2) x E. L, a Ci K + a.x 6 L o 

De lineaire deelruimten spelen in de lineaire algebra dezelfde 

rol a.ls de ondergroepen in de groepentheorie (meer nog& zij spelen 

de rol van de norma.aldelers; de additieve groep van Eis imm.ers 

commuta.tief, en in een commuta.tieve groep is iedere ondergroep 

normaaldeler)o 

Voorbeeldeno 

(a) De reile getallen en de zuiver imagina.ire getallen vormen 

elk een lines.ire deelruimte van C (als vectorruimte over R, of 

over Q). Evenzo alle getallen van de vorm a+bi met b = 2a. 

(b) (vglo §11& voorbeelden (d) en (e))o Over het lichaam der 

reile getallen is Dn[a,b] steeds een lines.ire deelruimte van iedere 

D [a,b] met O ~ m ~ n. Al deze ruimten zijn verder lines.ire deel­
r:imten van R[a,b]. 

(c) De oplossingsruimte Evan de differentiaalvergelijking 

{11.7) (§11& voorbeeld f) is een lineaire deelruimte van Dn[a&b]. 
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(d) De polynomen over Kmet graad ! n vormen een lineaire 

deel:ruimte van K[x] (vgla §11 0 voorbeeld (k)) a 

Stelling 1a Zij E een lineaire ruimte over K, en zij L c Ea 

Nodig en vol~oende opdat Leen lineaire deelruimte van E vormt is 

dat 
ax + Sy 4t L 

Bewijso 

We bewijzen slechts dat de genoemde voorwaarde voldoende isa 

Stel x 9y di. La Nemen we a = 1 i) 13 = ... 19 dan volgt x .. y • La Dus L is 

een ondergroep van E (§5, stelling 2)o Nemen we a willekeurig en 

13 • 0 9 dan volgtg ax 4 La Dus Lis een lineaire deelruimteo 

In a.ansluiting aan §5 bewijst men verder eenvoudigg 

Stelling 2a Stel E,F zijn lineaire ruimten over een lichaam Ko 

Als ct,g E + F een lineaire afbeelding is, dan is cf,(E) een lineaire 

deelruimte van Fa 

Stelling 3o Stel E&F zijn lineaire ruimten over K, en stel E0 is 

een lin~aire deelruimte van Ea Als cf>g E + F lineair is, dan is ook 

cf> J E0 een lineaire afb~elding van E0 in Fo 

Gevolgo Onder de aannamen van stelling 3 beeldt cf> iedere lines.ire 

deelruimte van E af' op een lineaire deelruimte van Fa 

Stelling 4a Zij cf> een lineaire afbeelding van E in F (over het 

lichaam K)a De kern ,•1(o) van cf> is een lineaire deelruimte van Ea 

Men noemt de kern van een lineaire afbeelding cf> ook wel de 

nulruimte van fo 
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Stelling zo Zij E een linea.ire ruimte over een licha.a.m K9 en zij A 

een deelverzameling van Eo Dan is er een kleinste lineaire deel­

ruimte van Edie A omvato 

De kleinste lineaire deelruimte van Edie A omva.t zullen we 

a.angeven met H(A); we noemen H(A) het linea.ir omhulsel van A9 of 

ook de linea.ire deelruimte, oEgesRannen door Ao. 

Als Xpx21 ooo•Xn E: A en a,- a 2• oooa anG.K 9 dan za.l de vector 
a 1x1 + a2x2 + ooo + anxn moeten behoren tot alle lineaire deelruimten 

die A omva.tten; dus a 1x1 + a2x2 + ooo + anxnGH(A)o Omgekeerd vormen 

a.l deze linea.ire combine.ties van elementen uit A kennelijk een 

linea.ire deelruimte van Ea Dus; 

Stelling 60 Zij E een vectorruimte over Ken zij AcEo Dan besta.a.t 

H(A) uit alle lineaire combine.ties van eindig veel elementen uit Ao 

Opmerkinio Men zij zich bewust van het feit da.t H(A) mede a.fha.ngt van 

het scala.irenlicha.a.m Ko 

Voorbeeldo 

(e)o In C9 beschouwd a.ls lines.ire ruimte over zichzelf spant 

A= {i} heel Cop& H(A) = Ca Beschouwen we C da.a.rentegen als linea.ire 

ruimte over R& dan besta.a.t het linea.ir omhulsel van {i} uit a.lle 

zuiver ima.ginaire getalleno 

1o Onder welke voorwa.a.rden voor de verza.meling T besta.a.t er een 

linea.ir homomorphisme va.n KT~ K? 

2 o Zij K een licha.a.m0 E de linea.ire deelruimte van K[x] (beschouwd 

a.ls vectorruimte over K) die besta.a.t uit a.lle polynomen va.n 

gra.a.d ! no Bewijs da.t E lineair isomorph is met Kno 
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n , 
3.•Bewijs dat R dan en slechts dan lineair isomorph is met een 

lineaire deelruimte van Rm indien n! mo 

4 o .Als lj, een lineair homomorphisme is van K1'-+k .2E. K1'1 (beide 

beschouwd als lineaire ruimten over K). dan is de nulruimte 

van lj, lineair isomorph met ~. BewiJs dit. 

5. Stel [a,b] en (c.d] zijn twee intervallen op de reele rechte. 

De lines.ire ruimten c[a 9b] en cCc 11 4) over R zijn lineair 

isomorph. Evenzo Dn[a;~ en Dn.Cc,cil II voor iedere no Bewijs dit. 

6. Ala Cc .4] een deelinterval is van Ca.'b.] 9 dan is de afbeelding 

die aan f'G. c[a,b] toevoegt zijn restrictie :rl [c 9d] 9 een lineaire 

afbeelding van c[a 11b] op c[c 9dJ. 

Bewijs dit. Wat is de kern van lj,? 

7. Stel Eis een lineaire ruimte over Ko Als E1 en E2 lineaire 

deelruimten zijn van E, dan is ook E1 + E2:• {x + y g xE.E1 • yl'& E2} 

een lineaire deelruimte van Eo 

8. Stel E en F zijn lines.ire deel:ruimten over Ko Met l (E 11 F) zullen 

we a.angeven de verzameling van alle lineaire afbeeldingen van E 

in F. Def'inieer in /(E 9F) een optelling 9 en een ver:menigvuldiging 

met de elementen uit K-~ op zodanige wijze datf (E,F) wordt tot een 

vectorruimte over Ko 

9. Bewijs de uitspraken in voorbeeld (j) van §11. 

10. Zij K een lichaam9 a~K. De afbeelding lj, 9 die aan P"-K[x] 9 zeg 
2 n 

P =Yo+ v1x + y2x + ••• + ynx 9 toevoegt 

lj,(P) 11111 Yo+ y1a + y2a2 + ••• + ynanlf:.K 

is een lineaire afbeelding van K[~ op Ko Wat is zijn kern? 



11. Zij E een vectorruimte over K, en stel A en B zijn deelverza.me-

lingen van Eo 

( 1) a.ls AcB. dan H(A) cH(B); 

( 2) H(A u B) = H(A) + H(B); 

(3) H(H(A)) = H(A); 

{4) A<:H(A); 

(5) Als xE.H(A) 9 dan is er een eindige deelverza.meling A
0 

van A waarvoor x i!i.H ( A
0

) • 

§14. Linea.ire afhankelijkheid en onafhankelijkheid. Basiso 

.. 

In deze paragraa.f is Keen gegeven lichaam en E een lines.ire ruimte 

over K. 

Definitie 1. Een deelve.rzameling A van E heet lineair onaf'hankelijk indien 

( 14.1) x. H(A\{x}) 

voor iedere xd!i:Ao Indien A niet linea.ir onafhankelijk ist dan heet A 

lineair afhankelijk. 

Stelling 1. A is dan en sl~c~ts dan linea.ir onafhankelijk indien uit 

(14.2) 

(x
1

, :x2 , o o o II xn onderling verschillende vectoren uit A, a 18 a2 , • o. 9 an EoK) 

altijd volgti a = a = ooo = a = o. 1 2 - n 

Bewijs. 
a) Stel in {14.2) is bijvoorbeeld a 1 f o. Dan volgt dat 

0 0 0 

zodat A niet lineair onafhankelijk is. 

Ct 

+ ...!!..,. x ~H(A\{x1}) 
... a,1 n 
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b) Stel A is lineair af'hankelijk; zij bijvoorbeeld x1 ~H(A\{x,}) 9 

zeg 

met onderling verschillende x2 9 x3 • o o o 9 xn ui t A en a 2 9 a 3 9 o o o 9 an K. 

Dan geldt (14o2) met a 1 • -1; o. 

Gevolg 1o A is dan en slechts dan lineair onaf'hankelijk indien alle 

eindige deelverzamelingen van A lineair onaf'ha.nkelijk zijno 

Gevolg 2. Als O 6 A dan is A line air af'hankelijk. 

Gevolg 3. Een eindige verzameling A= {x10 x29 aoo 9 xn} (xi~ xj ala i F j) 

is dan en slechts dan lineair afhankelijk als er scalairen 

a 1• a2& •••• an bestaan 9 niet alle 0 0 waarvoor a 1x1 + a2x2 + ooo + anxn = Oo 

Stelling 2. Als A lineair onafhankelijk is, en x0f H(A) 9 dan is ook 

Av{x0} lineair onafhankelijko 

Bewijs. 

Zij A0 = Av {x0}. en stel A0 is lineair af'hankelijka Dan is er 

een x1~AO met x1'=H(A0\{x1})o Da.a.r x0 E;H(A) is zeker x1 "F x0• Zeg dat 

0 0 0 

met x2• x39 •••• Xn6A\{x1J. Dan is a0 ~ 0 9 want anders zou reeds 
x16H(A \{x2}) • d.w.z. dan was A niet lineair onaf'hankelijko Maa.r dan 

volgt dat 

in tegenspraak met de gegevens. 

Stelling 3o Zij A lineair onaf'hankelijko Iedere Xd:H(A) kan op een en 

(op volgorde-wijzigingen na) slechts een wijze geschreven worden a.ls 

lines.ire combinatie 
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met onderling verschillende x1, x2 , o•o• xnEA en a
1 
~ 0 9 a

2 
~ 0 9 ooo 

an 'F O uit K. 

BewiJso 

Ieder element x 6H(A) is een lineaire combine.tie van elementen 

uit A (zelfs als A niet_l~neair onafhank.elijk is); we moeten dus 

e.lleen de ondubbelzinnigheid ae.ntonen. Deze is een gevolg van het 

feit dat 

en 

(x11 x2 , 000 9 xn onderling verschillende vectoren uit A) impliceren 

dat 

waaruit weer volgt dat a
1 

a,= 8,, a2 = 82; 0009 an= 

81 = a2 - 82 = 000 = an 
8 0 n 

8 =O,doWoZo n 

Definitie 2o Een basis voor Eis een lineair onafhankelijke deelverza­

meling van A die geheel E opspant 9 doWoZo waarvoor H(A) = Eo 

Uit Stelling 3 volgt onmiddellijk: 

Stelling 4o Zij A een basis voor Eo Iedere Xt!:E is op, een en (op 

volgorde-wijzigingen na) slechts een wijze te schrijven in de vorm 

ooo + a X 
n n 

met onderling verschillende x1, x2, •••• xn6A en met coefficienten 
a. -:p o. 

J. 
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Voorbeeldeno 

e = ,z , 

X :: 
3 

(a) In Rn vormen de~ vectoren e
1 

= (1 10 90 9 000 90), 

{0 9 1,0 9 000 90) 8 000 9 e = (Oe0 1 ooa 9 1) een basiso n 
In R3 zijn de vectoren x1 = (-3,2,17), x2 = (1 90 8 -6) en 

(0 921-1) lineair afhankelijko 

(b) Inc, beschouwd als vectorruimte over R0 is de verzameling 

{ 2 + 3i • 3 + 2i} linee.ir onafhankelijko Iedere Ac. C met meer dan twee 

elementen is lineair afhankelijko 

(c) Voor iedere e: 6 (O, D zij :f'e: een continue reeelwaardige functie 

op [o.~ met de eigenschap: :f'e:(t) F O voor O ! t ! e:; :f'e:(t) = O voor 

e: ! t ! 1o Dan is A= {re: g O < e: ! 1} een oneindige lineair onafhan­

kelijke deel verzameling van C [o • i] ; A is geen basis. 

Van zeer groot belang is de volgende stelling: 

Stelling 5a Iedere lineaire ruimte E over een lichaam K hee:f't een 

basis o 

Het bewijs van stelling 59 in het algemene geval 1 gebruikt een 

o:f' andere vorm van het keuze-axioma (de Welordeningsstelling van 

ZERMELO o:f' het Lemma van ZORN). Wij zullen slechts een bijzonder geval 

van stelling 5 bewijzen 1 ~lo voor eindig-dimensionale Ea 

De:f'initie 3. Een lineaire ruimte E heet eindig-dimensionaal als er 

een eindige deelverzameling A van E bestaat met E = H(A)o 

Bewijs van stelling 5 ingeval E eindig-dimensionaal iso 

Zij A eindig en E = H(A)o 

Als O ,- x 6 A 9 dan is de verzameling e die alleen ui t x bes ta.at, 

lineair ona:f'hankelijko Ala Ac. H(x1) 0 dan is H(x1) = H(A) = EI dus 

H(x1) = E, dus {x1} is een basiso 
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Als zo niet, dan is er een x2 4iA\H(x1) o Volgens stelling 2 is 

{x 19 x2} linea.ir ona.fha.nk:elijko Als A .:::.H(x
1 

,x
2

) 9 dan is weer 

H(x
1

ex2) = E 9 dus (x 111x2
) een basis; zo niet 0 dan is er een 

x
3

c A\H(x
1 
,x2 ) 11 enz o Da.ar A eindig is moet men na eindig veel 

stappen komen tot een lineair ona.fha.nk:elijke verza.meling 

B• (x
1

e x211 ooq xn)c.Azodanigda.tAcH(B)D zodatH(B) =H(A) = 

= E; deze Bis een basis voor Eo 


