
LINEAIRE ALGEBRA 

\ 1 . Li chamen 

Definitie 1. Een (getallen) lichaam Lis een nietflege verzameling van 

complexe getallen met de volgende eigenschappen: 

(1) Als af}L en bd'!:L, dan ook a+ b&L en abEL.' 
-1 

(2) Als aeL en a -I= O, dan ook -af!!L en a ~ L. 

(3) L bevat minstens een element a -I= O. 

Voorbeelden. 

a) De rationale getallen, evenals de reele en de complexe getallen vor­

men een lichaam. 

b) De verzameling van alle complexe getallen van de vorm z =a+ biV2 

met rationale a en bis een lichaam. 

c) De verzameling van alle reele getallen van de vorm a+ b~ + c~ 

met rationale coefficienten a, b enc is een lichaam. 

Definitie 2. Een lichaam L heet een deellichaam van het lichaam Ken het 

liclb.aam K een ui tbreiding van het lichaam L als LC K. 

Ieder willekeurig lichaam is dus een deellichaam van het lichaam van de 

complexe getallen. 

Stelling 1. Ieder willekeurig lichaam Lis een uitbreiding van het lichaam 

der rationale getallen Q en bevat dus het getal 1. 

-1 
Bewijs. Stel a -I= O, a~L. Uit de definitie van L volgt, dat ook a ~Len 

-1 
dus a.a = 1 ~L. 

Met inductie volgt dan dat ook ieder natuurlijk getal m = (m-1) + 1 ~L ~ 
1 m ,.,m 

-m@'L en -@L -:rif) -@L en - -fiL. 
m n n 

Opmerking. 

In de moderne algebra wordt een lichaam meestal abstract gedefinieerd als 

een niet-lege verzameling L met twee ]:i:ilnaIDnre algebrafsche operaties, een 

optelling en vermenigvuldiging, die aan bepaalde voorwaarden voldoen. 
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(zie colloquium "Groepentheorie en lineaire algebra" 1964/65 blz. 47). 

Deellichamen van het lichaam der complexe getallen worden getallen lich­

amen genoemd om ze te onderscheiden van dergelijke 11abstracte11 lichamen. 

Wij zullen ons in dit colloquium beperken tot getallen lichamen, hoewel 

een veralgemening van de theorie tot willekeurige lichamen mogelijk is. 

~2. Lineaire ruimten 

Definitie 1. Een lineaire ruimte of vectorruimte over het lichaam L 

is een verzameling V, tezamen met een afbeelding ~: V 1,"(l V ~ V en een 

afbeelding~: L ~ V ~ V met de volgende eigenschappen [in plaats van 

@'(x,y) en,;(~,x) (x,y~V,((?11,<&,L) schrijven wij respectievelijk x + y 

enGKx 

(1) x + y = y + x commutatieve wet. 

(2) (x + y) + z = x + (y + z) associatieve wet. 

(3) Er bestaat een element 0 ~ V zodanig dat voor elke x ~V geldt 

0 + x = x + 0 = x. (0 heet het nulelement van V). 

(4) Voor elke x~V bestaat er een element -x@V zodanig dat x + (-x) = 0. 

(-x heet het tegengestelde van x). 

(5) 64.(x + y) = @tx + ~y~. 

(6) (@ +p )x =@.x +{J;x. 

(7) (~~)x = ¼ <p,x). 

(8) lx = x, 

voor alle @S, ~§Len voor alle x, y, z~V. 

Opmerking 1 • 

De elementen van V noemt'men dikwijls vectoren; wij zullen ze in de re­

gel aangeven met symbolen als x, y, z, 

Het element x + y~V heet de som van x en yen de operatieve + heet de 

optelling van vectoren. 

Uit de eigenschappen (1) t/m (4) volgt dat de verzameling V met de op­

telling een abelse groep is. 

Zowel het nulelement van de groep V als het getal nul zullen wij met 0 

aanduiden, hoewel we hier i.h.a. met twee verschillende objecten te doen 

hebben. 
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Opmerking 2. 

De getallen uit het lichaam L zullen wij aangeven met de griekse letters 

</.\1, {&, lJ, . . • . Men noemt ze in di t verband vaak :smi:l.1adreno 

Het element @i: x ~ V heet produkt van ~ en x en de afbeelding heet de ver­

menigvuldiging van vectoren met getallen. 

In het linkerlid van (6) geeft het te~en + de optelling in L aan; in het 

rechterlid staat + echter voor de optelling binnen V. Evenzo moet men 

in (7) onderscheid maken tussen de vermenigvuldiging van getallen binnen 

het lichaam Len de vermenigvuldiging van een vector met een getal. 

Stelling 1. Zij Veen vectorruimte over L. Er geldt: 

(a) V bezit plt?ecies een nulelement. 

(b) Voor elke x~ V bestaat er maar een tegengestelde -x. 

(c) Voor ieder tweetal elementen x en:y van Vis de vergelijking z + x = y 

eenduidig oplosbaar. 

Bewijs. 

(a) Stel zowel O als O' nulelement van V. Voor willekeurige x,y <i, V geldt 

L ~· dan O + x = x en y + 0' = y • 

Nemen wij i.h.b. x = O' en y = O, dan vinden we 

0 + O' = O' en O + O' = O. 

Dus O' = O. 

(b) Stel zowel -x als -x* te-gengestelde van x. 

Dan is x + (-x) = 0 en (-x*) + x = O. 

-x* = (-x*) + 0 = (-x*) + (x + (-x)) = ((-x*) + x) + (-x) = 

= 0 $ 0 + (-x) = -x. 

(c) z = y + (-x) is een oplossing van de vergelijking. 

Dit is ook de enige oplossing, daar uit z + X = y volgt z + X + (-x) = 
= y + (-x) = z. 

Opmerking 3. 

De vector y + (-x) zullen wij kortweg aanduiden met y - x. y - x heet 

het verschil van de vectoren yen x. 

Ook het symbool - gebruiken wij dus tn twee betekenissen. 

Uit stelling :q,),(c) volgt dat als x + y = x + z, dan is y = z. Als x dus 

een veci;,or is van Ven x + x = x, dan is x = O. 
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Stelling 2. Zij V een vectorruimte over L. Voor willekeurige &t, (/;,t!t. L 

en x, y~ V geldt: 

(a) @ .o = 0. 

(b) O.x = O. 

(c) d.x = O ~ ~ = 0 of x = O. 

( d) ( -~ x = - ((Ax) = ~ ( -x) • 

(e) ©it(x - y) =~x -«y. 

(f) (~ - '4)x = ~x -.f};x. 

Bewijs. 

(a) e1.0 =@i.(O + 0) = ~o +'(}iO 

(b) Ox= (0 + O)x =Ox+ Ox 

(c) Stel wZx = 0 en ©€ i O. Dan 

·~~o 
~ ""'i! Qg 

is X = 

(d) @ix + (-~)x = (~+ (-@Q )x = Ox = 

= o. 
= o. 
lx = 

1 1 
~-~>x = ~~x) 

0 ~ (-@Ox = -(@c). 

~x + @t(-x) = @t(x + (-x)) =@iO = 0 ~ ~(-x) = -~x). 

1 
--0 - ~. 

(e) ~(x - y) = ~(x + (-y)) =©fa +(A(-y) =@14x + -~y) =~x -@(ly. 

(f) (@.! -~)x =@ix+ (j,)x =®ix -px. 

Voorbeelden. 

= o. 

1) Zij R het lichaam der reele getallen en Rn de verzameling van alle 

geordende n-tallen reele getallen x = (x1 , 

ling 

x2' • • •, x) metals optel­
n 

(xl' x2, ••• , xn) + (yl, Y2, ••• , yn) = (xl+yl, x2+y2, r •• , xn+yn). 

Voor @a(kR 
n 

en x = (x1 , x2 , ••• , xn)~ R zij 

(~xl' @iX2' •. •' @!xn). 

een vectorruimte over R. 

@tx = 

Dan is Rn 

Algemener: Zij Leen willekeurig lichaam en Ln de verzameling van alle 
' 

geordende n-tallen getallen uit L. Optelling in Ln en vermenigvuldiging 

van een x ~ L n met een ~ ~ L definieren wij als boven. Dan is L n een line­

aire ruimte over L. 

2) Zij G het getallenlichaam van Gauss, d.i. de verzameling van alle 

complexe getallen van de voilfui a+ bi met rationale a en b. 

Dan is Geen vectorruimte over Q als we voor het produkt van een ra~ionaal 

getal lfJt en een willekeurige a+ bi steeds nemen hun produkt in het 
• lic.haam G. 
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Algemener: Zij Leen willekeurig lichaam en Keen deellichaam van L. 

Dan is Leen vectorruimte over K. Zo is i.h.b. het lichaam van de com­

plexe getallen C een vectorruimte over ieder willekeurig lichaam. 

Verder kan ieder willekeurig lichaam opgevat worden als een vector­

ruimte over het lichaam van de rationale getallen (zie i1 stelling 1). 

3) Stel a, b zijn reele getallen met alb; met c@l.,bJl geven wij aan 

de verzameling van alle continue reeelwaardige functies gedefinieerd 

op het interval [a,b]. Als f,g@Cfilt,b] en alS<il<ii3R dan definieren we 

functies f + g en@ift;gC[a,~ door 

(f + g)(x) = f(x) + g(x) 

(f1f)(x) = 4. f (x) x 0, [a,~]. 
Dan is c[a,b] een lineaire ruimte over R. 

3') Zij D de verzameling van alle op (-~1+cd differentieerbare reele 

functies f met f(O) = o. 
Laat een optelling en een vermenigvuldiging met reele getallen in D 

gedefinieerd zijn als boven. Dan is Deen vectorruimte over R. 

4) Zij Leen willekeurig lichaam en 

drukkingen van de gedaante 01
0 

+ ~s
1 

x 

L[x] de verzameJ_fng van alle ui t-
2 ~ n b". + rs:s2x + • • • = g,, -e;,"i n x , waar 1 J 

n=l 
de coefficienten @!. getallen uit L 

crti n 
zijn met ©f. i O voor slechts eindig 

n 
~ . n 

veel n. P = lb, ~{nx noemt men een veelterm of polynoom over L. Als n 
n=l 

het grootste getal is met~ i O, dan heet n de graad van P. 
n <flJJ e10, 

~~ Ji1! n i: n Voor ~@L en veel termen P1 = b r'n.x , P2 = f nx I§ L[x] definieren wij 
cc, n=l · Gt;;') n=l 

pl+ p2 = I Cj +;w )xn en <fdPl = r (~':,5 )xn. 
n=l C n @n n=l C n 

Dan is L[x] een vectorruimte'over L. 

Definitie 2. Zij Veen lineaire ruimte over een lichaam Len Been deel­

verzameling van V. 

B heet een (lineaire) deelruimte van V indien aan de volgende voorwaarde 

is voldaan: 

voor alle en alle d,$,J@L. 
t 







6 

Opmerking 4. 

Men kan gemakkelijk nagaan dat een deelruimte B van V zelf weer een 

vectorruimte over Lis, als we de optelling in Ben de vermenigvuldiging 

met getallen uit Lop dezeilifde wijze definieren als in V. 

Verder kan men eenvoudig bewijzen dat de doorsnede van een willekeurig 

aantal deelruimte~van V weer een deelruimte is van V. 

Zij nu gegeven een willekeurige deelverzameling A van V, dan bestaat 

er een kleinste lineaire deelruimte van V die A omvat, namelijk de door­

snede van alle deelruimten die A omvatten. 

Deze deelruimte noemen wij het lineaire o$~lsel van A of ook de deel­

ruimte opgespannen door A. 

Stelling 3. Zij V een vectorruimte over L en A(sV. 

Dan is er een kleinste lineaire deelruimte H(A) van V die A omvat. 

H(A) bestaat uit alle lineaire combinaties van eindig veel elementen 

ui t A. 

Bewigs. 

Als x
1

, x
2

, ••• , xn ~A en ~
1

, ©!l
2

, ••• , ~n iaL, dan zal de vector 

~ 1 x
1 

+ <d
2

x
2 

+ •·• +~nxn moeten behoren tot alle lineaire deelruimten 

die A omvatten; dus €ft'1 x
1 

+ ~ x + ••• + ~ x ~ H(A). 
2 2 n n 

Omgekeerd vormen al deze lineaire combinaties van elementen uit A kenne-

lijk een lineaire deelruimte van V die A omvat. 

Stelling 4. Zij Veen vectorruimte over Len H(A) de deelruimte opgespan­

nen door A. Dan.Jgeldt: 

(1) Als A«:'.BtsV dan H(A)CH(B). 

(2) Als x I§ H(A), dan i-s er een eindige deelverzameling A
0 

van A waarvoor 

x@ H(A
0
). 

(3) A (:H(A) • 

(4) H(H(A)) = H(A). 

(5):;A1s xiz.H(AG[y\) en x<ffeH(A) dan y~H(A~[x]). 
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Bewijs. 

De eigenschappen (1) en (3) zijn evident. Eigenschap (2) volgt uit het 

feit dat ieder element van H(A) een lineaire combinatie is van eindig 

veel elementen uit A. 

Daar H(A) een de~lruimte is van Vis H(A) zeker de kleinste deelruimte 

van V die H(A) omvat, dus H(H(A)) = H(A). 

Stel tenslotd:;e dat x@H(A\/ii!Y!>· Dan is x te schrijven als: 
n 

X =@: y + i, ~- y. 
0 ·1 ].]. 

J.= 

met ~i. (;ii L 
]. 

y.l§JA 
]. 

i = o, ••• ' n 

i = 1, ••• , n • 

Daar x ~ H(A) is q1
0 

f. 0. Dus 
n 

-1 ~ -1 ," ii 
y = E;i X - '= do, (!61. y i :IJJJi} y t3 H (A 10 l X 11) . 

0 i=l O J. 

Voorbeelden. 

en 

5) De reele getallen en de zuiver imaginaire getallen vormen elk een 

lineaire deelruimte van C als vectorruimte over R (of over Q). 

6) De vectorruimte D uit voorbeeld 3' is een lineaire deelruimte van 

c[-&),<~1uit voorbeeld 3. 

7) De polynomen over L met graad 4 n vormen een lineaire deelruimte 

van L[x]. 

8) Zij Leen lichaam en A =[1, x, x
2

, ••• , xn~<t:L[x]. 

Dan is H(A) de deelruimte van L[x] bestaande uit alle polynomen met 

graad {§ n. 

9) Inc, beschouwd als lineaire ruimte over zichzelf spant A= 11~ 

heel Cop: H(A) = C. 

Beschouwen wij C daarentegen ~ls lineaire ruimte over R, dan bestaat 

het lineair omhulsel van{{~ uit alle reele getallen: H(A) = R. 

H(A) hangt dus mede af van het scalairen lichaam L. 
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Opgaven. 

1. Zij W= -½ +½,.~en Q het lichaam van de rationale getallen. 
"!(~ 

Bewijs dat alle getallen a + b'~ met a,b@Q een lichaam Q(~) vormen. 
( 

2. Een niet-lege deelverzameling L van C is een lichaam als L met elk 
-1 

tweetal elementen a en b zowel a - b als ab voor bi O bevat. 

3. Zij W de verzameling van alle convergente meetkundige reeksen. w1 
is de deelverzameling van W, gevormd door alle reeksen met begin­

term gelijk aan 1. w
2 

is de deelverzameling van W, gevormd door 

alle reeksen met dezelfde reden r. 

Vormt Wonder de gebruikelijke optelling en vermenigvuldiging 

met een reeel getal een vectorruimte over R? 

Zijn w
1 

en w
2 

vectorruimten? 

4. Gegeven is de verzameling V van vectoren 

(4,1,4) + Ac1,2,o) +µ(a,-1,4) in R
3

• 

Bepaal a zodanig dat Veen lineaire deelruimte is. 

5. Zij V een vectorruimte over L en a, b, c Q V. 

Gegeven is dat a i O, a~H([b,cj), b~ H([a,c}). 

Bewijs dat c Q:H({a1>. 

6. Stel Veen vectorruimte over L. Als B
1 

en B
2 

deelruimten ziJn van 

V, dan is ook B~ + B
2 

:= [x + y i x @B1 , y <;iJ B2] een lineaire deel­

ruimte van V. 

7. Stel V een vectol'Jt'Uimte over L en A~ V, B ~ V. 

Dan is H(A ~ B) = H(A) + H(B). 

8. Zij Been lineaire deelruimte van een vectorruimte V over Len 

a ~v. 
Geef nodige en voldoende voorwaarde(n) opdat a+ Been lineaire 

ruimte is. 
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~3. Lineaire afbankelijkheid en onafhankelijkheid. Basis 

In deze paragraaf is Leen gegeven lichaam, Veen vectorruimte over 

L en A een niet- lege deel verzameling van V • , V I: § 0 l, l l 

Definitie 1. Een deelverzameling A van V met de eigenschap dat H(A) = V 

beet een stel voortbrengenden van V. 

Definitie 2. Een deelverzameling A van V heet lineair onafhankelijk in­

dien x ~ H(A \ fxl) voor iedere x ~A. 

A beet lineair afbankelijk indien A niet lineair onafbankelijk is, 

Opmerking 1 . 

Uit 12 stelling 3 volgt dat een stel voortbrengenden A van Veen deel-
,: 

verzameling is van V met de eigenschap dat ieder element van Veen 

lineaire combinatie is van eindig veel elementen uit A. Verder is A 

een stel voortb~engenden van de vectorruimte H(A). 

Opmerking 2, 

Zij ~ de lege verzameling, dan is H(f) = lo~·, de vectorruimte die 

alleen uit de nulvector bestaat. 

De nulvector ligt dus in H(A \ {o:'.) voor iedere deelverzameling A 
\) t~ 'i· 

van V, Dus als O ®£A, dan is A lineair afh:rmkelijk. Lh. b. is de deel-

verzameling A ~· '" = ·'.·, 0 \: lineair afhankelijk en iedere deel verzameling 

A = met xi O lineair onafhankelijk. 

Opmerking 3, 

Zij X 
1 \• 

= 1x.\. 
4

_ een willekeurige verzameling van elementen uit V; 
'" ici~.I 

x ,i:; V voor alle i CZ:, I" i ...,, 

X noemen wij dan lineair onafbankelijk als voor iedere J I geldt 

X j tf H( •~Xi\ i~j), 

Voor lineaii·'::.oAafhankelijke verzamelingen X = 

steeds dat x. ix. als i I= j, ij~I. 
1 J 

geldt dus 
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Stelling 1. Een deelverzameling A van Vis dan en slechts dan lineair 

onafhankelijk indien uit de betrekking 

(*) +(){ X = 0 
n n 

volgt dat « i = 0 9 i = 1, •• q n. Hierbij zijn de x
1

, x2 , 

ling verschillende vectoren ui t A en~ 
1

, d, 2 , •.• , «Ii! n ~ L. 

Bewijs. 

a} Stel A l!imeair onafhankelijk en laat in (*) bijvoorbeeld iA
1 

i O zijn., 

Dan is als n = 1, ~l x1 = 0 ~ x
1 

:i!i O, dus A lineair afhankeliJk. 
n 

Als n i 1, dan x1 = 
1
~

2 
d ~l ~ 2x1 ~ H(A \ \ x

1
!), zodat A niet lineai r 

onafhankelijk is. 

b) Stel omgekeerd A lineair afhankelijk. Dan is er een x
1 

<gA met 

x
1 

(ii H (A \ f, x
1 
p , d , w, z • 

x
1 

= d,
2

x
2 

+ ••. + ~ x met onderling verschillende x. ~ A, 
n n 1 

i = l , ... , n 

en e;,f • (;, L , i = 2 , • • • , n • 
1 

Maar dan geldt (*) met ,r,{ 
1 

= -1 i O. 

Als A maar ui t een element bestaat, dan i.s A 

(*) voldaan voor alle d: ~. 0 = O. 

,,,. 'b 0 71, , 
- N , .. en is 

, -' ,U 

Gevolg 1; A is dan en slechts dan lineair onafhankeliJk Jndien alle 

eindige deelverzamelingen van A lineair onafhankelijk zijn. 

I 1 Gevolg 2: Een eindige verzameling A = lx
1

, x
2

, . , • , xn 1 is dar. en 

slechts dan lineair afhankelijk als er getaller.. it,,\l, @{ 
2

, 

bestaan, niet alle O, ~aarvoor ~l x1 + ~
2

x2 + . , • +fi,X :::::0. 
n n 

Stelling 2, Als A linemir onafhankelijk is en x
0 
~ H(A), dan is ock 

A ufx0 l lineair onafhankelijk. 

Bewijs. Stel A vfx0 \ = A0 lineair afhankelijk. Dan is sr een x1 Teet 

x
1 

{:, A
0 

en x
1 
~ H(A

0 
\ 1 x

1
}). Daar x

0 
~ H(A) is zeker x

1 
:/. x

0 
en dus ~~ iL 
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Er geldt dus als A
1 

= A \ £x
1
} dat x

1 
E: H(A

1 
u{x

0
1 en x

1 
4, H(A

1
). 

Volgens 12 stelling 4 (5) is dan voldaan aan x0 ~ H(A
1 

y lx1p = H(A) P 

in tegenspraak met de gegevens. 

Definitie 3. Een basis voor Vis een lineair onafhankelijk stel voort­

brengenden van V. 

Stelling 3. Zij Been basis voor V. Iedere x ~Vis op een en slechts 

een wijze (op volgorde-wijzigingen na) te schrijven in de vorm 

x = @>t
1
1\ + ••. + d{nxn, met onderling verschillende x

1
, x

2
, 

en met coefficienten @it. -;t:. o, a:(.~ L, i = 1 9 ••• , n. 
1 1 

Bewijs. Daar H(B) = V, is ieder element van Veen lineaire combinatie 

van elementen uit B, 

Stel nu dat x = d1 xl + +~x 
n n 

en X =folxl + + p X • n n 
Dan is (~ -P1>x1 + •• 0 + ((ll. ;~- fl )x = o. n n n 
Uit de lineaire onafhankelijkheid van B volgt dan dat 

@fl - fo1 = 0; i;;{2 - P2 = O· G o & ; @( - f»n = o, d.w.,z. 
' n 

.;;{ 1 = /'1; ©t2 = /42; .. "; d n = fon· 
Hiermee is de ondubbelzinnigheid van de schrijfwijze 

Stelling 4. Zij A een deelverzameling van V. 

De volgende drie beweringen zijn equivalent: 

(a) A is een minimaal stel voortbrengenden van V. 

(b) A is een basis voor V. 

aangetoond. 

(c) A is een maximale lineair onafhankelijke deelverzameling. 

Bewijs. 

X @gB 
n 

(a) ➔ (b): Sjzel dat A niet lineair onafhankelijk is. Dan is er een x ~A 

met x~H(A\ {x}L Daar A\ \x} ~H(A \ ix}) (,2 stelling 4 (3)) hebben 

wij AC H(A \ {x}>. 
Hieruit volgt dat V = H(A) C H(H(A \ tx})) = H(A \ ~x}) ~ V = H(A \ {x}). 
A\ f x} is dus een stel voortbrengenden van V, in tegenspraak met de mini­

mali tei t van A. 
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(b)-){c). Stel x~V, x~A, Da,n is daiSl.r H(A) = V, x~H(A). De deel­

verzameling A I\J {x} is du.s niet lineair OThafhaukeli.,jk. 

A is du.s inderdaad een m.aximale lineair onaflmnkelijlke deelverza­

meling. 

(c) ➔ (a). Stel H(A) I.-- V. Da~'l\ is er een y ~ 'V ,,et y iH(AL 

Ui t §3 stelling 2 volgt dan dat ook A~ lY} lh1eair ornafhar..kelijlk is, 

in tegenspraak· :met de maxiir.alitei t van A. A ii;; dus et:n stel voortbre:ngen­

den van V. 

Wij bewijzen nu dat A minima.al is. Stel voor ;;ekere x ~A,A \ \ z} ook 

een stel voortbrengenden. 

Dan geldt x' JV "" H(A \ ~ x1) en di t is in strijd met de linefif,ire onaf~ 
'"' § 

hankelijkhe-id van A. 

Voorbeeldel1. 
ll I 

a) In R vormer ... de n vectoren e
1 

= (1, 0, O, , . , , 0), e
2 

- (C!, 1, 0 1 - •.. , 0), 

.• ,, e = {O, Op 0, ,.,, 1) een basis. 
3 _n . 

In R .i~ijri' de vectoren x
1 

- (1, 2, 3), x
2 

-· (1, O, -1) en :x
3 

= (O, 1, 2) 

linea~t afhankelijk. 

b) Vour iedere IE 1it (0,1] zij flf. een continue reeelwaardige functie op (0,1] 
met de eigenschap L(t) of. 0 voor O (,, t (TE,; f?(t) :c O voor 1E 1~t ~ L . ·r It 1) ~ t:. 
Dan is A ;,, ! f ,f : 0 .{ ffi;, 1J een oneindige li neair onaf:bar.kel:qke deel-

verza,11el1ng van c[o.1J; A is geen bas:iLs. 

c) Zij L[x] de verzameling van a.Ile polynomen ov~r L 

{1' 2 3 l. Stel A = x, X , X 
' 

•• 0 

Dan is A een basis voor L(x]. 

d) Zij Q(i \/2) de 'V•srzameling v~m alie complexe getallen ,,,-ar. de V.'.iT"'' 

z = a + l.b.i V2~ met :r:11. ti. onale a en b. 

Dan is A = f 1, i li,/2'f een basis voor Q(i V:h beschcuwd s.1:; vEocturn;.:._:r,rn 

over Q, 

e) R beschouwd als vectorru:r.mte over Q hee.ft geen eiP..dige bS-Bis. 
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Definitie 4. Een vectorruimte V heet eindig-dimensionaal als Veen 

eindig stel voortbrengenden heeft. 

Stelling 5. Iedere eindig dimensionale vectorruimte V heeft een 

eindige basis. 

Bewijs. Zij A = f x
1

, ••• , xn J een eindig stel voortbrengenden van V. 

Dan is er daar A slechts eindig veel deelverzamelingen heeft, een 

deelverzameling B van A z6 dat Been minimaal stel voortbrengenden is. 

Uit stelling 4 volgt dan dat Been basis is voor V. 

Opmerking 4. 

Men kan in het algemeen bewijzen dat iedere lineaire ruimte V over 

een lichaam Leen basis heeft. Als V niet eindig-dimensionaal is, 

gebruikt men voor het bewijs van deze stelling een of andere vorm 

van bet keuze axioma (het Lemma van Zorn of de Welordeningsstelling 

van Zermelo). 

Stelling 6. Als een vectorruimte Veen eindige basis B heeft van n 
. 1 

elementen, dan is iedere andere basis B van V eindig en heeft 

precies n elementen. 

Bewijs. Stel B = \x1 , x2 , ••. , xnl en stel B ¢ B1
1 dan is er een x1 

b.v. x
1 

t, B
1

• Dan is daar B minimaal is B \ ix
1
} geen stel voort­

brengenden van V, dus H(B \ { x
1
l) :/:. V. 

1 . l,.1, 4: t Daar H(B ) = V volgt dat B 'r H(B \ l x
1

§). 
1 . 

Er is dus een :y:
1 

GB met y
1 

ff; H(B \ l x
1
} L Daar y

1 
~H(B) = V vol gt 

dat x1 EH(B\ ~x1}) U {y1\L 
Daar B \ ~ x1} _< H((;B\ { x1} ! y { y11) is B l H((B\ l x11p t; {Yi'}). 

(B \ \ x
1
1) U 1 y

1
\ = B

1 
is dus een stel voortbrengenden van V. 

2) en dus een basis Tevens is B
1 

lineair onafhankelijk (§3 stelling 
. 1 

voor V. B1 heeft weer n elementen en het aantal elemer.ten uit B ~B1 
is een groter dan het aantal elementen ui t s1 tvi B. i B1 f1l B

1 ij = I B ~ B1 I 
~ 1 

Geldt B
1 
~ B , dan is er een basis B

2 
met n elementen zo dat 

, B2 n B1 I = J B1 n B1 
J + 1 = I B &1 s1 I + 2. 

Na eindig veel stappen komt men zo tot een basis B met n elemE-nten 

da t I B fl B
1 f = n ~ C B

1
• 

m 
zo B Uit f3 stelling 4 volgt dan dat 

'1 m 1 m 
B = B en_ dus dat JB J = n. m 

+ L 
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Definitie 5, Een vectorruimte V over een lichaam L met een baEi.s van 

n-elementen heet ee!'. n~dimgnsions:le vectorruimte. 

Notatie: [v : L] = r. of dim(V) = n. 

Als V green eindige b~sis heeft noerr.en wij V oneindig di:neru,i on.a.al, 

r:iim(V) ,,.. 

Op~,erking 5" 

De vectorruimte V =lo\ die alleen uit de nulv&ctor be:::taa.t, zullen 

wij 0-dimensionaal noemen. 

De d1rre:nsie van een vect0rruimte hangt mede af van het scala,iren 

11.chaa,:.11" Zo is [c c] ::: 1, maar r C : R] = 2, 

Stelling 7, Zij V een n-dimensionale vectorrui•rite en A een 1-:.nerf,;Lr 

ona.fhankelijke deelverza:meling. Dan is \A\ ~ n. 

Bewijs. Stel B = ~:x. , x
2

, , ., . , x 1 een basis voor V, Als A een basis 
t J. • nv 

is voor V clan IAI = n volgens stelli.ng 6. 

Zij nu H(A) t-. V, dan B 4H(A).. Stel x
1 
~ H(A). I'-an A t0 {x

1
} = A

1
, 

lineair onafhankelijk, Als B,¢H(A'(lb \x
1
l) dan is er een x

2
f, B met 

x2 f H(A vfx1'r) en A~J \x1r; tfi ti£:}~ "" A2 lineair onafhr,.nkel.ijic Daar 

B eindi g is ko?r.t men n.a eindig veel stappen tot e2.:1 lir..Bai r ona..f= 
e 'tJ ; ·1 

hs,nkelijk<:1 'lerzameliZ?,gA,,,,,, ""A~jl_x-1t~; ••• ~ilx 1, 
rn 1; ~ ~ ffi·? 

m&t H(A) = V. 
m 

A is dus een basis voor V ,en r\?Olgens stellir:.g 6 
rr is dan jAm j 

IA I' !L 

Opgaven. 

r 1 3 1. Voor welke i.:aarcten van -~ is het stelsel l(~11,3), (4)t,6), (3~0,3) j CR 

afhankelijk? 

2. Gege''.!Em is dat { a, b,cl een basis is vcor een vect:orruimt,e \" -c;,ver R, 

Is b.et stel8el \x,y,z }met x =a+ b + c, y = 2'3. + b + 3c, 

z ~ a - b + 3c ee~ basis? 
, 

3. Z.U V een n~dirr.er.sior..s,le vectorruimte en V~ ee::: 1 ineaire dee:i.".'uimte 
,,~ ' " 0 ·71 jJ 1 1 van. v. fun 1s dirr. \J -:: m ~ n. Als V i: V dan dirr_ V- cl, dim V, 

4, Zij V een n-dimensi-o:na,.le vectorruin:te en A een lineair :mafh?..r.ke1ijk 

,ste1 vectoren uit V. Da:n kan A aangevu1d w-.:•rden tot eer.. basiE ~·:;;;n V, 
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5. Zijn A en B twee lineaire deelruimten van een eindig dimensionale 

vectorruimte V. Dan geldt voor de dimensie8: 

dim (B + C) = dim B + dim C - dim (B t'\ C) • 

6. In R
3 

zijn gegeven de vectoren xA= cA2
,2,1),yA = (4~A,1) en 

z = (4,2,1). 

Bepaal voor iedere waarde van ii 6, R de dimensie van H\~A'Y,¾,zj). 

$4. Lineaire afbeeldingen 
J 

Def1nitie 1. Stel Ven W twee lineaire ruimten over eenzelfde lichaam 

L. Een afbeelding f: V ➔ W heet een lineaire afbeelding of homo:!llorfisme 

indien 

1 °) ty(x + y) = tf(x) + q1(y) voor alle x,y ia V 

2°) rp(rJ.x) = u{ r'.x) voor alle x $: V en tt ~ L, 

Indien V 7 W dan heet rook een endomorfisme, 

Een 1-1 duidige lineaire afbeelding heet een isomorfisme, 

Een automorfisme is een 1-1 duidige endomorfisme van V op V. 

Uit definitie 1 volgt onmiddellijk: 

Stelling 1. De afbeeldingf: V ➔ W is lineair dan en slechts dam als 

1f(d.x +/!Jy) = ;p,((x) +j{lf(y) voor alle <J,,,f.,e;,,L er. x,y,cfJ:,V. 

Voorbeelden. 

a) Zij V een vectorruimte over L en ,\~L. Dan is de afbeeld.tng ~(9 : 
u 

V -> V met f (x) = Ax voor alle x ~ V lineai r. 

b) ZiJ 

Dan 

L ~J de ruimte van ~lle polynomen in x met coefficienten uit L. 
n . n . ~ 
~= 1 ~- . 1+~ 

is de afbeeiUling 1 : L[x] ➔ L [x] met Rf< :L. cz. x > = L ~. x 
• ' i=l 

1 
i=l 

1 

een lineaire afbeelding. 

c} De afbeelding f(x) ➔ Jb f(x)dx is een lineaire afbeelding van 
a 

c~,b] op R. 

j, 
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d) De afbeeldingen Re en Im die a.an x@ C respectievelijk het reele en 

het irr,.agina1.re deel toevoege:!l zijn line:aire afbeeldingen van C in 

R (beide bescl:ouwd a.ls vectorruimten over R). 

~ 
e) Zij V een vectorruimte over L. Onder een lineaire functie fr op V 

verstaa.t n:en een lineaire afbeelding van V in :het lichaam L opgevat 

als vectorruimte over L. 

Zijn nu t1f
1

, , .. , €jp n n lineaire functies op V, dan is de a,fbeelding 

x =:V (:f 1 (x) , f
2 

(x) , , • , ,. (/j (x)) een homomorfi sme van V in L n. 
•~ u n 

f) Zij A = / a a12 aln 
'i ,/ 11 

t H 
a21 a22 a2n ii een reele m~n matrix. 

' I 
ft i 
\ aml a 

m2 a l 
mn ii 

Met behulp van A kunnen wij een homomorfisme T van Rn in Rm 

riieren als vol gt: 

( ) n ( als x =· x1 , • , , , xn ~ R , dan zij Tx het element y = y
1 

> 

met y1 = ai1x1 + ai 2x2 + ••• + a 1nxn (i = ~, 2, ,,., m). 

D1;;f:i.ni tie 2, Is ~:i: V ""ffe W een homomorfisme da:2 heet 

~:; V = f t?x ~ x@ v'! het _!>eeld van o/ en 

o~J (0) - (x « x<~V ,1IY(x) = ol de kern van(?. 
u '.!. g u 1 -- :; 

defi-

. -1 
Stelling 2. De kern 1( (0) en het beeld ij)(V) van een ho".l'lomorfisme 

V =~'fpW, zi.jn lineaire deelrujmten van respectie;.relijk V en W" 

-1 
Bewijs. Zijn x en y vectoren ui t (l;i (O) en €;{, L dan is 

'(0.;x + t1) = t•/JP(x) + &;·(y) = eJO + 0 = O. ,J u u . ~ 

,? '."' 1 ( ) 0 " -1 ( ) Dus <J{x + #~ y ~~r1 O .;, .. ~ «f O een lineaire deelruimte van V. 

Is 7* = t.J(x) ~UV en v* '-= ~1(y)~ i1,2(V) en~ J~fi; L •fan is 1"'.X"' + y* ·-
1.; S ... ~ u 1 

"' 1m';((x) + t(y) -:c \'(lll,X +.(?J y) ii1 i?(V) . 

Het beeld f (V) is dus een .lineaire deelruimte va:!1 W, 

Stelling 3 .. Zij een homomorfisme van een n~·diine!lsionale vectorruimte 

Vin se~ vectorruimte W. Dan is de som van de dimensies van kern en 
-1 

beeld gelijk aan de dimensie van V: dim f (0) + dim J(V) = dim V. 

.. 
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-1 
Bewijs O Daar <p (0) 

dimensionaal en dim 

een lineaire deelruimte is van Vis f-1
(0) eindig 

-1 (f (0)) = m, n = dim V. 

Kies een basis x
1

, 
-1 

••o, xm van <f (0) en vul deze aan tot een basis 

x1 , . o o, xm' xm+l' o O C i xn van V (vgl. ~3 opgave 3 en 4). 

Dan is <('(xi) 

Stel f(xi) = 
= o, i = 1, ••• , m. 

Yo, m ( i.(_ no 
]. 

We zullen nu bewijzen dat de vectoren{yi1' i = 
stel voortbrengenden van ~(V) vormen. 

Immers voor willekeurige y = f(x) € <f(V) geldt: 

m+l, m+2, .•. , n een 

= d.' 1 lf (xl) + • · • +C\i <f(xm) +o(m+llf (xm+l) + · • .Q(n 'f (x n) 

= c<1 o + ..• +<A. 0 + Q\ 1 y l + • °' + <;( y 
m m+ m+ n n 

= 6{ ly 1 + ' ' 0 + a{ y 0 

m+ m+ n n 
Het stelsel \y.1 m ( i ~ n is zelfs lineair onafhankelijk en dus een 

I. ]. \ 

basis, daar also{ 
1

y 
1 

+ •. , +d... y = 0 dan is 
m+. m+ n n 

o{m+lr(xm+l) + 000 +o(nf(xn) :
1
lf(o(m+lxm+l + 

Dus o( 
1

x 
1 

+ ... + o{ x EU> (0). 

+ ti. x) = Oo n n 

m+ m+ n n I 1 
Omdat x

1
, .. ,, xm een basis van <p- (0) is, bestaan er getallen 

o\1 , .. , , Q(m z6 dat o:m+l xm+l + .. , + otnxn = o\ x1 + + o{mxm o 

Uit de lineaire onafhankelijkheid van x1 , ,o ., xn volgt dan dat 

d.m+l = o{m+2 = 0 
• • = o(n == O • 

De dimensie van 1f(V) is dus gelijk aan n - m, waarmee het gestelde 

is aangetoond, 

Gevolg 1. Also/ een isomorfisme is van Vin W dan is dim V = dim f(V). 

Immers dan is tp-1
(0) = foJ en dus 0-dimensionaal. 

-1 f Uit het feit dat f (0) - o] dan en slechts dan als lj'l-1 duidig is, 

volgt onmiddellijk: 

Gevolg 2. Zij V een eindig dimensionale vectorruimte en Cf een endo­

morfisme van V. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde opdat Cf 
een automorfisme is, is dat tpeen afbeelding op is. 
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Definitie 3. Twee vectorruimten Ven W over een lichaam L heten iso­

morf als er een isomorfisme Cf van V op W bestaat. 

Stelling 4. Een homomorfisme Cf! V ➔ W is volkomen bepaald door haar 

werking op de vectoren van een basis van V. 

w 
n 

Vormen v1 , ••• , vn een basis van Ven zijn w
1

, ••. , 

W, dan bestaat precies een homomorfisme 0-met O-(v") = 
l. 

Bewijs. 

elementen uit 

1) Daar ieder element xEV te schrijven is als x =d
1

v1 + •.• +o{nvn 

is dus Cf(x) =<t1cp<v1 ) + ••• +<(n<f<vn) en is (fvolkomen bepaald door 

haar werking op de basis vectoren. 

2) Stel nu w1 , ••• , wn e: W en definieer voor x ~ V met x=~ v1 + •• • +ctn v n, 

<:r(x) =o(.10(vl) + ••• +i;ilncr(vn) =«-1w1 + ••• +c(nwn. 

Dan is als y =(J1v1 + ••• +pnvn• 

O!x + fly = (o(~ +(3p1 >v1 + ••• + (ot°\i +~f3n)vn en 

(j{d,x +p, y) = °'-<>(x) +/3(J'(y). Volgens ~4 stelling 1 is O' dan een homo­

morfisme, 

Stelling 5. Zij Veen n-dimensionale vectorruimte over L. Dan is V 
n 

isomorf met L. 

Bewijs. Stel a1 , ••• , an een basis voor Ven e
1 

= (1, O, ••• O), ••• , 

e = (0, O, •• ., 1) een basis voor Ln, dan is volgens stelling 4 de 
n 

afbeelding <ygedefinieerd door <f(ai) = ei, i = 1, ••• , n voort te 

zetten tot een homomorfisme van Vin Ln. 

Daar eiECf(V), i = 1, ••• , n isif(V) een n-dimensionale deelruimte 

van Ln en dus gelijk aan Ln. Dus 'fis een afbeelding op. 
• -1 -1 f J Verder is dan volgens stelling 3 dim Cf (0) = O, dus f (0) = o1 ~ 

➔'fl-1 duidig. 

Definitie 4. Is <peen homomorfisme van Vin W, dan verstaat men onder 

de rang van cp de dimensie van 'f(V). 

Opmerking 1. 

Stel dat v1 , ••• , vn een basis is voor V, dan wordt Cf'(V) opgespannen 

door de vectoren f<v1 ), ••• , c.p<vn) en de rang van Cfis dus gelijk aan 
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het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren uit(f(v1 ), ••os 

q,<vn). 

Zijn <f'i: V ➔ W en f 
2

: W ➔ Z homomorfismen, dan zullen wij de samen­

gestelde afbeelding van V in Z 9 die aan v& V toevoegt f
2 

(Cf
1 

(v) )E. Z 

aangeven met q,2 o 'fi· 
Deze afbeelding is zelf weer een homomorfisme van Vin Z. 

Indien <f: V ➔ W zowel een-eenduidig is als op dan is 'f ondubbelzin­

nig omkeerbaar, voor de omkeer afbeelding schrijven wij (f-1
. 

Men gaat gemakkelijk na dat ookcp
1 

weer een isomorfisme is. Verder 

geldt dat als Cf 
1

: V ➔ W en q
2

: W ➔ Z isomorfismen op zijn, dan is 
-1 -1 -1 

tp2 o 'fi een isomorfisme van V op Z en (lf:a o 'f i) =fl o 'f 2 . 

Stelling 6. Voor het product 'f'
2 

o fi van 2 homomorfismen fi: V 4 W, 

lf2 : W ➔ Z geldt steeds rang <f 2 o<f 1 ~ rang q,1 en 

rang'f2 O<.f 1 ' rang''f2 • 

Bewijs. Uit stelling 4 volgt dat voor iedere vectorruimte E
1 

en 

homomorfisme <p van E
1 

in E
2 

geldt 

dim{f(E1 ) ~ dim E1 • 

Dus rang (f2 o q,1 ) = dim 'f 2 <cp1 (V)) '- dim Cf i (V) ::::: rang Cf 
1

• 

Verder is daar cp
2 
(f

1 
(V) )C q,

2 
(W) ook 

dim 'f 
2 

<cp
1 

(V)) ~ dim q>
2 

(W) = rang cp
2

. q.e.d. 

Zijn cp
1 

en '('
2 

twee homomorfismen van V en W en is )\ E:L, dan kan men 

de volgende afbeeldingen van Vin W beschouwen: 

'f 1 + q,
2 

is de afbeelding gedefinieerd door 

('f1 + cp2 ) (x) = Cf 1 (x) + 'f 2 (x) , x ~ V en 

(Af
1

) (x) = )\ ((f 1 (x)) x E. V. 

Men bewijst nu gemakkelijk: 

Stelling 7. Met de bovengenoemde definities van optelling en verme­

nigvuldiging met getallen uit L vormen de homomorfismen van Vin W 

een vectorruimte Hom(V,W) over L. 
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Opmerking 2. 

De vectorruimte Hom(V,L) die bestaat uit alle lineaire functies van 

Vin L zullen wij de duale ruimte V+ van V noemen. 

! 5. Ma trices 

Wij zullen in deze paragraaf steeds homomorfismen van de vectorruim-
n m . 

ten L en L beschouwen. Dit is geen wezenlijke beperking~ daar vol-

gens i4 stelling 5 iedere n-dimensionale vectorruimte over L isomorf 
. n 
is met L. 

Vectoren uit Ln zullen wij steeds aangeven als kolommen van n ge­

tallen 

Als basis kiezen w1J de vectoren 

•1 = ( D . . •2 = ( D ..... •n = G ) . 
Een homomorfisme <f: Ln➔ Lm is volgens ~4 stelling 4 ondubbelzinnig 

bepaald door haar werking op de basis vectoren: 

Cf(el) :::: al = (f1) '((<•2> = a2 = (12) '· • • ,f(en) = a =rln) n 

'fm1 'fm2 'fmn 

Het homomorfisme ffgeeft men dan ook vaak aan door het volgende 

schema van de m n getallen f ... 

(

1

cf 11 Cf 12 ° •• Cf ln ) 

f= ~21~22··•~2n 
. . . . . . 

'Pml fm2 •··'fmn 

Een dergelijk schema van m rijen en n kolommen noemt men een 

m )( n-matrix. 
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Stelling 1. De homomorfismen Cf: Ln➔ Lm worden 1-1 duidig voorge­

steld door de m X n-matrices. 

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit \4 stelling 4. 

(

xl 

Het beeld van (eq
1
:i~~~;;:i)ge vector x = ; ) onder het homo~ 

morfisme 'f = : wordt gegeven dogr 

fm1 ···ffmn 

(?) 
n 

(
Cfll xl +<e 2x2+. • .qlnxn) 

= t.p 21 xl +c,;2x2 + • • ·<f 2nx n = . . . 
<f ml xl +<pm2x2 + • • • <fmnx n 

Defini tie 1. Het ct-voud, de som en het product van matrices is de 

matrix-voorstelling van het o<-voud, de som en het product van de 

homomorfismen die de matrices voorstellen. 

Opmerking 1 . 

Daar de som van 2 homomorfismenCf
1 

en<f
2 

alleen gedefinieerd is als 
ffJ n m n m . -r

1
: L ➔ L en Cf

2
: L ➔ L , is ook de som van een m 'lit n-matrix en 

een k ~ r-matrix alleen gedefinieerd als k = m, n = r. 

Evenzo is het product van een m ~ n-matrix en een k ~ r-matrix al­

leen gedefinieerd als k = n. 

Het li-voud van Cf is het homomorfisme dat de vector ei transformeert 

in~(f (e.); «.lfwordt dus voorgesteld door de matrix 
]. 

( 
~11 • · "'f 1n) _ (°' ~11 · • • (l.f ln ) 

c( . - . . . . 
<fml ·•· 'fmn 0( 'fm1 «-fmn 

f+ C,, is het homomorfisme dat de vector ei transformeert in 

(f(e.) + th (e.), dus 
l. T l. 
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r 11 ° • 
0 

'f 1n) +(lf/1 °" 
0 

'f 1n) = (": 11 +Y,11" • ·lf'1n +'1'1n) . 

Cf ml •••Cf mn Cf ml .. 0 <f mn <f ml +f m1 • • ·«f mn +'f mn 

Als ff Ln ➔ L m en W : L m ➔ Lk v ds.n is '¥ o <f ( e" ) = C,(f( e" ) = 
T J. l. 

= <j':11 •••'rim 'f/i = ("'/1<f11+• • .+'f1ifm1) . 

( '1'
0 

k1 · · · 'I' J ( 'f m) .,; k1 'f u + • • • +II' .,Jf mi 

Daar voor homomorfismen de associatieve wet van de vermenigvuldiging 

geldt 1 geldt deze ook voor matrices Cf (f'T) -· (c.ptf)«r. 

Is x (:1) 
= ~ een willekeurige vector uit Ln, dan kunnen wij x op-

n 

vatten als een n )( 1-matrix en dus als een homomorfisme van 

in Ln: 

(' 11 · · ·'f1n) (n ('(1 +. • -+<finxn ) 
De vergelijki~g : · = 

fm1' · •<Pmn Cf> ml xl + • • • -+<f mnxn n · 

dan op te vatten als het product van de homomorfismen: 

q:>: L n ➔ L m en x : L l ➔ L n. 

Ll = L 

is 

Defini tie 2. Zij Cf = (lllo .) V i = 1, ••• ,m, j = 1 p. 0 0 pll een willekeu­,. lJ 

rige m ~ n-matrix. Onder de getransponeerde of gespiegelde matrix 
t Cf verstaan wij den~ m-matrix met elementen 

t 
((f ) ij = cpji. 

Stelling 2. Als tf een m )(. n-matrix is en Y, een n ){ k-matrix 9 dan geldt 

t t t (Cf.lf') = Cf • 'f . 

Bewijs. (ffis een m X k-matrix met als elementen Oflf) 
rs 

r = 1, .•. ,m, s = l,.,0 1k. 
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t ;t n 
Dus (tDr/) heeft als elementen (ffal ) = (Cfff) = ' u, Cd = 

l f rs sr "~ ~sirir 
1=1 

Definitie 3. Onder de rang van een m X n-matrix Cfverstaan wij de 

rang van het homomorfisme qvoorgesteld door de matrix. 

(f 11 • • • 'f1n 

Stel Cf= ( : ) , dan is Cfeen homomorfisme van Ln in Lm 

Cfm1 ···'fmn 

en 'f(Ln) wordt opgespannen (
Cf 11) 

door de kolom vectoren : . 

f.f ml 

De dimensie van fen dan ook de rang van de matrix Cf, is dus gelijk 

aan het maximum aantal lineair onafhankelijke kolom vectoren. 

Stelling 3. De rang van een matrix is gelijk aan de rang van de 

getransponeerde matrix. 

Anders gezegd: Een matrix heeft evenveel lineair onafhankelijke 

rijen als kolommen. 

Bewijs. Stel dat de rang van Cf: Ln ➔ Lm gelijk is aan r en die van 
t <, gelijk aan s. 

Kies nu in Ln een basis b
1

, ••• , bn z6 dat f(bi) = O, i ) r en 

s tel f (b
1

0 ) = c" , i = 1, .•• , r. 
n 1 ' 

Daar <f(L) r-dimensionaal is en opgespannen wordt door de vectoren 

c
1

, ••• , cr zijn deze lineair onafhankelijk. 

Wij kunnen het stelsel fci1;=l dus aanvullen tot een basis 
m 

c1 , •.. , cm van L. 
u, mm () 1" Laat nu,- : L ➔ L zo gedefinieerd zijn <lat (fl ci = ei, 

n n 
en stel (f': L ➔ L z6 dat a"(e") = b". 

1 1 

= 1 ll o o o llfil 
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(1' ... t) CH ... clr 0 0 

) Dan is o/ ·lf· 0- = o/· Cf : = 'f : 
bnl cml C 0 0 

nn mr 
r 

~ 
1 0 0 0 0 
0 1 ... 0 0 0 

0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 

0 0 o e o 0 0 • • • 0 

Het aantal lineair onafhankelijke rijen van de matrix~~is dus 

gelijk aan het aantal lineair onafhankelijke kolommen. 
t 

Dus rang q,f(t"= rang ((fltf:J' = r. 

Hieruit volgt met ,4 stelling 6: 

t ' t t t {flllln'\ t s = rang 'f rang er <p <y = rang T 1 -, = r. 
t 

Dus rang Cf ' rang Cf. 

= 

t t t t 
Evenzo geldt rang ((f ) = rang (f-' rang 'f dus rang Cf= rang <p . 

Opmerking 3. 

Als c.peen endomorfisme is van Ln in Ln, dan wordt Cf voorgesteld 

door een n ~ n-matrix, die wij een vierkante matrix noemen. Het 

endomorfisme tfis dan en slechts dan een automorfisme als 

,-l (0) = ~o1, dus als de rang van 'f gelijk is aan n. 

Zij nu E de identieke afbeelding van L n in Ln. 

Dan wordt E voorgesteld door de matrix 

(

1 0 ••• 0 ) 
E = o 1 ... o 

• 0 • . . . 
• • 0 

0 0 1 

, de eenheidsmatrix. 

-1 
Voor de omkeerafbeeldingCf van het automorfisme Cfgeldt dus 

trF1 ,o co-1 c T o<f=,o,. =c.. 
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-1 
Definitie 4. Een matrix Cf heet inverteerbaar als er een matrix 'f 

-1 -1 -1 
bes taa t met (f. Cf = <f . Cf= €. 'f heet de inverse van f. 

Men bewijst nu gemakkelijk de volgende stelling: 

Stelling 4. Een m ~n-matrix tfis dan en slechts dan inverteerbaar 

als de rang 'f = n. Tevens is de matrix cp-l eenduidig bepaald. 

§ 6. Stelsels lineaire vergelijkingen 

Zij Leen willekeurig lichaam. 

Het stelsel 

1
1\llxl + • • • + ll(lmxm = O 

(){ 
1

x
1 

+ • • • + oC. x = 0 
n nm m 

(*) 

met bekende getallen~ij6L en onbekenden x1 , ••• , xm heet een stel­

sel van n homogene lineaire vergelijkingen in m onbekenden. 

Een stelsel x
1

, ••• , xm van elementen uit L, dat aan de vergelijkin­

gen (*) voldoet, heet een oplossing van het stelsel (*). 

Als alle elementen x
1

, ••• , xm gelijk zijn aan O, heet de oplossing 

triviaal, anders niet-triviaal. 

Stelling 1. Een stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen in 

m onbekenden heeft altijd een niet-triviale oplossing als n ( m. 

Bewijs. Stel 'f: Lm ➔Ln het homomorfisme voorgesteld door de matrix 

Het stelsel vergelijkingen (*) kunnen wij dan samenvatten in de ene 

vergelijkingtf(x) = O, met onbekende vector x. 

Een stelsel x
1

, ••• , xm van elementen uit Lis dus een oplossing 

van(*) als de vector x 

en omgekeerd. 
= (1) 

X 
m 

,,-1 
bevat is in 1 (0), de kern van ff 
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w m n Zij nu r_ de rang van 1 9 dan is r ( m en daar 'f(L ) CL ook r -' n. 
1 -1 

,- (0) bevat dan en slechts dan een vector~ 0 als de dim 'f (0) = 

= m - r groter is dan O. 

Is m ) n 9 dan ook m ) n )1 r 9 dus m - r ) 0 en tf 1 
( 0) ~ \,o 1. 

0pmerking 1 . 

De oplossingen van het stelsel (*) vormen dus een m-r dimensionale 

deelruimte van Lm. 

Is r = m 9 dan is er precies een oplossing 9 de triviale. 

Zij nu gegeven het stelsel (**) 

met bekende getallen ~ . . 9 1\. 4iL 9 i = l 1 ••• 9 n 9 j = 1 9 ••• 9 m en 
1J r-1 

onbekenden x1 9 •••9 xm. 

Een dergelijk stelsel noemt men een stelsel van n niet-homogene 

lineaire vergelijkingen in m onbekenden. 

Evenals in het homogene geval kunnen wij (**) samenvatten in de ene 

vergelijking 

f(x) = b » 

(

~11 '
0 

-~lm) 
en CD= • • 

I • • 

o(·nl «nm 

0nder de aangevulde matrix 'f' van(**) verstaan we de matrix Ct . . . it.,.,J\ ) , . 

Q( 1 o • oil{ fl n nml'n 

Stelling 2. Het stelsel (**) van n niet-homogene lineaire vergelij­

kingen heef~ dan en slechts dan een oplossing als de rang van de 

matrix q> gelijk is aan de rang van de aangevulde matrix 'f'. 
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Bewijs. Het is duidelijk dat (**) een oplossing heeft als de vector 

m 
Nu wordt 'f(L) opgespannen door de vectoren "1 {:

11
) 

(j(nl 

am= tm) 
,(nm 

Dus daar b i.'f(Lm) = H(£a190 • qan\) geldt 'f(Lm) = H(\a199 •• ,an, b\). 

Het aantal Jineair onafhankelijke vectoren uit \a1 , •.. ,an\ is dus 

gelijk aan het aantal lineair onafhankelijke vectoren uit 

fb,a1 , ... ,an 1 -=, rang (f = rang Cf. 
Stel nu dat het stelsel (**) geen oplossing heeft, dan is b niet be-

m 
vat in Cf(L ), d.w.z. 

b e H(a1 , .•• ,anl ➔ H{a1 , .•. ,an,bl -i H\a1 , .•• ,an\ = f(Lm). 

Daar H({a1 , •.• ,anl) een echte deelruimte is van H(fa1 , ... ,an,bl) 

is dus dim H(fa1 , ... ,an~) ( dim H({a198 • .,an,bl) ➔ rang(f ( rang'f'. 

Opmerking 2 • 

Is x = ( x•••l) een oplossing van het stelsel (**), dus 'f(x) = b en y 

X 
m 

een oplossing van het 

oplossing van (**). 

Immers Cf<x + y) == lf(x) 

homogene stelsel, tf(y) 

+ (f(y) = b + 0 = b. 

Is omgekeerd x' een oplo'ssing van (**)' dan 

het homogene stelsel. 

= o, dan is ook x+y een 

is x' - x een oplossing van 

ml De oplossingen van(**) worden dus gegeven door x + T (0), waarbij x 

een willekeurige oplossing is. 

Stelling 3. Een stelsel van n niet-homogene lineaire vergelijkingen 

inn onbekenden heeft dan en slechts dan precies een oplossing als de 

rang van de matrix 'f gelijk is aan n. 
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Bewijs. Daar n = rang 'f ~ rang Cf' -' n 9 geldt dat rang Cf= rang f' 
en volgens Stelling 2 is er dus minstens een oplossing. 

Uit opmerking 1 volgt tevens dat het homogene stelsel slechts de 

· · 1 l · h ft dus ,o-l (O) O trivia e op ossing ee 9 , = • 

Het niet-homogene stelsel heeft d~n ook maar 1 oplossing. 

Heeft omgekeerd het niet-homogene stelsel slechts een oplossing 

dan heeft ook het homogene stelsel slechts een oplossing en is dus 

de rang Cf= n, 

• ' y 
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GALOIS THEORIE 

,6.0 Inleiding 

Het doel van de Galois theorie is, de oplossingen (wortels) te bestu­

deren van hogeremachtsvergelijkingen 

waarbij de coE!fficien'ten a. tot een gegeven lichaam k behoren. Men 
l 

wenst, indien mogelijk, de oplossingen met behulp van radicalen (wor-

telvormen) expliciet in de coefficienten uit te drukken. Dat dit in 

het algemeen niet mogelijk is zodra de graad n). 5 i.s, werd voor het 

eerst door Abel aangetoond. 

In de Galois theorie wordt de klassieke, meer analytische werkwijze 

vervangen door zuiver algebraische methoden 1 zoals 

1. Lineaire algebra (vector analyse), 

2. Lichaamstheorie, 

3. Groepentheorie (voor zover het eindige permutatiegroepen betreft), 

~6.1 Lichaamstheorie 

Alle te beschouwen lichamen zullen deellichamen zijn van C ( = het 

lichaam der complexe getallen); van deze lichamen is Q het kleinste 

(ga dit na) en Chet grootste. Naast Q en C bestaan er talloze andere 

lichamen, zoals (ga dit na): R ( = 

Q(J/2) =(a+ b°V2 I a,bE:Q}, Q(i) 

= r a + b \7'2 + c \,r4 ' a, b, c 6Q ~. 

het lichaam der reele getallen), 
3 

= ~ a + bi I a, b GQ ), Q( \,2) = 

Defini tie 1. Zij A een w:illekeurige deelverzameling van C en zij k een 

lichaam. 

Onder k(A) verstaan we dan het kleinste lichaam dat zowel 

A als k omvat; dit lichaam bestaat en is gelijk aan de 

doorsnede van alle lichamen die zowel A als k omvatten 

(ga di t na). 
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Het lichaam k(A) kunnen we expliciet aangeven; men gaat gemakkelijk 

na dat 

k(A) 

waarbij p(x
1

, ... , xm) en q(x
1

, ... , xn) polynomen zijn met coeffi­

cienten uit k, terwijl q(b
1

, ... , bn) i 0. 

Meestal zullen wij slechts A's beschouwen met eindig veel elementen; 

heel vaak zal A zelfs uit slechts een element bestaan. 

In het geval A=[~} kunnen we dan scnrijven 

k(A) = k(~) = fp(i)1 l q (oO J 

waarbij p(x) en q(x) polynomen zijn met co~fficienten uit k, terwijl 

q(o\) i 0. 

We noemen k(o() een enkelvoudige lichaamsuitbreiding van k, met behulp 

van het element~; we zeggen ook wel <lat k(~) uit k ontstaat door 

adjunctie van o<.. 

Definitie 2. Zij keen gegeven lichaam; het complexe getal ~ heet 

algebrafsch over k als het nulpunt is van een polynoom 

f (x) t k [x) (=de verzameling van alle polynomen met 

coefficienten ui t k), f (x) .E O; is a'.niet algebrafsch 

over k, dan heet "'transcendent over k. 

Definitie 3. Is CICalgebrafsch (transcendent) over k, dan heet k(~) een 

enkelvoudige algebrafsche (transcendente) uitbreiding 

van k. 

Zij k
1 

een deellichaam van k
2

; voornamelijk wegens 

en a e kl l ~ a. x E k
2 

x~ k2 f 
kan k

2 
worden opgevat als- een lineaire ruimte over k

1 
(ga dit na). 
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Er zijn nu twee mogelijkheden: 

1. k2 is eindig dimensionaal over k
1

; in dit geval heet k
2 

een 

eindige uitbreiding van k
1

, en de dimensie van k over k
1 2 

wordt aangegeven met [k
2 

: k
1
]. 

2. k2 is niet eindig dimensionaal over k
1

. 

Stelling 1. Is k
2 

een eindige uitbreiding van k
1

, dan is elk element 

°'E:k
2 

algebrai"sch over k
1

. 

Bewijs: Zij m de dimensie van k
2 

over k
1

; dan zijn de elementen 
2 m 

1, ~' ~ , ... , o. zeker lineair afhankelijk. Er bestaan dus 

in k1 elementen A
0

, A1 , A2 , ... , Am (niet alle gelijk aan 0) 

zodanig dat 

AO + Al 04 + . . . + A md,.m = O, 

waaruit volgt dat ~ algebrai"sch is over k
1

. 

Zijn f(x) en g(x) polynomen uit k[x), g(x) ;IO, dan kunnen we, zoals 

bekend, schrijven 

f(x) = g(x) . q
1 

(x) + r
1 

(x), 

waarbij de polynomen q
1 

(x), r
1 

(x) E k[xJ eenduidig bepaald zijn door 

de eis dat of r 1 (x): 0 of r 1 (x) een lagere graad heeft dan g(x). 

Zetten we deze "deling met rest" als volgt voort 

f(x) = g(x) . q
1 

(x) + r
1 

(x) 

g(x) = r
1 

(x)q
2 

(x) + r
2 

(x) 

rn-2(x) = r 
1

(x)q (x) + r (x) 
n- n n 

rn-1 (x) = r (x) , q 
1 

(x) + r 
1 

(x) 
n n+ n+ 

(= r (x).q 
1

(x)) 
n n+ 
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dan verkrijgen we een rij resten 

met dalende graad, zodat na een eindig aantal stappen een rest 

r 
1

(x) overblijft die gelijk is aan het nulpolynoom. 
n+ 

Stelling 2. r (x) is een grootste gemene deler (g.g.d.) van f(x) en 
n 

g(x); r (x) is te schrijven als 
n 

r (x) = a(x) f(x) + b(x) g(x) n 

met a(x), b(x) E k[x] . 

Bewijs: r (x) is een deler van r 
1

(x), zodat wegens 
n n-

rn-2(x) = r 
1

(x) q (x) + r (x) n- n n 

r (x) een deler is van r 2 (x), enz., enz. r (x) is dus een gemeen-
n n- n 

schappelijke deler van f(x) en g(x). Deze werkwijze leidt tevens tot 

het inzicht dat r (x) te schrijven is als 
n 

r (x) = a(x) f(x) + b(x) g(x) (a(x),b(x)E-k(x)) 
n 

waaruit dan bovendien volgt dat elke gemeenschappelijke deler van f(x} 

en g(x) een deler is van r (x). Dus: r (x) is~ g.g.d. van f(x) en 
n n 

g(x). (Welk verband bestaat er tussen alle g.g.d. 's van f(x) en g(x)?). 

De g.g.d. waarvan de z.g. kopcoefficient gelijk is aan 1, heet de g.g.d. 

van f(x) en g(x). 

Bij elke g.g.d. d(x) van f(x) en g(x) zijn dus polynomen a(x) en b(x) 

uit k[x) te vinden zodanig dat 

d(x) = a(x) f(x) + b(x) g(x). 

Stel o( is algebrafsch over k; dan is er een polynoom p(x)~ k(x) 

(p(x) ~ 0) zodanig dat p(c.1') = O, terwijl p(x) van alle polynomen uit 

k[x] met~ als nulpunt de laagste graad heeft; p(x) heet ~ minimaal­

polynoom van°' over k; is bovendien de kopcoefficient van p(x) gelijk 

aan 1 dan spreken we van het minimaalpolynoom van l1i. over k. 
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Stelling 3. p(x) is irreducibel, d.w.z. p(x) is niet te schrijven 

als p(x) = p
1 

(x) p
2

(x), waarbij p
1 

(x) en p
2

(x) E:- k(x] 

polynomen zijn van lagere graad dan p(x). 

Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten. 

Stelling 4. Is d.. tevens nulpunt van het polynoom f (x) ~ k(x) dan is 

f(x) deelbaar door p(x). 

Bewijs: f(x) = p(x) q(x) + r(x) 

waarbij r(x) een lagere graad heeft dan p(x) (is r(x)-!: 0 dan is 

reeds aan de stelling voldaan). 

Substitutie van ot levert r(~) = O, waaruit in verband met de definitie 

van p(x) volgt r(x) '£ 0. 

Stelling 5. Zij « algebrafsch over ken zij p(x) een minimaal polynoom 

van Cl\; heeft p(x) de graad m ( ~ 1) dan is 

o( o(2 m-1 
1, ' ' ... ' 0( 

een basis van k(~) over k. 

Bewljs: Uit de definitie van p(x) volgt direct, dat deze elementen 

lineair onafhankelijk zijn. Rest ons nog aan te tonen dat elk element 

van k~) te schrijven is als lineaire combinatie van 

2 m-1 
1,oC,oC, ... ,o{ 

(met coefficienten uit k). 
f (c() 

Alle elementen van k(~) zijn te schrijven als g(o() waarbij f(x) en 

g(x) polynomen zijn uit k(x) terwijl g(~) ~ O. 
1 

We tonen aan dat ~ oak te schrijven is als a(«), waarbij 

a(x)~ k[x]. 

g(x) en p(x) zijn onderling ondeelbare polynomen, zodat er volgens 

stelling 2 twee polynomen a(x) en b(x) te vinden zijn die voldoen 

aan 

1 = a(x) g(x) + b(x) p(x) 
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Dus: 1 = a(d)g(c(.) + b(rA)p(o() = a(o()g(Q() (p(G() = 0), 

metals gevolg 
1 

g(o<) = a(o<). 

Dus: :~:~=a(~) f(~). 

Nu is a(x)f(x) te schrijven als: 

a(x}f(x) = q(x)p(x) + r(x) 

waarbij de graad van r(x) hoogstens gelijk is aan m-1. 

Dus a(~)f(~) = q(~)p(~) + r(~) = r(~), waaruit volgt 

metrE:k. 
i 

Hieruit volgt dat 1, «, ~2 , ..• , ~m-l een basis is voor k(o(). 

Gevolg: Het lichaam k(~) is dan en slechts dan eindig dimensionaal 

over k als~ algebrafsch is over k. De dimensie van k(~) over k 

is gelijk aan de graad van het minimaal polynoom van o(. 

Het lichaam k(~) is dus dan en slechts dan oneindig dimensionaal 

over k, als o< transcendent is over k. 

We kunnen ook zeggen dat de begrippen: Enkelvoudige eindige uitbrei­

ding, en: Enkelvoudige algebrafsche uitbreiding, equivalent zijn. 

In de verzamelingenleer wordt op eenvoudige wijze aangetoond dater 

vele complexe getallen o(bestaan, die niet algebrafsch zijn over Q 

en dus aanleiding geven tot een transcendente uitbreiding Q(IX). 

Voorbeelden hiervan ~ijn "fl" en e. 

Stelling 6. Is kl C. k2 c,.k
3 

terwijl [k
3 

: k
1
} eindig is, dan is 

[k3 : k2] . [k2 : kl] = [k3 : kl). 

Bewijs: Zij °)_, o<
2

, •.. , o<:k een basis voor k
2 

over k
1 

en 

fJ1 , f!,2 , ... , f!,h een basis voor k3 over k2 . 
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We tonen aan dat de elementen d,,.if.,j ck
3 

(i = 1, 2, ... , k; 

j = 1, 2, ... , h) een basis vormen voor k
3 

over k
1

. 

Zij x Ek
3

, dan is x te schrijven als: 

Alle coefficienten ~ zijn op hun beurt te schrijven als 

k 

). . = l_p. .. o(. (.«L1·J·Gkl). 
J i=l 1J 1 I j 

h k 

Dus: X = '[ r f'-· .o(. fl,.. zodat het stelsel l Gtif-ijl een stelsel 
j=l i=l iJ 1 f"'J 

voortbrengenden is. 

Nu moet nog bewezen worden dat f~i~j1 lineair onafhankelijk is. 

Stel L V .. o<. 8. = O. (V .. 6 k
1
). 

. . 1J 1 rJ 1J 
1,J 

Hiervoor kunnen we schrijven: 

Uit de onafhankelijkheid van het stelsel ffj1 volgt nu 

k 

fr1 V . . oC. = 0 
1J 1 

voor j = 1,2, ... ,h 

aaruit op grond van de onafhankelijkheid van het stelsel {ctJ volgt: 

Het stelsel r~i f,j1 is dus een lineair onafhankelijk stel voortbren­

genden van k
3 

en is dus een basis van k
3 

over k
1

. De dimensie van k
3 

over kl is dus k.h = [k2 : k
1

] . [k
3 

k
2
} = [k

3 
kJ , hetgeen 

te bewijzen was. 
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Vraagstukken 

1. Bepaal de g.g.d. van de polynomen 

f(x) 
9 8 7 6 5 4 3 = x + 2x + x + 2x + x + 2x + 5x + 2 

6 5 4 3 2 
en g(x) = x + 2x + 3x + 6x + x + 3 

2. Bepaal de polynomen a(x) en b(x) zodanig dat 

2 3 
a(x).(x + 1) + b(x).(x + 1) = 1. 

3. Bepaal de minimaal polynomen over Q van de volgende radicalen: 

\/2 + 
' 

1. V? 
2. i \J3 + \µ 

3. V2' + rs 
4. \7'3+ \Y's 

4. Bepaal de dimensie van de volgende lichamen over Q 

1. Q(7 - V? + i \rn 

2. Q(l + (}, + vi) 
3. Q(~21 + 3~ + 6~) 

4. Q(A) waarbij A= f i, 1/2, V31. 
5. Bepaal de dimensi~ van k

2 
over k

1
, als 

1 • k
2 

= Q (i + v'z> en k
1 

= Q ( \/z) 

2 . k2 = Q ( i + Vj' + \75) en kl = Q ( \/3) 

3. k2 = Q( V<r + V's, ~ + \16, \YG) en 

kl = Q(V6 + ~ ~ + \76) 
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6. Toon aan dat de volgende uitbreidingen van Q enkelvoudig alge­

brafsch zijn. 

1. Q( \/2'. \I:!) 

2 . Q ( '{2', "3', \/5) 

3. Q( ..p, \o/2) 

7. Groepen. 

(Voor een nadere uitwerking van dit onderwerp verwijzen wij naar 

de syllabus "Groepentheorie en Lineaire Algebra", 1964-1965). 

Definitie 1. Een niet lege verzameling G heet een groep als er in G 

een binaire operatie * is gedefinieerd met de volgende 

eigenschappen: 

1 • a, b ~ G -=1 a * b li:G 

2. (a* b) * c =a* (b * c) (associatieve wet) 

3. G bevat een element e (eenheidselement) met de eigen­

schap a* e = e * a voor alle a6\_G. 
-1 

4. bij elke al!SG bestaat een element a ·~ G zodanig dat 
-1 -1 

a* a = a *a= e. 

Definitie 2. Geldt in de groep (G,*) bovendien 

a* b = b * a (commutatieve wet) 

voor al le a, b ta G, dan heet G een Abel se groep. 

Definitie 3. De groep (G,*) heet cyclisch indien er in Geen element a 

bestaat zodanig dat elk element g"°G te schrijven is als 

n 0 
g = a =a* a* ... * a (n = 0,1,2, ... ) (a = e) 

of als 

-m 
g = a (m = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
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Opgave: Gana dat elke cyclische groep Abels is; laat aan de hand van 

een voorbeeld zien dat niet elke Abelse groep cyclisch is. 

Definitie 4. De groep (G,*) heet eindig als G eindig veel elementen 

bevat. Onder de orde van G verstaan we het aantal ele­

menten van G. 

Voorbeelden: 

1. De verzameling der gehele getallen Z metals opera­

tie de gewone optelling, is een oneindige cyclische 

groep. 

2. De verzameling f1, i, -1, -i} met de bekende verme­

nigvuldiging als operatie, is een eindige cyclische 

groep van de orde 4. 

3. De verzameling {e,a,b,c,d,f}met als operatie *, gede­

finieerd in de volgende tabel, is een eindige niet­

Abelse groep van de orde 6. 

* e a b C d f 

e e a b C d f 

a a b e d f C 

b b e a f C d 

C C f d e b a 

d d C f a e b 

f f d C b a e 

Definitie 5. Een niet lege deelverzameling H van de groep G heet een 

ondergroep van Gals met a,bcH ook geldt a* b-
1
cH. 

(Verifi~er dat H weer een groep is.) 

Voorbeeld 4. De groep der positieve rationale getallen (Q,.) is een 

ondergroep van de groep der positieve reele getallen (R,.). 

Definitie 6. Een ondergroep H van de groep G heet een normaaldeler 

van G, als voor elk element h ~H geldt 

-1 
a * h * a ~ H voor alle a ~G. 
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Opmerking. In een Abelse groep G is dus elke ondergroep H een normaal-

d1:::.er van G. 

Defini tie 7. Zij H een ondergroep van de groep G;_ onder een 

linker-(resp. rechter) nevenklasse a* H (resp. H * a) 

van H verstaan we de verzameling van alle elementen. 

a * h (resp. h * a), waarbij a EG vast gekozen is en h 

geheel H doorloopt. 

Stelling 1. Is H een normaaldeler van de groep G dan is elke linker­

nevenklasse tevens rechter-nevenklasse: 

Bewijs: 

a * H = H * a. 

h E.H ~ * h * a-l = h ,L H ,...).,. 1 --, a 1 2c:. --, 

a * h 1 = h2 * a ti,.H * a ~ a * H C. H * a. 

Even.zo: H * a Ca * H. 

Stelling 2. Is H een ondergroep van G dan zij:o. twee li:aker-(resp. 

rechter-) nevenklassen of disJunct of ze vallen Sfu~en. 

Bewijs: Stel cf.a * H en c 4b * H ,=, c = a * hl = b * h2 

-1 
b = a * h1 * h 2 ~ b * H C a * H. 

Evenzo: 

Dus: 

a * H C: b * H. 

a* H = b * H. 

Definitie 8. Zij H een normaaldeler van de groep G; de verzameling 

van alle ver~chillende nevsnklassen van H kunnen we 

tot een groep maken, door te definieren 

(a* H) o (b * H) =(a* b) * H. 

In deze groep is H het eenheidselement en de inverse van a* His 
-1 

a * H. Deze groep wordt aangeduid met 

G/H 

en wordt de factorgroep van Gover H genoemd. 
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Defini tie 9. De afbeelding f: (G
1

, *} ➔ (G
2

, o} heet een homomorfisme 

indien voor alle a,b41iG geldt 

«fCa * b} = f(a} o f(b} . 

Is deze~!afbeelding bovendien 1-1 duidig, dan heet Cf een 

isomorfisme. 

Is daarbij ook nog (G
1

,*} = (G
2

,o} dan heet <feen 

automorfisme. 

Stelling 3. Isf: (G1 ,*} ➔ (G2 ,o} een homomorfisme, dan geldt (als 

e. het eenheids-element in G. is (i = 1, 2}} 
1 1 

1. f(e1 } = e
2 

-1 -1 
2. qca } = C'fCa}} 

Bewijs: 1. Voor elke g E G
1 

geldt 

met als gevolg q,<e
1

} = e
2 

• 

-1 
2. a~G ➔ e

2 
= f(e

1
} = 'f(.a * a } = 

-1 -1 -1 
lf(a} o f<a } =t £f (a } = ('f(a}} . 

0pgave: De afbeelding f: G -,0/H met f(a} = a * H is een homomorfisme 

als H een normaaldeler is van G. 

Definitie 10. 0nder de kern K van een homomorfisme Cf: (G
1

,*} ➔ <G2 ,o} 

verstaan we de verzameling van alle elementen g EG
1 

die door fop e
2 

warden afgebeeld: 

K = tg \ g6.G1,'f(g} = e21· 

Stelling 4. De kern K van een homomorfisme fis een ondergroep van G. 

-,,)., -1 -1 
Bewijs: g€K ~ lf(g} = e2 '==/ tp(g } = e 2 = e 2 • 

-1 -1 
Dus a,bGK '::t Cf(a * b } =(f(a} ocp<b } = 

-1 = e 2 o e2 = e 2 ~ a * b EK. 
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Stelling 5. Is Cf een homomorfisme van G
1 

_.:, G
2 

(G
1

, G
2 

groepen) dan 

Bewijs: 

is de kern K van feen normaaldeler van G1 . 

-1 -1 
* a ) = f(a) * f(k) * f(a ) -k E: K q Cf(a * k 

-1 = lf7(a) * <p(a ) = cp<e1 ) 
-1 

= e 2 ~ a * k * a c K. 

Permutatiegroepen 

Zij X een verzameling en P(X) de verzameling,van alle 1-1 duidige 

afbeeldingen (permutaties) van X op zichzelf, dan kunnen we P(X) 

tot een groep maken door de compositie g1 o g
2 

van twee permutaties 

g
1

, g
2 

€:- P(X) als vol gt te definieren 

(g
1 

o g
2

) (x) = g
1 

(g
2 

(x)) voor alle x €X. 

(Ga dit na; welke permutatie is het een.heidselement?) 

Voorbeeld 5. Zij X = [1,2,31, dan bestaat P(X) uit de volgende 

elementen (permutaties) 

(~ 2 n ( l 2 n e = i a = 1 ! 
2 2 3 

( 1 2 3 ) ( l 2 3 ) b = C = 3 1 2 .2 1 3 

( 1 2 3 ) ( 1 2 3 ) d = f = 3 3 2 1 l 2 

(de " groepsvermenigvuldiging " is explic1et aangegeven 

in voorbeeld 3), 

Voorbeeld 6. De permutatiegroep van X = [ 1, 2, 3, 41 bevat de volgende 

permutatiegroep 

C 2 3 4 ) ( 1 2 3 4 ) e = a = 3 2 3 4 1 2 4 
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C -

als Abelse, niet cyclische ondergroep. 

2 

3 

3 

2 :) 
Deze groep heet de Viergroep van Klei.n. De groepstabel 

heeft de volgende gedaante 

0 e a b C 

e e a b C 

a a e C b 

b b C e a 

C C b a e 

Definitie 11. 0:nder een automorfisme van een lichaam k verstaan we 

een 1-1 duidige afbeelding (.f van k op zichzelf, zodanig 

dat voor alle a,bE::.k geldt: 

(f(a+b) = if(a) + lp(b) 

<f(a. b) = <f(a) • {f(b) 

Opgave: Bewijs da.t(f(O) = O, lf(l) = 1, (f(-:a.) = -f(a) en a-/:. 0 ~ 
-1 -1 -::=;, f<a ) = <lf< a)) · . 

Voorbeeld 'if. De afbeelding fmet lf(a+b V2,) •- a-·b "{2'(a, beQ) is een 

automorfisme van Q( V2'). 

Opgave: 
3 

Bepaal alle automorfismen van de lichamen Q, Q(j V2), Q( r;;, 
QO., V2L 
Toon aan, dat voor elk automorfisme cpvan k geldt: 

= r als ,r EQ. 

Stelling 6a. De automorfismen van een lichaam k vormen een groep G(k); 

deze automorfiE:mengroep is een ondergroep van de 

permutatiegroep P(k). 

Het bew:i.js wordt aar. de lezer overgelaten. 
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Definitie 12. Is k
1

::, k, dan heet elk automorfisrne van k
1 

dat alle 

elementen van k invariant laat? een k-autornorfisme 

van k1 . 

Stelling 6b. Alle k-autornorfismen van. k
1 

vormen een groep G(k
1
/k). 

Deze groep heet de Galoisgroep van k
1 

over k. 

Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten. 

Opgave: Bepaal de Galoisgroep van 

L Q(i, V2) over Q(i) 

2. Cover R. 

Stelling 7. Zij H een collectie automorfismen van K, 

Dan is: 

KH d,;f { X I XE K? (j"' (x) = r (x) voor alle Ci' t E: H} 

een lichaarn. 

¾ heet het invariante lichaam van K onder H; elk el~mcnt 

x E KH heet een invariant van K onder H. 

Opmerking: Bevat H de identieke afbeelding dan geldt voor elke inva-· 

riant xe:K van K onder H: v(x) = x voor elke 11~\iH. 
H 

Bewijs: Het is duidelijk dat O € KH en 1 E KH. 

Zij x
1 

,x
2 

E KH en a-, TE H; dan is 

Voor elke x E KH geldt: 

u (-x) = -u(x) = -T(x) = r (-x); 

is xi O dan is 

-1 1 1 -1 
v (x ) = (j (x) = r: (x) = -C (x ) . 
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Stelling 8. In de lineaire ruimte Hom (K,K) over K (vergelijk ~4, 

stelling 7) is elk stelsel H van automorfismen van K 

een lineair onafhankelijk stelsel. 

Bewijs: Elk automorfisllie G van K is, als element van Hom (K,K), 

ongelijk aan het nulelement van Hom (K,K), zodat de stelling 

juist is voor n = 1. 

Veronderstel nu dat de stelling juist is voor n = 1, 2, ... , r-1 

(r ). 2); zij nu a-
1

, ... , d r een r 00 tal (verschillende) automor­

fismen van K dat l:i.neair afhankelijk is. 

Dan bestaat er in K een r-tal scalairen d
1

, o<
2

, ... , o<r zodanig 

dat 

terwijl op grond van de inductieveronderstelling geen dezer 

o('s gelijk is titan O. 

Dus: 

+I\ (J'. +a': =O,IJ..=o(-l _o(_;l:.O 
,-r-1 r-1 r f'i r i 

Nu is Cf. -/:. <:f als i # j, zodat er een a eK (a /:. 0) bestaat 
1 J 

met cr
1 

(a) i: tT (a) • 
r 

(1) 

Voor elke x ~K is het beeld van ax E:oK, onder het homomorfisme 

('io'l + ... + 0-r (=. 0 cHom (K,K)) 

('f:f1 (akrl + (->20'2(aJ~ + · · · 

gelijk aan O, zodat 

+ o' (aJO" =: O; 
r r · 

hier:l.n :is wege:'.ls E:. /: 0, a'. (a) -:/4 0, zodat we kunnen schrijven 
r 

Uit (1) ea (2) wolgt nu: 

b · . d ii:'.f f · ·" t · "" 1 · "k ' w&.ar 1 J € co~ .. :icier. van ... 
1
. onge iJ. 1.s 

-1 . 
i.ndien f1 -ctr (a)f

1
~ (a) = 0 zcu zijn, dan 

A i n g·olde·r ,-1 ~ ~ ·" 

aan O; immers 

zou wegens 

(2) 
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(f
1 

(a)= CJr(a), hetgeen in tegenspraak is met de keuze van a. 

Uit (3) volgt nu dat de r-1 (verschillende) automorfismen 

<:r
1

, 0"2 , ... , d'r-l lineair afhankelijk zijn, wat in strijd is 

met onze inductieveronderstelling. 

Conclusie: het stelsel cr
1

, cf 
2

, ••• , (J"r is lineair onafhankelijk. 

Elk eindig stelsel verschillende automorfismen van 

K is dus lineair onafhankelijk. Op grond van §3, 

stelling 1, Gevolg 1, kunnen we nu zeggen dat elk 

stelsel H bestaande uit automorfismen van K, 

lineair onafhankelijk is over K. 

Stelling 9. Is H een stelsel automorfismen van K, bestaande uit de 

n (verschillende) elementen0'
1

, ••. , <r' , dan ge ldt : 
n 

lK : KH1) n. 

Bewijs: Veronderstel dat [K KH] = r < n. We zullen aantonen dat 

deze veronderstelling tot een tegenspraak leidt. Uit 

[K : KH] = r volgt dat K eindig d:imensionaal is over KH; zij 

een bas:is van Kover KH. 

In het stelsel lineaire vergelijkingen 

+ (( (w.
1

)x = 0 
n n 

(1) 

hebben we meer onbekenden dan vergelijkingen zodat er (zie 

~6,stellingl) eenniet triviale oplossingx
1

, x
2

, ... , xnE:K 

bestaat. 

Elk element aE: K is te schrijven als 
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Vermenigvuldigen we in (1) de i-de vergelijking met v 
1 

(o<i), 

dan verkrijgen we op grond van c'i 
1 

(o<i) = u. (O<.) (immers 
J 1 

0( . E KH) en u. tti<. )u. (w.) = u. (o<.w.): 
1 J 1 J 1 J 1 1 

ul (a<2w2)xl + •.. + u (o{ G,J )x :::: 0 
n 2 2 n 

u
1 

((J( Gv )x
1 

·+· •• , + (j (Q( tJ )x = 0 
r r n r r n 

Door optelling volgt hieruit 

want 

Aangezien a€ K willekeurig gekozen was, geldt dus 

x.G K 
1 

Hierin z1Jn niet :alle x'en gelijk aan nul, zodat het stelsel 

H =- { o-
1

, (.)""'
2

, .•. , (in} lineair afha.nkelijk is, hetgeen in 

tegenspraak is met stelling 8. 

In de stellingen '7, 8 en 9 bestond H ui t een wille·-

keurig stel verschillende automorfismen van K; is Hin het 

bijzonder een ondergroep van de Galoisgroep G (K/k) dan geldt 

de volgende stelling. 

StelHng 10. Heeft de ondergroep H van G(K) de orde n dan geldt 

Bewijs: La""t H bes ta.an uit de elementen o-1 , a-2 , . , . , O""n. 



47 

Omdat H een groep is, bevat H de identieke afbeelding ! 

van K op K; neem b.v. u
1 

= I. Het invariantenlichaam KH 

bestaat nu dus ui t alle xe K waarvoor geldt 

= (j (x); 
n 

elk k-automorfisme uit H laat dus elk element x~ KH op zijn 

plaats. 

Veronderstellen we nu [K : KH] > ~; dan bestaan er n+l 

elementen a1 , a2 , .... , an+l in K die t.o.v. KH lineair 

onafhankelijk zijn. 

Het stelsel vergelijkingen 

+ X 10-.1 (a 1) ·-· 0 n+ n+ 

x
1
cr (a

1
) + x

2
a- (a

2
) + •.. + x 

1
a- (a 

1
) == 0 

n n n+ n n+ 

heeft, zoals bekend, b:innen K een niet tri vi ale oplossing 

xl, x2, ... , xn+1· 

Wegens (f'l - I is dan 

(0) 

zodat niet alle getallen x. tot KH kunnen behoren (immers de 
1 

aiE K zijn lineair onafhankelijk over¾)· 

Van alle r.iet triviale oplossingen kiezen we er een met zo 

weinig mogelijk van O versch:illende elementen: 

... ,()(' o, o, r 
••• , 0 (o(. :/4 O, i=-1,2, ... ,r). 

1 

Nu is r i 1, want r ~ 1 zou tot gevolg hebben 

terwijl iri feite a
1 

f 0. 
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Zonder beperking der alg~meenheid mogen we verder stellen 

0( = 1 (ga dit na), zodat 
r 

voor i = 1, 2, . 0 0 ~ n; ool{ hier· behoren «
1

? o<
2 

/) 

allemaal tot ¾· 
Zij C( 1 ¢ KH, dan is er een (j'k waarvoor 

Op grond van het feit dat H een groep is, geldt, dat 

O{ 
r-1 

Beschouw nu het beeld van de uitdrukkingerr in (1) onder de 

afbeelding uk: 

O~k (o<'l) · trk a/a1) +~ <«2) •0 k lf/a2) + • • · +a; (°"r-1) ,,oic1;< ar-1) + 

+ 1'..!-ktf'. (a ) = 0. 
J r 

Voor zekere j is nu rrku. = er. , zodat 
J l. 

niet 

Cii/t\ )o;_ (a1 ) +~ ((;1('2) a;_ (a2 )+ ••. +tli/"·\-i) er;_ (ar-l )+v;_ (.a =O,, (2) 

Uit (1) en 02) leidt men af 

met0<1 - O"'k(t\) -f. O, met als gevolg dat het stelsel (O} ee:1 

niet triviale oplossing heeft met minder dan r van nul ver­

schillende elementen. 

Dit is in tegenspraak met de keuze·van r. 

Conclusie: [K : KHl ~ n. 

Met behulp van stelling 9 volgt nu direkt dat 
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Stelling 11. Zij H een eindige ondergroep van de orde n van G(K) en 

zij <J' een automorfisme van K, dat elk element van KH op zichzelf af-

, beeldt; dan is Ci"€:: H. 

Bewijs. Stel er y& H; dan bestaat Hv {<1} uit n+l ver~chillende automor­

fismen van K..,zodat volgens stelling 9 

(1) [ K : ~:(crf] ~ n+l. Maar, volgens de defini tie van a' is KH\J fer] 
= KH, zodat volgens stelling 10 

(2) [ K : ~ v[c,\ ] = n. 

De veronderstelling 0- r/; H leidt dus tot een tegenspraak. Dus f1 f. H. 

Stelling 12. Zijn H
1 

en H
2 

eindige ondergroepen van G(K) met K 
Hi 

Bewijs. Vol gt onmiddellijk ui t stelling 11. 

Gevolg. Is H een eindige ondergroep van G(K) d~n geldt G(K/¾) ,= H. 

Opgaven. 1) Bewijs dat G(K) = G(K/Q). 

2) KG(K) ':) Q. 

3) Geef een voorbeeldwaarin KG(Ki" '# Q. '. 

In het voorgaande is aangetoond, dat met elke ondergroep H van G(K) 

ondubbelzinnig een lichaam KH~K correspondeert, zodanig dat 

G(K/¾) = H. 

Omgekeerd kan men de vraag stellen, of ook elk deellichaam L van K 

ondubbelzinnig correspondeert met G(K/L) zodanig dat KG(K/L) = L. 

Dat dit niet het geval is blijkt uit het volgende voorbeeld: 

K = Q-(\o/2), L = Q. 

Men gaat gemakkelijk na, dat in dit geval G(K/L) slechts uit de 

identieke afbeelding bestaat; dit heeft tot gevolg dat 

KG(K/L) = K '# L. 

In de volgende paragraaf zullen we nagaan voor welke lichamen 

L C.K wel geldt 

KG(K/L) = L. 

= 
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§s. Normale uitbreidingen, splijtlichamen 

Definitie 1. Een eindige uitbreiding N van k heet een normale uitbrei­

ding van k als elk irreducibel polynoom p(x)6 klx), dat een nulpunt in•· 

N heeft • binnen N (x) volledig in lineaire factoren te ontbinden is 

(d.w.z. als p(x) = 0 in N een wortel heeft, dan liggen alle wortels 

van deze vergelijking in N). 

Stelling l. Is k c;L zodanig dat 

LG(L/k) = k, 

dan is Leen normale uitbreiding van k. 

Bewijs. Stel Lis niet normaal over k; dan is er in k[x] een irredu­

cibel polynoom p(:d met p(~ = 0 voor zekere '9'~L, terwijl p(x) 

binnen L(x) niet volledig in lineaire factoren ontbindbaar is. 

Voor p(x) kunnen we dus schrijven 

p(x) = q(x). (x~) (x-~) ••• (x-~) ;~ = 'l:Y en 1'; e L, 

waarbij q(x)6L[x) (q(x) G klx)) (ga dit na) minstens de graad 2 heeft 

en de tf, s alle in L gelegen wortels van p(x) = 0 zijn. Voor elke 

a'&G(L/k) geldt 

a<e,_> = -tr i j 

met als gevolg dat p(x) E k(x) en (x-~) (x-~) • • • (x--\9"r) invariant 

zijn onder t:r, zodat ook q(x) invariant is onder cl'. 

Daar q(x) ft k(x}, bevat q(x) een coefficient a
8 

e k, die onder alle 

automorfismen O"E:-G(L/k) invariant blijft. Het invariantenlichaam 

LG(L/k) is dus echt groter dank, wat in tegenspraak is met het 

gegeven. 

Conclusie: L is ee:, normaal over k. 

Stelling 2. Zij N een normale uitbreiding van ken zij Leen lichaam 

tussen ken N 

k(..LC,N. 

Dan is Nook een normale uitbreiding van L. 
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Bewijs. Zij p(x) een irreducibel polynoom uit L[x] en zij p({J) = O 

met (>6N. We moeten nu aantonen dat alle wortels van p(x) = 0 in N 

liggen. 

N is een eindige uitbreiding van k, metals gevolg dat elk element 

van N algebrarsch is over k. Zij q (x) E k[x) het minimaal polynoom 

(over k) van /J. Nu is k(?t) C. L(x], zodat q (x) E. L(.x). Daar p(/!) = 

= q(~) = 0 en p(x) irreducibel is (over L), is q(x) een veelvoud 

van p(x). Elke wortel van p(x) = 0 is dus ook wortel van q(x) = O; 

alle wortels van q(x) = 0 liggen in N, dus ook alle wortels van 

p(x) = 0 liggen in N. 

Stelling 3. Zij k C.L C.K, terwijl L een normale ui tbreiding is van k. 

Dan is G(K/L) een normaaldeler van G(K/k). 

Bewijs. Zij-£ tf.L en zij p(x) e k(x) het minimaal polynoom van f over k. 

Dan is 

Zij nu "t 6 G(K/k) ; dan is 

Omdat L normaal is over k, geldt dus "C(l) EL. Is a' (::G(K/L), dan geldt 

dus 

((1' 0 f'I:) cl> = er'(~(-€>) = t:(£) , 

met als gevolg ('t-l o d o '"() d,) = '(-l ('((.f,)) = £. Het automorfisme 
-1 

'1: o cro'l: laat dus Linvariant, zodat 

'-1 
,e o r:f' o rt' 6G(K/L) . 

Definitie 2. De lichamen k
1 

en k
2 

heten isomorf als er een 1-1 duidige 

afbeelding cf van k
1 

op k
2 

bestaat, zodanig dat voor alle o(, ~f::.k
1 

geldt 

fa"(«+ f.;) = ct(o() 

l er'(-< .• ~) = O"(OC) 

+ cr</'J> 
. a<(:» . 
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Stelling 4. Zij keen lichaam en p(x)E:klx) een irreducibel polynoom; 

zijn ~ en 'l. twee wortels van p(x) = O, dan bestaat er tussen k(~ en 

k(tt_) een isomorfisme<J", zodanig dat o"(~ =t). ena'(oC.) =Q( voor alle ot.6k. 

Bewijs. Heeft p(x) de graad n, dan is 

2 n-1 
k(,V 1, '\,, l'l,, ... , 'l, een basis voor over k 

en 1 , ti!, 112 
, ... , -r11-1 een basis voor k(~ over k. 

Beschouw nu de afbeelding 

(J" : k({)S --, k(Y)_) 

met 

deze afbeelding is 1-1 duidig en op (ga dit na). 

Verder is 

men gaat gemakkelijk na dat ook o'(rl. .fl,) = O"(oO • O" </1>. 
* Stelling 5. Zijn L en v: deellichamen van een lichaam N, terwijl tf 

* een isomorfisme is tussen Len L':. 

def r I * Is k = l X X ' L nv ' cf(x) 
* er een automorfisme fl\ van N 

= xJ, en is N normaal over k, dan bestaat 

zodanig dat Jcf> = er(() voor alle .fE:.L. 
* Bewijs. N is normaal over k, zodat N ook normaal is over L en L'· 

* (k (.L C::N; k C.L (. N). 

Zij ,iJ' een willekeurig element van N, dan heeft ""over Leen minimaal 

+ • . • + a
1

x + a
0 

E- L[x) . Met behulp van 
* 

n n-1 
polynoom p(x) = x + a 

1
x n-

het automorfisme Cf' kan men L~) als volgt afbeelden op L [_x}: 

er * n p(x)~p (x) = x n-1 
+ a'(an_

1
)x + ... + Q'(a

1
)x + d'(a

0
). 
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* * Indien p(x) irreducibel is over L, is p (x) irreducibel over L (ga 

di t na) • Zij q (x) ck (x) het minimaalpolynoom van r@' over k; dan is 
* . _(',),, 

q (x) = q(x); q(x) = 0 heeft de wortel~; dus p(x) deelt q(x), metals 

* * gevolg dat p (x) ook q (x) = q(x) deelt. Daar q(x) binnen N~] in 
* lineaire factoren te ontbinden is, moet ook p (x) = 0 alle wortels in 

* N hebben. Zij 'l.een wortel van p (x) = O. Dan kunnen we een afbeelding 

O'* definieren:~ ('I!) ='\en ; (.£) = c:r(.f); voor alle iEL, 

We bewijzen nu eerst, dat deze afbeelding kan worden uitgebreid tot 

een isomorfisme van L(f) op L*(f\?, 

{1, ,{f, ir2
, ••• , 17n-l] is een basis van L('\)S over L 

{ 2 n-l:1 * * enl.. 1, 't, '\. , ... , 't is een basis van L ('1,) over L • 

Een willekeurig element van L('V> ziet er als volgt uit: 
I\ -'- .c.t.n-1 * ,- = b

0 
+ bill + • . . + bn-iv • Deze wordt door o' afgebeeld op 

* n-1 f, = <t"(bo)+ <r"(b1)'l. + •• ' + O"(bn-1>\ ' 

* * n-1 . n-1 . * n-1 
a' ( 12.. + X) = Cf ( L b .'~

1 
+ L C .{fl.) = O" ( L. (b. + C. )-ir) = 

,~ U i=O 1 i=O 1 i=O 1 1 

n-1 
L (t(b. +c. )r( = 
i=O 1 1 

n-1 . n-1 . JC * 
= ~ d(bi)Yl.

1 
+ ~ (t(ci)vt1 = a- Cf") + (J" ((t). 

l.=0 l.=0 * .~ * 
Om te bewijzen, dat O"' <f,i> = CT(~). d'(6) is het voldoende te bewijzen 

* AOA * * _0/, dat 0" <('iv; = er ~)ff ('V) (ga dit na). 

* * n-1 * n-1 . 
a rA'iJ> =cf (L b.'Ui+l) = <S (L b._

1
f 1 + b iJ-n) = (na ontwikkeling 

~~ 1. 
1
. __ 

1 
1. n-1 

i=P 

n-1 
+ O'(bn-2)&\. ' 

Conclusie: <r* ('.,rff> = (/ Cf'> ,r* (11}') • 
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Dus: <I' is een isomorfisme tussen L(1J> en L * (~. 
Daar N van eindige graad is, kan men d?or dit proces een eindig aantal 

malen toe te passen, een voortzetting verkrijgen vanO"', die op geheel 

N gedefinieerd is; maar dat is dan tevens een automorfisme van N, dat 

aan de gestelde eisen voldoet. 

De stellingen 4 en 5 leveren samen enige informatie over het bestaan 

van automorfismen in normale uitbreidingen. Wanneer men ·een irreducibel 

polynoom heeft, dat binnen een normale uitbreiding uiteen valt, dan is 

er altijd wel een automorfisme te vinden, dat de wortels in elkaar 

overvoert. Dit heeft tot gevolg dat we nti de stellingen 1 en 3 kunnen 

omkeren. 

Stelling 6. Zij keen lichaam, en zij N een normale uitbreiding van k; 

dan geldt voor het invariantenlichaam van de Galoisgroep G(N/k) 

NG(N/k) = k. 

Bewijs. Stel het invariantenlichaam NG(N/k) bevat een element 1' dat 

niet in k zit, dan heeft 'V een minimaalpolynoom p(x) 6 k(.x) , terwij 1 

p(x) niet lineair is maar binnen N wel in lineaire factoren uiteen 

val t. p (x) heeft dus binnen N een wort el ~ ,/; 1f: 
Volgens stelling 4 is er nu een isomorfisme van k('V) naar k(~), en 

volgens stelling 5 is er een automorfisme van N, dat 't1'in 'tJ;_ overvoert. 

Dit is in tegenspraak met de keuze van 11; dus men kan niet een 'tf vin­

den, die invariant is, en niet ink zit. 

Gevolg: NG(N/k) ~ k. 

Stelling 7. Zij keen lichaam, en zij N een normale uitbreiding van k. 

Zij H een normaaldeler van de Galoisgroep G(N/k); danis NH een 

normale uitbreiding van k. 

Bewijs. Stel NH is niet normaal, dan is er een polynoom p(x) 6.klx), dat 

irreducibel is over k, en dat in NH een nulpunt ,r heeft, maar niet in 

NH in lineaire factoren uiteen valtr." .. Daar N normaal is over k, valt 

p(x) G-k~) binnen N[_x) wel in lineaire factoren uiteen; er is dus een 

rt,.zodanig dat 'l\_eN, "\_~ NH, p(W}} = 0. 
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Er bestaat dus een automorfisme 't' van N, dat 11 eNH afbeeldt op het 

element 'l '8 NH. Er is dus een element 0-6H, dat '1.. afbeeldt op een 

element ) -/: '\,• Maar wegens de eenduidigheid van het automorfisme "t' 
-1 -1 -CV 

is dus 't' ~ -/: 't:' <,? = ·v•NH. 

Dus nu geldt: ~-l o fl" oft'(~ -/: ~ zodat 't"-l or o 't' ~ H; H is dus geen 

normaaldeler van G(N/k). 

Definitie 3, Zij H een ondergroep van een groep G. Dan heet het aantal 

linker nevenklassen aH (met a~) de index van H t.o.v. G, 

Opgaven. 

1) Bewijs, dat het geen verschil maakt of de index m.b.v. de linker-, 

of m.b.v. de rechternevenklassen wordt gedefiniijerd. 

2) Zij Geen groep, en H een ondergroep, dan is:orde(H).index(H) = orde(G). 

De resultaten van deze stellingen kunnen als volgt worden samengevat: 

Stelling 8. Hoofdstelling der Galoistheorie. 

Zij keen lichaam, en N een normale uitbreiding van k. 

1) Dan is aan elk lichaam L met k <:.LCN ~en en slechts -een ondergroep 

G(N/L) C.,G(N/k) toegevoegd, zodanig dat NG(N/L) = L. 

2) Het lichaam Lis dan en slechts dan een normale uitbreiding van k 

als G(N/L) een normaaldeler is in G(N/k). 

3) Voor elke L geldt: (L .: :k] = index van G(N/L) en [N 

G(N/L). 

Bewijs. 1) stellingen 1, 2 en 6. 

2) stellingen 3 en 7. 

3) §1 stellin:g 10 en definitie index. 

L 1= orde van 
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Definitie 4. Onder het splijtlichaam t.o.v. k van het polynoom f(x)E.k[xJ 

verstaan we de kleinste uitbreiding S van k die alle wortels van f(x) = 0 

bevat. 

Opmerking. In dit splijtlichaam is f(x) volledig te ontbinden in line­

aire factoren. 

(We veronderstellen de hoofdstelling der algebra bekend). 

Stelling 9. Elke normale uitbreiding N van k is splijtlichaam t.o.v. 

k voor zeker polynoom f (x) E k[x]. 

(Hierbij behoeft f(x) niet irreducibel te zijn over k). 

Bewijs: N is een normale uitbreiding van ken is dus eindig dimensio­

naal over k. Zij tri,1 ,'l, 2 , ···,J'}_n1 een basis van N over k. Zij pi(x)ck[x) 

het minimaal polynoom van"ti· Aangezien dit polynoom irreducibel is en 

een wortel (n.l. ri_i) in N heeft, is het binnen N geheel in lineaire 

factoren te ontbinden. 

Het product 

is dus binnen N geheel in lineaire factoren te ontbinden; N omvat dus 

het splijtlichaam S van p(x): N:) S. 

Anderzijds moet het splijtlichaam S van p(x) alle wortels van p(x) = O, 

dus zeker de elementen ~i bevatten; daar de elementen ~i het lichaam N 

opspannen, moet wel gelden S :)N. Conclusie: N = S. 

Stelling 10. Het splijtlichaam S van f(x)~ k[x] is een normale uit­

breiding van k. 

Bewijs: Zij p(x) een irreducibel polynoom uit k[x] en zij ~~Seen wortel 

van p(x) = O; we moeten nu'aantonen dat alle wortels van p(x) = 0 in S 

liggen. Daar (!:>GS, is /3te schrijven als 

waarbij °\' ~, ... , ~m alle wortels zijn van f(x) = 0 en r(x1 ,x2 , ..• ,xm) 

een polynoom is met coefficienten uit k (vergelijk 36, stelling 5). 
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Permuteren we in r(~
1

, o<
2

, ... ,o(m) de d..'s dan verkrijgen we m! getal­

len {lj e S. Beschouw nu het polynoom 

q (x) = (x-pl) (x-p2) . • . (x- ~m ! ) <f1 = /D . 

Dit polynoom is symmetrisch in de [>'s; de/J's ontstaan uit elkaar door 

de ~•s te permuteren, zodat elke coefficient van q(x) een symmetrische 

veelterm in de ~•sis. 

De hoofdstelling.van de symmetrische funkties (zie appendix bij §8) 

zegt, dat dan elke coefficient van q(x) te schrijven is als een veel­

term in de elementaire symmetrische funkties van de «'s, met coeffi­

cienten uit k (immers, de coefficienten van r(x
1

, x
2

, •.• , xm) zijn 

ook elementen van k). 

De elementaire symmetrische funkties in de d's zijn, zoals bekend, 

juist de coefficienten van f (x) E- k(x] en zijn dus element en van k; 

dus q(x) 6 ktx). 

Nu is q(j'J) = p(f-,) = O; p(x) is irreducibel, zodat p(x) een deler is 

van q(x), Alle wortels van p(x) komen dus voor onder de f.,'s en liggen 

dus alle in S. 

Appendix 

Symmetrische veeltermen (funkties) 

Definitie. Een polynoom (f(x
1

, x
2

, ..• , xn) heet symmetrisch indien 

het polynoom bij elke permutatie van de variabelen x1 , x2 , .•• , xn 

in zichzelf overgaat. 

Voorbeelden. 

. . . ' x) = x1 + x2 + ••. + xn • 
,n 

••••oo .. ••••••••••~••·•••••a.,••••••••••••••••• ••••• ••••••••••••••• 11• 

<r = <r. (x
1

, x
2

, ••. , x) = x
1

x
2 

•.• x. n n · · n n 

Deze polynomen a'. heten de elementaire symmetrische veeltermen. 
1 . 



58 

Andere voorbeelden zijn: 

(= ~ - 20') 
1 2 

(= <r3 
- 3<T (T. - 60-: voor n ~ 3). 

1 1 2 3 

Stelling. Hoofdstelling der symmetrische veeltermen 

Elke symmetrische veelterm f(x1 , x
2

, •.• , xn) met coefficienten uit 

het lichaam k is te schrijven als een veel term 4f' (17
1

, a' 
2

, .•. , a' n) 

eveneens met coefficienten uit k. 

Bewijs: Men ordene het polynoom Cf(x
1

, x
2

, ... , xn) lexicografisch: 

d.w.z. men plaatse de term 

voor de term 

fln 
X 

n 

indien het eerste verschil CC. - (!,.. dat niet O is, positief is. 
fil « i i o( 

2 n 
Voor de eerste term ax1 x2 •.. xn van cpgeldt dan, wegens het 

symmetrisch zijn van f, dat «1 h 0< 2 >1 • • • 71 CCn-l )1 o(n · 

Is g de graad van Cf (d.w.z. g is het maximum, over alle termen van 'f, 

van de som van de bijbehorende exponenten{!i), dan heeft 

hoogstens de graad g, terwijl de eerste term van cp
1 

lex~cografisch later 

komt dan de eerste term van cp. 
We kunnen dus schrijven 

., 
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Behandelen we f1 op dezelfde wijze als 'f, dan ontstaat een term 

(b tok) 

en een polynoomc.p
2 

(met coefficienten uit k) zodanig dat 

2. de graad van Cf
2 

hoogstens gelijk is aan de graad van lp
1 

3. de eerste term vancp
2 

lexicografisch later komt dan de eerste term 

van <f 1. 

Dit proces is voortzetbaar, maar zal zeker na een eindig aantal stap­

pen afbreken, omdat bij gegeven graad g slechts een eindig aantal 

mogelijke lexicografische opvolgers van de eerste term van 'fbestaat. 

Het symmetrische polynoom Cfis dus te schrijven als 

waarbij lf een (in het algemeen niet symmetrisch) polynoom is met 

coefficienten uit k. 
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~9. Constructies met passer en lineaal. 

In deze paragraaf zal de pnoplosbaarheid van een aantal beroemde klas­

sieke meetkundige problemen worden bewezen. Hiermee wordt bedoeld: de 

onmogelijkheid om uitgaande van een willekeurig stelsel meetkundige ge­

gevens de gevraagde constructie uit te voeren met behulp van een passer 

en een lineaal. 

Het betreft hier de volgende problemen: 

a) Het Delische probleem (de verdubbeling van de kubus). 

b) De trisectie van de hoek. 

c) De quadratuur van de cirkel. 

d) De construct:i!e van de regelmatige n-hoek. 

(Voor welke n is de regelmatige n-hoek construeerbaar?) 

Alvorens deze problemen afzonderlijk te bespreken dienen wij eerst te 

onderzoeken wat door middel van passer en tineaalconstructies verkregen 

kan worden en wat niet. 

In het Euclidische vlak denken wij ons naast de gegeven meetkundige ob­

jecten (punten, lijnen, hoeken, en cirkels) een Carthesisch coordinaten­

stelsel. Hiermede kunnen wij alle gegeven:, eltl gevraagde figuren repre­

senteren door getallen en vergelijkingen. De voorwaarden waaraan de te 

construeren objecten dienen te voldoen laten zich nu algebraisch uit­

drukken. 

De eerste stelling geeft een voldoende voorwaarde opdat een oplossing x 

van een probleem zich laat construeren met passer en lineaal uitgaande 

van de gegevens a
1

, a
2

, .•• , ak. 

Stelling 1: Als een oplossing x van een probleem reeel is en zich laat 

berekenen uitgaande van de gegevens a
1 

a
2 

.•. ak door de 

volgende bewer.kiil.mggm:. "optellen, aftrekken, vermenigvuldi-
' 

gen, delen, en vierkantswortel trekken", dan is x uit 

a
1 

.•• ak te construeren met behulp van passer en lineaal. 

Bewijs: Denk het Euclidische vlak als complex z-vlak waarin de oorsprong 

en het punt z=l gegeven zijn. Als a en b twee gegeven complexe 

getallen zijn dan kunnen a+b en a-b gevonden worden door parai­

lelogram constructies. 

Het product a.bis bepaald door Arg(ab) = Arg(a) + Arg(b) (wat 
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neerkomt op het overbrengen van een hoek) en de evenredigheid 

1 : I al = /bl jabj waarvoor een bekende evenredigheidsconstruc-

tie bestaat. 

Deling komt neer op Arg(~) = Arg(a) - Arg(b) en de evenredig­

heid /bl : 1 = la! : 1~1-
Tenslotte komt het trekken van een vierkantswortel neer op de 

betrekkingen: Arg(ifa) = ½Arg(a) (een bisectr:i:ae:.cons:t:milet;i;e) 

en de evenredigheid: 1 : :!Val = ll/al lal waarvoor een construe-

tie met een loodlijn binnen een cirkel bekend is. 

Opmerking 1: Uit het bewijs volgt dat zodra het vlak genormeerd is door 

net punt z=O en z=l aan te wijzen, ieder punt met rationa­

le coordinaten oonstrueerbaar is. 

Opmerking 2: De voorwaarde waaraan de x uit stelling 1 voldoet laat 

zich ook formuleren als volgt: 

x zit in een lichaam K dat uit het lichaam 

k = Q(a
1

, a, ... , a) verkregen wordt door eindig veel 
2 k 

kwadratische uitbreidingen. Hieruit volgt [K : k] = 2m. 

Van stelling 1 geldt ook een omkering: 

Stelling 2: Laat x een getal zijn dat zich uit 1, a
1

, a , ... , a laat 
2 n 

construeren met passer en lineaal. Dan zit x in een li-

chaam K dat uit k = Q(a
1

, a
2

, ... , an) verkregen wordt door 

eindig veel kwadratische uitbreidingen. 

Bewijs: Beschouw het Euclidische vlak met daarin een Carthesisch coor­

dinatenstelsel. We mogen al die punten bepaald denken waarvan 

de coordinaten ink zitten. 

In dit vlak bekijken we de elementaire constructies. 

a) Het kiezen van een punt. Als het punt bepaald is zitten beide 

'Coordinaten~ ink. Als we een onbepaald punt (x,y) kiezen komt 

di t neer op een: tran:scendente ui tbreiding van k die geen imrihoed 

uitoefent op het probleem. 

b) Het trekken van een lijn door twee punten (xi,Y) en (x ,y ). 
1 2 2 

Deze lijn heeft de vergelijking: 



- 62 -

(x - x )(y - y) = (y - y )(x - x) 
1 2 1 1 2 1 

Dit is een lineaire vergelijking met coefficienten in ko 

c) Het snijden van twee lijnen: a
1

x + b
1

y + c
1 

= 0 

a
2

x + b
2

y + c
2 

= 0 

Als a
1

, a
2

, b
1

, b
2

, c
1

, c
2

E k dan zitten ook de coordinaten van 

de oplossing in ko 

d) Censtructie van een cirkel met gegeven middelpunt en straalo 

2 2 2 
(x - x

0
) + (y - y

0
) = r 0 

De coefficienten van deze kwadratische vergelijking zitten in ko 
2 2 

e) Snijden van lijn en cirkel: x + y +ax+ by+ c = O 

Y = mx + P 

Als a, b, c, m, p Ek dan zitten de coordinaten van de oplos­

singen in een lichaam dat kwad~atisch is over ko 

f) Het snijpunt van twee cirkelso 

Deze constructie laat zich reducer en tot e)' 
2 2 

:} ·.?·,,~0··.r X + y + a
1

x + b y + C = 
immers 2 2 1 1 komt neer op 

X + y + a
2

x + b y + C = 
2 2 

2 2 
X + y + a x + b y + c 

= 0} 1 1 1 
(al - a )x + (bl - b )y + (cl - C ) = 0 

2 2 2 

Combinatie van de stellingen 1 en 2 leert dus: 

Stelling 3: Een onbekende x laat z&ch door constructie met passer en 

lineaal construeren uit de gegevens (1, a , a , ooo, a) dan 
1 2 k 

en slechts dan als x in een lichaam K zit dat verkregen wordt 

door eindig vele kwadratische uitbreidingen van het lichaam 

k = Q(a1 , a
2

, ooo, ak)o 

Opmerking 3· [K: k] ='2m hieruit volgt in het bijzonder ~(x) : k] = 2n 

Op grond van deze nodige voorwaarde kunnen we de onoplos­

baarheid van een aantal problemen reeds bewijzeno 

Een kwadratische uitbreiding van een lichaam k is als splijtlichaam van 

een kwadratisch polynoom altijd normaal over ko Hieruit volgt dat als 

K uit k verkregen wordt door een serie kwadratische uitbreidingen er een 

serie tussenlichamen is aan te wijzen: 
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••• C k = K 
n 

hierbij is ki+l normaaltover ki. Door hierna nog eens eindig veel kwa­

dratische uitbreidingen uit te voeren kunnen we tot een lichaam L ko­

men dat K omvat en normaal is over k. Zo vinden we de rij tussenlicha­

men: 

Ck =KCk 
1

c ... Ck =L 
n - n+ - - r 

Nu kunnen we de hoofdstelling der Galoistheorie toepassen. 

Met de boven geschreven rij correspondeert een rij ondergroepen: 

G(L/k) ;) G(L/k
1

) ~ ... .J G(L/K) :2 G(L/kn+l) 2 ... 2 G(L/L) = E 

aangezien voor iedere i k kwadratisch (dus normaal) is over k volgt: 
i+l i 

G(L/k. 
1

) .1 G(L/k.) en 
1+ - 1 

Het1boven geschetste betoog is omkeerbaar: 

(een cyclische groep van de 

orde 2) 

Zij L normaal over ken laat G(L/k) een rij normaaldelers bezitten: 

E d N 4 N /J ... /). N = G(L/k) . 
r-1 - r-2 - - 0 

terwijl voor iedere i N. 
1

/N. ~ C dan correspondeert hiermede een riJ' 
1+ 1 2' 

tussenlichamen: 

zodanig dat: G(Ki+l/ki) 

dratisch is over k .. 
1 

Ill NIN ~ C 
i i+l 2 

zodat voor iedere i k. 
1 

kwa-
1+ 

De groepentheorie leert ons dat bij iedere groep van de orde 2n een rij 

normaaldelers als bovengenoemd is te vinden: 

Hieruit volgt dus de stelli'ng: 

Stelling 4: Zij L normaal over k. Dan is Lop te bouwen door eindig 

veel kwadratische uitbreidingen dan en slechts dan als 

[L:k] een macht van twee is. 

Stelling 3 laat zich nu opnieuw formuleren: 
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Stelling 3~: Een onbekende x laat zich door constructie met passer en 

lineaal oonstrueren uit de gegevens (1, a
1

, a
2

, ... , 

dan en slechts dan als:x in een normale uitbreiding 

k = _Q(a , ~ , , ... a ) ,ztt,1:1et ~L:kJ = 2m. 
. 1, . 2, . . k._ · . ,., , , .. 

a ) 
k 

L van 

We kunnen nu de gevraagde onmogelijkheidsbewijzen zonder moeite geven. 

a) Het Delische probleem. 

Gegeven een ribbe van een kubus a. 
3 

Gevraagd de ribbe van een kubus met inhoud 2a . 

Hier wordt in feite gevraagd het getal ~ te construeren. (We mogen 

a=l veronderstellen) 

Aangezien [Q(~) : Q] = 3 is het Delische probleem onoplosbaar. 

b) De trisectie van een hoek. 

Gegeven een hoek 3~. 

Gevraagd de hoek D< te construeren. 

Als hoek 3~ gegeven is betekent dit in feite dat het getal cos 3o<. 

gegeven is. Gezocht wordt cos o<.. Hiervoor geldt de algebraische ver­

gelijking: 

3 
4cos <X - 3cos ex - cos 3<X = 0. 

3 
Aangezien het polynoom 4x - 3x - ~ voor algemene ~ irreducibel is, 

is de gevraagde uitbreiding van Q(cos 30<) een kubische uitbreiding. 

De trisectie van de hoek is dus onmogelijk. 

Opmerking 4: Voor die speciale hoeken ,{ waarvoor het, polynoom 

4x 
3 - 3x 1 d · b 1 · ( b )( !I:) . d t . - COS O We re UCl e lS V. U = 2 lS e r1-

sectie natuurlijk wel mogelijk. 

c) De quadratuur van d'e cirkel. 

Gegeven een cirkel met straal r. 
2 

Gevraagd de zijde van een vierkant met oppervlakte ITr 

In feite wordt hier gevraagd naar een constructie van het getal TT. 

Nu is TT een transcendent getal dus 1T ligt in geen enkele algebraische 

uitbreiding van Q. 

Ook de quadratuur van de cirkel is dus onoplosbaar. 
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d) De constructie van de regelmatige n-hoek. 

Hier wordt gezocht naar de constructie van een hoek van 
21T d. 1 - ra 1a en. 
n-2rri 2rr 2TTi 

We moeten dus construeren het getal cos - = ½< -- + 
n e n 

··. ) . 
e n 

Dit komt neer op de constructie van de primitieve ne eenheidswortel 
2'1T. 

~ = --1 . Di t komt neer op een lichaamsui tbreiding · met de graad <f (n) 
n ce n 

waarbij <p(n) de indicator van Eul~r is (zie opmerking). f(n) is gege-

ven door de priemfactor ontbinding van n. 

1 '/1 \12 yk 
Als n = 2 . p1 . p

2 
pk p1 ... pk priemgetallen? 3 dan 

1 \\-1 Vk -1 
is Cf(n) = 21 - . p1 pk . (p1 - 1) ... (pk - 1) 

Als <p(n) een macht van twee is dan moet dus gelden: 
k1 k 

yl = \)2 = ... =· \) = 1 en p
1 

= 2 + 1 P2 = 2 lJ + 1 etc. 
k 

Als 2m+l priem is moet m zelf een macht van 2 zijn. De enige priem-

getallen van deze vorm (prruemgetallen van Fermat) die bekend zijn, 

zijn: 

3 = 2 + 1 
22 

17 = 2 + 1 257 
23 

= 2 + 1 en 

65537 = 2
16 

+ 1. 

Als n dus behalve factoren 2 alleen deze factoren enkelvoudig bevat 

is de regelmatige n-hoek construeerbaar. Zo zijn de regelmatige 

3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, en 17-hoek construeerbaar maar de 7 of 

9-hoek niet. 

Opmerking 5: Een primitieve ne eenheidswortel is een wortel van 
n d 

x - 1 = 0 die geen wortel is van x - 1 = 0 voor een de-

ler d van n. Dene eenheidswortels vormen een cyclische 

groep van de orde n waarvan de o/(n) voortbrengenden juist 

de primitieve eenheidswortels zijn. Iedere ne eenheidswor­

tel is primitieve de eenheidswortel voor precies een deler 

d van n. 

Als ~d(x) = TT(x - 5 ) waarbij ~ de primi tieve de een-
di di 

heidswortels doorloopt (f(d) stuks) dan geldt: 

xn - 1 = TT gJd(x). Hieruit volgt door inductie dat <2 (x) 
din n 

een geheel polynoom is voor iedere n. De graad van© (x) 
n 

is juist f(n). Tenslotte kan bewezen worden dat ~ (x) irre-

ducibel is. Hieruit volgt dat [Q( · 2Tri) : Q] = Cf(:). 
. e n 
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~10. 0plosbaarheid van vergelijkingen door middel van radikalen. 

Definitie 1. Zij keen lichaam en f(x} een polynoom uit k[x] van 
n n n 

de vorm (x - a
1

)(x - a
2

) .· .. (x - ar), aiEk, i = 1, ... , r. 

Als keen primitieve ne eenheidswortel bevat, dan heet het ontbin­

dingslichaam (d.i. het splijtlichaam) K van f(x) over keen 

Kummer uitbreiding van k. 

Stelling 1. Als Keen Kummer uitbreiding is van k dan is 

le) Keen normale uitbreiding van k, 

2e) de Galoisgroep G van Kover k is abels. 

Bewijs. 

le) Zie ~ 8, stelling 10. 

2e) Laat ~- een wortel zijn van xn - a., i = 1, ... , r en~ een 
l l / 

primitieve ne eenheidswortel,) 6. k. 

Dan zijn de elementeno(i'5' ~i"§
2

, ... ,o{i}n den verschillende 

wortels van xn - a., i = 1, ... , r en K = k(o<
1

, ... , Q(. ) • 
l r 

Stel nu dat 'f en~ twee automorfismen zijn ui t G. Zowel f als o/ 
n 

beelden dan iedere ~i af op een wortel van x - ai, dus er zijn 

getallen <P. en l.V. zo da t 
I l <pi Tl 

<f<oCi) = o( i j. 
~i o/ (o( . ) = o( . ; • 

l l <y · 'f_'f.. f 'f.. ./f. +'P_ 
Dus ('f,lf) (o(i) = 'f(f(o(i}) = f (<\! l) = ~i.> l,? l = o(i? l l 

en ('f','f)(<\) ='f'('f(~i)) =f<<\!<fi) =d.il/'i}'fi =CXif i+t 

Er geldt dus dat cp.lp(oCi) = (f,f}(~i), i = 1, ... , r. 

Daar <X
1

, ... , o(~ een stel voortbrengenden is van K over k geldt 

dus da t 'f. 4' = q,. f · 
Stelling 2. Als K het ontbindingslichaam is van f(x} = xp - a en 

e 
als keen primitieve p eenheidswortel bevat, waarbij peen priem-

getal is, dan is K = k, of xp-a is irreducibel en de Galoisgroep 

G van Kover k is een cyclische groep van de orde p. 
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Bewijs. Laat o{ een wort el z1Jn van xp-a en _j een p e eenheidswortel. 

Dan zijnQ(.'to<j
2

, ... ,o(jp alle wortels van xP-a, zo dat K = k(o() 

en (K : kr, p. De orde van G is dus kleiner of gelijk aan p. 

Voor iedere f €: G is er een r, 0 ( r ~ p, zo dat <pt><) = d..r. 
Dus tt<oO = ~c_r)P = d... 

De orde van '(' is dus een deler van p. Als <p niet de identieke afbeel­

ding is, dan heeft 'f dus juist een orde p en bestaat G dus ui t de 

machten van cp. 

Definitie 2. Een uitbreiding K van een lichaam k heet een uitbreiding 

door middel van radikalen als er lichamen k = KO, Kl' ... 0 ' 
K = K 

r 
bestaan, zo dat K. = K. l (o(.), i = 1, ... ' r, waarbij o(i wortel is 

l 1- l Ili 
van een vergelijking van de vorm X - a. = o, a.6K. 

1
. 

l l 1-

k = Ko C Kl C ..... C Kr = K. 

Opmerking. Wij zullen steeds aannemen dat het grondlichaam k primi­

tieve n.de eenheidswortels bevat voor i = 1, 2, ... , r. 
l 

Dan is ieder lichaam K. een normale uitbreiding van K. 
1

. K hoeft 
l 1-

dan echter nog geen normale uitbreiding van k te zijn. 

Wel kunnen wij K dan uitbreiden tot een lichaam L zo dat Leen uit­

breiding is van k, door middel van radikalen en zo dat L normaal is 

over k. 

Stelling 3. Iedere uitbreiding K van k door middel van radikalen is 

bevat in een normale uitbreiding L van k door middel van radikalen. 

Bewijs. Stel k CK
1 

C CK = K. r 
Wij zullen deze stelling bewijzen door inductie naar r. 

Als r = 1, dan K = K
1 =k(o{l), waarbij o<

1 
wortel is van 

Ill 
X - al. 

Daar keen primitieve n
1 

de eenheidswortel bevat is Kl normaal over 

Laat nu de stelling bewezen zijn voor alle rijen met lengte r-1. 

Dan is er dus een normale uitbreiding L van k zo dat K C.L en 
r-1 

Leen uitbreiding door middel van radikalen is van k. 
n 

k. 

Zij nu K = K = K 
1

(o<) waarbij o( wortel 
1 r r-s r r 

is van x r - a , a E K 
1

• 
r r r-

Laat ar' a , ... , a alle wortels zijn van het minimale 
r r 

polynoom van 
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i 
a over k. Daar a GK 

1
C.L en L normaal over k geldt ook a €:L, 

r r r- r 
i = 1, 

n n n 
Zij nu f(x) = (x r - ar)(x r - a~) •.. (x r - a;)e.L(x) en laat 

... ' s. 

E het ontbindingslichaam zijn van f over L. 

Dan is L CL1 = L(°)i~ CL2 . = L1 (Cl(~) C. . . . C,.Lr (~) = E, waarbij 

~i wortel is van x - a 1 
r r 

Eis dus een uitbreiding door middel van radikalen van Len dus 

ook van k. Verder geldt dat Kr-l (o(r) = KC. L(«'r) CE. 

Daar ieder automorfisme uit de Galoisgroep van Lover k de elementen 
1 s 

ar, ar' ... , ar permuteert, liggen de coefficienten van f(x) ink 

en is E dus het ontbindingslichaam van een polynoom uit k[ic]. 
Eis dus normaal over k. 

Definitie 3. Zij f(x) een polynoom uit k[x] en o( een wortel van 

f(x). Also( bevat is in een uitbreiding K door middel van radikalen 

van k dan zeggen wij dat Q( uitgedrukt kan warden in radikalen. 

Als alle wortels van f uitgedrukt kunnen warden in radikalen dan 

heet f oplosbaar door middel van radikalen. 

Opmerking 1. Het is duidelijk dat als f irreducibel is en minstens 

een wortel van f uitgedrukt kan warden in radikalen, dan is f 

oplosbaar door middel van radikalen. Immers als o<'wortel is van fen 

o(~K, waarbij Keen uitbreiding is van k door middel van radikalen, 

dan is er volgens stelling 3 een normale uitbreiding L van k door 

middel van radikalen die K omvat. 

Daar <$(E;:L, ligt iedere wortel van f in L. 

Opmerking 2. Een wort el c:,{ van het polynoom f (x) Ek ~j kan ui tgedrukt 
' warden in radikalen also( zich uit de coefficienten van f berekenen 

laat door middel van rationale operaties en worteltrekken. 

d.. is dus een ui tdrukking van de vorm 
I 

0( = 
\mr- ,rr-

··· \7 .. ,+\7 .. ,+ ... 
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Zoals bekend is, is iedere vergelijking van de tweede, derde of 

vierde graad oplosbaar met behulp van radikalen. Voor vergelijkingen 

met hogere graad is dit niet meer het geval. 

Stelling 4. Als het polynoom f(x)Gk~] oplosbaar is door middel 

van radikalen, dan bevat de Galoisgroep G van f(x) een rij onder­

groepen G = G
0 

:) G
1

:) ..• 'J Gn = E zo dat Gi een normaaldeler is 

van G. 
1 

en z6 dat de factorgroep G. 
1
·/G. abels is. 

1- 1- 1 

Bewijs. Laat Leen normale uitbreiding door middel van radikalen 

zijn van k, zo dat het ontbindingslichaam K van f bevat is in L. 

Daar voor iedere i K. een Kummer uitbreiding 
1 

Galoisgroep van K. over K. 
1 

abels (Stelling 
1 1-

is van K. 
1 

is de 
1-

l). Met de rij 

k CK C K C. ... C. K = L correspondeert een rij ondergroepen. 
1 2 r 

G(L/K) = E. 
r 

Daar K. normaal is over K. 
1 

is G(L/K.) een normaaldeler van 
1 1- 1 

G(L/Ki_1 ). 

Verder is G(L/K. 
1

)/G(L/K.) ~ G(K./K. 
1

) en dus abels. 
1- 1 1 1-

Zij nu G de Galoisgroep van Kover k. Dan geldt daar kC KC Len 

K normaal is over k dat G(L/K) een normaal deler is van G(L/k) 

en de Galoisgroep G is isomorf met 

G(L/k)/ 
G(L/K) 

G is dus een homomorf beeld van G(L/k). Zij nu 'fde homomorfe af­

beelding van G(L/k) op q. Dan geldt 

f(G(L/k)) = G ~ G
1 

= cycG(L/K
1

)) :) G
2 

= 'f(G(L/K
2
)):) 

Iedere G. is normaaldeler van G. 
1 

en G. 
1

/G. is abels. 
1 1- 1- 1 

OpmerkingLMet behulp van deze stelling kan men nu het bestaan aan­

tonen van hogere machtsvergelijkingen die niet oplosbaar zijn door 

middel van radikalen. Laat nl. f(x) een polynoom zijn uit k[x] 
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zo dat de Galoisgroep van f gelijk is aan G. 

Stel dat het niet mogelijk is in Geen rij ondergroepen te vinden 

die voldoen aan de voorwaarden van stelling 4, dan is f(x) niet 

oplosbaar door middel van radikalen. Men kan bewijzen dat ook het 

omgekeo/de geldt. 

Heeft men dus een polynoom met Galoisgroep G zo dater wel een der­

gelijke rij ondergroepen bestaat, dan is f(x) oplosbaar met behulp van 

radikalen. Een groep die aan de voorwaarden van stelling 4 voldoet 

heet oplosbaar. 

de . 
Opmerking 2. De aanname dat k genoeg n eenheidswortels bevat is in 

de bovenstaande stelling niet nodig. Immers laat K het ontbindings­

lichaam zijn van fen laat f oplosbaar zijn door middel van radikalen. 

Door aan K een primi ti eve n de eenheidswortel .> te adjungeren krijgen 

wij een lichaam K* dat nog steeds normaal is over k. K* kunnen wij 

ook krijgen door eerst aan k J te 

radikalen k C k* C K*. Zij nu G* 
0 

van K* over ken G de groep van 

a0 
= GIG*. Daar G* oplosbaar is, 

adjungeren, k* = k <j> en daarna de 

de groep van K* over k*, G de groep 

k* over k. Dan is GO abels en 

is ook G oplosbaar. 

De factorgroep G/H met H de groep van K* over K is isomorf met de 

Galoisgroep van fen dus is deze oplosbaar. (G/H is homomorf beeld 

van G). 

Voorbeeld. Zij K het lichaam van de rationale getallen en 
5 

f(x) = x - 4x + 2. 

Uit het irreducibiliteitscriterium van Eisenstein volgt dat f(x) 

irreducibel is ove~ k. 

Gemakkelijk kan men tevens bewijzen dat f(x) precies 3 reele wortels 

heeft, zeg <:3(
1

, c<
2

, o(
3

. Dan zijn de twee andere wortels ¾ enc,! 
5

, twee 

complexe getallen zo dat oC
4 

= o( 
5

, 

Zij nu G de Galoisgroep'van fen K het ontbindingslichaam. 

G kan dan opgevat worden als een ondergroep van de symmetrische groep 

s
5

. De wort els van f (x) worden immers door iedere 'f6G gepermuteerd. 
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Zij nu g(0(
1

, ... , o( 
5

) een willekeurig element van K (d. i. een poly-

noom in o<
1

, ... , Q(
5 

met coefficienten uit k) en laat t.f de afbeelding 

zijn van K in K gedefinieerd door f<g(V\
1

, • • •, e( 5 )) = g~l ,«-2 , • • •, i 5) • 

Daar alle coefficienten van g evenals ~' rl... 2 ,o(. 3 reeel zijn is 

g~l,'1\2, ... ,~5) = g(oll,(}.2,o{3,o(5,~4). 

Men kan nu gemakkelijk bewijzen dat Cf een automorfisme is van Kover 

ken dat dus de permutatie (45) bevat is in G. Verder is G opgevat 

als permutatie groep transitief (d.w.z. voor ieder tweetal getallen 

x en y, 1 -' x ' 5, 1 -' y -' 5, is er een Cfe.G met f(x) = y). 

Uit deze twee eigenschappen volgt nu dat G = s
5

. 

Lemma 1. Iedere transitieve ondergroep G van de symmetrische groep 

s
5 

die een willekeurige transpositie (xy) bevat is gelijk aan s
5

. 

Bewijs. Stel dat (12) t.G. Voor iedere transposi tie (xy) en iedere 

permutatie 0- geldt r:t-l. (xy) .(J" = (O'(x)(f{y)). 

Uit de transitiviteit van G volgt dan dat elk van de getallen 

1, 2, 3, 4 of 5 in minstens een transpositie uit G voorkomt. 

Wij kunnen nu 2 gevallen onderscheiden. 

le) eenzelfde getal komt in 3 transposities voor, 

b. v. (12), (13), (14) G G. Maar dan ook een transpositie met 

5 in G, b.v. (52)E,G. 

Maar dan ook (52) (12) (52) = (15) E. G ~ G = s5 • 

2e) eenzelfde getal komt in hoogstens 2 transposities voor b.v. 

(12) ,H3)E:.G. 

Daar ook (12) (13) (12) = (23) E:G , moet dus (45) E::'G. Daar G 

transitief is, is er eenO"&Gmet (1(4) = 1, d-
1

(45)o'= (d(4)<1'(5)) = 

= (1 cl'{5)) (::G. 

Dus c1(5) = 2 of O't5) = 3; wegens de symmetrie mogen we aannemen 

0"(5) = 2. 

Maar dan is crt'.13)(11 = (c:f'-l (1) d-l (3)) = (4x) GG, terwijl 

X = 1, 2, Of 3. 

Dit is in strijd met het feit dat de getallen 1, 2 en 3 in hoog­

stens twee transposities voorkomen. 
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5 
Wij hebben nu dus een polynoom f(x) = x - 4x + 2 E:k(x) z6 dat de 

Galoisgroep van f de symmetrische groep s
5 

is. Wij bewijzen nu dat 

s
5 

niet oplosbaar is, en dat f dus niet oplosbaar is met behulp 

van radikalen (stelling 4). 

Lemma 2. Als een ondergroep H van s
5 

iedere permutatie van de vorm 

(xyz) bevat en als N een normaaldeler is van H z6 dat H/N abels is, 

dan bevat N iedere permutatie van de vorm (xyz). 

Bewijs. We zullen bewijzen dat (123)E-:N. Zij f de homomorfe afbeel­

ding van Hop H/N. Stel f((412)) = x en f((253))=y. Dan is xy = yx 
-1 -1 

dus xyx y ~ E. 
-1 -1 

Hierui t volgt dat (412) (253) (412) (253) Cr N. 

Maar (412) (253) (412)-
1

(253)-l = (123). Dus (123)eN. 

Lemma 3. s
5 

is niet oplosbaar. 

G = E een rij ondergroepen 
n 

van S zo dat G. normaaldeler is van G. en G. 
1

/G. abels is. 
5 1 1-l 1- 1 

Daar G
0 

= s
5 

alle permutaties van de vorm (xyz) bevat, bevat ook 

a
1 

alle permutaties van de vorm (xyz) en dus ook verder iedere Gi 

(lemma 2), i = 2, ... , n. 

De rij G. kan dus niet eindigen met een groep G die alleen uit de 
1 n 

identiteit bestaat. 
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~1. Primitieve eenheidswortels en cyclotome polynomen 

We bekijken over het lichaam der complexe getallen de volgende ver­

gelijking: 

n 
X - 1 = 0. 

Uit de Analyse is bekend dat den complexe wortels gegeven worden 

door: 
211'1 

) n,O = 1 )n,1 = e n 

211kl 

3n,k = e n Jn,n-1 = e 

2-r{(n-1) 1 
n 

(ga na dat de bovengenoemde complexe getallen aan de vergelijking 

voldoen en onderling ongelijk zijn). 

211'lk 

Definitie: Het getal:5 k =en heet een ne eenheidswortel. Als 
n, 

n en k onderling ondeelbaar zijn heetJn,k een primitieve 
e 

n eenheidswortel. 

Bezitten n en keen grootste gemene deler d die groter is dan 1 dan 

geldt: 
2111 k 2-dl kid 

= e 
n 

= e 
n/d '-e' 

= >n k 

ct'ct 

Aangezien ((kid), (n/d)) = 1 is Jn,k een n/de primitieve eenheids­

wortel. Duidelijk is dat n/d een deler van n is. 

Hieruit volgt: Iedere ne eenheidswortel is primitieve de eenheids­

wortel voor een en hoogstens een deler van n. Omgekeerd is voor 

iedere deler d van nee~ de eenheidswortel tevens een ne eenheids­

wortel. 

Combinatie van deze twee uitspraken geeft: 

Prop. 1: De verzameling van de ne eenheidswortels is de vereniging 
e 

van de verzamelingen der primitieve d eenheidswortels als 

d de delers van n (incluis 1 en n zelve) doorloopt. 



74 

Prop. 2: Dene eenheidswortels vormen onder vermenigvuldiging (als 

complexe getallen) een cyclische groep van de orde n. 

Bewijs: Uit cs, )n -~ ~ )n = 1 
n,k n,l 

volgt dat 

-1 n n 
(5n k O ~ n 1) = (-f k) 

' / ' )n, 
1 . 1-1 = 1 dus 

)n,k. 3 :\ is weer een ne eenheidswortel. 

e 
Hieruit volgt dat den eenheidswortels een ondergroep 

vormen van de vermenigvuldiging groep der. complexe getallen. 

Uit het feit dat.>n,l = eZ\\l/n een genererend element is 

volgt dat het een cyclische groep is. 

n 
Aangezien we alle wortels van x - 1 = 0 gevonden hebben kunnen we 

schrijven: 

In het rechterlid groeperen we nu de termen (x-~,k) als)n,k de 

verzameling der primitieve de eenheidswortels doorloopt en dit doen 

we voor iedere deler d van n. Volgens prop. 1 krijgen we iedere 

term precies een keer. 

Stel 

Dan volgt: 

xn - 1 = 11 t· 
din 

id is een polynoom met complexe coefficienten. 

We zullen aantonen dat al deze coefficienten geheel zijn. 

Prop. 3: ~k is een polynoom ui t Z..[x} voor ieder natuurlijk getal k. 

Het bewijs gaat met volledige inductie: 
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Aangezien t_ (x) = x - 1 is de stelling juist voor k = 1. 

Stel ik heb de stelling bewezen voor k < n dan geldt: 

xn - 1 = 7T ~d (x) . i (x) 
din n 
din 

xn - 1 en 11 ~d (x) zijn polynomen in 1l [x]. 
din 
din 

Verder volgt uit de definitie van <_pd(x) dat de coefficient van 

de hoogste term altijd 1 is. Ik kan dus binnen:Z,(x] het delings­

algorithme uitvoeren en aldus~n(x) uitrekenen. Op deze wijze 

kan ik constateren dat ook ~ (x) een polynoom met gehele coeffi-
n 

cienten is. 

Bij het bewijs van de irreducibiliteit van fn(x) worden enige eigen­

schappen van congruenties modulo een priemgetal p gebruikt. Wij 

zullen deze eigenschappen hier noemen en afleiden. 

Definitie: Stel f(x) en g(x)e7l(x) dan heten f(x) en g(x) congruent 

modulo p (noteer f(x) s g(x) (mod p)) indien geldt: 

f(x) - g(x) = p • h(x) waarbij h(x)c.~(x]. 

Eigenschappen: 

Als f(x) = g(x) (mod p) en h(x) ;: k(x) (mod p) dan geldt: 

f(x) + h(x) = g(x) + k(x) (mod p) 

f(x) - h(x) = g(x) - k(x) (mod p) 

f(x) h(x) = g(x) • k(x) (mod p) 

In het algemeen geldt voor iedere geheeltallige veelterm Q 

Q (f (x)) = Q (g(x)) (mod p). 

Een tweede belangrijke eigenschap is 

(f(x) + g(x))P = (f(x))P + (g(x))P (mod p) 
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immers: 
p p p p-1 p 

(f(x) + g(x)) = (f(x)) + (
1

) (f(x)) • g(x)+ ••• +(p_
1
)f(x) 

(g(x))p-l+(g(x))P 

en (i) ... (p~l) zijn allen deelbaar door p. 

Evenzo geldt: (f(x) + g(x) + h(x))P =' (f(x))P + (g(x) + h(x))p-a 

::: (f(x))P + (g(x))P + (h(x))p (mod p). 

In het algemeen geldt: Als F een geheeltallige .veelterm is in 

f
1

(x), ••• , fk(x) dan geldt: 

(Schrijf F uit als som van enkelvoudige termen (dus 2f
1 

= f
1 

+ f
1

) 

en pas daarop bovenstaande regel toe). 

De kleine stelling van Fermat is een speciaal geval van bovengenoemde 

stelling: 

Voor a e N geldt: ap s a (mod p). 

Immers ap = (1 + 1 + ••• + l)Ps 1P + 1P + •.• + 1P = a (mod p) 

a-keer a-keer 

Stelling: fn(x) is irreducibel over de gehele getallen voor iedere 

natuurlijke n. 

Bewijs: Laat f(x) een irreducibele factor zijn van xn - 1, f(x)£ Z(x1. 
Ik schrijf nu 

k 
e 

f (x) = Tl (x - E..) waarbij E.. n eenheidswortels zijn. 
j=l J J 

k k-1 
Uitgeschreve~: f(x) = x + a

1
x + ••• + ak. 

ak is als product van ne eenheidswortels zelf weer een een-

heidswortel en is 
k 

Zij nu g(x) = T( 
j=l 

bovendien geheel dus ak = ~ 1. 

p k k-1 
(x - £ j) = X + bl X + • • • + 

peen priemgetal is dat geen deler van n is. 

bk waarbij 
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Nu is bk= a~=~ 1. 

De b
1 

zijn gehele symmetrische veeltermen in de£..~ dus gehele 

symmetrische veeltermen in de ej. Dan zijn de b
1 

volgens de 

hoofdstelling over de symmetrische polynomen gehele veelter­

men van de a
1 

dus zeker geheel. 

Ik kan de stelling over de congruenties toepassen. 

Hieruit volgt f(x) = g(x) + p. h(x). 

f(x) is irreducibel. f(x) is dus een deler van g(x) of f(x) 

en g(x) zijn onderling deelbaar. 

Veronderstel f(x) en g(x) onderling ondeelbaar. Aangezien alle 

wortels van g(x) ne eenheidswortels zijn is g(x) evenals f(x) 
n 

een deler van x - 1. 

n 
x - 1 = f(x). g(x) • k(x). Afgeleide nemen geeft: 

n--1 
nx = f' (x) • g(x) • k(x) + f(x) • g' (x) • k(x) + 

+ f(x) • g(x). k'(x). 

n-1 
Dus n • x = f' (x),,, ((f(x) - p . h(x)) - k(x) + 

+ f (x) • g' (x) • k(x) + f (x) • g(x) • k' (x). Omordenen geeft: 

n. xn-l = f(x) • Q(x) + p. R(x). Hierbij mag ik veronder­

stellen dat alle coefficienten in Q(x) onderling ondeelbaar 

zijn met p. 

n-1 
n . X (x

k k-1 
= + a

1
x 

r s 
+ .•. + l)(c X + ••• + C X )+p.R(x). 

p s 

Er zijn nu twee mogelijkheden: 

n-1 
le) Q(x) = O. Dan geldt: n. x = p • r(x). 

Dit is in strijd met p geen deler van n. 

2e) Q(x) i 0, Nu zijn er in het rechterlid twee coefficienten 

aan te wijzen die niet deelbaar zijn door p (nl. die van 

de graad k+r en van de graad s) terwijl links maar een 

coefficient is die niet door p deelbaar is. De afgeleide 

identiteit voert dus tot een tegenspraak. 
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We mogen dus niet veronderstellen dat f(x) en g(x) onderling 

ondeelbaar zijn. Aangezien f(x) een deler van g(x) moet zijn 

terwijl de graad gelijk is en ze beiden een coefficient 1 

hebben voor de hoogste term zijn f(x) en g(x) gelijk. 

Nu volgt de irreducibiliteit van f (x). 
n 

Affiezien die irreducibe2fufactor f(x) van~n(x) waarvan 
- -·P1•P2· .. p 

en een wortel is ook en s als wortels heeft 

(waarbij p_ geen geen deler van n is) zijn alle primitieve 
l. 

ne eenheidswortels wortel van deze irreducibele factor. 

Dus f (x) I ~n (x) en t (x) I f (x) zoda t f (x) = q>n (x) waarmede 

het bewijs is voltooid. 
21fi 

Tenslotte de Galoisgroep o[Q(en)/QJ. 

n 
Ieder automorfisme voert de primitieve~rnheidswortel e over in 

-.k 
een andere primitieve eenheidswortel en (waarbij (k,n) = 1). 

Deze operatie bepaalt het gehele automorfisme. Voor iedere k die 

met n onderling ondeelbaar is geeft deze operatie een automorfisme 
~"tTl. 

van Q(e n ). Noem dit automorfisme ~k. 

Dan kan men eenvoudig inzien: 

<:rk = O"' k, ~ k a k' (mod n) 

en 

Hieruit valt af te leiden dat de automorfismengroep homeomorf is met 

de multiplicatieve groep van onderling ondeelbare restklassen modulo n. 

Dit is als. bekend uit de getallentheorie een abelse groep van 'f(n) 

elementen. Hierbij is 'f(n) de indicator van Euler. 
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j12. Vraagstukken over lineaire algebra en Galoistheorie 

I. Vectorruimten 

1) Vis de vectorruimte, bestaande uit alle homogene tweedegraads­

veeltermen in x en y, met coefficienten uit R. 

Het endomorfisme O"'is gedefinieerd door O"(f) = (x+y)t + (x-y)~;. 

a) Welke dimensie heeft V? geef een basis voor V. 

b) Bepaal Im a' en Ker a', 

c) a'( f) 2 2 
Los op: = X + y 

O"(g) 
2 2 

= X - y . 

2) Gegeven het stelsel vergelijkingen: 

X + (2o(...3)y + (o<-2)z - t = 2 

(oC+l)x + (o<-3)y - 2z + (1--et.) t = 0 

X - 2y - 2z = -2 . 
(1-oOx + (3«-3)y + (20C-2)z - t = 4 

a) Voor welke waarden van c(. is er niet precies 
,, 

oplossing? een 

Bepaal in deze gevallen alle oplossingen van het stelsel verge­

lijkingen. 

3 3 
3) De afbeelding a': R ➔ R zij als volgt gedefinieerd: 

ct(x
1

, x
2

, x
3

) = (3x
1

-x
2

, x
1

+x
2

, x
1
). 

a) Bewijs dat O"een lineaire afbeelding is. 

b) Geef de matrix aan die bij a' behoort. 

4) Zij O"de lineaire afneelding van R
3 

in R die bepaald wordt door: 

Ker er= [(x,y,z)/x + 2y + z = oJ 
a'((l ,1 ,1)) = 1. 

Bepaal (7''((3,6,2)). 
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II. Groepentheorie. 

1 
1) Bewijs dat de matrices van de vorm ( 

0 
r 
1 ) (met r f=R) met de 

matrixvermenigvuldiging als operatie een groep vormen. 

Met welke groep is deze groep isomorf? 

2) Men beschouwt in R
2 

de transformaties f gedefinieerd door: 
n,m 

3) 

n 
f ((x,y)) = ((-1) x+m,y+n), n en m geheel. 

n,m 

Bewijs dat deze transformaties een groep vormen. 

Gegeven zijn de vol-gende groepen: 

A is de optelgroep der gehele getallen. 

B is de multplicatieve groep der positieve reele getallen. 

C is de optelgroep der reele getallen. 

D is de oneindige cyclische groep. 

E is de optelgroep der rationale getallen. 

Welke van deze groepen zijn isomorf?. 

4) Bepaal alle ondergroepen van de symmetrische groep s
3

• 

5) Zij G de groep van alle congruente afbeeldingen van het vlak op 

zichzelf, en zij H
1 

de ondergroep van alle rotaties om de oorsprong, 

en H
2 

de ondergroep van alle translaties. 

a) Is H
1 

normaaldeler van G? 

b) Is H
2 

normaaldeler van G? 

Aanwijzing: Bewijs eerst, dat elke congruente afbeelding <:pte 

schrijven is als het product van 1) een spiegeling s om de x-as; 

2) een rotatie r om de oorsprong en 3) een translatie t; dus 

'f=t .r .s. 
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6) Zij G de groep van alle congruente afbeeldingen van een kubus op 

zichzelf, die een hoekpunt invariant laten. 

Geef een voorstelling van Gals permutatiegroep van de hoekpunten. 

7) Zij G de multiplicatieve groep van alle rationale getallen van de 
k m n 

vorm 2 3 5 (k, men n geheel) en laat H de ondergroep zijn, die 

bestaat uit alle getallen 2k. 

Beschrijf de nevenklassen van Hin G. 

Waarmee is de factorgroep G/H isomorf? 

III. Galoistheorie 

4 
1) Bewijs, dat de Galoisgroep van de vergelijking x - 5 = O t.o.v. 

Q(i) cyclisch is. Beschrijf de Galoisgroep t.o.v. Q. 

3 
2) Laat zien, dat de vergelijking x 3x + 1 = 0 normaal is, door de 

wortels rationaal in een er van uit te drukken. Beschrijf de auto­

morfieen van het ontbindingslichaam. 

4 3 
3) Bewijs, dat de vergelijking x - 2x + 9 irreducibel is over Q. 

4) Bewijs, dat de symmetrische groep s
3 

oplosbaar is. 

5) Als f(x} een irreducibele veelterm van de derde graad voorstelt, 

wat zijn dan de mogelijkheden van de Galoisgroep van f(x). 

6) Bepaal de graden van de ontbindingslichamen van de volgende poly-

nomen over Q: 

a) 
4 3 2 

4x + 2. X + 4x + 6x + 

b) 
4 

6x 
3 

4x
2 

- 6x + 3. X + 

c) 
4 

2x
3 

5x
2 

- 4x + 6. X + 
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3 2 
d) x - 3x - lOx + 24. 

3 2 
e) x - 2x + x - 1. 

7) Bewijs, dat het ontbindingslichaam van een polynoom van de graad 

n hoogstens de graad n! heeft. 

8) Beschrijf volledig de correspondentie Ondergroepen-Deellichamen 

van het lichaam Q (i, \;'3) over Q. 

9) Bewijs, dat Q(f) niet normaal is over Q, als j, een willekeurige 

wortel is van x
4 

- 32x + 2 = o. 

IV. Construeerbaarheid 

1) Voor welke van de volgende hoeken is de trisectie mogelijk? 

a)~ rad. 

11 -~ b) arc cos 25 v5 

c) arc cos -115/128 
-« 

d) 3 rad. 

e) arc cos 3/16 

7{f 
f) 

13 
rad. 

131'1' 
g) 8738 rad. 

zn'i 
5 

2) Constructie van de vijfhoek. Stel z. = e 
1 

Bewijs dat: z
1 

+'z
2 

+ z
3 

+ z
4 

= -1 en dat (z
1

+z
4
)(z

2
+z

3
) = -1. 

Laat zien hoe hieruit een constructie van de vijfhoek is af te 

leiden. 
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Oplossingen. 

I. 
2 2 

1) a) Dim V = 3; Basis: x; xy; y. 

b) Im CT'= H(x
2 

+xy; xy-y
2
); Ker ct'= H(x

2 
- 2xy - y2). 

2 2 
c) xy@H(x -2xy+y ); geen oplossing. 

2) a) o< = 0 ; ol = 1 ; c( = 2 • 

b) d. = 0: geen oplossing; Ol= 1: geen oplossing; 

d.= 2: (2,0,3,.0)@H(l,0,1,1). 

3) b) 

4) 4¼. 

II. 

-1 

1 

0 

1) Isomorf met R. 

2) f o f = f 1 • l,p n,m l+n,(-1) m+p 
3) Ac:. D (beschouw in A 1 als generator). B ~C (logarithme). 

4) (1); (1), (12); (1), (13); (1), (23); (1), (123), (132); en s
3 

zelf. 

5) a) neen; b) ja. 
EFGH 

6) Als ABCD de kubus is, met A invariant, dan 

7) a) De nevenklassen zijn van de vorm: 2k 3m 

s
3 

over (B,D,E). 
n 

5 , met va ste n en m 

en variabele k. De factorgroep is isomorf met de groep 3n 5m, 

III. 

1) De ondergroep van s4 die gegenereerd wordt door de elementen (1234) 

en (12) is isomorf met de gevraagde groep. 

2) X. 
1 

De 

2 4 2 = X . X = X - 2• X = X - 4x + 2. 1' 2 1 ' 3 1 1 
Galoisgroep is iso~orf met de even permutaties van s

3
: A

3
• 

4) s3 -::, A3 :> f e1. 
5) s

3 
of A

3
• 

6) a) 4; b) 4; c) 2; d) 1; e) 6. 

IV. 

1) a) ja; b) ja; c) ja; d) nee; e) ja; f) ja; g) ja. 

2) Door constructie van (z
1

+z
4

) en (z
2

+z
3

) uit de vergelijking 

x
2 

- X - 1 = 0, 
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Enige citaten 

- E. Galois, Discours preliminaire, zie (6): "Si maintenant vous me 

donnez une equation que vous aurez choisie a votre greet que vous 

desiriez connaitre si elle est ou non soluble par radicaux, je 

n'aurai rien a y faire que de vous indiquer le moyen de repondre 

a votre question, sans youloir charger ni moi ni personne de le 

faire. En un mot, les calculs sont impraticables". 

- Verriest over Galois, zie (8), blz. 58: "Tant par le resultat obtenu 

que par les considerations qui y conduisent, (sa) decouverte est 

peut-etre la plus grande qui ait jamais ete faite dans le domaine 

de l'algebre". 

- Dieudonne over Galois in (7), Voorwoord: "Ses idees sont a la source 

meme de l'Algebre moderne". 

"on est frappe de l'allure etrangement moderne de sa pensee, son 

insistance sur le caractere conceptuel des mathematiques, son 

aversion pour les longs calculs masquant les idees directrices, son 

souci de grouper les problemes selon leurs affinites profondes de 

structure (),tout cela nous est maintenant familier". 
11 Il etait parvenu a l'essentiel de la theorie des integrales 

abeliennes, telle que Riemann devait les devel()pper 25 ans plus tard". 

- G.A. Miller in Finite Groups, blz. 85 (1916): "Abel and Galois solved 

two fundamental problems in the theory of equations by means of sub­

stitution groups, and thus they dtrected attention to the usefulness 

of this subject (Cf Part III)'.'. Noot vanTj.S.V.: in dat Part III 

behandelen Miller c.s. de 3 antieke problemen; de buigpunten van een 

kubiek; de 28 bitangenten aan een quartiek; de 27 rechten op het 

derdegraads oppervlak. Verg. ook (10). 
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Struik, zie (13), blz. 223/4: 11This mess ("ce gachis") contained 

no less than the theory of groups, the key to modern algebra and 

to modern geometry". 

"we may speculate on the possibility that if Galois had lived, modern 

mathematics might have received its deepest inspiration from Paris 

and the school of Lagrange rather than from Gottingen and the school 

of Gauss". 

- Klein in "Entwicklung", I, blz. 89, over Galois: 

"Des Ausgabe (Liouville's, in 1846, Tj.S.V.) ist ein Portrat der 

jugendlichen Autors beigegeben, dessen Knabenhaft kecker, fast mut­

williger Ausdruck den seltsamsten Gegensatz bildet zu dem wunderbar 

tiefgehenden, dabei vollig klaren, reif durchgebildeten Text des 

Werkes. Dieser Gegensatz veranschaulicht der inneren Widerspruch, 

an dem Galois zugrunde gegangen ist. Eine unerhorte Fruhreife, 

verbunden mit einem nicht zu bandigendem Temperament, dass sich 

keiner Ordnung, keiner Regel fugen wollte, eine Leidenschaftlichkeit 

des Wesens, die sich selbst verzehrte, lassen ihn als den typischen 

Vertreter des ungeordneten, echt franzosischen Genies erscheinen". 

Noot van Tj.S.V.: het portret is van een 15-jarige, zie (7). Wie zich 

verbaast over de lichtzinnige algemeenheid van Klein's slotwoorden, 

bedenke dat de Vorlesung, in zijn woning en voor een kleine kring, 

gehouden werd in oorlogsjaar 1915. 

- Verriest in (8), blz. 45: " .••.• en arithmetique on fait des 

operati9ns determinees sur des nombres determines, en algebre on 

fait des operations determinees sur des nombres non determines, dans 

la theorie des groupes abstraits on etudie des operations non 

determinees effectuees 'sur des objects non determines". 

Enige jaartallen 

ca 100 : 2-de graads vergelijking reeds bij Heron, Alexandrie. 

ca 1000: d_e dichter, astronoom en wiskundige Omar Khayyam {= Tentma­

kers) te Merv, Perzie, over de 3-de graads vergelijking. 

ca 1150: Gerhard van Cremona vertaalt te Toledo veel uit het arabisch, 

o.a. over algebra. 



ca 1500 

1515 

1535 

1545 

1540 

1770 

1777 

1789 

1801 

ca 1820 

S4 

Europa leert boekdrukkunst en ontdekt Amerika. 

Scipio del Ferro, van de befaamde universiteit te Bologna, 

vindt de oplossing der 3-de graads vergelijking. 

Tartaglia(= de Stotteraar) idem. 

Cardano idem; noemt Tartaglia. 

Tartaglia lost de 4-de graads vergelijking op. 

Lagrange publiceert (4). 

Gauss geboren. 

Cauchy geboren. 

Gauss en de regelmatige 17-hoek. 

Rage der 5-de graads vergelijking (verg. de pi-rage). 

1802-1829: Niels Henrik Abel, Noor. 

1811-1832: (mei): Evariste Galois. 

1815 

1826 

1830 

1846 

(1848 

(1870 

Boole geboren, Brit. 

Abel publiceert (5). 

Galois stuurt (6) in. 

Liouville publiceert (6), na veel vlijt en aandrang van 

broer A. Galois en vriend A. Chevalier. 

Boole's brochure (9) -) 

G. Cantor begint te publiceren over Verzamelingenleer.) 

Wat Abel en Galois gemeen hadden 

Tijdvak der romantiek. Merkwaardige moeder (A: mooi en vrolijk als 

haar zoon; G: geleerd en paradoxaal; overleefde haar zoon 40 jaar). 

Lazen jong Lagrange en 11 losten" met 16 jaar de 5-de graads vergelijking 

"op", doch natuurlijk fout. 

A overleed aan armoe entering, G aan domheid en onrust (verg. (12): 

Genius and Poverty; Genius and Stupidity). 

Wat A bewees voor de 5-de graads vergelijking, bewees G voor elke 

graad, tevens aanwijzend wanneer "oplossing" toch weer wel mogelijk. 

Van beiden gingen waardevolle manuscripten teloor op een hooggeleerde 

tafel; o.a. op Cauchy's tafel.(A 24-10-1826 aan Holmboe: "Cauchy est 

fou" (C is gek)). 
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A had als grote vriend Crelle; Gals bescheiden vrienden leraar 

Richard en makker Chevalier. 

Beiden openden een weg in de functie-theorie, verg. Abel met Jacobi 

en Galois met Riemann. 

- s. Lie over A en G (in 1897): Die Mathematiker unserer Zeit werden 

erst durch das Studium von Abel's durchsichtigen und tiefen Unter­

suchungen in den Stand gesetzt, Galois' ebenso schwer zugaengliche 

als tiefe Ideen zu verstehen .. 

Het Frans heeft voor wortel en wortel naar behoren twee woorden: 

racine en radical. 

Uit het korte leven van Evariste Galois 

1811: oktober, geb. te Bourg-la Reine bij Parijs. 

Vader hield een jongens-pensionaat. 

1815: (de 100 dagen) Vader wordt burgemeester. 

1828: Eerste publicatie, als lyceist; door Cauchy zoekgemaakt. 

1829: Tweemaal afgewezen voor de beroemde Ecole Polytechnique. 

1829: naar de Ecole normale. 

1830: vandaar verwijderd. 

1830: Secretaris der Academie overlijdt waardoor weer een manuscript 

zoek. 

1830: in conflict met de politieke politie, En zie (6). 

1831: Poisson stuurt manuscript terug als onbegrijpelijk. 

1831: 8 maanden in het gevang, bespot door geboefte. 

1832: wegens slechte gezondheid op erewoord beperkt vrij. 

1832: nacht van 29 op 30'mei: schrijft inderhaast zijn wetenschappelijk 

testament (aan Chevalier, bestemd voor Jacobi en Gauss. - Zie 

in (7) de 7 blz. die beginnen met blz. 173. P .M. : "ce gachis"; 

gachis = rommel; smeerboel; metselspecie.) 

1832: 30 mei: blijft na duel liggen met buikwond; 

31 mei: sterft aan buikvliesontsteking in het ziekenhuis. 

Tot zijn jongere broer: "Ne pleure pas, j 'aL besoin de tout 

mon COUrage pour mourir 8:fVingt allS II , 



Dichtregels van G. tussen zijn calculaties: 

"L 1 ~ternel cypres m'environne: / Plus pale que la pale automne, / 

Je m'incline vers le tombeau". 

Over de onbekende, x (zie M. Cantor, Geschichte, I) 

Arabisch • sjai (ding); dzjidz (wortel). 
' Hindoe yaavat - taavat. 

Latijn tantum quantum(!); ook radix. 

Italiaans: cosa (de "cossisten"). 


