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Colloquium "Onderwer:pen uit de modeltheorie" 

Spreker: B. van Rootselaar. 

Ruw gezegd zijn de vragen van modeltheorie de vragen naar de sa­

menhang tussen wiskundige systemen en hun beschrijvingen door middel 

van een formule taal, ioh.b. vormen van de eerste orde predicatenreke­
ningo 

De ingredienten van een dergelijke taal L zijn: 

objectsymbolen (indiv.constanten) a, b, c, ••• 

variabelen 

relatiesymbolen (predicaatletters): A( ), B( , ), ••• 

logische tekens 

q_uantoren 

en haakjes [ , ] 

( • ) , (E.) 

Uitgaande van atomen 9 welke ontstaan door in predicaatletters object­

symbolen en/of variabelen te substitueren - b.v. A(a), B(a, x) -, bouwt 

nen formules op met de loe;ische tel:ens en de q_uantoren ( en haakj es). 

Een variabele, welke in het bereik van een q_uantor valt heet gebonden, 

b.vc x in (x) B(a, x); wanneer dat niet zo is heet de variabele vrij 

(komt de variabele vrij voor). We zijn in het bizonder geinteresseerd 

in zinnen ~itspraken)van L, d.w.z. in formules zonder vrije variabelen. 

Haast de taal hebben we wiskundie;e structuren, d,w.z. verzamelingen 

M met deelverzamelingen van H, 1-f, M3 , ••• (relaties). 

Om de uitspraken van L oetekenis te geven in een structuur M legt 

men veroand door een 1 - 1 afbeelding van de verzameline; !I in de ver­

zamelin13 der objectsymoolen van Len van de verzamelin13 der relaties 

in die van de predicaatletters van L(afb. f). 

Een zin X van L heet gedefinieerd in M als de in X voorkomende object­

synbolen en predicaatletters onder f corresponderen met elementen van 

!-; en relatics van 1-1 ( orde trouw, d. w. z. B( , ) correspondeert net een 

relatie B 1 ci:2, enz,), 
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Hiernede zijn we er nog niet ~ we moeten nog afspreken wanneer een zin 

X van Lin M zal gelden, Dit leggen we inductief vast: 

1, Is X atoom, dan geldt X in 1-1 als fX ( op vanzelfsprekende wij ze 

gedefinieerd) in M waar is, is X boVo B(a, b) en is fB = B 1 C r.i2 
1 1 . 1 1) 1 en fa = a en fb = b dan geldt B(a, b) in M als (a , b EB • 

(Let wel B(a, x) wordt niet geinterpreteerd, want B(a, x) is geen 

zin)" 
De geldigheid van ingewikkelder zinnen brengt men terug tot die 

van eenvoudiger: 

2o "'?X als fX niet waar is in Ho 

3. XvY als fX of fY waar is in M. 

4, X,S als fX en fY waar zijn in M, 

5- (Ey)X(y) als er een object symbool a is zodat X(a) geldt. 

6" (y)X(y) als X(a) geldt voor elk objectsymbool a met fa€M. 

M heet model van de verzameling zinnen V als H model is van elke Xe V, 

d.w.zo als elke XE.V geldt in Mo 

Een centrale stelling met vele interessante toepassingen is de zo­

genaamde compactheidsstelling. 

Als elke eindige deelverzameling van een verzameling K van zinnen 

een model heeft, dan heeft Keen model. 

Verscheidene interessante kwesties zijn: 

O. gevolgen voor de mathematische structuren van uitdrukbaarheid in de 

eerste orde logica, i.h.b. toepassingen van de compactheidsstelling 

( zie [5] , hoofdstuk 2) • 

1. vragen naar de karakterisering van structuren door verzamelincen van 

zinnen ( [7}), i .h. b. de gevolgen van het bestaan van niet-bedoelde 

modellen ( [5], [6] , [7]). 
2. wat is er voor gemeenschappelijks in de modellen van een verzameling 

zinnen (modeltheoretische invarianten: Kreisel, b.v. in [1]). 
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3. volledige theorieen, dow.z. verzamelingen T van zinnen, zodat voor. 

elke X, die geen andere ingredienten gebruikt dan T juist een van 

de twee verzamelingen TU { X} en T v{~ } een model heeft. 

4o onafhankelijkheidsonderzoek van axioma's van de verza.melingsleer, 

b.v. Cohen in [1]. 
5o modeltheoretische fundering van logische systemen (Beth, Kripke in 

[3]). 
6, generalisaties van de modeltheorie (continue modeltheorie [2] ). 

Ik wil voorstellen om met het ender 1. genoemde onderwerp te be­

ginnen, omdat daarin een, vanuit wiskundig standpunt interessante, 

ontwikkeling is ontstaan in de zogenaamde non-standaard analyse met 

toepassine;en o:p vele gebieden. We kunnen dan later zien of onze belang­

stelling ons nog tot andere onderwerpen voert. 

Om een voorlopige indruk van het onde~werp te geven zal ik in het 

kort schetsen waarom het gaat. 

Onbedoelde modellen van axiomastelsels der rekenkunde zijn gecon­

strueerd door Skolem ( zie [7]). 
Hij gaat daarbij als volgt te werk. 

Laat N de rij der natuurlijke getallen en M ·= {rn {t)} een rij arithmetische 

functies zijn, d.w.z. f. : N-+ N, dan is er een monotoom stijgende functie 
J.. 

c; : 1'J -+ N zodat bi.j elk paar ( i, j) een t. . is, zodat voor t > t. . geldt 
l.J J..J 

r. g(t) < r. g(t) or r. e(t) = r. g(t) 5r r. g(t) > r. g(t). 
l. J J.. J l. J 

Hierdoor is het mogelijk van M een geordende rij N* te maken door 

de definities: 

f. < f. <-> voor alle t > t .. geldt f. g(t) < f. g(t) 
l. J l.J l. J 

f. = f. <-> voor alle t > t .. geldt f. g( t) = f. g(t) 
J. J l.J l. J 

f. > f. <-> voor alle t > 
1 J 

t .. geldt f. g(t) > f. g( t). 
lJ J. J 

Door de element en van IJ te identificeren met de constante functies ver-

* * * krij gt men IJ C N . Verder is 1 < f voor alle f E. N en elke f EH heeft -



4 

* een opvolger f + 10 Dus is N een beginsegment van N. De identiteits-
* functie is als element van N groter dan elke n E.N en dus is H een echt 

. * beginsegment van No 

Om nu een model van de rekenkunde te krijgen moeten ook de arithmetische 
k *k * functies IT -+ N getransponeerd worden tot N -+ n. Hiertoe moet men 

verlangen, dat de rij 1-1 afgesloten is t oO .v o samenstellen van functies. 
k * *k * Zij nu F ~ N ~ N dan definieert men F : N -+ N door 

F*(~1, ooo, fn)(t) = F(f1(t), •o•, fn(t)). 

Als voorbeelden noemen we de som van twee functies door (f + g)(t) = 

= f(t) + g(t), het product (fo,g)(t) = f(t).g(t). 

Door een geschikte rij H te kiezen kan Skolem nu bewijzen dat alle zin­

nen, opgebouwd uit atomen welke vergelijkingen of ongelijkheden tussen 

ari thmetische functies zijn 11 die waar zijn in N ook waar zijn in rt'. 
* Daar Hen N niet isomorf zijn kan hieruit geconcludeerd warden, 

dat een aftelbaar 1e orde axioma stelsel de rij der natuurlijke getallen 

niet karakteriseert, zie verder [7] . 
Onbedoelde model~en van de analyse kan men construeren ~et behulp van 

de ultra.m.acht Re1\ =Re*) van de verzameling Re der re~le getallen; zie [4], [5] 
* . Elementen van Re warden de functies f: N ->Re. 

Zij Deen ultrafilter in H, d.w.z. een klasse van deelverzamelingen van 

N, zodat 

1. <p~D 

2. A, BED -+ AnB€.D 

3. A€ D en AC BC. N -+ B t D 

4. ACN-+ AE.D of N - AED 

De relaties R op Re - dus i.hob• de functies Ren-+ Re - worden nu als 

volgt op Re* uitgebreid tot relaties R..,: 
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Voorbeelden: 

1o f = g (eigenlijk f = *g). 

f = g <-> { n ; f ( n ) = g ( n ) } E: D. 

* = is op Re een eq_uivalentie. We laten zien dat uit f = g en g = h volgt 

f = ho N oL we zien uit de veronderstelling met 2 en 3 van de ultra­

filter definitie: 

{n ; f(n) = h(n)} :::>{n ; f(n) = g(n)}n {n ; g(n) = h(n)}E.D, dus f = h. 

Opmerking: Luxemburg werkt met de eq_uivalentieklassen [r] = { g ; g = f} 

als elementen van het model, Robinson met de functies zelf. 

2, Optelling: f + g = h <-> {n ; f(n) + g(n) = h(n)}E:.D. 

3o Inverseo 

f = o <-> {n ; f(n) = o}ED, dus ff O <-> {n ; f(n) = o}~D, dan 1s 

volgens 4 van de definitie van ultrafilter dus {n ; f(n) f O}ED. 

Voor g met g(n) = f(n)- 1 als f(n) f Oen g(n) = 1 als f(n) = 0 geldt 

fg = 1, daar 

{n ~ f(n) g(n) = 1} = {n; f(n) f O}EDo 

4o Ordening. 

f < g <-> { n ; f ( n) ~ g ( n)} E Do 

* Hierdoor wordt Re een geordend lichaam ( zie [4] ) . 
. * . 

f)]) = ¢ dan 1s Re niet * isomorf met Re, dan is n.l. Re niet archimedisch 

geordend (in de strikte . * zin dater niet bij elke f > 0 en g > 0 1n Re 

een nE.lJ bestaat met nf > g)o 

Zij namelijk f E Re* gedefinieerd door f(n) = n en stel f < m (EN), 

dan {1, ,,oo, m-1}t:.D waaruit volgt nD f ¢, dus er is geen m met f < m, 

doWoZo voor alle mEn is f > m, dus ook f > m. 

* * * * Er geldt N C Re , NC N en Rec Re ( echt). 

* Alle eerste orde z1nnen, die in Re gelden,gelden ook in Re. 

Men heeft in n* oneindig grote getallen en in Re* zowel oneindig grote 

als oneindig kleine getallen. Deze zijn toepasbaar in de analyse en recht­

vaardigen interpretaties en karakterisering als: 
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1 , De rij {sn} in Re is juist dan begrensd (in Re) als de element en 

{s} 
# 

alle eindig zijn, in Re zijn. Bedenk hierbij van in Re doWoZ• 
n 

* * dit {s} in Re * een f'unctie iso s : N ➔ Re 
n 

* 2 SE Re is limiet van {s} in Re juist dan als in Re geldt Is - sj n n 
oneindig klein voor alle oneindige n (doWoZc in 1I * HL -

Men kan eenvoudige bewijzen leveren van bekende stellineen der 

.analyse (Bolzano - Weierstrass) maar ook interessante karakteriseringen 

in de topologie (Robinson), en nieuwe resultaten verkrijgen, b.vo in 

de theorie der lineaire operatoren ( zie [6]). 

In concrete stel ik voor om uit [6] te bespreken de hoofdstukken 

(of gedeelten daarvan): 

IIo (logica) 

IIL (elementaire analyse) 

IVo (topologie) 

VIL (lineaire ruimten). 
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Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker: B, van Rootselaar. 

We zullen nu voorbereidingen treffen om de compactheidsstelling 

(zie p.2) te bewijzen. Ter vereenvoudiging veronderstellen we hierbij, 

dat ➔ en = niet in de taal L voorkomen (hierdoor verliezen we niets) • 

Het bewijs zal geschieden door de constructie van een model van K 

in de vorm van een ultraproduct voor een verzameling zinnen in prenexe 

normaalvorm, d.w.z. van de gedaante 

• • • ' X ) n 

waarbij Q. quantoren zijn en A geen quantoren bevat. 
1 

Het bewijs is dan algemeen, omdat bij elke zin X een daarmede 

equivalente zin X' bestaat, in prenexe normaalvorm, d.w.z. een 

prenexe X' met dezelfde constanten en relatiesymbolen als X met de 

eigenschap dat X' juist dan geldt in een structuur als X daarin geldt. 

We geven nu eerst de algemene definitie van het ultraproduct (1 ), 

dan een schets van de reductie op prenexe normaalvorm (2) en daarna 

het bewijs van de compactheidsstelling (3). 

1, Twee structuren heten gelijksoortig als al hun.relaties interpre­

taties zijn van dezelfde verza.meling van relatiesymbolen. 

Het ultraproduct -~ van een klasse Q = {Mv; v:c-I} van geliJksoortige 

structuren Mv wordt als volgt gedefinieerd. 

DCP(I) is een ultraf'ilter, d.w.z. voor D gelden de eigenschappen: 

U1 (D) : ¢ ¢. D; U2(D) : Als A,BE:..D dan An. B e.D; 

u3(D): Als AE.D en A-.B, dan BE-D; u4(D): Voor elke AE.P(I) 

geldt A~D of A''=D• 

De elementen van QD zijn de functies 

f: I -+ U Q 

zodat f( v) EM voor alle v ~I. 
\) 
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Bij elk relati~symbool R, dat in alle Mv geinterpreteerd is 

behoort een relatie R gedefinieerd door 

N.B. In (f (v), ••• , f (v))c::R staat R voor de interpretatie van het 
1 n 

relatiesymbool R in M. 
V 

2, Een met X equivalente X' verkrijgt men door de vervanging van 

deelforrnules van X van de vorm 

4 (Y 1/Z) door -,y I\ ,z 
-,(YA Z) door .,y V ,z 
,( Ey) z door (y )'Z 

'(y )Z door (Ey)'Z 

wat resul teert in een met X equi valente formule X1 , waarin toepassing 

van -, voorafgaat aan die van v , /\ , ( E. ) , ( • ) , en vervanging in X •1 van 

deelformules van de vo:rm 

((Ey)Z)\/Y door (Eu)(Z' vY), 

waar u niet in de eerste formule voorkomt en Z' uit Z ontstaat, door 

y te vervangen door u. Analoge vervanging van/\ i.p.v. /\ en (.) i.p.v. 

(E.) levert dan een equivalente X' in prenexe normaalvorm. 

Voorbeeld: 

X = ' ( Ey ) R (a, y) v , ( ( y ) ( Q ( y ) I/ ( Ez ) S ( y, z ) ) ) 

(eerste stap: ,naar binnen) 

X 1 = (y)7R(a,y) v (Ey)("7 Q(y)A(zf/S(y,z)) 

(tweede stap: quantoren naar buiten) 

x21 = (u)(7 R(a,u) V (Ey)('Q(y) A(z)7 S(y,z))) 

x22 = (u)(.2v)(•R(a,u) v (1 Q(v)A(z)'S(v,z))) 

x2 3 = ( u H Ev ) t1 R ( a , u) v ( w ) C7 Q ( v ) A..., s ( v, w ) ) ) 

X' = (u)(Ev)(x)(1 R(a,u) V ('Q(v)I\ 7 S(v,x))) 
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Opm.: Voor volledig bewijs zie b.v. 

D. Hilbert, W. Ackermann: Grundzuge der theoretischen Logik. 

A.H. Lightstone: The axiomatic method. 

Zinnen in prenexe normaalvorm. interprete~en we- in structuren door 

toevoeging van functiesymbolen (Skedem functoren). Hierbij overschrijden 

we bet bestek van onze taal 1, 

Dat (x)(Ey )R(x,y) in M geldt betekent, dat bij elke constante a 

een b best a.at, z.odat .R(a., b) in M geldt. In M is er. dus een funct ie f, 

zodat voor alle xeM geldt (x,f(x)) €.R. We voegen nu een functiesymbool 

¢ toe aan onze taal met f als interpretatie in M eh we zeggen, dat 

R(x,<P(x)) in M geldt als voor elke constante die in M geinterpreteerd 

is R(a,¢(a)) in M geldt. Deze definities zijn dus zo ingericht, dat 

R(x,<P(x)) in M geldt juist dan als (x)(Ey)R(x,y) in M geldt. 

Op deze wijze wordt bijvoorbeeld de met X = (x)(Ey)(z)(Eu)R(x,y,z,u) 

corresponderende formule: 

R(x,¢(x),z,~(x,z)). 

3. De compactheidsstelling. 

Laat Keen verzameling zinnen 1n prenexe norm.aalvorm zijn, zodat 

elke eindige deelverzameling een model heeft. De klasse der eindige 

deel verzamelingen van K noemen we PO (K), met element en µ., v, • • • • 

Bij elke v kiezen we een model M en we zorgen ervoor, dat de in K 
\) 

voorkomende .relatiesymbolen in alle M geinterpreteerd zijn, door ze 
V 

zo nodig in M · door een lege relatie te interpreteren. De objectsymbolen 
\) 

van K worden in een ultraproduct over Q door functies f, waarbij f( v) 

een in M aanwezige interpretatie is of indien zo'n interpretatie er 
\) 

niet is, een willekeurig element uit M. 
V 

We moeten nu een geschikt ultrafilter D definieren, zodat elke 

X e.K in QD geldt. 

Dat gaat als volgt. 

Zij d(v) = {1-i; VCµ} 

en Do== {d(v); \JE:::Po(K)} cPO(K). 

Dan gelden u1(D0 ) en u2 (D0 ), omdat ¢ f/=-D0 en d(v) t1d(µ) == 

=d(vvµ). 
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We beschouwen nu de deel verzamelingen van PO (K), die D0 bevatten 

en waarvoor u1 en u2 gelden. Deze verza.meling is part1.eel geordend 

door inclusie en bevat· -volgens Zorn een maximaal element, zeg D. 

Er geldt nu u3(D), want als we definieren 

D' = {B; er is een AE...D met A c..B} 

dan gelden u1 (D' ), u2 (D') en u3 (D' ), terwijl Dc.D'. Weg-ens maximaliteit 

van Dis D = D' en dus geldt u3(D). Tenslotte• ziet men als volgt, dat 

u4(DJ geldt. 

Zij Ac.P0(K). Definieert men 

D(A) = {B; er zijn Fen C met F E:D, Ac.C en B = F AC}, 

dan geldt D c: D(A) en A 6D(A). Verder geldt U2 (D(A)) en als U1 (D(A)) 

geldt, dan volgt wegens maximaliteit van D, dat D(A) = D en dus Ac.D. 

Analoog voor D tA' ) • 

Is nu¢ E..D(A) f'\D(A' ), dan zijn er Fen Gin D met Al"lF = A' l'\G = <fl 

en dus Ff'\G = ¢E.D, zodat uit u1 (D) volgt U,(D(A)) of u1(D(A' )) en dus 

AE:DofA'E.D. 

We moeten nu aantonen, dat de z1.nnen van K 1.n QD gelden. Dit laten 

we zien aan de hand van de zin 

X = (x)(Ey)(z)(Eu)R(x,y,z,u), 

waarbij we veronderstellen, dat R is: 

waarin R1 , R2 , R3 atomen ziJn. 

Het komt er dus op neer, dat we laten zien, dat R(f,¢(f),g,t/i(f,g)) -

=-7R 1(f,cp(f)) v (R2 (f,g) /\ 1 R3(g,t/i(f,g))) in QD geldt. 

De Skolem functoren ¢ en 1jJ zijn hierbij op QD geinterpreteerd 

door 

<P(f)(v) = cp(f(v)) voor alle veP0(K) 

en tjl(f,g)(v) = 1/J(f(v),g(v)) voor alle veP0(K). 

N.B. De qi en· 1jJ in de rechterleden staan voor de· inte~pretaties van 

¢ en 1jJ in M. 
\) 
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Als afkorting gebruiken we R. [v} voor R 1 (f(v) ,qi(f( v))) en analoog 
7 . 

voor de andere formules. 

ZiJ nu 

dan geldt R in ~' volgens definitie van gelden, in een structuur en de 

defin1tie van~' als 

(A! is complement van A. ) , dit moet dus worden aangetoond. 
l l 

Zij nu J - - } B = l v; R Lv J . 
Indien A = /x} dan geldt R_[A] en als µ e d( >,.) dan geldt R[µJ, dus 

d( ;\) c. B, zodat volgens definitie van D ook B €: D. 

Verder als AE.B, dan A'=.A1 u(A2 nA3) en dus 

B c:. A' v ( A2 11 A:3 ) 

A\ v(A2 AA3) €:D. 

en dus 



Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker: L.E. Fleischhacker. 

In vele takken van de wiskunde hebben variabelen behal ve op element en 

van een zekere verzameling vaak ook betrekking op deelverzamelingen, 

relaties, i.b.b. functies, etc. De gebruikte logica wordt dan dus 

geinterpreteerd als een "hogere orde 11 logica. Aangezien deze inter­

pretatie tot tegenspraken kan leiden moeten enige beperkingen aan 

bet logiscbe systeem worden opgelegd. Een van de methoden bierbij 

is de theorie der logische typen. De bier gebruikte typentheorie 

wiJkt iets af van de gebruikelijke 'J).::.1u::-n. 

We zullen eerst de 11hogere orde structuren" definieren die ons als 

modellen zullen dienen, daarna een "gelaagde" taal die deze modellen 

kan beschrijven. 

Definitie 1. Typen 

i) Of:T 

ij ) T l , • • • , T e. T 
n 

==> 

We noemen de elementen van T typen. 

Definitie 2. Hogere orde-structuur 

( 1 1 , 1 2 , ••• , r n) €.T 

Als gegeven is een verzameling A -:f:. :,;, een stelsel verzamelingen 

fl B ) en ee~ afbeelding cp, dan vormt [ B I T een hog ere orde struc-
T TE:.T T Tl!= 

tuur over A met interpretatie cp als aan de volgende voorwaarden 

voldaan 1s: 

i) cp gedefinieerd op t) B 
T 

iij) als T = (r 1, ••• , 'n) dan geldt: 

Als cp 1-1 duidig is noemen we de structuur Normaal. Als in.,... de gelijk­

heid geldt voor alle r spreken we van een volle structuur. 
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Bij elke verza.meling A behoort dus o .a. de volgende volle-normale 

structuur: 

i) A = A 
0 

ij) als T = ( r 1, ••• , rn) dan is Ar = CJ (A x • • • x A 
r 1 rn 

waarbij ¢ de identiteit is. 

Er geldt ¢ [B ] c A waaruit onmiddellijk volgt dat de verzamelingen B 
t - T T 

disjunct moeten zijn. 

We zullen de elementen van A "relaties van type 1" noemen en als 
T 

r = 0 ook wel "individuen". 

De element en van B noemen we "constant en van type r tY en als r = 0 
T 

ook wel indi vidu-constanten. 

De elementen van ¢ [B) noemen we inwendige relaties, die van 

A \ ¢ [B l uitwendige relaties van de structuur { B J T. T T- ____ ..,.___ 1 TE. 

In een vol systeem zijn dus alle relaties inwendig. 

We definieren nu twee talen !\. en /\' om de h.o. structuren te beschrijven. 

Eerst enige syntactische begrippen: 

Definitie 3, 11 hogere orde" taal !\.. Deze bestaat uit: 

i) 

ij) 

Bij elk typer een verzameling C van constanten zo, dat 
T 

r 1 f:. r 2 ==> C 0 C f; o. 
1 1 1 2 

Bij elk typer= (r 1, ... , rn) een n+1 plaatsig relatiesymbool <I\ 
waarbij we aan de plaatsen de typen resp. r, 1 1 , ••• , t toekennen. 

, n 

iij) Variabelen en logische constanten als in de 7e orde taal. 

Definitie 4. de taal /\'. 

Behalve het bepaalde onder 1, ij, llJ 1s in deze taal ook nog aanwezig: 

iv) bij elk type 1 een 1-plaatsig relatiesymbool e • 
t 

Definitie 5, Vocabulair. 

Als X een formule en Keen verzameling forrnules van/\ 1s definieren we 

de volgende verzamelingen. 
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Voe (X), Voe (K) verzameling der variabelen en constanten die op 
T T 

plaatsen van type r in X resp. een formule Y <6.K 

voorkomen. 

Voc(X), Voc(K) idem, zonder typespecificatie. 

Voce (X) Vocc.(K) alleen de constanten. 
T 1 

Definitie 6. Gelaagd 

Een formule X cA is gelaagd als de verzamelingen Voe (X) voor ver-
1 

schillende r disjunct zijn. 

Een verzameling fo:rmules K is gelaagd als alle formules ervan gelaagd 

zijn en bovendien de verzamelingen Voce (K) disjunct zijn. 
T 

Met behulp van de volgende semantische begrippen leggen we de inter­

pretatie van de zinnen vap A in de structuren f B }/ T vast. 
T TE: 

Definitie 7. toelaatbaar 

Een formule X van A is toelaatbaar in M 
I . 

= LB } T als: 
T Tc 

i) X gelaagd 1.S; 

ij ) voor alle T geldt Voce (X)cB • 
1 - 1 

In afwijking van bet door Robinson in l6J gevolgde procede identifi-

ceren we hier dus wel de constanten van A met de elementen van B 
T 

maar we onderscheiden de elementen van B steeds van de relaties 
! 

uit A • 
T 

Zij nu M een hogere orde-structuur en A(M) de verzameling van in M 

toelaatbare forrnules, dan definieren we 

Definitie 8. 

Alsr=(T 1, 

Diagram ~(M) van M 

• • • ' T ) : n 

<==> a E:.B , b. eB , i = 1, ••• , n en 
1 1. T • 

1. 

< ¢,(b1 ), ••• , ¢,(bn) > 6. ¢(a) 

ij) -,cp (a, b 1, .•• , b )E:©(M) 
T n 

<==> a eB , b. 6 B , i = 1, ••• , n en 
1 1. T • 

1. 

<</>(b 1), ••• , ¢(bn) > ¢:¢,(a). 
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Definitie 9. De verzameling'j((M) van zinnen toelaatbaar en geldig in 

M is de semantische afsluiting van ~(M) in A(M) ( verg~lijk 1 e orde). 

Het is gemakkelijk na te gaan dat A(M), ~(M) en ~M) gelaagde ver­

zamelingen zijn. 

Als we de formules van A als eerste orde-formules willen opvatten 

moeten we de voorwaarde van gelaagdheid in deze formules zelf opnemen. 

Dit geschiedt op de volgende wijze. 

Definitie 10. type-transformatie A: A~ A' 

i) Als X een atomaire formule is: AX= X, A is distributief t.o.v. 

alle logische connectieven. 

ij) A(=lx)Z = (-3.x)Sr(x)I\AZ als X"-Voc 1 (Z) en 

A(3,x)Z = (=l:x)80 (x)AAZ als x ~Voc(Z). 

iij) A('vx)Z = ('1x)8 (x) :)AZ als x6.Voc (Z) 
T T 

en 

A ('vx)Z = (v'x)e0 (x) -:)AZ als x 4',Voc(Z). 

We beschouwen tevens bij elke h.o. structuur M 

structuur MA = < B, {s1 } 1E.T U {Fr} rE:T > waarbij 

interpretaties resp. van 8 en¢ zijn. 
T T 

= {B} een 1e orde 
T 

B = U B en S en F 
Te[' T T T 

Schematisch laat de situatie zich als volgt voorstellen. 

M, = <- B' { S } IJ r F l > 
/\ T L T J 

!D(M)c. 'Jl(M) --A➔'J{A (M) 

We kunnen nu bewijzen: 

St ell ing ( 2 • 7 • 1 ) Als X cA(M) dan: 

X~"Jf(M) <==> AX t:J'l(MA) 

Bewijs: Voor het geval X geen quantoren bevat volgt de conclusie direct 

uit Def, 10 en uit 

<a, b 1 , ••• , b > 6 F 
n T 

<==> 

Stel nu: Zl!:'X(M) 

mogelijk: 

<==> AZ ~'X(MA) en X = (:lx)Z dan zijn er twee gevallen 



i) x e..Voc 1 ( Z) dan hebben we de volgende equivalentieketen: 

xe:.'J((M) "==' Z(.· c~M) voor zekere a6B c:::=• 
T 

• ... ==> 

'==> 

>-z(a)t£'1l( 

>-x e. ')(( M ,\ ) • 

en a e:-S ,==> 

iJ) xl$.-Voc(Z) dan, daar B0 ¥: O: (1.x)e0 (x)c.?'i'.(M;,_) dus X - Zen AX - AZ 

waaruit de conclus1e van de stell1ng voor X volgt. 

Als X = (Vx)Z is de redenering geheel analoog. 

Nu kunnen wiJ de compactheidsstelling overdragen op hogere orde zinnen 

en modellen. 

Stelling ( 2. 8. 1 ) • Als K een gelaagde verza."'11.eling zinnen van 1\ is 

en elke eindige deel verzameling van K heeft een model, dan heeft K 

een model. 

Het bewijs verloopt volgens dit schema: 

K.c?((M) 

(2.5.1) __ I 

·-··----.. --.... ---·~·------➔ \LKJ vH0 vHcc.'J'((N) 

waarbij HO een formulering in A1 van de type- en extensionaliteits­

voorwaarden is. B.v. 

( 'ti x) [,er ( x) v 7 e O ( x J] e H0 al s r :/:- a en 

(l'ix)(\;/y)(\lz)('!iu)[e_(z)/\8 (x)/,8 (y)/\8.(u):::i [[4\ (x,z) -
2 2 3 2 

:> [¢ (u,x) 
T3 

en verder 

ipT (y,z)]-::;, 
2 



(2.5.1) is de compactheidsstelling voor de 1e orde. 

Het bewijs bestaat hoofdzakelijk uit verificaties betreffende het 

vervuld zijn der type-voorwaarden. 

Bij..,... word-c uit het le orde-model N = <B, {Sr} u{F 1 J > va!1_>.{K]vH0 uHc 

een hog ere orde struct uu~ M = { B } opgebouwd op de volg ende wij ze. 
T 

<j> I B0 is de identiteit, 

BT = ST 

Stel ¢ reeds gedefinieerd op B , 
1 1 

T = (T, •••, 1 ) n 

<j>(b) = { <<j>(b 1 ), . . . ' 

... ' B dan wordt als b E:.B , 
T T 
n 

<j>(b )>j<b, b 1 , ••• , b >~F } • 
n n T 

(Er kunnen dus elementen van B zijn die in geen enkele B voorkomen.) 
1 

Opmerking: Het model M dat hier ontstaan is behoeft niet vol noch 

normaal te zijn. Zoals verderop zal blijken is het wel altij d mogelijk 

een normaal model ·voor K te vinden. Het kan echter voorkomen dat van 

een verzameling Kalle eindige deelverzamelingen een vol model hebben 

en K zelf uitsluitend niet-volle modellen. We zullen zien dat elke 

verzarn.eling zinnen tot een dergelijk systeem is uit te breiden. 

Een eenvoudig voorbeeld is de uitbreiding van een theorie der natuurlijke 

getallen met de zinnenverzameling {a > n}:=l V {a~N} waarbij a een 

van alle getalaanduidingen verschillende constante is. 

Een model {B} van de uitgebreide theorie kan nooit vol zijn, imrners 
T 

de oorspronkelijke verzameling van natuurlijke getallen N0 moet uit-

wendig zijn. Om dit in te zien beschouwen we het inductie-axioma. 

(rlx) [<P ( 0 ) ( x, 1 ) A ('Vy)( Vz) [<P ( 0 , 0 ) ( s, z ,y) A q, ( 0 ) ( x,y) :> <j) ( 0 ) ( x, z )j =:> 

::> (v'u )cp ( 0 / x, u)] 

waarbij s de opvolger-relatie aanduidt. 

Stel N0 werd aangeduid door een con~tante v. 

Substitutie van v voor x en a voor u leidt tot de conclusie cp(O)(v,a) 

waarmee \I dus automatisch een andere interpretatie krijgt dan we bedoelden, 

d. w. z. NO ¢ <j> [B ( O )] • 
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Zie voor di t voorbeeld en bet daarrnee verbonden begrip ,0-consistentie 

:1,: I : 933 • 

We zu.llen nu volle modellen van een theorie· Standaard-modellen noemen. 

In bet volgende wordt nu een algemene methode beschreven om een theorie 

uit te breiden tot een die alleen niet-standaard modellen heeft. 

Definitie 11. De logische afsluiting KA van Kin A is de verzarneling 

zinnen X van A zodanig dat {7X) \J K geen enkel model bezit. 

Definitie 12. Samenlopende relaties. 

Zij Keen gelaagd stelsel zinnen van 1\, b-=.Vocc(r T )K dan definieren 

we ""b = {xcBT I ('3_y)[¢(T ,r )(b,x,y)]cKi\J (in 1e~n model van K is 

dus ¢ [pJ bet Jome in van ¢ ( b) 1. 
bis samenlopend (notatie: b E.f 0 ) als voor alle eindige verzamelingen 

{g 1, .•• , g
11

} c.l\b geldt 

(-3.y) [¢(r T )(b,gl,y) A··• l\qi( .. r T )(b,gn,y)] E:_Ki\. 
1'2 . ·1•2 

Enige voorbeelden van samenlopende relaties: 

Ongelijkbeid in een oneindige verzarneling; relat ies die een gerichte 

halfordening definieren; de 6. relatie van type ( ( r )r) als alle eindige 

deelverza.~elingen van Br tot B(r) behoren; de? relatie in een gekit 

stelsel verzamelingen. 

Definitie 13, Vergroti:q,g 

K als bij def. 12, B c:..r 0 dan is HB de .' -vergroting van K als 

b 6 B n BT , a E. l'lb, T 6 T J 

waarbij ab een constante is zodanig dat ¾ (/;. Voe K. 

Als B = r0 spreken we kortweg van de vergroting. 

Als K = -:,{(M) en M een volle normale structuur dan noemen we M .... een 

vergroting van M als M.,,.. een model is van de vergroting H van K. 

We zullen nu bet bewijs schetsen van een stelling die het bestaan van 

vergrotingen van structuren bevestigt. 
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Stelling (2.9.5). Als Keen consistente verzameling zinnen van A is, 

is ook elke vergroting HB van K consistent• 

BewiJs: Als Kc.4"'(M) en H' is een eindige deelverzameling van HB dan 

beschouwen we de eindige verzameling van de zinnen van de vorm 

cp ( b a a.. ) ui t H I met r . = ( T • , T • 2 ) i = 1 • , • n, j = 1 •o• m ... 
T 1' J' t). l l, 1 l, 

]. 

We~ens bi6:r0 hJn er volgens def. 12 constanten c 1 , • •·, en met c. GB 
l r i2 

zodat voor alle j < m. - ]. 

¢ (b., a., c 1.)~KAc..'°'J((M), 
T. l J 

1 

We definieren nu B' = B lJ J a T L L b. 
i,2 i,2 J 

1 ' 2 
l' 

= t. } en we zetten ¢ 
J,2 

voort tot B' door ¢(¾ ) = ¢(ck)• 
1 i,2 k 

Dan geldt voor alle constanten p, q_ 1 , 

cprtp, q,, ···, q_k-1 ab. q_k+1 ... ¾)c.'Jt(M') 
J 

,.:=;, 

<==> ¢r(p, q1, •· • q_k-1 cj q_k+l ... qn)E:."J'((M) 

daar immers de geldigheid van atomaire forrmµ.es alleen van de beelden 

onder ¢ der constanten afhangt. Inductief bewijzen we gemakkelijk 

Kc."'1(M 1 ) en voor alle i < n en j < m. cp (b. a, ab )6".l(M') d.w.z. 
- - l L l J . 

M' is een model van H'. i J. 

Volgens stelling (2.8. '!) heeft dus ook HB een model. 

Opmerking: Hoewel dus bij alle eindige deel verzamel ingen van HB het 

bijbehorende model op triviale wijze ontstaat, en telkens cp(ab) = cp(c) 

voor een reeds aanwezig element c van B behoeft dit bij het model 
T 

van HB niet het geval te zijn. Bij elke ~indige deelverzameling H' 

vinden we immers een element c(H') zodat in het als ultraproduct 

ontstane totaalmodel ab is te interpreteren als de aeq klasse van de 

functie f met f(H') = ¢(c(H')). 

Conclusie: Elke volle-normale structuur M hee·ft een vergroting M-,,­

(die noch vol, noch normaal behoeft te zijn) en waarvoor geldt: 
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..,.. 
dus M 1s een uitbreiding van M waarvoor alle toelaatbare .1\-zinnen 

gel dig blij ven • 
.,... 

M is een echte uitbreiding en is niet vol als B0 oneindig is (bewijs 

m. b. v. het voorbeeld van '_'r.,.,.'.,' 1 ) • 

We kunnen de situatie door het volgende schema- voorstellen: 

A r 
..... 

A 

¢, 1-1 

op 

\~ ~-1 

..,.. ~ B = Voce (K) 
¢, 1 T 

-B B 

11
1 

. Ir ..,.. 
Voce (K) <:.Voce (H) c. Voce (K ) 

T T T 

Waarbij K = ')iiM), H = Hr (K)' K..,... ='j((M*-). 
0 

B en K hebben betrekking op het met M .... corresponderende volle systeem 
T 

in term.en waarvan wij de gehele situatie bestuderen, b. v. onderscheid 

maken tussen inwendige en uitwendige relaties. 

We noemen de relaties uit ¢,..,..[B] standaard relaties. 
T 

Is been standaard relatie, dan geldt: 

==> 

Het omgekeerde behoeft niet het geval te zijn. 

De standaard verzameling N in het voorbeeld van Tarski bevat b. v. ook 

het niet-standaard element aangeduid door a. 

Opmerking: De machtigheid van de vergroting behoeft niet hoger te 

zijn dan die van-de oorspronkelijke structuur. 

We zullen veronderstellen dat de structuren {A } en {A ..... } in dezelfde 
t 1 

verzamelingstheoretische zin vol zijn. 
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1. Neem voor A de gebruikelijke verz.der NatuurliJke getallen 1N met 

hierbij de volgende uitverkoren relaties: e de identiteit, s de 

optelling, p de vermenigvuldiging en q de ordening (e, q ziJn van 

type (O,O), sen p van type (O,O,O). Bekijk de volledige eerste orde 

structuur op A, dus M = {BrJ met B0 = A, 

en B = ¢ voor t ~ (0, O~ ... , O). 
T 

K is de verzameling van alle toelaatbare 

B = A (q,o,o, .•. ,o) (O,O,O, ••• ,O) 

geldige zinnen op M. q is een 

samenlopende relatie aangezien er bij ieder eindig stel natuurliJke 

getallen een grotere bestaat. 

Neem B = {q} dan is de B-vergroting van M een voorbeeld van een 

elementair niet standaard model van de rekenkunde. 

2. Neem voor A de gebruikelijke verzameling der reele getallen.IR en 

definieer e, q_, sen pals boven. De structuur M zij analoog gede­

finieerd en K evenzo. De relatie q is opnieuw samenlopend. 

Neem B = {q} dan is de B-vergroting van M een voorbeeld van een 

elementair niet standaard model van de Analyse. 

3, Zij A, p, q, e, s gedefinieerd als in 1, 

ZiJ0 M = JB} waarbiJ" B = A voor ieder type T, Mis dus de volle 
L t T T 

normale structuur op lN, 

K is de verzameling van alle zinnen die in M gelden (geformuleerd 

in termen van constanten, eerste of hogere orde relaties). 

Neem weer B = { q}. De B-vergroting van M is een voorbeeld van een 

hogere orde niet standaard model van de Rekenkunde. 

4. Zij A, p, q, e, s gedefinieerd als in 2, 

Mis weer de volle normale ·structuur op A. K is weer de collectie 

van alle geldige zinnen van M. B = {q}, Dan is de B-vergroting 

van M een voorbeeld van een hogere orde niet standaard model van de 

Analyse. 
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Gedrag van de identiteitsrelaties: 

Laat A een willekeurige verzameling ziJn en M een volledige (maar niet 

noodzakeliJk norrnale) structuur op A. M = [B J en ¢ [B ] = A voor 
T - T T 

iedere T, Zij verder M..,.. = {B~} een vergroting van M. Dan is bekend dat 
T 

M...,.. een deelstructuur M' bevat zodanig dat M' en M isomorf zijn. Dit wil 

niet zeggen dat de verschillende elementen in M' en M op dezelfde 

wijze geinterpreteerd worden. 

Een speciaal voorbeeld van deze- moeilijkheden vinden we bij de ver­

grootte identiteitsrelaties. 

Als ¢~e) =Ede identiteitsrelatie van type (O,O) is op A en 

¢.,..(e) = E- dezelfde relatie is in de vergroting - . M dan is het best 

- = mogeliJk dat E niet de identiteitsrelatie is op A. Wel geldt in 
-,.,-

ieder geval dat E een equi valente relatie is. Immers de zin 

(X) ('t/x)Ct/y)(Vz)('r/u)('t/v)(~w)[(<l'(o,o)(e,x,x)] A [¢(O,O)(e,y,z) -

- cp(O,O)(e,z,y)] A [[¢(O,O)(e,u,v)/\ ¢(O,O)(e,v,w)) :><l\o,o)(e,u,w)]] 

-geldt in M du~ ook in M. 

Algemeen zij e een element met ¢(e ) = ET waarbij E de identiteits-
T T T 

+ 
relatie van type ( T ,r) is dan geldt dat E een equivalentie relatie 

T 

op A..,. is. 
T 

De relaties E= bezitten alle eigenschappen van de identiteiten E 
T 1 

die zich laten uitdrukken door zinnen uit K. De belangrijkste zijn 

substitutie eigenschap 

(Vx,x')(li'y,y') ... (v'Y y,)[[¢(1 ""(er,x,x')A¢(1 T )(eT ,Y-1,Y',) 
n'n ,v 1'1 ·1 

Dit wil zeggen dat een relatie vervuld is dan en slechts dan als een 

equivalente relatie door een equivalent n, tuppel is vervuld. 
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extensionaLi1:,eits eigenschap 

( if X X 1 ) [ [ ('1/y ) • • • ( t/_ ) [¢ T ( X 'y 1 ' • • 0 'y ) -
' 1 y n n 

¢ (x',y 1 ,.,.,y )j::> 
r n 

Dus relaties die dezelfde n-tuppels bevatten zijn e -equivalent. 
T 

Indien e 1 en e~ beiden de identiteit Er aangeven dan ware het in 

pr1nc1pe nog mogelijk dat in een vergroting ~M ¢=(e ) en ¢..,,...(e') 
T T 

verschillende relaties zijn. We zullen laten zien dat d1t niet kan. 
. ..,.. 

Immers 1n Men M geldt de zin: 

dit is een gevolg van de subst1tutie eigenschap. 

Aangezien ¢(T,r)(e~,y,y) altiJd waar 1s volgt 

( 't/ Y, Y 1 ) [¢ ( T , T ) ( e 1 'y 'y 1 ) :;J rp ( T , r ) ( e ~ 'y 'y 1 ) J • 

De symmetrie leert ons nu dat 

('r/y,y' )[<p(r,r)(er,y,y') - ¢(r,r)(e~,y,y')] . 

...... 
Dus E en E warden door precies dezelfde paren elementen van A voldaan. 

T T l 

Het is dus een en dezelfde relatie die twee keer wordt aangegeven. 

Samenvattend geldt dus ¢( )(e ,x,y) dan en slechts dan als x en y 
T • T T 

dezelfde relatie aangeven, 

De ¢..,...(e0 ) = E; 1s een equivalentie relatie op A ...... Uit A...- leid ik een 
.... 

nieuwe verzameling individuen A' af door uit elke E0 equivalentie 

klasse een element te kiezen. Hierdoor wordt Eo = E; I A' een echte 

identiteit. 

Na deze identificatie moet ik aan ieder element uit de B..,,.. een n1euwe 
T ..,.. 

interpretatie toekennen. Gezien het feit dat de E0 equivalente elementen 

zich als gelijken gedroegen bij ieder der relaties volgt dat deze wij­

ziging der interpretatie moeiteloos verloopt. Noem in de nieuwe structuur 

M' = {B'} dan volgt dat {B' J een model is van de oorspronkelijke verzame-
T T 

ling zinnen '"]((M). 
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Bovendien geldt ook nog- dat, de, structuur M' · een ve:rg:roting is van M. 
. * 

ZiJ <P( q) een samenlopende· relatie op A. Dan is er een ab in B0 met 

th , ) voor iedere x in domein n. Als nu cp0 (e0 ,a.. ,a') en 
't'(O,O)'q,x,¾ ':I. o 

a I E: Bo volgt dat 

¢,( 0,0) (q,x,a') 

Dus M' is een vergroting. 

voor iedere x in domein q. 

We kunnen de structuur {B;}= M' norm.aal maken·door e 1-0qu.Lva.lente 

elementen uit B' te identificeren. 
T 

Hierdoor warden alle e echte identiteits symbolen en verder geldt 
T 

<P(r) = <P(r') alleen als ¢,( )(e ,r,r') geldt. De symbolen r en r' 
1, T T 

blijven als ze verschillend zijn niet beiden behouden. 

Gevolg: Er ziJn norm.ale niet standaard al dan niet hogere orde 

modellen voor de Analyse en de rekenkunde. 

Opm. Indien M .... = { B-} een nonnale structuur is dan mag ik gezien de 
t 

een eenduidige betekenis de elementen van B rustig relaties noemen. 
1 

Inwendige en uitwendige relaties: 
~ 

Laat M de normale volledige structuur van 
. ' .... A Zl.J n en laat M een normale B-vergrot ing 

We mogen veronderstellen dat M zit ingebed 

een verzameling individuen 

zijn van M waarbij B = rO• 

* in M. Bij deze inbedding 

blijft de extensionaliteit bewaard aangezien de identiteiten door een 

constante e, worden aangegeven. 

We kunnen naast de structuur M.,.. = {B,,..} de 
T 

A- bekijken. In het algemeen zal het niet 

t = 0 is dit wel juist • 

volle structuur {A.,..} over 
T 

•c. ~ """""" waar Z1Jn dat A = B. Voor 
1 1 

.... 
De relaties uit B1 heten ~nwendige relaties. 

Indien een inwendige relatie ook al is bevat in B dan spreek ik van een 
1 

standaard relatie. Deze wordt dus aangeduid door een constante uit een 

van de zinnen uit1l'(M) • 
.... * Een relatie uit A \ B heet een uitwendige relatie. 
T 1 
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Uitwendige relaties kunnen worden gebruikt om vermeende tegenstrijdig­

heden in de theorie aan te geven. Omgekeerd zal een ieder die als 

buitenstaander een onwaarheid in het niet standaard model wil aanwijzen 

hiervoor gebruik moeten maken van een uitwendige relatie. 

Indien de betrokken relatie een functie is spreek ik op analoge wiJZe 

over standaard, inwendige en uitwendige functies. 

Gegeneraliseerde gekitte stelsels: 

Stelling: Zij M.,... een normale r0~vergroting van een volle norrnale 

structuur M. Laat B ee!'l gegeneraliseerd gekit stelsel van type ( ( T)) 

zijn uit M. D.w.z. Bis een familie verzamelingen metals elementen 

relaties van het type 1 waarvan de eindige doorsneden niet leeg zijn. 

Dan is er een inwendige relatie F van typer in ..... " M zodan1.g dat 
..... ..... -F £.G voor iedere standaard G 1.n B • 

..,,.. .... ..... 
Bewij s: Duidelij k geldt G e. B <== > G ~ B waarbij G een standaard 

• < ..,... 

verzameling is en Gen G door eenzelfde constante g warden aangegeven. 

Imme-rs be-ide formules zijn equivalent met ¢ ( r) ( b,g). 

Bekijk de relatie R van type ((1),1) aangegeven door r voldaan door het 

paar (G,s) als s van typer is en bevat is in G die van type (r) is, 

en bevat is in B. 

Deze relatie R is samenlopend want iedere eindige doorsnede van G 
. * * ~ .. is niet leeg. Er is dus een inwendige F~B met (G ,F)cR voor 1.edere stan­

T * -;,(:- < " *. daard G in het dome in van R hetwelk ju1.st B is. 

Het voorkomen·van niet standaard inwendige elementen: 

Stellin_g: Zij Reen verzameling in M van type (1). Dan bevat R~ een 

niet standaard inwendig element dan en slechts dan als R oneindig is. 

Bewij s: a) Zij R = O. Aangezien o* = O volgt R"""" = O. Dus in dit geval 

bevat R geen niet standaard element, 

Zij vervolgens Reen eindige verzameling R = (8 1 , s2 , 

aangegeven door r 

... , s ) 
n 

s • 
n 
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Dan geldr, 

Y [¢( )(r,x).:,, [¢( ). (e ,s 1 ,x)V¢( )(e ,s 2 ,x)v ••• vcp( )(e ,s ,xfJ]. x 1 r,1 1 r,1 1 1,r r n 

- ..... Deze zin geldt ook voor R. Ook R bevat dus alleen den elementen 
~ ..,.... 

s 1 , s 2 , •.• , sn en geen niet standaard elementen. 

Laat nu R een one,indige .verza.meling zijn. Dan is de relatie F aangegeven 
T 

door f die is gedefinieerd door 
T 

een samenlopende relatie F met dome in R. 
l 

Er is dus een element T in R..,,. met (X ..... ,T) E.F voor iedere standaard 

X..,.. in R*. T is dus een niet standaard eleme~t van R..,... 

H1errnede is het bewijs voltooid. 

Deelstructuren en vergrotingen: 

A 1.s een verzameling en M is de volle structuur op A. 

ZiJ A I een deel verzameling van A aangeduid door a'. Een deelstructuur 

M' op A' van M laat zich als volgt definieren: 

De relaties van ty?e (O, ..... ' O) ziJn juist die relaties van het 

corresponderende type waarbiJ de elementen ui t de domeinen van de 

relatie alle bevat ZlJn in A'. Dit geeft de verzameling A(' 0 
, •• § ' 

Verder ziJ A' • • • A' gedefinieerd en T = ( 1 1 • • • r ) dan bes taa t r T n 

A' 
1 

J uist ui t h die rgla1;ies ui t A die alleen voldaan zijn voor n 

tuppels gekozen ui t de respectieveliJke A' • 
T 

We definieren nu een norm.ale structuur M' ~ls volgt: 

M' = JB, f 
i. T J waarbiJ 

M' is opmeuw een volle structuur. 

ZiJ M een vergroting van M, Dan gee ft het element a' EB( 0 ) een 

verzameling A'* aan. 

or 

Als boven kiezen we nu ui t de (niet volle) structuur M..,.. alle relaties 

die betrekking hebben op de deelverzameling A' 
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Op deze WlJZe vinden we een structuur M' = 1B1 - M' 
C c j • is weer normaal 

gede fini eerd. 

Nu ZlJ n de ¢ LB; J alle 1nwend1ge verz&.melingen die aangegeven worden 

door dezelfde constanten die de ¢ LB;J aangaven. lmmers de definitie 

van de B; en de B~ 1s in zinnen uit te drukken en deze nnnen ziJn 

voor beide geva~len geliJkluidend. 

Voorbeeld van zo I n zin: r = ( r 1 , r 2 ) en ¢(a')= A' 
T , 

De aldus gevonden structuur M' is geconstrueerd door middel van de 
..,... 

vergroting M. Er bliJkt ook recbtstreeks te gelden: 

Stelling: M'...,.. is een vergroting van M'. 

Bewijs: BekiJk de verzameling K' van zinnen die toelaatbaar zijn en 

gelden in M'. Dit ziJn in het algemeen geen zinnen Ult K ='JZ(M). 

Wel is het mogeliJk biJ iedere zin in K' een equivalente zin in K 

aan te wiJzen: 

construeer een afbeelding µ: K' + K als volgt. 

µ(X) = X voor een atomaire formule X. 

µ(X y-J = µ(XJ V µ(Y J en analoog voor andere connectieven 

1--'(:\(y) [Z(y)]) =3(yJ[<l\r)(a;,y)/\Z(y)j waarbiJ, bet type vany 1s in 

Z(y) 

\als y niet in Z(y) voorkomt kan ik nemen T = O). 

µ ('v;}(y) [z(y )] j = 'r/(y) [¢ ( r ) (a; ,Y) ::> Z(y )] 1 gedefinieerd als boven. 

De familie zinnen µ (K') is een famil1e toelaatbare geldende zinnen 

in M dus zij gelden ook voor M-. 

Hiernaast kan bewezen warden dat een toelaatbare zin X geldt in M'~ 
+-

dan en slechts dan als i-' (X) geldt in M • 

Voor deze bewij zen boeft men alleen met volledige inductie de con­

strue tie van de zinnen te volgen. VergeliJk bet overeenkomstig bewijs 

bij de typetransformatie. We vinden dus dat K' geldt voor M'-. 
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Laat r' een reiatie R uit een A! aangeven die samenlopend is. 

T = (' 1 ,· 2 ). Dan is Rook een samenlopende relatie u1t Ar. Bovendien 

kan bet fe1 t dat aan R alleen is voldaan voor paren elementen u1 t A 
1, 

en Ar door een zin X warden llltgedrukt. 

In de2 vergroting is een element Smet. RtR 1 ,SJ voor iedere R 1 uit A' 
11 

waarvoor aan R(R 1 ,R2 J voor een R2 .E::.A; is voldaan. De geldigheid van 
..... 2 --de z1n X in M leert ons dat dez.e S gekozen kan warden ui t A' • 

-- T2 
Hieruit volgt het bestaan van een :::, E.B' met cp (r' ,r, ,s) geldt voor 

'2 T 
1edere r, uit het oorspronkeliJke domein van r'. 

M' is dus inderdaad een vergroting van M'. 

Uit dez,e stelling kunnen we afleiden dat een vergroting van de Reele 

getallen vanzelf een vergroting van de natuurlijke getallen induceerd. 

De conceptie deelstructuur laat zich in dit bewijs oak nog als volgt 

generaliseren: 

In plaats van A0 als deelverzameling van A0 te kiezen mogen we oak 

A0c.A; veronderstellen. Dit heeft tot gevolg dat een element in de 

beide structuren een verschillend type krijgt. 

Analoog aan het geval A0 c A0 definieren we M' als de volle normale 

structuur op A0. Ieder element uit M' = {B~ t komt ook voor in 

M = IB) met een type dat als volgt wordt verhoogd: 
L T 

type O -.- type r 

als type 1 1 -l- T I ... , T -,. Tr dan gaat type ( T 1 . . . T ) .. ( T r . .. ' l I ) • 1 , n n n 1 ' n 
..... 

Zij a' 
0 

de constante r:ie A' 
0 

aangeeft en M een vergroting van M. 

-Een structuur M' wordt nu gevonden door uitgaande van de verzameling 

A0- al die relatie constanten uit M- te k1ezen die betrekking hebben 
.,... 

op Ab volgens bet reeds eerder toegepaste procede,ermee rekening 

houdend dat het type dient te warden aangepast. 

De ui tspraak dat M' .... een vergroting is van M 1 geldt ook voor di t al­

gemene geval. 

Bij het geheel analoog verlopende bewijs dient alleen rekening gehouden 

te warden met het veranderende type der objecten. 

Op deze wiJze vindt men in een vergroting van de Reele getallen ook een 

vergroting voor de ruimte van de op [a,b] Riemann-integreerbare functies, 

etc. 



Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker: Albert Verbeek. 

Niet-standaard Rekenkunde en Niet-standaard Analyse 

.... .... 
Laten N en R hogere orde niet-standaard modellen der natuurlijke 

en reele getallen, N en R, zijn, zeals in vb. 3 en 4 op blz. 23, We 
~ ~ 

veronderstellen dat N en R normaal zijn, zodat, als ~(e ) de iden-
1 -titeits-relatie van typer in R of N is, ~ te ) ook de identiteits-

, 0 ..... * . 1 
relatie van type I in R, resp. N is (zie blz. 24), 

Verder nemen we aan dat NCN ..... , RC.R .... en ook dat N.,....c.R*. Immers Nc.R, 

en volgens de stelling op blz. 29 is er dan een vergroting N,.... van N 
..,.. - -met N c.R. Deze vergroting is niet-standaard: in R dus oak in R 

geldt: 

waarbij ¢(o,o/.:,x,y) geinterpreteerd wordt als tjJ(x) <. ljl(y) en ¢(O)(v,y) 

als: y is een natuurlijk getal, d.w.z. in R: tjJ(y) is een constante uit 
* .,.-N; in R..,...: \/J..,..(y) is een constante uit N. We weten dat R oneindige 

getallen bevat, dus moet N ..... ook oneindige getallen 'bevatten, dus is 
~ 

N niet-standaard • 
.,.. +.-

Hoewel R, R , N, N etc. eigenlijk niet de verzamelingen der reele 
..... 

getallen, etc. , zijn, zullen we toch soms n EN, r 6R \.R schrijven, 

en dan bedoelen: n is een standaard natuurlijk getal, r is een niet­

standaard reeel getal, etc. 

De tot nu toe bewezen modeltheorie kan aldus samengevat warden: 

1) elk wiskundig begrip dat betekenis heeft in het systeem N, -heeft ook betekenis in het systeem N; 
.... 

2) elke wiskundige uitspraak die geldt in N geldt ook in N, 

mits we relaties (dus oak functies, verzamelingen, e.d,) in 

die uitspraak in N, in N ..... interpreteren als inwendige relatie::s 

(van hetzelfde type). 

Denk b.v. aan het inductieaxioma; dan blijkt dat de verzameling 

N geen inwendige verzameling in N.,....kan zijn. 
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3) Het systeem inwendige relaties heeft de volgende eigenschappen: 

als S eeri inwendige n-plaatsige relatie is en (S 1 , , •• , Sn) 6.S, 

dan zij n S _
1 

, • • • en Sn inwendig. 

4 J :3.a1::N...-\7'nGN a> n. 

D62-elfde eigenschappen 1) - 4 J gelden als we overal voor N: R en voor 
..... -,;-

N ; R lc:zen, 

Vo0r u1tspraken 1n het systeem N.,.,.. of N (R.,... of R) bedienen we ons 1n 

principe van de hogere orde taal A (blz, 14 def. 3). Vaak 1s het 

echter voldoende te varmelden dat een ui tspraak in de taal A te for­

muleren 1s. Daarom, en orn de formules makkelijker leesbaar te maken 

zullen we vaak een serniformele notatie gebruiken, z6 dat daarui t direct 

bliJkt dat een formulering in A ook mogelijk is. 

Als e , q_, s b .v, de identitei tsrelatie van orde 1: = , , 
T t ' 

voorstelleti schrijven we l.p,v.: 

[~(O 0 ,(e0 , a, b)] 
' ) 

a = b of 

c = a + b 

a = b 
0 

c:n als a een runctie r en v de functie j j is, i. p, v. : 

resp.+ 

d = jf(b)I, 

We moeten wel opletten, dat de formules als steeds gelaagd veronder­

steld zijn, du.s als we schrijven: 

bedoelen we 

In bewij zen van stellingen zullen we vaak gebruik maken van het vol­

gende lemma: 

Lerruna 1 , Als XE.1((M*J en Xis toelaatbaar in M (d.w.z. 1n X komen geen 

niet-standaard constanten of relaties voor), dan is X waar in M* dan 

en slechts dan als X waar is in M. 
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Bewijs. "dan" is zonder meer duidelijk. 

"slechts dan": Stel dat het niet zo is dat X waar is in M, 

dus X E"J((M), dus [jx] 6.J'LlM), dus & x] e J'f(M*), dus X 15'j((M-). Tegenspraak. 

* * We spreken af dat we alle individuen van N, R natuurlijke resp. reele 

getallen noemen. De individuen van Ren N heten eindig of standaard, en 

- * die van R \ R en N \ N heten niet-standaard. Elementen die groter zijn 

dan alle standaard elementen heten oneindig. We zullen later zien dat 

* * alle indi viduen van N \N, en sommige van R '\ R oneindig zijn. 

* We gaan nu eerst enkele eigenschappen van N bekijken. 

1 ) N en N* \ N zijn ui twendige verzamelingen in N*. 

Bew1js: In N geldt: 

( 'r/x)( v'z)((e(O)(x)/\ 16.x/\(yce:.x ==> y + 1 ~x)) ==> zE.x) • 

..... 
Stel nu dat N een inwendige relatie, en a een oneindig getal in N is, 

* dan geldt in N dus: 

6(0)(N)/\1cN l\(yc=.N ==> (y + 1) c N) 

en (eo(N) /\16.NA(yEN ==> (y+ 1)EN)) ==> (atEN) 

dus a ... N. Tegenspraak. 

In N geldt bovendien: 

* dus in N en ook in N geldt: het complement van een inwendige (uitwen-

dige) verzameling is een inwendige (uitwendige) verzameling. Dus oak -N \ N is uitwendig. 

2) Voor alle n.;. N geldt: n is kleiner dan alle andere getallen 

(in N"''"), behalve 1, 2, ••• , n-1. Dus alle elereenten van N...,.\ N zijn 

oneindig. 

* Opmerking. Deze zin kan niet zo in een zin van de taal A bij N gefor-
.,... " 

muleerd warden daar N geen inwendi~e verzameling in N 1s. 

Bewijs: In N, dus in N* geldt voor ieder natuurlijk getal n: 

(v'x)(x = OVx = 1V ••• vx = n\/x > n). 
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-3) Er is geen kleinste oneindig getal in N • 

BeWlJS: (\i a)(3 b)(a ,;. 0) ==> ( a = b + 1 ) /\ ( b <- a) geldt in N dus 

in N-, dus in het bij zonder geldt voor elk oneindig getal a: 

( :\b)ta = b + 1) /\(b < a)), 
.,.. 

4 J Het ordetype o. van N 1s van de vorm 

. - . 
a= w + (w + w)e 

waarb1j 6 een dicht ordetype zondet eerste of laatste element is. 

Bewijs: In N.,.. definieren we de volgende rel at ie · : a -, b als I a - b I 
eindig is, 

Het is duidelijk dat dit een equivalentierelatie is. De relatie is 

uitwendig aangezien, omdat N een volle structuur is, 

in N, en dus in N- geldt. Is x dus een in N en N.,..,. gedefinieerde en 

inwendige equivalentierelatie, dan zijn de equivalentieklassen dus 

ook inwendige verzamelingen. We weten dat de equivalentieklasse van -t,o,v. 0 N is, dus uitwendig in N, zodat geen inwendige relatie 

kan zijn. 

Als a een oneindig natuurlijk getal is, 1s de equi valentieklasse D 
a 

van a t.o.v • ., de verzameling { ••• , a-2, a-1, a, a+1, a+2, ••• }. 

Nu geldt voor alle ne.N, x6D : 
a 

n <. X, 

En er geldt: ',b'E:D 1 \,\eD Da 1 (\Da = OAa' < a ==> b' <- b, zoals 
gemakkelijk is in teazien. a ... 
Dus 1S 0. = W + (w + w)e. 

We gaan nu e nader bepal en: 

In N dus in N.,.. geldt: 

(v'a)(2 I aV2 I a+1). 

Als Da, Db twee verschillende equivalentieklassen zijn en a ~ N, b Ep N, 

mogen we a en b dus even onderstellen, d.w.z. (~ a' ,b'E: N"'"") (a = 2a' I\ 

I\ b = 2b'). 
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Het is duidelijk dat a 1 '4-N, b' 1/3: N, en a-a' E;£ N. Dus D , < D < D 
a a 2a 

(d.w.z. voor alle xeDa" yE:iDa zeD2a x < y < z). Duse heeft geen 

eerste of laatste element. 

Ook geldt,: a < b Va= bva > b, Onderstel a < b. Dan is 

a' + a' = a < a' + b' < b = b' + b' , en eveneens a' + b' - a c!ji!: N, 

b - a' + b ' 4\iS N, dus : 

Duse is ordetype van een overal dichte verzameling. 

5) p noemen we priem in N* als 

( \/ q H 'r/ q 1 )( ( qq I = p) ==> ( q = 1 V q = p)). 

Het is duidelijk dat, priemgetallen in Nook in N.,.... priem zijn: we 
* ~ beschouwen de uitbreiding p in N van de 1 plaatsige relatie P 

der priemgetallen in N. De (uitgebreide) verzameling priemgetallen 

is dan ook inwendig. Hij bevat oak niet-standaard getallen: 

(V n ) , -:l p ) ( p E. P /\ n < p ) geld t, in N, d us 

t 't/n)(::fp)(pe:P.,...I\ n < p) geldt in N ...... 

Elk natuurlijk getal is, afgezien van de volgorde op 

schrijven als product van eindig veel priemgetallen. 

manier te 

Deze zin is in A (met interpretatie in N) te beschrijven, en geldt 
....... 

dus ook in N, mits we "eindig veel 11 vervangen door bet zwakkere: 
..,._11 

"een aantal nE: N • Dat we "eindig" niet kunnen handhaven blijkt aldus: 

Zij P = {p 1 , p 2 , ·••J ~aar grootte geordend dan heeft de rij (= relatie 

van type (O,O)) Q = / n p J· een voortzetting Q.,.... = {r J in N*. Dus 
k=7 iii n 

voor alle eindige i: r. = n p .• In N geldt: 
1 1 

k=l 

( Y n )( \/ m) ( m < n ==., 
2 

(pm Ir I\P m '} r )), n n 

dus dit geldt ook in N.,...., en voor n 6N.,..'\N is rn dan deelbaar door 

alle eindige priemgetallen. 
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Veel van wat voor N.,... gezegd is kan ook op R toegepast worden, terwijl 

we al onderstelden dat N.,... C.R-. tAlle inwendige verzamelingen en relaties 

in N-- ZlJn dus ook inwendig in R.,..). Over de structuur van de (vergrote) 

verzameling der reele getallen valt o.a. het volgende op te merken: 

R- is een geordend lichaa.m, daar R dit is; 

R- is n1et-archimedisch: 

t 'v' k H v' 1 ) l -:1 n ) c ( n E: N A ( ( k > 0 A 1 > 0 ) == > ( nk - 1 > 0 J) ) , 

geldt wel in R, en dus met N.,... i .p.v, N ook in R.,..., maar daar hoeft n 

niet eindig te zijn: voor elk eindig getal n en een willekeurig 

oneindig getal a in R geldt immers (n • 1 - a < 0). 

Eerst geven we nu enkele definities: 

In R.,... definieren we: Ja I f = a 

l = -a 

als 

als 

a > 0 

a < 0 

dan is deze functie de uitbreiding van de absolute waarde in R, dus 

inwendig. 

a .6-R..,... heet eindig als er een n~R is met la I < n, n E!N • 
.,... 

a ~R heet oneindig als a niet eindig 1s . 
..... 

a 6R heet infinitesimaal of oneindig klein als voor elk positief 

standaard getal £ Jal < s. 

Als a-b infinitesimaal is zeggen we: a en b zijn bijna geliJk, en we 

schrijven a c: b. 

We merken op: 
.:,,... 

a) De eindige getallen vormen een ring M0 in R. 

b) a is oneindig = a-1 is infinitesimaal (dus M0 is geen lichaam). 

c) De infinitesimale getallen vormen een ring M1 in R ..... ; M1 is een ideaal 

in MO, en MO/M1 . R. 

Bewijs van c: 

Laat A E:MO/M 1 (dus A c.R°•'"°) • A I\R bevat dan hoogstens een element: als 

r 1 ,r2~AI\R dan: Jr 1 - r 2 14=M1, dus voor alle £ > O, sE:R: 

lr 1 - r 2 ) < e, dus r 1 = r 2• 

A/\R bevat minstens (dus precies) e~n element. 

A is niet leeg, zij acA, beschouw d = inf D, D = {x xeR, x :_ a}, 

(d E:R) (daar a eindig is, is er een m £:R met a .::_ j a j .._ m, dus D is 
niet leeg), 
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Als dc.D, dan is d .::_ a en voor elke E:E:.R, i:: > 0: d - £. , a 

d. w. z, Id - a I < s voor elke standaard s -> 0 

d.w.z. (d - a)~M 1, dus d~A. 

Als d $ D dan geldt: d ::.. a, en voor elke s c=R, s > 0 geldt nu d + s > a, 

dus la - d I "- E: dus (a - d)6M 1 , dus d-E-.A. 

-Voor elk eindig getal a in R noemen we het unieke reele getal b dat 
0 

biJna gelijk is aan a, het standaard deel van a. Notatie: b = a. 

We vonden dus a "' 0a = inf{xe..R I x ~ a} ( 0a<E::R). 

Voor elk getal a in R,,.... noemen we {x I x ·"' a} de monade van a. Notatie: 

µ (a)• 

* Anders gezegd: µ(a) is de equivalentieklasse van a in R modulo M1 , en 

M0 /M 7 bestaat uit alle monaden die tot M0 behoren. 

We gaan nu eerst van enige verzamelingen aantonen dat ze uitwendig zijn: 
..,... 

1) R is een uitwendige verzameling in R. 

Bewijs: Als A en B inwendige verzamelingen ziJn in een structuur, dan is 

A f'\B = {x I x €:.A I\ x E:B} ook inwendig. N,..... is inwendig in R"; en N is niet 
-,-t- . <, '7'\'- ~ 

inwendig in R ( beWlJ s identiek met het bewij s in N ) , en N = R /\N , 

dus R is niet inwendig in R.,..., 

2) M0 is een uitwendige verzameling. - . . BewiJs: N = M0 AN, zie verder 1). - ' 3) Voor alle a6R is µ(a) een uitwendige verzameling. 

Bewijs: Stel voor zekere a is µ(a) inwendig. Dan is ook µ(O) = 
J -1 . 

= {b I b = c - at\ce::-µ(a)y inwendig, en dus is ook lx Ix ·6i,(O)J = 

= R.,.,.. \ R inwendig, dan zou echter R inwendig zijn. Tegenspraak. 

Convergentie 

Laat {sn}neN een ri,i zijn in R, d.w.z. een functie van N naar R. 

Dan wordt Jt s l in R.,... voortgezet als f s' l : een functie van N.,.... naar R""""·, nJ L nJn~N 
immers {s J voldoet aan: 

n 
( 'Vx)((xE.N) = ((~y)(¢(o,o/s,x,y)))) /\ 

l\('vx)(~y)(3z)((¢(O,O)(s,x,y)A¢(O,O)(s,x,z)) ==> (y = z)) 

(waarbij ¢(O,O)(s,x,y) 'betekent' dat sx = y). 
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Kies namelijk n willekeurig oneindig. Volgens lemma 1 geldt deze zin 

ook in R, hetgeen juist de definitie is van lim s = s. 
n 

We hebben, als lim s = 
n 

n-,.,:;o 
s, in "uR*) behalve s "' s voor oneindige n, 

n 
natuurlijk ook nog de zin: 

==> Is -s I < E)' n -daar de analoge zin in R geldt. Dit is de definitie van lim sn =sin R • -In R geldt dus: 

Stelling 3. De standaard rij { sn ~ heeft limie't s ..... -rs "' sn voor alle on­

eindige n. 

Met behulp van stelling 2 zijn enkele standaardstellingen (d.w.z. stel-

lingen uit R) direct in te zien; bijvoorbeeld: lim s = SI\ lim t = t ==> 
n n 

==> s - s 6M At - t 6M1 voor n oneindig 
n 1 n . == > ( s - s ) + ( t - t ) c!: M l 

n n 
voor n oneindig ==> lim (s + t ) = s + 't, etc. n n 

Stelling 4. Als ~ sn} in R een oneindige rij is, dan is de verzamelirig 
0 -limietpunten 

s eindig}. 
n 

van 1Ls l LM in R de verzameling s' = J s ln6N \N nl n .... , l n ' 

Bewijs: ==> :Als s limietpunt van {s ·! in R is, dan is 
n 

('v'x)(\{y)((x > 0) ==> ((:l,z)((z > y) A(lsz-sl < x)))) waar in R, 

dus in R ..... , dus als a een infinitesimaal positief getal is, en n een 

oneindig natuurlijk getal, is er een (oneindig) natuurlijk getal m, 

zo dat m, n en jsm - sl < a d.w.z. s = 0sm, en daar ism! < isl+ 1 

is s ook eindig. Dus s es'• 
m 

,== : Zij n een oueindig, natuurlijk getal, sn eindig, dan 

is J
0s - s I infinitesimaal. Zij E~R, E > 0 en v'=-N, dan is dus 

n n 

( =:lxJ (x 
0 

<. E.) -;;, V "i s - s I waar in R 
' n X 

dus in R volgens lemma 1 
0 

(in s namelijk niet 
0 

komt n voor: 
n 

vast getal E:.R). Daar dit voor elke s 6R, E > 0 en v E-N geldt 

dus een limietpunt van ;sn}n6::N in R. 

s 
n 
is 

is een 
0 

s n 
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Voor een "begrensde riJ {s 1 in R geldt nu volgens stelling 1 dat voor 
..,... . . . n nEN 0 

elke n e N \ N s e1nd1g 1s, dus s bestaat, zodat s' niet leeg 1s. Di t 
n n 

bewiJst de standaard stelling: 

Gevolg. In R heeft elKe begrensde oneindige rij een limietpunt. 

Geheel analoog aan de zojuist ingevoerde uitbreiding van rijen, kunnen 

we ook dubbelriJen rs T * in R* beschouwen. Een dubbelrij is dan 
' nm n ,l'Tl<E:;N . . . 

een (inwend1ge) functie: N.,.,.. ,.:i ... ➔ R ...... Als {t J £..1\r* de uitbreiding nm n,m=., 
1n R* is van de dubbelrij {s } Lm in R, schrijven we weer 

nm n,m=, * 
{s } *= Jt } *• In R (of R) heet s de limiet van de dubbel-

nm n,m'=N L nm n,mSif 
r1J fs f(notat1e: 1im s = s), als ('vd(,3vE:N)((E > 0/\n > v/\m> v) 

' nmJ mn n-+«> 
m....oo 

==> ( Is - s J <- s)). Geheel analoog aan het bewij s van stelling 2 verloopt . nm 
het bewiJs van: 

Stelling 5. Als { s } een dubbelri,j in R is, 
nm 

dan en slechts dan als voor alle oneindige m 

dan heef't { s } de limiet 
nm " 

enns "'s(inR""'), 
nm 

s, 

Dat de Cauchyvoorwaarde (lim ( s - s ) = 0) voor de convergentie van een 
m➔O n m 

J ~ ... . • n ➔O . k J } r1J ,snJ eq_u1valent 1s met de uitspraa: 1sn convergeert, 1s in een zin 

in A ui t te drukken, dus geldt ook in R ...... Gecombineerd met stelling 5 

geeft dit direct: 

Stelling 6. Een (inwendige) rij {s } convergeert dan en slechts dan als 
. * n 
1n R voor alle oneindige men n geldt dat s ~ s • 

n m 

Opmerking: Dit geldt dus zowel voor een rij {s } L!IT in R, als voor een 
n n-, 

standaard rij { sn J ntl'" in R*, 

Stelling 7, Als {s} een inwendige rij in R* is en er is een reeel getal 
. n ' 

m.E:i''", zodat vocr alle nc:::N lsnl < m, dan is er een getal v6N*"\N zodat 

* voor alle n GN n < v ==> _ lsni < m. 

Bewij s : ( 'v' s) ( 'if x )( "j y) ( v' z) ( 4l ( 0 ) ( y, z) - ( J s z I .:_ x) ) 

is een zin die geldt in R, dus ook 
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-- ..... is een inwendige verzamelin~ in R. Als deelverzameling van N heeft 

deze verzameling een kleinste element, daar N de analoge eigenschap 

heef't, die in A uit te drukken is. Dit kleinste element kan dienen als 

r uit het te bewijzen. 

Stelling 8. Laat {snt een inwendige rij in R- ziJn, zo dat voor zekere 

m~R..,,.. en alle n ~N.,... \N Is I <- m. Dan is er een getal r 4::-N, zo dat 
n -

Is I , m voor alle n > r, ncGN..,._. 
n -

Bewijs: Als boven is A= {n I Is I ..::_m} inwendig in R-, dus bezit een 
n 

kleinste element r. A :)N.,.... \ N, N ... \ N heeft geen kleinste element, dus 

r 6N. Het te bewJ.J zen volgt nu gemakkelijk. 

Stelling 9, Als :sn) een 1nwendige riJ in R.,.... is, zo dat voor alle nc::N 

s "' 0 dan 1s er een rcN-\N zo dat voor alle n <- r, n(:N- s ::: O, 
n ' n 

BeWlJS: Met J s ) 
' n 

lS ook J t } = 
l ll 

Jn 
t 

It I ne.N t - o, dus <. 1 • Volgens 
n n 

dat voor alle n <. r, n -E:.N.,... It I n 
n '= N.,.. \. N, n , r geld t : s ::: 0 • 

n 

c.. 

. s ) een inwendige rij met voor 
n .,... 

stelling 7 J.S er nu een r c::N '-.N 
1 

1 d.w.z. s '- - ' 
d.w.z. ook voor 

n n 

Prec1es zo hebben weals gevolg van stelling.8: 

alle 
.,, 

zo, 

Stelling 10. Laat !s )een inwendige r1.J in R- ziJn, zo, dat s eindig 
n n .,... 

is voor oneindige n. Dan is er een getal r ~N zo, dat n > r, n EN ==-" 

==> s is eindig. 
n 

BewiJs: Met ls ) is oak 1t) = 
t n · n 

n 6 N ..... \ N t :: 0 , dus It I <- 1 • 
n . n -

s 
J....E.) een inwendige r1j met voor alle Ln 
Volgens nu stelling 8 is er een r E:-N zo, 

dat n., r, nE-N..,,.. ==, ltnl .:::_ 1 dus tsnl 2-_n, hetgeentebewiJzenwas. 



Colloquium "Onderweri::ien uit de Modeltheorie" 

Spreker: W, van den Camp 

Continuiteit, differentieren 

Neem f(x), gedefinieerd op (a,b), a, b standaard, f neemt op het 

differentie-interval waarden in R aan, f wordt in R bepaald door een 

binaire relatie, en de bijbehorende binaire relatie in R_.bepaalt een 

functie, die de uitbreiding van f is, en we schrijven ook daarvoor 

f(x), Xf R ..... , XE:-(a,b). 

Stelling 11, lim f(x) = c dan en dan alleen als voor alle x ~ b geldt: 
xtb 

f(x) - c. 

Bewijs: "--r": 

bij elke positieve standaard E bestaat er een positieve standaard h, -zodat voor alle x E R 

a< x < b en Ix - bl < h ==> lr(x) - c I < s. 

Is nu x "'b, dan is [x bJ infinitesimal, dus Jf(x) - cl< s voor elke 

stand.s > 0 zodat f(x) "'c. 

Kies h > 0, h "' 0, dan geldt voor alle E > 0, s standaard: 

( 17' x) ( Ix - b J < h a < x < b ==> [ f (x) - c I < E) in R..,.. 

of : ( 3 y ) ( y > 0 ( 'r/ x) ( I x - b I < y a < x < b ==> I f ( x ) - c I < s ) ) , 

deze zin is volgens lemma 1 (blz. 32) ook waar in R. 

Dus 1 im f ( x ) "!!' c . 
xtb 

We kunnen analoge stellingen formuleren voor lim f(x) = c en lim f(x) = c 

(a<d<b). 
x+a 

Stelling 12, f(x) is continu in standaardpunt x0 , a< x0 < b dan en dan 

alleen als voor x "'x0 geldt: f(x) "'f(x0 ), 

De nodige en voldoende voorwaarde is equivalent met: 

"f beeldt de monade van x0 af in de monade van f(x0 )". 



43 

Stelling 13 (Standaard). Als f(x) continu in [a,b] en f(a) < 0 < f(b) 

dan is er een c met f(c) = O (cE: (a,b)), 

Bewijs: Neem w1=- N*"--N, dan is {x0 , ••• , xwr met xj =a+ (J/ w)(b - a) 
" . , ...... 

een 1.nwend1.ge riJ in R • 

P = {j; f(x.) > o}. Pis niet leeg (wEP), inwendig, enbezit een 
J 

kleinste element, zeg p. Nu is x - x 1 = ( 1 /w) ( b - a), dus infinite-
0 0 p p-

simaal. Dan geldt x = x = c. 
p p-1 ' 

Nu geldt volgens stelling 12: 0 < f(x ) "'f(c) "'f(x ) < O 
- p p-1 -~------ ____ , 
~ 

f(c) > 0 f(c) < 0 (f(c) R) 

'-----v---··-·--· .J 

f(c) = 0 

Een standaardfunctie f(x) heet begrensd, (f(x) gedefinieerd op (a,b), 

a, b standaard) in x 0 E:: (a,b), als voor zekere standaard h > O, m > O: 

(Yx)( [x - x 0 1 < h ==> [f(x) I < m). 

Stelling 14. f(x) is begrensd in XO dan en slechts dan als f(x) eindig 

is in de monade van x 0 
* in R . 

Bewij s: "-r" : er is een stand1;1.ard y en z zodat 

( V x) (y > 0 z > 0 Ix - XO I < y ==> If( x) [ < z) 

. * * waar is in R, dus in R , zodat in R 

==> [r(x)[ < z. 

tr,." _ _tt : is eindig in de monade 
...... 

f(x) XO R . 
oneindig. Dan is * ( V X ) ( IX - XO I Kies h :::: 0 en m > o, in R : < h ==> 

==> I r(x) I < m) waar. De zin ( :1 y) ( 3 z )( v x) r Ix - x0 1 < y ==> 

I r(x) I z] dan in * dus ook in R, ==> < geldt R 

Stelling 15, f(x) is continu in x 0 

al s tevoren) • 

==> f(x) begrensd in x 0 (f(x), x0 

Bewijs: Er geldt: (Vx)(x ~ x0 ==> f(x) ~ f(x0 )) vanwege de continuiteit. 

x 0 is standaard, dus f(x0 ) standaard, dus eindig, en voor x "'x0 geldt dan: 

f(x) is begrensd. 

Neem f gedefinieerd op [a,b], a, b standaard, x0 (; (a,b), x0 standaard. 

* k(x) = (f(x) - f(x0 ) )/(x - x0 ) is in R en R gedefinieerd voor alle x (a,b) 

waarvoor x # x 0 • 
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Stelling 16. Het standaardgetal c is de afgeleide van f(x) in x0 dan 

en alleen dan als k(x) = c voor alle x ~ x0 met x = x 0• 

Stelling 17. Is f(x) differentieerbaar in x0 in R, dan is f(x) continu 

in x0 • 

BewiJs. (Vx)(x f, x0 x = x0 ==> f(x) - f(x0 ) = c • (x - x0 )) waar 

c = f' (x0 ). 

Dan geldt: voor x = x0 (x # x0 ) is f(x) - f(x0 ) = O. 

"Differentieerbaar in x0!:- (a,b)" is eenvoudig uit te breiden tot "diffe­

rentieerbaar in (a,b) 11 , en de gewone regels zijn m.b.v. stellingen 14, 

15, 17 eenvoudig af te leiden. 

Definitie. f(x) heeft maximum in x0 (in R) als er een standaard h > 0 

is zodat 

Stelling 18. f(x) bezit een maximum. in x0 dan en alleen dan als 

f(x),:. f(x0 ) voor alle x = x0 . 

Stelling 19, Heeft f(x) een maximum in het standaardpunt xO, en is 

f(x) daar differentieerbaar (x0 is inwendig punt van het definitie­

interval), dan is f'(x0 ) = O. 

Stelling 20, Is f(x) standaard, gedefinieerd en continu in [a,b], dan 

is er een standaard getal cG- [a,b] zodat f(c) .:_ f(x) als xc [a,b]. 

Bewijs. In R geldt: iedere rij {r0 , ... , rn} bevat een element r 1 , zodat 

r. > r, (0 < j <. n). 
l. - J *- -

Zij win N Nena,= a+ (j/w)(b - a), dan geldt voor de rij 
J . 0 .... 

{f(a0 ), ... , f(a )}: er iseenJE N, j < w zodat f(a.) > f(a.) voor i _< w, 
w J - l. 

etc. (Zie het bewijs van stelling 13,) 

Stelling 21 (Rolle) (Standaard), Is f(x) gedefinieerd en continu op 

[a.,b] en differentieerbaar in (a,b), en f(a) = f(b), dan 1.s er een c, 

c E (a, b) zoda t f' ( c ) = O • 

Stelling 22 (Middelwaardestelling). Is f(x) gedefinieerd, continu op 

[a,b] en differentieerbaar in (a,b) (a# b), dan is er een ct (a,b) 

met f(b) - f(a) - f'( ) 
b-a - c. 

Deze stellingen, evenals de uitgebreide middelwaardestelling, zijn een­
voudig te bewijzen. 
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Integreren 

Is f(x) een standaardfunctie, continu in a~ x ~ b, a en b standaard, 

a< b. 

Een fijne verdeling van (a,b) is een rij {x0 , x 1, ••• , x } , w E: N* met: 
w 

i < J ==> X. < x., x 0 = a x - b en x x - 0 ' - .- .,- . l J W l 1-

Er zijn inwendige verdelingen, bv. die uit het bewijs van stelling 20. 
I I . Zij n = Lx0 , .•. , xwr een inwendige verdeling, s = Ls 1, ••• , swJ een 

inwendige rij, zodat x, < s .. < x. voor j = 0, 1 , ••• , w-1 , dan 
J - J+1 - J+1 

definieren we: 

w 
S(n,s) = I r(~ .. )(x. - x. 1). 

j=1 J J J-

We kunnen nu een beroep doen op de standaard-theorie over integratie, 

., O ( ) b k "t t k ofwel bew1Jzen, dat S n,s estaat en dat de euze van w n1e er za e 
' * doet, m1ts we: N '- N, 

In het eerste geval: 

Stelling 23, Voor iedere inwendige verdeling en.voor iedere s als 

genoemd geldt: 

Bewijs. In R geldt: 

n 

f(x)dx = 
0 S(n,s), 

l\ f(s,)(x. - X, ,)I < s]. 
J J J­j=O 

< n )(xo = 

rb 
==> 11 

Ja 

al\X =bl'\ 
n 

f(x)dx -

Deze bewering geldt ook in R*. Neemt men nu voor {x1}~=0 een fijne 

verdeling TI dan geldt x. ~ xg 1, zodat 
J J-

voor alle 

I f b f ( x ) dx - I f ( s . ) ( x . - x , 1 ) I < 8 
J •. 1 l J J-

a J= 

standaard s > o. Dus Jb f(x)dx ~ S(n,s), 
a 
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Volgen we de tweede manier om de integraal in te voeren dan moeten we 

voor 8(11 ,i;) aantonen (a) eindigheid en (b) onafhankelijkheid van 11 voor 
0 
S(n,i;). 

(a) f'(x) is op [a,b] continu dus begrensd. Voor elke oneindige r > 0 

geldt dan jf(x)I < r, dus ls(rr,i;)I < r(b - a). 

Hierui t volgt dat IS( 1T ,i;) I kleiner is dan alle positieve oneindige 

getallen en dus eindig. 

(b) Zij rr' een verfijning van rr, i;' de bijbehorende rij en 

x. < ~k' < ••• < 1;11 < x. 1, x., x. 1 punten van 1r. 
J. l+ l J.+ 

Dan geldt voor alle v (k < v < 1) f( i; ) "" f( i;" ) wegens de continuiteit 
- - \) J. 

van f'. Zij m. = max lf(i;") - f(i; ) I en m = max m" (deze maxima 
1 k<v<l 1 v O<i<w 1 

bestaan volgens de redenering in het bewij s van st ell ing 19) dan is 

mi "" 0 en dus ook m == 0, Het is gemakkelijk na te gaan dat 

!S(TI,t;) - 8(11 1 ,1; 1 )! ~m(b - a) dus S(n,i;) c: S(TI',i;'). 

De rest van het bewijs verloopt op de gebruikelijke wijze. 

Stelling 24. Als f(x) continu is o:p (a,b) dan bestaat fx 
f ( x ) dx = F ( X ) , 

en F' (x) = f( X). 
;a 

Bewijs. Is x0 standaard, a < x0 < b, en h > O, standaard met x0 + h 2-_ b, 
x0+:n 

dan is F(x0 + h) - F(x) = f f(x)dx. 
Jx 

0 
Neem xj = x0 + (j/w) • h, 0 < j <wen i; = {1; 1 , ••• , i;w} met i;j = xj+l' 

dan: 
0 w 
( l f(x. 1)(x. - x. 1 )) = h 
j=1 J- J J-

0 w 
(.l > ( ) ) .._ f X, 1 , 
w ' 1 J-J= 

Stel f'(x) neemt op Jx0 , x0+hl in i;', i;" het absolute maximum resp. 

minimum aan, dan: 

1 w F(x0+h) - F(x0) 
f' ( i; ' ) < - L f ( xJ. _ 1 ) ~ f ( i; " ) , zo da t f ( i; ' ) ~ h .:. f ( i; " ) • 

- w ' 1 J= 

Is h infinitesimaal, dan is x0 "'1; 1 "'1; 11 , dus f(i;') "" f(x0 ) "'f(i;"), 

F(x0+h) - F(x0) 
zodat h "' f(x0 ), 



Is de standaardf~nct:e f x fin1~erd en cont:nu on 
r , 
La,,x:J, a standaard, 

dan is m.b.v. stell 6 

Stelling 25. en vo.ldoende voor tet besta.an '\tan I f :c)dx is, dat 
Ja 

J -ij 

f x dx - J voor > O, one 

Stelling 26. f(x) 1s gedefiniierd e~ continu voor x _ a, w is een vast 
.,.. 

getal 1::- N " Tl. Dan is er een pos:tief getal b, zodat voor 

n,, met a, n < , , b geldt: 

f(x)dx 
::,_.., __ 

w 

-w-1 
\ 
L 

~..7=0 

Bewijs. Is n eindig, dan 

rd 
I i f(x)dx ( n. -

Jc 

w­
\ 
L 

,i=O 

w-1 

f(xJ) 

d \ f ( X.)) l J j=O 

f(x 
J 

, waar x 

O, dus in 

- C! 7 als ! ' w 

= '~ •-:, .. 
,J 

geldt: 

( J )(cl-c). X. = C + 
t1 

Noemen we deze bewering, waarin w door m wordt vervanp:en, X(n,m), 

(waarbij X(n,m) in de formele schriJfwijze van onze ta.al), dan p:eldt 

in R: ( \-/ m) [U 3 y) X ,m)) ==~' ( 3 z) ( (V x )( ( x , z) ==> X ( x ,m) )I\ 

/\,X(z,m))] en deze zin geldt ook 
.,._ 

in R , dus: 
,,.... 

AJ.s X(y,w) geldt voor enige y, dan is er een n0 ~ N , zodat n0 het 

kleinste getal in waarvoor X(j,w). 
....,.. 

Voor nE: N geldt steeds X(n,w), zodat, als n0 bestaat, dan is n0e. N, N. 

Neem b = n0 - 1 als 

Steeds geldt dan: 

"bestaat, anders willekeurig > 0, en oneindig i:" R-. 
w-1 

f(x)dx - £...:....£ i f(x i < 1/n, voor alle c, d 
w ~i =O d 

met a < c < d .::_ n, dus voor n = b ,;;;eldt: 

rd d 
w-1 

I f(x)dx - C \ f( X ) d b. -- voor a '- C '- < 
w ,_, 

J Jc J=O 
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Stelling 27. Voor f(x) als eerder genoemd, geldt: f00 

f(x)dx bestaat 
Ja 

dan en alleen dan als voor een oneindig natuurlijk getal w en voor een 

* oneindig posi tief getal b in R geldt: 
c_; - n 

voor alle c;, n met n < c_; ~ b en n, c_; oneindig, is --­
w 

rs 

w-1 
I f(x 0 )"'0. 

j=O J 

Bewijs. 11 -+ 11 : voor alle positieve oneindige c_;, n geldt I f(x)dx ::: 0 
J n 

* volgens stelling 25, Is w willekeurig uit N "- N en b als in de vorige 

stelling, dan: 

als a '- n < s < b dan c_; - n 
w 

w-1 
\ 
I... f(x.) 

J 
f(x)dx. 

Dus voor n, c_; oneindig is 

c; - n 
w 

j=O 

f(x.),, O. 
J 

11 ...- 11 : Neem aan dat de voorwaarde vervuld is. 

Voor de gegeven wen voor voldoende kleine b' > O, b' oneindig, geldt 

rs w-1 
£..:...!]. \ 

w I... 
j=O 

f(x,) ·::c I f(x)dx voor a < n < s < b'. 
J ; n 

dus: voor alle n, c; (oneindig) als n < c; < min(b,b') dan 

* Voor willekeurige standaard s > 0 en pf. N " N geldt dan: 
rs 

als p ~ n < s ~min(b,b') dan I j f(x)dxl < E. 
; n 

* Noem P de verzameling van alle p E:- N waarvoor dit geldt. 

f i'.;. f(x)dx - O. 
; n 

Pis inwendig, 

dus bevat een kleinste element, dat eindig moet zijn, zodat 

==> 

Dus: zijn n, c; standaard, dan geldt: als n < n < c; dan 

Dit is waar in R*, dus in R, maar daar is het nodig en 

convergentie. 

I f s 
f(x)dxl < E), 

+o It f(x)dx[ < E. 

vordoende voor 
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Stelling 28. /snt is een standaard oneindige rij. 

Ais er een v E- N..,..., N is zodat s " 0 voor alle n < v 
n ' nf N '-- N, dan is 

lim s = 0 in R. 
n n->-00 

De eis van deze stelling is zwakker dan die uit stelling 3, het bewiJS 

gebruikt de methode uit het tweede deel van het bewijs van stelling 27, 

Differentialen 

J a J 
-,..... 

la 1 , . ., . ' 18 steeds een verzameling getallen uit R 
' 

nE-N, n 
a = max ( I a 1 I , e • e , I a I). 

n 
We definieren 0 ( a 1 , an) = J + + r a r MO voor < J.. 2-. n} ... ' Lr 1 a 1 n n' 1 

o(a 1 , a ) = J + + r a rs Ml voor < J.. .:_DJ, Cl • 0 ' n lr 1a 1 n n' 1 

(M0 is de verzameling van alle e1ndige getallen uit R-, M1 die van alle 

infinitesimale). 

Het is duidelJ..jk, dat 0( 1) = M0 , o( 1) = M1 , O(a 1 , ••• , an) = O(a) 

( idem voor o ) . 

O(a) en o(a) ziJn additieve groepen. 

Neem een afbeelding ¢ zodat ¢(m) = ma, dan is~ een isomorfisme 

M0 ➔ O(a), en ook M1 ➔ o(a). 

Dan is O(a)/o(a) isomorf met de additieve groep R. 

Is y = f(x) een inwendige functie, gedefinieerd rn (a,b) met (a,b) 

standaard, en is dx > 0 infinitesimaal, dan definieren we: 
0 n . n-1 

dy = df = f(x + dx) f(x). Algemeen: d y = y, d y = d(d y), 

gedefinieerd op a< x < b - n • dx.. 

Zijn x, f(x) standaard, x f (a,b) dan geldt: 

als f(x) differentieerbaar in x dan geldt dy - f' (x). 
dx 

Onder nader te bepalen omstandigheden blijkt 

dny ( ) ( ) 
:= f n (x) te gelden, hetgeen impliceert dat (dny/dxn) - f n (x)t- 0(1). 

dxn 
Dan geldt ook: dny - f(n)(x) dxn(:- o(dxn), dus dny "'f(n)(x) mod o(dxn). 

Stelling. Bezit f(x) 

afgeleiden, a, b, n, 
0 . n / n 

X{:- (a,b): d y dx "' 

binnen het definitie-interval [a,b] continue ne orde 

f standaard, dan geldt voor eindige reele x met 

f(n)(x) en dny "'f(n)(x)dxn mod o(dxn). 
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Bewijs, Voor a< x < x+nh <bin R geldt volgens de k.lassieke gegenera­

liseerde middelwaardestelling: 

( 3 e )(O < e < 1 A t:,.n f(x) = f(n\x+n8h)) 
hn 

waar ~nf(x) de ne differentie is. 
* n n • . n 

Dit geldt in R, dus in R. Neem h = dx, dan wordt t:,. ftx) = d y, en 

dny = /n)(x + n6dx) (0 < 8 < 1). 
n 

dx O . (n) . 0 (n) 0 tn) 
Bovendien geldt: x 6(a,b), f (x) contrnu in x dus f ( x) "' f (x) "' 

= f(n)(x + n8dx), dus (dny/dxn) "' f(n)(x). 

Totale differentialen 

Zij f(x 1, ••• , xn) een functie van 

punt zodat het gebied bepaald door 

n variabelen in R, (€; 1 , ••• , E;n) een 
~ . )2 2 . l (x. - E;. < r geheel binnen 

• 1 i i -

het domein van f ligt. Deze 
i= 

~ 

functie f kan tot R worden uitgebreid. 

Stelling. Is f(x 1, ••• , xn) als genoemd, en continu in (~ 1 , ••• , sn) dan: 

als {<x;- s 1)2 + ... + (x~ - sn)2}i.::::- 0 dan f(x1, ... , x~) "'f(E; 1, ... , sn). 

Stelling. f(x 1, ••• , xn) is een standaardfunctie, die continue eerste afge­

leiden bezit binnen het genoemde definitiegebied om (c; 1 , ••• , ;n), 

(E;i' r standaard). Noem (x1, ••• , x~) =x', x' binnenhet definitie-inter­

val, dan: 

als 0xi = si (1.:. i.:. n) en dx1, ••• , dxn allen"' O 

dan df "' (~) 
ax, x' 

dx1 + ... + (~) 
ax I n X 

dxn mod o(dx1, . .. , dx n) 

waarbij df = f(x' + dx1' ... ' x' + dx) - f(x1, ... , x'). 1 n n n 

Bewijs. (x1, ... , x~), (h1, ... , hn) zijn standaard, 

••• , x' + h) in het definitie interval. Noem f(x11 + n n 

zodat (x1 + h1 , 

h, t, • • • , XI + h t) : 
n n 

= g ( t ) , dan is 

ar dx, 
g'(t)=--+ 

ax1 dt + ~ h (x = x! + h t) ax n i i • • n i 
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De middelwaardestelling geeft dan: 

g(1) - g(O) = f(x' 
1 

elf 
••• + (-.., -) h ' ox 1 n 

+ h1 ' ••• ' x' + h ) - f(x 11 , ••• , x') = (~) 
n n n ax 1 

waar de partiele afgeleiden in het punt (x1 + eh 1 , ••• , x~ + 8hn) 

(0 < 8 < 1) zijn genomen. 
* In R kiezen we (x 11 , ••• , x') zodat x' =~.,we nemen ho = dx. "'O, niet n J.. l J.. J.. 

allen gelijk aan O. 

df = f(x 1 + dx 1 , ••• , x~ + dxnJ - f(x1, ... , x~) (de totale differentiaal} 

voldoet aan: 

df = (elf •; .ar ~ af . _ (~·) • -el- dx 1 + • • • + (-a-) dx + L.. r.dx. waar r. = (-.., -) 
x1 0 xn O n i=1 1 i J.. axi e clxi O 

Alle ri zijn infinitesimaal: is (ar/ax1)~ de partiele afgeleide van 

f(s 1, ••• , sn) dan is volgens de vorige stelling: 

(? f' ) -" (2.!_) als ( I (x! ;.)2)~ 
axi O axis J.. l 

(~) en evenzo "' 
axi 8 

Dan is oak r 1dx 1 + 

(~) ' 
ax1 t; 

zodat 'elf ) (-
elxi o 

+rdxGo(dx 1 , 
n n ... ' 

"' 

;:: O, 

elf 
(axi)e, 

dx ), dus 
n 

dus r. "' o. 
J.. 

(a f ) (l!:._) ( d ) df = ax
1 0 

dx 1 + ..• + axn O dxn mod o dx 1 , ••• , xn • 

Elementaire differentiaalmeetkunde 

Een kurve K in een driedimensionale ruimte met reele assen ( standaard) , 

wordt bepaald door x = x(t), y = y(t), z = z(t) met O..:. t .::_ 1, x(t), 

y( t), z ( t) bezitten continue afgeleiden van t c [o, 1]. 
Bij overgang naar R* kiezen we een positief infinitesimaal getal dt, 

en dan geldt dx = x(t + dt) - x(t), etc. 

Zij P = (x(t), y(t), z(t)) en P' = (x(t+dt), 
2 2 

de lengte van koorde PP': ds = l(dx + dy + 

y(t+dt), z(t+dt)) dan is 

dz2 )~!. 
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Een punt P heet standaard, als de coordinaten van P = (x,y,z) standaard 

zijn. Zijn A, B twee standaardpunten op K, met resp. t = a en t = b, 

O <a< b < 1, a en b standaard, dan bepalen we het polygoon P0 , ••• , Pw 

als volgt: 

P. = ( x ( t . ) , y ( L ) , z ( t . ) ) en t , = a + j dt = a + j ( ~) , w ~ t/•\ N, w vast. 
J J J J J w 

We nemen d(x,) = x(t,+ 1 ) - x(t,) (j < w-1) etc., zodat de koorde PJ.PJ.+ 1 
J J 2 J 2 - 2 1 

een lengte ds. = l{d(x.) + d(y,) + d(z.) Pl heeft. 
J J J J 

Dan is de lengte 1 van het polygoon: 

w-1 w-1 dx. 2 
1 = L ds , = L { ( ~) + • • • + 

j=O J j=O 

~ 
~ 2 · dt ( we nemen verder 

(dt ) J 

steeds de positieve wortel), 
0 

De lengte van boog K van A tot B wordt door 1 bepaald; we kunnen dit 

beschouwen als definitie, of afleiden, uitgaande van de definitie uit R. 

We gaan het eerste geval na. 

Volgens de middenwaardestelling geldt: dx. = x(t.+1 ) - x(t.) = x'(t.+0dt) 
J J J J 

(0 < 9 < 1), en vanwege de continuiteit van x'(t): x'(t.+0dt) "'x'(t.) 
J J 

dus (dx./dt) "' x' (t.), etc., dus 
J J 

ds. = {(x'(t.) + c? + (y'(t.) + n.) 2 + (z'(t.) + ,;;.) 2 }~ dt = 
J J J J J J J 

= {x'(t.)2 + y'(t.) 2 + z'(t,) 2 + p.}~ dt. (!;;., n., r;;., P, zijn infinite-
J J J J J J J J 

simaal), 

Dan is er een oj "'0 zodat dsj = {(x'(tj)2 + y'(tj) 2 + z'(tj)2 )~ + oj}dt. 

Is nu o 

w-1 
1 = I 

j=O 

w-1 

= max I o • I , dan is 
O~j<w-1 J 

w-1 w-1 
ds. = I Vw(t. )dt + 2 

J j=O J j=O 
o. dt waar w( t) = x' ( t )2 + y' ( t) 2 + z' ( t) 2 , 

J 

I l a. dt I 
j=O J 

w-1 
< \ 
- l 

j=O 
Io I dt = o(b - a) = T, en o infinitesimaal, dus ook r. 

w-1 ~ 
Dus is er een >-. "' 0 zodat 1 = l (w(t.)) dt + >-.. {w(t) 1is continu in 

j=O J ~,b] dus 

0 w-1 ~ 
( l (w(t,)) dt) 

j=O J 
-- Jb Vw(t) 

a 
dt, zodat 

01 = Jb 2 2, 
{ X' ( t) + y I ( t )2 + z' ( t) p dt. 

a 
q.e.d, 
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Bepaling van de raaklijn aan K; stel w(t) ~ 0 binnen het definitie­

interval. P = (xo, Yo, zo) met XO= x(to) etc, to standaard en O, to, 1. 

dt ~ O, we nemen verder x 1 = x(t0 + dt) etc, dx = x 1 - x0 , etc., en wel 

zo, dat Q = (x 1, y 1, z1 ) ook op de kurve door P ligt. 

Dan is PQ = /J = (1x2 + dy2 + d-z 2 )~ = {(x'(t0+e 1dt))2 + (y'(t 0+e 2dt)) 2 + 

+ (z'~t O+0 3dt)l} 2 dt en 0 1 , 0 2 , 03 c:::(O,1). _
1 

Vanwege de continuiteit van x'(t), y'(t), z'(t) geldt: ti/dt"' (wlt 0 )) 2 , 

dus/J/dt is niet infinitesimaal. 

In parametervoorstelling is de bepaling van de rechte door Pen Q als 

volgt: 

(1 .)x=x +dx 0 I:::. r,y= Y +dY, z= 
0 [j ' 

dz z0 + 6 r, waaruit blijkt, dat 

dx 
/j etc. 

Voor standaardwaarde van r ligt het punt, bepaald door ( 1) inf'initesimaal 

dicht bij dat, bepaald door 

(2) X =XO+ T etc. 

Algemener: het punt, bepaald door (1) voor willekeurige eindige r is 

bijna gelijk aan dat, bepaald door (2) voor 01. 

Nemen we ( 3) : x = E,, + a r' , y = n + Si: 1 , z = ,:;; + yr' , waar E,,, n, i;., a, B, y 

standaard, en a, S, y zijn richtings-cosinussen, en t' is een parameter. 

Stel dat voor iedere eindige waarde van t in ( 1), het bepaalde punt bi.jna 

gelijk is aan een standaardpunt, bepaald door (2). 

, , d · Als T = 0 in ( 1 ) correspondeert met r = r O, an 1s x0 
dus (3) wordt: 

X = X + Cl ( T 1 - 1: ())' etc. 
0 

Stel, T = correspondeer-t met T' - 1' 
- 1 ' 

dan: 

O(dx) = a(r' - 1 0)' etc. 
Cl 1 
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Dit geeft dan (1 1 , ) 2_ 0 dx) 13 = 0 (¥ ') , Y to - 1, dus a= (-z-, u = 

wanneer we m.b.v. de parameter voor het +-teken zorgen. 

Dan is o(dx/6.) = 
x'(to) 

(w(to))2 
etc., zodat (2) en (3) gelijk zijn. 

De tangent door P aan K wordt dan bepaald (of gedefinieerd) als de 

unieke rechte 1 in R, zodat voor ieder eindig punt pop de rechte 

door Pen Q (Q bijna gelijk P) een punt q op l bestaat, dat oneindig 

dicht bij p ligt. 



Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker E. Wattel 

Niet-standaard Topologie 

§ 1o Standaard en niet standaard topologische ruimten 

Definitie 1 (standaard) Een topologische ruimte is een verza.meling 

X, tezamen met een uitgekozen stelsel van deelverzamelingen j', dat 

voldoet aan de eigenschappen~ 

1e. X ~ '7' 

2e. <I> G. T 

3e. Als A E.. T en B €. T' dan oak A A B E- T 

4e. Als'j er dan is oak v{ u Ju€.~}€. r 
In de standaard topologie is het gebruikelijk om de structuur als 

volte beschouwen, wat aanvankelijk wil zeggen, dat alle deelver­

zamelingen en alle verza.melingen van deelverzamelingen enzovoort 

zonder extra aanna.m.en in de beschouwingen kunnen warden opgenomen. 

Om tot de niet-standaard topologie over te gaan, zullen we moeten 

bekijken, op welke wijze dan de vergroting van (X,T) zal kunnen 

warden gedefinieerd. 

Expliciet~ We nemen aan: 

Er is een taal ./\.met een deelcollectie K, zodanig dat K alle 

zinnen bevat die gelden in (x,r), waarmee we bedoelen een volle 

structuur (X'C) met een uitverkoren element T€. X((O)) dat voldoet 

aan 1e, 2e, 3e, 4e. 

Uit blz. 11-20 volgt, dat als de verzameling Keen model heeft, 

(X,T) dan zijn oak vergrotingen van (X,T') modellen van K, en in 

het bijzonder de vergroting t.o.v. alle samenlopende relaties. 

Noemen we deze vergroting (x*,T) dan heeft (x*,r*) de eigenschap, 

dat elke samenlopende relatie in (x,r) een inwendig object in 

(x*,r*) definieert, dat niet in (X,i) aanwezig was, die bovendien 
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een naam krijgt, in H fo ) K. 

Het is duidelijk dat een zin, die formuleerbaar is in A ( (X, T)), 
* ~ dan en slechts dan geldt in (X,'T) als zij ook geldt in (X ,'J )c 

Nu bezien we eerste de zinnen uit K, die garanderen dat (X 9 T) een 

topologische ruimte 1s. 

• .:!) cp ( ( 0 ) /1"', X) 

~) ¢( (0)) (T, cp) 

(X zit in T, oftewel X is open) 

(cp zit in'T, oftewel cj> 1s open) 

]) (<l>((O))(T, U) A <P((O))(;', V)) + cp((O))(J, U r-V)o 

(Als U open is en V is open, dan is ook U I'"\ V open. U /""\ V is 

apart te definieren als ('Vp)cp(O)(Ul'W,p) = (cp(o)(U,p)/\ cp(o/V,p))o) 

4) (\/1) (~ u) (Y w) ('Vp) ( 4> ( ( 0 ) ) (1, u )+¢ ( ( 0 ) ) (j, u) )+( ( 4> ( 0 ) ( w ,P) = 

= (3 V) ( cp ( ( O) ) ( 1, V) /\ <I> ( O) ( V, p) )+<I> ( ( O) ) (f', W) ) o 

(Als '1 een deelcollectie van T is, dan is de verzameling W, die 

de vereniging is van alle elementen van 1, een verzameling uit 

T) D 

Deze formules zitten in K, en daarom zijn de formules ook waar 
* # voor (X , 'T ) . In de taal A bestaat echter de * niet, en symbolen 

met of zonder ster, zijn identieke symbolen in K. 

De formules voor (x*,7*) zijn door bet plaatsen van sterren te 

verkrijgen uit de formules voor (X,T). Als voorbeeld: 

Hierbij lopen de variabelen over de objectsymbolen van H fo' Dit 
* impliceert dat hier in 4 alleen een eis staat voor die stelsels 

open verzamelingen, die te formuleren zijn in H_ro, Een vast voor-
* * gekozen punt p uit (X,'T), gaat in (X .T') over in een punt, want 

het is formuleerbaar inA, dat het kardinaalgetal van de verzameling 

{p} precies 1 is, en zo gaat ook elke eindige verzameling over in 

een verzameling met eindig veel elementeno Het is echter binnen Hfo 

niet uit te maken, op pin (X, T) voorkomt of nieto 
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Een verzameling U uit (X,T) zal overgaan in een verza:meling u* 
* # 

uit (X iT ), die echter niet steeds behoeft te bestaan uit de 

verzameling van punt en van (X, r) , die erin bevat zijn, want bij 

een oneindige verzameling is steeds de samenlopende relatie: 

('r/p 1)Np) coo o (Vpn)(~(o)(u, p 1)A •••• A~(O)(U,pn))(3q)(¢(O)(U,q)/\ 

A~(o,o)(#o, P,,q)/\ 0 .. J\¢(0,0/jo, Pn,q)) 

wat betekent, dat bij elk eindig aantal punten uit U, er steeds 

een punt is aan te wijzen, ongelijk a.an elk van het eindige aantal, 

* dat toch in U ligt, wat impliceert, dater ook een punt is in U, 

dat ongelijk is aan alle standaard punten van u. 
Op volkomen dezelfde wijze zit in elk oneindig stelsel {open) 

standaardverzamelingen 1 uit (x,T) in,* uit (x*,r*) een niet­

standaardverzameling. 

In het bijzonder is voor de niet-standaard topologie de verzameling 

van alle open omgevingen om een vast voorgekozen punt belangrijk. 

Zij p een punt ui t (X, T). De verzameling 8' van alle open omgevin-
p 

gen van pis gedefinieerd en heeft een naam in Ko 

De doorsnede van elk eindig aantal open verza.melingen uit (X,T) 
* * bevat weer een open verza.meling uit (X,T), wat dus voor (X ,T) 

* betekent: Er is een verzameling W, die een open omgeving is van 

* p, en die bevat is in alle U, die de vergroting zijn van zekere 

U uit ~ o 
p 

We kunnen nu gaan beschouwen de verzameling van alle standaard 

open verzamelingen van p, ook al is dit niet mogelijk binnen de 

taal 

De doorsnede hiervan noemen wij de monade van P, en die bevat 

dus een inwendige omgeving van het punt Po Wij noteren de monade 

van een standaardpunt p als µ(p), en we hebben dus bewezen, het:: 

Lemma: Binnen de monade µ(p) van een standaardpunt p ligt een 
( * *) . inwendige open verzameling, van X ,T die P omvato 



Stelling 1: Als voor twee standaardpunten pen q geldt: q ~ u(p) 

dan geldt: u(q)C µ(p)o 

Bewij s~ In (X,T) geldt: elke open omgeving van p bevat q, dus elke 

open omgeving van p bevat een open omgeving van q dus/"\O cno 
,,.. # q p 

wat in (X , T ) betekent ~ u( q) C.. i.i(p). 

Stelling 2: Een verzameling U in (X,'T) is open, dan en slechts 
* # * dan als geldt voor alle p uit U : J.J(p) c...- U in (X , 7 ) o 

Bewijs; U open in (X,T) en Pt:: U, dan is er een standaard open 
# 

omgeving van p, die in U zit, dus de monade van p zit in U a 

* Stel andersom: U bevat alle monades van alle punten p uit Uo 

Dan geldt voor elke vaste standaard p de zin volgens het lemma: 

* il>(O)(U, p)-+~V)(il>((O))(Ti V)Ail>(o/V, 

(als pin U zit, dan is er een open 
* . 

nog in U zit). 

C. -~ 
P )A 4> ( ( o )( o)) ( ( o) ' V' u ) ) 

. ' . omgeving van p, die ook 

* ¥, Deze zin is geldig rn (X ,T ) dus in K, wat daar impliceert, dat 

U omgeving is van elk van zijn punten~ dus open iso 

Gevolg: Een verza.meling G uit (X,T) is gesloten, dan en slechts 
* ~ ~ -# 

dan als voor alle p uit X\G geldt, dat µ(p)C(X\G) in (X ,T )o 

Bewijs: Het complement van een verzameling is definieerbaar in K, 

en dus als G* inwendig en gesloten is dan en slechts dan is (x*,c*) 
inwendig en open, en zowel ( X\G) VG =X als (X\G) f\ G =¢, geldt in Ki 

• -~ * * * * dus ook (X\G) VG =A. en (X\G) f'\G =¢>, dus: (X,G) = X \G o Nu 

volgt de stelling direct uit (2)o 

Gevole;~ Een standaardpunt p ligt in de afsluiting van een standaard­

* verzameling A, dan en slechts dan als µ(p)/"\A # ~' 

Bewijs~ Volgt uit gevolg 1 en stelling 1c 

~!2±-~~ Een standaardpunt p ligt op de rand van een standaardver­

zameling A, dan en slechts dan als µ (p) f'\ A* ;i! ¢>en µ(p )1t*\A '¢, o 

Bewijs~ Uit twee maal toepassen van de vorige stelling 0 
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Stelling 3: Als Seen verzameling is in (x.J), dan bestaat er een 

interne open verzameling Vin (x*,j~) zodanig dat SC.Vcµ(S)o, 

waarbij µ(S) de doorsnede is van alle standaard-open verzamelingen, 
* die S omvatteno 

Bewijs~ Binnen de doorsnede van elk eindig stelsel open verzamelin­

gen, die S omvatten, ligt een open verza.meling in (X,T)o Dit is 
. ( * *) een sa.menlopende relatie, zodat voor X ,; het gestelde volgto 

Stelling 4: Een topologische ruimte (X,T) is dan en slechts dan 

een T1 ruimte, als voor elke twee verschillende punten pen quit 

}: geldt in (x*, T*) :pfµ(q) o 

Bewijs: Stel (X,T) is T1, dan is er om q een omgeving V, die p 
* * i q niet bevat, dus zeker geldt in (X ,T ):ptµ(q)o 

Stel voor alle standaard pen quit (x*,,*) dat als p # q,ptµ{q)o 

Kies twee vaste punten p0 en q0 , en neem aan p0 en q0 zijn 

individuele constanten in Ko Volgens het lemma 

ligt er binnen µ(q0 ) een inwendig! open verzameling om q0 • Daarvoor 

geldt de zin uit K: (3v)(~((o))(1' ,V)/\~(O)(V,q0 )A-,~{O)(V,p)) en 

deze zin is ook geldig in (X,T), zodat voor elke twee punten in 

(X,T) is er een open verzameling, die de eerste niet bevat, maar 

de tweede welo Dit betekent dat de ruimte T 1 is. 

Op dezelfde wijze is te bewijzen: 

Stelling 5: Een topologische ruimte (X, 7) is dan en slechts dan 

Hausdorffs, als voor elke twee standaardpunten pen q geldt: 

µ(p),w(q) = cpo 

Stelling 6: Een topologische ruimte (X,T) is dan en slechts dan 

Regulier, als voor elke gesloten verzam.eling Sen elk punt erbuiten, 
* * p in (X, j) geldt: µ(S)Aµ(p) =qi , in (X , T ) 

(Voor definitie µ(S) zie stelling 3). 



- 60 -

Een topologische ruimte (X,T) is dan en slechts dan 

1 a ls voor elke twee diciuncte gesloten verzamelingen Sen norm.a.a , -

R X, "j in , ,*) geldt; µ(S)Aµ(R) =4'o 

Een topologische ruimte (XfT) is compact, dan en 
* ·* slechts dan als elk punt van (X , T ) in de monade van een standaard-

ligt 

s; Stel (X /f) niet compact, dan is er een open overdekking 

van (X,T , die niet kan warden uitgedund tot een eindige deel­

overdekking. Noem deze overdekkingUo 

Dan geldt de sa.menlopende relatie: Voor elk eindig stelsel 

verzar:elingen uit U is er een punt, dat niet in de vereniging van 

die eindig veel elernenten ligto 
* ¾-

Di t imp1i ceert .; In ( X , T ) ligt een punt j dat niet in de ver-
*' 

eniging van alle U , met U t. 1.t. ligt, dus voor elk punt p ui t 
# 

(X, T) is een omgeving V aan te geven, zodat , 6- V 9 dus ~.!:11(p) 

dus S ligt niet 1n de monade van enige p uit (X,T)o 

* * Or:1gekeerd Stel er 1s een punt ~ in (X , T ) dat niet in de monade 

ligt van enig standaard punt p, dan is er om elk standaard punt 

p in (X, T) een open omgeving Up~ zodanig dat ;3¢.u o Deze collectie 

fu 1overdektX, Stel (X,T) was compact, dan wa/er een eindige p 
deelcollectie U • U t U o•o U die X: overdekteo Deze regel 
. P1. ?2 P3 pn 
lS formuleerbaar 1n K, nolo: 

(Vq)¢(0)(X,q)=(¢(0)(UP1' q) v~(O)(UP2' q)v ooo• v~(O)(UPn~ q)), 
• * * * dus:U VU V.,,.VU = X 
P1 P2 pn 

$f1J~ Vu* V oo,Vu* o Dit levert een tegenspraak, dus (X 9 ~f') 
, P1 P2 pn 

kan n1et compact zijn. 

Opmerking: 

Een punt, dat in de monade van een standaard punt ligt, noemen wij 

wel "Bijna-standaard", zodat de stelling kan worden geformuleerd 
als: 

De topologische ruimte (X,T) is compacti dan en slechts dan als 
,# * 

elk punt van (X , T )bijna standaard is 0 
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Colloquium 11 0nderwerpen uit de Modehheorie" 

Spreker: E. Wattel. 

§2. Rijen en Filters 

In de analyse is het gebruikelijk om na te gaan of een verzameling ge­

sloten is door te controleren, of elk verdichtingspunt van de verzarne­

ling er toe behoort. 

Dit gebeurt met behulp ve.n riJen, die gelegen zijn binnen de verzame­

ling. Een verzameling 1s dan en slechts dan gesloten, als elke rij, die 

bir,:1er, de verzameling li ook al haar verdichtingspunten in de verza-

~ok in le topologie 1s de rij te defini~ren, en de rij convergeert 

naar een punt p, dan en slechts dan als in elke omgeving van p biJna 

alle terr:1en van de Y'lJ li.e;gen. 

In de niet sLandaard topologie is een limiet van een riJ te defini§ren 

dat voor alle n G. N\N geldt: p E. µ ( p) evenals 
n 

1n de 'Joorgaande hoofdstukten van de syllabus. 

Er ko~en echter twee moe1lijkheden. 

teo Een 1-·• l 1 
.;_ .... 0 kan convergeren naar meerdere punten. 

1,Jk, dac een verz3.rt.eling niet gesloten 1s, hoewel elk 

·1erdicht.1.ngspm1t van elke rij binnen de verzame.iing tot de verzarneling 

behcorr. 

De eerst.e moeil1jkheid is 1nhaerent, aan het begrip topologie, en deze 

levert verder weinig consequenties. 

Om de tweede rnoe1lijkheicl te ondervangen, heeft men generalisaties van 

rij en .u1gevuerci. 

,e. De Ue-c,ten (E.H. 1foore, l:-I.L. Smith. Zie b.v. Kelley en Robinson). 

2e. De Filters (H. Cartan). 

De 1:Jeide generalisaties zijn onderling equivalent, rnaar in de niet­

standaard topolog1e heeft het gebruik van filters voordelen. 
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Definitie: Een stelsel verzamelingen:rheet een filter indien: 

1e) Ac:(J:!. en BE.9 =· AnBe.o/. 

2e) A~ :i:== en A CC =, C €: CS:. 

3e) f/J <t <}:'. 

Een stelsel verzamelingen ~heet een filterbasis indien: 

A E 0.:> en B E:b => :IC : C E: ~ en C C A (')B. 

¢ ~~-

Het is duidelijk, dat het stelsel van al die verzamelingen, die een 

deel verzameling hebben die in een gegeven filterbasis ~ ligt, een fil­

ter is. Deze filter is de filter die door '.]Swordt opgespannen. 

Een filter~ is bevat in een filter ~ dan en slechts dan als elke ver­

za.meling, die in ~ zit, ook in~ zit. Wij zeggen ook wel, dat ~ 3=' 
omvat. 

Een filter, die niet bevat is in een grotere- filter, heet wel een 

Ultrafilter. 

Voorbeeld: In een willekeurige topologische ruimte, vormen alle verza­

melingen die een open omgeving van een vast punt p bevatten, een filter. 

Deze heet de omgevingsfilter van het punt p. We duiden hem meestal aan 

met lJ:. p 
Alle open omgevingen van p vormen een filterbasis. 

Nu definieren wij: Een filter~ convergeert naar een punt 

slechts dan als elk element van de filter \J-.: een element 
p 

~ bevat. 

p dan en 

van de filter 

Anders geformuleerd: Elke omgeving van p bevat een verzameling uit 9='. 

Stelling 1: Een filter Q: in de ruimte (X, [;) convergeert dan en slechts 

dan naar een punt p, als in (X*, i:r--) een inwendig element Fe~ ..... bestaat, 

zodanig dat F Ci-: (p). 

Bewijs: a) Zij ~ een filter, die naar p convergeert, dan ligt binnen de 

doorsnede van elke eindige verzameling van omgevingen van peen element 
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van 9=". Dit is een samenlopende relatie, en daarom kunnen wij conclu­

deren dat er in tx*, ~J een element van~- binnen de doorsnede van 

alle uitbreidingen van omgevingen van p zit. 

In formule is dit precies: t3F);(FE5==-JA(Fc µ(p)). 

b) Neem aan: (3F)lF~'Y-)A.tFC .. (p)). 

Kies een willekeurige omgeving U van p in tX, ;}"'). 

Dan geldt in (X-, T..,..) FC µ (p) CU .... , dus geldt de zin in K: 

(3F) (F Et:J="'"") (F cu-). 

Deze zin is vertaalbaar voor (X, ,Y) : (3F)(F€,'.r')(FCU) 

wat wil zeggen; Voor elke willekeurige doch vaste open omgeving van 

p, U bestaat een element van het filter P, dat binnen U gelegen is. 

Dus de filter ~ convergeert naar het punt p. 

Een punt p heet adhaerentiepunt van een filter lJ' indien elke open ver­

zameling om p elk element van<}:" doorsnijdt oftewel als 

<J= = {Fnv \FE}=, v €\J::} een filter is. 
p p p p 

Hiermee is direct bewezen: Als peen adhaerentiepunt van de filter 1=" 
is, dan is er een filter:F, die".Fomvat, en die naar p convergeert. 

p 

Stelling 2: In (X,'T) is een punt p adhaerentiepunt van een filter D=" 
dan en slechts dan als in (X .... ,T .... ) elk element van'r"'"" µ(p) doorsnijdt. 

Bewijs: a) Stel pis adhaerentiepunt van~. 

Dan geldt: (VF)(\;V)((F€.!r)A(VE\Y) _.. Ff"W 'f 0), 
J .... 

Deze zin is vertaalbaar voor (X ,'T) 

0r/F)(\Jv)((F€.Y)A(Vc.~-) ~ Fnv-# ¢). 
p 

Er is een verzameling V' van\)" ..... , die inwendig is en bevat in µ(pJ. 
p p -

Voor deze verzameling geldt (\;)F€.,Y JFnv; # 0 dus zeker doorsnijdt 

elk element van .:J=" ..... , µ (p). 

b) Stel elk element van'}" .... doorsnijdt µ (p). Dan geldt voor elk element 

U uit V in (X,<J') : CyF)((FE:.,Y--) + (Fr"\U.,...) /: ~). 
p 

Deze zin is weer vertaalbaar voor (X, ij) en daar betekent ZlJ: 

De omgeving U van p doorsnijdt alle elementen van de filter ~ • 
Dit geldt echter voor alle U, dus ':F'heeft p als adhaerentiepunt. 
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Opmerking: Er zijn verscheidene aequivalenten voor deze stelling. 

Dit is mogelijk, daar de zwakke eis: (YFc:r) Ff"\µ(p) 'f- ¢, in (X/J) 

impliceert, dat p adhaerentiepunt van 0:: is, en dus geldt in (X ..... , ')" ..... ) 

oak de bewering: ('tjF €.l'J:'..,._) ('¢Vf.1f'"°) F ()V '/: \ZJ, zodat we kunnen zeggen, dat 
p 

de eerste eis de tweede impliceert. Dit komt, omdat de eis: p is een 

standaardpunt vrij sterk is. 

Verder is het bij filters niet noodzakelijk, om indexverzamelingen te 

beschouwen. Bij rijen bestaan deze indexverzamelingen wel, en wil men 

op juiste wijze in de topologie overgeindiceerde stelsels spreken, 

dan zal men er rekening mee moeten houden, dat bij vergroting van de 

ruimte alleen gebruik mag worden gemaakt van vergrootte indexverzame­

lingen. Wanneer er oneindig veel indexverzamelingen zijn, dan kan oak 

de verzameling van indexverzamelingen vergroot worden. 

Deze situatie doet zich voor bij het beschouwen van netten als conver­

gentiecriterium. 

Stelling 3: Een verzameling A in (X,:J') is dan en slechts dan gesloten, 

als alle filters, die A als element bevatten, al hun adhaerentiepunten 

binnen A hebben. 

Bewijs: Volgt onmiddellijk uit Gevolg 1 van Stelling 2 van §1, en uit 

de voorgaande stelling. 

Stelling 4: Elke filter is bevat in een ultrafilter. 

Bewijs: Zij g:'een filter in de volle normale structuur X( 1 ) op de ver­

zameling X. Dan bestaat voor Y, de samenlopende relatie 

R(F, p) = D pE:FE.s:=' 

(YF1 )('v'F2)Cv1F3) (VFn)((F,£5:)A(F2€.tJ')/\ .•• /\(Fn~) --1- (3p)((pEF1 )/\ 

.•• ;\(p€F ))), 
n 

Er is in x",._ dus een punt I;, zodanig dat 1;,eF.,... voor alle F ui t <]='. 

Bezie nu in x* de filter~ van alle verza.melingen die I;, omvatten, en 

bezie verder de verzameling '11., bestaande uit alle standaardverzame­

lingen, waarvan de ui tbreiding in ~ ligt. 



Bewering: 'll is een ultrafilter, die ,g:' omvat. 

Stel U is een w1llekeurige verzameling, die een element van 'U... bevat, 

dan zit zekere I';, in U-. 

Stel U en V zijn twee verzamelingen uit 1Ll dan is u-ri V.,.. = (U nv)* en 

daar U ..... () v- het punt I';, bevat, moet ook (U(')VJ.,... het punt t;;, bevatten, 

dus U /'\VE: U.. Conclusie: 'U_ is een filter. 

Wegens het feit dat i: is gedefinieerd uit het filter ~ geldt natuurlijk 

ook 'J=' is bevat in 'Ll.._ • 

Verder is 'l-l een ultrafilter daar voor elke standaardverzameling v- in 

x* geldt: Dr V ..... , of x"'\v.,... zit in g, wat betekent: Voor elke deelver­

zameling V van X geldt: Df VE:'U .. , of (X\V )E:.'U .• 

§3. Compacte verzamelingen 

Een verzameling van een topologische ruimte is compact indien elke 

overdekking van die verzameling met open verzamelingen uit de ruimte, 

een eindige deeloverdekking bezit. 

Het is duidelijk, dat ook hier de e~uivalentie geldt van §1 stelling 8 

oftewel: 

Een verzameling A van een topologische ruimte (X,'J) is compact dan en 

slechts dan als in ,x*, CJ""'-) geldt: Elk punt van A- ligt in de monade 

van een standaardpunt. 

Stelling 1: In de vergroting van een compacte Hausdorffruimte vormen 

de monades om de standaardpunten een partitie van de ruimte. 

Bewijs: Uit §1 stelling 5 volgt, dat elke twee monades disjunct zijn, 

en uit §1 stelling 8 volgt, dat elk punt bijna-standaard is. 

Gevolg: De topologische ruimte (X,g--') is eerr compacte Hausdorffruimte, 

dan en slechts dan als de monades een partitie van de ruimte vormen. 

Stelling 2: Een compacte deelverzam.eling van een Hausdorffruimte is 

gesloten. 

Bewijs: Zij A een compacte deelverzaroeling van een Hausdorffruimte, dan 

is in A""" elk punt bijna-standaard, en daar· bij een Hausdorffruimte de 
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monades disjunct zijn, moet dus wel gelden, dat van elke monade, waar­

mee A* een punt gemeen heeft, ook het standaardpunt in A.,._ ligt. Di t 

is precies het cri terium voor A is gesloten ui t stelling 2 van § 1. 

Stelling 3: Een compacte Hausdorffruimte is normaal. 

Bewijs: Zij Geen gesloten verzameling uit een compacte Hausdorffruim­

te (X, ~). Dan is G gesloten en compact. Bezie nu een overdekking van 

G met om elk punt een omgeving. Deze heeft een eindige deeloverdekking. 

De vereniging daarvan is een open verzameling om G. Noem deze U. 

Bezien we voor al de op deze wijze verkregen verzamelingen Ude U--, 

dan geldt u-,:) G ..... , en de doorsnede van alle U ...... is µ ( G). 

Steeds geldt: ~G 1-l (p)C µ( G), maar hier geldt ook: 1-!( G)C ~G 1-l (p). 

want: Stel (, 4 'J.a µ (p) ,dan is om elke p E. G een open verzameling V p, 

zodanig dat (, Ii/. v-. De vereniging van alle V overdekt G, dus is er 
p p 

een eindige deeloverdekking met behulp van V 's. 
• • • p( ...... -) Maar bezien we deze overdekking van V's in X ,T dan is het stelsel 

* p 
eindig en overdekt G, en de vereniging bevat s niet. Hieruit volgt dus 

dat µ(G) = iita µ(p). 

Nu is het bewijs verder tri viaal, want, kies twee gesloten disjuncte 

verzamelingen A en B dan geldt: 1-l(A) = ~ µ(p) en µ(B) = jB 1-,i(p) 

maar nu geldt: de monades zijn disjunct. 

Dus \J(A)I"'\ µ(B) = ¢ en nu volgt de stelling uit §1 stelling 1 . 

Gevolg van het bewijs: Voor elke compacte verzameling C van een Haus­

dorffruimte (X,'J"') geldt in (x*,'1"''(-) : µ(C) = -iic µ(p). 

Stelling 4: Als ~ en ':S twee topologieen zijn op de verzameling X, en 

Y,cCG dan volgt uit · (X, J,) is Hausdorffs dat (X, ~) is Hausdorffs 

en uit (X, T2 ) is compact, dat (X, ~) is compact. 

Bewijs: a) Y,cJ; dus voor elk standaardpunt p uit X geldt in X.,._: 

µ 1(p)::)µ 2 (p). Daar steeds geldt: µ 1(p)n µ 1(q) = ¢ als pf, q, geldt ook 

µ2 (p)n112 (q) = ¢, wat betekent, dat (X, :T;) Hausdorffs is. 



b) (:rcT,.. dus 
, c'. 

voor elk standaard p geldt: µ 1 (p) :=:,µ,..,(p). 
' c:. 

A.ls nu (X, :r-2 ) compact is, is elk punt uit X gelegen in een monade 

µ 2 (p) voor zekere p, dus zeker 1n de monade ,-, 1 (p) voor dezelfde p, 

dus (X, Yi) is compact. 

Voor de laatste stelling uit deze paragraaf zullen wiJ na moeten gaan, 

wat voor soorten eq_uivalenten bestaan van het begrip compact. 

Hier volgt een lijst met de meest gebruikelijke. De bewijzen zijn alle 

triviaal. 

a) Elke open overdekk1ng heeft een eind1ge deeloverdekking. 

b) Elk stelsel gesloten verzamelingen met ledige doorsnede heeft een 

eindig deelstelsel met ledige doorsnede. 

c) Elk stelsel gesloten verzamelingen , met de eigenschap, dat ieder 

eindig deelstelsel een niet lege doorsnede heeft, heeft een niet 

ledige doorsnede. Een dergelijk stelsel heet wel een gekit stelsel. 

d) Elke f1l ter heeft een adhaerent,iepu.nt. 

e) Elke ultrafilter convergeert. 

Verder heet een verzameling A compact. ten opzichte van een stelsel ge­

sloten verzamelingen '3, 1ndien ieder deelstelsel 'S1 van S, waarvoor 

geldt dat ~' U{A} gekit 1s, een niet ledige doorsnede heeft binnen A. 

Wanneer wij nu voor 3 een gesloten subbasis voor een topologie --) nemen, 

dan kunnen wij ans afvragen: Bestaat er verband tussen de compacta ten 

opzichte van 3 en de compacta in de topologie die 3 voortbrengt. 

Het antwoord is ja. 

Stelling 5. Het lemma van Alexander. 

Een ruimte is dan en slechts dan compact ten opzichte van een subbasis 

~ van gesloten verzamelingen, als zij compact is ten opzichte van de 

topologie, die door 3wordt voortgebracht . 

..... ) Een stelsel verzamelingen :'.:> heet gesloten subbasis voor een topologie 

~, wanneer i}--' bestaat ui t: De lege verzameling, de hele verza.meling en 

alle verenigingen van eindige doorsneden van complementen van verzame­

lingen uit .S. 
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Bewijs: Het is duidelijk, dat als een ruimte (X, :f)compact is, dat zij 

dan oak compact is ten opzichte van een subbasis voor de topologie. 

Omgekeerd. Stel Xis niet compact in (X, :J'). Dan is er een niet-stan­

daardpunt r;,, dat niet in enige monade ligt van een standaard punt in 
......... 

(X ,:J' ). 
Zij (y' het stelsel van alle inwendige gesloten subbasisverzamelingen 

in (x*, Ci..,...) die r;, omvatten. Dan is~' een gekit stelsel van gesloten 

subbasisverzamelingen. 

Bezie nu de verzameling van alle standaardsubbasisverzamelingen d=' in 

(X*, ~) die ook in~' liggen. Dit stelsel is oak gekit., dus oak het 

stelsel van al die verzamelingen F ui t ( X, 'J') waarvoor geld t, da t 
..... -

F E: ~ , want gekit zijn is formuleerbaar in /\. 

Noem dit laatste stelsel <F. Dit is een stelsel subbasis elementen van 

(X, CJ). We zullen nu bewijzen, dat dit stelsel een lege doorsnede heeft. 

Stel daartoe nY 'I' ¢. Dan is er een punt p in nY. 
[, t. µ (p) dus er is een open verzameling U om p, zodanig dat r;, ft. U ...... 

p p 
Zij G het complement van U in X. G 

p p p 
is de doorsnede van gesloten 

basiselementen, dus er is een basiselement B , dat p niet omvat. 

Maar B is de vereniging van eindig veel sub~asiselementen {s . }U. _, 
_,J) n _ , .,,.. _ " . pi i= I 

dus B = V1 S , • Er 1.s dus een S . , die p niet omvat, maar r;, wel. 
p i= pl pi 

Deze s--. ligt zeker in ij::', dus S . ligt in 0=', dus p (f.. n :Y, dit is in 
pi pl. 

tegenspraak met het gestelde, dus n ~ = 0. 

Het feit, dat X niet compact is, impliceert dus, dater een gekit 

stelsel gesloten subbasiselementen bestaat, met lege deorsnede wat te 

bewijzen was. 

Merk op dat ~' '# ~' want n~ = ¢ en di t is formuleerbaar in de taal 

A, dus ook moet gelden n5=.,.. = ¢. n1Y 1 bevat echter het punt r;,. 

Bij het bewijs van stelling 5, evenals bij het bewijs van §2 stelling 

4 is geen gebruik gemaakt van het keuze-axioma, of enige verzwakking 

daarvan. Bij de opzet van de non-standard theorie is gebruik gemaakt 

van het bestaan van ultrafilters zodat we nu kunnen formuleren de stel­

ling: 



Het bestaan van de vergroting ten opzichte van alle samenlopende rela­

ties in een volle structuur is equivalent met het verz.wakte keuzeaxio­

ma in de vorm: Elke filter is bevat in een ultraf'ilter. 
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Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker E, Wattel. 

§ 4 F'uncties 1 Deelruimten en Producten 

Wanneer wij :f'uncties definieren, zullen wij er rekening mee moeten 

houden, dat we bij iedere functie een definitiegebied en een beeld­

ruimte afzonderlijk zullen moeten beschouweno Om moeilijkheden te 

voorkomen, zullen wij er geed aan doen, door in de standaardruimten, 

of consequent in de vergrotingen te rekenen, en niet bij voorbeeld 

de vergroting van de beeldruimte bekijken, tezamen met het standa.ard 

definitiegebiedo Daarom denken wij ens het definitiegebied en de beeld­

ruimte beiden ingebed in een grotere volle structuur. 

Zij M( 1 ) een volle structuur, die is opgebouwd op een grondverzameling 

M0• Zij verder in M0 gegeven twee 1 niet noodza.kelijk disjuncte 9 deel­

verza.melingen X en Y, die aanleiding geven tot volle deelstructuren 

X(t) en Y(r) van M(~)• 

Een relatie f van het type (O,O) heet een functie van X in Y indien 
i 

voldaan is aa.n de volgende eigenschappen 

1) (Y x)(\,'y) (f(x,y) ~ ( (xe.X)A(y&Y))) 

2) (Vx)(v'y)(\iz) ({f'(x,y)t,f(:x 11 z))--+ (y=z)) 
0 

3) {V:x) ((x(X) + (3y)(i'(x,y))) 

Uit de formules 2e en 3e volgt, da.t er voor elke x~..X e,n en precies 

,en YiJ. besta.at, zoda.nig 9 dat i'(x 9y) geldto Deze y duiden we aan 

met f(xL 

Zo duiden wij ook de verzameling van a.lle punten uit Y5 die beeld 

zijn va.n een x 6. V «. X a.an met f(V). 

De verza:ineling van alle punten uit X1 die worden a.fgebeeld op zekere 

y,Y warden geschreven als r-1(y), en f-1(w) is de verzameling van al 

die punten van x. waarvoor geJ.dt: f(x) 6, W c. ... Yo 
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De verza.meling X heet het definitiegebied van de functie r, en de 

verzameling f(X) heet het waardegebiedo Uit (1e) volgt, dat het 

waardegebied een deelverza.meling is van de beeldruimteo 

Is het waardegebied gelijk aan de beeldruimte, wat geformuleerd 

kan worden. in 3 9 analoog met 3): ('v'y) ((ytS) + C3x)(:f(x,y))) 

dan heet de functie _2E,o 

Indien ieder punt van het waardegebied slechts een punt in het 

definitiegebied heeft, zodat het daarmee in de relatie f staat, 

wat kan warden geformuleerd analoog met (2) : 2 1 ) 

('"( y)(\:I x)(\7' z)( (f(x,y)/\f(x,y)) -+ (~z)) dan heet de functie 

.:!::..!., ~ ui dig. 

Opnieuw kunnen wij in X een topologie T,; en in Y een topologie r; 
definieren. Nu kunnen wij continuiteit invoeren, door de definitie: 

Het oerbeeld van een open verza.meling in Y moet open zijn in X. 

4) (\fV)((ver;)-+ (3W)((Wt.T,)A{W(ol-1(v))))o 

Men kan oak eerst de continuiteit in een punt x6X invoereni door te 

definieren: f is continu in een punt p~X als binnen elke omgeving 

van f(p) het beeld van een omgeving om p zit. 

In formule: (Vu)( (U6"2)/\(f(p)eu) + (3V)( (V~T,')l\(f(V){.U)J\(p6V))) 0 

Het is duidelijk dat een functie dan en slechts da.n continu is, als 

zij continu is in elk punt van het definitiegebied. 

Dit criterium voor continuiteit is goed te vertalen in de niet-stan­
* daard theorie. We gaan nu de vergroting van M construereno M zal 

* * ( * * dan twee niet-standaard topologische ruimten (X , 'I; ) en Y , T2 ) 

bevatten. 

We kunnen nu ook de functie f meenemen en vergroten tot een functie 
(*) 

f 0 

Stelling 1 Een functie f:X ~ Y is cootinu in eeo punt p6X dan en 

slechts dan indien in M* geldt: f(µ(p))Cµ(f(p)). 

Bewijs: a) Stel f is continu in p, dan geldt: (Vut-r;) 
((f(p)6U) ~ ('3 Ve,T,)((pe,V)/\(f(V)CU)))., Dus nu geldt in (Y1

\ ½_*): 

r(f'\ vP"')cr(r(vP*) )ln(u*f(p) >, 
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waarbij wij aannemen, dat de doorsneden genomen worden over a.lle 

standaardomgevingen VP van p, respo Uf(p) van f(p). 

Uit deze formule volgt~ f(µ(p))C µ(f(p)). 

b) Stel f(µ(p))lµ(f(p)). Zij u;( ) een willekeurige standaardomgeving 

van.f(p) in y*. Binnen µ(p) in X~ligt een inwendige omgeving van P• 
* * * . Derhalve geldt in M ~ (~ V )( (pt.V ) /\ (V e.T.1 )A( f(V )cur( ) ) ) • Deze zin , p p p p p 

is geformuleerd in A, en dus waar voor M, zodat in M geldt ~ Binnen 

elke vaste omgeving van f(p) ligt het beeld van een omgeving van p. 

Conclusie: f is continu in het punt po 

Gevolgg Een functie fg X + Y is dan en slechts dan continu, indien 

voor elk punt p van X geldt~ f(µ(p))Cµ(f(p)). 

Een 1-1 duidige continue functie van X op Y heet een homeomorfisme 

als ook de inverse relatie continu is& 

X en Y heten homeomorf a.ls er een homeomorfisme tussen X en Y bestaat. 

Stelling 2: Een ~eneenduidige functie van X op Y is dan en slechts 
* dan een homeomorfisme indien geldt in M: f(µ(p)) = µ(f(p)) 

voor alle peXo 

Bewijs: volgt onmiddellijk uit stelling 1. 

Definitie Een topologische ruimte {A~ T,) heet een deelruimte van de 

ruimte (Xi T) 1 indien ACX en 

In woorden: De open verzamelingen van A zijn precies die verzamelingen, 

die kunnen warden geschreven als de doorsnede van een open verzameling 

uit X met Ao 

Stelling 3 Een topologische ruimte {A, J,) is dan en slechts dan een 

deelruimte van de topologische ruimte (X 17) a.ls voor elk 

punt p e A geldti 

* ii A (p) = µX(p)/'\A o 

BewiJs~ Volgt eenvoudig uit het lemma van§ 1. 
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Het is duidelijk uit deze stelling 3i dat een deelruimte van een 

Hau:sdorffruimte, resp" reguliere ruimte, respo T1 :ruimte~ weer 

Hausdorffsw respo regulieri respo T1 iso Verder ook~ dat een 

gesloten deelruimte van een compacte 1 respo normale ruimte weer 

compact resp, normaal iso 

In formule: 

Zi,j voor zekere indexverza.meling A met elementen a een 

stelsel verzamelingen Xa gegeveno Nu kunnen wij het 

{,~_:rth~i-~sh P!;'°oduc:t definieren als de verzameling F 

van alle functies <I> van A naar UA X met de eigenschap 
O!f (l 

dat voor alle O.€,A geldt «t,f a) 6 X o 
a 

Warmee:r nu elke verz,ameling X van een topologie 'T is voorzien, 
Ct CL 

kunnen wij op natuurlijke wijze een topologie voor F definieren~ 

namelijk door als open subbasis Seen stelsel van verza.melingen 

F(a, U) te nemen, met de eigenschap~ da.t elke F(a, U) bestaat uit 

juist die functies ¢f waarvoor geldt~ dat rp(a) C:.U6-T. 
(J, 

In formule~ 

( V atSA)( V'Ul~ )(F( a, U) fi {$I ( ~6F)I\( $( a)tU£~)} L 

S fS { F(a~ U) I (a~A)A(Ut."a)} 

De topo] ogie die hie:rdoor gedefinieerd wordt heet de ]!£d).±SU,O£Olo~J.:.£ 

voor lJ~ X . ; en de ruimte ITA( X 9 'T..} heet het to3\olo.rische- of al'::I"\. Oi CI.G a a -&: ~ ~~ 

~2£.!~~Si van de ruimten ( Xa, ~) o 

Wanneer we nu trachten om een op deze wijze gedefinieerd product 

te breiden tot een niet-standaardstruc:tuur, kiezen wij daartoe 

een structuur M, )t die zowel A als gA X omvat in M0 o Wij nemen 
\T a- (). 

aan,. da.t M1, ) vol is o Dan is oak elk stelsel van tweeplaatsige rela-
ai \ t 

ties inwendigJ en dus ligt (aMA Xoi) in M(O O)' terwijl de product-

topologie Teen element is van M( ( ( 0 10 ))) o' 
De uitbreiding van M toOoVo alle samenlopende relaties omvat dus de 

uitbreiding van elke X ; de uitbreiding van A, alsmede de uitbreiding 
a • 

van het topologische producto In bet bijzonder bevat M topologische 

* * ruimten X0 oak voor de a uit A \Ao 
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# • • # 
Een standaardpunt p ui t het product F 1s dus een functie 4> , met 

# 
de eigenschap dat ,t, precies de uitbreiding is van een functie <I> uit 

Fo Nu geldt voor de monade van p~ 

# 
~elling4 Voor elk standa.ardpunt pt; IIA* (X 9 'T ) besta.a.t µ(p) 
- - ttlf a o. 

precies uit die functies ~, waarvoor geldt: ~(o)iµ(p(a)) 

voor alle a.6Ao 

Bewijs: Ste.l iµ(o.)4µ(p(a)) voor zekere o.6A. Dan is er een standa.ard 

open verzam.eling U ~1:met p~U en ~(a)lu*. a a a 'r a 
Dit be'tekent 9 dat de sub basis verzameling F( a~ lJ ) de eigenschap heeft ll 

a 
dat p '1- F( a$ Uc) maa.r w/F*( a~ U0); dus d! doorsnede van alle standaard 

open verzamelingen om p bevat ~ niet in F. 

Ligt omgekeerd ~(a) in u(p(oi)) voor alle atA, dan ligt w(a) binnen 

alle standaard subbasisverzamelingen om p dus ook in u(p)o 

~!£!..g~ Het product van Hausdorffruimten is een Hausdorffruimte. 

Bewijs: Kies twee standaardpunten pen qo Als p ~ q dan bestaat er 

een atA zodanig dat p(a) # cj(a), dus u(p(a))Au(q(a)) = ~9 en derhalve 

is ook u(p)r.u(q) = ~o 

§.ielling 5 Het product van compacte ruimten is compact (Tychonoff)a 

Bewij s: Kies een niet-standaard punt tJ; ui t F* a 

Daar de ve:rzamelingen~ P = {xi (x6X )/\ip( a )6,JJ(x)} niet leeg zijn, is 
a O a 

ook hun product niet leeg (precies het keuze-a~ioma)o 

Er is dus een punt p in ~ 11 (P ) • 
oi~ a * 

punt is dan standaardpunt in F, en volgens stelling 4 is iµ dus 

bijna standaard. 

Conclusieg de ruimte is compacto 

Stelling 6 g De af'beelding w: F ·+ X die gedefinieerd wordt door 
- - · IX a 

rr ( q>) = q, (a) is continua 
a 

* Bewijs: Zij w~µ(p) voor zekere standaard p uit Fi dan geldt $(a)e~(p(a)), 

dus~ 

ff (µ(p)),µ(w (p)) q.eodo a a 



Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie" 

Spreker: J.W, Robbin 

§7, Non Standard Analysis of a TVS 

Definition. A topological vector space (henceforth called a TVS) is a 

(real) vector space E with a T7 topology (i.e. points are closed) such 

that the maps 

( X ,Y) 7 X + y (addition) 

and 

(scalar multiplication) 

are continuous. 

Notation: E and F for TVS's. 
..,,.. 

R for the real numbers, For any object Q of the standard model, Q 

(or sometimes Q) denotes the corresponding element of the enlargement. 

For Af:lR and X,Y~E (or Af;lR* and X,Y~E..,...) AX is the set of all ax with 

ae:.A and xEX and X -t- Y is the set of all x + y with xE.X and yE.Y, 

For x€.E standard, µE(x) is the monad of x in E*. For a .E:R.,,.. µR(a) is 

* the monad of a; i.e. the set of all beR with Ja - bj infinitesimal. 

Remark: The usual definition of a TVS does not require that t,he topology 

be T1. 

Proposition 1. at'Il; x,y6.E all standard. Then 

(2) 1-,iR(a)µE(x) s;_µE(ax) 

( 3) µE(x + y) = X + µE(y) 

(4) µE(ax) = aµ (x) 
E 

if a 'f' o. 
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Proof:( ·1) and (2) say that (x,y) ➔ x + y and (a,x) ➔ ax are continuous 

while (3) and (4) say that y ➔ x Ty and x ➔ ax are homeomorphisms. 

Proposition 2. T 

equivalent : 

E ·-1- F linear standard. Then the following are 

( 7 ) T lS continuous 

( 2) Tx is continuous at X = 0 

( 3) Tµ E ( 0 ) ~ µ F ( 0 ) • 

Proof: ( 1) ==> (2) ==> (3) are trivial. 

(3) ==> (1) because TµE(x) = T(x + µE(O)) = Tx + TµE(O) G Tx + µF(O) = 

= µF(Tx). 

Definition. T : E + F is a toplinear isomorphism iff T is linear, and 

T is a homeomorphism. E and F are toplinearly isomorphic ( in symbols, 

E ::: F) iff there exists a toplinear isomorphism T : E ➔ F. 

Corollary: A linear bijection T: E ➔ Fis a toplinear isomorphism 

if and oniy if TµE(O) = µF(O). 

Theorem. Characterization of the finite dimensional TVS. 

Let E be a TVS. Then the following are equivalent: 

( 1 ) E lS finite dimensional, 

( 2) E "' IRn for some n. 

( 3) E is locally compact. 

Proof: (2) ==> (1) is trivial and (2) ==> (3) follows from the 

Heine Borel theorem. ( 1) ==> (2) follows innnediately from 

Lemma 1 . Let e 1 , •.• , en .e, E be linearly independent ( and standard) . 

Then 

<-==> 
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Proof:(<-==) themap1fl + E: (a1 , ••• ,an)+~ 
l 

(==>) suppose x = l a,e, where some a. ~µR(O). 
, 1 1 1 
1 

a,e, is continuous. 
J.. J.. 

Define 

>- = 1 /max { 1 , J a 1 I , • • • , I an I } • 

Then 

(i) 0 <-A< 1. 

(ii) -\a 1 , ••• , .\an are all finite. 

(iii) \a~ t$.. :....R(O) for some j. 
J J. 

where 

Z = 1 C e L , , • 
i 1 1 

By(~==) zE.,.,E(O). By \iii) and the linear independence of e 1 , ••• , en 

y =I- 0. But y is standard. Since Eis T1, y ¢ 1-1E(O). 

If XE:,,E(U), then since.\ is finite, i\xE:µE(O). Then 

y = u - ZEµE~O) - pE(O)~_µE~O), a cont.radiction. Hence x ¢ µE(O). 

Corollary. Any finite dimensional subspace of E is closed. 

Now for ( 3) ==> ( 1). Let E be locally compact. Then there is an open 

neighbourhood U of O in E with K = TI compact. (The bar denotes closure.) 

By the continuity of + take an open neighbourhood W of O with 

W + WGU<.;;;.K and set V = Wf\(-W). Then 

(a) V + V <.;;;.U; and 

(b) V = -V. 

Now recall that a set has compact closure if and only if all its 

points are near standard. 
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Lemma. If Fis a closed, proper subspace of E (i.e. F 'f. E), -chen there 

exists xeU with (x + V)n'IF = 1/J. 

Proof: Suppose not. Then (x + v)fllF is non empty for every xE.U. 

Hence Uf;:F - V. Hence V + V_sF + V. Repeating m times we get 

mVcF + V form= 1, 2, •••• Hence 

( *) Vc.F + .2_ V 
- m m=1,2, ••.. 

Claim: V£1F. To see this choose vf::..V standard. Take m infinite in (=). 
1 

Then v = y + - w where y 6 lF' and w '"-V. But 
m 1 

standard. HencemweµE(O). Hence y = v -

Thus Fr\ µE(v) is non-e~pty and since F is 

w E.V ~K. Hence w is near 
1 
-wev 
m 
closed it follows that VE. F. 

This proves t,he claim that V ~ F. But from the fact that F contains an 

open set follows the fact that F = E. This contradicts the hypot,hesis 

that F is proper and proves the lemma. 

We now prove that E is finite dimensional. If not, by the last 

corollary, every finite dimensional subspace F~E is closed and proper. 

By the lemma we have 

\;/F :}xE.U: (x + V)nF = (./J. 

The sentence is to be interpreted in the standard model wi-ch F ranging 

over finite dimensional subspaces. Passing to the enlargement we see 

that there is an x t::U* with 

~- * (x + V ) ,"'\F = ¢ 

for every standard finite dimensional subspace F. In particular, taking 

F to be the one dimensional subspace spanned by a standard point y 

we see that x is not, near standard. But x e-U-~K*, contradicting the 

assumption that K is compact. This completes the proof that ( 3) ==> ( 1). 
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§2. Non-Standard Analysis of a Normed Space 

DefiniLion. A norm on a vector space Eis a map 

E ➔ R : x -,. I Ix I I 

such that 

(1) l lxl I > 0 for all x~E; 

( 2) I ! x 11 = 0 if and only if x = 0; 

( 3 ) i I ax I I = I a I l I x I I for a ~ R , x € E; 

(4 : '1x + v I I <­., I' -
for x,y c: E. 

r.· 1s then a metric space (and a TVS) with a metric d defined by 

No:e t::.at for x &£, ... Elx) 1s the set of all y e-E.,,... with 11 x - Y J i 
1nf1nitess:.mal. Hence y !E: E-- is near standard iff there exists standard 

x IG:E w1tn , :x - y I i infinitesimal. We sav y 6.E,... is finite iff I IYI I 
1s finite. 

Propes.:. t.::.or. 1. ( 1) Every near standard point is finite. 

(2) The converse holds if and only if Eis finite dimensional. 

Proof: ( 1) is immediate from I \y\ I .::_\\xi \ + I jy - xi\. 
The converse is equivalent to the assertion that the closed balls of 

finite radius centered at Oare compact. This in turn is equivalent 

to the assert ion that E 1s locally compac-i: which by § ·1 is eq_uivalent 

to the assertion that E 1s finite dimensional. 

Definition. An operator on Eis a linear map T 

iff there is a real number K such that 

E ~ E. T 1s bounded 

\ I Tx 11 2:._ K 11 x I \ for all xEE, 
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The smallest such K is called the norm of T and denoted by I IT I I -
The space of operators on E may be given the structure of a vector 

space by defining aT (ac!R) and T 1 + T2 by 

(aT)x = a(Tx) 

for x cE. 

1rhis space also admits a natural multiplication: i. e, for operators 

T 1 and T2 , T1 o T2 is defined by 

(T 1 o T2 )x = T 1(T2x). 

The set of bounded operators on E is denoted by L(E,E). 

Proposition 2. L(E,E) is a normed algebra; i.e. 

(1) L(E,E) is closed under addition, scalar multiplication, and 

composition; 

(2) 11 11 is a norm on the vector space L(E,E). 

The proof is trivial and standard and is left to the reader. 

Proposition 3. Characterization of bounded linear operators. 

Let T: E 7 Ebe a (standard) operator. Then the following are equivalent: 

(1) Tis bounded (i.e. T€L(E,E)). 

(2) Tis continuous. 

( 3 ) Tµ E ( 0 ) £ µ E ( 0 ) • 

(4) T maps near standard points to near standard points. 

( 5) T maps finite points to finite points. 

Proof: (1) ==> (2) is immediate from 

I I Tx - Ty I I = I IT ( x-y ) 11 ~ I IT I I I Ix - Y I I • 

( 2) ==> ( 3) because (3) asserts that Tis continuous at x 

(3) ==> (4) because for x standard: TJJE( x) = T(x + µE(O)) 

f:Tx + µE(O) = i.,~( Tx) • 
.w 

= o. 

= Tx + TµE(O) f;_ 
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We prove (4) ==> ( 1) and (5) ==> ( 1) simultaneously. If ( 1) fails, 

Tis not bounded. Then for every integer n there exists x e E with 

I lxnl I = 1 and n2 < / /Tx I/. Taken infinite and set y n 
//y// = 1/n so that y E: µE( 0) and is thus near standard 

2 n I /Tx 11 n n=-<----
n n = I ITYII• 

,1 
= - x. Then n n 
and finite. But 

Thus Ty is not finite and certainly not near standard. Hence both ( 4) 

and ( 5 ) fail. 

Finally (1) ==> (5) because IITx/1 < /ITII /Ix//. 

Definition. An operator T : E .... E is compact iff T maps bounded sets 

to sets with compact closure. 

One sees that Tis compact iff TB has compact closure where Bis the 

unit ball about 0. 

Proposition 4. Characterization of compact operators. 

Let T : E .... E be a standard linear operator. Then 

( 1) T is compact <==> T maps finite points to near standard points. 

(2) Hence a compact operator is bounded. 

Proof: TB has compact closure <==> all its points are near standard. 

Remark: A compact operator is sometimes called completely continuous. 
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§3. A Lemma 

Throughout this§ E denotes a normed vector space. Everything said 

holds equally well for an arbitrary metric space. We write x ~ y iff 

11 x - y 11 is infinitesimal. 

Proposition 1. Let <sn> n be an internal sequence of real numbers and 

suppose snE: µR(O) for all finite n. Then there exists an infinite 

integer w such that sne-µR(O) for all n < w. 

Proof: Let S be the (internal) set of all n such that Is I < .l. Then n n 
s contains all finite n. If Sis not everything, take w + 1 to be the 

smallest member of its complement. 

Proposition 2. Let ,x > be a standard infinite sequence in E. Then 
- n n 

either 

(1) x has a (standard) limit point; or 
n 

(2) x is not near standard for all infinite n. n 

Proof: Assume (2) fails. Then for some infinite wand some standard y 

we have x ~ y. Choose a standard£> 0 and a finite integer n. The 
w 

sentence 

3 m > n : 11 xm - Y I I < £ 

holds in the enlargement (take m = w) and therefore holds in the 

standard model. Thus y is a limit point of <x > • 
n n 

Lemma. Let <x > be an infinite internal sequence in E either Q-finite -- nn . 
or not. Suppose£> 0 is standard and 

llx, - x,JI > £ 
i J -

for all finite integers i and j with i # j. Then for some integer k, 

~ is E£i near standard. 
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Proof: Suppose not. Then xk is near standard for all k. Define a standard 

sequence yk by setting yk = 0 (~) fork finite. Then xj ~ yj for all 

finite integers j. Thus 

(,.,..) I ly' - y' 11 > E/2 
1 J -

for all finite i and j with i # j. The sequence of real numbers 

s j = I jxj - yj 11 is infinitesimal for all finite j and therefore 

also for sufficiently small infinite j by proposition 1. By assmnp~ion, 

xj is always near standard; hence yj is near standard for sufficiently 

small infinite j • But by , y has no 1 imi t po int. Renee by 

propositior. 2, Y, is not near standard for all infinite j: a contradiction. 
d 



84 

§4. The Spectral Theorem for compact Self Adjoint Operators 

In this section H denotes a seperable complex Hilbert space. C denotes 

the field of complex numbers. (x,y) denotes the inner product on H, so 

that 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 

(x,x) is 

(x,x) = 0 

(x,y ,+Y 2 ) 

real and > 0. 

only if x = 0. 

= (x,y 1 ) + (x,y2 ). 

(x1+x2 ,y) = (x 1 ,y) + (x2 ,y). 

(4) (x,y) = (y,x). 

(5) (ax,y) = a(x,y), (x,ay) = a(x,y) for a E:C, 

Here a denotes the complex conju~ate of a~ C. Define a norm on H by 

(6) I Ix! I = \f(x,x)1
, 

A sequence <-e > (finite or infinite) is called orthonormal iff 
n 

lie II== 1 for all n and (e.,e .. ) = 0 for all i # j. Iff in addition 
n l J 

x = I (x,e )e n n 
n 

for all XIE H, we say that <e > is an orthonormal basis. In that case 
n 

the expression for x in terms of the en is unique. For if x = l x e n n 
then 

(x,e) =(Ix. e., e ) 
n J J n 

,· ( =1.x,e.,e) 
J J n j 

= X 
n 

We assume the reader is familiar with the following: 

n 



I. 

II. 

l(x,y)j .'.:. llxll IIYI! 

!Ix +ylJ .'.:. ilxll + liYII 
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(Schwarz inequality) 

(Minkowski ineq_uality) 

III. Every orthonormal sequence extends to an orthonormal basis 

(with reindexing). 

For proofs see Halmos, An Introduction to Hilbert Space, chapter 1. 

Let T : H ➔ H be a linear operator. A vector v E-H is an eigenvector 

of T iff v # 0 and for some .\ e,C 

Tv = .\ v. 

We ~hen say.\ is an eigenvalue of T. 

Tis self-adjoin~ iff 

( 'I'x, y ) = ( x , Ty ) 

for all x,ye.H. 

We now state 

The Spec~ral Theorem for Compact Self-Adjoint Opera~ors. Let T be a 

compact, self adJoint operator on H. Then H has an orthonormal basis 

<v > where each v 1s an eigenvector of T. 
n n 

Remark: With respect to such a basis, T has "diagonal form"; i.e. if 

1s a point of H (where x = (x,v )), then 
n n 

Tx = \ .\ x v . 
L n n n 

Proof of the Spectral Theorem: In case H is finite dimensional, the 

theorem is practically trivial. Let v7 be any eigenvector of T, say 
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Dividing v 1 by 11v111 we may assume 11 v 1 11 = 1. Let H' be the subspace 

of all vectors perpendicular to v1, i.e. x e::H' iff (v1 ,x) = O. For 

XE;H 1 

( v 1 , Tx) = ( Tv 1 , x) = ( A 1 v 1 , x) = ).. 1 ( v 1 , x) = 0 

so that Tx EH'. Thus H' is invariant under T and the theorem follows 

by induction on the dimension of H. 

We will prove the infinite dimensional case from the finite dimensional 

case via non-standard analysis. 

Let <e > be an orthonormal basis for H. Select an infinite integer w n 
and let H be the subspace of H spanned by e 1, e2 , ••• , ew. 

Let P: H ~ H be the perpendicular projection; i.e. 

P(I xnen) = x1e 1 + ••• + xwew. 
n 

Let T: H ~ H denote the restriction of Po To P to H. 

Proposition 1. Px ~ x for x near standard. 

Proof: Recall that X ,:, y means that I Ix - Yi I is infinitesimal. Suppose 

Xis standard. Since lim ~ X"e, = x we have that 11 
~ x,e, - xi I l L, 

n~ j=1 J J j=1 J J 

infinitessimal for n infinite; and in particular for n = w. If x "'y 

where y is standard, then Px <:a: Py <:a: y ~ x. 

Proposition 2. If xis finite, PTPx is near standard. 

Proof: Let x be finite. Since I jPxl I .::._ I !xi J, Px is finite. Since T 

is compact, TPx is near standard; say TPx ~ y where y is standard. 

Then PTPx ~Py.But Py"' Y• Hence PTPx ~ y. 

Proposition 3, Let VER and suppose Tv = "Av and I lvl I = 1. Then if ).. 

is not infinitesimal, v and "A are near standard. 

is 
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Proof: Tv = PTPv is near standard by proposition 2. Hence, since 1/\ 

is not infinite so is Iv= v. 

Since I\J 2 I !Tl I,\ is not infinite. 

Now H is Q-finite-dimensional. Hence by transfer of the finite dimensional 

theorem we select an orthonormal basis 

for Hand complex numbers A1, ••• , A with 
w 

T v. = L V. 
J J J 

J = 1, .•• , w. 

We may also assume 

> > I\ I . 
w 

By proposition 3, '·~ and v. are near standard. 
J J 

Proposition 4. Let 

Then k is finite. 

s > 0 be standard and \A. I > E for j = 
J -

Proof: Since the v. are orthonormal, 
Ll 

iivi-v\\=\h 
J 

1, ••• , k. 

for i j j. By proposition 3, v1, ..• , vk are near standard. Hence by 

the lemma of §3, k is finite. 

Proposition 5. Let x be near standard. Then Tx ~ TPx. 

Proof: Without loss of generalitv assume x is standard. x " Px by 

proposition 1. Hence Tx "TPx. Hence PTx "PTPx. Again by proposition 1, 

Tx ~ PTx. Since PPx = Px we have 

Tx ~ PTx ~ PTPx = PTPPx = TPx. 
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Now let W be the set of all integers j such that A, is not infinitesimal. 
J 

By proposition 4, W contains no infinite j. Hence there are two cases: 

_c_a_s_e_1. W = { 1 , . . . , k} k finite, and case 2. W = all finite integers • 

Case 1. W = {1, .•• , kT when k is finite. By proposition 3, 

are near standard for j E.W. Define 

0 .. 
v. = (v.) 

J J 

A. = 06") for J = 1 ' • 0 • ' 
k. 

J J 

Then v. ::: V" for j = 1 ' k so that (v.,v.) "' (v.,;.) = 
J J 

0 •• , 

1 J 1 J 
1 -:/: j. Since (v.,v.) is standard, (v.,v.) ::: o. 

1 J 1 J 

Similarly I Iv. 11 = 1 for 1 = 1 ' ... ' k. 
1 

v. and A" 
J J 

0 for 

Extend v1, . "' . ' vk to an orthonormal basis 
V 1 ' ... ' vk, vk+1' ... 

of H and let A. = 0 for j = k+1, k+2, 
J 

Choose X£ H. Then PxER and 

where x. = (x,v.). But 
J J 

TPx 

Hence 

~ ~k+ 1 11 x I I • 

Since Ak+l is infinitesimal, this says that 



By proposition 5,Tx::: TPx. Hence 

Tx::: TPx 

Hence since both sides are standard 

Case 2. Wis the set of all (finite) natural numbers. Then each A, 
cl 

for j fini~e 1s near standard and so by proposition 3 we may define 

(for finite j) 

0. > 

v. = (v.) 
J J 

A .. = 0 (A.), 
J J 

As before the set <-v > is orthonormal. By proposition 4, IA I -+ 0 
n n 

as n -+ 00 • Choose x H standard. For n finite, 

as n -+ 00. 

' i.e. 

- I ITPx - (~,Cx,~1)~, + •.• + ~n(x,vn)vn)II 

= I I A (x, v . )v 1 + , .. + ~ (x, ~ )v 11 
n+1 n-1-1 n+ w w w 

.:. ,\n+l I Ix 11 -+ 0 

Tx = 

co 

\' 
L 

n=O 
A (x, v )v • 

n n n 

<-v >maybe extended to an orthonormal base (the new basis vectors 
n 

are ei~envectors of the ei~envalue 0). 

This completes the proof of the spectral theorem. 


