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Colloguium "Lineaire Analyse" (1967-1968]

20 zeptember 1967
Bpreker: H.G.Jd. Pigls

7., Metrische rulmten

o . . . .LF s
Definitie . Laat X een verzameling ziju en last K de verzameling van

. o . o : . N +

de niet-negatleve re€le getallen zijn. Een functie p: X « X + K

heet een metriek voor X, indien voor alle x, y, z€X geldt:

(l) p(x’ y) s () == ox = y
(11} plx, y) = p(y, x)
(111} plx, 2z) < olx, y) * oly, 2z) (driehcekscngelijkheid)

Het paar (X, p) heet dan een metrische ruimte en p(x, y) heet de

afstand tussen x en y.

Voorbeelden.
a) Laat X een willekeurige verzameling zijn. Voor x, ye€X definiéren
we: fb(x, y) =0 als x =y
olx, y) = 1 als x #y.
Dan is (X, p) een metrische ruimte.
b) Laat K de verzameling van de re&le getallen zijn. Voor X, yeR

. Dan is (R, p) een metrische ruimte.

definidren we: p(x, y) = |x - y

i 5 . k}
caes xn) | x, ek voor 1

c) 71j BT = {(x§, X5s 1, 2, wea, nr. Vocr

: n P Ty e e
X = (x?, Xy coes xn)e]R en y = (¥y5 Ypo sovs yn)55R defini&ren

e -

P

plx, y) =

He-s

2
1=1
Men kan bewijzen dat (R", p) een metrische ruimte is (zie syllabus
Colioguium "Topologie").
a) 215 (X, p) een metrische ruimte. Laat A een deelverzameling van X
zijn. Voor x, yeA definiren we : o(x, y) = p(x, y).

Dan i1s (A, o) een metrische ruimte.
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Definitie 2. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Zij € > O en p&EX.

De verzameling Us(p) = {x|o(p, x) < €} heet de e-omgeving van het
punt p.
Definitie 3. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Zij A een deelver-

zameling van X. Dan heet een punt peX

inwendig punt van A, als er een e-omgeving Ua(p) van p bestaat, die

geheel bevat 1s in A

verdichtingspunt van A, als elke eg-omgeving Ue(p) van p een punt a # p

uit A bevat (m.a.w. voor elke e-omgeving Ue(p)
van p geldt: (Ug(p)\p)ﬂA # @),

Definitie L. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Een niet-lege

verzameling OCX heet open, indien elk punt x€0 inwendig punt

0 is. De lege verzameling @ heet open. '

Een verzameling VCX heet omgeving van een punt p€X, als er een open
verzameling OC X bestaat zodanig dat peOCV.

Stelling 1. (X, p) is een metrische ruimte.Zij ¢ > O en p€X.
Dan is de verzameling Ug(p) open.
Bewijs: Zij q_(Z_Ue(p). Dan is p(p, q) = n < €. Kies 6 26dat 0 < § < € - n.
Voor elk punt x met p(q, x) < & geldt dan wegens de driehoeksongelijk-
heid

o(p, x) < o(p, @) + pla, x) <n+8<ce

Dus Us(q) C Ue(p). Dus Ue(p) is open.

Stelling 2. (X, p) is een metrische ruimte. Dan geldt:

a) § en X zijn open

b) De vereniging van een willekeurig stelsel van open verzamelingen
ig een open verzameling.

c) De doorsnede van eindig veel open verzamelingen is een open ver-
zameling.

Bewijs:

a) Dit volgt onmiddellijk uit Definitie 4.

b) Zij gegeven een willekeurig stelsel van open verzamelingen Oa’ waar-

bij o een zekere indexverzameling A doorloopt.
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Zij C de vereniging der verzamelingen Ou en ziJj p een willekeurig

punt uit O. Dan behoort p tot een zekere OQ . Br is dus een omgeving
0
U (p) die bevat is in deze G, - Deze cmgeving Ug(p) is zeker bevat
Z 0 ’ .
in C. Dus p is inwendig punt van 0. Dus O 1is open.

c) Zij nu gegeven een eindig stelsel cpen verzamelingen en stel

Os;o C ceey O ZiJ p een punt uit de docrsnede. Dan bestaan er

2° k*

pceitieve getallen ., « eesy £, met

2° k

u, {p}coi (i =1, 2, vou, K}
Stellen we & = min Eos dan is Uekp) bevat in elke Oi’

1=1 2,004,k

dus in de doorsnede. Hieruit volgt dat de docrsnede der Oi open 1s.

Het gedeelte ¢) van de steiling geldt niet voor cneindig veel verza-
melingeti, zoals blijkt uit het volgende tegenvoorbeeld:

de verzamelingen (- %3 14 %J(k =1, 2, +o.) in K zijn cpen, terwijl
hun dcorsnede het gesloten interval [O, ?j 1S.

Opmerking: Zij X een verzameling. Laat £J een collectie van deelver-
zamelingen van X zijn; als ACX en als A tot de collectie{j"behoort,
dan zullen we A open ncemen. Als nu voldaan 1s aan a), b) en c¢) uit

Stelling 2 dan heet het paar (X, f) een teopolcgische ruimte.

Definltie 5. Zij (X, p) een metrische ruimte. Een verzameling GCX

heet gesicten als X\ G cpen is.

Stelling 3. (X, p) is een metrische ruimte., Dan geldt:

a) ® en X zijn geslcten.

b) De vereniging van eindig veel gesloten verzamelingen is een geslioten
verzameling.

¢) De dcorsnede van een wiliekeurig stelsel van geslcien verzamelingen

is cen gesloten verzameling.

Steiling 4. (X, p) is cen metrische ruimte. Zij GCX. Dan geldt: G is

gesloven <==> G bevat al zign verdichtingspunten.

&



Bewijs:

"==>" Zij @ gesloten (i.e. X\ G is open). Zij p een willekeurig punt
in X\ G. Dan is p inwendig punt van X\ G. Er is dus een omgeving

Ue(P) ven P, die geheel bevat is in X\G. Hieruit volgt, dat p geen
verdichtingspunt van G is.

"w==" Laat G al zijn verdichtingspunten bevatten. Zij p een willekeurig
punt in X\G. Daar p nu geen verdichtingspunt van G is, bestaat er een
omgeving Ue(P) van p zodanig dat (Ue(p)\ p)NG = @. Daar p<& G, geldt
ook Ue(p)ﬂG = @ ofwel Ue(p)CX\G.

Definitie 6. Zij (X, p) een metrische ruimte. 2ij ACX. De doorsnede

van de familie van de gesloten verzamelingen die A bevatten, heet de

afsluiting A van A.

Opmerking. Zij F = {FB}BQB de familie van de gesloten verzamelingen
die A bevatten. Dan is A= [\ T,.

— BeB "B
Hieruit volgt dat A gesloten is (Stelling 3 c)).
Als G nu een gesloten verzameling is die A bevat, dan geldt Ge% Dus
G DA.

We zien dus: & is de "kleinste" gesloten verzameling die A omvat.

Stelling 5. (X, o) is een metrische ruimte. Zij A€X. Laat B de ver-
zameling van de verdichtingspunten van A zijn.

Dan geldt: A = AUB.

Bewijs:

We tonen eerst aan dat AUB gesloten is.

Stel nl. dat Py een verdichtingspunt van AUB 1s,.

zij € > 0, willekeurig. Dan is er een punt qeAyUB (q # po) met
qG_UE (po) i.e. D(po, ql < %

2
a) Als q& A, dan g€B, d.w.z. q is verdichtingspunt van A. Er is dus

een punt r€A te vinden met reU_ (q) en r # g. Dus p(q, r) < —;—

2
Wegens de driehoeksongelijkheid geldt dan:

[ €
p(pg, r) < o(pys @) + 0lg, v) <5+ 35=c¢.
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D1t betekent: re;Ue(po). De e-cmgeving van Bg bevat dus een punt
ref.

b) Als g€ 4, dan bevat de ¢-omgeving van Bg ock een punt r€ A nl. r = g.

Tedere c-cmgeving van Pg bevat een punt van A,

Als nu poei A, dan betekent dit dat p. verdichtingspunt van A is, d.w.Z.

pOG,B. Dus pOE.AU‘B. Als“poeA, dan zgker pO@_A\JB.

Hiermee 1s asangetcond dat AUB gesloten is.

Laat F nu een gesloten verzameling zijn die A omvat.

Dan bevat F aile verdichtingspunten van zichzelf, dus ook alle verdich-
tingspunten van A, i.e. F DB.

Dus FDAUB. Dus AUB 1s de "kleinste" gesloten verzameling die A omvat.

Definitie 7. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Een rij punten

Ia h

f__, ult X heet convergent naar a€X (we schrijven lim a_ = a)
B lp=s pals s n >

I »»
indien bij iedere ¢ - 0 een natuurlijk getal nle) te vinden is met de
volgende eigenschap: als n = n(e), dan is p(a, an) < e,
D - o 2 . - o > o o v <
Een rij punten {anfn_1 urt X heet een fundamentaalrij indien bij 1edere

¢ * 0 een natuurlijk getal n(e) te vinden is met de vclgende eigenschap:

m - nle), dan is ola , am) - E.

Opmerking. ledere convergente rij uit X is een fundamentaalrij.

Het omgekeerde geldt niet.

Definitie 8.Een metrische ruimte (X, p) heet volledig, indien iedere

fundamentaalirij uit X convergeert naar een punt van X. M.a.w. als
Ja v .
- nIn=?
a = lim a_.
el

1 =%

een fundamentaalrij is uit X, dan 1s er een punt a€ X z6 dat

Voorbeelden

a) De re&€le rechte R met de gewone metriek (i.e. als x, y€Ek, dan is
p(x, y) = |x-yi) is een volledige metrische ruimte, zoals bewezen
wordt in de analyse.

b) De verzameling ( van de rationale getallen met de gewone metriek,
15 nilet vciledig.

c) Het interval (0, 1) met de gewone metriek is niet volledig.

&
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Definitie 9. Laten (X, o) en (Y, o) metrische ruimten zijn. Een functie

£ : X+ Y heet continu in x.€X, indien bij ieder getal ¢ > 0 een ge-

¢
tal 6§ > 0 is te vinden met de volgende eigenschap:

als voor x&€X geldt: o(x, xo) < &, dan is p(f(x), f(xo)) < e (),

Indien f continu is in ieder punt x€X, dan heet f continu.

Opmerking. De eigenschap (%) kan ook als volgt geformuleerd worden:
£lug(x)]ev (£(x,)) (56
waarbij: Ug(xy) = {x|xeX en o(x, xo) < 8 en

v_(2(x,)) = fylyet em aly, £(z))) < e},

Stelling 6. Laten (X, p) en (Y, o) metrische ruimten zijn.
7ij £ : X > Y. Dan geldt:

- - . «© R . . .
f is continu in x. € X <==> gls {xn}n een rij wt X is waarvoor

0 =1
lim x = X, dan is lim f(xn) = f(xo).
> n-eo

Bewijs:

"==>" Stel f is continu in x,€X en stel {xn}

==>

:__:1 is een rij met de
eigenschap: lim X, =x Zij nu € > 0 willekeurig.,
n-yoo

Daar f continu is, is het nu mogelijk een § > 0 te kiezen zodanig dat

Ou

£(U (x,))CV_(2(xy)). (1)
Daar lim X, = X5 kan een natuurlijk getal ngy gevonden worden zodanig
1100
dat geldt:
als n > ny, dan is p(xn, xo) < 8. (2)

Uit (1) en (2) volgt:

als n > n., dan is c(f(xn), f(xo) <€

O’
Dit betekent: lim f(x ) = f(xo).
no n
"<==" Alg f niet continu is in het punt x,€ X, dan bestaat er een om-

geving Ve(f(xo)) z6 dat iedere S-omgeving van x. punten bevat die door

0
f niet binnen Ve(f(xo)) worden afgebeeld. Voor ieder natuurlijk getal

n kan een punt X, gevonden worden met de volgende eigenschappen:



xn€U1(x0)
n
£x ) €V _(£(xy)).

Dan geldt: %3g x, = x,. Echter, {f(xn)} convergeert niet naar f(xo),

Er is dus niet aan de voorwaarde van de stelling voldaan.

Stelling 7. Laten (X, p) en (Y, o) metrische ruimten zijn.
Zij £+ X » Y. Dan geldt:
f is continu <==> gls HCY open is, dan is f—1[ﬁ1c:x open.
Bewijs:
"==>" Stel f iz continu. Laat H een willekeurige niet-lege open verza-
meling in Y zijn.
Zij xoﬁgf—1EH]. Dan is £(x,)€H. Daar H open is, is er een e > O zodanig
dat de e-omgeving Va(f(xo)) van f(xo) geheel bevat ligt in H. M.a.w.
Ve(f(xo))C:H. Daar f nu continu is, is er een § > 0 te vinden met de
eigenschap:

£, (xg) ]V _(£(x,)).
Daar V_(£(x,))CH, volgt hieruit Ua(xo)cf_1 H].
"<==" Stel dat er aan de voorwasrde voldaan is. Laat X, een willekeurig
punt van X zijn. Dan tonen we aan dat f continu is in Xqe Kies daartoe
een € > 0 willekeurig.
Nu is Ve(f(xo)) open in Y. Dus f—1EV€(f(xO))j is open in X. Dit bete-
kent dat een getal § > 0 is te vinden zodanig dat
| U (xg)cf [V (£(xy)]]
ofwel £[us(x, Y]V _(£(x,)).
En dit betekent, dat f continu is in Xy

Definitie 10. Laten (X, o) en (Y, o) metrische ruimten zijn.

Een afbeelding f : X » Y heet een topologische afbeelding of een

homeomorfisme indien f eeneenduidig op is (f"1 : Y+~ X is dus goed

gedefinieerd) en zowel f als £ continu zijn.



Yoorbeelden
a) Laat £ : R ~ B als volgt gedefinieerd zijn:
f(t) = (cos t, sin t) (t€R).
Dan is f continu. Maar f is geen homeomorfisme.,
b} Zij £ ¢ R > K als volgt gedefinieerd (R* voorzien van de "géwone
metriek"): »
als x = (x1, Xps eees xn)e:Rn, dan is f£(x) =y = (y1, Yos eees yn)GERn

waarbij

x + L] L] L2 + a' x

yp = @ 1 nn n

o 11

Dan is f continu. En f is een homeomorfisme dan en slechts dan als
det(aik) # 0.



Opgeven

1. Zij (X, p) een metrische ruimte.

Bewijs: a) p(x, y) > ID(X, z) - p(y, Z)l (x, y, z&€X)

b)  lo(x, x') - ply, y")| < o(x, y) + o(x", ') (x, ', ¥, yieX).

2, Zij X = {x | 0 < x < »}. Voor x, y€X definidren we:
o(x, y) = |log x ~ log y|. Bewijs dat (X, o) een metrische ruimte

is.
3. Zij (X, o) een metrische ruimte. Voor x, y€X definidren we:

olx, y) = : +p‘()xx” ; . Bewijs dat (X, o) een metrische ruimte is.

4. Voor x = (x1, Xps eees xn)ERn en y = (y1, Yoo vees yn)e}Rn
definiéren we:

o(x, y) = max l%; - v; |
i=1,2,00.,n

Bewijs dat (]Rn, o) een metrische ruimte is.
5. Bewijs Stelling 3.

6. (X, p) is een metrische ruimte. Zij e, > 0 en e, > 03 en laat
e = min (E,], 92). 7Zij peX.

Bewijs: U_ (p)NU_ (p) = U _(p).
1 2

7. Zij (X, p) een metrische ruimte. Zij ¢ > O en peX.
a) Laat que(p)' %Zij n= ¢ - p(p, q). Bewijs dat n > O.
b) Bewijs dat Ue(p) open is (toon aan dat Un(q_)CUe(p)).

8. Zij (X, p) een metrische ruimte. Zij AcX.

Bewijs: A=A
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9. Bewijs dat een convergente rij een fundamentaalrij is.

10. Bewijs dat (0, 1) als metrische ruimte (met de "gewone" metriek

i.e. p(x, v) = |x-y| als x, y& (0, 1)lniet volledig is.
11. Is de metrische ruimte (X, o) uit Opgave 2 volledig?
12, Laten (X, p) en (X, o) zijn als in Opgave 3.
Zij i : X > X de identieke afbeelding (i.e. i(x) = X voor alle

x€X). Bewijs, dat i een homeomorfisme is.

13. Bewijs dat (0, 1) en R (beide voorzien van de "gewone" metriek)

homeomorf zijn (i.e. er bestaat een homeomorfisme £ : (0, 1) = R).

14, Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat een volledige en een niet-

voiledige metrische ruimte homeomorf kunnen zijn.
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Colloguium "Lineaire Analyse" (1967-1968)

2. Genormeerde linealre ruimten

Definitie 1. Een lineaire ruimte over.R is een verzameling L, waarin

twee bewerkingen zijn gedefiniéerd, die aan nog te noemen eisen

Aly sesy Ab, B1, ..., Bl voldoen.

Aan elk paar (f,g) (fel, ge&l) is een element van L toegevoegd, dat
met f+g wordt aangeduid. En L bevat een element dat met O (nul) wordt

aangeduid. Er is voldaan aan:

Al £+ g=g+ f voor alle f,gé& L.
A2, (f+g)+h=7F+(g+h) voor alle f, g en h& L.
A3, £+ 0=7° voor alle f& L.

AL, voor alle f¢gL is er een g&€L 26 dat £ + g = 0.
Aan elk paar (f,a) (fel, oa€R) is een element van L toegevoegd

dat met of wordt asangeduid. Er is voldaan aan:

Bl. off + g) = of + og " voor alle f,geL en aeRR.
B2. (a + B)f. = af + Bf voor alle f &éL en o,BER.
B3. a(Bf) = (aB)f voor alle f &L en a,R€R.
By, 1f = f voor alle f EL.

Op_merking 1. De elementen van L noemt men wel vectoren.

Opmerking 2. Als aan elk paar (f,a) (f€L) waarbij a& € een element
af €L is toegevoegd, waarbij voldaan is aan B1, ..., B4, dan heet L een

lineaire ruimte over C.

Voorbeeld 1. Beschouw de verzameling C( [_a,b]) van alle continue reéle
functies op het segment [a,b]. Als f en geC([a,b]), dan defini&ren we
f+g door

(f + g)(x) = £(x) + g(x) (xe[a,b]).
En als o <R, fé_C([a,b]), den definiéren we af door
(af)(x) = af(x) (xela,b]).

Door deze definitie wordt C([a,b]) een lineaire ruimte.
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Definitie 2. Een niet-lege deelverzameling M van een lineaire ruimte L

heet een lineaire deelruimte als geldt:

f,g eM ==> f + g&eM
f €M, aeR ==> oafeM

Definitie 3. Laast S een deelverzameling zijn ven een lineaire ruimte L.

Onder het lineair omhulsel L(S) van S verstaan we de verzameling van

alle lineaire combinaties van eindig vele elementen van S d.w.z. de

verzameling van alle elementen van de vorm

o, f. + ... + a f.
171 n i
1 n
waarbij ajém (3 =1, soey n) en £, €S (j =1, vevy n)e
J

Definitie 4. Een stelsel S van vectoren uit L heet onafhankelijk als

voor leder eindig stel verschillende vectoren fi s soes fi €S geldt
1 n

+ ees . = == ' see = =
<>L1f'i1 + cxnfln O<==> o, o 0

(ujélR voor J = 1, seey n)..

Definitie 5. Een onafhankelijk stelsel vectoren ScL heet een basis

voor de lineasire ruimte L, indien L = L(S).

Definitie 6. Zijn L, en L, lineaire ruimten over R dan heet een afbeel-
O ———rT.

1 2

ding T: L1 - L2 lineair als T voldoet aan:

1. ™(f + g) = T(f) + T(g) voor alle f,g €L,.

2. T(af) = oT(f) voor alle féLP aER.
£

Definitie 7. Een lineaire ruimte L heet genormeerd, wanneer san ieder
element f &L een niet-negatief reéel getal, de norm van f, is toegevoegd

(aangegeven met ||f||), waarbij voldaan is aan:

N1. ||£]| >0 voor alle f&L.

2]l =0 <= =0
N2, ||af|| = |a| ||£]] voor alle fel, c&R.
N3. ||+ gl < |l + |lell voor glle f en ge&L.

In een genormeerde lineaire ruimte L voeren we een metriek in door te
definiéren:

o(f,g) = |[If - g|| (f,g€L).
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Stelling 1. Door de definitie p(f,g) = Hf - gH wordt een genormeerde
lineaire ruimte tot een metrische ruimte.

Bewijs: We bewijzen de driehoeksongelijkheid:
o(f,g) = [l£-gll =]l(f-n)+ (m=-g)| <|l£-n||+][h-g]l-=

= p(f,h) + p(h,g).

Stelling 2. Laat L een genormeerde lineaire ruimte zijn. Dan geldt:

lim £ =f <==> 1lim ||f - f|| =0
n n

n—>ro n->w

(fel en f €L voorn =1, 2, ... ).

Stelling 3. Laat L een genormeerde lineaire ruimte zijn. Laat

limf =f enlimg = g.
pre B nro O

(f,gel en fn,gnéL voor n = 1, 2, ses )

Verder is lim an =0 en 1lim B = B.
n—-)oo n—-«® n

(0,BER en o .8 €R voor n =1, 2, ... ).
Dan is: lim (anfn + Bngn) = of + Bg
n-roee

lim [[£ ][] = |[f]

n-—rx

Voorbeeld 2. We beschouwen de lineaire ruimte C([a,b]). Voor f &C([a,b])
definiéren we:
l£]] = max |£(x)].
X € |a,b

We merken op dat ||f - g|| < € betekent:
|£(x) - g(x)| < e voor alle x &[a,b].

In C([a,b]) betekent lim £ = f dus:

n—>co
voor alle € > 0 is er een natuurlijk getal n(e) te vinden met de volgende

eigenschap:

als n > n(e), dan is Ifn(x) - £(x)| < € voor alle xe]:a,b].
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We zien dus-dat lim £ = f betekent:
noeo B

de rij functies {i‘n}:= convergeert op [a,b] uniform naar: de functie f.

1

9 pgaven.

1. X is een lineaire ruimte. Bewijs dat de doorsnede van een willekeu-
rige familie van lineaire deelruimten van X een lineaire deelruimte

van X is.

2. Laat S een deelverzameling van een lineaire ruimte X zijn. Bewijs
dat L(S) (= het lineair omhulsel van S in X) de kleinste lineaire

deelruimte van X is die S omvat.
3. Geef voorbeelden van lineaire deelruimten van C( Ea,bj).

b, zij f‘n(x) = xn(x,é Ea,b_:[) en S = {fn | n=0,1, 2, ...} cc( [a,b]).
Bepaal n(s).

5. Bewijs dat het stelsel S uit opgave 4 onafhankelijk is.

6. Laten L1 en L2 lineaire ruimten zijn; en laat T: L1 -+ L2 een lineaire

afbeelding zijn. Stel dat Bc'L1 een basis van L, is. Bewijs dat T

1
volledig bepaald is door zijn waarden op B.

7. Laat L,, L, en T zijn als in opgave 6.
N(T) = {f | fel, en T(f) = 0} (de nulruimte van T)
en
R(T) = {T(¢£) | fé.L1}CL2 (de beeldruimte van T).

Bewijs dat N(T) resp. R(T) lineaire deelruimten zijn van L, resp. L,.

8. Bewijs Stelling 3.
9. Last L(S) zijn als in opgave 4. Bewijs dat L(S) = C([a,b]). (Gebruik -
de volgende stelling van Welerstrass: Bij elke continue reéle functie

f op [a,b] en bij elke € > 0 bestaat een re&el polynoom p zd dat
[lg -l < &)
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10. Bewijs dat de genormeerde lineaire ruimte C( [a,bl) volledig is.
(Beschouw een fundamentaalri]j {fn}:ﬂ in ¢([a,b]). Definiler de

functie f op [a,'b:[ als volgt: als xe[_a,b] dan is f{x) = lim fn(x},

n->w
Bewijs nu dat de rij fn uniform op [a,b] naar f convergeert. Daar
de limiet Van - een uniform convergente rij van continue functies

een continue functie is, volgt: f& C([a,b])).
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Colloguium "Lineaire Analyse" (1967-1968)

Spreker: P.C. Baayen

3. Ruimten met inproduct

Definitie 1. Zij L een lineaire ruimte over €. Een inproduct in L is
B e e

een functie die aan ieder tweetal elementen f, g€l een complex getal
(f, g) toevoegt, 26 dat voor alle f, £1» £y, g€L en alle a&d vol-

daan is aan

H1 (f1 + f2$ g) = (f]’ g) +'(f23 g)
H, (a £, g) = alf, g)

Hy (g, £) = (f, g)

H), (f, £) >0 als £ # 0.

Opmerking 1.Uit H3 volgt dat het complexe getal (f, f) gelijk is aan
zijn toegevoegde complexe wasrde (f, f) en dus redel is. Het is dus

zinvol (f, f) met O te vergelijken, zoals in Hh gebeurt.

Opmerking 2. Ter aanvulliﬁg van H) constateren we dat (o, 0) =0,
immers (0, 0) = (0.0, 0) =& 0.(0, 0) = 0.

OEmerking 3. Men kan H1 en H2 samenvatten tot de voorwaarde dat voor alle
f1, f2, g&l en alle a1 a2e.~\¢£.

(3.1) (a1f1 + oyfss g) = a1(f1, g) + a2(f2, g).
Stelling 1. Voor een inproduct gelden:
Hy' (£, g *+ &) = (£, g)) + (£, g,)3
H,' (£, 8g) = B(f, g)

Bewijs: B,
(f, g,%ey) == (g %8y, £) == (g, fl+(gy, £) = (g, £)+(gy, T)

[ -
Hw

(r, g1)+(f, g2)
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Hy H _ Hy _
(£, Bg) == (Bg, £) == g(g, £) = B8(g, £) == B(f, g)

o

Opgerking 3's Men kan H1' en H.' samenvatten tot

2
(3.2) (£, Bigq + Bo8y) = B (£, gy) + By (£, g,)-
Voorbeelden

1. Een inproduct in de complexe n-dimensionale ruime ¢* wordt gedefi-
nieerd door

(a, D) = a1§} + oo ta B

voor willekeurige a = (a1, cees an)emn en b= (61, cees Bn)eﬁln.

2, Zij ¢~ de ruimte van alle oneindige rijen a = (a1, Uy eeo) met de
eigenschap dat er een n€N bestaat (aie van a mag afhangen) zodanig
dat o; = 0 voor i > n.Als ook b = (81, Bos ...)et” en A€C, dan

zullen ook

(3.3) a+b= (0t B, 05+ By one)
en
(3.4) ra = (Aa1, Ay, ceo)

tot ¢° behoren, terwijl ¢ met deze. optelling en scalaire vermenig-
vuldiging een complexe lineaire ruimte is. Wij definieren een inproduct

in € als volgt:
(3.5) (a, b) = 0By + aB, + ..o

(waarbij de som in het rechterlid bestaat omdat slechts eindig veel

termen # 0 zijn).

3. Met 12 duidt men aan de complexe lineaire ruimte van alle rijen

a = (a1, Gy ...) die voldoen aan Z Iai|2 < o, waarin optelling en
i=1
scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd worden door (3.3) en (3.4)

(vgl. opgave 6). Een inproduct in l2 wordt gedefinieerd door voor
a= (a1, Gns ...)Gl2 enb = (81, Bss ...)612 te stellen

(?-6) (a, D) = X 0. B.»

. 171
i=1
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We moeten dan wel aantonen dat deze definitie.zin heeft, dat de som
in het rechterlid van (3.6) convergeert. Hiertoe maken we gebruik van
de bekende: ongelijkheid tussen meetkundig en arithmetisch gemiddelde:

voor niet-negatieve .reéle a, B8 geldt

Vas < 22
(Bewijs: (\,-; —\/—B-)z > 0 =>qg - Z\/a—B + B _>_O => Ot'gﬁ _>_\/u—B).

Op grond hiervan is

2. 1-712
Io"i] +l5"

lc‘i.é:l = |°‘il"3i‘ = P) =

zodat z IuiEI gemajoreerd wordt door de - volgens hypothese conver-
i=1 @ -] .

gente - reeks 3( ) ]ablz + ) ]B,Iz). Bijgevolg convergeert ) a.8.

i=t * i=1 * i=1 bt

[eo]

o © e o . 2 o .
Opmerking 4. € is een lineaire deelruimte van 1 ; voor a, be( is het

12-inproduct (3.6) identiek aan het ¢ -inproduct (3.5).

4, In de ruimte C([é, @]) van glle complex-waardige continue functies

op [é, @1 wordt een inproduct gedefinieerd door

b
(3.7) (£, a) =f £(x) 5T ax.
a

Stelling 2.(ONGELIJKHEID VAN CAUCHY-SCHWARZ). Zij L een lineaire ruimte
met inproduct. Voor alle f, g€l is

2
(3.8) (£, g)|° < (£, £).(g, &)
Bewijs: Voor alle willekeurige o, B&C is (op grond van Hh)

0 < (af + Bg, af + Bg) = alf, of + gg) + glg, of + gg) =

ac(f, £) + aB(f, g) + Balg, £) + gBlg, &) =

lal?(£, £) + aB(£, &) + oB(E, &) + [8]°(es &).

Geval 1. (£, £) = (g, g) = O. Kies 8 = 1 en g = -(f, g); we vinden dan
dat -2| (£, g)]2 > 0, zodat noodzakelijk |(f, g)| = O.

In dit geval is er dus aan (3.8) voldaan.
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Geval 2. (g, g) # 0. Kies a = 1 en B = _.%2;45% . We vinden nu dat

gy 8
g, @2 1, 212 1, )2 .
(£, 8) - " e e T e e 20

waaruit (3.8) weer volgt.
(N.B. we.gebruiken hier dat (g, g) regel is: (g, g) = (g, g)).

Geval 3‘~Qg,"g).= 0 maar (f, f) # 0. Kies nu o= —'%gl—%% en B = 1.
2

Stelling 3. Zij (f, gz een inproduct in de lineaire ruimte L over C.

Dan is ||f|| = (£, £)? een norm.

Bewijs: N1 volgt uit Hh en opmerking 2; N2 volgt uit H2 en H2':

llaz]| = (af, a)? = {oate, )} = {|al2(e, £} = [a

NEESE

De driehoeksongelijkheid N3 tenslotte bewijzen we als volgt. Daar
[1£11s |lgl| en ||f+g]| niet negatieve redle getallen zijn is het vol-

doende aan te tonen dat

(3.9) . |le+gl|® < (|I2]] + |lg] DZ.

Nu is |]f+g[|2 (f+g, f+g) = (£, £) + (£, g) + (g, £) + (g, &) =

2
1£]12 + (£, &) + TF, &) + |lel|?

terwijl
el + el D® = (12l 12 + 2]]el | |1l | + |lg]|?

Daar volgens stelling 2

(£, g)+(%, &)
5

Hel]-1] el 3‘|(f, g)| > Redle deel van (f, g) =

volgt (3.9)...

Voorbeelden

In voorbeeld 1 definieert het inproduct de norm

n
(3.10)  |lal| = (a, @)% = \/1a112+ oo logl® = T oy )
i=

[[VES

de gewone afstand van a = (a1, vesg an) tot de oorsprong. In ¢” en l2

krijgen we een rechtstreekse generalisatie hiervan, nl.

&
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©0

3110 lall= (§ o, D%

i=1

In voorbeeld .t bepaalt het inproduct in dlé, ﬁ])de norm

b 1
(3.12) ]| ={j |2(x) | 2ax} .

a
N.B. Dit is een andere norm dan die welke in §2 voorbeeld 2 in C«é, ﬁD

word .ingevoerd!

Definitie 2. Zij L een complexe lineaire ruimte met inproduct.
Twee elementen f, gel heten onderling loodrecht, f 1 g, indien (f, g) =
Een stelsel ACL heet orthogonaal indien elk tweetal elementen f, ggA

onderling. loodrecht is. Het stelsel heet orthonormaal indien het ortho-

gonaal is terwijl bovendien ||f|| = 1 voor iedere f€A.

M.a.w. A is orthonormaal als en slechts als voor alle f, gCA

. Dals f # g
(£, g) =
lals £f =g

Voorbeeld 5. In c( [é, 5]) met het 1nproduct als in voorbeeld L) zij f
) en g de functie cos( ) Het stelsel A bestaan-

de functie 81n(

de uit alle.fn en gn, n geheel, is orthonormaal.

SWHMgh.@HM%Mﬁ.Msf;gdmisHfigH2=|HH2+|mH2
Bewijs:
e+ gll®=(f+g £+g)=(s, £) + (£, g) + (g, £) + (g, g) =

[£]|2+0+0+ |lg]|?

Door volledige inductie volgt uit stelling k.

Stelling L'.Als de eindige collectie A = {f1, f2, PN fn} orthogonaal

is dan is

s/

H§1%H2=2 2,112

Voorbeeld 6. In €- (voorbeeld 1) zij

1y 2, eoes N)o

(2.13) e; = (61i, 8oy voes 5ni) (i
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(het KRONECKER-symbool Gij is als volgt gedefinieerd: sij =0 als i # j;
§;; = 1, voor alle i). M.a.w. e, = (1, 0, vvey 0)3 e, = (0, 1, 0y vuu, 0),
enz, Dan is A = {e, €55 cees en} een orthon0£m stelsel.

_ n . _ -
Als a = (a1, ces an)GC , dan is (a, ej) Z uidij- oy

. . 1=1
Bijgevolg 1is
a = (a,e1)e1 + (a,ez)e2 +oee. (a,en)en.

Daar e€,, ..., e onderling loodrecht zijn geldt hetzelfde voor hun

1 n

scalaire veelvouden (a, e1)e1, cees (@, en)en. Volgens de stelling van

Pythagoras is dus

||al|2 = ||(a, ejde, + oo+ (a, en)enile = | |(a, e1)e1||2 + e
ces *+ || (a, en)enllz =
= I(a’ 31)!2 lle1|I2 + oo t+ ](a, en)|2 ilenlla =
= |(a, e1)|2 + ... + |(a, en)lz,
daar |ie1|]2 B ... = ||enH2 = 1. Daar (a, e;) = o, is dit in over-

eenstemming met (3.10).

Stelling 5. Zij A = {e1, €ns ...} een (aftelbaar) orthonorm stelsel in

een lineaire ruimte L met inproduct. Voor iedere f€L is

o0

(3.%) ] (g, e < |12]]?
i=1

(de ongelijkheid van BESSEL).

Bewijs: Kies. een n. Evenals in voorbeeld 6 zijn de vectoren

(f, e,)€,5 «+ss (f, e )e_ onderling loodrecht. Bovendien staat elk
177 n'n

dezer vectoren loodrecht op de vector

n
iZT (£, ei)ei,

o
I
th
1

immers

n
(g, ej% = (f, ej) - (‘z

L (£, ei)ei, ej)

n
(£, e.) = ¥
J i=1

(f, ei)(ei, ej) (f, ej) - (f, ej) = 0,
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Volgens stelling 4' is daarom
n n
2 2 2 2
el =l § (e eegl 1P = 1lali® 4§ 1es o))
i= i=

waarbij.wejweer gebruiken dat ||(f, ei)eili = |(f, ei)l.‘]eill = |(f, ei)|.

Aangezien ]]g]l2 > 0 concluderen we dat

n
(3.15)  [lg]I® <} (g, el

i=1

Daar dit voor.iedere n correct is volgt het gestelde.

Opmerking. 5..De.aanname in.de.formulering van stelling 5 dat A aftel-
baar .is,.is.overbodig..Is. A een willekeurig orthonormaal stelsel, dan
bewijst.men (3.15) voor ieder eindig deelstelsel {e1, ceus en} van A.
Men concludeert vervolgens uit (3.15) dat voor. iedere f€1I slechts

aftelbaar veel der getallen (f, e), e€ A, niet-nul kunnen zijn en dat

2

2|12 < 1 |(g, e
ech

Opgaven
1
1. Zij L een ruimte met inproduct, en zij ||f|| = (£, £)2.
Bewijs dat

[{e+g]] = [l£]| + |lg|| <==> £ = 0 of g = Af voor zekere

niet-negatieve reéle .
2. Bewijs dat in iedere ruimte met inproduct

2||2]1% + 2lel Z = [level[® + | |2-g] 2.

3. Bewijs dat in iedere ruimte met inproduct

(£, @) = &(|levg| [ - ||e-g||® « i]|e+ig||® - 1| [2-ig|[®).
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4, Zij L een ruimte met inproduct. Bewijs dat ieder orthogonaal stel-

sel {fi}iel in L lineair onafhankelijk is.

5. Zij L een ruimte met inproduct. Bewijs dat uit lim fn = f en
n-o

lim g = g in L volgt lim (fn, gn) = (f, g) in C.

n->co X n->oo

6. Mask voorbeeld 3 volledig door te bewijzen: als

a = (u1, Gps ...)6212 enb = (31, Bos ...)6512, dan ook a+b€1°.

n
M.a.w. bewijs dat uit z iao|2 < © en z ]Bile < = yolgt
n 5 = i=1
L log+8 [T < e
i=1

T. Zij L een ruimte met inproduct, en zij O # acL. Bewijs dat iedere

xcL op &én en slechts é&n manier geschreven kan worden als

x=}da +ymet A€l en y L a, en bepaal A.

8. Zij L een ruimte met inproduct, en zij A = {a1, seos an} orthogonaal
in L met.alle a; # 0,
Bewijs.dat iedere x€L op &&n en slechts é&n manier geschreven kan
worden als
x = A1a1 + oao Anan +y
m&lv.n,%eCwy¢aP.”,y¢%f
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4, Hilbertruimten

Definitie 1.. Een complexe Hilbertruimte is een lineaire ruimte L over

1
C met inproduct (x, y) die volledig is t.o.v. de norm ||x|| = (x, x)2.
Voorbeelden.

1. ¢ is een Hilbertruimte (met het inproduct als in §3 voorbeeld 1).

2. ¢ (zie §3 voorbeeld 2) is niet een Hilbertruimte want zij

1
X =(1s %9 %a 0 ey T 0, 0, "')3

n oh ?
den is de rij (x ) een fundamentaalrij; immers, als k > O, dan
n'n&€N ‘ -
is
; 1 1
}‘lxn+k— Xn|| = H(O, cess O, TET? ' AR 0, O, ...)II =
2 2
k
S R e L I W
m=1 200 2"

zodra n > 2log-%. Maar deze fundamentaalri] heeft geen limiet

(opgave 1).

3. l2 (zie §3 voorbeeld 3) is een Hilbertruimte.

Stel nl. de rij (Xh)ne:N in 12 is een fundamentaalrij, waarbij

12 <

X,

Ho-18

x = (& 45 E 00 cee) met lgnk

k=1

We moeten bewijzen dat deze fundamentaalri] convergeert in 12.

Daartoe merken we op dat voor iedere k de rij (& een funda-

nk)neN
mentaalrij is in € (waarom?) en dus een limiet Ek bezit.
Zij

x= (8, Egpp eee)e

We zullen aantonen: 1) dat xEI_l2 en 2) dat lim X = x.
1n->co

Kies ¢ > 0; dan 1s er een natuurlijk getal N zddat llxn - xmll < €

als n, m > N, Kies nu een n > N. Dan is

foe]

2 _ - 2<&:2
e = ol® = g -yl
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voor iedere m > N. Hieruit concluderen we dat

< £

. ; 2 2
K=1_ nk k

I.h.b. is dus ) [g

k=1
2 .
Mear dan zal ook x = x - (xn - x)e1”, waarmee 1) is bewezen.

o8

- Ekle < «, waaruit volgt dat X, - xcil2.

Verder volgt uit (4.1) dat ||xn - x|| < ¢ voor iedere n > N. Daar €

willekeurig was volgt 2).

Definitie 2. Een metrische ruimte X heet separabel indien er een aftel-

bare verzameling ACX bestaat met A = X,

Voorbeeld 3 (vervolg). De Hilbertruimte 12 is separabel.

Z1] AO de verzameling van aglle complexe getallen a = s + 1t waarbi]

s en t rationaal zijn; A is aftelbaar. Zi] Act” gedefinieerd door

0
de els:

X = (51, Egs vees Eps v )EA <= alle EL €A

dan is A een aftelbare deelverzameling Cw, en dus ook van 12, daar

@mCLlQ. We zullen laten zien dat A = 12 door voor een willekeurige
2 . .

x€1l aan te tonen dat 1edere omgeving van x punten van A bevat.

Zij x = (51, Ens ...)6512, en zij ¢ > 0, Daar

Yooe |2 < » is er een N zodanig dat } |g ]2 < 552.
n n
n=1 n=N+1
. ) . . : €.
Voor elke n, 1 <n < N, 1is er een nné;AO zodanig dat lgn - nn| < ;;?;:TT7§'
Zij nu
n-= (711, n2’ 2o g TIN, 0, O, --.);
dan is ne€A. Bewering: |[£ - n|| < e. Inderdaad: i
N © N
12 . 2 2.2 1 2. 2
e = nli%= J leg = n [T § le [T« ] —r+ de< .
n=1 n=N+1 n=1

Stelling 1. Zij L een genormeerde ruimte en zij M een lineaire deelruimte

van L. Dan is M een lineaire deelruimte wvan L.
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Bewijs:
Stel f€M en geﬁ. Dan zijn er fn, gneM met fn > f en g, -+ g. Volgens

§2 stelling 3 zal dan f +tg, > f+g, dus £+ gel, terwijl, als o=C,

ook af > of, dus af€M.

Stelling 2. Zij L een Hilbertruimte en M een gesléten.lineaire deelruimte

van L. Zij fE L, Dan is er &én en slechts &én gy€M zodanig dat

|1 -goll = inf [[£ - g]
geM
dat £ - g, LM,

. Tevens is gp het enige element uit M zodanig

Bewijs:

zij § = inf ||f - gl
geM

Voor ieder natuurlijk getal n is er een gnc—;M te vinden zodanig dat
e - g |17 < 6%+ L. |
n n

We zullen nu aantonen, dat de rij (gn) een fundamentaalrij is.

nel
We gebruiken daarbij §3 opgave 2:

2||s - g ||+ 2]]f - g |1%= |lor - (g + &) |%+ |lg, - &,|1°
ofwel

2 2 2 L ii. BnBn 2
e, - & 1% 2lle - & | 1% 2]z - g |I% 4] |z - 22|,
gn+
Daar nu M een lineaire deelruimte van L 1s, 1s > EM; en dus
g +8
|1£ = =5[] > inf [|£ - g[]| = 6.
geM

Dus:

‘ 12 2 1 2 2 1 1
g, = g 1% 2067 + 2) + 2(87 + =) = bs® = 2= + ).

Hieruit volgt dat de rij (gn) een fundamentaalrij is.

nel

Daar L een Hilbertruimte is (dus is L volledig), is de rij (gn)n N

convergent, 1.e. er is een gL zbdat gy = 1lim g °
e

Daar M gesloten is, is dan goEM.
. : 2 .2 1 2 2

Uit: ||f - gnH < 87 + 5, volgt nu dat ||£ - goll <6,

Daar ook ||f - gOH > 6 (immers g €M), moet |l£ - gOH = §. We tonen

nu asn, dat g, het enige element uit M is zodanig dat | [£ - 80H = 6,

Stel nl. g,'€M en |[|f - g,'[] = 8.

M.b.v. opgave 2 in §3 concluderen we:

&
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2. 2 2 2
2Hf_g0'| +2Hf"gO'H = l|2f-g0_gO‘|I + Hgo—go1|l

zodat g +g.!

0 =0,,2 2 2 2 2 2
llf_ 2 |I=%(26 + 268 _Ilgo_gotl‘)=6_%llgo—g0'l"
gotey' gqt8y'

Daar -—%—O—QM moet ook gelden: ||f - 02 OI |2 > 62,

Bijgevolg moet !Igo - go'|]2 =0 of gy = go'.
We zullen nu laten zien dat f - gO_J_M. Voor willekeurige z€M en

re€le A » 0 is 8o * Az<M en dus

62 < ||£ - (g + kz)|[2 = (f - gy~ A2y £ - gy = Az) =
= (f - f-g,) - alf - z) - A(f - z) + xellzllz
go’ go go’ go’ .
= 6% - 2ARe(f - gy, 2) + 27| |z][? (B = ),
zodat

(4.2) A|]zH2 - 2 Re(f - gy, 2z) > O.

Stel nu dat f - o niet loodrecht stond op M. Dan is er een zoe;M met
(f - gg» zo) # 0. Zij ¢ het argument van het complexe getal (f - ggs zo)
i¢

en zij z, = e "zgy. Dan is
i -1
(f - gy 21) = (f - g8ys © ¢z0) = (s - gg» ZO)
reé&el en positief. Dus
(f - ggs z1) = Re(f - &> z1) > 0.

In (4.2) nemen we nu z = Zy. Door geschikte keuze van ) krijgen we dan
een tegenspraak.

Tenslotte moeten we nog aantonen dat g het enige element g uit M is
waarvoor f - g_| M. Stel dat ook f - gT&L.M.

Dan is f - go__l_(g1 - go) en f - g1_l..(g1 - gy). Uit de stelling van

Pythagoras volgt:

+

g - gol 1% = I1£ - &, 112 + [lg, - gll?

en ook

+

2 i 2 2
Hf"g1|| Hf"gOH Hgo"g*‘ll'
i 2
Dus ||g1 - goll = 0 ofwel g, = gg.

ra
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Definitie 3. Zij L een Hilbertruimte, M een.gesloten lineaire. deelruimte.

Als £€L, dan wordt de g &M waarvoor (f,*-go),LJM aangegeven met PM(f).

De afbeelding PM heet de orthogonale projectie van L op M.

Definitie 4. Zij T een lineaire afbeelding. van.een genormeerde lineaire

L1 in een genormeerde lineaire ruimte L2

indien er een getal ¢ > O bestaat zodanig dat

.. De. afbeelding T heet begrensd,
|IT(f)||L f_cllfllL voor alle fEL,.
2 1

Stelling 3. Zij L een Hilbertruimte, M een gesloten,lineaire.deel—
ruimte. De afbeelding Py ¢ LM (zie definitie 3) is lineair en be-
grensd.

Verder geldt nog dat Pﬁ = By (d.w.z. PM(f)) = PM(f) voor alle f&L).

Bewijs:
a) PM is lineair.

Immers, als f, - PM(fi)‘L‘M voor i = 1, 2, dan is ook
[o18y = oB(£,) + apf, = o (£,0] = [(a £, + ayf,) - (aPy(£,)

+ P (£,) )]_LM.

Maar volgens de definitie is PM(a1f'1 + a2f2) het enige element g

uit M waarvoor geldt
Mo £, + ayf,) - gl ] M.

Bijgevolg moet: PM(u1f + u2f2) = a1PM(f1) + aEPM(fe).

1

b) By is begrensd.

Daar n.l. PM(f)eaM en f - PM(f)_L M, is volgens de stelling van

Pythagoras i
Hel1Z = 112 - p(e) |12 + 11012 = |1z (2) ]|
zodat
HPM(f)H < 1.]|£||, voor alle f& L.
c) Pﬁ = PM.

Immers, als f&lL, dan PM(f)EiM. Maar voor iedere gjEM geldt:
PM(gO) = gy, daar l]go - goil =0 = ;25 lleg - goll (zie stelling 2).
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Zij P de orthogonale projectie van de Hllbertrulmte L op zijn ge-
sloten lineaire deelruimte M. Dan is P (0) een gesloten lineaire deel-
ruimte van L (zie opgave 3).

Nu is iedere fe L op precies één wijze te schrijven als som van een

ﬁeP(O)mea1%€M

a) het kan: neem maar £, =f - By (f) en £, = By (f)
dan is: P(f)-P( )-P(f)—Odusf eP (O),enf2€M

b) het kan maar op én manier: als f = f,l + f2 met f1€P (O) en f &M
dan is PM(f) = PM(:E”1) + PM(fz) (:meers By (f ) =0 en Py (f ) =f, )s
dus f, = PM(f), en dus f, = f - PM(:E').

Oggaven

1. Bewijs dat de rij (x ) ult voorbeeld 2 geen limiet in €~ heeft.

nel
Daar 12 volledig is, heeft deze rij wel een limiet in l . Bepaal

deze limiet.
. .l o, 2 2
2. Bewijs dat de afsluiting van € 1n 1  de gehele 1 1is

3. Z1j T een begrensde lineaire operator van een genormeerde lineaire
ruimte L1 in een genormeerde lineaire ruimte L2. Bewijs dat
NT) (= T°'(0)) (zie §2 opgave T) een gesloten lineaire deelruimte

van L1 is.

k., Laat M een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbertruimte L zijn.
Bewijs: f€M <= [[p,f]| = |[£]]

5. Zij A : l2 > 12 als volgt gedefinieerd:

alS X = (5.»19 ‘529 M ] Ezna £2n+1’ "')
dan is Ax = (0, Ens wons Epps Oy ces)e
Laat zien dat er een gesloten lineaire deelrulmbe M van 12 bestaat

zodanig dat A = Py

6. Toon aan dat C([0, 1]) (met het inproduct als in §3 voorbeeld k)

geen Hilbertruimte is. (Aanw1321ng beschouw de rij (f )nCIN waar-—
bij fn(x) = |1 als xéb, )
n 1
. —nx+—2—+1alsxé[%,%+?1-]

0 als x& (3, 1]
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Colloquium Lineaire Analyse (1967-1968)

Spreker: L.E, Fleischhacker.

5. Bases.

Definitie 1.

Opmerking:

Stelling 1.

Bewijs:

Definitie 2.

Een reeks z £, (waarbij ffg;L en L een Hilbertruimte)
i=1
noemen we convergent als er een f€L bestaat met

k
lim [[£ - ] £l =0

ko0 1=1

Wegens de volledigheid van L geldt:

o n
Z f, convergent <= lim || ] ‘fi|| = 0.
i=1 m,n»e  iz=m
Als {fi}z=1 een orthogonaal stelsel is geldt:
feed 0 2
Z fi convergent <=> Z ||fi[| convergent.
i=1 1=1
Volgt ommiddellijk uit bovenstaande opmerking aangezien
voor een orthogonaal stelsel
n n
g 2 ‘ 2
NI FR R A R A L e
i=m i=m
Als M en N lineaire deelruimten zijn van een Hilbertruimte

L en MAN = {0} dan noteren we:
M&N = {x + y|xeM, yeN}.

M@®N is weer een lineaire deelruimte; de directe som van
M en N. Elk element van de directe som is eenduidig te
schrijven als som van een element van M en een element

van N.

Als Mn voor elk natuurlijk getal n een deelruimte van L
iseni # j= Mif\Mj = [0} dan generaliseren we boven-

staande definitie als volgt.
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M, = { Z fu}(Vi)f.,e_Mi, Z fi convergent}.
i=1 * i=r 7 * i=1

Oock hier is de schrijfwijze van de elementen van @ M,
i=1

als som van element-der-M:'s-eenduidig.
Definitie 3. M" = {x|x1M}, M deelruimte van Hilbertruimte.
Opmerking: re Mt <= pM(f) = 0, M is gesloten.
Stelling 2. L = M®&M:

Het bewijs volgt direct uit de definities en de opmerking

boven aan pag. 29.
Stelling 3. M,N gesloten, MAN = M@N gesloten.
Bewijs: We kunnen fEM@®N schrijven als
f = pM(f) + pN(f) + h met h.l.M,N,

Beschouw nu de functie ¢(x) = (x, h).

Deze functie is continu en ¢(x) = 0 voor x€M®N, dus ook

voor x€Me@N i.h.b.

¢(h) = (n,h) = ||n|| = 0. d.w.z. FEM @SN,
Stelling L, Mn gesloten, {M }m=1 orthogonagl =>@ Mn gesloten.
el A n=1
Bewijs: Stel weer f& @ Mn’ we definiéren:

: : n=1

Volgens de Bessel-ongelijkheid is nu voor elke m

m
1N, w1® < ] [P
1=1 ,

dus ook -

e, D% < |1e] 15
i=1

Maar
(£, £1) = (£ + £, fl)= ||fn||

dus z ||fi| 12 convergeert, en volgens stelling 1 dus
i=1

ook Z f..



Definitie L.

Stelling 5.

Oggave:
Stelling 6.

Bewijs:
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o]

Met h = f - z fi gaat het bewi]s verder als dat van de
i=1
vorige stelling.
Een maximaal orthogonaal systeem voor de Hilbertruimte L
is een verzameling BCL zodat
i) 0&B
ij) x, YEB, x # y = xly
iij) x€L,YVbeB: xlb:. = x = 0.

Is ook nog voor elke b&€B l[b|1 = 1 dan spreken we van een

maximaal orthonorm systeem, of een basis voor L.

De volgende beweringen: zijn equivalent als E een ortho-
norm stelgsel is.

i) E (= {e I

nig=q) s een aftelbare basis van L.

<]

ij) Voor alle fE€L geldt £ = | (f, e )e -
n=1
iij) Voor alle f en g&L geldt

oo

(f,8) = ) (£, en)(g, en7
1

n:
)|2

iv) Voor alle fE€L geldt ||f] i2= L o|(E, e,
n=1

Bewijs deze stelling.

(Gram-Schmidt).
Als F een eindige of aftelbaar oneindige lineair onaf-
hankelijke deelverzameling van L is, dan bestaat er een
eindige, resp. aftelbaar oneindige orthonorme verzameling
E met L(E) = L(F) (elke fE€F is een lineaire combinatie
van (eindig veel) elementen van E en elke e €E een line-

aire combinatie van elementen van F).

We noteren: F = {fn}z=1° Nu defini&ren we een stelsel

© o0
| J— t - o o B
E {en}n=1 en een stelsel E {en}n=1 tegelijk recursief
als volgt:
n-§1
LI -
n fn L (fn’ ej)ej
J=1
el
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Deze definitie is alleen mogelijk als eﬁ’#'o voor alle n

Waarvoor-een.fn bestaat.

Was eﬁ = 0 en voor n < k,'eé # 0 dan zou £, een lineaire
combinatie zijn van €5 oo ek_q_die elk op hun beurt
weer lineaire combinaties van f1,~..., fk_1vzijn.

Dit kan niet want F is lineair onafhankelijk.

Dat L(F) = L(E) geldt volgt onmiddellijk uit de definitie

van E. We moeten nog aantonen dat E orthonorm is.

Veronderstel dat e,, ..., e _, orthonorm is dan is voor
1<J§ < n-1:
n-1
1 = -
(efs es) = (£, e5) k£1 (£5 ) (eys es)

(fna ej) - (fna ej) =

dus eé-Le1, ceey € 4 dus ook €15 ce0y € 18 orthonorm.

. 4 n-1 . ® . .
Voorbeeld: Neem in CE—1, +1J fn(x) =x , dan 1s {fn}n=1 lineair
onafhankelijk,

Passen we hierop het Gram-Schmidt proc&dé toe dan vinden

we:
1
ei(x) = He§H=\/; e1(X)=\/—-_;.
+ 2 3
ej(x) = x \]_[ \l_t=#|]e| =3 e, =35 x.
Dit voortzettend vinden we e, :i;;;;_ (1—X2)n
(-2)%n1 ax™

hetgeen zich laat verifieren door berekening van (fk, en)
voor k < n m.b.v. partiele integratie en toepassing van de

volgende gemakkelijk te bewijzen stelling:

fee) J (oo
Als voor twee orthonorme stelsels {gn}n=1 en Lhn}n_:1 geldt
g, is een lineaire combinatie van h1, sess hn
hn is een lineaire combinatie vah Bqa sves &>

dan is voor alle n g, = hn'
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e (x)

n
Vn+%

oplossingen, van de differentisalvergelijking:
(1—X2)y"'— 2xy' + n(n+1)y = 0.

De polynomen zijn de z.g. polynomen van Legendre,

Stelling 6. Voor elke Hilbertruimte L geldt:L separabel <=> L bezit

een aftelbare basis.
Bewijs: <=LStel {ei}i=1 is een aftelbare basis dan is
{ Z ocieil(Vi)uiEQ + Qi, kE N} een aftelbare overal
i=1
dichte deelverzameling (vgl. §k, voorb. 3).

=> Stel F ig een aftelbare, overal dichte deelverzameling.
Als F = {f,}T_ definiéren we g.'= f_ waarbi]
1/1=1 A 1 n,
n, = min {n|fn # 0} ,
n.,,q = min {n|n > n:, fn lineair onafhankelijk van 8qs oo gi}.
Dus L(G) = L(F).
Bij G definiéren we volgens stelling 5 een orthonorm stel-

sel E = {ei}i=1 met L(E) = L(G).

Z1i) nu Ei = {oceiiocé(ﬂ} dan is volgens stelling k @ Ei

gesloten. We hebben nu =1

L=FCL{F) =LE)C P E; cL.
i=1

is een basis voor L.

Dus L = ;gz'Ei d.w.z. {ei};=1

Opmerking: In feite is elke separabele Hilbertruimte isomorf met 12

n . . .
of met een €. Onder isomorfisme moeten we hier verstaan

een lineaire afbeelding ¢ met' de eigenschap
(¢(x), ¢(y)) = (x, y).

Waarbij de beide inwendige producten behoren bij ruimten

Hen L resp. als ¢ : L »> H.

Opgave: Bewijs bovenstaande bewering en verifieer dat een iso-

morfisme als boven gedefinieerd ook een homeomorfisme is.



Colloquium Lineaire Analyse (1967 = 1968)

Spreker: J. van der Slot.

Voorbeelden: 1. Beschouw de lineaire ruimte C[0,1] bestaande uit alle

continue functies f£:[0,1] -+ R. De definitie
1

(£, g) = JO £(x) glx)ax

bepaalt een inproduct op C[O,ﬂ doch met de geinduceerde norm is deze
ruimte niet volledig (zie opgave 6 op blz. 29).
Om nu toch een Hilbertruimte te construeren die de collectie van alle
continue functies van I:O,1J ‘naar R omvat gaat men als volt te werk:
Beschouw de collectie S van alle meetbare functies f waarvoor
1
f lf(x)‘ 2ax < @ (het integraalteken staat hier voor de Lebesgueinte-
2 ’ 1
graal). Definieer op S de equivalentierelatie ¢rdoor feng <=‘-‘>j I f(x)

. 0
- g(x)l 2cix=0 en vorm de ruimte L2 bestaande uit alle equivalentie-

klassen. Op 12 definieren we een inproduct door ([£], ) =
1
J £(x). g(x)ax, waarbij [£] en [g] de equivalentieklassen zijn waartoe

0
de functies f resp. g behoren (de definitie is onafhankelijk van de

keuze van de representanten uit de klassen). Men kan bewijzen dat L2
met dit inproduct een Hilbertruimte is.
Beschouw in L2 voor n geheel het volgende stelsel functies

_ _2minx
=e

e (neZ).

n 1
e2ﬂ1nx e—2n1mx
0

We gaan aantonen dat de collectie {enln =1, 2, ...} een basis is voor

Dit is een orthonormaal stelsel, want (en, em) = J

L2. Hiervoor maken we gebruik van de volgende twee lemma's,

Lemms, 1. Voor alle f€L° bestast er een‘gEC[O‘, 1:[ met g(0) = g(1)
zodat ||f-g|| < e. (m.aww. C[0,7] ligt dicht in 12 met de norm D
Lemma 2. YgeC [:0,1] met g(0) = g(1) bestaat er een trigonometrisch

polynoom h(x) = 3:1 8 e2™EE  odat lg(x) - h(x)| < ¢ (Vxe@,ﬂ)-
k=-n

dx=§
m
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Laat nu feL2 en £_L e, voor alle n; we moeten aantonen dat f = O,
Kies een g volgens lemma 1 en bij g een h volgens lemma 2,
Dan geldt

1
lenl] = (] leto - n (%00t < ¢ e
|1£-n]| < [|£-g|| + []g-n|| < 2e ....... ()
Ook geldt ][f-h||2 = (f, £) + (h, h) = ]|f||2 + l|h]|2 (want (£, h) = 0

omdat f ,_I_en voor alle n, en h een lineaire combinatie van en's).

Dus RN N (30¢)

() en (se¢) impliceren ||f| |2 < he® aus £ = 0.

Voorbeeld 2. Op geheel analoge wijze kan men aantonen dat de collectie
polynomen {xklk =1, 2, ...} een basis is voor L2. Inplaats van lemms

2 maken we gebruik van het volgende lemma.

Lemma 3 (Weierstrass). Voor alle geC ]:O, 1] bestaat een polynoonm

n
h(x) = ) akxk zodat |g(x) - h(x)| < € voor alle xe&[0, 1].
k=0

De betekenis van het begrip basis in een Hilbertruimte wordt uitgedrukt

in de volgende stelling.

Stelling T. Zij {enln =1, 2, ...} een orthonormaal stelsel van een
Hilbertruimte H,

Dan zijn de volgende condities equivalent:

(1) Het stelsel {enln =1, 2, +..} is een basis voor H.

(2) Als M o= L(en) voor n = 1, 2, ,,.,dan H = r% M .

oo

(3) Voor alle f&H geldt £ = ) (f, en)en (Fourierontwikkeling).

n=1
(k) Voor alle feng&H geldt (f, g) = )} (£, en)Zg, en5 (Parseval).
o n=1
(5) Voor alle fE€H geldt ||f||2 = ) (£, en)]2 (Bessel).
n=1

(gelijkteken in de ongelijkheid van Bessel, zie pagina 21 St. 5).

Bewijs. (1) = (2). Het is duidelijk dat M = @ M C H; laten we onder-
stellen dat fE&H\M. Uit blz. 31 St. 4 volgt dat M gesloten is in H en
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uit blz. 26 St. 2 volgt dat de projectie PMf van £ op M bestaat,
Nu geldt (f - PMf)_L,M en dus (f - PMf)_l_en voor alle n. Uit het onder-
stelde volgt nu f = PMf =0 dsWez. T = PMf; Dit impliceert echter fg M

wat’ in strijd is met f&€HW.
2= 3, Stel H= &P M ; dan is elke f&H te:schrij#en als £ = ) a e,
n=1

metwﬁfg¢. We tonen nog san . dat de coefficiént o, = (£, en)
(n=1,2, eoo). o

o m
'{f, eﬁ) = ( Z @€ en) =:(11m Z Qnen?;en) = 1im ( 2 o e, en)
=1 mrs n=1 mr*» n=1

(vanwege de continufteit van ( , )) =a, (vanwege: de orthonormaliteit

van {enln =1, 2, ...}).

3= L4, (f,g)=(] (£, en)en, y (e, en)en) = )y ((f, en)en,
n=1 n=1 n=1

(g, en)en) (continufteit: van inproduct) = } (£, en)zg, enf.
4y = 5, Neem f = g.

5= 1. Triviaal.

6. Begrensde  lineaire operatoren.

Definitie's, H,~en H, zijn Hilbertruimten. Een lineaire operator A van

Hi in"H2 (notatie: Au@:Hi > Hey,is een lineaire afbeelding A van een line-

aire deelruimte D(A) van H, in'H2.‘D(A?'heet'het'definitiegebied van A,

De kern (nulruimte) van A noteren we met N(A). De operator A heet

begrensd wanneer er- een reéle constante C bestaat zodat ||[Af|| < C||f]]
voor alle f&D(A). Het infimum van de verzameling re&le getallen C

met- deze' eigenschap heet de' norm van A, notatie ||A|| (||A]|] = 0 d.e.s.d.
wanneer' A’ de' nulafbeelding is).

"Een operator A heet continu wanneer A als afbeelding van metrische
ruimten continu is.,

Opmerkingen.1. "Een lineaire operator A van Hj’in H2 is continu d.e.s.d.

wanneer hij' continu is in het punt O,

&
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2. Men gaat gemakkelijk na dat'voor een begrensde lineaire operator A

geldt: 11a]] = sup {|]ag|| | |l£]] = 1, r&D(a)}.

Stelling 1. Een lineaire operator A van een Hilbertruimte H1 in een

‘Hilbertruimte H, is continu d.e.s.d. wanheer hij begrensd is.

2

Bewijs => Stel A begrensd. Als f een vast punt is van D(A) en g is
een punt’ van D(A) met ||g-f|}< ¢/||A]]|, dan

||lat-ag|] < ||Al]| ||f=g|] < e Dus A is continu,

<==  Btel A continu., Neem san-dat A niet begrensd is; dan bestaan voor
n=1,2, ... £ #0uitD(A), zodat I1Afn!} > n]!fn‘l. Noem g =

n . . _ _ . (W = n )
;;rFE;TT. Dan iiﬁ g, = 0, terwijl |ngn|| ?37?§IFT > 1 voor alle n.,

Dit is in tegenspraak met'de continuiteit van A.

Definitie. BEen lineaire operator van- een Hilbertruimte H naar de

complexe getallen’ heet’ een functionaal.

“Voorbeelden. 1. Stel H een Hilbertruimte, De identieke afbeelding van
"H op zichzelf is een begrensde lineaire operator met norm 1,

2, Stel M is een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbertruimte H.
Dan is de projectie PM op'M een begrensde lineaire operator van H in
zichzelf. Volgens de  stelling van Pythagoras geldt voor elke f&H
[211% = [1B,2l1® + [[1-e,2] (2 > ||B,£]|Z Dus |[B,]] < 1. Omdat voor
fEM P,f = f volgt zelfs [lPMI] = 1,

3. Laat g een vast element zijn van een Hilbertruimte H.

Definieer voor f&€H F(f) = (f, g). Dan is F een lineaire functionaal
op H. Volgens Cauchy-Schwarz geldt voor f&H ' ||F(£)|]| = ||f, g|] <

2
lzll-11ell. pus [|F]] < [lel]. Omdat F(g) = |lg|| volgt ||F|| = ||g]

Stelling 2. Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbertruimte

H, in een Hilbertruimte H, met' definitiegebied D(A).

Dan is A uniek uit te breiden tot een begrensde lineaire operator A
met definitiegebied D(A).' Bovendien geldt ||E|| = ||a

L]
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Bewijs. Stel f een eiement'van'DZAj. Er bestaat een rij punten
{fnln,= 152, ved} met'fﬁGED(A) die in H; naar f convergeert.

De rij {Afnln,= 1, 2, +4s} is kennelijk een fundementaalrij in H

2
want' voor n, m&N geldt |[Af -~ Af, || < {{a]] ]-]f'n'- £ . Omdat H,
volledig is bestast lim Af -die we noteren met Af,
. N n_)m
Het punt‘KféiHé.iS‘onafhankelijk van de keuze van de rij {fnln =1, 25 o0}

want als {fﬁlln = 1,2, ...}. een willekeurig' andere rij punten uit
D(A) iS‘die'naar:f’convergeert;'dan'geldt'voor'n;?“ncllfn - fn'['< €,
dowez, ||Af, = Af '|| < ef|A]]; en dus lim (Af ~Af ') = O wat impli-
ceert dat lim Af_ = lim Af '. e

O ) n->w
DeAnieuW'gedefinieerde'operator A is duidelijk een voortzetting van Aj
we tonen hog aan dat A begrensd is en dezelfde norm heeft als A. (de
lineariteit van A wordt aan de' lezer overgelaten),

“Stel fED(A) en f,on=1,2, ... punten uit D(A) met lim £, =f.

B n—)m
Dan geldt ||Af || < [[a[]+][£,]]| voor elke n, en dus ook Af =
[Jim 2| | = tim [ jae_ || < 2im [[a]]- 1], ]| = |1al]- el .
n-o N n+wo

In elk geval geldt dus ||A|| < ||A||. Daar A een uitbreiding is van A
geldt m.b.v. Opm. 2 op blz. 38 ook ||E|| > ||A||. Dus ||a|| = ||A]].
Tenslotte, laat A" een willekeurige begrensde lineaire operator zijn
‘met definitiegebied D(A) die een voortzetting is' vanm A, Zij fE€D(A)

.en’{fn'n =1, 2, +.s} "een rij punten uit D(A) welke convergeert naar
£. Dan volgt uit de’ continufteit van A* (St. 2), dat A*fn > A°F dov. z.

lim Afn = Ar = Ef (door de definitie van A). Hiermee is ook de een-
N
duidigheid van A bewezen.

Gevolg. Een begrensde lineaire operator van een Hilbertruimte H1 in
een Hilbertruimte'H2,iS'altijd uit te breiden tot een begrensde

lineaire operator met definitiegebied H (Ga dit na).

In het vervolg zullen we van een begrensde lineaire operator altijd
onderstellen dat het  definitiegebied de gehele Hilbertruimte in kwestie

omvat,
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‘T. De representatiestelling van Riesz.

Stelling 1 (Riesz). Zij F een begrensde lineaire functionaal gede-
finieerd op een Hilbertruimte- H, Dan bestaat - een uniek bepaald element
“h van H zodat F(f) = (f,h) voor alle f&H. M.a.w. elke:begrensde line-
aire functionaal'opxeenVHilbertruimte'iS'van'deivorm*beschreven in
voorbeeld 3 op blz. 38.

Voor we deze  stelling bewijzen eerst het volgende lemma.

Lemma. Laten F'en G twee lineaire functionalen zijn gedefinieerd op
een Hilbertruimte H. Als gegeven is dat  N(F)DN(G) dan bestaat er een
complex getal A zodat F(f) = AG(f) voor alle f<H.

Bewijs. Laat g een vast element van H zijn niet gelegen in de kern

N(G) van G (als N(G) = H dan is de stelling triviaal) en f een wille-

keurig element van H. Dan G(g) # O en er geldt G(f - g(f) . g) =0,

Omdat” N(G)C N(F) volgt F(f - —37(-8 . g) = 0, Dus F(f) é%—z—)y . F(g) =

- Flg) Fg) o At i
= ET§7 o G(f)., Omdat 6127 een constante 1s die niet afhangt van de

keuze van f volgt het gestelde.

Bewijs van de stelling. We mogen aannemen dat N(F) # H, Omdat N(F)

gesloten is in H (St. 2) bestaat er een element g # O van H dat lood-
recht’ staat: op' N(F) terwijl F(g) = 1. Definieer-de functionaal G op H
door' G(f) = (£, g). Dan'geldt N(G)'=‘{g}1‘.I)N(F). Uit het vorige
lemma volgt dat er een complex getal A bestaat met F(f) =AG(f) =r(f, g)
voor alle f&H. Substitutie van f.= g’levert'k = ‘l/]|g||2 zodat

F(£) = (£, g/| g||2) voor alle f. Hiermede is de stelling bewezen.




Colloquium Lineaire Analyse 1967-1968

8. Begrensde-bilinesire-functionalen

Definitie:  Zij H een-Hilbertruimte:. Een afbeelding ¢ : Hx H »> ¢

heet een bilineaire functionasl:(of bilinaire vorm), wanneer

1 ¢(af + Bg, h) = a¢(f, h) + Bs(g, h)

2.  ¢(nh, af + pg) = ap(h, £) + E&(h, g)

a,pelC 3 f, g, h€H,

Een bilineaire functionaal-¢ heet begrensd, wanneer er een reéle con-
stante C bestaat met

3. |e(f, )] < ce|llf]|]lg]| voor alle f, g€H.

lel] = 1}

In dat geval definiBren we' |{¢|| = sup{o(f, g)|||f]|
Een bilineaire functionaal ¢ heet symmetrisch, wanneer

h, - ¢(f, g) = ¢(g, £) voor alle f, g€ H,
Een symmetrische functionaal is-altijd reéel.
Definitie. Zij ¢ een bilineaire functionaal gedefinieerd op een Hil-
bertruimte H. De afbeelding § van H naar € gedefinieerd door

§(£) = ¢(£, £)

heet de kwadratische vorm van ¢. De kwadratische vorm $ heet begrensd
2
« In dat

wanneer er een refle constante C bestaat met |§(f)| < C||f]

geval defini&ren we de norm ||§]|| = sup{|3(£)| | ||£|] = 1}.

Voorbeelden, 1. Beschouw een begrensde lineaire operator A van een Hilbert-
ruimte H in zichzelf, en stel voor f, g€H ¢(f, g) = (£, Ag). Dan is

¢ een bilineaire functionaal.

n
2, Definieer voor x, yee o(x, y) = ) 8;:X.¥. (ai.e(r; i, g=1,
i,5=1 Jd Jd d

2, ‘eoe g bn)o

Dan is ¢ een bilineaire functionaal op ¢,
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De volgende stelling legt  een’ ondubbelzinnig verband tussen een biline-

aire functionaal en zijn kwadratische vorm,

Stelling 1 . (polarizatie). Voor iedere bilineaire functionaal ¢ geldt:

o(£, g) = E[B(£ +g) - 3(f - g) + i(f + ig) - i¥(f - ig)].

Bewijs: Het rechterlid-kunnen we schrijven als
i[o(f + g,f + g) = 0(f = gy £ = g) + io(f + ig,f + ig) ~ i¢(f ~ ig,f-ig)]
wat na herleiding geeft
i[26(f, g) + 2¢(g, £) + 2i¢(f, ig) + 2i¢(ig, £)]-
Gebruik makend van de lineariteit van ¢ in de eerste variabele, en de

antilineariteit in de tweede, volgt nu het gestelde.

Stelling 2. 7Zij ¢ een begrensde bilineaire functionaal. Dan is de kwa-

dratische vorm § ook begrensd, en er geldt

1811 < [lell < 28]~

Is in het bijzonder ¢ symmetrisch, dan geldt: ||$]|] = ||¢]].
Bewijs: Als f€H, dan geldt |§(£)]| = [o(£, £)| < |]¢]] el |2 dvw.z.

Anderzijds geeft toepassing van de polarigzatiestelling voor £, g&H

lo(e, @)| < 21811112 + &%+ |12 - ] 1%+ |12 + ie]|® + ||z - ig] ).

Het rechterlid is met toepassing van de parallelogramwet te schrijven
als

2 2 2 2
s LB e[ + 2 e [1%) = [IBIC[e]]" + el
Kiezen we ||f|| = ||g|| = 1, dan volgt |¢(f, g)| < 2||$]], dus
8]
Het tweede deel van de stelling., Laat ¢ symmetrisch zijn, en £, g€ H,

Kies a, reR zo'dat o(f, g) = rem°

Dan is r = ¢(e *%f, g) = (volgens de polarizatiestelling) =
= iM% + &) + 37 - g)] < R3] + g]|% + [|e7 % - g] B} =

]
k

311 12e7 %12 + el 1?)=118]] a1s |l2]] = |[g]] =

#
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°

Dus [[¢]] < [|&]]5 enmet {|F]] < |[¢]]| geeft ait [[o]] =[[3]

Stelling 3. (representatiestelling voor bilineaire functionalen). Zi,j‘
A:H > H een begrensde lineaire operator. Dan is ¢ gedefinieerd door
¢(f, g) = (£, Ag) een begrensde lineaire functionaal op H, terwijl

oIl = [1all.

Omgekeerd, als ¢ een begrensde bilineaire functionaal is op een Hilbert-
ruimte H, dan bestaat er een ondubbelzinnig bepaalde begrensde lineaire
operator A : H > H zo'dat ¢(f, g) = (f, Ag) voor alle f, g€H.

Bewijs: Het eerste deel van de stelling is reeds opgemerkt in blz., b1
voorbeeld 1. Stel nu ¢ een gegeven begrensde bilineaire functionaal
op H. Definieer voor g€ H de lineaire functionaal ég : H~> € door
Qg(f) = ¢(f, g). Uit de representatiestelling van Riesz vplgt dat er
bij elke g&H een element g van H bestaat, zo'dat ¢(f, g) = (f, g*)
voor alle f€ H. Men bewijst gemakkelijk dat de toevoeging g - g* een
lineaire operator is van H in zichzelf; we noteren deze met A. Dan
volgt ¢(f, g) = (f, g) = (f, Ag) voor alle f en g€ H.

Bovendien ||Ag|| =[|e || < |le]| [lgll. Dus [[a}] < [[¢]]. Omdat vol-
gens CauchyVSchwarZ'|[¢|] §_||A[[ geldt blijkbaar ||A[| = ||¢]

Dus A is ook begrensd en heeft dezelfde norm als ¢. Hiermede is de

stelling bewezen.,

Gevolg. Voor een operator A van een Hilbertruimte H in zichzelf geldt

[[al] = sup{|(ag, g)| | [I£]] = |lel] = 1}

9. Geadjungeerde operatoren.-

Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbertruimte H in zich-
zelf. Uit de representatiestelling van bilineaire functionalen volgt

dat er een ondubbelzinnig bepaalde begrensde lineaire operator A* be-
staat, zo'dat (Af, g) = (f, A g) voor alle f, gEH, De norm van A is

gelijk aan die van A. Deze operator A* noemt men de geadjungeerde van A,

Voor geadjungeerde operatoren gelden de volgende eigenschappen.
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Stelling 1.

o

1. A = A
2, (A+B) =2+ 58"
3. (aa)" = GA"
b, (ABYC = BA©

5. A inverteerbaar, dan ook A inverteerbaar, en (A*)-1 = (A_1)*l

Bewijs:

1, Stel £, g€ H, Dan (£, A7) = (8¢, g) = (g, &%) = (&g, 1) = (£, Ag).
Dus (f, Ag = A g) = 0 voor vaste g en alle f€ H. Dus Ag = A**é,
Vgé:Hw Hieruit volgt A = A, ,

2, Stel f, g€ H. Dan ((A + B)f, g) = (£, (A + B)*g). Ook ((A + B)f, g) =
= (af, g) + (Bf, g) = (£, A7g) + (£, B'g) = (£, (A + B)g).

Uit de willekeurigheid van f en g volgt weer (A + B) = A + B,

3. Analoog. '

M e

4, (AB £, g) = (Bf, A2) = (£, B2™g). Dus (aB) = BA™,
5. Dit volgt gemakkelijk uit k4,

Stelling 2. ||a™a|| = ||a]|?.

A

IR RIEIERIT IR

Bewijs: | |Aas]| < ||a™] | |az]]
Dus ||A"a|| < |[a]|?

Anderzijds: ||Af]|2 = |(ag, Af)| = |(£, A7AR)| < ||£|]- |]a™ag|] < ||£] 2
| |A™ 2],
Dus |[a]]® < |I&8][.

Definities. Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbert-

ruimte H in zichzelf,

A heet hermitisch als A = A
vy s > o1

A heet unitair als A = A

A heet normaal als AA*.= A*A

Voorbeeld. De loodrechte projectie op een gesloten lineaire deelruimte

M van een Hilbertruimte, aangeduid met PM’ is een unitaire operator,
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Stelling 3. Voor een begrensde lineaire operator A zijn de volgende
condities equivalent ' |

1. A is hermitisch

2, De bilineaire vorm (Af, g) is symmetrisch

3. De kwadratische vorm (Af, f) is re&el.

Bewijs: , o
1= 2 (af, g)="(f, &'g) = (£, Ag) = Thg, ©)
2 =3 Triviaal
3= 1 (f, Ar) =T&F, 7) = (Af, £) ="(f;, Af). Dus ((A - A) £, £) = 0
‘ voor allé f=H, De bijbehorende bilineaire vorm (8™ - a) £, g)
is ook nul voor alle f, geH (Polarizatiestelling). Dus
A - A=01i.e A=A,

Gevolg. A hermitisch =>-||A|| = ||§]|| = sup{(af, £)| ||£]] = 1}.

Stelling 4, Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbertruim-
te H in zichzelf. Dan is A op ondubbelzinnige wijze te schrijven als

A =H, + iH_ met H, en H. hermitisch.

1 2 1 2
Bewijs: Kies H1 = 3(A + A%) en H2 =-%§(A - Af?, Dan zijn H1 en H2 her-
mitisch, terwijl A = H1 + iHé. H1 en H2 zijn eenduidig bepaald, want
als H1 en H2 twee hermitischeoperatoren zijn met A = H1 + iH2, dan
geldt A + A% = H + ifl, + H:(- - iHZ = 2H, (merk op dat (iﬂz)* = —iHZ).
Dus H1 = é%é—, en op analoge wijze volgt H2 = %T(A - A*), Hiermede

is het gestelde bewezen,

Stelling 5. Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbertruim-
; .
te H in zichzelf., Dan

A normaal <= ||Af|| = ||A7E]|] voor alle f&H,

Bewijs: <= ||Af]| 12 = [|a¢|| = (&af, £) = (AA"F, £). Uit de willekeu-
righeid van f volgt AT = A*A i.e. A is normaal (v.g.l, met bewijs
van stelling 3 boven)

= Triviaal,
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10, Enkele eigenschappen van projeectieafbeeldingen

Stelling 1. Zij M een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbert-
ruimte H, en laat P de projectieafbeelding zijn op M.
Dan M = {f€H| ||p£]]| = [|£]]}.

Bewijs: We weten al dat Pf = £ <= fEM,
Als nu ||Pf|]| = ||£]|]| dan volgt £ - Pf = 0 want volgens de stelling
van Pythagoras gelat ||£]|% = ||p£||? + ||¢ - p£||2.

Stelling 2. Laat P een begrensde lineaire operator zijn van een Hil-
bertruimte H in zichzelf,
Dan: P is een projectie op een gesloten lineaire deelruimte <= P = P

en P2 = P,

Bewijs:

=> Zie voorbeeld op blz. Lk,

<= Definieer M = {f€H|Pf = £}, Dan is M een lineaire deelruimte van
H en is bovendien gesloten (want als {fnln = 1y 2, eses ..} een rij
punten van H is met P:f‘n = fn>n =1, 2, 0o, die convergeert naar f&€H,
dan is volgens de continuiteit van P (8t. 1 op blz. 38) f = lim Pf =
= P lim £_ = Pf), ‘ e

n->co

Het is nu voldoende aan te tonen dat f - Pf_| M voor alle f€H.
7ij g€M. Dan (f - Pf, g) = (£ - Pf, Pg) = (f - Pf, P g) = (Pf - P
= (Pf - Pf, g) = 0.

2
f, g)

Stelling 3. M en N zijn gesloten lineaire deelruimten van een Hilbert-
ruimte H; P, Q zijn de projectieafbeeldingen op M respectievelijk N.
Dan zijn de volgende condities equivalent:

1. ML N

2, PQ =QP =0

3. P + Q is een projectie,

Bewijs:
1= 2, Stel f€H, Dan Qf €N, en omdat M L N, volgt Qf _L.M.

Dus P(Qf) = 0, d.w.2. PQ = 0. Analoog bewijzen we QP = 0.
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2 = 3, We zullen gebruik maken van de vorige stelling, (P + Q)Z(f) =
= (P +Q)(P +Q)(£) = (P™+'Pq + QP + @°)(£) = (P + Q)(£).
(P+Q) =P +qQ =P + Q.

3= 1, Z1j gegeven dat P + Q een projectie is,
feM@quH23H@+QﬁH2=UP+mn(P+@ﬂ=
= ((p+Q)Pr, £) = (P + Q), £) = (Pr, ) + (£, £) = ||pe][2 +
+ [lag]]® = [I2]|% + |lag]|® = oz = 0 = £-Lm.
Analoog geldt feN = f 1 M, Dus M_L.N,

Gevolg. Als P + Q een projectie is, dan is het de projectie op M + N,

Bewijs: Uit de vorige stelling volgt Ml N. Dus M_| N is een gesloten
deelruimte van H, Als £ = (P + Q)f voor zekere f& H, dan PfEM, QfEN,
dus f&M + N. Is omgekeerd f&M + N dan volgt f = f1 + f2vmet f1C—'.M,
£,EN; dus (P +Q)(f, + £,) = Pf, + Pf, + Qf, + Qf, = £ o+ f,=10=

= (P + Q)f.

Al met al hebben we dus aangetoond dat M + N = {fGHI(P + Q)f = f}.
Dus P + Q 1s de projectie op M + N,

1

Stelling 4, Zij M, N, P en Q als in de vorige stelling.
Dan zijn de volgende condities equivalent.

1, PQ is een projectie

2. QP is een projectie

3., PQ = QP.

1 <=> 2 1is duidelijk vanwege symmetrie-’-ovérwegingen.
1 = 3:PQ=(PQ)" =QP = QP
: % o e
3 = 1: We passen st. 2 op blz. 46 toe: (PQ)” = Q P = QP = PQ.

(PQ)° = Pq PQ = PP QQ = PQ° = PQ.

Gevolg. Als PQ een projectie is, dan is het de projectie op Ma N,

Bewijs: fEMNN = Qf = f en PQf = Pf = f,

Als omgekeerd PQf = f, dan volgt ||f|| = ||Paf|| < ||af]| < ||£]], en
dus ||Qf]] = ||£]|. Uit St. 1 blz. 46 volgt f&M, en analoog fEN,
Dus f&MNN,

&
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Opgaven.

1.

Zij A de operator van Lz([é, b)) +»L2([é, b]) gedefinieerd door

b N
{ar)(x) = j K(x, v)- £(y)dy,

a
waarbij K(x, y) een begrensde functie is die meetbaar is op [é, ﬁﬂ
x [a, B].

a) bewijs dat A continu is

b) bereken AT,

Definieer A : 12 > 12 aoor A(u1, %y ees) = (ae, O35 ves)

(shiftoperator). Bereken A,

Laat F1, caos Fn lineaire functionalen zijn op een Hilbertruimte,
en laat G een lineaire functionaal zijn waarvan de kern de door-

snede van de kernen van F1, oeoy Fn omvat.

n
Dan bestaan 11, sso s Knéiﬂ, zo'dat G = i£1 AiFi.

(Lax~-Milgram). Laat B een begrensde bilineaire functionaal zijn op

een Hilbertruimte H met de volgende eigenschap: '

(a) Er bestaat een re&le constante C zo'dat |B(f, f)]| 3-C|lfllejff€ZH.
(zo'n functionaal heet wel een coercieve vorm).

Zij G een lineaire functionaal op H. Dan bestaat g&€H zo'dat

G(f) = B(f, g) voor alle f&H,

Een re€le n x n matrix A = (aij) heet symmetrisch wanneer a5 = a4

voor i =1, 2, .., N. Bewijs dat een n x n matrix symmetrisch is
.. n ey o .

d.e.s.d. wanneer hij als operator op R hermitisch 1s. Zoek een

analoog resultaat voor complexe matrices,
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Colloquium "Lineaire Analyse" (1967~1968)

Spreker E. Wattel.

8§11, De stelling van Baire

Definitie. Een deelverzameling V van een metrische ruimte X heet

nergens dicht indien het inwendige van hear afsluiting leeg is.
(dus V°= @).

Voorbeelden: le. Een punt in de reéle rechte is een nergens dichte deel-
verzameling.

2e., Een Jordan kromme in het platte vlek is een nergens dichte deelver-
zameling. |

3e. Een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbertruimte is Of de ge=-

hele ruimte Of nergens dicht.

Definitie. Een deelverzameling van een metrische ruimte heet van de

eerste categorie indien zij de vereniging is van een aftelbare collectie

nergens dichte deelverzamelingen.

Voorbeelden: In de re€le rechte is elke aftelbare verzameling van de
eerste categorie, daar elk punt nergens dicht is.
In een discrete metrische ruimte is alleen de lege verzameling nergens

dicht, dus ook alleen de lege verzameling is van de eerste categorie.

Definitie. Een deelverzameling van een topologische ruimte heet van de

tweede categorie als zij niet van de eerste categorie is.

Stelling 1. (Baire). Een niet lege open deelverzameling van een volledige

metrische ruimte is altijd van de tweede categorie.

Bewijs: Zij X een volledige metrische ruimte, met metriek p. Zij U een
niet lege open deelverzameling van X en onderstel dat U van de eerste
categorie is in X. Dan bestaat er een aftelbaar stelsel van nergens

dichte deelverzamelingen

U= {Vi]i=1,2, 3y see Oy wee}
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zodanig dat {J v, = U,
i=1

Omdat de verzameling U open is, is ook U\V1 een open deelverzameling

van X. '

Omdat V1‘ nergens dicht is, heeft 71

dus U\Tf1 is een niet-lege open deglverzameling van X.

een leeg inwendige, dus 71 DU,

Daarom is er wel een puht X, te vinden in U\ 71, zodanig dat er nog
een open €-bol om X, is, die nog geheel in U\ '\-7-1 ligt, dus is er nog

een p, te vinden zodanig dat de gesloten bol om X,

Sp1(x1) = {x|p(x, x) ip1}CU\71.
Zij nu
u, = U'%p1 (x,) = {x]o(x, x;) < 501 }

een open bol om x, met straal %p1.

1
We kunnen nu op soortgelijke wijze aantonen, dat U1\ 72 een niet lege

open deelverzameling is van X, en dus is ook hier een punt X, te vinden
en een straal p 09 zodanig dat de gesloten bol
Sp,(x,) = {x[p(x, x,) < 0, }C U\ T,
Pq
Het is duidelijk dat Py < =5
P

.. _ _ 1 2

Zij nu U, = U%‘)e (x,) {x]o(x, x,) < §p2} een open bol met straal —.

Door i tie definieren wij wit U [, V -~ p..4-€n X, een en een x
rdue £ r Jou n-1°* Vn*—‘pn-T - Tn-1 °n n’

zodanig dat p < %pn_1 en
Sp(x )CU NV .
Tervijl U_ = U;'%pn (x)) = fx|o(x, x ) < 3o }.

Wij merken nu als eerste op dat p(xn, b4 ) < _r_%]_’ en daar Um steeds

n-1
bevat is in Un voor m > n, geldt bovendien

p P p
n n-1 1
p(xm: xn) < 2 < “"' < L < _2no

Dus p(xm, xn) gaat naar O als n en m nesar oneindig gaan, met andere

woorden: de rij {xn}:=1 is een Cauchyrij, en daar X volledig is, is

5.
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er een limiet Xqe

Zij n een willekeurig natuurlijk getal. Dan is p(gm, xn) < —% voor

P
n
alle m, dus p(xo, xn) S5 <Py

Dit betekent, dat x € Spn(xn) dus x eUn-1\Vn dus voor elke n ligt x,

0
niet in V .
n e )

Dit betekent dat U # {‘4 V,» wat in tegensprask is met de eerder ge-
n=

maakte veronderstelling,

Wij. concluderen, dat U niet van. de eerste categorie is, en dus is U van

de tweede categorie.

Definitie. Een metrische ruimte waarin elke open verzameling van de

tweede categorie is heet een Baire-ruimte,

Gevolg 1. Een Baire-ruimte is zelf van de tweede categorie.
Gevolg 2. Elke Hilbertruimte is een Baire-ruimte

Bewijs: Een Hilbertruimte is een volledige metrische ruimte t.o.v. de

°

metriek p(x, y) = |{x - y|

Opgave: Toon aan dat de rationale getallen met de gebruikelijke metriek

geen Baire-ruimte vormen.

§12, De stelling van Banach~-Steinhaus

Op een Hilbertruimte bestaat veelal meer dan €&n topologie.

De meest gebruikte topologie is de sterke topologie of de normtopologie,

die wordt geInduceerd door de norm. Een tweede topologie is de topologie

der puntsgewijze convergentie of de zwakke topologie, en ook deze topo-

logie is voor sommige stellingen en toepassingen van belang.

Definitie. De zwakke topologie is de topologie die wordt voortgebracht

door de subbasis
8 = Ve, (25)[e > 0 & g € & £ €],
waarin

B ARA d b gt
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Vgo’e(fo) = {f]rer &|(f - £, g)| < e}.

Een basisomgeving van een punt fo in de Hilbertruimte met deze topologie

bestaat uit al die punten f, waarvoor het inwendig product met een ein-

dig aantal g; minder dan eg'qverschilt van het inproduct van f, en die g;.
i

(Merk de overeenkomst op met de producttopologie, men kan de zwakke topo-

logie ook invoeren met behulp van een producttopologie).

Lemma 1. Een rij £, convergeert naar f in de zwakke topologie, dan en

0
slechts dan indien (fn, go) convergeert naar (f

goe‘.H.

0 go) in € voor alle

Bewiés: Stel fn convergeert zwak naar f.., Dan moet elke basisomgeving

0
van fo bijna alle fn's bevatten dus ook elke subbasisomgeving. Neem eens

zo'n subbasis omgeving Vg, €(fo), dan wil dat zeggen, dat I(fn - s go)l
]
< ¢ zodra n > N, oftewel (fn - £ go).convergeert naar 0 in € , d.W.z,

(fn, go) convergeert naar (f ) voor elke gy € H.

0* &o

Omgekeerd, als (fn, go) convergeert nasr (f ), voor alle gy H, dan

0* &
geldt voor elk eindig stelsel g; en elk bijbehorend stelsel €ss dat er
een stelsel N, bestast zodanig dat |(fn, gi) - (fo, gi)l = ](fn - s
gi)l < €5 zodra n > Ni' Dus als N = max N., dan ligt voor elke n > N

het punt fn in de basisomgeving van fO’ die gedefinieerd wordt door 8

en €., dit is
N
i Vgi’ei (fo).

Oftewel: fn convergeert naar fo in de zwakke topologie.

Definitie. fn convergeert zwak naar fo” indien fn convergeert naar f

0
in de zwakke topologie.

Wij noteren dit met fn~s fo.
Ben rij f convergeert sterk naar f, indien ]lfn ~ || ~ 0.

Wij zullen dit sangeven met fn > fo.
Definitie. Een deelverzameling A van een Hilbertruimte heet sterk be-
grensd indien zij begrensd is. d.w.z. (JNemW)(Yrea):||f]|] < N.

Een verzameling A heet zwak begrensd indien zij "begrensd" is t.o0.v.

&
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de zwakke topologie. Dat wil zeggen:

Veem)@n em)(vrea):|(r, g)| <.

Lemma 2. Convergeert een. rij fn sterk naar £, in een Hilbertruimte H,

0

dan convergeert zij ook zwak naar fO‘

Bewijs: Kies een go€H; g # 0 en kies een ¢ > O,
Dan is er een Ngo te vinden zodanig dat voor alle n > Ngo
€

£, = £ol] < W dus nu geldt:
‘(fn9 go) - (fos go)l =.j(fn "fgf'go)l i_L]fn - fol]‘llgo'l < €

zodra n > Ngo. Dus wij concluderen met behulp van lemma 1, dat fn zwak
convergeert naar fo.
Lemma 3. Zij A een sterk begrensde verzameling van een Hilbertruimte H.

Dan is A ook zwak begrensd.

Bewijs: Zij goEH en zij N€ N, zodanig dat N > [|£]| voor alle fE A.
Dan geldt: |(f, gy)| < ||f||.Hg0H iN.I]gOH voor alle f€ A,
Dus voor alle goéiH is I(f, go)l begrensd voor alle fEH, dus A is zwak

begrensd,

In een oneindig dimensionale Hilbertruimte is niet elke zwak convergente
rij ook sterk convergent.
Dit zien wij uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld: Zij {enln =1, 2, ...} een orthonormale rij in een Hilbert-

n

ruimte H, Daar ) I(ei, go)] f_llgolf voor alle g, H, is de reeks
i=1 )

(ei, go) sommeerbaar, dat wil zeggen ](ei, go)l + 0 als i > =, oftewel

e, convergeert zwak naar O,
De rij e, convergeert echter niet in norm, en is zelfs geen Cauchyrij,
omdat volgens de stelling van Pythagoras ]Ien ~e || = VE: voor alle

n # m,

Het omgekeerde van lemma 3 geldt wel., Hiertoe bewijzen wij eerst de

stelling van Banach-Steinhaus.

&
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Stelling 3. (Banach-Steinhaus),
7zij Ol een familie van begrensde lineaire operatoren A, en zij OlL(x) =
[Ax|A€ Ol} sterk begrensd voor alle x€H dan is ook {||A|| | A€OL} ve-

grensd.

Bewijs: Neem aan: V= {x| [|Ax[| < n voor alle A€OL.
Daar voor elke xgH de verzameling || |Ax|| |A€Ol] begrensd is, volgt

]

dat V. = H.
&1 "o
De verzameling Vn is gesloten voor elke n,

Want: Stel X, is een rij, die geheel in Vn ligt en convergeert naar een
punt Xqe Dan geldt, dat er voor elke € en elke operator A een getal

Ny(e, A) bestaat, zodanig dat |]xi - xOH < TT&TT zodra i > Ny(e, A).
Hieruit volgt dat

Az [ = [axgl]] < HA({C_;;-XO)H < [AHE 1=y = %501 < e

Daar voor alle A€OL geldt dat |[Ax. || < n volgt dat |[Ax,[| < n dus v,

ol
is gesloten.

Volgens de stelling van Baire is H niet de vereniging van een aftelbare
collectie nergens dichte deelverzamelingen. Uit ng Vn = H volgt dus,

dat niet alle Vn nergens dicht zijn, dus er is een NENN zodanig dat VN

is niet nergens dicht, dus '\7; # ¢,
Daar V,; gesloten is, volgt dat Vlg # @.

in het inwendige van V_ en een straal €. > 0,

Er is dus zeker een punt x N 0

0
zodanig dat

{x] HX - xol] = 280}CVN‘
Verder geldt voor alle AECOL en elke x€H dat

A(x) = =A(-x), dus |[|A(x)]]| = ||A(-x)]

. dus -xoe'. VNe

daar ]]AXOH < N voor alle A€CL,
Stel nu yEH en ||y]]| < ege Dan is y = %(xo + 2y) + %(-xo).
Kies een ACOL, Dan geldt:

lHay |l = [1a(a(xg + 2y) + 2(=xy)) || = |]28(xg5 + 2y) + 3A(-x)||<

f_%HA(XO +2y)|] + JéHA(—XO)H < 3N + 3N = N, daar A lineair is,
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OQ
Dus wij mogen concluderen dat {y| ||y|]| < SO}CVI\V

en H‘(xo + 2y) - XOH < 2

Zij mu z€H met |[z|| = 1 dan geldt dat |[eyz|[ = €.
Dus voor alle A€ Ol geldt dat ||Ac z|| = e, |[Az]| < N. dus ||Az]] f_g—.
Dit geldt voor alle z met ||z|| = 1, dus ||A]] ég"g’ Dit geldt voor 0

alle A€OL, dus {||A|||A€Ol} is begrensd. Dit bewijst de stelling,

Gevolg 1. Als een verzameling A in een Hilbertruimte zwak begrensd is,

dan is zij ook sterk begrensd.

Bewijs: Een verzameling A heet zwak begrensd, indien voor iedere ge H
een Ng(-EIN bestaat, zodanig dat voor alle fE€A geldt dat ’I»(f, g)] < Ng’
en dit is hetzelfde als |(g, f)| < Ny

Beschouw nu f als een lineaire functionaal, die aan elke g&H het com=-
plexe getal (g, f) toevoegt. Dan is f een lineaire operator, en de norm

van f als operator is gelijk aan ||f]
We kunnen dus A beschouwen als een collectie van lineaire opera'toren t,
zodanig dat voor elke g€ H {f(g)|f<€A} begrensd is, Er is dus voldaan
aan de voorwaarden van de stelling van Banach - Steinhaus en wij vinden
dat er een N bestaat, zodanig dat voor alle fEA geldt, dat ||f]|| < N,

oftewel, de verzameling A is sterk begrensd,

Gevolg 2. Als voor alle g€H de rij (fn, g) een limiet heeft, dan is de
rij fn zwak convergent.

(i.e. er bestaat een £, zodanig dat £ - :f'o)°

Bewijs: (g, fn) = W; dus als (fn, g) een limiet heeft voor alle
g€H, dan ook (g, fn)" Opnieuw beschouwen wij :E'n als een collectie
lineaire operatoren op de Hilbertruimte H, en we beschouwen de rij van
complexe getallen fn(g). Deze nadert voor elke g naar een limiet die
we noemen:f(g). Kies een ¢ > 0,

[£(ag + 8n) - af(g) - BE(h)| < |f (ag + Bh) - of (g) - Bf (h)]| +

+ 3¢ zodra n > No(ag, €) enn > I\TO(Bh, g) enn > No(.ag +B h, €). Wij

coneluderen dat f(ag + Bh) = af(g) + B(h) dus de functicnaal f is limeair,

Pl
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Voor elke g€H is bovendien {|f (g)| | n€N} begrensd, dus de collectie
{I1£,11} is begrensd volgens Banach Steinhaus. Hieruit volgt dan direct,
dat de limietfunctionaal f ook begrensd is,

Volgens de representatiestelling van Riess bestaat er nu een element

foe 4, zocdanig dat

f(g) = (g, fo) voor alle g€H,

terwijl (g, fn) nadert naar (g, fo) voor elke g€H,
Dit betekent, dat (fn, g) nadert naar (fo, g) voor alle g€H, dus £,

is zwak convergent.

Toepassingen van de stelling van Banach - Steinhaus.,

1. Stelling (Landau).

Zij a = (a1, 85 cees ‘ess) een rij complexe getallen, en onderstel, dat

s e o t 2
akxk convergeert voor elke rij x = (x1, X5 e ) WRAPVOOr Z ]x I

k=1 k=1 ¥

convergeert, Dan convergeert ook Z ]aklz.

Bewijs: Beschouw de Hilbertruimte, bestaande uit alle kwadratisch con-
vergente reeksen.

Dan is voor elke n de functionaal b die san (xT', X5 «os ) toevoegt
n
L e, X, een lineaire functionaal, die bovendien nog begrensd is, want
% | I | | l
8, e < n.max |a .Xx | < n.max |a |, als alle < 13 dus ook
geq KTE 1<ksn & F i<ksn B k.
als ||x|| < 1.
Wij mogen dus concluderen, dat de collectie van lineaire operatoren
B = {bn{n =1, 2, } zwak begrensd is, dus ook dat zij normbegrensd

. . - 2
is. De norm voor een functionaal wordt gedefinieerd door anH =
n

2
Loleg |

Wij mogen dus concluderen, dat 3N zodanig dat anll < N voor elk na=
" tuurlijk getal n, en dus geldt | ]a.k}2 < N, dus de rij &, is kwadra-
k=1

tisch convergent.

¢

2, Matrixvoorstelling van begrensde linesire operatoren in 12.
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Laat (ei);=1 een basis van 12 zijn, We defini&ren de matrix elementen
Bl (i > 1, k > 1) van een begrensde lineaire operator T als volgt:

b = (Tep, e0) (21, k> 1),

Stelling. Met bovenstaande definities geldt:

_ 2 ce . _ %
als x = (21, X5 seo) €17 waarbi] x, = (x, ek) dan is T_ . 2_1 %8s
k=

. . . 2
waarbi] Z t. convergent 1s en bovendien Z]f t. | <
oq iK'k L6 iK'k

dat T, =
k.’ ek

) t; 48+ Evenzo is het duidelijk uit de lineariteit van T, en uit de
i=1 '

<]

Bewijs: Het 1s duidelijk uit de definities van T en ti

continuiteit van T, dat Z_ tikxkei = Tx 1ndien x = (xi, Xps ecc
I Gepe, = I ] I
want x = X, e Je = x e dus Tx = x, Te =
k=1 Kk e KK k=1 K e

L tynes
1=1

M.b.v. de relatie van Parseval vinden we

222 LICE L tnegs ol
2

Daar ||Txil2 < @, is

g | [yl < =

Stelling. Lasat gegeve? zijn een Ztelsel complexe getallen tik’ zodanig
dat voor elke x = (x1, Xps see)ELT geldt:

2
DD bl <o ()
i k
Dan bestaat er een begrensde lineaire operator T: 12 > 12 z0 dat geldt:

b = (Tey, e;) (11, k>1)

(dewozo de ti 's zijn de matrixelementen van T).

k
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Bewijs: Uit (s) volgt:
2 -
Z [ti " <= (k> 1)(neem x = ¢,).

Uit (s¢) volgt bovendien:

voor alle X = (x1, X, ... )ea? convergeert Z t. kxk (i > 1),
Volgens toepassing 1 is dan ook Z It |
k=1 ik
We definieren nu de operatoren Tn:
]
( t. Je..
k=1 ik*k’%i

i=1

Dan is Tn lineair en ook begrensd want

el P = T 1T esnl®

T 2 | ¢ 2
< I UL st 12 =]
= i1 k; D =y K

=l L1 el

l_
o 2 % 2
Dus 1B DT oy
Verder zien we:
2 ¥ 3 o B T 2
Nz x| 1T= 2 | L tox "< 2 1Y tox]%
n R L A

Dus

[17,x| | < c(x) Va.

Passen we de Stelling van Banach -~ Steinhaus toe, dan vinden we

llz,ll <¢  Va

Daar T X = .Z ( Z tikxk)ei
i=1 k=1

2
en daar t. < w, bestast lim T (x),
?1{ 1% > e B
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We definieren Tx = 1lim T (x)
n
11>

Dan is T een lineaire en begrensde operator en er geldt

(Tek, ei) = lim (Tnek, ei) =t

n—>oo

k.

Stelling 4, Zij H een Hilbertruimte en zij A een lineaire operator van H
in H. ' ‘
Dan zijn de volgende eigenschappen aequivalent.
le. A is een continue functie van H met de normtopologie naar H
met de normtopologie. |
2e. A is een continue functie van H met de zwakke topologie naar
H met de zwakke topologie.
3e. A is een continue functie van H met de normtopologie naar H met

de zwakke topologie.

Bewijs: le. Onderstel A is een continue operator van H met de sterke
topologie naar H met de sterke topologie. ,

Om aan te tonen, dat A ook continu is voor H met de zwakke topologie

in zichzelf, is het voldoende om aan te tonen, dat het oerbeeld van een
subbasiselement voor de zwakke topologie, een open verzameling is van
H met de zwakke topologie; en wegens de homogeniteit van een lineaire
topologische ruimte is het voldoende om dit aan te tonen voor een sub=-
basiselement om O,

Zij Vgy,  (0) = {Ar [(af, gj) < e}

Zij AF de gead jungeerde van de operator A. Nu is

A~ E/’go,e(O):[ = {£](af, gy) < €} = {£](z, A*go) < ¢}

maar deze laatste verzameling is precies V « (0) dus een subbasis-
element en dus open, 0°

In het algemeen is dus het oerbeeld van een subbasiselement open, en dus
is A zwak-zwak continu.

2e. Onderstel dat A is zwak-zwak continu.

Om aan te tonen dat A sterk-zwak continu is, is het voldoende om aan te
tonen dat de sterke topologie sterker is dan de zwakke, en dan volgt dit
gedeelte uit het feit, dat A gelijk is aan de samenstelling van de iden-

tieke operator met A.
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Zij Vg (f ) een subbasisomgeving om f.. We tonen aan, dat dit ook
O,¢e

0’
een open omgeving is van f. in de sterke topologie. Vg
0 0,e

{q[(f - £y go)l < el | | , ’
Mu is {f] £ - f0|| < TTESTT een omgeving van f, in de sterke topologie.

In deze verzemeling is ook [(f - £, g,)| < ¢, daar |(f ~ £, gy)| <

is dan de zwakke topologie, en dus is A sterk-zwak continu,3e.Neem san dat A sterk-
1 ogwag continu is.

legl| < € en ait bewijst dat de sterke topologie sterker

Definieer nu een functionaal A, voor elke f&H met ||f| | =
volgende wijze:

Af(g) = (g, Af)., Deze functionaal is lineair want:
Af(ag + Bh) = (ag + Bh, Af) = a(g, Af) + B(h, Af),

Kles nu een goéiH. Dan is Vgo een open 0 omgeving in de zwakke topologie.
A” EVgO ] bevat een open O-amgev1ng in de sterke topologie, b.v,

e 12l < o

Nu is A lineair, en voor alle f met ||f|| = 1 geldt, dat A 05 f)CZVgO e
oftewel |[(A gif, go)| < ¢ dus [(Af, go)l < -r.2 dus d.w.z. dat

l(go, Af) | <'% . 2 dus Af(go) is een begrensde collectie complexe ge~
tallen.,

Volgens, Banach - Steinhaus geldt nu, dat dus ook |]A || begrensd is,

en dit betekent juist dat ||A|| bestaat, want ||A|| = sui |A | |=

su |]Af|| dus A is een begrensde lineaire operatéi %2, een

sterk—sterk continue operator.
De drie gedeelten semen bewijzen de stelling,

Oggaven. .

1. In een eindig dimensionale Hilbertruimte vallen de zwakke en de sterke
topologie samen,

2. Als B een zwak gesloten deelverzameling is van een Hilbertruimte, dan
is B ook sterk gesloten., Het omgekeerde geldt niet. Geef hiervan een
tegenvoorbeeld.

Als B een sterk gesloten lineaire deelruimte/is, dan is B ook zwak

gesloten,

&
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Bewijs, dat de norm en het inproduct zwak continu zijn.

Bewijs dat als f, zwak naar f comvergeert, en als I]fn | = g,
dan convergeert fn sterk naar f.

Een rij f convergeert dan en slechts dan sterk naar f, als (fn, g)
uniform convergeert naar (f, g) voor alle g met ||g|]| = 1.

7ij A= fa e ln =1, 2, ...} dan is 0€X" (d.i. de zwakke af-
sluiting van A), Stel dat een deelrij van A zwak naar 0 convergeerde,
dan zou deze rij zwak, en dus ook sterk begrensd zijn. Hieruit volgt,
dat H met de zwakke topologie niet metrizeerbaar is,

(Men kan echter wel bewijzen, dat de <eenheidsbol met de zwakke
topologie wel metrizeerbaar is).

Zij B een bilinaire functionaal; bestaat er nu voor elke f&H een

Cf en een C;; zodanig dat voor elke g&H

]B(fa g)l < Igll en

< Cpe
5e, )] < ¢ [lsll,

dan is de bilinaire functionaal B begrensd.
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Colloquium "Lineaire Analyse" (1967-196&)

Spreker: H.G.J, Pijls

§13, Het spectrum_van een begrensde lineaire operator.

Definitie 1, Laat L een lineaire ruimte over ¢ zijn en last A een

. lineaire afbeelding van L in zichzelf zijn., Een getal A&( heet
eigenwaarde van A als er een vector £ # O in L bestaat met A £ = A f;
elke £ meth f =3 f heet eigenvegtor bij Ao

Voorbeeld

Als A een linesire afbeelding van ¢" in zichzelf is (A is te represenw
teren als een complexe n x n-matrix) dan geldt:

A is eigenwaarde van A d.e,s.d, als det (A-AI) = 0.

(I is de eenheidsmatrix)

Stelling 1. Laat A een lineaire begrensde hermitische operator zijn op

een Hilbertruimte H (H is een lineaire ruimte over ¢), dan gelden de

volgende beweringen:

a) als A& { een eigenwaarde van A is, dan is A reé&el,

b) als Ay eigenwaarde van A met eigenvector fi is (i = 1,2), waarbij
A1 # AQ’ dan is f1 l~f2,

c) als L een lineaire deelruimte van H is die invariant is onder A

(ice, A (L)& L), dan is ook L  invariant onder A,

bevwijs:

a) Br is een £ # 0 in Hmet A £ =) £,

Dus: A(f,f) = (A f, £) = (f, A£) = X (f, £)
Dasr £ # 0 is, volgt: A = o
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b) Uit a) volgt dat Ay en A, regel zijn .

Dus: A,(f,,f,) = (A £.,8,) = (£, Af) =a,(f,5,).

Daar A, # A, is, volgt: (f1, f2) = 0,

c) Voor alle f& L geldt: A f & L,

Als ge L , dan is (A f, g) i 0 voor alle f& Lj en dus ook (f,A g) =0

voor alle f & L, i.e, A ggl ,

Laat A een begrensde lineaire operator op een Hilbertruimte H zijn en
laat I de identieke operstor op H zijn.
Uit Def.1 volgt:

is geen eigenwsarde van A<«->N(A-AI) = (0).

(i,es A~AI is eeneenduidig)

Ofwel: )
A is geen eigenwsarde van A<>de lineaire operator (A—AI)"1 bestaat
(het definitiegebied van deze operator is D((A-AT)™ 1) = R(A-AI));
we merken hierbij op:
a) (Aa--AI)'-1 is niet noodzakelijk begrensd op D((A—AI)-1).
b) D((A—?\I)"1

noodzakelijk gesloten is,

) = R(A-AI) is een lineaire deelruimte van H, die niet
Deze overwegingen geven asanleiding tot de volgende definitie

Definitie 2. Laat A een begrensde lineaire operator op H zijn, dan heet

A€ ¢ een regulier puﬁt van A als geldt:
(i) (A-AI)"' bestaat

(ii) (A--}\I)_1 is begrensd op D((A—AI)'1)
(iii) R(A~AI) is dicht in H,

Het spectrum van A is de verzameling van alle punten die niet regulier

zijn, S



6l

Definitie 3., Een lineaire operator A op een Hilbertruimte H heet
naar beneden begrensd als er een constante ¢ > O bestaat zodanig
dat ||a £} > c ||£]] voor alle f € H,

Lemma. Als B een begrensde lineaire operator op H is, dan geldt:

a) B is naar beneden begrensd <= '5”1

op D(5™1) = R(B).

b) B is naar beneden begrensdm=e R(B) is gesloten,

bestast en is begrensd

bewljs:
a)w===> Er is een constante ¢ > 0 z6 dat
1B £]] > ¢ |[£]] voor alle f € H, (<)
Dus B™' bestaat (en is gedefinieerd op R(B)),
Als Bf = g, dan is f = B g, Uit () volgt den:
1127 || << |lgl] voor alle g R(B), (o)
Dus B~ is begrensd op R(B),
emw  Als B f = g en als g~ bestaat, dan is duidelijk dat () uit

(se¢) volgt,

b) Stel g & R(B)
Er is dan een rij (f ) in H zd dat 1lim B f = g,
n n-re n

De rij (B fn:'z) is dus een fundamentaalrij,
Nu is B naar beneden begrensd i.e. er is een constante ¢ > 0 z6 dat
1B £]] > c ||£]]| voor alle f& H,
Uit de relatie: -
ey -2, e SllBe, ~8e |l

n m - e n m
velgt dat ook de rij (fn) een fundementaalrij is dus convergeert,
stel naar f (i,e, Hn f = £),
Daar B begrensd is volght hieruit 1lim B fn =3B f,

n ->w

Dus B f = g en g & R(B), Dus R(B) is gesloten,
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Gevolg. Laat A een begrensde 1ineaireloperator op H zijn,
Dan geldt: |
a) 1is een regulier punt van A <==> (A-AI) is naar beneden begrensd en
R(A-AI) is dicht in H,
b) A is een regulier punt van A - => R(A-AI) = H
bewijs:
a) Dit volgt uit Def,2 en het vorige lemma a).
b) Als A een regulier punt ven A is, dan volgt uit a),
dat (A-AI) naar beneden begrensd is, Vanwege het vorige lemma b) is
dan R(A~AI) gesloten, Daar R(A~AI) dicht is in H, volgt dat R(A-AI) = H

Oggerking

We hebben bewezen:
A is een regulier punt van A => N(A-AI) = (0) en R(A-AI) = H
(i,es A~AT is een eeneenduidige
afbeelding van H op zichzelf)
Het omgekeerde hiervan blijkt ook waar,
Dit volgt uit de volgende
Stelling: Als B een eeneenduidige begrensde lineaire afbeelding ven H
op zichzelf is dan is B naar beneden begrensd (dus B is continu),
Deze stelling is een gevolg van de stelling van de

gesloten grafiek, een van de grondstellingen van de lineaire analyse,
We bekijken nu het speciale geval dat dim H < « is,

Stelling 2- Als 4im H < » is (dan is H = ¢" voor zekere n), dan geldt
a) iedere lineaire deelruimte van H is gesloten,

b) iedere lineaire operator op H is begrensd,

¢) N(A-AI) = (0) <= R(A-AI) = H,
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bewijs:

¢) Dit volgt uit de volgende Stelling uit de lineaire algebra:
Stelling Als T een lineaire afbeelding van ¢" in zichzelf is, dan
geldt:
dim N(T) + dim R(T) = n

Gevolg. Laat A een lineaire operator op een eindig~dimensionale
Hilbertruimte H zijn. Dan geldt:

L€ € is eigenwaarde van A <= ) behoort tot het spectrum van A,
bewijs:

We moeten bewijzen:

) is geen eigenwasrde van A <=> 1 is een regulier punt wvan A,

Uit Def.2 volgt ommiddellijk: als A een regulier punt van A is, dan is
A geen eigenwaarde van A,

Als nu omgekeerd A geen eigenwaarde van A is den is N(A~AI) = (0) dus
(A—AI)'1 bestaat, Dasr H eindigdimensionaal is, :3.5_(A.-AI)"1 begrensd
op R(A-AI), terwijl ook R(A-AI) = H (Stell,2),

Dus A 1s een regulier punt van A,

Voorbeeld 1.

We béséhouwen de operstor A: 12 5 12 die gedefinieerd wordt door

Alxy, x5, sos) = (0, X1y Xpp ss0) (de shift-operator), Het punt Oe €
is geen eigenwaarde van A, masr behoort wel tot het spectrum van

A (A is naar beneden begrensd omdet ||A x|| = ||x|| voor alle x& 12,

masr R(A) is niet dicht in 12)

Voorbeeld 2,

Laat (ak) een begrensde rij van complexe getallen zijn, We definidren
de afbeelding A: 12 - 12 als volgt:A(x1, X9 n..,'xk, ses) =

= (0(,1 X.l,az X29 LN 1 Otk }c_k’ !9!)

Voor k = 1,2, ,., defihiéren we:

ek-'-_- (ek1’ 3k2g sv0 9 ekjg opo) met ekj 6k.j'
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Er gelden de volgende beweringen:
a) A€ ¢ is eigenwaarde van A <==> er is een k zb dat A = %y
bewijs:

<== Tedere o, is eigenwaarde van A (immers Aek = 0y ek),

== Stel A #k§k voor alle k terwijl A x = A x voor zgkere x € 12.
Mu is (A-AI)x = ((a1—A)x1, (0,2—)\) Xps veo)o
Dus (aknk)xk = 0 voor alle k, Dus x = 0, Dus A is geen eigenwaarden van A,
b) Zij V de afsluiting van de verzameling {ak[k = 1,2, s0e}.
Dan is het spectrum van A gelijk aan V,
bewijs: ,
We tonen eerst aan det ieder punt A dat limietpunt is van de
verzameling {ak[k = 1,2, »++} behoort tot het spectrum van A,
Als A een limietpunt van de verzameling {uk]k = 1,2, ..,} is, dan is er

eenrij (k.) ~  zo dat a. -\ als i - =,
17, 1 ki

k. [ = la k.
1 1

beneden begrensd, dus A behoort tot het spectrum van A,

l=
Daar ||(A~AI) e - A | 0 81ls 1 > » is (A-AI) niet naar

Nu tonen we aan dat ieder punt A €V regulier voor A is.
Als A&V dan is er een getal d > 0 zd dat |ozk— A l\_>_d voor alle k
(V is gesloten, zelfs compact),
Dan is |[(A-AD)x |} > d |[x]|]| voor alle x 612, dus (A-AI) is naar
beneden begrensd.
Verder is R(A-AI) = H; immers als y = (yT, Yoo ses)
= 12, dan is ook ¥4 Yo . element van 12(ga. na),
x = (a1-—)\ CRee coo)

terwijl (A-AI)x = y.

Opgaven .

1. Bewijs, dat ledere compacte deelverzameling van ¢ spectrum is van
een zekere begrensde operator op L2.

2, De operator A: 12 ([a,bj) =l L2 ([a,b:[) wordt gedefini&erd door
At(x) =xf (x) (fe1B(fa,5])
Bewijs dat A geen eigenwaarden heeft,

Bewijs dat het spectrum van A gelijk is aan [a,b].
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§14 Compacte Operatoren; -

In de vorige paragraaf hebben we laten zien dat operatoren op een
oneindigdimensionale Hilbertruimte essentieel andere spectrasl eigen-
schappen (i.e. eigenschappen van het spectrum) kunnen bezitten als
operatoren op een eindigdimensionale Hilbertruimte, We gaan nu een
klasse van operatoren beschouwen wasrvan het spectrum zeer veel
"iijkt" op dat van operatoren in een eindigdimensionale Hilbertruimte

nl. de klasse van de compscte operatoren,

Stelling 1. Laat H een Hilbertruimte zijn en laat s = x| |zl < 1}
de gesloten eenheidsbol in H zijn,
Dan geldt:
S is compact <= dim H < =,
bewijs:
<== Als dim H eindig is; dan is H = ¢" voor zekere n.
S is dan compact op grond van de stelling van Bolzano-Weierstrass.
== Als dim H oneindig is dan is er zeker een orthonormale rij

oo . 2_ ! . [
(en) q = {1 in 8. Daar ||en-em|| =2 als n # m, bezit (en)n _ 1 geen

deelrij die convergent is. Dus S is niet compact.

OEmerking

We hebben verder de volgende equivalentie: v
S is compact <== als B een begrensde verzameling van H is dan is B
relatief compact (i.e. B is compact).
bewijs:
<=9 is begrensd en gesloten,
== Als B een begrensde verzameling is, dan geldt:
Be{x | ||x|| < n} voor zekere n, Uit deze opmerking volgt nu de

bewering.

Definitie 1. Een lineaire operastor K : H -+ H van een Hilbertruimte

H in zichzelf heet compact als geldt:
als B een begrensde verzameling is dan is K(B) relatief compact
(i.e. K(B) is compact).

&
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Lemma., Zij K : H - H een lineaire operator van een Hilbertruimte H

in zichzelf,

De volgende beweringen zijn dan equivalent:

a) T is compact.

b) Als (fn) een begrensde rij is, dan heeft de rij (Kfn) een conver-
gente deelrij,

¢) T (8) is relatief compact (S = {x| [|x|]| < 1}).

bewijs:

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de definities en de volgende opmerking:

een verzameling ACH is relatief compact d.e.s.d als iedere rij (fn)

in A een convergente deelrij heeft).

Stelling 2.

a) Als K een compacte operator is, dan is K begrensd,

b) Als K compact en T begrensd is, dan zijn KT en TK compact.,

bewijs:

a) Als K niet begrensd is, dan is er een rij (fn) met |lfn|| = 1
en ||Kfn]| > n; de rij (Kfn) heeft dan geen convergente deelrij.

b) Als {fn} begrensd is, dan is {Tfn} begrensd.,

Als (Kfn) convergent is, dan is (TKf ) convergent.

Uit deze twee opmerkingen volgt de bewering.

Opmerking

Het omgekeerde van a) geldt niet. Immers de eenheidsoperator I in een
oneindigdimensionale Hilbertruimte H is begrensd masr niet compact
(dit volgt uit Stell.1),

Definitie 2, Een lineaire operator T : H > H heet van eindige rang

als de beeldverzameling R(T) van T eindig-dimensionaal (R(T) is altijd
een lineaire deelruimte van H),

Stelling 3. Zij K een lineaire operator op H. Onderstel dat K begrensd
én van eindige rang is. Dan is K compact.

bewijs:

Is (fn) een begrensde rij, dan is (Kfn) een begrensde rij in een

eindigdimensionale ruimte en heeft dus een convergente deelrij.
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Oggave

Ga na dat een lineaire operator die van eindige rang is niet nood-

zakelijk begrensd hoeft te zijn.

Stelling Lk, 7Zij K een compacte operator op H. Dan geldt:
als de rij (fn) zwak convergent is, dan is (Kfn) convergent.,
bewljs:

Leat f —> f. Dan is ook: Kf —> Kf (Stell.h blz.59).

We moeten nu aantonen: Kfn —> Kf,

Stel dat deze bewering niet juist zou zijn. Dan is er een deelri]
(fn') z6 dat ]IKfn' - kK£|| > € voor zekere e > O,

Daar (fn') zwak convergent is, is {fn’} begrensd (dit volgt uit de
stelling van Banach-Steinhaus). Dus {Kfn'} is relatief compact.
Laat (Kfn") een deelrij van (Kfn") zijn die in sterke (dus ook in
zwakke) zin convergeert, stel naar g (duS'Kfn" —>g),

Daar Kfn" —> Kf, volgt g = Kf (uniciteit van ‘de zwakke limiet).
Dus Kfn" —> Kf, Dit is in tegenspraak met: []Kfn' - Kf|] > e > 0,

Hiermee is de stelling bewezen.

Stellinnge Zij K een lineaire operastor op een Hilbertruimte H,

Laat K begrensd en K *K compact zijn.

Dan is K compact.

bewijs:

Neem een willekeurige begrensde rij (fn) in H. Dan heeft (K *'Kfn)
een convergente deelrij, Door (fn) te vervangen door een geschikte
deelrij kunnen we dus bereiken dat (K *'Kfn) convergent is. We hebben
den: ||Kf - Kfm|l2 (x(f_ - £ ), K(£ - £))

¥
(X K(fn - fm), £ - gm)

<llx * xte, - 211 g, - 2,1

Hieruit volgt dat (Kfn) een fundamentaalrij is.

Dus K is compact,

Gevolg Als K compact is, dan is K*’compact°



~T1=

bewijs:
Daar K begrensd ii,,K*tbegrensdo Dan is K K*'compact.

Nu is KK = (K1) (X)) compact. Dus K" is compact op grond van Stell.5.

We formuleren nu een lemma uit de topologie dat we nodig hebben

voor de volgende stelling; we zullen dit lemms niet bewijzen,

Lemma Zij R een metrische ruimte en zij A een deelverzameling van R.

Dan geldt: als A relatief compact is, dan bestaan bij elke € > 0 eindig

veel punten Xis ooo 5 X z6 dat A overdekt wordt door de e~ omgevingen

Ua(xl), coos Us(xk)°

Als A volledig is dan geldt ook het omgekeerde.

Opmerking Men mag steeds veronderstellen dat de punten X .;,,xk tot

A behoren, Immers, zij € > 0 en zij A overdekt door Ue/ (x )s coe
(x ); laten we nu die e/ ~-bollen weg die geen punt met A gemeen

heb%en en kiezen we in de overbllJvende bollen punten Tqs ooe oF & A,

k
dan wordt A overdekt door Us(y1), coo ,Ue(yk),

Definitie 3, Een rij K van begrensde lineaire operatoren op H heet

convergent naar een begrensde lineaire operator K als lim IIK -K ||]= 0.
n > «

Notatie: 1lim K = K,
n > o n

v o]

K schrijft men ) K, = K

: n
Opmerking Voor lim z K

n->eoi=0" i=0

Stelling 6. Laten K, K (n=1,2, o0o) lineaire operatoren op H zijn.
Z1ij K begrensd en K compact voor n = 1,2,045

Zij verder K = lim K . Dan is ook K compact,

‘s n >
bewl]s:

Zij € > 0 willekeurig., Zij S de eenheidsbol in H., Laat n_. een index

0
zijn met l]K - K || < /2o Er zijn dan eindig veel punten f1, vos o
ng

k’
z6 dat K (S) ovirdekt wordt door de bollen U e/, (f )y oo /(f )
0
Voor f€ S is ||K £ - K, f |l < € jpe Dus K f behoort tot een van de
0

bollen U (f.).
€ 1
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Dit betekent dat K (S) overdekt wordt door de eindig veel bollen
Ue(f1), coo gUe(fk). Dus K (S) is relatief compact.

Dus K is compact,

Stelling 7. Zij K een begrensde lineaire operator op H.
Laat H1, Hé,-.aa'een’afbrekende-of'een oneindige rij van onderling
orthogonale eindigdimensionale lineaire deelruimten zijn en laat

A.s Ans ooo €en bijbehorende rij van complexe getallen zijn die voldoet

1° 72

aan:
G) Ay # 0 voor alle k
(ii) als de rij: (Ak) oneindig is, dan is lim Ay = 06

k > »
Laat verder gelden:

(i) als gel, dan isKg= Ay &

(ii) als g 'L'Hk voor elke k, dan is K g = 0O,

Dan is de zo gedefinieerde opersator K compact.

bewijs: . o

Uit het gegeven volgt: N(K) = @ ®_}~.
k =1

We voeren in: Hj = N(K) en A, = O,

0
Dan is H ., H H2, 0o €en stelsel orthogonale gesloten deelruimten van

09 1’
H ( N(K) is gesloten en H is eindigdimensionaal dus gesloten als
k> 1),

Er geldt: H= &
k=0

Als f€ Hdan is £ =
k

e~ 8 wfﬂ

P-fals P

o X de projectie op ka is,

k
(Stell.h blz,.31)
Nu is KP_ f =2 P T k=0, 1, 2, 400)s

k "k
Daar K begrensd is, geldt:

K f f)

n n
K(lim )} P f£)=1im ( } KP

h> <k = 0 n+e k=0 £
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De convergentie van de laatste reeks volgt uit de herleiding, als ook

uit de convergentie van de reeks [} ||A P, £ ||2 (Stell.1, blz,30),

=

die weer berust op de convergentie van

lim Ak = 0,

k > «

i~ 8P

. || Pk f |12 en de relatie

%dﬁh%manﬂmwn=1ﬁ,n.ﬂsmmm
n

K = [} A P,

noL 2o k "k

Dan is K_ begrensd;
n ol

2 2 2
e £ 117 =11 I AP £]["=zec
n k=0 k 'k k

2 2 2
£ 117 << |zl

I e ko

| P
0 k

als ¢ = sup 11 Io
N -k

Daar Kn ook van eindige rang is, volgt dat Kn compact is (Stell.3).

We bewijzen nu: lim K = K,
n
n >

Zij € >0, Kies dan n
Dan geldt:

o 26 dat Ikk] < e voor k > ng,

«®

. 2 2
voor n > n, is |[[(K =K ) f || =|] } A, P |
° -oon k=n+1 & K

T 2 2 2

< 1A, P £ |17 < €™ [12]]%
k=n+1
Dus K is compact (Stell.6)- -
Verder hebben we bewezen: K = Z Ak Pko
‘ K =0

Opmerking

Op analoge wijze als in Voorb.2 §13 kan men bewijzen:
a) het spectrum van K is_gelijk aan de afsluiting van de verzameling
by 1 5= 1,2, 2l

b) als A & ¢ eigenwaarde is van K, dan is A =,Ak voor zekere k.
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15. Spectraaglanalyse van compacte hermitische operatoren.

Laat K een begrensde lineaire operator op H zijn., Stel A € ¢ is een
eigenwaarde van K. De bij A behorende eigenruimte (=N(A-AI)) is dan
gesloten, dus weer een Hilbertruimte en heeft dus een orthonormale
basis. Als K bovendien hermitisch is, dan geldt:
m(a-x, 1) 4 W(a-A, 1) als A, # 2. (Stell.1 §13).
We hebben nu de volgende:
Stelling 1. Zij K een compacte hermitische operator op H en zij p > O
willekeurig, Dan zijn er slechts eindig veel eigenvectoren f1, Tos ocns fk
zd dat geldt: (i) Ikil 2 voor i = 1,2, .4s ,k als A; de eigenwaarde
bij f£. is.
(1) (g5, 2,0 = 0 als i 4,
bewijs: .
Stel dat er een oneindige rij f1,?f2, sos 18 met de eigenschappen (i)
en (ii). We normeren de vectoren f, zo dat Ilfi ||Z 1 voor alle i,
Dan is de rij (fi) begrensd. Verder is voor i # j

gogg -k [12= 1] 2y 25 -y 25 |12 2 20°
Dan heeft de rij (K f i) geen convergente deelrij.,

Tegenspraak.
Gevolg 1. Als X # O dan is dim N (A - AI) < =,

Gevolg 2. Als er oneindig: veel eigenwaarden zijn, dan vormen deze een
rij (dus er zijn slechts aftelbaar veel eigenwaarden) en deze rij nadert
tot O,

bewijs:

Voor elke € > 0 zijn er slechts eindig veel eigenwaarden A van K met

Al > e
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We hebben voorwaarden afgeleid waaraan eventuele eigenwaarden van een
compacte hermitische operator moeten voldoen. We gaan nu de existentie

van eigenwaarden bewljzen.

We merken allereerst op dat iedere eigenwaarde A van een begrensde
lineaire operator A voldoet aan: [A]| < ||A|| (dat A geen eigenwaarde A
met |A| > ||A|| kan hebben, volgt uit het feit dat steeds

[la e[| < [Ia[] T1£]] ).

Stelling 2, Zij K een compacte hermitische operator op H. Dan heeft

K een eigenwaarde A met [A|= ||X]|].
bewijs:
We mogen aannemen dat K # 0. We hebben: ,
| 1x] | =fsgp1| (Kf,f) | (zie Gevolg van Stell. 3 op blz. 45)
Verder is (Kf,f) steeds reel (zie Stell.3 op blz. 45).
Er bestaat dus een rij (fn) met :
e Il =1 (a=1,2,...) en lim (Kf ,f ) =
of
JLim, (Rf ,f ) =

I
=

1
!
El

Door zonodig K door -K te vervangen is te bereiken datnlj;_m°° (Kfn,fn) =
=| |k

deelrij (fn ) van (fn) z6 dat (Kfn ) convergeert, stel naar g.
i

. Omdat de rij (fn) begrensd is en K compact is, bestaat er een

Stel nu A =||K||. Dan is:

2 2
[k =2 an = (Kf , Kf ) - 2% (KE ,f ) + A°(£ ,f )

2 2
— |lel|® - 2x ||x]] +° = ||g||2 - Kz als n » o

pus |[g]|® - 2% > o, aus |[g]] > A

Anderzijds is [IKntI < |Ix|| I[fn]

= A voor alle n.

Dusl]g]] < A

We zien dus: ||g|| = A.
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Dit heeft twee gevolgen:
a) Daar K # 0, dus ||K|| > 0 is, is ||g|| > 0, dus g # 0.
b) Verder geldt:nl}*mq!h{fn- A || = o,

. _ I _ . 1
Daarnlgmm Kfn._ g, volgt.nl%mm kfn =g ofwei i?i~fn T 8

. . _ 1 _ _

Ultnl_@ml IKfn - Afnll = 0 volgt dan K(3g)-g) = 0 ofwel Kg = Ag,
Dus ) is eigenwaarde van K.

We bewijzen nu voor hermitische operatoren de omkering van Stell, T §1k,

Stelling 3. (spectraalstelling voor compacte hermitische operatoren).

Laat K een compacte hermitische operator op een Hilbertruimte H zijn.
Er bestaat dan een rij Hip Hyy oo (eindig of oneindig) van onderling
orthogonale eindigdimensionale lineaire deelruimten en een bijbehorende
rij A1, Az, oo» van onderling verschillende re&ele getallen # O met

(1) Iy p g P Iy | (=152, 000)
(ii) als de rij (A, ) oneindig is, dan is lim A, = O
k K > o K

zodanig dat K =
k

He~18

Ak P

als P, de projectie op H 1is,
1 k k

k

bewijs:

Onderstel K # O,

a) Op grond van Stell.2 bestaat er een eigenwaarde A
= ||| ]; dus A, # 0.

Laat H1 de bij A

1 van K met lk1| =

behorende eigenruimte zijny dan is H, eindigdimensionaal.

1 1

A . ,
Als H =~ = (0) (dit ken alleen optreden als H zelf eindigdimensionaal is),

is K = A1I en we zijn klaar,

We nemen dus aan dat H1 # (0), Daar H

K hermitisch is, is ook H

i blijkbaar invariant is onder K en

1 invariant onder K (Stell, 1c) §13),
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De restrictie K1 van K iot H1 is dan een compacte hermitische operator

van de Hilbertruimte H1 in zichzelf,.

Als K1 = 0 dan is K = A1 P1 en we zijn klaar.,

b) Laten we dus veronderstellen dat K1 # 0., Er bestaat dan een eigen-
waarde A2 van K1 (dus van K) met |A2] = I]K]] 3 verder geldt:

(1) A, # 2,

(ii) Ao # 0 (daar K2 # 0).
i)l < ] (asar |11 < [IxID.

Daar K hermitisch is en A1 # Ag, staat de eigenruimte H2 van 12 loodrecht
op H1; l.€, H2C5H1 .

Verder is H2 eindigdimensionaal.,

Daar H1@' H, lnvariant is onder K, 1s ook (H1@H2) invariant onder K.

De restrictie K, van K tot (H,@D H,) is dan een compacte hermitische

operator van (H1 @H2) in zichzelf.

=, . + .
Als nu K, = 0, wat bijv. het geval is als (H1@H2) = (0), dan is

K=2x, P, + X, P, als P, de projectie op H,. is; en we zijn klaar.

11 272 2 2
¢) Laten we dus aannemen dat K2 # 0. Dan bestaat er een eigenwaarde 13
van K2 nmet lA3[ = HK2| .
De eigenruimte H3 bij A3'is eindigdimensionaal en H3-L H2 en H3—L H1.

Dit proeces voortzettend vinden we een stelsel (Hk) van onderling
orthogonale eindigdimensionale deelruimten en een stelsel (Ak) van
bijbehorende reéele getallen met :(i)Ak # A, als kK#1

(ii))\k # 0 voor alle k

(iii)lkk] > |a | voor alle k

K+ 1
En er is voldaan aan: als ge Hk dan ig Kg = Akg voor alle k. Als Kn
de restrictie van K tot (H1@...@Hn) is dan is IAn + 1| = HKnH

Er zijn nu twee mogelijkheden:

a) Het proces breekt, doordat Kn = 0 voor zekere n ials dim H < = is,

dan zal dit zeker optreden doordat (H1 D... Hm) = (0) voor zekere m).
Laat P, de projectie op H_ zijn en laat Q_de projectie op (H1 D..-D Hk)
zijn,

Voor alle f € H is dan



n
en dus Kf = Z A, P T,

AP
1

Dus K =
k

0o~
w
w

b) Het proces breekt niet af; dus Kn # 0 voor alle n.

In 4it geval geldt:nl;mmk = 0 (Gevolg 2 van Stell, 1).

k
Voor f&H ge%let dan:

Qf =f- [ PBf e(H]@...@Hn)_L

k=1
en dus
n .
K Q f=Kf- Z N N
k=1
n
Dus: ||Kf—k£ 1 M B £ = TR, Q) £l < I 40 TEl]
Dear,lim A, = 0, volgt hieruit: K=k£ 1 .
o 'L . l ‘
Verder geldt: N(K) = ( @ Hk) (i.ec Kf = 0 <= f- H_voor alle k),
' k=1
: : : 2 s 2 1o a2
Dit volgt uit de relatie: ||kf||“ = ] lkk[ ||Pk £||° en uit
k=1

het feit dat A # 0 voor alle k.
Hiermee is de stelling bewezen,

Gevolg., Als K een compacte hermitische operator op H is dan is er een

orthonormale basis van H bestaande uit eigenvectoren van K,

Stelling 4, Laat K een begrensde lineaire operator zijn. Dan geldt:
K is compact = K is limiet van begrensde lineaire operatoren
van eindige rang.
bewijs:
<== Dit volgt uit Stell.3 en Stell.6 uit §1k,
=== Dit volgt uit Stell.l4 en de volgende opmerking:-
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_ . _‘] e ___1_ P
K=K +1i K2 met K, =3 (K+K ) en K2 =53 (K - K)

en K, en K2 zijn compacte hermitische operatoren (de compactheid van

K, en K, volgt uit het Gevolg van Stell.5 §14),

§16, Een toepassing.:

We zullen in deze paragraaf niet alles bewijzen, maar wel alle stellingen

vermelden die bij de bewijzen gebruikt worden.
We beginnen met een masttheoretische inleiding.

Definitie 1. Een verzameling van N CIR heet een nulverzameling als er

voor alle € > 0 een rij van intervallen (ai, biI (i = 1,2, ¢+o.) bestaat
z6 dat

Nc:..\~} (8, b.]

i=1

21(bi-ai)<e

1

Zij I = [a,b] een interval van R.

Stelling 1. Laten f en g meetbare functies op I zijn.
Dan geldt:

”‘f(x) - g(x)' dx = 0 <= f(x) = g(x) voor bijna alle x&1I
I (dit betekent: voor alle x&I buiten een

zekere nulverzameling).

Defintie 2, Een meetbare functie f heet sommeerbasr over I als

jlf(x) ,dx < =, kvadratisch sommeerbaar
I

over I als J |£(x) | 2ax <=,
I
Stelling 2. (Fubini).
Zij £: I x I === § sommeerbaar
(e [Itten) | @ty < o),
Ix1I
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Dan geldt:
a) Voor alle x&I buiten een zekere nulverzameling is de functie
X
b) De functie
X I—’-—>J f(x,y) dy
I

f :y bk f(x,y) sommeerbaar,

(die bijna overal op I gedefinieerd is) is sommeerbaar,

¢) Er geldt: J(J £f(x,y) dy) ax = J f(x,y) axdy.
I'I I x1I

We zullen tenslotte nog het volgende lemms nodig hebben,

Lemma,, Is £ : I-» ¢ sommeerbaar, den is ook de functie
I x Ii=== § sommeerbaar.

(x,y) = £(y).

Laat nu k(x,y) & L2(I x I).
Voor feLz(I) en x€I definidren we:

(xe)(x) = | K(x9) 23) oy
I
Dan geldt het volgende:

a) (Kf)(x) is gedefinieerd voor bijna alle x &I (dus Kf bepaalt een
equivalen'bieklassé van meetbare functies; zie Voorb. 1 op blz.35).
bewijs:
Daar Ik(x,y)‘led x dy bestaat, volgt uit Stell.2, dat de functie
IxT

y > k(x,y) voor bijna alle x&l kwadratisch sommeerbaar is.

Uit het bovenstaande lemma en uit de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz,

vol, dat
Tk(x,y) £ (y) ay

I

voor bijna alle x&€I bestaat.
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b) Kf € L3(I).
bewijs:
We moeten aantonen dat de functie
x l——>Jk(x,y) f (y) dy kwadratisch sommeerbaar is.
I
Deze functie is meetbasar en volgens de ongelijkheid van Cauchy-Schwarsz
geldt:
)02 = ] k) £ () al? <

I
2 2
< | ez T ay | £ ] ay )
I I
Volgens Stell.2 is x b— J |k(x,y)l2 dy sommeerbaar.

I

Hieruit volgt de bewering.

c) De zo gedefinieérde operator K : L2(I) — L2(I) is begrensd en
[1kl| < ||x]] {||x]] is de norm van k in 12(1)).

bewijs:
Uit (%) volgt:

ke |12 < x| 12 1] 15

d) Als k(x,y) de operator K definieert, dan definieert de functie
: %
k(y,x) de operator K .
bewijs:
De functie f(y) g(x) € 12 (IxI)alsf, g& 12 (.
Dus k(x,y) £(y) g(x) is sommeerbaar.
Volgens Stell.2 is dan
(Kf,g) = J (J k(x,y) £ (y) dy) g(x) dx
I I

= J £(x) (J k(y,x) g (y) dy) ax = (£, K g).
I

I
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Stelllng 3, Als (¢k) (k = 1,2, ¢0o.) een orthonormale basis van
L (I) is, dan is het stelsel functies (¢kl) (k,1 = 1,2, +..) waarbij

byq (53) = ¢, (x) ¢, (y)

een orthonormale basis van L2(I x I),

bewijs:

De (¢kl) vormen een orthonormesl stelsel (ga dit na),

Om aan te tonen dat het stelsel (¢kl) een basis is, gebruiken we
Stell. T (5), blz.36).

Als £e12(I x I) dan is

e = [ [] a2 o v

I I
Uit Stell.2 en het feit dat de (¢k) een basis vormen volgt:

S

J IIfyl |2 ay (;t’y(x) = £(x,y)
I

=k£1l lf(.x

o - .’ 2
=kZ 1 1£1 i[l £(x,7) ¢k(x) dx(pl(y)‘l dy
=k,1§1 llf(x’y)maxdyQ

Stelling 4. De boven gedefinieerde operator K is compact,
bewijs:
Daar k € L2 (I xI), is (zie Stell.T (3) op blz.36).

= I (keg5)0
i,J

Dit betekent: k — k in L2(I x I); ofwel

| - kn|| —> 0 als n —> =,



~83-

als

(3,0;.) 0.

n 1 J 1d

=
It
e~

i,J
Dus |[|[K-K || — 0Oals n— = i,e, limK_ =K,

. n n

Nu is K begrensd en van eindige rang:

n

_b :
(00 = [ o) T kg 6 G0 ) e

i,j =1
Dus K is compact.

De theorie van de compacte operatoren is dus toepasbaar op integraal-

en ook differentiaslvergelijkingen.

Fredholm-integraalvergelijking.

b
J k(x,y) £(y) dy = Af(y) (keL?(1 x 1).
&,

Differentiasalvergelijking.-

We beschouwen opl:a,b ]de volgende differentisalvergelijking:

Ly = Ay

waarbij
n dn -1 a

L='?_ +P (X) + 460 +p(X)— +p(x)
dxn n=-1 dxn -1 1 dx 0

met randvoorwaarden Uv(y) =0 (v=1, «00o o,n);
hierbij is Uv voor v ='1, ..., n een homogene lineaire vorm met constante

COéfficienten in y(a), Y'(a')ﬁ eeoy y(n - 1)(3)3 Y(b)’ y'(b)’ s00g y(n_1)(b)

zodanig dat
det Uv(yi) #0

BLIOTHESE  MATHEMATISCH  CEMTRUM
AMSTERDAM
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als Yqs eees¥, €en lineair onafhenkelijk stelsel van oplossingen van
Ly = Ay is.
Onder deze voorwaarden geldt:
de oplossing y ven
Ly = Ay
u(y) =0
voldoet aan een integraalvergelijking:

b
y(x) = 2 j a(x,8) y (£) ae
a

(G(x,£) heet de Greense functie).



