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Colloquium 11Lineaire Analyse" (1967-19681 

20 2eptember '•967 
Spreker: H.G.J. PiJls 

1e Metrische ruimten 

Def:...ni,:;ie l. Laat X een verzameling z,ijn en laat Jci:+ de verzamelir,g vati 
+ 

de niet-negatieve reele getallen ziJn. Een functie p: X -· X • JR 

heet een met.riek voor X, indien voor alle x, y, z €..X geldt: 

( l) p(x, y) -· (J ,:=":, X - y 
.., , ~ ' 

P (x, y) p (y, X) \ ll I = 

( 11i) P (x, z) P ~x, y) 'T p (y' z) (driehoeksongeliJkheid) 

Het paar (X, p) heet dan een metrische ruirnte en plx, y) heet de 

afstand tussen x en y. 

Voorbeelden. 

a) Laat X een willekeurige verzameling ziJn. Voor x, ye.X definieren 

we: fp(x, y) = 0 als x = y 

LP(x, y) = als x ¥ y. 

Dan is (X, p) een metrische ruimte. 

b) Laat R de verzameling van de reele get.allen zijn. Voor x, y~R 

definie.ren we: p(x, y) = jx - yj. Dan is (R, p) een metrische ruimte. 

C) Zij Rn -
X = (x,,, 

we: 

p(x, y) 

x. G.. JR voor 1 = 1 , 2 , ••• , n t • Vocr 
l 

en y = , y 
1 

, y 
2

, ••• , y n) E. JR.n definler en 

= JI ex. - y. )21~ 
~=l l l J 

n Men ka.n bewijzen dat (JR, p) een metrische ruimte is (zie syllabus 

Colloquium "Topologie"). 

d) Zij (X, p) een metrische ruimte. Laa~ A een deelverzameling van X 

zijn. Voor x, yeA definieren we: o(x, y) = p(x, y). 

Dan is (A, a) een metrische ruimte. 
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Definitie 2. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Zij e > 0 en pE.X. 

De verzameling Ue(p) = fx[p(p, x) < e} heet de e-omgeving van het 

punt p. 

Definitie 3. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Zij A een deelver­

zameling van X. Dan heet een punt pE:.X 

inwendig punt van A., als er een e-omgeving U (p) van p bestaat, die 
£ 

geheel bevat is in A; 

_v_e_r_d_i_c_h_t_i_n.g~s.p_u_n_t_v_a_n_A, als elke e-omgeving U£(p) van peen punt a~ p 

uit A bevat (m.a.w. voor elke e-omgeving U (p) 
£ 

van p geldt: (Ue(p)\p)nA ~ ~). 

Definitie 4. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Een niet-lege 

verzameling OcX heet open, indien elk punt xG:0 inwendig punt 

0 is. De lege verzameling ~ heet open. 

Een verzameling V C X heet omgeving van een punt p e:X, als er een open 

verzameling oe_x bestaat zodanig dat pE..0 c..V. 

Stelling 1. (X, p) is een metrische ruimte.Zij £ > 0 en p€.X. 

Dan is de verzameling U (p) open. 
£ 

Bewijs: Zij q~U£(p). Dan is p(p, q) = n < £. Kies o zodat O < o < £ - n. 

Voor elk punt x met p(q, x) < o geldt dan wegens de driehoeksongelijk­

heid 

p(p, x) .::_ p(p, q) + p(q, x) < n + o < £ 

Dus U0(q) C Ue(p). Dus Ui::(p) is open. 

Stelling 2. (X, p) is een metrische ruimte. Dan geldt: 

a)~ en X zijn open 

b) De vereniging van een willekeurig stelsel van open verzamelingen 

is een open verzameling. 

c) De doorsnede van eindig veel open verzam.elingen is een open ver-

zameling. 

Bewijs: 

a) Dit volgt onmiddellijk uit Definitie 4. 
b) Zij gegeven een willekeurig stelsel van open verzam.elingen O , waar­

a. 
bij a. een zekere indexverzameling A doorloopt. 
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Zij G de ve.r·em.g1ng der verza.mc:lingen O en zij p een willekeurig 
a, 

pur,:t ult O. Dan behoort p tot een zekere O • Er is dus een omgeving 
uo 

U (pJ die bevat 1e in deze 0 • Deze omgeving U~_(p) is zeker bevat 
C ~0 ~ 

in G. Dus p is inwend1g pur.t van O. Dus O is open. 

c) ZiJ nu gegeven een eindig stelsel open ve.rzamel1ngen en stel 

0, , o
2

, ••• , Ok. Zij p een punt ui t de doorsnede. Dan bes,:,aan er 

r,c2it.1eve ge:tallen c.,., .. .!:' I t.-2, • •• , r k. met 

u (pico. 
c, 1 

(i = 1, 2, ••• , ki. 
l 

Stellen we f = min c., dan is U lp) bevat in elke 0 
l ~ 1' 

1=1,2, ..• ,k 

dus 1n de doorsnede. Hieruit volgt da-c; de doorsnede der O open is. 
J. 

Het gedeelte c) van de steJ.ling geldt niet voor oneindig veel verza-

melingen, zoals bliJkt uit het, volgende tegenvoorbeeld: 

1 C ( l de verza.me 1ngen - k' 1 + ¾)(k = 1, 2, ••• ) in R zijn open, terwijl 

hun dcorsnede he-c gesloten interval [o, 1] is. 

Opmerlung: Zij X een verzameling. Laat ~ een collectie van deelver­

zamelinger.1 van X zijn; als ACX en als A tot de collectie ~ behoor't, 

dan zullen we A open noemen. Als nu voldaan is aan a), b) enc) u11; 

Stelling 2 dan heet he't paar ( X, _:j) een 'topolcgis che ruimte. 

Definitie 5. Zij tX, p) een metrische ruimte. Een verzameling GCX 

hee-c geslot,en als X \ G or,en is. 

Stelling 3. (X, p) is een metrische ruimte. Dan geldt: 

a) 0 en X ziJn geslcten. 

b) De vereniging van eind1g veel gesloten verzamelingen is een gesloten 

verzame:ling. 

c) De dco.rsnede van een wilJ.ekeurig stelsel van geslcten verzamelingen 

is een gesloten verzamel1ng. 

Stelling 4. ~X, p) ie eenmetrische ruimte,. Zij GcX. Dar, geldt:G is 

gesloten --- G bevat al ziJn verdichtingspunten. 
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.!:3~!ij_s: 
"==>" Zij G gesloten (i.e. X\.G is open). Zij peen willekeurig punt 

in X\. G. Dan is p inwendig punt van X\ G. Er is dus een omgeving 

U£(p) van p, die geheel bevat is in X\G. Hieruit volgt, dat p geen 

verdichtingspunt van G is. 

"<==" Laat Gal zijn verdichtingspunten bevatten. Zij peen willekeurig 

punt in X\G. Daar p nu geen verdichtingspunt van G is, bestaat er een 

omgeving U (p) van p zodanig dat (U (p)\ p)(\G = ¢. Daar p 4 G, geldt 
£ £ . 

ook U (p)()G = ¢ ofwel U (p)C x\ G. 
£ £ 

Definitie 6. Zij (X, p) een metrische ruimte. Zij ACX. De doorsnede 

van de familie van de gesloten verzamelingen die A bevatten, heet de 

afsluiting A van A. 

Opmerking. Zij g::' = {F 
13

} SE:B de fa.milie van de gesloten verza.melingen 

die A bevatten. Dan is A= 
0
'\, F13 • 

- µE,. 
Hieruit volgt dat A gesloten is (Stelling 3 c)). 

Als Gnu een gesloten verzameling is die A bevat, dan geldt Ge$' Dus 

G :)A. 

We zien dus: A is de "kleinste" gesloten verzameling die A omvat. 

Stelling 5. (X, p) is een metrische ruimte. Zij AEX. Laat B de ver­

zameling van de verdichtingspunten van A zijn. 

Dan geldt: A = AU B. 

Bewijs: 

We tonen eerst aan dat AV B gesloten is. 

Stel nl. dat p
0 

een verdichtingspunt van AUE is. 

Zij £ > 0, willekeurig. Dan is er een punt g_ €.Av B ( g_ # p
0

) met 

q€_U£ (p
0

) i.e. P(p
0

, g_} < ;. 

2 
a) Als g_El:A, dan q_E.B, d.w.z. q 1s verdichtingspunt van A. Er is dus 

een punt rE A t e vinden met r E: U £ ( g_) en r :f. g_. Dus P ( g_, r) < ~ • 
2 

Wegens de driehoeksongelijkheid geldt dan: 

p(po, r).::.. p(po, q) + p(q, r) < ~ +; = s. 
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Dn betekent: r6:UE-(p
0
). De c--omgeving van p

0 
bevat dus een punt 

re.A. 

b) Als q_ EA, dan bevat de s-omgeving van p 0 ook een punt rt:. A nl. r = q_. 

Iedere c:-omgeving van p0 bevat een punt van A. 

Als nu p 0 fl. A, dan betekent dit dat p 0 verdichtingspunt van A is, d.w.z. 

Po(;..B. Dus Po€.AVB. Als-poe::A, dan zeker PoE.AVB. 

Hiermee is aangetoond dat A VB gesloten is. 

Laat F' rm een gesloten verzameling zijn die A omvat. 

Dan be vat F aj_le verdichtingspunten van zichzelf, dus ook alle verdich­

tingspunten van A, i.e. F :)B. 

Dus F :)A UB. Dus A UB is de "kleinste" gesloten verzameling die A omvat. 

Definitie 7. Laat (X, p) een metrische ruimte zijn. Een rij punten 

Ia }"' 1 uit X heet convergent naar aE.X (we schrijven lim a = a), 
, n n= ----=--- n n --,..:x, 

indien bij iedere s ~ 0 een natuurlijk ge-cal n, E-.) te vinden is met de 

volgende eigenschap: als n n(E-), dan is p(a, a)•· t. 
n 

Een riJ punten Ia 1
00 

uit X heet een fundarnentaalrij indien bij iedere 
l n n=l -

s O een natuurliJk getal n(s) te vinden is met de vclgende eigenschap: 

m nlE), dan is p ( a , a ) , t. n m 

Opmerking. ledere convergente riJ Llit Xis een fundamentaalrij. 

Het omgekeerde geldt niet. 

Definitie 8.Een metrische ruJ.mte ,x, p) heet volledig, indien iedere 

fundamentaalriJ LlJ.t X convergeert naar een punt van X. M.a.w. als 
J '-J: 

,anln=l een tur~damentaalriJ is uit X, dan is er een punt aE:X zo dat 

a= lim a. n 

Voorbeelden 

a) De reele rechte E met de gewone metr1.ek (i.e. als x, y£.R, dan is 

p(x, y) = lx-yt) is een volledige metrische ruimte, zeals bewezen 

wordt in de ana~yse, 

b) De verzameling Q van de ra-cionale getallen met de gewone metriek, 

is niet vclledig. 

c) Het interval (0, 1) met de gewone metriek is niet volledig. 
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Definitie 9. Laten (X, p) en (Y, cr) metrische ruim..ten zijn. Een functie 

f: X ➔ Y heet continu in x0e:.x, indien bij ieder getal £ > O een ge­

tal o > 0 is te vinden met de volgende eigenschap: 

als voor x€.X geldt: p(x, x0) < o, dan is p(f(x}, f(x0}) < £ (~). 

Indien f continu is in ieder punt xE:.X, dan heet f continu. 

Opm,erking. De eigenschap (*) kan ook als volgt geformuleerd worden: 

f [ U 
O 

( x
0

)] C. V £ ( f ( x
0

) } ( ~} 

waarbi.j: U0(x0) = {xlxE.X en p(x, x0 } < o} en 

v£(f(x0)) = fy[ye.Y en cr(y, f(x0)} < d. 

Stelling 6. Laten (X, p) en (Y, cr) metrische ruimten zijn. 

Zij f : X -➔ Y. Dan geldt: 

f is continu in x0e X <==> als {xn}:=1 een rij ui:t X is waarvoor 

lim xn = x0 , dan is lim f(xn) = f(x0). 
n-+oo n-+<x> 

Bewijs: 

"==>" Stel f is continu in x0(:;: X en stel fxn}:= 1 is een rij met de 

eigenschap: lim xn = x0• Zij nu£> 0 willekeurig. 
n-+oo 

Daar f continu is, is het nu mogelijk een o > 0 te kiezen zodanig dat 

f ( U 
O 

( x
0

) )CV£ ( f ( x
0

) ) • ( 1 ) 

Daar lim xn = x0 , kan een natuurlijk getal n0 gevonden worden zodanig 
n-+oo 

dat geldt: 

Uit (1) en (2) volgt: 

als n > n0 , dan is cr(f(xn), f(x0) < £ 

Dit betekent: lim f(xn) = f(x0). 
n-+oo 

(2) 

" <==" Als f niet continu is in het punt x0E. X, dan bestaat er een om-

geving V£(f(x0)) zo dat iedere 6-omgeving van x0 punten bevat die door 

f niet binnen V£(f(x0)) worden afgebeeld. Voor ieder natuurlijk getal 

n kan een punt x gevonden worden met de volgende eigenschappen: n 
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-n 

f(x ) ,t. v (f(x0)). 
n e: 

Dan geldt: ~~ xn = x
0

• Echter, fr(xn)l convergeert niet naar f(x0}, 

Er is dus riiet aan de voorwaarde van de stelling voJ.daan. 

Stelling 7. Laten (X, p) en (Y, cr) metrische ruimten zijn. 

Zij f: X + Y. Dan geldt: 

f is continu <==> als HCY open is, dan is r-1 [HJc.x open. 

Bewijs: 

"==>" Stel f is continu. Laat H een willekeurige niet-lege open verza.­

meling in Y zijn. 

Zij x0e.r-11)]. Dan is f(x0)e..H. Daar H open is, is er een e: > 0 zodanig 

dat de e:-omgeving Ve:(f(x0 )) van f(x0 ) geheel bevat ligt in H. H.a.w. 

Ve:(f(x0 ))CH. Daar f nu continu is, is er een o > 0 te vindenmet de 

eigenschap: 
f [U 

O 
( x0 )] C. Ve: ( f ( x

0
) ) . 

volgt hieruit U
0

(x
0
)c.r- 1 [HJ. 

11 <==" Stel dater aan de voorwaarde voldaan is. Laat x
0 

een willekeurig 

punt van X zijn. Dan tonen we aan dat f continu is in x
0

• Kies daartoe 

een e: > 0 willekeurig. 

Nu is Ve:(f(x0 )) open in Y. Dus f- 1 [ve:(f(x0 ))] is open in X. Dit bete­

kent dat een getal o > 0 is te vinden zodanig dat 

u6(x
0
)cr-1 [ve:(f(x

0
))J 

of'wel f [u 
O 

( x
0
)] CV e: ( f ( x

0
) ) • 

En dit betekent, dat f continu is in x0 • 

Definitie 10. Laten (X, p) en (Y, cr) metrische ruimten zijn. 

Een afbeelding f: X + Y heet een topologische afbeelding of een 

homeomorfisme indien f eeneenduidig op is (r-1 : Y +Xis dus goed 

gedefinieerd) en zowel fa.ls f- 1 continu zijn. 
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Voorbeelden 

a) Laat f: JR+ JR
2 als volgt gedefinieerd zijn: 

f ( t ) = ( cos t , sin t ) ( t ~JR) • 

Dan is f continu. Maar f is geen homeomorfisme. 
\ . . n n . . d (Rn . d " b J ZJ.J f : JR + JR als volgt gedef1n1eer voorzien van e gewone 

metriek"): 

als x = (x1, x
2

, ••• , xn)E:.lRn, dan is f(x) = y = (y1, y 2 , ••• , yn)E:lRn 

waarbij 

Dan is f continu. En f is een homeomorfisme dan en slechts dan als 

det(aik) f: O. 
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~~ 

1. Zij (X, p) een metrische ruimte. 

Bewijs: a) p(x, y) ~ jp(x, z) - p(y, z) I (x, y, zE.X) 

b) lp(x, x') - p(y, y') I .::_ p(x, y) + p(x', y') (x, x', y, y'e.X). 

2. Zij X = {x I O < x < 00 t. Voor x, ye.X definieren we: 

cr(x, y) =' jlog x - log YI• Bewijs dat (X, o} een metrische ruimte 

J.S • 

3. Zij (X, p) een metrische ruimte. Voor x, yeX definieren we: 

o(x, y) - 1 +P~(~,Y;) . Bewijs dat (X, o) een metrische ruimte is. 

li-. Voor x = (x1 , x 2 , ••• , xn)€.Rn en y = (y1 , y2 , ••• , yn)€.lRn 

definieren we: 

o(x, y) = max 
i = 1,2, ••• ,n 

jx. - y. j. 
J. J. 

Bewijs dat (Rn, o) een metrische ruimte is. 

5. Bewijs Stelling 3. 

6. (X, p) is een metrische ruimte. Zij e
1 

> 0 en e
2 

> O; en laat 

e = min (e 1, e2). Zij pEX. 
Bewijs: U (p)nu (p) = U (p). 

8 1 8 2 - 8 

7. Zij (X, p) een metrische ruimte. Zij e >Oen psX. 
a) Laat q€ U (p). Zij n= £ - p(p, q). Bewijs dat n > o. 

£ 

b) Bewijs dat U (p) open J.S (too~ aan dat U (q)c.U (p)). 
£ n e 

8. Zij (X, p) een metrische ruimte. Zij Ac.X. 
Bewi,js: A = A. 
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9. Bewijs dat een convergente r1J een fundamentaalrij is. 

10. Bewijs dat (O, 1) als metrische ruimte (met de "gewone" metriek 

i.e. p (x, y) = lx-y ! als x, yE:. ( 0, 1 )}._niet volledig is. 

11. Is de metrische ruimte (X, o) uit Opgave 2 volledig? 

12. Laten (X, p) en (X, o) zijn als in Opgave 3. 

Zij i : X + X de identieke afbeelding (i.e. i(x) = x voor alle 

x€:.X). Bewijs, dat i een homeomorfisme is. 

13. Bewijs dat (0, 1) en E (beide voorzien van de "gewone" metriek} 

homeomorf zijn (i.e. er bestaat een homeomorfisme f: (0, 1) + m). 

14. Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat een volledige en een niet­

volledige metrische ruimte homeomorf kunnen zijn. 
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Colloquium "Lineaire Analyse" (1967-1968) 

2o Genormeerde lineaire ruimten 

Definitie 1. Een lineaire ruimte overJR is een verzameling L, waarin 

twee bewerkingen zijn gedefinieerd, die aan nog te noemen eisen 

A1, ••• , A4, B1, ••• , B4 voldoen. 

Aan elk paar (f,g) (fE-L, g'=-L) is een element van L toegevoegd, dat 

met f+g wordt aangeduid. En L bevat een element dat met O (nul) wordt 

aangeduid. Er is voldaan aan: 

A1. f + g = g + f 

A2. (f + g) + h = f + (g + h) 

A3. f + 0 = f 

voor alle f ,g ~ L. 

voor alle f, g en h6 L. 

voor alle f~ L. 

A4. voor alle f~L is er een gcL zo dat f + g = O. 

Aan elk paar (f,a) (fE.L, a.E[R) is een element van L toegevoegd 

dat met af wordt aangeduid. Er is voldaan aan: 

B1. a(f + g) = af + ag voor alle f ,g6 L en a.E.IR. 

B2. (a + S)f = af + Sf voor alle f cL en a, s,IR. 
B3. a(Sf) = (a.S)f voor alle f 6-L en a,S~1R. 

B4. 1f = f voor alle f eL. 

Opmerking 1. De elementen van L noemt men wel vectoren. 

Opmerking 2. Als aan elk paar ( f ,a) ( f EL) waarbij a c ~ een element 

a.f c L is toegevoegd, waarbij voldaan is aan B 1 , ••• , B4, dan heet L een 

lineaire ruimte over~. 

Voorbeeld 1. Beschouw de verzameling C( [a,b]) van alle continue reele 

functies op het segment [a,b]. Als fen gcC( [a,b]), dan definieren we 

f+g door 

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (xe [a,bJ ). 

En als a <!:.)R, f eC( [a, b]), dan definieren we af door 

(a.f) (x) = af(x) (xc[a,b]). 

Door deze definitie wordt c([a,b]) een lineaire ruimte. 
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Definitie 2. Een niet-lege deelverzameling M van een lineaire ruimte L 

heet een lineaire deelruimte als geldt: 

f,gEM ==> f + gl!GM 

f4!:M, a.61R ==> a.f6M 

Definitie 3! Laat Seen deelverzameling zijn van een lineaire ruimte L. 

Onder het lineair omhulsel L(S) van S verstaanwe de verzameling van 

alle li~eaire combinaties van eindig vele elementen van S d.w.z. de 

verzameling van alle elementen van de vorm 

waarbij a. . ~ 1R 
J 

+ ••• + Cl, f. n 1 
n 

(j = 1, ••• , n) en f. ~ S 
1. 

J 

(j = 1, .... , n). 

Definitie 4. Een stelsel S van vectoren uit L heet onafhankelijk als 

voor ieder eindig 

a., f. + . . . 
11 

stel verschillende vectoren f. , ... ' 
+ 

11 

a. f. =O<==> Cl,1 = ... = Cl, = 0 n n 1 n 

( a. . £ 1R voor j = 1 , ••• , n ) • 
J 

f. 
1 

c:-S geldt 
n 

Definitie 5 •. Een onafhankelijk stelsel vectoren Sc. L heet een basis 

voor de lineaire ruimte L, indien L = L(S). 

Definitie 6. Zijn L
1 

en L
2 

lineaire ruimten over lR dan heet een"t afbeel­

ding T: L
1 
➔ L

2 
lineair als T voldoet aan: 

1. T(f + g) = T(f) + T(g) voor alle f,g 6L
1

• 

2. T(a.f) = a.T(f) voor alle f '=L1 , a.6f\~ 

Definitie 7. Een lineaire ruimte L heet genormeerd, wanneer aan ieder 

element f eL een niet-negatief reeel getal, de norm van f, is toegevoegd 

(aangegeven met 11 f 11), waarbij voldaan is aan: 

N1. llfll ~o voor alle f~L. 

llfll = o <==> f = 0 

N2. I I a.f I I = I a. I II f 11 voor alle f E..L, a.c!.IR. 

N3. llf + gll.:. llfll + IJgll voor alle f en g4!:. L. 

In een genormeerde lineaire ruimte L voeren we een metriek in door te 

definieren: 

p(f,g) = !If- gjj (f,gct:L). 
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Stelling 1. Door de definitie p(f,g) = I jf - gl I wordt een genormeerde 

lineaire ruimte tot een metrische ruimte. 

Bewijs: We bewijzen de driehoeksongelijkheid: 

P(f,g) = llr- gJI = ll(r- h) + (h - g)jl.::. lir - hll + lih - gll = 

= p(f,h) + p(h,g). 

Stelling 2. Laat Leen genormeerde lineaire ruimte zijn. Dan geldt: 

lim f = f <==> 
n n-+oo 

lim 11 f - f 11 = 0 n n-+oo 

( f G L en f 6 L voor n = 1 , 2 , • • • ) • 
n 

Stelling 3. Laat Leen genormeerde lineaire ruimte zijn. Laat 

lim f 
n-+oo n 

=fen lim g = g. n n~ 

( f, g € L en f , g ~ L voor n = 1 , 2, • • • ) • n n 

Verder is lim a. 
n n-+oo 

=a.en lim S = S. 
n n-+oo 

(a.,S£.JR en a. ,Se 1R voor n = 1, 2, ••• ). 
n n 

Dan is: lim (a. f + S g) = a.f + Sg n n n n n-+oo 

lim I I fn 11 = 11 f I J. 
n➔oo 

Voorbeeld 2. We beschouwen de lineaire ruimte C( [a,b]). Voor f ~C( [a,b]) 

definieren we: 

11 f 11 = max I f(x) I. 
X E. [a, b] 

We merken op dat 11 f - g 11 < e: betekent: 

lr(x) - g(x) I < e: voor alle x ~[a,b]. 

In C( [a, b]) betekent lim f = f dus: n n-+oo 
voor alle e: > 0 is er een natuurlijk getal n(e:) te vinden met de volgende 

eigenschap: 

als n > n(e:), dan is Jr (x) - f(x)I < e: voor alle x.e[a,b]. 
n 
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We zien dus dat lim f = f betekent: 
n n-+oo 

de rij functies {rn}:=, convergeert op [a,b] uniform naar, de functie f. 

Opgaven. 

1. X is een lineaire ruimte. Bewijs dat de doorsnede van een willekeu­

rige familie van lineaire deelruimten van X een lineaire deelruimte 

van X is. 

2. 1aat Seen deelverzameling van een lineaire ruimte X zijn. Bewijs 

dat 1(S) (~ het lineair omhulsel van Sin X) de kleinste lineaire 

deelruimte van Xis die S omvat. 

3. Geef voorbeelden van lineaire deelruimten van C({!i.,bJ). 

4. Zij fn(x) = xn(x~ [a,bJ) en S = {fn In= o, 1, 2, ••• }cc( [a,b]). 

Bepaal 1( S). 

5. Bewijs dat het stelsel Suit opgave 4 onafhankelijk is. 

6. 1aten 1
1 

en 1
2 

lineaire ruimten zijn; en laat T: 1, 
afbeelding zijn. Stel dat B cL

1 
een basis van 1, is. 

volledig bepaald is door zijn waarden op B. 

7. 1aat 1
1

, 1
2 

en T zijn als in opgave 6. 
N{T) = {f I fe1

1 
en T(f) = o} (de nulruimte van T) 

en 

R(T) = {T(f) I f c1
1

} c12 (de beeldruimte van T). 

➔ 12 een lineaire 

Bewijs dat T 

Bewijs dat N(T) resp. R(T) lineaire deelruimten zijn van 1
1 

resp. 12 • 

8. Bewijs Stelling 3. 

9. 1aat 1(S) zijn als in opgave 4. Bewijs dat L(SJ = C( [a,b]). (Gebruik 

de volgende stelling van Weierstrass: Bij elke continue reele functie 

fop [a,b] en bij elke s > 0 bestaat een reeel polynoom p zo dat 

llr- PII < d. 
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10. Bewijs dat de genormeerde lineaire ruimte C( [a,b]) volledig is. 

(Beschouw een fundamentaalrij {fn}:=1 in c([a,b]). Definieer de 

functie f op [a,b] als volgt: als x 6 [a, b] dan is f(x) = lim f (x). n 
n➔oo 

Bewijs nu dat de rij fn uniform op [a,b] naar f convergeert. Daar 

de limiet van een uniform convergente rij van continue functies 

een continue functie is, volgt: feC([a,b])). 
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Collog_uium "Lineaire Analyse" (1967-1968) 
~-

Spreker: P.C. Baayen 

3. Ruimten met inproduct 

Definitie 1. Zij Leen lineaire ruimte overt. Een inproduct in Lis 

een functie die aan ieder tweetal elementen f, gEL een complex getal 

( f, g) toevoegt, zo dat voor alle f, f 1, r2 , g<.: L en alle a.E:\¢. vol­

daan is aan 

H1 ( f 1 + f2, g) = (f1' g) + (f2, g) 

H2 ( Cl. f, g) = Cl. ( f, g) 

H3 (g, f) = (f, g) 

H4 (f, f) > 0 als f :f: o. 

Opmerking 1.Uit H3 volgt dat het complexe getal (f, f) gelijk is aan 

zijn toegevoegde complexe waarde (f, f) en dus reeel is. Het is dus 

zinvol (f, f) met O te v.ergelijken, zeals in H4 gebeurt. 

_Qpmerking 2. Ter aanvulling van H4 constateren we dat (O, 0) = O, 

immers (o, 0) = (o.o, 0) ~g o.(o, 0) = o. 

Opmerking 3. Men kan H1 en H2 samenvatten tot de voorwaarde dat voor alle 

f 1, r2 , gEi L en alle a. 1, a.2E.-.t.. 

( 3. 1) 

Stelling 1. Voor een inproduct gelden: 

Bewijs: 

' 

H ' 1 

H' 2 

(f, g1 + g2) = (f, g1) + (f, g2); 

(f, Bg) = B(f, g) 
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H3 ....------.- H2 --.--....- ,--...- H3 
(f, 8g) == (Bg, f) == B(g, f) = ](g, f) == B(f, g) 

Opmerking 3'.Men kan H1
1 en H

2 
1 samenvatten tot 

(3.2) 

Voorbeelden 

1. Een inproduct in de complexe n-dimensionale ruime tn wordt gedefi­

nieerd door 

• • • + a f3 n n 

2. Zij 4!
00 

de ruimte van alle oneindige rij en a = ( a 
1 

, a
2

, ••• ) met de 

eigenschap dat er een n E:ll bestaat (die van a mag afhangen) zodanig 

_dat ai = 0 voor i > n. Als ook b = (8 1 , 82 , ••• )E::4:t en 11.eC, dan 

zullen ook 

(3.3) 
en 

(3.4) 

tot tn behoren, terwijl ~
00 

met deze.optelling en scalaire vermenig­

vuldiging een complexe lineaire ruimte is. Wij definieren een inproduct 

in at als volgt : 

(3.5) 

(waarbij de som in het rechterlid bestaat omdat slechts eindig veel 

termen # 0 zijn). 

3. Met 12 duidt men aan de complexe lineaire ruimte van alle rijen 

a= (a
1

, a
2

, ••• ) die voldoen aan I la. 1
2 

< 00 , waarin optelling en 
. 1 1 1= 

scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd worden door (3.3) en (3.4) 
(vgl. opgave 6). Een inproduct in 12 wordt gedefinieerd door voor 

2 2 a = ( a 
1 

, a
2

, ••• ) E 1 en b = ( 8
1 

, 8
2

, ••• ) €1 te stellen 

(3.6) ,. 

00 

(a,b)= l a.fL. 
i=1 1 1 
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We moeten dan wel aantonen dat deze definitie-zin heeft, dat de som 

in het rechterlid van (3.6) convergeert. Hiertoe maken we gebruik van 

de bekende ongelijkheid tussen meetkundig en arithmetisch gemiddelde: 

voor niet-negatieve reele a, 8 geldt 

1r: a+8 
vats~ 2 

(Bewijs: <f -{s)2 ~ o => a - 21f + 13 ~ o => a;a ~Fe). 
Op grond hiervan is 

00 

2 · - ·2·.,. 
la. I +ls- I 

la,8-I = la.1-113. I < 
1 

2 
1 

1 J. 1 1 

zodat l la.8- gemajoreerd wordt door de - volgens hypothese conver-
i=1 1 1 

00 00 00 

gente - reeks~( l la.1
2 

+ l 113•1
2

). Bijgevolg convergeert l a.13. 
i=1 1 i=1 1 i=1 1 1

• 

Opmerking 4. «::
00 

is een lineaire: deelruimte van 1
2; voor a, bE.0::

00 

is het 

1
2-inproduct (3.6) identiek aan het c00

-inproduct (3.5). 

4. In de ruimte C([a, b]) van alle complex-waardige continue functies 

op [a,~ wordt een inproduct gedefinieerd door 

(3.7) (r, g) = I: r(x) ~ dx, 

Stelling 2.(0NGELIJKHEID VAN CAUCHY-SCHWARZ). Zij Leen lineaire ruimte 

met inproduct. Voor alle f, g EL is 

(3.8) l<r, g)l
2 ~ <r, r).(g, g). 

Bewijs: Voor alle willekeurige a, BE:0:: is (op grond van H4) 

0 ~ (af + 13g, af + 13g) = a(f, af + 13g) + a(g, af + 13g) = 

= aci'(r, r) + aB(f, g) + 8a(g, r) + as(g, g) = 

= lal
2

<r, r) + ae(r, g) + aITTr, gJ + l131 2(g, g). 

Geval 1. (f, f) = (g, g) = O. Kies 13 = 1 en 13 = -(f, g); we vinden dan 

dat -2l(f, g)l
2 ~ O, zodat noodzakelijk j(f, g)I = O. 

In dit geval is er dus aan (3.8) voldaan. 
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Geval 2. (g, g) ~ O. Kies a= 1 en 8 = - ~f. gj • We vinden nu dat g, g 

( r r) - I ( r, g) ! 2 - I ( r, g) ! 2 + I ( r, g) ! 2 > o 
, (g, g (g, g (g, g -

waaruit (3.8) weer volgt. 

(N.B. we.gebruiken hier dat (g, g) reeel is: (g, g) = (g, g)). 

Geval 3 .. -,g, .. g).= 0 maar (f, f) ~ O. Kies nu a= - i~: ~~ en f3 = 1. 

Stelling 3. Zij (f, g) een inproduct in de lineaire ruimte Lover C. 
. . , 

Dan is I If'! I = (f, f) 2 een norm. 

Bewijs: N1 volgt uit H4 en opmerking 2; N2 volgt uit H2 en H2
1

: 

, , 2 1 

llarll = (ar, ar) 2 = {aa<r, r)} 2 = {lal (r, r)} 2 = lal.llrll-

De driehoeksongelijkheid N
3 

tenslotte bewijzen weals volgt. Daar 

11 f 11 , 11 g 11 en 11 f+g 11 niet negatieve reele getallen zijn is het vol-

doende aan te tonen dat 

(3.9) 

Nu is I lr+gl 1
2 

= (r+g, r+g) = <r, r) + (r, g) + (g, r) + (g, g) = 

= llrll
2 

+ (r, g) + <r, g) + llgll
2 

terwijl 

Daar volgens stelling 2 

11 f 11 • 11 g 11 .::_ I ( f, g) I > Reele deel van ( f , g) 

volgt ( 3. 9) • 

Voorbeelden 

In voorbeeld 1 definieert het inproduct de norm 

(3.10) 1 \j 2 2 llall=(a,a) 2 =la1l + ••• +lanl 

= (f, g)+(f, g) 
2 

00 2 
de gewone afstand van a= (a

1
, ••• , an) tot de oorsprong. In C en 1 

krijgen we een rechtstreekse generalisatie hiervan, nl. 
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00 

(3.11) I l al I = ( l 
i=1 

In voorbeeld.4 bepaalt het inproduct in c([a, 1U)de norm 

(3. 12) f
b 2 , 

-lirll ={ lr(x)j dx} 2
• 

a 

N.B. Dit is een andere norm dan die welke in §2 voorbeeld 2 in c(Gi,, b] 

word .. ingevoerd ! 

Definitie 2. Zij Leen complexe lineaire ruimte met inproduct. 

Twee .elementen f, g e:. L heten ender ling loodrecht, f ...L g, indien ( f, g) = 0 

Een stelsel ACL heet orthogonaal indien elk· tweetal elementen f, ge: A 

onderling.loodrecht is. Het stelsel heet orthonormaal indien het ortho­

gonaal is terwijl bovendien 11 fl I = 1 voor iedere f€.A. 

M.a.w. A is orthonormaal als en slechts als voor alle f, gt;;:A 

{

O als f 'F g 
(f, g) = 

1 als f = g 

Voorbeeld 5. In C(~, b]) met het inproduct als in voorbeeld 4) zij f 
. . (21rnx) . (21rnx) n de functie sin -b en g de functie cos -b-. Het stelsel A bestaan--a n -a 

de uit alle f en g, n geheel, is orthonormaal. n n 

Stelling 4. (PYTHAGORAS) • Als f .L g dan is I If .:!:. g I I 2 = 11 f I I 
2 

+ I I g I I 
2

• 

Bewijs: 

I Ir.:!:. gj 12 
= (r .:!:. g, r .:!:. g) = (r, r) .:!:. <r, g) + (g, r) + (g, g) = 

= I lrl 12 
+ o + o + 1 lgl 12

• 

Door volledige inductie volgt uit stelling 4. 

Stelling 4'~Als de eindige collectie A= {r1, r 2 , ••• , fn} orthogonaal 

is dan is n 
11 I 

i=1 
f.11 2 

1 

n 2 
= I 11 r. I I • 

i=1 1 

Voorbeeld 6. In tn (voorbeeld 1) zij 

(3.13) (i = 1, 2, ••• , n). 
,. 



21 

(het KRONECKER-symbool o .. is als volgt gedefinieerd: o .. = 0 als i ~ j; 
1J 1J 

oii = 1, voor alle i). M.a.w. e1 = (1, o, ... , O); e2 = (O, 1, O, ••• , O), 

enz. Dan is A= {e, e2 , ••• , en} een orthono~m stelsel. 

Als a= (a. 1 , ••• a.n)E.Cn, dan is (a, e.) = l a..6 •• = a. .• 

Bijgevolg 1s 
J i=1 1 1J J 

a= (a,e1)e 1 + (a,e2 )e2 + ••• + (a,en)en. 

Daar e 1, ••• , en onderling loodrecht zijn geldt hetzelfde voor hun 

scalaire veelvouden (a, e
1

)e
1

, ••• , (a, en)en. Volgens de stelling van 

Pythagoras is dus 

llall2 = ll(a, e,)e, +••·+(a, en)enll2 = ll(a, e,)e,112 + ••• 

•·• + I I (a, e )e I 1
2 

= n n 

= l(a, e,)1
2 

lle1 11
2 

+ ••• + l(a, en)l
2 

llen!l
2 

= 

= j(a, e 1)1
2 

+ ••• +!(a, en)l
2

, 

daar I le 1 I 1
2 

= ••• = I lenl 1
2 

= 1. Daar (a, ei) = a.i is dit in over­

eensternming met (3.10). 

Stelling 5. Zij A= {e1, e2 , ••• } een (aftelbaar) orthonorm stelsel in 

een lineaire ruimte L met inproduct. Voor iedere fE L is 

( 3. 14 ) 
00 

l l(f, e.)1
2

.::. I lrl 1
2 

• 1 1 1= 

(de ongelijkheid van BESSEL). 

Bewijs: Kies een n. Evenals in voorbeeld 6 zijn de vectoren 

(f, e 1)e 1, ••• , (f, en)en onderling loodrecht. Bovendien staat elk 

dezer vectoren loodrecht op de vector 

n 

z: 
i=1 

immers 

(g, e.) 
J 

= (f, 

= (f, 

(f, e. )e., 
1 1 

n 
e.) ( 2 J i=1 

n 
e.) 2 J i=1 

(f, e. )e., e.) = 1 1 J 

( f' e.)(e., e.) = (f, e.) - (f' 1 1 J J 
e.) 

J 
= o. 
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Volgens stelling 4• is daarom 

n 
llrll

2 
=Ilg+ I (f, 

2 2 n 2 
e.)e.jl = llgll + l l(f, e.)j 

i=1 1. 1. • 1 1. 
1.= 

waarbij we weer gebruiken dat 11 (f, e. )e. 11 
2 1. 1. 

Aangezien 11 g 11 .:.. 0 concluderen we dat 

= !(f, e.)j.l!e-11 = j(f, e.)I. 
1. 1. 1. 

2 n 2 
llr11 < I l(f', e.)j. 

- i=1 1 
(3.15) 

Daar dit voor.iedere n correct is volgt het gestelde. 

Opmerking.5 •. De.aanname in.de.formuleringvan stelling 5 dat A aftel­

baar.is,.is.overbodig •. Is A een.willekeurig orthonormaal stelsel, dan 

bewijst.men (3.15) voor ieder eindig deelstelsel {e1 , ••• , en} van A. 

Men concludeert vervolgens uit (3.15) dat voor iedere fEL slechts 

aftelbaar veel der getallen (f, e), eeA, niet-nul kunnen zijn en dat 

Opgav:en 

1. Zij Leen ruimte met inproduct, en zij 

Bewijs dat 
l lrl I 

1 
= (f, f) 2

• 

i I f+g I I = I If 11 + I I g I I <==> f = O of g = :a voor zekere 

niet-negatieve reele \. 

2. Bewijs dat in iedere ruimte met inproduct 

3. Bewijs dat in iedere ruimte met inproduct 

<r, g) = a< 1 lr+gl 1
2 

- I lr-gl 1
2 

+ ii lr+igl 1
2 

- ii lr-igl 1
2

). 
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4. Zij Leen ruimte met inproduct. Bewijs dat ieder orthogonaal stel­

sel {ri}ie:I in L lineair onafhankelijk is. 

5. Zij Leen ruimte met inproduct. Bewijs dat uit lim f =fen 
n n-+<x> 

lim g =gin L volgt lim (f, g) = (f~ g) in C. 
n-+<x> n n-+<x> n n 

6. Maak voorbeeld 3 volledig door te bewijzen: als 

2 
a = ( a. 1 ' Cl.2 ' • • • ) e: 1 

M.a.w. bewijs dat uit 
n 2 I !a.+8. I < 00

• 

i=1 1 1 

en b = ( 8
1

, 8
2

, 

n 2 
l I Cl,. I < OO en 

. 1 J. i= 

2 ..• ) El , 
00 

I leil 2 

i=1 

dan ook a+b£12
• 

< 00 volgt 

7. Zij Leen ruimte met inproduct, en zij O ~ ae:.L. Bewijs dat iedere 

x<;;:L op een en slechts een manier geschreven kan worden als 

x = ;\a + y met ;\Cf en y .l.. a, en bepaal ;\. 

8. Zij Leen ruimte met inproduct, en zij A= {a1 , ••• , an} orthogonaal 

in L met alle a.~ o. 
J. 

Bewijs. dat iedere xE.L op een en slechts een manier geschreven kan 

worden als 

met ;\ 1 , ••• , ;\n € C en y ..t.. a 1 , ••• , y .J.. an. 
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Colloquium "Lineaire Analyse" (1967-1968) 

4. Hilbertruimten 

Definitie 1._ Een complexe Hilbertruimte is een lineaire ruimte Lover 
1 

C met inproduct (x, y) die volledig is t.o.v. de norm I !xi I = (x, x) 2
• 

Voorbeelden. 

1. en is een Hilbertruimte (met het inproduct als in §3 voorbeeld 1). 

2. 
00 

(zie 2) is niet een Hilbertruimte zij C §3 voorbeeld want 

( 1 ' 1 1 1 o, o, ... ) ; X = 2, 4, ... , n 2n ' 
dan lS de rij (xn)nE:ll een fundamentaalrij; immers, als k > o, dan -
is 

I ix _ 
i' n+k X 11 = n 11 ( o, ••• ' 0' 

1 
n+1' 

2 
••• ' n+k' O' o, ... )II= 

2 

k 

= { I 
m=1 

zodra n > 2log l. Maar deze fundamentaalrij heeft geen limiet 
E 

(opgave 1). 

3. 1
2 (zie §3 voorbeeld 3) is een Hilbertruimte. 

Stel nl. de rij (x) u in 1
2 is een fundamentaalrij, waarbij 

n nE:i1 
00 

met I Is I 2 
< 00

• 

k=1 nk 

We moeten bewijzen dat deze fundamentaalrij convergeert in 12 • 

Daartoe merken we op dat voor iedere k de rij (snk)nE:N een funda­

mentaalrij is int (waarom?) en dus een limiet sk bezit. 

Zij 

X = ( S 1 , S2' • • • ) • 

We zullen aantonen: 1 ) dat xG. 1 
2 en 2) dat lim x = x. 

n 

Kies i:: > O; dan is er een natuurlijk getal N zodat I lxn - :isn_l I < i:: 

als n, m > N. Kies nu een n > N. Dan is 

! Ix - x 11 2 
< i::

2 
n m 
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voor iedere m ;;. N • .Hieruit concluderen we cfa.t 

( 4. 1 ) 
00 

r · 12 2 
1... Is k - i;k ~ s • 

k=1 n 
00 

, I 12 - 2 I.h.b. is dus l snk - sk < 00
, waaruit volgt dat x - xel. 

k=1 n 
Maar dan zal ook x = x -n 
Verder volgt uit (4.1) dat 

willekeurig was volgt 2). 

(x - x) E.1
2

, waarmee 1) is bewezen. n 
I I xn - x J I .::_ E voor iedere n > N. Daar £. 

Definitie 2. Een metrische ruimte X heet separabel indien er een aftel­

bare verzameling ACX bestaat met A = X. 

Voorbeeld 3 (vervolg). De Hilbertruimte 1
2 

is separabel. 

Zij A
0 

de verzameling van alle complexe getallen a= s + it waarbij 

sent rationaal zijn; A
0 

is aftelbaar. Zij ACC
00 

gedefinieerd door 

de eis: 

dan is A een aftelbare deelverzameling t
00

, en dus ook van 12 , daar 
00 2 . - 2 t Cl. We zullen laten zien dat A= 1 door voor een willekeurige 

2 
x El aan te tonen dat iedere omgeving van x punt en van A bevat. 

Zij x= (s
1

, i:,
2

, ••• )El2
, en zij s;;. o. Daar 

00 

I., 

n=1 

00 

< 00 is er een N zodanig dat I lsnl
2 

n=N+1 

1 2 
< 2E • 

Voor elke n, 1 < n ~N, is er een nnE.A0 zodanig dat ji;n - nnl 

Zij nu 

E: . 

< 
2

(n+1)/2· 

n = ( n 1 , n
2 

, • • • , ~ , o , o , ... ) ; 

dan is n €A. Bewering: I j s - n I l < £.. Inderdaad: 

N oo 2 N 
I Is - nl i2= l Is - n 12+ I Ji; 12< s I - 1 

- + ~s
2

< 
n=1 n n n=N+1 n n=1 2n+1 

2 
E • 

Stelling 1. Zij Leen genormeerde ruimte en zij M een lineaire deelruimte 

van L. Dan is M een lineaire deelruimte van L. 
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Bewijs: 

Stel f~ M en gt.M. Dan zijn er f , g E. M met f ➔ f en g ➔ g. Volgens n n n n 
§2 stelling 3 zal dan f + g ➔ f + g, dus f + ge.M, terwijl, als of::.C, n n 
ook a.f ➔ a.f, dus a.fE:M. 

n 

Stelling 2. Zij Leen Hilbertruimte en M een gesloten lineaire deelruimte 

van L. Zij f c. L. Dan is er een en slechts een g 0E.M zodanig dat 

11 f - g01 I = inf 11 f - gl J. Tevens is g0 het enige element uit M zodanig 
gEM 

dat f - g
0 

..LM. 

Bewijs: 

Zij o = inf 11 f - g I I • 
gEM 

Voor ieder natuurlijk getal 

11 r - g I 1
2 

< 0 
2 

+ .l. n n 

n is er een g EM te vinden zodanig dat 
n 

We zullen nu aantonen, dat de riJ (g) m een fundamentaalrij is. n nE~ 
We gebruiken daarbij §3 opgave 2: 

ofwel 
2 I 2 I 11 2 I . gn +~ I 2 

11 gn - ~ 11 = 211 f - gn I + 21 f - ~ - 4 I f - 2 I • 

gn+~ 
Daar nu M een lineaire deelruimte van L is, is 

2 
€ M; en dus 

Dus: 

> inr 11 r - g 11 = o • 
gEM 

2 2 1 2 1 2 1 1 
11 gn - ~ I I .:. 2 ( o + ri) + 2 < o + in) - 4 o = 2 ( n + in) • 

Hieruit volgt dat de rij (g) M een fundamentaalrij is. n llc.lll 

Daar Leen Hilbertruimte is (dus is L volledig), is de rij (gn)nE.H 

convergent, i.e. er is een g0E.L zodat g0 = lim gn. 
n~ 

Daar M gesloten is, is dan g0EM. 
. . 2 2 1 112 2 Uit: I j f - gn 11 < o + n' volgt nu dat I If - go _:_ o • 

Daar ook I Ir - g0 J I~ o (immers g0 E.M), moet I Ir - g0 1 I = o. We tonen 

nu aan, dat g0 het enige element uit M is zodanig dat ] If - g0 11 = o. 
Stel nl. g0

1e.M en I Ir - g0 ' II = o. 
M.b.v. opgave 2 in §3 concluderen we: 
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211 r - gO11
2 

+ 2 I Jr - gO' 11
2

= J I 2r - gO - gO' 11
2 
+ 11 gO - gO' 11

2 

zodat + , 

I Ir - go 2 go I I 2= ¼ ( 2a2 + 2c2 - I I g
O 

- g
O

' I I 
2

} = 02 - ¼ I I g
O 

- gO' I I 2 • 

go+go' go+go' 2 2 
Daar 2 EM moet ook gelden: J Ir - 2 11 > o • 
Bijgevolg moet I lg0 - g0

1 
I 1

2 = O of g0 = g0 '. 

We zullen nu laten zien dat f - g
0 

l_M. Voor willekeurige zEM en 

reele ).. > O is g
0 

+ )..z <;;:.M en dus 

zodat 

( 4. 2) A I I z I I 2 
- 2 Re ( f - g0 , z) > o. 

Stel nu dat f - gO niet loodrecht stond op M. Dan is er een z
O

E.M met 

(f - g
O

, zO) ~ O. Zij ~ het argument van het complexe getal (f - g
O

, zO) 

en zij z
1 

= ei~z
0

• Dan is 

(f Z) - (f ei~z) -i~(f z ) - go, 1 - - go, o = e - go, o 

reeel en positief. Dus 

(f - g
0

, z
1

) = Re(f - g
0

, z
1

) > o. 

In (4.2) nemen we nu z = z 1• Door geschikte keuze van A krijgen we dan 

een tegenspraak. 

Tenslotte moeten we nog aantonen dat g
0 

het enige element g uit Mis 

waarvoor f - g_J_ M. Stel dat ook f - g1_j_ M. 

Dan is f - g
0 

.J... (g1 - g
0

) en f - g1 _L (g
1 

- g0 ). Uit de stelling van 

Pythagoras volgt: 

en ook 

llr - g1 1l
2 

= !Ir - gOJl
2 

+ llgO - g 1 JJ
2

• 

Dus I I g 1 - gO I I 
2 

= O ofwel g 1 = gO• 
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Definitie 3. Zij Leen Hilbertruimte, M een gesloten lineaire.deelruimte. 

Als fE:.L, dan wordt de g0E.M waarvoor (f --g0 )_l_M aangegeven met PM(f). 

De afbeelding PM heet de orthogonale projectie van Lop M. 

Definitie 4. Zij Teen lineaire afbeelding.van een genormeerde lineaire 

L1 in een genormeerde lineaire ruimte L2 • De afbeelding T heet begrensd, 

indien er een getal c > 0 bestaat zodanig dat 

I IT(f) 11 1 .::_ c I Jr! 11 voor alle fE.1 1• 
2 1 

Stelling 3. Zij Leen Hilbertruimte, M een gesloten lineaire deel­

ruimte. De afbeelding PM: L + M (zie definitie 3) is lineair en be­

grensd. 
2 

Verder geldt nog dat PM= PM (d.w.z. PM(f)) = PM(f) voor alle fE.L). 

Bewijs: 

a) PM is lineair. 

Immers, als fi - PM(fi)J_M voor i = 1, 2, dan is ook 

~1f1 - a,PM(f1) + a2f2 - a2PM(f2)] = [la,r1 + a2f2) - (a,PM(f1) 

+ a2PM(f2) )]j_ M. 

Maar volgens de definitie is PM(a 1f 1 + a2r 2 ) het enige element g 

uit M waarvoor geldt 

[]a 1f
1 

+ a2f 2) - g)j_M. 

Bijgevolg moet: PM(a1f 1 + a2f 2 ) = a 1PM(f1) + a2PM(f2 ). 

b) PM is begrensd. 

Daar n.l. PM(f)E.M en f - PM(f)j_ M, is volgens de stelling van 

Pythagoras 

llr!l
2 

= llr - PM(r)l1
2 

+ IIPM(r)l1
2 ~ IIPM(r)!l

2 

zodat 

I jPM(f) 11 .::_ 1.1 ]fl I, voor alle fE:L. 

2 
c) PM = PM. 

Immers, als fE,L, dan PM(f)E.M. Maar voor iedere g0eM geldt: 

PM(g0 ) = g0 , daar I Jg0 - g0 11 = o = inf I lg - g0 11 (zie stelling ~). 
' gEM 
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Zij PM de orthogonale projectie van de Hilbertruimte 1 op zijn ge-
1 . 

sloten lineaire deelruimte M. Dan is P; (0) een gesloten lineaire deel-

ruimte van 1 (zie opgave 3). 

Nu is iedere f<:.1 op precies een wijze te schrijven als som van een 

f 1€.P;1(o) en een r 2e.M: 

a) het kan: neem maar f 1 = f - PM(f) en f 2 = PM(f) 

dan is: PM(r1) = PM(f) - P!(r) = o dus r 1 eP;\o), en f 2E'.M. 
~~ -1( ) b) het kan maar op een manier: als f - r 1 + f 2 met f 1E.PM O en f 2E.M 

dan is PM(f) = PM(f1) + PM(f2 ) = f 2 (irnmers PM(f1) = 0 en PM(f2 ) = f 2 ); 

dus r 2 = PM(f), en dus r 1 = f - PM(f). 

Opgaven 

1 • Bewij s dat de rij ( xn) n E. Jf ui t voorbeeld 2 geen limiet in !C
00 

heeft. 

Daar 12 volledig is, heeft deze rij wel een limiet in 1
2

• Bepaal 

deze limiet. 

0 0 • 0 00 0 2 12 . 2. BewiJs dat de afsluiting van !C in 1 de gehele is. 

3. Zij Teen begrensde lineaire operator van een genormeerde lineaire 

ruimte 1 1 in een genormeerde lineaire ruimte 12 • Bewijs dat 

N(T) (= T- 1(0)) (zie §2 opgave 7) een gesloten lineaire deelruimte 

van 1 1 is. 

4. 1aat M een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbertruimte 1 zijn. 

Bewij s : fE M <=> I IP Mf i I = I I f 11 

5. Zij A 12 ➔ 12 als volgt gedefinieerd: 

als x = (~,, ~2' ••·, ~2n' ~2n+1' ••• ) 

dan is Ax= (O, ~2 , ••• , ~2n' O, •·· ). 

1aat zien dater een gesloten lineaire deelruimte M van 12 bestaat 

zodanig dat A= PM. 

6. Toon aan dat C( @, 1]) (met het inproduct als in §3 voorbeeld 4) 

geen Hilbertruimte is. (Aanwijzing: beschouw de rij (fn)nEN waar-

bij f (x) = 
n 

{

1 als ~f~, ! ) 
-nx + 2 + 1 als 

0 als x e, ( L 1] 



,, 
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Collo~uium. Lineaire Analyse (1967-1968) 

Spreker: L.E. Fleischhacker. 

5. Bases. 
00 

Definitie 1. Een reeks l 
i=1 

f. ( waarbij f .<;;:_ L en L een Hilbertruimte) 
J. J. 

Opmerking: 

noemen we convergent als er een fEL bestaat met 

Wegens 

k 
lim I Ir - l 
k"700 i=1 

f-11 = 0 
J. 

de volledigheid van L geldt: 

00 

I f. convergent <=> lim 
i=1 J. m,n"700 

n 
11 I , r. I I = 

J. 
J.=m 

o. 

Stelling 1. Als {ri}~=1 een orthogonaal stelsel is geldt: 

Bewijs: 

00 00 

l f. convergent<=> l I Jr. I j
2 

convergent. 
i=1 1 i=1 1 

Volgt onm.iddellijk uit bovenstaande opmerking aangezien 

voor een orthogonaal stelsel 

n 
11 I 

i=m 
f. j 12 = 

J. 

n 
I 

i=m 

Definitie 2. Als Men N lineaire deelruimten zijn van een Hilbertruimte 

L en M(\N = {o} dan noteren we: 

MEB-N = {x + y jx~M, y e:N}. 

MEBN is weer een lineaire deelruimte; de directe som van 

M en N. Elk element van de directe som is eenduidig te 

schrijven als som van een element van M en een element 

van N. 

Als M voor elk natuurlijk getal n een deelruimte van L n 
is en i I j => M.f'\M. = {o} dan generaliseren we boven-

J. J 
staande definitie als volgt. 
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00 00 00 

6) M. = { I f. I C\fi)f,E..M.' l 
i=1 1 i=1 1 1 1 

i=1 
f. convergent} • 

i 

00 

Ook hier is de schrijf'wijze van de elementen van 

als som van element- der 0 M, 1 s-eenduia.ig. 
i 

Definitie 3. W- = {xJxj_M}, M deelruimte van Hilbertruimte • 

Opmerking: 
. _..,i. -L 

f€;.M <=.,, ~(f) = O, M is gesloten. 

Stelling 2. L = M$Jxr. 

Het bewijs volgt direct uit de definities en de opmerking 

boven aan pag. 29. 

Stelling 3. M,N gesloten, Ml.N => M$N gesloten. 

Bewijs: We kunnen fE ME&N schrijven als 

Stelling 4. 

Bewijs: 

,. 

f = pM(f) + pN(f) + h met h.LM,N. 

Beschouw nu de functie t{x) ~ (x, h). 

Deze functie is continu en t(x) = 0 voor xeMeN, dus ook 

voor xE.MiiN' i .h. b. 

t(h) = (h,h) = I lhl I = O. d.w.z. fE.MeN. 

Mn gesloten, {MP}:=l 
&5 

Stel weer fE © M , 
n=1 n 

00 

orthogonaal => ~ 
n=1 

we definieren: 

M gesloten. n 

Volgens de Bessel-ongelijkheid is nu voor elke m 

m 

I l<r, r:l_) 1
2

.:. I lrl 1
2 

i=1 

dus ook 
co 

I l<r, r!)J
2

.:. llrll
2

-
i=1 

1 

Maar 

(f, f!) = (f + f, f') = llrnll i n n n 
co 

dus \ 
I Jr. I 1

2 
convergeert, en volgens stelling 1 l 

i=1 i 

00 

ook I f .• 
i=1 i 

dus 
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Met h = f - .l 
i=1 

vorige stelling. 
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f. gaat het bewijs verder als dat van de 
J. 

Definitie 4. Een maximaal orthogonaal systeem voor de Hilbertruimte L 

is een verzameling BC. L zodat 

i) OE;t.B 

ij) x, y€B, X 'f y => x.Ly 

iij) x€.L, VbE.B: xlb:. ==;:, x = O. 

Is oak nag voor elke b e.B 11 b J 1 = 1 dan spreken we van een 

maximaal orthonorm systeem, of een basis voor L. 

Stelling 5. De volgende beweringen' zijn equivalent·als E een ortho­

norm stelsel is. 

i) E (= {en}:=1) is een aftelbare basis van L. 
00 

ij) Voor alle fEL geldt f = I (f, e )e • 
n=1 n n 

iij) Voor alle f en gE.L geldt 

00 

(f,g) = l (f, e )(g, e) 
n=1 n n 

00 

iv) Voor alle f€L geldt I lfl 1
2
= l l(f, e ) J

2
• 

n=1 n 
Opgave: Bewijs deze stelling. 

Stelling 6. (Gram-Schmidt). 

Bewijs: 

Als F een eindige of aftelbaar oneindige lineair onaf­

hankelijke deelverzameling van Lis, dan bestaat er een 

eindige, resp. aftelbaar oneindige orthonorme verzameling 

E met L(E) = L(F) (elke f€F is een lineaire combinatie 

van ( eindig veel) element en van E en elke e E.E een line­

aire combinatie van elementen van F). 

We noteren: F = {fn}:=1• Nu definieren·we een stelsel 

E' = {e~}:=1 en een stelsel E = {en}:=, tegelijk recursief 

als volgt: 

e' = f n n 

n-1 
\' 
L, 

j=1 
(f , e.)e. 

n J J 
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Deze defini tie is alleen mo_gelij k als e' ':f. 0 voor alle n 
n 

waarvoor. -een f bestaat. 
n 

Was ek = 0 en voor n < k, e~ # 0 dan zou fk een lineaire 

combinatie zijn van e 1, ••• , ek_1 die elk op hun beurt 

weer lineaire combinaties van r 1 , ••• , fk_ 1 zijn. 

Dit kan niet want Fis lineair onafhankelijk. 

Dat L(F) = L(E) geld½ volgt omniddellijk uit de definitie 

van E. We moeten nog aantonen dat E orthonorm is. 

Veronderstel dat e 1, 

.::_ j < n-1: 

... , e 1 orthonorm is dan is voor n-

(e', e.) = (f, e.) 
n J n J 

n-1 
l ( f n ' ek ) ( ek ' eJ. ) 

k=1 

= (f, e.) - (f, e.) = 0 
n J n J 

dus e~_,L e
1

, ••• , en_
1 

dus ook e
1

, ••• , en is orthonorm. 

. c r 1 1] ( ) n-1 . { }oo 1 . . Neem in L-, + fn x = x , dan is fn n= 1 ineair 

onafhankelijk, 

Passen we hierop het Gram-Schmidt precede toe dan vinden 

we: 

11 e' I I = \ r; e (x) = - 1 
1 vc. 1 V2 
1 f+1 1 

= x - - t. - dt = x 11 e' 11 "2J-1 V2 .. 2 
\~ vinden we e (x) =~ 

n+1 (-2 )nn! 
Dit voortzettend 

hetgeen zich laat verifieren door berekening van (fk' en) 

voor k < n m.b.v. partiele integratie en toepassing van de 

volgende gemakkelijk te bewijzen stelling: 

Als voor twee orthonorme stelsels {gn}:=1 en I }"" thn n=1 geldt 

gn is een lineaire combinatie van h1' ... ' h n 
h is een lineaire combinatie vah g1, ... ' gn' n 
dan is voor alle n g = h . n n 
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e (x) 
n De polynomen --- zijn de z.g. polynomen van Legendre, 
Vn+~ 

oplossingen, van de differentiaalvergelijking: 

( 1-x2 )y" - 2xy' + n(n+1 )y = O. 

Stelling 6. Voor elke Hilbertruimte L geldt:L separabel <=<> L bezit 

een aftelbare basis. 

Bewijs.: 

Opmerking~ 

Opgave: 

<= Stel {ei}i= 1 is een aftelbare basis dan is 
k 

{ l a.e. j ('qi)a. EQ + IQ,i, kE.Jr} een aftelbare overal 
• 

1 
l l l 

i= 

dichte deelverzameling (vgl. §4, voorb. 3). 

=.., Stel Fis een aftelbare, overal dichte deelverzameling. 

Als F = {ri}:=1 definieren we g]. = fn. waarbij 

n 1 = min {nlfn # o} 1 

ni+1 = min {nln ~ ni, fn lineair onafhankelijk van g
1

, ••• , gi}. 

Dus L(G) = L(F). 

Bij G definieren we volgens stelling 5 een orthonorm stel­

sel E = {ei}:=1 met L(E) = L(G). 
00 

Zij nu E. = {ae. jaEt} dan is volgens stelling 4 $ E. 
l l i= 1 l 

gesloten. We hebben nu 
00 

L = F C LITT = L(Ej C -EB E. C L. 
- - i=1 l -

00 

Dus L = ffi E. d.w.z. {e. }':"_
1 

is een basis voor L. 
i=1 l l l-

In feite is elke separabele Hilbertruimte isomorf met 12 

of met een ~n. Onder isomorfisme moeten we hier verstaan 

een lineaire afbeelding ¢ met de eigenschap 

(¢(x), ¢(y)) = (x, y). 

Waarbij de beide inwendige producten behoren bij ruimten 

Hen L resp. als ¢ : L + H. 

Bewijs bovenstaande bewering en verifieer dat een iso­

morfisme als boven gedefinieerd ook een homeomorfisme is. 



Colloquium Lineaire Analyse· (1967 - 1968} 

Spreker: J. van der Slot. 

Voorbeelden: 1. Beschouw de lineaire ruimte C [o, 1] bestaande uit alle 

continue functies f: [o, 1] -+ R. De definitie 

(f, g} = J: f(x}-g(x}dx 

bepaalt een inproduct op C [o, 1] doch met de geinduceerde norm is deze 

ruimte niet volledig (zie opgave 6 op blz. 29). 

Om nu toch een Hilbertruimt~ te construeren die de collectie van alle 

continue functies van [o, ,J · naar R omvat gaat men als volt te werk: 

Beschouw de collectie S van alle meetbare functies f waarvoor I: Jr(x)I 2dx < 00 (het integraalteken st.at hier voor de Lebesgueinte­

graal). Definieer op s de equi valentierelatie cndoor f Cl') g <~ r I f( X) 
' 0 

- g(x)I 2dx=O en vorm de ruimte L2 bestaande uit alle equivalentie-

klassen. Op L 2 definieren we een inproduct door ( [r] , [g]) = 

J: f(x)- g(x)dx, waarbij [r] en [j,J de equivalentieklassen zijn waartoe 

de functies f resp. g behoren (de definitie is onafhankelijk van de 

keuze van de representanten uit de klassen). Men kan bewij zen dat L 2 

met dit inproduct een Hilbertruimte is. 

Beschouw in L2 voor n geheel het volgende stelsel functies 

21rinx e = e n 
(ne.z;). 

J
1 

21rinx -21rim.xd Dit is een orthonormaal stelsel, want (e, e) = e e x=o • 
n m O mn 

We gaan aantonen dat de collectie {enln = 1, 2, ••• } een basis is voor 

L2• Hiervoor maken we gebruik van de volgende twee lemma's. 

Lemma 1. Voor alle f E: L 2 bestaat er een g € C [o, 1] met g( 0) = ~( 1) 

zodat I lf-gl I < e:. (m.a.w. c@·,'!] ligt dicht in L2 met de norm 11 11) 

Lemma 2. \lge.c[o,1] met g(O) = g(1) bestaat er een trigonometrisch 
n 2 ·kx 

polynoom h ( x) = l ~ e 1ri · zodat I g ( x) - h ( x) I < e: ( \/ x e: @, f] ) . 
k=-n 

• 
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Laat nu fE.L2 en f _Le veer alle n; we moeten aantonen dat f = O. n 
Kies een g volgens lennna 1 en bij g een h volgens lemma 2. 

Dan geldt 

llf-hll < llf-gll + Ilg-hi I< 2e: ••••••• (*} 

Oak geldt I Ir-hi 1
2 

= (f, f) + (h, h) = I lrl 1
2 

+ I lhl 1
2 

(want (f, h) = O 

omdat f j_ en veer alle n, en h een lineaire combinat ie van en's } • 

Dus ...................... <~> 

(*) en (-) impliceren 11 f I I 2 .::_ 4e: 2 dus f = O. 

Voorbeeld 2. Op geheel analoge wijze kan men aantonen dat de collectie 

polynomen {xklk = 1, 2, ••• } een basis is veer L2• Inplaats van lemma 

2 maken we gebruik van het volgende lemma. 

Lemma 3 (Weierstrass). Veer alle gE::. C @, 1] bestaat een polynoom 

h(x) = 
n k 
l ~x zodat lg(x) - h(x)I 

k=O 
< e: veer alle xe:@, i]. 

De betekenis van het begrip basis in een Hilbertruimte wordt uitgedrukt 

in de volgende stelling. 

Stelling 7. Zij {enln = 1, 2, ••• } een orthonormaal stelsel van een 

Hilbertruimte H. 

Dan zijn de volgende condities equivalent: 

(1) Het stelsel {e ln = 1, 2, ••• } is een basis veer H. 
n oo 

( 2) Als M = L( e ) veer n = 1 , 2, ••• .,dan H = @ M • 
n n oo n=1 n 

(3) Voor alle fE.H geldt f = l (f, e )e (Fourierontwikkeling). 
n=1 noo n 

(4) Voor alle fengEH geldt (f, g) = l (f, e )(g, e) (Parseva.l}. n n 
2 oo n=1 2 

(5) Voor alle fE.H geldt I lrl I = I l(r, en) I (Bessel). 
n=1 

(gelijkteken in de ongelijkheid van Bessel, zie pagina 21 St. 5). 

00 

Bewijs. ( 1) => (2). Het is duidelijk dat M = $ MC H; laten we onder­
n=1 n 

st,ellen dat f 6.H\M. Uit blz. 31 St. 4 volgt dat M gesloten is in H en 
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uit blz. 26 St. 2 volgt dat de projectie PMf van fop M bestaat. 

Nu geldt (f - PMf)-LM en dus (f - PMf)len voor alle n. Uit het onder­

stelde·volgt nu f - PMf = 0 d.w.z. f = PMf. Dit impliceert echter f~M 

wat in strijd is met f€.H\M. 
"' "' 

2 ==> 3. Stel H = ffi M ; dan is elle· fEH te schrijven als f = I a e 
n=1 n n=1 n n 

met a € q:. We tonen nog• aan, dat · .de co~fficient n a = (f, e) n n 
( n· = 1 , 2, ••• ) • 

"' 
=· (lim 

m 
I a e , = lim 

m 
( l a e e ) (f, e~) = ( l anen' ~n) 

· · n=1 · m-+oo n=1 . n n. _en) 
n=1 m-+<><> n n' n 

(vanwege de continuiteit 

van {enln = 1, 2, ••• }). 

"' 

vaµ ( , ) ) 

"' 

- a (vanwege: de· n 

()0 

3 ==> 4. (f, g) = ( I (f, e )e , \' (g, e )e ) = ~ n n l.. n n l.. 
n=1 n=1 n=1 

(g, e )e ) (continuiteit·van· inproduct) = \' (f, e )(g, n n ~ n 

4 ==> 5. Neem f = g. 

5 ==> 1 • Tri viaal. 

6~ Begrensde·1J..ineaire operatoren. 

orthonormaliteit 

( ( f, e )e , n n 

e ) • n 

Definitie's. H1-en H2 ZJ.Jn Hilbertruimten •. Een lineaire operator A van 

R~ in.H
2 

(notatie: A-~' H1 + H
2

)". is een lineaire afbeelding A van een line­

aire deelruimte D(A) van H1 in·H2• D(A) heet·het definitiegebied van A. 

De kern (nulruimte)· van A' noteren we met N(A). De operator A heet 

begrensd wanneer er· een· reele constante C bestaat zodat I IAf 11 ~ C 11 f 11 

voor alle f E.D(A'). Het infim.'Ulll· van· de verzameiing reele getallen C 

met· deze· eigenschap· heet de·~· van A, notatie I IAI I ( I IAI I = 0 d.e.s.d. 

wanneer· A de• nu11..afbeelding is). 

Een operator·A-heet continu wanneer A als afbeelding van metrische 

ruimten continu is. 

Opmerkingen.1. Een lineaire operator A van H1· in H2 is continu d.e.s.d. 

wanneer hij·continu is in het punt O. 
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2. Men gaat gemakkelijk na dat·voor·een begrensde lineaire operator A 

geldt: I !Al I = sup· {I !Arll I I lrl I = 1, fED(A)}. 

Stelling 1. Een.lineaire operator A van·een Hilbertruimte H1 in een 

· Hilbertruimte· H
2

· is continu·· d~e~s.d~ · wanneer hij begrensd is. 

Bewijs ~ Stel A begrensd~ · Als· f· een· vast punt is van D(A) en g is 

een punt· van D(A) met I jg-fl}< e/j jAj I, dan 

I jAf-Ag I ·I .::_ I jA I I j jf.;.g I I < e. Dus A is continu. 

<= Stel A continu. Neem· aan· dat· A niet· begrensd is; dan bestaan voor 

n = 1, 2, 
f n 

nl Ir 11. n 

f· ¥ o·uit 
n 

Dan lim g = O, n n-+oo 

D (A) , zodat I ·I Af I I > n I I f I I • 
. . . , n I I Af n I I n 

terwiJl I jAgnj I = nl Ir 11 > 1 
n 

Dit is in tegenspraak·met·de continuiteit van A. 

Noem g = n 

voor alle n. 

Definitie. Een lineaire operator van·een Hilbertruimte H naar de 

complexe· getallen'.heet' een functionaal. 

Voorbeelden. 1. Stel·Heen Hilbertruimte.·Deidentieke afbeelding van 

Hop zichzelf is een begrensde lineaire operator met norm 1. 

2. Stel Mis een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbertruimte H. 

Dan is de projectie PM op M een begrensde lineaire operator van Hin 

zichzelf. Volgens de· stelling van Pythagoras geldt voor elke fE.H 

11 f I I 
2 

= I IP Mf I I 
2 

+ I I 1-P Mf I I 
2 

,:_ I IP Mf 11 ~ Dus I IP M 11 .::_ 1 • Omdat voor 

fE.M PMf = f volgt zelfs I jPM 11 = 1. 

3. Laat g een vast element zijn van een Hilbertruimte H. 

Definieer voor f€.H F(f) = (f, g). Dan is F een lineaire functionaal 

op H. Vo lg ens Cauchy-.Schwarz geldt voor f€. H I IF ( f) 11 = I If, g I I < 

11 f 11 • II g II • Dus II F II .::_ II g II • Omdat F ( g) = 11 g II 2 
volgt II F II = 11 g I I • -

Stelling 2. Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbertruimte 

H1 in een Hilbertruimte·H
2
·met·definitiegebied D(A). 

Dan is A uniek uit te breiden tot een begrensde lineaire operator A 

met definitiegebied nm.' Bovendien geldt I IA 11 = I IA I I. 

,. 



39 

Bewijs. Stel f een element van·'i5TAT. Er bestaat·een rij punten 

{fJn = 1, 2, ••• } met f~6.D(A) die in H1 naar·f convergeert. 

De rij {Afnjn = 1, 2, .~.} is kennelijk· een·funda.me11taalrij in H2 
want voor n, m~N geldt I jAf · ..,, Af· ·I I < HAI I I If · - f I I• Omdat H

2 · nm - · nm 
volledig is bestaat lim·Af· die we noteren met Af. n . n-too 
Het punt AfE.H2 is onafhankelijk van de keuze· van de rij frnfn = 1, 2; ••• } 

want als { f ~. In = 1, 2, ••• } . een willekeurig · andere· rij punt en ui t 

D(A) is die naar· .f· convergeert, · dan· geldt · voor n; ?"' n0 J I fn - fn' II< e-, 

d.w.z. jjAf. -Af 'II< E:•IIAII; en dus lim(Af .:..Af ') = 0 wat impli-n n - n n 
ceert dat lim Af = lim Af I. 

n-too 
n n 

De nieuw gedefinieerde operator A is·duidelijk·een voortzetting van A; 

we tonen ~og aan dat·A begrensd is en dezelfde norm heeft als A. (de 

lineariteit van A·wordt·aan·de· lezer overgelaten). 

Stelfe'i51'"AT en f n = 1, 2, ••• punten"uit D(A) met lim f = f. 
n n-too n 

Daµ geldt I jAfnl I .::_ I IAI I• i'lrnl I voor elke n, en dus ook Af = 

I jlim Afnl I = lim· ·I !Arni I .::_ lim I IAI I· I lrnl I = I IAI I· I lrl I, 
n-too n-too n-too 

In elk geval geldt dus I IA 11 .::_ I IA I I• Daar A een uitbreiding is van A 

geldt m.b.v. Opm. 2 op blz. 38 ook I IAI I .::_ I IAI I• Dus I IAI I = I IAI I• 

Tenslotte, laat A* een willekeurige begrensde lineaire operator zijn 

met definitiegebied D(A) die· een voortzetting· is- van· A. Zij fE'i5"ITT 

en· {rnfn = 1, 2, •• ~} ·een rij punten uit D(A) welke convergeert naar 
. . .. . * ( ) * * f. Dan volgt· uit de cont1nu1te1.t van A St. 2 , dat A f + A f' d.w. z. n 

lim Af = A*f = Af (door· de definitie van A). Hiermee is ook de een­n n-too 
duidigheid van A bewezen. 

Gevolg. Een begrensde lineaire operator van een Hilbertruimte H
1 

in 

een Hilbertruimte H2 is altijd uit te breiden tot een begrensde 

lineaire operator met definitiegebied H (Ga dit na). 

In het·vervolg zullen·we van een begrensde lineaire operator altijd 

onderstellen dat·het·definitiegebied·de gehele Hilbertruimte in kwestie 

omvat. 
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7. De representatiestelling van Riesz. 

Stelling 1 (Riesz). Zij·F eenbegrensde·lineaire functionaal gede­

finieerd· op een Hilbertruimte· H~ · Dan· bestaat· een· uniek bepaa:ld element 

· h van· H zodat · F( f-) · =· (f ;h) voor· alle f·e.H. · M.~ a.;..w •. ' elke" begrensde line­

aire functionaal· op ,een· Hilbertruimte· is van· de' .vorm~ beschreven in 

voorbeeld 3 op blz. 38. 

Voor·we deze·stelling·bewijzen eerst·het·volgende lemma. 

Lemma. Laten F· en G·twee lineaire functionalen zijn gedefinieerd op 

een Hilbertruimte· H~ Als gegeven is dat· N(F):::JN(G) dan bestaat er een 

complex getal A zodat · F(f) · = AG(f) voor alle fc.H. 

Bewijs. Laat g eenvast element van H· zijn niet gelegen in de kern 

N(G) van G (als·N(G) = H danis de·stelling triviaal) en f een wille­

keurig element van H. · Dan G(g) f O en er geldt G(f - ~~!~ . g) = O. 

Omdat· N(G)C N(F) volgt F(f - gt!~ . g) = O. Dus F(f) = g~!~ . F(g) = 

= ;~:~ • G(f). Omdat ;~:~ een constante is die niet afhangt van de 

keuze van f volgt het gestelde. 

Bewijs·van de stelling. We mogen aannemen dat N(F)·# H. Omdat N(F) 

gesloten is in H· (St. 2) bestaat·er een element g # 0 van H dat lood­

recht·staat·op·N(F)·terwijl F(g)·= L Definieer·de functionaal G op H 

door·G(f) = (f, g). Dan·geldt N(G) = {g}.L. ::>N(F). Uit het vorige 

lemma volgt dater een complex getal A bestaat·met F(f) =;\G(f) =;\(f, g) 

voor alle f{;:H. Substitutie· van f = g levert ;\ = 1 /Ilg I 12 zodat 

F(f)·p (f, g/1 lgl 12 ) voor alle f.· Hiermede is de stelling bewezen. 
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8. Begrensde·bilineaire·functionalen 

Definitie. · Zij · H· een· Hilbertruimte;, · Een afbeelding <f> : H x H ➔ CC 

heet een bilinea.ire functionaal·· (of· bilinai!'e' ~), wanneer 

1o <f>(af + Sg, h) =·a4>(f, h) + S<f>(g, h) 

2. 4>(h, a.f· + Sg) = a<j)(h, f) + S<f> (h, g) 

•· 
' 

f, g, hEH. 

Een bilineaire functionaal•<f> heet begrensd, wanneer er een reele con­

stante C bestaat met 

3. l<P(f,g)I·< c•llrll·llgll voor alle f, gE:H. 

In dat geval · definieren · we· I ·I <I> 11 = sup { <P ( f, g) ·I 11 f 11 = I I g I I = 1 } • 

Een bilineaire functionaal <P heet s;nnmetrisch, wanneer 

4. <f>(f, g) = <f>(g, f) voor alle f, gE.H, 

Een symmetrische functionaal is altijd reeel. 

Definitie. Zij·4> een bilineaire functionaal gedefinieerd op een Hil­

bertruimte· H~ De· afbeelding q)· van H naar CC gedefinieerd door 

$(f) = <f>(f, f). 

heet de kwadratische ~ van <P• De kwadratische vorm q) heet begrensd 

wanneer er een reele constante C bestaat met l$(f) I 2., CI Ir I 1
2

• In dat 

geval definieren· we de norm I I$ I I = sup{ l$(f) I I I Ir 11 = 1 }. 

Voorbeelden ... !: Beschouw een begrensde lineaire operator A van een Hilbert­

ruimte Hin zichzelf, en stel voor f, gEH <f>(f, g) = (f, Ag). Dan is 

<f> een bilineaire functionaal. 
n 

& Definiee;r voor x, yE<Cn <f>(x, y) = I 
2, ••• , n). 

i,j=1 

n Dan is <f> een bilineaire functionaal op CC. 

a .. x .y . (a .• E a:; i, j = 1 , 
l.J J J l.J 
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De volgende stelling·legt·een·ondubbelzinnig verband tussen een biline­

aire functionaal en·zijn kwadratische vorm. 

Stelling 1o (polarizatie)~ Voor iedere bilineaire functionaal <j> geldt: 

<j>(f, g)·= ~l}(f +·g)·- $(f - g)·+ icp(f + ig) - i$(f' - ig)J. 

Bewij s: · Het · rechterlid ·· kunnen we· schrijven als 

~ [j,(f + g,f + g) - <j>(f "" g, f - g)· + i<j>(f + ig,f + ig) - i<j>(f - ig,f-ig[l 

wat na herleiding geeft 

~ [2cp(f, g) +· 2cp(g, f)· +· 2i<j>(f, ig) + 2icp(ig, f)] • 

Gebruik makend van'de lineariteit van cp in de eerste variabele, en de 

antilineariteit·in·de tweede, volgt nu het gesteldeo 

Stelling 2o Zij cp · een·begrensde bilineaire functionaalo Dan is de kwa­

dratische vorm $ ook begrensd, en er geldt 

Is in het bij zonder cp symmetrisch, dan geldt : 11 $ I I = 11 cf> 11 o 

Bewij s : Als f e H, dan geldt I $ ( f ) I = I cp ( f, f) I .::_ 11 cp 11 I I f I I 2 d. w. z. 

11 $ I I .::. 11 ct> I I• 
Anderzijds geeft toepassing van de polarizatiestelling voor f, gE.H 

Het rechterlid is met toepassing van de parallelogram.wet te schrijven 

als 

~ll$ll<4llrll
2 

+ 4llgll
2

) = llill<llrll
2 

+ llgll
2

). 

Kiezen we I lrl I = I lgl I = 1, dan volgt l<1>(f, g) I < 211$1 I, dus 

llct>ll .::.211$11-
Het tweede deel van de stelling. Laat cp symmetrisch zijn, en f, gE.H. 

· ia Kies a, r e.lR zo' dat cp ( f, g) = re • 

Dan is r = cp(e-1 af, g) = (volgens de polarizatiestelling) = 

= d[$(e-iaf + g) + $(e-iaf - g[l .::.dlllll{lle-iaf + gll 2 + lle-iaf'- gll 2 } = 

= a I Ill I( I l2e-iarl 12 + I lgl 1
2

)=1 Iii I a1s I lrl I = I lgl I = 1. ,. 
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Dus I I <I> 11 .:_ I I <P 11 , en met ·I I $ 11 .:_ I I <1> 11 geeft di t I I <1> 11 = 11 $ I I • 

Stelling 3. (representatiestelling voor bilineaire functionalen). Zij 

A: H + H een begrensde lineaire operator. Dan is qi gedefinieerd door 

qi(f, g) = (f,Ag)·een·begrensde·lineaire functionaal op H, terwijl 

ll<1>II = IIAII• 
Omgekeerd, als qi een begrensde·bilineaire functionaal is op een Hilbert-

ruimte H, dan bestaat·er een·ondubbelzinnig bepaalde begrensde lineaire 

operator A : H + H zo 1dat qi(f, g) = (f, Ag) voor alle f, gC:H. 

Bewijs: Het eerste deel van de stelling is reeds opgemerkt in blz. 41 

voorbeeld 1. Stel nu qi een gegeven begrensde bilineaire functionaal 

op H. Definieer voor gf H de lineaire functionaal} : H +~door 
g 

<Pg(f) = qi(f, g). Uit de representatiestelling van Riesz volgt dater 

bij elke g E: H een element g ¥,,. van H bestaat, zo 'dat <I> ( f, g) = ( f, g'¥.) 

voor alle f€. H. Men bewijst gemakkelijk dat de toevoeging g + g* een 

lineaire operator is van Hin zichzelf; we noteren deze met A~ Dan 

* volgt qi(f, g) = (f, g) = (f, Ag) voor alle fen gE:'H. 

Bovendien I jAg I I = I I <P 11 · < I I <1> 11 I I g I I • Dus I IA I I < I I <1> I I • Omdat vol-g - -
gens Cauchy Schwarz I I <1> 11 .:_ I IA I I geldt blijkbaar I IA I I = I I <I> I I• 

Dus A is ook begrensd en heeft dezelfde normals qi. Hiermede is de 

stelling bewezen. 

Gevolg. Voor een operator A van een Hilbertruimte Hin zichzelf geldt 

I IA I I = sup { I (Af, g) I I 11 f 11 = 11 g I I = 1 } • 

9. Geadjungeerde operatoren. 

Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbertruimte Hin zich­

zelf. Uit de representatiestelling van bilineaire functionalen volgt 

dater een ondubbelzinnig bepaalde begrensde lineaire operator A*be­

staat, zo'dat (Af, g) = (f, A*g) voor alle f, gER. De norm van A* is 

gelijk aan die van A. Deze operator A* noemt men de €iead,jungeerde .!!!!! A. 

Voor geadjungeerde operatoren gelden de volgende eigenschappen. 
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Stelling 1. 

1. A~ = A 

2. (A + B )* = A°~ + B* 

3. · (aA)* -A* = a 

4. (AB)* = B*A* 

* . ( *)-1 5. A inverteerbaar, dan ook A inverteerbaar, en A = 

Bewijs: 

1. Stel f·, g~H. Dan (f, A~g) = (A*f, g)·= (g, A*r) = (Ag, f) = (f, Ag). 

Dus (f, Ag - A~g) = 0 voor vaste gen alle fE.H. Dus Ag= A~g, 
\J • • ~ 
vgc:. H. Hieruit volgt A = A • 

2. Stel f, gf_H. Dan ((A+ B)f, g) = (f, (A+ B)*g). Ook ((A+ B)f, g) = 

= (Af, g) + (Bf, g) = (f, A*g) + (f, B*g) = (f, (A*+ B*)g). 

Uit de willekeurigheid van fen g volgt weer (A+ B)~ ~A*+ B*. 

3. Analoog. 

4. (AB f, g) = (Bf, A*g) = (f, B*A*g). Dus (AB)*= B*A*. 

5. Dit volgt gemakkelijk uit 4. 

Stelling 2. I JA*AJ I = I JAJ J
2

• 

Bewijs: I JA*Afi I~ I JA*J I· I IAfJ I < I JA*J I· I JAi I· I lfl I= I JAi 1
2

1 Jfl I • 

Dus I JA*AJ I ~ J JAJ J
2

• 

Anderzijds: JJAfJJ
2 

= J(Af, Af)J = J(f, A*Af)J ~ JJfJl·IIA*AfJJ ~ JJfJJ~ 

I JA*AI J. 

Dus I JA I I 
2 ~ I IA *A I I • 

Definities. Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbert­

ruimte Hin zichzelf. 

A heet hermitisch als A = A* 
. . A* -1 A heet unitair als = A 

A heet normaal als 

Voorbeeld. De loodrechte projectie op een gesloten lineaire deelruimte 

M van een Hilbertruimte, aangeduid met PM' is een unitaire operator. 

,. 
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Stelling 3. Voor een begrensde lineaire operator A zijn de volgende 

condities equivalent 

Bewijs: 

1 =<> 2 

2 =<> 3 

3 =<> 1 

1 • A is hermitisch 

2. De bilineaire vorm (Af, g) is symmetrisch 

3. De kwadratische vorm (Af, f) is reeel. 

(Af, g) ·=· (f, A":rg) = (f, Ag) = (Ag, f) 

Triviaal 

(f, Af) = (Af, f) = (Af, f) =· (r, A*f). Dus ((A* - A) f, f) = 0 

voor alle feH. De bijbehorende bilineaire vorm ( (A* - A) f, g) 

is ook nul vooralle f, gE:H (Polarizatiestelling). Dus 
* . * A - A= 0 i.e. A = A. 

Gevolg. A hermitisch ==>· ·I JAi I = I 1$1 J = sup{(Af, f) I I JrJ I = 1}. 

Stelling 4. Zij A eenbegrensde lineaire operator van een Hilbertruim­

te Hin zichzelf. Dan is A op·ondubbelzinnige wijze te schrijven als 

A= H1 + iH2 met H1 en H2 hermitisch. 

.. . . 1( *) 1 ( *) .. BewiJs: Kies H1 = 2 A+ A en H2 = 2i A - A ~ Dan ziJn H1 en H2 her-

m:itisch, terwijl A= H1 + iH2• H1 en H2 zijn eenduidig bepaald, want 

als H1 en H2 twee hermitischeoperatoren zijn met A= H1 + iH2 , dan 
* . . * . * ( ( . )* . *) geldt A+ A*= H1 + iH2 + H1 - iH2 = 2H1 merk op dat iH2 = -iH2 • 

Dus H1 = A;A , en op analoge wij ze volgt H2 = R(A - A*). Hiermede 

is het gestelde bewezen. 

Stelling 5. Zij A een begrensde lineaire operator van een Hilbertruim­
! 

te Hin zichzelf. Dan 

A normaal <=<> I JAf JI = I JA*f J J voor alle f~ H, 

Bewijs: <= I JAfJ 1
2 

= I JA*fJ I = (A*Ar, f) = (AA*r, f). Uit de willekeu-

* * righeid van f volgt AA =AA i.e. A is normaal (v.g.l, met bewijs 

van stelling 3 boven) 

=<> Triviaal. 
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1 o. Enkele eigenschappen· van··projeetieafbeeldingen 

Stelling 1. Zij · M· een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbert­

ruimte H, en laat·Pde projectieafbeelding zijn op M. 

Dan M = {fE.HI I jPfj I = I lfl I}. 

Bewijs: We weten al dat Pf= f <==t;> fEM. 

Als nu I I Pf 11 = I If I I dan volgt f· - Pf = 0 want volgens de stelling 

van Pythagoras geldt Jlfl 1
2 

= I jPfj lg + I If - Pfj 1
2

• 

Stelling 2. Laat Peen begrensde lineaire operator zijn van een Hil­

bertruimte Hin zichzelf. 

Dan: Pis een projectie op een gesloten lineaire deelruimte <==> P = p* 
2 en P = P. 

Bewijs: 

==> Zie voorbeeld op blz. 44. 
<= Definieer M = {fE.HIPf = f}. Dan is M een lineaire deelruimte van 

Hen is bovendien gesloten (want als {fhln = 1, 2, ••• , •• } een rij 

punten van His met Pf = f >n = 1, 2, ••• , 
n n 

dan is volgens de continuiteit van P (St. 1 

= P lim f = Pf). 
n 

n+oo 

die convergeert naar f EH, 

op blz. 38) f = lim Pf = 
. n-+oo n 

Het is nu voldoende aan te tonen dat f - Pf ..L M voor alle f€: H. 

Zij g<::.M. Dan (f - Pf·, g) = (f - Pf, Pg)= (f - Pf, p*g) = (Pf -

= (Pf - Pf, g) = O. 

Stelling 3. Men N zijn gesloten lineaire deelruimten van een Hilbert­

ruimte H; P, Q zijn de·projectieafbeeldingen op M respectievelijk N. 

Dan zijn de volgende condities equivalent: 

1. M..LN 

2. PQ = QP = 0 

3. P + Q is een projectie. 

BewiJs: 

1 ==> 2. Stel f E:: H, Dan Qf E: N, en omdat M ..1.. N, volgt Qf ...LM. 

Dus P(Qf) = o, d.w.z. PQ = O. Analoog bewijzen we QP = o. 
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2 ==> 3. We zullengebruik maken van de vorige stelling. (P + Q) 2(r) = 

= (P + Q)(P + Q)(f) = (P2+.PQ + QP + Q2 )(f) = (P + Q)(f). 

* * * (P + Q) = p + Q = p + Q. 

3 ==> 1. Zij gegeven dat P + Q een projectie is. 

fEM =>·· I lfl 12
.:. 11 (P + Q)fl 1

2 
=· ((P + Q)f, (P + Q)f) = 

= ((p + Q)
2
f, f) = ((P + Q)f, f) = (Pf, f) + (Qf, f) = I IPfl 1

2 + 

+ I jQfj 1
2 

= I lfl 1
2 

+ I jQfj 1
2 

==> Qf = o ==> f_LN. 

Analoog geldt fE:N ==> f ..LM. Dus M_LN. 

Gevolg. Als P + Q een projectie is, dan is het de projectie op M + N, 

Bewijs: Uit de vorige stelling volgt Ml_N. Dus M.lN is een gesloten 

deelruimte van H. Als f = (P + Q)f voor zekere fE.H, dan Pft:.M, QfE.N, 

dus fE.M + N. Is omgekeerd fE:.M + N dan volgt f = f
1 

+ f
2 

met f 1EM, 

f 2E:.N; dus (P + Q)(f1 + f 2 ) = Pf1 + Pf2 + Qf1 + Qf2 = f 1 + f 2 = f = 
= (P + Q)f. 

Al met al hebben we dus aangetoond dat M + N = {fEHl(P + Q)f = f}. 

Dus P + Q is de projectie op M + N. 

Stelling 4. Zij M, N, Pen Q als in de vorige stelling. 

Dan zijn de volgende condities equivalent. 

1. PQ is een projectie 

2. QP is een projectie 

3. PQ = QP. 

Bewijs: 

1 <=> 2 is duidelijk vanwege symmetrie-overwegingen. 

==> 3: PQ = (PQ)* = Q*p* = QP. 

3 => 1 : We pass en st. 2 op blz. 46 toe: (PQ )* = Q*p* = QP = PQ. 
2 2 2 (PQ) = PQ PQ = PP QQ = P Q = PQ. 

Gevolg. Als PQ een projectie is, dan is het de projectie op M~ N. 

Bewijs: fEM(') N _.,, Qf = f en PQf = Pf = f., 
Als omgekeerd PQf = f, dan volgt 11 f 11 = I jPQf I I .:. I I Qf 11 .:. I If I I , en 

dus jjQfj·j = jjfjj. Uit St. 1 blz. 46 volgt f€M, en analoog fE.N. 

Dus fE:.Mn N. 
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Opgaven. 

1. Zij A de operator van L 2( [a, b]) + L 2( [a, b]) gedefinieerd door 

-(Af).(x) = f b K(x, y)· f(y)dy, 
a 

waarbij K(x, y) een begrensde functie is die meetbaar is op [a, fl 
x [a, b]. 

a) bewijs dat A continu is 

* b) bereken A. 

2. Definieer A: 1
2 

+ 1
2 door A(a1, a2 , ••• ) = (a2 , a

3
, ••• ) 

(shiftoperator). Bereken A*. 

3. Laat F1, ••• , Fn lineaire functionalen zijn op een Hilbertruimte, 

en laat Geen lineaire functionaal zijn waarvan de kern de door­

snede van de kernen van F1, ••• , Fn omvat. 

n 
I 

i=1 
Dan bestaan A 1 , •• o , An E_ {!, zo' dat G = A. F .• 

l. l. 

4. (Lax-Milgram). Laat Been begrensde bilineaire functionaal zijn op 

een Hilbertruimte H met de volgende eigenschap: 

(a) Er bestaat een reele constante C zo'dat IB(f, f) I 2:._ cl lrl 12 ,Vf€.H. 

(zo'n functionaal heet wel een coercieve vorm). 

Zij G een lineaire functionaal op H. Dan bestaat g E:H zo 1 dat 

G(f) = B(f, g) voor alle fE.H, 

5. Een reele n x n matrix A= (a .. ) heet symmetrisch wanneer 
. l.J 

a .. = a .. 
l.J J l. 

voor i = 1, 2, ••• , n. Bewijs dat een n x n matrix symmetrisch is 

d.e.s.d. wanneer hij als operator op En hermitisch is. Zoek een 

analoog resultaat voor complexe matrices. 
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Colloquium "Lineaire Analyse" (1967-1968) 

Spreker E. Wattel. 

§11. De stelling van Baire 

Definitie. Een deelverzameling V van een metrische ruimte X heet 

nergens dicht indien het inwendige van haa.r afsluiting leeg is. 

(dus v°= ~). 

Voorbeelden: 1e. Een punt in de reele rechte is een nergens dichte deel­

verzameling. 

2e. Een Jordan kromme in het platte vlak is een nergens dichte deelver­

zameling. 

3e. Een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbertruimte is of de ge­

hele ruimte of nergens dicht. 

Definitie. Een deelverzameling van een metrische ruimte heet van de 

eerste categorie indien zij de vereniging is van een aftelbare collectie 

nergens dichte deelverzamelingen. 

Voorbeelden: In de reele rechte is elke aftelbare verzameling van de 

eerste categorie, daar elk punt nergens dicht is. 

In een discrete metrische ruimte is alleen de lege verzameling nergens 

dicht, dus ook alleen de lege verzameling is van de eerste categorie. 

Definitie. Een deelverzameling van een topologische ruimte heet van de 

tweede categorie als zij niet van de eerste categorie is. 

Stelling)• (Baire). Een niet lege open deelverzameling van een volledige 

metrische ruimte is altijd van de tweede categorie. 

Bewijs: Zij X een volledige metrische ruimte, met metriek p. Zij U een 

niet lege open deelverzameling van X en onderstel dat U van de eerste 

categorie is in X. Dan bestaat er een aftelbaar stelsel van nergens 

dichte deelverzamelingen 

' V= {V-li = 1, 2, 3, ••• n, 
1 

l 
••• j 
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00 

zodanig dat U V. = U. 
i=1 1 

Omdat de verzameling U open is, is ook U\V1 een open deelverzameling 

van X. 

Omdat V 
1 

nergens dicht is, heeft V 1 een leeg inwendige, dus V 1 ;/;) U, 

dus u\v1 is een niet-lege open de~lverzameling van X. 

Daarom is er wel een p~t x1 te vin'.den in U\ V 1 , zodanig dat er nog 

een open E-bol om x
1 

is, die nog geheel in U\ Y1 ligt, dus is er nog 

een p
1 

te vinden zodanig dat de gesloten bol om x
1 

Zij nu 

u1 = u,t 
1 

(x1) = {xlp(x, x 1) < ~P 1 } 

een open bol om x
1 

met straal ~p
1

• 

We kunnen nu op soortgelijke wijze aantonen, dat u
1
\ v

2 
een niet lege 

open deelverzameling is van X, en dus is ook hier een punt x2 te vinden 

en een straal p
2

, zodanig dat de gesloten bol 

Sp 2 ( x2) = { x I p ( x, x2) ~ p 2 }c U 1 \ V 2 • 

P1 
Het is duidelijk dat P

2 
< 2 . 

Zij nu u
2 

= U 1 (x2 ) = {xjp(x, 
l!P2 

Door inductie definieren wij •uit U 1···, V -,:· P ·~. -1-"-en x 1 een Pn en een x , . n- n - n- n- n 
zodanig dat p < ~P 1 en n n-

Terwijl U 
n 

Wij merken 

Sp (x )cu 
1
:\v. n n n... n 

: U, 1 ( X ) = { X I p ( X, X ) 
l!P n n n 

< ~p }~ n 

nu als eerste op dat p(x, 
n xn-1) 

be·vat is in U voor m > n, geldt bovendien n 

Pn-1 
< ~, en daar Um steeds 

Dus p(x, x) gaat naar O als n en m naar oneindig gaan, met andere m n 
woo~den: de rij {xn}:=, is een Cauchyrij, en daar X volledig is, is 



er een limiet x0• 

Zij n een willekeurig natuurlijk 
Pn 

alle m, dus p(x0, x) < - 2 < P • n - n 
Di t betekent, dat x

0
E. Sp ( x ) dus 

n n 
niet in V. n CX> 
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Dit betekent dat U "f U V , wat in tegenspraak is met de eerder ge­
n=1 n 

maakte veronderstelling. 

Wij. concluderen, dat U niet van de eerste categorie is, en dus is U van 

de tweede categorie. 

Definitie. Een metrische ruimte waarin elke open verzameling van de 

tweede categorie is heet een Baire-ruimte. 

Gevolg 1o Een Baire-ruimte is zelf van de tweede categorie. 

Gevolg .?_o Elke Hilbertruimte is een Baire-ruimte 

Bewijs: Een Hilbertruimte is een volledige metrische ruimte t.o.v. de 

metriek p(x, y) = I jx - YI Io 

Opgave: Toon aan dat de rationale getallen met de gebruikelijke metriek 

geen Baire-ruimte vormen. 

§12. De .stelling van Banach-Steinhaus 

Op een Hilbertruimte bestaat veelal meer dan een topologie. 

De meest gebruikte topologie is de sterke topologie of de normtopologie, 

die wordt geinduceerd door de norm. Een tweede topologie is de topologie 

der puntsgewijze convergentie of de zwakke topologie, en ook deze topo­

logie is voor sommige stellingen en toepassingen van belang. 

Definitie. De zwakke topologie is de topologie die wordt voortgebracht 

door de subbasis 

waarin 
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Een basisomgeving van een punt r0 in de Hilbertruimte met deze topologie 

bestaat uit al die punten f, waarvoor het inwendig product met een ein­

dig aantal g. minder dan e . verschilt van het inproduct van r
0 

en die g .• 
i gi i 

(Merk de overeenkomst op met de producttopologie, men kan de zwakke topo­

logie ook invoeren met behulp van een producttopologie). 

Lemma 1. Een rij fn convergeert naar f 0 in de zwa.kke topologie, dan en 

slechts dan indien (fn' g0 ) convergeert naar (f0, g0 ) int voor alle 

go E.H. 

Bewijs: Stel fn convergeert zwak naar f 0• Dan moet elke basisomgeving 

van f 0 bijna alle fn's bevatten dus ook elke subbasisomgeving. Neem eens 

zo' n subbasis omgeving Vg0, € ( f O), dan wil dat zeggen, ~at I ( f n - f O, g0) I 

< e zodra n > N, oftewel (fn - f 0 , g0 ) convergeert naar O in C , d.w.z. 

( f n, g0) convergeert naar ( f O, g0) voor elke g0 €. H. 

Omgekeerd, als (fn' g0) convergeert naar (f0 , g0 ), voor alle g0€H, dan 

geldt voor elk eindig stelsel g. en elk bijbehorend stelsel e., dater 
i i 

een stelsel N. bestaat zodanig dat l(f, g.) - (f0, g,)I = l(f - f 0 , 
i n i i n 

g.)I < e. zodra n > N .• Dus als N = max N., dan ligt voor elke n > N 
1 1 1 1 

het punt fn in de basisomgeving van f 0 , die gedefinieerd wordt door gi 

en ei' dit is 

(' Vg. e. (f0 ). 
1 i, 1 

Oftewel: fn convergeert naar r0 in de zwakke topologie. 

Definitie. fn convergeert zwa.k naar f 0 , indien fn convergeert naar r0 
in de zwakke topologie. 

Wij noteren dit met fn~ f 0• 

Een rij fn convergeert sterk naar r0 indien I lfn - f 0 1 I+ o. 
Wij zullen dit aangeven met fn + f 0• 

Definitie. Een deelverzameling A van een Hilbertruimte heet sterk be­

grensd indien zij begrensd is. d.w. z. (]NE:.IN)(\lf€A): I If 11 < N. 

Een verzameling A heet zwa.k begrensd indien zij 11begrensd11 is t.o.v. 
,. 
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de zwakk.e topologie. Dat wil zeggen: 

< N • g 

Lemma 2. Convergeert een.rij fn sterk naar r0 in een Hilbertruimte H, 

dan convergeert zij ook zwak naar r0• 

Bewijs: Kies een g0 eH; g0 ¥ O en kies een e: > o. 
Dan is er een Ng0 te vinden zodanig dat voor alle n > Ng0 

e: I If f 11 < ........ - ....... dus nu geldt: 
n - o I lg0 11 

l(rn, go) - (ro, go)I = _l<rn - ro, go)t 2- rlrn - rol 1-1 lgol I< e: 

zodra n > Ng0• Dus wij concluderen met behulp van lemma 1, dat fn zwak 

convergeert naar r0• 

Lemma 3.. Zij A een sterk begrensde verzam.eling van een Hilbertruimte H. 

Dan is A oak zwak begrensd. 

Bewij s: Zij g0 €. H en zij NE: IN', zoda.nig dat N .::_ I If I I voor alle fE: A. 

Dan geldt : I ( f, g0 ) I 2- 11 f I I • 11g0 11 2- N. 11g0 11 voor alle fE A. 

Dus voor alle g0E.H is I (f, g0 ) I begrensd voor alle fEH, dus A is zwak 

begrensd. 

In een oneindig dimensionale Hilbertruimte is niet elke zwak convergente 

rij ook sterk convergent. 

Dit zien wij uit het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld: Zij {e In= 1, 2, ••• } een orthonormale rij in een Hilbert-n . 
n 

ruimte H. Daar ) j(ei,,g0 ) I.::, I jg0 J I voor alle g0e.H, is de reeks 
i=1 

(ei' g0 ) sommeerbaar, dat wil zeggen j(ei, g0 )J + 0 als i ➔ m, oftewel 

e. convergeert zwak naar o. 
1 

De rij e convergeert echter niet in norm, en is zelfs geen Cauchyrij, n 
omdat volgens de stelling van Pythagoras 11 e - e 11 = •'2. voor alle n m ye., 
n ::/- m. 

Het omgekeerde van lemma 3 geldt wel. Hiertoe bewijzen wij eerst de 

stelling van Banach-Steinhaus. 
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Stelling 3. (Banach-Steinhaus). 

Zij OL een familie van begrensde lineaire operatoren A, en zij OL(x) = 

{AxlAeot} sterk begrensd voor alle xE.H dan is ook { I IAI I I Ac.Ol..} be­

grensdo 

Bewijs~ Neem aan~ Vn = {xi I IAxl I .:_ n voor alle AEOl..l. 

Daar voor elke xGH de verzameling { I IAxl I jAe.Ot} begrensd is, volgt 
00 

dat U V = H. 
n=1 n 

De verzameling V is gesloten voor elke n. n 
Want~ Stel x. is een rij, die geheel in V ligt en convergeert naar een 

1 n 
punt x0• Dan geldt, dater voor ~lke £ en elke operator A een getal 

No(£, A) bestaat, zodanig dat I lxi - xol I < I 111 I zodra i > No(£, A). 

Hieruit volgt dat 

Daar voor alle Aeot geldt dat I IAxi 11 .:_ n volgt dat I 1Ax0 11 .:_ n dus V n 

is gesloten. 

Volgens de stelling van Baire is H niet de vereniging van een aftelbare 
00 

collectie nergens dichte deelverzamelingen. Uit UV = H volgt dus, 
n=1 n 

dat niet alle V nergens dicht zijn, dus er is een NE. IN zodanig dat VN 
n -

is niet nergens dicht, dus ~ # ~. 
Daar VN gesloten is, volgt dat V~ ¥ ~. 
Er is dus zeker een punt x0 in het inwendige van VN en een straal £

0 
> O, 

zodanig dat 

Verder geldt voor alle AE.OL en elke xEH dat 

A(x) = -A(-x). dus I IA(x) 11 = I IA(-x) ! I• dus -x0E VN. 

daar J 1Ax0 j J .::_ N voor alle AEOl. 

Stel nu yEH en I !YI I.::_ £0• Dan is y = Hx0 + 2y) + H-x0 ). 

Kies een Aeot. Dan geldt: 

.::_~I IA(x0 + 2y) 11 + ~ I IA(-x0 ) 11 .:_ ~N + ~N = N, daar A lineair is, 



55 

en 11 ( x0 + 2y) - x0 11 .::_ 2e: 0• 

Dus wiJ mogen concluderen dat fy I I IY I I .::_ e: 0}c. VN. 

Zij nu z E.H met I I z I I = 1 dan geldt dat 11 e: 0z I I = e: 0 • 

Dus voor alle Ae. Ol geldt dat I IAe: 0z I I = e: 0 I IAz 11 .::_ N. dus I jAz 11 .:. ! • 
Dit geldt voor alle z met 11 z I j = 1, dus I IA 11 .:::. !

0
• Dit geldt voor O 

alle Ae.ot__, dus { I IA I I IAe<..lt} is begrensd. Dit bewijst de stelling. 

Gevolg 1 o Als een verzameling A in een Hilbertruimte zwak begrensd is, 

dan is zij ook sterk begrensd. 

Bewijs :. Een verzameling A heet zwak begrensd, indien voor iedere gG.H 

een Ng E IN best aat , zodanig dat voor alle f €. A geldt dat I ( f, g) I _:::. Ng , 

en dit is hetzelfde als I (g, f) I < N • 
- g 

Beschouw nu f als een lineaire functionaal, die aan elke g£H het com-

plexe getal (g, f) toevoegt. Dan is f een lineaire operator, en de norm 

van f als operator is gelijk aan 11 f I I• 

We kunnen dus A beschouwen als een collectie van lineaire oper~toren f, 

zodanig dat voor elke gE H {f(g) lf~A} begrensd is. Er is dus voldaan 

aan de voorwaarden van de stelling van Banach - Steinhaus en wij vinden 

dat er een N bestaat, zodanig dat voor alle f€.A geldt, dat I If I I < N, 

oftewel, de verzameling A is sterk begrensd. 

Gevolg 2. Als voor alle g £ H de rij ( f , g) een limiet heeft, dan is de 
n 

rij f zwak convergent. 
n 

(Le. er bestaat een r 0 zodanig dat fn-\, r 0 ). 

Bewijs: (g, f) = (f, g); dus als (f, g) een limiet heeft voor alle 
- n n n 

gEH, dan ook (g, f ). Opnieuw beschouwen wij f als een collectie n n 
lineaire operatoren op de Hilbertruimte H, en we beschouwen de rij van 

complexe getallen f (g). Deze nadert voor elke g naar een limiet die 
n 

we noem.en:f(g). Kies een e: > o. 
jf(ag + Bh) - af(g) - Bf(h) I < lrn(ag + Bh) - afn(g) - Bfn(h) I+ 

+ 3e: zodra n > N0(ag, e:) en n > N
0

( Bh, e:) en n > N0{.ag +B h, e:). Wij 

ccncluderen dat f(ag + Bh) = af(g) + B(h) dus de functionaal f is lineair. 
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Voor elke gE.H is bovendien f If (g) I I ne.N} begrensd, dus de collectie n 
{I jf I I} is begrensd volgens Banach Steinhaus. Hieruit volgt dan direct, 

n 
dat de limietfunctionaal f ook begrensd is. 

Volgens de representatiestelling van Riess bestaat er nu een element 

f OE. I-!, zcdanig dat 

f{g) = (g, f
0

) voor alle gE.H, 

terwijl (g, fn) nadert naar (g, f
0

) voor elke geH. 

Dit betekent, dat (fn, g) nadert naar (f0 , g) voor alle gE:.H, dus fn 

is zwak convergent. 

Toepassingen van de stelling van·Banach - Steinhaus. 

1. Stelling (Landau). 

Zij a= (a
1

, a
2

, ••• , •••) een rij complexe getallen, en onderstel, dat 

I ak~ convergeert voor elke rij x 
~, co 

convergeert. Dan convergeert ook l 
k=1 

co 

x2 , ••. ) waarvoor I lxkl 2 

k=1 

Bewijs: Beschouw de Hilbertruimte, bestaande uit alle kwadratisch con-

vergente reeksen. 

Dan is voor elke n de functionaal bn die aan ( x
1 
·, x

2 
,. • •• ) toevoegt 

n 
l ak~ een lineaire functionaal, die bovendien nog begrensd is, want 

k=1 
n 
l lak.~ I < n •. max lak.xk I .:. n. max lak I, als alle ~ .:. 1; dus ook 

k=1 1<k<n 1<k<n 

als I I x 11 ..:. 1 • 

Wij mogen dus concluderen, dat de collectie van lineaire operatoren 

B = {b In= 1, 2, ••• f zwak begrensd is, dus ook dat zij normbegrensd n 
is. De norm voor een functionaal wordt gedefinieerd door I jb I 1

2 = n n 

I 
k=1 

2 
lak I • 

Wij mogen dus concluderen, dat 3N zodanig dat I lbn 11 < N voor elk na-

· t;uurlijk getal n, en dus geldt 

tisch convergent. 

co 2 I I¾: I .:. N, dus de rij ¾: is kwadra­
k=1 

' 
2: Matrixvoorstelling van begrensde lineaire operatoren in 12 • 
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Laat (e.)~ 1 een basis van 1
2 ziJ0 no We definieren de matrix elementen 1. 1.= 

tik (i ~ 1, k.:. 1) van een begrensde lineaire operator T als volgt: 

(i~1,k>1). 

Stelling. Met bovenstaande definities geldt: 

als x = 

waarbij 

(x1, x2 , ••• )E.1
2 

waarbij xk = (x, ek) dan is Tx = 
00 

l tik~ convergent 1.S en bovendien Ilz t.k~l
2 

k=1 i k 1. 

00 

BewiJ,s: Het is duidelijk uit de definities van T en tik' dat Te 
oo k 

= 

l t.ke .• Evenzo is het duidelijk uit de lineariteit 
i=1 1. 1. 00 

continuiteit van T, dat I t.kx.e. = Tx indien x = 
k .1 1. kl. 

~an T, en uit de 

( x 1 , x2' 0 o C ) , 

00 00 00 ,1.= 00 

want x = l (x, ek)ek = l xkek dus Tx = 
oo k=1 k=1 
l tikxkei • 

i=1 

M.b.v. de relatie van Parseval vinden we 

00 00 00 

I IT I 1
2 

= X I I ( l l t . k~ e . , e . ) I 2 
k=1 i=1 1. 1. J j=1 

= l I l t.kxkl
2

• 
j k J 

Daar I IT I I 2 
< 00

, is 
X 

I l I t.kx. 1
2 

< 00
• 

j k J k 

S~~llins.. Laat gegeven zijn een stelsel cmplexe getallen t
1
.k, zodanig 

\ 2 
dat voor elke x = (x1, x

2
, ••• )E:l geldt: 

I I I t.kx. 1
2 

< 00 

i k 1. k 

2 2 Dan bestaat er een begrensde lineaire operator T: 1 ➔ l zo dat geldt: 

(i..:'.:_1,k>1) 

(doWoZ. de tikYs zijn de matrixelementen van T). 
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Bewijs: Uit (*) volgt: 

r It ik I 
2 

< 00 
( k ~ 1 ) ( neem X = ek) • 

1 

Uit (*) volgt bovendien: 
00 

voor alle x = (x1, x2 , ••• )E..1
2 convergeert l tik~ (i ~ 1). 

00 k=1 
Volgens toepassing 1 is dan ook l lt.kl 2 

< 00 • 

k=1 1 

We definieren nu de operatoren T : n 

n 00 

T x = l ( l t.kx. )e .• 
n i=1 k=1 i K i 

Dan is T lineair en ook begrensd want 
n 

2 n 00 2 
= llxl I ( l I l t.kl ). 

i=1 k=1 1 

Dus 

Verder zien we: 

Dus 

I IT x 11 < C(x) Vn. 
n - ' 

Passen we de Stelling van Banach - Steinhaus toe, dan vinden we 

n 00 

Daar T x = l ( l t.kx. )e. 
n i=1 k=1 i K i 

en daar 



We definieren Tx = lim T (x) 
n~ n 
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Dan is Teen lineaire en begrensde operator en er geldt 

Stelling 4. Zij H een Hilbertruimte en zij A een lineaire operator van H 

in Ho 

Dan zijn de volgende eigenschappen aequivalent. 

1e. A is een continue functie van H met de normtopologie naar H 

met de normtopologie, 

2e. Ai~ een continue functie van H met de zwakke topologie naar 

H met de zwak.ke topologie. 

3eo A is een continue functie van H met de normtopologie naar H met 

de zwak.ke topologie. 

Bewijs: 1e. Onderstel A is een continue operator van H met de sterke 

topoiogie naar H met de sterke topologie. 

Om aan te tonen, dat A oak continu is voor H met de zwakke topologie 

in zichzelf, is het voldoende om aan te tonen, dat het oerbeeld van een 

subbasiselement voor de zwakke topologie, een open verzameling is van 

H met de zwak.ke topologie; en wegens de homogeniteit van een lineaire 

topologische ruimte is het voldoende om dit aan te tonen voor een sub­

basiselement om O. 

zij Vg0,e: (o) = {At j(Ar, g0 ) < e:}. 
Zij A* de geadjungeerde van de operator A. Nu is 

A-
1 

(yg0,e:(o)J = {rj(Ar, g0 ) < e:} = {rl(r, A~g0 ) < e:}. 

maar deze laatste verzam~ling is precies V .x. 
A go ,e: 

element en dus open. 

(0) dus een subbasis-

In het algemeen is dus het oerbeeld van een subbasiselement open, en dus 

is A zwak-zwak continu. 

2e. Onderstel dat A is zwak-zwak continu. 

Om aan te tonen dat A sterk-zwak continu is, is het voldoende om aan te 

tonen dat de sterke topologie sterker is dan de zwakke, en dan volgt dit 

gedeelte uit het feit, dat A gelijk is aan de samenstelling van de iden­

tieke operator met A. 
<,., 
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Zij VgO,e (r0) een subbasisomgeving om r0• We tonen aan, dat 

een open omgeving is van t 0 in de sterke topologie. VgO,e = 

dit ook 

f4f<r - f'o, go)I < e}. 
Nu is {fl I If - f 0 1 I < .... 1 .... 1:-

0
-1-1 een omgeving van r0 in de sterke topologie. 

In deze verzemeling is ook I (f - r0 , g0 ) I < e, daar I (f' - t 0 , g
0

) I ~ 
11 r - r O I I• 11g0 11 < e en dit bewijst dat de sterke topologie sterker 

is dan de zwakke topologie, en dus is A sterk-zwak continu.3e.Neem aan dat A sterk­
Definieer nu een functionaal Af voor elke re H met 11 f 11 = 1 oiwa~ continu is• 

volgende wijze: 

Af(g) = (g, Af). Deze functionaal is lineair want: 

Af(ag + Bh) = (ag + Bh, Af) = a(g, Af) + B(h, Af). 

Kies nu een g0e:H. Dan is Vgo,e een open O omgeving in de zwakke topologie. 
-1 fi 1 . . . A Lvg

0 
bevat een open 0-omgeving in de sterke topologie, b.v. ,e 

{rl I lrll < o}. 
Nu is A lineair, en voor alle f met I If I I = 1 geldt, dat A (~·f)EVg0 , o ~ ,e 
of'tewel l(A 2 f', g0) I < e dus l(Af, g0) I < % ,2 dus d.w.z. dat 

l(g0 , Af)I < f. 2 dus Af(g0 ) is een begrensde collectie complexe ge­

tallen. 

Volgens, Banach - Steinhaus geldt nu, dat dus ook I IA£' 11 begrensd is, 

en dit betekent juist dat I IA I I bestaat, want I IA I I = su~ I IA£' 11= 
sul.' I IAf I I dus A is een begrensde lineaire operatJt~ IJ:.Jr. z. een 

llt I 1=1 
sterk-sterk continue operator. 

De drie gedeelten semen bewijzen de stelling • 

.91>gav~1:• 
1. In een eindig dimensionale Hilbertruimte vallen de zwakke en de sterke 

topologie semen. 

2. Als Been zwak gesloten deelverzemeling is van een Hilbertruimte, dan 

is Book sterk gesloten. Het omgekeerde geldt niet. Gee£' hiervan een 

tegenvoorbeeld. 

Als Been sterk gesloten lineaire deelruimte is, dan is Book zwak 
/ 

gesloten. 
,. 
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3. Bewijs, dat de norm en het inproduct zwak continu zijn. 

4. Bewij s dat als f zwak naar f convergeert, en als I If 11 -+ I If 11, n n 
dan convergeert f sterk naar f. 

n 
5. Een rij f convergeert dan en slechts dan sterk naar f, als (f, g) n n 

uniform convergeert naar ( f, g) voor alle g met 11 g 11 = 1 • 

6. Zij A = {~ In = 1, 2, ••• } dan is oe.A" (d. i. de zwakke af-n 
sluiting van A). Stel dat een deelrij van A zwak naar O convergeerde, 

dan zou deze rij zwak, en dus ook sterk begrensd zijn. Hieruit volgt, 

dat H met de zwakke topologie niet metrizeerbaar is, 

(Men kan echter wel bewijzen, dat de eenheidsbol met de zwakke 

topologie wel metrizeerbaar is). 

7. Zij B een bilinaire functionaal; bestaat er nu voor elke f e:H een 

* Cf en een Cf, zodanig dat voor elke ge.H 

I B ( f, g) I 2- C ·t' I I g I I en 

IB(g, f) I 2- c; Ilg 11, 
dan is de bilinaire functionaal B begrensd. 
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Collog,uium "Lineaire Analise" (1967-1968) 
p 4 

Spreker: H.GoJ, Pijls 

[13. Het spectrum van een begrensde lineaire operator. 
• • • ( Q t . • - $ ' 

Definitie 1. Laat Leen lineaire ruimte overt zijn en laat A een 

lineaire afbeelding van L in zichzelf zijn, Een getal A e. ~ heet 

eigenwaarde van A als er een vector f # 0 in L bestaat met A f = A f; 
~ .. ....~ 

elke f met A f = A f heet eigenvector bij An 
I@ - p 

Voorbeeld 

Als A een lineaire a:f'beelding van fn in zichzelf is (A is te represen­

teren als een complexe n x n-matrix) dan geldt: 

A is eigenwaarde van A d.e.s,d. als det (A-AI)= 0° 

(I is de eenheidsmatrix) 

Stelling ,1. Laat A een lineaire begrensde hermitische operator zijn op 

een Hilbertruimte H (His een lineaire ruimte over~), dan gelden de 

volgende beweringen: 

a) als AE.C een eigenwaarde van A is, dan is A reeel, 

b) als A- eigenwaarde van A met eigenvector f. is (i = 1,2), waarbij 
1 1 

A1 # A2 , dan is r 1 J. r2• 

c) als Leen lineaire deelruimte van His die invariant is onder A 

(Le, A (L)C:L), dan is ook L .L invariant ender A. 

bewijsi 

a) Er is een f # 0 in H met A f = A f. 
' 

Dus: A(f,f) = (A f, f) = (f, A f) = r (f, f). 
Daar f # 0 is, volgt: A= I. 
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b) Uit a) volgt dat A
1 

en A
2 

reeel zijn. 

Dus: \ 1(t1,t2 ) = (A f 1,r2 ) = (f1, A f 2 ) = A2(t1,r2 ). 

Daar A
1 

¥ A
2 

is, volgt: (r
1

, f
2

) = o. 
c) Voor alle f 6 L geldt: A f S L, 

Als g e. LJ., dan is (A f, g) = 0 voor alle fS. L; en dus ook (f,A g) = 0 
. .L 

voor alle f 6 L, 1. e, A g 6 L • 

Laat A een begrensde lineaire operator op een Hilbertruimte H zijn en 

laat I de identieke operator op H zijn. 

Uit Def. 1 volgt: 

is geen eigenwaarde van A~N(A-AI) = (o). 
(i.e. A-~I is eeneenduidig) 

Ofwel: 

A is geen eigenwaarde van A+->de lineaire operator (A ... U )-1 bestaat 

(het definitiegebied van deze operator is D((A-AI)~1) = R(A-AI)); 

we merken hierbij op: 

) ( ) -1 . . . . (( )-1) a A-AI is n1et noodzakel1Jk begrensd op D A-AI • 

b) D((A-AI)-1
) = R(A~AI) is een lineaire deelruimte van H, die niet 

noodzakelijk gesloten is. 

Deze overwegingen geven aanieiding tot de volgende definitie 

Definitie 2. Laat A een begrensde lineaire operator op H zijn, dan heet 

AS~ een rezylier punt van A als geldt: 

( i) (A-;u )-1 bestaat · 

(ii) (A-AI )-1 is begrensd op D((A-AI )-1 ) 

(iii) R(A-AI) is dicht in H. 

Het spectrum van A is de verzameling van alle punten die niet regulier 

zijn. 
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Definitie 3o Een lineaire operator A op een Hilbertruimte H heet 

naar beneden begrensd als er een constante c > 0 bestaat zodanig 

dat I IA f I I~ ~. c I If I I voor alle f e. H. 

a
Lemm) a: Als Been begrensde lineair{e ~rerator op H ~s, dan geldt: 

B is naar beneden begrensd ~ _J3 bestaat en is begrensd 

· pp D(B'"'1 ) = R(B). 

b) Bis naar beneden begrensd......, R(B) is gesloten. 

bewijs: 

a)_.. Er is een constante c > O zo dat 

11 B f 11 > c 11 f 11 voor alle f 6 Ho 

Dus B-T bestaat {en is gedefinieerd OP R(B))o . -
' (*) 

. -1 . ( ) Als B f = g 9 dan 1s f = B go U1t * volgt dan: 

I I B-
1 
g 11 < .!. I I g I I voor alle g 6 R ( B) • -c 

Dus B ... 1 is begrensd op R(B)b 

~ Als B f = g ep als B ... 1 bestaa~, dan is duidelijk dat l~,) uit 

(~) volgt. 

b) Stel g 6 R(B) 

Er is dan een rij (f )' in H zo dat lim Bf = g. n n-+eo n 
De rij ( B f ,, ) is dus een fund8lllentaalrij. 

n 
Nu is B naar beneden begrensd i.e. er is een constante c > 0 zo dat 

I I B f I I ~ c I If I I voor alle f S H. 

Uit de relatie: 

I Ir n · - f m 11 ~ ! 11 B f n - B fm 11 

volgt dat ook de rij ( f ) een fund8lllentaalrij is dus convergeert, 
n 

stel naar f (i.e~ lim f · = f)p n-+eo n 
Daar B begrensd is volgt hieruit lim Bf =Bf. 

n n -+eo 

Dus B f = g en gs. R(B), Dus R(~) is gesloteno 

,. 
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Gevolg. Laat A een begrensde lineaire operator op H zijn. 

Dan geldt: 

a) is een regulier punt van A<==> (A-\I) is naar beneden begrensd en 

R(A-lI) is dicht in H. 

b) >. is een regulier punt van A-==> R(A-AI) = H 

bewijs: 

a) Dit volgt uit Defo2 en het vorige lemma a), 

b) Als A een regulier punt van A is , dan volgt ui t a) , 

dat (A-AI) naar beneden begrensd is. Vanwege het vorige lemma b) is 

dan R(A-AI) gesloten. Daar R(A-\I) dicht is in H, volgt dat R(A-\I) = H 

OJ?!ll:erking 
i 

We hebben bewezen: 

A is een regulier punt van A ==> N(A-AI) = (0) en R(A->.I) = H 

(i.e. A->.I is een eeneenduidige 

afbeelding van H .2E. zichzelf) 

Het omgekeerde hiervan blijkt ook waar. 

Dit volgt uit de volgende 

Stelling: Als Been eeneenduidige begrensde lineaire afbeelding van H 

.2E. zichzelf is dan is B naar beneden begrensd (dus B-1 is continu). 

Deze stelling is een gevolg van de stelling van de 

gesloten grafiek, een van de grondstellingen van de lineaire analyse, 

We bekijken nu het speciale geval dat dim H <~is. 

Stelling 2° Als dim H < 00 is (dan is H = ,n voor zekere n), dan geldt 

a) iedere lineaire deelruimte van His gesloten. 

b) iedere lineaire operator op His begrensd. 
' c) N{A-AI) = (0) <==> R{A-AI) = H. 

{i, 
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bewijs: 

c) Dit volgt uit de volgende Stelling uit de lineaire algebra: 

Stelling Als Teen lineaire afbeelding van ,n in zichzelf is, dan 

geldt: 

dim N(T)+ dim R(T) = n 

Gevolg. Laat A een lineaire operator op een e~ndig-dimensionale 
' 4 

Hilbertruimte H zijn. Dan geldt: 

A 6- q: is eigenwaarde van A <=-> A behoort tot het spectrum van A. 

bewijs: 

We moeten bewijzen: 

A is geen eigenwaarde van A<-> A is een regulier punt van A. 

Uit Def.2 volgt onmiddellijk: als A een regulier punt van A is, dan is 

A geen eigenwaarde van Aa 

Als nu omgekeerd A geen eigenwaarde van A is dan is N(A-AI) = (0) dus 

(A-AI)-1 bestaat. Daar H eindigdimensionaal is, is (A-AI)-1 begrensd 

op R(A-71.I), terwijl ook R(A-AI) = H (Stell,2), 

Dus A is een regulier punt van A, 

Voorbeeld 1. 

We beschouwen de operator A: 1
2 ➔ 1

2 die gedefinieerd wordt door 

A(x1, x2, oo•) = (O, x1, x2 , , •• ) (de shift-operator)o Het punt OG. t 
is geen eigenwaarde van A, maar behoort wel tot het spectrum van 

A (A is naar beneden begrensd omdat I IA xi I = I !xi I voor alle xe 12; 

maar R(A) is niet dicht in 12 ) 

Voorbeeld 2. 

Laat (ak) een begrensde rij van complexe getallen zijn. We definieren 
2 '2 

de afbeelding A: 1 ➔ 1 als volgt :A(x1, x2 , • •• , ~• ••• ) = 

= (a1 x1,°'2 x2, •••, °'k ~, ••• ) 
Voor k = 1,2, ••P definieren we: 

ek = (ek1, ek2, •••, ekj' ••• ) met ekj = okj" 



Er gelden de volgende beweringen: 

a) 11. E. ¢ is eigenwaarde van A <=--=--> er is een k zo dat 11. = ak. 

bewijs ~ 

<= Iedere ak is eigenwaarde van A (immers Aek = ak ek). 
2 

-> Stel 11. #- ak voor alle k terwijl A x = 11. x voor zekere x € 1 • 

Nu is (A-11.I)x= ((a
1
-11.)x

1
, (a2-11.) x2 , ••• ). 

Dus (ak-11.)~ = 0 voor alle k. Dus x = o. Dus 11. is geen eigenwaarden van A. 

b) Zij V de afsluiting van de verze.meling faklk = 1,2, ••• }. 

Dan is het spectrum van A gelijk aan v. 
bewijs: 

We tonen eerst a.an dat ieder punt 11. dat limietpunt is van de 

verze.meling {aklk = 1,2, ••• } behoort tot het spectrum van A. 

Als 11. een limietpunt van de verzameling faklk = 1,2, ••• } is, dan is er 

eenrij (k.) = zo dat ak. -),J a.ls i -+ 00 • 

J. ' 1 J. = J. 

Daar 11 (A-11.I) ek. 11 = la k. - ;\ I -+O a.ls i -+ co is (A-11.I) niet naar 
J. J. 

beneden begrensd, dus 11. behoort tot het spectrum van A. 

Nu tonen we a.an dat ieder punt 11. e, V regulier voor A is. 

Als A@ V dan is er een get al d > 0 zo dat I ak - A 1---- >d voor alle k 

(Vis gesloten, zelfs compact). 

Dan is I l(A-;\I)x 11 > d I lxl I voor alle x €12, dus (A-11.I) is naar 

= H; immers a.ls y = (y
1

, y 2 , ••• ) 

beneden begrensd. 

Verder is R(A-11.I) 
2 d . 6 1 , an 1 s ook 2 element van 1 (ga na), 

fl O 0 ) 

terwijl (A-11.I)x = y. 

Op~aven 

1. Bewijs, dat iedere compacte deelverzameling van~ spectrum is van 

een zekere begrensde operator op 12 • 

2. De operator A: L2 ( [a,b]) """"'4• 12 ( [a,b]) wordt gedefinieerd door 

A f(x) = x f (x) (fE. 12([a,b])) 

Bewijs dat A geen eigenwaarden heeft. 

Bewijs dat het spectrum van A gelijk is aan [a,b]. 
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§14 Compacte Operatoren~ 

In de vorige paragraaf hebben we laten zien dat operatoren op een 

oneindigdimensionale Hilbertruimte essentieel andere spectraal eigen­

schappen (i.e. eigenschappen van het spectrum) ku.nnen bezitten als 

operatoren op een eindigdimensionale Hilbertruimte. We gaan nu een 

klasse van operatoren beschouwen waarvan het spectrum zeer veel 
11 lijkt" op dat van operatoren in een eindigdimensionale Hilbertruimte 

nl. de klasse van de compacte operatoren. 

Stelling 1. Laat H een Hilbertruimte zijn en laat S = { x I 11 x 11 < 1} 

de gesloten eenheidsbol in H zijn. 

Dan geldt: 

S is compact <-> dim H < 00 • 

bewijs: 
n <=Als dim H eindig is; dan is·H = ~ voor zekere n. 

Sis dan compact op grond van de stelling van Balzano-Weierstrass. 

-> Als dim H oneindig is_dan is er zeker een orthonormale rij 

(e) 
00 

1 in S. Daar I le -e I 12=2 als n ¥ m, bezit (en)n __ 
00 

1 geen n n = n m 

deelrij die convergent is. Dus Sis niet compact. 

Opmerking 

We hebben verder de volgende equivalentie: 

Sis compact<-> als Been begrensde verzameling van His dan is B 

relatief compact (i.e. Bis compact). 

bewijs: 

<=Sis begrensd en gesloten. 

=> Als Been begrensde verzameling is, dan geldt: 

BC {x I I Ix I I 2., n} voor zekere n. Uit deze opmerk;Lng volgt nu de 

bewering. 

Definitie 1. Een lineaire operator K 

Hin zichzelf·heet compact als geldt: 

H + H van een Hilbertruimte 

als Been begrensde verzameling is dan is K(B) relatief compact 

(i.e. i«BT is compact). 
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Lemma. Zij K H + H een lineaire operator van een Hilbertruimte H 

in zichzelf. 

De volgende beweringen ziJn dan equivalent: 

a) T is compact. 

b) Als (f) een begrensde rij is, dan heeft de rij (Kf) een conver-
n n 

gente deelrij. 

c) T (S) is relatief compact (S = {xi I lxl I < 1}). 

bewijs: 

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de definities ende volgende opmerking: 

een verzameling ACH is relatief com.pact d.e.s,d als iedere rij (f ) n 
in A een convergente deelrij heeft). 

Stellin& 2. 

a) Als Keen compacte operator is, dan is K begrensd. 

b) Als K compact en T begrensd is, dan zijn KT en TK compact. 

bewijs: 

a) Als K niet begrensd is, dan is er een rij (f) met I Ir I I = 1 
n n 

en I I Kf 11 > n; de rij (Kf ) heeft dan geen convergente deelrij. n n 
b) Als {f} begrensd is, dan is {Tf} begrensd. n n 

Als (Kf) convergent is, dan is (TKf ) convergent. 
n ~ 

Uit deze twee opmerkingen volgt de bewering. 

Opmerking 

Het omgekeerde van a) geldt niet. Imm.ers de eenheidsoperator I in een 

oneindigdimensionale Hilbertruimte His begrensd maar niet compact 

(dit volgt uit Stell.1). 

Definitie 2. Een lineaire operator T : H + H heet van eindige rang 

als de beeldverzameling R(T) van T eindig-dimensionaal (R(T) is altijd 

een lineaire·deelruimte van H). 

Stelling 3. Zij Keen lineaire operator op H. Onderstel dat K begrensd 

en van eindige·rang is. Dan is K compact. 

bewijs: 

Is (f) een begrensde rij, dan is (Kf) eenbegrensde rij in een n n 
eindigdimensionale ruimte en heeft dus een convergente deelrij. 
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O~ave 

Gana dat een lineaire operator die van eindige rang is niet nood­

zakelijk begrensd hoeft te zijno 

Stelling 4. Zij K een compacte operator op Ho, Dan geldt: 
', 

als de rij (f) zwak convergent is, dan is (Kf) convergent. 
n n 

bewijs: 

Laat f -> f. Dan is ook: Kf ---'> Kf (Stello4 blzo59). 
n n 

We moeten nu aantonen: Kf -.;:. Kfo 
n 

Stel dat deze bewering niet juist zou ziJn. Dan is er een deelrij 

( f 1 ) zo dat I I Kf ' - Kf 11 > e: voor zekere e: ; Oo n n 
Daar (f ') zwak convergent is, is {f '} begrensd (dit volgt uit de n n 
stelling van Banach-Steinhaus). Dus {Kf 1 } is relatief compact. n 
Laat (Kf ") eendeelrij van (Kf ") zijndie in sterke (dus ook in 

n n 
zwakke) zin convergeert, stel naar g (dus Kf 11 ->g). n 
Daar Kf" -> Kf, volgt g = Kf (uniciteit van'de zwakke limiet). 

n 
Dus Kf 11 -> Kf. Dit is in tegenspraak met: I !Kf 1 - Kf I I > e: > O. n n 
Hiermee is de stelling bewezen. 

Stelling 5o Zij Keen lineaire operator op een Hilbertruimte H. 
* .. Laat K begrensd en K K compact ziJn. 

Dan is K compact. 

bewijs: 

Neem een willekeurige begrensde rij (f) in H. Dan heeft (K *Kf) 
n n 

een convergente deelrij. Door (f) te vervangen door een geschikte 
n 

deelrij kunnen we dus bereiken dat (K * Kf) convergent is. We hebben 
n 

dan: IIKf - Kf 11
2 

= (K(f - f ), K(f - f ))" n m n m n m 

= (K *K(f 
n 

.s_l IK * K(fn -

f ), f - f) m n m 

r )II llr - r II m n m 

Hieruit volgt dat (Kf) een fundamentaalrij iso 
n 

Dus K is compact. 

Gevolg Als K compact is, dan is K* compact. 
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bewijs: 

Daar K begrensd it, . K* begrensd. Dan is K K* compact. 
. * ( *) ( *) ~ . 5 Nu is K K = K K compact. Dus K is compact op grond van Stell •• 

We formuleren nu een lemma uit de topologie dat we nodig hebben 

voor de volgende stelling; we zullen dit lemma niet bewijzen, 

Lemma Zij Reen metrische ruimte eµ zij A een deelverzameling van R. 

Dan geldt: als A relatief compact is, dan bestaan bij elke £ > 0 eindig 

veel punten x1, o•• , ~ zo dat A overdekt wordt door de£- omgevingen 

U £ ( x 1 ) , ••• , U £ ( ~). 

Als A volledig. is. dan geldt ook het omgekeerde. 

Opmerking Men mag steeds veronderstellen dat de punten x1, •••,~ tot 

A behoren. Immers, zij £ > 0 en zij A overdekt door UE/ (x1), ••• , 

() . I . 2 A UE/ xk; laten we nu die£ 2-bollenweg die geen punt met gemeen 

heb~en en kiezen we in de overblijvende bollen punt en y 1, • • • ,Yk EA, 

dan wordt A overdekt door UE(y1), ooo ,UE(yk). 

Definitie 3o Een rij K van begrensde lineaire n 
convergent naar een begrensde lineaire operator 

Notatie: lim K = K. 
n n -+ 00 

Opmerking Voor lim 
n 
l K. = K schrijft men 

operatoren op H heet 

K als lim 11 K - K 11 = 0 • 
n ➔ "" n 

00 

I 
n ➔ 00 i = 01 i = 0 

K. = K. 
1 

Stellin& 6. Laten K, K (n = 1,2, ooo) lineaire operatoren op H zijn. n 
Zij K begrensd en K compact voor n = 1 , 2, ••• 

n 
Zij verder K = lim K. Dan is oak K compact. 

n , n -+ 00 

bewijs: 

Zij £ > 0 willekeurig. Zij S de eenheidsbol in H, Laat n0 een index 

zijn met I IK - K 11 <£ /2. Er zijn dan eindig veel punten f 1, • • • ,fk, 
~ J 

zo dat Kn
0 

(S) overdekt wordt door de bollen u£
12

(r1), o•• ,ue(~fk). 

Voor f e. S is I IK f - Kn
0 

f 11 < £ 12• Dus K f behoort tot een van de 

bollen U ( f. ) • 
£ 1 

,. 
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Dit betekent dat K (S) overdekt wordt door de eindig veel bollen 

U£(f1), ••• ·,U£(fk). Dus K (S) is relatief compact. 

Dus K is compact. 

Stellin~ 7o Zij Keen begrensde lineaire operator op H. 

Laat H1, H2 ,· ... o een afbrekendeof een oneindige rij van onderling 

orthogonale eindigdimensionale lineaire deelruimten zijn en laat 

>. 1 , >.
2

, • • • een bijbehorende rij van complexe getallen zijn die voldoet 

aan: 

a) Ak ¥ 0 voor alle k 

(ii) als de rij: (>.k) oneindigis, dan is lim "k = o. 
k ➔ oo 

Laat verder gelden: 

(i) als g e: ~, dan is Kg= "kg. 

(ii) als g .1.. I\ voor elke k, dan is Kg= Oo 

Dan is de zo gedefinieerde operator K compact. 

bewijs: ' ao 

Uit het gegeven volgt: N(K) = EB 
k = 1 

We voeren in: H0 = N(K) en x0 = o. 
Dan is H

0
, H1, H

2
, ••• een stelsel orthogonale gesloten deelruimten van 

H ( N(K) is gesloten en~ is eindigdimensionaal dus gesloten als 

k ~ 1 ). 

Er geldt: 

00 

H = $ ~• 
k = 0 

00 

Als f6 H dan is f = l Pk f als Pk de projectie op Hk is. 
k = 0 

(Stell.4 blz.31) 

Nu is K Pk f = "k Pk f~ k = O, 1, 2, ••• ). 

Daar K begrensd is, geldt: 

n 
K f = K (lim I pk f) = lim 

h + 00k = 0 n + ao 

= 
00 

l Ak pk f 
k = 0 

n 
( I K pk f) 
k = 0 
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De convergentie van de laatste reeks volgt uit de herleiding, als ook 
00 

uit de convergentie van de reeks l I IAk Pk f I 1
2 

(Stell.1. blz.30), 
k = 0 00 

die weer berust op de convergentie van l 11 Pk f I 12 en de relatie 

lim >..k = O. 
k ➔ oo 

k = 0 

We definieren nu Kn_voor n = 1,2, ••• als volgt: 

K = n 

als c = sup IAkl o 

A -

Daar K ook van eindige rang is, volgt dat K compact is (Stell.3). 
n n 

We bewijzen nu: lim K = K, 
n ➔ oo n 

Zij £ >O. Kies dan n0 zo dat I Aki.:,.£ voor k > n0• 

Dan geldt: 
00 

voor n > n0 is I I (K - K ) f II 2 
= 11 l 

n k = 

Dus K is compact (Stell.6). 

Verder hebben we bewezen: K = 

01!1:erking 

I lrl 12 • 

00 

n + 
A p f 112 
k k 

Op analoge wijze als in Voorb.2 §13 kan men bewijzen: 

a) het spectrum van K is,gelijk aan de afsluiting van de verzameling 

{ Ak I k = 1 '2' 0 0 0 } 0 

b) als A E. II! eigenwaarde is van K, dan is A =. Ak voor zekere k. 
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15. Spectraalana~yse van compacte hermitische operatoren. 

Laat Keen begrensde lineaire operator op H zijn. Stel A€.~ is een 

eigenwaarde van K. De bij A behorende eigenruimte (=N(A-AI)) is dan 

gesloten, dus weer een Hilbertruimte en heeft dus een orthonormale 

basis. Als K·bovendien hermitisch is, dan geldt: 

N(A-A?) l N(A-A 2I) als A1 :# A2• (Stell.1 §13). 

We hebben nude volgende 

Stelling 1. Zij K een compacte· hermitische operator op H en zij p > O 

willekeurig.·Dan· zijn er slechts eindig veel eigenvectoren r 1, r 2, ••• , fk 

zo dat geldt: (i) IAi I .::_ p voor i = 1,2, ••• ,k als Ai de eigenwaarde 

bij f. is. 
1 

( ii ) ( f . , f . ) = 0 als i =I J • 
1 J 

bewijs: 

Stel dater een oneindige rij r 1,-r2, ••• is met de eigenschappen (i) 

en (ii). We normeren de vectoren f i zo dat 11 f i 11 = 1 voor alle i. 

Dan is de rij (f.) begrensd. Verder is voor i :I j 
1 2 . . 2 2 

11 K f. - K f . l I = 11 A . f. - A . f . 11 > 2p 
1 J 1 1 J J -

Dan heeft de rij (K f .) geen convergente deelrij. 
1 

Tegenspraak• 

Gevolg 1. Als A:# 0 dan is dim N (A - AI)< 00 • 

Gevolg 2. Als er oneindigveel eigenwaarden zijn, dan vormen deze een 

rij (dus er zijn slechts aftelbaar veel eigenwaarden) en deze rij nadert 

tot o. 
bewijs: 

Voor elke € > 0 zijn er slechts eindig veel eigenwaarden A van Kmet 

I;;.. I .::. €. 
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We hebben voorwaarden afgeleid waaraan eventuele eigenwaarden van een 

compacte hermitische operator moeten voldoen. We gaan nu de existentie 

van eigenwaarden bewijzen. 

We merken allereerst op dat iedere eigenwaarde A van een begrensde 

lineaire operator A voldoet aan: IA I .::_ I IAI I (dat A geen eigenwaarde A 

met IA I > I IAI I kan hebben, volgt uit het feit dat steeds 

IIA rll.::. IIAII llrll ). 

Stelling 2. Zij Keen compacte hermitische operator op H. Dan heeft 

K een eigenwaarde A met IA I= I IKI I. 

bewijs: 

We mogen aannemen dat K ~ O. We hebben: 

IIKII =rs~p
1

1 (Kr,r) I (zie Gevolg van Stell. 3 op blz. 45) 

Verder is (Kf,f) steeds reeel (zie Stell.3 op blz. 45). 

Er bestaat dus een rij (f) met: 
n 

11 fn 11 = 1 ( n = 1 , 2, ••• ) en lim ( Kf , f ) = 11 K I I 
n ➔ 00 n n 
of 

nl.imoo (Kfn,fn) = -I IKI I 

Door zonodig K door -K te vervangen is te bereiken dat lim (Kf ~f) = n -+--00 · n n 
=I IKI I• Omdat de rij (f) begrensd is en K compact is, bestaat er een n 
deelrij (f ) van (f) zo dat (Kf ) convergeert, stel naar g. 

n. n n 
l. 

Stel nu A =I IKI I• Dan is: 

11 K - A f 11
2 = ( Kf , Kf ) - 2A ( Kf , f ) + A 2 ( f , f ) n n n, · n n n n 

-> 11 g 11
2 

- 2A 11 K 11 + , A 
2 

= 11 g 11
2 

- A 
2 

als n ➔ 00 
• 

Dus 11 g 11
2 

- A 
2 

> 0, du.s 11 g 11 .:_ A. 

Anderzijds is I IKrnl I .::. I IKI I I lrnl I = A voor alle n. 

Dus I lgl I .::. A. 

We zien dus: I lg I I = A. 
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Dit heeft twee gevolgen: 

a) Daar K ¥ O, dus IIKII > 0 is, is llgll > O, dus g ¥ O. 

b) Verder geldt: lim II Kf - Af 11 = O. n-+ 00 n -n 

Daar lim. Kf = g, volgt: lim Af = g n-+ 00 n n-+ 00 n 
1 

ofwel lim f = 'r g. 
n-+oo n 

Ui t lim I I K f - A f 11 n-+ 00 n n 
1 

= 0 volgt dan K(rg)-g) = 0 ofwel Kg= Ag. 

Dus A is eigenwaarde van Ko 

We bewijzen nu voor hermitische operatoren de omkering van Stell. 7 §14. 

Stelling 3o (spectraalstelling voor compacte hermitische operatoren). 

Laat Keen compacte hermitische operator op een Hilbertruimte H zijn. 

Er bestaat dan een rij H1, H2 , ••• (eindig of oneindig) van onderling 

orthogonale eindigdimensionale lineaire deelruimten en een bijbehorende 

rij A 1 , A2 , •. •. van onderling verschillende reeele getallen ¥ 0 met 

(i) IAk + 1 I .:_ IAk I (k = 1,2, ••• ) 

(ii) als de rij (Ak) oneindig is, dan is. lim Ak = 0 
k + 00 

00 

zodanig dat K = l Ak Pk als Pk de projectie op Hk is. 
k = 1 

bewijs: 

Onderstel K 'f o. 
a) Op grond van Stell.2 bestaat er een eigenwaarde A1 van Kmet IA 1 I= 

= IIKII; dus A1 'f O. 

Laat H1 de bij A1 behorende eigenruimte zijn; dan is H1 eindigdimensionaal. 

J. 
Als H

1 
= (0) (dit k~ alleen optreden als H zelf eindigdimensionaal is), 

is K = A1I en we 

We nemen dus aan 
• I K hermitisch is, 

zijn klaar. 
J.. 

dat H1 ¥ J. ( 0). Daar H1 blijkbaar invariant is onder 

is ook H1 invariant onder K (Stell. 1c) §13). 

Ken 
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J. 
De restrictie K1 van K lot H1 is dan een compacte hermitische operator 

van de Hilbertruimte H
1 

in zichzelf. 

Als K
1 

= 0 dan is K = A
1 

P
1 

en we zijn klaar. 

b) Laten we dus veronderstellen dat K1 ¥ O. Er bestaat dan een eigen­

waarde A
2 

van K
1 

(dus van K) met IA
2

1 = I IKI I ; verder geldt: 

(i) A
1 

i A
2

• 

( ii ) A 
2 

¥ 0 ( daar K
2 

¥ 0) • 

(iii) IA 2 l .::_ IA 1 I (daar I IK1 11 _:_ I IKI I). 

Daar K hermitisch is en A
1 

¥ A
2

, staat de eigenruimte H
2 

van A
2 

loodrecht 
. J.. 

op H1; i.e. Hf::H1 • 

Verder is H
2 

eindigdimensionaal. 
. i 

Daar H1@ H2 invariant is onder K, ii ook ( H
1
EE,H2 ) invariant onder K. 

De restrictie K
2 

van KJ.tot (H
1
E9H

2
) is dan een compacte hermitische 

operator van ( H
1 

EB H
2

) in zichzel:f. 

Als nu K
2 

= O, wat bijv. het geval is als (H,(BH
2

).l = (0), dan is 

K = A
1 

P
1 

+ A
2 

P
2 

als P
2 

de projectie op H
2 

is; en we zijn klaar. 

c) Laten we dus aannernen dat K
2 

:# O. Dan bestaat er een eigenwaarde A
3 

van K2 met I A 
3

1 = I I K2 I I • 

De eigenruimte H
3 

bij A
3 

is eindigdimensionaal en H
3
i H

2 
en H

3
J. H

1
• 

Dit proces voortzettend vinden we een stelsel (Hk) van onderling 

orthogonale eindigdimensionale deelruimten en een stelsel (Ak) van 

bijbehorende reeele getallen met :{i)Ak ¥ Al als k ¥ 1 

(ii)Ak ¥ 0 voor alle k 

(iii) I Ak I ,:_ I Ak + 1 I voor alle k 

En er is voldaan aan: als g G Hk dan is Kg = Akg voor alle k. Als Kn 

de restrictie van K tot (H1€,'.B ••• @ Hn).1 is dan is !An + 1 1 = I IKnl I 

Er zijn nu twee mogelijkheden: 

a) Het proces breekt, doordat K n = 0 voor zekere n (als dim H < 00 is, 
.l. 

dan zal dit zeker optreden doordat ( H 1 EB • . . EB Hm) = ( 0) voor zekere m) • J_ 

Laat Pk de projectie op Hk zijn en laat ~ de projectie op (H
1 

EB ... @ Hk) 

zijn. 

Voor alle f 6H is dan n 
f = I Pkf + Q f 

k = 1 ~ n 



en dus 

n 
Dus K = l "k Pk 

k = 1 
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n 
Kf = l "k Pkf. 

k = 1 

b) Het proces breekt niet af; dus K ~ 0 voor alle n. n 
In dit geval geldt: lim "k = 0 (Gevolg 2 van Stell. 1). n ➔ oo 

Voor fE H gendt dan: 

Qf=f- l Pf 6(H1@•••EBHn).1 
n k = 1 k 

en dus 

K Q f=Kf­n n 

n 

n 

l "k pk f • 
k = 1 

Dus: IIKf - l "k Pk f II= IIKn Qn fll < l"n +1 1 llrll• 
k = 1 

00 

Daar kli111
00 

"k = 0, volgt hierui t: K = I "k Pk • 
k = 1 

.1 . 
Verder geldt: N(K) = ( EB Hk) ( i. eo Kf = 0 <==-> 

k = 1 

00 

00 

fl. Hk vo6r alle k). 

Dit volgt uit de relatie: I IKrl 1
2 

= '-' IA 1
2 

I IP fl 1
2 

en uit l. k k 
k = 1 

het feit dat "k ~ 0 voor alle k. 

Hiermee is de stelling bewezen. 

Gevolg. Als Keen compacte hermitische operator op His dan is er een 

orthonormale basis van H bestaande uit eigenvectoren van K. 

Stelling 4. Laat Keen begrensde lineaire operator zijn. Dan geldt: 

K is compact<==-> K is limiet van begrensde lineaire operatoren 

van eindige rang. 

bewijs: 

<= Dit volgt uit Stell. 3 en Stell.6 uit § 14. 

-> Dit volgt uit Stell.4 en de volgende opmerking: 

,. 
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• 1( *) . 1 ( *) K = K1 + i K2 met K1 = 2 K + K en K2 = '2i K - K 

en K
1 

en K
2 

zijn compacte hermitische operatoren (de compactheid van 

K1 en K2 volgt uit het Gevolg van Stell.5 §14). 

§16. Een toepassing. 

We zullen in deze paragraaf niet alles bewijzen, maar wel alle stellingen 

vermelden die bij de bewijzen gebruikt worden. 

We beginnen met een maattheoretische inleiding. 

Definitie 1 • Een verzameling van NCIR heet een nulverzameling als er 

voor alle e: > 0 een rij van intervallen (a.' b.] (i = 1,2, ••• ) bestaat 
i i , 

dat zo 

NC 

00 

I 
i = 1 

00 

u (a., b.J 
i = 1 i i 

(b. - a. ) < e: 
i i 

Zij I = [a,bJ een interval van m. 

Stelling 1. Laten fen g meetbare functies op I zijn. 

Dan geldt: 

f l'f(x) - g(x)I dx = 0 <===> f(x) = g(x) voor bijna alle xe I 

I (dit betekent: voor alle xEI buiten een 

zekere nulverzameling). 

Defintie 2. Een meetbare functie f heet sommeerbaar over I als 

J jf(x) I dx < 00 , kwadrat'isch sommeerbaar 

I 

over I als J lf(x) I 2 dx < 00 • 

I 

Stelling 2. (Fubini). 

x I ~ (I: Zij f: I 

(i.e. J lr<x,y) 
Ix I 

sommeerbaar 

I dxdy < 00), 
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Dan geldt: 

a) Voor alle Xbl buiten een zekere nulverzameling is de functie 

f : y .,... f(x,y) sammeerbaar. 
X 

b) De functie 

x~>J f(x,y) dy 

I 

(die bijna overal op I gedefinieerd is) is sammeerbaar. 

c) Er geldt·: J (f f(x,;y) fy) dx = J f(x,;y) dxd;y, 

I I I x I 

We zullen tenslotte nog het volgende lemma nodig hebben. 

Lemma. Is f: I.,. i sammeerbaar, dan is ook de functie 

I x r~ f: sammeerbaar. 

(x,y} (--> f(y). 

Laat nu k(x,y) 6. L2
(r x I). 

Voor f€L
2
(r) en xer definieren we: 

(Kf)(x) = J k(x,y) f(I) dy 

I 

Dan geldt het volgende: 

a) (Kf)(x) is gedefinieerd voor bijna alle x&I (dus Kf bepaalt een 

equivalentieklasse van meetbare functies; zie Voorb. 1 op blz.35). 

bewijs: 

Daar J lk(x,y)l
2

d x dy besta,at, volgt uit Stell.2. dat de functie 

I x I 

y ~ k(x,y) voor bijna alle xe.I kwadratisch sommeerbaar is. 

Uit het bovenstaande lemma en uit de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz, 

volr dat 
k(x,y) f'(y) dy 

I 

voor bijna alle xeI bestaat. 
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bewijs: 

We moeten aantonen dat de functie 

x 1--> f k(x,y) f (y) dy kwadratisch sommeerbaar is. 

I 

Deze functie is meetbaar en volgens de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz 

geldt: 

l(Kf)(x)l
2 

= . If k(x,y) f (y) a.yl
2

.:. 

I 

.:. J lk(x,y) 1
2 

dy J lf(y) 1
2 

dy (*) 

I I 

Volgens Stello2 is x l-->} lk(x,y)l 2 
dy sommeerbaaro 

I 

Hieruit volgt de bewering. 

c) De zo gedefinieerde operator K : L2(r) ~ L2(I) is begrensd en 

I IK! ! ~ I jkj I {! jkj I is de norm van k in L
2
(I~, 

bew1Js: \ 

Uit (,~) volgt: 

d) Als k(x,y) de operator K definieert, dan definieert de functie 

·k(y ,x) de operator K*. 

bewijs: 

De functie f(y) g(xJ €. L2 (I x I) als 

Dus k(x,y) f(y) g(xJ is somm.eerbaar. 

~:::~•=STt'J 
I \r 

= J f(x) 

I 

is de.n 

k(x,:,), f (:,) a,,) g{x/ dx 

(J k(:,,x) g (:,) ey) ax= (r, K* g), 
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Stelling 3. Als ($k) (k = 1,2, ••• ) een orthonormale basis van 

L2(I) is, dan is het stelsel functies ($kl) (k,l = 1,2, ••• ) waarbij 

een orthonormale basis van L2(I x I). 

bewijs: 

De ($kl) vormen een orthonormaal stelsel (ga dit na). 

Om aan te tonen dat het stelsel ($kl) een basis is, gebruiken we 

Stell. 7 (5), blz.36). 

Als f6L2(I x I) dan is 

I lrl 12 
= J [J r(x,y) 12 <1x] ay. 

I I 

Uit Stell.2 en het feit dat de ($k) een basis vormen volgt: 

I lrl 12 
= J I lryl 12 

dy ~y(x} = f(x,y)) . 

00 

f f = I f(x,y) $k(x)dx 2dy 
k = 1 I I 

00 00 

= I I 
k= 1 1 = 1 

00 

f J f(x,y} ~kl(x,y) dx dy 12 = I 
k,l = 1 I I 

Stelling 4. De boven gedefinieerde operator K is compact. 

bewijs: 

Daar kc; L2 (Ix I), i's (zie Stell.7 (3) op blz.36). 

k= l (k$ .. )$ ..• 
• • 1J 1J 1,J 

Dit betekent: k -~kin L2(I x I); ofwel 
n 

Ilk - k II -~ 0 als n -~ oo, n 



als 

k = 
n i,j 
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n 
l (j,<1> •• ) <I>- •• 
= 1 l.J l.J 

Dus 11 K - K 11 -;:, 0 als n -> 00 i.e. lim K = K. n n 
Nu is K begrensd en van eindige rang: 

n 

n 
(K f)(x) = 

n f
b 

f(y) 
a i,j 

~ 1 (k,<Pij) <l>i (x)_ <I> (y) dy 

n 
= L ( k, q> •• ) ( f, T.°) <j> • ( X) • 

l.J J . l. i,j = 1 

Dus K is compact. 

De theorie van de compacte operatoren is dus-toepasbaar op integraal­

en ook differentiaalvergelijkingen. 

Fredholm-integraalvergelijking. 

r k(x,y) f(y) dy = :.\f(y) (kE.L2
(I x I). 

a 

Differentiaalvergelijking. 

We beschouwen op [ a,b ]de volgende differentiaalvergelijking: 

Ly= :.\y 

waarbij 

dn dn - 1 
L = ~n + P n - 1 (x) n - 1 

dx dx 
+ ••• + 

met randvoorwaarden U (y) = 0 (v = 1, ••• ,n); 
V 

hierbij is U voor v ='1, ••• , n een homogene lineaire vorm met constante 
"ff. . V • ( ) I ( ) ( n - 1 ) ( ) ( ) I ( ) ( n-1 ) ( ) coe 1.c1.enten 1.n ya, y a, ••• , y a, y b, y b, ••• , y b 

zodanig dat 

det U (y.) ::) 0 
V 1. 

!;U6UOI!:·-H',t:K MATHEMATISCH CIENTRlJM 
AMSTERDAl'I 
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als y1, •••,Yn een lineair onafhankelijk stelsel van oplossingen van 

Ly= >..y is, 

Onder deze voorwaa.rden geldt: 

de oplossing y van 

Ly= >..y 

U (y) = 0 
\) 

voldoet aan een integraalvergelijking: 

y(x) = >.. Jb G(x,~) y (~) d~ 
a 

(G(x,~) heet de Greense fu.nctie). 


