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Orié&nterend Colloguium Mesattheorie (1969-1970)

Spreker: J. van de Lune

1. Inleiding
In de maattheorie ontmoet men o.a. het probleem van de generalisa-
tie van het begrip "lengte van een interval". Men tracht daarbij te
komen tot een algemene notie "maat van een puntverzameling".
Men zal het er op grond van intultieve overwegingen wel over eens kunnen
worden dat zo'n algeméen maatbegrip aen bijvoorbeeld de volgende eisen
zal moeten voldoen:
1. Als A een verzameling is met maat m(A), dan moet m(A) een reéel getal
2 0 zijn.
2. Als A1 en A2
m(A,) < m(a,).
3. Als de verzamelingen A1 en A2 disjunct zijn dan moet gelden

verzamelingen zijn zodanig dat A1 CA2 dan moet

m(A1UA2) = m(A1) + m(A2).

L. De maat van een interval [a,b] met a < b moet gelijk zijn san b - a.

In het bijzonder: de maat van een verzameling bestaande uit &én

punt moet 0 zijn. |

Met betrekking tot deze zeer voor de hand liggende eisen moet wor-

den opgemerkt dat het niet mogelijk is op de reéle rechte R een maate-
begrip in te voeren zodanig dat aan elke deelverzemeling A van R een
reéel getal m(A) wordt toegevoegd, terwijl bovendien aan alle boven-
staande eisen wordt voldaan. Toch behoeft men zich hierdoor niet te
laten ontmoedigen. Het zal blijken dat het wel mogelijk is op een zeer
uitgebreide klasse van deelverzamelingen van R een maat te defini&ren
die aan bovengenoemde vier eisen voldoet. Meer nog: men kan eis 3 daar-
bij nog verscherpen tot:
3. Als A,

verzamelingen van R is, dan moet gelden

AQ’ A3, ... een aftelbare rij pasrsgewijs disjuncte deel-

o 0
t ! =

m( A Ai) = .z m(Ai).
i=1 Y i=



Het zo verkregen maatbegrip "op R" zullen we de Lebesguemaat op R

noemef. , '

Vooral de modificatie _31* van eis 3 heeft uiterst belangrijke consequenties
voor de analyse. Het begrip "Lebesguemaat" geeft namelijk aanleiding tot
een integraslbegrip dat in menig opzicht algemenér is dan het welbekende
integraalbegrip van Riemann. Voor Lebesgue-integralen geldt bijvoorbeeld:
Indien :t'1 ’ f2, f3, ... een rij integreerbare funkties is op het interval
[0,11 zodanig dat lim fn(x) = £(x) voor elke xG ]'_0,1:] , dan is de (punts=-

e
gewijze) limietfunktie f£(x) ook integreerbaar op ['_0,1] als bovendien

" bekend is voor alle x&[0,1] en alle natuurlijke getallen n dat geldt

Ifn(x)l < M. De lezer geve zelf een voorbeeld waaruit blijkt dat boven=
staande bewering niet juist is voor Riemannintegralen.

In dit colloquium zullen we ons evenwel niet speciaal bezighouden
met de introductie van een maat op R, maar zullen trachten een stuk
algemene maattheorie op te bouwen die dan op bijzondere gevallen kan
worden toegepast.

Alvorens hiertoe over te gaan, geven we nog een korte recapitulatie
van enige verzamelingstheoretische begrippen en stellingen waarvan in

het vervolg van dit collogquium veelvuldig gebruik zal worden gemaakt.

2. Verzamelingsleer

Def, 2.1 a) Zij {Ap}p een collectie verzamelingen (waarbij p een niet=-

lege en niet noodzekelijk aftelbare indexverzameling doorloopt), dan is

de vereniging van deze verzamelingen, notatie J Ap, de verzameling

p
ven die elementen x die tot minstens &én der verzamelingen Ap behoort.

b) De doorsnede van de verzamelingen uit bovengenoemde collectie, notatie

Q Ap, is de verzameling van die elementen x, die tot ieder van de
verzamelingen Ap behoort .

Def, 2.2. Een vei'zameling A is bevat in een verzameling B, notatie A¢B,
indien ieder element van A ook element is van B. ,

Een verzameling A omvat een verzameling B, notatie ADB, indien BCA.
Als de verzamelingen A en B voldoen aan ACB en B&A, dan heten A en B

gelijk, notatie A = B.
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Def, 2.3. De lege verzameling, notatie @, is de verzameling die geen

enkel element bevat.
Opmerking. Voor iedere verzameling A geldt: § C A.
Def., 2.4, De verzaﬁelingen A er B heten disjunct, indien A n B = §.

Stelling 2.1. De bewerkingen Jen n zijn associatief en commutatief.
Opm. Dat AuUB=BuAenA u(BuC)=(AuUB)uC volgt direkt uit de

definitie van u. Evenzo voor de doorsnede. Ga na.

- Stelling 2.2. Als A en {A.p}p deelverzamelingen zijn van een verzameling
. X, dan geldt ‘

An(UA) \pJ(AnAp).

A = .

Au( ) (p\(AuAp)

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de definities.

Def, 2.5. Het complement (in X) van een deelverzameling A van X, notatie
Ac, is de verzameling van die elementen van X, die geen element zijn van

A.

Def., 2.6. Zij A en B deelverzamelingen van X, dan is het verschil van A

.en B, notatie A\ B, de verzameling ven die elementen van A die geen

element zijn van B.

Opgave. Bewijs

1) AN B = A n BS.
c _ c
2)(UA) =0 A
c

3)(QA) %J A

N

Def, 2.7. Het symmetrisch verschil A A B van twee verzamelingen A en B

is gedefinieerd door
AAB=(A\NB)u (B\A).

Def. 2.8. Zij {A } een rij deelverzamelingen van X, dan.is de limes
superior van de rij {A } =1 de verzameling van die elementen ven X, die
tot oneindig vele Ah behoren; notatie lim sup An.f
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De limes inferior van de rij {An}n=1’ notatie lim inf An’ is de ver-

zameling van die elementen x van X waarvoor geldt
>n .
3n_zodat x € A voor n 2 mn_

Indien lim inf A = lim sup A, dan heet de rij {An}n:1 convergent.

gggaven. 1. Bewijs An (BAC)=(AnB)A (AnC).
Is ook AA(BucC)=(AAB) u(AAC)?
2, A°AB*=AABenAA(BAC)=(AAB)AC. Ga na.

3. Ga na dat voor iedere rij verzamelingen {An}n:1 in X

lim inf An en lim sup A bestaan.

'S
) Ao

b, Bewijs dat lim sup A =

it

n:)s PlTC 8

o

o

° » A

lim inf An L_J
1lim inf An C lim sup An_._

5. Bepaal lim sup A en lim inf A indien

a) AL CA voor alle n 2 1

b) An ol An+1 voor alle n 2 .1

Stelling 2.3. Zij {En} n:1 een gegeven collectie deelverzamelingen van X,

dan is O E te schrijven als vereniging van paarsgewijs disjuncte deel- |
n=1 .
verzamelingen.

Bewijs. Definieer F, =E,, ‘
Den is F; Q Fj =@ voor i ¥ j.
Bovendien geldt
' [ o
= \J E
n=1 n=1

immers:

-w » m
xe\J Fy=> dn, met x&F ->er = x€l|JE ’,.k
. n=1 By 1 n=1 ‘



s,

en

o0

er E = 3n, meter1. Zij n, = min {n|1 ni-f_n1}.

Dan

. 0 .
XEE e=> X€E = x€F =>x¢ \J F_.
4 Iy 12 n=1 B

Hiermee is de bewering bewezen.

Def, 2.9. Een ring R is een n:.et-lege kla.sse van deelverzamelingen van

X zodanig 4dit geldt

E,FER=>EUFERenE\F ¢gR.

Voorbeelden.

1.

3.

De powerset §(X) van X, d.i. de collectie van alle deelverzamelingen
van X, is een ring. )

De collectie van alle eindige verenigingen van rechts open en links
gesloten intervallen op de reéle rechte is een ring. '

De collectie bestaande uit alleen de lege verzameling is een ring.

Eigenschappen van een ring.

1.

2.

3,

Daar R niet leeg is, is er een verzameling A € R; daarmee is ook de
verzameling A\ A = §§ € R,

Bovendien is daar we E n F kunnen schrijven als verschil van elementen
ven R, nl.

EOF=(EUF)N {((ENF) U (F\E)),

ook ENF &R.

Met volledige inductie bewijst men

: n
indien EieR,i'-' 2, .20 N, dan is UE eR.
i=1
n
Analoog is ook ﬂ E; € R.
i=1

2ij {R } een collectie ringen, dan isR, = ﬂ R, een ring. We merken
hlerbl,] op dat R niet leeg is, immers @ ¢ Ra voor alle a.

&



Stéll;lng 2.h. 7ij ® een collectie deelverzamelingen van X, dan is er

een unieke ringf&o zodat € ¢ fR..o en voor iedere ring R met- €cr geldt

Ckb Cc R.

Opmerking. De ring?.oo heet wel de ring gegenereerd door &, en wordt
genoteerd door R($).

Bewijs. Beschouw de coilectie {R } van alle ringen die & omvatten;
deze is niet leeg want® (X) € {R } . Dan is volgens eigenschap U4
Q‘O ﬂ R weer een ring. Da.t’.'& voldoet aan ‘@:C’l en aan de eis dat
voor alle R met ﬁc R geldy’,i,o C R is triviaal. De uniciteit vanfR.o
bewijzen we als volgt:

Stelf& is een ring die ook aan bovenstaande eisen voldoet en ’X.] =|=’.Ko
Dan is R ’)L 0 ook een rlng.

Daar ﬁc’]\‘ enec’.K is BcR .

Dus geldt zowelm. c R als’R. CR.

M.a.w. enerzijds 13’?\. [ o R C ’R.o en a.ndermgdsz. c R C’R. zodat'R =fl
Tegenspraak.

Def. 2.10. Een g-ring S is een ring, waarvoor geldt:

. o
E;€8,i=1,2, .. -;JLU E; €5,

Voorbeelden.

1. P(X) is een o-ring.

2. De klasse van alle aftelbare deelverzamelingen ven de reéle rechte
is een O-ring.

3. De klasse van alle beégrensde deelverzamelingen van de reéle rechte

.\‘

is wel een ring, doch geen O-ring.

Stelling 2.5. AlsE esS,i=1,2, ..., dan is. ﬂ E € s.

© i=1 ,
Bewijs. Zij E = \U) E,, dan is Ee s.
i=1
Nu is
(%) » ﬂE =E\{U (E N BN
. i=1 i=1

De verzamelingen E \ E; behorenv tot 8, dus oqk o
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Cs

(B \Ei)es.

e
]
-

Uit () volgt nu

(-]

N E, ‘es.
i=1

Gevolg. Zij E; €8, i = 1, 2, +0s, dan is lim sup E; €5 en lim inf E, &S.

Bewijs. Uit de schrijfwijze lim sup E, /'\ U E,  en stelling 2.5
volgt de bewering voor lim sup onmiddell:.gk.

Analoog voor lim inf Ei'

Def. 2.11. De o-ring 8(€) gegenereerd door een collectie verzamelingen
£ is de doorsnede van alle o-ringen die € omvatten.

Opmerking. Dat S(€) een ring is, is bewezen in eigenschap 4. We moeten
nog nagaan det als E, &S(€), i=1,2, ... dan is ook |J E; 68(5)

i=1
Nu is E; &S(f)c s voor iedere g-ring S die b omvat , dus :

U E; &S voor iedere o-ring 8 die € omvat, m.a.w. U E, & S(€).
i=1 Ci=1

QEﬁ&VG °

6. Zij E een vaste deelverzameling van X.
a. Zij € de collectie verzamelingen bestaande uit a.lleen E, 6= {E}.
Bepeal de ring die { genereert.

p. Z2ij fde collectie verzamelingen die E omvatten,
t = [r | FoE].

Bepaal de ring en de g-ring die £ genereert.,
7. Zij € de klesse van verzamelingen die precies twee punten van X
bevatten; bepaal de ring en de o-ring die f genereert.,
8. 2ij € een niet-lege klasse van verzemelingen in X, dan kan iedere
verzameling in S(€) worden overdekt door aftelbaar veel deelverzame-
lingén’ uit &.



Spreker: J.M. Geijsel

3. Maat op een ring

We noteren de refle rechte door R en definidren R = RuU(+=) u(-=)}.

" In R hebben we de volgende rekenregels, waarbij we a &R veronderstellen:

o+ (+0) = + o ; ~a(+w) f+ ©» als a >0
8‘,,_(_“},‘,):__‘,° - algs g < 0
(4) + () = + ‘ {0 alsa=0
(w0) + (=) = = a(==) = (=a)(+=).

(42) + (=) =0

‘ .
‘Optelling en vermenigvuldiging in R zijn commutatief., Vraag: is de
optelling in R ook associatief; en de vermenigvuldiging?
a
prosy
in de gevallen. { agR, b=0

la] = [o] = =.

Verder definiéren we = 0 voor a€R, terwijl % niet gedefinigerd is

Def. 3.1, Een additieve verzamelingsfunktie p is een afbeelding van een
deelcollectie ¥ van P(X) naar IR*, waarvoor geldt: Als E, ,Eaéi , z0 dat
ElvEZQ‘g en E, AE, = @, dan is u(E1 UEQ) = u(E1) + u(Ea).

i
Def. 3.2. De verzamelingsfunktie.p heet aftelbaar additief indien voor

s o0e @€ 28 dat \J Eia.ﬁ en E;NE, = 0, i #j, geldt:
i=1

ist 1 im0

1edere rij E1, E2

Def. 3.3. Een maat op een ring R is een op R gedefiniéerde niet-negatieve

aftelbaar additieve verzamelingsfunktie u, waarvoor geldt u(@) = 0.

Def. 3.4. Een maat u op een ring R heet g-eindig indien er voor iedere
verzameling EGR een rij verzamelingen E,ns= 1y 2, ¢ in R bestast
zodanig dat

Eely B enw(E) <o, n=1, 2, e0s
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Stelling 3.1. Indien u een maat is op de ring R, en E,F verzamelingen

zijn in R, 26 dat ECF, dan is u(E) < u(F).
Bewijs. F = EU(F\E).
Fr E€R, dus daar En(F \E) = ¢ geldt:
u(F) = uw(E) + u(FAE) > u(E).

In het vervolg is R een ring met maat u.

Stelling 3.2. Als E,.E,€R z6 dat EactE1 en u(Ea) < ®, Dan is

u(E VE,) = u(E)) - u(E,).
;= E2U(E1 \Ee),
Volgens de definitie van u is dus

Bewijs. E

u(E1) = u(Ea) * u(E1 ‘Ez)'

Daar u(Ee) < o ig M(El\ E2) = u(E1) - u(Ee).

Stelling 3.3. Zijn E en Esn=1,2, ... verzamelingen in R z0 dat

Ecl E , dan geldt:
n=1

w(E) < [ ou(E).
n=1

Bewijs. Definieer de verzamelingen

F = ENE_,
n n

G, =F,,

G, =F \(FUF,U ... VF ), n 22,

Dit zijn verzamelingen in R en GnC.FnC.En. Dus volgens stelling 3.1 is

() u(e ) < u(F ) < u(E).

misE=EnU E = Ur = Ug,
n n n'n n n .

De verzamelingen Gn zijn pearsgewijs disjunct, dus volgens de o-additivie

teit van u is '

-]

(E) = (6.).
n n§_1 (G
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Tezemen met () volgt hieruit

wE) < § ulE).
n=1

Stelling 3.h. 2ij {En}:ﬂ een collectie paarsgewijs disjuncte verzame-
- lingen van R; E&R zodanig dat \J E CE.

: n=1i
Dan geldt
o]
I owE) < u(E).
n=1
i) i
Bewijs. Voor iedere W > 1 is {J En bevat in de ring R en |} Enc.E.
n=1 : n=1i

Volgens stelling 3.1 is
n
wW(U E) < uE).
n=1

Dus voor alle N > 1 geldt
N
I wE) <u@.
n=1

Daax u(En) > 0 voor alle n, geldt ook

I ow(E) < u(E).
n=1

s @ @ 2@ ] 3 -° ‘
Gevolg 1. 2ij {B } _, een rij verzemelingen in R 26 dat B <E ., en

1
E= Y E eR. Don geldt:
n n

W(E) = Lim u(E ).

n-eo
Bewijs. Definieer F1 = ET’
ne-1
F, = En‘(iueis Ei), n> 2.

. : cs s 1) Jop
Dan.zijn de Fn paarsgewl]s disjunct en n Fn = M En = B
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Uit stelling 3.3 volgt

o

u(E) < 1 ulF),
n=1

uit stelling 3.4 volgt

©o

u(E) > u(F ).

n=1
Dus )
) N
w(E) = § w(F) =1lin } w(F).
=1 N+ n=1
Anderzijds is
N
EN= U Fn’
n=1
dus
N .
u(Ey) = _X_ u(r ),
n=1
zodat

p(E) = 1lim u(En).
- Moo

5 e @ . s . » . oW .
Gevolg 2. Zi] {En}n=1 een rij verzamelingen in R zodatb Dn+1 ch,
zij u(E;) <~ enE= | E &R.
n=1
Dan geldt

w(E) = lim u(En)e

n-e

Bewijs. We merken eerst op dat E C;EnaE voor alle n, dus '

1
w(B) < u(E) < ul(B) < =
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Definieer nu Fn = E1 \En, dan is

F &R, F CF, . en \IJ1 F =ENE.

We kunnen dus gevolg 1 toepassen en concluderen

(+¢) | u(E, VE) = Lim u(F ).

e
Dear u(E) < « is volgens stelling 3.2

W(E,VE) = u(E,) - u(E).

Anderzijds volgt uit de definitie van F, en u(En) < », dot
w(E ) = u(E) - uw(E),

zodat

lim “(Fn) = u(E1) - '1imku(En),

e n-eo
Invullen in (»¢) levert

W(E,) - u(E) = u(g,) - ii’: W)
Daar u(E1)v < @ yolght nu
u(E) = 1lim u(E ).

n-re

Voorbeelden

1. We hebben gezien dat P(X) een o-ring is.
Zij p een vast punt in X. Definieer nu de verzemelingsfunktie u:
F(x) B als volgt:

u(E) = 1 als peE,

i

u(E) = 0 als p & E

Dan is 4 een maat op P(X). Immers:
Dat u(E) > 0 is en u(@) = 0 is triviaal.
De o-additiviteit tonen we sen als volgt:

& .
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%Zij E = 181 E;, Eif\Ej =@, i+#J;

als peE, dan is er een i

0 > 1 met peEi en Q.aar Ej_nEj = ¢ is

0
P $Ei voor i # i, dwz.

w(E) = 1en | wu(B) =u(g )=1.
i=1 0
Als p ¢ E, dan p séEi voor alle i, dwz. u(E) = 0 en u(Ei) = 0 voor .

alle i.

2. Zij € de verzameling positieve gehele getallen, Definieer op P(E&)
de verzamelingsfunktie u als volgt
u(E) = n als E een eindige verzameling is met n elementén,
u(g) = 0,
u(E) = += als E oneindig veel elementen bevat,

Dan is u een maat op P(&).

We beschouwen nu de klasse I bestaande uit alle halfopen inter-
vallen [a sb), waarbij a,beR, a < b en alle eindige verenigingen van
dezev intervallen. De klasse I is een ring. We kunnen gemakkelijk aan-
tonen dat iedere verzameling E in I is te schrijven als vereniging van

eindig veel disjuncte intervallen [:ai,bi). Dit kan op vele manieren,

b.v. voor [a,b) kunnen we ook schrijven [a, .9'—;-'-}-)-)\) [_a_g_l_:_.’ b).

We definieren nu de volgende verzamelingsfunktie p op I:
u([a,p)) = b - a.

n
7zij E€I geschreven als E = iﬂi [:ai »b; ) met [a.i ,bi)n [aj ’bj) =,
Dan definieren we

n
u(E) = j_é‘] Utai’biv)v

De definitie van u(E) is onafhankelijk van de gekozen representatie -
van E, immers: n ' .
zi) enerzijds E = U Ai; A, disjuncte halfopen intervallen, en ander-
zijds =1 '

‘ m _
E= 121 pj; B«i disjuncte halfopen intervallen. |
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2ij C, i3 = Air\Bj, dan zijn de cij disjuncte half-open intervallen

(ga nae) en E kunnen we nu ook representeren door

=V,

j.
m
Iedere A is de vereniging ven eindig veel C.j, nl. A1 = U Alr\B 5
J=1

dus wegens stelling 3.3 en 3.k is

u(a) = Z u(A;n3B;), avz.

J=1
n n m
Lowag) = L 521 u(a;nB,) = (e
m
Analoog 521 u(Bj) =] u(Cij), zodat
T oua) = 1 ue)
A,) = B.),
i£1 " =1 "

hetgeen we wilden bewijzen.

We zullen nu nagaan dat de funktie u een maat is op de ring I.
(1) Voor alle E €I geldt u(E) > 03 o
en u(¢) =a - a =0,
(2) 4 is aftelbaar additief. -
Laten E,, E2,'... elementen zijn van I zodanig dat E =‘£:1 E,,
Eil'tE:j = @ en E€I. *

Dan moeten we bewijzen dat u(E) = J u(Ei).
i=1
We bewijzen dit voor het geval dat E een half-open interval is.

o«

Het algemene geval, dat E een eindige " vereniging is van disjuncte
half-open intervallen, volgt hieruit dan onmiddellijk.

E = [a. b); b~-a >0 want voor E = ¢ is de bewering triviaal.

We mogen veronderstellen dat de E half-open intervaellen zijn.

[él’b ). n
Voor alle n > 1 geldt U E; ¢ E, zodat ): n(E; ) < u(E).
Dus ook gelat A=
& V [+ 1

I w(E) < u(E).

i=1
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oo

Om te bewijzen dat bovendien u(E) < ) u(Ei), maken we gebruik van de

i=1
stelling van Heine-Borel:

- Laat A een begrensde gesloten verzameling zijn in R en {Ua}a een
collectie open verzamelingen zodanig dat A ;‘(&’ U, Dan is er een
eindige deelcollectie {Ui}2=1 zodanig dat AC O Uso =

' i=1

Zijnue >0, e <b=~a.

Definieer F = [a, b-e], dan is F¢E,

En U. = (a, ==, b,), zodat E,cU,.
1 1 21 1 1 A

o

Dus LU U.,oF.
i=1 *
Volgens de stelling van Heine-Borel zijn er eindig vele Ui’ zeg

U, 5, s0s, U, 2zodat
i i

1 k
k
U U. DF.
i,
=1 7j
Dan geldt dus
x €
b=¢c=as< | ‘(bi.-a +——i-)
J=t J 2

°

ofwel u(E) - e < J w(E;) + e
i=1 -

Daar ¢ willekeurig was volgt uit
) [
wE) £ T ou(E) + 2e
i=1
de te bewijzen relatie

wE < § s,
B et
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Opmerklng. de maat u is ook o-e:.ndlg, 1mmers zij E€R, dus

U [a. 20 ), den is E te schrijven als

i=1
U [a..,b ) met [a 2Dy )n[a. ,b ) =¢ en
i=1
{:a.i,'bi) = @ voor i _>__k,
en u([a.i,bi)) < o yoor alle i.
Opgaven

1+ 2ij X de verzameling positieve gehele getallen. Zij de verza.mellngs-'
funktie y gedefinieerd op P(X) als volgt:

u(g) = 0,
u(E)

u(E)

= gls E een oneindige verzameling is,

)

z J—é- als E een niet-lege eindige verzameling is.
n€k n

Ga na dat u (eindig) additief is, maar geen maat.

2. Zij u een op een ring R gedefiniéerde niet-negatieve aftelbaar
additieve verzamelingsfunktie. Indien gegeven is dat er een E &R

is, zodanig dat u(E) < =, bewijs dan dat u(g) =

3. Laat | de op de ring I van eindige verenigingen van half-open inter-

vallen gedefini€erde maat zijn. Bewijs dan dat u' gedefiniderd door
u'([a,b)) = g(b) - gla),

waarbij g een niet-negatieve, monotoon stijgende continue funktie
R >R is, |

eveneens een maat op I is,

b, Als u een maat is op de ring R en E en F zijn twee verzamellngen
in R, dan geldt

u(E) + u(F) = W(EVF) + w(EnF).
 Bewijs dit.

&
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Sprekers: J.M. Geysel en P.P.N. de Groen.

k, Uitwendige maat

In §3 hebben we een maast gedefiniéerd op een ring R. We willen nu

het maatbegrip uitbreiden tot een grotere klasse van verzamelingen.

Def. 4.1. Zij E een niet-lege klasse van verzamelingen in X. De niet-
negatieve verzamelingsfunktie ¢: & - R~ heet subadditief indien voor
alle E,Fef zodanig dat EUF€E geldt

¢(EVUF) < ¢(E) + ¢(F).

Def. 4,2, De niet-negatieve verzemelingsfunktie ¢: £ - R heet aftelbaar

Eieg zodanig dat U EiG’-E,
i=1

subadditief indien voor iedere rij {Ei};o
geldt

=1?

o(V E) < 1 o@®).

i=1 i=1
Def. 4.3. De verzamelingsfunktie ¢: g -~ 1R* heet monotoon indien voor
alle E,Fe€ 325 dat ECF geldt

$(E) < ¢(F).

Def. L.4. Zij R een ring met maat u. De uitwendige maat W op X, voort-
gebracht door R en u, wordt gedefinieerd als volgt:
(a) indien E€P(X) zodanig is dat er minstens 8&n aftelbare rij elemen-

ten {Ei} van R bestaat zodanig dat ECUEi, dan

W(B) = inf {] w(E,) | BCUE,, E,€R},
i i

(b) indien er géén rij deelverzamelingen van R is zodanig dat ECU E,,

1
dan

WI(E) = +,
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5. Indien u een maat is op de ring Ren E en F zijn verzamelingen in R,

§-

dan definiéren we
EwvF als uEAF)=0.
Ga na dat de relatie ~ een equivalentierelatie is, dwz.

(1) E~E.
(2) E~F, Fw G=Ew G.
(3) E~F=>FwE,

Zij € Gde klasse van alle verzamelingen in R, waarvoor E ~ §. Bewi]js

dat & een ring is.
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Stelling k.1. De uitwendige maat u* voldoet aan:
ko .
(1)V EeRr ==> yu (E) = u(E).

(2) W(E) 2 0 en 1 (9) = 0.
S I ' ’
(3) u is monotoon.
(4) v is aftelbaar subadditief.
Bewijs.
(1) zij E eR. ;
Dan is u (E) < u(E) omdat {E} een overdekking is van E. Voor iedere

overdekking {El} met Eie R, EcU Ei’ geldt wegens de monotonie van
dat

u(E) < ] u(g;),
dus
u(E) < inf {] u(E;) | B;€R, E€VE} = v (E).

Dus ¥ (E) = u(E).

(2) Dat ¥~ niet-negatief is volgt direkt uit het feit dat w* het

infimum is van een verzameling positieve getallen. Uit (1) volgt in het
> *

bijzonder dat u (@) = u(g) = 0.

(3) Zij E<F en stel F is de te overdekken met een rij verzamelingen uit
R. Voor F geldt '

wi(F) =inf { | u(F,) | F,€R, i=1,2, «..; Fe U F.}.

. i i . il

i=1 i=1
Iedere overdekking van F is zeker een overdekking van E, dus

Ha
WE) < w(F).

Indien F niet te overdekken is, dan W (F) = +o en is aan (3) voldaan.
(b) 2ij {An} een rij verzamelingen in X, dan moeten we bewijzen dat

. WU A < T *a).
. un=1nmn£1u n
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Indien voor een der Arl geldt u*(An) = 4+, dan is de bewering triviaal.

Stel dus voor alle ne€N geldt n*(An) is eindig, dwz.

- ©0
3 . O e o
W (A ) = inf {121 w(E ;) l E; €R, 1=1,2,...3 Anci:)1 Eni}

voor n = 1y, 24 ss0

Kies € > 0 willekeurig.

%ij nu {Enl };=q een overdekking van A z8 dat

© " e
Z u(Eni) <y (An) ==
i=1 2
een overdekking van A = UJ A, dus geldt
n=1

Ha is {Eni};,'nﬂ
W) s ] ow(E) = LG wE <
i,n=1 n=1 i=l

8

< 3 W)+ W) v e
n=1 n’/ 2n n=1 n

Daar ¢ willekeurig gekozen was, geldt dus

W) < J owa).
n=1

~ Voorbeeld. Beschouw wederom de ring I uit §3 met de daarop gedefini&erde

. . 4

maat p. We kunnen nu op R de uitwendige maat p., voortgebracht door I en
u, definiéren.

We berekenen de uitwendige maat van enige verzamelingen in IR.

1. 2ij p een punt vanR en ¢ > 0 willekeurig.

- Beschouw de verzameling E = fp, pte) in I.

Dan is {E} een overdekking van {p} zodat

w({p}) < u(E) = €.

Dit geldt voor iedere ¢ > 0, dus

W {({p}) = 0.
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2. Wat is 1 ((a,b))?
Daar (a,b)¢ [a,b) en [a,b) eI, geldt
W ((a,b)) < u [a,b)) =D -a

Voor iedere ¢ > 0 is [a+e,b) e (a,b) en wegens de monotonie van u*geldt

() W ([are,b)) < W (a,b).

Echter [a+e,b) eI, dus u ([at+e,b)) = u(fate,b)) =b - a - €.

Dus voor iedere £ > 0 geldt '
b-a-c¢ f_u*((a,‘o)),

zodat .
W ((a,0)) > b - a.

Hieruit en uit (%) concluderen we

W ((a,b)) =D - a.
3. Ga zelf na dat 1 ([a,b]) = b - a.
L. Zij E de verzameling van alle rationale getalleh in [0,1], en zij
€ > 0. 2ij {r1, Ty «se} e€en aftelling van de punten van E. Dan is
2 :
EcV [r;, 7, +-—-) en [r,, r +-—-)éI.

i=1 2t s

Dus

wiE) < u([ri, r. +<x)) = ] E =,
=1 T

Dasr willekeurig was is dus
He
u (E) =

Opmerking: ga na dat voor iedere verza.mel:mg A van aftelbaar veel punten

in R eveneens geldt: u *(a) = 0.
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Stelling 4.2. (X, R1,u1) en (X, R ) genereren dezelfde uitwendige

mﬂaa.tAu* op X d.e.s.d. als

20 Mo

* ‘R & * R
My T Hp OP Ry €1 My = Uy OP Hye

Bewijs.
(a) Stil (x, Rys u1) en (X, Rys My A
Dear y = u, op R, enu =y, op R2 volgens stelling 4.1 is de

| - ° *
) genereren de uitwendige maat u .

bewering evident.
* .
(v) Stel My = Wy OP R2.en Hy = M, Op R1.
Zij E¢X, dan willen we asntonen dat u.):(E) = uZ(E).
Allereerst uT(E) < uZ(E).
Voor u;(E) = +» ig dit triviaal, dus onderstel)u;'(E) is eindig.
Dan is er voor alle € > O een aftelbare overdekking {El} van E met

Eie.Re, zodanig dat
> €
uy(E) > E p(E;) = 35 o

W

Daar gegeven is dat My = Uy

op R2 volgt
a
= > uy(E) > Jui(E) -5 .
1

In het bijzonder geldt dus voor alle i dat uT(Ei) < o,
Dus is er een overdekking van Ei met aftelbaar veel elementen van R1:

. &R,

U .y F

" en wel zodanig dat

I €
wo(E,) > ) w, (F,.) == .

174 3 1715 ot

M.8.We
€

.“;‘E) > E by () 'f‘%’ z (g uy(Fy5) f.‘;"{) "2

; | 3e
= Z u (F..) - S e
L 71T 2
- _ 1,4d J
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De rij {Fij} is een aftelbare overdekking van E met elementen van Ry

dus

uy (E) <’Z u(Fss)s
i,d

zodat
L3 e
u, (E) < u,(E) + €.
1 2
Daar ¢ willekeurig gekozen was, geldt
e >
ui(E) < u,(E).

.. e, e :
Het bewijs dat uz(E) < u1(E) gaat analoog.

1. Zi] R, de ring van alle eindige verenigingen ven intervallen [r,s)
met r <s en r en s rationaal. Zij R, de ring vaen alle eindige vereni
gingen van intervallen En,m) met n < m en n en m geheal,

Definiéer op R, en op R, op de manier als beschreven voor de ring I
in §3 een maat M, resp. H,e

Zij nu uT de uitwendige mast ‘gegenereerd door (B, R T ) en u; de

uitwendige maat gegenereerd door (R, R 29 u2) Ga na. dat uT = u2 op R

Geef een tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat u1 # u2

2, Zij u2 de uitwendige maat uit opgave 1.

Geef twee disjuncte verzamelingen E en F waarvoor geldt-

u;(E VF) < u;(ﬁi) + uZ(F)-

3. 2ij X = [0,1] en |
gis de collectie {[O, %—), [—;—, )3;), {%} X}- .

3 88

Zij u een verzamelingsfunktie op gedefinié&erd door

u( [0,. -2-)) ”([2 'E)) 2 u({ b

u(X) =

2



o

a)

.b)

c)

a)

ol

Bepaal de ring R gegenereerd door £ en de o-ring o(€) gegenereerd

door f. ‘
Breid p uit tot een verzamelingsfunktie op R door te(definiéren

u(AWB) = u(A) + u(B) voor A,B&R, ANB = §

en bewijs dat p een masat is op R.

Bereken de uitwendige maat van

1 ' 1
[09 'H']s Eo,-%ls [‘E‘a-ﬂp ("2', 1].
Geef twee disjuncte verzamelingen E en F in. X zodat

W(EVF) < 1 (E) + v (F).
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Oriénterend Kollokwium Maattheorie (1969=1970)

Spreker: P.P.N. de Groen

5. Meetbare Verzamelingen

Laat X een verzameling zijn, R een ring van deelverzamelingen van X,

u een maat op R en u* de hierdoor geinduceerde uitwendige maat op P(x).

Def. 5.1. ECX heet u-meetbaar indien voor alle ScX geldt: .
w(s) = W(sNE) + W (8NE®)

en 1 (E) heet dan de maat van E

Opmerkingen: 1) Vanwege de subadditiviteit van u"'geldt zeker
W) < W (snE) + v (8NE)
2) Als uit de kontekét duidelijk is in welke zin de meet~

3) Deze .definitie van meetbaarheid is afkomstig van
Caratheodory (1918).

Stelling 5.1

1) X en @ zijn meetbaar
2) E meetbaar == E° meetbaar.
3) Als E, en E, meetbaar zijn, dan zijn ook E,VE,, E,NE, en E1_\E2
meetbaar. Als bovendien E1 en E disjunkt zijn, dan geldt
B (sn(E VE, )) = u (snE )+ (snE ) voor alle ScX.
L) Als {E } een aftelbare kollektle meetbare verzamelingen is, dan
is E = ;J1 E meetbaar. Zlan bovendien de E paarsgevijs disjunkt, dan
geldt ook u (snE) }j u (snE ). voor e.lle seX. -

N.B. Door 8 = X te nemen in (L) zien we darekt, dat u“'aftelu

baar additief is op de kollektie van meetbare verzamelingen.
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Bewijs.

1) Uit 8NP = en 1w (#) = 0 (St. b.1.) en 8NX = 8 volgt
w(s) = u(sNg) + u (8N X)

zodat § en X meetbaar zijn.

2) De definitie van meetbaar is symmetrisch in E en EC zodat met de

een ook de ander meetbaar is.

3) We weten dat
¢ _ en ¢
sN(e,VE,)° = sﬂE1nE2
en : .
- - c
Sﬂ(E1UE2) (snE1nE2)U(snE1ﬂE2)U(snE1(\Ea)
zodat vanwege subadditiviteit
W BN (BUE.)) < w(SNE.NE.) + u (SNESNE,) + 1 (SNE.NES).
1 2°7 = 1 2 v1 2 1 2
Vanwege de meetbaarheid van E2 geldt

u:“-(SﬂE1) u*(SnE1ﬂ E2) + u*(SnE1n Eg)

en

WISNES) = w(sNEINE,) + W (sNESNE).

Uit dit alles tesamen volgt voor a.llé scX

W(8)2 SN (B,UE,)) + (8N (E,VE,)")
<w(sNENE,) + W (sNESNE,) + wISNENEY) + w(sNENEY) =
= W (sNE,) + u*(SnE:) = wi(s) .

Overal geldt dus gelijkheid. E1UE2 is dus meetbaar en
W(sN(EVE,)) = v (8NENE,) + w(sNENE,) + W (sNE ,NEY),

zodat i.h.b. als E, en E, disjunkt zijn geldt

w(sN(EUEY)) = w(8NE) + v (SNE,).

N.B. Hieruit volgt onm1dde111;;k dat voor iedere eindige

S

' kollektie {E } van onderling dls,)unkte meetbare

verza.melmgen geldt dat (SN U E, )) =
i=1
Z u (snE ) voor alle S5CX.
1=1

?
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k) {Ei}ifaa\l is een kollektie meetbare verzemelingen en E = i§1 Ei' We
mogen aannemen, dat alle Ei onderling disjunkt zijn (anders maken
we het zo met stelling 2.3). Voor alle n€lN en SCX geldt dan met
behulp van het N.B. van (3) .

w0 (0, B + w0 (Y, 2)°) =

w(s)

Wensy) + w0 ) 2

He
b

o1l s

E)) .

(snE ) + (sn( i B

iv
38
-

e
——

Dus ook geldt in de limiet voor n =+
Wi(s) > Z u(snE)+u(SﬂE)>
i=1

:’_u*(sn(:.j:)1 E.)) + W(snE®) =
= W(SNE) + W (sNE®) > u™(8)

Overal geldt nu weer het gelijkteken, dus E is meetbaar en

o]
Z u (SﬂE ) = u‘]’@(Sf’)(i‘-_;.’1 Ei)) voor alle ScX ,
1-1

Stelling 5.2, Als A€R dan is A u-meetbaar.
We zullen dus bewijzen: p(s) = ¢ (snA) + u*(SnAc) voor alle ScX en
AeR.

Bewigjs.
Neem een SCX en een AR willekeurig.

Als S niet te overdekken is door een ai‘belbare rl.] elementen van R
» zodat '

dan is per definitie u *(s)
= = 1 (8) £ W (8NA) + 1 (8NA°) < =

en de gelijkheid geldt.
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Als S wel te overdekken is door een afteltare rij elementen van R,

laat dan {B_}
- n’ ne

- zo'n rij zijn met de eigenschap

oo

w(s) > 7 u(B)-c¢ voor zekere € > O.
n=1 n , ,
, Cri i ,as - ,
A;Ré dus {Bnﬂ A}neﬂ en {an'\A }ﬁéw.zn.an overdekkmggn van SNA resp.i
SNA~ met elementen van R. Hieruit volgt dat

Wi(sna) = ] wBNA)
o n=1 '
wsna®) < u(BnnA"‘);
n=1 ’
Dus

e+ wi(s)> [ u®)=
n=1

Y ow@ENA) + T u(BNAS) >
n£1 **a : nZ1 “ o -

> w(sNA) + W (sNa®) > w(s)

Dit geldt voor iedere € > 0, er is dus gelijkheid. Bijgevolg is A meet-

baar.

Gevolgen

1) De kollektie van alle p-meetbare deelverzamelingen van X is een -
o-ring (volgens st. 5.1). die R omvat (volgens st. 5.2). We zullen deze
o-ring aenduiden met A.

"
2) v is een maat op A want
W(#) =0 en p(E) >0 VEeA (volgens st. b.1)
u*fis o~additief (volgens st. 5.1)

3) Volgens stelling 4.1 is u*]R =y (d.w.z. de restrictie van u*’
wat betreft zijn definitiegebied tot R is gelijk aan u). We zullen dan
ook voortaan de maat van een meetbare verzameling E noteren met u(E)
en niet meer meterE); deze notatie is nu immers niet dubbelzinnié;meer
op RS '

i
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Notatie: Het tripel <X,A,u> is de asanduiding van een mastruimte; hierin
is X een verzameling, A is de kollektie van u-meetbare deel-

verzamelingen ven X, en u is een maat op A.

Opmerking: Het wil wel eens gebeuren dat we spreken over de maatruimte

<X,R,u> waarin X een verzameling is, R een ring van deelverzamelingen
van X en p een maat op R; bedoeld is dan de meatruimte <X,A,u> waarin
A de kollektie van meetbare deelverzamelingen van X, welke verkregen is
uit R en p met de konstruktie via de uitwendige maat op X en waarin u
uitgebreid is tot A. ‘

Analoog aan de gevolgen (blz. 10,11) van de stellingen 3.3 en 3.4 ve~
wijzen we nu voor de o-ring A het volgende voor limieten van monotone

rijtjes.

Stelling 5.3. a) Als {Bn}néw een rij meetbare verzamelingen is zd dat
a ,
Bnc Bn + Bn s dan geldt

en B

)
1 n=1

u(B) = lim u(Bn)

n-o

b) Als {En}nem een rij meetbare verzamelingen is z8 dat

EOE ,  enE= 531 E en u(Ep) < w-voor zekere p, dan geldt
W(E) = lim u(E )
n-»eo

N.B. De rij verzamelingen onder (a) wordt wel stijgend en onder (b)
dalend genoemd.

Bewijs.
* 8 o a4 o > .

(a) {Bn}nem is een stijgende rij, dgs u(Bn) -*“(Bn-1) zodat.:?k u(Bn)

een stijgende rij is; deze laatste heeft dus een limiet in R . Definieer

=B enA =B\B_

voor n > 1, dan volgt Anf)Am = @ als n #m,

1 1 1

volgt dan ook:

@ k ;
w(B) = ] wla) =2lim ] (u(B)~u(B_,))=1linu(B) .
- n=1 n koo n=1 n- o n= N0 PR
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(p) {En}ﬁelN is een dalende rij en u(E ) < w, De rﬁ u(En) is dus een
dalende rij niet negatieve getallen met u(En) < @ glg n > p; deze rij
© heeft dus een limiet in R. ' ‘ .
Definieer D = E}?\En voor n > p, dan is de rij {D } n=p+1 stijgend en
J - |
n=p+1 On EE;\ E .
Met (a) volgt dan u(Ep) - uw(E) = l:Lm u(D ) = l:un (u(E ) - u(E )). Omdat
.llm u(E ) bestaat en evenals u(E ) elndlg is volgt nu ‘

lim u(E_ ) = u(B) .
nre
Algemener kunnen we nu het volgende bewijzen voor limieten van rijtjes

waarvoor geen monotonie geéist wordt.

Stelling 5.b.
Laat {An}n eny SSP aftelbare kollektie meetbare verzamelingen zijn, dan
geldt:

(a) u(liminf An).f_ liminf u(An)

- . Linss S a)<e
(v) wu(limsup An) > limsup u(An) als u(n=p An) < = yvoor zekere p.

Bew:i:;ls«
o0 o0 o
. . = U n . = . . 0
(a) liminf A = Y 0O A. laat B an A, dan is {Bm}meN stijgend,

en B €A ¥n > m zodat u(B ) < inf(u(A )4l n > m). Dus u(liming An) =
11m u(B ) < liminf u(A ) met behulp van stelling 5.3 (a).

n—)oo

(b) limsup A = mQ1 ngm A . Leat C n-L-) A ,» dan is {C } oy Golend,

u(C)<°°enC‘:)A ¥Yn > m, zodatw>u(c ) >sup(u(A) In>m)
Dus met stell:.ng 5.3 (b) volgt
u(llmsup An) = lim u(Cn) 111msup u(An) .

n-co

Gevolg. Als lim An bestaat (d.w.z. limsup A = limingf An) en u(ngp An) < ®©
voor zekere p dan 'geld'b -

iim u(An) = p(lim An) .

noo
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Opgave 1.
2ij 12 de ring van alle eindige verenigingen van ve'rzamelingen ACR2
ven de vorm {(x1,x2)etR2 | a Sx by esx,<dib2a3d > ¢l.
Definieer op 1% de maat u door
n n ' .
wE) = J ou(ag) = ] (b, -a)e; -4,) .

= . =

DeW.Z. 12 is de ring van eindige verenigingen van rechthoekjes die links
en onder gesloten en rechts en boven open zijn én de meat van zo'n recht~
hoekje is het oppervlak ervan.
Dat I° een ring is, dat u(E) gedefinieerd is voor EezI2 onafhankelijk
van zijn representatie en dat u een maat isAop Iabkan bewezeh worden
geheel analoog asn het bewijs voor de ring I in §3.

Zij nu E_ = {(x1,x2)€ R® | x,€R willekeurig en 0'_5‘_ Xy < -Il;} « bewijs
dan:
1) E is meetbaar

2) 1im En bestaat en is meetbaar

3) 1lim u(En) # u(linm En) en ga na waarom St. 5.3 hier niet geldt,

n-+o

Nulverzamelingen

Def, 5.2. Een deelverzameling ECX heet een nulverzamelmng 1nd1en
W (E) = 0.

Stelling 5.5. Iedere deelverzameling van een nulvergzameling is weer een
nulverzameling en iedere nulverzameling is meetbaar. '

Bewijs.
Leat E een nulverzemeling zijn; d.w.z. wYE) = o,
N e B, N Mo He

Als FcE, dan is u (F) < v (E) vanwege de monotonie van u . ¢ (F) > 0
omdat uﬁ'niet negatief is, dus u“YF) = 0,

. 3 s * c .
Nog te bewijzen, u (8) = u (SNE) + u (SNE”) voor de meetbaarheid van E,
SNECE, dus volgens het bovenstaande is u (S{)E) = 0,
snE’cs, aus W(SNE®) < " (s). | ' . |
Hieruit volgt dat u (8) < iy (snE) + U (snE )T (s) Vsc)c“'e:z dus
is E meetbaar. ‘ - ‘



32 .

Def. 5.3. Twee deelverzamellngen van X heten blqna gelijk (Eng.: almost
equal), als u(AAB) =

Def, 5.4. Laat (X,A,u) een mastruimte zijn en f en g funkties op X, dan
heten £ en g bijna overal gelijk als u({xeX | £(x) # g(x)}) = 0. .

Een eigenschap P(x) geldt bijna overal als de maat van de verzameling

punten van X waar P onwaar is gelijk is aan nul.

Voorbeelden, (1) Laat (X,A,u) een maatruimte zijnjals AcX en BeX bijné,
gellgk zijn, dan zlan de karakteristieke funkties xA en XB van A en B

(2) Beschouw de maatruimte <[p {] I,u> waarin I de ring is
uit §3 en u de maat daarop. De verzamellng van ratlonale punten in [b 1]
is dan een nulverzameling en de funktie f, gedeflnleerd door

£(x)

1 ﬂsstﬂD;ﬂ
0 als xe@®N [0,1]

f(x)

is bijna overal gelijk aan nul.
Opmerking. We hebben nu een uitbreiding van de maat u op de ring.RcﬂP(x)
gemaskt zo dat deze "kontinu" is geworden onder overgang op limieten van
aftelbare rijtes (st. 5.4) en zo dat alle deelverzamelingen van een nul-
verzameling weer nulverzamelingen zijn. Een verdere uwitbreiding maken
doen we niet en de vraasg zou kunnen rijzen, waarom tot hier en niet verder.
Een eksakt antwoord op deze vraag kan ik niet geven, doch enige indika=
ties in deze richting kan men vinden in het volgende:

Als de maat u op Rc9AX) g-eindig is, d.w.2. X zelf kan overdekt
worden door een aftelbare rij verzamelingen uit R van eindige maat
(X¢n§1 An met Anc—.aR en u(An) <« \/n), dan bestaat er precies 8én uit=
breiding van u tot een maat op A; d.w.z. dat de uitbreiding, gekonstru-
eerd via de uitwendige maat de enig mogelijke is. Het zou
te ver voeren om deze uniciteitsstelling hier te bewijzen; zie hiervoor
b.v. Halmos: Measure Theory §13. ,

Aan de hand van het volgende voorbeeldje kunnen we wel zien,(dat een
verdere uitbreiding, indien mogelijk, niet meer uniek behoef't ﬁe;zijn;
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Leat X = {1,2,3,} en R = {¢,{1},{2,3},X}<:93(X) en definieer op R de maat

u als volgt: u(@) = 0, u({1}) = 1, u({2,3}) = 1, u(X) = 2. Het is dan

niet moeilijk in te zien dat we via de uitwendige maat geen andere

' meetbare verzamelingen erbij krijgen, dus A = R en {2}, {3}, {1,2} en

{1,3} zijn niet meetbaar.
Laat nu A& [0,1] en definieer:

uk({Z}) = A, uk({3}) =1 =12, uA({T,Z}) =1+ A, NA({1,3}) = 1«2
en uA(A) = u(A) voor alle A€R.

Het is eenvoudig in te zien dat W, Du een maat is op $2(x) voor iedere
A€ [0,1] en dat het ook een uitbreiding is ven u voor iedere A&€[0,1].

Opgave 2.
Ga na dat de kollektie nulverzamelingen in een maatruimte een o-ring is.

De Lebesgue-maat

Def. 5.5. De maat u op de ring L van meetbare verzemelingen in R, ge-
genereerd (via de uitwendige maat) door de maat p op de ring I (§3),

heet de Lebesgue~maat op R en de elementen van £ heten Lebesgue~meetbasar.

Opmerking. Geheel analoog aan def. 5.5 kunnen we de Lebesgue-maat 015'

Re definiéren met behulp van de ring 12 van opgave 1 en i.h.a, de
Lebesgue-maat op (Rk met een analoog aan '12 gedefinieerde ring Ik. We
zullen hier verder niet op ingaan en ons beperken tot het eendimensionale
geval, '

Het belang van de Lebesgue~maat ligt hierin,
~ dat hij op verzamelingen wasrven we de totale lengte (oppervlek
resp. inhoud in Ba en hogere dimensies) reeds kenden, hiermee samenvelt,
- dat de "topologisch mooie" verzamelingen, de open .en de gesloten ver—
zamelingen meetbaar zijn. , V
- dat limieten van meetbare verzainelingen weer meetbaar zijn,
~ dat de meat ven een meetbare verzemeling invariant is onder ver-
schuiving (d.w.z. ‘A meetbaar <> A

L = x+a | x=A} meetbaar e‘nv;“
u(A) = u(4,) voor alle AeR). -
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Het eerste punt volgt uitide definitie van de ring I met de maat U erop,

de andere punten zullen we nu bewijzen.

Lemma 5.1, .
Laat O een open verzameling zijn in R en [a,a+1) een halfopen interval,
dan is A= 00N [a,a.+1.) te schrijven als een aftelbare vereniging van half-

open intervallen.,

Bewijs. _
Verdeel het interval voor iedere k in ok gelijke halfopen intervallen

van het type N k3 def [a + Z—k(j"ﬂ a + 2-kj) voor 1 £ J'% ot en jynel
en definieer Mk als de vereniging van die N . (vij vaste k) die geheel

bevat zijn in A, dus
def .
= . < < < nf
M U{NkJ‘NkJ Aen 1.<j £ n}

dan is Mk voor iedere k een e:mdlge vereniging van halfopen intervallen
die bevat is in A, zodat ook M = k 1 MkCA.

We zullen nu nog bewijzen x€A == xeM.

Laat xeA, dan x€0 en omdat O open is, is er een € > 0 zo dat (x-~e,xte)cO.
Als x = a, dan is [x,x+s)c0 N[a,at+1) = A en er is een k z6 dat 2 © < €3
bijgevolg is [x,x+2 JCA en ook Ec,x+2 ) = Nk ; en dus xc—:Mch.

Als x # a, neem dan € < min (x—a,a+1-x) dan volgt dat (x-e,xt+e)CA,

Maar den zijn er natuurlijke getallen k en 1 met 1 £1x 2k zo, dat
- x-e<a+2k(1-1)§_x<a+2k11x+e
en dus |
k Ak
xele + 27°(1-1), a + 2'1)cH, CM

Nu volgt dus, dat M = A. Bijgevolg is A de aftelbare vereniging van
halfopen intervallen.

Lemma 5.2 ‘ .
Iedere open verzameling O inR is te schrijven als de aftelbare vereni~
ging van halfopen intervallen. ‘

&
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Bew1gs. , w
R = n [n,n+1) dus ook O = ___oo onfn,n+1). On[n,n+1) is een aftel-
bare verenlglng van halfopen intervallen, dus 0 zelf is als aftélbare
vereniging van stukken On[n,nﬂ) ook de aftelbare vereniging van aftel-
baar veel halfopen intervallen. ‘

Stelling 5.6.

‘Alle open en alle gesloten verzamelingen in R zijn meetbaar.

Bewijs.
Een open verzameling is een aftelbare vereniging van elementen van de

"ring I en is dus meetbaar volgens st. 5.2 en 5.1 (punt L).

Een gesloten verzeameling is het komplement van een open verzameling en
dus ook meetbaar volgens st. 5.7,

Stelling 5.7,
De Lebesgue-maat is invariant onder verschuiving; d.w.z. & meetbaar,
dan ook A, = {x + A | xeA} meetbaar en u(a,) = u(a).

Bewijs.
Als A = [a,b), dan A = [a+A,b+A)ET en WA )=b+r~a=i=b=-a-=
Hieruit volgt onmiddellijk, dat AGI +=> Ajel en u(A ) = uy(A). De uit=

wendige maat van een verzemeling is dus ook invariant onder Verschulvn.ng
omdat de maat van iedere overdekking met elementen van I dit is; maar
dan geldt ook u (s A4 ) +u (s na, ) = W(8nA) + (SN AS) zodat A

meetbaar <= AA meetbaar en u(A ) = p(A),

Opgave 3.

Bewijs: Als f een kontinue reéle funktie is op R, dan is
def

F, = {xeR | £(x) > A} Lebesgue-meetbaar.
. Opgave L.

Last X = [0,7]cR

S = {{—} l nssﬁ\r}u{(n,._1 s

1) | nemuin)
R is de kollektie deelverzamelingen van X die eex}' eindige verenigihg
zijn van elementen van S, |

O
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Definieer op R de verzamelingsfunktie u door

wp) =0, u(li;}; b 2) =0, ul(i) =-i;; veor alle neM

en als X = ;U 5. met s;€8, dan wx) =} u(si). _

1
Bewijs: 1) R is een ring

2) u is een maat op R.

3) ieder element van & (X) is p-meetbaar.

Bereken: u([%*%,ﬂ) s u(x) 3 u([o, 11;)) ; u(ngo {(/2)™1).

ave S,

We beschouwen een proces T, gedefinieerd op verenigingen van gesloteh
intervallen, dat uit een gesloten interval een precies in het midden
gelegen stuk ven kleinere lengte uitsnijdt en dat bij een vereniging

van gesloten intervallen hetzelfde doet met ieder interval afzonderlijk:

T)\[a,b] W [, ER - JUER + A, 1] metb-a>a

en
n def B _ .
7, (9, [o;00;]) 8 Y, (mla;ub,]) metb, - e, > 2 Vi

Passen we dit proces herhsaldelijk, met steeds kleinere A, toe op [b,{],
dan zien we dat bij iedere stap het aantal (disjunkte) intervallen en
het aantal gaten ertussen zich verdubbelt, terwijl de lengte.van ieder
intervalletje apart sterk afneemt. ) '

Leat nu S, = T1/3[0,1] en 8 =T _J8

ey e
3 nt n=1 '
N X LI
bewijs dan:
1) 8 = lim 8 en'P = lim P bestaan en zijn gesloten. N

2) u(s) = Olen u(P) ='% .

Tracht vervolgens in te zien,

dat S en P geen niet lege open deelverzamelingen bevatten,




37

dat S en P niet aftelbaar zijn (Ken aan ieder punt xe S een dyadisch

getal toe door op de n-de plaats achter de kommsa een O of een 1 te

plaatsen al naar gelang x bij de n-de splitsing in het linker of het
rechter deelsegment terechtkomb).

N.B. S en P heten Cantor-verzamelingen (diskontinuiim ven Cantor).

De klasse der Borelverzamelingen.

De tot nu toe afgeleide stellingen leren dat de klasse der meetbare
verzamelingen in X, Au gesloten is voor de volgende verzamelingstheor-‘
tische operaties:

1) het nemen van het complement

2) aftelbare verenigingen

3) aftelbare doorsneden.

»

vz, Aeh = U BE D, N AGA, en NI
i=1 i=1 i ¥

Au was verkregen uitgaande ven eén ring R en een maat u en is gesloten
onder de opersties 1, 2 en 3. De vraag rijst wat de kleinste klasse

van verzamelingen is die R omvat en die gesloten is onder deze operaties.

Definitie 5.6: Zij <X,R,u> een maatruimte. (zie opm. blz. 29). De klasse

der Borelverzamelingen van <X,R,u> is de kleinste klasse deelverzamelingen

ven X die R omvat en gesloten is onder de operaties (1), (2) en (3). We
noteren deze klasse met B (R).

De definitie is zinvol omdat we voor P3(R) de doorsnede van alle klassen
kunnen nemen die R omvatten en gesloten zijn onder (1), (2) en (3). Hier-
uit volgt tegelijkertijd de unieiteit,‘Vgl. St. 2.4,

Merk op dat de klasse ﬁ(R) onafhankellak is van de maat u, Dit in tegen=-
stelllng tot de klasse A .

Omdat A gesloten is onder (1), (2) en (3) en Rc:A volgt ?3(R)C:A . Dat
hier nlet noodzakelijk de 1dent1te1t geldt blijkt ult het volgende YOQY=
beeld,



38

Voorbeeld: Zij R de kollektie van alle deelverzamelingen van [0,{] die

hetzij zelf aftelbaar zijn hetzij een aftelbasar komplement hebben en zij

"u(A) = 0 VAeR, u is trivialiter een maat op R. Men gaat gemakkelijk

na dat R een O-ring is terwijl R gesloten is onder de operaties (1), (2)
en (3). Hieruit volgt R = B(R); Oomdat [0,1]€A en u([0,1]) = 0 per
definitie volgt, dat alle deelverzamelingen van [p,f] nulvergamelingen
zijn. Dus A = P([0,1]) . We concluderen A, # B(r).

Opmerkingen:

1e) In het algemeen spreekt men slechts van'Borelverzamelingén in maat=
ruimten waar de verzameling X bovendien een topologische ruimte is

en waar R de ring is voortgebracht door de compacte verzamelingen.

2%) In de definitie van B(R) is het niet wezenlijk det R een ring is.
DG (A) is te definiéren voor willekeurige deelstelsels Ac9A(X) als
de kleinste klasse die A omvat en gesloten is onder de operaties (1),

(2) en (3). (vegl. St. 2.4)

33) Zij R de verzameling der reéle getallen. R is.op de gebruikelijke
menier op te vatten als topologische ruimte. De volgende stelsels

A van deelverzameliﬁgen geven aanleiding tot eenzelfde klasse van
Borelverzamelingen: ' ' »

a) A ='I,'de ring van eindige verenigingen van halfopen intervallen.
b) A =0, de klasse van alle open deelverzamelingen.

c) “A
a) A

G, de klasse van alle gesloten deelverzamelingen.

C, de klasse van alle compacte deelverzamelingen.

Men kan dit inzien met behulp van de gemekkelijk te bewijzen regel
AcB(o) = Bla)e B(o).

In het volgende geven we een constructie aen van B (R). In deze construbtie
wordt een wezenlijk gebruik gemaskt vean ordinaasl getallen en transfinite
inductie. Deze begrippen kan men o.m. beschreven vinden in:

HALMOS = Intuitieve verzamelingsleer (Prisma-reeks).
Deze constructig speelﬁ geen rol in het vervolgueq kqn dus worden over=.
geslagen. D o S |
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$(R) wordt als volgt met transfinite inductie .geconstrueerd:

>

Definieer B, =R

Zij o een ordinaalgetal > 0 en zij B, reeds geconstrueerd voor B < a.

B

Dan definiéren we B, als volgt:

1e) Als o een qire'cte voorganger B heeft (dus o = g +.1) is'Bm de col-
lectie verzamelingen V die te schrijven zijn op een der volgende
manieren: ’
(1) V is complement van een element uit B

B
(2) V is vereniging van een aftelbare rij elementen uit B

B
B".
Omdat we rijen toestaan die uit gelijke elementen bestaan is B

(3) V is doorsnede van een aftelbere rij elementen uit B

BCBG’

2e) Als o een limiet ordinsalgetal is dan is Ba = BL<] BB'
: <q

Deze constructie is hierdoor eenduidig bepasld tot willekeurig grote
ordinaalgetallen toe.

- Stel dat voor zeker ordinaalgetal y geldt BY = B /.. Dan zien we dat BY

'S |
reeds gesloten is onder (1), (2) en (3). Bovendien geldt RC BY want de

Ba vormen een monotoon niet dalende rij verzamelingen.
Dus P} (R)cBY.

Omgekeerd geldt B C B(R); . ‘
Uit het gegeven volgt BOC@(R) texrwijl uit de constructie de volgende
implicatie valt af te leiden:

B,C B (R) voor B < o => s;cﬂ(n).

Met een transfinite inductie volgt dan Bach (R) voor jeder or&inaal-—
getal a.

Blijkbaar is 9 (R) = B_ . Het is verder duidelijk dat de rij Bu voor

Y
o > y stationair blijft: B = BY voor y £ d.

We tonen vervolgens san dat sz = B{m als Q het eerate'overafte],haar' |
ordinsalgetal is. We mogen dan concluderen dat de rij Ba inderdaad voor
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een zeker ordinaalgetal ¥ < 0 stationair wordt. Verder geldt den de
identiteit By = 9 (R).

Zij VeB§z+1' Er zijn drie mogelijkheden.
(1) V= X\V met WeB,. Dan is WEB_ voor zekere o < @ (Q is limiet
- 1
ordinasalgetal!l), dus VEBaH CB.

(2) v= 11.11 Wn met wne B Dan bestaat er een rij ordinaslgetallen o <Q

met WEB . Zij a =supa_.’
n O nefl °

Ondat o het supremum van een aftelbare rij aftelbare ordinaalge~
tallen is, is o zelf een aftelbaar ordinaslgetal, dus a < Q. Dan

(=4 i S <B .
volgt Wn Ba voor iedere n&lN dus VeBa +1 }39

(3) V=NW met W &B_. gaat anaioog aan 2.
n n n Q

We zien dus dat BQMGBQ. De omgekeerde inclusie geldt ook, dus

By = gy = S (R).

Opmerklng.
Ook voor het geval van de Lebesguemast op R is 73 (R) # A « Men kan namelijk

bewijzen dat 33 (R) voor ringen R van continue ma.chtlghe:.d hoogstens con~-
tinue machtigheid heeft.

Daarentegen omvat I\]J de collectie van alle deelverzamelingén vaﬁx de in
opgave 5 geconstrueerde Cantor-verzameling S en dit is een stelsel met

machtigheid groter dan die ven het continufim.

Voorbeeld van een niet-Lebesguemeetbare verzeameling in R.

De niet-Lebesguemeetbare verzameling die we in deze § construeren is een
voorbeeld afkomstig van G. Viteli {1905). We maken hierbij gebruik van
het feit dat de reéle getallen een additieve groep vormen en dat de ver=

zemeling der rationale getallen Q dicht ligt in R.

1. 2ij E een Lebesguemeetbare verzemeling in R met 0'< u(E) < oy bew:.,)s
- dat u(E) = {inf u(0) | O open in R en 0OE}. k L

(opm. ¢ het is voldoende te klaken naar de ultwendlge ma.at )
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2. 2ij 0 < o < 1. Ga na dat er een open verzameling O is zodanig dat

voor bovenstaande E geldt:
(_a.) 0DE
(v) u(B) > au(0).

3. Ga. na dat m.b.v. lemma 5.2 uit bovenstuande volgb dat er een open
- interval J bestaat 20 dat
wENJT) > ‘au(J).
Punt 1, 2 en 3 sa.mengevat levert:

8 5.3. Z2ij E een Lebesguemeetbare verzemeling met 0 < u(I}) < © en
zij 0 < o < 1, dan is er een open interval J zd dat

wWENT) > au(d).

Definitie 5.7. De verschilverzemeling A(E) is gedefinieerd door

AME) = {x~y | x,yeE}.

b, 2ij 0 < u(E) < =, Volgens lemma 1 is er dan een interval J = (a,b)
zé dat u(ENJ) > -ﬁ' u(d). -

(=~ 1'%9‘- . bza) geheel bevect is in &(E).

. Beschouw hiertoe bij vaste x&L de verzameling {xty | yeENJ}.

Bewijs nu dat het interval L =

5. Ga na dat ook indien p(E) = « een interval (-c,c) bestaat dat geheel
bevat is. in A(E).

(beschouw hiértoe een deelverzemeling E' van E met u(E') < =),

Samengevat:
a 5.4. Zij u(E) > 0. Dan is er een open interval («-a,a) dat geheel
bevat is in A(E). ;

6. Zij EeR. Definieer de verzameling A_ als volgt:

£
A, = {n | g-n & Ql.
We kunnen nu een equivelentierelatie definigren als vpigb:' '

&

Ewn e=t-neq. - A A
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Ga na dat dit inderdaa.d~ een equivalentierela.tie is, d.w.z. dat ~ vol~
" doet aan de volgende drie eigenschappen:
(a) Ew~E (reflexiviteit)
(b) Ewn=>nat (symmetrie)
(¢) Ewn, nwf => E~g (transitiviteit).
Merk bovendien op dat als £ en n€R 26 dat ﬁg-n¢q,.@an is A

Deze disjuncte verzamelingen A

gnAné g.
heten de equivalentieklassen behorende

g

bij deze equivalentierelatie.

Kies nu uit iedere equivalentieklasse een representant. De verzameling .
bestaande uit deze representanten noemen we E. Deze verzameling zal niet
Lebesguemeetbaar blijken te zijn. -

Veronderstel nu dat E Lebesguemeetbaar is
7. Ga na dat AE geen open interval (-d,d) bevat.

We kunnen dan met behulp van lemma 5.4 concluderen dat u(E) = 0.

8. Zij g9,9'€ R met q # q'.
Definieer de verzemelingen
Bq= {x | x=q+e, ecE},
Bq, = {x |x =q' + e, e€k},
Ga na dat B NB , = g,
& na dat B 0B, g

‘9, Ga na: Voor iedere £GR is er (volgens punt 6) een e€E zodanig dat
' . o N
E-e€ Q. L

10, ZiJ 91,q2,q3,... een affelling van de rationale getal'len.v

Definieer

B. = {xlx-=qn+e, eGE}.,

qn' s
‘Ge na ‘dat uit punt 8 en 9 volgt dat geldt

s
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-3 .
R= U B, ;B NB =¢ voora # m.
C n=1 9 " 9y Qp ’

11, Daar By uit E is verkregen door verschuiving geldt
(B, ) = u(E) = 0.
n
Dus w
wRr) = ] (g, ) =0,
n=1 n :
Tegensprask!
"Conclusie:

De in punt 6 gedefinieerde verzameling E is niet Lebesguemeetbaar..

(Voor een uitwerking ven dit voorbeeld zie b.v. A.C. Zasnen = .
An introduction to the theory of integration,
Ch. 2, §10) ' : :
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Spreker: P. van Emde Boas

6. Meetbare functies

Zij @ de klasse der Borelverzamelingen in R. Zi] f een o-ring van ver-
zamelingen in X, zodanlg da:t'. xet.

Def. 6.1. Een functie £: X » R  heet meetbasr (me*t betvekking tot I )

indien geldt:
i‘m1 (M et  voor iedere Borelverzameling AcB

en bovendien

£l enel en £ (==} T,

Stelling 6.1: De volgende uitspraken zijn gelijkwaardig: .

a) f: X+ R" is meetbaar

b) fﬂ([-w,a))ef voor iedere reéle o. ~
c) fu1([”°°,a] )e T voor iedere redle
a) £ ((a s<])e S voor iedere reéle o

1 e) f"1([a,+°°] )eS voor iedere reéle o.

Bewijs: Zij OC een collectie deelverzamel:.ngen ~Non R dan gelden de volgende
regelt:jes.
N a)= = eot
(1) £ (Aem ) = N(f AlA }

=1 ~ -1 ' ; ,
(@) 2 (U A) = UL A | Aeot}. N
(3) £ (R\A) = x\£ 1 (a).

Met gebruikmeking van deze regeltjes leiden we de aéquivalenties als volgh
af: '

a) = b) f“‘<[~w;a>)- ‘H{-—-mnuf“((w,a))‘

 Daar £ 1((-«})63’ per definitie en (-oo,a) een Borelverzamel:.ng
is in R, is f ([-w,a))é':f ’
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b) = ¢) [-=,0] =n[-~,u +1/n)  dus
| £ ([-wa])mﬂf ([-~a+1/n))-
Vo £ ([ee,0 + 1/n))e.‘f — g ([—v,a])e.f .

¢) = d) (0,+%] =R \[==,0]  dus }

£ ((ape]) @ X\ ([om,0])
)= e) [a,4=] = Q (a = 1/n, +=] (vel.. b) = o))
e)=>a) {+=} =0 [n,+a] dus |

£ ({4w}) = 0 £ ([n,4=])e T
==} = BN\NU [-n+] dus

n
£ ({~}) = X\\an"‘(E-n,+co])eJ' .

Zij verder ¥ = X\ f-1({+°° -} ),

Dan is Y€ S, Verder is het originesl van w&em deelverzameling

ven R bevat in ¥; Y = ¢ 1(R)

Zij C de klasse der deelverzamelingen A van R waarvoor £ (A)G‘J’ Dan
gelden de volgende uitspraken: K

i) Ieder mterval [¢,8) B >a zit :.n C.

Imners £ ([6,8)) = £ ([, w])\f ([a,w]).

11) Als Ae€C da.n R\AeC
Tmmers f (R\A) = Y\§ (A)

iii) Als A.ec voor iely dan z:.'btenf) A. en QAl in C.
Immers £ (nA ) =nf (A ) en f (UA.) nUf (A )e

C is dus een klasse deelverzamelingen van R die de h&lfopen, h‘aliﬁ ge=
sloten intervallen [a,B) omvat en die gesloten is onder complement~
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vorming en vorming ven aftelbare verenigingen en doorsneden. Dan omvat
C de klasse der Borelverzamelingen .

We constateren dat voor iedere AeB f-1(A) meetbaar is,

Def. 6.2, Zij <X,R,u> een maatruimte en zij u o-eindig en A de klasse
der u~meetbare verzamelingen, dan heet f y-meetbaar als f meetbaar is
m.bete A, |

7zij 9(R) de klasse der Borelmeetbare verzamelingen in X dan heet f
‘Borelmeetbasr als f meetbaar is m.b.t. B (R). '

N
Voorbeeld: Zij E een u-meetbare verzameling en Xg de karekteristieke
functie van E; dan is Xg u-meetbasr. Ook de functie f met £{x) = 0 voor
VxeX is u-meetbaar, immers f = Xg*

De karakteristieke functie XB ven een Borelverzamelmg B is Borelmeetbaare

Stelling 6.2: Zij £: R - R continu. Dan is f Borelmeetbaar.

Bewijs: De verzemelingen f-1([-w,a)) zijn als origineel van de open ver=
zameling [==,a) in R, .open deelverzamelingen van R en dus zeker Borel=

verzamelingen.

Stelling 6.3: Zij £: X » R meetbaar (t.0.v.J ). Zij ¢ > 0 ~ ceR. Dan
zijn ook de functies £ + ¢, £ ~ ¢, +ef en =ef meetbaar.
((£+e)(x) = £(x) + ¢, (e£)(x) = e.f(x), ete.)

Bewijs: Stel g=f +c¢c, h=f =c, k =cf en 1= ~af, -

Dan geldt: g ([-=y0)) = £ ([rwj0me)) N
h”1([“°f’,0l’)) = £ V([ ,0te)) B
K([ep0)) = 7 ([wa/e))
17N (o)) = £ (("u/c,rw])

De rechterleden zijn elementen van o.T
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Stelling 6.4: Indien £ -en g beiden meetbaar zijn, dan is f + g meetbaar.

Bewijs: De verzamélingen f—1({+°°}),‘ .f-1({-°°}), g_1({+°°}) en g-1({—°°})
zijn meetbaar. Hetzelfde geldt dan voor de verzamelingen

{x | £(x)
{x | £(x)

Fo
E,

+o of g(x) = ~=},

=00 Of' g(x) = +'°°}°'

2ij ¥ = X\(EJUE,), dan is yef.

Stel nu (f+g)(x) < a. «€R

'Als a > O kan x'sEOUEr Als x¢EOUE1 kan £(x) noch g(x) de waarde +«

aannemen. Dan is (f+g)(x) = 8 < a.
Er bestaat een rationsal getal v, zodanig dat £(x) < r < a=-g(x). Dan is
g(x) < a=~r. Omgekeerd als £(x) < r en g(x) < a=r volgt f(x) + g(x) < a.

We concluderen:
2= x| £(x) + glx) < aln¥ = W (£ (o)) 067 ([op0mr))

Het rechterlid hiervan is als aftelbare vereniging van een rij eindige
doorsneden van elementen uit J een element van J.

‘ Z "voor o < O
Aangezien (i_‘+g)u1(["°°,0t)) =

ZUB UE voor a'> 0

0 1
is hiermede het bewijs voltooid.

Gevolg: Als f en g beiden meetbasr zijn dan zijn voor iedere reéel éetal |
¢ .de volgende verzamelingen elementen van I

.

1%) (x| £(x) < g(x) + ¢}
2%) (x| £(x) < g(x) + e}
3%) . {x | £(x) = g(x) +ic}
¥%) (x| £(x) # g(x) + c}
5% x| i
6%) (x| £(x) > glx) + c}. . RO TR

i

f(x) > g(x) + e}
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Bewi,js: Aengezien g meetbaar is, is ook =g meetibaar, dan is volgens

St. 6.4 ook f = g meetbaar. De boven aangegeven verzamelingen laten zich ge=
mekkelijk interpreteren als originelen van Borelverzamelingen onder de .
functie £ -~ g.

Stelling 6.5: Zij ¢: R >R Borel-meetbaar (4o, ¢ | B is Borelmest=
baar) dan is voor iedere meetbare functie f£: X - R" de samenstelling

¢$.f meetbaar. . -

Bewijs: (6.8) N([e,a)) = £ (6™ ([roy0)))

Krachtens het gegeven is ¢"1( [~=,0)) een Borelverzemeling in R, eventueel
uitgebreid met de punten +w of =w, ' | ‘
Dan is f" (¢_ E-w,u)‘)) het origineel onder f wvan een Borelverzameln.ng o
in R eventueel uitgebreid met de verzemelingen £ ({+°°}) of f"‘({-w})

Dus f (¢ 1([--w,oc))) e , dus ¢.f is meetbaar,

Gevolg: Voor ¢ > 0, aeR geldt:
£: X +R meetbaar
lfla; b g !R+ meetbaar,

" Immers de afbeelding x > le voor xR is continu en volgens' St. 6.2

dus Borelmeetbaar,

Stelling 6.6: Indien £ en g beiden meetbaar zijn dan zijn ook de volgende

functies meetbasr:
(i) mex(f,g)
(ii) min(£,g) - -

(iii) f.g

Bewijs: (i) mex(f,g) = {f + g + |£=g|}/2
(ii) min(£,8) = {2 + g = |£~g|}/2
(iii) f.g = [(f+g)2 - (fwg)z_']/h

De meetbaarheid ven de rechterleden volgt door gebruik te: makeri van '
eerdere stelllngen en gevolgen.
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Def, 6.3: Zij £: X » R . We definiéren nu

&

f max{f,0},

£

~min{f,0}.

ol en £ zijn beiden posltlemaardlge funct:.es. Verder is f f-.'
£ .8 = 0. '
M.b.v. St. 6.6 volgt direct:

£

‘ 4 -, -
f is nmeetbasy <> f en.f 2ijn meetbaar.

Opgave 6.1: ZiJ f een meetbare functie en 213 g gedef:.m.eerd door

0 als f£(x) = - s 0 of +

}m anders.

glx) =

Dan is g meetbaar.

Stelling 6.7: ZiJ (:li‘n)n e &0 monotoon niet~dalende of monotoon niet=

stijgende rij functies; fn: X >R . Laten alle fn meetbaar zijn. Dan
bestaat er een limietfunctie f gedefinieerd door £(x) = lim fn(x) én

s o ° . P00
deze limietfunctie 1s ook meetbaar. n

Bewijs: Omdat voor vaste x de rij (f (x)) een monotone rij is, bestaat

na N
voor die x llm £ (x) Deze limiet is een element van [R « Op deze wijze

kan de llmletfunc’ca.e f zinvol gedefinieerd worden.

Als de'rij T monotoon niet-delend is geldt:

{x | £(x) s o) = {x | V£ (x)<al =0 {x | £(x) <o} =
=ﬂ fu‘]([mco’q))sjgg

Omdet voor iedere n i‘ (E»w a))ed geld,t dit ook voor de doorsnede.
Dus f (E"”suj)cy

Als de rij £, - monotoon niet-stijgend is geldt:

LN

Ax | #(x) <al = x| 3_£(x) < a) =U x| £.0e) <ol =

L



uemeetbaar.

2t

aangezien voor iedere n f;1([-~,u)) et

Hiermede is het bewijs voltooid.

Gevolg: Indien (;t‘n)n ey 60 ¥iJ meetbare functies is, Ad_‘a_zi;.‘zxo.n- de.i-;vglgepde

functies eveneens meetbear: -

(1) g = szp £
(ii) g = :.It:f £
(iii) gy = lim sup £
n
(iv) g, = lim inf £

n

zijn dan zijn ook max:.. f, en  max £, meetbaar.

121,000k T im1,..4,.k

Bewijs: Met volledige inductie volgt uit St. 6.6: Als f1,...;f meetbaar

k

Het gevolg is nu met St. 6.7 af te leiden uit de volgende betrekkingen:

sup £ = lim max £, ({ omax
n k‘m i=1’oo.,k' . i=1,oo.’k

inf £ = lim min £, ({ max

fi} monotoon niet-dalend)

; b, monotoon niet- stijgend)

n P opeedmt,nk Y d=l, .k
limsup £ = lim sup £ ({sup fn}k monotoon niet-dalend)
n k+e n>k n>k _
liminf £ = lim inf £ (linf £ 3 monotoon niet-stijgend).

n ko n>k n>k

Zij nu <X,A,u> een maastruimte. Zij f,g: X ~+ R* en zij £,8

~

In definitie 5.4 is het begrip £ bijna overal gelijk asn g 'gedefinieerd.

Def. 6.h. De functie £: X - R heet een nulfunctie als pix | £(x) # 0}

Ga na dat een nulfunctie bijna overal gelijk is aan de funktie ds o(x)

0.

0

en dat het begrip £ b.o. gelijk san g equivalent is met f =g is een nul-

functie,
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Stelling 6.8: Als £ een nulfunctie is dan is f u-meetbaar.

Bewijs: 2ij A = {x | £(x) # 0}, Dan is u(A) = 0 dus AeA. Verder geldt
voor iedere deelverzameln.ng B&A is u(B) = 0, dus ook BeAd.

Stel nu E, N([=,4)).

Als o < O geldt E S A dus B el. Als o > 0 geldt X\ACE s dus X\E cA
zodat (X\E )eA. Omdat A gesloten is onder complemen‘bvormmg volgt
EaG?A.

Opmerking: Een nulfunctie is niet noodzakelijk Borelmeetbaar. Immers in-

het algemeen zijn niet alle nulverzamelingen Bbrelverzameli,ngeﬂ. '

Gevolg: Als f meétbasr is en g bijna overal gel:.,]k is aan f, den is g
meetbaar. o

Bewijs: g = £ + .(g-f) en g-f is nulfunctie.

Opmerking: 2ij <X,A,u> een meatruimte geconstrueerd uitgeaande van een
mastruimte (X,R,u). Zij £ (X,u) de klasse der u-meetbare functies en 21;]
.E’(X»u) de kla,sse der Borelmeetbare functies. ' ¥

De tot nu toe afgeleide stellingen leren dan het volgende:

1%) L(x,u) en &(X,u) zijn R-lineaire ruimten. (sommen en scelaire -

veelvouden van meetbare functies zijn meetbaar)

2%) L(x,u) en &H(X,n) bevatten de limieten ven rijen functies uit
L (X,1) resp. H(X,u) die puntsgewijs conve_rgeren.

3%) &£ (x,u) en &(X,u) bevatten met ieder paar functies ook de product-

functie. (£ (X,u) en JG’(X,M) zijn R-Algebra's).

_l&e) L (X,u) en & (x,u) 'bevatten de sa.menste;llmgen ¢ £ voor Borel=-

méetbare ¢: R > R o

5%),a) &£ (X,u) omvat de kla.ase der karakterls‘cleke functles ven u-meetbo.re
verzameln.ngen, i.he ’b. de kla.sse der nulfunctn.eso : L
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'5%) b) ¥ (X,u) omvat de klasse der karakteristieke functies. der Borel-

verzemelingen.

In de volgende paragraaf zullen we laten zien dat de klassen L(X,u) en
.Zv'(x,u) reeds gekarskteriseerd kunnen worden door 1°), 2® ) en 5 €) a)
resp. b): Een klasse functies die aan 1 ), 2%) en 5°%) &) resp. b) vol-
doet omvat & (X,u) resp. d»(X,u).

Opgave 6.2: Zij f,g nulfuncties, A€ R en zij h meetbaar. Dan zijn ook
de functies £ + g, Af en f.h nulfuncties. '
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§7, Trapfuncties.

In deze paragraaf is <X,A,u> een vaste maatruimte vodszgebracht.door
een maat op een ring (X,R,u). De Lebesguemaat op de reéle getallen duiden

we san met R,L,A>.

De karakteristieke functie van een verz. AcX noterég ve door Xpe
Voor kerskteristieke functies gelden de volgende rekenregeltjes:
) %y * %5 = Xnp |

(ii) max(xA,xB) = XpUB .

(1i1) x, + Xg = X, yp indien ANB=¢

(iv) Xy * X3 = Xaup * Xans

(V) Xg\a =T e

Het bewijs wordt asn de lezer overgelaten.

Def. 7.1: Een trapfunctie t op X is een functie van de vorm

k”z'1

t = G.X, o
31=0 174, %
waarbij aielR en Aie A,

Opmerking: Een trapfunctie is dus een (-meetbare functie.

n ,

Stelling 7.1: Iedere trapfunctie t = Z dixﬂ- is te sehrijven in een
¢= 1 -

gedaante

mf‘l : ' Lo ,
G, XB : .
j=0 J , ‘ SR _ A

zodenig dat BSﬂBk = § voor j # k.
Een dergelijke-schrijfwijze zullen we een stendaardvorm voor t noemen. '
Bewijs: Voor j = Ojes. ,2“-'1 stellen we

J=egld) + 20 ey(3) e ¥ 2 n~1(5) Cosl@r =0
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0. _ 1
Verder noteren we A; -(-'X\ A, A;,)_ A;. S
Definieer nu Bj = Ago J)n A?(J n... ﬂA;ET(J) en
By = eo(.))ao *e(dlag + oea en-1(‘])an-r1'
Men gest gemakkelijk na dat de volgende relaties gelden:

i) . Bir) B, =@ voor i # j., Immers i # j = voor zekere v = 0,...,n~1
: is e (i) # e,(§) zeg e, (i) =0 ene (§) =1, Dg.n is B,EX\A  en
B’CA &
)

i) t(x) = Bj voor x&B., Immers xeB = (st <> g, (3) 1) ==
e .

= t(x) = Z o XA Z o Z si(a)ai = B85
i=0 i=0
2n~1 o oggldd=t

" Dus t = ) B.xg. en dit is een standaardvorm.
8 9 -. » = . 8 l. j = & » ’ 13 - c - H
N.B E;{J)=1 BJ A; . Immers el(J) 1 = BJC;AI dus e.¥5)=1 BJ A

Zij omgekeerd xeA.e Stel n, = 0 als :ict,fiA enn, = 1 a‘ls.xeAv. Zij j =

n-1
7 2" den geldt e (J) = n en derhalve xeB met €, (J) :i. =1,
v=0 . ‘
c . B,.
Dus A Ei(,]) 1 j

Een standasardvorm voor een trapf‘unctie is geenszins uniek bepaald. In de
eerste plaats zijn termen B.x¢ of 0. XBJ mogelijk die beiden geéchrapt
kunnen worden. Verder laten termen B. XB en B, XB zich samenvoegen tot
B. 1XB,UB; als B, B . Met dit soort vereenvoud:.g:.ngen kan men standaerd-
vormen herle:.den tot een normeslvorm met de volgende elgensehappen.

i)  De functie nul geven we aan met 0. N

n=1
ii) Voor de normeslvorm t = ) B, XB. voor een tra.pfunctn.e t # 0 geldt
i=0 -
a) .'BJ_(’!B'j =@ voor i # J
b) 1#6 "~ wvoor i #
& e) 1 #0
a) B, # ¢

e) g'Bi-= {x | t(x) ¢ q}.
w, We zullen deze normaalvorm in het algemeen niet gebruiken.

|
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Stelling T.2: Leten. t,,t
£, +t

o trapfuncties zijn en laat AGR. Dan zijn ook

en M;1 trapfuncties.

1 2
- n=1 ‘ n;1 ' ' '
Bewijs: 71} tT = Z aixAi, dan ?\t1 = R mijj. Als 'bovend:.gn
J=0 1=0 .
- m=1 ’
tz = Z Bij_ » dan geldt '
. j= J
. !
nﬂfﬂ |
t, + b, = YiXQ,
Vo2 smg 9T
t C. = A, . = a, voor 0 < j < n=1
Entihd T M =3z
en Cj = Bj-n’ Y5 = Bj-n voor n < j < n+m-1.
n~=1 m=1
Opmerking: Als t, = C.Xp: en t, = Z B.xp, standaardvormen zijn,

is een standaardvorm voor LT t.2 gegeven door

n-z-1 m-i1
t, +t, = Y- .Xc'.
V% 4= jmo MM

waarbij ‘Yij = oy + Bj en ?ij = Ain B,j'

Stelling T.3: Last f een meetbare niet-negatieve functie zijn. Dan be= -

staat er een monotoon niet-dalende rij trapfuncties t  die puntegewijs
\
Bewijs: Definieer voor kel de Rrei-za.meli_ngen Akj voor j = ‘d,... ,k.zk 'a.lé
volgt: ~ : . :

A = {z | £(x) >k}, | s
. kk2E ?
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A . ={x | 5.27% < g(x) < (5+1).27%),
k,J

Opdat E«:,+°°] en B.E—k,(jH)Z—k) Borelverzamelingen zijn, zijn de

.verzamelingen Ak 3 meetbaar. De verzameling}e{n Ak 3 zijn voor vaste k
H 2

onderling disjunct. Tenslotte geldt X = 'QO 5

‘ ' . JF 2
x, 2"

Stel nu t, = Y2
3=0

-l .
.XA . @
k,J

k
Verder geldt t, < f. Immers zij x&X dan xS A 3 Vvoor precies één j.

- ]
k terwijl £(x) > j.2 k, S

-4, is een trapfunctie (de boven aangegeven vorm is een standaardvorm).
Dan is tk(x) = j.2°

‘ _ : K
We hebben A . ‘é‘kﬂ,e,j 1.31‘”,25” (0<j<k2 en

j=(k+1).2
Vot A,

k+ 1

A =
25k j=k.2

. k ) .
Voor 0 < < k.2 en x< . 1s dus
- J_ ' . Akn]

tk(x) = j.2
o
2-‘1{ als x&A
Jree K+1,2]
bypp (%) = A
iy o=(k+T) .
(23+1).2 als xc‘A‘k+1,2j+1'
_ .
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Evenzo .

t (x) = k.2'k

xeA P =

Dus t, <t op de gehele X. De rij (%

e S b is dus monotoon niet-dalend.

k)k

Tenslotte dienen we te bewijzen dat tk(x) + £(x) voor iedere x€&X.

 Stel eerst £(x) < . Er is dan een kI met £(x) < kg -
Voor k 2 k. bestaat er een jmet 0 < i_k.2k zodat j.2-k < f(x) (3+1). o7k

Dan volgt per definitie:

£ (x) = 3.27%  aqus £(x) =t (x) <278,
k | IEhr e
Hieruit volgt lim t, (x) = £(x).
K->
Stel vervolgens f(x) = +», Dan geldt voor iedere keN =xecA o dus
= k,2 .k
tk(X) = k.
Dus lim tk(x) = limk = @ = £(x).
Joroo k>

Hiermede is het bewijs voltooid.

Stelling T.h: Zij £ een meetbare functie. Dan bestaat er een rla trap-

functies t die punt:gew13s naar f convergeert.

Bewijs: Volgens St., 7.2 is er een monotone rij trapfunctles u die punts=
gewijs ‘naar f convergeert en een monotone rij v die puntsgeWLJs naar
fw convergeert. Kiezen we un en vn’zoals in het bew1as van St. 7.3 dan

is het duidelijk dat u, en v voor geen enkele x e X beiden ongelijk nul
zijn.

Voor vaste x&X is de rij un(x) - vn(x) een nmonotoon niet-daleﬁde‘resp.
 niet-stijgende rij al naar gelang f(x) positief of negatief is. Hieruit
volgt det de ri] trapfuncties’ﬁn -V, puntsgewijs convergeert. De limiet=
functie is juist £=£ = £ .

' Opmerking: St. T.4 leat zien dat iedere meetbare functie een limiet van
trapfuncties is. Dit rechtvaardigt de uitspraak gedasan aan het slot van §6.
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‘Een lineaire ruimte van functies die de karakteristiecke functies van
meetbare verzamelingen omvat, bevat alle trapfuncties. Als deze lineaire
ruimte ook nog de limietfuncties van puntsgewijs convergente rijen bevat,

bevat hij volgehs St. T.4 alle meetbare functies.
Opgave T.1: Als t en u trapfuncties zijn, is ook t.u een trapfunctie‘v,

Opgave T.2: Ga na hoe de bovenbeschreven theorie analoog kan worden op-=
gezet voor karakteristieke functies van Borelverzamelingen en Borel=
meetbare=~functies.

Lemma T.5. Zij t = § 0s XA en u = % B.xn + Dan geldt:
» i=o *i im0 T PL -

(AinBj £ = aq = Bj)

U =U [
i{Ai,Iociaéo} j{leaj#o}.

Bewijs: Stel t = u, en voor Ain Bj # ¢, dan geldt voor.xeAiﬂ Bj:

Bovendien geldt:

xel {4, | o, # 0} = t(x) # 0 = u(x) # 0 = xey (B, | 8, # 0}.
T4 1 .3. » J J_ Jd

Omgekeerd zij aan de voorwaarden van het lemma voldaan;

‘ = U =4 . .
Als t(x) = 0, dan x¢i{Ai | o, ¥ 0}, dus xstj){Bj l'Bj # 0}, R
u(x) = 0. '

Als t(x) # 0, dan x€ A, voor zekere i, dus t(x) =a.,
én 'xeBJ. voor zekere j, dus u(x) = Bj' 3

Maar x€A;N Bj dus o, = Bj’ m.8.W. t-(x) = u(x).

Stelling 7.6, Zij t = § Xy, = % B:xp. ‘twee standeardvormen voor
a0 TitAs L FIAB.
1=0 J=0 J

de trapfunctie t. '

Dan zijn de volgende twee reéle getallen gelijk:

§ u(A,) = % (B, ).
i=0 alu( l) j=0 BJu( J)
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Bewijs: Uit lemma 7.5 volgt dat

o, = sj voor A;N B, # 0

én {9 A l,ai # 0} = {LIB I e # 0},

Dagr t in standaardvormen is geschreven, zijn de verzamellngen A paars=

gewijs dlsqunct dus

§ a.pu(a,) = § . % u(A,NB.)
i=0 * % i=0 ‘y=0 * Y
= § ? B. u(A,ﬂB ) (wegens lemma T 5)
i=0 5= J L
=0 j=0
=1 s Ifu(A.(xza.)
s0 9 i=0
= % ij(Bj) (daar de Bj paarsgewijs disjunct
= zijn).
n=1
Stelling T7.7: 2iJ t = X alel een 9051t1eve trapfunctle nlet noodzakelmak in
i=0 ©  d2Beq
standaardvorm en zij  t = Z BJXB. de in St. T.1 geconstrueerde
. J=0 - d
staandaardvorm. Dan geldt:
A
X o u(a;) = ] Bsu(Bs).
i=0 j=0- J

Bewijs: We schrijven J ='0’...,2n_1 als

. . . n=1 . . -
J=e,(3) + ZEJ(J) e w20 e () 6, (§) =
0 _ .c. 1 '
Stel A" = A" en A = A dan geldt
' _ eq(d) e (3) e__.(3)
B, =40 Na' n...0p>
J . 0 1 n=1



61

Derhalve geldt:

2Pt 2%a1
Y B = T ( Z e;(3)o; Ju(B,) =
j=0 9 -9 =0 i=0 *
| ‘n§1 2;~i ) : - nE1 2§-1
= ooesli)e, u(B:) = ., e, (3)u(B,) =
Ti=0 §=0 - 2 Y 90 =g tiy=o b J
‘ n—1
= zoul u(e (j)=1 BJ) ﬁ‘iZo o u(Ai) (zie St. 7.1 N.B.)

Hetgeen te bewijzen viel,

Stelling 7.8: Zij t een trapfunctie t = § a;xA s t > 0 dan hangt het
p=1 =0

_getal L a, u(A ) niet af van de gekozen presentatie van t.

i=0

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit Stelling 7.6 en T.7. _

Het gevonden bedrag I dat blijkbaasr alleen van t afhangt noemen we de

integraal van t met betrekking tot de mesat u. Notatie

I= J tdu o
X

Stelling 7.9: Zij t en u positieve trapfuncties en zijn A > 0 dan geldt:

¢

J t du + J w.du = J (t+u) du
X X X

r .
At dp = A j +t dy.
J .
X

X _
n=1 | n+ge~1
Bewijs: Stel t = ) a, iXA; o Z B, XB dan is t+u = ]  y.xc.
i=0 P J i:.:o . i Lk

als in St. T.2.

Verder geldt I't an + j udp = Z o u(a,) + X B;u(By) = |
. . i = J -
% X i=0 j=0

n+m=1
L Leovge(ey) =‘j (t+u) au .
i=0 - X



Evenzo geldt:
| v _
J At du =

X

i

y
L
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Orienterend Collogquium Maattheorie (1969-1970)

Spreker: J. de Vries

8. Het integraalbegrip.

Zoals reeds in §1 (pag_. 2) is opgemerkt, geeft het begrip "Lebesgue~
maat" aanleiding tot een integraalbegrip, dat algemener is dan het
integraalbegrip van Riemann. We zullen dit integraalbegrip hier in
het kader van de abstracte maattheorie interoduceren.

Het uitgangspunt i1s een vaste maatruimte (X,¥,u), Waafin X een

© niet-lege verzameling is,¥ een o-ring van deelirerzamelingen van X

26, dat X €, en U een maat opJf. In tegenstelling tot het gebruik
in vorige paragrafen (vgl. pag. 29) eisen we niet, dat ¥ de o-ring
van alle u-meetbare verzamelingen is. Het enige bezwaar, dat men
tegen dit algemenere uitgangspunt kan hebben, is dat nu 'g_ig_‘g_ nood-
zakelijk Hoeft te gelden: als A ¢ Bmet Be¥ en u(B) = 0, dan is
Aed (en u(a) =0). vgl. ste‘lling 5.5. Indien deze eigenschap wel
geldt, zullen we de maatruimte. (X,f,n) volledig noemen. |

Het begrip "bijna overal" is in def. 5.4 via de maatruimte
(X,A,u) gedefiniéerd, waarin A de o-ring van alle p-meetbare ver-
zamelingen is. Om n'iet voortdurend op A te moeten terugvallen bij

het hanteren van dit begrip, geven we hier een algemenere definitie:

Def. 8.1. Een eigenschap P(x) (x € X) geldt bijna overal, indien er
een A€ is met u(A) = 0 z8, dat '

{x|x ¢ X & P(x) is niet waar} ¢ A,
dat wil zeggen:

LY

VxeX: x €A = P(x) is waar.
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Opmerking 1°. de verzamelingen {x|x e X & P(x) is niet waar} en

overal gelijk:

{x|x e X & P(x) is waar} behoeven niet tot F te behoren.

2%, als f = A, is def 8.1 equivalent met def. 5.4.

We zullen een functie f: X + R*-meetbaar noemen, als en alleen als T
meetbaar is met betrekking tot ¥ (def 6.1). Indien men het bewijs van
stelling 6.8 en zijn gevolg analyseert, dan blijkt: als (X,f.u) een
volledige maatruimte is, dan volgt uit f is meetbaar en g is bijna
overal gelijk aan £ : g is meetbaar. |

Als de maatruimte niet volledig is, dan hoeft deze bewering niet

julst te zijn:

Voorbeeld. Als (X,d,u) niet volledig is, is er een A€ met u(d) = 0

en een B< A met B &d. De functies £ = ¥

) €8 & =X

B zijn bijna

{x|]xe X & £(x) # g(x)} =ANB
en AN B C A met u(A) = 0. Voorts is f wel en g niet meetbaar.

Wat zijn'nu de eisen die men redelijker wijs aan een integraalbegrip
kan stellen? Op grond van intuitieve overwegingen (foppervlak onder

de grafiek") liggen de volgende eisen voor de hend:

1°, De verzameling integreerbare functies is een lineaire ruimte:
lineaire combinaties (puntsgewijs) van integreerbare functies |
zijn weer integreerbaar. ' .
29, Aan iedere integreerbare functie f is een gindig reéel'I(f),
éijn integraal, toegevoegd. '

30

. Iis lineair: als f1 en f2 integreerbare functies zijn, dan is

I(hg £, 4 2y £5) = A, I(£,) + 2, I(fz) voor A,,1,€ R.

¥°, I is positief: als f integreerbaar is en f > 0, dan is I(f) > 0.
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_Bovendien is het niet onredelijk om te eisen, dat integreerbare
functies niet te "wild" zijn. We zullen van de verzameling der

integreerbare functies daarom ook nog eizen:

5°, Integreerbare functies zijn meetbaar.

6°. Integreerbare functies zijn bijna overal eindig, dat wil zeggen:
als f integreerbaar is, dan is er een Aed met u(4) =0 z6, dat
{x|]x eX & f(x) e B \ R} ¢ A. |

N.B. Daar f meetbaar is, is op grond van def. 6.1
. . -1 . o1 .
{xlxeX & £(x)e R N B} = £ ({=}) v £ ' ({-=}) e,
dus in dit geval betekent "f bijna overal eindig", dat

u({x|x e X & £(x) e B\ R}) = 0.

Opgave. Toon aan, dat een functie f: X + R een trapfunctie is als en
alleen als f een meetbare functies is, die slechts eindig veel waarden

aanneent.

Def, 8.2, Eén trapfunctie f: X - R heet integreerbaar, indien
u({x e X | £(x) # 0}) < ». De verzameling der integreerbare trap-
functies duiden we aan met jO' '

Lemma, 8.3. Indien f: X+ R een trapfunctie is, zeg f = C.:

X .
1+ By

o~

o i
met Eieif en ¢, #0 en Ein Ej = f voor 1, J = 1, cus, n,’ dan geldt:

fe'ﬁoe u(Ei) <®vyoor i =1, .00, N
Bewijs: Voor elke-j € {1, ..., n} is

&

4 ' n .
E.c{xe X | £(x) # 0} = \J E,
J u i=y *
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‘en dus
uE;) < wl{xe X 1 f(x) #0}) < Z u(E; >

‘Hieruit volgt onmiddellijk het gestelde.

Stelling 8.4. Indien £, g e‘jo, ce Ren A ;:f, dan behoren de
volgende functies alle tot IO:

ef, £ + g, |f], max (f,g), min (f,g), f+, £ f en f.g.

s Xy
Bewijs: Alle genoemde functies zijn volgens de stellingen 6.3, 6.k
en 6.6 meetbaar, terwijl ze elk slechts eindig veel waarden aannemen.
Dus het zijn alle weer meetbare functies (zie bovenstaande opgave).

De integreerbaarheid kan nu direct san de hand van definitie 8.1

' geverifieerd worden. Bijvoorbeeld:

{xe X |(f+g) (x) # 0} c {xe X | f(x) #o}‘u {xeX| glx) # 0}.

Als T, g 6'30 , dan is‘het rech%eflid een verzameling met eindige
maat dus ook het linkerlid, dat wil zeggen: f + g e'ﬂo.

. Voor de andere functies gelden analoge bewijzen.

Notatie: :E‘A g=inf (f,g) en £ ¥ g = sup (f,g)

Lemms, 8.5. Indien T Eﬂo, en als

Z“XA zBXB
i=1 J—

twee verschillende voorstellingen van £ zijn, dan is

=]

121 oy u(A‘) j; BJ u(Bj)-

 Bewijs: Daar f eﬂo, is u(Ai) < wen “(Bj) < « yoor alle i en j.

' Dagr de a; en B j eveneens eindige reéle getallen zijn, gaat het bewijs
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van stelling 7.7 (en dus de juistheid van 7.8) door,indien men de

eis laat vallen, dat alle ey > 0en B >

Def. 8.6. Als T eﬂ.o, dan verstaan we onder de integrasl van f
(over X, met betrekking tot p) het eindige re&le getal I(f), dat als

- volgt gedefinieerd is:

als £ = X a; Xp » dan is I(f) = E a. u(E )
E 1
i=1 _ i=1
Opmerking. Uit lemma 8.5 volgt, dat I(f) ondubbelzinnig gedefinieerd
~ is voor f 5110, en uit de definitie van‘ﬂo volgt, dat I(f) een eindig
re€el getal is.

Stelling 8.7. Indien £, ge 3
geldt

0s ce RenE €7 met u(E) < =, dan

19, 1(ef) = ¢ I(f).

2°, I(f+g) = I(F) + I(g).

3°. Xg € ﬂ.o, en I(xE) = u(E).

Dus I :ﬂo + R is een lineaire functie. Als ook J :9.0 + R
een lineaire functie is die aan 3° voldoet, dan is

I(f) = I(f) voor alle £ eﬁo.

Bewijs: 1° en 3° zijn triviaal, en 2° gaat geheel analoog asan het
" bewijs van stelling T.9. |
Indien J :flo + R aan 30 voldoet en bovendien lineair is (dat wil
zeggen: aan 1° en 2° voldoet), dan geldfc voor Willekeurige f‘e'\j 0°
n

zeg f =v.z c.

j=1 * XE:’. met Ei‘€a° en u(Ei) < °°:‘

n n
J(f Z cs J(XE _Z_ u(Ei') = I(£).
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»Stelllng 8.8..De integraal I: ‘j > R heeft de volgende elgenschappen.

1°.1 is strikt positief, dat Wll zeggen:

(a) £€9, &£ 20 (b.0) = 1(2) > 0.
() fegy &£ 20 (b.0) & I(£) =0=> £ =0 (b.o).

2°, I is monotoon: f, g'e'ﬁo & £ < g (b.o) => () < I(g).
3%, I is constant op equivalentieklassen van b.o. gelijke functies:

ngeﬂo&f=éwm)¢wu):nw.
.Nred, lfleﬂ en |1(£)] 2 I(lfl)
.5 er-:)o :£=0 (b o)« I(|f]) =
6°, Indien Ae J en u(A) < o, dan is voor feﬂoz
inf {£f(x) | x € A}. u(4) ;I(fo) < sup {£(x) | xe A}. u(a).
Met name is dus

1T()| < sup {|2(x)] |x € X}. n({x e X | £(x) # 0}).

Bewijs:
1°, We bewijzen (a) en (b) gelijktijdig.

;'v

Zij £ = z a, XE een standaardvorm van f met alle a; # 0. Dan
i=1 ,
is

i(£) = z a; u(E;).
‘Hierin is u(E ) 2 0 voor i= 1, ++s, n. Dus geldt.
als voor zekere i 0 dan is &, u(E ) 2
als voor zekere i a; < 0, dan'is E; {x eX l f(x) < 0}, en
aangezien £ > 0 ('b.o) is het rechterl:.d van deze inclusie bevat

in een-eﬁcemplaar wit S met de maat nul. Daar EiGIf is ook
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4°,

6°.

&
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u(Ei) = 0; in dit geval is dus a, u(Ei) = 0.,

1

Conclusie: a; u(Ei) 20voor i =1, ..., n.

Bijgevolg is I(f) > O.

Indien I(£) = 0, dan moet a; W(E;) = 0 voor i = 1, ..., n.

We hebben aangenomen, dat alle a; # 0 zijn, dus u(Ei) = 0 voor
i=1, ..., n. Dus is

n
{xe x| £(x) # 0} =

U OE
=1
een verzameling die tot behoort, en.waarvan de maat nul is.
Met andere woorden £ = 0 (b.o),

£<g (0.0)=pg-f20 (b.o)ls1(g) - I(£) = I(g-F) 2 O.
£ =g (b.o) is equivalent met £ > g (b.o) en £ < g (b.o).
Wegens 2° is dus I(f) 2 I(g) en I(f) < I(g).

Op grond van steiling 8.4 is if| e 'ﬁo. Voorts is op geheei X
- el 22 2 2],
dus met behulp van 2° volgt hieruit
- 1(le]) = o(-[£]) £ 1(2) £ 2(]z])
hetgeen niets anders betekent dan
lz(e)| < z(le]).
Voor alle x € X geldt: £(x) # 0<> |£|(x) = |£(x)| # 0.
Bijgevolg is £ = 0 (b.o) & |£f] = 0 (b.o). :
Als |f]| = 0 (b.o), dan volgt uit 4°: 1(|f|) = o.
Als I(|f]) = 0, dan volgt uit 1°(b): |£] = 0 (b.o).
Dus: |£] = 0 (b.o) @ I(|£]) = 0.

Zij h = )(Af. Dan is h een trapfunctie, he’ﬁo, en daar
)

{xe Xl h(x) #o0lca
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is
mX, ShMx,
waarin
‘= inf {£(x) | xe A} en M = sup {£(x) | x G A}.
Uit 2° en uit stelling 8.7 volgt nu:
m u(4) I(ﬁ) < Mu(a).
De juistheid van de laatste bewering kan aangetoond worden; door
de zo juist afgeleide ongelijkheid toe te passen op |f| met
A={xeX | £f(x) # 0} : daar f meetbaar is, is A€ ¥, en daar

f e'ﬂ‘o, is u(A) < ®. Met behulp van 4° blijkt nu:

l1(2)| < 1(]e]) £ sup {|2(x)| | x e A}. u(A)
= sup {|2(x)| | x e X}. u(a).

Stelling 8.9. Als £ een trapfunctie is, g 3‘30 en 0 < £ <g, dan is

Bewijs: Uit 0 < £ < g volgt: £(x) # 0 => g(x) # 0. Dus
{xe x| £f(x) # 0} c {xe X | glx) # 0}

' en daar het rechterlid een eindige maat heeft, heeft ook het linker-

1id een eindige maat, ofwel £ &9 0

Oégave.

1°, zij £fedy, en A, B cF met An B = g

. Dan is I(fo) + I(xBf) = I(xAuBf). |
"2, Als E, Fg S met ECF, dan is voor fe'f)c, f >-0:

I(xgf) & Ilxpf). L
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Lemma 8 10. ZiJ. {h 3 1 een monotone rij in ‘30 z6, dat hn + 0 (n>e),
n.- .
(dat wil zeggen: hn+1(x) (x) en lim h (x) =0 voor alle x € X)
_ N>

Dan is lim I(hn) = 0.

N>t

. Bewijs: Zij F = {xe X | h1(x) # 0} en zij M = sup {n,(x) | x e X}.
Daar h1€.:)0 is p(F) < », ¢ 7 A A
Leat € > O gegeven zijn.

Voor n = 1, 2, ... definleren we
={xeX | n(x) 2 el

- Daar h heetbaar is, is E ed. Voorts is E C {xeX|n (x) #0lc P,

en tenslotte volgt u:L‘b h + 0 voor n > =, dat

FOE DE,DE; ... en N E, = 6.

Aan alle voorwasarden van Gevolg 2 op pag. 11 is nu voldaan, dus

Lin u(E,) = u(g) = 0.

e -

Er is dus een no(e) 26, dat p(En) < € voor alle n ;no(e).

Merk op,. dat voor alle n geldt:

iy) = 3t By) + Ty )

Immers

b (x) xEn(X) h (x) + XF_\En(x) h (x)

” .

voor é.lle x e X:

als x é F, den is h (x) = 0, dus beide leden zijn nul;
als xe..F, dan‘, hetz:.,] xeE (éan xEn(x) = 1en xF\En(x) = 0),
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hetzij x& F \ E_ (dan xEn(x) =.0 en XF\En(x) = 1).
Uit steliing 8.8 (6°).volgt nu:

I()(Ez,1 hn) < sup'{hn(x) | x e En}. u(En) < M. u(."En)'

en
I(XF\En hn) < sup {hn(x) | xe F\En}. u(F\En);~x-: u(F).
Dus is
¢ 02I(h) cMuE) + e ulF) < M+ u(F) e

‘voor alle n 2 n,(e).

‘Hiermee is het gestelde aangetoond.

Stelling 8.11. Zij feD, en {£) =

een rij in 'ﬂo 28 dat
n=1

fn + £ (n+~), Dan is

I(£) = 2im I(£ ). |

n—)ﬂ
Bewijs: 2ij h =f-f.
Dan h, ¥ 0, dus volgens -lemma 8.10 is

l:Lm-I(hn) = 0.

nroe
Hierin is echter I(hn) = I(f—fn) = I(f) - I(fn), dus -
lim I(fn) = I(f).

nro
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ey Vgt gy ai=fivdl SUai e O T e e

Ter rechtvaardiging van de volgende definitie merken we het volgende
op: als f: Ea,ﬁ] + R een begrensde functie is, dan worden de Riemann-
integreebaarheid en Riemann-~integraal van f gedefinieerd met behulp
van een benadering van f door trapfunctles van een.zeer speciale vorm,

namellak trapfuncties van de gedaante

i=

E f(E)X[a 1,3.]

~ waarin a = ao < a1 < a2 < ees < an b een verdellng van [§ b] in
deelintervallen is, en g; € [:a. 1,5.1 voor i = 1, ..., n.

Aangezien we nu aan algemenere verzamelingen een maat, en derhalve
aan algemenere trapfuncties een integraal kunnen toevoegen, ligt het
voor de hand, om deze algemenere trapfungties ook te gebruiken in de

definitie van integreerbaarheid en integraal.

Def. 8.12. Zij £: X » B een functie, £ > O.

We noemen f integreerbaar (over X met betrekking tot u) als er een -

rij {f } ¥ ven integreerbare trapfuncties bestaat (dus: elke functie
B =1 :
fne'jg) 26 dat
1°, 0 < s £ (x) ; n4_1(x) en lim £ (x) = £(x) voor alle x € X, of
kortweg: e
o< +f.

2%, De rij {I(fn)} ® is vegrensd.
n=1
Onder de integraal van f (over X met betrekking tot u) verstaan we

- in dat geval het niet-nggatieve reéle getal
J fay := sup {1(£))} = 1im I(£)).
nell nre

De verzamelmg der n:.et—negat:.eve integreerbare functies f: X -+ R

dulden we san met J°.
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Als A ¢, dan heet een functie f: X + (R*, £f>0, integreerbaar over

A, indien Xp £ ,Q"3+, en in dat geval heet

fdu:=fodu
AR LAY

de integraal ven f over A (met-be‘crekking tot u).

. Opmerkingen.

1°, Uit de definitie volgt: f €9 = £ is monotone limiet van een
stijgende rij trapfuncties. Daar trapfunctieé neetbaar zijn,
volgt uit stelling 6.7: niet-negatieve integreerbare functies
zijn altijd meetbaar.

2%, Mls T e:‘j+, dan lijkt op het eerste gezicht de waarde der inte-
graal | £ d u af te hangen van de keus van de rij {f } in ’OO met

0 £ f + f.Dat dit niet het geval is blijkt uit het volgende

lemma.:

Lemma 8.13. Laten {fn} ® en {gm} ® rijen. in‘f)o zijn 26, dat voor
n=1 m=1 :

zekere functie f: X + R geldt:
O;fn+f'en0;gm+f

(dus automatisch: f meetbaar en f > 0; merk op dat niet geeisd wordt
dat T e‘;j"'), Dan is ’

sup I(fn)-= sup I(gm). (= eventueel + =), =
neN mell

Bewijs: 7ij N = sup I(f ).en M = sup I(gm). .
n
: nely melN

Voor elke vaste me N geldt dat:

O;fn}\gmff)\gmégm(n-*w).
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Uit stelling 8:1_1 volgtv dan, dat
0= I(:f'n A gm) 4 k‘I(gm) (n - °°).‘
Eghter volgt uit de monotonie van I:
£foAg, SE, en‘dgs I(an g,) ;I(fn) <N

Dus I-(gm) is limiet van een rij getallen, die alle < N zijn; bijgevolg

is
I(gm) N voor alle me I

Maar dan is ook M < N
Analoog blijkt: N £ M. Dus M = N,

Stelling 8.14. Zij f: X > R'x_., f > 0 een meetbare functie, zij. g e‘3+

en zij 0 < £ < g. Dan is ook £& 3%, en
[-f‘du;fgdu.

BerJS Uit definitie 8. 12 volgt, dat er een rij g“ gz, eee dn ‘.’J is

z6, dat

O;gn+genjgdu.-supI(g)<m
nell

Uit stelling T.3 volgt bovendien nog, dat er een rij trapfunctles

f1, f2, ... is 28, dat 0 g f + L.

Zij nuh, =f Ag, voorn-—1 2, ceo s
Voor allen=1, 2, ... geldt nu: h is een trapfunctie, 0 L h '; 8,
dus (stelling 8. 9) h € ‘30, bovend:.en is I(h ) £ I(g ) 2 J g d u < o,

Maarf +i‘eng +g,dus

0<h

’(' . n=angn+f)§g-=
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De rij hy, ha, ... voldoet dus aan de voorwaarden van def. 8.12, dus
f e‘ﬂ+, en voorts is -

Ifdu=sup1(h)<Jgdu.
nell
Gevolg. Indien f é‘j+ en g: X - (R*, g > O meetbaar is, dan is
+
faged .

Bewijs: £ A g.1s meetbaar en 0 2f Ag ST met £ e 9%

Stelling 8.15. zij £ € 37, Er geldt:
1°, ve > 0: u({x eXx | £(x) 2 €}) < =,

2%, Er is een rij {Fn} ® in met u(Fn) < « voor alle n, z8, dat
' -n=1 ' '

xex | fx) #0r =) F,
n=1

dat wil zeggen: X \ f—-1(0) heeft een o-eindige maat.

Bewijs: .
1°. Na verkleining van ¢ ’blijk‘t het (nodig en) voldoende -te zijn om
aan te ‘tonen dat-

u{xe x | £(x) > €}) < « voor elke € > 0.

Zij £, Ty, ... een rij :l.n‘.fjO met 0 < f + fen

8

deu=sup1(f)< .
: n

nelN ‘
Zij E = {xe x| fn(x.)_ >elenE={xeX ]| flx) > e}. -
Daar f en elke fn meetbaar is, is Ee Fen Ene:f» (n=1,2,604)0
Voorts volgt uit 0 £ f o, T foau gemakkelijk dat

, } E
E,cE,€...cECcE,, C ... ép_E_-'f n=1_En-
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Uit Gevolg 1 op pag. 10 volgt nu:

| u(E) = 1im u(En).

nreo

Daar £ (x) 2 & voor alle x € E_, volgt uit de stellingen 8.8 (60)
en 8. 8 (2°): '

c ¥z £ Ty 0 sate) s ran

Dus is

u(En) ;-E-[ f dyp voor alle ne I,

en na limietovergang voor n = « volgt hieruit:
u(E) < jfdu<°°...
o] 1 o
2°. Neem F_ {x e X | £(x) 2 7}.en pas 1" toe.
Gevolg 1. Als f een trapfunctie is, £ > 0, dan geldt:
redyered.
In dat gevel is J £du=I(£).

Bewijs: Zij fé‘jo. , o
Neem £ = f voor alle n & N. Dan is {f } ® een rij in 30 met
' 7 n=]

0<f +fensupI(f) I(f) < =,
nel¥
Volgens def. 8.12 is dan f ed en. J fgu=I(f).
. Omgekeerd: zij red.
Daar £ > O en daar f slechts eindig veel waarden aanneemt, is er

een € > 0 26, dat
:

VxeX: £(x) # 0=y £(x) 2 e.
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Dus is
{xex ]| flx) #0tcixex | £f(x) > e}

- De verzameling in het rechterlid heeft ‘volgens stelling 8.15 een

eindige maat, dus ook de verzameling in het linkerlid. Dus f e'ﬂo.

Gevolg 2. Als f e"ﬂ.'{,', ‘dan is f meetbaar en f is bijna overal eindig,

dat wil zeggen: u({f-l(m)}) = 0.

Bewijs: Dat f meetbaar is, is reeds opgemerkt na def. 8.12.

Definieer voor n = 1, 2, ... de verzameling En door
E, ={xeX| £(x) za}.

Daar f meetbaar is, is En ed. Dus n Xg is een meetbare functie.
" .

Aangezien

Oxnxy <

n

volgt uit stelling 8.1k, dat

ane‘J*enjan du;Jfau.
n : n

Uit Gevolg 1 volgt, dat J n Xg du=In Xg ) =n u(En), zodat
- _ n - n .

, 1
n u(En) ;J £ 4 u, ofvel u(En)_ ;;J fdau.
Daar‘f”({w}) C E, voor alle n, is
0z u(f-1({w})) ;%J f d u voor alle neEN ... (%)

en dus

e den) = o,
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Opmerking. _
1°. Men had ook de laatste formule uit het bewijs van stelling 8.15
(1°) kunnen gebruiken om (%) aan te tonen.

20

. We hebben nu het integraalbegrip uitgebreid van trapfuncties tot
niet-negatieve meetbare functies. We iullen aantonén dat het

- door ons gedefinieerde integraalbegrip aan de gestelde eisen‘
voldoet. Merk op, dat nog een verdere uitbreiding noodzakelijk
is: 3% xan geen vectorruimte zijn, want als f €‘3+ en ¢ < 0, dan
is e f ‘<= 0, dus ¢ f kan niet tot 3+ ‘behoren.

Stelling 8.16. Als £, g €97, ¢ > 0 en A €, dan geldt:

foR
=
I

)
'1°.cfeﬂ+enj'(cf)du=c[fdu.
2°, f.+g6“3+ en J (f+g) [

3°.XAf€'ﬂ+enj £dyu=
A

I
Sy
e
Hy
fol}
-

A
Sy
]
o

v

. B L 0 . v o .0’ -,
Bewijs: Laten {n‘.'n}n=1 en {gn}n=1 rijen in ‘;]Q zijn 28, dat

Ogfytfen0gg +g (0>«
terwijl
supI(fn)=[fdu<wensupI.(gn)=Jgdu<w.

1°, De rij .{c fn} ®

behoort tot ’30, en daar ¢ > 0, geldt
n=1 . :

Ogef tef(n+e)
en sup I(e fn) = sup ¢ I(fn)'= ¢ sup I(fn) =c I fduc<ow

2°, De rij {fn+gn} ®  behoort tot ‘30, en
n=1 ' X ,

Of_fn+gn+f+g.
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terwijl
sup I(fn+gn) = lim I(fn+gn) = lim EI(fn) +’I(gn)] =
n-»o0 e
= lim I(f ) + lim I(g ) = j fdyu-+ J“g d < oo,
Do B n-w B _ :

Dusisf+gg‘3+enj(f+g)du=deu+fgd'u.

3°, De rij {y, £} ®  behoort tot J , €n
A "n n=1 0

Bovendien is voor alle n volgens stelling 8.8 (2°) en het gegeven:

I(x, £,) & I(£) _<_J f du < = voor alle n.

Dus is Xa f€'3+, terwijl
Jfodu=supI(fon)_<_deu.

Lemma 8.17. Zij £: X >R, £ > 0, meetbaar en £ = 0 (b.o).

Danisf€ﬂ+enjfdu=0.

Bewijs: Zij‘ {fn} _ een rij trapfuncties met 0 < fn 4 F (stelling T.3).

n=1
Daar fn(x) #0 =>f(x)#0, is

u{xe x | £.(x) # 0}) gul{xe X | £(x) # 0}) = 0.

Dus £,€ Iy, en I(£,) = 0 (stelling 8.8 (3°)).
Uit def. 8.12 volgt nu onmiddellijk het gestelde.

Lemms 8.18. 7ij £e D", Indien E ¢, u(E) = 0, dan is

CE

j fdu=o,endusjfd'p=f fduy.
E A , X\E
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Bewijs: E @ Pen X\E e, dus volgens stelling 8.16 (3°) zijn
+ +
fosﬁ.enmeer.

Maar {x € X | (xg £) (x) # 0} ¢ E, dus Xg £ =0 (b.o)e -

" Voorts is

C.

£=xg £+ Xy £e

Uit stelling: 8.16 (2°) en lemma 8.17 volgt nu:

j XE fdpu=0en J fdus= J‘XE fdyu+ f XY\ fdyuy= f £ 4.
‘ X\E

Om voor functies die zowel positieve als negatieve waarden aannemen
een definitie van integreerbaarheid en integraal te geven, maken we
gebruik van het simpele feit, dat iedere functie f: X » R geschreven’

kan worden als f'=g-hmetgz0 en h > 0: neem maar g = f+= fvo

cenh = f = (-f) v 0.

'Het kan ook op andere manieren (bijvoorbeeld g = £t 4 ¢, h =1 + ¢

met ¢ > 0), en daarom is het volgende lemma ven belang:
Lenma, 8f19. Laten g, h, g' en ‘h’e 9" zijn 26: dat

g - h = g! - h',
Danis[gdu—jhd_u=[g' du-[h'dur

Bewijs: Daar g, h, g' en- h' tot 0 behoren zijn ze bijna overal
eindig. Er is dus een E G.yﬁmet‘ u(E) = 0 28, dat -

VieX': x £B = {g(x),n(x),g' (x),0' (x)} € B



82

Anders gezegd: de functies X3 g 83
overal eindig. Uit =

h

Mg B Xgyg 8' € Xgp B' zdin

- = 1 1]
Xg 8~ Xpg B T Xyap 8 h

" X\
volgh dus:
’  R— P ]

Volgens stelling 8.16 (3°) behoren alle betreffende functies tot'ﬂ
en uit stelling 8.16 (2°) volgt den: ' '

J sdu+J h'du=I g’du+J hdu
X\E X\E X\E X\E
0 kan lemma 8.18 op alle vier integralen worden toegepast:
J gdu+ J.h' du= Jg' du+ JAh'd He
Daar deze integralen alle eindige reéle getallen zijn, volgt hieruit
'j.g,du-—fhdu=Jg'du-th'du.

Definitie 8.20. Een functie £: X + R heet integreerbaar (over X met
. + .. -
betrekking tot u) als er g, h € ¥ zijn 28, dat

‘Daar w(E) =

f'-"g—hn

In dat geval definieren we de integraal van f (over X, met betrekking
tot_u) als het reéle getal

deu:z'Jgdu-Jr’idu.

De verzameling der 1ntegreerbare functies van X naar R zullen we
aanduiden met ;ﬂ (X,u) of kor‘bweg met ,}3
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Als E ed 1s, dan noemen we een functie £: X - IR mtegreerbaar

over E, 1nd1en XE fe ?L 3 we schrijven

jx“fduéj_ £du
E 5

en dit getal noemen we de integraal van f over E.

Op_merkingen .

19,

Als fe &, dan kan f geschreven worden als f = g - h net
g, heJ'. Uit Gevolg 2 na stelling 8.15 volgt dan direct, dat

f meetbaar is en dat f bijna overal eindig is.
Als fe £1, den hangt de waarde van J £ d u niet af van de toe=-

e s + e, .
vallige keus der schrijfwijze £ = g -« h met g, hed : dit is

juist de inhoud van lemma 8.19.
Voor functies uit "3+ en uit &1 gebruiken we hetzelfde teken
J .. d U voor de integraal, en we duiden beide functie~klassen

aan met hetzelfde woord "integreerbare functies'.

Dit is toegestaan, omdat in def. 8.20 een uitbreiding van het
integraaibegrip ten opzichte van " is gegeven. Anders geformu-
leerd: I e 3&1 en voor £ eJ" is de integraal, gedefinieerd
volgens def. 8.20, ’: gelijk aan de integrasl. gedefinieerd in
def. 8.12, '
Bewijs: Als fe'3+,' dan kan f geschreven worden als

=f -0

met €37 en0eD¥. Dus £ &1. Voorts is de integraal van f

over X volgens def. 8.20 nu gelijk aan

j fadue=- J 0dus= j fa » (= integraal van f volgens 8.12).

1& 3 ci en voor elke fe"i’

Jr faw=1(£).
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Bewijs: 2Zij T e:}

Volgens stelling 8 4 zijn dan f , T eU Voorts‘zij f+, £ >0, |

- +
dus volgens Gevolg 1 na stelllng 8.15 zijn f f e 3J , en
I(s") = f £ au, Ie7) = J £ au.
+ - .
Dgar f = f = £ , is volgens def. 8.20 dus fe?&1 en
| + - +y - +
,J fdus= J £ dwu —<j,f du=1I(f) - I(£) = I(£ - ) = I(F)
(gebruik nog stelling 8.7 (2°)).

Stelling 8.21.
o) +
1°. 39 ={f]fei & £ > 0},

2%, Als g: X->IR meetbaar lS,f€£ en 0 5 g < f, dan is ook

J g fuzs j fdau.
Bewijs:

1°, In opmerking 3 hierboven 1s reeds aa.ngei:oond, dat 'ﬁ+g {,1 .'
Nu omgekeerd: zij fe&1 en I > 0.
. Volgens def. 8.20 is dan £ =h - k met b, xe I,
Dus is 0 £ £ < h, waarin f meetbaar is en he‘3+.
Volgens stelling 8.14 is dus re 3",

ged, en

2°, Uit bovenstaande opmerking 3 en uit 1° van deze stelllng volgt,

dat dit een herformulermg is van stelling 8.1k,

Stelling 8.22, Zij f: X =- IR meetba.ar. Dan zijn de volgende 'bewermgen

gellgkwaardlg
.fe&r
2% g e;£,1.

3.fig£ym1?€£r
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i In d'at geval is
Ideu];J l£] a w.

Bewijs: . ‘
.. + .
_1°=r.> 2°, Zij f =g -hmet g, hel . Dan is

oszitl2g+n

Daar f, en dus ook lfl , meetbaar is, en g+ h e'3+, volgt uit stelling
8.21, dat |fle :£,1. '
2° wy 3°. Het is duidelijk, dat 0 < £~ < |f] en 0 < £F < |£].

Daar £ en £~ meetbaar zijn, volgt uit sizelling 8.21:

Ifle £, = ffe Loent e L.

3% 1°, Als f.i_',‘ e 861, dan volght uit stelling 8.21 (10):.
f+€ T en e 3+',
Volgens definitie’8.20 is nu
f=1-fei,
terwijl bqvendien
[fan-]ranle]fans]ran @80

Jeere e an=] el an

IJ féul-

i

Waarschuwing. Als niet gegeven is, dat f meetbaar is, kan het voor;- '
komen, dat |f| e 72.1 en T ¢f,1;-
Laat (X,,u) zo zijn, dat u(X) = 1 eny # de verzameling ven alle

« deelverzamelingen van X (bijv. u Lebesguemaat in @,ﬂ ),.-
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Zij E ¢ X, EQ‘::)" en £ = Xgng = XE
Dan is f niet meetbaar, dus zeker is f ¢ &,.

Maar |f] = x, = 1 op geheel X. Dus |f| eV, aﬁ.].

X

Stelling 8.23. iq is een lineaire ruimte en f o d U e f fau
is een lineaire functie van %1 naar R, ' ’
Bovendien geldt voor f en gefﬂ: f2g -gj £a u;j gdu

(monotonie). In het bijzonder geldt:
fed, &120 affdug_o.

Bewijs:
(a) £, is een lineaire ruimte:
) 1

©, 7ij f.'é-:‘i.l Dan is £ = g = h met g, heﬁ+,'en

1
}[fdu={gdu-j.hdu.
. o D
Volgens stelling 8.16 (1) geldt nu, indien ¢ > 0:

cf=cg=~chmnetcg, che"{)+, of‘wel'cfeiv

en

"

['cfdu=Jc5g’du-—fch'du=cJ'gdu-cfhdur-cjfdu.

Indien ¢ < 0, pas dan vobrga.a.nd resultaat toe op

(=e) b = («c) g.

¢

-

2%, Laten £, ge‘&1 zijn. Dan is £ = £ . en g = g+ - g,

waarin

e EY, 7, &Y, g7 e g (stelling 8.22 en 8.21 (1°)).
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Omdat f en f nergens tegelijk oneindig zijn, evenmin als

g en g , geldt op geheel X
+, + - .y
T+g= (f—f)+(g-g) (£+g ) = (£7+g7),
ook in die punten x € X waar £ en/of g niet eindig zijn.

Hierin is £ + g e en s+ g e '3 (stellmg 8.16 (2°)),
dus is £ + g e‘f,.‘; voorts is dan

J (f+g) A u = f (£7+g") a u - f (f'+g'} 4 u

il

ff*dv+fg+du-Jf‘du-Jg‘du

(I f+dﬁ _ f £7ap) + (f g au - f g an)

J,f du -+ j g d H.
{b) monotonie: ,
Volgens stelling 8.21 (1°) gelat: fe.i, & £>0 = f e‘:]

Nu is f £ du 20 voor elke £ e9" (ger. 8. 12), waarmee het -

gestelde aangetoond is. .
Als f, g ed , f > g, dan is T -'g eaﬁl; vanwege (a 20) en
f - g > 0 volgt dan | '

ffd'u-j_gdu=j,(f—g')duz_o.

Opgave. Toonh aan: f6£/1 &Ae:fnb Xa fe£.1.

Stelling _8.2‘1&, Zij g: X + R een meetbare functie, £ e£‘1 en
£ =g (b.o). Dan is ook g €%,, en J fdu=|gdu

-
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Bewijs: Er is een E ef met u(E) = 0 28, dat
VxeX:x&€E = £f(x)e R (f is bijna overal eindig).

‘Gebruik makend van o.a. lemma 8.18 vinden we:

de'u

it

ff*du-ff'du=j_f+du-] £ a u
. X\E X\E
L A |

JxX\E(f-f)du jXX\Efc}u.

Zlgf1=xX\Ef.Da.nlsdusf1e“£,‘,deu Jf1du,en

L}
il

]

| {x eX | f1(x) # gl(x)} Qv{x eX | £lx) # glx)} V E. :

Daar £ = g (b.o) en u(E) = 0, volgt hieruit gemakkelijk, dat ook

fo=8 (b.o). Daar £, overal eindig is, is

(ook in punten x & X, waar g(x) niet eindig is). Zij h = £, - & |
. + -
Dan is h = 0 (b.o), dus ook b = 0 (b.o) en h = 0 (b.o).
Uit lemme 8.17 (1°) volgt dan:

n', h-e.‘3+, enjh+du ='jh"du = 0,

Volgens def. 8.20 is dan h e£o1 en J hdu=0.

Echter is g = f‘1 - h met f1e £1 en h,eaﬁp dus is g e£1. )

Voorts is
jgduéjf1du—jhdu=ffd.u‘-o.
Opmerking. Indien de mastruimte (x,7,u) volledig is, volgt uit

f=g (b.o)ent e£,1, dat g meetbaar is (want f is meetbaar; zie
de opmerking na def. 8.1), dus den behoeft in stelling 8.24 niet
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apart geeist te worden, dat g meetbaar is.

Opmerking. Zij f: X + R meetbaar en zij Eed met u(E) = 0.
zZij voorts g: X -+ R meetbaar, en g(x) = £(x) voor alle x € E. Dan
zegt stelling 8.2k: .

f€:€.1 e g e£1.

Indien bijvoorbeeld e)€1 , dan mag blijkbaar f op een verzameling
van de maat nul gewijzigd worden zodanig dat de functie meetbaar
b1lijft (d.w.z. f mag door g vervangen worden'), zonder dat de inte-
greerbaarheid verloren gaat.
Omgekeerd is f meetbaar, en wordt de functie na wijziging op een
nulverzameling integreerbaar, dan is f ook integreerbaar. | ‘
. Een vijziging van de meetbare functie f binnen een nulverzameling
E die vaak nuttig is, is de volgende: vervang f door Xx\E =g
Inmers: ook X\E f is meetbaar (product» van meetbare f‘uncties),‘dus

f€3€.1 © Xpp T € £1.

Bovendien is dan

.deu=Jxx\Efdu.

Toepassingen van dit principe zijn er vele. We noemen:

(a) Als fa£1, dan is f bijna overal eindig, dus er is een E e‘:f
met u(E) = 0 28, dat f£(x) € R voor x € X \E. Vervangt men f door
XX\E f dan blijkt: zonder beperking der algemeenﬁeid mag £ over-
al eindig ondersteld worden. -

~(b) A1s £ ¢ b (b.o), dan is er een E & Pwat u(E) = 0 zd, dat

£(x) < h(x) voor alle x € X \E.

&~ .
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Wat integreerbaarheidseigenschappen betreft, is het dus geen

beperking der algemeenheid als f<h overal op X ondersteld wordt.

Toepassing 1. Als £, g € £1, dan zijn ook £ v g ef,l_" en fAge £1.

Bewijs: Daar T en g bijna overal eindig zijn, geldt bijna overal:

(ergr|2-])

L}
Ni=s

fvg

(f+g—|f—gl)

L]
Ol

f K g

Hierin zijn de linkerleden meetbaar en de rechterleden integreerbaar.

Dus ook de linkerleden zijn integreerbaar.

Toepassing 2. Zij f: X + R meetbaar en g e £1. Dan geldt:
l£] < lel (o) =>red,.

 Bewi js: Op grond van voorgsande opmerking is het geen beperking der

algemeenheid, als we aannemen:
0 < |f] 2 |g| overal op X.
‘Uit de stellingen 8.22 en 8.21 volgt nu het gestelde.

‘Gevolg., Als fe £1 en g is meetbaar en begrensd (2 M > 0 met
lg(x)| < M voor alle x), dan is f.ge;€1,

Bewijs: O < |f.g| < M.|f|, waarin f g meetbaar is en M.|f| 6%_1. ’
Volgens voorgaande stelling is nu f ge& £1.

Opmerking. In het algemeen behoeft niet te gelden, dat .f.g‘e£1- als
f en g beide tot £1 behoren. ' k
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Voorbeeld: X = E),ﬂ, u de Le'besgué-maa.t. Zij

voor O < x £ 1
£(x) =

8 N\ll—?

voor x = 0.

- Dan blijkt £ aae,]‘, maar f.f éf]. Dat T & 561 is kunnen we in dit

stadium nog niet aantonen (het heeft te maken met het feit, dat de
oneigenlijke Riemannintegraal van f(x) = (;"3?)-'1 over EO,ﬂ conver-
geert), maar dat f.f: x = -3? niet tot %1 behoort is niet moeilijk in

te zien:

. k
Z1] :f‘k= E n ¥

voor k = 1, 2, ...
n=1 (

LI
n+1°n?

Voor alle k = 1, 2, ... is T, een integreerbare trapfunctie, en

j IZ‘ 1o li 1 IZ{ 1
fodu= ) nulgpyd = Loalg-m9) = Loy
k n=1 | n+1°n n=1 ‘ n=1 n+1

Anderzijds is 0 £ fk 2 f.f op geheél X = [0,1], en indien f.fe f,1,

dan zou uit het tweede deel van stelling 8.23 volgen:
k 1 5 .
] ——=]f aus| £ dau voor alle k.
. p=q 81 k. =

. . .
Uit de divergentie der reeks Z ;1-.1—1- volgt dan, dat f f2 d y niet
n=1 .

eindig kan zijn, in strijd met de definities.

Toepassing 3. Als T, ge£1, dan geldt:

1°;'f;g(b.o)g)ffdu;fgdu.

2%, £ 2 0 (v.0) éffdugo.

» .

- Bewijs: Volgt‘uit stelling 8.23 en de opmerking na stelling 8.2k.
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‘Stelling 8.25. Zij fe.f,.l, £ >0 (b.o) en j fdu=0.
Dan is £ = 0 (b.o). : A

Bewijs: Voor n = 1, 2, ... zij
, : .
E = 1{xex | [2(x)] 23}

Dan is op geheel X

1
Uy XEn s |£]
1 e . 1y -
(voor x & E, is = < [£(x)], en voor x& E is = xEn(x) =0 < [£(x)])
dus ' ’
0 <-l X < f b.o
=n En = °

vent £ > 0 (b.o), dat wil zeggen: £ = |f| (b.o).
Volgens Toepassing 2 van stelling 8.25 is -:; Xg € &L1s en volgens
. n .

'Toepassing 3 is nu:

=

—~
t=3

~—

i
Sy
!

txjx
=

A

oy

H
o))
=

1]

o

Met andere woorden:
u(En) = 0 voor alle n.

. Nu is
xex | x)#0t=.{xeX| |f(x)]>01}= n&_{1‘ E,
en daar g(En) = 0 voor alle n is

‘ | w2, B < n; u(E) = o.

Bijgevolg is £ b.o. nul.
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Stelling 8.26,

1°, 2ij féip EE .f,‘f(x) > 0 voor bijna alle x € E en

J. fd yu=0, Dan is u(E) = 0
E

2°, Omgekeerd: als E€ S en .u(E) = 0, dan is elke meetbare functie

f integreerbaar over E en £4du=0,
, E ,

Béwijs: -
1%, Gegeven is: er is een M& J met u(M) = 0 28, dat
VxE€E: x&M=> F£(x)>0 cosuvseseanss (1)
Hieruit volgt in ieder geval:

£ > 0 (bs0),

v

,XE

Gegeven is, dat f Xg £fdyu=0, dus volgens stelling 8.25 is

£ =0 (beo),

Xg

Dat wil zeggen: er is een N € J met u(N) = 0 28, dat

VxeX : x €N =) Xg (%) £(X) = 0 vvnvennesnees (2)
Uit de formules (1) en (2) volgt:
ENMCUN, ofwel EC MUV N.

Daar u(M) = u(N) = 0, volgt, dat u(E) = 0.

-

2%, ¢ = f+ - f~, Volgens st.8.22 geldt f+s I"I enf & 381.

£7. Hieruit volgt de

' Pas nu lemma 8.17 toe op xE,f+ resp. Xg

bewering.
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9., Twee voorbeelden

‘ I. Wé passen de theorie uit §8 toe in de volgende situatie:

fN = {1,2,3,.0.}

I = ae verzameling van alle deelverzamelingen van [N.
p = de "telmaat", dat wil zeggen: als AC [N, dan is

{aantal elementen van A als dit santal eindig is
u(a) = 3

= gls het santal elementex van A niet eindig is.

Twee opmerkingen vooraf:

(a). Iedere functie f : X ~R is meetbaar.

(b)s Als AC X en A + ¢, dan is u(A) > 0. Dus als voor E & J
geldt: u(E) = 0, dan is E = g .

Bijgevolg: "bijna overal" == "overal".

(dus: f bijna overal eindig = f op heel X eindig).

Stelling 9.1. Een functie £ : ¥ -+ R is integreerbaar als en

slechts als de beide volgende voorweerden vervuld zijn:

°, f(n)€ R voor alle n & IN (f overal eindig)

-] .
20 } |£(n)| convergeert.
* n=1 ,

1

(in feite wordt 1°. door 2°. geimpliceerd).

In dat geval is

fran-= E £(n).
J n=1

Bewijs: Iedere functie £ : [N - IR kan geschreven worden als

. »
f" f( ) 5 ® e & © ® @ & e » © B (1)
n=1 ’ X{n_}; :



95

Trapfuncties zijn dus functies van de gedaante (1), waarin
{f(n) | n€ IN } eindig veel verschillende elementen bevat.
Voorts zijn integreerbare trapfuncties juist die functies van

 de gedaante (1), waarvoor geldt:

~ £(n) # 0 voor slechts eindig veel Vaarden ven n
¢ {n'e I | £(x) # 0} heeft een eindige meat).

Indien f € o» den is volgens def‘ini‘bie 8.6 :

1(e) = § £(a) (want u({n}) =.1).

n—

(a) ZJ.J fle en £ > 0, dat wil zeggen: f € :7
" Dan is er een rij I S :LnJ' met

(&
A

ST, tf en ['fdu:=supI(fn)<oo.
Dear €T, is £ bijna overal eindig, dus overal eindig.

Bij\ye > 0 eny 1€ [N is er dus een n(e,l) zodanig dat voor
alle.n 2 n(e 1) : £ (k) > £(k) = -—voor k Tyeaey Lo
~dus is 1 : ‘
21 (k) < ké fn(k) + g voor alle n 2 n(e,l)’

Merk nu op, dat voor alle n& 'IN geldt: .
£ (k) < f(k)=I(f)5deu.'
k=1 B Tg=1 B »=

. Derhal\fe 1

¥ f(k)<ffdp;'e-éw

Dit geldt voor willekeurige 1. De reeks ] f£(k) met positieve
k=1

termen (f > 0 !) heeft dus begrensde partiele sommen, en is
dus con¥vergent, met som ‘

J £(k) < jfdua-e.
=1 .
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Hierin was ¢ > O willekeurig, dus:

A

k£1f(k) ){f.d.uﬂ‘ta.000.00.-0.0.(2)

(b)Zi,j omgekeerd £ : W - R 25, dat £ > 0, f overal eindig,'en
} f£(k) convergent.
k=1 ‘

n S

Dan is £,€Jy , 05 £, + £ (a > @) (in feite is £ (1) = £(1)
' ' ' voor alle n 2 1)

en bovendien. is

n ©
I(f )= ] £k)< J f£flk) <= {ne&lN)
B k= T k=1 '

. + .
Dus is f€J ", "en bovendien is
: 0

D £ 3 S &3
k=1 , : -

A

[fdu=sup1(f)
J _ n

(e) Voor functies f > O hebben we~nu~aaxigefcoond:

re 351 & 1°, en 2°, zijn vervuld.
Bovendien volgt uit de formules (2) en (3), dat voor e T geldt:

If au= ) £(k).
| k=1

Voor willekeurige functies £ : IN + !R*'geldt nu (gebruik stelling
8.22) : | o
: ' [£] is overal eindigé&=yf is overal eindig
e &S [t L) : | |
, © . _
‘ L |£(k)] convergeert.
=t
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. o+ - .
Tenslotte: als fe <§f1', dan ook £ * f 6;51, en voor deze niete

negatieve functies weten we reeds:

| ffa =] £(x) =7 {£(x) | x€ IV & £(x) > 0}
S k=1 ' a
J fRaps ) (k) =] (-£k)]| ke IV & £(k) < 0} .
k=1
Dus is - + - ‘
: rfdu=jfdu-‘f'fdu-

= J{£(k) | ke IV & £(k) > 0} + | {£(k) | ke I¥& (k) <o}.

Op grond van de sbsolute convergentie der reeks ) f£(k)(termen der
, k=1

reeks mogen gepermuteerd worden) is de som der beide reeksen in

. =13
het rechterlid juist 21 £(k).
o k=

Opmerking. De theorie {er absoluut convergente reeksen valt dus
geheel binnen het kader der integratie-theorie. Een stelling om-
trent verwisseling van integratie- en sommatievolgorde voor: een rij

functies op, zeg [0,1] , is dus in feite een st‘eliing over verwis-

seling van in‘éegra.tievolgorde. We zullen hierop niet verder ingean.

We passen de theorie uit §8 toe op de volgende situatie:

v

X = [R = de verzemeling der re&le getalleh.
g
u

it

de o-ring. der Lebesque-meetbare verzamelingen.

Lebesgue~-magt.:
Merk op, dat (X,¥, u) nu een volledige maatruimte is. Indien een
functie £ : X + R~ tot.$1(x,u) behoort, dan zeggen we dat f

Lebesque-integreerbaar is over IR, en | f 4 u heet de Lebesque=
integraal van f over [R. . ' '

We herinneren er aan, dat de Lebesque-integraal van f over een in-
terval [a,b] nu gedefinigerd is als

| f[a’hjf ‘.“ ) Jx[a,b] f .
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Merk op: de functies X[a,b]f’ X[a,b)f’ x(a,b]f en X(a’b)f‘za.‘]n

‘zi,jn'bijna overal aan elkaar gelijk (de maat van een verzameling,
bestaande uit eindig veel punten is nul) dus als een der vier nu
volgende integralen gedefinierd is, dan zijn ze alle vier gedefini-

eerd en onderling gelijk (vgl. de opmerking na stelling 8.24):

Jfa’b]fd H j[asb)fd Hs ',((a;bjfd “’j(&,b)fd b

Met het ocog op de volgende stelling maken we nog de volgende af-
spragk: als EC [Ren f: E » R’ een functie is, dan denken we ons

f steeds voortgezet over heel @R, door te definileren:
£(x) = 0 voor x 4‘1 E.

Merk op, dat dan f = fo.

Stelling 9.2 Indien een functie £: [a,5] » R Riemann-integreerbaar

is, dan is f Lebesque-integreerbaar over [a,b], en bovendien is

b
d = .
J[a,b]f u ja £(x) ax
Béwijs: _
(a) 2ij a = ag < a1"< ves < a.n'= b een‘ verdeling van [a.,bl.
Hierbij zijn gedefinigerd een éndersom s en een bovensom S van T,
en wel door ; , ' =
n
s=Z(av-av_1)m met m = inf {f(x)| a, ., s x<a}
v=1
en
n
s=) (a ~a, )M met M =sup {f(x)] a ;,<xgal

Indien we functies ¢ en y"definieren door

s V=] M :
'vz ® x[a'v- 8') Z X[a 1, v)

dan geldt: ¢, 1[)6,:7 (1ntegreerbare trapfunc‘bles) ¢sf<yen
I(¢) § = I(y) .
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We herinneren eraan, dat

b . b
J. f(x) d&x en J f(x) dx
a a

——

gedefiniéerd worden als het supremum resp. infimum van de verzame-
ling van alle ondersommen, resp. bovensommen van f bij alle moge-
lijke verdelingen van [a,b].

Zij nu

>
|

—
=

-
|

={vedylvze 1.
Dan is dus

b : A - 7o
f £(x) ax. g sup I(¢) g inf I(¥) g f £(x) ax
a PED . yey a

s

Dear f Riemann-integreerbaar is, zijn hierin alle ongelijkheden

gelijkheden, dus met name is

e
mpIW)=MfIW)=Jf&)h.........tKM
€0 ) YEey a : :

Conclusie: Bij elke ne N zljn er 9, € 9 V€ ¥ zé; dat

£

9 v

LN
A

n o

en
T
I(llln) - I(¢n) <o
(b) De functies ¢ en IP*, gedefinigerd door

o (x) = sup {ibn(x) | ne IN}  voor alle x,

vx) =_inf {wn(x) | ne IN}  voor alle x,

zijn meetbaar op grond ven het gevolg ven stelling 6.T. en het is
duidelijk, dat -

IYR e

¢ T2V .

ftA
HA
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Merk op, dat voor alle n = 1,2,... geldt:

e

0¥ =4 s¥ ¢

A

Daar vy - .{bne;d*, is dus gb* - ¢*€U+ (sf;elling 8.21), en
J(w”"- ¢ g I(wn = 4y) au=T0) - I(e) <1,
lkDit geldt voor alle nl, dus |

j(w"'- 6) dus= 0..

Uit stelling 8.25 volgt dus: Ve ¢ =0 (b.o).

Met andere woorden: ¢ = y (bup)s

o

Aangezien ¢*§ £ <y, is ook ¢ = £ (b.b).

A

Daar ¢* meetbaar is, is ook f meetbaar (we werken in een volledige

meatruinte).

(c) Merk op, dat f begrensd is op [a.,b] (opgenomen in de definitie

van Riemann-integreerbaarheid), zeg [f(x)| < M voor a < x g b.

Dus'is |£] < M X[a,5] ©°P heel [R.
. 1)

Hierin is f, dus |f|, meetbaar en M x [a,] is Lebesque~-integreerbaar.
1 .

Uit Toepassing 2 na stelling 8.24 volgt dan, dat f ‘Lebesque'-inte--
greerbaar is over IR. Daar f = X'[a b-lf, is £ dus over [a,b] inte-
]
greerbear, en ‘
‘f.du=jx Ry fd_u=jfdu.
J [e,b] [‘%’_J

(d) Om aan te tonen, dat j faus= J f(x) dx, beperken we ons eerst

-3

tot het geval dat f > 0. Dan is f€ :f", en dus is

[fdu=sup'1(¢)..........'....’.(5)
$€D
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T . .
Immers: dear &€ J is er een rij {¢n}n:1 in "jO met onder andere

. de eigenschap: ¢ < f voor alle n (dat wil zeggen: ¢n£;¢), en
j fau.

J £fdu=sup I{¢ ) < sup I(4).
- " nelN n )

i

sup 'I(¢n)

dus is

ftA

Omgekeerd: als ¢&®, dan is ¢ < £, dus I(¢) = J $dws J fdau.
Dan is ook

,
sup I(6) 5 | £
HED

waarmee de juistheid van (5) is aangetoond.
‘uit (4) en (5) volgt nu inderdaad:

b

J@’b] £a u'=f £(x) ax.

a

Indien f willekeurig Riemann-integreerbaar 1s, dan is het niet moei-
. + -

.1ijk in te zien, dat £ en f het eveneens zijn.
Maar £ en £~ zijn beide > 0, dus

f[-a*b] o H;Cf (J;) e j[a,blf-d “J:f- (x) ax.

Dear £ = f+ - f- en zowel de Riemann—integraai‘als de Lebesque-

+

integraal additief is, volgt hieruit

- qb
fa u=j £ (x) ax.
&, .

f [-.a sb]
Opmerking. Alle begrensde functies, die Riemann-integreerbaar zijn

 over een eindig interval zijn dus ook Lebesque-integreerbaér over

dat interval. Om te laten zien, dat er onder de begrensde functiés,

gedefiniéerd op een eindig interval, meer Lebesque- dan Riemann-

‘integreerbare functies zijn, maar ook, dat de eigenschappen "begrensd"

en "eindig" in het bovenstaande essentieel zijn, geven we de vol-

gende voorbeelden:
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Voorbeeld 1.Zij £ = XEO he Dan is f een trapfunctie..
. » '

Voorts is £ = 0(b.o), want

{xe R | £ (x) +'0}=[0,1J¢3Q |

is een verzameling met de maat nul.

dus is f €& jocjg’.en J fdawu=0.
' [0,1]

Echter: f is niet Riemann-integreerbaar over [0,1-] : voor elke ver-

... deling van '[0,1] is de ondersom ven f nul en de bovensom 1, Dus is

1 T
'Jf(x,)dx=0+1=Jf(x)dx.
0 _ ' 0

annan

- Voorbeeld 2.  Zij £ : R —+ R gedefiniBerd door:

2-0:voor x < O
£ (x) = 1 veor x = 0

sin x
———ene YOO X > O,

Uit stelling 9.2 volgt: voor elke b > 0 is de volgende Lebesquew

integraal gedefinigerd:

j f du
[0,0]

sin x
0

oneigenlijke Riemann-integrasl

en de waarde is gelijk aan f dx. Het is bekend, dat de

© . b .
J'ﬂixdx=limjsmxdx
0 b 70

convergeert (met waarde Ja-n ), dus

lim

o =

dau

bestaat. Daarentegen is niet‘Lebesque-integreér‘ba.ar over [0,6).

ot
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Want stel dat dit het geval is. Dan is ook lf ] Lebesque-integreerbaar
over [0,%) (stelling 8.22).

" Voorts is het duidelijk, dat X[o,5] |£] |£]| op heel R, dus dan is
] : :

HaA

2] du g J[o,»)

|£] & u voor alle b > O.

j[o,b] _

1,2,.’..):

nr .
Jo' SR | gy

t

Hierin is voor b = n u (n

‘ J [£] au=
[0 nﬂ '
n k7 . n K
- z J . _l_S_l_;’:__J_C_J_ dx ; 2 .1_.. j ISlnXI dx =
k=1 7/ {(k-1)7 . k=1 (k=1)7
= v | _2.....;. e )
k=1 B

-]

Daar de rij partiéle sommen der reeks kZ % niet begrensd is, volgt

hieruit, dat [ ‘ lfl du geen eindige waarde kan hebben. Tegenspraak’
4 [0.%

Voorbeeld 3. 2ij f(x) = 4 (x2 sin J—-) = 2 x sin —= - 322 cos =

dx x2 x? x2
voor xe (0,1]
Voor iedere € > O is f Riemann-integreerbaar over [8,1] , dus -
Lebesque-integreerbaar, en
. ' 2 1
[ fa.u=Jf(x)dx=sin1-e sin =5
E€31]

€ , €

Dus de oneigenlijke Riemann-integraal

1 1 »
J f(x) dx = _lim f £f(x) dx = sin 1
0 e¥0 ‘g

convergeert. Daarentegen is f niet Lebesque-lntegreerbaar over (0 1]
De a.rgumenta.tle is geheel analoog aan die in Voorbeeld 2, waarbij |
we nu gebruik maken van he’t feit, dat voor ’



‘['-1'- : 1 : o
4 2 _ :
lz.-l*{‘)“j‘ = "( 11)-; | (n=1,2,...)
. '(21'1"‘“3‘?' ‘ 2n--§ T -
geldt:
: 1 2 1 .
£(x) 2 | |ex sin -l - l;{- cos —5 e
X X '
2 1 ;o231 _1,
z Teos— -2x [sin—| 2 =3 "%

Indien we bovenstaand interval aanduiden met [en,snl, dan volgt uit de.

asannsme dat f, en dus lfl , Lebesque-integreerbaar is over ('0,1], dat

o, 1 v ernnl'

vV

1
l£] & M= J o e(x)| ax >

) J |£(x)| ax-z ] J Tax= ) log (1+g).
k=1 ek k=1 Ek k=1

Merk op, dat voor 0 < y <1 geldt: log(1+y) > y log 2, zodat
2 2log 2
log (1 + 7o) 2 gt

- .
De reeks - ) log(1.+ 3%-_-1—) divergeert dus, hetgeen impliceert, dat °
) k=1 , : ’

|£] @ u niet eindig kan zijn. Tegensprask.

ot

10. Convergentiestellingen.

In deze paragraaf is weer (X, J,u) een maatruimte als in §8:

ff een o-ring van deelverﬁz_amelingen der niet-lege verzameling X, X€ J
 en u een maat op f . Volledigheid der maatruimte (X, 7, n) wordt niet
verondersteld. -

F3

Lemme 10,1,  2ij (£} _,

[--]

een rij inef1 en f: X+~ een meetbare
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functie 26, dat puntsgewijs
Ogf tf (n~ «)

Als gegeven is, dat er een M > 0 is zodanig, dat

' { fn du M voor alle n = 1,2,...

- dan is feof], en bovendien is dan
T ] '
lim an d u= ,’(f‘du .

n-reo ’
- Bewijs: Elke fn behoort totd , dus voor alle n€ IN is er een.rij

{hnk}krﬁ “in 'Jo z6; dat

0<h. 4+ ¢ (k—»ﬂenjf du=limI(h ).
= "nk n n Jorao nk

Definiger voor elke k & IN een rij {gnk}:=1 door het volgende induc-

tieve voorschrift:
ng = h1ks gnk = 81k v cos Y Sn__-l’k Y hnk ¢ & o ¢ T '(1)

Met voliedige inductie naar n toont men gemakkelijk aan, dat voor elke
k & IN geldt: '

gnké'—jo.’gn,k'*"l;gn,k o-o...'...'...(2)

terwijl uit de definitie der 8ox onmiddellijk volgt, dat

gn""‘,k ;gn’k o-.c-o&o.ootoc-,'-o(3)
Bovendien geldt voor alle n en k:
< f

@ e ©® ® 2 % ¢ © © ® % B © © & -.a ® (h)

gnk n

D€ eerste ongelijkheid in (4) is evident, de tweede tonen we aan met

volledige inductie naar n.
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. 7Zij k& |N gegeven. Dan is By = By S T

Neem aan, dat voor i = 1,..., n = 1 geldt: 8y S :fi‘i .

Dan is gnk_= 81k Vieeo ¥V gn-1,k ' hnk Y f]v ...\ffn~1.vh"

. ST .
nK =

n
Dus ook de tweede ongelijkheid geldt voor alle n.

Daar h , +* f‘h (ko) vo}gt uit (2) en (4):

O;gnk"“fn(k';“)‘.o-o-.o-bo-..oo'.t-(s)-

Bovendien volgt uit (4) dan nog:

I(hnk = I(gnk) = J fn':1 K

en dus

lim I(gnk) = J £, du; dus I(gnk) <M '(V'n,k).

koo

L) Lo » ¥ . .
We hebben nu de rijen {hnk}k=1 in 70 vervangen door rijen {gnk}
. in JO’ die dezelfde eigenschappen hebben, maar als extra eigenschap
nog (3) hebben.

We beweren nu, dat

k=1

(@]
LLFN
[124

+ T,

Wat de monotonie betreft: Bpet el 2 et 2.8pp
. 5 S =

Wat de convergentie betreft: stel er is een x&X en een €y >0, z6 dat
Biye (x) < £(x) = €y, voor allek = 1,2,...

Uit (3) volgt dan:

L
g (%) < £(x) = e vogrialle nen Kmefi < k o o'v o v w0 (6)

Kies ne IN Wiliekeurig.
Uit (5), (6) volgt dan na limietovergang voor k = ® :

£ (x) f(x) - €y o
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Dit geldt voor elke n& ,JIN, in strijd met fn + f'(pun‘csgewijs).

Inderdaad is dus lim g (x) = £(x) voor elke x € X.

. n-roe
Conclusie:

{g. 3o i ij in . met 0 < + £

8on’n=1 is-een rij 1n J, met 0 < €nn i en vooxfbs

I(gnn) ‘< M voor alle n.

Volgens de definitie is dus fe I e et1 , en

deu?‘lim I('.gnn)o'.onc-no.-o('r)

n-ro

< f; endus

Tenslotte: voor alle n is 8oy S fn

A

:(gm>=<an-du Jf.duf cen e Y

Uit (7) en (8) volgt nu:

lim Jf’ndu=jfdu..

n-o
: .. « . . » »
Lemma 10.2. ZiJ {fn}n=1 een rij 1n351 26, dat voor alle n

0

HTS
._b-
LN

n S T4 em an‘du‘éM,

waarin M > 0 een constante is.
Dan is er een fé’.e'q z6, dat £t £

Bewijs: Volgens stelling 6.7 is er een meetbare functie f 28, dat
0 £ +f. Uit lemma 10.1 volgt mu, dat £€ &,.

Stelling 10,3 ("Monotone-convergentie stelling").

zij {£.}"

ce s ", ,
nin=1 €0 rij 1an:1 204 dat

1°.f";vf

n o (b.o) voor allen = 1,2,... .

2°, Er is een M > 0 26 dat J fn d u 2 M voor alle n=1,2,...
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Den is er een f< ol .28, dat £+ 1 (b.o) voor n + =, en

&

lim]f d-“::Jf du .
Cme SR

Indien g : X >R een meetbare functie is, zé, dat £t g(b.o),
den is g = f{b.o), gag‘ﬁv en

lim jfndu=jgdu.

n->-o
Bewijs: Voor n = 1,2,... is er een B € Fmet u(E )= 28, dat
VxeX: xé'En':}fn(X) s fn+1 (x) <=

Zi;i E= ng1 E . Dan is E€ Jen u(E) = 0. Voorts geldt:

Vx_e‘.x’ : xtf:E—_-::)fn(x) < f‘n+1(x) < » voor alle n & N.

Definiéer functies hn door

By = Xpng' (fn—f1 e

DanisO;hn;__h

- overal op X, en bovendien is voor alle n:

h g £ en jhn au.—.-j_ (£ ~,) du;M-Jq du
XNE
(gebruik stelling 8.24; merk op, dat elke hn meetbaar is).

Volgens lerms 10.2 is er een hé i 26, dat 0 < h th, en uit lemma

10.1 volgt nog, dat

lim jh du=(hdu.
ne 4B /

' Merk op, dat bijna oversl geldt (n.l. buiten E), dat

f =h +7°
n

n 1°

£

Bijgevolg:. fn + h+f1(b.0‘), waarin h,f1él,éf;, dus h-l-'f1€ c12..IBovez:uS.ien

is
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llm}fndp

bels gt

llmj(hn+f1)§p=llmj hndu+j f,dus=

e nre

Jhdufjf1_dp=j(h+f1)du

(bij het eerste gelijkteken is weer stelling 8.24 gebruikt).

Aan de stelling is dus voldaan door f =h + £y

- Indien gegeven is, dat i‘# + g (b.o.) voor zekere meetbare functie gs

dan is £ = g(b.0.).
Immers: £ > f (b.o.), dus er is een FE, L met u(F) = 0, en

Vxex :.x_é:Fa:.% lim £ (x) = £(x).
' e .

0 en

Voorts: £~ g (b.o.), dus er is-een G & Fmet u(g) =
¥YxeX: x<€G=1lin £ (x) = g(x).
preo O
Dus: VxeX: x§€FUG==3f(x)=1lin £,(x) = glx).

n-<o
Hierin is PV GE Ten yu (FUG) = 0, zodat £ = g (b.o.).

Welnu: g is meetbaar, fél.cl% en £ = g (b.o.). Uit stelling 8.2h volgt nu,
dat géJf‘,,en dat ' ' ‘ '

.jgd-u=jfdvu=limjfr;du.

B e
"Opgave Zij £ +" R~ R gedefinigerd door

-17§vc'>or0<x<1

£(x) = © voor x = 0
0 voor x < Oenx2> 1.

~Dan is f integreerbaar@ver:- [0;1] ‘met-betrekking tot de- Lebesquemaat .

Gevolg 1 Zij £, foueee een rij in i1"fn ; 0 (b.o.) voor alle n.
@ . .
(1) Indien de reeks ) J £, 4 u convergeert, dan is er een fé’_cj%, 26 dat
- n=1 ‘ ' . s

'
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f=) £ (b.o)
n=1 n
 en

de}J:Z [fndpoo;o.’.Cbai"tl,'...(g)‘
. .n-.:‘]d

-1 8

(2) Omgekeerd: als er eenmféacx% is 28, dat £ = ) fn_(b,b.); dan

convergeert de reeks E' £, 4 u, en (9) gel&%l'
; I

(dus integratié en sommatie mogen verwisseld worden zodra de reeks

der integralen convergeert of de som integreerbaar is).
Bewijs: De rij {Z fi}n-1 der partiéle sommen voldoet aan de
. i:‘] - . .
voorwaarden der monotone convergentiestelling:
-!‘(-' n n
2 ='Z £, L, ;.Z £, (b.o.)
= i=1 1=
en

f( 3_ £)du =.§~ j'fi au 5 7 j fi»d T

i=1

Uit deze stelling volgt nu de juistheid der eerste bewering.

De tweede bewering volgt evenzo uit het tweede deel van stelliné’]O.B.’

. cos . | e
Geyolg 2., Z1] fé§<1:, r>0 (b.0). Definieer een.functlejpf :F > m ;
dcor

'uf(E)r-JEfdu

Dan is e een masat opj’.

| Bewijé. o .-
Ea) uf(¢) = J¢ fduyus j X¢f du=0, waét Xg £f=0

(b) - Daar £ > 0 (b.o.), is Xg £

v

0 (b.o.) voor alle EE€ J, en dus

uf(E),= Aa(E £fd us= J XE'fd u:; 0.
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(e) 2ij E, E ;... een rij in &, E, N Ej = ¢ voor i # j, en
E=U E.
n=1

n .
Indien voor n = 1,2,¢40 - F o= (W) E , dan geldt:
S ' i=1 ,

[+ ]
Caes’ enE= U F .
n

F1‘; F
n=1

2
Hieruit, en uit het feit dat £ > 0 (b.o.), volgt, dat

£ (b.o.), en 0 £ ¥

. f 4+ fo.

X T 2x
F = Fn+

T
n n

Voorts geidt'voor elke n: Xy f < f {b.o), dus
o ‘ . n
j_xF £d wuwg J £ d:u < o
n

Uit de monotone convergentiestelling volgt dus, dat -
lim J ¥n fdus= J Xo £ 4 u
n-oo Fn _ B

ofwel

n .
lim ) j Xg, Taus j Xg Tdw,
nse i=1 4 i S

dat wil zeggen:

w n
T ou, (B;) =1im [ u, (B,) = u, (E) .
i=t T Y pwgmpr o

Gevolg 3. Indien fé;ézz is, en’E1, EZ"" een rij inif'met

= ) » = U " .
‘ EiCW,Ej ¢ voor'i f j, en tenslotte E = M, Ei? dan is

.

J fdus= ) J £du
E i=1 JE,

waarin ¢e reeks in het rechterlid absoluut convergeert.



112

Bewijs: Op grond van Gevolg 2 is

In het rechterlid staan twee absoluut’ convergente regksen. Het ver-

schil van hun sommen is dan juist

it~ 8

e~ 8

['[ £ a u~{ Tan] = J £4du
1 B I8, =1 JE,

i .
i i i

welke reeks dan eveneens absoluut convergeert.

Opmerking. Als f& J; is, dan wordt door

uf(E)r—-J fd.u voor E €& J

E

. een eindigwaardige, aftelbaar additieve verzemelingsfunctie op J

gedefinieerd 28, dat
vEE J : W(E) = 0 = u.(E) =0 .

De stelling van RADON & NIKODYM geeft een omkering ven deze situatie:
indien de mast py o-eindig is, en indien v : F + R een eindigwaardige,
‘aftelbaar-additieve verzamelingsfunctie op;J' is, 28, dat

VEE T u(E) =0 =3 v(E) = 0

e . .

-dan is er een £€ Jf' 25, dat v =,u'f s dat wil zeggen:

v(E) = j

fd u  voor alle EGJO.
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. Indien bovendien v niet-negatief was (dus een maat), dan geldt voor
elke v-integreerbare g : X -> B&;dat gf: X~ mf'u—iﬁtegreerbaar
' f'g gv = j gfau.

Men gebruikt in ait verband soms de suggestieve notatie:

_ @y
=

waardoor de laatste formule overgaat in

Qv
jgd\"‘jgdpdﬂ.

Dat deze symboliek min of meer zinvol is kunnen we hier niet laten
zien (¢.f. Halmos "Measure Theory",.§32). We volstaan met op te mer=- .
ken, dat de. stelling van Radon en Nikodym de.grondsleg is voor onder

andere algemene transformatle—formules van integralen.

In stelling 10.3 hebben we gezién, dat voor monotone rijen limiet-
overgang en integratie verwisseld mogen worden, mits ‘de rij integre-
len convergeert of de limiet integreerbaar is. Hieruit kan eenAstel-
ling over verwisseling ven sommatie en integratie worden afgeleid
voor reeksen met (bijha overal) niet-negatieve termen (Gevolg 1).
Deze stellingen zijn reeds algemener dan de overeenkomstige stellinw-
gen voor Riemsnn-integralen, waar steeds uniformg convergentie wordt
gedist (en integratie over.een gindig interﬁal).' '
. Er is echter een nog algemenere convergentiestelling:'

.Stelling 10.k. (Stelling ven LEBESQUE over gemajoreerde convergentie).

Z2ij f1, fa,... een rij in»el':l 26, dat 'voor_ zekere gai1 vge'ldt:vn
ESEEW-{CROR
‘Indien er een meetbare functie £ : X + R is 28, dat

£ = lin £ (b.0)

nroo
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dan is f& ;Q , en bovendien is

lim j ]f-fn[ dyu=o0,

n->»

en dus zeker |

lim ffndu=jfdu.

f . 1100

A Bewig‘s: Zie bijvoorbeeld S.K.Berberian "Measure and Integration",
§30.

Opmerking. Het is niet voldoende om te eisen, dat de limiet f der

rij f 2,... m'begreerbaar is, terwijl de eis der ma.aorant:.e niet -
‘ vervuld ;s.

Zij X = IR, u de Lebesque-maat, en

f =n y,-1b

n ('0,"31]
Dan is t = lim £ = 0 overal, dus de limiet f is integreerbaar.
Echter is '
(f du =0 +1=limjf:ndu.

y R T now
Gevolg. ‘Indi.en fi’ fe,... een rij inoﬁ1 is 26, dat
_ - v
= Z £, (b.o)
i=1
voor zekere meetbare functie £ : X - R ;- dan geldt:
als ) J Ifi[ d u convergeert, dan is fé:o?q, en

[f.du=z jfi\d’p.
1

i=
. i w
Met name is dit juist, als ) lf léef
i-—'

Fs

Bew:.gs Pas Gevolg 1 van stelling 10.3 toe op de rij ]f !, lf l,...

ch: Er is dus een g& 04 28, dat



g =
1

o318
H
|
~—~
oy
[¢]
St

Maar dan is bijna overal

2l =l ] %l s 21 Iz, =

121

en dasar f meetbaar is en g integreérbaar, volgt uit stelling 8.21

en 8. 22 dat fe;of Merk op, dat het argument doorgaat als zonder

meer gegeven is, dat g = Z ]f l integreerbasr is (Gevolg 1 ven stel-.
ling 10.3 is dan niet no&mg)

Pas nu stelling 10.4 toe op de partlele sommen der reeks Z f.
. i=1

£, 2 ® L
11§1 | = i§1 251 < 151‘lfil =g (b.o)

waarin g& oﬁ1 ‘Dus is

n - n ST
[f_du=limj(2fi)du=limzJ’f.duézindu.
’ i=1 =1 .

J 1o e i=1

Voorbeelden.
-1
17 Ax = o= = + - + e > 0 > 0 .
j [0,1] 14x2. P T Pra preq " p¥3q (p >0, q>0)

De integraal in hét linkerlid, opgevat als Riemann~integraal, bestaat,
maar omdat hij voor O <p < 1 oneigenlijk is in het linkeruiteinde,
‘kunnen we hieruit alleen voor p > 1 concluderen, dat hij ook als

. Lebesque-integraal besﬁaat. Om bovenstaande relatie voor de Riemanne
integraal san te tonen valt niet mee, om hem voor de Lebesque~integraal
ean te tonen is een eenvoudige zask: . ‘

71 Ce(x) = [ & voor 0 < x g 1
-1 1ext
0 . voor x =0

Bijna ovgral’op [0,1] gelat (nemelijk uitgezonderd in 0)

Cog(x) = 2P .(1-xq+x29-_-x.3q+ veo) Z £ (x)

o n=0
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‘waarin voor alle x& ]:O ,'1] : ‘
- +4 :

Op grond van Gevolg 1 is f integreerbaar over [0,1](e1ke fn is het

en de reeks die we nu gaan opschrijven convergeert) en-er geldt:

J - flx) ax = E U1 (1 yay =
0,1

n=0 J[:O,’l:l'

- 1
—nZO (2nq_+p - (2n+1)q+p) :

LI
+q pt2q - pi3q

=_1'"" +* aee
b

- Hiermede ‘is het gestelde bewezen.

N.B: Voor p = ¢ = 1 krijgen we:

1.1 1 _
1‘-'-2‘+-3-—E+..."J dx log2

O : .

Voor p

= 1en q = 2 krijgen we:
. 1
1 1 1 1 T
—-—+—:-—+ ces = - d = .= ®
T-gtg-xg fo ~oZ x =bg tg 1. =7

2°, 7ij {a.n}:=oeén rij niet-negatieve re€le getallen, 20, dat de reeks

[

© ) ) .
\ z &, convergeert. Dan is voor alle t&€ I[R gedefinieerd

© g
»S(t) = Z _ﬁl_?_ ‘bn,
: n=0 "°

Er geldt op grond van Gevolg 1: de functie ’bb—*’S(t)e-t ‘is integreer-

baar over [0,%), en
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Rechtvaardiging:

; A an n =t ’ :

(1) Z T t7e * is voor t 2 O een reeks, waarvan de termen positieve
n=0 ° :
meetbare functies zijn, en die puntsgewijs n:a,a.r.S('b)e".‘t convergeert.

(ii)De functie fn : b 'l:ne_t is monotone limiet van de rij functies

o] fa+ X7 123k

~ die ieder Riemenn-integreerbasar zijn over [O,k], en:dus Lebesque~

integreerbaar over IR, terwijl voor de Riemann-integralen geldt:

k © :
j £ (t) at _g_‘j %3t = n! voor elle k
0 - 0" , _ ,

Volgens de monotone-convergentiestélling is fn dan Lebesgque-

integreerbaar over [0,%) en
| g
fdu=1imj X fdu=limjft)dt=n!
[O,oo) n Koo [O,w) fO,k] n ko 40 B

3°. Zij ¢ > =1, Dan is

. - _
lim jn xq'(1---;5)n dx = J x%e™* ax.
nwe 70 0
De integralen bestasn als oneigenlijke Rieman;'x—integfalen‘, en omdat
alle integranden > 0 zijn, béétaa.n ze ook als Lebesque-integralen
' (vgl. de opgavé na ételling 10.3; het volgt ook it Gevolg 2 na
stelling 10.3).

Definieer £, voor n = 1,2,... door.

x® (1-5)® voor 0 < x <n
. . n = o=
fﬁ(X) = . .
0 ‘voOor X > n
Dan is ‘ 4
xq'(1-§-)n ax = J fn(x) ax .
0 [0,%]



Hierin is voor elke vaste x > 0 :

1im £ (x) = x%e™*

po D ’
Voorts is voor elke x >0

0 < fn(x) < x3e™*

vant voor 0 <y < 11is

(1—3/)1/y <&l
en dus voor 0 < x < n

(1 - %Jn:< e
Uit stelling 10.4 volgt nu, dat

13 £ (x) ax = Ge™* ax,
B g g



Literatuur
[1] Berberian, S.K.

[2] Halmos, P.R. '

[3] ‘Rogosinsky, W.W.

[¥] Taylor, A.E.

[5] Zaanen, -A.C.

" Measure and In’begra‘t;ion, ‘Mac Millan,

New York 1965

Measure Theory, Van Nostrand Comp.
New York 1950

Volume and Integral, Oliver & Boyd,
Edinburgh 1952

General Theory of Functions and In=-
tegration, Blaisdell Publ.Comp.,
Waltham Ma.ss., 1965

In‘begre.tlon, North-Holland Publ. Comp.
Amsterdam 1958 '



(i)
Errata

- 5.2, 14° r.v.b.:
met de introductie van de Lebesquemaat op R, maar zullen trachten

een stuk

@] -
- P2y, 97 r.v.o.:
van die elementen x die tot minstens &én der verzamelingen

Ap,behpren.

- p.2, 60 YeVaeOeas

verzamelingen Ap behoren.

- P33
Def.2.64 Zijn A en B ete.

- D.Ts 50 r.V.b,:

.. . e s . - N U .
Bewijs. Ult de schrijfwijze lim sup Ei i=1 x=i Ek en stelling 2.5

- p.8, 3° r.v.b.:

YR

R = RU(+ U (- =),

- p.8, 9° r.v.b. toevoegen:

+ o

I

(#00) ()
(=) (+)
(=) (=)

L}

(+o) (==) = = =

+ o

- p.11; opm: de conclusie u(E) = ) u(Fn) op r.6 ..volgt ook direkt
n=1

uit de onderste regel van pag.l10 m.b.v. de aftelbaar addiviteit van u.

- p.12, 1° r.v.b.:

Definieer nu F1 = E1

t=
"

E,\NE_ voor n > 2,
1 n -



(ii)

- p.124 voor voorbeelden op de 9o r.v,0. toevoegen:
Opmerking Zij € = {1, 2, 3, ...}
Definieer op P(E) de funktie u door:
u(E) = aantal elementen van E (EcC 5)
Dan is u een maat opP(£).
7ij A = {n, n+t1, n+¥2,...} voor n = 1,2,... &
Dan is Ag

1A s ¢ , maar u(An) = voor 0 = 1,2,.04 o

Dus de voorwaarde u(An) < » in gevolg 2 is niet overbodig.

- p.‘l9,9o r.v.b, wijzigen in :
overdekking {Ei} met Ei € R, ECc U E,, geldt wegens stelling 3.3 dat

- p.29, 30. Het bewijs van st.5.3 kan geformuleerd worden &.v.:
Bewijs: Daar/\ een o-ring is, zijn de verzamelingen B en E bevat

inA. De bewering volgt nu uit de gevolgen van st.3.3 en st.3.lL.

p.34, 9° r.v.b. wijzigen in :

van het type Nkjdgf [a + o7k (§=1)s a + Z-kj) voor 1 < j'_<_ oK en j.kE W

p.3k4, 12° r.v.b. wijzigen in:

def .
M= U{NijNijAen1iJ_<_2}

p.36, de laatste twee regels vervallen.

p.48, 5° en 6° r.v.b.:

Ey

II

i

B
et

+ o en g(x)

{ x| £(x)

E,

n

-+

8
et

- © en g(x)

{ x| £(x)

p.50, 9o r.V.b.:

0 als f(x) = - », 0 of + =,



(iii)

- P.50, 7° rov.o.: <0 1l.peve < 0 o

~ p.50, SO T.VeO.:

f;1 ( [ -w, a ) i.p.v.f;1([; © o) ).

- P51, 10° r.Ve.b.:

zijn dan zijn ook max £, en min f; meetbaar,
i=1...’k i=1".i,k
= P57, 90 r.v.b.:

We hebben A ;= (023 <k Qk) en
)

A1&--1-1 2] Y Ak+1 ,25+1
- p.59, 10° r.v.b.:

Lemma 7.5 Zij t = E 0.

Lo XAi‘ en y = 2 Bi Xp twee standaard-

i=0 i
vormen. Dan geldt:
- P59, 9O r.V,0.:

X ¢'j | Bj [ BJ + 0} i.peve x €.J { B’J | BJ 0}

- p.65, na 1€ r.v.b. toevoegen:
Tenslotte zullen we eisen, dat het volgende verband bestaat tussen
de integrasl I en de maat u :

70. Als E}E,meet u(E) < » , dan is Xg integreerbaar, en
I (xg) = u(E®).

- p.66, 9 r.v.b.:

Dus het zijn alle weer meetbare trapfuncties.

- p.66, 4° r.v.0.:
twee verschillende voorstellingen van f zijn met u(Ai) < » en

u(Bj) < = yoor elke i en j, dan is

e Po71, 110 I‘.V.b.:

F?)E1 wordt F O E1



(iv)

- p.T5, na 10° r.v.b. toevoegen:

+ © e e . . !
Gevolg : Als reJ” en {fn}n=1 een rij in jo is met 0 < £ 4 f,
dan is
lim I(fn) = J*f du.

n-—+»

- p.81, 82: Het bewijs van lemma 8.19 kan korter worden gegeven &.v.:

Bewijs: Uit
g-h=¢g\ -n'

volgt (ook als de functies niet overal eindig zijn)
g+h' =g +n,
en uit stelling 8.16 (2°) volgt dan:
Jgdu+Jh’ du =Jg’du+Jhdu .
Daar deze-k integrealen alle eindige reé€le gq:‘tallen z'ijn, volgt hieruit

Jgdu-fhdp=jg)du-Jhidu.

- p.83, na laatste-regel toevocegen: -

In het bijzonder is [ dyu=u(E) als E € Joen u(E) < =,

Xg

- p.84, 2° r.v.o.:

2°. |f|€&ﬁ en f meetbaar.

- .92, r.8 t/m r.11 wijzigen in:
Hierin is I Ifl dyu= J fdu=0,
want £ > 0 (b.o.), dat wil zeggen: f = |f| (b.o.).

Volgens stelling 8.21 is 1 Xg €°f1’ en volgens
n n



(v)

- p.95, 96. Het bewijs van stelling 9.1 kan korter gegeven worden a.v.:

Bewijs: Iedere functie f :IN + [|R kan geschreven worden als

o

f = Z f(n) X @ & o e e & s ® s e 6 © s e @ (1)
n=1 {n}
Integreerbare trapfuncties zijn juist die functies ven de gedaante(1),

waarvoor geldt:

f(n) # 0 voor slechts eindig veel waarden -van n
( { net™ | £(n) $ 0} heeft een eindige maat).
Indien £ &€ :fo’ dan is volgens definitie 8.6:

I(f) = ] f£(n) (want u( {n} ) =1 ).
n=1

Zij £ : IN >R z6, dat £ > 0, f overal eindig.

n
§f, =‘kZ1 k) X{x} voor n = 1, 2, ses

Den is £ ¢ 0<f +f (n>=) (in feite is £ (1) = £(1)

voor alle n > 1)

09

en bovendien is
n
I(f )= ) £(k) (ne ).
n
k=1
. + . .
Als nu gegeven is, dat red s dan volgt uit lemma 8.13 (zie ook het

gevolg daarna) onmiddellijk, dat
n
J fadp=1im I(£f) =lm )] £lk) ..., (2)
n->-o n+>o k=1

=]

In dat geval convergeert dus de reeks Z f(k), en zijn som
k=1

is J f d p . Omgekeerd: is de convergentie der reeks gegeven, dan is
blijkbaar de rij { I (fn) }:=1 begrensd, dus is f& J* volgens

def.8.12,



(vi)

Voor functies f > O hebben we nu aangetoond:
fe J; & 1°en 2° zijn vervuld.
Bovendien volgt uit formule (2), dat voor f& :7+ geldt:

Ifdu= OZO f(k).
k=1

Voor willekeurige functies f: [N —>]R* geldt nu (gebruik stelling
8.22):

|£| is overal eindigé=)f is overal eindig

re &= Irle L

o0

L | £(x) | convergeert.
k=1



