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§ 1 pag. ·: 1; 1 

Errata· 
<oo 

, •• .- •••• 2e regel v.o.: a:= { l a. I a.eA.} moet zijn: 
ie'.[ l l l 

a ··-_.-
<oo 

{ l a. la.ea.}, 
ieI l l -i 

§1a pag. 1a,·1 ....... 4e regel v.b.: "De priemidealen van k zijn: (0) 

en k" moet zijn: "Het priemideaal van k is (O)". 

§ 2 pag. 2. 9 •..•• , • 1 e ·regel v. b. : "nulpotent II moet zijn: "nilpotent 11
• 

§2 pag •. 2.1·0 ••••••• 4e regel v.b.: ~= {~ eAalcb=O} · moat zijn: 

l• ·-.- {£...BA 
n a 

a 

cb = O}. 
n 

a 

§2 pag. 2.10 ••..••• 2e regel v.b.: V;e_CSpec(Aa):3ceA\..l!..cb= O 

moet zijn: V.E.e.Spec(A )3ce:A'°'\12.,cb = 0, 
a 

§2 pag .. 2;11., •••••• diagram onderaan de blz: (D(a1)) en (D(a.
2

)) moeten 

zijn:'9'(D(a
1
)) resp, 6l'(D(a

2
)). 

§2 pag, 2.28 , •••••• 2e regel v.o.: ;i. c~."E.-c[a-t.$(s)J = 0 moet zijn: 

:1c·."E.•C[t-a,$(s}J = O. 

§3 pag. 3,3 ........ 28 ·regel v.b.: (id,e .. ) moet zijn: (id,e .. ). 
lJ Jl 

§3 pag. 3,3 ....... 48 regel v.b,: e~.:= e .. 1x .. k:.,,. · moet zijn: 
lJ lJ lJ 

(id,e~.):= (ia.,e .. )lx .. k: •••• 
Jl Jl lJ 

§3 98 regel v.b,: "diagram (6)" moet zijn: "diagram (7)", 

§3 pag. 3,30 ..••.•. Het diagram 

X~id 

J_ {y~ 
xn Y +---.2.-----x r~ 
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moet·:,zij1i: .. 

X ~d 

t ~ 
XII Y +- - - -'- - - --X 

(~ 
§3 pag, 3,32 ••••••• In het diagram na de 9e regel v.b.: dient de 

pijl A van richting te worden veranderd. 

§3 pag. 3.34 .•••••. 12e regel v.b.: 

m z.a . 
• ] J. 

. m 
(a.a.) . 

l J 

meet worden: 

pag. 4.1 

m' z.a. 
J J. 

m (a.a.) 
J. J 

Ook in de volgende formules dient 

de betreffende m door m' te worden vervangen. 

2e regel v.b,: Lees voor "preschema": 11geringde 

ruimte". 



1.1 

§1. Het spectrum van een ring. 

Afspraak.: Onder een ring zal steeds worden verstaan een commutatieve 

ri_ng met eenheidselement. De ri_ng zelf zal ook als ideaal 

worden opgevat, maar van een priemideaal zal steeds worden 

verondersteld dat het niet de gehele ring is. 

Bij elke ring R kan een topologische ruimte Spec(R) worden gedefinieerd: 

1. 1 .,.: Defini tie: ( i) Als puntsverzameling geldt: 

Spec(R) := {,E.C R I ,E. priemideaal van R} • 

(Vaak noteren we een priemideaal .E. c R, opgevat als 

punt in Spec(R}, met x) 
.E. 

(ii) De @sloten verzamelingen van Spec(R} zijn de ver­

zamelingen van de vorm: 

V(a) := {x I acn, a ideaal van R} • 
- .E. - .i;;. -

De zo verkregen topologie heet de Zariski-topologie. Opdat de hier ge­

definieerde gesloten verzamelingen een topologie definieren moet gelden: 

(i} 3 a cR , Spec(R) = V(!J!) 

(ii) 3!J!cR. ~ = V(!J!} 

(iii ) 3 a c R • ('\ V (a. ) = V (_a) 
ieI -i 

(iv) =J!J!cR. V(!J!1)UV(~) = V(!J!) 

Door voor ate kiezen (0) resp. R, is aan (i) en (ii) voldaan. In geval 

(iii) kan men kiezen: 

<oo 

a:= { I 
iEI 

a. 
J. 

a. eA.} 
J. J. 

(Het idea.al, voortgebracht door U A.) 
ieI J. 
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Aan voorwaarde (iv) kan men voldoen door te kiezen: ~ = ~ 1 f"\ ~ 2 . Het is 

direkt duidelijk dat 

Zij nu: 

en stel: x ¢ V ( a 
1 

) V V ( a
2 

) , 
l?. - -

Dan: ~ 1 <f;:;e_ en a2 cf;.:e_, dus 3 a 1e~1'-.:e_ en 3al"~~2\.:e_. Omdat ~, en ~2 
idealen zijn, geldt: a 1a2 e:~{l~2 en wegens ~ 1(1a2 c:e_, a 1a2 e::e_. 

Dit is in tegenspraak met het feit dat :e_ een priemideaal is. Dus vol­

doet a aan (iv), 

We zullen nu de open verzamelingen van Spec(R) beschouwen. 

Kies aeR en definieer: 

1.2. Definitie: D(a):= {x eSpec(R) J a~:e_}. 
E 

Dan is D(a) het complement van V(aR) in Spec(R). 

1.3, Opmerking: De open verzamelingen ~ het ~ D(a) vormen een basis 

rn de Zariski-topologie .2J2. Spec(R). 

Want, zij x eocSpec(R); 0 een open verzameling. Dan is er een ideaal 
E 

a cR zodat 

Spec(R)\ 0 = V(~) • 

Dus X:e_f-V(~), dus ~cf.:E, dus 3 ae:~\:e. 

Dan xE€D(a)co, want als x.9.eD(a), dan a<;fr.9., dus ~'PS, en derhalve 

x € Spec(R)\ V(a) = 0 . 
.9. -

1.4. Opmerking: Spec(R) is ™~0-ruimte. 

Want: x.E. "f x.9. ~ .E. "'f .9., zeg 3 a e .E. \ .9.. Dat wil zeggen: 

x t:ft D(a) en x eD(a) . 
E .9. 

,. 
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1.5. Propositie: Spec(R) is kompakt. 

Bew: Stel, we hebben een open overdekking 

Spec(R) = U 0 .• 
ieI 1. 

Door de open verzamelingen te schrijven als vereniging van open basis­

verzamelingen hebben we een open overdekking van de vorm 

Spec(R) = U D(a.) 
j€J J 

en het is derhalve voldoende de propositie voor dit type overdekkingen 

te bewijzen. Definieer hiertoe: 

a:= { I 
jeJ 

r.a. 
J J 

r .e:: R} 
J 

(Het ideaal, voortgebracht door {a.}.~T). Stel: a# R. Dan bestaat er 
J J~ -. . *) een max1.maal 1.deaal !!! van R, zodat _!! c !!!• Dan volgt: 

tegenspraak, Dus a = R, m.a.w.: 1 €_!!, zodat we een uitdrukking hebben: 

+ ••• + r. a. 
Jn Jn 
n 

Hieruit volgt direkt: Spec(R) = U D(aJ· ), want als er een x e:Spec(R) 
a=1 a 12. 

bestaat, zodat 12.4D(aj ) voor elke a = 1,2, ••• ,n, dan geldt: 
a 

n 
Va = 1 ,2, ••• ,n • a. e J2. , dus 1 = I 

Ja a=1 

tegenspraak. Dus hebben we een eindige deeloverdekking gevonden. 

Opmerking: We hebben gezien dat Spec(R) = D(1) kompakt is. Later in deze 

§ zullen we bewijzen dat in het algemeen elke open verzameling D(a) kom­

pakt is. 

Zie appendix. 



I • '-t 

1.6. Opmerking: Als ucspec(R) een willekeurige deelverza.meling is, en 

als we definieren: 

Bew: Zij UCG, 

Vx eu. acx. 

J(U) := n p_ , 
X GU 
P. 

dan is V(J(U)) de afsluiting van U in de Zariski-topologie 

op Spec(R). 

G gesloten. Zij G = V(~). Dan~ cJ(U), wegens UCG, want 

Dus: V(~)::>V(J(U)). D.w.z.: V(J(U)) is bevat in elke ge-
P. - P. 

sloten verzameling om U. (q.e,d.). 

1.7. Opmerking: x..E. is~ gesloten punt desda p_ ~maximaal ideaal is. 

Want: {x } = V(J(x ) ) ~ {x } = {x I .9.:::>p_} <===:;> p_ maximaal. 
P. P. P. .9. 

1.8. Opmerking: V(~) is per definitie een gesloten verza.meling, en er 

geldt dus: 

V(~) = V(JV(~)) 

We kunnen dus altijd ~ door JV(~)= n p_ vervangen. JV(~) heet het acp_ 
radicaal van a, en wordt ook genotee;d: la. 
We zullen later in deze § bewijzen, dat geldt: 

1.9. Definitie: Een gesloten deelverzameling W van Spec(R) heet irredu­

cibel als W niet te schrijven is als 

W =GU G 
1 2 

waarbij G1,G2 gesloten deelverzamelingen zijn van Spec(R), 

terwijl bovendien geldt: 
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1.10. Definitie: Een punt x heet algemeen punt van een gesloten verza­
.P. 

meling G c Spec ( R) als geldt : 

{x} = G. 
l?. 

1.11. Propositie: Elke irreducibele deelverzameling WCSpec(R) heeft 
. ~~ 1 t precies ~ a gemeen rn_. 

Bew: Wis gesloten, dus is er een ideaal a zodat W = V(§:_). Volgens 

opm. 1.8 mogen we aannemen: 

Nu is§:. een priemideaal. (Dit bewijst dat x een algemeen punt is van W, 
a 

omdat dan V(a) = {x } ) , wa.nt indien niet: -
- a 

Definieer dan: 

dan is a = §:.1 () ~, want indien be §:.1 n ~, dan kunnen we schrijven: 

Dan geldt: 

wegens a,S,a1a2e§:., Dan ook b€§:., omdat §:. = ~- (b2 in elk priemideaal 

dat §:. omvat, dus bin elk priemideaal dat §:. omvat). Derhalve vinden we: 

(Zie de verificatie van eigenschap (iv) in def, 1.1). 

Ook heeft W precies een algemeen punt: Als W = V(.:e.) = V(,g), dan 

.P. eV(.g.) <;::::::;,, .P. :::>.9. en evenzo .9. .::>.:e., Dus .P. = .9.. 



1,0 

1. 12. Opmerking: Als x.P. e Spec(R), dan is V(,E,) ~ irreducibele deelver­

zameling rn Spec(R). 

Bew: Stel V(.P.) = V(~1) UV(~), V(~i) 'f V(:e) 

Dan bijvoorbeeld: x.P. ev(.~1 ). D.w.z.: 

( i = 1 ,2). Kies nu x e V(E.). 
E. 

V(.P.) C V(~
1 

) • 

Dus: V(.P.) = V(~1), tegenspraak. 

Beschouw nu een ring-morphisme f: R + S. Als .9. een priemideaal is van S, 

dan is p:= f- 1 (.g.) een priemideaal van R. f induceert dus een verzamelings­

theoretische afbeelding: 

Spec(R) ESpec(f) Spec(S) 

E. = f-1 (9) --- 9.. 

1.13, Propositie: Spec(f) is~ continue afbeelding. 

Bew: Kies y c:Spec(S) en zij E. = f- 1
(n). D.w.z.: Spec(f)(y) = x. Kies 

- .9. • .9. E. 
nu a G.R, zodat x 6 D (a). (We kiezen dus een open basis-omgeving van x 

E. E. 
in Spec(R), en tonen aan dater een open (basis-)omgeving van y in 

.9. 
Spec(S) is, die binnen D(a) wordt afgebeeld). Kies hiertoe b:= f(a)e.s. 

Dan: 

(i) 

(ii) 

y eD(b) 
.9. 

Spec ( f) ( D ( b) ) C D (a) 

zoals gemakkelijk is na te gaan. 

We kunnen dus zeggen, dat we een contravariante functor 

Spec ( - ) : CRg -+ Top 

hebben van de categorie der commutatieve ringen met eenheidselement naar 

de categorie der topologische ruimten. 
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1.14. Opmerking: A1.§_ <t>: R + S ~ sudectief ring-morphisme is, dan is 

Spec(p) injectief. 

Bew: Als s.1,5½ twee priemidealen zijn van S, en .9.1 ~ .9.2 • Dan zijn uiter-
. -1 -1 

aard <I> s.1 en <I> s.2 verschillend. 

We kunnen de priemidealen van een ring R partieel ordenen volgens hun 

inclusierelaties, derhalve hebben we een partiele ordening op de ver­

zameling Spec(R), gedefinieerd met: 

X <i( X 
.9.1. 5½ 

.-1 -1 
Wegens s1 :::> ~ -> qi .9.1 :> <P .9.2 , als <P: S -+ R, respecteert Spec (<I>) deze 

partiele ordening. 

1,15, Propositie: Er is™ (1-1)-correspondentie tussen het partieel 

geordende systeem ,m priemidealen .m de ring R die 

™ gegeven ideaal ~ omvatten, ~ het partieel S!E..­

ordende systeem der priemidealen ,m R/~. 

Bew: Deze correspondentie wordt gegeven door: 

als R ~ R/~ het kanonieke ~orphisme is. TI(E) is een 

priemideaal in R/~, want x,ys TI(E) =;:, 3re,P_ • xy-rE:~C,P, =? xye,P_, etc, 

Dat ook de partiele ordeningen in elkaar worden overgevoerd is triviaal. 

1.16. Propositie: Als !!™ ideaal is van R, dan is Spec(R/.§:.) homeomorf 

met ™ gesloten deelruimte ,m Spec(R). 

Bew: Het kanonieke morphisme f: R-+ R/~ induceert volgens opm. 1.14 de 

injectie 

Spec(f): Spec(R/.§:.) ~ Spec(R) • 
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We kunnen ~ verzameling Spec(R/.§.) dus identificeren met een deel van 

Spec(R), bepaald door de punten 

{x.E.G: Spec(R) I .§.C_:e.} 

(volgens Prop. 1.15). De familie {D(r) I reR/.§.} is een basis voor de 

open verzamelingen van Spec(R/.§1:.), en, met bovenstaande identificatie 

geldt: 

D(r) = D(r) f'I Spec(R/a) (? = f(r)). 

Dus is Spec(R/!!) een deelruimte van Spec(R), en, wegens Spec(R/!!) = V(a), 

gesloten. 

1.17. Opmerking: Als Q ~ gesloten deelverzameling is~ Spec(R), dan 

is ~ ~ ideaal !! zodat G "' Spec(R/a). 

Bew: Er is een ideaal !! cR zodat G = V(!!). Dan is G "' Spec(R/!!) volgens 

het bewijs van Prop. 1.16. 

1.18. Definitie: Een deelverzameling S van een ring R heet multiplicatief 

als geldt: 

{ 

(i) 

(ii) 

x,y €. S => xyE-S 

1e s . 

(Merk op dat niet geeist wordt dat of S). 

We kunnen met behulp van multiplicatieve verzamelingen van R nieuwe 

ringen definieren: 

Zij Seen multiplicatieve deelverzameling van R. Beschouw de verzameling 

van elementen die we formeel in de vorm !. schrijven, gedefinieerd door: s . 

V:= {!. I reR, ssS} • 
s 

In deze verzam.eling voeren we de volgende aequivalentie relatie in: 
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Definieer: 

-1 V S R:= / . ,v 

-1 We kunnen S R een ri.ngstruktuur geven. (We zullen in plaats van aeg_ui-

valentieklassen steeds representanten daaruit nemen en ons ermee ver-

1 1 ·t s- 1 d . zoenen dat hetze fde e ement ui R meer ere voorstellingen heeft. 

Vergelijk ~ = % ~Gt)• 

(i) Optelling: 
r 1 r2 
-+-
s1 s2 

(Dit kan, want 
r 1 u1 

als - = -
s1 v1 

Dan is 

:= 
r

1
s2 + r

2
s

1 
s1s2 

r2 = u2 dan en 
s2 v2 ' 

t, ( r. V. - S. U. ) = 0 ( i = 1 ,2) , 
1 1 1 1 1 

t 1t 2 [s 1s2 (u,-v2+u2v1) - v1v2(r1s2+r2s 1)] = 

= s2v2t2[t1(u1s1-r1v1)] + ~1v1t1[t2(u2s2-r2v2)] = O' 

dus 

(ii) Vermenigvuldiging·: 

(Analoog als in het geval van de optelling kan men controleren dat dit 

een goede definitie is). 

(iii) Het eenheidselement en het nulelement zijn +en~. 

Als nu a een element en E een priemideaal van de ring R zijn, dan kunnen 

we de volgende twee ringen definieren: 

1,19, Defihitie: Zij S:= R'\J2.· Dit is een multiplicatief systeem. Definieer: 



1.10 

1.20. Definit'tie: Kies S:= {an I ne\N, aO:= 1}. Ook dit is een multi­

plicatief systeem. Definieer: 

(De elementen van R zijn dus van de vorm -;, re:R, sfp_ en de elementen 
P.. r 

van Ra hebben de gedaante n , re:R,) 
a 

1.21, Opmerkingen. Als R geen nuldelers heeft, dan is R"-.{O} =:Seen 

multiplicatief systeem, en s-1R is het quotienten­

lichaam van R. 

Algemener kunnen we, als Reen willekeurige ring is, het multiplicatieve 

t S { · uld 1 } · d s-1R h t · a· · sys eem := niet-n e ers kiezen. ee in it geval de ring van 

quotienten van R. 
-1 

Als S een multiplicatief systeem is van R, en oe S, dan geldt: S R = 0, 
r want voor elk willekeurig element - geldt wegens 
s 

o. [r-s.o] = o 

r 0 
- = -s 1 
In het bijzonder is, als ae.R een nilpotent is, of a= o, R = O. (a 

a 
heet nilpotent als er een n e:IN is, zodat an = 0, terwijl a 'f O). 

1.22, Propositie: Er is~ (1-1)-correspondentie tussen de priemidealen 

~ s-1R ~ de priemidealen p_~B. die voldoen aan 

I?. 0 S = ~. Deze correspondentie laat de partiele orde­

ningen invariant. 

Bew: Deze correspondentie wordt. gegeven door: 

(i) Als I?. priemideaal is in R, en f: R-+ s-1R gegeven is door f(r) = f, 
dan kunnen we definieren: 

-1 
als 110S = ~, is dit een priemideaal van S R. 
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(ii) Als .9. een priemideaal is in s-1R, dan is f- 1.9. een priemideaal in R, 

en er geldt: 

-1 -1 
( f .9.) • S R = .9. • 

De correspondentie is nu: 

-1 {priemid • .E. van R met .:e.o S = ¢} -.1➔ {priemid. van S R} • 

-1 
.E. 1------>- .E. • S R 

-1 
f .9. -----1 .9. 

Ga na dat deze correspondentie compatibel is met de inclusie-relaties 'der 

priemidealen. 

1. 23. Gevolg: (i) De priemidealen van R corresponderen met de priem-a 
idealen .E. van R met at.:e.• 

(ii) De priemidealen van R corresponderen met de priem-
.E. 

idealen .9. van R met .9.c.:e.. 

1.24. Opmerking: ~ behulp ~ Gevolg 1.23 (i) is gemakkelijk ~ te 

gaan dat Spec(Ra) homeomorf is met D(a) cSpec(R). 

We zullen vaak Spec(R) met D(a) identificeren. Een direkt gevolg hier­
a 

van is: 

1.25 Propositie: Als aG:R, dan is D(a) kompakt, 

Bew: D(a) kunnen we, als deelruimte van Spec(R), identificeren met 

Spec(R ), en volgens Prop. 1.5 is Spec(R) kompakt. a a 

1.26. Lemma: Zi,j ,a de doorsnede rn ~ priemidealen ~ B,, Dan zijn de 

elementen rn ,a precies alle nilpotenten rn B_. 

Bew: (i) n n Als a = O, ae:R, dan is a bevat in alle priemidealen van R, 

dus evenzo a. Dus ae:n. 



1. 12 

(ii) Zij aisn. Beschouw de ring R • De priemidealen van R corres-. a a 
ponderen volgens gevolg 1 • 3 met de priemi deal en :e. van R met a ~::e_. Dus: 

R bevat geen priemidealen, en derhalve: R = 0. D.w.z.: a a 

Dus a nilpotent. (g_ heet het nilradicaal van R). 

1,27. Gevolg: Als §:_ ~ ideaal is ,rn R, dan is 

Bew: Beschouw het kanonieke morphisme 

f: R--+ R/§:. • 

Een direkt gevolg van de in prop. 1,15 aangegeven correspondentie van 

priemidealen van R/a en de priemidealen E. in R met §:.CE. is, dat 

f(vi) = nilradicaal van R/§:.. 

*) Volgens lemma 1.26 is dit nilradicaal van R/f:! de verzameling van nil-

potenten in R/§:_. Hier:µit volgt de bewering. 

1.28. Opmerking: ~ is mogelijk dat, terwijl R !:£ S twee niet-isomorfe 

ringen zijn, toch Spec(R) !:£ Spec(S) homeomorf zijn, 

Voorbeeld: Zij Reen ring die nilpotenten bevat, en kies S = R/~. Dan 

bevat S geen nilpotenten en de priemidealen van S zijn op identificatie 

na de priemidealen van R die~ omvatten, dat zijn alle priemidealen van 

R. Volgens prop. 1.16 is dan Spec(R) ~ Spec(S). 

Opmerking: In opm. 1.14 hebben we gezien, dat als ~: R-+ Seen surjectief 

homomorphisme is, dat dan Spec(~) injectief was. Niet geldt, dat indien 

*) Het nilradicaal ~ van een ring R is de doorsnede van alle priemidealen 

van R. 

,. 
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~ injectief is, Spec(~) surjectief is, want kies voor ~ de natuurlijke 

injectie 

Spec(Z) bevat oneindig veel punten, en Spec(Q) maar een. Dus kan 

Spec(~): Spec(Q),-+ Spec(Z) 

nooit surjectief zijn. In bepaalde gevallen (cf, Prop. 1.39) kan Spec(~) 

wel surjectief zijn. 

1.32. Definitie: Als R, S twee ringen zijn, en Res (zodat Ren S het­

zelfde eenheidselement hebben) dan heet een element 

s e S geheel over R als er een betrekking 

te vinden is. 

+ a = 0 
n 

(a.€ R) 
J. 

1. 33. Defini tie: Als R, S twee ringen zijn en RCS ( zodat R en S het­

zelfde eenheidselement hebben), dan heet S geheel over R 

als elke s€S geheel is over R, 

1.34. Definitie: Een ring R heet een lokale ring als R precies een maxi­

maal ideaal bevat. 

1. 35. Opmerking: Als l?. ~ priemideaal is rn R, dan is de ring Rl?. rn 
-1okale ring. 

Bew: De priemidealen van R corresponderen met de priemidealen .9. van R 
l?. 

met .9. c .P.. Derhal ve is het ideaal 

het unieke maximale ideaal van R. 
l?. 

Opmerking: !!B_ ring R is lokaal als de niet-eenheden rn R rn ideaal 

vormen ( Ga na) • 
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1.36, Lemma: (Cf. Mumford [M], pag. 8) 

Bew: 

Dus: 

Zij R ™ lichaam .!:B:. SCR ™ deelring (zodat R .!:B:. S het­

zelfde eenheidselement hebben). Als R geheel is~ s, dan 

is ook S ™ lichaam. 

Zij a e S, a "f O. Dan .!. eR, dus hebben we een vergelijking 
a 

1. + b 
a 1 + ••• + 

n-1 
a b = 0 

n 

(b.es) 
1 

Oftewel: ¾ = -[b1 + ... n-1 J + a b es 
n 

Dus is ook Seen lichaam. 

1. 37. Lemma: Als A, B twee ringen zijn, zodat Ac B ( terwijl A .!:B:. B het­

zelfde eenheidselement hebben) .!:B:. B geheel is~ A, .!:B:. 

als bovendien A™ lokale ring is met maximaal ideaal J2., 

dan bestaat ™ priemideaal 12.' c B, zodat 12.' n A = J2.• 

Bew: Omdat A lokaal is, geldt voor elk ideaal §;_ CB dat §;. nAc:: J2.· Zij nu 

J2. 1 een maximaal ideaal van B. We hebben dan het diagram: 

0 -+ J2 1 -+ B -+- B/J2.' -+ 0 

t t t 
0 -+ J2. 1 

() A - A - A/J2.' n A-+ 0 

B/J2.' is een lichaam, en het is direkt in te zien dat B/J2.' geheel is over 

A/J2.' f\ A, omdat B geheel is over A. Dus is volgens lemma 1. 36 A/J2.' () A een 

lichaam, zodat 12.'nA een maximaal ideaal is in A. Derhalve (omdat A een 

lokale ring is) geldt: 12,'nA = J2.• 

1.38. Propositie: ("Lying-over theorem" van Cohen-Seidenberg) 

,, 

Als AC B twee ingeschakelde ringen zi,jn met hetzelfde 

eenheidselement, terwijl B geheel is~ A, dan is E 

rn elk priemideaal J2.CA ™ priemideaal E.' c B te 

vinden, zodat 12,'nA = 12.· 
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Bew: (Cf', Mumford [M], pag. 6). 

Kies S:= A'\.,E_, Dit is een multiplicatieve deelverzameling voor A zowel 
-1 -1 . -1 

als voor B. We hebben dus ringen S A en S B, terwijl S A= A, een 
.E. 

lokale ring met maximaal ideaal ,E_,A is (Cf'. opm. 1.35). . .E. 
Als we noteren: 

B -L. s- 1B 

u . u 
A~ s- 1A = A 

.E. 

(j(b) = t, i(a) = ') 

dan geldt: i(.E,),S- 1A = ,E_,A . Er geldt: .E. = i- 1 :(i(.:e.),S- 1A) (Cf, Prop. 1.22), 
-1 .E. -1 

Bovendien is S B geheel over S A, want als 

dan hebben we, omdat B geheel is over A een vergelijking 

n n-1 
b + a

1
b + ... 

en derhal ve: 
a 

(.£)n + _1 (_£)n-1 + 
s s s 

+ a = O n 
a 
...B. -••• + - 0 n 
s 

(ao e A) 
1 

t~ e s-1A) 
1 

s 

Volgens lemma 1.37 bestaat er 0 0 * -1 nu een pr1em1deaal .E. c S B zodat 

* -1 -1 .:e. n s A = i (.:e.)s A 

Als we kiezen .E.' := j-1 (.:e.*), volgt hieruit: 

-1 * -1 * -1 -1 -1 .:Q.'nA = j (.:e. )nA = i (;Q_(\8 A)= i (i(.:Q.),S A)= .E,, 

1.39, Propositie: ~A~ B m injectief morphisme ~ ringen is,~ 

als B geheel is~ A, dan is 

Spec(i): Spec(B)-+ Spec(A) 

m surjectief morphisme. 

Bew: Als y GSpec(B), dan Spec(i) (y) 
S. S 

en i-1(s) = snA. 

De bewering volgt dus direkt uit propositie 1.38, 
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1.40. Prbpositie: Zij qi: A~ B ~ morphisme rn ringen. Dan induceert 

di t Spec (qi) : Spec ( B) - Spec (A). Als n, het nilradicaal 

is rn A,~ geldt: Spec p(Spec B) dicht in Spec A 

dan ~ slechts dan als Ker( qi) c n_. 

Bew: Spec(A) ~ Spec(A/n,), dus kunnen we aannemen: n, = (o). De voor­

waarde Ker(qi)cn, wordt dan dus: ~ injectief. We kunnen dan A met een 

deelring van B identificeren en schrijven: <1>-
1.9. = .9.nA voor elk•priem­

ideaal .9. van B. 

(i) Zij Spec qi (Spec B) dicht in Spec A. Dat wil zeggen: 

Dus: 

Spec qi (Spec B) = VJ(Spec ~ (Spec B)) = Spec A 

v 12. cA • 12.:, n qi - 1s 
.9.cB 

r.. -1 
waarui t volgt: ( O) = n = r I J2. ::> n ~ .9. .:)Ker qi. 

· - J2.CA .9.cB 

(ii) Zij n = (o), ~ injectief. Laat n,(B) het nilradicaal van B zijn. Dan 

moet n,(B)nA = (0), omdat wegens n, = (0) A geen nilpotenten bevat. Dan 

geldt: 

Spec A = V(n(B) f\ A) = V( ('\ .9.nA) = 
- · .9.cB 

VJ(Spec qi (Spec B)). 

,. 
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§1a. Voorbeelden bij §1 

Enige voorbeelden van ring-spectra. 

(i) R:= k 2 een lichaam. 

De priemidealen van k zijn (0) en k. Het spectrum van k bestaat der­

halve uit een punt: 

(ii) R:= Z 

De echte priemidealen zijn van de vorm pi, waarbij peen priemgetal is, 

benevens het nul-ideaal (0). (Z heeft geen nuldelers) 

Het spectrum van Z kan dus worden voorgesteld als een verzameling punten 

{x J p priemgetal} , 
p 

verenigd met {x(O)} , 
Tussen de priemidealen (p) en {q) bestaat geen inclusie-relatie, maar 

wel geldt steeds: 

(Cf. Opm. 1.14). We geven Spec Z weer door: 

x11 ' • • 

De gesloten verza.melingen: Kies een ideaal nZ, en zij 

a1 ak 
0 # n = p 1 pk 

de ontbinding van n in priemfactoren. Dan zijn de.priemidealen pZ die nZ 

omvatten de volgende: 
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Hieruit volgt: 

V(nZ) = {x , ... ,x · } . 
P1 Pn 

(Cf. def. 1 • 1 ) 

Als wen= 0 hadden gekozen, zouden we vinden: 

V( (0)) = Spec(Z) 

want (0) is bevat in elk priemideaal. De gesloten verzamelingen van 

Spec Z zijn dus: 

{ (i) 

(ii) 

¢ en Spec(Z) 

Alle eindige verzamelingen punten x met p ~ 0. 
p 

De open verzamelingen van Spec(Z) verkrijgt men dus, behalve ¢ en Spec(Z) 

zelf, door uit Spec(Z) een eindig aantal punten x, p ~ 0 weg te laten. p 
De gesloten punten van Spec(Z) zijn de punten, die behoren bij maximale 

idealen (Cf. 0pm. 1.7); d.w.z.: alle punten x met p ~ 0. Het enige niet­
p 

gesloten punt is x(o)' De afsluiting van x(O) is: 

V(J(x(o))) = v((o)) = Spec(Z) • 

(Cf. Opm. 1.6). x(O) is dus het algemene punt van Spec(Z) (Cf. def. 1.10). 

(iii) R:= (C [x] (of, in het algemeen: R = k[X], waarbij keen alge­

braisch afgesloten lichaam is) 

Dit geval is analoog aan geval (ii). a: [xJ is een hoofdideaalring zonder 

nuldelers. De priemidealen zijn, behalve het nul-ideaal van de vorm 

( x-a ) (C [ x] . (ae.(C) • 

Bovendien bestaat tussen twee priemidealen (X-a) t[x], (X-13) c[x] geen 

inclusie-relatie, zodat de partiele ordening tussen de punten van 

Spec ( (C [x] ) gegeven wordt door de relaties 

(o) ► (x-a) c[~ 

,, 
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We kunnen dus met elk punt van Spec(C [x]) associeren: een punt a op de 

affiene complexe rechte. Bovendien hebben we nog een algemeen punt (0). 

We kunnen Spec ( C [ X J ) aangeven met : 

S,y etc. 

Elk ideaal i van C [x] wordt gegeven door het voortbrengende polynoom 

f( X). Ont binding gee ft 

f(X) = 

i ( i) 

l (ii) 

n t. 
rr (x-a. 1

) 
i=1 l 

De gesloten verzamelingen zijn dus weer: 

W (en Spec(~ [x]) 

Verzamelingen van eindig veel punten op de affiene 

rechte. 

Z = { £. e. ~ I s ¢ p) heeft twee priemidealen, nl. ( 0) en p. Z ( p is een 
p s p 

priemgetal) (Cf. gevolg l. 23) • Dus bevat Spec :l twee punten. Bovendien p 
is er een ordeningsrelatie: 

Evenzo heeft C@ C twee priemidealen, nl. C@ 0 en O@ ~. De punten van 

C@ C voldoen dus niet aan een ordeningsrelatie. ((O) is geen priemideaal 

van~@ IC, want deze ring heeft nuldelers.) 

Analoog als in (ii) vindt men dat x(O) algemeen punt is van Spec(Zp), 

zodat Spec(Z) irreducibel is. (Cf, Opm. 1.12). p 

Spec(C@ ~) daarentegen is niet irreducibel, want is de vereniging van 

(~ls, 12,1 :=· C ~ 0, 12,
2

:= 0 @ C) 

{x } en 
12.1 

{x } 
~ 



1a.4 

en dit ziJn, omdat l?.1 en I½ beide maximale idealen zijn, twee echte ge­

sloten deelverza.melingen van Spec(t EB C). 

We geven beide ruimten als volgt weer: 

(v) 

Xi pp 

• 
X 

l?.1 

Spec(Z-) 
p (x(o) > x z) 

pp 

Spec(C EB«!) 

(disj. vereniging) 

Elk priemideaal l?. cR 1 EB R
2 

is van een der gedaanten: 

(want stel: 

(i) I?_= l?.1 EB R2 

(ii) l?. = R1 EB J½ 

(1?_1 priemideaal in R1 ) 

(1?_2,,priemideaal in R
2

) 

dan zou V(x,y)sR1 EB R
2

• (x,1)(1,y) = (x,y)cp-1?_, tegenspraak. Dus is 

er een element (x, 1) of ( 1 ,y) bevat in l?.· Zeg: (:x:0 , 1) ~ l?.· Dan geldt: 

want: (i) (x,y)QI?_ ==- (1,0)(x,y) = (x,0)61?_ => (x,y)c;;:l?.
1 

EB R
2

• 

Dus: 

I?_ cl?.1 EB R2 

en: (ii) ( x ,y) e: l?.1 EB R2 =:> ( x, 0) c;;; l?. • } ( ) 
. =;, X ,y € l?_ 

Ook: (x
0

,1)e:1?. => (O,y) = (x
0

,1)(0,y)el?. 

en derhalve: 
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We hebben dan de bijectie: 

_, ........... ,- .. , --➔ 

X 
.E.1 

Voorts is deze bijectie een homeomorfisme, want, zoals direkt valt in 

te zien: 

voor elk open basiselement D(a1 ,a2 )cSpec(R1 <a R2 ). 

(vi) R = Spec c [x,Y] 

We hebben in c[x,YJ drie soorten priemidealen, nl.: 

(i) het nulideaal (0) 

(ii) hoofdidealen (f(X,Y)) waarbij f(X,Y) een irreducibel 

polynoom is 

(iii) maximale idealen (X-a.,Y"'."S) (a.,SeC). 

(We zullen hier niet bewijzen dat dit alle priemidealen van c[x,Y] zijn). 

De partiele ordening der punten van Spec ~[x,Y] is van het type, zoals 

in het volgende voorbeeld: 

(0) > (X+Y2)? (X-1,Y-i) • 

Spec c[x,Y] kunnen we voorstellen, door als punten te nemen: 

- het complexe affiene vlak ic2 

[

(i) (0) 

(ii) (f(X,Y)) +--'-4--+ de (irreducibele) kromme f(X,Y) - -0 op ic2 

(iii) (X-a.,Y-S) +-4----+ het punt (a.,S) van c2 

( Opm. hierbij : Elk polynoom f( X, Y) G: C [ X, Y] kunnen we opvatten als een 

funct.ie: 

f(X,Y): c2 -c 

(a.,S) 1---+ f(a.,S) • 
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Als nu i een ideaal is in C [x,Y], dan kunnen we spreken over de punten 

op ~2 , waar alle polynomen uit i de waarde O aannemen. (Hier: punten op­

gevat als "meetkundige punten in het complexe vlak", dus van type (a.,8)), 
Bij voo,rbeeld: 

(i) bij (0) behoort €2 

(ii) bij (f(X,Y)) behoort de kroimne f(X,Y) = 0 

(iii) bij (X-a.,Y-8) behoort het punt (a.,8) 

Dit induceert op intuitieve wijze de correspondentie tussen de priem­

idealen van C [x, Y] en de punt en van Spec «: l]c, Y] in bovenstaande voor­

stellingswij ze. 

Ook geef't dit een intuitief beeld van de partiele ordening tussen punten 

van Spec c[x,y]. Nl.: (X-a.,Y-8) < (f(X,Y)) <==:> (a.,8) ligt op de kromme 

f(X,Y) = 0 ¢=::;, (f(X,Y) )C (x-a,Y-8). ) . 

t
X-a., Y-8) 

(0) > (f(X,Y)) > 
X-y ,Y-o) • 

De gesloten verzamelingen van Spec c{x,Y]. 

~ ·~ . ~ C1JC,YJ is een noetherse ring • 

,. 
(. ~--~ (0) 

<at~) ~------➔ CX-°'~ Y·f,i) 

·t<X,Y) ... o "c----~ ( f<X,YJ) 

Derhalve kunnen we elk ideaal .§: van c[x,Y] schrijven: 

a= 
n 
() _q. 

i=1 1 

Zie appendix. 

~) 
(.9.j_ primaire idealen) 
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Dan is voor elke i .E. ·= l.9..' een priemideaal, en geldt: 1. 1. 
n ra = n P •• 

- i=1 """1. 

Een gesloten verzameling van Spec ~ [x,Y] krijgen we nu door: 

( i) 

(ii) 

Als .E.· een maximaal ideaal is, dan V(,E.,) = {x } . 
1. 1. .E.· 1. 

Als .E.· niet maximaal is, doch f (o), dan is V(.:e.,) de verzameling 1. 1. 
van de punten uit Spec c[x,Y] die "op de door Ej_ = (fi(X,Y)) be-

paalde kromme liggen" plus de kromme zelf (als punt). 

Concluderend kunnen we zeggen dat de gesloten verzamelingen van Spec ~[X,Y] 

verkregen worden door een eindig aantal gesloten punten te nemen en een 

eindig aantal krommen (d.w.z.; alle gesloten punten "op die kromme" en 

de kromme zelf). 

2 (vii) De projectie van de parabool Y = X op de X-as. 

Y-a.s 
Y.=X2. 

. d . 2 d Beschouw het 1.rre uc1.bele polynoom Y - X, waar e parabool de nul-punten 

verzameling van is. (Y-X2 ) is een priemideaal van ~[x,Y], en de gesloten 

verzameling V(Y-X2 ) bestaat uit de punten (n,n2 ) op de parabool plus de 

parabool zelf als algemeen punt. 

Volgens Prop. 1.16 geldt: 

Evenzo: 

Spec(!!: [x,¾)) = V( (Y)) 

(De punten (n,O) op de X-as plus de X-as zelf als algemeen punt). 
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Beschouw nu: 

R
1 

:= C [X,Y] / 
1/ (Y) 

cp l c [x,Y] / 2 =:R2 
/ (Y-X ) 

X 11--~ X 

Dan is Spec(q>) de gegeven projectie. Hiertoe tonen we aan dat 

Spec(q>) (n,n2
) = (n,o). Dit wil zeggen: Er moet gelden dat als 

m = (X-n,Y-n2 )cR
2

, n = (X-n)cR
1

, dat 

q> -1c,!!!) = !!. • 

Dit volgt door directe verificatie. 

(viii) Spec z [x] 

a) De priemidealen van z[x] die p.Z[x] omvatten (waarbij p een priem­

getal is) corresponderen volgens prop. 1.15 met de priemidealen van 

Deze priemidealen van z[x] zijn dus van de vorm (p,f(X)) waarbij 

f(X) (mod p) irreducibel is in Z/(p)[x], met hoogste coeff, 1, en het 

nul-polynoom. 

b) De priemidealen van z[x] die in p.z[x] bevat zijn, zijn uiteraard 

alleen (0) en p.z[x] zelf. 

Zij nu _qc z[xJ een priemideaal met _qn Z' ':/: ( O). Dan is er een n ':/: O, 1 

zodat ne:_q, dus is er een priemgetal pez zodat p.z[zj c_q. M.a.w. alle 

pri emi deal en _q van Z [ x] met _q n Z :j: ( 0 ) z i j n onder a) en b ) gekarak.t eri -

seerd. 

c) Beschouw nu een priemideaal _q van z[x] met _qn Z = ( 0). Dan is er een 

polynoom f(X)e~[x] ·met minimale graad en g.g.d. der coefficienten =1 

dat bevat is in _q. Zeg: 

f(x) X + a X
n 

= ao + a, + • • • n , (g.g.d. (coeff.) = 1) • 
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Dan moet f(X) irreducibel zijn in Q [x]. (Ga na). 

De priemidealen _q van ~[x] met _qnZ = (0) hebben dan de vorm (f(X)), met 

g.g.d. der coefficienten van f(X) = 1 en f(X) irreducibel in Q[x]. (Gana). 

Samenvattend: 

De priemidealen van :E[x] zijn: 

(i) het nul-ideaal (0) 

(ii)a hoofdidealen (f(X)) waarbij de coeff; van f(X) een 

g. g. d. =1 hebben en f(X) irreducibel is in Q[x]. 

(ii)b de hoofdidealen p~[x], waarbij peen priemgetal is 

in Z'. 

(iii) de maximale idealen (p,f(X)) waarbij peen priemgetal 

in Z' is en f(X) (mod p) irreducibel is in 'Z./ (p) [x]. 

De partiele ordening der punten van Spec z[x] wordt gesuggereerd door 

het voorbeeld: 

{

(0) > (p) > (p,f(x)) 

(0)? (f(x)) > (p,f(x)) 

tussen de hoofdidealen bestaat nimmer een orde relatie, evenmin als 

tussen de maximale idealen. 

Derhal ve kunnen we Spec ~[x] voorstellen door de figuur (Cf. Mumford [M] 

Ch. II pag . 1 4 1 ) : 

(5',Xt~} 

(3,Xr2) 
(~X-+3) 

l'l) C'3) Cs) tt] (11J ·· · ······ 

()(-1-1) 

(oJ 
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(i) Xis irreducibel in elke Z/(p)[xJ. Dus voor alle priemgetallen p 

is (p,X) een maximaal ideaal. 

(ii) (p,X2+1) is een priemideaal, dan en slechts dan, als (x2+1)(mod p) 

irreducibel is in Z/ (p) [x]. 

Welnu: 

;p = 2 x2 + 1 = (X+1 )2 

;p = 3 x2 + 1 irreducibel 

;p = 5 x2 + = (X+2)(X+3) 

;p = 7 x2 + irreducibel 

Dus 
2 2 

( 3 ,X + 1 ) , ( 7 ,X + 1 ) , ••• zijn maximale idealen. 

O;pm: Merk op dat V((X2+1)) = Spec(z[%2+1)) = Spec(Z[i]). Het is 

duidelijk dat z[i] geheel is over Z. Ga na, dat de projectie van 

V((x2+1)) op Spec(Z), zoals in bovenstaande figuur aangegeven, bijv: 

(2,X+1) I-+ (2) 

(3,X2+1) i--+ ( 3) precies de surjectie (prop. 

(5,x+2),(5,x+3) 1--+ ( 5) Spec(Z [i]) --¥.> Spec(Z) is. 

etc. 

,. 

1. 38) 
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§2. Affiene schema's 

Zij (I,<) een partieel geordend systeem. We kunnen (I,<) opvatten als 

een categorie: 

(i) De objecten zijn de elementen van I 

(ii) De morphismen verkrijgen weals volgt: Er is precies een 

morphisme ~~: a + S dan en slechts dan als a< s. Vervolgens 

stellen we per definitie vast: Als a< S < y, dan 

Uit de laatste afspraak volgt, dat ~a zich voor elke aSI gedraagt als 
a 

de identiteit op a. Hiermee is (I,<) een categorie. 

Als X een topologische ruimte is, en Ude familie van open verzamelingen 

van X, dan kunnen we op U een partiele ordening vastleggen door te kiezen: 

Defini tie 2. 1 : De categorie (ti,<) geven we aan met !_. 

Definitie 2.2: Zij X een topologische ruimte, met de volgens def, 2o1 

geinduceerde categorie !_. 

Zij Q een categorie. 

Een preschoof <o/ op X met waarden in C is een contrava­

riant functor 

(We zullen ons hier beperken tot gevallen waarin C een categorie is als 

Ens, Ab, Gr, CRg, etc., zodat we steeds bij elk object uit C een onder­

liggende verzameling hebben). 

Notatie 2.3: Als ur'u2e! en u1 < u2 , dan hebben we het morfisme: 
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Als (;}': ! -+ _g_ een preschoof is, dan induceert dit: 

u
1 

u 
Pu2 := &(<Pu:) O'(u2) _. C1'(u1). 

u1 
Als s e O'(u

2
), dan heet Pu (s) de restrictie van s tot u

1
, en we noteren 

2 soms: 

u1 
:= Pu ( s), 

2 

Laat nu _g_ een vast gekozen categorie zijn, en laat verder 

f: X---+ Y 

een continue afbeelding van twee topologische ruimten zijn. We noteren 

weer (zeals steeds): 

als 

Definitie 2.4: f induceert dan een covariante functor 

f: Y-. X - - -
gedefinieerd door: 

(i) 

(ii) 

f(V): = 

v1 
! ( <l>v ) : = 

2 

Als nu O' : X -+ C en 0- : Y -+ C twee preschoven ziJ'n en f: X-. Y 
X - - y - -

een continue afbeelding is, dan hebben we het paar contravariante func-

toren: 

r erx Y~x-c - -
c::ry 

y ---=----+ C 
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Definitie 2.5: We zeggen dat 

een morphisme van preschoven is, als geldt: 

{

(i) 

(ii) 

f: x- Y is een continue afbeelding 

t(-) ! (} y(-)-+ "'x Of(-) is functorieel. 

Opmerking 2.6: De eis (ii) in def. 2,5 wil zeggen: Voor elke vey be­

staat er een £-mµrphisme 

¢(V): CT y(V) -r 0-'X ~ f(V) 

v, 
zodat voor elk paar v1 ,v2ex_ met v1 < v2 (dus <l>y: v1 ----+ v2) het diagram 

2 

<9' y(V2) 
v2 

to/Y(v,) 

l 
(}-y(<l>v ) 

j 1 
¢(V2) ~(V 1) 

&xof(V2) &xof(V1) V 
G-x of( <l>v 1) 

2 

commuteert. 

Opmerking 2,7: (Het samenstellen van twee morphismen van preschoven). 

Laten (f,¢): (X,&'X)- (Y,t,-Y) en (g,1¥): (Y,<"y)-+ (Z,&'z) twee 

morphismen van preschoven zijn. 

We hebben dan het volgende commutatieve diagram: 

-1 -1 -1 O' of(g W) = & (f g (W)) 

X -j -~ -1 j 
e-_ (</>f g V) 

X -1 -1 f g w 
A, -1 -1 -1 
vx of(g v) = ~x(:r g v) • 
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D.woz.: Als we definieren 

dan is <I:>'¥(-): G'Z(-)-+ O'Xo_gf(-) een functorieel morphisme. Met andere 

woorden: We hebben het morphisme van preschoven: 

( de samenstelling van ( f, <Ii) en ( g, '¥)). 

Propositie 2.8: Uit het voorgaande blijkt: De preschoven met waarden in 

C vormen een categorie g.) [- &l • 

Definitie 2.9: Een categorie 12. heet een volle deelcategorie van C als 

( i) Obj (12_) C Obj (_g_) 

(ii) \/A,B € Obj(D). ]2.(A,B) = .Q_(A,B) 

• 0 • *) 
Definitie 2.10: ZiJ _g_ nu de categorie CRg , en laat 

*) 

to/: X-r C 
X - -

een preschoof zijn. 
*) &X heet een schoof van ringen als geldt: 

Voor iedere collectie (Ui )i e I van open verzamelingen 

in X met 

geldt: 

U= U 
ieI 

u. 
l 

We kunnen oak categorieen als Ens, Ab, Gr, etc. nemen i.p.v. CRg. We 

krijgen dan schoven van verzamelingen, van abelse groepen, etc. 

We definieren voorts de categorie s[-,£1 als de volle deelcategorie 

van 9 [-,_g], bepaald door de schoven in <P[-,_g_J. 
(Merk op dat in definitie 2.10 gebruik is gemaakt van het feit dat de 

objecten uit _g_ (in dit geval dus ringen) een onderliggende verzameling 

hadden. Wij zullen in het vervolg alJP~~ schoven bescho~wen die deze 

eigenschap hebben), 
Cc 
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(i) Als x1,x2 e&X(U) en Vier. x1 iui =x2 iui dan is 

x
1 

= x
2

• 

(ii) Als we een stel {xi I xieO--X(Ui)}ieI hebben 

dat voldoet aan: 

Vi,jer. x. I u.nu. = x, I u.nu. 
J. J. J J J. J 

dan is er een xs& X(U) zodat geldt: 

X I u. = x .. 
J. J. 

Proposi tie 2. 11 . Aan elke ring f:::. kan .21?. kanonieke manier ~ preschoof 

rn ringen worden toegevoegd. 

Bew: Zij X = Spec A. 

( i) Laat Uc:: X een kompakte open deel verzameling ziJn. 

Definieer: 

R:= {af'beeldingen U ....!'.+ A x A 
als r(x )=(a ,b ) , dan b f! p_ en} P._ X X X 

voor elke x,yeU is a b =b a 
X y X y 

Definieer nu als volgt een aequivalentie relatie op R: 

r"" r' <===- {a.ls r(x ) = (a ,b ) P._ X X 

Vx ~U: 3c e:A\p_. 
P._ X 

en r'(x) = (a' b') 
P._ x' X ' 

c (ab' - a'b ) = 0. 
X XX XX 

dan 

We kunnen R/N dan een ring-structuur geven door te definieren: 

Als r,r' de aequivalentie klassen zijn, waarin r resp. r' twee 

representanten zijn, gegeven door: 

r: x 1-r (a ,b ) ; 
X X 

r': x t--r (a' b') 
X' X 

dan definieren we: 

vermenigvuldiging: 

optelling: 

r.r': x~ (a a' b b') 
. Xx' XX 

r+r': x I-+ (a b 1+a'b b b') 
XX X X' XX 
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We zullen verifieren dat de optelling behoorlijk gedefinieerd is. (de 

vermenigvuldiging is analoog te controleren). 

(a): r+r'e:R, want als x = x, dan b ,b'f'J.E dus b b'¢E· Ook als x,yeu, 
'J2.. X X XX 

dan-is 

(ab'+ a'b )b b' =(ab )b'b' + (a'b')b b = 
xx xx yy xy xy xy xy 

=(ab )b'b' + (a'b' )b b = 
yx xy yx xy 

=(ab'+ a'b )b b' . 
yy yy xx 

(b): Als r,.,s en r'~s', dan r+r'~s+s'. Want, als 

Dan: 

Ook: 

r: x 1-r (a ,b ) 
X X 

r': Xf-+ (a' b') x' X 

s: x 1-r (a. ,S ) ; s': xt---r (a.' ,S') 
X X X X 

r ,., s ~ V x e U 3 c '-iii: A\ 'J2... c ( a S -a. b ) = 0 
'J2.. X XXXXX 

r "' s ' ~ Y x C: U 3 c' ~A\ p. c ' (a' S' -a. 1 b' ) = 0 'J2.. X X XX XX 

r+r' N s+s ' ~ \Ix s U 3 t € A \ E. t [( a b '+a' b ) S S 1 + 
'J2.. X X XX XX XX 

-(a. S'+a.'S )b b'] = 0 • 
xx xx xx 

Welnu, kies t = c c' ~A\ E· Dan geldt: 
X XX 

c c' [( a b' +a' b ) S S' - ( a. S '+a.' S )b b 'l = 
xx xx xx xx xx xx x:x:1 

= [c ( a S -a. b )] c 'b' S' + [c' (a' S' -a' b 1 
)] c b S = 0. 

X XX XX XXX X XX XX XXX 

Definieer nu, als U = ¢, dan &(u):= O, en als U een niet-lege kompakte 

open verzameling is, dan: 

B'(U) ;= R/~ • 
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Merk op: Als U,V twee kompakte open deelverzamelingen zijn van X, en 

UCV, dan hebben we een ringmorphisme 

p~: O'(V) -+ 19-(U) , 

u - -gedefinieerd door pv(r) = s, waarbij, a.ls r een representant is van r, 

s wordt gevonden door r tot Ute beperken. Gana dat p~ hiermee een 

ringmorphisme is. 

(ii) Zij nu U een open (niet noodzakelijk kompakte) deelverzameling van 

U. Omdat {D(a) J aeA} een basis is voor de open topologie van X, waar­

bij elke D( a) bovendien kompakt is, kunnen we, als {Ui} i e I de collectie 

is van open kompakte deelverzamelingen van U, stellen: 

u = u u. 
ie I 1 

Als u.cu., dan hebben we een ringmorphisme 
]. J 

u. 
P 1

: <,-(u.) -+ <9-'(u. ) u. J J. 
J 

u. u. u. u. 
Oak, als. uicuJ.cuk, dan is Pu~ PuJ 

J k 
1s op G' (u. ) . 

= Pu
1 

, terwijl Pu~ de identiteit 
k :i. 

]. 

Derhalve is 

u. 
{O-(u.); Pu

1
} cu J • u. . 

J J. J 

. *) .. een proJectief systeem • Def:i.nieer nu: 

(U) := lim C,-(u.) 
ieI 1 

Zijn nu U, V twee open deelverzamelingen van X, zodat UCV. Laat gelden: 

&(u) = lim Cr(u.) r i 
en O'(V) = lim Cl-'(v.) 

- J J 

Omdat ucv, komt elke kompakte open deelverza.meling U. van U voor in de 
J. 

*) zie appendix. 



collectie {V.} , dus I CJ. 
J 

We schrijven: 

C,-(u) = lim ~(u.) 
ieI 1 

2.8 

en tfr(V) = lim (r(u.) 
ieJ 1 

Beschouw nu r e. {9-'(v). Dan hebben we, vanwege de kanonieke morphismen 

p. 
Ji!!! 0-(U.) ---1:.+ CJ'(U.) 
iGJ 1 1 (ieJ) 

voor elke i €. I een p. ( r) € O'( U. ) • Ook commuteren de diagra.mmen: 
J. J. 

to/(V) 

voor elke i 1 ,i
2
€I als ui

1
cui

2
• Derhalve hebben we wegens de q.efinitie 

van projectieve limieten een uniek bepaald morphisme 

u 
Py 

{o/(V) -- lim 
ieI 

0-( u. ) = 0-( u ) . 
1 

Hiermee hebben we als Uc V ook de restricties gedefinieerd, en het is 

duidelijk dat deze definities compatibel zijn met die, gegeven in geval 

(i) van dit bewijs. 

We hebben de preschoof. 

O' : Spec A -r CRg • 

Propositie 2.12: Er is~ natuurlijk isomorfisme 

a, : A 4 C1"(D(a)) • 
a a 



Bew: ( i) 

(ii) 

2.9 

Als a nulpotent is, dan Aa = o, D(a) = ¢, dus &(D(a)) = o, 
zodat in dat geval A "' (o/(D(a)), 

a 

Zij nu a niet nilpotent. Definieer dan a als volgt: Als 
a 

1Le A 
n a 

a 

kies dan r: D(a) ~ A x A 

x 1-+ (b,an) , Vx en(a) .E. .E. 
en definieer: a (1L):= re&(D(a)). 

a n 
a 

Het is direkt duidelijk dat de functie r een element is van de verza.me­

ling 

r r(x) = (a ,b )~b ;.E.} 
,,__,,.AxA .E. XX X 

Vx,yeD(a). ab =ab 
X y y X 

R: = { aflleeldingen D ( a) 

( C. f. bewij s prop. 2. 11 ) , zodat r e lt( D.( a)). 

Ook is a als verzamelings-afbeelding goed gedefinieerd. Als 
a 

dan: 

b -a (-) = r , 
a n 

a 

C -a (-) = r' a m ' 
a 

b c -=-n m a a 

zodat r,.,r', dus r = r'. Data een ringmorphisme is, is triviaal. 
a 

(ii,a) aa 1s injectief, 

Zij: 

Dan moet 

a (1L) = 0 . 
a n 

a 
b getoond worden dat - = o. Welnu, zij n 
a 

r: D(a) -r A x A 

x .....+ (a ,b ) = (b,an) • 
,E_ X X 

Als rN o, dan geldt (zie bewijs prop. 2.11) 

\Ix en(a)3c s. A\,E., ch= 0 • 
,E_ X y 

,, 
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Omdat volgens Opm. 1.24 D(a) ~ Spec(A ), geldt dus: a . 

Definieer nu het ideaal: 

Als i :j:. A , dan is er een maximaal ideaal mCA , zodat icm. Volgens (-~) - a - a -- · 
is dit niet mogelijk, zodat i =A. D.w.z. f ei, dus 1.b = b = o, dus 
b - a -
-= o. 

n 
a 

(ii,b) ct is surjectief: Zij reCr(D(a)), en noteer: 
a 

r: x 1-+ (a ,b ) 
.J2. X X 

Dan: 't/x SD(a). b .bl?. =;l> Vx sD(a). x eD(b ) 
.J2. X I .J2. .J2. X 

Dus: D(a)C V( ) D(b) 
X6D a X 

Omdat D(a) kompakt is, hebben we een eindige deeloverdekking: 

D(a) = D(b ) U x, U D(b ) • 
X 
m 

Definieer nu: i := Ab + , , • 
- x1 

+ Ab 
X 
m 

Als iC.E. en .J2. is een priemideaal, dan ae.E., want als af.E., dan x e: D(a), 
.E. 

dus 3 b zodat 
X, 

J. 

x e D(b ) , 
.J2. X. 

1 

wat zeggen wil: bx.t:fe. .E., tegenspraak, want iC.J2., Derhalve 
J. 

We hadden: r: x. 1----+ (a ,b ) 
J. X. x. 

l l 

+ C b 
mx 

m 

( i = 1 , ••• ,m) • 



2. 11 

Bovendien geldt voor elke xeD(a) per definitie: 

{a b 
Xx. 

1 

- a b ) = 0 • 
X, X 

J. 

+ca • en ook: mx 
m 

s: D(a)-rA x A 

x 1-+ (b ,at) voor elke x sD(a) 

Dan is se~(D(a)), en bovendien: S,vr, 'Want als xeD(a), dan geldt: 

t a a - b b = 0 

Immers: 

Hiermee is 

b b 
X 

X X 

= b (c
1
a + ••• 

X x
1 

= c
1 

(b a ) + 
X x

1 

= c1 (b a ) + x1 X 

a (c 1b 0
) + = 

X x 1 
... 

bewezen: 

+ C a ) = mx 
m 

+ c (b a 
m XX 

m 

+ c (b a 
m X X 

m 

+ c b ) = mx m 

) 

Dus a is su:rjectief, en dan ook een isomorfie. 
a 

{ii,c) a is een natuurlijk isomorfisme: 
a 

(D.w.z,: We hebben een commuterend diagram 

D 
P a1 
D 

= 

= 

a a 
X 

{D(a1)) 
a2 

(D( a2 )) 

. r s . r s a, a1 a2 
~a 

A 
2 

A 
a1 a2 

,, 

t 
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voor elke a
1

,a
2

e:.A zodat D(a
1
)cD(a

2
)). 

Da 
Hierbij is p 1 

Da 
a1 

in de preschoof &', en ~a 
2 Er geldt: 

2 
wordt als volgt gedefinieerd: 

en als a
1
e: 1Aa

2
, dan is er een natuurlijk getal t, zodat 

We kunnen dan definieren: 

de restrictie 

Gana dat dit een goede definitie is. Het is direkt duidelijk dat met 

deze afbeeldingen het diagram commuteert. 

Gevolg 2.13: <Y(Spec A)= A 

Bew: A "' A
1 

"' O'(D(1)) = &'(Spec A). 

Definitie 2. 14: Beschouw een punt xG:X, X = Spec(A), en daarbij de 

familie 

'lff := { &(u) I Ue ! en xe u} . 

Tezamen met de restricties 

O'(u) O'(v) (VCU) 

is 1b een injectief systeem van ringen. *) 

zie appendix. 
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We definieren: 

~(x) := lim C,,(U) 
1ff 

en noemen C:r(x) de staak. van 0' 1.n het punt x. 

Proposi tie 2. 15: Voor elke xJ2. e X = Spec (A) geldt: 

S : <9' (x) .!:4- A 
X J2. 

Bew: (i) de constructie van S 
X 

We kunnen in plaats van het gehele stelsel omgevingen U van x het cofi-

nale gerichte deelstelsel der omgevingen van x van de vorm D(a.) nemen~), 
1. 

zodat geldt: 

fo/(x) = lim O"(D(a)). 
xeD(a) 

Zij x e:D(a.). Definieer: 
.P. 1. 

s. 
0'(D(a.)) ~ A -2+- A 

i ai .P. 

t I-+ :L 
n n a. a. 1. 1. 

(Dit kan, wegens x s. D(a.) <===;> a.~ .P.· Ga na dat de definitie van S . 
.P. 1. 1. 1. 

behoorlijk is). Omdat de diagrammen 

zie appendix. 

~) 
zie appendix. 
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commuteren. (C.f. bewijs (ii,c) van prop. 2.12), bestaat er een uniek 

bepaald ring-morphisme 

B : Co/(x ) = lim (o/(D(a.) ~ lim A --+ A,E. 
X ,:Q_ --i:'" l =--;;;-r a. 

afr ,E. aj!" ,E_ l 

(ii) B is injectief, want kies e et}'(x ) , dan hebben we (wegens de 
X ,E. 

definitie van injectieve limieten van ringen) een diagram: 

Bx 
t>'(x )--~ A 

.E. .E. 

Yi i 
6-(D(a.)) 

l 

js 
A 

a. 
l 

waarbij y. het natuurlijke morphisme is, en S. zoals in (i) gedefinieerd, 
l 1 

terwijl, als we D(a.) geschikt kiezen, 
l 

Zij 

Uit 

3.LG.A 
n a. 

t e = y. (-) 
l n a. 

l 
a. l 

l 

nu B (e) = O. Dante bewijzen: e = O. 
X 

B ( e ) = o volgt : B. ( .L) = o ( in de ring A ) • 
X 1 n ,:Q_ a. 

l 

3 stp-E.· st = O. 

D.w.z.: 

Kies zo'n s, en beschouw het commutatieve diagram 

,. 

A a. 
l 

A a.s 
l 
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En er geldt: 

= 0 wegens st= O. 

Dus: 0 
n 

= y. ( st ) 
J (a.s)n 

1 

6 • 

( iii) B is surJ
0

ectief: Kies i e: A dan x €D(s), en we hebben derhalve 
X S J2.' J2. 

het diagram: 

en derhalve: 

Proposi tie 2. 16: De in prop. 2. 11 gedefinieerde pres choof C,, .2E. X = Spec A 

is een schoo:f', ---
Bew: We moeten aantonen: Als US!, en (U.) is een open overdekking van 

1 

u, en als (s. )en O'(u.), dan: 
1 i 1 

(i) Als s,te.0-(u) en Vi.s I u. = t I u., dan s = t 
1 1 

(ii) Als Vi,j = s. I u.nu. = S, u. nu., dan is er 
1 1 J J 1 J 

een s e 0--(u) zodat voor elke i: s I u. = s .• 
1 1 

Bewi,js (i): Zij sQ&(U) en laat s I U. = 0 voor elke i. Dan geldt s = O, 
1 

want: 

(i,a) Zij U kompakt. Note er: s = ;:: e 0-( U) en 

Kies x e:u. Dan 
.l2. 

afb.eelding: 

,. 

r: x...- (a ,b) 
X X 

(xe:U), 

3 U. • x SU. • Dan wordt s I U. gerepresenteerd door de 
1 J2. 1 1 

u. ~ u ~AX. 
l . 



ens JU. = 0. D.w.z.: 
l 

2. 16 

3c 6A\..E_. ca = o. 
X XX 

Omdat we di t voor elk punt x s U kunnen doen ,. geldt: s = 0 • 
.E. 

(i,b) Zi,j U willekeurig open. 

O'(U) = lim 0-(V.) 
~ l v.e. u 

l 

v. kompakt 
l 

............... ( *) 

Als seCr(u), dan s u. = o voor elke i. Dan is ook s I u.nv. = o voor 
l l J 

elk paar ( i ,j). Nu is (U. (l V.). een open overdekking voor V., en 
l J l · J 

(s I v.) I v.hu. = s I v.nu. 
J J l J l 

dus is volgens (i,a) voor elke j s IV.= O. Wegens (*) is dan ook 
J 

s = o. 

Bewijs (ii): 

(ii,a) U kompakt met open overdekking van de vorm 

We hebben voor elke i een s.eO--(D(a.)) en dus kunnen we voor elke 1 
l l 

een a. ,b. SA vinden en n.G IN zodat 
l l l 

19-'(D(a.)) ~ A 
l a. 

J. 

b. 
J. s. ---.--

1 n. 
a, J. 

l 

0ok geldt: D(a. )OD(a.) = D(a.a.), zodat we kunnen schrijven: 
l J l J 

s. I D(a.a.) = s. I D(a.a.) .......... (*) 
l J. J J l J 
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We hebben het commutatieve diagram: 

Dus: 

A a. 
1 

-1 
a 
a. 

1 

a.a. 
<I> 1 J 
a. 

1 

b. 
1 

S, ----+-
1 

s. 
J 

n• a. 1 
1 

-1 
a 
a. b. 

---"T __J_ n, 
a. J 

J 

A. a.a. 
1 J 

a.a. 
<I> 1 J 
a. 

1 

a.a. 
<I> 1 J 
a. 

J 

n. 
b.a. 1 

i J € A 
)ni a.a. (a.a. 1 J 

1 J 

a.a. 
<P 1 J 
a. 

n, 
b.a. J 

--~ _..,,,1-=1 __ e: A 
( )nJ• a. a. a.a. 1 J 

1 J 

(*) zegt nu: In de ring A geldt: a.a. 
1 J 

n• n• b.a. 1 b.a. J __ 1_J __ = _..._J_1 __ 
n· ( )n • (a.a.) 1 a.a. J 

1 J 1 .J 

Dat wil zeggen: (als n = n. + n.) 
1 J 

N n-n. n-n. 
3 N GIN. ( a. a . ) I}, . a~ a. 1 

- b . a~ a . JJ = 0 • 
1J 1JJ. JJ.J 

n-n. n-n. 
Door uit de rechter factor de factor a. 1 

1 
a. J te halen, en de hele 

J 
uitdruk.king met geschikte machten van a. resp. a. te vermenigvuldigen 

1 J 
volgt: 

N
0 

n. n. 
3 N

0 
e IN. (a.a. ) ( b. a. J - b • a. 1 

) = o • • • • .. . • • ( ~) 
J.J J.J J1 

waarbij N0 onafhankelijk is van i en J• 
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Definieer nu s e: &(u), door als representant r van s te kiezen: 

r: x 1-r (a ,b ) 
~ X X 

met:· Als xeu, xeD(a. ), dan: 
J. 

X 

a := b. 
X J. 

b := 
X 

a. 
J. 

Dit voldoet aan alle eisen: 

(a): bx+~x , want xeD(ai ) . 
X 

X 

N +n• 
0 J.x 

X 

NO N +n· 
a. 0 iy - No N +n· 

O 1 x ab - b a = b. a. b. a. a. ( s) : 
X y xy J. J. J. J. J. J. 

X X y y y X 

( y): s I 

(ii,b) 

D(a.) 
J. 

/o n· 
= (a. a. (b. a. ly -

J. J. J. J. 
X y X y 

= Si, want dit volgt direkt 

r: XI-+ 

s.: XI-+ 
J. 

n· 
(b.,a. 1

) 
J. J. 

n· lx) b. a. 
J. J. y X 

met: 

U open, kompakt met open overdekking (U.), 
J. 

= 

We hebben: U = U U .. Kies voor elke i een overdekking 
J. 

Dan is 

u = u 
i ,j. 

J. 

0 

= 

(C.f. ~) 

en wegens de kompaktheid van U is er een eindige deeloverdekking 
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We weten: 

s . .s O--(u. ); s. I u.nu. = s. I u.nu, .......... (*) 
1 1 1 1 J J 1 J 

We kunnen des, 's beperken tot de D(a~i))'s en dan blijft er een aan (*) 
1 J, 

analoge relatie bestaan voor de D(a~i))'s. Derhalve is er volgens (ii,a) 
Ji 

een s e &( U) te vinden, zodat: 

Voorts kunnen we, door (i) toe te passen op 

vinden: s I u. = s .• 
1 1 

(ii,c) U willekeurig open, U = Vu. open overdekking 
1 

We hebben weer: s. I u.nu. = s, I u.nu .. Kies vcu, V open en kompakt. 
1 1 J J 1 J 

Noteer: V. := VflU .• Dan geldt: 
1 1 · 

s. I v./lv. = (s. I uJlU.) 
1 1 J 1 1 J 

v.nv. = 
1 J 

= (s. I u. nu.) I v.nv. = s. I v, nv .. 
J 1 J 1 J J 1 J 

Dus hebben we volgens (ii,b) voor iedere open kompakte deelverzameling 

V van U een sV e. 0-( V) gevonden zodat: 

sv I V . = s . I V . , 'r/ i .. . . . . . .. . . . ( *) 
1 1 1 

Beschouw nu: v( 1)cv( 2)cu; v( 1), v( 2 ) open en kompakt. 

Dan is: 

(sv(2) I v(1)) I y<1)f'1Ui = si 

= sv( 1) I v(
1

)n ui voor elke U. 
1 
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Volgens (i), toegepast op 0--(V( 
1

)) geeft dit: 

Hiermede is aangetoond, dat het stel 

{sv I VCU, V open en kompakt} 

een element in 0-( U) = lim 0--( V) de:finieert. ( C. :f. de defini tie van een -projectieve limiet van ringen) *). Dit element s s <9-'(U) voldoet aan de 

eis: s I Ui = si. Want: Voor elke open kompakte VCU hebben we: s I V = sV. 

Beschouw nu: 

lo/(u. ) 
1 

= lim (9-'(v( i)) 

v(i\omp. 
••••••a•••(~) 

v(itu 

Elke V(i) is bevat als open kompakte deelverzameling in U. Dus commu­

teert het diagram 

(}- ( U) ~ (o/ (U, ) 

t i1 
0- (V( i) )=tr'(i i)) 

(i) 
Dat wil zeggen: s ( i) = (s I Ui) I V . Ook hadden we volgens (*): 

(i)v (i) 
s ( . ) = s. I V ( Omdat V C U. ) 

V 1 1 1 

Dus geldt voor elke i: 

s. I v( i) = ( s 
1 

u.) I v( i) 
1 

en wegens (~) volgt hieruit: s u. = s. 
1 1 

Definitie 2.17: Als A een ring is, dan heet de schoof (Spec(A),(9-), zoals 

gedefinieerd in propositie 2.11, het affiene schema van A. 

*) zie appendix. 

, 
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Propositie 2.18. Als A --1+ B ~ morphisme is .rn_ ringen ~ als X:= Spec A, 

f:= Spec¢, Y:= Spec B, dan hebben }:@_: f: Y + X. Als 

.ill:! (X,&-X) ~ (Y,<>-y) de affiene schema's zi.in rn A 

resp, B, dan induceert ¢ rn morphisme .rn_ schoven 

(f,IP): (Y,~y) + (X, "x). 

Bew: Allereerst bewijzen we de volgende 

Opmerking 2. 18a: Zij (X,&X) ~ .rn_ ~ schoof 0--x voorziene ruimte X. 

Zi.i U ~ open deel verzameling van X. Stel: 

is rn familie open deelverzamelingen rn U zodat geldt: 

1 ) 

2) 

V ... v.r,v.e1'-' 
l ,J l J 

U V = U • 
ve1" 

Dan geldt: 

Bew: Beschouw morphismen, gegeven door 

Cl,, 

<'-x(u) ~ &x(vi) 

s -- s I v. 
l 

( ie I) 

Deze zijn compatibel met restricties: D.w.z.: als V.CV., dan commuteert 
J. J 
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Dus induceert het stelsel foi} i GI een morphisme 

( i): a is injectief 

Zij a(;)= a(t). Dan is voor elke veV-: s IV= t IV. Dus: s = t 
(Schoof eigenschap van 0'X). 

(ii): a is surjectief 

Zij {s.}.e lim <'J'X(V), zeg s.<=> &'X(V.). Dan is er voor elke i,j een kc:I 
l l ._ l l 

zodat 

v.ov. =: vkstt. 
l J 

en s . I V. n V . = sk. Ook s . I V. () V. = sk. Dus 
l l J J l J 

s. I v.nv. = s. I v.nv .. 
l l J J l J 

s. ' l 
\/v.e.1", Dus a is surjectief'. 

l 

Voorbeeld: Als (X, &' X) het affiene schema is van de ring A, dan is 

lim &'X(D(a)). 
D(~U 

Bewijs van propositie 2.18: We moeten construeren een functorieel mor­

phisme 

Zij nu U een open verzameling in X en zij V:= f'-
1u. 

(i) U = D(a). 

Dan is 

= D(~a) • 
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We kunnen dus definieren: 

O"X(D(a)) = Aa--+ B~a = <" y(D(~a)) = o;,of(D(a)) 

<P(D(a)):= 
t 
- 1--r 

n 
a 

Het is eenvoudig na te gaan dat dit een behoorlijk gedefinieerde af­

beelding is, en dat, als D(a1)CD(a2), het diagram 

commuteert. 

O'y~f(D(a2)) 

!restr. 
O-yof(D(a1)) 

(ii). Zij nu U een willekeurige open deelverzameling van X. 

Dan is volgens opm. 2.18a: 

&x(U) = lim cr.:x(D(a.)) 
ieI 1 

als {D(ai)}ieI de fa.milie is van alle D(a)'s met D(a)CU. 

Beschouw V:= r-1u. Dan is 

V = U D(~a.) 
isI 1 

en hieruit volgt: 

Dus kunnen we <P(U) als volgt definieren: 

Beschouw voor elke ie I het morphisme 
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Dit connnuteert met restricties: (D(a. ):> D(a.)) 
J. J 

dus induceren de ~(D(a,))'s een morphisme 
J. 

Het is eenvoudig te controleren dat aldus gedefinieerde w voldoet aan de 

voorwaarden van prop. 2.18. 

Definitie 2.19: Als A en B twee lokale ringen zijn, met maximale idealen 

resp.!!! en n_, dan heet een ringmorphisme f: A+ B een 

lokaal homomorfisme als geldt: f(!!!,)cn_. 

Propositie 2.20: Als ~:A ➔ B ~ ring-morphisme is,~ (X,t.9-'X) en (Y,0--Y) 

de affiene schema's zijn ,rn A resp. B, terwijl f:= Spec~' 

~ als y € Y, x: = f(y) ex, dan induceert ~ ~ natuurli,jk 

ring-morphisme 

tussen de staken in x ~ y. Bovendien is w(x) ~ lokaal 

homomorphisme. 

Bew: We hebben in het bewijs (i) van prop. 2.15 gezien: 

C\(x) = lim G'(D( a.)) . 
xeDla,) 1 

J. 
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Evenzo: 

~y(y) = lim ~(D(b.)) • 
y£D(b.) J 

J 

Kies nu xeD(a). Dan is ye.r- 1D(a) = D(~a), en we hebben een ring-morphisme: 

waarbij <P(D(a)) gedefinieerd is, zoals in het bewijs (i) van prop. 2.18. 

Volgens dit bewij s ( i) commuteert dan, als x(;D(a
1 
)c D( a

2
), het diagram: 

waaruit blijkt dat het stelsel {~ I xED(a)} een uniek bepaald morphisme 
a 

induceert. Het is eenvoudig te controleren dat het diagram 

.O"x(x) 
<P (x) 

&y(y) 

si< ls By 15 
A 

cp (~,_q~ B 
.:E. .9. 

commuteert, als men definieert: 

als x = x, y = y, f(y) = x (dus ~- 1_q = .:e.), dan 
.:E. _q 

<P (.:e_,_q) : A -. B 
.:E. _q 
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waarmee ook de natuurlijkheid van 4l(x) getoond is. Voorts, omdat het 

maximale ideaal m van de lokale ring (c,f'. o:pm. 1.35) A gegeven wordt 
.12.· 

door: 

m = {£GA 1· e1,en} 
- t .l2. ..:. 

en analo.og het maximale ideaal n vari B gegeven is door - s· 

n = (3 es} 

. -1 
volgt Ult .l2. = ~ _g,: 

Dus is 4l(.J2.,s) een lokaal homomorfisme. Wegens C~) is dan 4l(x) een lokaal 

homomorf'isme. 

Opmerking 2. 21: Als ( f ,4l): (X, 0-X)--+ (Y, (~\) ~ morphisme ~ schoven 

is, ~ y = fx, dan induceert 4J ~ morphisme 

4l(y): <Yy(y) __. l9'X(x) tussen de staken in x ~ y. 

(De constructie van 4l(y) verloo:pt geheel analoog met die van 4l(x) in 

:prop. 2. 20) , 

twee schoof-morphisme zijn en 

Vxex, y = rxeY. 4l(y) = l!'(y) 

dan is 4l(-) = 11'(-), 

Bew: Als ue.1 dan hebben we het commutatieve diagram: (xE: f-
1u wille­

keurig, y = f'x) 



<P(.TJ) 

If (U) 
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-O,y(Y) ---"x(x) 
<P(y)=lf(y) 

zodat p _
1 

o q,(U) = p _1 °'¥(U). 
r u ·:r u 

p _
1 

(<P(u)<s)) = p _
1 

(lf(u)(s)), 

Kies nu s e:<9-y(U). Dan volgt uit 

dater een open omgeving V van x be-. . X 
f U -1 f U 

staat (met Vxcf U) zodat 

q,(U)(s) I vx = lf(U)(s) I vx" 

We kunnen nu f- 1u overdekken met de collectie (V) 1 • Uit de schoof-
. X ;x:ef- U 

eigenschap van ()'X volgt dan: 

<P(u)(s) = lf(u)(s) 

(We kunnen dus het al of niet gelijk zijn van twee schoofmorphismen 

(f,<P), (f,1¥) controleren in de staken). 

Propositie 2.23 : Als (x,<9--X) ~ (Y,&y) de affiene schema's zijn ,rn 

de ringen A resp. B, ~ ~ 

~ schoof-moryhisme is, zodat Y.Q2E_ elke xsX, y = f(x)eY 

~ lokaal homomorfisme is, dan wordt (f,q,) _QE. de 

manier .™ prop. 2. 18 geinduceerd door ~ ring­

morphisme 

<j>: B-+A. 
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Bew: (i) f = Spec cp. De:f'inieer: cf>:= (B ,,, 0- (Y) ~ fY. (X) "'A). Kies y X 

.P,CA, priemideaal. Dan is A "' (9-X(x ) • Zij y = f(x ) • We maeten be-
-1 .'P. J2. S J2. 

wijzen: s = qi 12.· Welnu, beschauw het diagram: 

j 1 

waarbij e zo is gekozen dat het diagram cammuteert. Zij ses, dan {- be­

vat in het maximale ideaal van BS. 8 is een lakaal hamomorfisme, dus 

e({-) is bevat in het maximale ideaal van AJ2.. Er geldt: 

e({-) = e0 j(S) = i•cf>(S) = cf>~S), dus cf>(S)EJ2.. 

Derhal ve: cf>(_g_)C J2. 

Oak, zij C1.eJ2. en a = cf>(S). Dan is 'Teen niet-eenheid in A. Vaarts: 
J2. 

e({-) = 0oj(S) = iocf>(S) = f 
D • S . 'd d t a,,.._ us is 1 een n1et-eenhe1 'za a µ,;:s. 

Derhalve: 

-1 
Uit (*)en(-) valgt: s = cf> J2. als y = f(x ). Dus :f' = Spec cf>. 

s J2. 

(ii) 41(-) wardt door <P geinduceerd: Kies~ S BS • Dan: 

= i<>cf>(S) = fill 
1 

Oak, als st/zs, e(l) 
1 , want als e(l) 

a, 
, dan valgt ui t e (;) • e ( T) = cf>( s) = -s s t 

3 Cf J2.• C [Cl. - t, cf> ( S )] = o. 

Cl, 1 • Dus i.h.a.: e(.@.) = H . Met andere woorden: 41(-) komt in Dus t = cf>(s) s cps 

= 1 ' 

de 
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staken overeen met het door~ geinduceerde morphisme van schoven. Der­

halve is volgens lennna 2.22 t(-) het door~ geinduceerde f'unctoriele 

morphisme. 

Definitie 2.24: Als weals objecten nemen de affiene schema's en als 

morphismen die morphismen van schoven tussen affiene 

schema's 

die voldoen aan de eis, dat de geinduceerde morphismen 

tussen staken 

(als y = fx) lokale homomorfismen zijn voor elke xGX, 

dan hebben we een categorie gedefinieerd: de categorie 

der affiene schema's. 

Opmerking: Dat de sa:menstelling van twee morphismen van affiene schema's 

weer een morphisme van affiene schema's is, volgt uit de 

trivialiteit dat de samenstelling van twee lokale homomor­

phismen weer aan lokaal homomorfisme oplevert. 

Stelling 2,25: Er bestaat ~ anti-equivalentie tussen de categorie der 

commutatieve ringen met eenheidselement en de categorie 

der affiene.schema's. 

Bew: Als (X,0-X) en (Y,0-y) de affiene schema's zijn van A resp. B, en 

als (f,~) een morphisme is van affiene schema's 

Dan werd (f,t) volgens prop. 2.23 geinduceerd door het uniek bepaalde 

ring-morphisme: 



2.30 

Als we de categorie der affiene schema's aangeven met AffSch, dan kunnen 

weals volgt een contravariante functor definieren: 

F: AffSch-+ CRg 

Omgekeerd hadden we een functor G, die aan elke ring zijn affiene schema 

toevoegt. Oak G is contravariant: 

G: CRg .-. AffSch 

waarbij (Y,G-y) en (X,";c) de affiene schema's ziJn van B resp. A, en 

(f,~) het morphisme van schoven is, geconstrueerd uit ~ volgens prop. 2.18. 

Prop. 2,20 garandeert dat (f,~) een morphisme van affiene schema's is. 

Het is direkt duidelijk dat FoG en GoF de identieke functoren zijn op 

CRg resp. AffSch. 

2.26 Opmerkingen: Vaak zal kortheidshalve het affiene schema van een 

ring A warden aangegeven met Spec (A). De bijbehorende schoof heet de 

struktuurschoof op Spec(A). 

Wegens stelling 2.25 kunnen - in categorische taal 

te formuleren - stellingen, die gelden in CRg warden gedualiseerd tot 

stellingen over affiene schema's. Bijvoorbeeld: 

In AffSch bestaan gevezelde produkten.*) Want, een 

gevezeld produkt in AffSch is duaal met een gevezelde som in CRg, en 

deze kennen we expliciet: de tensor-produkten. Dus: 

Spec A II Spec B 

(als A en C B-algebra's zijn). 

Spec C = Spec (Ax C) 
B 

~) 
zie voor def. van gevezelde produkten en -sommen de appendix. 
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Een ander voorbeeld: 

*) In AffSch bestaat ~ punt-object. Nl.: In CRg hebben we het co-punt-

~. Dus het punt-object in AffSch is Spec(~). 

*) zie appendix. 
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§2a. Voorbeelden bij §2. 

Enige voorbeelden van affiene schema's 

( i) Het affiene schema ( Spec «: [x], &i) van Q! [xJ. 

We hebben in Spec C [x] .twee soorten punten (cf. § 1 a, (iii)): De gesloten 

punten a, corresponderend met het priemideaal (X-a)<C[x] en het algemene 

punt x
0

, behorend bij het nul-ideaal van <C [x} 

Kies~:nu:•.een open verzameling UC Spec <el}c], zodat U ::f, ¢ en U ::f, Spec <e[x]. 
Dan heef't Ude vorm 

----iE----1> l:---••· ~---­

a 1 a 
n 

Noteer: f(X):= (x-a 1) (X-an). 

Dan is U = D(f(X)). Volgens prop. 2.12 geldt dan: 

B"(u) = a: [x] f = { g(X) I g(X) ,r(x)e ic [x]}. 
(f(X))n 

We kunnen dit oak als volgt opvatten (in dit geval!). Elk element 

~ € <C(X) 
iµ(X) 

is op te vatten als een functie met complexe waarden op de affiene com­

plexe rechte c1: 

{9-(u) bestaat dan, in deze opvatting, uit die rationale functies, die 

geen pool hebben in 
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( Ga na dat di t precies de elementen van € [x] f zijn). 

Kies nu een gesloten punt a e: Spec IC [x] . Volgens prop. 2. 15 geldt: 

$'(a)= IC[x](x-a) = {:g~ I 1/i(X)¢:(x-a) c[x]} 

(de staak van(:)' in het punt a). Met andere woorden: 

O'(a) ~ {!~i~ I 1/J(a) ~ o}. 

(Dit is een voorbeeld van het specialisatie-begrip, zoals i_ngevoerd in 

Weil' s Foundations of Algebraic Geometry [w] ) . Dus bestaat &(a) ui t 

die rationale functies 

fill. ~ .Pitl 
1/i(X) . S 1/i(S) 

die geen pool hebben in het punt a€ C 1• Omda.t 

<9'( a):= lim (9'( u) 
'"'""""'+ 
a€U 

moet er voor elk elerrient :i~~ e c9'(a) een open omgeving U van a bestaan, 

zodat 

fill e &(u) 
1/i(X) • 

Welnu: 

Zeg: 

Dan: Kies U:= Spec IC [x] \ { s
1

, ••• ,Sn}. 

Dan hebben we: 

iliLs & ( u) en a e U ( = D ( 1/J ( X) ) ) • 
1/J(X) 

(a~ S.) 
1 
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Tot slot bepalen we de staak. van (J' in het algemene punt x
0

: 

(o/ (x
0

) is dus het quotientenlichaam van C [x]. 

(ii) Het affiene schema (Spec c[X,Y],t:r) van c!x,Y]. 

We krijgen in het algemeen een open verzameling ¢ #- UC Spec C [x,Y] door 

ui t Spec (C [x, Y] een eindig aantal "irreduci bele krommen" ( d. w. z. : alle 

gesloten punten op die kromme plus de algemene punten van die krommen) 

weg te laten, benevens een eindig aantal gesloten punten (Cf. §1a, (vi)). 

(a) Zij f(X,Y) een irreducibel polynoom en laat U:= D(f(X,Y)) zijn 

" ,-\ 'i fcx,vJ- o 
I I ' 
' I / ,J., , 

! 

Dan is volgens prop, 2.12: 

IY(U) = (C[X,Y]f(X,Y) = { g(X,Y) I r; ;:, } . g,fe C L]C,YJ • 
(f(X,Y))n 

(b) Zij m het maximale ideaal (X-~,Y-n) en kies 

U:= Spec (C[X,Y] \{xm}. 

__________ _., _____ Y=t 

: <t1J 
(C '2. _______ ........,..--__ _ 

X=! 
Dan geldt, als $1(X,Y):= x-, en $2 (X,Y):= Y-n, 

( Ga na). Derhal ve is U - als vereniging van twee kompak.te verzameHngen -

zelf kompak.t. We willen ~(U) bepalen. 

Hiertoe beschouwen we functies 

r: u- t[x,Y] x c[x,Y] 

x.E. -- (f.E.,g.E.) 



2a.4 

die voldoen aan: g ~ .:e_ en 

U. (Cf. prop. 2 •· 11 T. 
f g - g f als x en x punten ziJ0 n van 
12.S . l?.S. 12. _g,_ 

Opm.: We m_ogen aannemen dat voor elke x e U f en g geen gemeenschap-
12. .:E. .:E. . 

pelijke factor hebben, want als 

f = f'. d en g = g'. d 
.:E. .:E. .:E. .:E. . .:E. .:E. 

en r' : u - c [x, Y J x c [x, Y J 
X 1---+' (f' g 1 ) 

p .:e.' .:E. 

(x E:U) 
.:E. 

dan is w_egens f'g = f g' : r~r' (Cf. prop. 2.11). 
p .:E. 12. .:E. 

Stel nu x.:E.eu en g.:E.e_g,_, waarbij _g,_ een priemid.eaal is in a::[x,Y]. Dan 

geldt: (Als S ~ ,!!!) 

Neem eens aan: ~ (X,Y) is een irreducibele factor van g (X,Y) (even-
.:E. . l?. 

tueel ~ = g ). Dan, als 
.:E. .:E. 

is .:e_1 een priemideaal en g.:E.e.:e_1• Dus is volgens het bovenstaande ook 

f en1• Dit kan niet, omdat dang en f dezelfde gemeenschappelijke 
.:E_ L . .:E_ .:E_ 

factor~ (X,Y) zouden hebben • 
.:E. 

Hierui t volgt direkt, dat g een constante moet zijn: g € C • 
.:E. .:E. 

We kunnen dan opmerken: r,., r" als r" bij r geconstrueerd is volgens: 

r" : u - c [ x, Y] x c [x, Y] 
-1 

X 1--r (g f , 1) 
.:E. l?. .:E. 

Hieruit volgt het bestaan van het ringmorphisme 



{Y(U)-+ C [X,Y] 

-1 
r" 1-+ (g f ) 

E E 
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(Gana dat deze definitie niet van de keuze van E afhangt,) Dit morphisme 

is een isomorfie (Gana), dus 

Lo/(U) = (C[X,Y]. 

De staken van&: 

(a) Als x0 het algemene punt is van Spec c[x,Y], dan 

(b) Als x een niet gesloten punt is, x :f. x
0

, dan E = (~(X,Y)} voor 
E .]. 

een irreducibel polynoom ~. Dan geldt: 

[ 
;i f(X,Y) I ).J... <9' ( xE) = !C X , Yj E = . { g ( X , y ) . g ( X , Y q, B_}. 

(De rationale functies die niet in alle punten van f 2 die op de 

kromme ~(X,Y) = o liggen, de waarde 00 aannemen.) 

(c) Als x een gesloten punt is en m = (X-~,Y-n), dan: !!! . -

&(x!!!) = ~[x,Y] (x-~,Y-n) = {!~i:~~ I g(~,n) :f. o}. 

(iii) De affiene schema's van A en A. 
a 

Zijn A een ring, X:= Spec A en (x·,O'x) het affiene schema van A. Als 

ae:A, dan hebben we de ring A en de open verzameling D(a) ex, . a 

Opm.(a): 
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Want, definieer: 

~ is behoorlijk gedefinieerd en injectief, want: 

bMs NM 
0-=- 3M.-= 0 ~ 3M,N. abs= 0 •••••.•••• (*) n 

a 

sa¾n ----= 
(ab)m+n 

3 aT+:m.. T+n 
0 , > T. b S = Q oe•••••••••••••••••••••••(+E-+E-) 

( *) => ( ~), want a Nb Ms = 0 =:> a (N+M)+¾ (N+M)+ns = o 

(~) =;,, (*) (triviaal). 

Ook is direkt duidelijk dat ~ een ring-morphisme is, en dat ~ surjectief 

is. 

Opm.(S). Volgens opm. 1.24 konden we de twee topologische ruimten 

Spec (A) en D(a) met elkaar identificeren. De basis-verzamelingen voor 
a 

de open topologieen correspondeerden·via 

D( ~) -+--t-r D( ab) 

Merk op dat b b D(-;,;-) = D(1). 
a 

Opm.(y): We kunnen op D(a) twee schoven definieren: 

(y,i) Als U een open verzameling is in D(a) dan hebben we de ring 

&'X(U). Het is duidelijk dat C,,X zo een schoof definieert 

op D(a). We noteren deze met 0' XI D(a). 

(y,ii) Als U een open verzameling is in D(a), dan kunnen we U 

identificeren met een open verzameling in Spec(A ). Op Spec (A) · a a 
hebben we de struktuurschoof 6', afkomstig van A . We hebben 

a 



op D(a) dus ook een schoof van ringen (9-'(U). 

Webewijzennudat CT= <9'X I D(a). 

(i) (o/(n(f)) = (Aa)E_ "-' Aab = (~\(D(ab)). 

1 
(Dus op de open kompakte verzamelingen,Mvan de vorm:,D(ab) komen {I' en 

19'x I D(a) overeen.) 

(ii) Zij U een kompakte open deelverzameli_ng van D(a). Dan is 

voor een eindig aantal elementen (b1, ••• ,b) (Gana). Modulo identifi-. n 
catie kunnen we ook schrijven: 

b1 bn 
U = D (-

1 
) U ... U D (-

1 
) • 

· We moeten bewij zen: <:J (U) "-' C9' X(U). Welnu, Kies s e&(U) en daarbij 

(i = 1, ... ,n) 
b. b. - - I l /Q, l si:= s D(-
1 

)Gv(D(-1 )) 

b. 
Wegens <9'(n(-f))"' &X(D(abi)) vinden we voor elke i een uniek bepaalde 

s!6<9'X(D(ab. )) 
J. J. 

( i = 1 , ••• ,n) • 

Nu volgt uit 

b. b. b. b. 
s. 

J. 
n(..1:.) nn(_J_) 

1 1 = ;j I n(-f )o n(f) 

wegens de commutativiteit van het diagram 

(A) -ab. 
J. 

A ·-+ A ab. ab.b. 
l l J 

-A ab. 
J 
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(Ga na), dat 

s! I D(ab.)nD{ab.) = s! I D(ab.)()D(ab.). 
J. J. J J J. J 

Dus bepaalt het stel {s!}~ 1 een unieke s'e CYX(U) zodat s' j D(ab.) = s!. 
J. i= J. J. 

Uit de schoof eigenschappen van C)' en &X volgt dan gemakkelijk dat de 

afbeeldi.ng 

s 1--+- s' 

een ring-isomorfisme is. 

(iii) Voor niet-kompakte, open deelverzamelingen U van D(a) volgt - door 

overgang op projectieve limieten - uit het voorgaande, dat 

omdat, als v
1 
,v

2 
open kompakte verzamelingen zijn (bijv. binnen U) met 

v
1
cv

2
, en als pen a de restrictie-afbeeldingen zijn, het diagram 

(5' ( V 
2 

) ---E.+ 

5J 
(:J X ( V 2 ) --2...,,. 

commuteert. (Gana). 

Dus: (D(a), (o/.X I D(a)) "' (Spec A , O's A ) 
a pee a 

(iv) Als U ~ open deelverzameling is ~ Spec A, ~ (Spec A,&) is 

het affiene schema van de ring A, dan behoeft { U, C:rj U) geen affien 

schema te zijn. 

Bew: Kies bijvoorbeeld A:= t [x,Y]; .m,:= (X,Y); U:= Spec A\. {xm}. Dan is 

in (ii) bewezen: <9'(u) = A. Dus, als (U, O'ju) een affien schema zou 

zijn, dan moet (u,&ju) = Spec(t[x,Y],0'). 
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Beschouw nu: 

('f, <P) : ( U, t9'1 U) -+ ( Spec A, tr ) 

gedefinieerd door: 

f(x ):= x als x cU 
.E. .E. .E. 

<P(U') := [IY(U') restr. 

(waarbij r- 1u1 := U'()UCU'). Het is duidelijk dat <P(-) functorieel is, 

en dat <Pin de staken identieke morphismen 

O' (x ) ~ O'(x ) 
.E. E 

induceert. Dus zeker lokale homomorfismen. Volgens prop. 2,23 wordt 

(f,<P) dan geinduceerd door het ring-morphisme: 

a:= [1e[x,YJ '" &(Spec A) reSt • O'(u) "' ~[x,Y]J. 

Dit is het identieke morphisme op (C[X,Y]. Volgens stelling 2.25 (de 

dualiteit tussen de categorieen CRg en AffSch) geldt dan, dat ook (f,<P) 

het identieke morphisme is, dus ook f. Tegenspraak. Dus is (u,&ju) geen 

affien schema. 

(v) De projectie van de parabool Y = x2 op de X-as in ~2 . 

Y-as 

Parabool: Spec ~ [x 'Y] /( Y-x2) 

X-as 



2a. 10 

De projectie TI wordt als Spec~ geinduceerd door het ring-morphisme 

R, := ic[x,Y1/(Y) ~ q;[x,YY<y-x2) =: R2 

X-+ X(mod(Y-X2 )) 

Als G(X) = (x-n 1 )(x-n2 ) ••. -~X-nn) eR1, dan is U:= D(G(X)) een open 

verzameling op de X-as, en TI U = D(~(G(X)) = D(G(X))CSpec R2• (Dus 

de gesloten punten op de parabool plus het algemene punt, waaruit de 

gesloten punten {(n. ,n~)}~_ 1 zijn weggelaten.) We hebben dan, als ~ het 
1 1 1- · 

morphisme van affiene schema's 

( TI , w ) : ( R
2 

, G-
2 

) - ( R 
1 

, er 
1 

) 

induceert, het ringisomorfisme 

H(X) ~ H(X) (mod(Y-X2)) 
G(X)n G(X)n 

Ga zelf na dat oak de staak-morphismen 

2 (waarbij we met n, resp. (n, n ) bedoelen de punten in R1 resp. R2 , die 

corresponderen met de priemidealen (X-n)cR1 resp. (X-n,Y-n2)cR2 ) iso­

morphisme zijn. 
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§3, Preschema's 

Definitie 3. 1. Een paar (X, 6') heet een geringde ruimte als X een topo­

logische ruim.te is en O' een schoof van ringen op X. 

Als (X,(o/) een geringde ruimte is, en UCX een open deelverzameling, 

dan induceert (9' op U een schoof <!1 I U, door voor elke open verzameling 

VCU te definieren: ((9'Ju)(V):= 0'(V). 

Definitie 3.2. Een geringde ruimte (X, &) heet een preschema als bij elk 

punt x €X een open omgeving U van x kan worden gevonden, 

zodat (u,&Ju) een affien schema is. 

Opmerking 3. 3. Als ( X, (9') een pres chema is, en x e: X, dan is de staak 

(;J(x) een lokale ring, want kies een affiene omgeving U van x. Zeg 

(u,O'Ju) = Spec(R). Dan is 

(9' ( x) = liW: 0- ( V) = 
xev 

V open 

lim C;)"(vnu) = 
x<.sV 

V open 

R 
.I?. 

als x, als punt van het affiene schema van R, correspondeert met het 

priemi deaal .I?. c R. 

Definitie 3.4. 

heet een morphisme van preschema's als 

(i) (x,(9-X), (Y,ety) zijn preschema's 

(ii) (f,~) is een morphisme van schoven 

(iii) Vxe:x. ~(x): <9'y(fx)-+- G'X(x) is een lokaal homo­

morphisme. 

Opmerking 3,5, Op deze wijze hebben we een categorie van preschema's 

PreSch gedefinieerd. Doordat we aan de morphismen van PreSch de eisen 
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uit def. 3,4 hebben opgelegd, is de categorie der affiene schema's Affsch 

een volle deelcategorie van PreSch. 

Opmerking 3.6: Elk preschema (X,8) is ~ T0-ruimte. (Dit volgt direkt 

met behulp van opm. 1.4.) 

Opmerking 3,7: Als (x,(9') ~ preschema is,~ Vis~ gesloten deel;.. 

verzameling ~ X, ~ geldt: 

V irreducibel ~ 3 xe X, {x} = V. -
Bew: Zij V irreducibel. Dan kunnen we xeV kiezen. Zij U een open affiene 

omgeving van X. Als VC U, dan volgt de bewering direkt ui t prop. 1. 11. 

Zij nu v<f;u. vn U is een irreducibele deelverzameling van u, en heeft 

dus een algemeen punt, zeg x0• Zij nu {x0} de afsluiting van {x
0

} in X. 

Dan geldt: 

- C 
V = { x

0
} U ( V n U ) • 

Omdat vnuC :/: V moet {x0} = V zijn. Voorts is direkt duidelijk dat als 

x ev, {x} irreducibel is, en dat V precies een algemeen punt x0 heeft. 

We hebben een preschema gedefinieerd als een topologische ruimte met 

een schoof van ringen, die overdekt kan worden door open verzamelingen 

die - met de geinduceerde schoof - affiene schema's waren. 

Uit de topologie weten we, dater procedures zijn om ruimten "aan elkaar 

te plakken". We kunnen ons afvragen "of het mogelijk is, om collecties 

affiene schema's (U.,<9'.) op een analoge wijze samen te voegen tot een 
J. J. 

preschema (~ Ui,&). Voor wat betreft de topologische ruimten Ui is er 

geen probleem, maar men zal de schoven (!J'. tot een schoof tr op Uu. 
J. J. 

moeten zien samen te voegen. 

Propositie 3,8: Zij X ~ topologische ruimte ;met o~en overdekking 

(x.).,..., r· 
J. 1= 

Zi i on elke X. een schoof (9'. gegeven. Noteer: X .. := X. n X.; ~=-- J. -- 1 - - J.J J. J 

X .. k:= X. n x.() Xk. Laat voldaan zijn ~ de volgende 
J.J J. J 

"plakvoorwaarden": 
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( i) Y.25E:.. elke i ,j e I bestaat ~ ~ isomorfisme ~ schoven 

(id,e .. ): (x .. ,'5'.jx .. )~ (x .. ,G'.jx .. ) 
1J 1J 1 1J 1J J 1J 

-1 
-
en _het stelsel { e .. } is zo gekozen dat e .. = e . . en e. . = id. 

1J - - - -- 1J J1 - 11 

(ii) Als e~.:= e .. I x .. k: (X .. k,('.]'.jx .. k)4 (x .. k,cr.1x .. k) dan geldt: 
-- 1J 1J 1J 1J 1 1J 1J J 1J 

i k j 
8.ko 6 .. = 0.k, .!££!:. elke i,j,ke:I. 

J 1J 1 

Dan bestaat ~ precies een geplakte schoof (!t .2E. X zodat 

(x.,e1x.) ..!:!... (x.,&.). 
1 1 1 1 

Bew: Voer allereerst de volgende notatie in: Als U een open deelver­

zameling is van X, dan: 

u. := unx. u .. := u.nu .. 
1 1 1J 1 J 

Beschouw het diagram 

u .. 
p. 1J 

1 u. 
'3. (U.) 1 <9'. (U .. ) 

y11 1 1J 

II u .. 
v6I 1J 

e')U)~ 
p. 

p. 
u. e .. (u .. ) J 

J 0. (U.) sJ J1....., 1J ) I e'.(U .. ) <". (U .. ) 
J J J 1J 1 1J 

Di t geeft: ( we praten over schoven van ringen, abelse groepen, etc. ) een 

afbeelding 

IT $ (U ) 
I V V 

ve u.. u .. 
P. u1J O P. - e .. (u .. ) " P . u1J " P. 

1 i 1 J1 1J J j J 

Dus hebben we een afbeelding fU' gedefinieerd door: 

e-. (u .. ) 
1 1J 

(voor elke i,j). 
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Definieer nu: 

We hebben nu voor elke open deelverzameling U 

groep, etc.) e"(U) gedefinieerd. We moeten nog 

schoof is, en aan de gewenste eigenschap cr1 Xi 

eenduidig bepaald is. 

(i) $ is een preschoof: 

van X een ring (abelse 

controleren dat (J' een 

= <:o/. voldoet, en dat $' 
l. 

Als U, V twee open verzamelingen in X zijn, en UCV, dan hebben we het 

diagram: 

o- <9'(u)- JI 
\) 

t 

e (U ) - JI 0k(Ukl) 

\)rrr· .. ~ k,l I- JI pk 

v v k,l 

0--+ G°(v)- JI <:)' (V )--+ JI &k(Vkl) 
v v v k,l 

Ukl 
V ..... :(a) 
kl 

u Hiermee zijn de restricties pv: <9'(V)-+- e'(U) gedefinieerd. Het is 

direkt duidelijk dat, als W:>V;:)U, geldt: 

(ii) Co/ is een schoof: 

Zij U een open deelverzameling van X, met een open overdekking 

u = U uµ. 
µSf 

We moeten beide schoofeigenschappen controleren. 

( ii , i ) Als s , t e:: <5' ( U) en s I Uµ = t I Uµ voor elke µ B r • dan s = t: 

Noteer: u~: = uµ n x. ; u~.: = u~ o u~. 
l. l. l.J l. J 
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Omdat e' ( U) C II C9' ( U ) , kunnen we s chrij ven: 
V V V 

Bovendien is volgens (a): 

Dat wil zeggen: Voor elke µer geldt: 

Dus, omdat (!J v een schoof is, geldt voor elke v: sv = tv. Volgens (S) 

wil dit zeggen: s = t. 

(ii,ii) Als voor elke µe.r een sµecY(Uµ) gegeven is, zodat voor elke 

µ,>,,er geldt: 

dan is er een s e G'(U) zodat s I ul-l = s , V µer. 

Wegens 8' (Uµ )C II 
veI 

0' (Uµ) kunnen we schrijven: 
V V 

µ ( µ) sµ I uµ>,, = ( sµ I Uµ>,,) ( ) 
s = sv ver v v veI ·•·••• E 

zodat voor elke v GI geldt: 

Dus, omdat & een schoof is, is er voor elke vG:I een unieke s e & (U ) 
V V V V 

te vinden, zodat 

\,'µer. •o••••••••••oooo(y) 

We hebben derhal ve het element ( s ) -Te II & (U ) , en, als fU( ( s ) ) = 0, 
V \J1:,µ veI V V V 

dan (s )E co/(u). 
V 
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Welnu: 

u.. u .. 
' fu ( ( s \,) ) = II [P . UJ. J O p . - e .. ( u. • ) 0 p • UJ. J O p • J ( ( s ) ) • • • • • • ( 0 ) 

V • • J. • J. J J. J.J J J• J \) J. ,J J. 

Er geldt, als i,j er: 

u .. 
e .. (u .• )0 p. UJ.Jop,((s )) = [e .. (u .. )](s. I u .. ). 

JJ. 1J J j J \I JJ. 1J J J.J 

Voorts: u .. = u u~. 
1J µer J.J 

en voor elke µer hebben we: 

(Cf. ( E:) ) • 

Dus: f (sµ) = II~~ I u~. - e .. (u~.)(s~ I u~.)] = o 
U

µ . , 1 J.J J 1 J.J J J.J 
J. ,J 

(µer). 

Met andere woorden: 

Vi,jer Vµer. s~ I u~. = e .. (u~.)(s~ I u~.) ...... (-r) 
J. J.J JJ. J.J J 1J 

Volgens (y) is s. I U~ = s~, dus s~ I U~. = s~ I U~ .• Ook, omdat het 
J. J. J. J. 1J J. J.J 

diagram 

0.(u~.) er. (U~.) 
J J.J 8 .. (U~.) J. J.J 

f restr. 

JJ. J.J 

f restr, 

e-.(u .• ) 0 .. (U .• ) 
<o/.(U . . ) 

J J.J J1 1J 
J. 1J 

commuteert,. geldt: e .. (U~.)(s~) = e .. (u~.)(s. I u~.) = e .. (U .. )(s.lu .. )!u~ .. 
JJ. J.J J JJ. 1J J JJ. J1 J.J J J.J J.J 

Met andere woorden: Voor elke µ6:f geldt (Cf. (t)): 

e .. ( u .. )( s . I u-.. ) I u~ . = s . I u~ . = ( s . I u· .. ) I u~ .. 
J1 J.J J J.J 1J 1 J.J J. 1J J.J 

Omdat e .. (u .. )(s. I u .. )e&'.(u .. ) ens. u .. e&.(u .. ), en-omdat 
JJ. J.J J J.J 1 J.J J. J.J J. J.J 



u .. 
1J 

= u uµ .. 
µer 1 J 
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en &. 
1 

een schoof, geld.t: 

e .. (u .. )(s. I u .. ) = s. I u .. 
J1 1J J 1J 1 1J 

waarmee uit (o) volgt: :r.U((s )) = O. Dus (s) 
1
e0-'(U). · v v ve 

Nu nog te bewijzen: (s ) I Uµ = sµ. Dit volgt aldus: 
\) 

(s ) 
\) \) 

= (s I uµ) 
\) \) \) 

Dus l9' is een schoof op X. 

Nu bewijzen we: 

(iii) Vier. ~Ix.=& .. 
1 1 

Definieer 

als volgt. Zij Uk een open deelverzameling van Xk, en noteer: 

We moeten definieren: 

Voor elke i GI hebben we het morphisme: 

restr. ek. (Uk . ) 
1 ,1 

~.(Uk.) 
1 ,1 

Dus hebben we een eenduidig door deze morphismen bepaald morphisme 

&k (Uk) -------U-- TI (9'. ( Uk . ) ' 
k . i 1 ,1 

~ [ek. (Uk . ) 0 pk U '
11 

1 1 ,1 k 

Als a E & k (Uk) , definieer dan: 

Uk i 
<I>k(uk)(a):= ~[8ki (uk,i)" Pk uk' ](a). 
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Ten eerste moeten we nagaan dat ~k(Uk)(a)e&'(Uk). Welnu: 

Uk . 
fUko~k(Uk)(a) = fUk[(eki(uk,i)1>pk uk'1(a))J = 

en di t is nul d. e. s. d. als voor elke s, t E I geldt: 

u u 
k,st ~e (U )op k,s(a) = 

PS uk,s ks k,s k Uk 

u u 
(u ) k,st 0 ( ) k,t( ) 

= 8ts k,st •Pt u O kt Uk t •Pk U a ••••••••••••••••••• ( 1 ) 
k,t ' k 

Omdat de diagrammen 

e\<uk,t) 

8kt(Uk t) ' ) ~ (uk,t) 

u I IP uk,st k,st 
; 

Pk uk,t t uk,t 

(9'k(Uk,st) 
8:t (Uk ,st) 

(5\ (uk,st) 

e,k (uk,s) 
ek (Uk ) s ,s 

(9-s (Uk,s) 

uk,stl l uk,st pk U PS U 
k,s k,s 

(o/k (uk,st) t)' (Uk t) t 8ks(uk,st) 
s ,s 

· commuteren vinden we voor de rechterterm van ( 1 ) : 
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u u 

0 ( ) k, st 0 ( ) k, t ( ) = 
ts uk,st opt Uk,t 

O 

kt uk,t opk Uk a 

u 
= e!s(Uk,st)opk u:,st(a) .................................... (2) 

De linkerterm van (1) wordt: 

u u = 0t (U ) k,st k,s( ) = 
ks k,st 0 pk Uk opk U a 

,s k 

= t ) Uk, st ( ) ( ) 9ks (Uk,st O pk Uk a ' 0 
•• '

0 0 
•• 

0
.' •• 

0
'. 

0
• 

0
.' •••• ' ••• ' ••• '. 

3 

Uit (2) en (3) volgt de gelijkheid (1). Dus geldt: 

Uit de definitie van ~k(Uk) volgt gemakkelijk dat ~k(uk) functorieel is, 

en een ringhomomorfisme (in het geval van schoven van ringen). Nu nog 

te bewijzen dat ~k(Uk) bijectief is. 

(iii,i) ~k(Uk) injectief. 

Beschouw het commutatieve diagram 

/CIII ( ) id. vk Uk ---+-

<k(Uk) l r proj. 

(o/ (Uk) --- IT &. (Uk . ) i ]. ,i 

Dan volgt direkt dat ~k(Uk) injectief is. 
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(iii,ii) <l>k(Uk) is surjectief. 

Zij. b€ ~(Uk). Dan kunnen we b opvatten als element van II ( 0-. (Uk . ) ) 
i l ,l 

en schrijven: b = (b.). I' Beschouw: 
l lS 

II (9'. (Uk . ) . ,> e' (Uk k) = (.9-k(Uk) 
1 1 ,1 proJ. k , 

b bk. 

Uk . 
(r[eki(Uk,i)opk uk'l])(bk) ................ (4) 

Omdat be0'(Uk) = Ker(fu ) geldt eveneens: 
k 

u .. 
\li,jeI. p. k,lJ(b.) = 

l Uk . l 

u .. 
e (u ) k,lJ(b.). . . k .. op. 

JJ. ,lJ J Uk . J 
,1 ,J 

In het bijzonder, als j = k: 

Dus , vlgs ( 4 ) : 

u . 
<Pk (Uk) (bk) = ~ ( p 1· Uk' l ( b. ) ) = ( b. ) . I = b 

1 k . 1 1 1e 
,1 

waarmee de surjectiviteit bewezen is. 

(iv) Nu nog te bewijzen: 0 is eenduidig bepaald. 

Stel, we hebben twee schoven <9' en $'' op X zodat voor elke ke:I geldt: 
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Definieer nu: 

(id.,~): (X,ef')- (X,<9') 

als volgt: Zij s € eJ' (U), U een open d.eel verzameling van X. Noteer: 

Uk:= U()~ en beschouw: 

s 

'P'(U )-1 
k k 

Dan volgt volgens de functorialiteit der isomorfismen ~ken ~k: 

Er is dus precies een te&'(U) zodat t I Uk= tk. Definieer: 

~(U): G'(U) _. G'1 (U) 

s ,__ __ 
t 

Omdat ~ken ~k isomorfismen zijn, en(:)' en <9'' aan beide schoofeigen­

schappen voldoen, volgt dat (id,~) een isomorfisme van schoven is. 

Opmerking 3,9: Zij X = U X een open overdekking van een topologische 
- - a a . 

ruimte X. Als {(X ,S' )} een collectie geringd.e ruimtes is, die voldoen a a a · · 
aan de plakvoorwaarden van prop. 3,8, dan hebben we de geplakte schoof 

(X,G-X). Zij (Y, (!JY) een and.ere geringde ruimte, en laat voor elke a een 

morphisme 

gegeven zijn, zodat voldaan is aan: 



(i) Va,s. 

(ii) Va, s, 
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xsxa n XS ~ <I> Cl, (x) = <I> s(x) 

[4>o:(x): <~\(<t>Cl.(x))-+ a-X(x)] = 

( d. w. z.: op de doorsned.e XC/. n XS stemmen 4> a en <I> S 

in de staken overeen.) 

Dan induceert {(<l>C/.,<I>C/.)}a op eenduidige manier een morphisme 

zodat 

(qi ,<I>)= [(x ,& ) = (x ,Crxlx )~ (x,<9-x) - (Y,<9'y)]. 
Cl Cl Cl, Cl Cl Cl (<j>,4>) 

Want, wegens cf>Cl.x = <l>sx als xe:xanxS is cp: X-+ Y gedefinieerd. Voorts, 

kies U open in Y. Dan is 

We hebben twee morphismen 

tussen de schoven (Y,e-'y) en (Xa(\xs,O"xlxaf'\XS), die volgens het gegeven 

in de staken overeen stemmen. Volgens lemma 2.22 zijn deze morphismen 

dan gelijk. 

Kies nu ss <9'Y(U) en zij s := <I> (U)(s)eO'x(<t>-1Uf'lX ). Dan geldt: 
Cl Cl, Cl 

en d.erhalve induceert het stelsel (s ) een eenduidig bepaald element 
Cl Cl 

,. 
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-1 
s 'e O' x( ~ U), zodat 

v(;I., s' I ~-1unx = 
(;I. 

Dus hebben we een afbeeld~ng 

S I-----+ S I 

gedefinieerd. Gana dat (~,~) aan de eisen voldoet. 

Opmerking 3.10: Als (T,to/T) ™. Preschema is., dan_kan elke_open verza­

meling geschreven worden als ~ vereniging-™. affiene 

open stukken. 

(Ga na, dat als T = U TCI. een open affiene overdekki_ng is van T, en 

T = Spec(R ), dat dan het stelsel 
(;I. 0( 

U {D(a ) } eR 
Cl. a a 

0( 0( 

een basis is voor de open topologie van T, en dat bovendien: 

(D(a ),&TID(a )) = (Spec(R) ,els (R) 
Cl. Cl. Cl. a pee 

a a a a 

(Cf. §2a, (iii)). 

Stelling 3.11: In PreSch bestaan voldoende gevezelde produkten. 

Bew: Het bewijs verloopt in verschillende stappen. Allereerst een 

notatie afspraak: Preschema's 

zullen kortheidshalve worden aangegeven met Spec (A) resp. X, als geen 

verwarring ontstaat. 

Wel zullen we morphismen van preschema's altijd aangeven met paren 
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(¢,4>): X-rY 

inplaats van 

en niet met 

~: X-+- Y. 

Met de laatste notatie zullen we altijd de onderli_ggende continue af­

beelding aangeven. 

Bewering (i): Als X, Y, Z de affiene Schema's zijn ~ de ringen A, B, 

resp. c; dan is 

X rry z = Spec(A ®BC). 

Bew (i): Beschouw een commutatief diagram in PreSch 

T~ 

Spec A ®BC - Spec C 

! t •••••••••••••••••• ( 1 ) 

Spec A -►o Spea B 

(We hebben aan het einde van §2 gezien, dat als Teen affien schema is, 

er een uniek morphisme 

T-r Spec A §BC 

bestaat, dat het diagram (1) commutatief afmaakt.) Neem nu aan dat T 

een willekeurig preschema is. Dan kunnen we een open affiene overdekking 

(T) vinden voor T. Omdat de T's affien zijn, hebben we voor elke a a a a 
unieke factorisaties (TI ,IT ) van zowel (~ ,w ) als van(~ ,~ ) a ~ a a a a 



T 
Cl, .... 

', 

3, 15 

', (1r ,II ) 
',.... C(, Ct 

'~spec A eB C - Spec C 

! ! •e•••••••••e•teo{2) 

Spec A --+ Spec B 

(Deze laatste morphismen zijn uiteraard gedefinieerd door 

(qi ,<I> ):= [T --- T tL.il Spec A] 
a a a kanoniek 

(1/J ,'11 ) := [T --- T iL.tl Spec c] . ) a a a k . anon1ek 

We gaan nu de morphismen (1re1,,IIe1,) "aan elkaar plakken" tot een morphisme 

( 1r ,II): T -r Spec A ijB C, 

Beschouw Ta() TS. Schrij f deze open verzameling als vereniging van open 

affiene stukken: (Cf. opm. 3,10) 

T () T
0 

= U V., 
a µ ie I 1 

Dan hebben we voor elke i twee morphismen: 

V.-T -T 
J. Cl, 

Beide zijn de kanonieke afbeeldingen V. -r T. We hebben derhalve, als 
1 

we noteren: 

(qi.,<I>.):=V. kan~ 
T ( ~ 2q>) l Spec A 

J. J. J. 

(1/J.,'!1.):= v. kan. 
T 

(qi,<I>) Spec C 
J. 1 J. 
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en: 

(TI .,TI .):= [V.-+ T 
a;i a,i i a 

( TI ,TI ) 
a a ] ---~ Spec A 0B C 

het commutatieve diagram: 

v. 
l ,, 

1\ 
'\(Tia. ,Tia .) ,, ..,,i ..,,i 

(,r .,TI .)'_, 
a,i a,i ,' 

\ 

'-' ~~ 

(1/J.,'¥.) 
l l 

(<j>. ,qi.) Spec A 0B C ---- Spec C 
l l ! 1 

Spec A------ Spec B 

Dus, omdat V. affien is, moeten de factorisaties van (1/J.,'¥.) en (<j>. ,4>.) 
l l l l l 

uniek zijn, dus 

(TI .,TI .) = (n
0 

.,TI
0 

.). 
a,i a,1 ..,,1 ..,,1 

Dit kunnen we bereiken voor elke V .• Dus stemmen (TI ,TI ) en (n 0 ,TI
0

) 
l Ct Ct µ µ 

overeen op elke affiene deelverzameling V. van de open overdekking 
l 

T () TO = U V. • Dus geldt di t oak voor de staken in de punt en van T (l T
O

• 
Ct µ l a µ 

We hebben volgens Opm, 3,9, dus een uniek bepaald "geplakt" morphisme 

(n,TI): T-. Spec A ®BC 

gevonden, dat het diagram (i) commutatief afmaakt. (Gana). 

Bewering (ii) : Als ~ ™ gevezeld produkt 

.(p,P) 
X 

l 
s 
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hebben in PreSch, ~ UCX is -™ open deelverzameling, dan hebben ~ 

het preschema 

~ !:!, geldt: 

W­

(q,Q) 1wj 

(p,P)lw>u 

l 
Y----s 

o••••••••••••o••••••ee••• .. •••••(3) 

is~ gevezeld produkt. (Het is duidelijk wat we met de morphismen 

(p,P) jw en (q,Q) jw bedoelen.) 

Bew (ii): Diagram (3) is uiteraard commutatief. Beschouw nu een commu­

tatief diagram 

•••••••e•••o•••o•••••••••••••••(4) 

Y---s 

Dit induceert een unieke factorisatie, gegeven door het diagram 

(cp,¢) 
WI ~ U 

\-'.n,Il) \ 
YII X (p ,P) X 

s 

(q,Q)l l 
Y-----r S 

Voorts, p 01r(W' ) = </>W' CU. Dus 

W' (1r,II) w 
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en deze is uniek bepaald, en maakt diagram (4) commutatief af, 

Bewering (iii): Als 

XIT8Y ( 9,,Q) > y 

(p,P) l l 
X s 

-™ gevezeld_ produkt is. in PreSch,.~Q._ is.~ open 

deelverzameling vanX, en Y is een open deelverzameling 

~ Y, dan hebben ~ ~ preschema 

en!:!_ geldt: 

w 

(p,P)lw l 
(q,Q)lw v 

l 
u-----+ s 

is~ gevezeld produkt, 

Bew (iii): Dit volgt door bewering (ii) twee keer achtere'~n toe te passen. 

Bewering (iv): Als X, Y, S preschema 1 s zijn, ~ 

{

(u,U): 

(v,V): 

X-+ S 

Y-+ S 

zijn morphismen ~_preschema's, ~. S' is_~open_deel­

verzameling rn S zodat ~ hebben het preschema 

(s1 19' )·= (s 1 e- Is') 
' S' . ' S 

dan geldt: Als u(X)CS' ~ v(Y)CS' dan: 
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z X z X 

! ! (u,U) ! l (u,U) 

y s gevezeld produkt ¢=:::;> 

(v ,V) 
y S' gevezeld produkt, 

(v,V) 

Bew (iv): Triviaal. 

Bewering (v): Als X ~ preschema is ~ open overdekking (X.).,,.... I· Dan 
J. l.= • 

hebben ~ preschema's 

(x.,ex ):= (x.,&xjx.). 
J. • J. J. 

J. 

Stel ~ hebben ~ commu.tatief diagram in PreSch: 

(p,P) 
X 

l • e • • o e o o • e o • o • • • • • o ~ o • • e o • • o o .(5) 

z 

( q,Q) l 
y --- s 

en definieer: 

dan geldt: Als .Y.£2!. elke i e I 

(p,P) iz. 
Z. ____ i* X. 

(q,Qllzi 1' 1' 
y ----~s 

~ gevezeld produkt is, dan is diagram (5) ~ gevezeld 

produkt. 

Bew (v): Beschouw een commutatief diagram 

,. 



3,20 

•••••••••••••••••••••••••••• (6) 

Y---i-S 

in PreSch, en definieer Z!:= p 1 -
1(x.). Dan hebben we een preschema 

1 1 

( z ! , c,,z' ) : = ( z ! ' &z' I z ! ) 
1 . 1 1 

1 

en een unieke factorisatie (TT. ,IT.) van (p,P)Jz! en (q,Q)Jz!, zeals aan-
1 1 1 1 

gegeven in het diagram: 

(q' ,Q') Jz! 
1 

We kunnen de morphismen 

Z!--~ 
1 

\(TT.,IT.) 
\ 1 1 
' ' \ 

' ,I, 

(p',P')Jz! 
1 

z. ----x. 
1 1 

l l 
y ----s 

Z! 
1 

(TT.,IT.) 
__ 1 __ 1_ z. z 

1 kanoniek 

weer plakken tot een morphisme 

dat uniek is bepaald en diagram (6) commutatief afmaakt. Dit volgt, omdat 

volgens bewering (ii) de diagra.mmen 

(p,P)Jz.nz. 
Z. () Z. ----1---=-J-+- X. () X. 

, lJ 1" J 

y s 
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gevezelde produk.ten zijn wegens z.nz. = p-1(x.nx.). (Gana). 
1 J 1 J 

Bewering (vi): Als X, Y, S, Z preschema's ziJn, ~ (Xi)i ~ (Xj)j open. 

overdekkingen ,™- X resp, Y, ~ ~ ~ diagram in PreSch 

z 

(q,Q) l 
(p,P) > X 

l • ai • • • e o • o Cl•• o 4 • • • • • e • • • e o o • o o • (7) 

Y---s 

commuteert, definieer dan: 

-1 -1 z .. := p x.nq Y .. 
1J 1 J 

Dan geldt: Als rn elke i ,j de diagrammen 

(p,P) 1z .. 
1J Z .. ____ _...-+ X. 

1J 1 

(q,Q)jzij 1 l 
Y. ------+ s 

J 

gevezelde. produkten zij n, ~ is .22f. diagram ( 6) ~ ge­

vezeld produkt 

Bew (vi): Bewering (vi) is een rechtstreekse generalisatie van bewaring (v), 

(Ga na), 

Bewering (vii): Als X, Y, S preschema 1 s zijn met open overdekkingen (:ici \, 

( Y j ) j rn. resp, X ~ Y ~ als !!.:. twee vastgekozen ~ 

phismen 

X 

l (u,U) 

y ---s 
(v,V) 

hebben, dan geldt, als Y22E._ ~ i,j ~ ~ gevezeld 

produkt 
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z .. x. 
l.J l. 

l l (u,U) Jx. 
l. 

Y. s 
J (v,v)I Y. 

J 

bestaat, dan is .!!:E_ ook ~ gevezeld produkt 

z 

l 
y 

----x 

l (u,U) 

--~s 
(v,V) 

Bew (vii): We nemen aan dat de overdekking (Yj)j van Y uit een e+ement 

bestaat. (Anders passen we onderstaand bewijs tweemaal toe, eerst op de 

overdekking (X.). en dan nogmaals op de overdekking (Y.) .• ) 
l. l. J J 

We hebben dus voor elke i een gevezeld produkt 

(:p. ,P.) 
z. l. l. x. 

l. l. 

1 l (u,U) x. 
l. 

y s 
(v,V) 

Noteer nu: 

x .. := x.nx. 
l.J l. J 

Z .. := p: 1(x .. ) ; 
l.J l. l.J 

z .. := p:\x .. ) 
J l. J l.J 

(Dan hebben we preschema's 

(Z .. ,G'z ):= (Z .. ,l~\ Jz .. ) 
l.J ij l.J i l.J 

< z .. , crz ) : = c z .. , erz I z .. ) ) . 
Jl. . . Jl. . l.J 

J l. J 

Volgens bewering (ii) hebben we de volgende twee gevezelde produkten: 
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(p. ,P.) lz .. (p. ,PO ) I z O 0 

z .. 1 1 lJ) x .. z .. J .] ,]1~ x .. 

C 
1J J1 1J 

l (u,U) Jx .. ; l l (u,u) Ix .. 
1J 1J 

y s y s 
(v,V) (v,V) 

Omdat gevezelde produkten op isomorfie na bepaald zijn *), hebben we 

dus isomorfismen van preschema's 

(Z .. ,Co/'z ) 
1J .. 

(Z .. ,lo/z ) 
J1 .. ao1Jc~••••••o•••(8) 

1J (qi • • ,e .. ) 
1J 1J 

J1 

voor elke i en j. We kunnen dus topologisch Z .. en Z .. yia qi •• met elkaar 
1J J1 1J 

identificeren. Dit betekent, dat we de leden van de familie (Z.). langs 
1 1 

de stukken Z .. "aan elkaar kunnen plakken" als topologische ruimten. We 
1J 

hebben daarmee een topologische ruimte 

z = u z. 
1 

verkregen, met Z. . = Z . . = Z. fl Z . . Bovendien hebben we voor elke 1 een 
1J J1 1 J 

schoof G' z. op Zien - volgens (8) - preschema-morphismen 
1 

(z .. ,G'z lz .. ) 
1J . 1J 

1 (id, e .. ) 
1J 

(z .. ,ffz lz .. ). 
1J , 1J 

J 

De "plakvoorwaarden11 van prop. 3,8 zijn a.equivalent met de com.mutativiteit 

van het diagram 

(z .. k,ez lz .. k) ~ (z .. k,e-z Jz .. k) 
iJ i 1J . J.J k 1J 

(id,0~.) 
1J 

(id,efk) 

( z .. k, (9'z I z .. k) 
1J , 1J 

J 

(id,B~) 

*)Cf.appendix. ,, 

a a o • o e • o o' o • ( 9 ) 



(Waarbij z .. k = Z. (\ z. () zk en e~. = e. . I z .. k), 
J.J J. J J.J J.J J.J 

Beschouw nu het volgende commutatieve diagram: 

(Z. "k'&z Jz. 'k). J.J i J.J ,, 
,\ 

(p. ,P.) Jz. 'k J. J. J.J 
' ' ' ' ' ' 

\ ~ 

J J J.J 

(z .. ~,&z Jz .. k) ----- x .. k 
iJ l j J.J (p.,P.)Jz. 'k liJ 

y s 
(v,V) 

(u,u)Jx .. k J.J 

De twee factorisaties ZJ.Jn (id,0~.) en (id,0ki.)o(id,0~k). Deze ZJ.Jn 
J.J J J. 

gelijk, Dus commuteert diagram (9) en is aan de plakvoorwaarden voldaan. 

We hebben hiermee een preschema (Z,e'Z) geconstrueerd (waarbij l9'Z de 

geplakte schoof is) en een diagram 

---x 
(p,P) i (u,U) 

----4-S 
(v,V) 

(Gana dat (p,P) en (q,Q) door plakken zijn te verkrijgen.) Uit de con­

structie van (Z,<9'Z) volgt direkt dat dit laatste diagram een gevezeld 

produkt is. 

Bewering (viii): Zijn S, X, Y preschema's, terwijl (Si)i ~ open over­

dekking is rn S, Zijn verder gegeven twee morphismen 

rn preschema I s 

X 

i ( u,U) 

Y---s 
(v,V) 
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. . -1( ) -1( ) en zi, X. : = u S. , Y. : = v S. • Dan geldt: Als voor -=- ]. ]. ]. ]. - -----
elke i ~~ gevezeld produkt 

(p. ,P.) 
Z. __ ;;;;..i _..;;1~ X. 

]. ]. 

( qi , Qi ) l l ( u, u) I xi ................. ( 1 o ) 

Y. ---- S. 
1 (v,V)IY, 1 

]. 

bestaat, dan is ~ ook ~ gevezeld produkt 

z---x 

l l (u,U) 

Y---s 
(v,V) 

Bew (viii): Als X .. := X.liX. en Y .. := Y.nY., dan ziJn X .. en Y .. open 
J.J ]. J J.J ]. J J.J J.J 

deelverza.melingen van resp. X. en Y .• Omdat (10) een gevezeld produkt 
]. ]. 

is, is volgens bewering (iii) ook 

(u,U) Ix .. 
J.J 

Y •. -----s 
(v,v)!Y .. 

J.J 
J.J 

een gevezeld produkt. (Z .. : = p -:- 1 (X .. ) n q-:- 1 (Y .. ) ) • Met andere woorden: 
J.J ]. J.J ]. J.J 

de gevezelde produkten (11) bestaan. 

Nu geldt: 

Z .. = X .. ITS Y .. "'X. ITS Y. (als preschema's) ...... (12) 
J.J J.J J.J ]. J 

want: Beschouw een commutatief diagram 

(p,P) 
T x. 

l 
]. 

(q,Q) l (u,U) Ix. 
]. 

Y. s 
J (v,v)IY. 

J 
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Dan is up(T)cu(x.)cs. en vq(T)cv(Y.)cs .• Omdat het diagram commu-
1 1 J J 

teert geldt dan, als S .. := S. n S.: 
1J l. J 

up(T)C S .• 
l.J 

vq(T)C S ••• 
l.J 

Dus ook: p(T)CX .. en q(T) CY ... Dus hebben we een commutatief diagram 
l.J 1J 

(p,P) 
T x .. 

( q,Q) l ( (u,u) Ix .. 
l.J 

Y .. s 
1J (v,v)IY .. 

. l.J 

en, omdat (11) een gevezeld produkt was, is er precies een morphisme 

(n,rr), zodat het diagram 

(q,Q) 

T 
\ 
\ 

\ (n,rr) 
\ 
~ 

z .. -----x .. 

1'J 1'J 
Y •• ------+ S 

1J (v,V) jY .. 
1J 

commuteert,_Hieruit volgt, dat 

z .. ----- x. 

(J l 'cu,u) lxi 

Y. ----- S 
J (v,v)IY. 

J 

(u,u)jx .. 
l.J 

een gevezeld produkt is, en, omdat gevezelde produkten op isomorfie na 

bepaald zijn, dat 

X. . rr
8 

Y.. = Z. . c:! X
1
. TIS YJ •• 

l.J l.J l.J 

,. 
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We hebben dus nu gevonden, dat voor iedere i,j een gevezeld produkt 

x. ITS Y. bestaat, Volgens bewering (vii) bestaat er dan ook een gevezeld 
]. J 

produkt X ITS Y. 

Nu zijn we gereed om stelling 3,11 te bewijzen: 

Bewi.js van stelling 3,11: 

Beschouw twee gegeven morphismen van preschema's 

X 

y ----+ 

(v, V) 

l (u,U) 

s 

Overdek Smet een collectie open affiene stukken (S.) .• Definieer: 
]. ]. 

x.:= u- 1(s.) 
]. ]. 

Y.:= v- 1(s.) • 
]. ]. 

Overdek Xi met open affiene stukken (Xik)k en Yi met open affiene stukken 

(Yi
1

)
1

. Dan bestaan volgens bewering (i) alle gevezelde produkten 

Omdat Xi= U Xik en Yi= Uyil bestaan volgens bewering (vii) ook alle 

gevezelde produkten 

Volgens bewering (viii) bestaat dan ook X ITS Y met 

y 
(v,V) 

X 

1 (u,U) 

s 
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Definitie 3.12: Een S-preschema Y is een morphisme van preschema's 

Definitie 3.13: Als we twee S-preschema's 

s 

hebben, dan heet een morphisme 

een morphisme van S-preschema's (of: een S-morphisme) 

als het diagram 

(q,,cr,) 
Y,----+ y2 

(•1 ••1) \ / (•2••2) 

s 

commuteert. 

Definitie 3.14: Definities 3.12 en 3.13 bepalen de categorie van S-pre­

schema's, genoteerd: 

PreSch8 • 

Opmerking 3.15: (i) In het vervolg zullen we een S-preschema 

y ---* s 

vaak noteren met Y als dit geen verwarring geeft. (Men bedenke wel dat 

niet Y, maar het morphisme (q,,cr,) het S-preschema is). 

(ii) Als S = Spec (R), dan zullen we ook wel noteren 

PreSchR i.p.v. PreSch6pec(R)" 
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Ook zullen we in dat geval een S-preschema wel een R-preschema, of een 

preschema over R noemen. 

(iii) Als Yen X twee S-preschema's zijn, dan hebben 

we het diagram 

Y-+S 

Omdat dit diagram commuteert is ook Y TIS X op natuurlijke wijze een 

S-preschema. Gana dat in de categorie 

PreSch6 

Y TIS X het categorische produkt is van Yen X. 

Opmerking 3.16: In de categorie PreSch is Spec Z het punt-object. 

Want, als X een preschema is met affiene open overdekking (X. ). = 
1 1 

= (Spec R. )., dan kan voor iedere i precies een morphisme van ringen 
1 1 

Z·--+ R. 
1 

gevonden warden. Dus bestaat er ook voor iedere i precies een morphisme 

Spec:l+--X .• 
1 

Omdat elke doorsnede x.nx. ook affien te overdekken is, stemmen deze 
1 J 

morphismen in de staken op punten van x.nx. overeen, en kunnen we der-
1 J 

halve deze morphismen plakken tot het unieke morphisme 

x- Spec z-. 

Gevolg: De categorie PreSch is isomorf met de categorie 
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Beschouw een S-morphisme 

X---Y. 

Dan hebben we wegens de produkt-eigenschap een unieke factorisatie 

(y,r), zoals in het diagram 

X t ~ id • 

.. (y~ 
XII Y •------ X 

t~ 
y 

(Let wel: Alles in de categorie PreSch3 ) 

Definitie 3,17: (Y,r) heet de grafiek van(~,~) over S. 

Definitie 3,18: Als X een S-preschema is, dan heet de grafiek van de 

identiteit op X de diagonaal van X over S. 

We zullen nu het begrip "deelpreschema" invoeren. 

Definitie 3,19: Als (X,e'X) en (Y,~yl affiene schema's zijn, en 

Y = Spec (B), dan heet X een affien gesloten deelschema 

van Y als er een morphisme 

gegeven is dat geinduceerd wordt door een ring-morphisme 

Definitie 3.20: (X,19'X) heet een deel-preschema van (Y,G'yl als er een 

morphisme 

..... ,...,-
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bestaat, terwijl X een deelruimte is van Yen~ de 

kanonieke injectie XC Y is, terwijl er bovendien een 

familie {yk}k van open affiene deelverzamelingen van Y 

bestaat, zodat voldaan is aan: 

(i} xc~ Yk 

(ii}. Voor elke k is (X ()yk' C,-X [x OYk) een affien ge­

sloten deelschema van (Yk,G'Y[Yk), waarbij het 

kanonieke morphisme 

geinduceerd wordt door(~,~}. 

Opmerking 3.21: Als X een deelpreschema is van Y, dan is X lokaal ge­

sloten in Y. 

Definitie 3,22: (x,<9'X} heet een open deelpreschema van (Y,19'y) als 

geldt: 

(i) Xis open in Y als deelverzameling 

(ii) (X, (~\) ~ (X, e'y[X). 

Definitie 3,23: (X,<"x) heet een gesloten deelpreschema van (Y,&y} als 

geldt: 

(i} Xis een deelpreschema van Y 

(ii} Xis een gesloten deelverzameling van Y. 

Propositie 3,24: Een gesloten deelpreschema rn~ affien schema 

X = Spec A is~ affien gesloten deelschema van X. 

Bew: Zij (Y,O'y) een gesloten deelpreschema van (X,O"X). Kies een callee­

tie (U.). van open affiene deelverzamelingen van X, zodat (YOU.,O'.y!Ynu.) i i i i 
een affien gesloten deelschema is van (U.,e'X[u.). Door eventueel deze 

i i 

U. 1 s te verfijnen kunnen we aannemen dat zij van de vorm 
J. 

,. 

--· 
MATH!MATISCM 

,M~l'tfi'< f,A~ 
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U. = D(a.}, a.€:A 
1 1 1 

ziJn. (Dat we dit kunnen doen, d.w.z. dat, als 

D(a.}CU., a.eA, 
1 1 1 

blijft gelden dat (Y()D(a.),&y!YOD(a.)l een affien gesloten deelschema 
1 1 

is van (D(a. }, <"xlD(a.)l, kan men als volgt inzien: We hebben de situa-
1 1 

tie: 

(D(a.l,~xlD(a.)l--+- (u.,&.xlu.l 

1 \ / 1 

(x,&xl 

Dit induceert het diagram van ringen 

A -L.A. 

\f' 
A 

(Als we schrijven: (u.,0:xlu.) = Spec(A. }.} Als we nu noteren: 
1 1 1 

a!:= f(a.} 
1 1 

dan volgt: D(a!l = D(a. l, zodat 
1 1 

( D ( a ! ) , &X I D ( a ! ) l = ( D ( a . ) , CY.X I D ( a . ) ) . 
1 1 1 1 

Ook geldt, indien we schrijven: 

( y nu. , O'y I y nu. ) = Spec Ai / , 
1 1 /ai 

YnD(a!} = D(a!) 
1 1 

als a!= a! (mod a.). Dat wil zeggen: 
1 1 -i 

( y n D ( a . l , c,-y I y n D (a. l ) = ( y n D ( a! ) , (o/y I y n D (a!) } = 
1 1 1 1 
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= (D(a! }, "'ylD(a!)) = Spec (Ai/4 )- = 
l l a 0 a! 

-l l 

waaruit volgt dat y() D(ao} een affien gesloten deelschema is van D(ao).). 
l l 

0mdat (YnD(ail,0-y!YOD(ail} een affien gesloten deelschema is van 

(D(ai),e"XID(ai)) kunnen we schrijven: 

A 
Y()D(ai} = Spec ( ai/{} 

-i 

voor een zeker ideaal b.CAa. Omdat Y gesloten 1s in X, en X - als 
-i i 

spectrum van een ring - kompakt is, is ook Y kompakt. Derhalve: 

Merk op: 

want: 

n 
YCU D(a,). 

i=1 l 

••~••••••••••o•••••••••••••••••(1) 

Spec 
A 

[( ai/ }- ] = [Y{)D(alo }JOD(aJ.} = b. a. 
-i _J_ 

1 

= [YflD(a.)]{)D(ao} = Spec 
J l 

Dat wil zeggen: 

Aaoa/i l J 
(b. } 
-i a. 

_J_ 
1 
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Dus volgt (11. Definieer nu: 

Bewering: 

Vi. (a) = b. 
- a. -i 

l 

. .............................. ( 2) 

Het is uit de definitie van a direkt duidelijk dat voor elke 1 geldt: 

(a) Cb . . 
- a. --i 

l 

Oak geldt b.C(a) , voor elke i, want, als 
-i - a. 

dan hebben we: 

Dus: 

l 

k ya. 
x = Lk = __ J_k E:(b.) 

( ) 
-i a. 

= (b.) 
-J a. 

l a. a.a. ___J_ 
l l J 1 1 

k m 
z. ya. z.a. 

(Cf. ( 1 ) ) • 

3 ...J..eb. 
m -J 

a. 

---- = __ J_l_ 
. k 

(a.a.) (a.a. )m 
I I I I I I I I I I I e I I I I I I I I I I ( 3} 

J l J l J 

We kunnen m zo groat kiezen als we willen (door eventueel 

n z. z .a . 
...J.. = ....J.....J. 

m m+n a. a. 
J J 

te nemen) en dus m onafhankelijk maken van de keuze van J, (3) wil nu 

zeggen: 

(We kunnen N zo groat nemen dat N niet afhangt van de keuze van j). 
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Derhalve: 

N+k r. m+N m m+N+k] a. IJ/a· a. - z.a. = O. 
J 1 J J 1 

Met andere woorden: 

m+N m+N+k 
ya. z .a. 
__ 1_ = __..,J_,;;;;;.1 __ 

1 m a. 
J 

Dat wil zeggen: 

m+N 
Ya. ea 

1 -

(Cf. def .• van ~). Bijgevolg 

m+N ya. 

X = m~k+N €. (~)a. 
a. 1 

1 

(voor elke j}. 

zodat voor elke i geldt: b.C(a} , waarmee (2) is bewezen. 
-i - a. 

We kunnen nu gemakkelijk inzien d!t Y een affien gesloten deelschema is 

van X = Spec (A}: 

A 
Y flD(a.) = Spec ( a1/. } = Spec 

1 b. 
-i 

= Spec (A/~}a. = Spec(A/~)(\D(ai}. 
. 1 

Dat wil zeggen: Yen Spec (A/~) komen overeen op hun respectievelijke 

doorsneden met de D(a.)'s. Dan komen zij dus in de staken overeen, en 
1 

zijn derhalve gelijk: 

Spec(A/a) = Y. 

Definitie 3.24: Een morphisme (~,~}: X + Y van preschema's heet een 

immersie als er een deelpreschema Z van Y bestaat zodat 

(~,~) door Z factoriseert: 
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terwijl (~,~} een isomorfisme is. 

Definitie 3,25: De immersie (¢,~} uit de vorige definitie heet open 

(resp. gesloten} als Z een open (resp. gesloten) deel­

preschema is van Y. 

Propositie 3.26: Een morphisme (¢,~): X-+ Y is~ open immersie, dan 

en slechts dan als voldaan is rn de volgende voor­

waarden: 

Bewijs: Gana. 

( i} ¢ is een homeomorfie rn X .212. ~ open 

deelverzam.eling rnY 
(ii} ~(x): C7'y(¢x)-+ O'X(x) is~isomorphisme 

voor iedere xB X. 

Propositie 3,27: Een morphisme (¢,~): X-+ Y is~ gesloten immersie, 

dan ~ slechts dan als voldaan is rn de volgende voor­

waarden: 

( i) ¢ is ~ homeomorfie van X .212. ~ gesloten 

deelverzam.eling rn Y 

(ii} ~(x}: {5-y(¢x}-+ O'X(x} is~ surjectie 

voor iedere x€.X. 

Bewijs: (1) Zij (¢,~) een gesloten immersie. Dan hebben we een commutatief 

diagram 

X y 

<w,•l~ / 
z 
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Hieruit volgt direkt dat ¢ een open injectie is, zodat X homeomorf is 

met een gesloten deelverzameling (nl. Z} van Y. (Z is een gesloten deel­

preschema). Kies nu xeX. Dan ij,(x) e Z. We kunnen, omdat Z een deel­

preschema is van Y, een open affiene deelverzameling UCY vinden, zodat 

voor een zekere ring B en een zeker ideaal i c B. Hierui t volgt, als 

¢x = y € Spec B, 
.9. 

<'y(¢x) = <Y (ij,x} = B ~ (B/.) = & (ij,x} "' (:/ (x} 
Y .9. 1:...9. Z X 

en dit morphisme is juist ~(x}. Dus ~(x) is surjectief. Hiermee zijn de 

voorwaarden (i) en (ii) bewezen. 

Omgekeerd: 

Bewijs: (2) Laat nu voldaan zijn aan de voorwaarden (i) en (ii). We be­

schouwen eerst het affiene geval: 

(X, <' X} = Spec A en (Y, &y) = Spec B. 

Dan induceert (¢,~): X - Y een ring-morphisme 

f: B-+ A. 

Bewering: f is sur,jectief, want: Uit voorwaarde (ii) volgt dat voor elk 

priemideaal .l2. CA de afbeelding 

b 
s 

fb 
fs 

een surjectie is. Ook geldt dat {D(fb)}be:B een basis is voor de open 

topologie op X. (Gana}. Kies nu a€A, Dan geldt voor elke ,:e.cA: 



Omdat ~ surjectief is, bestaat er een element 
12. 

zodat 

Kies nu een open omgeving D(b'} van y _1 in Spec B zodat 8 de restrictie 
f 12. 

is van een element 

Beschouw het commutatieve diagram 

= A 
12. 

I f restr. 

= (Y y(D(b'}} 

restr,r f 

Dan hebben we: 

b" ~(Db'} (--} = 
(b' }n 

~(D(b')) 
{o/X'(J;)(fb'))= Af(b') 

fb", e A 
(fb' }n fb' 

fb" waarbij de restrictie van....;;.....;;;...._ tot er x<xn) gelijk is aan T. 
(fb' }n ...:. 

Dan bestaat er - wegens de definitie van <"x(x12.). als injectieve limiet -

een omgeving 

zodat 

x e D(f(bb 1 )) 

12. 

fb" =Tin de ring D(f(bb')). 
(fb')n 

Als web schrijven voor bb', kunnen we het hierboven gevondene als volgt 

formuleren: 
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Bij elk punt x E::X hebben we een open omgeving D(fb} gevonden, en een 
.£ 

element 

zodat 

<t>(D(b}} 
(o/ y(D(b)l ---+ ~\(D(fb)) 

a 
1 

We krijgen op deze manier een overdekking 

X = U D(fb.) 
ier 1 

................... ( ~) 

door bij elk punt x.ex zo'n omgeving D(fb.) te kiezen. 
l l 

Beschouw nu Y\¢X. Dit is een open verzameling. We kunnen opmerken: 

Y\¢X = U D(b). 
fb=O 

(Immers, als D(b)CY\¢X, is ¢- 1D(b) = D(fb) = ¢. D.w.z.: fb 1s nil­

potent, dus 

3n. fbn = 0. 

Vervang nub door bn dan is D(b) = D(bn) en f(bn) = o.} 
We hebben - als we deze laatste overdekking van Y\¢X noteren met 

Y\¢X= U D(b.) 
ie·J l 

Y = ( U D(b.))U( U D(b.)) 
i€I 1 iE=l-J l 

Volgens (*) bestaat er voor elke i~I een element 

zodat 
,, 

c. 
l 

n. 
(b.) l 

l 

(I()J = ¢). 
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C. 
_....;1 __ 1--+ 

n. 
(b.} 1 

1 

Omdat (~,~} door f wordt geinduceerd volgt: 

Dus: 

fc. 
----

1
-- =§:.€:A 

1 fb. n. 
(fb.} 1 

1 

1 

N. n. 

a 
1 

3 Ni . r ( b / l [r ( c i } - r ( b / ). • aJ = o. 

Hieruit volgt: 

n.+N. 
f(b. 1 1 } .aef(B}. 

1 

Met andere woorden: 

M. 
Vier 3M .• f(b. 1 ). asf(B). 

1 1 

Als ieJ, dan f(b.). = O, dus f(b. ).a= 0€f(B) dus kunnen we oak zeggen: 
1 1 

M. 
\-li'=oIVJ 3M .. f(b. 1 ) aG:f(B) .................. (-) 

1 1 

Definieer nu het volgende ideaal: 

i== {be:B I f(b). asf(B)}. 

Stel: er 1s een :priemideaal .9.CB zodat iC.9.. Dan volgt: 

Vb€B. f(b}. aGf(B} ~ y 'PD(b) . 
.9. 

Omdat Y = U D(b.} is er een b. zodat 
IUJ 1 1 

y E:D(b.) • 
.9. 1 

M. 
D.w.z.: Vb .• y GD(b. 1 ). 

1 .9. 1 
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M. 
Dus: 3ieIUJ. f(b/L a,¢f(B1, tegenspraak met (~l. We hebben dus 

gevonden dat i in geen enkel priemideaal .9. van Bis bevat, zodat i = B. 

Dus 1 ei, zodat 

ae-f(B}. 

Hiermee is de surjectiviteit van f bewezen. Dus: 

is geinduceerd door 

als E. = Ker(f}, zodat (X,O'X} isomorf is met een gesloten deelpreschema 

van (Y,~y). (¢,~) is derhalve een gesloten irnmersie. 

We moeten nu nog het geval bezien, waarin (X, C,X) en (Y,G'y) niet nood­

zakelijk affien zijn. 

Kies een willekeurig 

punt x€X. Kies een 

open affiene deel­

verzameling VC Y 

zodat ¢xev. 

We kunnen dan een 

open affiene deel-

X 

f ) y 

-1 
verzameling UCX kiezen, zodat UC¢ Ven x6'U. (¢,~) laat zich dan be-

perken tot het morphisme 

Zeg: (u,&xlu} = Spec A; (V,et ylv) = Spec B. Dan wordt dit morphisme 

geinduceerd door een ring-morphisme 

f: B-+ A. 
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Omdat rpu open is in rpx, en omdat de topologie op rpu wordt geinduceerd 

door die op Y, kunnen we een element b ~ B vinden zodat 

rp(x}eD(b)n rp(x)crp(u). 

Dan is rp- 1(D(b}l = rp-\D(b}nrpx) = rp- 1(D(b)nrpu}cu, zodat rp- 1(D(b}) = 

= D(fb). Beschouw nu de beperking van(¢,~) tot (D(fb), e-'xlD(fb)): 

(n(rb), crxln(rb)} - (D(b}, C\ln(b}). 

Er geldt: ¢(D(fb1.l is gesloten in D(b}. Als we nu U vervangen door D(Th) 

en V door D(b), dan hebben we gevonden: 

Bij elk punt xex bestaat een open affiene omgeving UCX en een 

open affiene omgeving VCY van rpx zodat 

(ii) rpu gesloten in V 

(iii) (<j>,~) laat zich beperken tot 

Volgens het eerste deel van het bewijs volgt hieruit dat (U,~xlu} iso­

morf is met een affien gesloten deelschema van (V,e'ylv). Als we nu op 

Z:= cpx de schoof zetten, die gegeven wordt door 

dan hebben we gevonden: (V('\Z,O'zlvnz)"" (U,<'°xiu) is een affien gesloten 

deelschema van (V,O-yiV). Derhalve is (Z,e'z) een gesloten deelpreschema 

van (Y,0-y), isomorf met (x,CYX). 

Proposi tie 3. 28: Zij ( rp, ~ l: X -+ Y ~ morphisme m pre schema's §'.!. laat 

(Vi }i ~ open overdekking zijn m Y. Dan induceert 

(<j>,~) .2E. kanonieke manier morphismen 

(cp. ,~. }: (rp- 1v. ,t:J'xl<l>- 1V.} - (v. ,<9'ylv. ). i i i i i i 

Er geldt: (¢,~)is~ gesloten immersie desda voor 

elke i (qi.,~.) een gesloten immersie is. 
i i -- -
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Bew: Dit volgt gemakkelijk uit prop. 3.27. 

Propositie 3,29: Zij (</>,IP}: (X,O'xl-+- (Y,O'y} mmorphisme rn pre­

schema' s. Dan is ( cp, qi) m immersie dan ~ slechts dan 

als 

(i} Vxsx. IP(x} surjectief 

(ii} c/>: X -+ <PX is m homeomorfie .2£ m lokaal ge­

sloten deel <PX rn Y. 

Bew: (1) Dat - als (cp,qi} een immersie is - aan de voorwaarden (i} en 

(ii} is voldaan volgt geheel analoog aan het eerste deel van het bewijs 

van prop. 3,27. 

Bew:(2) Laat nu aan beide voorwaarden voldaan z1Jn. <PX is lokaal gesloten 

in Y. We kunnen dus een open affiene deelverza.meling U in Y kiezen zodat 

<J>Xnu gesloten is in U. (</>,IP) induceert nu het morphisme 

-1 Dit morphisme is dan surjectief in de staken en <P U--t- U is een homeo-

morfie op een gesloten deelverza.meling van uncpx van U, dus - volgens 

prop. 3,27 - een gesloten immersie. 

We hebben nu een stel open affiene deelverzarnelingen (Ui\er van Y 

zodat 

,!,.xcU u. 
't' i€I 1 

en zodat voor elke i <PX OU. isomorf is met een gesloten deelpreschema 
1 

van U .. Dan is volgens prop. 3.28 
1 

( X' e- X) - (Y u. ' e-yj~ u. ) 1 1 1 1 

een (gesloten} immersie. Met andere woorden: (X,O'X) is isomorf met een 

(gesloten) deelpreschema van een (open) deelpreschema van (Y,0'y), dus 

met een deelpreschema van (Y,&'y). Dit isomorfisme geeft de gezochte 

factorisatie van (cp,IP}. 
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Propositie 3,30: Zijn X,X',Y,Y' S-preschema's, en zijn (~,cp): X + Y 

~ ( ¢' ,cp') = X' + Y' twee s..:.morphismen, 

dan geldt: Als (¢,cp) ~ (~' ,cp'} irnersies zijn, dan is 

ook (¢,cp}IT(~' ,cp' }: X ITS X'--+ Y ITS Y' ~ imm.ersie. 

Bew:(i} Neem aan: X,X',Y,Y',S zijn alle affien, terwijl bovendien ~X 

en ¢'X' gesloten zijn in Y resp. Y'. (~,cp} en(~' ,cp') zijn dan 

gesloten imm.ersies en worden dus resp. geinduceerd door ring-
f f' surjecties B/i_ ~B en B' /j_ ~ B'. Dan wordt (~,cp)IT(¢ 1 ,cp') 

geinduceerd door 

Bj. @ B'/· 
1:. C .J.. 

f§f' 
B ®c B 

en dit is een surjectie. Dus is (~,cp)IT(¢' ,cp' ):een gesloten 

irnersie. (Hierbij: S = Spec C). 

Bew:(ii) Neem aan: Sis affien. (Zeg: S = Spec Cl. Noteer: 

,, 

(iµ,'¥}:= (~,cp)IT(¢' ,cp' ). 

Beschouw (~,cp): X + Y. Kies U open, affien in Yen V open, 

affien in X zodat ¢(V)CU. Dan induceert (~,cp) een morphisme 

V + U. Dit wordt dan geinduceerd door een ring-morphisme 

f: B + A 

als U = Spec B, V = Spec A. Men kan op een wijze, analoog aan 

die in het bewijs van Prop. 3.27 bij elk punt x€.X U en V zo 

kiezen dat geldt: 

(i) U is een open affiene omgeving van ~(x) 

(ii} Vis een open affiene omgeving van x 

(iii) ~Vis gesloten in U. 

(iv) (¢,cp) laat zich beperken tot een morphisme 



Analoog kunnen we bij elk punt x'€X' dergelijke omgevingen U' en V' 

in resp. Y' en X' vinden. 

Kies nu een punt x s X TIS X'. We kunnen dan volgens het voorgaande open 

affiene omgevingen 

U TIS U' = Spec(B 3c B'); V TIS V' = Spec(A 3c A') 

van ~(x) en x in resp. Y ~SY' en X ITS X' vinden zodat voldaan is aan: 

(i) ~(VTisV')CUTisU'; (ii) q,(V)gesloteninU; 

(iii) :4i 1 (v 1 ) gesloten in U'. 

Dan induceert (~,f) een morphisme U TIS U' +-V TIS V', geinduceerd door 

een ring-morphisme van het type 

f ® f'= B 3c B'--+ A ®c A'. 

Wegens (ii) en (iii), en het feit dat (q,,~) en (q,',~') immersies zijn 

volgt dan dat f ® f' surjectief is volgens Bew(i). Hieruit volgt dat 

(~,f) een immersie is (Gana). 

Bew(iii): Zijn nu X,X',Y,Y',S niet noodzakelijk affien. Kies een open affiene 

overdekking van S: S = US. • Als ( u, U) : X -+ S de S-struktuur is op X, 
i 

definieer dan: 

-1 x. := u s. 
i i 

en analoog Y.CY, X!CX' en Y!CY'. (~,f) induceert dan morphismen i i i 

X. TI X! -+ Y. TIS Y! i s. i i . i 
i i 

en deze zijn volgens Bew(ii) stuk veer stuk immersies. Dan is ook (~,f) 
een immersie, omdat 

(Y. TIS Y!). i . i i 
i 

een open overdekking is van Y TIS Y'. 
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Propositie 3. 31: ~ ( <I>, IP): X -+ Y ~ ( 1/1, 'l'): Y -+ Z twee morphismen ~ 

preschema's zijn, zodat (1/1,'l')•(<l>,IP) ~ immersie is, 

dan is ook (</>,IP)~ immersie. 

Bew: Het diagram 

X 
(</>z1P) 

➔ y 

idxl i (,i,,•) 
X (1/1,'l')o (</>,IP) z 

cornmuteert. Dus bestaat er een uniek bepaald morphisme (y,r) zodat 

(<j>,IP) = [x 

((p P) is de proJ·ectie op Y). Het is te verifieren dat ook geldt: 
2' 2 

zodat met (1/1,'l'),(<l>,IP)ITid ook (p2 ,P~) een immersie is. We bewijzen nu dat 

(y,r) een irnmersie is. Beschouw: 

x· 
~y,r) 

i rrz y 
(p2,P2) 

y 

l (.p1 ,P 1 ) l ( 1/1 ''l') 

X (1/1,'l')o(<j>,IP) z 

Kies xe X en zij <j>(x) = y, ip(y) = z. We kunnen open affiene omgevingen 

U, V, W van x, yen z in resp. X~ Yen Z kiezen zodat 1/l(V)cw en <j>(U)CV. 

We hebben dan een affiene omgeving U ITW V van y(x). (Gana). Omdat het 

door (y,r) geinduceerde morphisme 

afkomstig is van een ring-morphisme van de gedaante 
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A ~CB~ A 

a~1 -+a 

dat dus surjectief is, volgt dat U + U ITW Veen gesloten immersie is. 

Dus is (y,r) surjectief in de staken en is y een homeomorfie van X op 

y(X). (We kunnen X met U's, zoals hierboven gekozen, overdekken). Omdat 

pioY = id volgt ook dat y(U) = y(X)nu ITW V, en, omdat y(U) gesloten is 

in U TIW V, geldt dat y(X) lokaal gesloten is in X ITZ Y. Dus is (y,r) 

een immersie. (Cf. prop. 3.29). 

Het is een direkt gevolg van prop. 3.29 dat de samenstelling van twee 

immersies weer een immersie is. Dus is($,~)= (p2 ,P2)o(y,r) een immersie. 

Gevolg 3.32: De grafiek (y,r) ~ ~ S-morphisme ($,~) is~ immersie. 

(Dit is in het voorgaande bewijs al bewezen). 

Gevolg 3.33: De diagonaal (o,8) ~~ S-preschema Xis~ immersie. 

Definitie 3.34: Een Y-preschema X + Y heet gescheiden als de diagonaal 

van X over Y een gesloten immersie is. 

Definitie 3.35: Een preschema X heet gescheiden als X, opgevat als 

een Spec(Z')-preschema (en dit kan op een manier) ge­

scheiden is. 

·Definitie 3.36: Een Y-preschema X heet een schema over Y als X als 

Y-preschema gescheiden is. 

Definitie 3.37: Een preschema X heet een schema als X een schema is 

over Spec ( Z'). 
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Definitie 3.38: Een morphisme van preschema's (~,~): X + Y heet 

gescheiden als X als Y-preschema, met de struk.tuur, ge­

induceerd door(~,~), gescheiden is over Y. 

Propositie 3.39: Als X,X' ,Y,Y' S-preschema's zi,jn !:!!, als (~,~): X + Y 

~ (~' ,~'): X' + Y' S-morphismen zijn ~ tevens beide 

gesloten immersies, dan is ook 

~ gesloten immersie. 

Bew: Uit prop. 3.30 volgt direkt dat (~,f):= (~,~)IT(~',~') een immersie 

is. We moeten dus alleen bewijzen dat ~(X ITS X') een gesloten deelver­

zameling is van Y ITS Y'. Noteer (enigszins slordig): 

~(X ITS X'): het deelpreschema van Y ITS Y' waardoor (~,f) factori­

seert. ((~,f) is een immersie). 

~x het deelpreschema van Y waardoor (~,~) factoriseert. 

(~Xis een gesloten deelpreschema van Y omdat (~,~) 

een gesloten immersie is). 

het deelpreschema van Y' waardoor (~',~') factoriseert. 

(~'X' is ook een gesloten deelpreschema). 

Het is een kwestie van een eenvoudige schermutseling met diagra.mmen in 

PreSch
8 

om te controleren dat 

(als preschema's!). Omdat ~X en ~'X' gesloten deelverzamelingen ziJn van 

Yen Y' is ook ~X ITS ~'X' een gesloten deelverzameling van Y ITS Y'. (Dit 

ziet men in door de constructie van gevezelde produk.ten, zoals in prop. 

3.11 nog eens na te gaan). 

' 



Opmerking 3,40: Zij Seen T-preschema en zijn X en Y twee S-preschema's. 

Bew: Gana. 

Dan induceert het struktuur-morphisme S ➔ Top natuur­

lijke manier een morphisme 

(De T-struktuur op X wordt natuurlijk gegeven door 

X + S ➔ T, etc.} 

Opmerking 3,41: Zij Seen T-preschema en zijn X en Y twee S-preschema's, 

dan geldt: 

Bew: Gana. 

(i} X TIS y ~ s rr(srr S) (XTITY} 
T 

(ii} Als (~,¢): X TIS Y-+ X TIT Y door S ➔ T wordt gein­

duceerd zoals in opm. 3.40, en als (o,&) de diago­

naal is van S over T, dan cornmuteert het diagram 

X TIS Y /Y s TI(STI S) (XTITY} l (t,•l l (/~} TI id 

X TIT Y N 
(SITTS) TI ( SIT S} (XTITY) 

kan. T 

Proposi tie 3. 42: Zijn X ~ Y S-preschema' s ~ zij_ S ~ schema ~ T. 

Dan is het volgens opm. 3,40 door S + T geinduceerde 

morphisme 

~ gesloten irnmersie. 

Bew: Beschouw het diagram 
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X ITS Y N s rr(sIT sl (XITTY) l (<P,•l 

T l (6,6) II id 

X ITT Y N (srrTsl n(sn sl (xnTYl 
T 

zoals gedefinieerd in voorgaande opmerking. Omdat Seen schema is over 

T, is (o,~) een gesloten immersie, evenals idXTI Y' zodat volgens prop. 

3,39 ook (o,~} TI id en derhalve ook (~,~) een glsloten immersie is. 

Propositie 3.43: Als (~,~): X +Yen(~,~): Y + Z twee gescheiden ~ 

phismen zijn, dan is ook (~,~)o(~,~) gescheiden. 

Bew: (~,~) en (~,~)P(~,~) maken van X een Y-schema resp. een Z-preschema. 

Zij (o,~)y de diagonaal van X over Y, en (o,~)Z de diagonaal van X over 

Z, Het is eenvoudig na te gaan dat het onderstaande diagram 

commuteert. (De vertikale pijl wordt geinduceerd door(~,~): Y + Z. 

(Cf. Opm. 3,40).) Volgens prop. 3.42 is deze vertikale pijl een gesloten 

imrnersie, evenals (o,~)y, zodat (o,~)Z - als samenstelling van twee ge­

sloten immersies - zelf ook een gesloten immersie is. 

Opmerking 3.44: Elk affien schema is een schema. 

Bew: Zij X = Spec A. De diagonaal van X over Spec Z 

X ( 0,2 ~ J l X IT ix Spec 

wordt geinduceerd door het ring-morphisme 
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A 
f 

A ®z A 

I a. b. I a. ® b. 
]. ]. ]. ]. 

]. ]. 

Dit is surjectie, dus (o,ll} een gesloten 
. . 

een J.S immersie. 

We zullen dit resultaat generaliseren tot een algemener criterium op 

grond waarvan men kan besluiten dat een preschema een schema is (prop. 

3,47). 

Lemma 3,45: Een immersie is gescheiden. 

Bew: Zij ( </>, 4> l: (X, to/ xl -►, (Y, O' Y} een immersie. We kunnen dan aannemen 

dat X een deelpreschema is van Y, en er bestaan een stel affiene open 

stukken (Y. ). van Y zodat 
]. ]. 

(i} xcUY. 
]. 

(ii) (XOY.,~xlxnY.) affien gesloten in (Y.,0'y!Y.). 
]. ]. ]. ]. 

Noteer: X. := xnY. ; Y0 := (UY. ,t!:ryl UY.). Uit (i) volgt: (zie de con-
i ]. ]. ]. 

structie van gevezelde produkten) 

Uit (ii) volgt (ender meer}: X. is affien. We hebben een open overdekking 
J. 

(X. IIY X. ) . 
]. . ]. ]. 

]. 

van X IIY X = X IIY X. 
0 

Zij nu 

X 

de diagonaal van X over Y. ((<j>,4>) induceert de Y-struktuur op X). Volgens 

opm. (3.32) is (o,ll) een immersie. We behoeven alleen nog maar te laten 

zi;n dat oX een gesloten deelverzameling is in X Ily X. 
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Voor elke 1 hebben we een commutatief' diagram 

(o. ,t:..} 
x. J. 1 x. Ily. X. 

1 1 1 

kan. l l :an. 
( cS ,b.) 

X X Ily X 

waarbij (o.,b..} de diagonaal is van X. over Y .. De diagonalen (o.,b..) 
1 1 1 1 J. 1 

worden geinduceerd door surjectieve ring-morphismen 

A. A. ®B A. 
1 J. • J. 

J. 

la. a! +--IL a. ® a! 
1 J. J. 1 

Dus zijn de o.X. 's gesloten deelverzamelingen van de X. rry X. 
1 l. 1 . 1 

IS• 

Ook geldt: 1 

o. x. = ox n x. rrY x. 
1 1 1 . 1 

1 

(Gana), en omdat de X. Ily X. 's 
1 . 1 

X rry X = X rry X overdekken volgt 
0 hieruit dat 1 

een gesloten deelverzameli~g_, is. 

Propositie 3,46: Als (<P,<P): (X,e'X)-+ (Y,C:ry) ~ morphisme :Y§!!. pre­

schema's is,~ (Yi)i ~ open overdekking :Y§!!. Y, ~ 

als ~ noter en: 

C, 

(i) -1 
X ·= <P y. 

1 1 

(ii) (qi. ,<P. ):= rx. -- x 
1 1 l: 1 

Y] 

dan geldt: (qi,<P) is gescheiden, d.e.s.d.a. !£2!:. elke i 

(qi.,<P.) een gescheiden morphisme is. 
1 1 -- --
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Bew: (=;,.) Als (~,~} gescheiden is, dan is(~.,~.) gescheiden volgens 
i i 

prop. (3.43), want het kanonieke morphisme X.--+ Xis, als immersie, 
i 

ook gescheiden volgens lemma (3.45}. 

Bew: ( ,=} Voor elke i geldt: (~.,~.) is gescheiden. Dus is 
i i 

(o.,A.} 
i i x. x. rry X. = X. rry X. i i . i i i 

i 

een gesloten immersie. (Cf. lemma 3.45). Nu is (Xi rrY. Xi)i een open 

overdekking van X rry X, en i 

(Gana). Dus is volgens prop. 3.28 ook 

X 
(o,A} 

een gesloten immersie. 

Propositie 3.47: Zij Y ~ affien schema~ X ~ preschema met ~ open 

_affiene overdekking (Xi)i. Dan geldt: Een morphisme 

(~,~): X-+ y 

is gescheiden, d.e.s.d.a: 

(i) 

(ii) 

x.nx. is affien voor elke i en j. 
i J - ---- -

De beelden ~ de morphismen ~ ringen 

restr. 

restr. 

G'x(x. n x.) 
i J 

G:x(x. n x.) 
i J 

brengen als ring ~X(X. () X.) voort. 
i J 

Bew: Zij Xi= Spec Ai en Y = Spec B. X ITY X wordt overdekt door het 

stelsel (X. rry x.) ..• 
i J i ,J 

, 
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Beschouw het diagram 

X 
' ' , (o,l'il 

' ' ' ~ X Il X X y 
(1r, ,II1 l 

( • 2 ,rr2 ll j id 
(c/l,IP) 

X y 
(c/l,IP) 

Wegens 1r 1oo = id, 1r2ao = id volgt: 

o-\x. ny x.l = x.nx. 
]. J ]. J 

Nu geldt: {X.n X.} .. is een open overdekking van X. Dus: 
]. J J.,J 

[( o, l'i): X -. X Ily X is een gesloten immersie] ¢==> 

~ [Vi,j. (o,L'i): x.n X.->- x. Ily XJ. is een gesloten 
]. J ]. 

immersie] 

<::==::=> [Vi ,j. o (X. () X.} is een affien gesloten deelschema 
]. J 

<:==:> jx. n X. is affien en A. 0 A.--+ C}'X(X. () X.) is 
J. J J. B J J. J 

surjectief] 

Nu is A. 0B A.->- <':!_X(X. nx.) een surjectief ring-morphisme d.e.s.d.a. 
]. J ]. J 

de beelden van de morphismen 

Ai->- Ai @B Aj->- <"'x(Xi ()xj) 

Aj - Ai @B Aj - lo/x(Xi n xj) 

de 'ring 0:X(X. () X.} voortbrengen. Hiermee is de prop. bewezen. 
]. J 
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§3a, Voorbeelden bij §3, 

(il In §2a (ivl hebben we het volgende open deelpreschema van Spec <V~,'fl 
beschouwd: 

U::: (Spec C~,Y] )'\{xm} ; m:::: (X,Y). 

We hadden gezien dat 

u :;: D ( X) u D ( y l :;: Spec (C [x, Y] Xu Spec t [x, Y] y. 

We hebben zo een open affiene overdekking van U verkregen. U is een 

voorbeeld van een niet affien (Cf. §2a (iv)) preschema. 

(ii)Beschouw nu eens twee copieen van Spec c[x,Y], zeg: Spec cl}c
1 

,Y
1
] 

en Spec C [}c2 , Y2] , en definieer, analoog aan ( i), 

u1 := (Spec cl}c1 ,Y1]) \{x.!!!
1

} ; !!!1 := (x1 ,Y1) 

u2 := (Spec c[x2 ,Y;I) \ {x~} ; ~:= (x2 ,Y2 ) 

In Top hebben we dan het volgende "plakdiagram"(gevezelde som) 

T ------

1 
Spec C [x1 , Y 11 

waarbij U 1 -~ Spec <V [x1 , Y 1] de kanonieke in bedding is, en 

u1- Spec <V[x2 ,Y2] wordt verkregen door u1 en u2 op kanonieke manier 

te identificeren. De enige punten van Spec C [x1, Y11 en Spec [x
2

, Y2l 
die niet warden geidentificeerd zijn ~ en~. We krijgen - topolo-

-1 ~ 
gisch - dus 11het affiene complexe vlak waarbij het gesloten punt (O,O) 

tweemaal wordt geteld". 

De plakstelling verifieert men gemakkelijk. We hebben een preschema 
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T verkregen met open affiene overdekk.ing 

(iii} Beschouw T 
1 

: = Spec a: [x1] en T2 : = Spec (C [xJ . ( twee copieen van de 

complexe rechte). Zij E!_1:= (x1} en~:= (x2}. Beschouw: 

u ·- (Spec a:[x1]} \ {x } = 1 • - E!.1 

u1 en u2 zijn dus open affiene deelprescherna's van T
1 

en T2 . De­

finieer nu: 

(Dit kan, want als F(X2 ) = a0 + a 1x2 + .•. +am~' dan is 

n 
= x, . ao~ + ••• + a 

_____ m E'.. c[x1Jx 
~ 1 

) . 

Het is duidelijk dat f een isomorphisme van ringen is. Derhalve 

hebben we een isomorphisme van preschema's: 

door f geinduceerd. 

Beschouw nu in Top het "plak-diagram" (gevezelde som): 

,, 
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waarbij het morphisme u1-+ T2 gedefinieerd wordt door 

(We hebben dus de topologische ruimte T verkregen door T2 te 

nemen, en T1 aan T2 te "plakken" door via het homeomorphisme <I> u1 met 

u2 te identificeren.) 

We kunnen schrijven: 

( i) T = T 1 U T2 , open overdekking 

(ii) T1 homeomorf met T1 

(iv) Het homeomorphisme uit (ii), beperkt tot u2 , wordt 

gegeven door 

Omdat we T overdekken met slechts twee open deelverzamelingen be­

hoeven we uitsluitend de plakvoorwaarde (prop. 3.8 (i)) te veri­

fieren. D.w.z.: We moeten de volgende isomorphismen definieren 

(Hierbij zij opgemerkt dat O'T' op kanonieke manier via het homeo-
1 

morphisme tussen T1 en T1 wordt geinduceerd door G'T ). 
1 

Welnu, kies een open deelverzameling v2 in u2 , en definieer: 

(Hier is~•(-) eveneens op kanonieke wijze door~(-) geinduceerd. 

Gana; het is een kwestie van notatie). Voorts: 
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Hiermee hebben we het preschema (T,&T) verkregen door het plakken 

v~n (T1,e'T,) en (T2 ,e'T ). Nu geldt: (T,&T) is niet affien. 
1 2 

Bewijs hiervoor: Beschouw het diagram 

a, T(T) restr. 

(vgl. de definitie van de geplakte schoof in het bewijs van prop. 

(3.8)). Kies nu s<S.0-T(T). Dan moet derhalve gelden, als s 1 := sjT1 
en s 2 := sjT2 , 

We hebben: 

Zeg: s1 = ao + ... + 
n 

s2 = bO + bm~• anx1 en + . .. 
( *) geeft dan: 

bOr,1 + ... + b n 
m c:c[xJx ao + ... + anX1 = 

r,1 1 

zodat de enige mogelijkheid is: s 1 = a0 = b0 = s 2• Met andere 

woorden: De enige elementen van de ring <9'T(T) zijn de constanten. 

Dus: 
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Dus, als T affien is, is - als topologische ruimte - T =Spec~, 

een eeh-punts verzameling. Dit is in tegenspraak met het feit dat 

T2 = Spec ~[x2] en T2CT. Dus Tis niet affien. 

Een nadere karakterisering van T volgt in een volgende §. 

(iv) De onderliggende topologische ruimte van X ITY Z is niet altijd het 

gevezelde produkt in Top van de topologische ruimtes X en Z over 

Y. (X ITY Z hier te beschouwen als gevezeld produk.t in PreSch). 

Want kies bijvoorbeeld X = Spec IR [x], Y = Spec IR, Z = Spec ~. Dan 

is 

X ITY z = Spec (IR [x] 181R C) = Spec ~ [x]. 

Beschouw nu het diagram 

Spec c[x]-+ Spec «: 

(<j>,cI>) l l 
Spec IR[x]- Spec 1R 

(gevezeld produk.t in PreSch, waarbij (<J>,cI>) geinduceerd is door de 

kanonieke homomorfie IR [x] + C [x]). Het diagram van onderliggende 

topologische ruimten is dan: 

Spec c [x] -+ pt 

<j> l l 
Spec IR [x] - pt 

(waarbij pt het punt-object is in Top.) Als dit laatste diagram 

een gevezeld produk.t is, zou <j> een homeomorfie moeten zijn, en <j> is 

niet injectief. (Gana) Tegenspraak. 

(v) (Cf. Mumford [M], pag. 215) 

We geven een voorbeeld van een gesloten deelpreschema. Zij (<J>,cI>):X + Y 

een morphisme van preschema's, en kies een gesloten punt ye.Y. 
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Nu is fJY(y) een lokale ring met maximaal ideaal, zeg !!!_(y). We 

kunnen dan het restklassenlichaam 

&y(Y)/ 
k(y) := / !!!_(y) 

beschouwen, en als volgt een morphisme 

(w,~): Spec (k(y))-+ Y 

definieren: Zij Spec(k(y)) = {x0} als topologische ruimte, en zij 

U een open omgeving van ye.Y. Definieer: 

(ii) ~(U) := [G' Y(U) -r-e-st-r-.~ 

(Als U een open deelverzameling is van Y zodat y¢U, dan is ~(U) de 

nulafbeelding). We hebben dan het gevezelde produkt 

X IIY Spec (k(y)) (1r,II)I X 

l l (cp,4') 

Spec(k(y)) <w,~) ' y 

Zij nu V = Spec (S) een open affiene omgeving van yin Y, en laat 

( U. = Spec R • ) • 
1 1 1 

een open affiene overdekking z1Jn van cp-
1
(V)CX. 

Dan is (Ui ITV Spec k(y))i een open overdekking van 

X rry Spec (k(y)). 

(Want: cp- 1v ITV Spec (k(y)-) = X Ily Spec (k(y)) (Gana)) 

Omdat y een gesloten punt is in Y, en dus ook in V, correspondeert 

y met een maximaal ideaal E_ van S, en er geldt: 

k(y) = s1/n ,:,: ½ . n.S n 
- n -



Dus volgt voor iedere i: 

ui ITV Spec (k(y)) = Spec (Ri ®s S/~). 

Nu worden de door (n,IT) geinduceerde morphismen 

U. ITV Spec (k(y))-+ U. 
1 1 

geinduceerd door de kanonieke ringmorphismen 

s f. 
Ri ®s /~ ~Ri 

en - wegens de rechts-exaktheid van het tensorprodukt - zijn deze 

f. 's surjectief. 
1 

Voorts induceert (~,~) morphismen 

Spec (R.) = (U., <:)'x!u.) - (V, eylv) = Spec (s), 
1 1 1 

dus ring-morphismen 

g. 
R. -1- S 

1 

We hebben nu gevonden een stel open deelverzamelingen (U.). in X 
1 1 

zodat de door (n,IT) geinduceerde morphismen 

TI-
1 u. = u. ITV Spec k(y)-+ u. 

1 1 1 

gesloten immersies zijn. Dus (n,IT) is een immersie. Ook geldt: 

~-1(y) is de topologische ruimte, die ten grondslag ligt aan 

X ITy Spec k(y), want: 

ui ITV Spec k(y) = Spec (Ri ®s s/n) = Spec (R
1
~ ) = 

g. (n) 
1-

= {x e:u. I .E_::>g.(n)} = {x eu. I ~(x) = y}. 
,E_ 1 1- ,E_ 1 

Dit is - omdat y een gesloten punt is - een gesloten deelverzameling 

van X. Dus is (n,IT) een gesloten immersie. 

We kunnen dus X ITY Spec k(y) identificeren met een gesloten deelpre­

schema van X met onderliggende topologische ruimte ~-1(y). 

,X ITY Spec k(y) heet de vezel van y. 



3a.8 

(vi) In PreSch is Spec Z het punt-object (Cf. Opm. 3.16). Voor elke 

XE" PreSch bestaat dus een uniek morphisme 

X ( 4> 2 ~ ) > Spec Z. 

Zij nu x~X en y(p) = <Px, (p) #- (0). Dan induceert ~ een staak.­

morphisme 

Zij !!'!,(Y) het maximale ideaal van de lokale ring O'S ,,(y), en pee /LJ 

!!'!,(x) dat van to/ X(x). Definieer: 

~\(x) / 
k(x) := / !!'!_(x) • 

Omdat ~(x) een lokaal homomorphisme is, induceert ~(x) een ring­

homomorphisme 

IF 
_ Z(p)/ _ e'Spec z(y)/ _ e' x(x) / k( ) 

p - (p)~(p) - !!'!_(y) / !!!_(X) = X • 

Dus is de karakteristiek van het restklassenlichaam k(x) p ~ o. 
Als we een punt x £ X hadden gekozen dat ( indien mogelijk) op het alge­

mene punt y(O) van Spec Z was afgebeeld, dan hadden we het morphisme 

O' Spec z(Y ( o) 1/ (:I x(x)! 
IQ = ( ) .-. ( ) = k(x) 

!!!.Y(o) _!!!X 

gevonden, en was de karak.teristiek van k(x) 0 geweest. 

(vii) (Cf. Murre [Mu], pag. 16). We hebben gezien dat in het algemeen 

de topologische ruimte, die ten grondslag ligt aan het gevezelde 

produkt X rr8 Y van preschema's in het algemeen niet het gevezelde 

produkt van de resp. onderliggende topologische ruimtes is van 

X, Yen S. Wel geldt het volgende: 

Als xSX en y'=.Y, en 
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X ITS Y 
( p ,P) > X 

(q,Q,)l l(u,U) 

y s 
(v,V) 

is het gevezeld produkt diagram, en als 3 s E2.S zodat u(x) = s = v(y), 

dan bestaat er ook een z£ X ITS Y zodat p( z) = x en q( z) = y. 

Het bewijs hiervoor gaat als volgt: 

Kies een affiene open omgeving Spec C vans en affiene open omge­

vingen Spec A van x en Spec B van y zodat 

u(Spec A)c Spec C en v(Spec B)c Spec C. 

Dan is Spec (A ®c B) een open affien deel van X ITS Y, en als we de 

bewering kunnen bewijzen in het affiene geval, zijn we klaar. Neem 

dus aan: X = Spec A, Y = Spec B, S = Spec C. We hebben dan de si­

tuatie: 

Spec A ®c B (p ,P) I Spec A X 

(q,Q) l l (u,U) 

Spec B Spec C 
(v,V) 

y s 

(!'Jx(x/ e'Y(y)J C,s(s)/ 
Laten weer k(x) = m(x)' k(y) = / m(y) en k(s) = / m(s) 
de betreffende restklassen-lichamen zijn. Dan induceren U en V weer 

homomorphismen 

g
1

: k(s) _. k(x) 

g
2

: k ( s ) --+ k ( y) 
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Beschouw nu het diagram 

g1 
••••••••• ( +E-) 

k(y) 

k(s) 

waarbij f de unieke factorisatie is die het diagram commutatief 

afmaakt. f induceert het morphisme 

Spec (k(x) 0k(s) k(y)) (p,<1>)1 X ITS Y. 

Het diagram(*) induceert een diagram 

Spec k(x) ®k(s) k(y) ------➔ Spec k(x) 

( ... ~ l 
X ITS Y ---r X 

[ 

(p,P) 
( q ,Q) 

Spec k(y) -----+ Y 

waaruit men direkt ziet dat 

(als verzamelingen). Ook geldt: ~ is injectief, want f kunnen we 

als volgt factoriseren: 

· k ( x ) 0k ( s ) k ( y ) 

O'y(y)/. 
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(Gana), en hieruit volgt de injectiviteit van¢ gemak.kelijk. 

Ook is Im¢= p-1(x)l'\q-1{y), want als zep-\x)()g_-1(y), hebben 

we het diagram 

k( s) 

" C A k(x) 

l l 
B A QC B 

l 
......... 

'- '- k 

' k(y) 
)A 

k(z) 

waaruit gemakkelijk volgt een factorisatie 

A ( B ...!., k(x) @k(s) k(y)-;(z) 

k 

Dus een factorisatie 

X ITS Y < (¢,~) Spec k(x) ~k(s) k(y) ( 1/!/¥) 

('r ,T) 

zodat ¢(Im 1/J) = z, 

Spec k(z) 

We hebben nu gevonden dat Spec k(x) ~k(s) k(y) als verzameling 
-1 -1 , 

isomorf is met p x I') g_ y, en er is dus een punt 

ze-Spec k(x) ®k(s) k(y)CX ITS Y zodat p(z) = x en g_(z) = y. 

(viii) (Cf. Murre !}1aj, pag. 21). We geven een voorbeeld van een pre­

schema dat geen schema is. 

Beschouw B:= C !Jc] en A:= (V [Y], en daarbij D(X) = Spec BX, 

D(Y) = Spec By. Analoog aan voorbeeld (ii) kunnen we Spec B aan 

Spec A plakken door D(X) en D(Y) te identificeren via het isomor­

fisme 
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D(X) ---N-D(Y) 

de.t geinduceerd wordt door het ring-morphisme 

We verkrijgen de.n een prescheme. S = Spec B USpec C. S is geen 

schema.. Om dit in te zien pa.seen we toe prop. (3.47). We hebben de 

e.ffiene overdekking 

T = Spec BU Spec C 

terwijl 

Spec BO Spec C ~ D(X). 

Beschouw de beelden van de ke.nonieke morphismen 

B ~ O' T ( Spec B) ~ &' T ( Spec B /) Spec C) ~ BX 

. . b 'd C rx, Deze z1Jn ei e ~. 

Echter: eJ T(Spec B () Spec C) ~ c[x]X, en dit wordt niet voortge­

bre.cht door C [x] • 

Dus is niet voldaan ae.n de voorwe.e.rde (ii) van prop. (3.47). Dus 

is S geen schema.. 

(ix) Een voorbeeld van een niet e.ffien schema is gegeven in voorbeeld 

(i). Omde.t de inbedding 

u- Spec c [x,Y] 
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een (open) irnmersie is, en Spec ic[x,Y] als affien schema een 

schema is, is ook U een schema. 

(x) Een voorbeeld van een geval, waarin voorwaarde (i) van (3.47) niet 

vervuld is: 

Beschouw het preschema, dat verkregen wordt door Spec IC [x,Y] op . 

Spec IC[s,T] te plakken door de open deelverza.melingen 

Spec ic[x,y]\{x(X,Y)} en Spec ic[s,T]\{y(X,Y)} 

op kanonieke manier te identificeren volgens 

{

X--+S 

Y--+ T 

Dan is de doorsnijding van de beelden van Spec IC [1c,Y] en Spec C [s,T] 

onder de inbedding in de geplakte ruimte precies de open verza.meling 

U uit voorbeeld (ix), en U is niet affien. 
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§4. O':X:-modu.len. 

Definitie 4.1. Zij (X,O'X) een preschema en mx_ een schoof van abelse 

groepen op X. 11/.x heet een CY:X:-moduu.l als voor elke twee­

tal open deelverzamelingen U en V van X met UCV voldaan 

is aan: 

( i) 11lx(U) is een &X(U)-moduu.l. 

(ii) Het diagram 

(!)' (V) x 1flx(v) 
verm. 11lX(V) 

X 

l restr.xrestr. lrestr. 

(o/X(U) mX(U) 
verm. 

11/.X(U) X 

commuteert. 

Opmerking 4.2. Als (X,O'X) = Spec A~ M is~ A-moduul dan induceert 

M £P. X £P. kanonieke wijze ~ e-:X:-moduul MX. 

Het bewijs wordt hier niet in zijn geheel gegeven, aangezien het prak­

tisch net zo verloopt als in de constructie van de schoof &X op het 

spectrum X = Spec A. Zij bijvoorbeeld U een open kompakte deelverzame­

ling van X. Beschouw weer functies 

die voldoen aan: 

{

(i) 

(ii) 

r: U _. MxA 

x ~ (m ,a ) 
,P_ X X 

Vx]..eu. ax'P.P. 

Vx,yeu. am = am 
X y y X 

en identificeer r met r' , gegeven door 

r': U --rMxA 

X I--+ (m I a I ) 
,P_ x' X 
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als 

V x E2 U 3 c €A\ .E. • c ( a m' -a' m ) = O. 
,E_ X X X X X X 

De zo verkregen verkregen aequivalentieklassen zijn de elementen van 

het O'X(U)-moduul ~(U) met de vermenigvuldiging 

( r ,m) I---+ r. iii 
- -waarbij, als r en m representanten zijn van r en m, gegeven door 

r: U-+AxA m: u- MxA 

x i---+ (a ,b ) 
,12_ X X 

X 1---+ (m ,c ) 
.J2. X X 

r.m gerepresenteerd wordt door de functie 

u-MxA 

X I---+ (a m ,b C ) 
.J2. xx xx 

Op dezelfde manier als in de constructie van (JX kunnen we nu - door 
,I 

overgang op projectieve limieten - ~(U) definieren voor elke open deel-

verzameling U van X, en evenzo - door overgang op injectieve limieten -

de staken ~(x). 

Definitie 4.3. Als A een ring is en M een A-moduul, terwijl Seen multi­

plicatieve deelverzameling is van A, dan kunnen weals 

volgt een s-1A-moduul s-1M definieren. Zij 

1":= {!!!. J mSM, s6S}. 
s 

Definieer als volgt een aequivalentierelatie 
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Het is duidelijk hoe men op de verzameling 

een optelling definieert. De scalaire vermenigvuldiging met elementen 

uit s-1A definieert men met: 

m a 1m 
:=--

s2 s 1s 2 

Dit klopt met de aequivalentierelaties. 

Definitie 4. 4. Als .E.. CA een priemideaal is, en S := A \.E.,, dan definieert 

men, als M een A-moduul is, 

-1 
M := S M 

.E.. 

(M is een A -moduul). 
I?. I?. 

Definitie 4.5. Als aeA, en MEA!:!' terwijl S:= {an I n=0,1,2, ••• } dan 

definieren we: 

-1 M := S M. 
a 

(M is een A -moduul). a a 

Opmerking 4.6. Analoog aan prop. (2.12) en (2.15) bewijst men: 

Gevolg 4.7. 

Als (X, <5' X) = Spec A ~ M is ~ A-moduul, dan geldt 

voor elke x ex en elke aSA: 
--- .E.. ---

(i) "' ~(x) = M.E.. 

(ii) 
rJ 

~(D(a)) = M a 

~(X) = M 
,. 

en ~(~) = o. 
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Definitie 4.8. Zij (x,0'X) een preschema met twee O'X-modulen -~ en 

-TI x· Dan heet een morphisme van schoven 

een morphisme van G'~-modulen als voor elke open deel­

verzameling U van X het diagram 

etx(u) x -~(u)---

1 verm, id x O(U) 

mX(U)----~ 
f(U) 

~\(ul :.:~(u) 
rlX(U) 

commuteert. (~ is het identieke morphisme op X). 

Opmerking 4. 9. Zij ( X, <o/ X) = Spec A ~ zij n M ~ N twee A-modulen met 

~ AM-morphisme 

f: M-+ N. 

Dan wordt door f -9.E. kanonieke manier ~ morphisme ~ 

e:J x-modulen 

geinduceerd. (~ is de identiteit op X). 

Bew: Voor de open basis-verzamelingen D(a) ( a e A) kunnen we definieren: 

m f(m) ----n n 
a a 

,, 
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Mx(D(a2)) 
4>(D(a

2
)) 

N 

=M N = Nx(D(a2 )) 

restr.l (2 (2 lrestr. 

I\(D(a1)) "' =M N = Nx(D(a1)) 
a1a2 4>(D(a1)) a1a2 

commuteert. (Waarbij de vertikale pijlen gegeven zijn door: 

M -M ; N -+N 
a2 a1a2 a2 a

1
a2 

n t 

~~ 
~a1 E:__ .,_. 

na1 
) ' n 

(a1a2)n 
t t 

a2 a2 (a1a2) 

commuteren de 4>(D(a))'s met restricties. Volgens opmerking (2.17a) geldt 

voor elke open deelverzameling U van X: 

~(U) = 

Men kan nu op de gebruikelijke manier, door overgang op projectieve 

limieten, voor elke open U van X de morphismen 

definieren. 

Opmerking 4.10. Als f: M + N gegeven is, zoals in Opm. (4.9), dan warden 

de staakmorphismen 4>(x) gegeven door 

Mx(x.E.) = ME. - N.E. = Nx(x.E.) 

m f(m) _,_ __ 
s s 
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Definitie 4. 11. Als (X, C, X) een geringde ruimte is met twee CY x-modulen 

1nx en 11.X, dan kunnen we een nieuwe schoof definieren: 

als U een open deelverzameling is van X. De restricties 

krijgen we op kanonieke manier: Als UCV, kies dan 

Het is eenvoudig na te gaan dat de zo verkregen pre­

schoof een schoof is, en zelfs een to/x-moduul. 

Notatie 4. 12. De direkte som ·rrl_x 8) • • • 8) ffiX van n copieen van het 

(:;' X-moduul mX geven we ook aan met : 

We bespreken nu eerst een proces, dat in het vervolg het "verschoven" 

van een preschoof zal warden genoemd. 

Zij (X,&X) een preschoof van abelse groepen, en U een open deelver­

zameling van X. 

Definieer als volgt een relatie Nop to/ X(U): 

s IV t ~ Er is een open overdekking (U.). van U zodat voor 
l. l. 

elke i geldt: s I U. = t JU .• 
l. l. 

(Hierbij: s,t<S&x(u).) 

N is een aequivalentierelatie, afhankelijk van de keuze van U. Bij elke 

open deelverzameling van X hebben we zo'n relatie. Er geldt: 

(i) Als Veen open deelverzameling is binnen U, dan: 
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(ii) Als s,s',t,t'e e'X(U), dan volgt 

S IVS I en t N t I =,, ( s+t) N ( S I +t 1 ) 

zoals eenvoudig is in te zien. Definieer nu: 

crx(uy 
1"(U):: / N 

voor elke open deelverzameling U van X. Uit (i) en (ii) volgt direkt 

dat {1.?'(U)}U weer een preschoof van abelse groepen is. 

Definieer verder: 

lb(u):= {(s.).e rr'lr(u.) 
]. ]. . ]. 

]. 

(U.). is een open overdekking van U en 
]. ]. 

bovendien: Voor elke i,j geldt: 

s. I u.nu. ~s. I u.nu.}. 
]. ]. J J ]. J 

(Hierbij zij opgemerkt dat (U.). een niet-vastgekozen overdekking is 
]. ]. 

van U en dat s2 de aequivalentieklasse van si€0'X(Ui) representeert 

als element van 1"(u.).) 
]. 

Ook op {'l.b(u)}U kunnen weer restricties worden gedefinieerd: 

Als cr: = ( s. ) . e ]J l.r (U. ) een element is van ''lb'(u), en V is een open deel-
J. ]. ]. ]. 

verzameling van U, dan: 

aJv:= (s.lvnu.). err'&(vnu.). 
]. ]. ]. . ]. 

]. 

Dat crJv een element van 1.&(V) is, volgt omdat wegens 

s. I u.Au. N s. I u.nu. 
]. ]. J J ]. J 

ook 

s. I u.nu.nv,v s. I u.nu.ov. 
]. ]. J J ]. J 

Definieer nu op 1-Ctu) een relatie ?6 als volgt: Als cr, T t.S W(u), met 

a = (s.). B II 17-'(u.) 
]. ]. . ]. 

]. 

T = (t.).srr'lJ'(u!) 
J J j J 



definieer dan: 

en noteer: 
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s. 
l. 

u.nu!""t. U. () U! 
l. J J l. J 

Om in te zien dat dit kan, moet worden nagegaan dat~ een aequivalentie 

relatie is: 

Dat steeds CJ11Scr, volgt uit de definitie van W(u), en het is triviaal 

dat cr~, =¢- ,~cr. Zijn nu cr,,,weUi(u), met 

a = (s.) .e II li(u.) 
l. l. • l. 

l. 

, = (t.).€:IIlr(u!) 
J J J J 

w = (wk)ke II 1"(U~) 
k 

Neem aan dat geldt cr ~ T en T ~ w. Dat wil zeggen: 

Vi,j. 

V j ,k. 

s. 
l. 

t. 
J 

U.(\U! 
l. J 

Omdat de aequivalentierelaties N compatibel zijn met het nemen van res­

tricties, volgt hieruit: 

Dus hebben we een open overdekking (Vijk) van u.n U! ()Uk" (voor elke 
Cl, Cl, l. J 

i,j,k een) zodat: 

Vi,j,k Va. s. I u. o u! f\ u" n vijk = w I u. nu! nu" nvijk 
i i J k a k i J k a 

Ook is voor elke i en k (U! () Vijk). een open overdekking van U
1
.n Uk", 

J a J ,a 
zodat volgt : 



Vi,k. 

wat zeggen wil: 

CJ:;!$ w. 

s. 
1 
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Uirv u; 

Hiermee is bewezen dat ~ een aequivalentierelatie is op W-(u). 

Ook geldt, dat ~ compatibel is met het nemen van restricties: 

Dat ziet men als volgt in: Also= (s.). en,= (t.). zoals hiervoor 
1 1 J J 

ziJn gedefinieerd als elementen van W(U), dan volgt uit o ';d -r: 

Vi ,j. 

Dus ook: 

Vi,j. 

s. 
1 

U.flU!,vt. 
1 J J 

U. n U!. 
1 J 

s. I uJ)u!f\V,vt. I u.()u!nv 
1 1 J J 1 J 

als Veen open deelverzameling van U is. Dit geeft: 

a Iv= (s. I u.nv). ~ (t. 
· 1 1 1 J U!()V). = T Iv. 

J J 

Ook induceert de abelse-groep-struktuur op <9'X(U) (en de door deze ge­

induceerde struktuur op de '1"(U.)'s) een struktuur van abelse groepen 
1 

op eJ X(U). Als we de aequivalentieklassen van oetl.9'{u) aangeven met 

~ 6' G' X ( U) , dan wordt de opt elli ng op & X ( U) gegeven door : 

a+,:= Cs. +t. I u.r,u!) .. 
1 J 1 J 1,J 

als o = ( s . ) . S II ti ( U. ) 1 1 . 1 
1 voldoet. 

en,= (t.).eII'lY(U!). Gana dat deze definitie 
J J J J 

We hebben nu een preschoof {19':X:(U)}U van abelse groepen op X geconstru­

eerd. 

Bewering: {(9' :ic(U)}U is een schoof. Hiertoe verifieren we beide schoof­

eigenschappen. 
- = Ten eerste: Kies twee elementen a en,, gegeven door: 

(s. ).e: II 1'(u.) 
1 1 . 1 

1 

(t.) .eIIV'(u!) 
J J j J 
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Laat bovendien (lf°)k een open overdekking van U zijn, terwijl geldt: 

Yk. ~ I Jc = ~ I Jc. 

Dan moeten we laten zien dat cr =~.Er geldt: 

Yk. Cs. I u.nlf).~ (t. I u!nlf) .• 
1 1 1 J J J 

Dat wil zeggen: 

Yk,i,j. s. I u.A u! nlf ~ t. I u. nu! nlf. 
1 1 J J 1 J 

Dus kunnen we voor elke k,i,j een open overdekking (w1tij) vinden, zodat 
a. a. 

voor elke a. geldt: 

s. I u.nu!nlfowijk = t. I u.nu!nuknwijk 
1 1 J a. J 1 J a. 

en, omdat (uko Wijk) keen open overdekking is van U.OU!, volgt weer: 
Cl, a., 1 J 

Vi,j. s. I U.'1U! ,.J t. I U.(\U! 
1 1 J J 1 J 

zodat 

- = 
(J = T. 

Hiermee is de eerste schoofeigenschap bewezen. 

Ten tweede: Stel nu dat (Uk)k een open overdekking is van u, terwijl we 

voor elke k bovendien open overdekkingen 

k -k __ k 
hebben van U , met elementen cr e (!:1 X(u--), gegeven door 

Neem ook aan dat geldt: 
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We moeten dan bewijzen dat er een o E: & X(U) bestaat zodat 

We hebben: 

Dat wil zeggen: 

- __ k =k y k. (J I u-- = (J • 

Vk,l. (-k s. 
lk 

Wat hetzelfde is als: 

Beschouw nu: 

k 1 
U f"IU. ) •• 

11 11 

k Nu 1s (U. )k. een open overdekking van U. Ook geldt: 
lk ,1k 

cr s W-(u). 

Om dit in te zien, is het voldoende om op te merken dat geldt: 

Uk k' .. I 
V ' ,1k ,1k. 

(en dit volgt uit (*) door daar te substitueren: k:= k, ik:= ik, l:= k', 

il := ik I). 

Dus 

os0X(U). 

-Ook geldt: cr 1 =l U = cr , want: 

cr I ul = 
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omdat uit (*) volgt: 

(nl, door in (,~E-) te substitueren: k:= k, ik:= ik, l:= 1, i
1

:= i 1 ). 

Hiermee is ook de tweede schoofeigenschap bewezen. 

Opm: Er bestaat een kanoniek morphisme van preschoven: 

Bewijs: De constructie van~ gaat als volgt: Zij U een open deelverza­

meling van X met s<ae"X(U). Kies s'e'\Y(u) en, omdat (U) een open over­

dekking van U is, definieert s een element cr = ( s) e W(U), dat weer een 

aequivalentieklasse a representeert. Het is eenvoudig na te gaan dat 

als we~ definieren met 

~(U)(s):= cr 

(id,~) een morphisme van schoven is. 

Opm: ~, zoals hierboven gedefinieerd, induceert voor elke xe X een iso­

morphisme 

tussen de staken van G' X en G' X in x. 

Bewijs: (i) ~(x) is injectief. 

Kies twee elementen s ,s' in &X(x), en laat 
X X 

~(x)(s) = ~(x)(s'). 
X X 

We kunnen een open omgeving U van x vinden zodat sx ens~ geinduceerd 

worden door elementen s, resp. s' van <9'X(U). 

Zij nu 



cI>(U)(s) = cr 

<I>(U)(s') = 01 • 
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Dan is cr = (s)e1"(U) en cr' = (s 1 )€1"(u). Wegens de commutativiteit 

van het diagram 

cI>(x) 

cI>(U) 

c,', (x) 

X l 
e'•(u) 

X 

kunnen we opmerken, dat de door cr en cr' geinduceerde elementen cr en 
X 

crx' in tJx'(x) gelijk Z1Jn aan resp. cI>(x)(s) en cI>(x)(s 1 ), zodat a = a'. 
X X X X 

Dus bestaat er een open omgeving V van X met V Cu zodat a IV = a I IV. 

Dat wil zeggen: : 

cr I V~cr• IV. 

0ftewel: 

s I V,.,, s I I V 

zodat er een open overdekking (Wa)a van V bestaat zodat 

Va. s I vnw = s' I V(\W. a a 

Kies nu a 0 zodat x SW • Dan volgt hierui t dat s 
a

0 
X 

jectief is. 

= s' x' zodat cI> ( x) 

-

in-

Bewijs: (ii) cI>(x) is surjectief. 

Kies cr Xe (;J X. ( X) , en kies een open 

wordt door a eC,-Jc(U). Laat cr een 

geven door 

omgev1ng U van x zodat cr geinduceerd 
X 

representant van a zijn in W'(u), ge-

cr = (s.).errtr(u.). 
1 1 . 1 

1 

Omdat (U.). een open overdekking is van U 1s er een 1
0 

zodat xc:.: U. • 
1 1 10 

Dan geldt: 
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q?(U. )(s. ) = = (J u. 
1

0 
1

0 io 

waaruit weer volgt: 

q?(x)((s.)) = = CJ 
J.Q X X 

als (s. ) het element in <9'x(x) is, dat geinduceerd wordt door s. . 
J.0 X io 

Opm: Zij (X, O' X) een preschoof van abelse groepen, en laat (X, 15" X) de 

schoof zijn, verkregen door verschoving van crX. Zij voorts (Y,O'Y) een 

schoof van abelse groepen, en laat gegeven zijn een morphisme 

Dan bestaat er een unieke factorisatie van($,'¥), gegeven in het diagram 

waarin (id,q?) het kanonieke morphisme is. 

Bewijs: We zullen de constructie van IT geven: Zij U een open deelver­

zameling van X, en laat ; e: $' X ( U) gegeven z ij n door 

o = (s.).E:IT'\.l(U.). 
J. J. • J. 

J. 

Kies bij elke s. een representant s.eC'J'X(U. ). Beschouw 
J. J. J. 

t. := '¥(U. )(s. )e &Y($-1U.) 
J. J. J. J. 

voor elke 1. Nu is ($-1U.). een open overdekking van $-1(u) en er geldt 
J. J. 

t. I ip- 1u.nip-1u. = '¥(u.nu.)(s. I u.nu.) = 
J. J. J J. J J. J. J 

= 1¥(u.<"u.)(s. I u.nu.) = t. 
J. J J J. J J 
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(Gana!), zodat het stelsel (t.). een element t€'8'y(l/J- 1U) induceert. 
1 1 

IT wordt nu gedefinieerd door: 

IT(U) (cr) := t. 

Gana dat deze definitie voldoet, en dat IT uniek bepaald 1s. 

Opm: Gana dat we C,X ook hadden kunnen definieren door de universele. 

eigenschap van de vorige opmerking. (Uiteraard verkrijgen we zo geen 

existentie bewijs). 

Opm: Gana dat het hiervoor beschreven proces van verschoving ook voor 

andere preschoven opgaat (bijv: preschoven van verzamelingen, ringen, 

etc.). 

Het voorgaande samenvattend kunnen we formuleren: 

Propositie 4.13: Zij (x,(o/X) ~ preschoof m abelse groepen (verzame­

lingen, ringen, etc.). Dan bestaat ~ eenduidig be­

paalde schoof m abelse groepen (verzamelingen, ringen, 

etc.) (X,e' X) met ~ kanoniek morphisme 

zodat geldt : 

(i) ~ induceert isomorfismen tussen alle staken O'X(x) 

~ 6' x(x) 

(ii) Als (Y,~y)-+ (X,c,'X) ~morphisme is ~pre­

schoven ~ abelse groepen (verzamelingen, ringen, 

etc.), ~ (Y, (!I y) is ~ schoof, dan bestaat er 

een unieke factorisatie 
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Opgave 4.13a: Als (X,0-:x) (<!>,<Dr (X,&~) eenmorphisme is van schoven, 

zodat <Pde identiteit is en <P staak.sgewijs een isomorfisme, dan is <P 

zelf een isomorfisme van schoven. (vgl. prop. 3.26). 

We zullen nu tensorprodukten van C;)"~-modulen gaan invoeren: 

Zij (X,O' X) een geringde ruimte, en zijn f1lx en flx twee "x-m~dulen. 

Definieer: 

voor elke open deelverzarneling U van X. 

Noteer verder: 

voor de vrije abelse groep, voortgebracht door de elementen (m, n) 
a a 

uit ~(U) x nX(U). De algemene vorm van een element uit deze groep 

kunnen we aangeven met 

<oo 

I c: (m ,n ) ; 
a a a 

E 
a 

= +1 _, 

Zij P(U) de ondergroep van 11lX(U) 0 n.X(U), voortgebracht door de ele­

menten van de gedaanten: 

(i) (m,n1+n2 ) - (m,n1) - (m,n2) 

(ii) (m1+m2,n) - (m1 ,n) - (m2 ,n) 

(iii) (mr,n) - (m,rn) 

(met m,m1 ,m2 G: 111X(U); n,n1'n26 fl X(U); re: 8-X(U)). 

Omdat 'YYlx en -1lX <"x-modulen zijn, hebben we, als V een open deelver­

zarneling van U is, het commutatieve diagram 

0 -r P(U) _. 1'Ylx(U) 0 1lx(U) - 1\(U) ® 1lx(U) - 0 

lrestr. lrestr. 

0-+ P(V) _. '111X(V) 0 n,X(V) _. mX(V) 8 nX(V) -+ 0 
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waarbij de restrictie-afbeeldingen warden gegeven door: 

<oo <oo 

I c: (m ,n )1-+ le (m IV, n IV). a a a a a a 
a a 

Wegens de &X-moduul-struk.tuur van 'i'nX en 1/X gaat onder deze restrictie 

P(U) over in P(V). Hieruit volgt, dat we een morphisme van abelse groepen 

hebben, dat voorgaand diagram commutatief afmaakt. Op deze wijze hebben 

we dus een preschoof 

op X ingevoerd. 

Opm: De staken van deze preschoof zijn van de vorm 

als x een punt is van X. 

Bewijs: We dienen in te zien dat als x vast gekozen is, 

In het algemeen kunnen we het volgende zeggen: Zijn 

twee injectieve systemen van abelse groepen over hetzelfde partieel ge­

ordende systeem I, terwijl I voldoet aan: 

\-/a, f3 e I 3 y e I. a -< y en f3 -< y. 
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Zij voorts 

een injectief systeem van ringen, eveneens over I. Laten verder voor 

elke ac:I zowel M als N R -modulen zijn, terwijl steeds als a< S de a a a 
diagrammen 

M X R verm. M N X R verm. N a a a a l·~ "X 

a 

l·~ a l·~ a 

1•; X 1T 1Ts s 

Ms x Rs verm. MS Ns x Rs verm. NS 

commuteren. Beschouw verder: 

V:= {M a @R N ' cpa 0 a -< S} *s, a a,Se:I a s a 

Dan is V eveneens een injectief systeem van abelse groepen over I. Be­

schouw nu: 

M:= lii\l M ; 
I a 

R:= li* R. 
I a 

M heeft als volgt op natuurlijke wijze de struktuur van een R-moduul: 

Kies meM. Dan is er een a er zodat m het beeld is van een element 

m € M onder het kanonieke morphisme 
a a 

Kies re::R. Ook 

zeker element 

a 
cp : M -- M. a 

hierbij vinden we een ser zodat 1rS(rS) = 
s r Se RS, als 1r het kanonieke morphisme 

1rS: RS-t- R 

r voor een 

is. Kies nu y er zodat a-< y en S-< y. Dan is, als ry:= 1r~(rS) en 

my:= cp~(ma), 



We kunnen dan definieren: 
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<PY (m ) = m. 
y 

Het is eenvoudig na te gaan dat M zo een R-moduul is. Evenzo is N een 

R-moduul. We hebben derhalve een tensorprodukt 

M ®R N. 

Er geldt: 

N 
a. 

want, ten eerste kunnen we beschouwen de morphismen 

gedefinieerd met 

(waarbij <j)a.: M -+Men $a.: N-+ N de kanonieke morphismen zijn). De 
a. a. 

diagrammen 

M ®R N 
a 

a.~ l" <Pa X $a M ~RN s 
s ~ 

MS @R NS 
s 

commuteren. 

Ten tweede, beschouw een abelse groep T tezamen met morphismen 

N -+T 
a 
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die zo gekozen zijn dat de diagrammen 

commuteren. Gana, dater dan een morphisme 

te vinden is, waarover alle .a,s factoriseren. Dus: 

N • a 

In ons geval vinden we dus voor elke x. X: 

waarmee de staken van de preschoof mX(-) ®fl(-) 17.X(-) zijn bepaald. 
X 

Opm: In het algemeen geldt niet dat mX(-) ®e, (-) nX(-) een schoof is. 
X 

Tegenvoorbeeld: Zij X een verzameling, bestaande uit drie punten: a, b 

enc. Definieer op X de volgende open verzamelingen: 

A:= {a,b} ; B:= {c,b} ; C:= {b} ; X; ¢. 

Zo wordt X een topologische ruimte. Op X definieren we nu drie schoven: 

&: een schoof van ringen 

1f1., -1/, : twee G'-modulen 

als volgt: 
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e)'(¢):=O ; ef(A) = lo/(B) = &(c) = &(x) = z 

1Yl,(¢):= 0 ; 11'J (A) = 111.(c) = 1Yl(x) = z ; r>'l(B) = 0 

n(¢):= o ; 1'[(B) = 17,(C) = tl(X) = Z' ; n (A) = o. 

Alle restricties zijn kanoniek. ~) Ook zijn m. en n op kanonieke manier 

G'-modulen. We vinden: 

m(¢) ®&'(¢) 11 (¢) = O ; m(A) ®&(A) fl (A) = o 

17l ( B) ® &( B) n ( B) = 0 ; m ( C ) @ lJ( C ) n ( C ) = Z 

m(x) ® &(x) 1'/._ (X) = Z. 

Deze preschoof is echter geen schoof: Kies 

0 ,j: s G m_(x) ®0--(X) n (X) 

We hebben de open overdekking X = AU B. 

Omdat 

ffi (A) ® <9-( A) 11.. (A) = m._ ( B) @ (9-( B) -fl. ( B) = 0 

moet gelden: 

s j A= 0 ; s j B = o. 

Waaruit met de 1e schoofeigenschap volgt: s = O, tegenspraak. 

~) 
Bijv. voor 1n.: 1rl..(X)--+ m. (A) is de identiteit, alle andere restric­

ties zijn de nulafbeeldingen. 
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Definitie 4.14: Als (X,(o/X) een geringde ruimte is, en ·mx en rlx zijn 

twee <"x-modulen, dan heet de schoof, genoteerd met 

die verkregen wordt door de preschoof 

te verschoven, het tensorprodukt van ~ en lfl.X (over Cr' X). 

Opmerking 4.15: Als (x,&X) = Spec A en M,N zijn twee A-modulen, dan 

geldt: 

Bew: Gana. (Aanw: Als Seen multiplicatieve deelverzameling is van de 

ring A, dan geldt: 

Opmerking 4.16: Als 111-x~ r/..X twee &:X:-modulen zijn, dan is ook het 

tensorprodukt 

~ & :X:-moduul. 

Bew: Deze ~x-moduul struktuur verkrijgen weals volgt: Beschouw voor 

elke open deelverzameling U van X het morphisme: 

v(U) 

<oo <oo 

(r, Is. 8 t.) --- i Si i 1. 1. 1. 
8 rt. 

1. 



Deze morphismen geven het morphisme van preschoven: 

'[x, &x(-) X ~(-) ® nx(-)J I (id,v(-)) [x, 112 (-) 0 n (-)]. 
C,, (-) X G' (-) X 

X X 

Nu kan in het algemeen het volgende worden opgemerkt: Als (X,G'X) en 

(x,9X) twee preschoven zijn met een morphisme 

(x, i("l.,X) ~ (id,~) (X (.) ) 
\J , ~ X 

en als (X, &x) en (x,9J X) verkregen zijn, door crx resp. 9 x te ver­

schoven, dan kunnen we (id,~) samenstellen met het kanonieke morphisme 

tussen (X$ ql X) en (X, 9 X), zodat we de situatie hebben: 

Volgens prop. 4.13 kunnen we dit door compositie verkregen morphisme 

tussen (x,9X) en (X,&X) uniek factoriseren door (X,e'X): 

(xf :~: (ia,•) (X,f :~n. 
(x, & x) ~------ (xJP x) 

Het is direkt duidelijk dat het bovengenoemde morphisme (id,v(-)) op 

deze wijze een morphisme 

[x,C,x(-) x (11lx & nx)(-)J -[cmx ~ 11x)(-)J 

X X 

definieert, dat de &X-moduul-struk.tuur op 

induceert. 
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Opmerking: We hebben, als 'l1lx een lo/X-moduul is, volgens voorgaande 

op~erking de tensorprodukten 

Door beide schoven in de staken te vergelijken ziet men, dat ze iso­

morf zijn. We kunnen dus schrijven: 

In het algemeen noteren we: 

n keer. 

Zij (X, &X) een geringde ruimte, en zijn rr/,X en 1/, X twee £9-'X-modulen. 

Beschouw een morphisme van <"x-modulen 

Voor elke tweetal open deelverzamelingen U en V van X met VCU hebben 

we dan een diagram van abelse groepen 

o-- Ker \f>(U) -- n (U) \f>(U) 'YY/. (U) -- Cok \f>(U) -- 0 X X 

o--

Jrestr, lrestr. lrestr. lrestr. 
Ker \f>(V) - 11.x(U) \f>(V) ► 11'/,x(V) -- Cok \f>(V) -- 0 

zodat we twee preschoven van abelse groepen hebben: 

(X,Ker \ft(-)) en (X,Cok \ft(-)). 

(i) (X,Ker \ft(-)) is een schoof. 

Bew: Zij (U.). een open overdekking van U. Laat voor elke 1 een 
1 1 
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s.6:Ker $(U.) gegeven zijn, zodat voor ell:e i,j geldt: 
J. J. 

s. I Ker $(U. fl U.) = s. I Ker $(U. fl U.). 
J. J. J J J. J 

Omdat Ker $(U. )c l'lx(U.) en Ker $(U,('\U, )C'YlX(u.nu.), volgt, daar 
J. J. J. J J. J 

1lx een schoof is, dater een ss7LX(U) bestaat, zodat s It\= si, \Ii. 
Voorts geldt voor elke i: 

$(U.)(siu.) = o. 
J. J. 

Dus, 

$(U)(s) I U. = O, Vi. 
J. 

Omdat rtlX een schoof is, volgt dan: 

$(U)(s) = O. 

Dus sE:Ker $(U). (2e schoofeigenschap). De 1e schoofeigenschap volgt 

direkt uit het feit dat Ker $(U)C'l1X(U). 

(ii) In het algemeen geldt niet dat (X,Cok $(-)) een schoof is. 

Voorbeeld: Kies X:= ·IR, met de "gewone" topologie. Kier verder twee 

verschillende punten Pen Q op R. Definieer: 

1) Als U een open samenhangende deelverzameling is van IR, evenals V, 

dan: 

&(u) := 2'. 

Als U = U U. de disjuncte vereniging is van zijn componenten dan: 
J. 

to/(u) = II Z'. 
i 

De restricties worden gegeven door: 

id 
Cr(u) = i- z = e'(v). 

(Als U = ~, dan <o/(U):= 0). <9'(-) is zo een schoof van ringen op X. 
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2) n ( -) : = C, ( - ) , opgevat als "1-moduul. 

3)·Definieer rrl(-) als volgt op X: 

a) Als U een open, samenhangende verzameling is in IR zodat P¢ U en 

Q¢u, dan rJl(U) := Z. 

b) Als U een open, samenhangende verzameling J.S in IR zodat P€U of 

QeU, dan 11/.(U) := O. 

c) Als U een willekeurige open deelverzameling is in m dan kunnen 

we U schrijven als een disjuncte vereniging van samenhangende 

open componenten: 

u = u u .• 
i J. 

Definieer dan: m.(u):= JI 11l(U.). 
l. 

J. 

Ga na dat geldt : 

(a) 1YL (-) is een 19-'(- )-moduul. 

( S) Voor elke open deelverzameling U van IR geldt: 1ll.(U) C n(u), en 

deze injecties geven een morphisme van schoven. 

(Aanwijzing: Als vcu, en Ven U zijn beide open en samenhangend, dan 

hebben we de volgende drie gevallen: 

PSV, QsV 

Pf/.V, QffV en Pta'U of QG:U. 

De restricties zijn successievelijk: 

m(u) = 2' ~ z = m(v) 

m_(u) = 0 ---+- 0 = rr/.. (V) 

rY/,(U) = 0 ~ 2' = 1fl (V). 
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Het is dan duidelijk hoe in het algemeen de restricties gedefinieerd 

worden. 

'De Cr'-moduul-struktuur verkrijgt men door te definieren: 

C}(U) X ffi.(u)---m(u). 

Als U samenhangend is en P of QE'U, dan wordt dit: 

!l X 0 kan. 
0 

etc., etc. 

De tweede schoofeigenschap controleren we in het geval U = (U.). met 
1 1 

U samenhangend, evenals alle U. 's. Bovendien nemen we aan dat P of QeU. 
1 

Zij s. Gm, (U. ) en laat 
1 1 

V i,j. 

Definieer: 

1J' ·-.-

s. 
1 

L) 
{ijs.=O} 

1 

u.nu. = s. 
1 J J 

u. ; ·W-•-.-
1 

Dan volgt direkt dat v-n ·iv-= ¢, 'l)' (l u 

u = ( -z,, n u) u ( uro u) . 

u.n u .• 
1 J 

u 
{i js.;ifO} 

1 

;if ¢, en we 

u .• 
1 

krijgen: 

Dit is een disjuncte vereniging van twee open verzamelingen. Omdat U 

samenhangend is, meet W fl U = ¢. Dus: 'Vi. s. = O, etc). 
1 

Nu geldt: De preschoof 

is geen schoof. (Gana wat de restricties zijn). Want kies U:= R, 

Up:= lR \{P}, UQ:= R \{:Q}. 

Dan geldt: U = UPUUQ' terwijl 
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Evenzo: 

en 

terwijl 

rl (IR ) / "' 'l Io = z. Im (f.) 

n(u ) / n(u ) / 
Kies nu ~ e p /'In (Up) ' ZQ e Q ;-m(uQ) 

vat als elementen van Z). Wegens (*) geldt: 

zP I uPnuQ = o = zQ I uPnuQ 

n(R) I zodat er een element ze lm(IR) zou moeten bestaan zodat z UP = zp 

en z I UQ = zQ, wat zou betekenen dat zp = zQ (als elementen van 'l), 

tegenspraak. Dus aan de tweede schoofeigenschap is niet voldaan. 

Opmerking 4.17. (Notatie-afspraak) 

We hebben tot hiertoe consequent notaties gebruikt van het type 

(id,4>) ................... ( ~) 

Hierbij werkte het functoriele morphisme 4>(-) in omgekeerde richting: 

fflx(U) 
4>(U) 

We zullen in het vervolg morphismen (~), waarbij de topologische af­

beelding de identiteit is, ook gaan noteren met: 
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Wel blijft afgesproken dat, indien we de schoven aangeven met paren 

(X,"mx) en (X,'n-X), we de morphismen ook zullen noteren met paren (id,~) 

op de tot nog toe gebruikelijke manier. 

Definitie 4.18: Als we een morphisme van &X-modulen 

~ : 1'Y/..X --+ ,n_ X 

hebben, dan heet de schoof, verkregen door het ver­

schoven van de preschoof 

( X, C ok 4> (- ) ) 

de cokern van~. 

We zullen nu de opmerkingen over de cokern van een morphisme van schoven 

generaliseren tot het geval van injectieve limieten. 

Propositie 4.19: Zij I~ partiele geordende verzameling, ~ zij 

~ injectief systeem ~ &:X-modulen. Dan is de familie 

{liw 1Yl (U) I u open in X} 
aG'I a 

~ preschoof, waarvan de staak in ~ punt xG'X de ~ 

heeft liro 1YL (x), 
aer a 

(Voor het bewijs, zie de appendix). 

Opmerking 4.20: De preschoof {liW lftla(U)}U' zeals in propositie (4.19) 

gegeven, is in het algemeen geen schoof. (Cf. de op­

merking over Cokernen. Een cokern is een injectieve 
. . *)) D d h • limiet • e oor verse oving van deze preschoof te 

verkrijgen schoof noteren we met 

~) Zie appendix. 
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Deze is de injectieve limiet van het stelsel { m } in 
a. 

de categorie der &x-modulen (Gana}. Volgens prop. 

(4.19} en prop. (4.13} zijn de staken van deze schoof 

gegeven door: 

(lim 1Yl )(x) = 
dllI a. 

Gevolg 4.21: Als {1Yl..a.}a. een familie &x-modulen is, dan hebben we de 

som 

I m. 
a.SI a 

(De som is een injectieve limiet *)). De staken van deze schoof zijn 

van de vorm 

I rn (x). 
a 

aeI 

Notatie 4.22: Als we de som nemen van III copieen van een to/x-moduul 

'111x_, dan schrijven we veer deze som vaak 

1rl, (I) 
X • 

Notatie 4.23: Als (x,&X) een geringde ruimte is, en ,ffl,X en nX zijn 

twee <9'x-modulen, dan geven we de klasse van <"x-moduul-morphismen van 

m,X naar 1l X aan met : 

Opmerking 4.24: Als rn,X een <"x-moduul is, dan is 

Deze (1-1)-correspondentie verkrijgt men als volgt: 

(i) Zij 1X het eenheids-element van &'X(X). Definieer dan: 

*) z1·e d" appen ix. 
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••••.•••••..•.••.. ( *) 

(ii) Zij nu oem. (X). Zij U een open deelverzameling van X. Definieer: X . 

s 1-+ s.(a!u). 

Het is eenvoudig te controleren dat ~ (-) hiermee een element is van 
(J 

Definieer: 

~ ( - ) ~ (J 
(J 

.................. ( ~). 

Het isomorfisme tussen Homey (C:,,X,mX) en rt/.X(X) wordt door (*) en (._) 
X gegeven. (Gana). 

Opmerking 4.25: Zij nu I een willekeurige index-verzameling, en zij 

(X,<9'X) een geringde ruimte. Beschouw de som 

c,( I) 
X • 

Dan hebben we voor elke ie I een kanoniek morphisme 

O' 
X 

h. (-) 
1 &-(I) 

X 

(waarbij (!JX op de i~ component wordt gelegd). (Bedenk hierbij dat men 

h.(-) hier definieert als een afbeelding naar de preschoof 
1 

,. 
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Men moet dan nog verschoven!). Er geldt dan: 

Met andere woorden: Er is een (1-1)-correspondentie tussen de ·&x-moduul­

morphismen 

o-(r) _ m 
X X 

en de families 

van elementen siem.X(X). Deze correspondentie wordt gegeven door: 

Hom 0 X ( C1 i I ) , ,m,X) ~ ~ ·m.x ( X) 

{~thi(X)( 1x)}ieI 

en, omgekeerd, als {s.}. I een element is van 
J. J.6 

~ '1'7½c(x), 
J. 

dan wordt de hiermee corresponderende ~ gegeven door: 

~(u): & i r \u) -+ ~ ·f11x(x) 
J. 

welke geinduceerd wordt door het morphisme van preschoven 

~• (u): l <"x(u) ~ 11lx(u) 
ieI 

<oo 

a.­
J. I 

icI 
a .• (s. ju) 

J. J. 
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Terminologie 4.26: Zij (x,q.>:X) een schoof (van verzamelingen, abelse 

groepen, ringen, o.i.d.) 

(i) Een element 

s e ~ x(u) 

heet een "snede van ~ :X: over u". 

(ii) Een element 

se9i-x(x) 

heet ook een 11 globale snede van 9i-x". 

Beschouw nu een geringde ruimte (x,& X) en daarbij een G-x-moduul 1rlx_. 
Zij verder {si}iSI een familie van globale sneden van mX; dan indu­

ceert deze familie een O'X-moduul-morphisme 

Als xe:X, dan hebben we het door cp geinduceerde staak-morphisme 

Definitie 4.27: 1flx heet voortgebracht 

{s.}. I als voor elke 
J. J. e: 

door de familie globale sneden 

xex cp(x) een surjectief mor-

phisme is. 

(Anders gezegd: Als voor elke xe:X het &X(x)-moduul 

1nx:(x) wordt voortgebracht door de familie 

{(s.) }.,._I 
J. X J.-.::. 

waarbij (s.) het doors. geinduceerde element is van 
J. X J. 

mx(x).) 

Definitie 4.28: Als (x,<9'X) een geringde ruimte is, en mx is een "'x-

~ moduul, dan heet 1n-X voortgebracht door zijn globale 



sneden als '»l.x wordt voortgebracht door de fa.milie 

Opmerking 4.29: rnX is voortgebracht door z1Jn globale sneden ·als er 

een index-verzameling I bestaat, benevens een morphisme van <'x-modulen 

waarbij ~ in de staken surjectief is. 

Opmerking 4.30: Er bestaat een C9'x-moduul 1rfx., tezamen met een punt 

x
0
sx, zodat, voor elke open omgeving U van x0 , 1ll.x lu niet wordt voort­

gebracht door zijn globale sneden: 

Voorbeeld: 

Kies X:= IR (met de 11gewone topologie") en x
0

:= O. Zij U een open deel­

verzameling van IR, en schrijf U als disjuncte vereniging van zijn com­

ponenten: 

Definieer: 

u = u 
ier 

u .. 
1 

e?/x(U) := IT O'x(U1.) 
ier 

We hebben zo een schoof van ringen <"x• Definieer ook: 

·m ( u ) : = rr 111 < u
1
. ) 

. 'X i42I . ""x 

11Zx<ui l == {: als 

als 

We lfunnen dan op kanonieke manier 1lsr_ tot een B'x-moduul maken. (Ga na). 
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Beschouw nu 

waarbij U een samenhangende omgeving is van x0 • Dan is -m (U) = 0, dus x. 
is de enige globale snede van 1'lx:lu het nulelement. 

Echter, kies x1 # x
0

, x1c U. Dan is (~ju)(x1) =~,en dus kan 

('mxju)(x
1

) nooit worden voortgebracht door de elementen uit ('1'Zxju)(x1), 

die geinduceerd worden door globale sneden. 

Definitie 4.31: Zij (X,CTX) een geringde ruimte, en zij ~ een c,,X_ 

moduul, 

1n,X heet quasi-coherent als er bij elk punt xe X een 

open omgeving U van x bestaat, en een exakte rij van 

(3- x-modulen 

(Opmerking hierbij: Een rij van &x-modulen 

m , - m - m ,, X X X 

heet exakt ( in ·1'fl x) als voor elke x E X de rij van staken in x 

•m I (x) ._ ,n'J (x) - r/l"(x) 
X ""x X 

welke door bovenstaande rij wordt geinduceerd, eeen exakte rij is van 

ff X(x)-modulen. 

Merk op dat dit in definitie (4.31) samenvalt met het feit dat 1'aXjU 

de cokern is van het betreffende morphisme 

(.Ga na, zie de constructie van de cokern). 
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Triviale voorbeelden: 

( i) (9' X is een quasi-coherent 6' x-moduul. 

(ii) Als 11tX een quasi-coherent 0-x-moduul is, dan ook elke som 

Opme;rking 4. 32: Zij (X, Ct X) een geringde ruimte, en zij 1/YlX een e"x­
moduul. 

Beschouw twee open deelverzamelingen U en V van X zodat vcu. Dan is 

ffl.X(U) een B'X(U)-moduul, en wegens de restrictie 

is etX(V) een <"x(U)-algebra. We hebben dan een G'X(V)-moduul-morphisme 

I m. ~ r ...... ---~ I r .• (m. jv) 
,J. J. • J. J. 
J. J. 

( Ga na). Als verder WC V CU, dan commuteert bovendien het diagram 

••• 0 •••••••• ( 1 ) 

(Ga na). 

Stelling 4.33: (Mumford, 1}1], pag. 272, Th. 3) 

Zij (X,G'X) ~ preschema, ~ zij 'IYlx ~ O';x-moduul. 

Dan zijn de volgende vier uitspraken aequivalent: 

(i) Voor ~ affiene open deelverzameling U ~Xis 
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~~ zeker c.9':X:(U)-moduul M. 

(ii) Er bestaat ~ open affiene overdekking (U. ) . van 
J. J. 

X zodat ~ elke i geldt : 

-m !u. "'M . . . "X J. J. 

voor een zeker G'v(U. )-moduul M .• 
- -- --:1\.--i J. 

(iii) 1'Y1x. is quasi-coherent 

(iv) Voor elk paar open affiene deelverzamelingen U ~ 

V ~ X met VCU is het in opmerking (4.32) gedefinieerde 

morphisme ~ C,-:X:(V)-modulen 

~ isomorfie • 

Voordat we de stelling bewijzen, maken we eerst een viertal opmerkingen: 

Opmerking I: Zij M een R-moduul. Dan bestaan er index-verzamelingen I 

en J zodat we een exakte rij 

kunnen construeren. 

Bew. Opm. I: Zij {ma}aeJ een stel voortbrengenden van M. 

Dan hebben we een exakte rij 

o-K-R(J)~M-o 

waarbij a de kanonieke surjectie is en K de kern van a. 

Zij {n6}S€I een stel voortbrengenden van K. We hebben dan weer een kano­

nieke surjectie 
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en dus een samenstelling 

De rij 

is dan exakt. (Vgl. de definitie van quasi-coherentie). 

Opmerking II: Als M', M en M" drie R-modulen zijn, en als we een exak.te 

rij 

M' ~ M ,.L M11 

hebben, dan is, als Spec(R) = (X,B'x), de door deze rij geinduce.erde 

rij van {o/X-modulen 

r.J ""N"""rv 
M'~M~M". 

(Cf. Opm. 4.9) ook exak.t. 

Bew. Opm. II: Zij x e X. Beschouw het commutatieve diagram 
.E. 

Im( a. ) 
.E. 

(a) 

(b) 

M'(x) --➔ M(x) --➔ W'(x) 
s(x) 

M' 
.E. 

= Ker ( S ) , want 
.E. 

&(x) 

a. 
.E. 

II 
M 

.E. 

m' Sa.m' O 
Sn a. (-) = -- = - = o 
£. .E. s s s 

en 

II 
M" 

.E. 

s (!!!.) = o '.==;. [3t~.E.· tS(m) = o] ==.­
.E. s 

==- [3 t •!!.· s( tm) = o] =;, 

= [3 t ¢ p 3 m '6: M' • tm = a. (m' ) J . 



Dus: 

m tm a.(m 1 ) 

s = ts = ts = 

4.39 

m' 
a. (-t ). 

.E. s 

Gevolg: Opmerking III: Zij ~: M--+ N een morphisme van R-modulen, en 

zij Spec R = (X,(o/X}. Dit induceert een morphisme van &x-modulen 

f>/ N N 

~: M- N. 

Er geldt: 

"' ~) ti) Cok(~) = 

(ii) Kera) = ~). 

Bew. Opm. III: De rij 

M~ N- Cok ~ - 0 

is exakt. Dus ook de rij van O'x-modulen 

N 1 N ,,-..._/ 

M-"'-+ N--+ Cok(~} - 0 

~ 

is exakt. Dus Cok(1) = Cok(~). Analoog voor de kern. 

Opmerking IV: Zijn M', M en M" drie R-modulen en zij Spec(R) = (X, & X), 

terwijl 
,., 

N Cl ,\J 

M -l:.+ M" 

een exakte rij is van <9'x-modulen. 

Dan is ook 

M' a(X) 
M 

S(X) 

een exakte rij (van R-modulen). 

M" 

Bew. Opm. IV: Merk allereerst op, dat a(X) op de wijze van Opm. 4.10 
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a induceert. (Dit ziet men als volgt: Beschouw het commutatieve diagram 

(waarbij x 

dan: 

N 
M' = M'(X) 

lkan, J; 
M' =, M' (x) 

12. 

~(x) 

~(x) 

N 
M(X) = M 

"xl lkan, 
(V 

M(x) = M 
12. 

= x ex). Dan geldt: Als 
12. 

m' "'J 

-€ M' = M'(x) 
s .E. 

"' m' 1 "' m1 

a(x)(-) = - • a(x)(-1 ) = s s 

= ~ [a(x) o p~(m' )] = ~ • [Pxo a(X)(m 1 
)] = 

~(X)(m') 
= -------'-'-----s 

waaruit volgt dat het door ~(X) geinduceerde morphisme in de stak.en 

overeenstemt met~, zodat beide morphismen gelijk zijn,) 

(i) Im ~(X)c Ker S(X). 

Want, kies m 1 ~ M' , en definieer 

i:= {se:R I s. [s(x).~(X)(m 1 )] = o}. 

Dan is i een ideaal. Stel i 'f R. Dan is er een maximaal ideaal ~CR, 

zodat icm. Echter: 

'"V IV ""-I 

M' (x ) --- M(x ) --- M"(x ) 
m a(x ) m s(x ) m 

m m 

is een exakte rij. Dus: 

N N m' f3 ( X ) o a ( X )(-
1 

) = 0 
m m ,, 

(in R ). 
m 
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D.w.z.: 

3 teR\.!!!_• tS(X)o ~(X)(m') = O. 

Dus t Eii. i c .!!!,, tegenspraak. Dus i = R, zodat 1 e i, waarui t volgt: 

N N 

(ii) Ker S(X)C Im a(X). 

Want, kies meKer S(X). Beschouw het ideaal 

_j_:= { te R I tme:~(X) (M')}. 

Zij _j_ :f. R. Dan is er een maximaal ideaal icm. Kies x ex en beschouw 
m 

M' ----+--M --~ M" • 
m a(x) 

m 
m s(x) 

m 
m 

Dan is 

Dus: 

.!!!. = ~(x ) (~) 
1 m s 

a(X)(m 1 ) 

= --------------s 

m' voor ieder element -eM'. Dat wil zeggen: s m 

3 tf!.!!!_• t [sm - &'(X)(m' )] = o. 

Dan: 

t sm = a'. ( X )( tm 1 ) • 

Dus tse:_j_. Echter: s¢.!!!,, tct.!!!, =- st'/t.!!!_-::::>_j_, tegenspraak. Dus _j_= R, 

zodat me a(X)(M 1 ). 

Bewijs van stelling 4.33: 

vfe bewij zen: (iv) ~ (iii) ~ (ii) ==::;:, ( i) ===;, (iv). 
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Bew. (iv) =, (iii): Kies xeX, en daarbij een open affiene omgeving 

U van x. Noteer: 

R:= <o/X(U). 

We kunnen dan een exakte riJ van R-modulen 

•••••••••••••••••• ( 2) 

vinden. (Cf. Opm. I). Nu is Spec (R) = (u,e'xlu), dus induceert de 

exakte rij (2) een exakte rij van O'xlU-modulen. 

• •••••••••• ( 3) 

(Cf. Opm. II). Ook hebben we een kanoniek isomorfisme van (o/xlU-modulen 

••••••••••••••••••••••••••••••• ( 4) 

(want: kies D(a)cu (dus aeR). Dan geldt: 

N mx(D(a)). 
(iv) 

Omdat het diagram 4.32 (1) commuteert hebben we voor iedere D(b)CD(a) 

commutatieve diagrammen 

,-..._,,, 
1nx(u) (D(a)) ~ rr/.x(D(a)) 

,,..,__, lrestr, lrestr, 
1YZX(U )(D(b)) ~ ~(D(b)) 

zodat - door overgang op projectieve limieten - voor elke open deelver­

zameling W van U geldt: 

~ 

~(u)(w) ~ 1'i'lx(w), 

waaruit (4) volgt.) 
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Dus volgt uit (3) dat we een exakte rij 

hebben, waarmee (iii) bewezen is. 

Bew. (iii) ==- (ii): We wet en dat ~ een quasi-coherent IS' x-moduul is. 

We kunnen dan voor X een open overdekking (U.). vinden, en daarbij exakte 
1 1 

rijen 

Door eventueel deze overdekking op een geschikte manier te verfijnen 

kunnen we bovendien veronderstellen dat elke U. ook affien is, zeg: 
1 

Dan is weer: 

( u. , O'x I u. ) = Spec ( R . ) • 
1 1 1 

/"'--,/ 

( I. ) 
= R. 1 

1 

,,,,-...._,, 
(J.) 

= R. 1 
1 

zoals door controle in de staken gemakkelijk is te verifieren. 

We hebben dus exakte rijen 

~ --(I.) (J.) 
R. 

1 
- R. 

1 
-r ,yr, ju. - 0 

1 ~. 1 '''X 1 

1 

en dus moet ~lui - als cokern van ~i - van de vorm Mi zijn voor een 

zeker (:l._X(U.)-moduul M .• (Cf. Opm. III). Hiermee is (ii) bewezen. 
1 1 

Bew. (ii)==;, (i):. We hebben een open affiene overdekking (U. ). van X, 
1 1 

zodat voor elke i 

,,.,,.., 
~ M. 

1 

voor een zeker ~X(U.)-moduul M .• 
1 1 
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Als voor een open affiene deelverza.meling U van X geldt dat 

voor een zeker {o/X(U)-moduu.l M, en als U = Spec R, dan is voor elke 

aeR 

zeals eenvoudig is te controleren. Derhalve kunnen we uit (ii) conclu­

deren dater een basis {U.}. voor de open topologie van X bestaat, zodat 
J. J. 

de U. 's affien zijn, terwijl 
J. 

·mxiu. "'~ 
J. J. 

voor een zeker G'X(Ui)-moduul Mi. Zij nu U een open affiene deelverza­

meling van X, en noteer: 

(Dus (u,e'xlu) = Spec R). Omdat U kompakt is kunnen we een eindige deel­

overdekking (U. ). van U vinden, bestaande uit elementen van bovengenoemde 
J. J. 

basis {U.} .• 
J. J. 

Elk van deze U. 1 s kunnen we weer eindig overdekken met kleinere open 
J. 

affiene deelverza.melingen van het type 

D(a)CU, aeR. 

We hebben dan de situatie: 

Spec R 

Spec R 
a 

= U E ) U. = 

t /J. 

= D(a) 

Spec R. 
J. 

(voor een zekere ring R.). Dit induceert een diagram van commutatieve 
J. 

ringen 

f R ----1-R. 

Al/r. 
R 

a 

J. 
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Het is eenvoudig na te gaan dat, als a'= f(a), 

D (a) = D (!a' ) • 

Het ring-morphisme f induceert dan het indentieke morphisme_ 

(D(a),t9'XjD(a)) -(D(a'),<9-xlD(a')) 

en dus: 

R = (R.) I • a J. a 

Beschouw nu het O'X(U. )-moduul M .• Wegens 
J. J. 

R 
f ----+ R. 

J. 

kunnen we M. ook opvatten als een R-moduul. Noteer hiervoor: M~ in 
J. J. 

plaats van M .• (De vermenigvuldiging wordt dan gegeven door: 
J. 

Voorts geldt: 

reR, meM. ; r.m:= f(r).m 
J. 

~ --M. ID (a' ) "" (M. ) , 
J. J. a 

No 'a"' 
M. jD(a) "" (M.) 

J. J. a 

terwijl, omdat f de identificatie van &XjD(a) en &XjD(a') induceert, 

0 (M.) = (M.) I • 
J. a J. a 

Dus volgt: 
,,..._,, 

0 
"" (M. ) • 

J. a 
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We hebben nu gevonden, dat we U kunnen overdekken met open deelverzame­

lingen D(a.), a. e.R zodat 
' J. J. 

l'V 

~ N. 
J. 

voor zekere R -modulen N .• a. i 
J. 

Bes chouw nu twee open deel verzamelingen U en V van X zodat U :::> V. 

Beschouw hierbij de volgende exakte rij: 

0 _. 1'>1 (V) - II 11l.X{VAD(a.)) ~ II mX(VnD(a.) 0 D(a.)) """'X • J. • • J. J 
J. J.,J 

fov!D(a. )}. 
J. J. 

{cr.}. ~ fo.!D(a.a.) - cr.!D(a.a.)}. . 
J. J. J. J. J J J. J J.,J 

en definieer als volg~ voor elke i en elk paar (i,j) schoven rn"': en 
* J. rn . . op U: 
J.,J 

m°7(V):= m (VflD(a.)) 
J. "''X J. 

1rJ°7 . (V) := 1r/.X(Vfl D(a. )('\D(a.)). 
J.,J J. J 

(Gana dat zo inderdaad schoven verkregen worden). We hebben dan een 

exakte rij van schoven op U: 

o - ~lu -- II m"7 - II 1n"7 . 
i J. i,j J.,J 

. .......•........•. ( 5) 

Nu is II 1Yl.°7 van de vorm M voor een zeker R-moduul M. (Want: 
J. i 

ffl °7( V ) = 1'n ( V () D ( a • ) ) = 
J. '''x J. 

N = ('YflxlD(a.))(vnn(a.)) = N.(D(a.)nv), 
J. J. J. J. 

Nn* • N dus elke "L· is van de vorm N., waarbij N. een zeker R -moduul is, etc. 
J. J. J. a. 

Wegens het kanonieke morphisme 1 
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kunnen we N. ook opvatten als een R-moduul. We schrijven dan N? in 
1 1 

plaats van N .• Dan is: 
1 

als &'xlU-moduul, en bij gevolg: 

* ~ II 1Yl. ~ II N. 
, 1 , 1 
1 1 

zeals gemakkelijk is hate gaan.) 
* ~ Analoog is -'Yll • • van de vorm M voor een zeker R-moduul M. 
1,J 

We kunnen voor (5) dus ook schrijven 

Volgens opm. III is dan ook ~ju van de vorm M voor een zeker R-moduul 

M, zodat (i) bewezen is. 

Bew. (i) ~ (iv): Kies twee open deelverzamelingen U en V van X, beide 

affien, zodat VCU. Zij U = Spec R, V = Spec Sen laat 

voor een zeker cJ'X(U)-moduul M. 

We hebben voor M een exakte rij 

••••••••••••••••••••••• ( 6) 

(Cf. Opm. I). Deze rij induceert de exakte rij van <9' X-j-U-modulen 

Passen we restrictie toe tot V, dan vinden we een exakte rij 
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Nu is 11lxlV = N voor een zeker t9'X(V)-moduul N. 

Dus: 

oftewel: 
~ r--..,, 

s(r)_ s(J)_ ;_ o. 

Dit induceert volgens opm. IV de exakte rij van S-modulen 

Ook volgt uit (6): 

R(I)@ S - R(J)@ S-+ M ~ S -r 0 
R R R 

is een exakte rij van S-modulen. Dus: 

s(r) - s(J) _ M 0 s--+ o 
R 

is exakt. Hieruit volgt dat M ®RS en N, als cokernen van eenzelfde 

morphisme 

s(r) - s(J) 

isomorf zijn: 

N ~ M ®R S. 

Dus: 

N(V) ~ M(U) @<9-: (u) O' x<v) 
X 

oftewel: 

17'sc ( V) ~ mX ( U) 0 er ( U ) (9' X ( V) 
X 

waarm.ee (iv) bewezen is. ,, 
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Definitie 4.34: Zij (x,0'X) een geringde ruimte, en zij 1fl.X een 0--x­

moduul. 

m.X heet van eindig type als voor elke xex er een open 

omgeving U van x bestaat, zodat 11lxlu voortgebracht 

wordt door een eindige familie globale sned~n. 

Opmerking 4.35: fflx is een '9'x-moduul van eindig type dan en slechts 

dan als er voor iedere x E:X een open omgeving U van x 

bestaat en een exakt rijtje van de vorm 

••••••••••••••• ( +E--) 

Bew: We hebben een isomorfisme 

Laat met het morphisme ~in(*) corresponderen het element 

Dat wil zeggen: 

n 
(s. )~ 

1 
e rr m.x(u). 

1 1= • 1 
1= 

s. 
1 

(i = 1, ••• ,n). 

Kies yeU, en kies crye'rnx(y). We hebben dan een commutatief diagram 

(U) oh, (U) 1 mX(U) 
1 

~(y)oh.(y) 
1 

waarbij ~(y) surjectief is. (Omdat (*) exakt is). 
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Dus is er een element 

zodat 

(J • 
y 

Dit wil zeggen: 

n 
cI>(y)( I h.(y)(cr.)) = cr. 

i=1 1 1 y 

Hieruit volgt: 

n 
(J = cI>(y)( I cr .• [h.(y)(1 )]) = 
y i=1 1 1 y 

n 
cr .• [cI>(y)oh.(y)opU(1U)} = I = 

i=1 1 1 y 

n 
cr .• [pUocI>(U)oh. (U) ( 1U)] = I = 

i=1 1 y 1 

n u 
= I (J •• p ( s.) 

i=1 1 y 1 

Met andere woorden: mx(y) wordt voortgebracht door de familie 

waarbij {s.}. een eindige familie globale sneden is van 1flxlu. Dus is, 
1 1 

indien een exak.t rijtje ( *) bestaat, rn._X een C\-moduul van eindig 

type. 

Omgekeerd, zij nu gegeven dat 111.X van eindig type is. Kies x en U zeals. 

in de definitie en laat ~lu voortgebracht zijn door de familie globale 

sneden 

{s. }:1 1 
1 1= 

Met~deze familie correspondeert weer een to/xlU-moduul-morphisme 
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gegeven door - als VC U, V open -

n U 
4>(V)((t.).):= I t •• pv(s.). 

ii i=1 i i 

Nu is de rij 

exakt als 4> in de staken surjectief is. Kies yeU. 1>\(y) wordt voort­

gebracht door de familie 

Dus, als crye1nx(y), hebben we een som 

n U 
cr = I r . • [P ( s . )J 
y i=1 i y i 

Dus: 

cr = 4>(y)((r.).) 
y i i 

waarmee de surjectiviteit gevonden is. 

Opmerking 4.36: (i) Elke quotient-schoof van een <9'x-moduul van eindig 

type is weer van eindig type. 

(ii) Als lfYlX een £9-X-moduul is van eindig type, dan ook 

elke eindige som 

en elk eindig tensorprodukt 

(Ga na). 
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Opmerking 4.37: Zi,i rn.X ~· & :X:-moduul ~ eindig ~. Zij xex, ~ 
zij U een open omgeving van x. Als nu {.s ~} 1: 1 een 

-- -- -- 1 1= 
fa.milie ~ sneden ~ 111,,X is ~ U, zodat 

{ PU ( s . ) } 1; 1 
X 1 1= 

1Ylx(x) voortbrengt, ~ bestaat _!:!. ~ open omgeving 

V ~ x met vcu zodat ~~ yeV het ~ 

rnX(y) voortbrengt. 

Bew: Kies een open 

sneden {t.}~ 
1 

van 
1 1= 

omgeving W van x zodat we een eindig stel globale 

fflxl W hebben, zodat voor elke ye W 1llX(y) wordt 

voortgebracht door het stel 

Ook wordt 1n.X(x) voortgebracht door het stelsel 

zodat geldt : 

W n U 
p(t.)= l r,,op (s.) 

X 1 j=1 1J X J 
( i = 1 , ••• ,m) 

(Hierbij r .. e&X(x) voor elke i en j). Omdat we eindig veel elementen 
1J 

r .. hebben, kunnen we binnen U() W een open omgeving V van x vinden, en 
1J 

element en 

zodat 

r! .e(o/x(V) 
1J 

n 
l r! ,op~(s.) 

j=1 1J J 
(i = 1 , ••• ,m) • 
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Kies nu yfi:. V. Dan wordt 1'flx(y) voortgebracht door 

dus door 

n 
{ l P V ( r ! . ) . l (s. ) }~ 

1 j=1 y 1J y J 1= 

dus door 

Opmerking 4.38: Zij X een kompakte ruimte met een schoof van ringen "'x· 

Zij mX een ~X-moduul van eindig type. 

Als mX wordt voortgebracht door zijn globale sneden, 

dan wordt 17lX al. voortgebracht door een eindige familie 

globale sneden. 

Bew: Kies xex. Kies een open omgeving U van x en een eindig aantal 

globale sneden van mxlu, zeg 

zodat 

een stel voortbrengenden:is.voorfflX(x). 

Ook wordt ~(x) voortgebracht door een familie 

u 
{p (t.)}."""J 

X J J= 

waarbij {tj}jeJ een stel globale sneden is van 1YlX. We hebben dus sommen 

<00 
pu(s.) = I. 

X J. 
Ji 

X r ... p (t.) 
1J. X J, 

J. 1 

met r .. e Ci X(x). Hieruit volgt dat het eindige stelsel 
1Ji 

(i = 1 , ••• ,m) 



X 
{p (t. )} .. 

X J• J,,J. 
J. J. 

'"1,X(x) voortbrengt. We hebben dus gevonden: Bij elk punt xex bestaat 

een open omgeving U van x en een eindig stelsel 

{ti U} 

(waarbij de t's globale sneden zijn van 1n.X) zodat 1flX(x) door het 

stelsel 

wordt voortgebracht. We kunnen dan volgens de vorige opmerking een open 

omgeving V van x vinden zodat voor elke yeV geldt: ~(y) wordt voort­

gebracht door het stelsel 

X {p (t)}. 
y 

Kies nu bij iedere xE2X zo'n omgeving V. We krijgen dan een open over­

dekking van X, en we hebben een eindige deeloverdekking 

Voor elke a. s { 1 , ••• ,k} vinden we een eindig stelsel 

zodat voor elke ye Va. 111.X(y) wordt voortgebracht door 

{px(t)}(a.). 
y 

Kies nu voor elke a. het stelsel {t}(a.). De vereniging van deze stelsels 

geeft dan een eindige familie globale sneden van m_X die m_X voortbrengt. 

Opgave: Een <9' x-moduul 112X van eindig type is niet noodzakelijk quasi­

coherent. (Zie bijv. A. Grothendieck [G] Chap. 0 §5.2). 
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Definitie 4.39: Zij (X,~X) een geringde ruimte, en zij 11ZX een &X­

moduul. 

m_X heet coherent als geldt: 

( i) 1YJ.,X is van eindig type 

(ii) Voor elke open deelverzameling U van X en door elk 

natuurlijk getal n > 0 en voor elk (9-xlU-moduul­

morphisme 

is de kern van u van eindig type. 

Opmerking: Merk .2l2. dat beide condities in bovenstaande definitie van 

locale aard zijn! 

Definitie 4.40: Zij (X,<9-X) een geringde ruimte, en zij m,_X een tJ'X_ 

moduul. 

m,X heeft een eindige presentatie als er voor elke xex 

een open omgeving U bestaat, zodat 1>txiu isomorf is met 

de cokern van een morphisme van <9-'xlU-modulen 

waarbij pen q positieve natuurlijke getallen zijn. 

Triviale opmerking: Als m..X een &'x-moduul is met een eindige presen­

tatie, dan is fflx quasi-coherent en van eindig type. 

Opmerking 4. 4 1 : Als ~ ~ coherent ~ :X:-moduul is, dan heeft rflx. ~ 
eindige presentatie. 

Bew: rn.X is van eindig type. We kunnen dus bij elk punt xex een open 

omgeving U van x vinden, alsmede een exakt rijtje van de vorm 



Vul dit rijtje aan tot de exak.te rij 

Dan is - omdat m_X coherent is - ook K van eindig type: We hebben een 

open omgeving V van x (met VCU) en een exakt rijtje 

Dan hebben we de samenstelling 

vinden, waaruit volgt dat 1nx een eindige presentatie heeft. 

Opmerking 4. 42: Niet elk 0' *-moduul met eindige presentatie is coherent. 

Voorbeeld: Kies 

Definieer: ( x,<rx) : = Spec R. Kies ~: = 0-X ( als C:\-moduul). Dan heeft 

·mx uiteraard een eindige presentatie. Beschouw voorts het R-moduul­

morphisme 

Dan is K:= Ker~= (x
1
,x

2
, ••• ), en we hebben een exak.te rij 



Deze rij induceert de exakte rij 

~ Nu is K = 
,.. . 

Ker~ niet van eindig type, want stel wel: 

Kies xex en bij x een open omgeving U en een exakte rij 

Door eventueel U te verkleinen kunnen we aannemen dat er een a eR be­

staat, zodat U = D(a), zodat we een exakte rij hebben: 

Dit induceert een exakte rij van R -modulen 
a 

R(n)_ K _. 0 
a a 

(a~ x1, want x1 is nilpotent, dus D(x1) = ~, tegenspraak) waaruit 

blijkt dat K een eindig voortgebracht R -moduul is. Neem aan dat het a a 
stelsel 

' ... ' 
K voortbrengt. Er geldt: f.e.Ker ~, zodat de constante term der f. 's 

a 1 1 

nul is. We kunnen derhalve een N£N vinden, zodat 

Dan ook: 

f. 
-fe(x1,···,~)a 

(i = 1, ••• ,t). 

(i = 1, ••• ,t). 

Kies N zo groot data te schrijven is als een polynoom in ~[x1, ••• ,xJ. 
Dan volgt: 



of'tewel: 

Kies M > N. Dan geldt: 

Dat wil zeggen: We kunnen een polynoom f'E: C [x1, ••• ,~] vinden en een 

nE- N, zodat 

Dus: 

Dus is a(X1' ••• ,XN)ex1.c[x1, ••• J, zodat a - als element van R - nil­

potent is, zodat D(a) = ~; tegenspraak, omdat xeD(a). 

Opmerking 4. 43: Elk sub-moduul ~ eindig ~ ~ ~ coherent &' :}C 
moduul is coherent. 

Bewijs: Zij 111,X een coherent <"x-moduul en zij nX een sub-moduul van 

1flx van eindig type. Kies een open deelverzameling U van X, en zij 

n > O. Beschouw een exakte rij 

Dit induceert: 

als 'l' de kanonieke injectie nxiu ~ ffixlu is. Omdat 1llxlu coherent is, 

is K van eindig type. Dus ,nX is coherent. 

Propositie 4.44: (Cf'. J.-P. Serre (FAcJ 13, Th.1) 
,. 

Zij (X, '9-X) ~ geringde ruimte, ~ zijn 1Tl', "HI, 1/1.11 
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drie (}' *-modulen. Laat verder gegeven zijn ~ exak.te 

rij 

o -- m, -- m - m11 
- a. a. $ 

~twee~~ drie (9-' *-modulen coherent zijn, dan 

is de derde het ook. 

Bewijs (i): Stel: 1fl en 11l 11 zijn coherent. 

Dan is 1!l van eindig type, zodat er bij elke xe X een open omgeving U 

van x bestaat, en een exak.t rijtje van de vorm 

Als 

het door$ geinduceerde morphisme is, kunnen we de exak.te rij 

beschouwen. Omdat •11!." coherent is, is 11. U van eindig type. (Als &XI U­

moduul). 

Beschouw nu het diagram 

0-+ 1l U ~ <~xlu)P - m111u- 0 

lYu 

o -+'m.1 lu - -m1u - 11r'lu-+ o 
"u l ~u 

0 

Omdat 1l u van eindig type is, is ook YuOAU("nu) van eindig type )*, en 
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- als sub-moduul van het coherente moduul -»flu - volgens Opm. 4.43 dus 

coherent. 

Ook is eenvoudig na te gaan dat 

m, lu ~ y "" ( ·n ) au u u u 

zodat 1Y/} I U coherent is. 

Omdat we dit voor elke x<.X en elke geschikte omgeving U van x kunnen 

doen, en omdat coherentie een lokale eigenschap is, volgt hieruit dat 

11l, 1 coherent is. 

)* Zijn ,m,_ en lfl twee (9-'X-modulen bij een geringde ruimte (X,{9'X) 

en zij 

een morphisme van &x-modulen. Dan definieren we 

q,('m):= Ker(Cok qi). 

Bewijs (ii): Stel: 171. 1 en 'dl zijn coherent. 

mis van eindig type, dus 11L" is van eindig type. We moeten dus nog 

bewijzen dat voor elke open deelverzameling U van X en elk exakt rijtje 

van de vorm 

geldt, dat Keen &'xiU-moduul van eindig type is. 

Beschouw nu een morphisme 

Dit wordt bepaald door een stel elementen 

Kies ·:itB U. We hebben dan de elementen 



4.61 

Wegens de exaktheid van de rij 

a - m., - m - rn,, - o 

kunnen we dan een open omgeving U' van x binnen U vinden, en elementen 

s1, ... ,s~ em(u 1
) 

zodat 

U' U a(x)op (s!) = p (s.) 
X J. X J. 

(i = 1, ••• ,p) 

Beschouw nu voor een willekeurige iE:{1, ••• p} de elementen s. en 
J. 

S(U')(s!). Dan geldt: 
J. 

zodat er een omgeving U" van x binnen U' bestaat, zodat 

p(U')(s!)lu" = s.lu". 
J. J. 

Omdat we slechts eindig veel indices i hebben geldt derhalve: 
, 

Er is een open omgeving V van x binnen U' zodat geldt: 

( i = 1 , ••• ,P) 

Omdat ffl van eindig type is, kunnen we een omgeving W van x vinden met 

WCV, en een stel elementen 

zodat voor elke ye W m1 (y) voortgebracht wordt door het stelsel 

w w 
{p (n

1
), ••• ,p (n )}. 

y y q 

(Cf. Opm. 4.37). Beschouw nu de exakte rij ,, 



Voor elke y~ W geldt dan: 

S(y)( I f .• pu' (s!) )= o ~ 
i=1 1 y 1 

! 
i=1 

U' f .• p (s!)Ei:Im(a(y)) 
J. y J. 
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3g1,···,g e&.x(y). ! f .• pu
1

(s!) = r g. a(y)(pw(n.)) 
q i=1 1 y 1 j=1 J y J 

Nu bepaalt de familie 

een &xlW-moduul-morphisme 

·ook hebben we het kanonieke morphisme 

en het commutatieve diagram 

0 - K' lw 2-+. (<"xlw)p+q _L. m1w 

!kan. lsw 

0 ~ KIW ~ (&xlw)P ___!. m•1w 

•••••• ( *) 
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(Gana), De betrekking (*) zegt nu precies, dat 

Dat wil zeggen: 

Dus: 

Kl W = Im( (kan)o A). 

Nu ism coherent, dus ;\(K') is van eindig type, dus Im((kan)o;\) is van 

eindig type, dus KIW is van eindig type. 

Omdat we dit voor elke xe:U kunnen doen, volgt dat K van eindig type is 

als &xlU-moduul. 

Bewij s (iii): Stel: 11l,, en 111" zijn coherent. 

Kies x~ X, en een open omgeving U van x zodat rtl' I U en 11/.11 I U warden 

voortgebracht door families sneden n
1

, ••• ,n
4 

e 11/,' (U), resp. 

(s
1

, ••• ,sp)e1T!"(U). Door U eventueel te verkleinen kunnen we bovendien 

aannemen dat er sneden s 1 , ••• ,s; Sm(U) bestaan, zodat 

De fa.milie 

S(U)(s!) = s. 
1 1 

(i = 1, ••• ,p) 

••••••••••••••••••••••• ( *) 

brengt dan -m.1u voort, zodat 111 een l9-'X-moduul is van eindig type. (Kies 

nl. ySU, cr e'm.(y). Dan geldt: 
y 

zeg: 

S(y )( cr ) e1TL" (y), 
y 

S(y)(cr) = I f .• pu(s.) 
y i=1 1 y 1 

(:e
1
e O"X(y); i = 1, ••• ,p). Beschouw nu 



T := 0 -y y 

Dan is 

dus T e: m.' ( y) • Zeg: y 

T = r 
y j=1 

Dan: 
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I 
i=1 

. u 
g. •P oo:(U)(n.) 

J y J 

I f .• pu(s!) + r g .• pu(o:(U)(n.)) 
i=1 1 y 1 j=1 J y J 

cr = y 

waarui t volgt dat de familie ( *) ·111. I U voortbrengt. 

We moeten nu nog bewijzen, dat voor elke open deelverzameling U van X, 

en voor elk exakt rijtje van de vorm 

o-+ ¾-r G'xlu(r) ~ 11l.lu ••••••••••••••••• (~) 

1tJ van eindig type is. 

Beschouw nu dit rijtje (~). Dan wordt ~ gegeven door een eindig stel 

sneden 

Beschouw het exakte rijtje 

(waarbij Su door Sis geinduceerd) Su0 ~ wordt gegeven door: (als y€U) 

Als ( f 1 , • • • , fr) S c9' X ( y ) ( r ) , dan 

,. 
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Met andere woorden: Suo~ wordt bepaald door het stel 

(zeals in Opm. (4.25)). De staak in y van~ wordt gegeven door de 

element en 

waarvoor geldt: 

Kies x vast. Omdat '!fl" coherent is, is~ van eindig type. We kunnen 

dus een open omgeving V van x binnen U vinden, alsmede een eindige 

fa.milie sneden boven V van ~Iv, zeg 

( r 1 , ••• , r~) , ( r ~, .•• , f~) , ••• , ( r ~ , ••• , r:) 

die ~Iv voortbrengen. Noteer: 

r . U 
uJ.:= l r:.pv(t.)em(v). 

i=1 J 1 

Dan: 

r i U a ( v) ( u. ) = L r .• Pv a ( u )( t . ) = o. 
J i=1 J 1 

(Omdat (f!, ••• ,f3:°)eK_,_(V)). Dus, wegens de exaktheid van de rij 
J J -lJ 

hebben we: 

zeg: 

D - ,m, ~ 1Jl ~ 11/H - 0 

·u.e a(v)(11l 1 (V)), 
J 

,u. = a(V)(u!) 
J J 

(u!e.11l,1 (V)) 
J 
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Beschouw het exak.te rijtje 

waarbij ~ bepaald wordt door het; stel 

u1, ••• ,u~€'m'(V). 

Omdat ook 1Yl1 coherent is, kunnen we een omgeving W van x binnen V 

kiezen, benevens een eindig stel sneden van Ky(W), zeg 

< g ~ , • • • , g ~ ) , < g1 , • • • , g~ ) , • • • , < gi , • • • , g: ) 

die KyiW yoortbrengen. 

Beschouw nu de familie 

{ I gkj.<ilwn._1 
j=1 J 1- , ••• ,r 

k= 1 , ••• , t 

(dit zijn sneden in (to/xiw)rt). Dan brengt deze familie ¾IW voort •••• (~) 

Want, zij ye W, en zij ( f 1' ••• ,fr) e ¾(y). Dat wil zeggen: 

•••••••••••••••••••••••••••. ( 1 ) 

Dan volgt hieruit: 

oftewel: 

Hieruit volgt dat (r1, ••• ,fr)G:~(y) dus: Er is een stel 

g1, ••• ,g '29 (y) zodat 
s X 

f. = 
1 

s 

I 
j=1 

V • 
g .• P ( r:) 

J y J 
( i = 1 , ••• ,r) ••••••••••••••• ( 2) 



Nu geldt (1), dus volgt: 

Of, wegens 

Dit betekent 

als lineaire 

f. schrijven 
1 

r s V _k U l l g .• p··(r;).p (tk) = o. 
k=1 j=1 J y J y 

u. = 
J 

s 

I 
j=1 

V 
g .• p hi.)= o. 

J y J 

dat (g1, ••• ,g )€.K.!~(y), zodat de g.'s te schrijven zijn 
s --v w . J 

combinaties van de py(~)'s. Dus kunnen we volgens (2) elke 

als lineaire combinatie van de produkten 

V i W j 
p (f .. ).p (gk) 

y J y 

waaruit (-) volgt. 

Uit (-) volgt direkt dat ¾ van eindig type is. Dus is 1l/, coherent. 

Gevolg 4.45: Elke eindige som van coherente 8'x-modulen is weer coherent. 

(Ga na). 

Propositie 4.46: (C~. J.-P. Serre, ]}'Ac], 13, Th.2) 

Zij (x,&X) ~ geringde ruimte, ~ zijn 1/l ~ 1l twee 

coherente &*-modulen. Zij 

~ <"*-moduul-morphisme. Dan zijn Ker( <I>), Cok( <I>), Im( <I>) 

ook coherent. 

Bewijs: m. is coherent, Im(qi) is van eindig type en omdat ,nook coherent 

is, is Im(<!>) coherent. We hebben een exakte rij 

0 - Ker(<!>) -1fl _. Im(<!>) --+- 0 
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waarbij men Im(~) coherent zijn. Dus is Ker(~) coherent. Ook is -

wegens 

Im(~) "' Coim(~)" 

(Gana) - de riJ 

0 _.Im(~)_. n _. Cok(~) ~ 0 

exakt, zodat ook Cok(~) coherent is. 

Opmerking 4.47: Als 1ll en n twee coherente deelschoven ZJ.Jn van een 

coherente schoof qi van modulen, dan zijn ook de schoven 1'fl+1l en 1flnn 
(Gana hoe men deze definieert) coherent. 

Bew: 'l'rL+'n. is een deelschoof van <J[ van eindig type, dus coherent. Ook 

is de rij 

a -- m11n ·-r 111. - 11lJnn·m - o 

exakt en, wegens de exaktheid van de rij 

o-n-Jii-'F;n -o 

volgt dat Ji/n coherent is. Nu is 111../,n_ 1Jrrl, van eindig type, en boven­

dien 

C Tt:' 111.!n 11 ·m r In 

zodat ook 1fl/n nm coherent is, waarui t de coherentie van l(l, nm volgt. 

Opmerking 4.48: Als (x,<9-X) ~ geringde ruimte is, fil! m. fil!. -n zi.jn 

coherente <"x-modulen, dan is ook 111.@n coherent. 

Bewijs: 111,is coherent, dus kunnen we voor elke xe.x een open omgeving 

U van x vinden, alsmede een exakt rijtje 
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Nu geldt wegens de rechts-exaktheid van het tensor-produkt, dat we een 

exakt rijtje 

hebben. (Ga dit goed na!) 

Nu is 

zodat we een exakte rij 

hebben. Nu is n1u coherent, dus (nlu)q is coherent. Omdat we de 

coherentie lokaal kunnen controleren is hiermee ook rfl®fl coherent, 

als cokern. 

Propositie 4.49: Zij A~ noetherse ring.~ zij (x,&X) = Spec A. 

Zi,i 11L ~ e-x-moduul. Dan zi.jn de volgende uitspraken 

aequivalent. 

(i) ffl. is coherent. 

(ii) 1fl is quasi-coherent ~ ~ eindig ~ 

(iii) Er is ~ A-moduul M ~ eindig ~ zodat 1!L!:, M. 

Bew( i) ~ (ii) : Als 1'n coherent is, dan is m per defini tie van eindig 

type, en heeft een eindige presentatie. Met andere woorden: Voor elk 

punt xsX bestaat er een open omgeving U en een exakte rij 

zodat 1ft quasi-coherent is. 

Bew(ii) ====- (iii): Zij nu mvan eindig type en quasi-coherent. Volgens 

St. 4/33 ( i} bests.at er. de:n 'een- ·A-mo.duul. M zodat 
,, 
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We m0eten nog bewijzen dat M van eindig type is. 1n is van eindig type. 

Dus kunnen we bij elk punt x€X een open omgeving U vinden en een exakt 

rijtje van de vorm 

We kunnen, door eventueel te verfijnen, aannemen dat deze U's van de 

vorm D(a) zijn (aeA). We hebben dan exakte rijtjes 

(A )p(a)--+-- M --r 0 
a a 

•••••••••••••••••••••••••• (-M-) 

(p(a)GIN). Nu vormen deze D(a) 's een open overdekking van X, en we 

kunnen dus een eindige deeloverdekk.ing kiezen: 

Uit C~) volgt dan, dat voor elke iE{1, ••• ,n}, M wordt voortgebracht a. 
door een eindig stel elementen, zeg: 

' ... ' 
Kies nu meM. Dan geldt: 

!!e M 
1 a .. 

J. 

Dus: 

(i)f(i) + 
a1 1 

Wat zeggen wil: 

N. 
J. a. 

J. 

f(i) 
p. 

J. 

1 € M • a. 
J. 

3Nel'l. N (i)f(i) 
ai m = r 1 1 + ••• + 

J. 

(i = 1, ••• ,n). 

( i = 1 , ••• ,n). 

voor zekere elementen r~i)eA. Omdat we eindig veel a. 's hebben, kunnen 
J • J. 

we N'onafhankelijk van de keuze van i kiezen. Nu volgt uit 



n 
X = U D(a.) 

1. i=1 

dat het ideaal, voortgebracht door a 1, ••• ,an A zelf is, dus 1 bevat: 

We vinden dan: 

Als we deze som uitschrijven, vinden we bij elke term een zekere index 
Ni 

i zodat a. factor is van die term. Met andere woorden: mis te schrijven 
1. 

als 

n 
m = I 

j=1 

N s. (a. m) 
J J 

(s.SA). 
J 

Dus: M wordt voortgebracht door het eindige stelsel 

{/i)}_ 
J 1.=1, ••• ,n 

j=1,~ •• ,p .• 
1. 

Met andere woorden: Mis van eindig(type. 

Bew: (iii)~ (i): We hebben nu: m ~ M, waarbij M een A-moduul is van 

eindig type. We hebben dus een exakte rij 

en dus ook 

AP --+ M --+ 0 

~P-+1n-+o 
X 

zodat 1fl zeker van eindig type is. Kies nu een open deelverzameling U 

van X. We moeten bewijzen dat voor elk exakt rijtje 

.................. ( *' 
¾,van eindig type is. Omdat dit locaal gecontroleerd kan worden mogen 



we veronderstellen dat U = D(a), ae.A. Het exakte rijtje (*) wordt dan: 

zodat K.._"' N met N = Ker((A )P - M ). -lJ a a 
Als we kunnen bewijzen dat voor elk exakt rijtje 

0--+ K--+ (A )P--- M 
a a 

K van eindig type is (als A -moduul) zijn we klaar. 
a 

Welnu: A is noethers en van eindig type, dus is K - als deelmoduul van 
a 

(Aa)~ - ook van eindig type. 

Definitie 4.50: Zij (x,O'X) een geringde ruimte. Zij voorts .A, een schoof 

van ringen op X, zodat voldaan is aan de volgende twee 

eisen: 

(i) Voor elke open deelverzameling U van Xis er een 

ring-morphisme 

<I>(U): l9'x(u) -- A-(u). 

(ii) Voor elk paar open deelverzamelingen U en V van X 

met VCU commuteert het diagram 

"'x<u) Hu) i 
A(u) 

restr,1 lrestr, 

e/ (V) 
X <I>(V) i 

A(v) 

Dan heet J! een &*-algebra. 

Opmerking: Een <YX-algebra is dus niets anders dan een morphisme van 

geringde ruimten 

(x,.A) 
( id,<I>) 

,, 



Definitie 4.51: Zij (X,<9'X) een geringde ruimte. Laat bovendien voor 

elke n€1N <9' n een schoof van additieve subgroepen 

van l9'x zijn, zodat geldt: 

I to/n 
netl 

terwijl bovendien voor iedere open deelverza.meling UCZ:X 

geldt: 

(5' (U) x eJ' (U) 
n m 

verm. 

Dan heet &X een schoof van gegradeerde ringen. (De 

kanonieke morphismen ~ - <9'X zijn de injecties 

<9' n c &x) • 

Definitie 4.52: Zij (x,&X) een geringde ruimte. Zij voorts (X,.A.) een 

schoof van gegradeerde ringen met gradering 

~ = I 
nE:IN 

.A . 
n 

Laat verder op .A een <9'x-algebra-struktuur gegeven zijn 

door een morphisme 

zodat bovendien voor elke open deelverzameling U van X 

en elke s e~ X(U) geldt: 

Dan heet A een gegradeerde <"-algebra. 

Definitie 4.53: Zij (X,-1) een schoof van gegradeerde ringen met gra­

dering 



Zij 1n een ,/-moduul, terwijl bovendien (als som van 

,schoven van abelse groepen) 

Als nu geldt voor elke open deelverzameling UCX dat 

J (U) x m (U) n m 
verm. 

(nelN, m ez), dan heet 1'll, een gegradeerd J -moduul. 

Opmerking 4.54: ™ <9-x-algebra Jl is ~· te vatten als ~ C\-moduul. 

Definieer na.melijk ~ elke open deelverzameling U ~ 

X 

<9-x(u) x Jt (u) -+ .A(u) 

(r ,a) -- [rp(U)(r )J .a 

als iP de &x-algebra-struktuur ~ 2£ Ji. 

Enkele opmerkingen: Als Jl = l .An een gegradeerde &x-algebra is, dan 

kunnen we niet alleen Ji, maar ook elke homogene component Js opvatten n 
als een &x-moduul. Evenzo is, als .J een gegradeerde <"x-algebra is, 

e.n 1fL een gegradeerd ,J -moduul met gradering m = l m , -m, zowel als 
n 

elke '11},n op te vatten als een C,x-moduul. Verder zij opgemerkt dat voor 

elke xex di(x) een gegradeerde &X(x)-algebra is. 

Opmerking 4.55: Zij (x,t9X) ~ preschema. Zij ~ elke neZ' een 

&x-moduul 1fl gegeven. Definieer: - --- n ...,_...,_..__ 

'fll:= I 1ll . 
neZ n 

~ is -m., quasi-coherent dan ~ slechts dan als elke 

'»Zn quasi-coherent is. 
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Bewijs: Kies n0s.z. Voor elke open deelverza.meling U van X hebben we 

een morphisme 

I 
ncaZ 

1fl (U) -- I ,m (U) 
n nsZ n 

<<X> 

I s -n 

en er geldt: Im(a (U)) 
no 

= 11/. (U). We vinden zo een morphisme van pre­
no 

schoven 

a (-): I m (-)--
no nGZ n 

I 
nel 

m (-) 
n 

en, door verschoving, een morphisme van O'x-modulen 

Het is eenvoudig om in de staken te controleren dat 

Neem nu aan dat 111, quasi-coherent is. Dan hebben we een morphisme van 

<"'x-modulen 

tussen twee quasi-coherente modulen met Im(a ) = 'ffl . Dan is ook 
no no 

m quasi-coherent. (Kies na.melijk een open affiene deelverzameling U 
no 

van X. Dan bestaat er volgens St~ (4'.33) een <9' X(U)-moduul M zodat 

Het door a geinduceerde morphisme 
no 

N 

M = .ffl!u 
,., 

= M 



induceert dan een &X(U)-moduul-morphisme 

en het is direkt na te gaan dat·dan geldt: 

,,,,--..__/ 

Im(f ) = Im(o:' ) = Im(o: ) ju = 1ri ju 
no no no no 

waarmee volgens ·· St.. (4.33) bewezen is dat lfll quasi-coherent is. Dat, 
no 

als el.ke m quasi-coherent is, ook 1/l, quasi-coherent is, is triviaal. n 

Gevolg ( i): Als Ji. een gegradeerde & x-algebra is met gradering JI. = l Jin, 
dan is - als (x,&X) een preschema is - Jt quasi-coherent dan en slechts 

dan als elke Jt quasi-coherent is. n 

Gevolg (ii): Als (x,&X) een preschema is, en ✓.f is een gegradeerde 

C,-X-algebra, terwijl m, een gegradeerd .4-moduul is met gradering 

11l = L lffl n, dan is 1lL als & x-moduul quasi-coherent dan en slechts dan 

als elk.e m,n als 8--X-moduul quasi-coherent is. 

OpmerJdng 4.56: Zij (X,CYX) een preschema en A= l ,an een gegradeerde 

t,-x-algebra. Als .J quasi-coherent is, en U is een open 

affiene deelverzameling van X, dan is .J(u) een gegra­

deerde (!\(u)-algebra met gradering 

.!(U) = /... J (U). 
nelN n 

Bew: Gana. 

Definitie 4.57: Zij (x,C,--X) een geringde ruimte, en ziJn 1l en 11l twee 

<'x-modulen met een <9-x-moduul-morphisme 

1l. heet een sub-Crx-moduul van 1ft als voor elk.e x SX 

~(x) e~n inclusie is. 
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Zij nu (x,&X) een geringde ruimte, en zij 4 een ~x-algebra. We kunnen 

J dan op een kanonieke manier opvatten als een 9-x-moduul. Zij m een 

sub- &x-moduul van .,I. Als U een open deelverzameling is van X, dan is 

111. (U) een sub- C,-X(U)-moduul van .J (U). Zij nu CiJ (U) de sub-algebra van 

,J(u) die over <"x(U) wordt voortgebracht door '111.(u). (De elementen van 

93(u) zijn dus eindige sommen van termen van de vorm 

De familie {!i3(u)lu open in X} vormt een preschoof. Zij 93 1 de door 

verschoving hieruit verkregen schoof. Ga na dat S3 1 een <9'x-algebra is. 

Definitie 4.58: ~, heet de door 1'Yl voortgebrachte sub-<9:y.-algebra van ,a. 

Opmerking 4. 59: Zij .I ~ & X-algebra ~ zij m, ~ sub- <9'X-moduul ~ 
4. ~ ~ elke xex .i(x) voortgebracht zijn ~ 
ft X(x) door 'lll(x). Dan is ,J voortgebracht door //fl. 

Bew: Beschouw de preschoof {,./'(U)} waarbij .i'(U) de sub-algebra is van 

,J(u), voortgebracht door 1!l(U). Kies xsx en beschouw .J1 (x)c.J(x). 

Kies cr G ✓.f(x). Zeg: 
X 

<00 
cr = I a1.. s 1( i ) 

X i 
s 
(i) 
n. 1. 

Omdat de verzameling {a.}.U{s~i)} . . eindig is, kunnen we een open 
1.1. J 1.,J (') 

omgeving U van x vinden, alsmede elementen a? ec)-X(U), t .1. e1n(U) die 
(') 1. J 

a. resp. s.1. induceren. D.w.z.: cr wordt geinduceerd door een element 
1. J X 

crue4'(U). Dus crxs..-:f 1 (x). Dus is 4'(x) = ✓.f(x), zodat - omdat...&' uit 

J 1 te verkrijgen is door verschoving - ,/ door mis voortgebracht. 

We gaan nu het direkte en het inverse beeld van schoven invoeren. 

Zij ~: X - Y een continue afbeelding van topologische ruimten, en 

zij C,,X een schoof, gedefinieerd op X. We construeren bij (9-X en~ 

een schoof ~*"'x' gedefinieerd op Y. 
,, 
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-1 Zij Veen open deelverzameling van Y. Dan is w Veen open deelverzame-

ling.van X, zodat we kunnen definieren: 

Als V' ook open is in Y, terwijl V'CV, dan definieren we de restricties 

als volgt: 

restr. 

Gana dat w*e-X zo een schoof is op Y. 

Definitie 4.60: w*e-'X heet het direkte beeld van <9-'X bij ¢. 

Beschouw nogmaals de continue afbeelding ¢: X - Y. Laten nu (9'1 en O' 2 
twee schoven zijn, gedefinieerd op X, en zij I: e-

1
---+ "1

2 
een morphisme 

van de betreffende schoven. Als Veen open deelverzameling is van Y, 

dan kunnen we definieren: 

"'-· ( -1 ) . & ( -1 ) = V $ V .--- ~ ¢ V = 
. 1 l(¢-1V) - 2 

Zo is een morphisme van schoven ¢*I: ¢*0'1 ---+ ¢*0"2 verkregen. Met 

andere woorden: 

Opmerking 4.61: ¢* is ~ covariante functor. 

Opmerking 4.62:_· Als ¢: X --r Y ~ continue afbeelding is~ 

I: &'1 - 6' 2 is ~ morphisme ~ .2E. X gedefinieerde 

schoven, dan zi,jn ~ ~ ~ XEi X kanonieke morphismen 

e. (x): ¢ &-. (¢x)- &. (x) 
J. *J. J. 

(i = 1,2) 

zodat ~ diagram 



Bewijs: 

ip ~G' 1 (l/lx) 

"~•< ,px) l 
ip*0'2 ( ljix) 

commuteert. 
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"°' { -1 I . -1 } v 1 := ljJ V V open in Y en xe ip V 

is een deelfa.milie van 

'79-
2

:= {U I U open in X en xeu} 

zodat we een kanoniek morphisme (i = 1,2) hebben: 

ip <9'. (ipx) = ~ ljJ G°. (V) 
* 1 'lJ' * 1 

1 

rJ'. (x) 
1 

Noem dit morphisme e.(x). De commutativiteit van het diagram is triviaal. 
1 

N.B.: Als U een open deelverzameling is van Yen lji: U---+ Y is de kano­

nieke injectie, dan is voor elke xe U e{x) een isomorfisme. 

Opmerking 4.63: Als (ip,'l'): {X,(o/X) ~ (Y,C\) ~ morphisme ~ schoven 

is, dan is ~ ~ geinduceerd morphisme 

terwijl ~ elke xSX geldt: 

e(x)o~ (ipx) = 'l'(x). 
* 

Bew: Kies V open in Yen definieer: 

De tweede bewering is triviaal. 



4.80 

We definieren nu het inverse beeld van een schoof. 

Zij weer$: X - Y een continue afbeelding van topologische ruimten, 

en laat (9-y een op Y gedefinieerde schoof zijn. Kies een open deelver­

za.meling U in X en noteer: 

1"(u) := {VCY I V open en UC$-1V}. 

We hebben dan, met de restrictie afbeeldingen van 0y, een gericht 

systeem 

{& Y(v) I ve 2"(u)} 

en we kunnen definieren: 

Als U' nog een open deelverza.meling is van X en U'CU, dan is 

i,'(u)e 1"(U'), zodat we een kanoniek morphisme 

hebben. Op deze wijze hebben we restrictie-morphismen ingevoerd en is 

; (J y een preschoof op X. 

Definitie 4.64: De door verschoving van ;&y te verkrijgen schoof $*&y 

op X heet het inverse beeld van <"y bij $. 

Zij weer$: X _. Y een continue afbeelding, en zij ~: ""1 - <9'2 een 

morphisme van op Y gedefinieerde schoven. Als U een open deelverza.meling 

is van X, dan hebben we een morphisme 

lim ~(V): lim C:,1 (V) - lim ";(v) 
ve-&(u~ 5(u) ~ 

omdat ~ per definitie compatibel is met het nemen van restricties in 

&1 ~ e,2 • We hebben dus een door~ geinduceerd morphisme van preschoven, 
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gegeven door 

i~(U) 

(Dat $~(-) compatibel is met het nemen van restricties in~ c,; resp. 

182 , is direkt te verifieren~) Verschoving geeft het morphisme van 

schoven 

Opmerking ~.65: 1/J* is~ covariante functor. 

Opmerking 4.66: ~ 1/J: X .-. Y ~ continue afbeelding is.!:!! 

~: Cr'1 ~ 0'-2 is ~ morphisme ~ .2P. Y gedefinieerde 

schoven, ~ zijn ~ ~ elke xex kanonieke morphismen 

e. (x): 1/J*&. (x) _. &. (1/Jx) 
1 1 1 

zodat ~ diagram 

1/J * 4' 1 ( x) -e-
1

...,..( x....,)..-+ 

~*t(x)l 
1/J*"2(x) 

(o/1(1/Jx) 

l•(~x, 
(o/2(1/Jx) 

(i = 1,2) 

commuteert. Bovendien zijn e 1 ~x) ·~ e2 (x) bijectief. 

Bewijs: Er geldt: 

1/J*&. (x) = ;&. (x) = li1l1 
1 1 xeu 

$ C,-. (U) = li1l1 , · lim &. (V). 
1 :x.eu vet>(u'~ 1 

U open U open 

Dus als a el~et-. (x), dan kunnen we een open omgeving U van x en een 
X 1 

V6 'lb( U) vinden, alsmede een element , Ve & i ( V) dat ax induceert. Ook 

geldt: 1/Jx€V, zodat 'V een element '1/Jxe-&i (1/Jx) induceert. Definieer: 

e . ( x )( a ) : = , ,,, • 
1 X 'l'X 

BIBI.IOTHiif!K MATH,MATISCH CENTfWM 

AMST!RDAII 
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Omdat voor elke open omgeving V van $x er een open omgeving U van x te 

vinden is zodat V e.1"(U), is dit een bijectie. (Ga na). Uit de construe­

tie van e.(x) volgt direkt de commutativiteit van het diagram. 
l. 

Opmerking 4.67: Als U ~ open deelverzameling is.!!!!. Y ~ $: U-. Y 

is de inbedd.ing ~ U in Y, dan is 

$*9-: = & lu. y y 

Bew: Gana. 

Opmerking 4. 68: Zij ( $, 'l'): (x,e--X) ~ (Y ,&y) ~ morphisme .!!!!. schoven. 

~ is .!:!. ~ geinduceerd morphisme 

terwijl rn, elke xSX geldt: 

'l'*(x) = 1¥(x) oe(x). 

Bewijs: Zij U een open deelverzameling van X. Omdat 'l' per definitie 

compatibel is met het nemen van restricties.hebben we een morphisme 

••••••••• ( *) 

Verd.er induceren (voor VG1'(U)) de restricties 

een uniek morphisme 

•••••••••••• ( i+M-) 

zed.at(*) en(~) een preschoof-morphisme induceren, gegeven door 
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(Gana dat W compatibel is met het nemen van restricties). Verschoving 

geeft dan een morphisme 

De laatste bewering laat zich direkt verifieren. 

Opmerking 4.69: Zij ip: X--. Y ~ continue afbeelding _§E. zi.jn e"X _§E. 

&y schoven .2.P. X resp. Y. Dan bestaan er kanonieke 

morphismen ~ schoven 

Pc, : (9'y- ip*ip*i.,,y 
y 

a & : ip*ip,<-"'x- C}' X 
X 

-1 Bewijs(i): Zij Veen open deelverz8Jlleling van Y. Dan is l/J V open in X, 

terwijl 

We hebben derhalve een kanonieke afbeelding 

(o/y(V)-+ . . lim (o/ y(W) = i (fy~iµ,-
1
V). 

we-&( ip - 1 v) · 

Gana dat we zo een morphisme van preschoven 

verkregen hebben. Verschoving geeft een morphisme van schoven 

Volgens opm. (4.63) is er dan een geinduceerd morphisme 
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Bewijs(ii): De identiteit i/J*e'X(V) = <9'x(i/J-
1
V) geeft een kanoniek mor­

phisril.e 

en we hebben volgens opm. (4.68) een geinduceerd morphisme 

* *,a. ·ta. 
cr(Y := ('¥ & ) : i/1 i/J*vx ~ v x 

X X · 

waarmee de opmerking is bewezen. 

Notatie 4.70: De verzameling morphismen van een op X gedefinieerde 

schoof t9'1 naar een eveneens op X gedefinieerde schoof <o/2 , waarbij de 

onderliggende topologische afbeelding de identiteit op Xis, noteren we 

met 

Lemma 4.71: Als i/J: X-+ Y een continue·afbeelding is en aSMorX(1n,
1

,1n
2

), 

SCSMory( n
1 
,n

2
) dan commuteren de diagrammen 

n, i/l*i/1*1l2 VJ*i/l*m1 m1 pn cr 1!/. 
aj 1 ~.i'"aj ~ ... ~ .. -1 1 ·l ; 

n2 l/J*w*n2 * 
m2 P,t 

_ ljJ ljJ*m cr 11/, . 1 
2 2 

Bew: We bewijzen de commutativiteit van het linkerdiagram: P,n wordt 

gegeven door: (V open in Y) 
1 

n1.(_V) 
kan. lim n

1
(W) = $n

1
($-1V) 

we 1"( l/J- 1v) 

kan. 

zoals direkt uit de definitie van po/l volgt. Nu commuteren de diagrammen: 
. 1 
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nr:)- ;~-,v) ~) a: **n,1:~~::"~v:***nl:~:*a(v) 
112(v)- lim n2(W) ~ ljJ*l/l.2($-1V) = ljJ*ljJ*n2(V) 

'lr( $-1v) 

zodat het linker diagram van het lemma commuteert. Op analoge manier 

verifieert men de commutativiteit van het rechter diagram. 

Lemma 4. 72: Zij ljJ: X _. Y ~- continue afbeelding, ~ zijn m !:!:,__ rl, 

twee schoven, gedefinieerd ~ resp. X ~ Y. Dan geldt: 

(i) [$*1L * *n ljJ*n] = identiteit 
* ljJ ljJ*ljJ 

(J * ljJ pn ljJn 

(ii) [$*11l ljJ ljJ*ljJm $*11l] = identiteit 
p * * +!- ljJ*om 

ljJ 1n 

Bewijs: Omdat we (i) in de staken kunnen controleren en we de functor 

ljJ ook voor preschoven kunnen·definieren, is het voldoende om na te 
+!-

gaan dat - met deze uitbreiding van de definitie van ljJ - geldt: 
* 

Kies nu u open in x en nue ~n(u). Kies hierbij ve1'(u) en nyen(v), 

zodat nv nu induceert. Omdat ve'&(tjJ-1V) hebben we ook een element 
N ( ,-1 ) n _ 1 E:$n 1J, V , door nv geinduceerd, en er geldt: 

ljJ V 

n _
1 

ju = nu • 
ljJ V 

Voorts is ~1L(tjJ-1V) = ljJ in(v), 
* 

zodat we n _1 ljJ V 
kunnen opvatten als 

element van ljJ*;n{v). We schrijven dan ny in plaats van n _1 • 
ljJ V 

duceert riy op zijn beurt een element 

Ook in-
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Er geldt, zoals uit de definities direkt volgt: 

Voorts l.S o * (U)(nu) = n' -1 lu, zodat we vinden: 
tjJ rL, tjJ V . 

o;pn (U)otj,pn (U) (nu) = nu 

waarmee (i) bewezen is. Analoog bewijst men (ii). 

Propositie 4. 73: Zij tj,: X-+ Y ~ continue afbeelding, ~ zijn 'ffl, ~ 

1l twee schoven, gedefinieerd 2P. X resp. Y, dan bestaat 

~ ~ functorieel ( in 1n.. ~ in ,n ) isomorphisme 

Bewijs: Definieer: 

V 

* om" tjJ (µ) µ 

Dan geldt (met behulp van beide voorgaande lemma's: 

dos(v) d(tj,*(v)op1l.) 01/J.. otj,*~*( VJ~ tj,*p7L * = = = VoQ' * , •1/J Pn 
w n 

Sod(µ) 
.;.:,. 

tj,*om:**tj,*(µ)opn = s(om/* (µ)) = = tjJ cr op •µ ~:m **m 
Zodat s en d een isomorfie geven. Zij nu aS Mor X( IJn.1 , lfll2 ) en 

s.eMory( ?1
1

, 11,
2

). Dan comm.uteert het diagram 

MorX(tj,*11,2 :m,1) ~ ) Mory('n,.2 ,1)J*m,1) 

Morx(w~a,a)i lMory(a,w~•l 

MorX( tj,*11_11Yl,2 ) -~---+ Mory( rl.1 ,1)J*m2 ) 

= V 

= µ 
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want, als v e. Mor X( tjJ * n
2

, m,1 ) , dan geldt: 

Opmerking 4.74: Er geldt: 

identiteit 

en evenzo: 

Mory ( n, tJi ~tµ *n) 

identiteit ---

* . Samenvattend kunnen we zeggen dat tjJ en tjJ geadJungeerde functoren 
* 

zijn. 

Zij nu (tjJ,f): (x,<o/X)---+ (Y,&y) een morphisme van geringde ruimtes, 

terwijl 1lt een (o/X-moduul en n_ een C,,y-moduul is. We kunnen t/J*ffl als 

een tP*&X-moduul opvatten, door te definieren: 

tjJ mv) 
* 

voor elke open deelverzameling V van Y. 

Verder induceert f volgens opm. (4.63) een morphisme van schoven van 

ringen 

zodat we met de vermenigvuldiging 

'-'y(v) x tP 1Yl(v)-:-+ tJi 11/,(v) 
* * 

(a,m) 1---~ f)V) (a) .m 
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IjJ *m de struktuur van een CYY-moduul kunnen geven. 

Definitie 4.75: IjJ*11l,., opgevat als &y-moduul noteren we met 

Kies voorts een open deelverza.meling U in X. Omdat de moduul-vermenig­

vuldiging 

G-y(V) x n (V) _. 1/,, (V) 

per definitie compatibel is met het nemen van restricties, hebben we 

een morphisme 

$'(\(u) X ~n(u) = lim C,,y(V) X lim~ nt.v) - lim~ n(v) = in(u). 
~(u~ V-(u 1)(u 

Verschoving van dit morphisme geeft de vermenigvuldiging 

die i/J*n tot een IjJ *C,, y-moduul maakt. 

Nu is er een door~ geinduceerd morphisme van schoven van ringen 

zodat C,--X en IjJ*C,,y-algebra is. We hebben derhalve een &X-moduul 

Definitie 4.76: 

Zij nu m, nog een C\-moduul en n,, nog een & y-moduul en stel 

aeHomc,: (m, 111,') ; 
X 
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a induceert het morphisme 

1/1 a: 1/1 111. -- 1/1 11/.' 
* * * 

Het is direkt te verifieren dat 1/J a een morphisme van 1/J &x-modulen is. 
* * 

Geven we 1/1 1ffl en 1/1 111, 1 weer de struktuur van efy-modulen, dan is 1/1 a 
* * * 

een <"y-moduul-morphisme, en we noteren in dat geval: 

Zo is [1/1]* een covariante functor die aan C,,-X-modulen <~\-modulen toe­

voegt, 

Beschouw nu het morphisme 

* *n * 1/1 S: 1/1 -+ 1/1 fl' . 

Kies u open in x, en zij ae JC\(u) en ne :);n(u), en kies vet?'{u), zodat 

a en n worden geinduceerd door elementen a's <::Yy(V) en n 1e n(v). Dan 

wordt het element a.n per definitie van de 1/J~&y-moduul-struktuur op 

1/l*n geinduceerd door a'n 'en (V), terwijl de elementen Ws(u) (n) en 

is(u)(a.n) worden geinduceerd door S(V)(n') resp. S(V)(a'n') = a'S(V)(n'), 

zodat 

N N 
1/IS(U) (a.n) = a,1/JS(U) (n} • 

. . * *,o, . Hieruit volgt dat 1/1 Seen 1/1 l..7y-moduul-morphisme is. Definieer nu: 

Hiermee is [1/1]* een covariante functor die O"Y-modulen overvoert in 

~X-modulen. 

Opmerking 4. 77: De functor [1/1]* is rechts-exakt ~ commuteert ~ in­

ductieve limieten. 
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Bew: Zij 

o-n• -n -1l''-o a 13 

een exakte rij van l9'y-modulen. Dan hebben we een commutatief diagram 

(Cf. opm. 4.66) 

0 - 'Yl'(ijJx) a(ijJx) n (ijJx) 13 ( i/Jx) 
n11 (ijJx)--+ 0 

f 
l • 

lr lr 
o- i/J*n, (x) ijJ*n(x) ijJ~n"(x)- 0 

* ~ 

ijJ a(x) ijJ 13 ( x) 

zodat oak de onderste rij exakt is. Dan is oak de rij 

exakt, waaruit volgt: 

is een exakte rij van &X-modulen. (Cf. constructie van de staken van 

tensorprodukten). 

Laat nu 

een injectief systeem van O'y-modulen zijn. Dan is 

een injectief systeem van i/J*C7'y-modulen, evenals 

er een is van O'x-modulen. Voor elke a.€ I is er een kanoniek morphisme 

cpa: 1l.. - lim n a ---+ a . a.E.I 
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dat een morphisme 

* a, *NI * • NI 1/J ~ : 1/J -,~ - 1/J lim ·,~ 
a T a 

induceert. Deze morphismen bepalen uniek een iµ*&y-moduul-morphisme 

lim 1/J *n --+ ,,,* liljl n . 
-·· a, 'f' a, I I 

Voor elke xeX is dit morphisme in de betreffende staak. bijectief wegens: 

(lim iµ*1/., ) (x) = lim iµ*1l,. (x) c, r a r a 

(cf. ( 4. 19) en ( 4. 66) ) , zodat 

= l/J-><- lim n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( i ) r a 

Ook hebben we voor elke as I een kanoniek morphisme 

iµ*n 3 (9-'X - (lim iµ*rt, )® (o/X 
a, * - a, *,c::v 1/J&y a.er 1/Jvy 

zodat er een door deze morphismen uniek bepaald &x-moduul-morphisme 

is gevonden. Dit morphisme is bijectief in de stak.en (Gana), zodat we 

met behulp van (i) vinden: 

lim -I 
waarmee de opmerking is bewezen. 

Opmerking 4.78: Als 1l1 ~ ~ 2 twee ~y-modulen zijn, dan geldt: 



Bewijs: Ga na. 

Opmerking 4.79: Als n ~ quasi-coherent <"':y:-moduul is, dan is [ip]*n 
ook quasi-coherent. 

Bewi.j$: Kies xSX. Dan is i/lx€.Y en er bestaat een open omgeving V van 

iµx, alsmede een exakte rij van de vorm 

Wegens de rechts-exaktheid van [ip]* volgt hieruit dat de rij 

exakt is, waaruit de opmerking volgt. ([ipJ*C:\"' <'"x). 

Opmerking 4. 80: Als 'Yl, ~ C,, :y:-moduul ~ eindig ~ is , dan is ook 

[¢]~ als &~-moduul ~ eindig ~-

Bewijs: Gana. 

Lemma 4.81: Zij f: B ~A~ ring-morphisme. Zi,j M ~ B-moduul .fil!. 

N ~ A-moduul. Noteer N' i.p.v. N als ~ N opvatten als 

B-moduul (b.n:= f(b) .n). Dan is .fil: ~ functorieel (in M 

.fil!. N) isomorphisme 

Bewi,js: Zij ve m-A. (M®BA,N). Definieer dan: 

s' ( v )(m): = v (m© 1) • 

Hiermee is s' ( v )€ m.B (M,N') wegens 

s'(v)(b.m) = v(b.m©1) = v(m©f(b)) = s'(v)(m).b. 
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Zij omgekeerd µ6-~(M,N'). Definieer: 

Dan 1.s wegens 

<oo <oo 

l m.0a.t-+- l 
i l. l. i 

a .• µ(m.) 
l. l. 

d 1 {µ){m.b0a) = µ(mb).a = µ{m).f(b)a = d'{µ)(m0f(b).a) 

Gana dat de afbeeldingen v.........-+- a'(v) enµ,__. d'(µ) het betreffende 

functoriele isomorfisme geven. 

Lemma 4. 82: Zi.i 4>: ~ --+ /t ~ 23 -algebra. ( 93 ~ JJ gedefinieerd .QJ2. 

~ topologische ruimte X.) Zi,j rll ~ 93 -moduul ~ n ~ 
/J, -moduul. We kunnen n de structuur ,rn 93 -moduul geven 

met behulp m qi. We noteren n' i.p.v. 11 als ~de~ 

moduul-struktuur willen aangeven. 

lg: is ~ functorieel ( in flL ~ n ) isomorfisme. 

Hom A (1?'l®j3 .A, n) ~ Hom$} ('1J1., n I). 

Bewijs: Zij veHom.A(1ll093 Jll,n). Dan is er voor elke open deelverza­

meling U van X een morphisme 

v' (U) := [11l(U)0~ (U)v4 (U) kan. (rfl@ J4-) (U) v(U) n (U)] 
93 

We vinden zo een bijectie tussen Hom~ (1».®_gf~, n) en de verzameling 

van preschoof-morphismen 

1TL(-)®93 (-)c.4(-) ~ 'Yl(-) 

die compatibel zijn met de "'4-moduul-struktuur. Het lemma volgt nu 

, direkt ui t lemma ( 4 • 81 ) . 
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Stelling 4.83: Zij ($,~): (X,0--X) ~ (Y,<.o/y) ~ morphisme rn geringde 

ruimtes. Zij 17L ~ &' X-moduu.l ~ 7l. ~ tr :y-moduu.l. Dan 

bestaat ~ ~ functorieel (in 'ffl ~ 1/,,) isomorfisme 

Bewijs: Zij 

Dan hebben we: 

\) 

Home,- ( 1}]*12, 1't[) "' Home,: (-rl., [$] m) 
X y * 

v€ Home>- ( [$] *1l, 1ll) 
X 

Hom* ($*1l, 1fl1
) 

$ c,,y 

SI ( V) 

volgens lemma ( 4. 82) , waarbi j l'fll.1 m is , opgevat als $ * (9" y-moduu.l, 

waarbij deze moduu.l struktuur verkregen wordt door middel van 

Als U een open deelverzameling van Xis, wordt s'(v) gedefinieerd door 

s'(v)(U)(n) = v(U)(n®1) 

als nc;; $*-1l (U). (n induceert het element 

en we noteren het beeld van dit element onder het kanonieke morphisme 

{enigszins slordig) ook met n01). Nu is s'(v) een $*&y-moduu.l-morphisme. 

Dat wil zeggen: 
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s'(v)(U)(an) = qr*(u)(a).s'(v)(U)(n) 

(aeljJ*e'y(U)). Nu is 11l.1 = 1fl als schooi' van abelse groepen. We kunnen 

dus s'(v) opvatten als een morphisme van schoven van abelse groepen, 

zodat we hebben: 

SI (\J) ,__ __ s(s'(v)) 

Ook is - als schooi' van abelse groepen - ijJ*1n,= [ijJJ~ . .'m, zodat 

s (s' ( v)) e Mory(-1L, [ljJ]*'!n,) 

We bewijzen nu dat v(s):= s(s'(v)) een <'y-moduul-morphisme is. Kies 

hiertoe V open in Yen kies bovendien 

n 1 en(v) 

Omdat Ve 'Cr ( ljJ - 1 V) , induceren n' en a' element en 

resp. 

Deze laatste elementen kunnen we ook opvatten als elementen van 

1/J ip*n(v) resp. ljJ ijJ*(9-y(V). Noteer n" i.p.v. n in dat geval. Er geldt: 
* * 

)s)(V)(n') = ljJ s'(v)(V)•p (V)(n') = 1jJ s'(v)(V)(n") = 
* n. * 

-1 ) = (s'(v)(iJJ V)(n)" 

(Hierbij geven we met (s'(v)(ijJ- 1V)(n))" het element s'(v)(ljJ-1V)(n) 

opgevat: als element van Q/JJ*11l(V).) 

aan, 

Nu is ljJ* lf!l op natuurlijke manier een ljJ* (9, y-moduul en [ljJ]*1'Jl heeft per 

defini tie de &'y-moduul-struktuur 

(a' ,m") 1----
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waarbij 

het kanonieke morphisme bij ~is.Nu is 

~ (V)(a') = (~(V)(a'))" 
~ 

((~(V)(a'))" zijnde het element ~(V)(a'), opgevat als element van 

-iJi~&x(v).) Dus: 

)s)(V)(a'n') = (s'(v)(1)J- 1V)(an))" = ([l~(1)J- 1V)(a)].[s'(v)(1)J-1V)(n)]" = 

= (~(V)(a 1 ))
11 .(s'(v)(1)J-1V)(n))" = 

zodat we bewezen hebben dat v(s) een (Yy-moduul-morphisme is. We hebben 

dus gevonden: 

Hom(9'X ( [iJi]*12,1Jt) __. Hom<o/y ('11, [iJi]~1n) 

( s) 
Vi------ V 

We construeren nu omgekeerd een afbeelding 

als volgt: Kies 

µ~Hom~ ( '12, [iJi] 1l/,) 
Vy * 

Dan kunnen we - als weµ opvatten als morphisme van schoven van abelse 

groepen - ook schrijven: 

µ€Mor(1t,1)J 111,) 
* 

Volgens prop. (4.73) is hierbij een uniek bepaalde 
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d ( µ ) € Mor ( 1/J * "n., 1n) 

te vinden. Nu is volgens lemma (4.82) 

Homo, ( I}]* n., 11L) ; Hom_ ~ ( 1/J * -11,, 111,1 ) 

X ~ & y 

* waarbij 11l.1 111.is, opgevat als iJ., t9'y-moduul. Als we dus kunnen bewijzen 

* dat d( µ) een 1/J <9' Y-moduul-morphisme is, dan heb_ben we bij µ een morphisme 

van -0':icmodulen 

geconstrueerd. 

Kies U open in X en beschouw elementen 

nei "n(u) 

Dan is er een ve 'lr(U), en zijn er elementen 

n'e n (V) a'G! 0- (V) y 

die n resp. a induceren. Omdat ook VS 1"(1/l- 1
V), induceren n' en a' ook 

element en 

en er geldt: 

Het element an wordt dan geinduceerd door a'n', terwijl 

Nu is 

,en 
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(waarbij (µ(V)(n'))" het element µ(V)(n') is, opgevat als element van 

'111,($-1v). Derhalve geldt: 

('¥ (V)(a').µ(V)(n'))" = 
* 

= '¥(V)(a 1 ).(µ(V)(n 1
))" = '¥(V)(a'),d(µ)($- 1V)(n1) = 

(waarbij in de laatste term de vermenigvuldiging is genomen in de door 

'¥* op lfn geinduceerde $*l9'y-struktuur). Derhalve is 

zodat d(µ) een $*Cty-moduul-morphisme is. Derhalve hebben we verkregen: 

\) 1------ \) 
(d) 

µ 

Uit prop. (4.73) en lemma (4.82) volgt dat 

µ 

(s) 

(v(s))(d) = d'(d(s(s'(v)))) = d'(s'(v)) 

en 

= \) 

(µ(d))(s) = s(s'(d'(d(µ)))) = s(d(µ)) = µ 

en ook de functorialiteit van het verkregen isomorfisme. 

Zij nu (Y, O'y) een geringde ruimte en J een positief gegradeerde 

(J' y_algebra. Dan zeggen we dat ,,8 + is voortgebracht door ✓.f 1 (als we 

een .· gradering 

,. .l = I ~ 
nelN n 
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van ,8 hebben, en noteren: 

als voor elke ye Y geldt, dat ,,j + (y) wordt voortgebracht door ../ 1 (y) • 

Met a.it laatste bedoelen we dat elk element 

te schrijven is als een eindige som van termen van de vorm 

met cr O 6' --8 0 (y); , 1, •.. , 'n G' ,3
1 
(y) (n mag per term verschillen). Aeg_ui­

valent met deze definitie is de volgende uitspraak: 

,8 + wordt voortgebracht door ,J 1 , dan en slechts dan als 4 als 4 
0

-

algebra wordt voortgebracht door ...!1 en het eenheidselement 1 e,,,f (Y). 

Laat nu (~,1): (x,&X)~ (Y,t:Jy) een morphisme van geringde ruimtes 

zijn. Zij voorts: 

een &y-algebra. Dan is 

een ~*&Y-algebra en we hebben het kanonieke morphisme 

dat [~]*A tot een (~\-algebra maakt. (Dit morphisme is, omdat 

[~] ~&'y = e, X' niets anders dan 

Zij nu .J = l .,,jn een positief gegradeerde &'y-algebra met struktuur­

morphisme 
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Omdat [¢]~ commuteert met het nemen van inductieve limieten geldt ook: 

~ 

Dit heeft tot gevolg dat [¢] "-S een gegradeerde <"x-algebra is. 

Neem nu bovendien aan dat ~+ wordt voortgebracht door .t
1

• Dan wordt 

voor elke ye.Y .J (y) als & y(y)-algebra voortgebracht door het deel­

moduul 

Wegens opm. (4.66) wordt dan ook voor elke xsx ¢~,&'(x) voortgebracht 

door 

over 0-X(x) voortgebracht door 

zodat [¢]*.J'+(x) wordt voortgebracht door [¢]*,J
1
(x). Als gevolg hiervan, 

en van opm. (4.79) en opm. (4.80) geldt: 

Propositie 4.84: Zi,j (¢,'¥): (x,0-X)-+ (Y,<'y) ~ morphisme rn pre­

schema' s. Als J ~ quasi-coherent pos i tief gegra­

deerde &y.-algebra is, zodat "'°+ wordt voortgebracht 

door A 1 , terwi.jl bovendien ...&'1 als C, :y-moduul m 
eindig ~ is, dan is [¢]~ ~ quasi ... coherente posi­

tief' gegradeerde <9':X:-algebra, zodat [1/J]~..8 + wordt voort­

gebracht door het & :X:-moduul rn eindig ~ [¢] * .,11 • 

,, 
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Propositie 4,85: Zij (ljl,~): (x,&X)--+ (Y,<5'y) rn morphisme rn affiene 

schema's. Zij X = Spec A .fill Y = Spec B. (~,~) indu­

ceert dan rn ring-morphisme 

f: B--+ A . 

Zij M ~ A-moduul. Noteer M' Y22.t_ M, opgevat als 

B-moduul. Dan is E ~ functorieel ;{somorfisme 

Bewijs: Kies b€B. Dan is als abelse groep 

[ljJJ~M(D(b)) = ljl~M(D(b)) = M(~- 1D(b)) = M(D(fb)) = Mfb. 

De <9-y(D(b) )-moduul-struktuur wordt gegeven door: 

"' Ook geldt: M'(D(b)) = (M')b, en de Bb-moduul-struktuur van (M')b wordt 

gegeven door: 

(-1. ~) 
n 'bt b 

(M') 
b 

__ f3.m' = (f(f3).m)' 
bn+t bn+t 

(Hierbij geven we een elementµ van M, opgevat als element van M', aan 

metµ'.) Definieer nu: 

e 
(M') ~ M 

b fb 

m 

,, 
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Dan is eb een Bb-moduul-isomorfisme. Oak commuteren voor elke b,b'~ B 

de diagrammen 

"' eb IV 

[1/J] *M( D(b) ) = Mfb (M') = M'(D(b)) N b 

restr.l kan.1 kan.l restr.f 
[1/J])l(D(bb I)) N 

,v 

= Mf(bb I) 8bb 1 
(M' )bb I = M' (D(bb I)) 

IV ,,......__,, 

zodat inderdaad M' "' IJJ*M. Ga zelf de functorialiteit na. 

Opmerking 4.86: Zij (1/J,~): (X,&°X)-+ (Y,C1'y) een morphisme van geringde 

ruimtes. Dan hebben we een morphisme van schoven van ringen 

zodat 1/J*O""X een <9' y-algebra is. We kunnen elke <"y-algebra op natuurlijke 

manier opvatten als een &y-moduul. In dit geval wordt deze moduulstruk­

tuur gegeven door: 

(r,s) 

Dit (9-y-moduul is dus precies [1/J]*O-x· 
Zij nu bovendien 

<I>: G- -A X 

een CJ'X-algebra. Dan is met het struktuur-morphisme 

&y i/J*(9-X 1/J A 
~ 1/J <I> * * * 

1/J*.,4 een <"y-algebra. Vatten we i/J*1' opals een &y-moduul, dan ver­

krijgen we - net zo als hiervoor - juist [1/J]*ft, Bovendien, als we 1/J*<I> 

opvatten als <o/y-moduul-morphisme, dan hebben we: 
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Definitie 4,87: Zij (x,&X) = Spec A, en zij f: A--+ Seen A-algebra. 

Zij (z,&'Z) = Spec S. Dan induceert f een morphisme van 

affiene schema's 

"' Sis dan per definitie de O'X-algebra 

e,x 

Opmerking 4.88: (Notaties zoals in voorgaande definitie). De &X-algebra 

S = cp*&Z induceert het <9'x-moduul [c/>]*&Z. (Cf. opm. (4.86)). Ook kun­

nen we S opvatten als A-moduul met de vermenigvuldiging 

Noteer S' i.p.v. S als we het A-moduul bedoelen. Volgens prop. (4.85) 

geldt dan: 

Samenvattend kunnen we dus zeggen: Bij elke A-algebra S bestaat er op 

kanonieke manier een l9'-X-algebra S, die - opgevat als <'x-moduul -

precies het <9-X-moduul is, dat door S - opgevat als A-moduul - wordt 

geinduceerd. 

Propositie 4.89: Zij (x,&X) = Spec A, (Y,<"y) = Spec B ~ zij f: B-- A 

~ ring-morphisme. f induceert dan ~ morphisme van 

affiene schema's 

Zij N een B.,.moduul. Dan is~~ functorieel (in N) 

isomorphisme 

r.,~ __,, 
LWJ N ...!:::4- N@BA . 
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Bewijs: Noteer: M:= N®BA. Mis dan een A-moduul, dat we wegens f: B---+- A 

oo.k als B-moduul kunnen opvatten. Noteer in dat geval M' i.p.v. M. (Als 

we een element mG'M opvatten als element van M', dan noteren we m' i.p.v. 

m). De B-moduul-struktuur van M' is gegeven door 

b.(n®1)' := (n®fb)' = (n.b®1)' 

zodat we een B-moduul-morphisme 

hebben. µ induceert op zijn beurt een <"y-moduul-morphisme 

NN f'V r..J,v 
µ: N ·--+ M' "' 1...1/JJ~M 

(cf. Prop. (4.85)). Wegens 

Al 

is er bij µ een eenduidig bepaald morphisme 

~(d)e Hom<": ( l}]il,M) 
X 

. . d t N(d) . . t' f . d tak d .. Als we bewiJzen kunnen a µ biJec ie is in es en, an ziJn we 
• 111( d) . . . . . . . klaar. Hiertoe bepalen weµ expliciet, zodat we deze biJectiviteit 

kunnen controleren: 

Laat 'fil een &"X-moduul zijn en 1t een ~ y-moduul. Beschouw een <~\­
moduul-morphisme 

Als morphisme van schoven van abelse groepen kunnen we dan schrijven: 
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Hieruit construeren we 

i/J*i/J m-~-­
. * vm 

en dit morphisme induceert (door uitvermenigvuldigen) 

Kies nu xSX en z1J y = i/Jx. Volgens opm. (4.66) geldt: 

* ,., M 0(x): ljJ 1L(x)·-- ,c,(y). 

Kies een element 

en laat 

n := e(x)(n )e 'Yl.(y) 
y X 

Dan wordt n geinduceerd door een zeker element 
y 

voor een geschikte open omgeving V van y. Nu is ve'l.?'(i/J- 1
V), zodat nV 

een element 

* -1 n _
1 

eljJ 'rui/J v) 
ljJ V 

induceert dat, indien we daarop de restrictie toepassen tot de staak 

i/J*n(x), op zijn beurt weer n geeft. Beschouw nu het element 
X 

µ(V) (n )e i/J m.(v) • 
V * 

We kunnen dit element ook opvatten als element van 1rl.(i/J- 1V), en noteren 

het dan met 
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Door restrictie tot de staak n'l,(x) verkrijgen we een element 

(µ(V)(n ))" em.(x) 
V X 

en er geldt: 

rd(µ)(x)](n ) = {µ(V)(n ))" 
l.: - X V X 

We gaan nu deze expliciete definitie van d(µ) in ons affiene geval na­

rekenen: 

M N Ahl ,v ,,,....._,, 

We kiezen: fl = N ; ·,,,_ = M = N®BA ; x = x (.E, een priemideaal van A); 
.E. -1 

y = ~x = y (.9. een priemideaal van B met .9. = f ,E_). Merk allereerst op 
.9. 

dat f een morphisme van ringen 

B ·-A 
.9. .E. 

induceert, en dat we een bijectie 

.............•......• ( *) 

E. © ~ .__. n©a 
s t f(s).t 

hebben. (Gana). 

Het B-moduul-morphisme 

(n©1)' 

induceerde 

N N 
µ: N--

.x,_N 

Beschouw n e ~ N(x). We hebben dan een situatie 
X 

~N(x) -
8

:..--(x_,.)_ N(y) 

n 
X 

restr. 
rJ 

N(D(b)) = Nb 
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(Dus: D(b) komt overeen met de open omgeving V van y = ipx en~ met 
b het element ny). Voorts hebben we: 

NN(D(b)) ~(D(b)) r:7 "'( ( )) (( ) ) Li/lJ*M Db = N0BA 'b 

(n®1) 1 d ( k komt overeen met µ(V)(nv).) Nu kunnen weals abelse groep 
b"' 

[ip]*M(D(b)) identificeren met 

Deze identificatie is gegeven door: 

Dus vinden we: 

(n®1)' 
bk 

~ = (M(D(fb)))' = 

( n@1 ) I 

(fb)k 

(Als morphisme van abelse groepen). Dus als we ax€B'X(x) kiezen, zeg 

a = ~ 6 A = &X(x) 
X S J2. 

dan wordt µ(d)(x) gegeven door: 

n ® a 
X X 

-N®BA (x) = (N® A) 
B .12. 

n®a 
k (fb) .s 
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d . t h. . . t d b. . t. ( ) D . ,v( d) · · · en i morp isme is Juis e iJec ie *. us isµ biJectief in de 

staken. 

Ga zelf na dat het isomorfisme [w]*i"' M functorieel in N is. 

0Emerking 4.90: Zij (Y,&y) = Spec Ben ziJ Seen gegradeerde B-algebra. 

(Dat wil zeggen: Er is een ring-morphisme 

l;: B--+ S 

en er zijn additieve ondergroepen S van S zodat 
n 

terwijl l;(B)C s
0 

en 

(Cf. opm. (4.86) en 

groep -

s = I s 
ne1N n 

Vn,m€1N. S .S CS + ) • Beschouw de <9--y-algebra S n m nm 
def. (4.87)). Als y = yg_SY, dan is - als abelse 

..., 
S(y) = (S') 

9.. 

(zie opm. (4.86) voor de notatie S'), terwijl de '9'y(y)-algebra-struktuur ,.., 
van S(y) gegeven wordt door 

Nu is S' = I 
nelN 

Dus: 

S' n 

N N 
B ---+ (S') 

9.. .9. 
= S'(y) = S(y) 

b 1---+ l; (b *) I 

t t 

(als we met S 1 

n 

;.J 

S' 
n 

S aangeven, opgevat als B-moduul). 
n 

l'V 

en S'(y) heeft de gradering 

(S') = ( I S') = I (S 1
) 

9.. n'='N n .9. netN n .9. 

(Gana). Hiermee is Seen gegradeerde (9-y-algebra. Nu is, als 

(x,'& X-) = Spec A, en als het morphisme van affiene schema's 
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wordt geinduceerd door een ring-morphisme 

f: B _. A 

[1/JJ~s = 1/J S® * <9-x een gegradeerde & x-algebra, (Cf. opm. ( 4. 84) ) met 
1/J ~ 

het, ,kanonieke struktuur-morphisme 

en de gradering 

Dus , als x = x e X, y = 1/Jx = y e Y 
12. s 

(w*s® * C,,x)(x) ~ 
1/J ~y 

(s = f- 1,:e), dan hebben we: 

I (SI) ®B A 
nelN n S S J2. 

(We gebruiken hier de kanonieke isomorfismen 1/J~(x) ~ t(wx) en 

1/J *G' Y ~ (9' Y ( 1/JX) (Cf. opm. ( 4. 66) ) ) • 

Ook hebben we een gegradeerde A-algebra 

met het struktuurmorphisme 

en de gradering 
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,j ,., 

Dus hebben we een gegradeerde C)'X-algebra T, 1n de stak.en gegeven door 

r,J 
T(x) = l (S'®BA) 

nEIN n .l2. 

. . . . . . . . . ~(d) 
Met de def1n1t1es u1t het bew1Js van de vor1ge propos1t1e wordt µ 

gegeven door: 

SI 

...E. ® ~ 
U V 

s'®a 
n 

f( u) .v 

(als morphismen van <9'X(x)-modulen. We hebben hier S' en T' in plaats 

van N resp.Min de voorgaande propositie. (T 1 is T, opgevat als A-

) ) . . d . . "k d ,v(d)( ) h" . moduul •• Het is d1rekt u1del1J atµ x een morp 1sme is van 

gegradeerde G'X(x)-algebra's. Hieruit volgt onmiddellijk: 

Propositie 4.91: Zi,j (X,~X) = Spec A~ (Y,<"y) = Spec B. Zi,j het 

morphisme ~ affiene schema's 

geinduceerd door~ ring-morphisme 

f: B-+-A 

Als S ~ gegradeerde B-algebra is, ~ 

is de .2E. kanonieke manier hierui t geconstrueerde ge­

gradeerde A-algebra, dan is E ~ functiorieel iso­

morfisme 

~ gegradeerde <"~-algebra's. 



4. 111 

Tot slot van §4 geven we nog enige opmerkingen en definities betreffende 

_inverteerbare &' x-modulen. 

Definitie 4.92: Zij (x,(9-X) een geringde ruimte, en laten 1Jl en 11, twee 

G'x-modulen zijn. Kies een open deelverzameling U van 

X. Noteer: 

Dit is een abelse groep, Zij nu U'CU een tweede open 

deelverzameling van X. Dan hebben we op kanonieke manier 

een restrictie-morphisme 

zodat 

een preschoof van abelse groepen op Xis. Gana dat deze 

preschoof aan beide schoofeigenschappen voldoet. Zelfs 

is deze schoof op kanonieke manie_r een <o/x-moduul: 

Als re<9'x(u) en a.€Hom(9- lu(1lllu,1ilu), dan definieren 
X we 

als volgt: Kies V open in X met VC U, dan: 

{ 

(r. a.) (V): 11l(v) -- 1t (V) 

· m ,____.. (r Iv) .a.(V) (m) 

Gana dat r.a. een B'xlU-moduul-morphisme is, en dat zo 

een C,,X-moduul wordt. 
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Opmerking 4.93: Als (X, & X) ~ geringde ruimte is, ~ ·nl ~ 'YI. zi,jn 

twee (9, :x:-modulen, dan bestaat ~ ~ kanoniek morphisme 

Hom 0-: ('Ill, 11. )(x) 
X 

e (x) 
Hom <"x(x) ("nl..(x) ;1'.1-(x)) 

Bew: Kies 

Dan bestaat er een open omgeving U van x in X en een element 

data induceert. 
X 

Kies nu een element T e 111.(x). We kunnen dan een open 
X 

binnen U vinden, benevens een element TU 1 s'm(U') dat 

hebben we een element 

omgeving U' van x 

T induceert. Dan 
X 

dat op zijn beurt door restrictie tot de staak 11..(x) een element 

T 1 e"n (x) induceert. Definieer: 
X 

e(x)(cr ) : T ~ T' 
X X X 

Gana dat deze constructie eenduidig is. 

N.B.: e(x) is in het algemeen noch injectief, noch surjectief! 

Definitie 4.94: Zij (X,<9-X) een geringde ruimte en zij 1111. een G-'X-moduul. 

Dan heet 

>/ 
11!:= Hom." ('11L, &'x) 

X 

het duale & :x:-moduul van 111,. 
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Definitie 4.95: Zij (X,<"x) een geringde ruimte, en zij 1n een £Sl-X-moduul. 

11t. heet lokaal vri,j als er bij elke xex een open omge­

ving U bestaat en een index verzaJD.eling I, zodat 

Definitie 4.96: Een lokaal vrij &X-moduul m heet van rang n als er 

bij elke xe:x een open omgeving U bestaat, zodat 

Definitie 4.97: Een lokaal vrij '9-'X-moduul I/Tl. van rang 1 heet een 

inverteerbaar <"'~-moduul. 

Opmerking 4.98: Een inverteerbaar t9'X-moduul is 4uasi-coherent. 

Opmerking 4.99: Als lfll en n ~ CrX-modulen zijn, ~ bestaat er een 

functorieel kanoniek morphisme ~ <9-X-modulen 

\/ 
m,® &_ ·n -+ Hom ft. (1fl, 1},) 

X X 

Bewijs: Zij U een open deelverzaJD.eling van X. Als Veen tweede open 

deelverzameling is van X met VCU en m is een element van 1'l,(v), dan 

kunnen we definieren: 

a © n [ m ,-.a.(V)(m). (nl v)J 

Gana dat zo een morphisme van preschoven 

\} 

11l(-)®c,, (-) 1!.(-) - Home9: (1n, "Yi){-) 
X X 

is verkregen. Verschoving levert het gevraagde &x-moduul-morphisme. 

Ga de functorialiteit na. 
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Proposi tie 4. 100: Als 1n,. ~ '1i, twee &'X:-modu.len zi,jn ~ 1fL is inver­

teerbaar, dan is ~ ~ functorieel kanoniek isomor­

phisme ~ &'X:-modu.len 

✓ 
'm © (9,-: ,n "' Hom (9- ( 1n,, 11, ) . 

X X 

Bewijs: Oma.at we de bijectiviteit van het in opm. (4.99) gedefinieerde 

morphisme in de stak.en kunnen controleren, mogen we aannemen dat 

m,,"' &'X. Dit morphisme komt dan overeen met het isomorphisme 

" 111,© ~ n, "' Hom 111V ( ~X, ~) © B-' n "' ~ x® CJ'.. n "' ,n_ "' Hom C,-: ( ~, n) . 
X vx X X X 

(Ga geed na!). 

v 
Opmerking 4. 101 : Als ,m. ~ inverteerbaar <'-":X:-moduu.l is, dan is ook 1Jt 

inverteerbaar. 

Bewi,js: Ga na. 

Opmerking 4.102: Voor elk &'::X:-moduul 1fL bestaat ~ ~ kanoniek morphisme 

~ &'::X:-modu.len 

~X---+ Hom~ (1YL,,1n). 
X 

Bewijs: Zij U een open deelverzameling van X en ZJ.J r e&X(U). Definieer 

als volgt een morphisme 

Als VCU een open deelverzameling van X is en meffl,(v), dan zij 

µ (V)(m):= (rlV).m r 

Gana dat we zo een morphisme µ hebben gedefinieerd. Het gevraagde r 
C,.,X-moduul-morphisme 



4. 115 

wordt dan gegeven door 

r 1---+ µ • 
r 

Proposi tie 4. 103: Als 11L ~ inverteerbaar <9' :X:-moduul is, d~n is 

Bew: 0mdat we de bijectiviteit van het in opm. (4.102) gedefinieerde 

morphisme 

in de staken controleren kunnen we aannemen dat m~ 0-'X. Het morphisme 

is dan het kanonieke isomorphisme 

0pmerking 4. 104: Als 1fL,, ~ inverteerbaar (9-':X_moduul is, dan geldt: 

1£©~,m ~ ~. 
X 

Bew: Dit is een direkt gevolg van prop. (4.100) en prop. (4.103). 

0pmerking 4. 105: Zijn 'In~ 11 twee inverteerbare 0' :X:-modulen, dan is 

ook Jaet r>' -moduul -----:x---

inverteerbaar. 

Bewi,js: Kies xe X en bij x een open omgeving U zodat 

Dan :i.s 
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Notatie 4. 106: Zij ·rtl een inverteerbaar &'X-moduul. Noteer: 

(i) Als nelN, n ,;:_ 1, ®n ntfn dan ,ff/,, := ® 

(ii) Als n = o, dan 1TL-®n: = ~ 
X 

(iii) Als n = -1, tlll®n m dan := 

(iv) Als nGZ, n_:.-1, dan ,m,®n:= ,,½,@(-n) 

Opmerking 4. 107: Als 1'fl, ~ inverteerbaar <'-:x:-moduul is, dan is rn, 
elke nS:l 

~ inverteerbaar <":){:-moduul. 

Bew: Dit volgt direkt uit opm. (4.101) en opm. '(4.105). 

Opmerking 4. 108: Als m ~ inverteerbaar ~:){:-moduul is, dan geldt rn_ 

elke m,n€ Z 

1'Yl, ®m® e-. rn ®n = 1/l® ( m+n) 

X 

~: Dit volgt direkt uit 

v 
1'1/4} C): I/YI,,~ ~ • 

X 

Tot slot nog twee definities: 

Definitie 4.109: Zij 1fl. een inverteerbaar &-X-moduul. Dan noteren we: 

r (1't,) := 
~ 

(Som van abelse groepen). 
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Opmerking 4. 110: Als 1'!L ~ inverteerbaar c} :X:-moduu.l is, dan is r *( ffl,) 

~ gegradeerde ring. 

Bewijs: Kies se1n.®n(X) en te11t,®m(X). Dan kunnen we het element 

beschouwen. Nu levert de verschoving een kanoniek morphisme van abelse 

groepen 

zodat het beeld van s®t ender dit morphisme een element is van 

~(m+n) (X) . 

Dit element ziJ per definitie s.t. We hebben zo een vermenigvu.ldiging 

op r*(11l,) gedefinieerd en op deze wijze een gegradeerde ring verkregen 

(waarbij de graad ook negatief kan zijn), 

Definitie 4,111: Zij m, een inverteerbaar &'X-moduul en n een wille­

keurig &X-moduul. Definieer: 

r*('1'l1,,,1t) := I en®~ m@n)(X) 
n.~ X 

Opmer.king 4.112: r*(rn,,, 1t) is ~ gegradeerd r (1/v)-moduu.l. 

Bewijs: Kies s G 1r1.,,®m(X) en te n®,rn,®n(X). Dan is t~s een element van 

Dit induceert weer op kanonieke manier een element 

Gana dat met deze vermenigvuldiging een r ('m,.)-moduul-struktuur op 
* 

r*ern/,1'l,,) is verkregen. 



'.L 


