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Inleiding 

CURSUS GETALTHEORIE 

door 

Dr. H.G. MEIJER. 

Getaltheorie - door sommige wiskundigen zoals Euler (1707-1783) 

als de koningin van de wiskunde beschouwd - heeft het voordeel boven 

de meeste andere takken van de wiskunde, dat het mogelijk is niet-triviale 

getaltheoretische problemen zo eenvoudig te formuleren, dat ze ook door 

niet-wiskundigen te begrijpen zijn. De oplossing van deze problemen is 

daarentegen meestal verre van eenvoudig en is vaak aanleiding tot de 

ontwikkeling van geheel nieuwe takken van de wiskunde. Op deze wijze 

heeft de getaltheorie steeds de ontwikkeling van andere gebieden van 

de wiskunde gestimuleerd, in het bijzonder de compleze functietheorie 

en de algebra. We geven hier twee voorbeelden van getaltheoretische 

problemen die een belangrijke invloed op de ontwikkeling van de wiskunde 

hebben gehad: 

1e) de verdeling van de priemgetallen, 2e) de laatste stelling van 

Fermat. 

Verdeling van priemgetallen 

Een geheel getal p > 1, dat niet het product is van twee andere 

positieve gehele getallen, beide kleiner dan p, heet een priemgetal. 

Bij het bestuderen van de rij van priemgetallen 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, coo, 

vallen twee dingen op. 

1e) Een grote onregelmatigheid wanneer we de verdeling gedetailleerd 

beschouwen. Zo kan men eenvoudig aantonen dater gaten van wille

keurige lengte tussen opeenvolgende priemgetallen voorkomen, 

(Zie hoofdstuk I). Anderzijds komen er ook priemgetaltweelingen 

voor; dat zijn paren van priemgetallen pen q met q = p+2, zoals 

11, 13; 29, 31; 41, 43. Men vermoedt dater oneindig veel van deze 

priemgetaltweelingen bestaan; dit is evenwel nooit bewezen. 
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2) Een grate regelmatigheid in de "gemiddelde" verdeling. De dichtheid 

van de priemgetallen neemt geleidelijk af, Zo komen er in de eerste 

vijf blokken van 1000 opeenvolgende getallen (1-1000, 1001-2000, enz.) 

resp. 168, 135, 127, 120 en 119 priemgetallen voor en in de laatste 

vijf blokken van 1000 opeenvolgende getallen voor 107 resp, 62, 58, 

67, 64, 53, 

Zij TI(x) het aantal priemgetallen < x, 

Legendre (1752-1833) en Gauss (1777-1855) vermoedden reeds dat 

( 1 ) 

d,w,z, dat 

TI(X) 'v 1 X 
og X 

lim TI(x) log x = 1. 
X 

Tchebycheff (1821-1894) was de eerste die een resultaat in deze 

richting verkreeg. Hij bewees in 1851-1852 dater positieve constanten 

c 
1 

en c
2 

bestaan, c 
1 

.::_ 1 .::_ c
2 

zodat 

X ( ) X C < TI X < C 
1 log x 2 log x voor x > 2. 

Riemann (1826-1866) bracht in een belangrijk artikel uit 1859 het 

probleem van de priemgetalverdeling in verband met de eigenschappen 
00 

van de functie s(s) = l n-s, met complexe variabele s, Dit stimuleerde 
n=1 

de ontwikkeling van de complexe functietheorie en in het bijzonder 

de studie van de gehele functies. 

Hiermee bewezen tenslotte Hadamard (1865-1963) en de la Vallee Poussin 

(1866-1962) onafhankelijk van elkaar in 1896 de geldigheid van (1). 

Deze relatie staat nu bekend als de priemgetalstelling. 

Een andere zeer interessante vraag uit het artikel van Riemann van 

1859 is tot op heden onopgelost gebleven: liggen alle niet-triviale 

nulpunten van s(s) op de lijn Res=!? Dit probleem staat bekend 

als de Riemann-hypothese. Bestudering van dit probleem heeft een 

grate invloed op de huidige ontwikkeling van de wiskunde, 



. -3-·· 

Laatste stelling van Fermat 

In 1637 beweerde Fermat (1601-1665) in een aantekening in de kant

lijn van een uitgave van de werken van Diophantos, dat hij een schitterend 

bewijs had voor de volgende bewering: 

de vergelijking 

n geheel, n > 2 

heeft geen oplossing in positieve gehele getallen x, yen z. 

Men is er echter later nooit in geslaagd dit te bewijzen, zodat Fermat 

zich vermoedelijk vergist heeft, De bewering is nu bewezen voor 

2 < n < + 4002, Dit probleem heeft grate invloed gehad op de ontwikkeling 

van de wiskunde, in het bijzonder op de theorie van de algebraische 

getallen en zodoende op de algebra, 

Men kan de getaltheorie onderverdelen in verschillende elkaar gedeelte

lijk overlappende gebieden zoals o,a, 

a) multiplicatieve getaltheorie, die problemen samenhangende met de 

vermenigvuldiging bestudeert; in het bijzonder de verdeling van 

prierngetallen. 

b) additieve getaltheorie, die optelproblemen behandelt, zoals de vraag 

hoe een getal te schrijven is als som van bepaalde andere getallen, 

c) Diophantische vergelijkingen; dat zijn vergelijkingen in gehele ge

tallen zoals de bovengenoemde "stelling" van Fermat, De naam komt 

van de Griekse wiskundige Diophantos van Alexandrie (3e - 4e eeuw na Chr.) 

die als eerste dit soort problemen bestudeerde, 

d) analytische getaltheorie, die gebruik maakt van methoden uit de 

analyse, in het bijzonder uit de complexe functietheorie; zie de 

priemgetalstelling. 

e) algebraische getaltheorie, die gebruik maakt van de algebra. 

In deze cursus zullen we eerst de belangrijkste stellingen uit de elemen

taire getaltheorie bespreken en daarna enkele onderwerpen uit de analy

tische getaltheorie behandelen. 
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Notaties 

z verzameling van de gehele getallen. 

Q verzameling van de rationale getallen. 

R verzameling van de reele getallen. 

C verzameling van de complexe getallen. 

Literatuur bij inleiding 

(Voor nadere gegevens over de genoemde boeken zie de bibliographie 

achter in de syllabus). 

E. Grosswald: Topics from the theory of numbers, Part I. 

W.J. LeVeque: Topics in number theory, volume I, Chapter 1. 

.. 
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Hoofdstuk I: Deelbaarheid 

Definitie 1, Zij aEZ, bt::Z en b ~ 0, Het getal a heet deelbaar door b 

als er een ceZ bestaat zodat be= a. Men zegt in dit geval ook bis 

een deler van a, b deelt a en a is een veelvoud van b. 

Notaties. 

bla betekent bis een deler van a. 

bfa betekent bis geen deler van a. 

Gevolgen. 

1. Is at::'Z a~ 0 dan geldt 1ia en aJa; is bt::Z b ~ 0 en bJa met b ~ 1, 

b ~ a dan heet b wel een echte deler van a. 

2. Zijn a> 0 en b > 0 gehele getallen en bJa dan is 1 < b < a. 

3, Zijn a, b enc~ 0 gehele getallen, dan volgt uit cla, cJb dat 

clma+nb voor alle mt::Z, nt::Z, 

Definitie 2. Een geheel getal p > 1 heet priemgetal, als p geen echte 

delers bezit. Een geheel getal n > 1 dat geen priemgetal is, heet samen

gesteld. 

Stelling 1, Ieder geheel getal n > 1 is te schrijven als product van 

priemfactoren. 

Bewijs, Is n priem dan is n het product van 1 factor. Is n samengesteld 

dan is n = n1n2 met 1 < n1 < n:, 1 < n2 < n. Is n 1 en (of) n2 samenge

steld, dan is deze nog verder te splitsen. Dit proces loopt na een 

eindig aantal stappen af. 

Definitie 3, Is nt::Z, n > 1 en is 

( 1 ) 
a, 

n = P 1 

met p 1,p2 , ••• ,pk priemgetallen, ai > 0 (i = 1,2, .•. ,k) en is 

p 1 < p2 < ••• < pk, dan heet (1) de kanonieke ontbinding van n. 

SyUabus ZC ?B, afZ. 2. 
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Stelling 2. (hoofdstelling van de rekenkunde) 

Is nEZ, n > 1, dan is de kanonieke ontbinding eenduidig. 

Stelling 2 is minder vanzelfsprekend dan hij in eerste instante lijkt, 

zoals het volgende voorbeeld aantoont. 

Voorbeeld. Zij Ede verzameling van de positieve even getallen. We 

merken op dat het product van twee even getallen steeds weer een even 

getal is. Een getal uit E noemen we E-priemgetal als het niet te schrijven 

is als product van twee andere getallen uit E. E-priemgetallen zijn 

dan bijvoorbeeld 2, 6, 10 en 30, Nu is 60 = 2.30 = 6.10 zodat 60 op 

twee verschillende manieren als product van E-priemgetallen te schrijven 

is. In de verzameling Eis de ontbinding in E-priemgetallen dus niet 

eenduidig. Voor andere voorbeelden zie Niven, Zuckerman pag. 11-13 en 

Grosswald pag. 28-30. 

Voor het bewijs van stelling 2 zullen we een aantal stellingen afleiden, 

die ook op zich zelf interessant zijn. 

Stelling 3, (delingsalgorithme). 

Zijn aEZ, bEZ met a> 0 dan bestaan er precies een qEZ en een rEZ zodat 

b = qa + r , 0 < r < a • - -

Bewijs. Beschouw de veelvouden van a: na, n = 0, + 1, .:!:.. 2, ..•• Er is 

precies een qcZ met 

qa.::_b < {q+1)a, 

zodat b = qa + r met 0.:::.,. r < a. 

(Bij toepassing van het delingsalgorithme noemt men r vaak de rest.) 

Definitie 4. Een moduul Sis een verzameling getallen met de eigenschap 

dat als aES en bES dan ook a-bES. 
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Opmerkingen. 

1. Een triviaal moduul is S = {O}. 

2. Een moduul hoeft niet uit gehele getallen te bestaan. 

3. Is a# 0 en a€S dan volgt uit de definitie direct 0€S, -a€S, 2a€S 

en algemeen na€S voor alle n€Z. 

4. Zijn a€S en b€S dan is xa+yb€S voor alle x€Z, y€Z. 

Stelling 4. Is S # {O} een moduul bestaande uit gehele getallen, dan 

bestaat S juist uit de veelvouden van een zeker positief getal d: 

S = {ndl n€Z}. 

Bewijs. Zij a·het kleinste positieve getal uit S. Volgens opmerking 3 

is dan {ndln€Z}cs, Zij nub een willekeurig element uit S. Volgens 

stelling 3 geldt b = qd + r met O .::_ r < d. Daar bES, qd€S is volgens 

definitie 4 ook r = b-qdES, Daar O < r <den d het kleinste positieve 

getal uit Sis, volgt r = O, zodat b = qd. Hieruit volgt het gestelde. 

Definitie 5, Zijn a€Z, b€Z en a en b niet beide O, dan is de grootste 

gemene deler van a en b het grootste positieve getal dat zowel a als 

b deelt; notatie (a,b). Is (a,b) = 1 dan heten a en b relatief priem. 

Opmerking. 

5, Is a€Z, a# 0 dan is (O,a) = lal, 

Stelling 5, Zijn a€Z, b€Z en a en b niet beide O, dan bestaat het 

moduul S = {ax+bylx€Z, y€Z} uit alle veelvouden van d = (a,b). 

Bewijs. We merken allereerst op dat S inderdaad een moduul is. Volgens 

stelling 4 is dus s = {nc} voor zekere C€Z, C > o. Daar a€S en b€S volgt 

cla en clb, Volgens definitie 5 is d = (a,b) de grootste gemeenschappelijke 

deler van a en b zodat c < d. 

Anderzijds volgt uit dja en djb dat djax+by voor alle x€Z en y€Z (gevolg 3), 

Daar c = ax
0 

+ by
0 

voor zekere x0€Z, y0€Z volgt die zodat d < c (gevolg 1). 

Hiermee is bewezen c = d. 



-8-

Uit stelling 5 volgen direct de volgende twee stellingen. 

Stelling 6. Zijn aEZ, bEZ en a en b niet beide O, dan bestaan er xEZ, 

yEZ met 

xa + yb = (a,b) . 

Stelling 7, Zijn aEZ, bEZ, nEZ en a en b niet beide 0, dan is de ver

gelijking 

ax+ by= n 

dan en slechts dan oplosbaar met gehele x en y als (a,b)ln, 

Stelling 8. (1e stelling van Euclides). 

Zijn pEZ, aEZ, bEZ en p priemgetal dan volgt uit plab dat pla of plb, 

Bewijs. Stel p-f'a dan is (p,a) = 1. Volgens stelling 6 ziJn er dan xEZ, 

yEZ met 

xp + ya = 1 . 

Hieruit volg xpb + yab = b. 

Daar plxpb en volgens het gegeven plab zodat plyab volgt plb. g_.e.d. 

Uit stelling 8 volgt 

Stelling 8a. Zijn pEZ, a.EZ (i = 1,2, •.. ,n) en p priemgetal dan volgt 
1 

uit pla1a2 ... an dat p minstens een van de getallen a 1,a2 , .•. ,an deelt. 

Bewi,js stelling 2. 

Stel dat een geheel getal n > 1 twee verschillende kanonieke ontbindingen 

heeft: 

(2) 

Daar p 1 het linkerlid deelt, deelt p 1 het rechterlid. Volgens stelling 

8a,is dan een van de priemgetallen q 1, ... ,qk gelijk aan p 1• Op deze 
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wijze ziet men direct in dat iedere p. (i = 1, .•• ,r) gelijk moet zijn 
1 

aan een q. (j = 1, •.• ,k) en omgekeerd iedere q. gelijk moet zijn aan 
J J 

een p .. Dan is (2) te schrijven als 
1 

c, 
Stel nu dat a 1 > c 1 dan volgt na delen door p 1 

Nu is het linkerlid deelbaar door p1 en het rechterlid niet, wat on

mogelijk is. Dus is a 1 = c 1. Op dezelfde wijze volgt ai = ci (i=2, ..• ,r). 

Voor een ander bewijs van stelling 2 zie Hardy, Wright p. 21 of Niven, 

Zuckerman p. 14. 

Definitie 6. Zijn acZ, bcZ, a~ O, b ~ 0 dan is het kleinste gemene 

veelvoud van a en b het kleinste positieve getal dat zowel door a als 

door b deelbaar is; notatie [a,b]. 

a1 a2 a b1 b2 
Stelling 9, Zij a€Z, b€Z en a= r b P1 P2 pr = P1 P2 ' 
met p. priemgetal en a. > O, b. > 0 dan is 

1 1 - 1 

n min(a. ,b.) n max(a. ,b.) 
(a,b) = TI 

1 1 [a,b] TI 
1 1 p. , = p. 

i=1 1 i=1 1 

Bewijs. Dit volgt direct uit stelling 2 en definities 5 en 6. 

Gevolg. 

4. Zijn a€Z, bcZ, a~ O, b ~ 0 dan is (a,b)[a,b] = labj. 

Berekening (a.b). (algorithme van Euclides). 

Zij acZ, bcZ, a~ 0 en b > 0 dan kan (a,b) berekend warden volgens 

stelling 9. Het is vaak eenvoudiger (a,b) te berekenen volgens het 

algorithme van Euclides dat berust op herhaalde toepassing van stel

ling 3 en de constatering dat (b,a) = (b,a+bn) voor ncZ, Dit laatste 

bewijzen weals volgt: 
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Zij d = (a,b) en g = (b,a+bn). 

Uit di a, dlb volgt d!b, di a+bn (gevolg 3), zodat d < g (def'initie 5). 

Uit glb, gla+bn volgt gla, glb, zodat g ,::_ d. 

Dus d = g. 

Zij 

a = bq + r1 0 < r1 < b 
1 

b = r1q2 + r2 0 < r2 < r1 

r1 = r2q3 + r3 0 < r3 < r2 

. . . . . . . . ...... 
r. 2 = r. 1q. + r. 0 < r. < r. 1 J- J- J J J J-

Daar de rest r. steeds kleiner wordt, breekt dit proces na een eindig 
J 

aantal stappen af' met 

Nu is 

r. 1 = r.q.+1 • 
J- J J 

(b,a) = (b,a-bq1) = (b,r 1) , 

(r 1,b) = (r 1,b-r1q2 ) = (r 1,r2 ) , 

(r. 1,r. 2 ) = (r. 1,r. 2-r. 1q.) = (r. 1r.) = r .. 
J- J- J- J- J- J J- J J 

Zodat (a,b) = r., de laatste restterm in bovenstaand schema, Deze 
J 

berekening staat bekend als het algorithme van Euclides, 

Stelling 10. (2e stelling van Euclides) 

Er zijn oneindig veel priemgetallen. 

Bewijs. Laten 2,3,5,,,.,p de priemgetallen < het priemgetal p zijn. 

Zi j q het get al 

q = 2,3,5, ... p + 1 . 

Dan is q niet deelbaar door de priemgetallen 2,3,5,, •. ,p. Dus is q of' 

zelf' priem of' deelbaar door een priemgetal grater dan p, Dit houdt in 

dater bij ieder priemgetal peen grater priemgetal te vinden is. Voor 

twee andere bewijzen van stelling 10 zie Hardy, Wright p. 14, 16-17. 
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Het bewijs van stelling 10 geeft een eenvoudige methode om een onder

grens voor de functie n(x) - het aantal priemgetallen,::. x - af te 
e leiden. Zij p het n priemgetal dan volgt uit het bovenstaande 

n 

p +1 < 2,3,5, •. p +1 . 
n - n 

Hieruit is met inductie eenvoudig te bewijzen 

n-1 
Zij nu ee 

n 
e 

< :x < e 

Voor n > 4 n-1 geldt e zodat 

n-1 n 
n(x) > n(ee ) .:.. n(22 ) > n.:.. log log x. 

Hoewel stelling 1'0 zeer eenvoudig te bewijzen is, is het bewijs van 

de volgende, daarmee verwante, stelling zeer moeilijk. We zullen deze 

stelling daarom hier alleen vermelden. 

Stelling 11, (Dirichlet, 1837) 

Zijn aEZ, bcZ, a> O, b # O, (a,b) = dan zijn er oneindig veel priem-

getallen van de vorm an+b met nEZ, n > 0. 

Stelling 12. 

Er zijn gaten van willekeurige lengte in de rij van priemgetallen, 

m.a.w. voor ieder natuurlijk getal k bestaan erk opeenvolgende samen

gestelde getallen. 

Bewijs. Beschouw de k opeenvolgende getallen 

(k+1) !+2, (k+1) !+3,, .. , (k+1) !+k, (k+1) !+k+1 • 

Deze zijn alle samengesteld, want ze zijn deelbaar door respectievelijk 

2,3, ... ,k,k+1. 
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Literatuur bij hoofdstuk. I. 

E,' Grosswald: Topics from the theory of numbers, Chapter 3, 

G.H. Hardy, E.M. Wright: An introduction to the theory of numbers, 

Chapter I and II. 

I. Niven, H.S. Zuckerman: An introduction to the theory of numbers, 

Chapter I. 
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Hoofdstuk II: Congruenties 

Defini tie 1 . Zij a, b, m E Z en m .::_ 1 . Als m I a-b dan heet a congru

ent b modulo m; notatie a·= b (mod.m). Als m f a-b dan heet a niet 

congruent b modulo m; notatie at b (mod.m). 
Uit de definitie volgt direkt: 

Stelling 1. Zij a, a
1

, b, b 1, k, m E Zen m .::_ 1. 

Is a = a 1 (mod.m) en b = b 1 (mod.m), dan is 

a) a+b = a 1+b 1 (mod.m), 

b) ka - ka
1 

(mod,m), 

c) ab = a 1b 1 (mod:m). 

Gevolg 

f(x) = 

Is u = 

1 Z. · E Zen m > 1. z1.·J· , lJ m, U, u
1 n n-1 a0x + a 1x + ••• +a 1x + a met a. E Z n- n 1 

u 1 (mod.m), dan is f( u) = f( u 1) (mod.m). 

Gevolg 2. (9-,-proef en 11-proef). 

(i = 0,1, ••• ,n). 

Zij g een getal dat uitgeschreven in cijfers de gedaante heeft 

g = g g 1 • • , g0 ( g . E O , 1 , • • • , 9 ; i = o , 1 , • • • , n ) , dan is n n- 1 

g = 10n + 1on- 1 + gn gn-1 ••• + g1 .10 + go. 

Volgens gevolg 1 met m = 9, u = 10, u1 = 1 en 

f(x) n n-1 = g X + g 
1
x 

n n-
+ • • • + g

0 
geldt dan 

g = f(10) = f(1) = gn + gn_ 1 + ••• + g0 (mod 9). 

Hieruit volgt dat g dan en slechts dan deelbaar is door 9 als de 

som van zijn cijfers gn + ••• + g0 deelbaar is door 9, 

syll. ZC 78, afl,3, 
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Analoog volgt met m = 11, u = 10, u1 = -1 dat 

g=f(10) - f(-1) = (-1 ) n g + (-1 ) n- 1 g 
1 

+ • • • + g
0 

(mod. 11 ) 
n n-

zodat g dan en slechts dan deelbaar is door 11 als zijn cijfers af

wisselend opgeteld en afgetrokken een 11-voud leveren. 

Opmerking 1 . 

Uit stelling 1 blijkt dat we congruenties kunnen optellen, aftrekken en 

vermenigvuldigen. We mogen ze echter niet delen zoals blijkt uit het 

volgende tegenvoorbeeld. Er geldt 2 = 12 (mod.10); echter 1 t 6 

(mod.10). Bij deling geldt de volgende stelling. 

Stelling 2. Zij a, b, k, m E Z, m .::_ 1 end= (k,m). 

a) ka = kb (mod.m) t---7 a = b (mod ~). 

b) Is (k,m) = 1, dan is ka = kb (mod.m)H a = b (mod.m). 

Bewijs. a) Zij k = k 1d, m = m1 d, zodat (k
1 

,m
1

) = 1, dan is 

ka = kb (mod,m)~mlk(a-b) ~ m1 lk/a-b) en daar (k1 ,m1) = 

is di t aequi valent met m1 I a-b ~ a = b (mod.m1), 

b) Is een direct gevolg van a). 

Restklassen. 

De relatie - (mod.m) is een aequivalentierelatie, Hierdoor wordt Z 

ingedeeld in aequivalentieklassen van onderling congruente elementen: 

de restklassen modulo m, Uiteraard liggen 0,1,2, ••• ,m-1 in verschil

lende restklassen. Is n E Z, dan is n te schrijven als n = am+r voor 

zekere a,r E Z met O < r < m. Of'wel n = r (mod.m). Er zij.n dus precies 

m restklassen modulo m; men noemt ze een volledig stelsel restklassen 

modulo m. Kiezen we uit iedere restklasse een element (representant) 

dan vormen de m gekozen elementen een volledig stelsel representanten 

modulo m. Zo is bijvoorbeeld 5,1,12,23,9 een volledig stelsel represen

tanten modulo 5. 

,. 

.-. 
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Een voor de hand liggende keuze voor een volledig stelsel represen

tanten modulo mis de keuze 0,1,2, ••• ,m-1. 

Optellen van restklassen, 

Zijn A en B twee restklassen modulo m. Is a EA, b EB en laat a+ b 

in restklasse C liggen. Uit stelling 1a volgt nu dat als we in plaats 

van a en b twee andere elementen a
1 

EA, b 1 EB, kiezen, dat dan 

a 1 + b 1 weer in C ligt. Dit stelt ons in staat op natuurlijke wijze een 

optelling in de verzameling restklassen te definieren: onder A+ B 

· verstaan we de restklasse waarin het element a + b ligt als a E A; b E B. 

Zij N de restklasse N = {nln = 0 (mod,m)}, dan is N +A= A voor 

iedere restklasse A, N is het nulelement voor de optelling van de 

restklassen modulo m. 

Zij A een restklasse en a EA, dan zullen we onder -A verstaan de rest

klasse -A= {nln = -a (mod.m)} zodat A+ (-A)= N, Verder schrijven 

we B - A voor B + (-A). Met deze definitie van optelling is de verza

meling restklassen modulo m een additieve abelse groep. 

Vermenigvuldiging van restklassen. 

Op analoge wijze kunnen we op grond van stelling 1c een vermenigvul

diging van restklassen definieren: AB is de restklasse waarin ab ligt 

als a EA, b EB. Zij Ede restklasse E = {njn = 1 (mod,m)} dan is 

AE = A voor.alle restklassen A. Eis het eenheidselement voor de ver

menigvuldiging van restklassen modulo m, 

Met deze definities van optelling en vermenigvuldiging is de verzame

ling van restklassen modulo m een ring. Ism samengesteld, dan is 

m = ab met 1 <a< m, 1 < b < m. Er geldt dan ab - 0 (mod.m). Zijn 

A en B de restklassen met a EA, b EB, dan is AB= N, terwijl A~ N, 

B ~ N, d.w.z. de ring heeft nuldelers. Is p priemgetal, dan heeft 

de ring van restklassen modulo p geen nuldelers. 

Inverse. 

We onderzoeken nu onder welke voorwaarden een restklasse A een inverse 

voor de vermeniguvldiging heeft, dat is een restklasse X met AX= E, 
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Zij a EA, x EX dan geeft dit de vergelijking ax= 1 (mod.m). Deze is 

aequivalent met ax+ my= 1. Volgens hoofdstuk I stelling 7 is dit 

dan en slechts dan oplosbaar als ( a,m) j 1, .d. w. z. ( a,m) = 1. 

We merken op dat als. a EA, a 1 EA, dat dan a 1 =a+ km zodat 

(m,a) = (m,a+km) = (m,a1) (zie pag. 9, laatste 2 regels). Alle elementen 

van een restklasse hebben dus dezelfde grootste gemene deler met m~ 

Is voor a EA, (a,m) ~ 1 dan h~eft ax= 1 (mod.m) geen oplossing, zodat 

de restklasse A geen inverse heeft. Veronderstel nu dat voor a EA 

geldt (a,m) = 1. Dan zijn er x
O 

en y
O 

met ax
O 

+ myO = 1, zodat axO - 1 

(mod.m). De vergelijking ax= 1 (mod,m) heeft dus een oplossing x = x
0

. 

Veronderstel nu dat ook x
1 

een oplossing is, zodat ax
1 

- 1 (mod.m). 

Dan volgt axO = ax1 (mod.m) en daar (a,m) = 1 is volgens stelling 2b 

x0 = x 1 (mod.m). Is omgekeerd x 1 = xO (mod.m) dan is volgens stelling 

1c ook ax1 = axO = 1 (mod.m). De oplossing van ax= 1 (mod.m) is dus 

een restklasse x
O 

modulo m. Er geldt dan AX
O 

= E. 

We hebben hiermee gevonden dat de restklasse A met (a,m) = 1 voor a EA 

een eenduidig bepaalde restklasse als inverse voor de vermenigvuldiging 
. -1 heeft: notatie A • 

Daar iedere restklasse modulo m een representant in O,1,2, ••• ,m-1 heeft, 

en daar a.O t 1 (mod.m) volgt uit het bovenstaande in het bijzonder: 

Gevolg 3. Is a,m E Z, m > 1 en (a,m) = 1, dan is er precies een b 

met 1 < b < m-1 zodat ab= (mod.m) 

Priemrestklassen. 

Een restklasse A waarvoor geldt (a,m) = 1 als a EA heet priemrest

klasse. De verzameling priemrestklassen modulo m noemt men een geredu

ceerd stelsel restklassen modulo m. Kiezen we uit iedere priemrest

klasse een representant dan noemt men de gekozen elementen een geredu

ceerd stelsel representanten modulo m. 

Zijn A en B priemrestklassen dan is eenvoudig in te zien dat ook AB en 
-1 . A priemrestklassen zijn. Uiteraard is ook E een priemrestklasse, 

. . -1 . 
terwiJl E = E. Priemrestklassen kunnen we dus vermenigvuldigen en 

delen (met delen door A wordt vermenigvuldigen met A- 1 bedoeld). 
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De verzameling van priemrestklassen modulo mis een multiplicatieve 

abelse groep. 

Is in het bij zonder p een priemgetal, dan: hebben alle restklassen 

modulo p - uitgezonderd N - een inverse. We kunnen de restklassen dan 

optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen (uitgezonderd natuurlijk 

delen door N). De restklassen modulo een priemgetal p vormen dus een 

lichaam. 

Ism geen priemgetal, dan zijn er restklassen modulo m, verschillend 

van N, die geen inverse hebben. De restklassen modulo een samengesteld 

getal m vomen geen .lichaam. 

We vatten het gevondene sarnen in de volgende stelling. 

Stelling 3. Zij m E z, m > 1. De restklassen modulo m vormen een 

additieve groep en een ring. De priemrestklassen modulo m vormen een 

multiplicatieve groep, De restklassen modulo m vormen dan en slechts 

dan een lichaam. als m priemgetal is. 

Voorbeelden. 

1) Zij m = 6. We geven de restklas.sen modulo 6 weer door de repre

sentanten 0,1,2,3,4,5. We krijgen dan voor optelling en vermenig

vuldiging de volgende schema's: 

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5 

2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 4 

3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3 

4 4 5 0 1 2 3 4 0 4 2 0 4 2 

5 5 0 1 2 3 4 5 0 5 4 3 2 1 

optelling vermenigvuldiging 

We zien hieruit dat alleen de restklassen behorend bij de represen

tanten 1 en 5 een inverse voor de vermenigvuldiging hebben, 
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2) Zij m = 5 en laten we 0,1,2,3,4 als volledig stelsel represen

tanten nemen. We krijgen dan de volgende schema1 S! 

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 

0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4 

2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3 

3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2 

4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1 

optelling vermenigvuldiging 

Nu hebben alle restklassen -uitgezonderd die behorend bij 0-

een inverse. 

Definitie 2. Onder ~(n) voor n E Z, n .:::_ 1 verstaan we het aantal 

posi tieve getallen .:=:_ n, dat relatief priem is met n; ~ (n) heet de 

functie van Euler, 

Gevolgen. 

4) ~(1) = 1; is p priemgetal dan is ~(p) = p-1. 

5) Het aantal priemrestklassen modulo mis ~(m). 

Stelling 4. (stelling van Euler) 

Zij a,m E Z, m > 1 en (a,m) = 1. Dan geldt 

~ (m) a - 1 (mod.m) • 

Anders geformuleerd: is A een priemrestklasse modulo m dan is A~(m) = E. 

Bewijs. Zij r 1, r 2 , •.• ,rHm) een gereduceerd stelsel representanten 

mod.m. We zullen aantonen dat ar 1,ar 2 , .•• ,ar~,(m) weer een gereduceerd 

stelsel represent.anten mod,m is. Daar (a,m) = 1 ligt ar. (i = 1,2, ... ,~ (m)) 
l. 

in een priemrestklasse. Stel nu ar. = ar. (mod.m) dan volgt uit stelling 
l. J 

2b dat ri = rj (mod.m), zodat i = j. De elementen ar1,ar2 , ••• ,ar~;(m) 

liggen dus in verschillende priemrestklassen en vormen een gereduceerd 

stelsel representanten mod.m, ,, 
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Hieruit volgt dater bij iedere r. (i E 1,2, ••• ,cp(m)) een ar. bestaat 
i J 

met r. - ar. (mod.m). Op grand van stelling 1c is dan 
i J 

Daar (r1r 2 •.. rQ(m)'m) = 1 volgt uit stelling 2b het gestelde. 

(Deze stelling is oak te bewijzen m,b.v. de stelling van Lagrange uit 

de groepentheorie; zie bijvoorbeeld Grosswald p.44, 277). 

Is peen priemgetal dan volgt uit stelling 4: 

Stelling 5, (stelling van Fermat) 

Zij a,p E Z, p priemgetal en p -f a, dan is 

p-1 ( ) a - 1 mod,p • 

Opmerkingen. 

2) Is p priemgetal dan is ap = a (mod.p) voor alle a E Z. 

3) Is A priemrestklasse mod,m, dan volgt uit stelling 4, A.A<P(m)- 1 = E, 
<P(m)-1 -1 ( ) zodat A = A • Anders geformuleerd: is a EA en a,m = 1 

. <P(m)-1 -1 dan is a EA • 

Stelling 6. (stelling van Wilson) 

Is peen priemgetal, dan is (p-1)! - -1 (mod,p). 

Bewi,js. 

Voor p = 2 en p = 3 volgt het gestelde direct door invullen. Zij nu 

p .:_ 5, Zij r E Z met .::_ r .::_ p-1. Daar (r,p) = 1 bestaat er volgens 

gevolg 3 precies een s met rs -

s = 1 en is r = p-1, dan is s 

(mod.p) en 1 .::_ s .::_ p-1. Is r = 1, dan is 

= p-1, zoals direct door invullen volgt. 

Zij nu 2 .::_ r .::_ p-2, dan is ook 2 < s .::_ p-2, We zullen nu aantonen 

dat dan r 1 s, Stel r = s dan is r 2 - 1 (mod.p) ofwel pjr
2

-1 = (r-1)(r+1), 

hetgeen onmogelijk is, daar (r-1,p) = (r+1,p) = 1, Het even aantal 

getallen 2,3,4, ••• ,p-2 is dus te verdelen in paren van verschillende 

getallen r,s met rs = 1 (mod.p). Hieruit volgt (p-1) ! = p-1 = -1 (mod,p). 



20 

Merk op dat als n geen priemgetal is, dat dan n = a.b voor zekere 

a E Z, 1 <a< n, zodat al(n-1)! en a ,f'(n-1)! + 1, of'wel n -t (n-1)! + 1 

en ( n-1 ) ! i- -1 (mod. n) • 

Vergeli.jkingen met congruenties 

Zij m,n,a. E Z (i = 1,2, ••. ,n), m > 1, a0 i- 0 (mod.m). Zij 
1 n n-1 f(x) = a0x + a 1x + •.• +an. We beschouwen de vergelijking 

f(x) E O (mod.m). Een oplossing is een u E Z met f( u) E· 0 (mod.m). Is 

u een oplossing en u 1 Eu (mod.m) dan is volgens gevolg 1 ook u
1 

een 

oplossing. De oplossing bestaat dus ui t een aantal ( eventueel O) rest

klassen modulo m. We zullen in het onderstaande een restklasse van 

(onderling congruente) oplossingen steeds als een oplossing beschouwen, 

die we aan kunnen geven door 1 representant van de restklassen. Wanneer 

we dus zeggen, dat een congruentie k oplossingen r 1,r2 , ••. ,rk heeft, 

dan bedoelen we dat de congruentie k verschillende restklassen als 

oplossing heeft, bepaald door de representatnten r
1
,r2 , ••• ,rk,,De ver

gelijking f(x) E O (mod.m) heeft uiteraard maximaal m oplossingen. 

Deze kunnen in een concreet geval gevonden warden, door te onderzoeken 

door middel van substitutie welke van de getallen 0,1,2, ••• ,m-1 voldoen. 

Voorbeelden. 

3) x2 + 1 - 0 (mod,7) heeft geen oplossingen. 

4) x2 + 1 - 0 (mod,5) heeft 2 oplossingen: 2 en 3. 
2 5) x - 0 (mod.8) heeft 4 oplossingen: 1,3,5 en 7, 

6) Is peen priemgetal dan heeft volgens stelling 5 de vergelijking 

xP- 1 - 1 E O (mod.p) de p-1 oplossingen 1,2,3, ••• ,p-1. 

De oplossing van een congruentie heeft dus een geheel andere structuur 

dan de oplossing van een gewone vergelijking. 

De vergeli.jking ax+ by= c, 

Ter inleiding van de lineaire congruentie-vergelijking bepalen we 

eerst de volledige oplossing van de vergelijking ax + by = c, a,b,c E z. 
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Volgens hoofdstuk I stelling 7 is deze dan en slechts dan oplosbaar 

als (a,b)jc. Stel nu d = (a,b)jc. Dan is a= a
1
d, b = b

1
d, c = c

1
d en 

(a1,b 1) = 1. De vergelijking gaat dan over in de (oplosbare) verge

lijking 

Zij x = x0 , y = y0 een oplossing en x = x1, y = y 1 een andere oplossing 

dan volgt uit 

door aftrekken 

(2) 

zodat 

Daar ( a 
1 

, b 
1 

) = 1 volgt 

, 

ofwel 

Uit (2) volgt dan nag t 1 = -t2 , zodat 

( 3) , t € z. 

Is dus (x
0

,y
0

) een oplossing van (1) dan is iedere andere oplossing 

van (1) van de gedaante (3). Is omgekeerd (x
0

,y
0

) een oplossing van 

(1) dan is voor iedere t E Z oak x = x0+tb 1, y = y
0
-ta1 een oplossing 

van (1) zeals direct door invullen volgt, 
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Hiermee is de volgende stelling bewezen als uitbreiding van hoofdstuk I 

stelling 7, 

Stelling 7. Zij a,b,c E Z, a:en b niet beide O en d = (ab), Gegeven 

is de vergelijking 

ax+ by = c. 

a) Als d--t°c, dan is de vergelijkingniet oplosbaar in x,y e: z. 
b) Als d I c, dan is de vergelijking wel oplosbaar in x,y E Z· , als 

x = xO, y = yO een oplossing is, dan wordt de volledige oplossing 

gegeven door 

b a 
x = x0 + a: t, y = Yo - a: t , t € z. 

Lineaire vergeli.jking ax = b (mod.m), 

De vergelijking ax= b (mod,m) is aequivalent met ax+ my= b, zodat 

hij volgens stelling 7 alleen oplosbaar is als d = (a,m) lb, terwijl 

de oplossing voor x dan gegeven wordt door x = xO +it, t E Z. 

We beschouwen nu deze oplossingen modulo m, Als x
0 

+ i t 1 = x0 + i t 2 (mod.m), 

4an volgt r {t 1-t2 ) = rm voor zekere r E z, zodat t
1 

- t
2 

een veelvoud van dis. Is omgekeerd t 1 - t 2 een veelvoud van d, dan 

is xO +: t 1 = xO + i t 2 (mod,m). De d oplossingen xO + ! t, 
t = O,1,2, •.• ,d-1 zijn dus incongruent modulo m, terwijl iedere andere 

oplossing congruent is met een van deze d oplossingen. 

We vonden dus de volgende stelling: 

Stelling 8. Zij a,b,m E Z, m > 1 end= (a,m). 

Gegeven is de vergelijking 

ax = b (mod.m) 
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a) Als d--j- b, dan is de vergelijking niet oplosbaar in X E z. 
b) Als d I b, dan heeft de vergelijking d oplossingen; deze zijn 

de gedaante x = m van XO+ d t, t = 0,1,2, ••• ,d-1. 

c) Is in het bijzonder d = 1 dan heeft de vergelijking 
.,..,,. 

oplossing. een 

Opmerkingen. 

4) De vergelijking ax= 1 (mod.m) is reeds onderzocht bij het bepalen 

van de inverse van een restklasse. Merk op dat de daar gevonden 

oplossing overeenkomt met stelling 8. 

5) Is (a,m) = 1, dan is volgens stelling 8c de vergelijking ax= b (mod.m) 
. . V . 4 . cp(m)-1 eenduidig oplosbaar. · olgens stelling is a b de 

oplossing. (vergelijk opmerking 3). 

Stelsels lineaire vergelijkingen. 

Stelling 9, Zij m1, m2 , a 1, a2 E Z, m1 2:_ 1, m2 2:_ 1 end= (m1,m2 ). 

Zij gegeven het stelsel 

(mod.m1) 

(mod,m
2

) 

a) Als d -f a2-a1 dan is het stelsel niet oplosbaar 

b) Als d I a2-a1 dan heeft het stelsel een oplossing modulo [m
1

,m
2

J 

Opmerking 6. Stelling 9 is ook als volgt te lezen.: de doorsnede van 

een restklasse mod.m1 en een restklasse mod.m2 is of leeg, of een rest

klasse mod. [m1 ,m2
J. · 

Bewijs stelling 9. Het stelsel lS aequi valent met 

e= a1 + xm1 
( 4) x,y E Z 

n = a2 + ym2 

Hieruit volgt 

(5) xm1 - ym2 = a2 - a1. 
,. 
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Volgens stelling 7 is vergelijking (5) slechts oplosbaar als 

dl~-a1• Stel nu dla2-a1, dan volgt uit stelling 7, dat de oplossing 

van (5) is 

m1 
Y = Yo - d t, t E Z. 

Door invullen in (4) volgt dat het stelsel een oplossing modulo 

m
1
m

2 ~ = [m
1

,m2J (hoofdstuk I gevolg 4) heeft. 

Een uitbreiding van stelling 9 is de volgende stelling: 

Stelling 10. (Chinese reststelling) 

Zij m. ,a. E Z, m. > 1 (i=1,2, ••• ,r.) Zij verder (m. ,m.) = 1 voor ieder 
l l 1- l J 

paar (i,j) met·i ~ j. Dan heeft het stelsel congruenties 

n - a. (mod.m.) 
l l 

l = 1,2, ••• ,r 

Bewi,is. Daar (m.
1 

,m
2

) = 1 is volgens stelling 9 de oplossing van 

n = a
1 

(mod.m
1

) en n = a2 (mod.m
2

) een restklasse mod. m
1
m

2
• Laat deze 

bepaald zijn door n = b2 (mod.m
1
m2). Daar (m

1
m

2
:,m

3
) = 1 is de oplossing 

van n = b
2 

(mod.m
1
m

2
) en n = a

3 
(mod.m

3
) een restklasse mod. m

1
m2m

3 
van de vorm n = b

3 
(mod,m

1
m

2
m

3
) enz. 

We kunnen de oplossing van het stelsel als volgt eenvoudig berekenen. 

Zij t. = ~ (i = 1,2, ••. ,r) dan is 
l m. 

l 

( t. ,m. ) = 1 , 
l l 

(6) t. = 0 (mod.m.) voor 1 ~ j, 
1· J 

Volgens stelling 8 bestaat er een y. met 
l 

(7) t.y. - 1 (mod,m.) • 
l l l 
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Zij nu 

(8) 

Dan is volgens (6) en (7) 

x0 = a.t.y. = a. (mod,m.) i i i i i 

zodat x
0 

de oplossing van het stelsel is. 

De dertien rovers. 

Dertien rovers moeten een buit bestaande uit een zak goudstukken ver

delen. Als ze allen een gelijk aantal goudstukken gekregen hebben, 

blijven er nog 10 goudstukken over. Over deze laatste 10 goudstukken 

ontstaat een gevecht; hierbij sneuvelen 3 rovers, De overgebleven 

10 rovers gaan de goudstukken opnieuw verdelen. Nu blijft er 1 goud

stuk over. Hierover ontstaat weer een gevecht, waarin 3 rovers sneuve

len. Als de overgebleven 7 rovers de buit opnieuw verdelen, blijkt er 

voor ieder een gelijk aantal goudstukken te zijn. Als er nu gegeven is, 

dat de buit uit minder dan 1000 goudstukken bestond, hoe groat was de 

buit dan? 

Oplossing. Zij n het aantal goudstukken, dan is blijkbaar 

{n~ n = 

n -

10 

1 

0 

(mod,13) 

(mod,10) 

(mod.7) 

Volgens stelling 10 is er een oplossing mod. 13,10,7 = 910. 

Volgens (8) is de oplossing 

X = 
0 

Hierin is a
1 

= 10, a2 = 1, a
3 

= O, zodat t
3 

en y
3 

niet bepaald 

hoeven te warden. 
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Nu is t 1 = TO, zodat y 1 meet voldoen aan TOy1 = 1 (mod.13) ofwel 

daar TO= 5 (mod.13) 5y1 = 1 (mod.13) waarvan y 1 = 8 een oplossing 

is; Verder is t
2 

= 91, zodat y'
2 

meet voldoen aan 91y
2 

= 1 (mod.10), 

ofwel y2 = 1 (mod.10) met y2 = 1 als oplossing. We krijgen dus 

XO= 10.70.8 + 1.91.1 = 5691 = 231 (mod.910) 

Daar n < 1000 is er een oplossing nl. 231. 

Congruenties van hogere graad. 

We beperken ons tot congruenties van de vorm 

(9) + ••• +a - 0 (mod.p), 
n 

a0 t. o (mod.p), 

waarin peen priemgetal is. Voor een behandeling van congruenties van 

graad n > 1 modulo m met m een samengesteld getal zie bijvoorbeeld 

Le Veque p.36-39 of Niven-Zuckerman p.38-44. 

Volgens opmerking 2 
p+1 _ 2 

a = a (mod.p), 
k 

x met k ~ p geldt 

is ap = a (mod.p) voor alle a E Z, zodat 
p+2 3 ( d , . . a = a mo .pJ enz. Hieruit volgt dat voor 

k . 
x = xJ (mod.p) voor zekere j met 1 .:_ j .:_ p-1, 

We kunnen ons dus beperken tot congruenties van de vorm (9) met n .:_ p-1. 

Stelling 11. Zij peen priemgetal, ai E Z (i = 1, ••• ,n) en a
0 

"/:. O (mod.p) 

dan heeft de congruentie 

(9) + ••• + a - O 
n 

ten hoogste n wortels modulo p. 

(mod.p) 

Opmerking 7. Uit voorbeeld 5 blijkt dat de bewering van stelling 11 

niet geldt als p sa.mengesteld is. 
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Bewijs stelling 11. 

We geven een bewijs met volledige inductie, 

Ts n = 1 dan is de stelling juist op grand van stelling 8. 

Zij nun> 1 en zij x1 een wortel (mod.p) van (9) zodat 

( 10) + ••• +a - 0 
n 

Door aftrekken van (9) en (10) krijgen we 

( 11 ) 

Nu is algemeen 

(mod.p) • 

waaruit volgt dat (11) te schrijven is als 

(mod,p) • 

(mod.p) • 

Omdat p priemgetal is, kan aan deze congruentie alleen voldaan zijn 

als x = x
1 

(mod.p) of als 

( 12) 
n-1 n-2 

a0x + b 
1 
x + • • . + b _ O (mod. p) • 

n-1 

Veronderstel nu dat de stelling bewezen is voor polynomen van de 

graad .::_ n-1. Dan heeft (12) ten hoogste n-1 wortels. Hieruit volgt 

dat (9) ten hoogste n wortels heeft. 

Literatuur bij hoofdstuk II. 

E, Grosswald: Topics from the theory of numbers, Chapter 4. 
I. Niven, H.S. Zuckerman: An introduction to the theory of numbers, 

Chapter 2. 

W.J, Le Veque: Topics in number theory, volume I, Chapter 3. 

,, 
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H0ofdstuk III 

Arithmetische functies 

Definitie 1. Een functie die gedefinieerd is op de verzameling van de 

natuurlijke getallen heet een arithmetische functie. 

Definitie 2. Een arithmetische functie f heet multiplicatief als 

f(nm) = f(n)f(m) voor ieder paar natuurlijke getallen n, m met (n,m) = 1. 

Een arithmetische functie f heet totaal multiplicatief als 

f(nm) = f(n)f(m) voor ieder willekeurig paar natuurlijke getallen n, m. 

Voorbeeld 1. f(n) = nk is voor iedere keen totaal multiplicatieve 

functie en dus ook een multiplicatieve functie. 

Gevolgen. 

1 ) 

2) 

( 1 ) 

Is f multiplicatief, dan is f(1) = f(1.1) = f(1) 2
, zodat f(1) = 1 

of f(1) = O. Is f(1) = 0 dan volgt f(n) = f(1.n) = f(1),f(n) = O, 

zodat f(n) = 0 voor alle natuurlijke getallen n. Is f multiplicatief 

dan is 6f f de nulfunctie 6f f(1) = 1. 
a1 ar 

Is f multiplicatief en n = p
1 

pr de kanonieke ontbinding van 

het natuurlijke getal n, dan is 

r 
f(n) = II 

i=1 

Hieruit volgt dat een multiplicatieve functie geheel bepaald is 

door zijn waarden op de machten van de priemgetallen. 

We zullen in het onderstaande een aantal belangrijke arithmetische 

functies onderzoeken. 

De functie <j). 

In hoofdstuk II definitie 2 definieerden we de <j)-functie van Euler op 

de volgende wijze: 

, 
syll, Z C. 78, afl. 4. 
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Definitie 3, Onder ~(n) voor n E Z, n .::_ 1 verstaan we het aantal 

positieve getallen .s_n, dat relatief priem is met n. 

Stelling 1. ~ is multiplicatief. 

Bewijs. Zij n en m natuurlijke getallen met (n,m) = 1. Beschouw 

de getallen z = xn+ym, waarin x een volledig stelsel representanten 

modulo men y een volledig stelsel representanten modulo n doorloopt. 

We -zullen aantonen dat dan z een volledig stelsel representanten 

modulo mn doorloopt. Daartoe is het voldoende aan te tonen dat alle 

mn getallen z niet congruent modulo mn zijn. 

Stel 

Dan is 

Hieruit volgt 

en daar (m,n) = 1 is dan xi - xk (mod m) of'wel i = k. Analoog vo'lgt 

j = 1, zodat alle mn getallen xn + ym niet congruent modulo mn zijn. 

Nu is (xn+ym,mn) = 1 gelijk aan 

(xn+ym,m) = 1 en (xn+ym,n) = 

die aequivalent zijn met 

(xn,m) = 1 en (ym,n) = 

(vergelijk pag. 9 laatste 2 regels). 

Daar (n,m) = 1 zijn deze laatste gelijk aan 

We vinden dus 

,. 

(x,m) = 1 en (y,n) = 1. 

( xn +ym ,mn) = 1 ~ 
(x,m) = 

(y,n) = 1. 
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M.a.w. doorloopt x een gereduceerd, stelsel representanten mod.men y 

een gereduceerd stelsel representanten mod. n, dan doorloopt z = xn+ym 

een g~reduceerd stelsel representanten mod. mn. Daar ~(n) het aantal 

gereduceerde restklassen mod. n voorstelt volgt ~(mn) = ~(m)~(n). 

Stelling 2. Is n een natuurlijk getal, dan is 

</>(n) = n II ( 1-l), 
Pin p 

waarin het product genomen wordt over alle priemgetallen p die delers 

z1Jn van n. 

Bewij s. Zij p een priemgetal en a een natuurlijk getal dan is 

$(pa) het aantal natuurlijke getallen n met 1 .::_ n .=:., pa en (n,pa) = 1. 

Nu zijn alle getallen n met 1 .=:., n .::_ pa relatief priem met pa met uit-
a-1 zondering ·van de getallen kp, k = 1, 2, ••• , p • Zodat 

a a-1 = p -p 

a1 
Is de kanonieke ontbinding van n gelijk aan p 1 

ar 
••• pr dan 1s volgens 

( 1 ) 

r a· r a· 1 1 
~(n) = II $(pi1) = II p.1( 1--) = n II (1--). 

i=1 i=1 1 pi Pin p 

Gevolg 3·. Is n > 3 dan is $(n) even omdat of n deelbaar is door 

een priemgetal p ~ 3, zodat in het product voor $(n) de even factor 

pa-1(p-1) voorkomt, of n = 2k, zodat $(n) = 2k- 1 even'is. 

De functies ,, cr, crk. 

Definitie 4. Voor ieder natuurlijk getal n verstaan we ender 

a) T (n) het aantal poaj.j;ieve delers van n. 

b) cr(n) de som van de positieve delers van n. 

c) crk(n) de som van de ke machten van de positieve delers van n. 



In formule: 

Stelling 3, 

T(n) 
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1, cr(n) = l d, crk(n) = 
din 

T, cr en.crk zijn multiplicatief. 

Bewijs. Zij n,.m natuurlijke getallen met (n,m) = 1. Op grond 

van de eenduidige ontbinding van natuurlijke getallen is iedere deler 

d0 van nm op precies een manier te schrijven als product van een deler 

d 1 van n en een deler d
2 

van m. Omgekeerd is iedere product van een 

deler d1 van n en een deler d2 van m een deler d0 van nm, zodat 

ofwel 

Daar T = cr0 en cr = cr 1 volgen hieruit de multiplicativiteit van Ten cr 

als bijzondere gevallen. 

Stelling 4. Zij n een natuurlijk getal en 
a1 

P1 
ar 

pr de kanonieke 

ontbinding van n, dan is 

a•+1 (ai+1 )k 
r r p.1 -1 r p. -1 

T(n) II (a.+1), cr(n) II 
1 , crk (n) IT 

1 = = = 
i=1 1 i=1 p.-1 i=1 p.-1 1 1 

Bewijs. Zij p priemgetal en a een natuurlijk getal dan zijn de 

delers van pa de getallen 1, p, p2 , ••• , pa, zodat T(pa) = a+1 en 

a k 2k crk(p) = 1+p +p + • • • + 
ak 

p 

Uit (1) en cr = cr 1 volgt dan het gestelde. 

= p(a+1)k_ 1 
k 

p -1 

Zij n een natuurlijk getal en P(n) het product van de deler.s van n, dan 

geldt 
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P(n) II d = II n = d' 
din din 

zodat 

(2) P2(n) II d • II 
n 

II 
T(n) = -·= n = n • 

din din 
d 

din 

We maken nu gebruik van het volgende lemma (voor een bewijs zie bijvoor

beeld Polya-Szego I, p. 50-51 ) . 

Lemma. Zij a 1, a2 , ••• , ~ een aantal positive reele getallen, 

dan is het meetkundig gemiddelde kleiner of gelijk het rekenkundig ge

middelde. In formule: 

Pas het lemma toe met voor a 1, a2 , ••• , ak de delers van n, dan volgt 

en met (2) 

zodat 

T(n)~P( ) cr(n) 
✓ .l:'\nJ < . ( ) 

- T n 

, cr(n) 
vn < -.(-) , 

- T n 

T (n) In.::_ cr(n). 

Daar voor n ~ 2 altijd 1 en n twee verschillende delers van n zijn, 

zodat T(n) ~ 2 is hiermee de volgende stelling bewezen: 

Stelling 5, Is n een natuurlijk getal, dan is 

2v'n.::_T(n) v'n,::_cr(n). 

Perfecte getallen. 

Definitie 5. Een natuurlijk getal n heet perfect of volkomen als 

cr(n) = 2n, m.a.w. als n gelijk is aan de som van zijn delers, uitge~ 

zonderd n zelf. 
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Voorbeeld 2. Perfecte getallen zijn bijvoorbeeld 6 = 1+2+3 en 

28 = 1+2+4+7+14. 

Het is niet bekend of er oneven perfecte getallen bestaan. De even 

perfecte getallen worden gekarakteriseerd door de volgende stelling: 

Stelling 6. 
a) (Euclides) Als 

n = 2P- 1 (2P-1) 

pen 2P - 1 beide priemgetal zijn, dan is 

b) 

een perfect getal. 

(Euler) Omgekeerd is ieder even perfect getal n van 

n = 2P- 1(2P-1) waarin zowel pals 2P - 1 priemgetal 

de vorm 

ZJ.Jn. 

Bewijs. 

a) Stel dat pen 2P - 1 priemgetal zijn, dan is 

zodat n een perfect getal is. 

b) Is omgekeerd n een even perfect getal, dan is n te schrijven als 
k-1 n = 2 m met m oneven en k > 2. Uit cr(n) = 2n volgt 

k k (2 -1)cr(m) = 2 m. 

Daar 

volgt 

m = c(2k-1) en cr(m) = c2k voor zekere c € Z. 

We zullen nu bewijzen dat c = 1. Stel c > 1, dan heeft m minstens 

de delers 1, c en m, zodat 

cr(m) k 
> 1+c+m > c+m = c2 = cr(m). 

Tegenspraak; dus c = 1 zodat 
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k 
m = 2 -1 en 

~e vinden dus n = 2k- 1m = 2k- 1 (2k-1). 

We zullen nu aantonen dat m = 2k-1 priem is. Stel dat m niet priem 

is, dan heef't m meer delers dan 1 en m = 2k-1 zodat 

a(m) > 2k 

in tegepsraak met (3), dus m = 2k-1 is priem. Tot slot tonen we 

aan dat 2k - 1 alleen maar priem kan zijn.als keen priemgetal is. 

Stel k = ab met 1 < a < k, l < b < k. Daar algemeen geldt 

xb -1 b-1 b-2 
x- 1 = x + x + ••• + x+1 

volgt met x = 2a dat 2a-1 I 2ab_1 = 2k-1, zodat 2k-1 geen priem

getal kan zijn als k geen priemgetal is. 

Opmerking 1. We vonden in het bewijs van stelling 6 dat als 2k - 1 

priemgetal is, dat·dan keen priemgetal meet zijn. Het omgekeerde geldt 

niet: als peen priemgetal is, dan is niet noodzakelijk ook 2P - 1 een 

priemgetal. De getallen 2P - 1 die priemgetal zijn, heten de priemge

tallen van Mersenne. De eerste tien zijn de getallen corresponderend 

met 

p = 2,3,5,7,13,17,19,31,61,89, (vergelijk voorbeeld 2). 

Het is niet bekend of er oneindig veel priemgetallen van Mersenne bestaan. 

Getallenmagie. 

De perfecte of volkomen getallen spelen een belangrijke rol in de ge

tallenmagie. De delers van n ongelijk n zelf heten de aliquote delen 

van n, zodat een getal perfect is als het gelijk is aan de som van zijn 

aliquote delen. Volmaakte zaken hangen volgena de getallenmystiek 

samen met perfecte getallen. God schiep hemel en aanrde in 6 dagen, 

terwijl de maanperiode 28 dagen is (beide perfecte getallen). 
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Is cr(n) < 2n, dan heet n deficient en is cr(n) > 2n, dan heet n abundant. 

Volgens Alcuin, de leermeester van Karel de Grote was het mensenge

slacht onvolkomen omdat het afstamde van de 8 zielen in de ark van 

Noach, terwijl 8 deficient is. 

Een ander bekend begrip uit de getallenmagie zijn de bevriende getallen; 

dit is een getallenpaar n, m zodanig dat de som van de aliquote delen 

van de een gelijk is aan de ander. In formule cr(m) = cr(n) = n+m. Be

vriende getallen symboliseren absolute vriendschap en liefde. Het be-
. . 2 2 84 2 kendste paar bevriende getallen is 2 0 = 2 . 5. 11 en 2 = 2 . 71 • Fermat , 

Descartes, Euler e.a. hebben zich bezig gehouden met het opsporen van 

bevriende getallen. Voor enkele resultaten zie bijvoorbeeld Ore pag. 

96-100. We vermelden nog dat een 16 jaar oude Italiaanse jongen Nicolo 

Paganini in 1866 hetpaar·bevriende getallen 1184 = 25.37 en 1210 ~ 2.5.1,2 

vond. 

De functie A. 

Definitie 6. Onder de arithmetische functie A, de functie van Mangoldt 

verstaat men de functie bepaald door 

{ 

log p 
A(n) = O 

k als n = p met p priemgetal 

anders. 

We merken op dat A geen multiplicatieve functie is. De functie van 

Mangoldt speelt een belangrijke rol bij het onderzoek van de verdeling 

van priemgetallen. 

Stelling 7, Is n een natuurlijk getal, dan is 

l A(n) = log n, 
din 

waar de som genomen wordt over alle delers van n. 

. . . . a1 ~ k . . . 
BewiJs. ZiJ n = p 1 pk de anonieke ontbinding van n. Dan 

is, daar A(n) = 0 als n ~ pk met p priemgetal, 
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k a. k 
l A(n) = 

din 
l l1 

A{p~) = l 
i=1 a=1 1 i=1 

a. log p. = 
1 1 

Convolutieproduct. 

k 

I 
i=1 

ai 
log p. = log n. 

1 

Het blijkt handig te zijn voor arithmetische :fu.ncties naast het gewone 

product een ander product in te voeren. 

Definitie 7. Zij fen g twee arithmetische :fu.ncties dan verstaan we 

onder het convolutieproduct f*g de functie bepaald door 

f*g(n) = l f(d) g(!), 
din 

waar de som genomen wordt over alle delers van n. 

Definitie 8. Onder de arithmetische functies O, e en E verstaan we de 

volgende functies: 

a) 

b) 

c) 

O(n) 

e(n) 

E(n) 

= 0 voor 

={ 0 

= voor 

alle n. 

voor n = 1 

voor n > 1 • 

alle n. 

Gevolg 4. Uit definities 7 en 8 volgt dat voor iedere arithmetische 

functie f geldt: 

a) O*f = 0 

b) e*f = f, zodat e het eenheidselement voor het convolutieproduct is. 

c) E*f{n) = l f(d). 
. . din 

In. het b1Jzonder volgt dan met definitie 4 
d) T = E*E, cr = E*n, crk = E*nk. 

Uit stelling 7 volgt 

e) E*A(n) = log n. 

Stelling 8. Zijn f, gen h arithmetische :fu.ncties dan geldt: 

a) f*g = g*f, 

b) f* (g*h) = (f*g)*h, 

c) f*(g+h) = f*g + f*h. 

Stelling 8 volgt direct door uitschrijven. 
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Gevolg 5. De arithmetische f'uncties metals optelling de gewone 

optelling en als vermenigvuldiging het convolutieproduct vormen een 

commutatieve ring met eenheidselement. We .kunnen eenvoudig aantonen dat 

de ring geen nuldelers heeft, d.w.z. is :f ~ 0 en g ~ O, dan is f'*g ~ O. 

Is nl. f(n) = 0 voor n = 1, 2, ••• , k-1, :f(k) ~ 0 en g(n) = 0 voor 

n = 1, 2, ••• , h-1, g(h) ~ O, dan is f*g(kh) = f(k)g(h) ~ O. 

Stelling 9. Zij f een arithmetische functie. Bij f bestaat een een-

duidig bepaalde functie g zodat f*g = e, dan en slechts dan als f(1) ~ O. 

Bewijs. 

f(1) ~ o. 
Stel f*g = e, dan volgt n = 1: f(1)g(1) = 1, zodat 

Stel nu dat :f( 1) ~ 0. We zullen een arithmetische functie g bepalen zo

dat f*g = e. Met n = 1 volgt :f(1)g(1) = 1, zodat g(1) = f(1)-
1

• Stel nu 

dat g(n) berekend is voor n = 1, 2, ••• , k-1 {k>2). We .zullen aangeyen 

hoe g(k) te berekenen is. Er meet gelden f*g(k) = e(k) = O. 0:fwel 

(4) f(1)g(k) + l g(d)f(¾) = o. 
dlk 
d~k 

Daar g(d) voor dlk, d ~ k volgens de onderstelling reeds bekend is, is 

hieruit g(k) te berekenen. De functie g blijkt bovendien eenduidig be

paald te zijn. 

We zullen g de inverse van f t. o. v. het. convolutieproduct noemen. 

Gevolg 6. Is f een mljlltiplicatieve functie en f ~ O, dan is volgens 

gevolg 1 f( 1) = 1, zodat t een inverse t.o.v. het convolutieproduct heeft. 

Stelling 10. Zijn fen g multiplicatieve arithmetische functies, dan is 

ook f*g multiplicatie:f. 

Bewijs. Zij n 1, n2 natuurlijke getallen met (n1,n2 ) = 1. Zij 

h = f*g dan is 
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(5) 

Is d,- een deler van n1 en d2 een deler van n2 , dan is daar (n1,n2) = 1 
.. n 1 n2 

ook. (d 1 ,d2
.) = 1 en (~,d

2
) = 1, zodat daar f' en g multiplicatief' zijn 

(5) te schrijven is als 

(6) 

Als d1ln1 en d2 ln2 dan volgt uiteraard d = d1d2 ln1n2• Omgekeerd is 

iedere deler d van n 1n2 daar (n1,n2 ) = 1 op eenduidige wijze te schrij

ven als d = d 1d2 met d1ln 1, d2 ln2 • Hieruit volgt 

Dan is (6) gelijk aan 

n n 
f'(d)g(__i_g) = 

d 

zodat h multiplicatief' is. 

Gevolg 7. Daar E multiplicatief' is, is voor een multiplicatieve 

f'unctie f' ook E*f'(n) = l f'(d) multiplicatief'. In het bijzonder ziJn 
djn 

T = E*E, cr = E*n en crk = E*nk multiplicatief' (vergelijk stelling 3). 

Stelling 11 • Is f' multiplicatief' en f' ~ O, dan is de inverse van f' 

t.o.v. het convolutieproduct ook multiplicatief'. 

Bewijs. Daar f' ~ 0 heef't f' volgens gevolg 6 een inverse t.o.v. 

het convolutieproduct. 

We construeren een arithmetische f'unctie hop de volgende wijze: 

h(1) = f'(1)'"' 1• 
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Zij peen priemgetal en veronderstel dat h(p1 ) al gedefinieerd is voor 

1 = O, 1, 2, ••. , k-1 (k.::_1). We bepalen h(pk) m.b.v. (4) zodat f*h(pk) = O. 

We eisen nu bovendien nag dat h multiplicatief is; volgens gevolg 2 is h 

dan geheel bepaald. Beschouw nu u = f*h. Daar fen h multiplicatief zijn, 

is u oak multiplicatief. Kennelijk is u(1) = f(1)h(1) = 1 en 

u(pk) = f*g(pk) = O (p priemgetal, k.::_1), zodat u(n) = 0 voor n > 1. Dan 

volgt u(n) = e(n), zodat h de inverse van f t.o.v. het convol~tieproduct 

is. Daar volgens constructie h multiplicatief is, is dus de inverse van 

f multiplicatief. 

Gevolg 8. Uit stelling 8b, 10 en 11 volgt: de multiplicatieve 

functies ongelijk O vormen een multiplicatieve groep t.o.v. het convolu

tieproduct als vermenigvuldiging. 

Definitie 9. De functie van Mobius is de arithmetische functie µ be

paald door µ*E = e. 

Stelling 12. De functie µ is multiplicatief en 

Bewijs. 

µ(n) = 

0 

als n = 

als n = p 1 ••• pt, waarin p 1, ••• ,pt 

verschillende priemgetallen zijn 

anders. 

Daar E multiplicatief is, volgt uit stelling 11 dat µ 

multiplicatief is. 

Daar µ*E = e volgt µ(1)E(1) = 1, zodat µ(1) = 1. 

Is p priemgetal, dan is O = µ*E(p) =: µ(1)E(p) + µ(p)E(1) = 1 + µ(p), 

zodat µ(p) = -1. 

Verder is O = µ*E(pk) = µ(1)+µ(p}~µ(p 2 )+ .. ~+µ(pk) = µ(p2 )+µ(p3)+ •• ,+µ(pk). 

Met opvolgend k = 2, 3, ••• volgt hieruit µ(pk)= 0 voor k > 2. Daar µ 

multiplicatief is volgt µ(n) voor andere natuurlijke getallen n direct 

uit (1). 

Opmerking 2. µ*E = e is uit te schrijven als 
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1 voor n = 

0 voor n > 1. 

Stelling 13. (0mkeerstelling van Mobius) 

Is f een arithmetische functie en is 

(7) 

dan is 

(8) 

Bewijs. 

F(n) _ = l f(d) 
din 

f(n) = l F(d)µ(~). 
din 

Relatie .(7) is te lezen_als. F = f*E. Door beide kanten 

metµ te vermenigvuldigen volgt 

Dit is relatie (8). 

Stelling 14. Zij f een arithlr!.etische functie en F als in (7), dan is 

f multiplicatief dan en slechts dan als F multiplicatief is. 

Bewijs. Er geldt F = f*E en f = F*µ, zodat stelling 14 een direct 

gevolg van stelling 10 is. 

Toepassingen. 

Uit gevolg 4 volgen de volgende toepassingen van stelling 13. 

1) T = E*E zodat E = µ*T ofwel 

2) 

l µ(d)T(i) = 1 
din 

voor alle natuurlijke getallen n. 

k k 
crk = E~n, zodat n = µ*crk ofwel 

l µ{d)crk(~) = nk voor alle n. 
din 
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3) E*A(n) = log n, zodat µ*log n = A(n) ofwel 

I µ(d) n A(n) log - = 
din 

d 

waaruit m.b .v. opmerking 2 volgt 

I µ(d) log d = -A(n). 
din 

4) Zij g = µ*n dan is g(1) = µ(1) = 1. 

Is p priemgetal, k natuurlijk getal dan is 

g(pk) = µ(1)pk+µ(p)pk- 1+o = pk-pk- 1, zodat g(pk) = ~(pk) voor ieder 

priemgetal pen natuurlijk getal.k. Daar gen ~-beide multiplicatief 

zijn is dan volgens gevolg 2 g(n} = ~(n) voor alle natuurlijke ge

tallen n. We vinden dus µ*n = ~, zodat ~*E = n ofwel 

· l cj>(d) = n. 
din 

Voor andere-be~ijzen van deze relatie zie bijvoorbeeld Hardy, Wright 

p. 54 of LeVeque p. 30. 

5} •*~ = E*E*~ = E*n = a. 

Voortbrengende functie. 

We zullen in het volgende gebruik maken van enkele stellingen uit de 

theorie van de Dirichletreeksen. (zie hiervoor bijvoorbeeld Titchmarsh, 

chapter IX). 
(X) 

Een Dirichletreeks is een reeks van de gedaante \ -s 
l an , waarin seen n n=1 

complexe variabele voorstelt. Een dergelijke reeks convergeert absoluut 

in een zeker halfvlak Res> oa, waarbij _m .::_ oa .::_ +m, Bovendien geldt 

zeker voor Res > a a 
(X) (X) (X) 

(9) d ( I -s I d (a n-s) I (a log n)n -s a n ) = ds - - . ds n=1 n n=1 n n=1 n 

Is f een arithmetische functie dan heet de formele Dirichletreeks 
(X) 

l f(n)n-s de voortbrengende functie van f. 
n=1 

' 
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00 

Is in het bijzonder f = E, dan is de voortbrengende functie l n-s = ~(s) 
n=1 

de ~-functie van Riemann. Deze reeks convergeert absoluut voor Res> 1. 

Volgens (9) geldt dan voor Res> 1 

(10) ~ I (S) 
00 

I 
n=1 

-s log n n • 

Stelling 15. 

functies F(s) = 

Zijn 
00 

I 
fen g twee arithmetische functies met voortbrengende 

00 

f(n)n-s en G(s) = l g{n)n-s. Als de beide Dirichlet
n=1 n=1 

reeksen absoluut convergeren voor Res> aa, dan convergeert ook 
00 

I 
n=1 

f*g(n)n-s absoluut voor Res> a , terwijl deze reeks gelijk is aan 
a 

F(s).G(s). 

He~ bewijs van stelling 15 berust op het feit dat de absoluut convergente 

dubbelreeks l l f(n)n-sg(m)m-s in iedere volgorde gesommeerd mag warden; 
nm 

Zie Titchmarsh p. 27-33. 

Toepassingen. 

Uit gevolg 4 volgen de volgende twee toepassingen van stelling 15. 

6) 

7) 

00 

Daar,: = E*E volgt I i:(n)n-s = ~2 (s) voor Res > 
n=1 

00 00 

Uit Ok k E*n volgt I ak(n)n-s ds) I k -s = = n .n 
n=1 n=1 

voor Re s > k+h· 

In het bijzonder geldt: 

00 

l a(n)n-s = ds)ds-1) voor Res> 2. 
n=1 

00 

1. 

= ds)ds-k) 

8) Uit µ*E = 2 (opmerking 2) volgt l µ(n)n-s.~(s) = 1, zodat 
00 n=1 
l µ(n)n-s = ~- 1(s) voor Res> 1. 

9) 

n=1 
Merk op dat hieruit volgt dat ~(s) geen nulpunten heeft voor 

Re s > 1. 
00 

(toepassing !f) volgt 'I 4>(n)n-s = 
n=1 
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00 00 

I µ(n)n-s l -s n.n = ~-1(s)~(s~1) v00r Res> 2. 
n=1 n=1 

10) Uit A= µ*l0g n (toepassing 3) en (10) volgt 

00 00 

l . 1\ ( n) n -s = l 
n=1 n=1 

00 

µ (n)n-s. l 
n=1 

Literatuur bij hoofdstuk III 

log n n-s = -~-1(s)~'(s) voor Res> 1. 

E. Grosswald: Topics from the theory of numbers, chapter 6. 

G. Hardy, E.M. Wright: An introduction to the theory of numbers, 

pag, 54, chapter XVI, XVII. 

W.J. LeVeque: Topics in number theory, pag. 30, chapter 6, 

I. Niven, H.S. Zuckerman: An introduction to the theory of numbers, 

chapter 4. 

O, Ore: Number theory and its history, chapter 5, 

G. P6lya, G. Szego: Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis I, p. 50-51. 

E.C. Titchmarsh: The theory of functions, p. 27-33, chapter IX. 
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H00fdstuk IV: Gr00tteorde van arithmetische fu.ncties. 

Bij het afschatten van de 0rde van grootte van arithmetische 

fu.ncties maakt men vaak gebruik van de 0- en o-symbolen van Landau -

Bachmann. 

Definitie 1. Zij f(x) een willekeurige fu.nctie en g(x) een positieve 

functie beide gedefinieerd op alle gehele getallen x > een zeker 

getal A of op alle reele getallen x ;...A. 

1e) f(x) = O(g(x)) voor x + 00 betekent dat 

jf(x)J .::_ C g(x) voor zekere constante C en x > A. 

2e) f(x) = o(g(x)) voor x + 00 betekent 

lim ftx~ = 0 
X+oo g X. 

De 0- en o-symbolen warden meestal gebruikt om de grootteorde van een 

gecompliceerde fu.nctie f(x) te schatten m.b.v. een eenvoudiger func

tie g(x). 

Voorbeelden. 

1 ) 

2) 

3x2 + 4x sin x + log x = O(x2) 

log x = o(x) voor x + oo, 

Gevolgen. 

vo0r x + 00 , 

1) Is f(x) = o(g(x)) voor x + 00 , dan is f(x) = O(g(x)) voor x + 00 , 

2) Is f(x) = O(g
1
(x)) voor x + 00 en is g1(x) .::_g2(x) 

dan is f(x) = O(g2(x)) voor x + 00 • 

3) Is f(x) = O(g(x)) en is h(x) positief, dan is 

h(x)f(x) = O(h(x)g(x)), zodat h(x)O(g(x)) = O(h(x)g(x)). 

4) _ Is r
1
(x) = O(g(x)) en r

2
(x) = O(g(x)), dan is r 1(x) + r 2 (x) = O(g(x)), 

z0dat O(g(x)) + O(g(x)) = O(g(x)). 

syll. Z·C. 78, afl. 5. 
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Defini tie 2. Zij x een reeel getal, dan is [xl ( spreek ui t: x-entier) 

het grootste gehele getal ~ x. 

Voorbeeld 3. 

[1~] = 1 , [5] = 5 , [-7,3] = -8, [1T] = 3, [4,753 ..• J = 4. 

We zullen het afleiden van formules voor de grootteorde van arithme

tische functies demonstreren aan de functie T. De functie t zelf is 

zeer onregelmatig. Zo is T(2m) = m+1, terwijl voor ieder priemgetal p 

geldt r(p) = 2. Men kan aantonen dat voor ieder positief getal o geldt 

0 T(n) = o(n ) voor n-+ 00 • 

(zie bijvoorbeeld Hardy & Wright 260-261 of Chandrasekharan VI.6-8). 

Interessanter is echter de functie 

N 
T(N) = l T(n) 

n=1 

die veel regelmatiger is. We zullen hiervoor een schatting afleiden. 

Hiertoe behandelen we eerst een stelling uit de analyse, die ook op 

zichzelf interessant is. 

Harmonische reeks. 
1 1 1 1 De oneindige reeks 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ••• heet de harmonische reeks. 

Daar 

~ + f > 2 .f = ~ , ; + -g + ; + "8" > 4 • 1 = ~ , ; + ~ 0 + • • • + -k > 8 •-k = ¾, enz • 

volgt direct dat de som van de reeks onbegrensd toeneemt (de som is"on

eindig"). We zullen nu aantonen 

Stelling 1. 1 1 1+-+-+ 
2 3 

1 1 + - = log n + y + 0(-) n n 
voor n -+ 00 , 

waarin y een constante is, de zogenaamde constante van Euler - Mascheroni; 

y = 0,57721 ••• (Het grondtal van de log is e). 
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Besch0uw de functie 1 voor x ~ 1. 
X 

1 
X 

'--------1f---..... ----t-------x 
2 3 4 

Voor k ~- x ~ k+1 ( kE 1 , 2 , 3 , ••• ) 1 1 1 
geldt m ~ X ~ k 'zodat 

Zij 

(2) 

k+1 

~ = ~ f · : ~ voor k = 1 , 2 , 3 , ••• 

k 

dan volgt uit (1) 

(zie figuur) 

(3) 1 1 
O<A._ <--

-""k. k k+1 (k = 1,2,3, ••• ) 

Voor ieder natuurlijk getal n geldt dan 

n 

1 
1- < 1. n+1 

Daar alle ~ positief zijn en l ~ < 1 voor alle n volgt dat 
k=1 

00 

l ~ bestaat. Nu definieren we 
k=1 

00 

(4) Y def l ~· 
k=1 

,. 
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Uit (3) volgt verder 

00 00 

l ~ < l (; - k: 1 ) 
k=n+1 k=n+1 

1 1 
= - < -. n+1 n 

Zodat 

00 

(5) l ~ = O(~) voor n ➔ 00 • 

k=n+1 

Uit (4), (5) en (2) volgt 

n+1 

= I .1. - . l ax + oc..:!.) = n I 
k= 1 k x n 

n+1 
n 1 
I k - I .l. ax + o( .l.) • 

X n k=1 
n 

Verder is 

n 

f ~ dx = log n (het grondtal van de logarithme is e) 

1 

terwijl uit (1) volgt 

O(~) 
n 

voor n ➔ 00 • 

We krijgen dan 

n 1 1 
y = I k - log n + 0(-) 

k=1 n 

Ofwel 

n 

I 
k=1 

.l. = log n + y + o(.l.) 
k n 

voor n ➔ 00 • 

O_pmerking 1. Het is niet bekend of y een rationaal of een irrationaal 

getal is. (Een rationaal getal is een getal van de vorm .E. met p, q.E Z) 
q 

,. 
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Opmerking 2. Het bovenstaande bewijs is direct te generaliseren tot 

een bewijs van de volgende stelling (zie Chandrasekharan VI 9-10). 

Stelling 2. Is g(x) een monotoon afnemende, positieve functie gede

finieerd voor x ~ 1, dan geldt 

n 
I g(k) = 

k=1 

n 

J g(x)dx +A+ O(g(n)) 

1 

waarin A een constante is. 

Afschatting T(N). 

Volgens definitie is ,(n) = 

voor n + 00 , 

1, waarbij in het laatste 

lid de sommatie genomen meet worden over de paren gehele getallen 

(d1,d2) met product n. Dan is 

N 
T(N) = I 

n=1 

N 
r(n) = l 

n=1 
1 • 

In woorden: T(N) is het aantal paren (d1,d2 ) met d1d2 ~ N. Beschouw 

in het x, y-vlak de punten (x,y) met x e z, y E Z, de zogenaamde roos

terpunten. Dan volgt dat T(N) gelijk is aan het aantal roosterpunten 

gelegen in het stu1c tussen de x-as, de y-as en de hyperbool xy = N. 

Yi 

' t,. 
' 
' l( * l 

I I 

1 x * 
X 

2 N 

We geven eerst een grove schatting voor T(N). 

De te tellen roosterpunten liggen op de lijnen x = 1,2,3, ••• , N. ,, 
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Voor vaste x hebben we [NJ roosterpunten op de corresponderende lijn. 
X 

Stellen we [NJ 
X 

N 
= - -

X 

Daar O ~ e < 1 volgt 
X 

e dan volgt 
X 

N 
T(N) = l 

N 

I I 
x=1 

x=1 

e I < N 
X 

N N 
I - -

x=1 X 

N 
zodat l 

x=1 

N 

I 
x=1 

e 
X 

0 = O(N) 
X 

Met behulp van stelling 1 volgt dan 

N 
T(N) = N l : + O(N) = N{(log N + y + O(i)}+ O(N). 

x=1 

voor N-+ ex:. 

Daar volgens gevolgen 2, 3 en 4 geldt Ny+ NO(i) + O(N) = O(N) voor N + 00 

volgt 

T(N) = N log N + O(N) voor N-+ 00 • 

We kunnen echter op eenvoudige wijze de schatting aanzienlijk verbeteren. 

A B=( 1 ,N) 

F - - - -

0 E 

De hyperbool is symmetrisch t.o.v. de lijn y = x. Het aantal te tellen 

roosterpunten is dus 2x het aantal in het stuk ABGEO minus het aantal 

in het vierkant OEGF (zie figuur). De roosterpunten in ABGEO liggen op 

de lijnen x = 1,2, ••• , [/NJ. Het aantal roosterpunten in OEGF is [/NJ2• 

Zijn [NJ N e c /NJ = IN - e, dan volgt = - - en 
.x X X 

[/NJ 
[NJ - [ /NJ2 

[/NJ N [/NJ 
- (/N-0) 2 T(N) = 2 I = 2 I - - 2 I e 

x=1 .X. x=1 X x=1 X 

,. 
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Daar 
[/NJ 

- 2 l e + 2e ✓N - e2 I :,; 2✓ N + 2✓ N + 1 
x=1 X 

volgt 

T(N) = 
N 

2 N l 
x=1 

.1. - N + 0( vN). 
X 

Met stelling 1 volgt dan 

(6) 1 T(N) = 2 N{ log [ IN] + y + o("E7NJ)} - N + 0( IN). 

Nu is 

zodat 

(7) 

(IN 
0 :,; log vN - log [ IN] = I 

c /riJ 

log [/NJ = log vN + 0(7N ) 

V d d 1 < 2 er er is aar [/NJ ....: TN . 

(8) voor N + 00 • 

Uit (6), (7) en (8) volgt 

1 d 1 , X X < [ ✓NJ :,; 

voor N + 00 • 

1 T(N) = 2N { log IN+ O(TN + y} - N + o( ✓N) • 

Daar volgens gevolgen 3 en 4 

;N0(7N) + 0( vN) = 0( IN) voor N + 00 

is hiermee bewezen 

2 
TN, 

Stelling 3. T(N) = N log N + N(2y-1) + O(vN) voor N + 00 • 

0pmerking 3. Stelling 3 is afkomstig van Dirichlet (1849). De vraag 

of de restterm o(IN) in deze stelling nog verscherpt kan worden, staat 

bekend als het deler-probleem van Dirichlet. Voronoi (1903) bewees 
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dat o(/N) in stelling 3 vervangen kan worden 
1/3 

door O(N ) en 
1 van der Corput (1922) verscherpte de 3 nog tot 33 Too • Hardy en Landau 

(1915) bewezen dat in stelling 3 de O(IN) niet vervangen kan worden 
"1 

door O(N 4
). De juiste macht van N is nog onbekend. 

Voor cr en~ kan men de volgende formules afleiden (zie Hardy & Wright 

266-268 of Le Veque 120-121). 

Stelling 4. 

a) 
N 

= _1_ 1/ N2 S(N) = I cr ( n) + O(NlogN) 
n=1 12 voor N+ 00 • 

b) 
N 

3N
2 

<P(N) \ <P(n) O(NlogN) = l = -- + 2 n=1 1T 

voor N + 00 • 

Opmerking 4. Zij W(N) het aantal breuken ~ met 1 $ x $ N, 1 $ y $ N, 
y 

die niet te vereenvoudigen zijn, d.w.z. (x,y) = 1. 

Het totaal aantal breuken ~ met 1 $ x $ N, 1 $ y $ N is uiteraard N2• 
y 

We definieren nu de kans dat een (positieve) breuk ~ niet te vereen
y 

voudigen is als 

p = lim 
N➔oo 

We zullen m.b.v. stelling 4b aantonen dat de limiet bestaat en dat 

P eenvoudig te berek,enen is. Volgens de definitie is ~(n) het aantal 

getallen m met 1 $ m $ n en (m,n) = 1, zodat <P(n) gelijk is aan het 

aantal roosterpunten (x,y) op de lijn x = n met $ y $ n en (x,y) = 1. 

Dan is ~(N) gelijk aan het aantal roosterpunten (x,y) in de driehoek 

1 $ x $ N, 1 $ y $ x met (x,y) = 1. 

Y------

,.____, _ _,_ _ _._ ___ ! ______ X 

N 
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W(N) is gelijk aan het aantal roosterpunten (x,y) in het vierkant 

1 ~ x ~ N, 1 ~ y ~ N. Dit vierkant is symmetrisch t.o.v. de diagonaal 

y = x. Op de diagonaal ligt slechts 1 roosterpunt met (x,y) = 1 name

lijk x = y = 1. Hieruit volgt 

W(N) = 2 ~(N) - 1. 

Dan is volgens stelling 4b: 

p = lim W(N) lim 2 ~(N)-1 = 6 
N+oo 7 = N-+-oo N2 

TT
2 

Literatuur bij hoofdstuk IV: 

K. Chandrasekharan Einfuhrung in die Analytische Zahlentheorie, 

Kapitel VI. 

G.H. Hardy, E.M. Wright: An introduction to the theory of numbers, 

Chapter XVIII. 

W.J. LeVeque Topics in number theory, volume I, Chapter 6. 
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Hoofdstuk V: Priemgetallen. 

We zullen een bewijs geven van de volgende stelling van Tchebycheff 

(vergelijk Inleiding). 

Stelling 1. Zij TI(x) het aantal priemgetallen ~x, dan bestaan er 

positieve constanten c
1 

en c
2 

zodat 

In het bewijs ma.ken we gebruik van de 0- en van de ~-functie, die 

eenvoudiger te hanteren zijn dan TI(x). 

Definitie 1. 

(1) e(x) = l log p, waarbij de somm.atie genomen wordt over alle 
P.:,X 

priemgetallen p ~ x. 

(2) $(x) = l A(n), waarbij de sommatie genomen wordt over alle 
n<x 

natuurlijke getallen n ~ x. 

We onderzoeken eerst het verband tussen e(x), $(x) en TI(x). 

Volgens hoofdstuk III definitie 6 is A(pk) = logp als p priemgetal 

en A(n) = 0 voor alle andere waarden van n. Zij peen vast priemgetal 

met p < x, dan is pk< x voor k = 1,2, ... , [
1
logx], zodat uit (2) 

ogp 
volgt 

(3) $(x) = I 
P.:,X 

[ lo~x] 1 ogp. logp 

Uit (1) en (3) volgt 

(4) e(x) .:::_ ~(x). 

syll. ZC 78, afl,6 
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Daar [a]< a volgt uit (3) voor x > 2 

(5) ~(x) < l logx = rr(x)logx. 
p.::_x 

Zij O <a< 1, dan volgt daar rr(xa) .::_xa 

e( x) > logp .:_ alogx(rr(x)-rr(xa)) > 
a 

X <p~X 

zodat 

(6) rr(x)logx < e(x) + xalogx. 
- a 

We hebben dus gevonden in (4), (5) en (6) 

Lemma 1. 

e(x) ~ ~(x) .::_ rr(x)logx .::_ e~x) + 

voor O <a< 1 en x > 2. 

a x logx 

Opmerking 1. Daar lim logx = 0 voor O <a< 1 en daar lemma 1 
x~ 1-a 

X 

geldt voor alle a in (O, 1) is uit dit lemma af te leiden dat als een 

van de limieten lim e(x) , lim ~ of lim rr(x)logx 
X~ X X 

bestaat, dat dan ook de beide andere bestaan en dat ze alle drie gelijk 

zijn. (zie bijvoorbeeld Chandrasekharan VII.6). 

Stellin_g_ 1_ volgt nu uit lemma 1 en de beide volgende stellingen. 

Stelling 2. Er is een constante A zodat 

e(x) < Ax. 
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Stelling 3, Er is een positieve constante B zodat 

~(x) > Bx voor x > 2, 

Bewijs stelling 1, 

Uit lemma 1 en stelling 3 volgt 

1r(x) > lli.L 
- logx 

>~ 
logx voor x > 2. 

Uit lemma 1 en stelling 2 volgt voor x > 2 

1r(x) < e(x) 
- alogx 

+ xa < Ax 
alogx 

= ~S:_ + logx). 
logx a 1-a. 

X 

Ui t lim logx = 0 volgt dat er een constante D bestaat zodat 
x-+<x> 1-a 

log:is 
1-a 

X 

Dan is 

X 

< D voor x > 2. 

1r(x) < ..2S,_ 
logx voor x > 2. 

Bewijs stelling 2. 

Zij n een positief geheel getal en 

N = (2n) = (n+1)(n+2) •.• 2n 
n 1.2.3 ... n 

dan treedt Nop als binomiaalcoefficient in de ontwikkeling van (1+1) 2n 

zodat N een geheel getal is en 

(7) 

Is p een priemgetal met n < p .:_ 2n, dan volgt p IN zodat 

TI p.::_H, 
n<p.::_2n 
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waarui t volgt 

logN > I logp = 0(2n) - e(n). 
n<p,:_2n 

Met (7) krijgen we dan 

( 8) 0(2n) - e(n) < 2nlog2, 

Daar 0(1) = 0 volgt uit (8) met n = 2r 

m-1 m-1 
{e(2r+ 1)-e(2r)} < m+1 e(2m) = I 2log2 I 2r < 2 log2. 

r=O r=O 

Zij nu x > 2 en m geheel zodat 
m-1, 2 < X < 2m dan volgt 

Hiermee is stelling 2 bewezen met A= 4log2. 

Opmerking 2. 

In bovenstaande is bewezen e(x) < 4xlog2. Door i.p.v. N = ( 2:) gebruik 

( 2n+ 1 · 
te ma.ken van ) kan men op analoge wijze de scherpere schatting n 

(9) e(x) < 2xlog2 

afleiden (zie bijvoorbeeld Hardy & Wright p. 341-342). Merk op dat 

(9) aequivalent is met 

II 
p::_x 

voor x > 2. 

Het bewijs van stelling 3 berust op het volgende lemma. 

Lemma 2. Zij m een positief geheel getal, dan is 

m 
l A( d) [~] = logm! 

d=1 
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Bewijs. 

Volgens hoofdstuk III stelling 7 geldt 

zodat 

m 
( 10) I 

n=1 

I A( d) = 
dTn 

logn 

m 
A(d) = l logn 

n=1 
= logm! 

Zij nu d een vast geheel getal met 1.:. d .:_m, dan komt din het linker

lid van (10) even vaak voor als er d-vouden zijn in de verzameling 

1,2,3,.,.,m, d.w.z. [~] maal. Hieruit volgt het lemma. 

Opmerking 3, 

Daar A(h) = logp voor n = pr en A(n) = 0 voor alle andere waarden van 

n is lemma 2 gelijk aan 

I 
P.:_lll 

([E!.J + [m2 J+ ••• ) logp = logm! 
p 

p 

Lemma 2 is dus gelijk aan de volgende stelling: 

zij peen priemgetal met p .:_ m, dan is het aantal factoren pin m! 

gelijk aan 

Bewijs stelli~g 3, 

Zij als in het bewijs van stelling 2 n een natuurlijk getal en 

N = (2n) = (2n)! , dan volgt uit lemma 2 
n 

(n!l 

2n n 
logN = log(2n)! - 2logn! = l A(d)[:n] - 2 l A(d) [iJ, 

d= 1 d=1 

n 
Daar [-] = 0 voor d > n kunnen we de laatste sommatie zonder bezwaar 

d 

tot 2n laten lopen, zodat 
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( 11 ) 
2n 

logN = l A(d) {[:n] - 2[~]} • 
d=1 

Nu is [2a] - 2[a] < 2a - 2(a-1) = 2 

> 2a-1-2a = -1, 

zodat [2a] - 2[a] = 0 of 1. 

Uit (11) volgt dan 

2n 
( 12) logN ,2. l A( d) = ip(2n). 

d=1 

Nu is 

2n n+1 
N=(n)=1 

n+2 -2 

zodat uit (12) volgt 

ip(2n) .::_ nlog2 . 

Zij x nu een willekeurig getal met x .::_ 4 en 2n < x < 2n+2 dan volgt 

ip(x) .::_ ip(2n) .::_ nlog2 > (~ - 1 )log2 .::_ lxlog2. 

Het is duidelijk dat deze ongelijkheid ook geldt voor 2 < x < 4, 
zodat stelling 2 bewezen is met B = llog2. 

Stelling 4. Er bestaan positieve constanten a 1 en a2 zodat voor het 

re priemgetal p geldt 
r 

Bewijs. Uit stelling 1 met x = p volgt 
r 

( 13) 
pr 

c1 logp 
r 

voor r > 2. 
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Uit de 2e ongelijkheid van (13) volgt daar p > r 
r-

1 
p > - rlogp > rlogr, 

r c2 r - c2 

waaruit de 1e ongelijkheid van stelling 4 volgt, 

Uit de 1e ongelijkheid van ( 13) volgt 

(14) Pr< c 
1 

rlogp. 
r 

We hebben nu nog een bovengrens voor logp nodig. Deze vinden weals 
r 

volgt. De 1e ongelijkheid van (13) is ook te schrijven als 

c1 /""pip r r 
logp r 

< r 

zodat logp 
r 

Daar lim logx = 0 is dan 
x-+oo rx 

Ip < r 
r 

als r voldoende groat is, of'wel 

( 15) 
2 

p < r 
r 

Dan volgt uit (14) en (15) 

v'p 
r 

als r > r
0

• 

( 16) 2 
pr < - rlogr 

c1 

2 We kunnen nu de factor - vergroten zodat (16) ook geldt voor 
c1 

r = 1,2,3, •.. ,r0 , zodat 

voor geschikte constante a2 . 
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Stelling 5. Er bestaan positieve constanten b 1 en b2 zodat 

B~wijs. 

b 1 loglogx < l ¾ < b2 loglogx 
p::_x 

voor x .::_ 3. 

Uit stelling 4 volgt 

1 
1f ( x) 

1 1 1f ( x) 
1 ( 17) I < I -< I a2 r=2 rlogr 

33>::_x 
p a1 r=2 rlogr 

Daar n 

f 1 dx loglogn - loglog2 = xlogx 
2 

volgt uit hoofdstuk. IV stelling 2 

n 
(18) I 

r=2 rlogr = loglogn + R(n) 

met 

( 19) IR(n)I <A+ nl~gn < B voor n > 3 

waarin A, C en B positieve constanten zijn. 

Uit ( 17)' ( 18) , ( 19) en 1r( x) .::,. x volgt 

1 + _1_ 
X 1 I 1 I ~+B. - <· 2 < - loglogx + 

p::_x p a1 r=2 rlogr a1 

Voor x .:::_ 3 is loglogx > O, zodat er een constante b2 bestaat met 

-
1
- loglogx + ~ + B < b2 loglogx 

a1 
voor x .:::_ 3, 

Hiermee is de 2e ongelijkheid van stelling 5 bewezen. Zij c 1 de 

positieve constante uit stelling 1 

dan is 

c
1
x 

--> rx 
logx 
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als x voldoende groot is, zeg x > x 1 > 3. 

Dan is 1r(x) > rx > 1 voor X > x 1• 

Voor x > x
1 

volgt dan uit (17), (18) en (19) 

I 
p.::_x 

1 1 
-> 
p a2 

1T (n) 

I 
r=2 

--- > .:L loglogv'x - B = rlogr a2 

1 1 
- loglogx - - log2 - B. 
a2 a2 

Nu is het laatste lid groter dan L loglogx als x voldoende groot 2a2 
is, zeg x > x2 ,::_ x1• 

Dan geldt voor x > x
2 

de 1e ongelijkheid van stelling 5 met b 
1 

·= 
2

:
2 

Daar loglogx > 0 voor x,::. 3 kunnen we de factor -2·
1 

verkleinen . 
a2 

tot een positieve factor b 1 zodat de ongelijkheid geldt voor alle 

X > 3. 

0pmerking 4. Stelling 5 is te verscherpen tot 

l ¾ = loglogx + c + o( 10~x) 
p.::_x 

voor x + 00 , 

waarin c een constante is. (zie bijvoorbeeld LeVeque pag.101-108). 

Stelling 6. Voor ieder natuurlijk getal n, bestaat er minstens een 

priemgetal p met n < p < 2n. 

Opmerking 5, In 1845 toonde Bertrand aan dat stelling 6 waar is 

voor 1 < n < 6.106 en hij sprak het verm.oeden uit dat de stelling 

voor alle n geldt. Dit werd bewezen door Tchebycheff in 1850. 

Bewi,js stelling 6. 

Veronderstel dat de stelling niet waar is voor zekere n > 8. Beschouw 

( 2n) (2n) ! als boven N = = _,_......,__ 
n (n! )2 
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De priemgetallen p met p .::_2n delen we in 4 klassen in~ 

1 ) ·n < p .::, 2n, 

2 
2)J1<p.:_n, 

r;::-, 2 
3 ) v 2n < p .::, J1 , 
4) p ::_ 12ri'. 

~- Volgens de veronderstelling zijn er geen priemgetallen in deze 

klasse. 

~- Voor een priemgetal pin deze klasse geldt dat p.::, 2n en 2p.:., 2n, 

terwijl alle andere p-vouden grater dan 2n zijn. Daar n .::_ 8 is p + 2 

zodat (2n)! precies 2 factoren p bevat. Verder is p < n terwijl alle 

andere p-vouden grater dan n zijn, zodat n! precies 1 factor p bevat. 

N bevat dus geen factoren p uit deze klasse. 

ad 3 en 4. Uit (12) en (3) volgt 

logN .::, 1/J ( 2n) = l 
p<2n 

[ log2n] 1 ogp. logp 

Een priemfactor p komt dus hoogstens tot de macht [10g2nJ in N voor. logp 

ad3. Uit p > ~ volgt 

[log2n] < 2 logp 

zodat een priemgetal uit klasse 3 hoogstens tot de macht 1 in N voorkomt. 

We krij gen dus 

(20) 

logN .::, l 2 
12n<p<~ 

logp + l [log2nJ logp < 
p</2n logp 

e( 2n) + n(l"2ii)log2n. 
3 

Uit n > 8 volgt 12n > 4 en daar 1 en 4 geen priemgetallen zijn is dan 
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( 21 ) ~(r'2n) < ✓2n. -2. 

Uit (20), (9) en (21) volgt 

(22) 4n logN ~ 3 log2 + ( 12n: -2)log2n. 

Anderzijds is N de grootste binomiaalcoefficient in de ontwikkeling 

van ( 1+1 )2n zodat 

(23) 

Uit (22) en (23) volgt dan 

1 
3 ✓2nlog2 < log2n. 

Dit is onjuist voor.n ~ 450. De stelling is dus juist voor n ~ 450. 

Verder is in de rij priemgetallen 2,3,4,7,13,23,43,83,163,317,557 ieder 

priemgetal kleiner dan tweemaal zijn voorganger. Hieruit volgt dat 

de stelling ook geldt voor n < 450. 

Literatuur bij hoofdstuk V: 

K. Chandrasekharan: Einfuhrung in die Analytische Zahlentheorie, 

Kapitel VII. 

G.H. Hardy, E.M. Wright: An introduction to the theory of numbers, 

Chapter XXII. 

W.J. LeVeque: Topics in number theory, volume I, Chapter 6. 

I. Niven, H.S. Zuckerman: An introduction to the theory of numbers, 

Chapter 8. 

,. 
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H0ofdstuk VI: Voorstelling van een natuurlijk getal als som van 

kw~draten. 

Stelling 1. (Lagrange) Ieder natuurlijk getal n is te schrijven als 

. k ~ t . h ·1 t 11 2 2 2 2 s0m van vier wa~ra en van gee e ge a en: n = x 1 + x2 + x
3 

+ x4, 

XE Z(i = 1,2,3,4). 

Bewijs •. Het bewijs verloopt in 3 stappen. 

a) Allereerst merken we op dat de stelling waar is voor n = 1 en n = 2. 

( 1 ) 

Verder volgt uit de identiteit van Euler 

2 2 2 2 2 2 2 2 
(x1+x2+x3+x4) (y1+y2+y3+Y4) = 

2 2 
(x1y1+x2y2+x3Y3+x4Y4) + (x1y2-x2y1+x3Y4-x4y3) + 

2 2 
(x1Y3-X3Y1+x4Y2-X2Y4) + (x1y4-x4y1+x2y3-x3y2) 

dat als de stelling waar is voor n en m dat hij dan ook waar is voor 

nm. We hoeven dus alleen te bewijzen dat de stelling waar is voor 

alle priemgetallen p > 2. 

b) Zij p priemgetal met p > 2. We bewijzen eerst dater een veelvoud 

mp van p bestaat dat te schrijven is als som van 3 (dus van 4) kwa

draten op de volgende wijze 

2 2 mp= X +y +1 met 1 ~ m < p. 

P=.1. Laat x de getallen O, 1 ,2, .•. , 2 do0rlopen en beschouw de 

bijbehorende getallen x2 . Uit x~ = x~ (mod.p) volgt pl(x.-x.)(x.+x.) 
i J i J i J 

zodat plx.-x. of plx.+x. hetgeen beide onmogelijk is. De getallen 
i J i J 

2 · ·ti . d kl x liggen dus in 2 verschillen e rest assen 
cl . getallen 0,1,2, ..• , 2 d0orlopen, dan liggen 

mod.p. Laat evenzo y de 
2 de getallen -1-y 

. E±.1 . eveneens in 2 verschillende restklassen mod,p. 
.. .E.::..l Daar er p restklassen mod.p ziJn, bestaan er een zekere x E 0,1, •• 2 .E.::.1 2 2 en een y E 0,1, .•. , 2 z0dat x en -1-y in dezelfde restltlasse 

liggen, 

syll. ZC 78, afl. 7, ,, 



d,w. z. 
2 2 

X +y +1 = mp voor zekere m. 

Verder is 
2 2 (:e.::.l) 2 2 0 < X +y +1 ~ 2 

2 
+1 < p , 

zodat 1 < m < p. 

c) Zij nu m
0

p het kleinste positieve veelvoud van p dat als som van 4 
kwadraten te schrijven is 

(2) 

(3) 

(4) 

zodat 1 ~m
0 

< p. 

We zullen bewijzen m
0 

= 1; daarmee is dan het bewijs van stelling 1 

voltooid. 

Stel dat m
0 

even is. Dan zijn er 3 mogelijkheden: 

1e) x1, x2, x3, X4 alle even. 

2e) x1' x2, x3, X4 alle oneven. 

3e) Van de x
1

, x
2

, x
3

, X4 zijn 2 getallen even en 2 oneven; 

laten in dit geval x1 en x
2 

even zijn. 

In alle 3 gevallen zijn ~(x
1
+x

2
), ~(x

1
-x

2
), ~(x

3
+x4) en ~(x

3
-x4) 

gehele getallen, terwijl uit (2) volgt 

d.w.z. ook ~m
0
p is te schrijven als som van 4 kwadraten. Dit is in 

tegenspraak met de onderstelling dat m
0 

de kleinste was; dus m
0 

is 

oneven. 

Stel m
0 

:::_ 3; we lei den een tegenspraak af, waarui t dan volgt m
0 

= 1 • 

Schrijf 

x. = b.m
0

+y. 
]. ]. ]. 

(i = 1,2,3,4). 

Daar m0 oneven is, kunnen we gehele getallen bi zci kiezen dat 



(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

66 

Uit (2) volgt dat de x. niet alle deelbaar door m0 ZlJn, zodat de 
l 

y. niet alle 0 ZlJn, ofwel 
l 

2 2 2 2 
> 0 Y1 +y2+y3+Y4 

Verder is volgens (4) 

Uit (2) en (3) volgt verder 

zodat uit (5) en (6) volgt 

Uit (2), (7) en (1) volgt dat ook m0pm1m0 te schrijven is als 

som van 4 kwadraten: 

Uit (1), (3) en (7) volgt verder 

z 1 = I:x.y. = E(b.m0+y. )y. - o (mod.m
0

). l l l l l 

Analoog volgt z2 = z
3 

- z4 - 0 (mod.m0 ). 

Schrijf z. = m0t. dan volgt uit (8) 
l l 

waarin m1 < m
0

• Dit is in tegenspraak met het feit dat m0p het 

kleinste veelvoud van pis dat als som van 4 kwadraten te schrijven 

lS, 

Som van drie kwadraten. 

Het is niet mogelijk ieder natuurlijk getal als som van 3 kwadraten 

te schrijven. Dit is als volgt eenvoudig in te zien. Een kwadraat 

is modulo 8 steeds congruent een van de getallen 0,1 of 4. Een som 



van 3 kwadraten is dan modulo 8 congruent met een van de getallen 

0,1,2,3,4,5 of 6. Een natuurlijk getal n met n = 7 (mod.8) is dus 

niet te schrijven als som van 3 kwadraten. 

Opmerking 1 • 

Van Waring ( 1770) J.S de veronderstelling afkomstig dat er voor iedere 

een kleinste getal g(k) bestaat zodat ieder natuurlijk getal als som 

van g(k) ke machten -te schrijven is. Zoals boven is aangetoond is 

g(2) = 4. Verder is g(3) = 9. Hilbert bewees in 1909 het bestaan van 

g(k) voor willekeurige k. De waarden van g(4) en g(5) zijn onbekend, 

terwijl g(k) voor k ~ 6 bekend is op een kleine onzekerheid na. (zie 

hiervoor bijvoorbeeld Hardy & Wright p,,337). 

k 

Van belang is ook G(k): het kleinste getal met de eigenschap dat ieder 

natuurlijk getal op eindig vele na te schrijven is als de som van G{k) 

ke machten. Uiteraard is G(k) < g(k). Uit bovenstaande berekeningen 

volgt G(2) = 4. Verder is G(3) ::_ 7, daar ieder natuurlijk getal groter 

dan 454 als som van 7 derde machten te schrijven is. De waarde van G(k) 

is alleen voor k = 2 en k = 4 bekend. 

Som van twee kwadraten. 

We onderzoeken welke natuurlijke getallen als som van 2 kwadraten te 

schrijven zijn. Daarbij gebruiken we twee stellingen die ook op zich

zelf interessant zijn. 

Stelling 2. Zij peen priemgetal, p + 2. 

a) Is (mod.4), dan de vergelijking 2 
-1 (mod.p) oplosbaar. p - J.S X -

b) Is 3 (mod.4), dan de vergelijking 2 
-1 (mod.p) niet op-p - J.S X -

losbaar. 

Bewijs. 

a) Volgens de stelling van Wilson (zie pag.19) geldt 

( l2.::.1..) (E.:!:.l ) - ) 1.2 .•. 2 2 .•• p-1 = -1 (mod.p 

ofwel 



zodat 
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P.::.1. 
II 

2 
j(p-j) - -1 (mod.p) 

j=1 

lcl 
(-1) 2 

lcl 
II 

2 
j

2 
- -1 (mod.p). 

j=1 

P.::.1. Daar 
2 

even is voor p -
2 

1 (mod.4) heeft de vergelijking x - -1 (mod.p) 

P.::.1. 
de oplossing x = II 2 J. 

j=1 

b) Stel dat voor zekere geldt 
2 

-1 (mod.p), dan volgt P.::.1. a a - daar 
2 

oneven is 
Jcl 

p-1 (a2) 2 = -1 (mod.p) wat strijd met de stelling van a = in is 

Fermat ( zie pag. 19). 

Stelling 3, Zij a een reeel getal en n een natuurlijk getal, dan 

bestaan er gehele getallen x en y zodat 

1 ::_ y < n. 

Bewijs. We beschouwen den getallen 

ka - [ka] ,k=1,2, ••. ,n. 

Deze liggen alle in het interval [0,1). 

We nummeren ze opvolgend naar grootte O ::_ c 
1 

::_ c
2 

< • • • < en < 1. Beschouw 

den +
1

1 afstanden c 1-o, c2-c 1 , ..• ,cn-cn-1 , 1-cn. Minstens een van deze 

18 
::_ n+1 · 

Nu is ci-ci_
1 

(i=2, •.. ,n) van de vorm k{I. - [k
1
a] - (k

2
a.-[k

2
a]) = sa-t 

voor zekere gehele getallen s en t, waarin 1 ::_ Is I ::_ n. Di t geldt 

ook voor c
1
-o en 1-cn. Er bestaan dus gehele getallen sent met 

I sa-tl < _j_ 
- n+1 

, 1 ::_Isl ::_n. 



Met y = Isl en x = t voor s > O, x = -t voor s ~ 0 volgt de stelling. 

Gevolg 1. Uit stelling 3 volgt: 

Zij a een reeel getal, dan bestaan er gehele getallen x en y zodat 

Stelling 4. Zij peen priemgetal met p - 1 (mod,4) dan bestaan er 
2 2 gehele getallen a en b zodat p = a +b • 

Bewijs. Volgens stelling 2a bestaat er een u zodat 

(9) u2 = -1 (mod.p) 

We gebruiken nu stelling 3 met a=!, n = [/p], 

Er bestaan dan getallen x en y met 

1 
< ;;r ' 1 ~ y ~ ✓p. 

Zodat 
luy-xpl < ✓p . 

Stel a = uy~xp, b = y dan is I a I < Ip, 1 ~ b ~ Ip. 
2 2 Hieruit volgt 1 < a +b < p+p = 2p. 

Verder is volgens (9) 

zodat 
2 2 

a +b = p. 

Opmerking 2. Is peen priemgetal met p = 3 (mod.4) dan is als volgt 

eenvoudig in te zien dat p niet te schrijven is als som van twee kwa

draten. Een kwadraat is mod.4 altijd congruent met een van de getallen 

0 of 1, zodat de som van 2 kwadraten mod.4 congruent is met 0,1 of 2. 
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Stelling 5. Zij n een natuurlijk getal. Kamen in de kanonieke ont

binding van n alle priemgetallen van de vorm p = 3 (mod.4) tot een 

even. macht voor, dan is n te schrijven als som van twee kwadraten. 

2 Bewijs. Volgens het gegeven is n te schrijven als n = n 1n2 , waarbij 

in n
2 

alleen priemgetallen van de vorm 2 of p = 1 (mod.4) voorkomen. 

Deze priemgetallen zijn alle als som van 2 kwadraten te schrijven 

(zie stelling 4). 

Verder volgt ui t 

dat als pen q als som van 2 kwadraten te schrijven zijn, dat dan ook 

pq de som is van 2 kwadraten. Door herhaald toepassen hiervan volgt 
2 2 

dat ook n
2 

te schrijven is als som van 2 kwadraten: n2 = a +b , 
2 2 waaruit volgt n = (n 1a) + (n 1b) . 

Stelling 6. Zij n een natuurlijk getal. Komt in de kanonieke ont

binding van n een priemgetal p met p = 3 (mod.4) tot een oneven macht 

voor dan is n niet te schrijven als som van twee kwadraten. 

2 2 
Bewijs. Stel n = a +b • 

Zij (a,b) = d, a= da
1

, b = db
1

, 

D 
. 2 .. an is n deelbaar door d : ZJ.J n 

2 2 2 dan volgt (a
1 

,b
1

) = 1 en n = d (a
1
+b

1
), 

2 = d n 
1 

• Daar n een oneven aantal 

factoren p bevat, heeft ook n 1 factoren p. 

We hebben nu 

Uit pja1 volgt, daar pjn 1, dat pjb 1, wat in tegenspraak is met 

(a
1

,b
1

) = 1. Dus pfa1 en analoog pfb 1• Uit pag. 22-23 stelling 8 volgt 

dan dat er een geheel get al u bestaat met a 1 u = b 1 (mod. p). Dan is 

2 2 2 2 2 
a 1+a1u = a 1+b 1 - 0 (mod.p). 

Hieruit volgt daar (a
1

,p) = dat 1+u2 = 0 (mod.p) in tegenspraak met 

stelling 2b. 

,. 
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Grootte-orde van R(N). 

Zij n een natuurlijk getal, dan is n te schrijven als n = a2+b2 , 

a E i, b E Z, dan en slechts dan als het roosterpunt (a,b) ligt op de 

cirkel om (o,o) met straal In. Zij r(n) het aantal roosterpunten op 

deze cirkel, dan is r(n) gelijk aan het aantal mogelijkheden om n als 

som van 2 kwadraten te schrijven. Merk op dat hierbij voorstellingen 

die uit n = a
2

+b2 ontstaan door a of b van teken te wisselen (als 

a~ 0 of b ~ 0) of a en b te verwisselen (als a~ b) als verschillende 

voorstellingen geteld warden. 

We hebben r(1) = 4, r(2) = 4, r(3) = O, r(4) = 4, r(5) = 8 enz. 
. . 2k . Men kan bewiJzen: ZlJ n = n

1
n2 waarin n

1 
alle priemfactoren 

p = 1 (mod.4) en n2 alle priemfactoren p - 3 (mod.4) bevat, dan is 

r(n) = als n2 een kwadraat is 

als n2 geen kwadraat is. 

(vergelijk 
stelling 6) 

(zie bijvoorbeeld LeVeque p.132). 

N 
We zullen een schatting geven voor R(N) = l r(n). R(N) is gelijk aan 

n=1 

het aantal roosterpunten binnen en op de cirkel om (O,O) met straal IN. 
Om dit aantal roosterpunten te tellen voegen we aan ieder roosterpunt 

A binnen of op de cirkel het eenheidsvierkant toe waarvan A het 

rechterboven hoekpunt is. Dezevierkanten vormen een samenhangend stuk 

H, waarbij R(N) = oppervlakte H. Daar H bevat is in de cirkel om (O,O) 

met straal IN+ 12 en de cirkel om (O,O) met straal IN - 12 omvat 

( als N .:::_ 2 ) , volgt 

zodat 

R(N) =TIN+ O(IN) voor N ➔ 00 • 

Gehele getallen van Gauss. 

De verzameling complexe getallen a+ bi met a E Z, b E Z heet de 

gehele getallen van Gauss. We noteren deze verzameling met R[i]. 
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Zoals bekend is 

I b . . N 2 2 s a = a+ i dan is de £2!!!! van a: a = a +b ; 

zodat Na E Z. 

Er is eenvoud.ig af te leiden 

( 10) Na& = Na.NS. 

Een element£ E R[i] heet een eenheid als ook ..l E R[iJ. 
£ 

We bepalen de eenheden van R[i]. Zij £ = a+bi een eenheid dan is 

1 1 a-bi 
;=~= 2b2 

a+ 

zodat a2+b
2

la en a2+b2 lb. Hieruit volgt data of b gelijk O is. De 

eenheden zijn dus 1, -1, i en -i. 

Opmerking 3. Een getal a E R[i] is een eenheid dan en slechts dan als 

N(a) = 1. 

Is a E R[i] dan heten -a, ia en -ia de geassocieerden van a; een ge

associeerde van a is dus van de vbrin ea met£ eenheid. 

Het getal a E R[i] heet een deler van 8 E R[i] als er een y E R[i] 

bestaat zodat ay = 8, notatie ale. Een getal a E R[i] heeft altijd 

de eenheden en de geassocieerden van a als delers. Heeft n E R[i] 

geen delers behalve de eenheden en de geassocieerden van n dan heet n 

priemelement van R[i]. Is TI priemelement van R[i] en£ eenheid 

dan is ook £TI priemelement. 

Met redeneringen analoog aan die in hoofdstuk I voor de ontbinding 

in Z is aan te tonen dat ieder · getal uit R[i] in priemelementen te 

ontbinden is, waarbij de volgende stelling geldt. (zie bijvoorbeeld 

Hardy & Wright p. 185-187). 

, 
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Stelling 7. Iedere a€ R[i] is te schrijven als product van priemele

menten. Deze voorstelling is eenduidig afgezien van de volgorde, een

hedfn en de mogelijkheid priemelementen door geassocieerden te ver

vangen. 

Lemma 1, Is a€ R[i] en is Na priemgetal uit Z, dan is a een pr1em

element van R[i]. 

Bewijs. Stel a= Sy, dan volgt uit (10) dat Na= NS.Ny. Daar Na priem 

is, volgt Ni3 = of Ny = 1. Stel NS= 1, dan is volgens opmerking 3 

Seen eenheid en dus y 

data priemelement is. 

-1 . = 13 a een geassoc1eerde van a. Hieruit volgt 

We onderzoeken nu welke priemgetallen uit Zook priemelementen van R[i] 

ZlJn, 

a) Het getal 2 is te ontbinden als 2 = (1+i)(1-i), zodat 2 in R[i] geen 

priemgetal is. Daar N(1:!:_i) = 2 een priemgetal uit Z is, zijn volgens 

lemma 1 1+i en 1-i priemelementen van R[i]. Daar 1-i = -i(1+i) 

zijn 1+i en 1-i geassocieerd. 

b) Is p € z, p priemgetal met p = 1 (mod.4) dan is volgens stelling 4 

pin R[i] te ontbinden volgens p = ( a+bi) (a-bi) . Hierin lS 

N( a:!:_bi) 2 2 een priemgetal, zodat a+bi en a-bi volgens = a +b = p 

lemma 1 priemelementen van R[i] zijn. Men gaat eenvoudig na dat 

deze priemelementen niet geassocieerd zijn. 

c) Zij p € Z, p priemgetal met p = 3 (mod.4). Stel dat pin R[i] 

te ontbinden is volgens p = (a+bi)(c+di). Dan volgt p2 =Np= 

N(a+bi) N(c+di) = (a2+b2 )(c
2+d2 ). De enige ontbindingen van p2 z1Jn 

2 2 2 2 2 p.p en 1.p. Daar a +b = c +d =pin strijd is met opmerking 2 

volgt dat a+bi of c+di norm 1 heeft en dus een eenheid is, terwijl 

het andere element dan een geassocieerde van pis. Het getal pis 

dus priemelement van R[i]. 

We zullen nu bewijzen dat we hiermee alle priemelementen van R[i] ge

vonden hebben. 



Stelling 8. De priemelementen van R[i] zijn: 

a) 1+i 

b) de factoren a+bi van de priemgetallen u.it Z congruent 

1 (mod.4) 

c) de priemgetallen uit Z congruent 3 (mod.4) en hun geassocieerden. 

Bewijs. Zij TT= a+bi een priemelement van R[i], dan is (a+bi)(a-bi) = 

= a2+b2 een natuurlijk getal. Er bestaan dus natuurlijke getallen die 

TT als deler hebben. Zij n het kleinste natuurlijke getal, dat TT als 

deler heeft. We bewijzen dat n een priemgetal uit Z is. Stel dat n 

geen priemgetal is, dan is n = n 1n2 met 1 < n 1 < n, 1 < n2 < n. Uit 

Tiln volgt met stelling 7 dat TTln 1 of TTln2 , in tegenspraa.k. met het feit 

dat n het kleinste natuurlijke getal met TT als deler is. 

Alle priemelementen van R[i] zijn dus delers van priemgetallen uit Z. 

Uit de boven gevonden resultaten volgt dan de stelling. 

Li teratuur bi.i Hoofdstuk. VI. 

G.H. Hardy, E.M. Wright: An introduction to the theory of numbers, 

12. 6, 7, 8; 15 . 1 ; 16 . 9 , 10; 18. 7; Chapter 

20 ,21. 

I. Niven, H.S. Zuckerman:An introduction to the theory of numbers, 

Chapter 5. 

W.J. LeVeg_ue: Topics in number theory, volume I, Chapter 7. 
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Hoofdstuk VII: Approximatie van reele getallen met rationale getallen. 

In hoofdstuk VI stelling 3 en gevolg 1 vonden we: zij a een reeel 
X getal en n een natuurlijk getal dan bestaat er een rationaal getal -y 

zodat 

'zodat 

( 1 ) 

We bewij zen nu: 

.Stelling 1. 

la - 2£1 < 
1 

y (n+1 )y , 1 ~y < n 

I a - 2£1 < ¼ . 
y y 

'a) Is a een rationaal getal, dan heeft ( 1) slechts eindig veel oplos-
. X X ..L singen - met - r a.. 

y y 
b) Is a irrationaal, dan heeft (1) oneindig veel verschillende oplos-

singen., 

Bewi,js. 

) a x-'a a ZiJ" a = - en - r - dan volgt 
b y b' 

= I ay - bxl > 1 -
lbYI - lbYI 

·Als ; voldoet aan ( 1), dan volgt l~Y I <- 7' zodat IY I < jb I, De 

noemer y kan dus slechts eindig veel verschillende waarden aannemen, 

zodat (1) slechts een eindig aantal oplossingen heeft. 
X 

b) Voor ieder natuurlijk getal n bestaat er een breuk _n zodat 

1 < y < n; 
- n 

X 

De 4e voldoen dl)S aan ( 1). Onder de ...!!. kunnen een aantal gelijk z1Jn. 
Yn 

S.yll, ZC78, afl. 8. 
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Stel dater slechts eindig veel verschillende ziJn, da.n zijn er slechts. 

X ~ 
eindig veel verschillende getallen I a - -E:.I . Zij I a. - -y I. de kleinste, 

yn k 
dan volgt 

X. X 

I .Kl I ·· n1 1 
a - - ;:_ a .. y -~ (n+1 )y 

Yk n n 

1 <-
- n+1 

voor alle n. Dan is echter a= 
xk 

yk 
in tegenspraak met het gegeven dat 

a irrationaal is. 

We ·zullen in onderstaande een methode beha.ndelen om de.!. uit (1) te be
y 

rekenen en bovendien deze ongelijkheid verscherpen. 

Kettingbreukontwikkeling. 

Zij a een reeel getal! We ontwikkelen a als volgt in e~n kettingbxeuk. 

Zij a
0 

= [a.], dan stellen we a= a0 + p
1 

met O,.::. p 1 < 1. Is p 1 ~ O, 

stel da.n p
1 

= ;
1 

, zodat a.= a
0 

+ ~
1 

• Zij nu a
1 

= [a
1
J , 

dan is a.
1 

= a
1 

+ i;,
2 

met O .:::_ p
2 

< 1. Is p
2 

~ O, da.n stellen we p
2 

= ar , 
2 

1 zodat a 1 = a 
1 

+ - en 
a.2 

a=a +----. o + L 
a1 a.2 

We zetten dit proces voort. Is a 
1 

gedefinieerd dan wordt a a.ls volgt 
n- n 

gevonden: a 1 = [a 
1

] zodat a 1 = a 1 + p met O < p < 1 ; is n- n- n~ n- n .,.. n 
..J. · 1 1 

p r O da.n stellen we p = - , zodat a 1 = a 1 + -n n a n- n- a 
n n 

Is p. ~ 0, i = 1 ,2, ••• ,n dan is dus 
1 

,. 

a, + a + 
2 

+ 
a +L 
n-1 a 

n 
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Een dergelijke breuk heet een kettingbreuk. 

We noteren deze kettingbreuk met 

{2) a= <a0 ,a1, ••• ,a 1,a > 
· n- n 

Merk op dat a
1
,a2 , ..• positieve gehele getallen warden, dat a

0 
een 

willekeurig geheel getal is en data > 1 is. n 
Er zijn nu twee mogelijkheden. 

a) Het proces breekt af omdat pN 1 = 0 voor zekere N > O. In dat geval +, 
is a= <a

0
,a

1
, ••• ,~> kennelijk een rationaal getal. 

We tonen nu aan, dat als omgekeerd a een rationaal getal is het proces 

afbreekt omdat pN+ 1 = 0 voor zekere N. 

Zij a= f dan is met a
0

,a1,a2 , .•. en p 1,p2 , ••• als boven 

l!:: 
r1 

met O ::,. r 1 
< b en p

1 
~ ao +- = b b b 

Is ,j: 0 dan.is 
b r2 

0 < r < r 1 
r2 

r1 -= a, + -met en p = 
r1 r, - 2 2 r1 

r
1 

r
3 Is r 2 ,j: O dan is r 

2 
= a2 + r 

2 
met O .:::, r 3 < r 2 en p 

3 

rn-1 
Algemeen: is r ,j: O, dan is - = a 

n rn n 
rn+1 

Pn+1 = ;-- • 
n 

r +1 
+_!l_ 

r n 

De gevonden vergelijkingen zijn equivalent met 

a= a
0

b + r1 0 < r 
- 1 

< b 

b = a1r1 + r2 0 < r < r1 - 2 
r1 = a2r2 + r3 0 < r < r2 - 3 
••••••••••• 0 g 

rn-1 = a r + rn+1 0 < r < r . 
n n - n+1 n 

met O < r < r en 
- n+1 n 

Dit schema is gelijk aan het algorithme van Euclides voor het be

rekenen van de G.G.D. van a en b (zie pag. 9,10). Het schema breekt 

dus af doordat rN+ 1 = 0 voor zekere N, zodat 

rN+1 

rN 
= o. 
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b) Het proces breekt niet af, d.-w.z, IDN+l :j:. 0 voor alle N. Uit a) 

volgt data dan irrationaal is, Voor iedere n geldt (2): 

Zij rn = <a0 ,a1,, •• ,an> voor n = Ot1,2,.,,, dan is rn een rationaal 

getal. In onderstaande (gevolg 5) tonen we aan lim r =a.Op grand 
n n~-

hiervan definieren we de oneindige kettingbreuk <a
0

,a
1

, ••• > 

als 

<a0 ,a1,a2 , ... > = lim <a0 ,a1, .. ,,an> = a. 
n~ 

De getallen a
0
,a

1
,a

2
, •• , heten de wijzergetallen uit de kettingbreuk

ontwikkeling van a. De rationale getallen r heten benaderende 
n 

breuken. 

Voorbeeld 
✓5 + 1 Zij a= 

2 
, dan is a0 = 1, zodat a= + ¾-, waaruit volgt 

1 
a = a. 

l 
Dan is echter a 1 = a

0 
= 1' (it2 = ll 1 = a. We vinden zo a = 1 , 

n 
a.n+ 1 = et, n = 0,1,2,,,. zodat a·= <1,1,1, ... >. 

Stelling 2. 

Zij a0 ,a
1
,a2 , .•• de wijzergetallen uit de kettingbreukontwikkeling van 

zeker get al a. De getallen pn en 4n wo-rden gedefinieerd door: 

Po= aO, qO = 11 P1 = a1a0 + 1' q1 = a1, pn = anpn-1 + Pn-2' 
4n = an4n_ 1 + 4n_2 (n ;::_ 2). '(Is de rij wijzergetallen eindig a0 ,a

1
, ••• ,8]-, 

d.w.z. a rationaal, dan warden pn en 4ri alleen gedefinieerd voor 

O::_n::_N). 

Dan geldt voor x :j:. 0 dat 

In het bijzonder is 

,_ 

xpn-1 + Pn-2 

x4n_1 + \i-2 

voor 

voor n > 2. 

n=o,1,2,.- •• , 
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Bewijs. 

We bewijzen de stelling met volledige inductie. Men controleert een

·voudig dat de stelling juist is voor n = 0, 1,2. Stel nu dat de stelling 

waar is voor n = k > 2. Dan is 

(3) <ao' 0 •• '8it-1 ,y> = 
ypk-1 + pk-2 

yqk-1 + qk-2 

Nu is voor x :/: 0 

<ao'' •· ,9it_1,9it,x> 

1 
zoda.t ui t ( 3 ) met y = ~ + "i volgt 

x(~pk-1 + pk-2) + pk-1 

'x(9itqk-1 + qk-2) + qk--1 

zodat de stelling ook geldt voor n = k+ 1 • 

Stelling 3. 

Zij pn' 4n als in stelling 2. Dan geldt: 

a) Pn<\i-1 - Pn-1<\i 
= (-l )n-1 

b) Pn<\i-2 - Pn-24n = 

Bewi,js. 

voor n > 1. 

voor n > 2. 

= 
xpk + pk-1 

xqk + qk-1 

a) Voor n = 1 is de stelling juist. Zij n,::. 2, dan is 

= 

Hiermee is de gevraagde vorm Yoor n, teruggebracht tot dezelfde 

vorm voor n-1. Door herhaald toepassen vinden we 

,. 
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b) Pn4n-2 - Pn-24n = (anpn-1+pn-2)~-2 - Pn-2(an4n~1+qn-2) = 

,an(pn-14:n-2-Pn-24:n-1) 

en volgens a) is het laatste lid gelijk (-1)na. 
n 

Ui t de defini tie van ~ volgt direct dat 4n > 0 (n = 0, 1 ,2, .•. ) 'zodat 

uit stelling 3 volgt: 

Gevolgen •. 

Pn pn-1 ---= 1 ) 
4:n-1 

n > 1. 

2) n > 2. 

3) b 
pn . . . 

De reuken - ziJn irreducibel. 
~ 

Stelling 4. 
Zij r als in stelling 2, dan geldt: 

n 
a) Der met even n vormen een monotoon stijgende rij. n 
b) Der met oneven n vormen een monotoon dalende rij. 

n 

Bewi,js. 

Daar 4n > 0 voor n = 0,1,2, ••• en an> 0 voor n = 2,3, .•. is dit een 

direct gevolg van gevolg 2. 

Stelling 5. 
Zij a een reeel getal, pn, ~, an+ 1 als boven, dan geldt: 

n > 1. 

( Is a rationaal, a = <a0 , •.. , 8N>, dan moet n beperkt worden tot 

.::_n .::_N-1). 
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Bewi,js. 

Er geldt volgens (2) en stelling 2 

voor n ;:_ 1, 

zodat met stelling 3a 

pn pn-1~ - ~Pn-1 · 
a - 4n = 4n(an+14n+4ti_,) = 

Gevolg 4. Daar 4n > 0 en an+l > 1 voor alle n zijn de rn 

even n kleiner dan a ender met oneven n groter dan a. n 

Stelling 6. 
Zij a een reeel getal, pn en 4n als boven dan geldt 

__ 1_ < I a - pn I < 1 

4n4n+2 4n - 4n4n+1 
< --

4n2 
n > 1. 

Bewi,js. 

Daar an+l4n: + 4n_ 1<(an+ 1+1 )4n + 4n_ 1 = 4n+l + 4n ~ 4n+2 en 

met 

an+l4n + 4n_1 ~an+l4n + 4n_ 1 = 4n+l volgen de eerste ongelijk

heden ui t stelling 5 , 

Verder volgt ui t de defini tie van 4n dat 4n+ 1 > 4n voor n > 1 . Di t 

geeft de laatste ongelijkheid. 

Gevolg 5. Is a irrationaal dan breekt de kettingbreukontwikkeling van 

a niet af, zodat pn en 4n voor alle n gedefinieerd zijn. 

Daar ~ een monotoon stijgende rij gehele getallen is, volgt uit 

Stelling· 6 

Samen vatting. 

lim <a
0

, ••• ,an> 
n4<X> 

. pn 
= lim - = ao 

n4<X> 4n 

pn 
De benaderende breuken r = <a

0
, ••• ,a > = uit de kettingbreukont-

n n 4n 
wikkeling van a voldoen volgens stelling 6 aan de ongelijkheid (1). 
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p 
Volgens gevolg 3 zijn de breuk.en ...!!. irreducibel. 

4n 
Is a rationaal dan breekt de kettingbreuk.ontwikkeling af, zodat we 

hier slechts eindig veel oplossingen van (1) vinden. Is a irrationaal 

dan breekt de kettingbreuk.ontwikkeling niet af en vinden we oneindig 

veel oplossingen van (1) met lim r = a. 
n 

Volgens stelling 4 en gevolg 4 vo~men de r met even n een monotoon 
n 

stijgende rij van getallen kleiner dan a ender met oneven n een mono
n 

toon dalende rij van getallen grater dan a. 

Gevolg 1 stelt ons in staat ongelijkheid (1) te verscherpen. 

Stelling '.7:. 
pn 

VEID iedere twee opvolgende benaderende breuk.en - met n > 1 uit een 
4n 

kettingbreuk.ontwikkeling van een reeel getal a voldoet er minstens 
,, 
een aan 

(4) la - l?.J < ....L 
g_ 2g_2 

Bewi.is. 

VEID twee opvolgende breuk.en is er steeds een groter en een kleiner dan 

a zodat met gevolg 

Alsnu Ja-pnJ >-2.._ en·Ja-Pn+1J >_1_ 
a - 20 2 a - 2 
""n ""n ""11+1 24n+1 

dan zou volgen 
____ 1_ > _L + _1 __ _ 

4n4n+1 - 2~ 2~+1 

zodat (4n+ 1-4n)2 ~ O. Dit is onjuist. 

Gevolg 6 .. Is a irrationaal dan bestaan er oneindig veel breuk.en E. 
g_ 

waarvoor (4) geldt. 
pn 

We tonen nu aan dat de benaderende breuk.en - uit de kettingbreuk.-
4n 

ontwikkeling van a in zekere zin de beste benadering van a door rationale 

get!i!,,llen zijn. 



Stelling 8. 
Zij a een reeel getal, pn, 4ri als 

a pn 
< b ::_ a , -·::j, - • Dan geldt 

-n b 4ri . ' 
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a boven en been rationaal getal met 

Iba-a I ,:. I 4ri..,. 1a-pn_ 1 I > I 4ri a-pn I • 

Bewi 1js. 

We beschouwen de lineaire vergelijkingen 

( 5) 

j xpn+1 + ypn = a 

l x4ri_, + Y4ti = b 

Daar volgens stelling 3 de determinant van het stelsel (-1)n is, heeft 

dit stelsel een paar gehele getallen x, y als op~ossing. 

a pn. 
Uit x = O volgt - = - in tegenspraak met het gegeven, zodat x ::f, 0, 

b 4ri 
We tonen nu aan · dat als y ::f, 0 is, dat dan x en y verschillend teken 

hebben. Stel y < O, dan volgt daar b > O, 4ri > O, 4ri_ 1 > 0 uit 

x4n_ 1 = b - Y4ti dat x > 0 is. 

Is y > 0 , dan volgt daar b ::_ 4ri en x ::f, 0 ui t x4ri_ 1 = b - y4n dat x < 0 

is. 

Ui t stelling 5 volgt dat 4ri_ 1a - pn_ 1 en 4ri a - pn ook tegengesteld 

teken hebben. Dan hebben x(4n_,~ - pn_ 1) en y(4na - pn) hetzelfde teken 

als y ::f, 0 is. Dus is 

Anderzijds volgt met (5) dat 

Hieruit volgt de eerste ongelijkheid. 

Ui t Stelling 6 volgt verder 

zodat 

__L < l4na-- p l < _1_. -

4n+2 n - 4n+1 
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Hiermee is ook de tweede ongelijkheid bewezen. 

Gevolg 7. a 
Zij a een reeel getal, pn' 4n als boven en been rationaal 

getal met 
a pn 

<b~4n'b;t4n dan is 

Stelling 9 ~ 
Zij a een reeel getal 

a rationaal getal b met 

en 12. een breuk. met de eigenschap 
q a n 

1 < b < q; - '/:- ... geldt 
- - b q 

dat voor ieder 

dan is l2. een benaderende breuk. uit·de kettingbreuk.ontwikkeling van a. 
q 

Bewi.js. 

Stel dat l2. geen benaderende breuk. is, dan is 
q 4n_ 1 .::_ q < 4n voor zekere 

p 
. • n -1, n-1 n, terw1Jl ... r -

q 4n-1 
Uit stelling 8 met b = q, a= p volgt dan 

Uit het gegeven met a= pn_ 1,-b = 4n_1 volgt echter 

I qa-p I < I a . a-p I . -n-1 n-1 

Tegenspraak. 

Als tegenhanger van stelling 7 bewijzen we nu 

Stelling 10 

Zij a een reeel getal en l2. een rationaal getal met 
q 

dan. is 12. een benaderende breuk. uit de: kettingbreuk.ontwikkeling van a. ,. q 
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Bewi,js_. 

Op grand van stelling 9 moeten we slechts bewijzen lqa-pl < Iba-al als 

1 · < b < q. en _ba :/: E . Zi j dus 1 < b < q en .! :/: E , 
- - q - - b q 

Stel 

dan volgt 
1 

la - :1 <-
2bq 

zadat 

Anderzijds 

-I~ - !I ~~q 
Hierui t valgt 

.L<.9.:!:12... 
bq 2bq2 

1 <-
2q 

ofwel q < b, tegenspraak. 

1 1 <-+- = 
2bq 2q2 

~ 
2b 

2 
_q 

Relatie (1) en Stelling 7 kunnen nag_iets verscherpt warden (voor een 

bewijs zie bijvoorbeeld Hardy & Wright p. 164-165). 

Stelling 11 . 

Van iedere drie apvalgende benaderende breuken uit de kettingbreukont

wikkeling van een reeel getal a voldaet er minstens een aan 

Hierui t volgt 

S,telling 12. (Hurwitz). 

1 
<~. 

q ✓5 

Is a een irnationaal getal dEµl bestaan er aneindig veel rationale 

getallen E waarvaar geldt 
q 
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We tonen nu aan dat de constante /5 in stelling 12 niet verder te ver

scherpen is. Zij a= 15~1, dan is zoals boven werd aangetoond an+ 1 = a 
en·an = 1 (n = 0,1,2, ... ). Dan is q0 = 1, q 1 = 1, en~= qn-l + ~-2 
zodat we voor ~ de rij getallen 

1,1,2,3,5,8,13,21, ••• 

vinden; dit zijn de getallen van Fibonacci. 

Voor p vinden we de rij 
n 

1,2,3,5,8,13,21,34, .•. 

zodat pn-l = ~. Dan is <ln-1 = \i-1 1 en dit convergeert naar • We 
a 

stellen <lzi-1 
qn 

= l + e: 
a n' 

Met stelling 5 vinden we 

2 
~ 

~ 
zodat 

~ 2( /5+e:n) 

Stel nu dat J2. voldoet aan 

( 6) 

q 

I 01. - :12.1 q 
C 

< - 2 
q 

met 

pn-1 
lim e: = n n-+<10 

1 
C < T5 

o. 

= 

~ 
2 1 01.+-+e: 

o,. n 

n _Pn 
Volgens stelling 10 is.&:. een benaderende breuk , zodat 

q ~ 

C 
<-

2 
~ 

= 

Daar lime: = 0 ka.n dit voor hoogstens eindige vele n gelden zodat 
n 

(6) ten hoogste eindig veel oplossingen heeft. 

Er bestaat dus een irrationaal getal 01. = 15 + 1 waarvoor (6) 
2 

slechts eindig vele oplossingen heeft; hieruit volgt dat de constante 

/5 in stelling 12 niet verder te verscherpen is. 
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Algebraische en transcendente getallen 

We zullen nu voor een klasse van getallen een ondergrens voor Ja - !.j 
y 

afleiden. 

Definitie. Een algebraisch getal van de graad n is een (reeel of complex) 

getal dat voldoet aa.n een ne graads vergelijking met gehele coefficienten 

Is ·een get al niet algebraisch, dan heet het transcendent. 

Opmerking. Een algebraisch getal van de graad 1 is een rationaal geta1. 

Stelling 13 (Liouville}. 

Is a een reeel algebraisch getal van graad n .::,_ 2, da.n bestaat er een 

consta.nte c > o, alleen afha.nkelijk van a, zodat voor alle rationale 
X getallen - geldt y 

Bewi.js. 

la - !.I > ....s.._ 
y jyjn 

Het algebraisch getal a voldoet aa.n een vergelijking 

••• + a = O. 
n 

Kies een interval [a-r ,a+r J om a zo dat ·f( x) = 0 op di t interval a 

als enige wortel heeft •. 

Zij If' (x) I < M voor x E: [a-r,a+r]. 

Ligt !. tf [a-r,a+r] dan geldt 
y 

X Veronderstel nu - E: [a-r,a+r]. 
y 

Daar f(!.) ~ 0 volgt 
y 

I n n-1 n 
a0x +a

1
x y + .•. + any I 

JyJn 
> 
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Nu is 

f(x) = r(.!.) - f(a) = (~a) f' (a) 
y . y y 

voor zekere a tussen a en.!. in. Dan is jf'(a)I < M, zodat 
y 

lr<.!.)I 
la - .!.I = --1 -

y lr'(a)I 

Hieruit volgt de stelling met c = min(r,~). 
00 

Gevolg 8. Zij ~ = l -n! 10 -; . We zullen aantonen dat ~ transcendent is. 

N 
Stel I 

n=1 

zodat 

n=1 

-n' n 10 '= ..._, dan is q q 

00 

I 
n=N+1 

2 
N+1 

q 

en 

29:-(N+1), 

Daar N willekeurig groot genomen.kan worden, kan volgens stelling 13 

~ niet algebraisch z1Jn, Uit dit voorbeeld blijkt tevens dater irra

tionale getallen bestaan die een veel scherpere benadering met rationale 

geta.llen .!. toelaten dan in stelling 12. y . 

De ondergrens uit stelling 13 is later aanzienlijk verscherpt. Er geldt 

zelfs de volgende stelling. (zie bijvoorbeeld LeVeque II Chapter 4). 

Stelling 13. (Thue-Siegel-Roth). 

Is a een reeel algebraisch getal van graad n ~2 en e > o, dan bestaat 

er een constante c > 0, alleen afhankelijk van a en e zodat voor alle 
X rationale getallen - geldt 
y 

la - :1 > IYl~+e 

,_ 
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H0ofdstuk VIII: Gelijkverdeling 

Gelijkverdeling mod. 1 

Zij (xn):=
1 

een rij reele getallen. We beschouwen de corresponderende 

r1J ({xn}):= 1 in [0,1). Zij [a,S) een deelinterval van [0,1) dan 

noteren we het aantal van x
1

, x
2

, ••• , ~ met {xn} € [a,S) als 

A([a,S),N). Ligt de rij ({x }) regelmatig over [0,1) verdeeld dan zal . n 

A([a~B),N) ongeveer gelijk aan S-a zijn. Uitgaande van deze gedachte 

definieren we 

Definitie 1. Zij (xn):=
1 

een rij reele getallen. De rij heet gelijk

verdeeld mod. 1 als voor ieder deelinterval [a,S) c [0,1) geldt 

( 1 ) lim A([a 2S),N) _ 0 N-+oo N - ~-a. 

Opmerking 1. Het begrip gelijkverdeling (Gleichverteilung) 1s afkom

stig van Hermann Weyl uit twee artikelen uit 1914 en 1916. In deze 

artikelen gaf hij de definitie en een aantal eigenschappen die van 

fundamentele betekenis voor de ontwikkeling van de gelijkverdeling ge

bleken zijn. Weyl definieerde gelijkverdeling als volgt: Zij a
1

, a
2

, ••• 

een rij punten op de reele as. Wikkel de as om een cirkel met omtrek 1. 

Zij a een boog van de cirkel met lengte lal en n het aantal van de 
a 

a
1

, ••• ,an die bij oprollen in a terecht komen. De rij heet gelijk-
na 

verdeeld als lim ~ = Jal voor iedere cirkelboog. 
n-+oo 

Deze definitie is gelijkwaardig aan definitie 1. 

We schrijven nu relatie (1) in een andere vorm. Zij x[a,S) de karakte

ristieke functie van [a,S), d,w.z. 

( 1 als x € [a, S) 
' 

als x i [a, S) 

dan is (1) equivalent met _, ________ _ 
syll. ZC 78, afl. 9. 
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(2) = J1 x[a;·s) (x)dx. 
0 

Stelling 1. Is de rij reele getallen (xn) gelijk verdeeld mod. 1 en 

is f een reeelwaardige, Riemann-integreerbare functie op [0,1], dan 

geldt 

(3) lim -N
1 I f({x }) = f1 

f(x)dx. 
N-+oo n=1 n 0 

Bewijs. Zij teen trapfunctie op [0,1], d.w.z. tis een eindige line-

aire combinatie van karakteristieke functies. Uit (2) volgt onmiddellijk 

1 N J1 lim N l t({xn}) = t(x)dx. 
N-+oo n=1 0 

Volgens de definitie van Riemann-integraal bestaan er bij iedere E > 0 

trapfuncties t 1 en t
2 

zodat 

voor x E [0,1] 

en 

Hieruit volgt 

1 N N .:. f 01 J 1 - l f( {x } ) < l l t 2 ( {xn}) t 2(x)dx + E .:. f(x)dx + 2E 
N n=1 n -:--N n=1 0 

als N voldoende groat is. 

Anderzijds 

als N voldoende groat is. 

Hiermee volgt (3). 

Gevolg 1. Is f een complex-waardige Riemann-integreerbare functie op 

[0,1], dan is f te schrijven als f = r 1+if2 waarin r 1 en r 2 reeelwaardig 

zijn. Uit stelling 1 volgt dan dat (3) oak geldt voor complexwaardige 

Riemann-integreerbare functies. 
< 
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00 

Gevolg 2. Is (xn)n=1 gelijkverdeeld mod. 1 dan is 

{x1}+{x2}+ ..• +{xN} (1 1 
lim = Jo xdx = -
N-+oo N 2 

k k k 

lim 
{x1} +{x2} + .•• +{~} J1 k 1 voor k;,: -1 = X dx =--

N-+oo N 0 k+1 

(4) 
cos 21rhx1+cos 21rhx2+ .•• +cos 21rhxN 

= r lim cos 21Thxdx = 0 
N N-+oo 0 

als h geheel, h;,: 0. 

(5) lim sin 21Thx1+sin 2Tihx2+ ..• +sin 21Th~ = J1 
sin 21rhxdx = 0 

N+oo N 0 

als h gen.eel. 

i<P Daar e =cos~+ i sin~ volgt uit (4) en (5) de belangrijke relatie 

(vergelijk stelling 4): 

(6) 
1 N 

lim N l 
N-+oo n=1 

21rihx 
e· · n = 0 als h geheel, h;,: 0. 

Opmerking 2. Er bestaan formules die een schatting geven voor 

I f({x }) - N f1 
f(x)dx 

n=1 n 0 

(zie bijv. syllabus Colloquium gelijkverdeling p. 37). 
Als omgekeerde van stelling 1 bewijzen we 

Stelling 2. Zij (xn):=1 een rij reele getallen. Als (3) geldt voor 

iedere continue reeelwaardige functie fop [0,1] dan is (x) gelijk
n 

verdeeld mod. 1. 

Bewijs. Zij X de karakteristieke functie van een willekeurig deelin

terval [a,$) c [0,1). We zullen bewijzen dat (2) geldt. Dit is equiva

lent met de bewering dat (x) gelijkverdeeld mod. 1 is. n 
Bij iedere £ > 0 bestaan twee continue functies r 1 en r 2 zodat 

,. 
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en 

< £, 

Dan volgt 

-N1 I x({xn}) < - I r2({xn}) .::._ J
1 

r2(x)dx + £ .::._ J
1 

x(x)dx + 2£ 
n=1 -N n=1 0 0 

als N voldoende groot is. 

Anderzijds 

als N voldoende groot is. 

Hieruit volgt (2). 

Uit stelling 1 en 2 volgt 

Stelling 3. De riJ reele getallen (xn) is dan en slechts dan gelijk

verdeeld mod. 1 als voor iedere op [0,1] continue functie f geldt 

lim -N
1 I f({x }) = J

1 
f(x)dx. 

N-+<x> n=1 n O 

Opmerking 3, Stelling 3 is zo fundamenteel dat bij sommige generalisa

ties van gelijkverdeling het gelden van relatie, (3) voor alle continue 

functies als definitie gebruikt wordt. 

Om de gelijkverdeling van een rij te onderzoeken is het niet nodig na 

te gaan of (3) geldt voor alle continue functies op ~0,1]. Stelling 2 

is namelijk te verscherpen tot (vergelijk (6)): 

Stelling 4. (criterium van Weyl). Zij (xn):=1 een riJ reele getallen. 

Geldt voor ieder geheel getal h ~ 0 dat 

(7) 
N 

• 1 \ lim - l e 
N+oo N n=1 

27rihx n = o, 

dan is de riJ gelijkverdeeld mod. 1. 
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In het bewijs van stelling 4 maken we gebruik van: 

Hulpstelling (stelling van Weierstrass). Zij f een reeel- of complex

waardige continue functie op ro, 1 J. Voor iedere e: > 0 bestaat er een 
· . - K 2 "kx 
trigonometrisch polynoom ~(x) = l ~e ~i zodat 

k=-K 

(8) lf(x) - $(x)I < e: voor alle x E [0,1]. 

Voor een bewijs zie bijv. Titchmarsh The theory of functions p. 414. 

Bewijs van stelling 4. Uit (7) volgt dat (3) geldt voor ieder trigono

metrisch polynoom. Zij nu f een continue functie op [0,1]. We zullen 

bewijzen dat (3) geldt voor f. Volgens stelling 2 is (x) dan gelijkver-n 
deeld mod. 1. Zij e: > 0 en~ het trigonometrisch polynoom waarvoor (8) 

geldt. Dan is dus 

(9) 

Zodat 

1J
1 

(f(x)-~(x))dxl 
0 

IJ0

1 N 
f(x)dx - ; I 

n=1 

< e: en 
N 

ll l (f({x })-~({x }))I < e:, 
N n= 1 n n 

f( h } ) I n < If (f(x)-~<xHdxl + 
0 

f 
1 

1 
N 

1 
N 

I ~(x)dx - N l $({x })I+ IN l (~({xn})-f({xn}))I. 
0 n=1 n n=1 

De eerste en derde term van het laatste lid zijn_volgens (9) altijd 

< e:. Daar voor ~ relatie (3) geldt, is de tweede term< e: als N voldoen

de groot is. Hieruit volgt 

f 
1 

1 
N 

I f(x)dx - i l f({xn})I < 3e: 
0 n=1 

als N voldoende groot is. 

Daar e: > 0 willekeurig te kiezen is, geldt (3) voor f. 

Voorbeeld 1. Zij a een irrationaal getal en Seen willekeurig reeel 
00 

getal, dan is de rij (an+S)n=1 gelijkverdeeid mod. 1. 
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Bewijs. Zij h een geheel getal, h ~ O, dan geldt 

N 
I I 
n=1 

1. 

e21rih(an+S)I le21rihSI 
21riha.N 

1 e -= 2,riha 

22,riha(N-1) -1riha 
-e 

1riha 
e -e 

-1riha 

e -1 

2 <-----
- 2lsin ,rhal 

= 

Daar a irrationaal is, is lsin 1rhal ~ O. Uit stelling 4 volgt dan dat 

(an+S) gelijkverdeeld mod •. 1 is. 

Opmerking 4. Is a rationaal, a=%, (a,b) = 1, dan vormen de punten 

{ } . 1 2 b-1 . 
na, n = 1, 2, •.• de verzameling O, b' b' .•. , b" In een interval 

( k k- 1 ) . . . U . . . • 1 . d b'b liggen dus geen punten van de riJ. it definitie is an een-
oo 

voudig af te leiden dat de rij (an)n=1 niet gelijkverdeeld mod. 1 is. 
00 

Een zelfde redenering toont aan dat de rij (an+S)n=
1 

met a rationaal, 

S willekeurig reeel niet gelijkverdeeld mod. 1 is. 

00 

Voorbeelden. Men kan o.a. bewijzen dat de rij (f(n))n=1 gelijkverdeeld 

mod. 1 is in de volgende gevallen (voor nadere informatie zie o.a. 

Cigler-Helmberg p. 8-9) 
2) 

3) 

4) 

f(n) is een polynoom met reele coefficienten: 
k f(n) = ~n + .•. + a 1n + a

0
, waarin tenminste een van de coeffi-

cienten ,, ..• , a 1 irrationaal is. 

f(n) = an met a, t reeel a~ O, t > 0 en t niet geheel. 

f(n) = a(log n)t met a, t reeel, a~ O, t > 1. 

Discrepantie. We beschouwen nu rijen (x) in [0,1), zodat {x} = x; n n n 
we zullen dan van gelijkverdeling spreken in plaats van gelijkverdeling 

mod. 1. 

Definitie 2. Zij (xn):=.i een riJ getallen in [0,1), dan verstaan we 

onder de discrepantie d(N) van de rij 

d(N) = suplA([a,S),N) - (S-a)NI (N = 1 , 2, ••• ) 

waarin het supremum genomen wordt over alle deelintervallen 

[a,S) C [o,1). 
,. 
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De discrepantie geeft 
. . d(N) O ling. Is lim -N- = 

een maat voor de onregelmatigheid van de verde

dan volgt uit definitie 1 dat de rij gelijkver-
N+oo 

deeldcis. Is omgekeerd de rij gelijkverdeeld, dan kan men bewijzen 

lim d~N) = 0. 
N+oo 

Van der Corput stelde in 1935 de vraag of een rij zo regelmatig kan 

liggen in [0,1) dat de discrepantie begrensd blijft, d.w.z. d(N) < M 

voor zekere constante Men alle N. 

Mevr. van Aardenne-Ehrenfest bewees in 1945 als eerste dat dit niet moge

lijk is, d.w.z. lim sup d(N) = 00 • In 1949 bewees ze bovendien dat voor 
N+oo 

iedere rij in [0,1) geldt 

( ) log log N 
d N > c1 log log log N 

voor oneindig vele N, waarin c 1 een constante is. 

In 1954 verbeterde Roth dit aanzienlijk door te bewijzen dat voor 

iedere rij geldt 

d(N) > c2 ✓log N
1 

voor zekere positieve constanten c2 en oneindig vele N. 

Onlangs bewees W. Schmidt dat dit nag te verbeteren valt tot 

d(N) > 10-2 log N. 

-2 Verdere verbeteringen zijn - afgezien misschien van de constante 10 -

niet mogelijk. Er zijn namelijk rij~n bekend met 

d(N) <clog N 

voor alle N, waarin c een constante is. 

Generalisaties. Het begrip gelijkverdeling is overgedragen op rijen in 

andere verzamelingen. Weyl zelf beschouwde al gelijkverdeling in den

dimensionale eenheidskubus. Van andere vormen van gelijkverdeling ver-
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melden we hier: gelijkverdeling in compacte groepen (Eckmann, Hlawka); 

de continue gelijkverdeling (Kuipers); gelijkverdeling van gehele ge

tallen (Niven); gelijkverdeling van p-adische getallen (Cugiani, . _ 

Chauvineau) en g-adische getallen (Meijer); gelijkverdeling in de ver

zamelingen GF[q,x] en GF{q,x} dat zijn resp. de polynomen en de 

Laurentreeksen over een eindig lichaam GF(q) (Hodges, Carlitz, Dijksma). 

Daarnaast zijn er allerlei varianten van het begrip gelijkverdeling 

ontwikkeld, waarin de verdeling meer of minder 11gelijk11 moet zijn. 

Gelijkverdeling van gehele getallen. We zullen hier nog een situatie 

van gelijkverdeling nader beschouwen, namelijk de gelijkverdeling van 

gehele getallen. 

In 1961 gaf Niven de volgende definitie: 

Definitie 3, Zij (an):=1 een rij gehele getallen. Zij m een geheel ge

tal, m ?_ 2. Beschouw de getallen an(mod. m). Zij A(j,m,N) het aantal 

onder a 1, a2 , ••• ,~met an= j (mod. m). Als geldt 

1
. A(j ,m,N) 
1m N 

N-+oo 

= -
m 

voor j = O, 1, 2, .•. , m-1 

dan heet de rij (a) gelijkverdeeld mod. m. Is de rij (a) gelijkver-
n n 

deeld mod. m voor ieder geheel getal m > 2, dan heet de rij een gelijk-

verdeelde rij gehele getallen•; 

Voorbeelden. 

5) De rij van natuurlijke getallen 1, 2, 3, 4, ... is een gelijkver

deelde r1J gehele getallen. 

6) Zijn a en b gehele getallen, dan is de rij (an+b):=1 uiteraard niet 

gelijkverdeeld mod. a en dus geen gelijkverdeelde rij gehele getal

len. 

Veel voorbeelden van gelijkverdeelde rijen gehele getallen volgen m.b.v. 

de volgende stelling. 

Stelling 5, (Van der Eynden). Zij (xn):=1 een rij reele getallen, zo

danig dat de r1J (m-
1
xn):=, gelijkverdeeld mod. 1 is voor ieder geheel 

getal m > 2. Dan is de rij ([xn]):=1 een gelijkverdeelde rij gehele ge

t'allen. 
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Bewijs. Zij m een geheel getal, m ~ 2 en zij j E O, 1, 2, ..• , m-1. 

Is [x J - j (mod. m), dan is x E [km+j,km+j+1) voor zeker geheel getal 
n n 

-1 .s1.· i+1 1 .s1.· j+1 k .. Dan is echter m x E [k + , k + .w...;_:_) en {m- x} E [ , --). n m m n m m 

{m-1x} Is omgekeerd n 
E [_j_ .itl) dan leidt men analoog af' dat [x J J m' m n -

(mod. m). 

Hieruit volgt dat A(j,m,N) voor de rij ([x ]) gelijk is aan n 
A([_j_ j+1) N) voor de rij ({m- 1x }). Daar (m- 1x) gelijkverdeeld mod. 

m' m ' n n 
is, geldt 

zodat 

lim j A{ [.J., _j±j_) ,N) 
N-+oo m m 

lim ~ A(j,m,N) 
N-+oo 

1 = -m' 

1 
= m' 

Hieruit volgt dat ([x ]) een gelijkverdeelde rij gehele getallen is. 
n 

Voorbeelden. Uit stelling 5 en voorbeelden 1 t/m 4 volgt dat de rij 
00 

([f'(n)J)n=l een gelijkverdeelde rij gehele getallen is, in a.a. de 

volgende gevallen: 

7) f'(n) = an+S, a irrationaal, S reeel. 

8) f'(n) een polynoom met reele coef'f'icienten: 
k f'(n) = 8kn + •.. + 

cienten 8k' 

a
1
n + a

0
, waarin 

irrationaal is. 

minstens een van de coef'f'i-

9) f'(n) 

10) f'(n) 

t = an met a, t reeel, a~ O, t > 0 en t niet geheel. 

= a(log n)t met a, t reeel, a~ O, t > 1. 

Men kan bewijzen dat analoog aan stelling 4 het volgende criterium voor 

gelijkverdeling van gehele getallen geldt. 

Stelling 6. (Uchiyama). Zij (an):=
1 

een rij gehele getallen. 

a) Zij m een geheel getal, m .::_ 2, dan is (a) gelijkverdeeld mod. m 
n 

b) 

dan en slechts dan als 

1 N 
lim N l 
N➔oo n=1 

e 

-1 
21rihm a 

n = 0 voor h = 1, 2, ••• , m-1 • 

De rij (a) is een gelijkverdeelde riJ gehele getallen dan en n 
slechts dan als 



1 N 
lim N l 
N+oo n=1 

e 
21rita n = 0 

99 

voor ieder rationaal, niet geheel getal t. 

Metrische stellingen. H. Weyl beweees in zijn bovengenoemde artikel 

van 1916 de volgende stelling: 

00 

Stelling 7. Zij (ln)n=1 een rij gehele getallen, die onderling ver-

schillend zijn, dan is de rij (lnx):=1 voor bijna alle x gelijkverdeeld 

mod. 1. 

"Bijna allt:" betekent hier: "voor alle x met uitzondering van een ver
" ·. zameling met Lebesgue-maat O ,Een dergelijke stelling waarin een uit-

l:lpraak gedaan wordt over de maat van een verzameling met een bepaalde 

eigenschap heet een metrische stelling. Uit stelling 7 en definitie 
00 

volgt dat de rij (1 x) 
1 

ook voor bijna alle x gelijkverdeeld mod. 
n n= 

is, als niet alle ln verschillend zijn, zolang er maar niet "al te veel" 

gelijke voorkomen. 

Van Uchiyama stamt nu het volgende probleem. 
00 

Stel dat (a) 1 een rij 
n n= 

gehele getallen is, die gelijkverdeeld is, dan kunnen er in die rij 

"niet al te veel" gelijke elementen optreden. Is het nu waar dat ook 
00 

nu (ax) 
1 

gelijkverdeeld mod. 1 is voor bijna alle x? 
n n= 

Als gedeeltelijk antwoord op deze vraag bewezen Kuipers en Uchiyama 

dat voor bijna alle x de rij (ax) de volgende eigenschap heeft: er ben 
staat een oneindige deelrij nk van de natuurlijke getallen zodat 

lim ~ A([a,B),nk) = B-a, 
n -+00 k 

k 

voor ieder deelinterval [a,B) c [0,1). 

Ze noemen dit "bijna gelijkverdeeld". 

Hoewel dit doet vermoeden dat het antwoord op de vraag van Uchiyama be

vestigend moet luiden, toonde Meijer in 1970 aan dat het antwoord ont

kennend is. Hij construeerde namelijk een gelijkverdeelde rij gehele 

getallen (b )
00 

1 waarvoor (b x)
00 

1 niet geliJ"kverdeeld mod. 1 is voor n n= n n= 
alle x in een verzameling V met V c (0,1) en Lebesgue-maat V ~ ~-
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toevoegen'1 In 1949 gaven Erdos en Selberg een elementair be

wijs van de priemgetal-stelling. Elementair betekent hier: 

zonder gebruik te maken van complexe functie-theorie. 

toevoegen: Stelling 8b: Zijn n, a, b E Zen (n,a) = 1, dan 

volgt uit nlab dat njb. 

Bewijs. Analoog bewijs stelling 8. 

regel 4. 

regel 4. 

Er staat rQ(m), 

Er staat x = x 
0 

dit moet zijn 
m 

+d
2

t,dit 

r ij>(m). 
m2 

moet zijn x = x0 - d t. 

Stelling 4, formule voor crk(n). In de noemer staat pi-1, dit 

t . . k 1 moe ZJ.Jn p.-. J. 

Bewijs a) regel 2. Er staat cr(n) = = (2P- 1)2P = 2n, dit 

moet zijn cr(n) = •.• = (2P-1)2P = 2n. 

regel 4 van onder. Er staat A(n), dit moet zijn A(d). 

regel 1. Idem. 

regel 6. Er staat f * g(pk), dit moet zijn f * h(pk). 

regel 5 van onder. Er 
2 

E = 2, dit moet zijn µ * E = e. 

toevoegen: J(2) = 6, J(4) 
00 4 00 

, T ( n) = !._ en 'i' T ( n) = 
l 2 36 1 4 

n=1 n n=1 n 

Uit toepassing 6 volgt dan 

regel 5 en regel 7 van onder. Er -1 staat B, moet ZJ.Jn Ba1 • 

regel 4. 1e) Er staat TI(n), moet zijn TI(x). 2e) laatste lid 

moet zijn -
1
- (log log Ix - B). 

a2 
regel 5. Er staat.B moet zijn -1 Ba

2
• 

midden. In de rij priemgetallen 2, 3, 4, 7, ... moet 4 ver-

vangen worden door 5. 

Stelling 8. De woorden "en hun geassocieerden" moeten op een 

nieuwe regel staan. Bedoeld zijn de geassocieerden van de priem

elementen genoemd onder a), b) enc). 

Gevolg 7, toevoegen: In het bijzonder is 

pn pn 1 la - -I < la - _-1. 
4n 4n-1 
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De definitie moet als volgt luiden: Een algebraisch getal van 

de graad n is een (reeel of complex) getal dat voldoet aan 

een ne graads vergelijking met gehele coefficienten 

f(x) = a
0
xn + a

1
xn-1 + ••• +an= o, a

0 
~ 0 

en dat niet voldoet aan een vergelijking met gehele coeffi~ 

cienten van lagere graad. Is een getal niet algebraisch, dan 

heet het transcendent. 




