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Hoofdstuk-1-

-Differentiaal- en Integraslrekening.

In dit hoofdstuk wordt (dikwijls in de vorm van opgaven) een beknopt
overzicht gegeven van een aantal onderwerpen uit de differentiaal- en

integraalrekening.

De optelling in R.

Betreffende de optelling van reg&le getallen veronderstellen we bekend,

Al : a+Db=5b+a, (commtativiteit)
A2 ¢ (a+Db)+c=2a+(b+c), (associativiteit)
A3 : IweR: (aeRe>a+w=a),

A :VaeRIAEeR :a+k=nw

Opmerkingen:

* In eerste instantie kan er alleen masr gesproken worden van de som

van twee reg€le getallen.

* De associatieve wet heeft tot gevolg: als we in een "eindige som"
ay + 8y, tagt ... +a Op twee manieren haskjes plaatsen zodanig
dat er in de ontstane vormen alleen nog maar optellingen van twee
reéle getallen voorkomen, dan leveren beide vormen na uitwerking

hetzelfde resultaat op.

Voorbeeld:
- + (a_+ =35, + + +
(a1+a2) (33 ah) a, ((a2 a3) ah)

* Er is precies één getal w met de eigenschap at+w = a voor alle
a e R (bewijs dit). .

Voor w schrijven we in het vervolg O.

* Bij gegeven a € R is er ook precies &&n element 3 met de eigenschap
ata = 0 (bewijs dit).

* . s .
Voor a schrijven we in het vervolg -a.

* Voor a + (- b) schrijven we voortaan a - b.
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Opgaven:

1e atx = gty == x =y
2. -0=0

3. -(-a) = a

L, a # 0= -a # 0.
5. -(a+b) = (-a) -b

De vermenigvuldiging in R.

Betreffende de vermenigvuldiging van reéle getallen veronderstellen we
bekend

M1 : a.b = b.a, (comutativiteit)

M2 : (a.b).c = a.(b.c),(associativiteit)

M3 : 30 eR, 0 #0 : (a ¢ R=> a.0 = a)
Mi:VaeR,a#03d8%cR: a:d = a.

- Opmerkingen:
* Ook voor de vermenigvuldiging geldt dat er in eerste instantie

slechts van het produkt van twee reéle getallen kan worden gesproken.

* Analoog aan de tweede opmerking betreffende degoptelling.

*  Oock het getal o is uniek (bewijs dit) en wordt in het vervolg
geschreven als 1.
De eis 1 # 0 is opgenomen om te voorkomen dat R uit slechts &én

element zou bestaan (Zie opgave T).

* Analoog san de vierde opmerking betreffende de optelling.

Voor & schrijven we in het vervolg a_1. Waarom het bestaan van

a_1 alleen wordt geeist als a # 0 zal duidelijk worden in de op~

gaven 6 en T.
8

* Voor a.b” schrijven we ook wel = .
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Het verband tussen optelling en vermenigvuldiging

Het verband tussen de optelling en de vermenigvuldiging wordt gevormd

door de regel

a. (b+c)=(a.Dv)+ (a.c), (distributiviteit).
Opgaven
6 a.x=a.7y
=x=y
a# 0
T a.,. 0=0

8 a#O;—-?a—1#O

9 17V oy
1-1
10 a#0o=(a") =a

11 a.b=0=>(a=0VD=0)
12 a #0

}:;(a . “b)_1 = (a
b#0

i
e
T
o

13 - (a.b)=(-a)d

1h a.b=(-a). (-b)

e els ¢ 1 2 2
Definitie : a =1, a = a, a = a.a, a3 =8 . By eeey
®
n+1 n
a =8 . 8, s0s ENZ

Als a # 0, dan definiéren we

2

2 = (a—1) s

(a,_1 is reeds gedefinieerd), a~

_ _q.n
R ) 1) als n e W,

Opgave:

15 Als m en n gehele getallen zijn dan is
mtn - om n m\B m.n
a =a ,a, (27) = a .

Indien nodig neme men hierbij a # 0.



1.2, De ordeningsrelatie op R. _

We veronderstellen bekend dat op R een ordeningsrelatie < bestaat, zo-

danig dat-
01 ¢+ &a<bd
== a < c, (transitiviteit)
b <e '
02 : a<b=a+c<b+ec voor alle ¢ € R
03 : a<b
=a.c¢c<b.c
0< ¢
Ok : Voor twee willekeurige elementen a en b uit R geldt precies é&n

van de volgende mogelijkheden: a < b, a = b, b < a.

Opmerkingen:

* BEigenschap 02 legt verband-tussen de ordening-en-de optelling:

* Bigenschap 03 legt verband tussen de ordening en de vermenigvuldiging.
* - Eigenschap Ob heet ook wel de "Trichotomie wet".

Een ordeningsrelatie die aan O4 voldoet heet ook wel "totaal",

"volledig" of "lineair".
* Voor a-< b schrijven we ook vask b.> a.
* a < b zal betekenen: a < b VvV a = Db,

16 a< O¢pb -8 >0

17 a<b
- = g+ c¢c<Db+d

c<d

18 a >0
-» g , b>0

b >0

19 a< 0
= a.b>0



20
21
22

23
2k
25

26

27

28

29

a® + b2 > 2ab

a> 0=> &~ > 0

1

Als a > 0 den is a + a > 2.
a<0=>a <0

b>0

a<b =» 3 . c<b ., d.
0.<e<d

Als 0 < a < b dan geldt voor elke n e I

n n
a <b,

n .
Als 2> 0, >0 en-a” < b voor zekere n € N dan 1s a < Db,

Als 0 < & < Db dan is voor elke n € I

a a g, a a
gl + 32 ot g ¢é1) + ¢é2? + ..
1 2 n 1 2

waarbij ¢ een permutatie van {1,2,3, ..., n} is.

11
Inde somS= ) ¢.
k=1

ven e, (k="1,2, ...s n) alleen bekend dat |ek] =1

(ek is dus +1 of -1).

Toon aan dat S # 0,

(2k-1) is
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De modulys: ( =-sbsolute wsarde) van een redel getal

Definitie: g als a>0
la| = 0 als a=0

-g als a < 0

Opgaven:

30 e[ 203 [-a] = [gf

31 a < |al

32 Ja+b| g la] + |p]

33 la - b| < |a] + |Db]

s e+l 2 llal - [o]|

35 la-v[zlla] - [v]]

36 x| < s -a < x < a

n ‘n

Lk sl e L
n n

38 la . v| = |a] . |p] 3 l I a = 1|a], (nem)
k=1 *l k=1 %

39 Als a # 0 dan is |a_1| = Ial_1

%0  Als b # 0 dan is |2 =+§-{—.

Aan de ordenings axioma's voegen we nog toe
05 : ¥vbeR Inell :n>hDb.
In plaats van 05 zegt men ook vesk dat de ordening op R Archimedisch is.

Opgaven: 41, Toon aan dat bij elke a > O en elke b. ¢ R een n €W bestaat,
zodanig dat n.a > b,
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k2 (Ongelijkheid van Bernoulli). Als
h > - 1enh# 0 dan geldt voor elk natuurlijk getal n > 2

(1 +1n)" > 1+ .

43 Zij h > 0. Toon aan dat bij elkcreel getal a een natuurlijk getal
N te vinden is zodanig dat
(1 + h)N > a.

bl Toon aan dat

1.0 1 .n+1
* -— LN, R
(1 + n) < (1 + =) voor alle n € N.
{.\n+1 1 \n+2 ‘
* (1 + n) > (1 + n+1) voor alle n € W,
: +
* 2;(1+‘;’1)@<(1+£l-)n1;hvoorallem,ne[\l
n+1

* (n+ N%<n voor n = 3,4,5, ... .

* bij elke x € R een N ¢ N bestaat zodanig dat

e
(1 + f)n X )x 1

voor alle n ¢ N met n > N.
n+1 =

< (1 +

- Toon tevens aan dat N zo bepaald kan worden dat

(1 + = voor alle n € i met n > N,

1.3 Faculteiten en binomiaal coé&fficienten

Definitie 0! =1

n
1

1.2

o 22 o

1.2.3. ... n

ja]
(]



L5

L6

b7

48

b9

50

51

52

53
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Definitie: (%)

1 voor alle x ¢ R,

%) x(x=1) ... (x=k+1)
k k!

, (x e Ry X = 1,2,3,.0.)

Opgaven:.

Als n en k niet-negatieve gehele getallen zijn zodanig dat k < n,

dan is

(B) = (B) = —2—

K (k)
Q)+%ﬁ)?@ﬂh(xemk=on@,“J

De getaillen (E) uit opgave 45 zijn natuurlijke getallen.

Toon aan dat het produkt van r(r ¢ N) opeenvolgende natuurlijke getallen

deelbaar -is door r !

Als 2 ¢ Ry b € R dan is

(a + 1) = E (%) o

-k
k bn » (n=0,1,2,3, cos) (Newton)
k=0

Opmerking: Men realisere zich dat hierbij vooral de commutativiteit

van de vermenigvuldiging een belangrijke rol speelt.

2% = Izl (3)
k=0
(n=0,1,2,3, +0.)
n
0 = -5
kzo ' k

Als p een priemgetal is dan is () deelbaar door p zolang 1 < k < p-1.

k

Als p een priemgetal is dan geldt voor alle a, b € Z dat

(a + b)? - & - bP deelbaar is door p. -
Als p priem is en a;, € Z, (i =:1,2,3, ...5n)

R B op
dan is ( ) ai) -] a; deelbaar door p.
i=1 i=1
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54 7ij p priem en a € {1,2,3, ...,p=1}
dan is a8~ - 1 deelbaar door p (Fermat).

Toon verder aan dat voor elke x € R en elke n € N de macht =

geschreven kan wordén in de gedaante

= + -1) .+ ~1)(x=2) + ... +
x c g xte ,x (x,‘),,_9n53 x (x=1)(x-2)
+c x (x=1)(x-2) ... (x-n+1)
n,n ,
waarblj ¢ =c = 1 en
n,1  "m,n - 77,
et cn,k_1 + k'cn,k’ (2 £k < n+1).

Als p > 3 en priem is dan zijn de coéfficienten c (k = 2,3,04.,p-1)

Pk’
deelbaar door p.
Leid vervolgens af dat (n-1)! + 1 dan en slechts dan deelbaar is

door n als n eén priemgetal is (stelling van Wilson).

1.4 Rijen en limieten van rijen

De definities van de begrippen rij en limiet van een rij staan in
-ZC T9/T1, blz. 20 e.v.

Opgave 55. Toon aan dat een re&le rij hoogstens &&n limiet heeft.

Gevolg: Als een rij f : N-oR een limiet a heeft dan kunnen we ook zeggen

dat a de limiet is van de rij f.

Schrijfwijze: lim f(n) = a.

-

In dit geval zegt men ook vask: de rij f convergeert naar a.

Definitie, Een rij £ : I >~ R heet een Cauchy-ri]j (of fundamentasal rij)
als
ve>03NelN : (mn > Nas [£f(m) = £(n)] < €).

Opgaven

56 Toon aan dat elke convergente rij een Cauchy-rij is.

rs
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57 Toon aan dat elke monotoon niet-dalende, naar boven begrensde rij
een Cauchy-rij is.
58 Laat rechtstreeks (met behulp van opgave LkL) zien dat de rij

f:N > R met f(n) = (1 + %)n een Cauchy-rij is.

59 Toon aan dat een Cauchy-rij begrensd is. Een convergente rij is

dus ook begrensd.
60 Een deelrij van een Cauchy-rij is weer een Cauchy-rij.

61 Toon asn dat: Als de rij f convergent is met limiet a dan is ook

elke deelri) £ van f convergent met limiet a.

.. P
62 Toon aan dat: als de Cauchy-rij f een convergente deelrij f heeft

met limiet a dan is f ook convergent met limiet a.

Aan de feeds genoemde grondeigenschappen van het stelsel R voegen we nu
het volgende axioma toe:

Indien de rij f: Il » R een Cauchy-rij is, dan bestaat er een reéel getal
a zodanig dat a de limiet is van de rij f. Korter gezegd: Elke Cauchy~ri]

in R is convergent.

Opgaven:

63 Toon aan dat elke monotoon niet-dalende begrensde rij convergent is.
Voorbeeld: Van de rij f£: N - R met
£(n) = (1 +)%
n

weten we reeds dat hij stijgend is en ook begrensd (f(n) < L) zodat deze
rij als gevolg van opgave 63 een limiet heeft. In het vervolg zullen we

deze limiet steeds aangeven met de letter e.

Dus e = lim (1 + %&n.

n->roo
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Opgaven:

6}

65
66

67

In opgave Ul hebben we gezien dat de rij f: N -~ R met

)n

f(n) = (1 +-§-- op den duur stijgend is en begrensd.

Toon aan dat

1im f{n) > O.
n-reo

%

Bewijs de limietstellingen op blz. 21 van ZC 79/T1.

J
.Bepaal in elk der volgende gevallen een N ¢ W zodanig dat voor

n e i met n > N geldt:

3n2+21+7
hnz + 6n + 1

0,74 < < 0,76

1 <V 100 < 1,001

n! < o™ < (2n)!
(n.')2 > o

Bereken de volgende limieten

lim (/o + 3'= vn — T)./n'

>0
. + X}
1im 1+ 2 32+ + 1
> n
2 2 2 2
. + eos T
1im 1 2 +33 + n_
>0 n
. 13+23+33+...+n3
lim )4
n>e . mn
n+1
lim 2 7
n>o (5 + =)B

5

alle



68

69

T0

71

T2

T3

T4

75

=10

n N
1n V20 w2l 422+ . 4 2
N>
lima =04 lim [a | =0
n->oo N> n
lima =a =3 1lin |a | = a
e O o B
lim &, =0
>0 ___bllmanbn=0

1>
bn begrensd
a < G voor alle n € I
= a < G.
lim a_ = a

n
n->w
a < b voor allen e N
n=n

@a;b
lima =wa, limb =D
nse o nso O
lim a =8
n-e =y lim bn =g
. n-re
lim [a_ - D I =0
oo B n
a <b <c¢c wvoor allen el
n= n="n
==
lim a = 1lime¢ =1L
n n
11->00 n->w

Men realisere zich dat als a  een reéle rij is de volgende uit-

spraken equivalent zijn
& is convergent
8 is een Cauchy-ri]

84

(Cauchy) Als lima =a en g =
” n n
nreo
dan is ook lim g = a
ne O



T6

7

78

79

80

81

82

83

8k

85
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aen limb = b dan 1is

Als lim &
n

n-+o nre 1
. a‘1bn + a2bn--1 oo # ahb1 -
lim = ab
Do n
1 v 2
Als lim a_ = a bepaal dan lim — Z 2}
n n n
n-oo noe 7 k=1

Als a = ¥ n dan is a op den duur dalend. Bereken lim ¥ n.,

n-—»>oc

Als |r| < 1 dan is lim r® = 0
n->o ’

n
.. 1 . .
De rig a.n = kZ1 T 1s divergent.

) (n=1,2,3,... ) waarbij ¢ > o.

m!o

. ' _1
ZiJ a; = 1en & .1 =3 (a +

Toon aan dat a op den duur monotoon niet-gtijgend is en begrensd.

Bereken lim a.
1> o

s s = = \/_EL_ =
213 a, = 1 en an+1 = T + an npq voor n = 1523350000 o

Toon aan dat a stijgend 1s en begrensd. Bepaal lim a .

n noeo B
Zoals bekend is Y2 irrationaal zodat nv2 voor geen enkele n € N
geheel is.

Tocon aan dat

a = L
% pn.sin(n m V3)

begrensd -is.

Bepaal 1lim sin(n! m x) voor alle rationale x.
n-ree

Als lim na = 0 dan is 1im (1 + a )® =1
o O n>o 1



86

87

88

1.5

—~1h=

n .
7ij (exp(x) = lim (1 +-§) , (vergelijk opgave k).

n-—>°
Toon aan dat

exp (x +y) = exp (x) . exp (y):
lexp (x) -1 -x| 22 leg voor alle x met |x| < 1.

Als gegeven is dat

2 < 3o wvoor allence{Wl
nt+l = "n
lima =0
n
n-»ee

(51 +oa, Foo.. * an) - ng £ 1 voor alle n ¢ W,

2

Sn = a1 + a2 +o.. + &,

toon dan aan dat lim'Sn bestaat en < 1 is.
n*w

Van de rij &, is gegeven dat

a, 2 0 voor alle n € W

Stn

fia

8 . & voor-glle m, n € WN,
m n

Toon aan dat lim gr; ‘= inf QFQ (e.f. ZC 79/71, blz.19)..
n-o 0 e n

Reeksen

713 {an}m een rij in R.
n=1

Bij deze rij construeren we een nieuwe rij {Sn}°° zodanig dat
n=1

j
.8 = .
a” L%

Deze rij Sn noemen we de reeks behorende bij de rij a -
Een reeks is dus een (op een speciale manier verkregen) rij.

Als de reeks Sn naar S convergeert dan schrijven we

@ N
5 = z a, (=>8 = 1lin E an), en noemen we S de som van deze
n=1

Nowo n=1

reeks.
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Zo is bijvoorbeeld

1

1 2%

it
fio~138

I

i

Immers: S
n

([}

zodat lim 8
n
N>
We weten dat Sn dan en slechts dan convergeert als Sn een Cauchy-rij
is (opgave T4).

Dus: de reeks Sn is convergent als:
\V/E>OE|.N61N: (m,n_>__N=>|Sm—Sn|<e).
Nemen we m > n, (m = n+p met p > 1) dan is

S -85

n 0 + ov. +a )=

2 n

(a1 +a. + ... F

o an+p) - (a1 + a

def
+ g E S Y - = R
n+p n,p

4

&,
n+1

zodat we ook kunnen zeggen dat de reeks Sﬁ dan en slechts dan

convergeert als

Ves>odmen: (n;N,p;1=’>|RnP[<e).

Hieruit volgt dat de reeks
L s
n=1

(hetgeen niets anders is als een verkorte schrijfwijze voor de

rij 8, 82, S3, ...) zeker convergeert als de reeks
Z |anl convergeert, immers
n=1
|a.n+1 + ah+2 + .. an+pl ;=|an+1| + }an+2| + ... F lah+pl'

Het omgekeerde is niet-altijd waar:

Yy (=" % is convergent, maar
n=1
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el <
ERICI R %1 = ) % is divergent.
" n=1 n=1
Opgaven

n-1)

8 (1 -1r) (a+ ar + ar® + ... + ar =a.(1 -2%).

Voor r # 1 geldt dus

Als bovendien Irl <1

o

dan is ) ark-1 = T%; .
k=1
: : v k-1 . vk
Opmerking: Voor een reeks zoals z ar schrijven we ook vask z ar .,
k=1 k=0

ke o}

0 en z bn convergent.
n=1

90  Zij bn op den duur 2
Als Ian] b, (op den duur) dan is ook ) & convergent.
n=1
(Majoranten stelling).

91  1s 2 'au.n convergeht met som S dan is ook
n=1

nz1 (ay,_4 + &, ) convergent met som S.

Algemener: In een convergente reeks kan men op willekeurige wijze haakjes
plaatsen zonder de convergentie te verstoren of de som te veranderen

(N.B. de volgorde der an's wordt hierbij niet gewijzigd).

Deze uitsprask geldt niet voor divergente reeksen; immers
L (- )% is divergent terwijl

n=1
Y (- 1)2n—1 + (- 1)2n) convergent is met som O,

n=1

s 2n+ .
en - 1+ ) ((- 1)2n + (- 1) 1 convergent is met som - 1.
° n=1
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Als ) a_convergeert dan is lim a_ = 0.
n n
n=1 N>

(e <]
1 .
Toon aan dat —=-divergeert.
n L g divere

n=1
Daar lim %IT = 0 is de bewering in de vorige opgave niet omkeerbaar.
n>o
oo. 0
Als A= ) a enB= ) b dan is
S, n n

n=1 n=1

} ra_ =24, (A e R)
n=1 n

z (a +b)=A+Bc
n=1 n n ,

OOklsa1+'b1+a,2+b2+...=A+B.

(Leibnitz). Indien voor de rij a op den duur geldt a Z 0 en
& ., <2 dan is de reeks

Z (- 1)n+1 &, convergent.

n=1

Zij op den duur a > 0 en
o

dan is Z &, convergent.,
n=1 '

Toon aan dat voor elke x € R de volgende reeks convergeert
© n

X
nzo n!

De som van deze reeks noemen we E(x). Laat zien dat

|E(x) -1 - x| =<__2‘x|2' voor alle |x| < 1.

n
Als op den duur a_ > 0 en Zak;LvoorallensNdan is
© n k=1
Z a_ convergent.

n
n=1
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Vermenigvuldiging van reeksen

Zijn Z a en z bn gegeven reeksen dan wordt
n=1 n=1

<0

l ¢

n=1 n
met c1 = a.1b1
c. =8a.b, +a.b

2 21 172

0 eoe
it

+ + e & @
ea.nb1 an_1b2 + a

het Cauchy-=produkt van Z a, en z bn genoemd.
n=1 n=1

Stelling (Mertens)

fe ]

Als z & convergeert en Z bn convergeert absoluut terwijl
n=1 n=1

nZ1 a = A en Z bn =3B

n=1
den 1s het Cauchy-produkt Z ¢ van z an en Z b convergent met som
' n=1 - n=1 n=1 -
A.B,
Bewijs: We schrijven An = a1 + a2 + ... + a, en Bn = b1 + b2 + s.. bn.
Dan 1is Cn = 01 + 02 + 03 + .., + cn =
= a1b1 +
a2b1 + a1b2 +
a3'b1 + a2b2 + a1b3 +
anb1 + an_1b2 + an_2b3 + ..t a1bn =
= + -
b1Ah + bEAh—1 bBAh—2 oo ® A1bn



~19~
| iven = A+ dan is lim =0
Schrijven We Ah @n o dn €n

cn = b1(A + an) + b2(A 0 L)t ..+ bn(A + a1) =

n-1

=A.B + (ocnb1 T a1bn)-

We behoeven dus alleen nog maar aan te tonen dat

iig (unb1 o by toees t aTbn) = 0.
Nu is lanb1 to_gb, t . a1bn| <
<laflo ]+ fa_ . foyl+ oo+ fo b | =
= tla Loyl + et gl o, o 13+ Clag 1To, ol oo +lagl[o ]2
s (max o |) (o, |+ [o ] + .00+ |b )+
N<k<n k 1 2 n=N+1
+ (12§fN o e (o ol + onn # ]bn]).
Nemen we nu N ongeveer gelijk aan % dan is wegens lim @ = 0,
n—~>® n

max lakl op den duur klein, terwijl
N<ks<n

ijl + |b21 + ooo + |D | begrensd is.

n=N+1

Verder is ]uk| begrensd en lbn_N+2| + ... + klein wegens de abs.

o«

convergentie ven | bn'
n=1

Samenvattend kunnen we dus zeggen dat

lim (o b, +a by + ... +0.b ) =0,
n->co

zodat de stelling bewezen is.
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Opgaven:

99

100

101 =

102

Toon met behulp van de stelling van Mertens aan dat

E(x + y) = E(x)-. Ely).

Toon aan dat het Cauchy-produkt van de convergente reeks

T
. met zichzelf divergeert.
n=1

(Cauchy) Als )} a en ) bnwabsoluut convergeren dan is het
n=1 n=1

Cauchy-produkt van deze reeksen ook abs. convergent.
e

(Abel) Als A=) & enB= ) b en het Cauchy-produkt ] ¢

n=1 n=1 n=1 n

van deze reeksen convérgeert met som C dan geldt: C = A ., B.

Men tone aan dat de volgende reeksen voor alle x € R absoluut

convergeren
© ( -1 )l’l— 1x2n— 1
nZ1 (2n - 1)!
e ( -1 )n— 1 x2n-2
nZ1 (2n - 2)!

De som van de eerste reeks noemen we S(x), die van de tweede C(x).

Toon verder aan

c(2) <0

S(x) > 0 voor 0 < x < 2

S(- x) = - 8(x)

C(- x) = C(x)

S(x +y) =8(x) . c(y) + ¢(x) . s(y)

c(x) « ¢(y) - s(x) . s(y)

s2(x) + ¢2(x)

C(x + y)

1.

S(2x) = 2s(x) c(x)

12 28%(x) = 20%(x) - 1.

¢(2x)
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1.6 ILimieten ven funkties: continuiteit

ZijDc<®R, £f : D>R, x_ € D' (dw.z2. X is een verdichtingspunt van

0 0

D) en a € R.
Dan heet a de limiet van £ in het punt %, (xo behoeft niet tot D te
behoren) als

\V/E >0 18eRrR: (xeDA 0< |x - xOl < §=>|f(x) - a] <€),

Schrijfwijze: lim f(x) = a.

X

X’*xo
) 2 _
Voorbeelden : * f(x) = i T op X # 1,
X, = 1 en a= 2,
'Dan is
x2 -1 |
l£(x) - 2| = ;{—_——1——-21= (x+1)—2|=’x—1 <e
zodra |0 <|x - x0| = Ix - 1| < § =€,
2 -1
Dus lim *——=-2
w1 X 1 _
_exp(x) - 1
* £(x) = - voor x # 0,
XO =0ena=1,.
Dan is (zie vraagstuk 86) |f(x) - 1| = exp(x) - 1 _ 1| =

exp(x) = 1 - x| 2|xl2

" < le = 2|x| < g

zodra 0 < |x| < 6§ = min (_e:_, 1).

Dus lim exp(x) - 1 _ 1.
x>0 x
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Opgaven:

103 Bepaal de volgende limieten

* lim §§§l
x>0

c(x) = 1
m XL = 1

x+0 X
E(x? - E(xo)

X-‘-XO

% lim

x+xo

10k  Als 1im f(x) = a en 1lim g(x) = b

xX XX
dan geldt
lim {f(x) + g(x)} =a + D
XX

0
lim {f(x) - g(x)} =a-D
Xxrx

6]
lim {f(x) . g(x)} = a . b.
XK

Is bovendien b # 0 dan geldt ook

im f(x =
g(x)

ZiJj DeRy, £f : D> R, X, € D.

Dan heet f continu in Xy als .

%/e >036: (|x- X, | < 6=[f(x) - f(x0)| < g).

De funktie f heet continu op D als f continu is in elk punt van D.

Opgaven:

105 Als £ en g continu zijn in X, dan zijn ock de functies
f+g, f-g, f.g en‘lfl continu in x5 Is bovendien g(xo) #0

dan is ook'g continu in Xy
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106  Bestudeer de paragraaf "Continue afbeeldingen" uit ZC T9/T71.

107 Toon aan dat

+ -
max (a,b) = & 5 b, le 5 bl
min (a,p) = &0 la - bl

; ? 2 2

108 Als f : D>Reng : D~ R dan definiérenwe £ Vg : D~>R en

fAg:D->R-als volgt

max (£(x), g(x))

1t

(£ v g)(x)

(£ A g)x) = min (£(x), g(x))

Toon aan dat, als f en g continu zijn in Xy» ook f VgenfAg
continu-zijn in X
109 Als g continu is in u, en f is continu in X, = g(uo) den is £ o g

((f o g)(x) = £(g(x))) continw in ﬁo.

110 Toon san dat de volgende funkties f continu zijn in elk punt van

hun definitie-gebied:-

n

* £(x) =x (n e )
* f£(x) = exp (x) -

* f(x) = E(x)

*  f£(x) = 8(x)

*  f£(x) = c(x)

111 2ij £ : [a,b] >~ R continu op [a,b] zodanig dat f(a) < ¢ en £(b) > c.

Toon aan dat er een £ bestaat zodanig dat a < £ < b en f(&) = c.
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112 zij £ : [a,b] + R continu op [a,b].
Toon aan dat V

* f begrensd is

* er een £1 € [a,b] bestaat zodanig dat

f(x) ;=f(g1) voor alle x € [a,b]

* er een g, € [a,b] bestaat zodanig dat

£(x) 3_f(€2) voor alle x € [a,b].

113 Zij I een gesloten interval in R en f en g continue afbeeldingen -
van I naar R.
Zij D ¢ I zodanig dat D = I en £(x) = g(x) voor alle x € D.

Den is f(x) = g(x) voor alle x ¢ I.

1 zije = (1+4) enefsdtslopl g +
o T n’ B S, Tortartar o

I

bl—s

1 .
.

o

Toon aan dat

. %
lim (e - e ) = 0.
n °n
oo

Concludeer dat exp(1) =E(1) = e.
Toon verder aan dat
* E(n) = {B(1)}* = {exp(1)}® = exp(n) voor alle h e

x E(1) = E(q . -%) = {E(-gl-)}Cl voor alle q € N

#

* exp(1) {exp(é)}gvoor alle q ¢ W.

* exp(ﬁ) E(ﬁ) voor alle p, q e N

* E(- x) = E%;j-voor alle x ¢ R

* E(r) = exp(r) voor alle r ¢ @

* B(x) = exp(x) voor alle x ¢ R (maak gebruik van opgave 113).

®
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115 Zij £ : D + R zodanig dat
* D samenhangend
* £ continu op D
x £ (relatief) maximasal is in elk punt van D.
' Toon san dat f constant is op geheel D.
116, Zij £ : R > R continu in O terwijl
f(x) = £(2x) voor alle x € R.
Toon aan dat £(x) = £(0) voor alle x ¢ R.
117 Zij £ : R~ IR continu in 0 en 1 terwijl
£(x) = £(x°) voor alle x ¢ R.

" Toon aan dat £(x) = £{0) = £(1) voor alle x € R,

i

Uniforme continuiteit

7ij £ : D > R. Dan heet f uniform continu op D als

Ye>036: (x1, x. €D /\-Ix1 - x| < 6==;|f(x1) - f(XQ)] <€)

2 2|

Stelling

Als f continu is op een compacte verzameling D dan is f uniform continu

op D,
Bewijs £ continu op D==3f continu in elk punt x van

D=V e >0 736 (teBg ()= [£(t) - £(x)] <)

NuisDecVv B
xeD X

Omdat D compact en Bla (x) open is voor elke x, bestaast er dus een
3 .

L4

eindig aantal bollen Bis (x) die D reeds overdekken:
2
X
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Neem nu § = min {38 1.
i=1,2,...,n X
Zij nu |t1 - t2[ < 8§ en t, € B%GX (xi); den is ook t. € B(SX (xi) en
i i
vt2 € :85x (x,) zodat ]f(t1) - f(t2)[ < €. Q.E.D.
\ i

118 Als £ : D> R continu is op D en D is niet compact dan behoeft f

niet uniform continu te zijn (neem f(x)-= %’Op D= {x|x > 0}).

2119 Zij £ : D> R uniform continu op D en zij D begrensd. Dan is f

begrensd op D.

120 Als f uniform continu is op D dan is f ook (gewoon) continu op D. o

1.7. Differentieerbaarheid

7ij £ : D+ Ren x, € D nD'. Dan heet f differentieerbaar in x_ met

0 0

afgeleide L als

f(x) - £(x)
. ) 0
lim T
x#xo 0

= Ll

Voor L schrijven we vaak f'(xo) of gij .
x
0

Als D' = D en f is differentieerbaar in elk punt van D dan heet f

differentieerbasr op D.
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Opgave:

121 De funktie f : D » R heet differentieerbaar in % € D n D' als

er een funktie h bestaat zodanig dat

* h en f hetzelfde definitie gebied hebben

* h continu is in X,

* f(x) = f(xo) + n(x).(x - xo) voor alle x uit het definitie

gebied van f.

Toon aan dat deze definitie van differentieerbaarheid equivalent

is met de reeds eerder gegevene en dat f'(xo) = h(xo)°

122 Indien de funkties £ en g differentieerbaar zijn in X, dan zijn

ook f +g, f ~genf . g differentieerbaar in X met

(£ + g)’(xo) = f'(xo) + g'(xo)
(f - g)'(xo) = f'(xo) - g'(xo)
(fr . g)'(xo) = f'(xo) . g(xo) + f(xo) . g'(xo).

Is bovendien g(xo) # 0, dan is ock g differentieerbaar in Xy

g(xo)f’(xo) - g'(xo)f(xo)

g (x,)

met, (—2-) (x,) =

123 Als g differentieerbaar is in u, en f is differentieerbaar in

X, = g(uo) dan is f o g ook differentieerbaar in u, met
° LN ETY = ! ! = P '
(f o g)'(uy) = £'(x)).g'(uy) = £'(gluy)).g'(wy). .

Maak gebruik van vraagstuk 121.

124 Zij £ : [a,b] * R continu in a en b en differentieerbaar op (a,b).
Als bovendien f(a) = £(b), toon dan aen dat er een £ ¢ (a,b) -
bestaat met de eigenschap £'(g) = 0.

Magk gebruik van vraagstuk 112,
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125 zij £ : [a,b] > R continu in a en b en differentieerbaar op (a,b).

Toon aan dat er dan een £ ¢ (a,b) bestaat zodanig dat

f,(g)=f§b)-:t‘(a)

b~ a

Dit is de "Eerste middelwaardestelling" der differentiaalrekening.

126 zij £ : (a,b) > R differentieerbaar op (a,b) met overal f'(x) = 0.

Dan is f constant op (a,b).

127 Zij a < x_. < b, f differentieerbaar op [a,b]\\{xo} en continu in

0
x. terwijl lim f£'(x) = L.
0
x+x0
Dan is f ook differentieerbasar in x, met afgeleide f'(xo) = L,

128 Zijn £ en g continu in a en b en differentieerbaar op (a,b)

dan bestaat er een £ ¢ (a,b) zodanig dat

{f(a) - £(b)}.g' (&) = {g(a) - g(b)}.£'(E).

Als g(a) # g(b) dan is g'(E) # 0 zodat

fla) - £(b) _ £'(8)
gla) - g(b) g'(&)

Dit is de "Tweede middelwaardestelling der differentiaalrekening".

1290  Toon asan dat de volgende funkties £ : R ~ R overal differentieerbaar

zijn en bepasl hun afgeleiden

x £(x) =x", (n=0,1,2,...)
* f(x) = E(x) = exp(x)
* f£(x) = 8(x)
(Aanwijzing: lim S(h) _ 1 en lim on) -1 0)

0 10 h

* f(x) = C(x).
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130 Zij £ : La,bl » [e,d] omkeerbaar met omkeerfunktie
T [c,al » [a,bl.

Als £ differentieerbaar is in X, met f‘(xo) # 0 en f_1 is continu

in uo = f(xo) dan is f—1 differentieerbaar in ) met

(f_1)'(uo) ==l _: .
f?(xo) £ (£ (ug))

131 Zijn I, en I_ intervallen en is f : I1 + I, surjectief dan heeft

1 2 2

f elk van de volgende drie eigenschappen zodra f aan twee van deze

eigenschappen voldoet

* f is continu op I1

* f is strikt stijgend (c.q. dalend) op I,
* £ is omkeerbaar.

1

In dit geval heeft de omkeerfunktie £ = (= de inverse funktie van f)

ook deze drie eigenschappen.

De surjectieve funktie exp : R > (0,») is continu en stijgend op

R. Dus 1s exp omkeerbaar.

Noem de omkeerfunktie 1 : (0,») - R.

1
exp(l(uo))

=

=
u

Dan geldt voor u, » O : 1'(u0)
6]

0

o

1
B (exp)'(l(uo))
Opmerking: Als f : I, 12 (strikt) stijgend (c.q. dalend) is en
surjectief dan volgt daaruit reeds dat f continu en omkeerbaar is.
132 7ij £ differentieerbaar op (a,b) met
£'(x) » 0 (x 0)(g 0)(< 0) voor alle x ¢ (a,b) dan is f stijgend

(niet dalend)(niet stijgend)(dalend) op (a,b).



-30-

133 C(x) = 0 heeft op [0,2] precies &én oplossing.
Noem deze oplossing gu

Toon verder aan dat:

w0

~
|

N
1

13 8(r) =03 8(2m) =0

T

Q
~
=
S

It

!
—
.
n
~~

1

j g

It

c(f) = 3 V23

S(x) > 0 op O < x < 7

S(x + m) = -8(x)
Clx + m) = -C(x)
S(x + 2r) = 8(x)
S en C zijn dus periodiek met periode 2.
C(x + 2n) = C(x)

S(+ x + %ﬂ = C(x) dus S(%-+ x) = S(%-— X)

1) = - 8(x)

c(x +3

1.8 ~Integratie volgens Riemann

Zzij £ : [a,b] >R begrensd. Op het interval [a,b] brengen we een

verdeling V = {a = 8y < 8y < 8y «e < ahéb} aan en noemen
M= sup f(x)

a<x<b
m= inf f(x)

a<x<b

1,2,3,00., n)

n

M = sup £(x) (k
8 PRo .

m, = inf £(x) (k = 1,253,500 1),
By 1=



-31-

il

De sommen S

3 . - ) en
k§1Mk (= 2

)

]
ft

} (
T T S

heten respectievelijk boven~ en ondersom van f over [a,b]

behorende bij de verdeling V.

Opgaven:

134

135

136

Voor de bij een verdeling V behorende sommen S en s geldt

(b-a) . mzss<8<(b-a).M

’ * ° @ © o
7ij V een verdeling en V een verdeling die uit V is ontstaan door
toevoeging van é&n deelpunt.

Toon aan dat

SysSy

en 8. 2.8

V* v’

Zijn V en W verdelingen en V + W de verdeling die uit V (uit W)

ontstaat door toevoeging van de deelpunten van W (van V) dan geldt

Sy < s 2 S 28

V+W V+W W

Conclusie: een ondersom  is altijd kleiner of gelijk asn een

bovensom.
Definitie: I* = inf 8
v
v
I = sup s .
* v A"

I* en I, heten respectievelijk de bovenste en de onderste integraal

van f over [a,bl,
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138

139

140

141

142

=32

b-a).m<I

<
== g =3

S, = s

* *
I'z(d=-a) M3 I ~I < v = Sy

Definitie. Als I_ = 1* dan heet f integreerbaar over [a,b]. Het getal

b
I, (= 17) schrijven we dan als f f(x)dax.

7zij £ : [0,1] + R zodenig dat 2

f(x) = 0 als x rationaal is

1 als x irrationsal is.

£(x)
*

Toon asan dat voor deze funktie geldt I = 1 en I_=20, zodat f

niet. integreerbaar is.

Als bij elke € > O een stel sommen S en s gevonden kan worden met
de eigenschap S' - s < € dan is f integreerbaar (gebruik vraag-
stuk 137).

Zij f monotoon niet dalend op [a,b] en V een verdeling vean
[a,b] zodanig dat

b
a =a+tk. —Zﬁ , (k= 0,1,250..5 ).

= b-& -
Toon san dat 8y = Sy = o {£(p) - £(a)}

en concludeer  dat f integreerbaar is over [a,b].

Als f integreerbaar en > 0 is op [a,b] dan is

b
J f(x)ax > 0.
a

Als f integreerbaar en > 0 is op [a,b] en £ is in een continuiteits-

b
punt positief dan is J f(x)ax > 0.

a
Zonder bewijs vermelden we de volgende stellingen.

* Als f continu is op [a,b] dan is f integreerbaar op [a,b].

* Als f integreerbaar is over [a,b] en a < ¢ < b dan is f ook

integreerbaar over [a,c] en [c,bl.
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Jo! c b
Bovendien is J f(x)dx = J f(x)dx + [ £(x)dx.
a ‘

a [¢]

Als f integreerbaar is over [a,c] en [ec,b] terwijl a < c < b
dan is £ ook integreerbaar over [a,b] en voor de bijbehorende

integralen geldt

e (b

3o} )
£(x)ax + f f(x)dx=J £(x)ax.

a c a

Als £ en g integreerbaar zijn over [a,b] met a < b. dan zijh ook

de volgende funkties integreerbaar over [a,bl:

A . f (met A constant), f+ g, f - g, T . g,‘g (onder de

extra conditie inf |g(x)| > 0) en |f].
as<x<b

Bovendien geldt dan

b b
J Ao f{x)dx = A, J £(x)dx
a

a

b b b
{ {£(x) + g(x)}ax = I f(x)dx + [ g(x)ax

a a’’ a
b b
| f(x)ax| < | £(x)|ax
a a
Definitie
ra
f(x)ax = 0
X,
ra
£(x)dx =

b
- J f{x)dx als a < b,
b a
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b c c
143 [ f(x)dx + J f(x)dx = [ f(x)dx zodre al deze integralen bestaan.
. ,

a a

1 g (1 1 1, |
14k  Bereken J dx = J 1dx [ x dx en [ x"dx door een aantal
0 0 0 0

boven~ en ondersommen uit te rekenen.

Hoofdstelling der integraalrekening:
Als f integreerbaar is op [a,b] en de funktie F is continu in

a en b en differentieerbaar op (a,b) met F'(x) = f(x), dan geldt

b
J f(x)ax = F(b) - F(a).
a

Bewijs: Zij V = {ao <ay < ... <A < an} een verdeling van [a,b] dan is

n

] {F(s,) - Fla,_)} =

k=1

F(b) - F(a)

n
1o (e - g )

n

k; £le) - (o - oy ) met ay 4 < & < a.

Voor elke verdeling V geldt dus

5 < F(b) - Fla) < 5

v v

zodat I <F(b) -Fla) £ T,

. . *
Asngezien f integreerbaar is geldt I* =T,

b

Y A
zodat J f(x)ax = F(v) - F(a) »‘1--'3f F(x)
a

a

&
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Bereken:

b b b
[ E(x)dx ( S(x)dx 3 { c(x)dax.

a a a

Stelling : Als f integreerbaar is op [a,b] dan is

x
F(x) = f f(t)at , (a £ x <) (uniform) continu op [a,bl.
a

Bewijs:

|F(x1) - F(x

X
2
= | [ £(t)at| <
X

1

sup If(t)l
ast<b

< ey - x ]

waaruit de bewering direct volgt.
Stelling: Als f integreerbaar is op la,b] en f is continu in

X € [a,b] dan is de funktie F : [a,bl] >~ R met

met F'(xo) = f(xo)°

t
F(t) = [ f(x)dx differentieerbaar in x5
a

Flx, + 1) - F(xoj
h

X +h X X +h
{ [ 0 f(x)dx - J 0 f(x)ax} - ! J 0 f(xo)dx =

Bewijs: - f(xo) =

]

h
a a X

1
h
0

i

Xg+h
% { {f(x) - f(xo)}dx

%0

en deze vorm 1s in absolute waarde
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1 :
é=l'j . |nl. sup |f(x) - £(x.)]| =
b xel[x X +h]" 0

0°70
= sup - |f£(x) - f(xo)l
xe[xo,xo+h]

en dit is wegens de continuiteit van f in x_ < € als [h] maar

0
klein genoeg is. Q.E.D.
Toepassing. De funktie %-is op x > 0 continu en dus integreerbaar

over elk eindig gesloten interval [1,t] dat rechts van 0 ligt.

We definidren de funktie 1 : (0,) ~ R als volgt

%
1(t) = J % ., (t >0).
1

De vorige stelling zegt dan dat 1 op (0,°) differentieerbaar is
1
[ = -
met 1'(x) -
Het is duidelijk dat 1(1) = O.

Beschouw nu voor een of ander positieve constante a de funktie
o ¢+ (0,°) > R met

¢ (t) = 1(a) + 1L(t) - 1(at)

Deze ¢ is differentieerbaar op (0,») met

' (x) = 1'(x) - 1'(ax) . a =

Daar ¢(1) = 0 moet ¢(x) dus steeds gelijk aan O zijn.

Gevolg: 1(at) = 1(a) + 1(t) , (a, t > 0).

Daar E(t) > 0 voor elke t ¢ R, is 1(E(t)) op geheel R gedefinieerd
en tevens differentieerbaar met als afgeleide in het punt x

1 (E(x)) . E'(x) ""ﬁz?{)‘ . E(x) = 1.
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Dus is 1(E(t)) - t constant op R met als waarde O.
Gevolg: 1(E(t)) = t voor alle t ¢ R.

% >0 opt >0, is 1 monotoon stijgend.

Op t > 0 geldt ook E(1(t)) = t; stel namelijk maar eens dat

Dasr 1'(t) =

E(1(t)) = u, dan volgt daaruit dat 1(E(1(t))) = 1(t) = 1(u) en
omdat 1 monotcoon is moet u = t zijn.

De funkties E en 1 zijn dus elkaars inverse.

X2 voor alle t € R,

t
146  Als b(t) =
0 1+x

toon dan aan dat b(t) + b(%J constant is op t > O.

. 3 _ S(x) s Ll
a7 Zij T(x) = Cxy P -3 <x<*35.
Toon aan dat b(T(x)) = x voor alle x € (- gﬁ, + %-).

Voor x = %-levert dit : = 1p(1).

==

Toon asn dat |b(t)| < g-voor alle 't ¢ R en dat
T(o(t)) = t voor alle t ¢ R.
De funkties b en T zijn dus elkaars inverse.

Transformatie van integralen.

7Zij ¢ differentieerbaar op [a,b] met integreerbare afgeleide;
o £ ¢(x) < B voor alle xela,bl.

7Zij F differentieerbaar op Lo,B] met continue afgeleide T,

De funktie F o ¢ : [a,b] > Rmet (F o ¢)(x) = F(¢(x))

is dan differentieerbaar op [a,b] met als afgeleide

F'((x)) + ¢'(x) = £(¢(x)) . ¢'(x).

Uit de gegevens volgt dat deze afgeleide integreerbaar is, zodat

volgens de hoofdstelling geldt
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b
J £¢(x)) . ¢'(x)ax = F(¢(v)) - F(g¢(a)).

&

Volgens dezelfde hoofdstelling geldt ook

o(b)
f(x)dx = F(¢(b)) - F(e(a))

¢(a)
zodat f(x)dx = f(o(x))o' (x)dx.

dx

1 +x2

Voorbeelden, We berekenen (vergelijk 147)

OJ
» . _ 8 (x) s
Yoor ¢ nemen we de funktie T(x) = Clx) P o, 13-

o116
L~

1
2(

Dan is ¢(0) = 0, ¢(%) = 1 (volgens 134) en ¢'(x) = >0

¢ (x)

zodat ¢ stijgend is : 0 < ¢(x) < 1. -

Bovengenoemde integrasl kan nu als volgt worden berekend:

1 o(F) O
J ax [ dx2 = J'-—-—L—-— . o' (x)dx =
0 1 6]

o ) ${0) 1+x 1+¢2(x)
i i
L N
= ( ; . 21 dx = ( dx = {- .
o) 1+ S7(x) C(x) 0

2
¢ (x)
7Zij ¢(x) = ax op x > 0 (a is een positieve constante) en

f(x)=%opx>0. Als b > 0 dan is

a.b ¢(b) b
Pa [V [
1

x x ¢ (x)

o(1) ¥

ol

b
. ¢'(x)dx = J 1—.adx
a 1

Gevolg: 1(ab) = 1(a) + 1(b), (a,b > 0).
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Partiéle integratie

148 Als F en G op [a,b] differentieerbaar zijn met integreérbare
afgeleiden f resp. g dan geldt:
b b b
[ f(x) . G{x)dx = F(x) . 6(x) - [ F(x) . g(x)ax.
a a a
Voorbeeld.,
t t
J 1(x)dx = [ 1. 1(x)dx =
1 1
t T 1
=x . 1(x) - [x,;dx=tl(t)—t+1,(t>0).
1 1
Als aanvulling op vraagstuk 148 vermelden we zonder bewijs de
volgende stelling.
Als f en g integreerbaar zijn op [a,b] en
t t
F(t) = A + [ f(x)dx en G(t) = B + [ g(x)dx (A,B constant)
a a
dan geldt
b b b
[ £(t) ¢(t)at = F(t) . G(t) - J F(t) g(t)dt.
a a a
1.9 Funktieg van begrensde variatie

Zij £ gedefinieerd op [a,bl. Bij een verdeling V van dit interval

construeren we de som
Ly = | flay) - £lay ).
k

Als de collectie van sommen EV’ waarbij V alle mogelijke verdelingen

van [a,b] doorloopt, begrensd is:
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ly < G voor alle V,
dan heet f van begrensde variatie op [a,bl.

149  Een monotone funktie op [a,b] is van begrensde variatie.
150 Als f integreerbaar is op [a,b] dan is

X
F(x) = J f(t)dt, (a £ x £ b) van begrensde variatie op [a,bl.
a

151 Als f differentieerbaar is op [a,b] met begrensde afgeleide

dan is f van begrensde variatie op [a,bl.

152 Als f van begrensde vairatie is op [a,b]l met a < b en ¢ ligt
tussen a en b dan is f ook van begrensde variatie op [a,c] en
[c,b]. Evenzo volgt uit de begrensde variatie op [a,c] en [c,b]

die op [a,b].

Definitie: Als f van begrensde variatie is op la,b] dan heet het

getal ¢ = Sup ZV
v

de totale variatie van f over [a,b].
153 Zij f van begrensde variatie op [a,bl, o(a,8) de totale variatie
van f over [a,8] < [a,b] en o < y < B dan geldt
* o(a,B) 20
*  ola,y) + o(y,B) = o(a,B) |
* o(a,x) is monotoon niet dalend in x.
* ala,B) 2 |£(B) - £(a)]

* o(a,x) - £(x) is monotoon niet dalend.
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154  Aangezien f(x) = o(a,x) - {o(a,x) - £f(x)} is f te schrijven
als het verschil van twee monotoon niet-dalende funkties.
Gevolg: T is integreerbaar over een interval waarop f van

begrensde variatie is.

155 Als f en g op [a,b] van begrensde variatie zijn dan ook
lf|7f+g,f—g,f.g.
Is bovendien |g(x)| 2 6§ > 0 voor alle x € [a,b] dan is ook é

van begrensde variatie op [a,b].

1.10 De (Riemann -) Stieltjes integraal.

Op het interval [a,b] zijn gegeven de funkties F en G. Bij een
verdeling V van [a,b] construeren we de som
)}

R(V) = ) F(g

) {6(a ) - a
k ak

k Byt

waarbij N §_Ek <8 kK = 1,2,35000, 0.

Z1] GV = m;x |ak - ak_1i 5 6V heet de grofheid van de verdeling V.

Als voor elke rij verdelingen v ven Lla,b] met 6V + 0 de bij-
n
behorende rij van sommen R(Vn) altijd (hoe de £'s ook gekozen

zijn) convergent is dan heet F integreerbaar naar G over [a,bl].

Hierbij is lim R(Vn) onafhankelijk van de keuze van de rij ver-
oo
delingen Vn als maar voldaan is aan 6V -+ 0. Ga dit na.
n

Voor lim R(V ) schrijven we
n
n-roo

b
J F(x) 4G(x) en deze integraal heet de (Riemann -) Stieltjes
a

integraal van F naar G over [a,bl.
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Hieronder vermelden we zonder bewijs een aantal stellingen be-
treffende Stieltjes integralen. Voor een nadere behandeling van

ditxintegraal begrip verwijzen .we naar {4j, deel IIT, hoofdstuk
XV, §5. -

Stelling. Als F integreerbaar is naar G over [a,bl dan is ook G
integreerbaar naar F over [a,bl. Voor de bijbehorende Stiéltjes
integralen geldt dan:

b b b
J F(x)ag(x) + J G(x)ar(x) = F(x).G(x)

a a

g

Stelling. Als F1 en F2 integreerbaar zijn naar G dan is dat ook het geval
met Fl + F2 en F1 - F2 terwijl

b b b
[ (F,(x) * Fy(x))ac(x) =J F (x)ae(x) * [ F,(x)dG(x).
a a

a

b ‘ b b |
en f clafr, (x) & 7,(x)} = J “X“ﬁ“”i-J 6(x)aF, (x).
&

a =)

Stelling. Zij F integreerbaar naar G over [la,b] en zij a < ¢ < b,
Dan is F ook integréerbaar naar G over [a,c] en [c,d], terwijl
¢ b b
{ F(x)dG(x) + f P(x)d6(x) = J F(x)dG(x) .
a c a

Opmerking. Uit het bestaan van

c b
J F(x)dG(x) en ( F(x)ac(x), (a <c¢ <b)
a

e?

kan men in het algemeen niet concluderen dat F integreerbaar is

naar G over [a,b].

Stelling. Als F continu is op [a,b]l en G is op dit interval monotoon
dan bestaat

b
J F(x)ac(x).
a

Fs
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Opgave. In de laatst genoemde stelling mag "monotoon" worden vervangen

door "van begrensde variatie'.

Stelling. Is F op [a,bl] integreerbaar en voldoet G aan een z.g. Lipschitz-

conditie: i

X=X

lex) - e(x)] 21 lx ~ %,

waarbij L constant en a X, 2%, 2D,

dan is F integreerbasr naar G over [a,b].

Stelling. Als F integreerbaar is op [a,b] en G is te schrijven als

X
G(x) = J g(t)dt, (a £ x £ b; g integreerbaar op [a,bl)

a

b
dan bestaat { F(x)de(x)

a

b b
en bovendien geldt { F(x)dg(x) = [ F(x)g(x)dx
a a
waarbij de laatste integraal een (gewone) Riemann-integraal is.
Opgaven.

156  Zij F integreerbaar en zi] G differentieerbaar op [a,b] met

integreerbare afgeleide g. Dan is

b b
( F(x)de(x) = J F(x) . g(x)ax.
a

a

157 Zij F continu en G van begrensde variatie op [a,b].

Toon aan dat:

b
[ Flx)ac(x) | <u . o
a
waarbij M = max |F(x)| en o de totale variatie van G over
xela,b]

. [a,b] is.
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1.11, De sommatieformule van Euler.

Opgaven.

158

159

Als f continu is dan is (voor n e N en 0 < e < 1)

n+e
J f(x)dlx] = f(n). ([x] is het grootste gehele getal < x).

n-g

Als f continu is dan is (voor my n e N; m <n3 0 < e < 1)
n+e
. n
f £(x)alx] = § £(x).
m-€ k=m

Als £ continu is dan is dus

n n+e n+0
) f(x) = 1lim [ f(x)alx] = f £(x)alx]=
k=m

e>+0
m-€ n-0

fh n+0
= J f(x)ax - J f(x)dw1(x) waarbij w1(x) =x - [x] - 3.

m m-0

n+0 n+0
- f w1(x) . ar(x).

m-0 m=0

n+0
Nu is f f(x)a w1(x) = f(x) . w1(x)

m~0

Is f bovendien differentieerbaar met integreerbare afgeleide

dan is

n+0 n+0 n

[ et = [T v e e = [ v e e -
m-0 m-0 I

53 X
= [ £ (x)dy,(x) waarbij v, (x) = 8.+ I v, (x)dx, (8, constant).

m 0

n n
- f wz(x)df’(x).

m m

n
Verder is J f'(x)d¢2(x) = f'(x)w2(x)
m
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Is £ voldoende vask differentieerbaar dan laat bovenstaande procedure
zich een aantal malen voortzetten en we vinden

n+0 n

n
§ (k) = { fx)dx - f(x)w1(x) + f'(x)we(x) + =+ ...
k=m n

m.-0 m

n v n (I‘)
YD f by () a2
J

n

+ (_1 )r—1f(r)(x) l!)r.'-.}(x)

waarbij ¢1(x) =x - [x] -3,
x
wv+1(x) =8, * [ wv(x)dx, v 2 1, B, constant.
0

Hierbij kiezen we de B's zodanig dat

1
[ Vouq(¥)dx =0, v 2 0.
0

Het gevolg van deze keuze van de B's is dat de funkties wv(v > 1)

periodiek worden met periode 1.
1

Opgaven: Toon aan dat 61 =75 62 = 0.
Bewijs dat: 1 +-§ +‘§ + ... + o= 1(n) + 5 - J —_;E—dx'
1

Bewijs dat:

oo oolp (x)
1 1 1 1

Z s st~ s® J o7 4%, (s8> 1),

o= 1 X

B

Bewijs dat:
¥, (x)

X

d-x.

1 n
1(n!) = (n + E)l(n) -n+ 1+ [
1
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De tweede stelling van het gemiddelde veor integralen :

Zij de funktie h op [a,b] integreerbasar en zij ¢ op dit interval

monotoon. Dan bestaat er een getal 7 ¢ [a,b] zodanig dat
b z b
[ ¢(x) . hix)dx = ¢(a) J hix)dx + ¢(b) J h(x)dx.

a a g

Bewijs: Voor de eenvoud nemen we ¢ monotoon niet-dalend.

X
Definig&ren we H(x) = J h(u)du dan is
b a

b
[ o(x) n(x)ax = J o(x)d H(x) =

8 a

il

3o}
5(6) H() - o(a) H(a) - [ H(x) 4 6(x) =

a

LI

‘ b

6(p) H(D) - [ H(x) a ¢(x).
&,

Nu is

a
{¢(p) - ¢(a)}min H(x) < J H(x)d ¢(x) < {o(p) - ¢(a)}. max H(x)
' b

b
zodat f H(x)d ¢(x) {¢(b2 - ¢(a)}. H(z) voor zekere ¢ ¢ [a,b].
a

b
Dus J ¢(x) h(x)dx = ¢(b) H(b) - {$(b) - ¢(a)} H(z) =
a;

o(a) H(z) + ¢(b) . {H(D) - H(T)} =

z b
¢(a) J h(x)dx + ¢(b) J h{x)dx. Q.E.D.
c

a
Opgave: Zij ¢ monotoon niet dalend en h integreerbaar op [a,b].

Als A en B constanten zijn die voldoen san

A < lim ¢(x)
X+da

B > lim ¢(x)
X4b
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dan bestaat er een ¢ € La,b] zodanig dat

b 4 (b
J ¢(x) h(x)dx = A J h(x)ax + B h(x)dx.
a’ a

¢
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Hoofdstuk 2.
*)

Fourier-reeksen

2.1, De formules van Euler

Onder een trigonocmetrische reeks verstaan we een reeks van de ge-

dgante

a, ©

—_— + 3 .
5 + Z (ak cos k x bk sin k x)

k=1

In deze paragraaf nemen we aan dat deze reeks voor alle x € R
convergeert en de bijbehorende som zullen we aangeven met U(x).
Het verband tussen U(x) en de coéfficienten & bk werd reeds door

Euler aangegeven. Hij ging als volgt te werk.

a (s}
Uit U(x) = —% + ) (ak cos k x + by sin k x)
k=1

. ™

T o0 :
volgt J U(x)dx = ay + ) (ak cos k x dx + b sin k x dé),
e

k

BT .

Wegens cos k x dx = 0 en sin k x dx = 0, (k = 1,2,3, ...)

™ -7

T
vinden we dus 8y = %‘ J U(x)dx.
T

Om a en bn uit te drukken in U wordt de reeks met cos n X resp.
sin n x vermenigvuldigd en dan van -T naar T geIntegreerd.

Dit levert

m m
%
J U(x) cos n x dx = - J cos n x dx +
T -7’

i

+ k21(3k cos nx cos kx dx + by

T
{' cos nx sin kx dx)
T

~T

*)

In dit hoofdstuk gebruiken we voor S(x) en C(x) de meer klassieke

notatie sin x en cos X.

&
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T a, T
en . [ U(x) sin n x dx = - J sin n x dx +
- m

) T i
+ ) (ak ( sin n x cos k x dx + b { sin n x sin k x dx).
k=1 J
- -1

Men gaat gemakkelijk na dat

2 cos n x cos k x = cos (n+k)x + cos (n-k)x

i

2 cos n x sin k x = sin (n+k)x - sin (n-k)x

2 gin n x cos k x = sin (n+k)x + sin (n-k)x

it
]

2 gin n x sin k x = cos (n-k)x - cos {n+k)x

Voor n # k volgt hieruit

(0 i i "
.. _ sin(n+k)x sin(n-k)x
_[ cos n x cos k x dx = o(ntk) |- + 2(n-k) |-m 0
-
evenals

i

T T T
J cos n x sin k x dx { sin n X cos k x dx = [ sinn x sin k x dx = 0.
-7 T T

- -

Is n = kX dsn vinden we

]

-

T T
J cos n X cos n x dx J sinnxsinnxdx=n
T T

i
en [ cos n X sinn x dx = 0,
m

Een rechtstreekse substitutie van deze formules leidt tot de volgende

formules van Euler:

[m
a =% J U(x) cos n x dx, (n = 0,1,2,3, +..)
-1

1

il

m
J U(x) sinnx dx, (n = 1,2,3, cca)s
m
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Bovenstaande methode ter bepaling van het verband tussen U(x) en

de getallen a en bn is natuurlijk alleen correct als de termsgewljze
integratie toegestaan is.

We zullen ons om deze kwestie niet verder bekommeren en een strenge

theorie opbouwen door uit te gasn van de formules van Euler.

Fourier-reeksen

Zij f: R » R periodiek met periocde 2w,

f(x + 2n) = £(x) voor alle x € R, en zij f tevens integreerbaar op
[-m,m]}. Bijgevolg is f dan automatisch integreerbaar op elk interval
[a,b] < R,

We definiéren

. o
&, ='% f(x) cos n x dx , (n=0,1,2,3, +..)
I
en
1 (" : )
b == f(x) sin n x dx , (n = 1,2,3, ¢o0)o

17

Met behulp van deze getallen, de Fourier-constanten van f, construeren

we nu, zuiver formeel, de volgende trigoncmetrische reeks

a o0

0 .
—+ ) (a_ cosnx+b_ sinn x)

2 n n

n=1

en noemen deze de bij f behorende Fourier-reeks.
Naar aanleiding van deze formele constructie kan men vragen voor
welke waarden van x deze reeks convergeert en wat in geval van
convergentie de som van de reeks is.

Om deze vragen (ten dele) te kunnen beantwoorden beschouwen we de

partiéle sommen van de Fourier-reeks in het punt Xy

ao N
SN(xO) =+ n£1 (an cog nxg + bn sin n xo) =
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[

(T

fTr

F(x)dx +
f(x)dx +
f(x)dx +

f(x). {%
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N T il
% ) (cos n %, J f(x)cos n x dx + sin n %, J f(x)sin
n=1 i —
1 N ¢m
= z f(x).{cos n X, Cos n ox + sin n X sin n x} dx
n=lTT
1 N il
— Z ff(x) cos ni(x - x )dx =
T 0
n=_1_TT
N
+ ) cos n(x - xo)}dx.
n=1

Aangezien de integrand in de laatste integraal de periode 27 heeft

. kunnen we ook schrijven

1 (™% 3
SN(XO) = f(x){§-+ nZ1 cos n(x - xo)}dx =
—T+x ¢
w N
1 1
= — f(x, +u){z + ) cos n uldu.
ﬁ 0 2
n=1
-7
We tonen aan dat
1 sin(N + %)u' u
§-+ cos u + cos 2u + ... +cos Nu= —_— als sin 5-# 0.
2 sin —
2
We gaan uit van
sin(t + a) = gin t cos a + cos t sin a
sin(t -~ a) = sin t cos a - cos t sin a _
sin(t + a) - sin(t-a) = 2 cos t sin a

en substitueren hierin a

=

M=

en t = u, 2u, 3u, ..., Nu.

Optelling levert dan

sin (N + 3)u - sin %

of sin

(N + 3)u

> (cosu+cos 2u+ ... + cos N u)

2 sin

.
2 sin =

5 - (3 + cos u+ cos 2u+ ... + cos N u)

waarult de bewering direct is af te lezen.

n x dx)=
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Voor u = 0 geldt

. 1
1 - 1 . ~:. Sin(N+3)t
1 +cosu+cos2u+ ... +cos Nu=N+ ; = lim ( ) .

.t
t+0 2 sin 5

(xo) - %. Jﬂf(xo + u) sin(N + 3)u au.
-

2 51n'§

Voor SN(xO) vinden we dus SN

Voor de verdere bestudering van deze integraal is het volgende

lemma van fundsamenteel belang.
Lemma (Riemann).

zij £ op [a,b] integreerbaar dan is

b b
lim J f(x) cos A x dx = 1lim f f(x) sin A x dx = 0,
a a

A0 Ao

Bewijs: Alvorens het algemene bewijs te leveren beschouwen we

ter illustratie het geval dat f continu differentieerbaar is:

. b
sin AXx

A

b
J £(x) cos A x dx = f£(x). =
a

b sin A X
- { £'(x). === ax;
a

a
in absolute waarde is dit

b
i.|f(a)! ; lf(b)|+ %- ( |£1(x)]ax

a
hetgeen tot nul nadert als A +> «,

Het algemene geval: Zij £ > 0 gegeven. Daar f integreerbaar is op

la,b] kan men een verdeling -

V={a=a <a <a, < ... <ag < g = b} kiezen zodanig dat
0 1 2 n-1 n e
de bijbehorende boven- en ondersom minder dan 5 van elkaar verschillen.
b n a
[ £(x) cos A x dx = ) “£(x) cos A x dx =
a r=1 '
n %? By n (8
= ) {f(x) - £(a )} cos A x dx+) “f(a ) cos A x ax.
r=1‘ r r=1 r
a

=1 .. b
De eers%e van deze twee sommen 1is 1n absolute wadrde

n
= a _ £
< £1 (ar - ar-T)'(Mr - mr) =5-8<3
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- - < <
omdat lf(x) f(ar) £ M -m opa, . SXZa,

-1 r

en de tiweede

n gin A a, - sin A &, _1
=] fla) <
r A =
r=1
F 2 2 M
sl u.g=55T<3
r=1
als A maar groot genoceg is (M= sup |£(x)]).
xela,bl
b
Dus: f(x)cos A x dx| < € als A maar groot genoeg wordt gekozen.
a ’ Q.E.D.

Toepassing op SN(XO)'

We schrijven voor 0 < § < m

=8 6 ™ . 1
s(x)=-;—{f+ [+f}f(x+u)wdu.
-7 8/ )

Y _ 0 2 §in %
f(xo+ u)

Daar — % ©°p [«m,-8] en [8,7] integreerbaar is gaan van
25in-2—

bovenstaande integralen de eerste en de laatste naar nul als
N > =,
Het wel of niet bestaan van lim SN(xO) hangt dus alleen af van de

. . Nroo
middelste 1ntegraal.

Conclusie: Voor elke vaste 8§ € (0,7] geldt

. 1 8 sin(N+3)u
lim {8 _(x.) - — f(x +u) =——=== qu} = 0.
oo N0 m 0 2 sin =

-8 2
Aangezien 8§ > 0 willekeurig klein (doch vast) gekozen kan worden
hangt het gedrag van SN(XO) voor zeer grote waarden van N eigenlijk
alleen af van de waarden van f(x) voor x dicht bij xo.
Deze uitsprask wordt wel het "localisatie principe van Riemann"

genoend.,
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Lemma. Als 0 < 8§ < m dan 1is

6 ) . ( 1 é . l :
lim { f(xo+u) -s-]ilil\lie)—u du - J f(x0+u) S—%I?l& dul} = 0.
N> s 2 sin > -5

Bewijs: Het verschil der bovenstaande integralen is gelijk aan

8 fx +u){ —1 4 } sin(N+3)u du.
0 2 gin = v
-8 2

De funktie ———1——; - i— T e D 22
2 s;n > 2 u sin 5
3 5
- 2.3} 27.5! -
- 3 5
2 u (% - 131 + 4 - + ooo)
23,31 27,51
R 32 )
- 2 .33 2'-5'
) u2 uh
1 - + -+ ...)
22,31 o5

is op [-6,8] continu (en dus begrensd integreerbaar) zodat volgens

het lemma van Riemann

$

1lim f(xo+u){
N 2 sin =
-8 2

1

-% }sin(N+3)u du = 0. Q.E.D.

Voor ons doel kunnen we dus volstaan met de bestudering van

5 e
1_1. J f(x0+u) ﬂl_(_ﬁ_t&l‘}. du =

-§

_'n_ ”

5 o
! f {f‘(xo+u} + f(xo-u)} sin(ftz)u du, (8§ > 0) in plaats van
0

Sy (%)«



“ sin x def [Pein x
Lemma,. f dx = 1lim [ ——=—= dx
X x
0 0

Bewijs: Toon eerst aan dat genoemde limiet bestaat, door bijv.

J Sli £ dx, parti€el te integreren en daarna A naar « te laten
1
gaan,

Nu is

w
% = J (3 + cos x + cos 2x + ... + cos Nx)dx =
0

T 7
. 1 . . l
= J sin(N+3)x dx = 1lim J gin(N+3)x dx =
O )

. X : .. X
2 51n*§ > O 2 sin 5
N+3)7
" sin(N+3)x . (re2) sin x ® sin x
= lim dx = 1lim ———dx = = dx. Q.E.D.
N> X N> X X
0 0 0]

Stelling. (Lipschitz)

Als er een positieve constante o bestaat zodanig dat de funkties

f(x0+u) - A f(xo-u) - B
—— en———— (waarbij A en B constanten zijn) op
u u

u > 0 begrensd zijn, dan convergeert de Fourier-reeks van £ in het

punt X, met als som A ; B .

Deze stelling is een bijzonder geval van de volgende.

Stelling. (Dini).

Als er een constante S bestaat zodanig dat de (mogelijk oneigenlijke)

integraal

du

*|2(x ) + £(x,mu) - 28]
0 u

voor zekere § > 0 convergeert, dan cogyﬁrgééft de Fourier-reeks

van £ in X, met als som S.
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Bewijs: Bij gegeven €? 0 kiezen we 6' > 0 zo klein dat

<S'Ii"(xo+u) + £z -u) - 28|

gl du < €.
T u
0
Dan is
.1. ra{f(x +'Ll) + f(X —U.)} S_lgﬂﬁ._%ﬂ du =
T 0 0 u
Oa
.6 . 1
1 Ttr(agr) + slxyu) - 25y ShnlE2u 4,
4
0 §
L 28 sin(N+3)u du =
L u
ré'f( :
1 x0+u) + f(xo-u) - 28
= - sin (N+3)u du +
T u.
OJ6
, [ £(x tu) + £xy-u) - 28
+ & sin (N+3)u du +
T u
st/ 1 A
(N+3)8
o u
0]

De eerste van deze integralen is in absolute waarde < € voor alle N.
De tweede heeft voor N - « volgens het lemma van Riemann de limiet O,

terwijl de derde voor.-N - = convergeert naar

o]
28 sin u _ 25 T _
T J u du_'n_‘o2"'Sc
0

Hiermee is de stelling van Dini aangetoond.
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Stelling (Dirichlet). Indien f in de buurt ven X, (d.w.z. op

zeker interval [x. - &, x. + 8]l met § > 0) van begrensde variatie

0 0
is dan convergeert de bij f behorende Fourierreeks in het punt x

. )
met als som
f(xo+0) + f(xO—O)

2

1lim SN(XO) =

N->c0

) def lim f(x) en

x+x0

waarbi] f(x0+0

&f 1im £(x).

+
xtx

f(xo-o) d

) . 1
.. +§!
Bewijs: 1 {f(x +u) + f(x_ -u)} sin(N+z)u du =
T 0 0 u
0

0 u

8 . 1 8 . 1
= %- J f(x +u) sin(l+z)u du + %' J Af(xo-u) ElgigiZIE du.
0 0]

We beperken ons tot de bestudering van het gedrag van
1 (O sin(N+3)u
- fx +u) =——2= gu
gl 0 u
0

voor N - =, Zonder beperking der algemeenheid mogen we aannemen dat

f(x.+u) monotoon niet-dalend is op 0 < u < 8.

0
§ . 1
.. +
We schrijven %- [ f(xo+u) E&Qﬁ%.il& du =
0

s' ) 1
% [ {£(x +u) - f(xo+0)} Eigigiﬁlg du +
0

+

§ : 1
1 I {f(x +u) - f(x +0)} sin(N+z)u du +
T 0 0 u
6'

dsin(N+%)u
u

+

1
- f(xo+0) { du.

o/
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Volgens de tweede middélwasardestelling der integraalrekening

(paragraaf 1.12) is

8! .
1 sin(N+3)u _
- J {f(xo+u) - f(x0+0)} ——-—Efz—— du =
0

A=

§' .
{£(x +8") - £(x%0)) [ sin(ei)u g,

N

en dit is in abs. waarde

% {f(x0+6') - f(xo+0)}. 2G voor alle N~e N, waarbij

<

X 0t
G = max | J El%f— at| .
X 0’

We kunnen $8' dus zodenig fixeren dat
(0 2) %'{f(xo+6') - f(x0+0)}. 2G < g voor alle N € W.

Volgens het lemma van Riemann is (bijAvaste §' en §)

I » . 1
Lim &+ | (flx +u) - £(x +0)} SmdF2u 5. _ o
T 0 0 u

Verder is

o1 Gsin(N+1)u 1
lim — £(x +0) | === gqu = if(x +0).
m 0 u 0
B> 0

Resumerend kunnen we zeggen dat hiermee de stelling van Dirichlet

bewezen is; de behandeling van

§ o irad
% J f(xo-u) Eigﬁgiﬁlg du verloopt nemelijk analoog aan het
0]

bovenstaande.
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2,3, De sommen van Fejér

In deze paragraaf besteden we aandacht aan

e SO(x) + S1(x) + ... + SN(x)

o (x) def
N N+1

waarblj Sk(x) de k-de parti€le som is van de Fourier~-reeks van een
funktie f.

Voor ON(x) kunnen we schrijven

N N (T . 1
o (x) = —m } s (x) = — ) 1| p(x g Sinlkrzlu o0
N Ne1 Ly N1 Lo 0 U
k=0 k=0 2 sin =
- 2
N
z sin(k+3)u
1 (“ k=0
= T f(xo+u) —— du.
o 2 sin 5

Men gaat gemakkelijk na dat

cos(t+a) = cos{t-a) = -2 sin t sgin a,

Nemen we in deze formule achtereenvolgens

_x 3.5 2n+1 _u :
t = 5 25 Us 5 Uy eees 5 uen steeds a = 5 dan vindt men door

optelling dat

N
cos (N+1)u = 1 = =2 sin% ) sin(k+3)u.
k=0

Voor o (x) kunnen we dus schrijven

N

T m 1 1 = cos(N+1)u
GN(X) - ) J f(x0+u) 2 si L 2 sin = du

- ' 818 % 2
. N+1 2

1 [ sin =5~ u

T —ear—n— + .
W) J f(xO u){ — } du
- sin ‘5’



~60-~

Nemen we voor f de funktie die constant 1 is, dan is het zonder

meer duidelijk dat oN(x) = 1 voor alle N ¢ IN, met als gevolg

N+1 2

1 7 sin —5-u» ‘
2 (N+1) [ t o =, (W < ).
- sin 5

Stelling. Als f in het punt x_ continu is dan geldt

0

lim GN(XO) = f(xo).

>0

Bewijs: Uit het voorgaande leidt men moeiteloos af dat

1 T sin Egl-u 2
GN(XO) - f(xo) = Zr(Ee) {f(x0+u) - f(xo)}{—-j-£?——4 du =
. sin 3

1 ) 8 T )
=-2—“—(—N—-ﬁ—)—{J + J + J }.
-1 -8 §

Hierin fixeren we § zodanig dat

|£(xy+u) - £(x,)| < £ voor alle |u| £ 6, (0 <8 <m).

De middelste integraal is den in absolute waarde

€ . N+1 2 € . N+1 2
ey § Sin ~5— u = T 8in “5— u
<=2 P2} au<o——2 f—2 "} =%
= o {N+1) .o = O (N+1) ..o 2
sin ~T . ) L sin -

en de overige (in absolute waarde)
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T sin —i—'u 2
< 2M { 2 } au <
= on{N+1) cip & =
8’ 2
oM (™
= on(neT) NE du £
8’ (sin EJ
M 1
Sqmen - (=8 . /=g <
(sin E)
< M 1
ey (sin §02
2
waarbij M = sup |f(x)].
xel-m,m]

Voor voldoend grote waarden van N geldt dus

foy(xq) - f(xo)l < e, Q.E.D.

0

Gevolg: Als f continu is in X, en de Fourierreeks van f conver-

geert in dit punt dan heeft deze Fourier-reeks in x, de som f(xo).

Bewijs: Gegeven is dat lim Sn(xo) bestaat,
nrw

Noemen we de waarde van deze limiet L dan moeten we aantonen dat
L= f(xo). Omdat Sn(xo) + L voor n » «,convergeert ook on(xo)naar L
(ga dit na). Op grond van de vorige stelling weten we reeds dat
cn(xo) -> f(xo) voor n =+ «, Daar on(xO) hoogstens één limiet kan

hebben volgt hieruit dat L = f(xo).

Opgave: Toon aan dat cn(x) op [=m,m] uniform naar f(x) convergeert
als £ continu (en dus uniform continu) is op dit interval.

Leid hieruit af dat een funktie die continu is op een interval
[a,b] zich & -nauwkeurig door een polynoom laat benaderen; anders

gezegd:
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bij elke € > 0 is een polynoom Pe(x) te vinden zodanig dat

|£(x) - Pe(x)] < g voor alle x € la,bl.

Dit is de z.g. approximatiestelling van Weierstrass.

Het verschijnsel van Gibbs.

Men gaat gemakkelijk na dat, als
m < £(x) £ M, voor alle x € [-m,m]
ook geldt dat

on(x) < M, voor alle x € [-m,m] en alle n € M.

mZ
Het gedrag van de funktie Sn(x) kan daarentegen in dit opzicht
aanzienlijk afwijken van dat van cn(x). De grafiek van Sn(x) kan
nogal buiten de grenzen van f(x) uitschieten. We zullen dit meer

in detail laten zien voor de funktie f die als volgt gedefinieerd is

Ezz voor x € (0,2m)

it

£(x)

£(0) =0
f(x+21) = f(x) voor alle x € R.

De Fourier-reeks van deze funktie convergeert in elk punt x naar
f(x) (ga dit na).

Aangezien f een oneven funktie is zijn alle Fourier-constanten

a s (k = 1,2,35....) gelijk aan nul; ook ay = 0 wegens

2n
[ f(x)dx = 0.
0

Voor bk vinden we

1 r2m
bk == J.f(x) sin k x dx =
O(Qﬂ
= 1 I=-x _. -
= J 5 sin k x dx =
0

2n 1
[ x sin k x dx = I (k = 1,2,35¢0.).
0
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We vinden dus:

o]

z 31nkk X _ ﬂ;x , (0 < x < om).
k=1

Van deze Fourier-reeks bekijken we de partiéle som:

k

D no(x

s (x) = ) 2EEX- 7 cos k u du =

n -
k=1 =1,

X n X X n
= () cosku)du= -3 du + (3 + ) cos ku)du =
k=1 0 0 k=1

X . 1
_ §,+ J sin(n+3)u du.
0

2 sin %
Nemen we hierin x = 2_ (waarom?) dan is
on+1
T
2T\ T 1 .8in t.
S (Gaet) = = Zab7 T e J .t 9%
o) sinz3
waaruit men gemekkelijk afleidt dat
T .
. 21\ _ sin t
lim § (2n+1) = J = dt.
n-—»-owo
0
T gsin t il
Nu is J —l—fé———dt = 1,85 ... en £(+0) = 5= 1,57 ...,
0

zodat de grafiek wvan Sn(x) voor grote waarden van n aanzienlijk

buiten de grenzen van £ blijft uitsteken.

Integratie van Fourier-reeksen

Zij £ : R >~ R periodiek met periode 2r en integreerbaar over
[-m,m].
Zuiver formeel kunnen we van zo'n funktie de Fourier-reeks

beschouwen:

a o0
fx) ~ 59-+ ) (ak cos k x + bk sin k x).
k=1
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In deze paragraaf zullen we aantonen dat deze formele relatie na
termsgewijze integratie overgaat in een gelijkheid:

X5 8, o sin kxz—sin kx cos kx,-cos kx,
[ flx)ax = 5= (xy=x,) + kz1 (o K - by K )
x

1

voor alle Xys X, € R.

Bewijs: We definiéren F : R > R als volgt

x 2,
F(x) = [ f(t)dt - 3 X (x € R).
T

Het is duidelijk dat F continu is op geheel R.
Verder is F op elk eindig gesloten interval van begrensde variatie
(vergelijk vraagstuk 150) hetgeen direct is in te zien door te

schrijven:

' a X X
Flx) = - 52 x + J L) |+ 20e) o J HUIES (G
-7

-
Bovendien is F periodiek met periode 2.
Immers

X+27 ao
F(x + 2r) = J f(t)at - 5 (x + 27) =
-T

X+2m

X ao
= J £(t)dt + £(t)at - 5 (x + 2n) =
- X
X+27% ao

= F(x) + J f(t)dt -5 . 2n= F(x)

X

x+27

™
wegens f(t)at = J £f(t)dt = L
X =T

Volgens Dirichlet convergeert de Fourier-reeks van F in elk punt
x € R naar F(x).

De Fourier-constanten van F zijn:

rTI'

=L
AO == F(x)ax

-1
en voor k = 1,2,3, ... is
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fm 1
J.F(x)cos kx dx = o

=4
S
-1 -
0 m
l‘F(x) sin kx .[ sin kx
m

A
T k ﬂ

- -

dF(x) =

1 "sin kx
k
-
T a
2 o e sin kx . (f(x) - §g)dx =

& b

R f(x)sin kx dx = ~ T

ﬂ n
en B. = %- { F(x)sin kx dx = % ( F(x)d
T ~7id

T
1 F(x) —cos kx

- = dr(x) =

-1

m k
-

j_f“ -cos kx

(m a
cos kx(f(x) - §g)dx = ;ﬁ

-

Waarblg ak en bk

ki) o
J F(x) q Sinkx _
T

kx

~COS -
k

de Fourier-constanten van f zijn.

We hebben dus aangetoond dat voor alle x € R geldt

A
F(x) = Eg +
k

bk
1 (= o cos kx + = sin kx).

-8

Hieruit volgt:

© bk_
F(x,)-F(x,) = ] {- = (cos kx

- cos kx1) +
k=1

2

X X

@ 2 2
= z (ak ( cos kx dx + bk [ sin kx dx).
k=1 % %
1 1
Voor F(xz) - F(x1) kunnen we schrijven
fx2 X,
F(xz) - F(x, ) =

1 2
-7

rX2

%9
£f(t)at - 5 (x2 - x1).

ao b
f(t)at - 5 % - [ flt)at + =— x

B
T (sin kx

2

- sin kx1)}
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Samenvattend geldt dus voor alle Xis X, € R

Pl

2 F2 o X
J' f(x)dx = J ax + 21 J»(ak cos kx + b, sin kx)dx.
X

b4 k=X‘
1

Opgave: Toon aan dat

© 2 @ 2
S S | A ) .
n=0 (2n+1)2 8 n=1 n2 6

De ongelijkheid van Bessel

Zij Tn een trigonometrisch polynoom van de orde n:

cos kx + Bk sin kx).

n

n
T (x) = 59 + g (ak

Voor een gegeven integreerbare funktie £ :'[-ﬂ,ﬂ] -+ R proberen we

de coéfficienten in Tn zodanig te bepalen dat
T 2
J {£(x) - T (x)}7ax
-T
minimaal wordt. Uitwerking van de integraal levert

m 2
J {f(x) - Tn(x)} dx =
-7

T, T T,
J f(x)dx - 2 ( f(x)Tn(x)dx + [ Tg(x)dx
w T

_:[]' -

e mo . ay m
= £2(x)ax - 2 J £(x){ 5+ ) "(ak cos kx + B, sin kx)}lax +
) - k=1
(M % B 2
+ {=—+ ) (a_cos kx + B, sin kx)}“dx =
|ERCERRE " K
—T

’+ ) (a e, + B LiA )} o+

0
= J f (x)ax - 2{—— Tay,
- k=1

o, o n T
+ (59) c2m+ ) (ai J cos® kx dx + Bi sin® kx dx)
k=1
-
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£
wegens J cos kx sin 1x dx = 0 als k # 1.

-T

ﬂ 5 ﬁ 5
Daar J cos” kx dx = J sin” kx dx = 7, kunnen we dus schrijven

- -

H]
3|
;_ﬁ

3
H
no
»
foN
P
+
m
|
I
Q
o
+
| 18
-~
Q
Ll o
H
1)\
Q
W
[
bt
+
®
W
1
N
wm
o’
.
et
| -

ki
= %-J fz(x) dx + [%{(ao - a0)2 - ag} +
-
? 2 2 2 2
+ kz1 (o, = a8 )% = a + (B = 1) - 1.

Hieruit leest men direct af dat

T .2
[ {£(x) - Tn(x)} ax

-T

minimaal wordt voor 0, = 8, en Bk = bk; Substitutie van deze

‘co8fficienten levert dan

2
1 (" 2 S B 2 2. .
= j £°(x) dx - {—§-+ kz1 (ak + bk)} m

=T
1 (" 2 1 (" 2
= ;-J {£f(x) - Sn(x)} dx g — f {f(x) - Tn(x)} ax
ol -7
voor elk trigonometrisch polynoom Tn(x) ven de orde n.
i 5 .
Aangezien J {(£(x) = Sn(x)} dx > 0 vinden we

w7



2
a n T
0, y (a2 + b2) <1 fz(x) dx.
2 k=1 k k=7
-

Daar het rechterlid niet van n afhangt kunnen we zelfs concluderen

tot de z.g. "ongelijkheid van Bessel":

2
a o« T

0 2 2 1 2

—=+ 1 (a +bk);ﬂJ £7(x) ax.

k=1 &
-7

De volledigheidsrelatie van Parseval.

Stelling: Als f: [-m,m] - R integreerbaar is dan geldt

o«

2

a m

0 2 2y _ 1 2

2 L (o= 1] P e,
-T

waarbij a, en b, de Fourier-constanten van f zijn.

k
Bewijs: Daar f integreerbaar is kunnen we bij een gegeven £ > 0
een verdeling van [-m,m] vinden zodanig dat de bijbehorende boven-
% . %ﬁ van elkaar verschillen (M = sup|f(x)]|).
Met behulp hiervan ziet men gemakkelijk in dat er een continue

en ondersom hoogstens

funktie ¢€(x) geconstrueerd kan worden zodanig dat

l¢€(x)[ < M voor alle x € [-m,m] en

™
J |£(x) - ¢€(x)| dx < %-. T

-7

Deze continue funktie ¢ (x) kan op haar beurt door haar eigen
€

Féjer-sommen cn(x) zodanig worden benaderd dat
€
l¢.(x) = o (x)] <\/6_

voor alle x € [-m,m] en alle n 2 N_.

Hieruit volgt dat
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3
-~
H
o
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1l
SEEN
Sy

=
P,
b
———
o
N

= % fﬁ {£(x)

ER V]

=T

-

+ %‘. or . (Vﬁg)2 <'% +

waarmee is aangetoond dat

i
J f(x) ax - (=2 +

—

a
2

s (x)}% ax g

%mﬂu
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n.
(a2 + b
kZT ak

2y} =
2) =

(s_(x) is een partidle som van de
n > -
Fourier-reeks van f)

(o0.(x) is een trigonometrisch
polynoom van de orde n)

b (x) + 6_(x) - o (x)}° ax =

¢€(x)}2 ax

w o

+

™
<%J|ﬂm—%m|u+

+

i
[ 1000 = 600,00 = o0 ax 4

o
k1

wim

n
lim {2+ ) (aﬁ + bi)} =-% J

a
nre 2 k=1
of
8.2 bt
0 , 2
2+ I (e

1
T

" 2
[ 16,00 = 0,:01% ax

=T

[EC RS

il

< £ voor alle n z_NE,

" f2(x) dx
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Gevolg. Als de funkties f en g integreerbaar zijn over [=w,n] dan

geldt

;‘T—J"f(x)gmam 22+ ] (aer

+b.b)
1 R

=T

. . *
waarbi] de a, en bk de Fourier-constanten van f en de a, en b; de

Fourier—-constanten van g zijn.

. s . .. * ) *
: - +g + + .
Bewijs: De Fourier—constanten van f+g zign ak ak en bk bk

Volgens Parseval is dus

%2
T (a +a_) o
—3—;[ (£(x) + g(x)}? ax = ———%—-Q——~+ kz1 {(ak+a;)2 + (bk+b;)2},

=T

waaruit men met behulp van de relatie van Parseval voor f en g on=-

middellijk het gestelde afleidt.

De maximaliteit van het stelsel {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2X,...}.

De ruimte ¢ definiéren we als de verzameling van alle integreerbare
funkties f: [=m,7] > R.

Door te definiéren

(f+g)(x) = £(x) + g(x) voor alle x € [=m,r]

en

(A.E)(x) = A.£(x) voor alle x € [-mn,m] en alle A € R

wordt ® een lineaire ruimte over R.

Definiéren we bovendien

(f,8) = j f(x) glx) ax

=T

dan wordt ¢ een re€le lineaire ruimte met inwendig produkt (ver—

gelijk 7C 80/71), als we tenminste funkties f en g identificeren als

J {£(x) - g(x)}° ax = 0.

-
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In deze ruimte is
g 9&f {1,cos x,sin x,cos 2x,sin 2X,...}
een orthogonaal stelsel:

(b1,b2) =0 voor alle b € Bmet b, # b,

1°P2
We zullen aantonen dat B een maximaal stelsel is; d.w.z. B kan
alleen met de 0 € & worden uitgebreid tot een groter orthegonaal

stelsel.

Bewijs: Zij B u {¢} een orthogonaal stelsel voor zekere ¢ ¢ ¢. Dan
is (¢,b) = 0 voor alle b € B. Dit heeft tot gevolg dat alle Fourier-
constanten van ¢ gelijk aan nul zijn. Volgens Parseval moet dan

gelden

J“ $°(x) ax = 0,

=T

zodat ¢ een nulfunktie (= een met O € ¢ geidentificeerde funktie)

moet zijn.

Opgave: Toon aan, zonder gebruik te maken van de relatie van
Parseval, dat B niet met een continue (¢ # 0) kan worden uitgebreid

tot een groter orthogonaal stelsel.

Een convergentie stelling voor trigonometrische reeksen

Stelling. Als de rij 8185580500 monotoon niet-stijgend naar 0

3

convergeert dan convergeert de reeks

Z sin kx
k=1 g

voor elke x € R.

Deze stelling zal blijken een bijzonder geval te zijn van de volgende.
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Stelling: De reeks X akBk is convergent zodra aan elk der volgende -
k=1 :
voorwaarden is voldaan:

> o

>
3'_—_
2) a_ >0 alsn-~>o
n ,
3) | ) Bk| < G voor alle n € N en zekere constante G.
k=1

Bewijs: We bewijzen deze stelling door met behulp van partiéle

sommatie aan te tonen dat

n+p

| ¥ apf | <e wvoorallen>N_.
k=n+1 kk £

We schrijven BO = 0 en Bk = 61 + 82 + ...+ B 3

n+p n+p

) o8B = ) al(B
k=n+1 kk k=n+1 k

)

i Pi~1

n+p-1
= =g Bn + § B (o, ~a ) +

o B
n+1 k=n+1 k' Tk k1 n+p ntp

)

en dit is in absolute waarde (wegens o

n+p-1
.G + 5 G.(

k=n+1

> o

k k+1

) + o G =

= %k "1 n+p

n+1

1

2G @ 4q S als n maar groot genoeg is.

o©

Volgens Cauchy is de reeks Z akBk den convergent.
k=1
Om de eerstgencemde stelling te bewijzen is het voldoende aan te

tonen dat bij vaste x € [0,m] geldt

n
| z sin kx| < G voor alle n € N en zekere G_.
k=1 RS x
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Voor x = 0 en x = 7 is dit triviaal (neem Gx = 0). We nemen daarom
een X tussen 0 en 7.

Men toont gemakkelijk aan dat

n cos % - cos(n+i) x
) sin kx = po
k=1 2 sin 5

en in absolute waarde is 4it

A 2B als 0 < x < m,
2 gin >  gin &
2 2
n
Bij vaste x € [=m,n] is Z sin kx dus begrensd. Q.E.D.
k=1

Opgave: De reeks Z &, cos kx is op 0 < x < T convergent als de
k=1
rij & monotoon tot. 0 nadert.

. . *
Hoofdstuk 3. De Fourier-~transformatie.

7Zij de funktie f: R > R (of f: R > €) integreerbaar over elk eindig

gesloten interval en bovendien van dien aard dat

J+w |£(x)| ax

o OO

een convergente (oneigenlijke) integraal is.

De integraal

+00 .
J. o TXL f(x) dx

=200

is dan ook (absoluut) convergent voor elke t € R en definieert een

funktie f: R + C welke de Fourier-getransformeerde van f heet:

+oo .
F(t) = f ¥ p(x) ax. (¢t € R).

=00

*)

Voor zover in het vervolg gebruik gemaakt wordt van de theorie
der analytische functies verwijzen we naar Knopp [6].
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Stelling: 1lim %(t) = 0.
el
Bewijs: We schrijven
- ~A A ®, =xti
f(t)={{ +{+[}e f(x) dx

J
> = A

en kiezen daarbij A zo groot dat
=-A

-A .
QJ e ¥ £(x) ax| ;J |£(x)| ax <§

-0 —00

en

IJ e £(x) ax| ;J |£(x)] ax <%
A A
voor alle t ¢ R.

De resterende integraal

A -xti A
I e f(x) dx = J (cos xt = 1 sin xt) f(x) dx
-A =-A

heeft volgens het lemma van Riemann voor |t| - « de limiet 0.

Conclusie: |F(t)| < € als |t| maar groot genoeg is.
Stelling: F(t) is uniform continu op R.

Bewijs:

t ~t2 ) t -tv

(S 5T ) £(x) dx| <



[
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o tj'tgv
> J |sin x| |£(x)| ax =

-A - A o[ e t 1""32
2 {J +ZJ +=Jl}A]sin 5 x|.|f(x)]| ax <
- -A A

A

-f A o
21 e(x)| ax + 2 IA |sin 5 2 x|.]£(x)] ax + 2£ |£(x)| ax.

Hierin fixeren we A zodanig dat
-h . .
2j |f(x)ldx+2[ lf‘(x)ldx<§.
-'—oc; A

Aengezien |sin ¢| < |¢| voor alle ¢ € R, geldt

A t1—t2
2 j |sin 5 x|.|£(x)] ax =

< lemtole] x| ax

§ —
=2

A

en dit is < g-als t1 en t2 maar dicht genoeg bij elkaar liggen.
Q.E.D.

Gevolg: T is over elk interval [a,b] integreerbaar.

De omkeerformule voor de Fourier=transformatie

Stelling: Zij £f: R - R op elk interval [a,b] integreerbaar terwijl

rm |£(x)] ax

e OO

convergeert.

Is f op een omgeving van X, € R van begrensde variatie dan geldt

eO f(t) dt = 5

=A

lim —
Ao an

JA x. ti f(xo+0) + f(xO—O)



~T6-

Bewijs: We tonen eerst aan dat voor elke vaste A > 0 geldt

A x t1 +co .
J e O F(4) at J £(x ) sin AU 4.

2
- -—00

Er geldt dat

A xoti - A xoti —
J e £(t) dt = J e {J e f(x) dx} at =
A xti (PP A
= J e {[ + J + J e f(x) dx} at =
-A -0 -p P
A x ti (-P )
= J e 0 {J e ¥t f(x) dx} dt +
-—A -0

A’ xoti P —xti
+ J e {J e f(x) dx} dat +

-y -p
A x ti ® R

+ J e O {J e ¥ £(x) ax) at.
-y P

Nu is bij vaste A

-p .
e © {J e ¥ p(x) ax} at| <

w-fy -Co

|JA x ti

=P
< 2A. J f(x)| ax < % voor voldoend grote P > 0.

o]

X g €
Evenzo is |J e {J e f(x) dx} dt <= voor voldoend grote

3
~A P

P > O.
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Coneclusie:

A x ti o .

J e 0 {J o b1 f(x) ax}. at =
_A -0

i}

Aoxgtl Py
I e {J e f(x) dx} at

-A -P

f(x) ax} dat

JA JP (x,=x)td
e

P (A (x.-x)ti
[ {J exo 1

=P -A

f(x) dat}l ax

(zie [ 21, pag. 191)

P . . sin A(xo—x)
2 J f(x) —————— dx =
X,7X

-P

P=x . .
2 J 0 f(xo+u) Eiﬁ_ﬁE du.
-P—xo

Daar de integraal

® sin Au- @
+ vt

J f(xo u) 3 du

(zélfs absoluut) convergeert, kunnen we dus schrijven

e 01 F(x) at =2 [ £(x+u)

-f =00

sin Au

A x .
J du.
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De laatste integraal kunnen we als volgt schrijven

J {f(xo+u) + f(x -u)} gin Au du =

0 u
0

T £ .
= {f + j b {f(xgtu) + £x,mu)} f’—l%l-’i*ﬂ du.
0 T

We fixeren hierin de T zodanig dat

|J {f(x0+u) + f(xo-u)} sin fu du| < g- voor alle A € R.
T
Volgens Dirichlet geldt
T . f(x +0) + £(x.=0)
lim J {f(xo+u) + f(xo-u)} §5§~AE du = 7. 9 5 0

A->o0

Samenvattend kunnen we dus zeggen dat

0 =
e £(t) dt = 5 .

lim E?

Ao

JA x ti £(x,*+0) + £(x,=0)
-A
Opmerking: In plaats van

A
lim J

Ao

sechrijft men ook vaak
H.W. J , P.V. J ~ of V.P. J

{(H.W. = Hauptwert c.g. hoofdwaarde; P.V. = principle value;

V.P. = valeur principal).
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De Laplace-transformatie (eenzijdig) met zijn cmkeerformule

zij £: [0,*) - R integreerbaar op elk vak [0,T] met T > O en zij

J e °F £(x) ax, (s =0 + it € €)
0

veor s = 0, + ito convergent.
De algemene theorie der Laplace-transformaties leert dat deze inte-

graal dan ook convergeert voor elke s € C met 6 > & en op dit

0
~halfvlak zelfs een regulaire funktie definieert:

L(s) = Lg(s) = r e 5% £(x) dx, o > oy
0

Deze funktie (met haar analytische voortzetting) heet de Laplace-

transformatie van f.

Stelling: Is de integraal voor L(s) absoluut convergent voor

s = s_ en is f in een omgeving van het punt x. € [0,») van begrensde

0 0
variatie dan geldt
o+Ai  sx f(x +0) + f(x =0)
. 0 — 0 0
ey lim e L(s) ds = )
LERY

o-Al

waarbij o een willekeurige constante > 0. en de integratieweg

0
rechtlijnig is.

Bewijs: We breiden eerst het definitiegebied van f uit:
f(x) = 0 wvoor alle x < O.

Dan kunnen we schrijven (op o ;=00)

L(s) = J e ¥ £(x) ax J e ¥ p(x) dx =
O - 00

f(x) ax

_ J“ (otit)x

00 =00
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We kunnen L(s) dus opvatten als de Fourier—transformatie van

-0X

e f(x).

Uit de gegevens leidt men gemakkelijk af dat e %% £(x) in een om-

geving van x. van begrensde variatie is zodat de omkeerformule voor

0
de Fourier=transformaties ons leert dat
A x Bi . . , -ox,. f(x +0) + f(x =-0)
. . _ 0 0 0
= 1lim e L{oc+it) dt = e 5 .
m Ao .

ox
Hieruit volgt, door links en rechts met e 0 te vermenigvuldigen.

0

= — 1im L{o+it) dat
2 2m Ao ’

f(xo+o) + f(xo-o) 1 JA'e(c+it)x

terwijl deze laatste integraal ook als complexe integraal kan

worden geschreven:

0 L{o+it) dt = %

-4 o=Ai

A (o+it)x
J e e O L(s) ds.

J0+Ai sx

Samenvattend is hiermee de omkeerformule voor (eenzijdige) Laplace-

transformaties aangetoond.

Voorbeeld voor het berekenen van een Laplace-transformatie:
Van de funktie f: [0,») + R veronderstellen we bekend

1) T is overal continu

2) f(x) = 1 voor alle 0 £ x < 1

3) f is differentieerbaar op x > 1, terwijl op dit interval

1 (x) = - = £(x=~1).

M-

We gaan eerst na of wel zinvol van de Laplace=transformatie van
f gesproken kan worden.
Daartoe merken we op dat
X
f£(t) dat = x £(x) voor alle x > 1.

“ %=1
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Om dit in te zien stellen we

o(x) =‘JX: £f(t) at - x £(x) op x> 1.

x=1

Omdat f overal continu en op x > 1 zelf differentieerbaar is, is
ook ¢ differentieerbaar op x > 1.

Nu is op x > 1
o' (x) = £(x) = £(x~-1) = {x £'(x) + £(x)} = 0,

zodat ¢ constant is.

Daar

1
lim ¢(x) = J £(t) dat - 1.£(1) = 0 = ¢(1)
x¥1 0

moet wel gelden

X
J f(t) dt - x £(x) = 0 voor alle x > 1.

x=1

Vervolgens laten we zien dat f(x) > 0 voor alle x > 0. Als f(x)
iberhaupt nulpunten heeft dan ook een kleinste; noem dit punt x

Het is duidelijk dat dan Xq > 1.

Substitutie van X, in bovenstasnde integraal betrekking levert dan

o.

Jxo £(t) at = x

xo—1

Asngezien X, het kleinste nulpunt is van f en £(x) > 0 op

-1 < x < x, (waarom) is

% 0

X
J O £(¢) at > o.

x0—1

Uit deze tegenspraak concluderen we:

f(x) > 0 wvoor alle x > 0.
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Uit de betrekking f'(x) = - %’f(x-1) op X > 1 volgt dan dat f op
X > 1 monotoon daalt.

Hieruit volgt dat

L(s) = J e ¥ p(x) ax
0

voor alle s € € met ¢ > 0 absoluut convergeert. Om L(s) te berekenen

gaan we als volgt te werk. Voor (re€le) s > 0 geldt:

J e % x ar(x) = J e °F x ar(x) =
0 1

=j e 5% x £1(x) ax = - I e °F £(x-1) dx =
1 1

- J e—s(x+1) £(x) dx = e ° L(s).

0

Anderzijds is

J e % x ar(x) = - a_ J e °F ar(x) =

ds
0 0
= - g—s- [e %% £(x) - J £(x) d e °*1 =
0 0
= - g—g [-£(0) + s J £lx) . e °F ax] =
0]
- (s L(s)) = =sL'*(s) =~ L(s).
ds
Dus: e > IL(s) =s L'(s) + L(s)
e ° -1

of L'(s) = — . L(s), (s > 0).
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De algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking is

S -Z -1
L(s) = L(0) . exp {J fi—jg——— az}.
) .

Het blijkt dus dat L(s) een gehele analytische functie van s is.

We kunnen ock schrijven:

1 % - 1 (8 7% - 4
L(s) = L(0). exp {[ s dz + J it 7.}

z
0 1 '

1 &% - 1 ® .72 ® 72
L(0) exp {J — dz - log s + f —— dz ~- J ~— dz} =
0 1

oo —Z
c €.
S €XP {- J = dz} wvoor zekere constante c.

S

Men gaat gemakkelijk na dat

lim s L(s) = £(0),

g

zodat ¢ = 1 moet zijn.

® =z
Conclusie: L(s) = % exp {- j EE_ dz}, (s > 0).

S

Opmerking: Men kan asntonen dat L(0) = e', waarbij y de constante

van FEuler is:

nOf—

y = lim (1 +

+l+“.+l-Mgm,
3 n
n->-oo

zodat we ook kunnen schrijven

s e ? - 1
L(s) = exply + J — dz}.
0
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Een toepassing van de omkeerformule veor Laplace—transformaties

Op het interval [-1,0] zij een continu differentieerbare funktie

f gegeven zodanig dat

0
£(0) = J f(u) du.
-1

Gevraagd wordt het definitiegebied van f uit te breiden tot [-1,»)

zodanig dat

™
f(x) = [ f(u) du voor alle x > O.

x=1

Verder wordt gevraagd naar het asymptotisch gedrag van f(x) voor

grote waarden van X.

Oplossing: We tonen eerst aan dat de gevrasagde voortzetting inder-
daad mogelijk is.

Asngezien f moet voldoen aan

X
£(x) = j £(4) du

x=1

moet f gezocht worden onder de continue funkties op [=1,»). Uit
deze integraalbetrekking volgt dan tevens dat f op x > 0 differen-

tieerbaar moet zijn, met
' (x) = f(x) - £(x~1), x > 0.

Beperken we voorlopig x tot het interval 0 < x < 1 dan is f(x~1)
een bekende continue funktie.

De oplossing van bovenstaande differentiaalvergelijking (met rand-
0
voorwaarde £(0) = | f£(u) du) luidt:

-1

x
£(x) = &* {£(0) - e ¥ £(u=1) au}, (0 x <

| A
-
N
.
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Men gaat gemakkelijk na dat deze f op 0 < x < 1 inderdaad voldoet

aan de betrekking:

x
f(x) = I f(u) du.

x-1

Stel dat de centinue funktie f reeds bepaald is op'[—1,xo] met

x, > 0, dan is

0

-X x
£(x) = & {e ° £(xy) - J‘ e ¥ £(u-1) au}

%0

de veortzetting van f op [xo,x0+1]. Ga dit na.
De gevraagde voortzetting is dus inderdaad mogelijk.
Voor de bestudering van het asymptotisch gedrag van f voor x - =,
zullen we gebruik meken van de Laplace-transformatie van f.
Eerst tonen we aan dat f begrensd is op [~1,») zodat we inderdaad
zinvol over de Laplace-transformatie van f kunnen spreken (op
Re s = ¢ > 0). »
7ij M= max  |f(x)| enzij M > M.
xel[=1,0]
Als f niet begfénéd is, dan moet er een kleinste getal a > 0 zijn
zodenig dat |f(a)| = M.

Maar dit zou met zich meebrengen dat’

H
=

M = |£(a)] = lr £(u) du| < 1.M"

a~1

hetgeen een tegenspraek is.
Conclusie: |f(x)| <M voor alle x > ~1.

De Laplace-transformatie van f bepalen we voor ¢ > 0 als volgt:

o0 © X
L(s) = J e 5 p(x) ax = J e—sx'{J f(u) du} dax =
0 0 x=1
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-8

]
O
\"-"'—\
| o]
pack
[ord
o
<

w ® =%
- J & {£(x) - £f(x=1)} ax =
0

0]
[

0 1 1 ® -sX
f f(u) du + E-L(s) -3 [ e fx-1) dx
0

Dus:

1
L(s).(s-1+e °) = £(0) - J e ** £(x~1) ax op o > O.
¢}

Schrijven we

1
¥(s) = £(0) - J e °F £(x-1) ax, (s eAC)
0

dan is ¥ een op het gehele complexe vlak regulaire funktie
(= gehele funktie). In alle punten s € Cmet e - + s = 1 # 0
geldt dus

Aangezien bij voorbaast duidelijk is dat L(s) op ¢ > 0 regulair is,
ligt het voor de hand te vermoeden dat e ° o+ s = 1 geen nulpunten

heeft op ¢ > 0. Dat dit vermoeden Jjuist is blijkt als volgt:

-8
e +s-1=5. e *s-1.
s
1-e° ! -8X
=s, {1 - ———;E——% =g, {1 = J e dx};

0

op ¢ > 0 geldt



Op o > 0 geldt dus:

L(s) = _té;ikﬁil_,_
e + 8 =1

Daar f op x > 0 continu differentieerbaar is, is f in de buurt van

elk punt x0,> 0 van begrensde variatie, zodat volgens de omkeer-—

formule geldt:

e Tt S
bt ]

£(xy) = L 1ipm
e + g -1

ami U
- A o=Al

[ _sta)

waarbij o een (willekeurig te kiezen) positieve constante is.
Om de bepaling van f uit L(s) effectief door te zetten zullen we
L(s) wat nader moeten bestuderen.

Aangezien alle op [~1,») constante funkties aan

x -
f(x) = J f(u) du , (x> 0),

%=1
voldoen mogen we zonder beperking der algemeenheid veronderstellen

dat £(0) = 0.

1
¥(s) = - J e °F p(x-1) dx =
0

-sX T (1 msx
= —{e_s f(x=1) l - [ — £'(x=1) dx} =
0 0

ra

: 1
= - % (£(=1) + [ e o £r(x-1) ax}.
: 0
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Beperken we o tot een begrensd interval [a,b] < R dan is

1
[v(s) | i_TgT{|f(—1)| + J "X |£r{x-1)|ax}
0

waarbij C een constante isj bijvoorbeeld
1
c=|£(-1)] + [ e |1 (x~1)]ax.
0
Met behulp van de Landau~-Bachmen notatie kunnen we dus schrijven

lu(s)| = O(%),(a <0 < Dbslt] > ).

Beperken we 0 nogmaals tot [a,bl dan is voor grote waarden van t

e™® + 5-1 #0

wegens |e° + s-1| > [s] - le™®| -1 =

T O P

Dus

Iensls-1| é=|s|—;—a-1 ézlt[—;—a—1 ) O(%J’ (e =° ;=b;|t| )

Samenvattend kunnen we dus zeggen:

L(s) = 0(—%), (a <0 < b3|t] » =),

Vervolgens bestuderen we de singulariteiten van L(s). Aangezien
Y(s) een gehele funktie is kan L(s) alleen maar singulariteiten
hebben in de nulpunten van e + s-1.

We weten reeds dat e™° + g-1 op ¢ > 0 geen nulpunten heeft.

Op ¢ = 0 heeft e ® + s-1 het enige nulpunt s = O.

Immers, uit

0=e%+3s-1=e*" 4 ito1=

cos t - 1 sin t + 1t-1
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volgt cost = 18&n sint =1t, (t € R)

met als enige oplossing t = 0. |

Het zal blijken dat ™%+ 5-1 op ¢ < 0 oneindig veel nulpunten
heeft.

-8 - 7
Uit 0=€e- " + g=1 = ¢ (o4it

)+(c+it) -1 =

;-‘-e_c(cost—isint)+c+it—1

volgt: {e_o cos t
-0 .
e san t

Uit de eerste van deze vergelijkingen volgt, wegens ¢ < 0, dat

1 -0
t.

il

cos t > O moet zijn.

Dus: - g-+ k.2m < t < g-+ K21 5 (B = 0,1,2,350000e)s

Verder ismet (0,t) ook (¢,~t) een oplossing, zodat we on s kunnen
beperken tot t > 0 (t = 0 is geen oplossing).

Dan moet ook sin t > O zijn, zodat -
ko2m <t < 1w+ k.21, (k= 0,1,2,3,000.).
Gevolg: k.2m < t < % + k.21, (K = 0,1,2,3,0000.).

Uit ket stelsel vergelijkingen leidt men gemakkelijk af dat

o= 1ot
tg t

b= e 29 (1-0)°,
i ; L

De afgeleide van 1 - T © is

tg t - ——

- i L 1 (2t - sin 2t)

tg b 2 sin t

en deze vorm is positief, wegens sin 2t < 2t op t > O,
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t - . i)
-— Ve ko < < 5 + k.27,
zodat 1 e © stijgend is op b.v. k.21 < % 5 k.27

De kromme o = 1 - met k.27 < t < L tx.orenk = 0,132,350 00,

t
tg t 2
verloopt als volgt:

t
2 L~

-
o
=5
—_—— = b -

-20

De kromme t = Ve - (1=0)% op o < 0 verloopt als volgt:

v

Aangezien t » « als 0 » -« leest men uit beide figuren af

dat e~ ®+ s-1 in elke stroock k.2m < t < % +k.2T met k = 1,2,3,...
precies &&n nulpunt § heeft.

Al deze nulpunten 5 zijn enkelvoudig want

4
ds

(7% + s-1) = ™% + 1

heeft haar nulpunten uitsluitend op de imaginaire as.
Het nulpunt s = 0 is van de orde 2, want voor s in de buurt van O
geldt:

2 3

S
2

-5

S
e + g-1 = —5—!—4‘....... .
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¥(s)

Betreffende L(s) =
-5
e + s=1

kunnen we dus zeggen dat L(s) in

s =s _enins = s
k k

eerste orde heeft met residu

(x = 1,2,3,...) hoogstens een pool van de

P(Sk) = 1im (s—sk) L(s) =
S>s

k
¥(s, )
= lim w(S) = - s = —Sk =
58 (75 & s=1)=(e L sk-1) e E4q
s - 5,
(s, ) =) v(s,)
K k Sy

In het punt s = O heeft L(s), wegens %(0) = 0, ock hoogstens een

pool van de eerste orde; het residu van deze pool is

Y(s)-y(0)
s+0 e~ + g1 830 e ° 4 gai

2
s

1
Nu is y'(s) = e %% xf(x-1)ax
0
zodat

1
v'(0) = j xf(x-1)dx.
0

Hiermee zijn alle singulariteiten van L(s) voor ons doel voldoende
bestudeerd.
We gaan nu over tot de berekening van f:

Voor x > 0 geldt (x willekeurig doch constant)

oAl
f(x) = " 1lim e * 1(s) ds, (o > 0).
211 Moo

o-pi

Voor een og tussen O en 9, = Re S, geldt



o+Ail
271
o-Ai o
of
g+A1 cx
1 e 0]
2mi
o~A1

Wegens L(s)
* °
OO+A1

A o+Ai

zodat we vinden dat

f(x) = 2y'(

0) + —lr lim

O('—;'), (Gg <Re 52 03 |t] + =)
t
. o-Ai
. SXO sxo
lim J e L(s)ds = lim J e L(s)ds
Ao k4,
o,.-A1
c*+A'
0 1

2m1

Ao N
0 AL

*
g

(@]

[

+A1

I ** L(s)as, (x > 0).

Herhalen we deze procedure een aantal malen dan vinden we dat

n
£(x) = 2y'(0) + ] A{e

S, X §X

k=1

* 3
c +A1
n
f ¥ L(s)as, (x > 0)

*
o_-Ai
n
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L. K . def _
waarbi] o, een constante 1s tussen o, = Re s, en an+1 = Re S 41"
Voor de restintegraal
* .
o _+A1
n

1 1im J e%* L(s)ds

ani

Ao *

o —-Ai
n

kunnen we, wegens L(s) = O(—%) als |t] = =,

t

schrijven —%7 J e"* L(s)ds

en deze integraal is absoluut convergent.

In absolute waarde is deze integraal

00 *)
1 an
<5 f e |L(s)| dt =
*
o
e T
=% | |L(s)|at, (s = o *it)

. * . .
en aangezien o, < 0 is, gaat deze vorm voor x - « exponentieel
naar nul.
Daar Re s, = Re s, < 0 vinden we als bijzonder gevolg van het

k
bovenstaande:

1
lim f(x) = 2 j x f(x-1)dx.
0

Xr®



-9l

De sommatieformule van Polsson

Omtrent de functie ¢ : R > R veronderstellen we

1) ¢ is integreerbaar op elk interval [a,b] < R.

2) ¢ is absoluut integreerbaar op R; d.w.z.

0o
J |¢(x)]dx is een convergente oneigenlijke integraal

o0

t . .
3) de reeks )  ¢(n+ EF) is op =T £t < 7 uniform convergent.
1) =m0

oo

Lh)  de functie ¢ : R >~ R met &(t) = Z ¢(n+4§;)

n=—o

is continu en van begrensde variatie op [-m,n].
Onder deze veronderstellingen geldt:

kti [ —k2mui
e e

o(t) = ] $(wau, (t e R).
k=0 -~
® N
waarbij we ) hier definidren als lim ) .
k== N> k=-N

Substitutie van t = 0 in deze formule levert

fee] co

7 o¢n) = T 9(2km)

et o] k=m0

.. Y . . .
waarbl] ¢ de Fourier-transformatie van ¢ 1is.

Deze laatste formule heet wel de sommatieformule van Poisson.
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Bewijs: Uit de gemaskte veronderstellingen volgt dat & periodiek
is met periode 27 en dat ¢ over [-m,m] integreerbaar is.
We kunnen dan de Fourier-reeks van ¢ beschouwen., Daar ¢ van
begrensde variatie en bovendien continue is kunnen we concluderen
dat ¢ door haar Fourier-reeks wordt voorgesteld op geheel R:

®

a
o(t) = EQ ) (a.k cos k t +b
k=1

N sin k t).

De Fourier-constanten van ¢ berekenen we als volgt:
i

p
& = %- ?(t) cos k t dt =

1 S %
s - E =
- {rz_wqa(r =)} cos k t dt
~Tr?
T t
=— {r_Z___mq:(r + -27) . cos k t} dt =
-'n"

[}

. A
1 % _
- ) J ¢(r + 5-)cos k t dt =
r=-w‘“

]

(verwisseling van sommatie en integratie is toegestaan wegens

de uniforme convergentie van de te integreren reeks)

r+3
= %- ) em j ¢pu) cos(k 2m(u-r))du = (substitutie r + %; = u)
r=—m .
T3
r+3
=2 ) ¢(u) cos 2kmu du =
r=—
£-2

2 J ¢(u) cos 2kmu du (wegens de convergentie van J [6(x)]ax).

-
-0 - -

Analoog is b, = 2 [ ¢(u)sin 2kmu du
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Dus:

=] 00

o(t) = J ¢(u)du + 2° ] {cos k t J ¢(u) cos 2kmu du +
k=1 o

+ sink t J ¢ {u) sin 2kmu du} =

© o . s (®
= ¢(u)du + z {(ektl+ e ktl) ¢(u) cos 2kmu du +
e k=1 — '

ki _kti g

+ - . J ¢(u) sin 2kmu du} =

1

J.¢(u)du + ) {ekti J ¢(u)(cos 2kmu - i sin 2kmu)du +
k=1

-0

~kti
e

+ J o(u)(cos 2kmu + i sin 2kmu)du}

- OO

p o0

o0 R [ -A _ . rm
= ¢(u)du + z { ektl ¢(u)e‘2knu du + e ktil ¢(u)e2k"udu
—cod k=1 o N

£ o0 N
= ¢(u)du + lim Z {,.,,,} =
—co) N k=1

¥ kti [ -2kmu

=lim ] e ¢(u)e™ Mgy =

Moo k==N
der R {CIN Q.E.D.

k=

Een toepassing van de sommatieformule van Poisson.

Voor de functie ¢ : R -+ R nemen we

2
o(x) =e ™Y | (xeR)

waarbij w een positieve constante is.,
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Men gaat gemakkelijk na dat aan de gestelde voorwaarden betreffende
¢ inderdaad voldaan is (&(t) is in dit geval continu differentieer-
baar).

We berekenen de Fourier-transformatie van ¢ in de punten 2kmr als

volgt:
v ® ~2kmwxi ® -2kmxi - ﬂxgw
¢(2kr) = e ¢(x)dx = e dx =
oo —ﬂw(x2+ 2kx.)
: w
= e dx =
ool 5
o -rw{ (x + —i)2 + 55}
= e w dx =
2
S IE e (o Ei)°
W W
= e J e - dx
- OO 2
2 k,
_ Tk s - mw(x + ;;)
= e Y 1im e dx =
AﬁfA
2 k.
_ mk At 2
= e " 1lim e ™2 gy =
Ao
ek

(ga dit na met de con¥our—integratie stelling van Cauchy)

2 2
- = A v 2o - ﬂs g
= e ¥ 1lim J e dz = e { e dx =
. A-.)fA -—00
2
- -1&{— < 2
W 1 -X
= e . 7?; [ e dx
nk2

v e W 1 . -—X2
Dus: ¢(2km) = S met c = 7 e = dx.

Substitutie van dit resultaat in de formule van Poisson

levert dan:
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@ 2 ®  amkt L
-m“w_ ¢ W
L e =7 L e
1155 w0 k==
Schrijven we
I ﬂn2w~
8(w) = ) e , (w>0)

n:_oo

dan geldt dus
c
8(w) = 7 8(=).
Stellen we hierin w = 1 dan blijkt ¢ = 1 te zijn.
Dus: o(w) == 6(1) , (w > 0)
v w

een betrekking die zowel in de zuivere - als in de toegepaste

wiskunde een belangrijke rol speelt.



