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‘Enkele voordrachten over getaltheorie,
seinspireerd door het werk van E. Hecke

door

Prof .Dr F. van der Blli]

- ~ g il - - PR =

mm N M

februari - maart 1960

Inleiding
Erich Hecke werd in 1887 geboren. Hij stierf in 1947, en in

1959 verschenen zijn "Mathematische Verke'". Afgozien van zijn be-

kende boek "Vorlesungen iiber die Thcorie decr algebraischen Zahlen',
i . ,ﬁ }

1054° bestaan zijn werken uit 42 artikelen.
We citeren =2nkele regels van C.L., Siegel over dit werk:

"Der liberwiegende Teil dieses Verkes stcht in Zusammenhang mit

tiefen Problcme der analytische Zahlentheorie und reiht sich nach

Sinn und Bedeutung an klassische Ledistungen ven Dirichlet, Hiemann

und Kroneckcr,"
Aan deze typering zullen we niets toevoegen. Model voor deze
voordrachten stond Hardy's boek over Ramanujan, al willen we 1D

ceen enkel opzicht pretenderen de omvang 2n de qualiteit van dotv

werk te benaderen. Het verk van Hecke 1is voortgezet o.a. door

}:"e‘cez"sscﬁz‘x'g Eichler en Massz, maar ook Godement bestecdt veel aan-
dacht aan deze problemen (zie Scminaire Bourbaki 1951 - 1953 ).

Onze ieuze is niet representatief, vooral omdat we speciaal
onderwernen kozen, die zich voor voordrachten in dit kader lenen.
Hoewel het belangrijkste werk van Hecke in de diepere theorieen
ligt, geloven we toch op dit eenvoudige niveau 1ets van de stljl
te laten zien.

Litteratuur
E. Hecke: Mathematische Werke., Gottingen 1959.
W. Maak: Erich Hecke als Lehrer. Abh. Math.Sem. Hamburg 16+

(1949) n.1-0.

H. Petersson: Das wissenschaftliche Werk von I.. Hecke, Abh.M.S.
Hamb, 161 (1949) p.7-31.

R. Godement: Séminaire Bourbaki 1951/52/53, No 51,59,74,80.

R. Godement: Mathématiques approfondies 1958/0(verschijnt t.z.t.
. ' bij Secrétariat Mathématique, Paris).
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L. De Limietformule van Kronecker

Litteratuur:

L. Kronecker: Zur Theorile der ElliptischenFunctionen. Ges.Abh.
IV.? =mp""*l-‘-954:>

H. Weber: Ellipt. Funktionen und alg. Zahlen, 1908° =
Lehrbuch der Algebra III, n.531.

P. Epstein: zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen.
Math.Ann. 50, 1903, p.615-044,

B, Hecke: Uber die Kroneckersche Grenzformel fir reelle
gquadratische Korper und die Klassenzahl relativ-
abelscher Korper.

Verh. Naturf .Gesell. Rasel 2
Math. Werke (10), p.198-207.

5 q947ﬁ p¢363"372-

CO

|

C.L. Siegel: A generalization of the Lpstein zeta function.
Journ. Indian Math. Soc.20, 195G, 1-10.



1.1,

(1.7.71)

1.2,

De zeta functie ¥ , gedeflnieerd voor Re s> 1 door

QO
L — S z . ;:.1
T(s) = EE n , 18, zoals bekend is, een 1n het gehele z vlak
N="
voortzetbare meromorie functie. In s=1 ligt een pool van de
cerste orde. Nauwkeuriger: )
"T"' /1 o “ o - /} ~ " . ,
T (8)- s 1s ceen gehele functie, lim J(s)- z—x = C (constante
S -] van Luler).

Bewl js.

Er zijn vele bewijzen mogelijk. Ve kiezen er maar één uit.

QO QO CO
‘>“""’ g _ Z:‘;"" 1’3-—-(1’}-/!) o w n '%9-* n B
N S N S—" o B e S - Lo o T
n="1 n N="] N n="1 1 n=-1 (n+1)
0 0 N+ ,
L fl{-jm _ ﬂ {M~E§ R " ! O
B — S s | 7 £ S 47
n="1 I (n+1) ) Nn="] ﬁ; ST
O
- L %]
= S ] dx.
] S+
/] L
We vinden dus
@ [’-*.r"“‘ X
: " 2
{ ) e p— i} d}{ .
J< ) S -] . J 8+
hx

Door de integraal in het rechterlid wordt | voortgezet voor
s#£1, Re s > 0.

m -
ﬂ d [ Lx1-%
{ f - = e (30,
( (s) = 145 ey shiay
| CO '
1 30 =X
lim (7 (8)- mimJ = 1 + | —= ax .,
J S J st
S —> 4 >
Nu 1s N
g : ]2 dx = 1lim h[ mmm?r-Ch;::Itﬁn g Z::l{ j E¥§.mj Cg‘
X M > 0O y N —-co \ k=" Ko p
L P N-
= l1im ( T log N) = C-"1.
N-—00 \ K="

We beschouwen nu de functie 7, voor Re s » 1 gedefinieerd door

’ g . |

Z(s) = zi: AT T 2 (n,m) # (0,0).
n , 1 (n"4+m™)

Op grond van elementaire eigenschappen van de getallen van

Gausz volgt direct




= _(=1)"
Z(S) = L[»K(S) L(S) s L(S) = v —
n=0 (2n+1)

We vinden hieruit
(1.2.) 1im {2(s) - = }::zrc + 4T (1),

bewljs. In het vervolg stelt o stecds een functie voor met
1im o(s)=0. Vle vonden reeds

S —~] 1

T(s) = —= + C + os). Verdcr gelds

L(s) = ¢ + (8-1) L'(1) + o(s) 70 dat

t(s) « L(s) = 7 ;i,] + 'E“EQ- + Li(1) + o(s).
Hlerbly 1is - .

L
(1) = 5 -1) log(2n+1)
270 2N+ )

1.3. e beschouwen nu een binaire positieve kwadratischz vorm, die we
gemakshalve schrijven als (n+wm)(n+wm), Im w >0, Met deze vorm

construeren we

Z(s) = Z [(n—l—win)(n%-iﬁm)jﬁs : (n,m) # (0,0).

n,m

1) De reeks convergeert voor Re > 1. De functie Z ig voortzetbaar

over lijn. In s=1 heeft Z een enkelvoudlige vpool met residu

2 TC
\fmgwmiﬁ)g

Bewijs.

H"'F o, ey

De waarden van Q(n,m) = (n+wm)(n+idn) lissen discr eb.We nNooiln 2

gerangscnikt naar opklimmende grootte O, "“A,} s Aas Moy seee o LATEND €T

3
.

V. Paren (n,m) zijn met Q(n,m)= = lle kunnen dan schrijven:

<"
7 _ A ¢ 1w 7] T
2(s) = z;, s 2 - B = ;i; 1
Ke="1 = =" N 1="]
K L
En dus A
o0 b+
(s) = 1 = 7 s8N f ax_
N D P C J :{S+ !
K+ - ﬁk

N
e
d).
o g
I




-5

Hierin stelt N(x)+1 het aantal roosterpunten binnen de €ll1lpS
Q(tqﬁtg):::ixmxnn
Elementaire meetkundige overwegingen leren ons direct dat

N(x) = I(x) + O(Vx), waarin I(x) de oppervlakte van de ellips

- - '
voorstelt, dus I(x) - — X, d = “-%Qum&)ﬁa
J d #
Dus e'e CO /,__>
X b oY 3
7 (s) ; [ Zoax+s | “(“”‘vs-_m %,
d N, £ e
g
y QO .
Z(S) — L= "‘P‘v‘ -5 S } O{E;i‘]‘-) Lov
(Smﬂ)Jg 2
CO e
v i B . f ( ~r
Z(S) S — — b ———— (87‘3] | T-1) + s _g) OS.{_:) .
(Smﬂ)dd (Swﬂ)da N X
We vinden zo 4us -
Lim fZ(S) ~~mm¥E~1:j:m %
S -1 \ (s-1)Vd .
Na nog wat omschrijven vinden we tenslotte
5 —> 1 (s-1)¥d Vd T-»co L 0<Q(akxT * Va

1.4 . We beschouwen nu het gedrag van Z in de omgeving van s=7 nader,
d.w.z. we proberen een andere uiltdrukking voor het rechterlid van
bovenstaande formule te vinden.

Z(g) = 2% (2s) + 2 Z > [(1’1+wm)(n+&3m)jmg

Nu 1s voor alle v met Im <t » O3

; CO . ,
(1.4.1) -miA::Lm~x:j ezmlbx xs"qctiﬂ
( mZv:.i“i:)S O

We passen deze formule toe met T =n+mw en v=-n-mnw , m> O,
cO OO

{“ggs) r R iin(x-y)+m(xw-y&)] S -1
(1.4.2) — } (xy ) A

e

(Q'W’)zgf(nﬁ—wm)(n%—iﬁm)jg o 0

In deze dubbelintegraal voeren we niecuwe variabelen 1n en wel

u = |xX-y| , V = xX+y. Wanneer wc invoeren
1 - ~ Ea S -]
¢, (u) etlm,[iu(w+ﬂ0+vﬁa ﬁ)ﬂ? - ) av
— U

nody .



dan vinden we voor (1.4.2)

co o~ . Jus o
O O

Nu i1 een bekende formule uit de Fourier theorie:

T O L s 1 0
(1.4.3) 7 [ T a(u)au = 52(0) + 7 w(k).
N= - CO O ="
Zodoendae vinden we:
23 OO
Z(s) = 2 §(23) - (i”J a Amj
re(s) M=
{0 - 2 ;
Am o : D+(O) 1 (‘L(U) +- 1,5{,”;“1 HP*_(k) +- wm(lz)#éj
Nu is 9,(0) = » (0) = »(0) en
QO CO 00 2  S-7
5 ©(0) = ?“’*‘“‘ ; mimv (w- &) :’ };i , dv
R I o A
M= "] m=-1 O 4o
- ] Y@_@_ P’ (88“1) B 2?3(23“1) k((;%“,})
N S =] — D A o De 4 J o
4 m="1 [_“zﬂ;i(wméﬁ)m} > [-—E’i?ﬁi(a\w&)nﬁ
Voor #£0 vinden we direct
S8 L QO i | e (e ""‘) ( "*)
11]‘!’1 ‘“’Z‘- {{? (L{) _ ‘2’ ? eTCll{l(’a.(to +0 ) VW —~ w dv
s 1 m=q4 T m—=-1 K
B jf -7 e?rimkgn

m="1 i (e -5)m

- 1 iog(i-e

L (i.,a.) e :J)

Geheel analoog vinden we

X 1 - el
lim 5 ¢ (k) = —— Tog(1-e TN,
S —> m=-1 74 (w - )

Fr moet nu nog het gedrag bij s=1 onderzocht worden van

cen directe berekening geeft hiervoor, we schrijgven ai@m45%ﬂ2¢aj
mmmjim-+-ngjc - log 2\/3 }.
(s-1)/d YER:

Tenslotte hebben we de beroemde "Grenzformel" van Kronecker ge-

vonden:



(1.4 .4)

(1.4.5)

(1.4.6)

- -

FD _
z(s)m.mm;Emmm-%“”c{ChJL@;an(aﬂfa(waﬂ%/g} + o(s) .

(s-1)Ya Va 't ‘
g s OQ
met ’?.3 (d_}) _ eﬁwl@ g}z‘q(q“egmlnﬁﬂ ) a

Wat 1is deze formule meer dan een merkwaardige raritelt?
Ons verbaast het optreden van de functie » , een Dbekende
functie uit de theorie van de elliptische functies.

We geven eerst een iets andere vorm aan (1.4.4). Laten a,b,c

regel zljn, a >0, bo-ac=-d°, met redle d.
| ' oy T 2& e 3 )

r‘zZ;n 2 : 28 =+ = ) C-log 70e) DLE + o(s).
7 (anT+2bnm+cem) (Smﬂ)VH Ja b Va J

We geven nu dit geheel, in navolging van Kronecker nog een

beet je andere vorm.
Laat 7 gedef%nieerd worden door

- T )
flw) = € =4 W(#) “ﬂ7m}(‘:*3)v

]
e

We merken nog even op dat 42(w)fd(wdmvzo(aﬂ.

Laat verder a'=2a, b'=a+b, c'=5(a+2b+c) dan zal d'=d en

Spramey

) > ] _
n A 2\8  n,m ;,_ ., . 2\S
> (an“+2bnm+em®) o1 (a‘n2+2b‘nm+c‘m )

- ?T log w a

Vd J o

Het 11jkt nu zinvol over allerlel ltwadratische vormen met
gehele a,b en ¢ en dezelfde d te somneren. Wanneer twee vor-
men eguivalent zijn, d.w.z. met een gehele unimodulaire

transformatie ult elkaar af te leiden zijn, zullen de bij-

behorende reeksen identiliek zijn, we moeten ons dus beperken
tot representanten van de equivalentieklassen van kwadrati-
Iche vormen,

e zien nu direct al dat in het geval dat er slechts één
klasse van kwadratlsche vormen met discriminant d 1s zal gel-
den
f{w) T(-w) = V2,

Dit 1s een voorbeeld van een reeks zeer merkwaardige relatles
voor de waarden van de functie f in bepaalde punten w .

We noemen het hoofdresultaat:



Als «w cen wortel s vain ecn representant van een equivalentile

klasse van gehele kwadratische vormen dan is er een T , dile

~ b

sSleants ven de diligcviminanc atfhangt zodat

f(w)-2 een peheel alcebralisch getal, ja zelfs een

1 ST
eoiﬁxﬂlelg *g*-: -]

A Sl TR © - Y e e - R

men nuagrick voorcocld, ontlernd aan l/eber 1is:
-1 ) Ve -~ -
; | |

| ]
f(l Y, /105) ° ¢ : =z (‘1}*?‘ "4/—5)12 (kaf/é“f“x/:?){ﬁ {\\/:.i';"\’/?)o (H}"i’\j%“)a“

©

Het wezenl_ 'k belaneriijlze 1s dat de graad van het getal rechts
celijk 1o won het acnval cenivalentice klassen in Q(41 V 105).

- dmn Ty
e moeciory Ta2NT

cr om ~on culdeligker beeld te krilijgen van de
pinaire kwadratische vornyonn naar de l1dealen 1in kwadratische

1 . A - IR o e -
lichamen oveprstant =1,

Wle beschouvien vu het Krzdraticche lichaam Q(iJa) = L,

T

Het 1= bahﬁﬁd‘Ezie 0.V, B, Hecke: Alzebraische Zahlen pag.210-

217 o L, Iondau:Vorlegineen 1hrer Zanlentheorie II1II nag.190-

14
ﬂ95] Azt Ao Mlascen van de icdealen in dit lichaam één-ééndui-
dig correcpondertsn met d¢ Klascan ven binaire kwadratische
vormen m=21T 7ollae discr.oninanrt ala het lichaam, Laat w het
aancal cocahweden In t{ixfg; zijn, dus w=u voor d=1, w=0 voor

d=353 ¢en w1 ~ocy allic ancers nradranyvrije d,
Vorder 13

*"al a ‘ .f"i ;vm !’1
\ N 4
— > T ) — = T ( S i‘x) o
©F o “’ '-3 -~ {-“ ] 7-"'-3 5 T ?ﬁl L -y :L“_ \ ‘ +¥ i T'F- T k') N
'1'& (S {-} *im 4o .‘.Jf.il St iy } Ci‘..-f E:- -Z . }l‘ {:qﬂf
F

Hiecrbir, ncorlocnye oo alle ddealen ulit de lzlasse K, waarblij K
i .)

-

h - £ - = ™ Y - e T b o -, my e . .
de ideasallidazce 1in iz rot de vorm an“+hnmicm”™ corresovondeert.

Door d~o,'n de vorisz: afdeling becstuueerde, functlie Z2 nu te som-
neren orve ~lic il on Tan Dinalre wadratische vormen met

aste clrcesluinant, verkeljococn we de Dodekindse ( functie voor

L.

¢
- . oy gy A E T i ; ,ﬁ 5L | iy
het kKvndraciscne lichaar ., Vie vivdon du-Q

{

]

Tt -r-‘;r

( ;'-.,..c} ! L } ot TT R ——— it T MU e ﬁ—-‘i-m

en na optellcen over alle klassen K

pivilg!
3'...;:.(8) = e o & o 5
- A= 1)¢G
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Nu volgt ult de algebraische theorie

(;(s) = 1(s) Ly(s),

waarin Ly een z.g. L-reeks 1s gebouwd met een kwadratisch karak-

ter modulo 4d. We vinden dus
L, (1)

7o (s) = “Qiﬁ“‘* C Lg(1) + LA(1) + o(s).

Vergelljken we nu deze formule met de limletformule van Kronecker,
dan vinden we allereerst een formule voor het klasse aantal h

wVa

(1.5.1) h = —/ L (1).

[ ] {.h

Verder geven ook de constante termen 1in de Laurent reeks ontwikke-
ling naar s-71 merkwaardige resultaten.

Maar het meest belangrijke is toch dat de elementen van het
Ltichaam van de n-de graad, dit 1s het z.g. klasselichaam verkre-
gen kunnen worden als waarden van de functie [ voor elementen van
het kwadratische lichaam,.

Fen van de moeilijkste vragen door Kronecker gesteld is de vraag
naar de generalisatie van deze theorie, bulten de imaginair kwa-
dratische lichamen. Hier beginnen nu enkele onderzoekingen van

Hecke,

1.6..Hecke geeft nu generalisaties naar twee kanten van deze formule

-

van Kronecker. Volledigheidshalve moeten we no; een generallsatie

van P. Epsteilin vermelden. Ve noemen ult zijn uitvoerige studie
enkele punten.

[ aat zri(mh.

.
5T e

(s) = =
131’12 N, I Q(ﬂljl’])s

vk )

Zh 5 @ l1sbhinaire, positieve kwa-

dratische vorm.

Als h, en h~, niet beide geheel zijgn is deze functie holomori 1n

’ e > .
s=1, We vinden in dit geval Q(m,n) = am +2bmn+cn™,
2 > . Zf’(u_, .*:*”"))zjy( Uf’)ﬁ“w>
r 2T s 0 ] s
(qa6,/l) . (/l) = h - log 3
h/} 3h,«-., it 1 VF-: - AN
e S 7?(‘:’"}) 7 (=~

. = W, .
ul h2+hﬂ i

Epstein behandelt nog meer generalisaties, n.l. voor functies als

21iy m.h.
wgﬂgE““‘ <] S Z: L+ ﬂ ﬂ . :
;11}1 (s) = ) , @ is willekeurige posi-

S
1727 °° mﬂﬁmQ"“°Q((mi+%i)) +ieve kwadratische vorm.
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We gaan hier niet verder op in.

De eerste generalisatle van Hecke gaat uit van de interpreta-
tle van de Z reeks met een kwadratisch getzllichaam. Hecke
vraagt zich af of voor refle kwadratische lichemen een analo-
gon bestaat, d.w.z. in hoeverre kunnen we ook indefiniete
Kwadratische vormen gebruiken bij de constructie van de 7
reeks. En wat valt er in dit geval te zeggen van het gedrag
van de Z functie in een omgeving van s=19

De tweede generalisatie van Heclke gaat naar getallichamen

van noger graad. De zeta functie bij deze getallichamen is in

stein. Langs deze weg is iets te vinden over het klasse aan-
tal van bepaalde algebraische lichamen.

1.7. Laat o een ideaal zijn uit een re&el kwadratisch lichzam L.

£0'n lichaam bezit oneindipg veel eenheden, die alle te sScChrl j-
ven zljn als gehele machten van een grondeenheid & , we ver-
onderstellen & > 1,

Als w=m o +n a,, waarbi, (mdgag) een basis van « is, vormen

we
Tem——— * .
(1.7.1) Klﬂf{)::lﬁﬁh .mmim_TE. , 4 1is de geconjugeerde it .
7

L,Ct A

Hierblj moeten we echter niet alle paren (m,n) toelaten, Van

{(\

N ﬂ W | £ 4
o Kilezen we slccechts een represen-

A

een verzameling getallen +
tant. Hierdoor bereilken we dat de reeks voor Re 8 > conver-
geert. Het 1s immers dan in wezen weer ue Dedekindse zeta

functie van het kwadratische lichaam gewordon.

Nu is - - |
ce ., Lo -
(%)}/U iﬂs = _( e M EET gy e
O ~ .
' QO CO . dv ; ‘f"j'* - } . X
{7d(;S)i/%ﬁJI“S = | \j 3 (o] y)(xy)ﬁg Vg dy .
o O

o % v “V
We 1ntroduceren nu X=ue , y=Uc dan

| +00 QO e NV 2 =V -
Y’ECES)lﬁgﬂﬁ{_S = 2 J. dvﬂj du»@“uvht” G )'us L
- CO QO

Door de integraal naar u te berekenen en lets verder te her-

leiden vinden we



§(s) = 2rs) Ty e O

& (gs 00 m,n (u"e +u'Te

en hiervoor schrijven we nog

M (s) LO8 8 v 1
(- {s) = j lp —meeeee— o (V' ; (m,n)#(0,0).
L 21 moh 2.V 2 _—V.S
"~ (+s) -loge (w"e " +u'"e )
R , &
Nu 1s e 4+ w'!l7e = Am +2Bmn+Cn~ met
5 2
A = o “e’ + ot eV
’ l
\Y -V
= O, & € o X
B 1 %8+ K &8
C = &Eev +~mg£ewv
. <
en deze vorm 1s positief.

Om de limiet formule van Kronecker toe te kunnen passen bereken-
en we nog even  , We vinden, als we veronderstellen aqaém&QmQ}O

\ 1
age +ja2

2 log ¢ 4C log ¢ 2 log & - 2
o i%\/"é“ i \/’:?T ) /‘9‘{ [C v -
S 0 \ TT
(1.7.2) .

Ook hiler lkunnen we sommeren over alle kklassen van pilnailre vormen
met vasgste discriminant., VWe zien hier als formule voor het klasse

aantal terecht komen:

L.(1)-/d
(1.7.3) h = Fal1)-vd @

2 log e

De diepere resultaten, waar Hecke op uit is, komen tevoorschijn
blj de generalisgatie tot willekeurige algebralsche uitbreldingen
van het rationale lichaam. Een resultaat van Kummer was dat de
klasse aantallen van cirkeldelingslichamen voor Te stellen waren
met gcniometrische functles., Hecke vindt nu dat de klasse aantal-
len van oplosbare lichamen, waarvan discriminant en graad onder-
ling ondeelbaar zijn voor te stellen door integralen over loga-
rithmen van functies van het boven in een bizonder geval aange-
geven Type.



1.8.

(1.8.1)

g R

Daary de functie'7 samenhangt met v functies en de Lpstelnse
zetafunctie met v reeksen gebouwd met een positiecl definiete
kwadratische vorm, kan men vragen naar gencralisatles naar
indefiniete kwadratische vormen. Siegel introduccerde (zie
lit.1lijst) een genevralisatie

S G(n,m)
L .
N, m S~ S -

tn%wm)'e ( n+em ) :

Hierin zijn a en b de signaturen van een kwadratische vorm in
a+b variabelen, waarmee de (genormaliseerde) som van Gausz
G(n,m) gebouwd is. Van deze zetafunctie Dbewijst Siegel dat
hij meromorf 1s, en aan een functilonaal vergelijking voldoet.
Het 1lijkt interessant van deze een analogon van de limiet
formule van Kroneclter te construeren. Men zou Kunnen vermoeden
dat de producten 7 (w) »(- &) dan vervangen zouden moeten
worden door niet analytische modulaire vormen van een Type
zoals Maasz bestudeerd heeft. In plaats van de som over loga-
rithmen schijnen nu sommen over bepaalde hypergeometrische
functies te komen. Het lkan de moeite waard zijn, dit met eX-

pliciete berekeningen eens na tTe gaan.
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tnkele voordrachten over getaltheorie
geinspireerd door het werk van E. Hecke

door

-ﬁwﬁ wik ol

Prot.Dr I, van der Bldij

2e voordracht: Klasse--aantal relaties van Hurwitz

~— s A M Iy . e L B T T e
A e T SR ——i Sl A —— A i e S A .. . g e

2.0. Litteratuur:

1. L. Kronecker: Uber die Anzahl der verschiedenen Classen
Jquadratischer Formen von negativer Determinante

Crelle's J.57 (1860), p.253 e.v.

<. A. Hurwitz: Uber Relationen zwischen Klassenanzahlen
tin@rerguadratischer Formen von negativer
Determinante. Ges.Abh.II, no XILVI, peg.3-50
(zle cok XLIV, NILVII).

5. C.F. Gausgz: Dilsgulsitiones Arithmeticae, art.=291.

4. P. Bachmann: Dlie Arlthmetik der quadratischen Formen, 1,
DE,.M35 e.,v,

5. BE. Hecke: Neue Herleltung der Klassenzahlrelationen
von Hurwitz und Kronecker., Ges.Abh.28 (pg.499-
504 )

0. M. Eichler: On the class number of imaginary guadratic

'itelds and the sums of divisors of natural

nurbers. J.of the Indian Math.Soc .Y (1955),
© . NR5 =120,
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Inleiding

iy

In de vorige voordracht merkten we op dat er eern nauw

verband bestaat tussen klassen van binaire kwadratische vormen
enerzljds en 1deaalklassen anderzi jds. De equivalentleklassen
van binaire vormen zijn gedefinieerd met unimodulalire substitu-

tles en de klassen van ldealen door de equilivalentie A~ B als er
hoofdidealen (ongelijk ©O) kestaan zodat (£).A=(a«).B (pPas op enge

en rulme definities!)

Het klasseaantal (ki) gegeven determinant resp. in een ge-

geven lichaam) 1s eindilg. In de vorige voordracht vonden we voor
dit aantal een formule, zZowel voor ruvéE€le als imaginalre kKwadra-
tische lichamen,

R

In deze voordracht heperken we ons tof ilmaginalre lichamen,

Modulaire functies en vormen

Ve beschouwen de groep van de modulalre transicrmatiles

o2+ 3

< YZ+3 s

Ks B s f s J geheel; «d gy =1,

We zoeken nu invariante functies, dus functies f, die we steeds
meromorf verconderstellen, zodart

L OE .
P(EZ7EY L or(z2).

gz%é

Daarnaast zullen we soms nog regularitelitselsen stellen.
Nu ligt het wvoor de hand reeksern

-
¢ }]r
) A

(2.2.1) ng(z):: E:ﬁ (mz+n (k > 1)
n, N

te beschiouwen, Hiervoor geldt:

ry e X2 1o R C? k - —
(2.2.2) ng(§51%0 = (yz+d) hgk(a).

ouotienten van zulke reeksen zouden ons modulalre invarilanten

kunnen leveren.
Een gehele modulaire vorm 1s een functie f zodat

Z -+ v
1. f(j,z+4}) = (yz+93) f£(z)

Lw.,,_i

L+ §

2 . f begrensd is in het fundamentaal gebkled



HetT getal - v heet de dimensie van de vorm. We beschouwen alleen
even waarden van v . Het fundamentaal gebled T (= het boven half-

vliak modulo de wmodulaire groep) is peschreven docr |z | = 1,

i

1 o ' : o
|Re z|s 2 met geschikte restricties op de rand. 15
Er zijn drie hoeken aan dit gebied z=1i, z=t¢=e’  en z=1iwm.

L S

In deze hoeken werkt men met locale uniformiserenden, van de orde
:’m’) ik
. : . ~mmlEd .
2 en 3 In 1 en & en g=e° in ico.
DiT 18 wat ouderwets, Leter kan men op het quctient van boven

nalfvialk en modulalre groep een geschikte analytische structuur

1nvoeren., Men krijgt dan een Riemanns opprervlak, namelijk de com-
vlexe hol,

UlT de transformatieregel volgt veoor modulaire vormen

f(z+71)=f(z). Dus is f in een Fourier reeks te ontwikkelen.
+ 0D

f(fﬁ) _ ‘}::' an PEminz '

L

Cmdat T begrensd is in de omgeving van ico volgt anmo voor n< O,
We weten dus vcecor een gehele vorm:

0O o
oy ] ) — WL NZ
1 ( Z ) = : S

Laten nu Ny Ny en N, de zantallen nulpunten (in de locale uni-
formiserenden geteld) in doo,i en & resp. zijn. Laat N het aantal
andere nulpunten zijn.

Wanneer we d log  langs de rand met D (met borgjes om de
hoekpunter ) integreren vinden we zonder moelte voor een genele vorm

var, daimensie -k

" -~ ,,.]
D l N 1 . ]“r-" a A
( - o~ o ) ) RIS }": -— N 1“‘1 ¢ -+ Fg‘:i.\l P Tt “‘;"‘i,i _ o
1z INGS: A SR

.

We zoeken nu bl gegeven kK mogell jke verdelingen. We vinden

-
-

dan s

K= ocnmoge 11 jlk

=4 RES = N, = O N =
ico . 2

k=6 N=N, = N = 0 N. = "
1co i

= N=N, = N, = O N = 7
L CO 1L &

K="10 N=N = O N, = N = 1
100 1 3

K="12 verschillends moeell ikheden,



Dat er in de gevallen k=4 ,0,2 etec., ook werkelijk gchele mcecdulailre
vormen bhestaan, zien we aan de functies G, dle we boven Construeer-

den., We merken nog ow dat
i

S

cen gehcele modulalre verm van de dimensle -<ZJkl1 is.,

p
Wanneer we K=o béegechouwen vinden we dug zowel ”4 als GB als
gehele vormen., Ze hebben echter hetzelfde dubbele nulpunt en moeten

dus een constant guotient hebben, deaar een holomorfe functie op de

pol constant is.

We merken nog omn:

(2.2.4) 1im G (2) = 25 (2k).
c AN
< —+ 1.CO

Fn dus vinden we b©.v.,

£ )
- & S / » RN - £
P2 gy ao(z) = 25(8) G (z)
J S L
of' ook )

ZO ZiJf} OCJI“*: G‘ L 6 S8 (7 -oeven I”F:’Cs:}_j ;

L
i

f

Om een niet congtance modulalire functie te vinden Kunnen we Twee
modulaire vormen ven dezolfde dimerngic on =lkaar delen, We zien dat

i

o - e ;“"‘} C v ~ - i ,.:u} P f_ ; :
we mocten beglinnen hij =12, We proberen Gy en G@. De ligging wvan

H

& t

hun nulpunten bewijst dat deze peen constant guotient hekbben., We
kunnen ze zo combineren dat cen funztie ontstaat,die in 1 c¢en enkel-

voudlg nulpunt heeft., Deze 1i8:

%
DS £ ! - i 1 .j I I B
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Enkele correctises: (regels steeds van boven geteld)

&

pg 4 regel 7 L(s) m~§ + (Smﬂ)[:L‘(1>+O(S)];
4 (1.3.1) i.p.v. "deze 1ijn" lezen "de lijn Re s = 1",
5 regel 12  i.p.v. "Q(n)" lezen "Q(n,m)". (twee keer)

6 regel 7 A = 3¢, (0)+g

m -
7 (1.4,6) i.p.v., " = " lezen " — "
8 regel 9 i.p.v. "gelijk is aan het aantal’” lezen "een deler

is van het aantal”

{

8 regel 19  i.p.v. "dus w=u voor' lezen "dus w=4 voor'

O regel 11 i.o.v. "dat de elementen van' lezen "dat clementen

10 (1.7.1) en verder op deze pag. 1.p.v. ‘SL(S) lezen SL(SJ,K) :

15 regel 18,19 i.p.v. "(in de locale" lezen "(N, . in de locale’,

22 regel 12 de formule luidt: (Tnf)(z) = %ﬂZif(Vz).
V

K

s _
25 pregel 18 i.p.v. "Nu is y2"f(z) invariant" lezen "Nu is

1
yekﬂf(z)] invariant".

26 regel 10 di.p.v.'y " lezen



