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Erich Hecke werd in 1887 geboren. Hij stierf in 19473 en in 

1959 versc11en,2n zijn 11 i\1athe1natische \·Jerlce'' .. J~\fgczie11 van zi.jn be­

kende boel{ '1Vo11 l2sunge11 -Ciber die Tl1corie dcr algeb1"1alschen Zahlen 11
, 

We citeren enkele regels van C.L .. Siegel over dit werl{: 
11 Der Ubervviegencle Teil dieses \·lt::rl{c;S stcl-it in Z'LlSDn11nenhang mit 

tiefen Probl01~11e de1"'l analytischE= Z2hlentl1eorie L1nd reiht SJ.ch nach 

Sinn und Bedeutung an klassiscl'l2 Lcistungen vo11 Dirichlet., Rie111a1111 

und l{ronec kc r. 1' 

Aan deze typering zullen t·Je niets ·toevoegeno Model voor c.1eze 
• 

voordrachten stand Hardy's boe!{ over Ramanujan, al willen we 
• 

:L 11 

geen enkel opzicht pretenderen de omvang en de qualiteit van dit 

;.1\1er1•c te benadere11 .. Het \'Jer1c van Hecl{e is voortgezet o.a o cloor 
• 

Petersson., Eicl1.l er en rliaasz, 1nalJr ool<: Gode1nent besteedt veel aan-

dacht aan deze 1Jroble1nen zie S,21ninaire Bourbal·ci ,·195--i - 1953 . 
Onze 1:e1..1ze is niet representatief J vooral omdat i.1Je s·L)eciaal 

onderwerpen lcozen, die zich voor voordrachten in dit kader len~no 

Hoewel het belangrijkste werk van Hecke in de diepere theorie~n 

ligt, geloven we toch op dit eenvoudige niveau iets van de stijl 

te laten zien. 

Litteratuur 

E. Hecke: 

vJ. Maak: 

• 

Mathematische Werke, Gettingen 1959. 
Erich Hecke als LehrerG Abh. Math.Seino 

1949 p. ✓1-6. . 

H. Petersson: Das vvissenschaftliche ·t,Jerl{ von I~. Hecke., Abh~M.S. 

R. Godement: 

R. Godement: 

Hamb. 16I 1949 P~7-31. 
I' 

Seminaire Bourbaki 1951 52 53, No 51,59,74,80. 

Mathematiques a.pprofondies 1958,/9 verschijni-; t.z.t. 
bij Secretariat l\1atl1ematique:; Paris . 
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I. De Limietformule van Kronecker 

1.0 Litteratuur: 

L. Kronecker: Zur Theorie der ElliptischenFunctionen. GesoAbho 

IV, Po495o 

H. Weber: Ellipt. Funktionen und alg. Zahlen, 

Lehrbuch der Algebra III~ p.531. 

P. Epstein: Zur Theorie allgemeiner Zetafunl<tionen. 

r1a th. Ann. 56 J 1903, p O 615-641~. 

E .. Hecke: lTbet") die 1Croneckersche Grenzfo1"'mel 1,lir reel le 

quadratische K~rper und die Klassenzahl relativ­

abelscher K~rper. 

Verh. NaturfoGesell. Basel 28J 1917, p.363-372. 

Math. \Jerke '10, p.198-207. 

C.Lo Siegel: A generalization of the Epstein zeta function. 

Journ. Indian Math. Soc.20, 1956, 1-10. 

• 
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1.1. De zeta functie ! ~ gedefinieerd voor Re s > 1 doo1'1 

1 .1 .1 

1.--1.2 

1. 2. 

co 
is, een in het gehele z vlak 

n=1 
voortzetbare meromorfe functie. In s=1 ligt een pool van de 

eerste orde. Nauwkeuriger~ • 

\- s -\ 
.; 

1 
s -1 

n 

lS een gehele functie, lim ~ 
•' 

1 
s-1 

* ' ... C constante 
van Euler . 

Be\\li j s • 

Er zijn 
,, ✓ 

vele be\,JiJzen mogelijlc. 1·.Je kieze:n er maor een uit. 

co 
1 ... I 

"' ? ' . ~ • , .. 
n- .-1 n 

co 

-n 1 

m 
;· 

! 
s .. } 

1 

s 

n 

\tJe vinde11 

s y s -J s-1 

00 n- ·1 11-,;: ' • 

) s • 

'1 n n 

1 ... 

' -s s n+1 11 

dx. 

dus 
co 

[ -.r 1 X r I'\.. ~ -
I ~ .... 

s t s+1 J 
X 

1 

co co n n .. , 0 ,..a• ., . . . 
• '• .. I , -, 

ns L-·- s ' -·--/1 1 n ·,- ·1 n n 

co n+1 
I~ ~ d .... ,q•• -- .f',._ •• s l- n ' 

I I -
J s -l- ✓1 L.--

1 n X n 

dx • 

Door de 

s*1, Re 

intcg1~aal 

s > 0. 

in het rechterlid wordt r voortgezet voor 

lin1 
s , .. ;, 1 

is 

·-

co [xJ-x 
J 
1 

2 
X 

1 
s-1 

d ·•r ,, 
1 ... li1n 

l:J ·-~➔ 00 

-·- lim 
N~oo 

co 
r 

"l + 

[x]-x :, 
a "'<,. 

-..:, ,r-
,1·-.,_ 

s + 1 .,/\. 2 

co 
r 
I 

J 
--1 

2 
X 

r -.--, -r 
.1· -.. l - 4'\. 

• ' •• .J -
2 

X 

lim 
N µ.,. co 

'1 
' 1'J-1 

- log N 

--

"'( 
o M 

I 
l{-- ... 1 

l-c+-1 dx 
k -- 0 -

[._ 
;!" ,,, 
",. I lc X 

We beschouv1en nu de functie r-1 
' L.J;} voor Res> 1 gedefinieerd door 

Cl .'J 
0 

n ; rr1 . 0.,0 11 

r1 ,, Ill 

Op grand van elementaire eigenschappen van de getallen van 

Gausz volgt direct 



z s 4 s L s 

We vinden hieruit 

1. 2 .1 lim 
s + "1 

., 

- s-1 

-4-

00 
-1 n 

L s 
-<.:. ••w 

I 

I, • s ' n--·- 0 ?n+1 

1·c C + 4L' 1 • 

Bewijs. In het vervolg stelt o steeds een functie voor met 
limos =0~ \~Je vonden reeds 

s 1 
("'1 ✓1 
!.,J -

+ C + 0 s 0 

L s Zo c1a t 

• L s TC 

"'-t-! s-1 
,-..::c 

+ -- 4 ~~ L' 1 0 

' . 

Lt 

Hierbij is 
co I •i1 I " 

c;·· • -1 log. 2n+1. 
2n-t-1 • 

11- .o 

1 o3 o 1·-!e beschotlv'Je11 11t1 ee11 binaire lJOsitieve kwadratische vormJ _die we 

gemal{shalve sch1'"1ijven als n+0Jn1 n+wm .5 In1 uJ > O" l\1e:t deze vor1n 

construeren i-ve 

11+ w 1n 
-· - - El 

11+ wm 0 

J n,m 0.,0. 
n !} 1n 

De reeks conve1..,geert voor Re s > 1. De functie Z is voortzetbaa r 

over deze lijn. In S=1 heeft Z een enkelvoudige pool met residu 
2n: 

\ - w - C,l) 
2 

BevJij s . 

De waard•2n van n+ w 1n 

gerangschikt naar opl{limmende grootte . Late11 er 
'- .,} 

y 
le n ,1n zij11 111et Gt n.,111 1·Je kl111nen da11 schrijven: --

·"· l{ • 
00 ))1 00 

-7 .-{ ~ i s ,. 

L /, I 

"~ s k-·- "1 1( ✓, 
I~ k 1 = ,.-1 

En dus 
?\ 

00 .. 1 co 1-c +1 
dx •-' I 

l\T le sNk 
' , s Li - s + ... l • s s ~-1 '?\ l{ 1 \. J 7\ l X k+1 ?..1< { 

CX) 
N ""l ,.. dx r • z s s .l 'I. 

s+1 • 
-..:.r 

?.1 ,J,_ 



Hierin stelt N 2c +1 het aantal roosterpunten binnen de ellips 

X VOOl.., o 

Elementaire meetkundige overwegingen leren ans direct dat 

I X 

voorstelt:; 

Dus 

z s -·· 

'7 s t...J 

+ 0 

d1.,1s I x 

co 

. . .,, -
\ d . ..,. , '".,..l 

1C s 

\·I e v ind e11 z o d 1:ts 

li1n Z s -

X 

X 
s+1 

}{ 

+ 

s -~+ "1 s-1 

\:Jaa rin I x 

r 
Vd 

X ; d 

dx + s 

--:\. ' . . . . ,, l 

s-1 d 

----
d. d 

de oppervla l,cte 
1 -- 2 - c.u-w o 

1~ 

"l,. 
.i ·,._ 

s ►1-1 

,..-...-

0
·1 ,_,.. 

. ,.; ... :, 

+ s 

+ 

co ... 
i 
I 
j 

7\ -1 

co ,. 
I 

0 

Na nog wat on1schrijven vinden we tenslotte 
"'l;' ·- -·, --

van de ellips 

...,,.. 

.I\. 

lim 
s · ➔· ✓1 

-
l.l. 11: + li1n 

·1 > TC 1 QO" -~ , 

Q 0 • 
• .. "'' a ,, , = . ..... n Vd T--? Q rr cl co u < 11 

,, ..... .... 

r11 
.L 

1.4. We beschouwen nu het gedrag van Zin de omgeving van s=1 nader, 

doW.Za we proberen een andere uitdrukking voor het rechterlid van 

bovensta2nde formule te vinden. 

1 . 4 .1 

Nll 

00 
) z s f) 2s I ';) 

C- T , -
~ 

m ... ·1 

0 

lS voor alle 
co 

s 

2 "'l"I;'- i" -- s 
- lw· I_. 

,. 

j 
0 

passen deze formule toe 
0 

r L S 

2 s .. 
2·rr- n+wm 

-~ ,-+ 

-- - s 
n +w n1 

+CD ,-
J 

I "'--n---oo 

• n1e -c 
CD 00 .. 

! 

0 0 

e 

-s -. --
11 + ()j m 11+ (JJ 1n • 

e 11 --c· == - n - r11 w J 1n .> 

,,... ' ...J -, ... l 
' ! I i..- - i. V 

o. 

In deze dubbelintegraal voeren nieuwe variabelen in en wel 
• 

u x-y I , 
00 -
t 

J 
ll 

V 

1t' i111 
e 

x+y. Wanneer \~C invoerer1 
-+~1 w+w +v 

\. 4 I 

civ, 

-
0 

dy. 



'1.4.3 

' 

dan vinden we voor 
, 
.I. ... . " 
• 

-· ,_ 

co ,,. 

0 

.,, lL 'J I • I O c:·. 

' 
Ci l.l ·r- -: 

' . , 

<. -(} ---

(.'J,) 
-~ 
' ; -21einu ; e 

~ 

0 

1'1u is een bekende forrnl1le t1it de :t11 0l.lr1 ier tl1eorie: 

+co , '1,- .. " ' 
::,. 

L .. 
co 21ti11u 

e 7\ 1-1 du 
n= - co 0 

Zodoende vinden we: 

( 
J A j --- - . • ·- ,.,.. ·i 

' 111 l. 
,· 
•-· 

l\Jl.1 
0 

lS ( () 
-1· + 0 

CD -~ • 

0 ) (() --
i 

1n 1 

--

0 \,­,_ j 

({) 
I • T 

co 
..,_-._ ............ ---·, 

/' f ___ 
m ~1 

'1 

4s-1 

0 

cp 

+ 

0 -
co .,. 

• I 
• 
I .., 

0 

00 , .•. --
- "t m 

2 •;.-r-. ~ 
·t-

? 
"" I l s I 

(t) 0 
I ,, .. 

f() 
I 

e 
C 

TS lffi\7 

r·, 

•• 
-itl -

-' ... ,...-., -- " -- ,\ u 
-- ,·· 1 • ;.. 

r)c, 
('__ 1:.:) 

' ""'". 

co 
..-- " 

" \, 
/ , 

J ,_, __ .... _ 

111-- ✓1 

00 -- , ........... ,...,. 
'. • • 

' • 

J\ 

+ (p ; ,· 
! , ·+-. - -1{ --1 • -

I 

0 en 
,"") 

•' c... 
W-(U I V ' • • • 

\ 
lj. ' . • 

·2s - "l 

co 
+ ~ -- ~ 

/__ f I, 

l{-··- 1 

111-' 

!{ + ;J 
-i . 
I -

. 
s - ,·1 

I 

• 
l1V ~ 

J • 

' -- .. 

·- n1l 
2s-1 

W - l.u J 

Voor le=- 0 vinde11 \-·Je direct 

I l .: \ L.., 

·­' -, 
I . 

; ·, 
I 

I : 

co co 00 .. 
<¥E• ., ·~ - ~". ,_ ,. 1tlf(l 

li1n 
·, 

k 
• 1{ (u + (D +v w - 1..0 dv 

s ➔ 1 

Geheel 

li1n 
s ... ·:>· 1 

L_ (f) 1+ 
1 n1 

analoog 
0) ,-.. --

"· I 
_;' 
"'W ' ... 

m- -'1 

, • • -- I I 
L .... , .., 

m--1 k 

--

--

vinc1en \rJe 

--
0 . , .... l 

i \.,. 

1 
-

()) - (J..} 

e 

--

• 

• 

Er moet nu nog het gedrag bij S=1 onderzocht warden van 

2 - 2 .. - - 2s -'1 r s L - 1,;: 1 i:t) - ,~tJ J 
J 

een directe berekening geeft hiervoor, we schrijven -i 

• 2 1•. • + .... J C 
s-1 ' d \ d f~ 

- log 2 \ d • 

• 

- .. 
.... 2 d 

Tenslotte hebben we de beroemde 11 Grenzfo1~111el 11 van Itronecker ge-

vonden: 

, 



~1 • ~- • 6 

• I •••> 
TC + 

\ d 

met '7"i w • I. 

-7-

2·n w 
• 
l 

·-

0 

' c1 + o s 
J 

\·.fat is deze formule 1neer da11 een 1nerl<ivaardige rariteit? 

Ons verbaast het optreden van de functie ~ 3 een bekende 

functie uit de theorie van de elliptische functies. 

1~Je geven eerst e~~,n iets anderie vorm aan ,..lo4.4. l,aten a 3 b 3 c 
2 2 reeel zi jn 5 a :-;- O, b -a c----d :, met reele do 

- r 1 1111> • .,. 

2 2 s an +2bnm+cm s - "1 

We geven nu dit geheelJ in navolging van Kronecker nog een 

beetje andere vorm~ 

Laat f gedefinieerd 
- 1 -rr: i 

2-
e '17 

'" 

\\le 1nerken nog even 

Tia at verder a r -·-· 2a , 

warden door 

w +1 
2 

op dat 

b' a +lJ J 

·1'? 

' 
c' 

(.(j 

1 --•') 
§ ....... 

r, 

fc w ·a- w -· ' --
00 • 

a +2b+c dan 

... ---
? 1-;-' t- - • ..,. ___ 1 og 

f I (J I f I '" ' w ' 
----·------·- , 

cl 

zal ar d en 

Het lijkt 111-1 zinvol over allerlei lct·Jadratische vor1nen rnet 

gehele a) b en c en c1ezelf'c1e d te sor11tneren. l1Jan11eer tt•\lee var­

men equivalent zijnJ d.w.zo met een gehele unimodulaire 

transformatie uit elkaar af te leiden zijn, zullen de bij­

behore11de reel{se1-1 identi el<: zijn., v,Je moeten ans dllS beperl,~en 

tot representanten van de equivalentieklassen van l<wadrati­

sche vormen~ 

~le zien nu direct 
/ I' 

al dat in het geval dater slechts een 
l{lasse van l{\ivadratische vo1'")1nen met discriminant d is zal gel­

den -f -(0 

Dit is een voorbeeld van een reeks zeer merkwaardige relaties 

voor de waarden van de functie f in be1Jaalde punten w • 

We noemen het hoofdresultaat: 
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Als c.0 Gen 

klasse var1 

) 

-, c::, .,. :r , 1~ 
-- 1.J • ... " ec;n r· 211 1.., e s e n t o 11 t v a 11 een ec1L1i va lentie -

vorme11 da11 
,. 

lS e1~ een die 

een geheel alzeb~aisch getal, j3 -~------ - -· ------------------------
o? . -

L, 

zelfs ee11 

---·----- ··- - .... 
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,:,12 

• 
' I b 2 I , ' -

r:- I v17 /1 +\/3-,-
{ f .. '\} 105 ., 1 • I - ' r.:· . ' . '7 

,_ 
l ,, \f ) - • C. , -- I I ' \ ) '"1-~ _,. • -

1-Iet 
er a l i" J. l,,·· l., ....... 6~ - ;;,., . ., .. ... n 
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Nu volgt uit de algebraische theorie 

' s .L ' \ s 
-

• 

waarin Ld een z.g. 

ter modulo 4d. We 
L-reeks is geboui\Jcl 111et een lc\··Jad1.,atisch 

vinden dt1s 

l<:a ra 1-c-

, 

. L s 
L 1 d 

+ 0 

Vergelijl{en we nu deze formule met de lin1ietfor111ule van l(ronecl{er, 

dan vinden we allereerst een formule voor het klasse aant3l h 

\:~ d 
,.... T Id 1 Q : ..... 

Verder geven ool<: de constante terme11 i11 (Je LaL1rent reel<s ontv-1iklce­

ling naar s-'l merl<:1~1aard~1ge 1'lest1ltaten. 

Maar het meest belangrijke 4s toch dat de elementen van het 

lichaa1n van de h-de graad, dit is het Zag. klasselichaam verlcre­

gen kunnen warden als waarden van de functie f voor elementen van 

het kwadratische lichaam. 

Een van de moeilijkste vragen door Kronecker gesteld is de vraag 

naar de generalisatie van deze theorie, buiten de imaginair kwa­

dratische lichamenG Hier beginnen nu enkele onderzoekingen va11 

Hecl{e 0 

1 .6 ... Hecke geeft nu generalisaties naar t\-'Jee 1~:anten van deze forrri .. 1..lle 

van Kronecker. Volledigheidshalve moeten we no~ een generalisatie 

van P Q ~pstein vermelden. 1·Je noe1nen u.i t zijn tli tvoerige st1..1die 

en ke le "Cl"Lln ten '" 
~ 

T,aa t 
r7 

l...:h h 
-·1 ., 2 

s 

mh_ .. 1 +nh,') 
L-

.-.. .. 
'c'.1t l 

, .... ' e 
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L • ---------•• - .... 4 " 

1n ::J n s 
Q n1., n 

J Q is binaire 3 lJOsitieve 

e11 h 2 niet 

S=1o iJe vinden in 

beide geheel ziJn is deze functie holomorf in 
{') ') 

di t gev a 1 Q m .:- n == a 1-11 ~ -l-2rJrr1r1 -re n L. J 

u., 
l 

1 c.. 

2 
2TC 

a 

:.0 0 0 

l 

'" --- . 

- I ... 

\/ d 

Epstein behandelt nog meer 

•7 g 1 g 2 0 Cl O ~ • • • 1 

L, 8 == L__. _ 

log J --Cu 

generalisaties~ n.1. voor functies als 

e 
2 0 , rci m,.n .. 

l l 

m .. +g ~ 
l l 

s 
, Q is willekeurige posi­

tieve l{wad ra tische vorn1. 



We gaan bier niet verder op ino 

De eerste generalisatie van Hecke gaat uit van de interpreta­

tie van de Z reel<s met een kwadratisch getollichaam. Hecke 

vraagt zich af of voor re~le kwadratische lichamen een analo­

gon bestaat, doW.Zo in hoeverre kunnen we 001{ indefiniete 

kwadratische vormen gebruiken bij de constructie van de z 
reeks. En wat valt er in dit geval te zeggen van het gedrag 
van de 1: functie in een on1geving van s:::::··1? 

De tweede genera lisa tie van Hee 1-:e gaa t naa 11 geta llicha1nen 

van hoger graado De zeta functie bij deze getallichamen is in 

verband te brengen met de bove11genoe111de gene1,;alisatie va11 Ep­

stein o Langs deze weg is iets te vinden over het klasse aan­

tal v2n bepaalde algebrafsche lichamen. 

1 o 7 o La3t 01.., een ideaal zijn u.it ee11 reeel l{\tJcidrati sch lichaa1n ·1-10 

1 .. 7.1 

'/_, 0 r ·1 ._, l lichaam bezit 011eindig veel eenheden, die alle te schrij-

ven zijn als gehele machten van een grondeenheid t , we ver-

onderstellen 

vJe 

L s 

,. . 
"i.. .... • ' ' 
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-- L n ,s I ••""' 

n1 .9 n 
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E > 1 " 

ex. 2 ~ 

T I S 
.,..li. _,,l-l l .,. 

,· 
• 

./ 

• i· s .JJ~ 

een basis van ot is 3 vormen 

de gee onj·t1geerde ~J-,l • 

niet alle l)are11 111, 11 toelate110 Va11 Hierbij moeten we echter 

een verzameling getallen + " 11 
G .. l.L 

/ 

/ ,I 

kiezen \1c slccl1ts een reoresen-,. 

ta11tc Hierdoor bereil{en \·Je cJat c1e reeke, \roo11 Re s > .,.1 conver­

geert O Het is i1nmers dan i11 \1Jezen iJJeer~ dE: Dec1e1-cj_nc1se zeta 

f u 11 c t i e v a n he t lci·J c::-i cl 1,., a t i s ch e 1 i. c :b. a a m g e i,1 o 1~ c1 c: 11 . 

Ntl 
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-co 

d :-c er1 

', 
' . - ·_ c• ,· I .-t:...: 
.;1.J- t, ..... ,.. V ,:__ Cl }: 

.I\. I.; 

-v y:::::: tl e d a 11 
~ ~-. 

00 ~-, c:. ...... V Lp. 1 Cr.: -v 
t - L l l:; •r " ...:.: cl tl • e .,, 
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Door de integraal naar u te berekenen en iets verder te her­

le id e11 v ind e11 ,11Je 



L s 2 
f' 

en hiervoor 

r 
0 
L 

+ 

7 - .. s .. . i 
,;;:::, -00 

schrijve11 
loge 

-J.og E. 

2 V 2 -V }Tu is /~ e + ✓ 1..,L r e 
.2 

-* 
-· 2 V ? -V 

m j 11 ~ e +,f1.. ' e 

\:~e nag 
r ., .......... ... " . . ' • L. __ 

m,n 
1 --2:------2~--s-1 dv)Q V -V 

.l(.. e + .t,t, 1 e . ~ 
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An12 +2B1nn+C n 2 met 

B 
\T 

cx._1 e<.2 e + ex. t c<.' e -v 
1 2 

C 
2 V 

cx'Je + 
c.. 

r2 -v cx e 
0 
'-

en deze vorm is positief. 

o,o. 

Om de limiet formule van Kronecker toe te kunnen passen bereken-

en we nog even . We vinden, als we 
V r 

en 

log E.. 2n:C r s "Tt-
I..., s -l- -0 L ' "' _}._ s -log s- '1 \ d d r t, \ ., ) ' 

c:. 

2 log s 
.,,, 

S-i d 

0 
L.. -

4"' log E:. + _Li __ -=---_ 

\ d 
log£ 

log 
iJ 

-log t 

- 2 log t. 
r·· . 

\ c] 

~, .. ~..., 
d - 2, 1,)- w 'Yi - (.<.) '- J\. loc;• +. (.::.::, 0 • 

\ cl \ 

C + 2 -

dv 

Oo1{ hier l(t-1nnen i-ve sommeren over alle l{lassen van binaire vormen 

met vaste discriminant. VJe zien hier als formule voor het lclasse 
aantal terecht l{□men: 

1.7.3 h 

-
L d 

• \ d 

2 log c-

dv 

De diepere resultaten, waar Hecke op uit is, lcomen tevoorschijn 

bij de generalisatie tot vJillekeurige algebra!sche uitbreidingen 

van het rationale lie ha am. Een resul ta at van I(unrrne r \•Ja s da t de 

klasse aantallen van cirkeldelingslichamen voor te stellen waren 

met gc~niometrische functies. Hecke vindt nu dat de klasse aantal­
len van oplosbare lichamen, waarvan discriminant en graad onder-

ling ondeelbaar zijn voor te stellen door integralen over loga­

rithmen van functies van het boven in een bizonder geval aange­

geven type. 
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Zetafunctie met~ reeksen gebouwd met een positief dcfiniete 

kwadratische vorm, kan men vragen naar generalisaties naar 

indefiniete kv-Jadratische vo1'")111en. Siegel introduceerde zie 

1 it . 1 i j st e en gene- 1:~8. 1 is a tie 

> 
I ' 

G 11.,m, ------_;~ 
s-n 
.2 

s - ,._, 

n+w1n 2 

• 

Hierin zijn a en b de signaturen va11 een kv1adratische vorm in 

a+b variabelenJ waarmee de genormaliseerde son1 van Gausz 

G n,m gebouwd isQ Van deze zetafunctie bewijst Siegel dat 

hij n1ero111orf is~ e11 aan ee11 f'L1nctio11aal vergelij\<ing voldoet .. 

Het lijkt interessant van deze een analogon van de limiet 

formule van I<ronecl(er te co11strl1eren. Men zou kunnen ver111oeden 

dat de producten ·1 (A) 
'" ill= dan vervangen zouden moeten 

warden door niet analytische modulaire vormen van een type 

zoals Maasz bestudeerd heeft .. In plaats van de som over J .. oga­

rithmen schijnen nu son~en over bepaalde hypergeometrische 

functies te l{omen. Het lca11 de moeite \AJaard zijn., dit n1et ex­

pliciete berekeningen eens na te gaan . 

... -
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Inleiding 

In de vorige voordracht n1erkten we op dater een nauw 

verba11d bestaat tusserJ l(lassen van binaire 1-cwadratische vormer1 

enerzijds en ideaalklassen anderzijds. De equivalent1eklassen 

van binaire vormen ziJn gedefinieerd met unimodulaire substitu­

ties en de klassen van idealen door de equivalentie A~B als er 

hoofdi(-Jealen ongelj_jk (~1 bestaan zodat (3 .A-- ex .B (1Jas op enge 

en ruime definities! 

Het lclasseaa11tal bj_j gegeven determinant respo 
.. in een ge-

ge,1en lichaan1 In de vorige voordracht vonden we voor 

dit aantal een formule~ zowel voor r~~le als imag1na1re kwadra­

tische lic2hamen. 

In deze voordrac}1t bei,erken we ons tot imaginaire lichamen. 

rJiocl t~ J_a ire f 11n ct j_ es 811 \ 1 o r1me n 

We beschouwer1 de groe1) van de 1nodulaire transformaties 

Z· ➔ 
lX Z +{3 --- ~ 

f Z + C) :i 
g ch e e 1 ; ex o - f3 t --- ·1 • 

iJe zoeken nu invariante functies, 

meromorf vercnd8rstellen, zodat 

1-.. z • 

die we steeds 

Daa rnaa st zulle1··) r.;~e S(~)l11i3 no.g r~eg1J.la r•j_tei tseisen stellen. 

Nu ligt het voor dP hand reeksen 
'-•· 

,._ ___ ., 

, _, 

'--··· 
ftl . .') n 

rr1z 4-··r) 

2.2.2 G·r}l. 
c: rC 

(;{ z + f-, 
ir· Z 1-- ~- -· (~f 1-:) 1 

L { 

Quotienten van 21Jlke reeksen zouden ons modulaire invar1anten 

kunnen le,✓7 eren,. 

1 . 

Een ge r1e le rrtod ula ire '\"✓ o rm 1. s eer1 f1.,1nc t j_e t·· z oc1a t 

f lXZ+JS 
i'Z +<f 

--
jl 

f(z 

2. f begrensd is in het fundamentaal gebied Dq 



Het getal ··- Y l1eet \j,~~ di111e11sicj van de \rorrn. i·Je bescl1ouwen alleen 
eve11 v~aarde11 van . Het fundamentaal gebied D r1et boven half·•-

vlak modulo de 1nodulaire is beschreven doer lz 
Re z -i t h"l' <- ~~- 111(~ g e SC. l .(-C 2 1 . 

-:--•r- 7t l 
restrj_cties op de rand .. 

E 1--. ZiJn drie ho2ken aan dit gebied Z=i, z =eJ en Z=iro. 
I11 deze 

2 en --3 

hoeken ~~erkt men m2t locale uniformiserenden, van de orde 
. ~ 

lD l - en f... in ico . 

Dit is wat oud2rwcts, b0ter kan men op het quotient van boven 

halfvlak en 1nodulaire groep ee11 geschikte analytische structuur 

invoeren9 Men krijgt dan een Rieman11s oppervlak, namelijk de com­
plexe boJ_. 

Uit de transf0rmatieregel volgt voor modulaire vormen 

=f z . l)1~s is f' =Ln eer1 Fc,L1rlier reel{s te ontwikkelen . 
• 

f' z 
-co 

a 
n • 

Omdat f begrensd is in de omgeving van 

We weten dus voor een gehele vorm: 

., 
lCO volgt 

La ten nu r\.T., o 

:Leu 
f ormise rend e1:1 

en 

00 

l'J 
£ 

andere n12l1)unten zij11. 

r-
ci n .. 

de aantallen nulounten ,_ 

fl •• ~ • 

i oo ~ i e r1 t r t3 s l) .. z l J n . 

a --0 voor n<O. n 

in de locale uni­

Laat N het aantal 

1/J a n n e E': r T.;J e (j l C) ~:; f J_ a r) g s d e r a n ci me t J) n1 e t b t) ~ g j e s om d e 

zonder moeite voor een gehele vorm 
va r1 d imer1 s ie --· 1{ 

2 !) 
C. • • 

dan~ 

.. l '11,J -··1 ,-) 
1r ' 1' r 1 \l' + I I 'l\ :-l i , i ;_) ---~ .l ~,_J ..,._, -- \ 1-1 

,~, l - -·-- I r-1 .I •_·; . ) .1 \~ • ~ • v 

lC:C> =L s - ,~·,-_ ., 
l ... ) 

•• 

11Je z oe l{en r1·LI ·b 1,-J - k mogelijlce verdelingen. We vinden 

k---2 or11noge 1 i ~J 1<: 
l T-) 1_ 
t \._----Lt 

l,{ -• h 
1' • _,J 

k=8 

k--1 C; 

k=12 

N -- 1,J ,. --·- J\J. -·- 0 
lCO 

i:1erschilJ,_end'?' rn0aPli.il{heden. ._, 

-- '1 
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Enkele correcties: regels steeds van bovcn geteld 
.. 

pg 4 rcgel 7 
• • . ' • 

. '•. 

4 1.3.1 

5 regel 12 

6 regel 7 

7 1.4.6 

8 regel 9 

8 regel 19 

9 regel 11 

• 
• 

i.p.v,.. 11 deze lijn 11 lezen 1'de lijn Re s ~- 1'1
• 

-- ~ ~-.. -.. 

i.p.v. 1tQ n 11 lezen ,rQ n.,m 11 

A 
m 

1 --2 

o ! I l.p.v. 

0) 

+ 
k=1 

11 1 e z en fl _ _ =► ! r • 

twee keer 

+ (fl k • -

i.p.v. 11 gelijk is aan het aa11tal 1
i lezen tiec~n deler 

is van het aantal'' . 

i.p.v .. rrdus W=U voor 11 le:zen r;dus iv-.-.4 voor'i 

i. p. v. trdat de elemt:::nten van tr lr~z<::n r1d2t ulementcn 

van 1' • 

10 1.7.1 en verder op deze pag. ~ 

l.P.V. - L s lezen L s,K. 

'15 regel 18,19 • l.p.v. ri in d8 locale', lezen f I N' 
:LOO 

ff 

111 

22 regel 12 de formule luidt: z 

25 regel 18 invariant 1
' lezen 

invariant'r. 

26 regel 10 lE:zen 


