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_E_i_n_"i~.g~e_F_r_a_gen der Theorie der 
1B a,1111 1 11• It • 111 ms St pt 

• • Gleichverteilungo 
• t I I II I 2 K 1 

Von Johann Cigler, Wien. 

Die folgenden Bemerkungen bilden eine sehr unvollstandige und 

einseitige Skizze einiger Aspekte der Theorie der Gleichverteilungo 

Der Hauptzweck besteht darin, einige wohlgekannte Satze von einem 
" neuen Gesichtspunkt aus zu behandeln und auf eine Reihe von Unter-

suchungen hinzuweisen, die fur die Theorie der Gleich,1·erteilung von 

Interesse sein konnten. Die meisten Ref='.11ltate .. uber die ich sprechen 

werde, sind wohlbekannt, wenn auch manche ublicherweise anders for­

muliert und bewiesen werden. Det'initionen und Satze, die in 1~ vor­

kommen, werden als bekannt vorausgesetzt. Auf Arbeiten, die bereits 

in _1_ zitiert sind, wird nicht ausdrucklich hingewiesen. 

Io ~ezeichnungen: 

N = {1,2,3,~o•} = Menge der naturlichen Zahlen in der diskreten 

Topologieo 

C(S) - Algebra aller beschrankten stetigen komplex-wertigen Funk-

tionen f auf einem Hausdorff-Ra.u1n Smit der Norm f - sup f(s) -
cr(s) • in C ( S) o 

sES - Menge aller reellen Funktionen -
C+(S) - Menge aller nicht-negativen Funktionen in C(S)~ -

0 

Kg Menge der komplexen Zahlen. Ist z e K, dann bedeute z die konju­

giertkomplexe ZahJ zu z. 

A(S) heisst C-Teilalgebra von c(s). wenn 

f~A(S), 

1 ~ A ( S ) : f ~ A ( S ) ,. !\:s,'.~f E A ( S ) 

f = sup f(s) • 

s~S 
f e A ( S ) , f -f •--).0 .,'c1/~f E A ( S ) • 

n n 

dicht liegt, heisst eine Kompaktifizierung von NG 
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C(N) ist die menge aller beschrankten komplex-wertigen Funktionen 

f - {f(n)} auf No Ist f = {f(n)} dann sei Tf = {f(n+1)}o 

Eine C-Teilalgebra A(N) von C(N) heisst invariant, wenn mit f£A(N) 

auch TfE A(N) gilt o 

0 0 0 

1st 1nvar1anto C(N) 

M(X) bedeute die Menge aller 

einem kompakten Raum X, also 

Funkt i onal e 1J auf C ( :x:) o 

komplex-wertigen regularen Masseµ auf 

die Menge aller beschrank.ten stetigen 

aller Wahrscheinlichkeitsmasse, doho die Menge 

aller Masse µE. M(X) mit µ(f) > 0 fur f > 0 und 1-1(1)=10 

Fur jedes x e X bedeute 

das also £ (f) = f(x) 
X 

£ (f) das im Punkt x konzentrierte 
X 

Mass, fur 

fur j ede s f e. C ( X) gilt ci 

Ein Massµ is~ konzentriert auf einer Menge E, wenn fur jede Borel-

Menge A gilt µ(A)-µ(AnE)w 

s;,= Torusgruppe = Gruppe der reellen Zahlen mod 1, reprasentiert 
" (, 

durch das Intervall ..0,1), bei dem die Endpunkte identifiziert 

werdene 

• 

' 

Jede C-Teilalgebra A(N) von C(N) ist isometrisch isomorph zur 

Algebra C(X) aller stetigen komplex-vertigen Funktionen auf einem 

kompakten Hausdor:f:f-Ra1.11n X, in dem ein stetiges Bild cp(N) von N dicht 

liegto Ist umgekehrt X eine Kompaktifizierung von N, dann ist die 

Algebra C(X) isometrisch iRomorph zu einer C-Teilalgebra A(N) von 

C(N)o Dieser Isomorphismus • • wird durch die Zuordnung 
A A A 

f ( X ) e C ( X) ~-·••1
•

1 
.... ► f ( <P ( n) ) E. A ( N ) , f ( <P ( n ) ) = f ( n) , 

gegebeno 
.... 

Die Funktion t(x) ist die stetige Fortsetzung von f(cp{n)) au:f Xo 

Die Kompaktifizierung von N, die der Algebra C(N) selbst entsprichti 
\f 

werde mit n bezeichneto n heisst Stone - Cech - Kompaktifizierung von 

Ne Es ist C(N) ~c(n)o Jede Kompaktifizierung X von Nist als 
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stetiges Bild von n darstellbaro Rein mengentheoretisch ist n 

isomorph zur Menge aller Ultrafilter auf No 

Jedern re c(rl) ist 11rnkehrbar eindeutig eine stetige Funktion 
~ A ~ 

:f=f(w) €.C(n) zugeordnet, so dass rur n<:.r:J" f(n) - p(n) gilto 
A 

Fur lim f(n) < f(w) < lim f(n) o 

n ► oo n ► oo 

Literatur: 2, 3, 4 o 
... u -

IIIo Der Problemkreis der Theorie der Gleichverteilung~ 

Die Theorie der Gleichverteilung kann aufgefasst werden als die 

explizite und konkrete Realisierung der Isomorphismen zwischen den 

C-Teilalgebren A(N) von C(N) und den entsprechenden Algebren C(X)o 

Das Hauptinteresse liegt dabei an der Zuordnung der einander ent­

sprechenden linearen Funktionale. 

Die beschrankten linearen Funktionale auf C(X) sind genau die Masse 

lJ c M(X). Die beschrankten linearen Funktionale L auf A(N) werden 

durch Limitierungsverfahren gegeben. 

ein Matrix-Limitierungsverfahren 0-l= 

dann 

L(f) lim 
k 

n n-+eo 
co 

wobei sowohl jedes einzelne 
k=1 

jedes f ~ A(N) exstieren sollen. 
00 

•• 
Nun definiert 

k n k=1 

Der wichtigste 

..... A 

= lJ (f) 
n 

Fall ist der, 

lie gt 0 Es i st 

ein Mass u ~ M(X), das auf der Menge ~(N) konzentriert ista 
n 

Die Theorie der Gleichverteilung beschaftigt sich also vor allem 

mit dem Grenzverhalten von Folgen van Massen auf X, die auf einer 

abzahlbaren Menge ~(N) konzentriert sindo 

WO 

Eine Falge 

Topologie) 

* von Massen u eM(X) konvergiert genau dann (in der w -
n A ~ A 

0 gilto 

gegen ein Mass u , wenn 1.1 (f)-+ 1J(f) :fur jedes :f(£C(X) n 

• 

• 
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Die bedeutung der kompakten Rat,me fur die Theorie der Gleichver­

teilung beruht wesentlich darauf, dass die Menge aller Wahrschein­

lichkeitsmasse kompakt ist. 

Alle Fragen der Theorie der Gleichverteilung konnen in dem dargelegten 

allgemeinen Rahmen behandelt werdeno Im Folgenden wird auf einige 

Spezialfalle naher eingegangen, die entweder zur Vertiefung des 

Verstandnisses dienen oder Ansatzpunkte fur weitere Untersuchungen 
• •• se1.n konnten. 

Lit o : __ 1 , _5__ o 

Sei X die Einpunkt-Kompaktifizierung von N mit dem Punkt 00 0 

C(X) ist 

fEC(N), 

dann isomorph mit der C-Teilalgebra A (N) aller Funktionen 
00 

fur die lim f(n) existiert. Dieser Isomorphismus wird ge-
n-+co 

geben durch die Zuordnung 
A A 

f = f(n) EA (N) 
(XI 

-.--~f = f(x) <£ C(X) 
A 

mit :f( ct> (n) = f(N) , n EN 

:f ( 00 ) - 1 im f ( n ) • 
n~ 

Wir nehmen im Folgenden ¢(n) =nano 

Wir interessieren uns fur die Frage: Welche Limitierungsverfahren 
I\.., -
'.!""t,, -

• 11.m 
n~ 00 k 

Funktional E auf X? M.acW0 Fur welche 
(X) 

A A 

( f) - r(~) = lim f(n)o 
n-+cx> 

Das ist aber genau die Frage, welche limitierungsverfahren permanent 

sind, doho jeder konvergenten Falge ihren Grenzwert ~uordnen. 

Die Antwort ist durch den wohlbekannten Satz von Toeplitz gegeben: 
IV e 1 o :rf otw ndig und hinreichend fil.r die Permane11z von t)~1 ist 
( 1 ) su~ a I < 00 

.t" nk' 
n k 

n 
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(3) lim 
n k 

ank 1 0 

Der Beweis verlauft genau so, wie der ubliche funktionalanalytischeo 

Nur ist hier die Terminologie masstheoretischo Wir skizzieren nur den 
• • notwendigen Teil: 

A A 

Fur jedes f' EC(X) existiert u. (f) 
n-

~~>(Banach-Steinhaus) lJ n 
= sup 

f < 1 

Fur jedes 

sup 
n 

f = 

• 

u n 

t . 

A 

f':£ C(X) 

sup 
n k 

gilt 

ank 

A 

l-l (f) -+ 
n 

< co 

- 1 "11:.'fu• _ •• ~ 
- .,:,➔ !:"IIIR:.,.-... 

e: 
00 

k 
a 
nk 

,.., 

u ( f) = 
n 

1 0 

A 

f(k) = • lim 
N ► a> 

a < (X). 

nk 

''Gleichverteilungstheoretische Interpretation'' dieses Satzes: 

A 

f(k) 

Die Menge der naturlichen Zahlen ist bezuglich jedes pennanenten 

Slimtnationsver:fahrens in X e: -gleichverteil to 
CQ 

Mehrere weitere Fragen der Theorie der Limitierungsverfahren konnen 

unter ahnlichen Gesichtspunkten betrachtet werdeno 

Lit o : \_,6 , _7 o 

Vo Klassische Definition der Gleichverteilun~ 
g 117 C d ,. I t 7 7 au L I I I 5 I l J 

Die ubliche Definition der Gleichverteilung bekora·rnt man, wenn 

man von einer Folge ¢(n) ausgeht, die in einem kompakten Hausdcrff­

Raun1. S lie gt o Als Kompaktifizierung von N wahle man in dies em Fall 

die kleinste abgeschlossene Teilmenge X von S, die all Punkte ¢(n) 

enthalto 

Da das der ubliche Gesichtspunkt ist, wollen wir nicht naher darauf 
0 eingeheno 

,..,.. ., 

Lit o : 1_ , =8 o 
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~Y~~~,o_p_i_e_~_s_,t_,o_n_e __ ~e-~_,h~=~
2

K~om~, p~~~ifizierung 

Die Stone - ech - Kompaktifizierung n entspricht der Algebra 

A(N) = C(N) o Jedes f E. C(N) kann zu einer eindeutig bestimmten stetigen 
,A, 

Funktion f auf n erweitert werdeno 

Jedes beschrankte lineare Funktional auf C(N) definiert ein Mass u auf 

o Ein Matrix-Limitierungsverfahren liefert genau dann • e1n Mass auf 

i doho lim exo fur jedes f~ .. C(N), wenn 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

n> 00 k 

sup 
n k 

sup 
n•--•► 00 k 

Q 

lim 
n> 00 k 

ank < 00 

ank ex. 

ank 

ank-ak - O(j) 

Der Beweis verlauft genau so wie bei der Einpunkt-Kompak.tifizierung 

und kann daher 

Ist jedes µn, 

weggelassen werdeno 
,,.. 

definiert durch lJ (f) = 
n 

lichkeitsmass, dann folgt, dass 
k 

k 

n k 
dass lJ lim l.J n 

ebenfalls auf N • konzentriert 

• 0 ein Wahrschein ..... 

• isto 

Die Matrix-Limitierungsverfahren liefern 

Masseµ auf no Auf Q kann daher keine im 

daher keine nicht-trivialen 

ublichen Sinne vernunftige 

Theorie der Gleichverteilung betrieben werdeno 

Lit o ~ ._6_, e 

VIIo 
: : 

Banach-Limiten und .Fas~.-Konvergenz 
I ;;1 :;; S 12 I st 

Unter einem Banach-Limes versteht man ein Wahrscheinlichkeits-

mass µ auf , das invariant bezuglich T ist: 
A A 

f' > 0 .::: ~. u ( f ) > 0 

µ(1) = 1 
A A 

lJ ( Tf) - ll ( f) o 
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Insbesondere ist lJ ( n) = 0, n €No 

Die Menge aller Banach-Limiten werde mit M bezeicheto Sei B der 
T T 

Teilraum von c(n), auf dem alle Banach-Limiten ubereinstimmeno Der 
" 

gemeinsame Wert werde mit L(f) bezeichneto 

VIIo1o Die Funktion f liegt genau dann 

"' "' • lim 
1 
N 

Tn f(w) = L(f) 
N )00 n<N 

,., 

existiert, wobei L(f) unabhangig von w isto 

Bewo; Hinrc Sei u .. i1 e T und ( *) erfilllt o 

1' --~ ~ w,.,, ... __ -.:. .1 

·• ' ·' 

--

,.. 

u(f) = lim 
N ► 00 

1 
( w ~ 

N n<N -·-
A A 

L(f) du{w) = L(f), 
n A 

A 

Tn f(w)) du(w) = 

doho u(f) ist unabhangig von lJ~ 

Notwo 

( 1 ) lim 
n-+oo 

1 
N n 

• 

k<N 
n 

wenn flir j edes w E n 

A . n 
T f(w))du(w) 

n<N 

eine Falge N, so dass 
n 

Wir ordnen nun jeder Funktion g € c(n) eine Funktion 

deren Einschrankung auf N gegeben ist durch 

"' Sg ~ c(n) zu, 

,.. 1 
Sg = -

N 
n k<N n 

definierto Denn: 

A 

g > 0 
~ A 

~~,-, Sg ( n) > 0 :%'.:> u ( g) 

kA 

,,.. 
= Sg(w) > 0 

A A 

g - 1 -i~.~~~~ Sg ( n) = 1 ·• -~ µ ( 1 ) = Sg ( w) = 1 o 

A 

STg(n) 

A 

1 
N 

n 

.,,~~"> STg(w) 

k<N n 

k A 

"' TSg(w) 

A 

= TSg(n) 

' 

ein Banach-Limes 
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Nun ist 
A 

TSg(w) Sg(w), weil 
A 

lim (TSg(n) 
... 

- Sg(n)) - 0 isto 
n-+oo 

A 

µ(Tg) STg(w) - TSg(w) = Sg(w) = µ{g)o 

.... 
Ausserdem ist µ(f) = Sf(w) = a wegen (1)o 

A, 

-m=:.;.. .. µ(p) 
,.,. 

- L(p) unabhangig von µ=>a=L(p) 

"' · ~ 11.0 m ·•~.::..: . 
.;• 

N-+oo 
"" 

.. . ex1.st1.ertc Das gilt fur jedes WO . ..-,., 'C. (---) ... ~ ~ 
-- L•• .~•~ f 0 

• 

• Es 1st ff;:;.. BT genau dann, wenn 

,.,. 

lim 
N ► co 

1 

N 
:r ( n + k) -- L ( f) 

n<N 

gleichmassig ink existiert, doho wenn die Folge {f(n)} fastkonvergent 

Bewo: • Hinro 

f'ur alle N>N 
0 

1 
N 

Sei 

A 

f(n+k) - L(f) <£/2 
n<N 

fur alle k-1~2,3,ooo gilto Das kann auch geschrieben werden: 

1 
N 

'°" A 

Tn f ( k ) - L ( P ) < E / 2 o 

n<rJ 

Ausserdem gibt es zu jedem N und vorgegebenem w i: n eine naturliche 

1 
N 

• 

n<N 

·1t ·1 T1 f ru·•r gi , we1. 

n liegt 

1 

N n<N 

... n 
T 

) < E/2 
n<N 

jedes i eine stetige Funktion ist und N dicht in 

,.. 
f(w) 

A 

- L(p) <e: 
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Nctwo Sei (*) erfullto Dann gilt fur jedes n A 

T f)-+L(p)o 
A 

strebt daher schwach gegen L(f) 
n<N 

und daher 

nach dem ''mean ergodic theorem'' auch stark o -.. ~-- :~. ( )E ><) o 

VIIIa Strikte Ergodizitat 

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum mit abzahlbarer Basiso Eine 

stetige Transformation T auf X heisst strikt ergodisch, wenn es nur 

ein Wahrscheinlichkeitsmass ~ auf X gibt, das invariant bezuglich T 

ist, d.h. f(Tx)du(x) = f(x)du(x) f'iir alle f c. C(X) erfullt. 

VIIIe1o Folgende Eigenschaften sind aquivalent: 

(1) T ist strikt ergodisch 

(2) u(f') existiert fur jedes f f~C(X) und jedes 

(3) 

Bewo: 

N-+<x> n<N 

lim 
N ►oo 

1 
N 

n<N 

( 1 ) .,,.,.._-,~ ' ( 2 ) 0 
--...-. . ..... 0 

,, 

- 0 fur jedes f E. C(X) o 

Sei vein beliebiges Haufungsmass der Falge µN' definiert durch 

-- 1 

N n<N 
Dann ist v invariant bezUglich To 

. 1 Daraus folgt v - u, doho lim f'(T0 x) µ ( f) f'iir j e des f e C ( X ) c 

n<N 
( 1 ) ., .. 1~- ( 3 ) : 

Ang. (3) ware nicht erfullto Dann gibt es zu jedem € > 0 und jedem 

N Elemente mit 

1 

N n<N 
:f ( Tn _T ) - 1J ( f ) > E 

f'ur g(Tn i.-,.,,) fur jedes g~C(X) o 

n <:t-T 

Sei v(Tp) = v(f), doho 

es existieren mindestens zwei invariante Masse, was der Voraussetzung 

widerspricht. 



(2)g trivial 

( 2 ) ~-... ? ( , ) : 

Sei v invariant ·~ v( :f) = 

(lim 
N-+oo 

1 

N n<N 

~ = 

Li teratur: ..... 1 O_. , .._13~ , CM14_ o 

IXo Verschiedene Problemeo 
- -----. -· -···. - .. 
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... 

N n<N .... , 

1 t ( f ) •" .... ,.. µ. ,.., ... ,~--- =vo 

IXo1o Sei A(N) • eine 

Dann existiert eine 

separable invariante C-Teilalgebra von C(N)o 

stetige Transformation T auf der zugehorigen 

Kompaktifizierung X derart, dass T:f(x) = :f(Tx) fur alle fSC(X) giltc 

Bewc Da A(N) separabel ist, ist X ein kompakter Hausdorff-Raum mit 

abzahlbarer BasisQ Eine Folge x E- X konvergiert genau dann, wenn 
n 

f(x) fur jedes ~£ C(X) konvergiertG In der einen Richtung folgt das 
n 

aus der Stetigkeit der Funktionen :fo Wenn x nicht konvergiert, dann n 
existieren mindestens zwei verschiedene Hau~ungspunkte x,yo 

Dann wurden aber f(x) und f(y) verschiedene Haufungspunkte der Falge 

f(x) seino Das ist ein Widerspruch zur Konvergenz der Folge f(x )o n n 
Sei ¢(N) das Bild von N, das in X dicht liegtG Wir zetzen 

T¢(n) = ¢(n+1), n=1 9 2,3,aoo 

Sei xe.Xo Da {<P(n)} dicht in X ist, existiert eine Teilfolge <P(n.), 
1. 

die gegen x konvergierto Dann konvergiert f($(n.)) fur jedes f&C(X)o 
1 

Da A(N) invariant ist, konvergiert auch Tf(¢(n.)) - f(T¢(n.))o 
J_ 1 

Das bedeutet aber, dass auch die Falge T$(n.)) konvergierte 
l. 

Wir definieren Tx - lim T$(no)o Man zeigt leicht, dass Tx eindeutig 
1 

:festgelegt und unabhangig von der Wahl der Folge, die gegen x kon-

vergiert, isto Ebenso zeigt man die Stetigkeit von To 
• 

• 

IXo2o Sei A(N) eine invariante C-Teilalgebra vcn C(N), die ganz in 

ist die durch IX.1o de:finierte Trans~ormation T strikt 

ergodische 

Bew<» gilt, ist :fur jedes fEA(N) 



lim 
N >oo 

1 
N 

f(T0 ¢(k)) 
n<N 
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A 

= L(p) 

gleichmassig in ko Nun folgt mit demselben Schluss wie in VIIo2, dass 

• lim 
N->-oo 

1 
N 

n<N 

A n 
f(T x) = 

A 

L(p) 

:fur jedes xEX gilte Das bedeutet aber, dass T strikt ergodisch ist0 

fur eine strikt ergodische Transrormation ist IXo3o Ein 

Tx - x+.J 

Beispiel 
C1 11 c~=-c 

irrational Cl Denn Tnx - x+n V ist :fur jedes x € t:,,?.. auf iJ , 

gleichverteilt0 Daraus 

Gleichverteilung. 

folgt nach VIII.1(3) schon die gleichmassige 

~ 
4 { 2 '} . 2v n t'. ... , IXo • Die Falge n ~ kann nicht in der Gestalt n - T x, xE ~, 

be-

xO 
2, 2t C.--1 1 

T n. , - (n .. +1) au:r o/'konvergieren, was offenbar nicht der Fall 
J. l. -

• 
J.Sto 

Sei jedoch Transfonnation T durch 
Q (- 2 

T stetig 
efl, 

2 1' 
,n V) o Man kann direkt beweisen, 

dass T strikt ergodisch isto Es folgt aber schon daraus, dass 

" 

isto Daraus folgt dann wieder 

die gleichmassige Gleichverteilungo 

IX.4a. Ganz analog kann gezeigt werden, dass jede Falge 

<P(n) -

C 

Lito: 14 t 15 e 

IX05o Jede Falge 

{Tnx}, wobei x in 
00 

(;.., .I 
a • • r mi t irrationalem a 0 auf '7'·' als Projektion 

dargestellt werden kann, wobei T strikt 

{~(n)} ~ X lasst sich als Projektion einer Falge 
,= :r? 

einem kompakten Hausdorf:f-Rat,rn X liegt, au:ffassen. 

S O 00 • 

ei nan1l1ch II X , 
n 

n=1 
X =X, das kartesische 

n 
Produkt von abzahlbar 
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vielen Exemplaren X mit der uberlichen Produkt-Topologieo 

Sei x - (~(1)j $(2) 9 ooo 9 ~(n) 1 coo) TIX 
n 

Tx = (~(2), $(3) 9 ooo,~(n+1),oooj)o 
p Tn-1 o O " .. 

- .. pu 
• 

• t rs ' tr?Nlc-·,,.. .., L 'l'lltDFt swstt:,,ILI I .-,n::_,_ 

von TI X 
n n 

auf x1 

bedeuteto 

der Falge 

in dem die 

man X x, Tx, o 0 o , 
.. 

x , o. o o , ~le 1. ch dem Abschluss 
-

X, dann ist X n 
Folge {Tnx} dicht liegt. 

ein kompakter Hausdorff-Ra1.1m, 

IXo6e Wenn { <P( n)} €. X gleichma.ssig gleichverteilt 2u1n Mass lJ auf X 
• 1st, dann 

1 . 1 
im N 

N>oo 

~ 
n<N 

WPlas 

,. ~ 
gelten 

A 

f'(Tnx) - µ(f) 

-
:fur jedes x:E:Xo Hiet bedeutet die Menge aller stetigen Funk-

tionen der Gestalt 
A 

f EC(X)G 

Bewo Wortlich wie in VIIo2$ 

IX.7o Sei {¢,(n)}eine belo Folge auf 7;'und sei lim q>(n+k)-¢(n) - 0 
n ➔ oo t,7,.;~f 

f , foo au •!f.';· ur jedes k-1,2,3,~oo o Dann ist die Folge {<1>(n)} nicht 

gleichmassig gleichverteilto 
Alld- -. lliHZPr' ■ 11· ............ , .... ,_o a rr:'/f'Y,-W tJI C 

BewQ Sei X = {x,Tx,ooo,T0 x,oo} 9 
.. 

wobe1. 

x= ( <P ( 1 ) , ct> ( 2 ) , o o 0 , <P ( n ) , o o o } e. rrx , x = n n 

gilt. Sei a eine belo Dann gibt es eine Folge 

• 

<f>(n.) + ao 
1 -

Dann ist aber auch lim ¢(n.+k) = a :fur jedes k=1,2,3 1 ooo MoaoW~ X 
• l. 
l. 

enthalt den Punkt (a,a,a,oGo)e 

Wenn {¢(n)} gleichmassig gleichverteilt ware, wtirde folgen 

fur alle 

1
. 1 
im N 

N ► oo n<N 
••n 

:f(a) = 
1 

p(x)dx 
0 

t,~' .• 
:f EC(•:-· ) , was of:fenkundig falsch ist G 

Beispiele: an°, 0 < a <1; et(logn}T , ,. > 1o 

Lit. 

• 



gleichmassig gleichverteilt 0 

Ware fur ein 

lim 
N 

1 
N 

• 

• • eine stetige Transformation 
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gleichverteilt, dann ware nach 
1 

f(x)dx fur jedes 
0 

C .,, . ,, 
au f =;j darstell to 

Das ist aber =O sicher falscho 

IX.9o Sei a> 1 eine ganz-algebraische Zahl vom Grad k. Wenn die 

Falge a x, a x,oo~,a x) in den Punkt (O,Otooo,O) als .. 
' • 

Hau:fungspunkt enthalt, ist die Falge {anx} nicht gleichmassig gleich-

verteilt o 

B . k k-1 
ewo Sie a =h1a +coQ+hk,hi ganz. Sei T die stetige Transformation 

die durch 

' I • \ ' 

l/ 

h1h2 hk \ \. X I 

x1 •• 
,1 0 G • .. 'ti 1 I • 
l " I • 

\ f • 

' 1 0 0 x2 ' 
• Q • G ' x2 ' .I • s \ ' T t ~ • 

' ,, 

t .. ' 

\ ' ' ~ -1 -Cl \ ', 0 0 

f ' ' 

'( • 1 • l 0 0 • 

' • ,, e I) 0 • 
' ' • ' 

' 
' 

0 0 0 1 0 • 

xk 
• ,. 

' 

xk ' • 
' f ., I) 0 I ' 1, ,, I • ., 

• ' • 
' ' cl' \ , 

~ •, • 
• 

• • gegeben isto Dann 1st 

( n+k-1 n) a x,aoo,a x. 

Wenn also {anx} gleichmassig gleichverteilt ware unf (O,O, •• O) 

Haufungspunkt der Folge a ,o•••a x, wur e nae IXo6 folgen, 

dass auch die Folge Tn(O,.Qa•O) - (O,oea 1 0) gleichverteilt ware, 

was einen Widerspruch darstellto 

Korollar. Fur fast alle x ist die Folge {anx} nicht gleichmassig 
~· n+k-1 n . . 

IX.10. Die Menge der x, fur die bei transzendentem a> 1 die Folge 

{anx} gleichm.assig gleichverteilt ist, besitzt das Mass Nullo 



• 
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o n( k . 
Die Folge T x,ax, o o o ,a xi o o) 11r1 Produktraux·n besitzt also den Punkt 

(o,,,,O) als Haufungspunkt
0 

~ -
Lit o 18 o 

Xo, W~itere frage~tellungeno 
• 2 

Sei G eine beliebige lokalkompakte abelsche Gruppe, eine Menge 

von Charakteren auf G und C (G) die kleinste C-Teilalgebra von C(G), 

X{;,; nennt man eine 

Eine Falge { cp( n)} € G heisst gleichverteilt auf' X,~p , wenn 
.Jr" 
:i, ... -

A(f) fur jedes f6 C(X ) gilto (*) • 
Nlim 
~ 00 

0

•- - •• .,, -
2 ;r1.kx - .,,,,., _ ..... bekom111t man die 

ubliche Definition der Gleichverteilung mod lo F~r den Fall G = Z = 
• 21rirn • Gruppe der ganzen Zahlen, ~:·:1 {e } , r rational, den Gleichver-

& 

teilungsbegrif'f von I. Niveno Fur G = z, 4>(n) = n, eine beliebige 

Menge von Cl·arakteren, bedeutet (*), dass der Mittelwert M(f) einer 
• fastperiodischen Funktion f auf Z durch A(f) gegeben ist. Da der Mit-

telwert eindeutig best:Ixt11:t1t ist, liegt jede fastperiodische Funktion 
• 
in BTG 

Man kann nun nach der Menge a1ler Limitierungsverfahren fragen, die 

den Mittelwert einer fastperiodischen Funktion f auf Z liefern, usw. 

Die vorangegangenen Sa.tze lassen sich z11rr1 Grossteil auch auf andere 

Gleichverteilungsbegriffe ubertragen, z oB. beko1r·1rnt man den Begriff 

der C Gleichverteilung, wenn man statt N die Menge der nichtnegativen 

reellen Zahlen nimt11t , usw o 

Darauf soll bier nicht naher eingegangen werden. 

Lito .... 5 , , .. 21 , 22 0 
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