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Gravitatiegolven in de hydrodynamica,

Samenvatting.
In de hydrodynamica verstaat men onder gravitatiegolven golfbe-

wegingen van kleine amplitude onder invloed van de zwaartekracht.

Is de vloeistof homogeen, dan treden deze alleen op aan de opper-
i vlakte, en men spreekt van oppervlaktegolven, in tegenstelling tot
gelaagde vloeistoffen (d.w.,z. vloceistoffen met discontinuiteitsop-
pervlakken in de dichtheid), waarbij ook zg. inwendige golven op-
treden. '

Daar wij ultsluitend homogene vloeistoffen beschouwen, spreken
we steeds van gravitatiegolven, waaronder men dan oppervlaktegolven
moet verstaan, In de meeste in dit rpport genoemde publicaties
worden de benamingen "zravity waves" en "surface waves" dooreen ge-
bruikt, hoewel steeds sprake is van homogene vloeilstoffen,

De bedoeling van dit rapport is een overzicht te geven van de
recente literatuur over dit ondeywerp, alsmede van de verschillen.e
problemen, dile in deze literatuur fer sprake komen, en van de voor-
naamste methoden, die voor de oplossing ten dienste staan, geillu-
streerd met enige voorbeelden.

In % 17 wordt eerst de algemene inleldende theorle gegeven, waarna
we speciaal ingaan op de exacte linealre theorie, verkregen door .z
algemene theorie te lineariseren in de veronderstelling, dat de be-
wegingen "infinitesimaal" zijn,

We onderzogken alleen bewegingen die enkelvoudig harmonisch van
de tijd afhangen en in § 2 wordt aangetoond, dat we in dat geval bLij
tweedimensionale stroming te maken krijgen met de potentiaalverge-

1ijking:
AP =0 (1)
en blj driedimensionale stroming met de golfvergelljking:
(& - m2)4>= 0, m reeel (2)

De (lineaire en homogene) randvoorwaarden zijn voor (1) en (2) het-
zelfde. De nuloplossinﬁ voldoet derhalve, en dat desalnietemin ook

niet-triviale oplossingen bestaan, betekent dus dat deze problemen

blijkbaar niet eenduldig een oplossing bepalen. De oorzaak hiervan

ligt in de aard van de randvoorwaarde aan het vrije oppervlak.



Tengevolge van deze niet-eenduildigheid moeten we extra eisen aan de
oplossingen stellen.

Wat ons in het bijzonder interesseert zijn oplossingen voor het
tijd-afhankelijke probleem, die (eventueel alleen op oneindig) het
karakter hebben van een voortlopende golf en we proberen dergelljke
oplossingen te construeren door superpositie van twee oplossingen
van het niet tijd-afhankelijke probleem, (die leveren staande gol-
ven), die zich (eventueel alleen op oneindig) gedragen als cos X,
respectievelijk sin x.

In § 3 behandelen we twee eenvoudige voorbeelden, nl. een onein-
dig diep kanaal en een kanaal met eindige constante diepte. Er blij-
ken inderdaad oplossingen in de vorm van voortlopende golven te be-
staan. Heeft de vloeistofmassa een grote diepte, (groot t.o.v. de
golflengte van de gravitatiegolven), wat we steeds aannemen, dan
blijkt bij deze golven dispersie op te treden.

Ten aanzien van de eenduldigheid wordt in @ 4 bewezen, dat met
behulp van gestelde eisen op oneindig, het karakter van een regulicre
oplossing van het eerste voorbeeld is vastgelegd, en wel dat deze
oplossing de gedaante heeft:

Cp(x,y)= p XY cos(k x + ) met A en A willekeurig reecl,
(3)

Een analoge stelling geldt voor het tweede voorbeeld.

Een overzicht van de optredende problemen wordt gegeven in § 5,
terwijl de voornaamste oplosmethoden in het kort worden aangeduld 1in
§ 6. Het eigenlijke literatuuroverzicht 1s vervat in § 7, systema-

tisch gerangschikt naar de problemen, en voor leder probleem in
chronologische volgorde. Aan het slot worden enige publicaties ge-
noemd, dle feiltelijk buiten de in dit rapport gegeven opzet vallen,
doch wel nauw verwante problemen behandelen. § 8 en §;9 tenslotte
geven leder een voorbeeld van de oplossing van een probleem ter
illustratie van de twee belangrijkste oplcsmethoden,

& 1. De theorie van zwaartekrachtgolven van kleine amplitude.m)

- e = - ———— —— o ——— —— - —— - —— . D o b n e - - - -~ - G = S — M - —

Beschouw een incompressibele vloeistof zonder inwendige wrijving
in een kanaal met evenwljdige verticale wanden, waarin we dwars-
stromingen verwaarlozen, zodat de beweglng tweedlmensionaal 1is. We
leggen een Cartesisch coordinatenstelsel met de oorsprong in het
oorspronkelijk ongestoorde wateroppervlak, en wel de x-as in de
lengterichting van het kanaal langs het oppervlak, en de y-as lood-
recht naar boven.

— - -~

1) Zie bijv. Lamb [28] of Milne-Thompson [31].
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De bewegingsvergelijkingen worden gegeven door de vergelijkingen
van Euler en de continuiteitsvergelijking:

up Fuu 4 voug =X g D, (1.1)
EBuler 1
Ve tu v 4V vy =Y - F py
Continuiteitsvergelijking u_ + v. = 0 (1.2).

X Y
Hierin zijn: u en v de x-, respectievelijk y-component van de stroom-

snelheid; P is de (constant veronderstelde) dichtheld; X en Y zijn
de componenten van de uitwendige krachten per massa~eenheid; p is de
overdruk t.o.v. de atmosferische druk aan de oppervlakte (deze laat-
ste wordt constant aangenomen); x, y, z en t als index duiden par-
tiele differentiaties aan.

Wanneer we aannemen, dat de vloeistofbeweging rotatievrij is,
volgt daaruit het bestaan van een snelheidspotentiaal

u = —@Xj VvV = —@y ° (/10.5)
Geldt bovendien dat ook de uitwendlge krachten een potentiaal heb-
ben: X = -0, ¥ = - fly, dan wordt een integraal van (1.1) gegeven

~door de stelling van Bernouilli:
2 2
% =D, -0- 1 (&2 +@ o)+ F(t) (1.4)

waarin F een willlekeurige functie is van t.
(1.2) en (1.3) leveren teczamen, dat @ voldoet aan de differen-
tiaalvergelijking van Laplace:

Gxx T @yy =0 (1.5)

N.B.: Aangezizn we niet-stationaire bewegingen zullen beschouwen,
hangt @ ook af van t: @ = P(x,y;5t).

We gaan er nu van uit, dat de gravitatie de enige ultwendige

kracht 1is, dus:

2 = gy.
Deze theorie wordt derhalve beheersd door de potentiaalvergelijking
(1.5), waaraan we randvoorwaarden zullen moeten toevoegen, gebruik-
makend van (1.4) en (1.6).

Wanneer we veronderstellen dat de watermassa niet meer in de on-
gestoorde toestand verkeert, kunnen we de vergelijking van het vrije
vloeistofoppervlak geven door y =(q(x,t).

Op physische gronden eisen we nu aan de randen:

10. aan een vrlj oppervlak:
(a) de druk is gelijk aan de atmosferische druk, m.a.w. p = 0,
(b) een vloeistofdeeltje dat aan de oppervlakte is, blijft aan
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de oppervlakte (dit volgt ook noodzakelijk ult de vergelijkingen,
aangezien we zg. "continue bewegingen' beschouwen, zie bv,

Lamb [29], p.7).
29, aan een vaste begrenzing van de vloelstofl:
(¢c) de snelheidscomponent loodrecht op de begrenzing is 0.

Mathematisch geformuleerd, houden deze elsen 1in:
(a) levert met (1.%4%) en (1.6):

voor y =-’(x,t) geldt: & (@i +CD§)= ®t - 8M (1.7)

(de willekeurige functie van t uilt (1.4) nemen we op in @ ).
Voor een deeltje aan de oppervlakte geldt met (b): d01=qudx+ﬁ%dt,

terwijl dmM= v dt = —<®y dt en dx =u dt = - ¢)X dt dus uit eis (b)
volgt:
voor y =M(x,t) geldt: @y = n]x@x - My (1.8)

(1.7) en (1.8) geven tezamen een (niet-lineaire) randvoorwaarde aan

cen vrij oppervlak.
Uit (c¢) volgt direct de randvoorwaarde aan een vaste wand:

=0 (1.9)

BijJ wat men noemt de exacte linealre theorile der gravitatiegolven
van kleine =mplifude lineariseren we de randvoorwaarde aan een vrij
oppervlak door te veronderstellen, dat de bewegingen "infinitesi-
maal' zijn, en dat derhalve niet-lineaire termen in de snelheden
Q}X en @§y en 1n de verticale verplaatsing ™M en de afgelelden daar-
van verwaarloosbaar klein zljn t.o.v. deze grootheden zelf.

(1.7) en (1.8) gaan dan respectievelijk over in:
dy=8m (1.10) en D o= -my (1.11)

terwijl in deze lineaire theorie deze voorwaarden voor QD gelden voor
het argument y = 0 i.p.v. y =M, (door ontwikkeling: D (x, m)=
=<®(x)o)+-q<@y(x}o)+u,. ~ ®(x,0)), zodat combinatie van (1,10) en
(1.11) tenslotte als randvoorwaarde aan een vril] oppervlak levert:

voor v = 0 geldt: Dy + 8 d y =0 (1.12)

Is de functie dj(x,y;t) opgelost met behulp van (1.5) en de randvoor-
waarden (1.9) en (1.12), dan vinden we hierult de verticale ver-

plaatsing met (1.10):

Nl:% ®t (1.15)
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Bij de toepassing van de thans gegeven theorie op practische pro-
blemen, komen ook gevallen voor, waarin het probleem niet als twee-
dimensionaal kan worden beschéuwd..De z-as ligt dan langs het onge-
stoorde oppervlak loodrecht op de x-as, Ult het voorgaande 1s een-
voudig in te zien dat in dat geval @?(x,y,z;t) voldoet aan de dif-
Fferentiaalvergelijking:

Dyx + Dyy +P,, =0 (1.14)

fterwljl de randvoorwaarden hetzelfde blijven, en dus nog gegeven
worden door (1.12) en (1.9).

Wat de afhankeliljkheid van z betreft, beperken we ons tot enkel-
voudig harmonische bewegingen, zodat: cbzz + m?@ﬁ= 0 (m reeel) (1.15)
In dat gmeval voldoet @ dus aan:

Dy *+Dyy - ned = 0 | (1.16)

c\ © 3 x 2 3 I 3
3 2, Periodieke oplossingen; eenduidigheid van oplossingen; oplos-

. Gt e . . o - e hn o s o S o - e - . o - - - — ot o o o n S g 0 o D o o S - ——

T e - - T s Tt - — . W - Cun s - - - - S hd - S

We interesseren ons ultsluitend voor bewegingen die periodiek
sin Wt (2.1)

zijn in de tijd, en stellen daarom: Cb(x,y;t): e (x,y) eos WOt

(LD reeel).

Voor Lp(x,y) krijgen we dan het volgende randprobleem:

Diff . Verg. : 2-dimensionaal: (¢ . + Pyy = 02 (2.?
m” = 0 (2.3)

3-dimensionaal: © o x + @yy
met randvoorwaarden: (in belde gevallen)

aan een vrij oppervlak: q)y

k@ (2.4)
0 (2.5)

aan een vaste wand : (Pn

oF

2
&

In (2.4) is k = (2.6), dus k 1s een positieve reele con-

stante.

De in (2.2) tot en met (2.5) gelormuleerde randproblemen zijn linzailr
en oo, sen, cerwlil ool do randvoorwaardeoen homogecn sljn. Het stan-
navdacnduldizbe Ldebewl o voor derge 1L ke problemen met een rand-

voorwaarde van de derde soort (zoals (2.4)) is echter niet geldig,
omdat dit berust op het feit dat k ¢ 0 moet zljn, terwijl in ons pze-
val julst k > 0 is.Vandaar dat deze problemen ook niet-triviale op-
lossingen bezitten, en dus nilet eenduldig een oploésing bepalen. We
zullen daarom nog extra elsen aan %Dopleggen, en wel in de eerste
plaats de volgende:

© (x,y) en de afgelelden (px.en WDy zljn in het oneindige uniforu
begrensd, (We beschouwen steeds gebieden, die zich tot in het onein-
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dlge . uitstrekken). Dit is physisch zeer plausibel, immers volgens
(1.3), (1.13) en (2.1) betekent .dit, dat de snelheid en de verticale
verplaatsing in het oneindige uniform begrensd zijn.

Verder ligt het voor de hand, dat we steeds zouden moeten elsen,
dat @ (x,y) overal regulier is. Bij de practische problemen, waarbl]
we zullen proberen voor @ oplossingen te vinden in de vorm van
voortlopende golven, zal dit echter niet steeds mogelijk zijn, zodat
we een concessie zullen moeten doen aan de oorspronkelijke veronder-
stelling van infinitesimale bewegingen. We komen hier nader op te-
rug.

Eisen we wel, dat ¢ (x,y) overal regulier is, dan blijkt steeds
dat de gedaante van cp(x,y) en inzonderheid het gedrag voor y = 0O,

x — &9 ig vastgelegd. Een algemeen bewijs hiervan is echter (nog)
niet gegeven, wel voor speciale gevallen. (Zie de twee voorbeelden,
die worden behandeld in %j}).

Zoals hierboven reeds aangekondigd, gaat het ons er om voor <$
oplossingen te vinden in de vorm van voortlopende golven, (2.1) laat
zien, dat oplossingen voor @ ons oplossingen C& leveren in de vorm
van staande golven, Door superpositie van 2 staande golven, zullen
wij dan trachten voortlopende golven te construeren. (Dit is enigs-
zins afwijkend van de gebruikelijke theorie van golfverschijnselen,
waarin men meestal een staande golf beschouwt als superpositie van

twee voortlopende),

In §33 zal dit aan de twee eenvoudigste gevallen, waarin we
bovenstaande theorie kkunnen toepassen, worden toegelicht. Bij de
practische gevallen, waarbij het gebled waar de vloeistof zich ult-
strekt, ingewikkelder 1s, blijkt het echter pas mogelljk voortlopen-
de golven te construeren, wanneer we voor (P ook een oplossing toe-
staan met een logarithmische singulariteit.

§ 8 en @ 9 geven hiervan voorbeelden. Een opmerking over de tegen-
strijdigheid hlervan met de oorspronkelijke veronderstellingen,
wordt gemaakt aan het eind van 8. Verder zal het slechts bij de
twee in @ 3 gegeven voorbeelden gelukken, een oplossing te geven
die voor alle x de gedaante heeft van een voortlopende golf, terwijl
bilj alle overige gevallen wordt volstaan met een oplossing die zich
op 'oneindig gedraagt als een voortlopende golf, dle men construeert
door superpositie van twee oplossingen voor %), die voor x— + &0

zich gedragen als cos x, resp. sin x.
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I. Oneindig diep kanaal.

In dit geval treedt randvoorwaarde (2.5) niet op; we vervangen
deze door de eis, dat @)y—a 0 als y — -€2, en we hebben dus het vol-

gende potentiaalprobleem:

- 0 [a)
O @ =0 voor { cx et

-co<cy ¢£0
met randvoorwaarden: y = 0 cpy =k ¢ (k >0)
y — -0 @y-—ao
en als extra eils: voor x2 + y2~§60 zijn @, @ . en (py uniform be-
grensd,

Het 1s eenvoudig in te zien dat aan deze eisen voldaan wordt docor
de functies: q:(xjy) =8 eV cos (kx + oK) (3.1)
met willekeurige (reele) A en K, en (3.1) geeft dus volgens (2.1)
inderdaad staande golven voor i)(x,y;t).

In % 5 zullen we, in navolging van Stoker [ 39\ aantonen, dat de
oplossingen (3.1) de enige overal in het gebied reguliere en op on-
eindiyz begrensde oplossingen zijn. ’

Door lineaire combinatie vinden we met (2.1) dat we voor @}(x,y;t)

als oplossingen kunnen nemen:
d (x,y.58)= A K cos(kx +Wt +&) .. (3.2)

Dit 1s dus de oplossing in de gewenste vorm, nl. een vlakke voortlo-

pende golf.,

De golflengte A wordt gegeven door N = E%L en met (2.6) dus:
2T g -
- 2le (3.3)
De trillingstijd T is %ﬁ% en voor de voortplantingssnelheid c¢ vin-
den we A
/ "
== =(% , dus volgens (3.3):
0N\ &
c = (57)° (3.%)
De voortplantingssnelheid 1s derhalve niet onafhankelijk van de golf-
lengte, maar 1s evenredig met VA . Bij deze golven treedt dus dis-
persie op.
II. Kanaal met eindige, constante diepte h,
. : o . . _ -0 (X L+ 09
Het potentiaalprobleem luidt hier: 4O = 0 voor { —h<y<oO

met: y = O (Py =k @
y = -h : (Py = 0
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terwijl voor x2 + yg—%>00: P, P, en %Jy uniform begrensd.
Weinstein [45] toont aan, dat de enige overal regullere oplossingen
worden gegeven door

(P(x)y)= A%cos (1x+<X)+—eé&%}*+4A+§.ch 1(y+h) met wille-

keurige A en (3.5)
waarin 1 de positieve wortel is van de vergelijking:
2
1 th 1h = k(= &) (3.6)

&
We leveren dit bewijs niet, maar poneren de door (3.5) en (3.6) ge-
geven oplossing. Verificatie 1is eenvoudig.
Dit levert ons als voortlopende golf-oplossingen voor §>(X,y;t):

Q?(xyy;t)= A ch 1(y+h). cos(lx + Wt + A) (3.7)

tezamen met (3.6)
Met (2.6) en (3.6) zien we dat nu voor de voortplantingssnelheidl
geldt:

29 (B thn)? = (g.f\r th gj;h)% (3.8)

Ten aanzien van (3.8) kunnen we opmerken:
h

(

2Th _ . . 18 N\ e
voor /\ < 2h, is th == %1, dus In dat geval is ¢ = (5%)2, Julst
als in (3.4).

M.a.w.: is het kanaal dieper dan de halve golflengte, dan 1is de

-

voortplantingssnelheid nagenoeg hetzelfde als wanneer hep kanaal
onelndig diep was. Dit geval zullen we steeds beschouwen.

Geldt daarentegen A ) h, dan is th Qﬁkh 2:21;? dus: ¢ = \/gh,
d.w.z.: de voortplantingssnelheid hangt %iet meer af van de golf-

lengte. Met deze voortplantingssnelheld heeft men te maken bij de
zg. "shallow-water theory" (zile bv. Stoker [ 39]) en bij de theorie

van lange oceaangzolven. :
1

v e B e e - o —— = - - . T — - - o - —— o - — . — o X - - - —— - ———

We bewijzen de volgende
Stelling: Is g)(x,y) een regullere potentiaalfunctie in het halve
vliak y & 0, die voldoet aan qiy =k ® (k>0) voor y = 0, en zljn ver-
der de functie <p en de eerste afgeleiden q)X en q)y uniform in x en

y begrensd als x2 + yg-acQ, dan geldt:
¢ (x,y) = A ey cos(kx + o) met willekeurige reele A en & . (Dus

@ = 0 of van de gedaante (3.71) met A # 0).
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Het bewijs leveren we langs functietheoretische weg. Omdat we te
maken hebben met een potentlasalprobleem, "vertalen" we het probleem
voor @Y in het reele (x,y)vlak in een probleem voor een analytische
functie in het complexe z = x + ly-vlak.

We voeren in de analytische functie f(z), waarvan @ (x,y) het
reé¢le deel is: @ = Re {(z). Om aan de elsen voor @ te voldoen moet
f(z) regulier zijn overal In het halve vlak Im z & 0, en voor
Im =z = 0 voldoen aan:

Re (iD-k).f(z)= 0 (operator D betekent differentiatie
naar z). (%.1)
Immers: volgens Cauchy-Riemann is §§~= <Px - i<Py dus
Re (iD-k).f(z)= q)y - kK, zodat (4.1) inderdaad aequivalent 1s met
de veorwaarde voor @ aan het vrlje opperviak.

Verder 1s t%%}@é hp,§ +§@y{ dus ult de elsen voor (Px en %jy op &0
volgt, dat ook %% uniform begrensd is voor {zLaCOM1 het onderste
halve vlak.l) Hieruit volgt:

1f(z)l< M, . | z| voor voldoend grote |z|. (M, pos.const.)

1
(4.2)
We definieren nu voor Im z € 0 de analytische functie F(z) mit bo-
hulp van ) e
F(z)= (iD-k).f{(z) (&.3)

Dan 1s F(z) natuurlijk ook reguller in dit halve vlak, maar volgens
(4.1) is Re F(z)= U veor z reeel. Dientengevolge kunnen we F(z) door
splegeling voortzetten in het gehele complexe vlak, zodat F(z) dan
overal repulier is terwljl grenzen voor iF(z)! in het onderste
halve vlak ook gelden in het bovenste. Daarom volgt uit (4.2) en
(4.3) dat in het pehele z-vlak geldt: [F(z)]|< Mz.lzl voor alle vol-
doend grote z. (M, pos.const.).

" Z - 5]
Bekiljken we nu de [unctie F ?F o

, dan is deze ook overal regu-
lier en bovendien op edbegrensd, zodat dit volgens de Stelling van
Liouville een constante is. We vinden dus, dat F(z) van de gedaante
Is:

F(z)= c, ozt cy.

Met (4.3) volgt hieruit na integratie:

E .
- L2

f(z)= A e + Bz 4+ C (met A,B,C (complexe) constanten)
(4.4)
Omdat echter ¢ = Re f(z) uniform begrensd moet zijn voor {z|-» oo
in het onderste halve vlak, moet B = 0 zijn. (Ae"ikz is in dit halve

vliak uniform begrensd omdat k > 0).

o o

2) Uit de eils voor ® op oo volgt meer omtrent het gedrag van %% Voo
grote |zl. We hebben dat hiler echter niet nodlg, maar verwijzen
naar het Lemma in §8 op pag.23).
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Verder moet C zuilver imaginair zijn volgens (4.1), zodat:

£(z) = ne 41 (4.5)

met A willekeurig complexg en C1 willekeurig reele constante.

o (x,y): Re f(z) heeft dus inderdaad de in de stelling genoemde
gedaante.

-

- - — i~ " o - . i by B o e e o Slae s o ot e n e e e S o o e e ot S o e M8 SR e -

- 7 ——— — o — o _ - - —— - T — T — —_— — T~ -

Naast de twee eenvoudige voorbeelden van § 3, waarvoor Alry 1l
reeds voortlopende golf-oplossingen vond, zijn na 1940 verscheidensz
andere problemen onderzocht, waarvan verschillende practische bete-
kenis hadden., Bij de onder 1° tot en met 30 genoemde geldt steeds
voor y = 0 de voorwaarde (2.4) aan het vrije oppervlak, terwijl we
bij 4° te maken zullen krijgen met een ander type voorwaarde aan
het vrije oppervlak.

19 Uniform hellende bodem.
We nemen hierbij aan dat een
(0.0) vRye °obE constante bodemhelling bestaat,

zodat de voorwaarde aan een

ﬁ%7bb7bb7 vaste wand geldt voor

/7
KusT 777777777% y = - tgwy.x (n) gemeten

als in de figuur),

In het geval ¥ = 4+ spreekt men van cen rechte klip, voor < ¥ < 1
van een overhangende klip.

Voor § = 1 tenslotte van een dokprobleem. (D.w.z. een half vlak ven
het wateroppervlak is bedekt met een vaste wand).,

20. Viakke barrieres.
Hierbij neemt men aan dat zich in de vloeistof vlakke barricrcs
bevinden van "infinitesimale!" dikte. We onderscheiden:

A, Horilzontale vlakke barrieres.

Hierbilj ggvindt zich voor y = -b, x < 0 een '"vaste wand" in de

vlceistof. !
' (0,0)

%

(0€b<a)
Voor b = 0 krijgen we weer een
dokprobleem.

s
"
!
o

a mag eindig (eindig diep kanaal)
of oo (kanaal met oneindige diepte)
zijn"

i
"
)
=



B, Verticale vlakke barricres.

Als algemeen geval nemen we aan dat zich "vaste wanden" in de
vloeistof bevinden voor x =0, 02yZ- a en voor x =0, - bZ y>-co.
Y De vloeistof wordt blj deze pro-
YRy E Qpp. blemen oneindig diep verondersteld.
’”\_/”‘\“lﬂ/"\\ T — .

S Speciale gevallen krijgen we voor:
a<eoe, b =60 een vaste wand vanafl
het oppervlak tot eindige diepte.
:9-— b a =0, 0<bg¢eo : een vaste wand
vanaf de bodem tot onder het
oppervlak. Hierbilj kan men nog
het specilale geval beschouwen dat

. b+ 0.
Ce Scheefstaande vlakke barriere.

Hlerbij nemen we aan dat zlch 1n een kanaal met oneindige diepte
een "vaste wand" bevindt vanaf het oppervlak tot elndige diepte on-
der een hoek tussen U en g of vanat de "bodem" tot een eindige diepte

VRYE Opp. onder het oppervlak onder een
T T T (0.0) e hoek tussen 0 en g-.
) W
1) ¢ o
‘Y‘l (.xl\/|)
(X v /
30. Barrieres van andere vorm,

Er ziljn ool enl e publicaties verschenen, waarin zich onder hect
watercoppervlak een hindernis van cylindrische vorm bevindt,

49, Ander type voorwaarde aan het vrije oppervlak.
Een speclale plaats nemen de problemen in, waarblj sprake 1is
van een zg. "floatin: mat'-voorwaarde aan het vrije oppervlak. We
veronderstellen hierbij dat een half vlak van de oppervlakte van een
watermassa met grote dlepte 1s bedekt met een drijvende dunne laag,
Deze laag kan als eerste benadering worden beschouwd voor een veld
van gebroken 1js, ol een ander veld van drljvend materlaal dat be-
staat ult klelne deelt jes zonder wisselwerking. Men heeft in dit
halve vlak te maken met cen andere randvoorwaarde voor y = 0, die
we hier zullen afleiden: ,
Volgens (1.4) en (1.6) geldt na de toegepaste lineggrisatie voor
de druk aan het oppervlak:
p=e¢d, -ren (5.1)
We hebben verondersteld, dat de drlijvende deeltjes geen wisselwerking
hebben, en nemen daarom aan, dat de enige werkende krachten afkom-
stig zijn van de zwaartekracht en van de druk van het water onder de
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laag.
Dan geldt aan het oppervlak ook:

P =04 et (5.2)

waarin p1 de dichtheid van de deeltjes per oppervlakte-eenheid is.
We elimineren nu p en 7 uit (5.1), (5.2) en (1.11), wat oplevert:

voory:Ogeldt:pi)tt+pg@y=—p1@ytt (5.3)
Volgens de definitie van @ (x,y) in (2.1) volgt hierult:

2 2
voor y = O: -pw ?+Pg?y=ﬁ1w ?y

zodat we tenslotte verkrijgen als
randvoorwaarde aan een 'vrij oppervlak!" in geval van een 'floating
mat':

P, =k @ (5.4)

2
waarin: k, = £ - pX (5.5) volgens (2.6).

1 s L
Topamppt BRENS

De randvoorwaarde is dus wel van hetzelfde type, maar verschilt toch
essentieecl van (2.4) in het felt, dat k. geen vast teken heeft, ter-

wijl k steeds > 0 is.

1

Bij de onder 1Oj 2% en 4° beschreven problemen kunnen we te maken
hebben met 2-, zowel als met 3-dimensionale problemen afhankelijk
van de richting van waarult de voortlopende golven ult het oneindige
komen. Staan de 1lijnen, dle punten van constante phase verbinden
(zoals de polfkruinen bijv.) loodrecht op de x-richting, dan 1is
het probleem tweedimensionaal, daar we de coordinaatassen steeds zo
leggen, dat de kustlijn o de rand van een barriere in een vlak
y = 0 of y = constant liggen, en lcodrecht op de x-as staan. Maken
de golfkruinen cen andere hoek met de x-richting dan is het problecn
driedimensionaal. Volgens (1.15) beperken we ons tot enkelvoudig
harmonische z-afhankelljkheid, wat betekent (daar we ook voor x op-
lossingen zoeken die zich voor grote x gedragen als sin x en cos x)
dat onze oplossingen zich voor grote x2+z2 gedragen als ei(1x+mz)3
d.w.z. we proberen oplossingen te vinden die zich opco gedragen als
een vlakke voortlopende golf, waarvan de voortplantingsrichting een
zekere hoek maakt met de x-richting.

Het ligt enigszins voor de hand om te veronderstellen, dat het
het eenvoudigste 1s, alle gevallen driedimensionaal op te lossen
en dan de oplossingen voor tweedimensionale problemen te verkrijgen
door m = 0 te nemen. (Zie (2.2) en (2.3)). Dit 1s echter om twee
redenen niet geheel julst. In de ecrste plaats 1s gebleken in § 2
dat tweedimensionale problemen aanleiding geven tot potentiaalpro-
blemen voor @ (x,y), (terwijl driedimensionale problemen leiden tot
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de golfvergelijking). Voor de oplossing hiervan heeft men een machtlg
hulpmiddel in de functietheorie. Men kan Q)(x,y) beschouwen als het
reele deel van een analytische functie en de randvoorwaarden omzet-
ten in voorwaarden voor die analytische functie op de rand van het
gebied (zoals bv. in § 4 is gebeurd). Deze wijze van oplossen 1is
dikwijls aanzienlijk eenvoudiger dan voor een driedimensionaal pro-
bleen,

In de tweede plaats 1s gebleken, dat men in de oplossing van een
driedimensionaal probleem veelal niet zonder meer m = 0 kan nemen,
doch dat men op subtiele wijze m naar 0 moet laten naderen. We gaan
op dit verschil tussen twee- en driedimensionale gevallen hler niet
nader in, maar verwijzen naar de literatuur, bv. & 6 in Heins [181.

§ 6. Overzicht van de voornaamste oplosmethoden.

- -~ - .~ . - — " ——— . o — g - — e - o o~ — - - —

Iedere publicatie, waarin een der in de vorige paragraaf genoemde
gevallen wordt opgelost, heeft natuurlijk zijn eigen aantrekkelijke
spitsvondigheden, zonder dat de gevolgde wijze van oplossen veelal
kan worden gekenschetst als een oplosmethode voor een zekere groep
van problemen betreffende gravitatilegolven,

We zullen hieronder dan ook alleen de voornaamste oplosmethoden
in het kort schetsen, die zich wat betreft hun bruikbaarheld niet
beperken tot e€en geval. De onder 1. en 2. genoemde methoden worden
geillustreerd door de voorbeelden van § 8 en & 9.

1. De reductiemethode. |

Deze methode 1is afkomstig van Lewy en Stoker en voornameliljk
brulkbaar voor de in & 5 onder 19, genoemde problemen. Ze berust op
de aanname van een nieuwe onbekende functie X die voldoet aan een
homogene randvoorwaarde van de eerste soort op de gehele rand van
het gebied. (X = 0). Men reduceert dus het randprobleem tot een met
eenvoudiger randvoorwaarden. Is deze functie opgelost, dan moet noj;
een partiele (in tweedimensionale gevallen een gewone) differen-
tiaalvergelijking worden opgelost teneinde @ te vinden.

Vooral blj functietheoretische oplossing van tweedimensionale
problemen heeft deze oplosmethode waarde. We illustrerenAdeze metho-
de m.b.v. het tweedimensionale geval van een rechte klip in § 8.

2. De methode van Heins.

Deze methode wordt ook wel aangedgid als de methode met behulp
van integraalvergeliljkingen. Daar z1j echter 1s ontworpen door Heins
en specilaal door hem met vrucht is toegepast op verscheidene geval-
len, 1lijkt bovenstaande titel gerechtvaardigd. Voor de gevallen ondzr
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19 genocemd 1in § 5 1is ze niet te gebruiken, wel echter voor alle onder
29 genoemde, terwljl ze ook bij de onder 4° genoemde problemen van
nut is. Of het probleem van twee- of van driedimensicnale aard is,
maakt geen essentieel verschil.

Het principe berust op de constructie van een Greense functie voor
het randprobleem. Met behulp van deze functie verkrijgt men een
integraalvergelijking voor de functie ®© (x,y) die van het Wiener-
Hopf type blijkt te zijn, en met behulp van de daarvoor beschikbare
theorie (zile bv. [32]) kan worden opgelost. Deze methode laat zich
slechts goed beschrijven aan de hand van een voorbeeld, en wordt Iin
§ 9 geillustreerd m.b.v. het driedimensionale geval van een kanaal
van eindige diepte met een dok, waarvan we de oplossing gedeelte-
1ijk zullen leveren.

Er zij hier nog opgemerkt, dat deze methode ook bruikbaar (en
door Helns ook inderdaad toegepast) is voor problemen in analoge
("stripvormige") gebieden, in de theorie van electromagnetische en

acoustische golven.

3. De eilgenwaarde-methode.

Deze 1s afkomstig van Weinstein en berust op de ontwikkeling van
© (x,y) naar de eigenfycties van een (verwant) gewoon randprobleem.
Deze methode heeft niet zeer veel zelfstandige betekenis, maar kan
leiden tot een verkorting van de reductiemethode, wanneer ze in
combinatie met deze wordt gebruikt., Verder is ze wel nuttig voor het
theoretisch inzicht, dat men geen voortlopende golven kan vinden,

als men alleen reguliere oplossingen voor QD(x,y) toelaat, maar

dat men een resuliere en een logarithmisch singuliere oplossing moet
combineren. Aangezien deze methode in haar ultvoering weinilg inge-
wikkeld 1s, geven we geen voorbeeld, maar verwijzen direct naar dc¢
8 2 en U4 van de desbetreffende publicatie van Weinstein [437).

We zullen in deze paragraaf een overzicht geven van de verschil-~
lende publicaties, ingedeeld naar de in § 5 genoemde problemen, en
voor ieder problecem in chronologische volgorde, terwijl we 1n het
algemeen enlge aanduldingen zullen geven betreffende de gevolgde
oplosmethode. (De notaties zijn gellijk aan die van § 5).
1°. Uniform hellende bodemnm,

In 1926 beschouwde Hanson [13]) het tweedimensionale geval

X’: gﬁ , met n geheel 2 17 en gaf hiervoor een oplossing. Hij slaag-
de echter niet in de constructie van een uit oneindig komende voort-
lopende vlakke golf, omdat hij voor ¢ alleen een reguliere oplossing



bepaalde. Na hem werd J° = gﬁ beschouwd door Miche [ 30] in 1944,
In 1946 lost Lewy [29] het tweedimensionale geval ¥ = %% met p on-
even, 0<p<2q, (p,q)= 1 op met behulp van de reductiemethode. Hij
vond inderdaad een lopende gdlf op oneindlg door een regullere en
een aan de kust (x = y = 0) logarithmisch singuliere oplossing van
® te superponeren.

Stoker [39] gaf in 1947 de oplossing met de reductiemethode voor

7 = é% in het twee-, zowel als in het driedimensionale geval. Ook
gaf' hij een aantal practische berekeningen.

(N.B.: Van hieraf zullen we onder "een oplossing" steeds verstaan,
een oplossing in de vorm van een voortlopende vlakke golf op onein-
dig).

In 1948 volgde voor << (tweedimensionaal) een oplossing van
Friedrichs [6] met behulp van asymptotische ontwikkeling (zadelpunts-
methode ), welke wor n = 15 goed klopt met de oplossing van Stoker.
Verder verschenen in dat jaar oplossingen van Friedrichs en Lewy 171
voor het tweecdimensionale geval Y= 1 (het dokprobleem bij oneindige
diepte), verkregen lanzs functietheoretische weg door oplossingen te
zoeken in de vorm van een complexe integraal, en van Isaacson T 20]
voor 77 = % (overhangends klip; tweedlmensionaal) met een methode,
analoog aan de reductiemethode. Isaacson vond enige belangrijke ver-
schillen met de oplossing van Lewy voor ¥ = %% met p = 3, @ = 2.

Weinstein [43] zaf in 1949 een oplossing voor het driedimensionale
geval %=+ m.b.v. ecen combinatie van de eigenwaarde- en de reductie -
me thode .

In 1950 loste Isaacson [21] het tweedimensionale probleem op voor
willekeurige ¥ (0< ¥ < 1). Zijn methode berust op dile van Friedrichs
en Lewy voor het dokprobleem. Voorts verschenen in 1950 en 1951 enige
publicaties van Roseau L[36] en [37) met resultaten, analoog aan die
van Isaacson. In 1952 tenslotte heeft Peters [34] de oplossing ge-
geven voor het driedimensionale geval met willekeurige Y tussen 0
en 1 door het probleem in poolcoordinaten op te lossen met behulp
van Laplace-Transformatie naar de radius.

20‘ A. Horizontale vlakke barrieres.

Bij alle opgeloste problemen 1s gebrulk gemaakt van de methode
van Heins, en wel steeds voor driedimensionale gevallen, In de no-
tatle volgens de filguur in § 5. 29 A, verwijzen we voor:

a =w, b= 0 naar Heins [14] (1947); a<oo , b= 0: Heins [151(1948);
a<o0 , 0<b<a: Heins [16] (1950) en [181 (1953); a =<9, 0 &Db< o0
Greene 81 (1951); a =o0, 0 €b<oo : Greene en Heins 191 (1953).

(Bi1j deze problemen is steeds een reguliere oplossing voor @ be-
paald, en een die logarithmisch singulier is in het punt (0,-b)).



B. Verticale vlakke barrieres,

Dean [47] publiceerde in 1945 een oplossing voor (tweedimensiona 1)
a =0, 0<b<co (zie figuur §5. 2° B), terwijl Ursell [4071 in 1947
een oplossing gaf voor willekeurige a en b (tweedimensionaal) met
behulp van een integraalvergelijking. (Deze integraalvergelijking
zou herleild kunnen worden tot een van het Wiener-Hopf type, zoals
optreden bij Jde methode van Heins, maar dit is niet noodzakelijk;
Ursell gaf ecen directe oplossing).

C. Scheefstaande vlakke barrieres.

Voor tweedimensionale gevallen, waarin deze barriere een hoek %%
maakt met het ongestoorde wateroppervlak, is de oplossing gepubli-
ceerd door John [22] in 1948, gevonden m.b.v. de reductiemethode.
(In het geval van cen eindig lange barriere van het oppervlak naar
beneden, neemt John twee logarithmische singulariteiten aan in de
uiteinden van deze barriere).

30, Andere barrieres,

Er z1iJn enige artikelen verschenen over het tweedimensionale
zeval van een circulaire cylinder onder het wateroppervlak. We gaan
hierop niet in, maar verwijzen naar Dean [ 5) en Ursell T411.

47, Problemen met cen "floating-mat" voorwaarde.

De invoering van deze voorwaarde aan het "vrije oppervlak",
feneinde problemen betreffende gebroken ijsvelden e.d. in eerste
benadering op te lossen, is afkomstig van Peters [33] (1948) voor
een tweedimensionaal probleem. (Bv.: een half vlak is bedekt met
een "floating mat" en de 1lijnen van constante phase van de voort-
lopende golf op oneindiyz lopen evenwiljdig aan de rand van deze
laay). Peters loste meer algemeen het geval op dat de voorwaarde
(5.4) 2eldt langs de halfrechte y + x.tg My =0 (y < 0; 0O<Y & 1).
Het hierboven genocemde voorbeeld correspondeert dan met ¥ = 1, ter-
;=0 1n (5.4), (k]
keurige ¥ het door Isaacson opgeloste algemene tweedlmensionale ge-

wijl voor k gegeven door (5.5)) we voor wille-

val van een uniform hellende bodem krijgen en voor "= 1 het dok-
probleem. De oplossing van Peters klopt inderdaad voor K1 = 0 met

die van Isaacson [21) en voor k, =0, Y= 1 met het resultaat van
Friedrichs en Lewy [ 7). Peters volgt een functietheoretische methode,
die leidt tot een differentie-differentiaalvergelljking, die hij
alpemeen oplost.

We gaan op problemen van deze aard nlet verder in; merken slechts
op dat ook de methode van Helns geschikt 1s, speclaal blj driedimen-
sionale problemen, en verwljzen naar de volgende publicaties: Weltz
en Keller [451 (1950) en W61 (1953), Heins WU71(1951), Weitz [44)
(1952), Keller en Goldstein [26]1(1953) en Shapiro en Simpson |38]
(1953). Voor meer algemene theorie over drijvende lichamen zij hier



nog gewezen op enige artikelen van John (231, {241 ,025].

We besluiten dit literatuuroverzicht met het volledigheidshalve
noemen van enige publicaties over gravitatiegolven, dile buiten de
door ong beschouwde problemen vallen, of uitgaan van andere veronder-
stellingen, zoals:

a. Enige artikelen van Davies [27] en [ 3], die gravitatiegolven van
eindige amplitude beschouwt, en de randvoorwaarde aan een vrilj opper-
vliak niet lineariseert.

b. Een methode van Grobner [10], die problemen voor een eindig lang
kanaal oplost m.b.v. een variatieprincipe.

¢. Een artikel van Kreisel [27], die het geval van tweedimensicnale
oppervlakte golven in een oneindig lang kanaal van willekeurige
diepte beschouwt, waarbij zich kleine (cylindrische veronderstelde)
obstakels op de overigens horizontale bodem bevinden, terwijl hij
ook variaties in de atmosferische druk aan de oppervlakte aanneemt.
d. Enige artikelen van Groen [111 en [12]), die gelaagde vloeistoffen
beschouwt met een zekere verticale dichtheidsverdeling, zodat ook
Inwendige golven ter sprake komen.

§ 8. Een voorbecld van de reductiemethode.

Als voorbeeld van deze rethode behandelen we: het tweedimensionale
probleem van de constructile van vlakke voortlopende golven in een on-
eindig diepe oceaan, die aan een zijde begrensd wordt door een verti -
cale klip. Ty

f Volgens de gegeven theorie komt
| vr.. oppervlak dit neer op het oplossen van hef
St g VT“NMer77>\<;/$X volgende potentiaalprobleem:

7|

4@ =0 voor {8::;{>(::: (€.}
met randvoorwaaraen:

ng =k® voor y =0,x 70 (k » 0) (S.2)

@, =0 voor x = 0,y < O (8.3)

met als extra eils:

. (el - - 2 2
q> ,C@X en Q y uniform btcgrencd voor x- + y — CO

w2

We bepalen zerst langs eenvoudige weg een regullere oplossing:
(8.3) maakt het mogelijk Q@ (x,y) door spiegeling t.o.v. de negatieve
Y~-as analytisch voort te zetten in het gehele onderste halve vlak er
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voor dit geval (kanaal met overal oneindige diepte) hebben we ing#4
aangetoond, dat de enlpe reguliere oplossing van de pedaante
§ = Aeky cos (kx+x) met willekeurige reele A en & is,

Omdat d2 oplossin; echter noodzakelijk een even functle van x moet
2iin, zien we direcct in:

de enize in het .echele 4 kwadrant reguliere oplossingen worden
gegeven door: Q?i X,y )= Aeky cos kx., M.a.w.: alle nlet-singuliere
oplossingen dle begrensd zijn op oo, hebben opco dezelfde phase, nl.
ze redragen zich daar als coskx. Teneilnde voortlopende golven te
vinden voor @?{x,y;t) moeten we echter ook een oplossing ﬂQ?( X,¥)
vinden die zlch op oo vedraast als sinkx, (die daar dus 90 tult
phase'" 1is met de regullcre oplossing) en het is dus duldellijk dat
we daartoe een sinpulariteit zullen moeten toestaan., Het ligt voor
d= hand de zwakste singularitelt, dus een logarithmische, aan te
neren en eveneens is het plausibel deze aan te nemen aan de kust,
dus in x =y = 0.

We kunnen niet a prioril zeggen, dat deze oplossing het goede pc-
drag op oo zal vertonen, maar bepalen eenvoudigweg de oplossing en
tonen dan aan, dat deze zlich op oo gedraagt als sin x.

We formuleren het probleem voor §>g(x,y) nu volledlg als volgt:

©,(x,y) moet voldoen aan (8.1) tot en met (8.3) en verder

in de buurt van ¢ kan ® 5 worden voorgesteld door

i+

9, = Qloy v+ q? (8.4)
(P me t rz = xg + yQ en @? en Ei functies die tezamen met hun eerste
twee algelelden beprensd z1ijn in een omgeving van O,
Op co elsen we dat QLQ en de eerste twee afgeleiden uniform be-
\ﬁrensd z1lin,
We lossen dit vraagstuk langs functietheoretische weg op met behulp
van de reductlemethode,
Stel @, = Re f(z) met t(z) analytisch. Het probleem formuleren we

nu als een probleem voor f(z):

) 7 < 7o

a. f(z) moet analytisch z1iJn in het gebied:% ;? f 2 8 behalve in z=0
) (8.5)

b. Voor Im z = 0, Re z > 0 moet gelden:

Re (iD-k) f(z)= Re L,(D) f(z)= 0 (8.0)
, .. d
(D 1s operator = ).
¢c. Voor Im z <0, Re z = O:

Re D f(z)= Re L,(D) £(z)=0 (8.7
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d. Op oo voldoet f(z) binnen het gencemde gebied aan de elsen:

. . 2
. i%%? en f%;g zijn uniform begrensd in z, alslz|— o, maar

ook aan:
2 .
arf a=f , ‘
2. ‘EE en 15;?]“% 0 langs alle réchten in het kwartvlak, die

niet evenwijdig lopen aan de grenzen,

e. In de buurt van z = 0 geldt binnen het kwartvlak voor f(z):

M 2 M
ar - d f[ 2
334-< = ¢ 'dzg < ]zlg met M, en M, constanten.

Dat dit probleem voor f(z) volgt ult dat voor %)2, tonen we aan:

is direct duidelijk.

volgt uit (8.2) omdat: Re (iD-k) f(z)= ny -k@.

. volgt direct ult (8.3).

1. volgt ult de els voor Q?2 en de afgeleiden op oo volgens de

Cauchy-Riemann vergelijkingen (die leveren: %g =(§7X -1 q?y dus

arf
Tz |2 loxl *loyl)-
2. dit volgt uit de els voor ng op oo volgens het Lemma dat we
aan het eind van dit voorbeeld zullen bewljzen,(zie p.22 ).
e, volgt uit de eis voor o in de buurt van 0, omdat daar
- 2 .
r%}x, r(?y, r C?xx en r q>yy begrensd moeten zijn en dus ook

e jo o |w

{z f'l en&z2 f“l volgens de Cauchy-Riemann vergelljkingen.

Het principe van de reductiemethode berust nu op de aard van de
voorwaarden (8.6) en (8.7) en op de lineariteit van de daarin op-
tredende operatoren LW(D) en L,(D). Er geldt nl. dat:

Re L, L, [f1=1Re L, L, [f1 =0 (8.8)

op de gehele rand van het gebled. Daarom voeren we in de functie

Flz)= Ly L [9(2)] = gz (1 g5 - ). £(2) (8.9)

Volpgens (8.8) is nu het reéle deel van F(z) gelijk 0 langs beide
grenzen van het kwartvlak en daarom kunnen we F(z) m.b.v. spiegeling
voortzetten in het gehele complexe vlak., (N.B.: Hier wordt het duil-
deliljk waarom deze reductliemethode door Stoker werd toegepast op
kusten, die hellen onder een hoek gg met n geheel). Het resultaat 1is
cen eenwaardige functie waarvan het reele deel nul 1s langs de ge-
hele imaginaire en reele as.

In de ocorsprong heeft F(z) hoogstens een pool van de tweede orde,

2.
immers: in de buurt van z = 0 geldt}%§]< -T;T eni d £\< 22 in het
kwartvlak en deze grenzen leiden tot: dz |2
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lF(z)l<:——%g in een gehele omgeving van z = 0 volgens (8.9) en het
z

Feit, dat we F(z) hebben voortgezet door spiegeling. Dientengevolge

cunnen we F(z) in het gehele z-vlak voorstellen door een Laurent-
reeks van de gedaante:

o-2 - o 4 X_p Xy

Flz)= =5 + — + X, +X 2z +.., = =t P(z)

waarin P(z) overal regulier is. o

Uit de eis ¢. 1 wvoor %; en é_g volgt echter volgens (8.9) dat
dz

ook F(z) uniform begrensd is op co (hieruit: P(z) = constant).
c.2 levert dat {F(Z)lw&-o langs alle rechten die niet evenwljdig aan

de imaginaire of de reele as zijn, (hieruit volgt P(z)= 0).
= X_p Ky
Zodat: F(z) is van de gedaante: — = .
z

Nu moet nog: Re F(z) = 0 langs reele en imaginaire as.

. S X -
z reeé¢l levert: (z=x): Re F(z)= Re = 4 Rex !

X

X, =1a en X . =1 C met A en C reeel.

= 0 dus:

z imaginair geeft: (z=iy): F(z) = — + %

dus Re F(z)= % = 0 waaruit volgt: C = 0.

Derhalve volgt uit de definitie van F(z) en ult de eisen voor f(z),

dat: i
F(z)S A = , A reeel, (8.10)
z

zodat de oplossingen qz(x,y) van potentiaalprobleem (P) het reele
deel moeten zijn van een analytische functie f(z), die volgens (8.9)
en (8.10) voldoet aan de gewone differentiaalvergelijking:

é% (1 é% - k). f(z)= A, j? , A reeel, of:
z

(8.11)

Het probleem is dus gereduceerd tot het bepalen van oplossingen
van de inhomogene differentiaalvergelijking (8.11), die tevens vol-
doen aan de randvoorwaarden (8.6) en (8.7) en aan de voorwaarden op
©o en bij 0. Er zal blijken dat zulke oplossingen van (8.11) bestaan,
en verder dat deze zich op oo gedragen als Aeky.cos(kx+ £), Aen &
reeel,

We integreren (8.11) eenmaal, wat levert:

d A .
(== + ik)., f(z)= - =+ B. ((>= integratie- (8.12)
dz 4 e s constante) .



Volgens (8.6) moet Re (1 5% - k).f(z)= 0 voor z reeel en positlefl,
dus Re(-1i f% + i F>)= 0 waaruit volgt: (5 reeel.
Z

Een particuliere oplossing van (8.12) is: f(z)= - EEQ » zodat f
slechts aanleiding geeflt tot ecn additieve imaginaire constante in
de algemena oplossing voor f, en derHalve geen bijdrage tot de ze-
zochte functie @ = Re f(z). We nemen daarom gemakshalve {5: 0, zo-
dat:
, A reeel. (8.13)

1l

(1= + ik). £(z)= - 2
Alle oplossingen van (8.13) voldoen nu automatisch aan (8.0).

Van (8.13) bepalen we de algemene oplossing; de oplossing van de
homogene vergelijking is: £(z)= oL e 1Kz (¢ willl.complexe const.)
en tenelinde een particuliere integraal te verkrijgen stellen we
t(z)= cé(z).e_ikz (variatie van constantc.,. (8.13) geeft dan:

B z . 1kY
%% = - % eiké, dus: X (z)= - A \f ¢ 7 dTg, waarin we als integra-
1R

tieweg kilezen: langs de positieve imaginaire as vanaf ico, dan een
cirkelboogje in positieve richting om‘t = 0, en tenslotte langs con
straal naar z (z in het vierde kwadrant). !

De iIntegraal convergeert in dat 5 g

geval., We nemen nog als nieuwe

Integratievariabele z:: %% s

-ikz -t L ,
wat oplevert: o (z)= - A \/ﬁ = dt, Kj‘
.o J\\\\

zodat we als algemene oplossing van z
(8.13) vinden: ik

. _ _=1lkz ~-ikz -t

fz)= ole - Ae L/A wa_ at, BECRIS

R

waarin de integratieweg loopt 1
als in de volgende figuur (omdat ‘

k >0):

Nu moeten we nog voldoen aan B 7):

volgens (8.13) is g& = - & - ik £(z) dus: R
-ikz
ar 1 .. —1ke -t 3
= = - A{E - ike y]\ ig—dt}—ikde ikz
+ oo

en voor z op de negatieve imaginaire as, moet Re %g = 0,
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z op de negatief imaginaire as, betekent -ikz negatief reeel, dus
-1ikz . s
ook e reeel, Verder zijn van de integraal de stukken van + &9

naar P1 en van P2 naar -ikz reeel. De integraal langs de boog is T i.

(Residu van gf—- In ©t =0 is 1, en we lopen in positieve richting

L positief imaginair.

langs een halve cirkel om t = 0). Voorts is =

We vinden derhalve:

) . o . ~-ikz
voor z op de negatief imaginaire as, 1s: Re %g =~ T Ake +

~-ikz ' .
+ke Im & . Teneinde aan (8.7) te voldoen, moeten we dus nemen:
Im & = WA, We stellen daarom: o= B + T i A, (B willekeurig reeel)
en vinden zo: alle oplossingen van (8.13) die aan de randvoorwaarden

(8.6) en (8.7) voldoen, worden gegeven door:

-ikz
£(z)=B e_lkz + A e_lkz. mi - J’ e"t at 8. 15
T ( ./‘))
+ 00

met B en A recle constanten. .

We moeten nu het gedrag bij O en op ec voor z in het vierde kwa-
drant nog nagaan. Het is duidelijk dat e_ikz voor z bij O regulier
is en dat de integraal daar een 1ogarithm;iche singularlteit heeft,
-ikz

Voor \zl~;cﬁ in het vierde kwadrant 1s e uniform begrensd (en

ook alle afgeleciden) omdat k )y O, en e K2 on ge afgeleiden — 0O
als |z| = o langs een rechte die niet evenwijdig is aan de reele
as. Voor de integraal gébruiken we de volgende asymptotische ontwillk-

keling:
-ikz _t

e i iy 2 . 1kz I W
J TdL ~Z2nL - 1 e {-R-E’}'O('—?-)} (8.[6)
+ o0 z
(Deze ontwikkeling bewijzen we nilet, maar verwljzen naar Appendix II
in Stoker {39]). Uit (8.16) volgb:
-ikz _

A e‘im{w i - J = c\&}w A e’ikz{’w i+ o(;?)}' (8.17)

+ o0

zodat aan de voorwaarden bij O en op oo door de oplossingen (8.15)
wordt voldaan. Als oplossing voor het op pag. 19 in a.tot en met ¢,
geformuleerde probleem, hebben we dus gevonden: f(z) moet een
lineaire combinatie zijn met reele coefficilenten van de volgende
lincaiiy onafhankelljke oplossingen:

£,(z)= o~ TkZ (8.18a)
-ikz

. : -t ‘
by(e)= o7HE [ 7s - J - av | (8.16D)
o2

Voor het potentiaalprobleem (P) hebben we als oplossingen: linealre

combinaties met reele coefficlenten van:



e

%)1(X,y)= eky cos Ix ikz . (8.192a)
L Ct LT dtH (8.190)
).

Hierin is (91 de reguliere oplossing, die we al op pag. 18 recht-
streeks hebben bepaald en 932 de In x =y = 0 logarithmisch singﬁn
licre. Uit (8.17) volyt, dat fg(;)‘zich op o© gedraagt als ie—lkxy
dus @, als Re [ie"lkzj = Re [c—l(KZ—TA)l = ¢ sin kx, zodat door
linealire combinatic van (p1 en q)e inderdaad oplossingen voor
Cb(n,y,t) verkregen kunnen worden, die op o0 het karakter hebben
van ecen vlakke voortlopende golf, '
We bewljzen nu nog het volgende Lemma, dat we al gebrulkt hebben
bij eis d.2 voor f(z) op pag.19.
Lemma: Als [(z) cen reguliere analytische functie 1s in het inwen-
dige van een sector van het complexe vlak en<p = Re f(z) is uniform

dn

-—'—?fl" - 0 als
dz

|z] - co langs een rechte die nilet evenwijdig is aan een van de zij-

begrensd voor |z|-e0 binnen de sectcr, lan geldt:

den van de scector, voor ledere gehele n 2 1.

Bewijs: Z21j =z een willlekeurlg lnwendlg punt van de sector, dan

(@]
wordt f(“) op de cirkel C: |z_vol = R gegeven door de waarden van

@(x,y) op die cirkel met behulp van de formule van Poisson-Schwartz:

1 g L, +z-2 zg

£(2)= w1 &-z)-(5°%,) 9 (545,

(waarbi) R zodaniy is gencmen, dat C met inbegrip van de rand, no.

seheel binnen de scctor valt), Daarult volgt: %% = ‘ji 2 (é% dg
1 C (‘;“Z)

en omdat qJe@n regulicre potcntldaliunctlu lS eldt: \q7\<M1 op C,

: M A
nodat (grf,-),~ L “f a5 - = 1 igﬁ% , dus

dz c,==ZO T (§_7 )z;
C “o 0

. , . ar) Mo
in een willekeurlyg inwendig punt z = Z, geldt: \dz 4 . met M2 cen

positieve constante en R de straal van een cirkel, dle nog geheel
binnen de sector ligt. Hieruit volgt direct (omdat q)uniform be-
grensd op o0 ): als |z|—= oo langs een rechte binnen de sector die
nict evenwijdig is aan een van de zijden, nadert lgg! tot O, Omdat
ook ¢, en %)y potentiaalfuncties zijn en deze begrensd moeten zijn
op OQ in een afgesloten deelgebied van de sector (dat volgt ook uit

df\< =l in willckpuri punt z = zo) kunnen we geheel analoog bewij-

zen, dat( t~90 enz,
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Tot slot van deze paragraafl nog cen opmerking betreffende de
gevonden oplossing: We hebben gezien dat we nu in staat zijn een op-
lossing voor qy(x,y;t) te geven, diec op o het karakter aanneemt
van cen vlakke lopende golf van willekeurige amplitude en phase.
Schrijven we deze amplitude en phase op oo voor en elsen we dat
deze golf naar de kust toe loopt, dan is de oplossing eenduidig
vastgelegd. Stoker [59] berekende de oplossing voor enige hellings-
hoeken van de kust (g% met n = 1,2,15) en de numerieke resultaten
leverden op dat de golflengtcn en de amplitudes zeer weilnlg verschil-
len van de waarde opee,fot aan punten die ongeveer een golflengte
uit de kust liggen (met golflengte wordt de golflengte op eoc be-
doeld) . Daarna necemt de amplitude snel toe en wordt oneindig groot
aan de kust. (Logarithmische singulariteit). Hoewel dit natuurlijk
in strijd is met de blj de linearisatie gebrulkte veronderstelling
van "infinitesimale" bewegingen, is dit niet geheel verwonderliljk
omdat we ook hebben verondersteld dat de diepte groot-was t.o.v. de
golflengte en bij hellingshoeken <‘g zal men 1n de buurt van de
kust een andere methode moeten volgen. Stoker berekent daar een op-
lossing m.b.v. de shallow-water theory. Het voert te ver, hier thans
dieper op in te gaan; men zle de inleiding (pag. 4 en 5) van het
artikel van Stoker.

9. Een voorbeeld van de methode van Heins.

- - o ot - o~ — o — o~ oo - s " - - v o w— s

Als voorbeeld behandelen we: Het driedimensionale dokprobleem bl
een cindig diep kanaal (zic Heins [151). Dat komt volgens de gegever

theorie dus neer op het volgende randwaardeprobleem:

© xx +@yy"m2@= 0, m reeel MY (9.1)
Voor -a f¢yt0, - 00X ¢ mo Dok z
met randvoorwaarden: -
@y = 0 voor y=-a,- e0x<¢ +08(9.2)
(Py = 0 voor v = 0, x<0 (9°5)
. =ko(k>0) voor y =0, =
Wy P x>0 (9«4)/ d - -

We behandelen het vinden van de oplossing niet in extenso, maar
verwijzen voor theoretische. beschouwingen e.d, naar het bovengenoemd.
artikel van Heins; wij geven slechts de directe loop van de oplos-
sing aan. Daartoc bepalen we eerst een Greense functie, en wel een
voor een analoog randprobleem, echter met niet-gemengde randvoorwaar-
den. (De randvoorwaarde langs y = 0 in ons geval noemt men een ge-
mengde randvoorwaarde, omdat voor x >0 en x ¢ 0 verschillend type
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randvoorwaarden gelden, nl. respectievelijk een van de derde soort
en cen van de tweede soort). Precies gezegd: we bepalen een functie
G(x,y;x1,y!) die voldoet aan:

2 . .
a. GXX + Qﬂz- m' G =20 (9.5) VOOor -a £y 40, -eQ <X L + o9

behalve in het punt = =x', y = yr.

. In (x',y') gedraagt G zich als: - E%F log {(X—xr)2 + (y—yl)g}(9.6)

c. Voor y = 0, -~oo<x ¢ +egtellen we als randvoorwaarde: Gy = 0,

d. Voor y - a, -—coex < +eoo gtellen we eveneeng als randvoorwaarde:

G = 0.
y

(Opmerking' Voor de voorwaarde d kunnen we ook een andere nemen; de

i

#ekozene leldt echter tot een eenvoudipge vorm van de te verkrijgen
integraalvergelijking).

Een funetie die aan deze eilsen voldoet, bezit binnen de strip de

volgende ontw1kke11nb N 2.2
s n o
. - m +-——-§— .‘X"X'l
. _ ’,~2 a ) y+a
G(x,y,x',y')_ '2%m° 4n SLoe .COS NTe—,
cos nTTy'+a (9.7)

(Accent blj de sommatie betekent, dat de coefficient voor n=0 ver-
menigvuldigd moet worden met 4). Zle voor de afleiding van deze
Greense functle bv, Sommerfeld, Dle (Greense Funktion der Schwingungs-
gleichung, D.Math.Ver., Jahresber., vol.21 (1912), p.309-353. Wij
poneren (9.7) en het is betrekkelijk eenvoudig om na te gaan dat

deze functie aan alle eisen voldoet. (Z21le eventueel Heins). De be-
langrijkste elgenschappen van deze Greense functie met het ocog op
hetvolgende zijn: in de eerste plaats dat G slechts een functie is
van (x-x') en niet van x of x!' afzonderlijk en in de tweede plaats

dat G zich voor xY) x! gedraagt als e[ml.(x'—x)

en voor x (¢ X' als
Slml(x-x1)

Het doel is voor het q7—probleem een regullere oplossing te zoe-
ken, waarna men hierult door differentlatie een oplossing verkrijyt
dlie logarithmisch singulier is in x =y = 0; deze twee geven dan
lineair gecombineerd lopende golven op oQ voor Qb.

Omdat dus q;overal in de strip regulier wordt aangenomen, volgt
ult de eilsen voor G, na toepassing van de bekende stelling van Green

op de rechthoek: - 14&x ¢+ 1., (1,11>) 0), ~atyto, dat:

CP(X:y)zJ[G(X,y,x',y!)'bi(gtas’f’ -(‘P 3y, aG( bexxl)y )]dS’
(9.8)



waarin:
fa

ds' = 1lijnelement langs de rand van de genoemde rechthoek en ST
betekent differentiatie langs de normaal naar buliten.
Dit is eenvoudig af te leiden door de stelling van Green toe te pas-

sen op het volgende gebied: Y

! + L :

W

oLy

Z A

waarbij men rekening moet houden met het logarithmische gedrag van
G in (x,y), zoals voorgeschreven in (9.0).

We laten nu 1 en 11 — oo ¢n eisen dat @(x.y) zo sterk naar O na-
dert voor x N0, dat de integraal van (11,0) tot (11,—a) tot O nadert
als 11~» co . (Dit is dus cen extra voorwaarde voor @ ; voor een uilt-
voerizer discussile, -ie Heins). De integraal van (-1,-a) tot (-1,0)
levert geen biljdragse als 1 —eovanwepe het gedrag van G op oo

Maken we verder gebrulk van de randvoorwaarden voor © en van die

voor G, dan volgt direct uit (9.8):

o0
§)(x,y)= K 45 G(ij,xljo).(?(x',o)dxl . (9.9)
! 0
Laat nu y 1t o, dan kan men &antonen dat men volgens (9.9) in de 1li-
mict verkrijzt: o
(?(xso)= k “K G(x,o,xl,o).(@(xg o)dx! (9.10)

0
We hebben dus een integraalverzelijking voor (P(x,o) verkregen, en

deze 1s van het Wiener-Hopf{ type, d.w.z. een Integraalvergelijking
van de gedaante oo

f(x)= Kix-y). £(y) dy (9.11)
0

waarin de kern exponentieel afneemt voor grote |x|. Hier blijkt het
belang van de elgenschap dat G alleen een functie 1is van (x—xr). Voor
de theorie van devwe integraalvergelijkingen verwijzen we naar [321en
voor de oplossing van (9.10) naar het meergenocemde artikel van Heins,
Het idee van de methode van Heins 1s thans wel voldoende naarvoren
gebracht, en de oplossing van (9.10) is verder een rekentechnische
kwestie, waarvoor men de bestaande theorie over Wiener-Hopf vergellj-
kingen ten dienste heeft. De oplossing maakt gebrulk van complexe
Fouriertransformatie (ook Laplace transformatie kan dikwijls tot een
oplossing leiden), waarbij men gebruik maakt van de speciale eigenschap
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van de kern, immers: de integraal is van het convolutle-type en laat
zich dus eenvoudig transformeren.

We merken hier nog op, dat de oplossing dle Heins verkrijgt, zeer
gecompliceerd 1s, maar zich wel leent voor numerieke bewerking.
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