
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

zw 1954 - 001 

Voordracht in de serie Actualiteiten 

T.C. Braakman 

Zaterdag 30 januari 1954 

Gravitatiegolven in de hydrodyna.mica 

1954 



MATHEMATISCH CENTRUM 
2e Bocrhaavestraat 49 
TBLEl:'OON )1660 • 56643 

TW£6 
- ·1 -

AMSTERDAM-O. 

Voordrac ht door de Heer T. C. 0 Braakman in de 

serie Actualiteiten op Zaterdag 30 Januari 1954. 

Gravitatiegolven in de hydrodynamica. 

Sarnenva t ting. 

In de hydrodynamica verstaat men onder gravitatiegolven golfbe­
wegingen van kleine amplitude ender invloed van de zwaartekracht~ 
Is de vloeistof homogeen, dan treden deze alleen o~ aan de opper­
vlakte, en men spreekt van oppervlaktegolven, in tegenstelling tot 
gelaagde vloeistoffen (d.w.z. vloeistoffen met discontinuiteitsop­
pervlakken in de dichtheid), waarbij ook zg. inwendige golven op­
treden. 

Daar wij uitsluitend homogene vloeistoffen besehouwen; spreken 
we steeds van gravitatiegol-ven., waaronder men dan oppervlaktegolven 

moet verstaan. In de meeste in dit rlpport Benoemde publicaties 
Worden de benamingen 11 r~ravi ty waves II ert 11 surface waves I! dooreen 1::,e­

bruikt, hoewel steeds sprake is van homogene vloeistoffen. 

De bedoeling van dit rapport is een overzicht te geven van de 
recente literatuur over dit onderwerp, alsmede van de verschillen,_,_e 

problemen; die in deze literatuur ter sprake komen, en van de voor­

naamste methoden, die voor de oplossing ten d1enste staan., geillu­
streerd met enige voorbeelden. 

In S 1 wordt eerst de algemene inleidende theorie gegeven., waar·r~u 
we speciaal ingaan op de exacte lineaire theorie., verkregen door ~2 

algemene theorie te lineariseren in de veronderstelling, dat de litJ­

wegingen 11 infinitesimaal 11 zijn. 
We onderzotken alleen bewegingen die enkelvoudig harmonisch van 

de tijd afhangen en in§ 2 wordt aangetoond, dat we in dat geval bij 
tweedimensionale stroming te maken krijgen met de potentiaalverge­
lijking: 

( 1 ) 

en bij driedimensionale stroming met de golfvergelijking: 

( 2 
6.- m )'f>= 0., m reeel (2) 

De (lineaire en homogene) randvoorwaarde~ zijn voor (1) en (2) het-.. 
zelfde. De nuloplossing voldoet derhalve, en dat desalnietemin ook 

niet-triviale oplossingen bestaan, betekent dus dat deze problemen 
blijkbaar niet eenduidig een oplossing bepalen. De oorzaatc hierva,n 

ligt in de aard van de randvoorwaarde aan het vriJe oppervlak. 
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Tengevolge van deze niet-eenduidigheid moeten we extra eisen aan de 

oplossingen stellen. 

Wat ans in het bijzonder interesseert zijn oplossingen voor het 

tijd-afhankeliJke probleem, die (eventueel alleen op oneindig) het 

karakter hebben van een voortlopende golf en we proberen dergelijke 

oplossingen te construeren door superpositie van twee oplossingen 

van het niet tijd-afhankelijke probleem, (die leveren staande gol­

ven), die zich (eventueel alleen op oneindig) gedragen als cos x) 
respectievelijk sin x. 

In§ 3 behandelen we twee eenvoudige voorbeelden, nl. een onein­

dig diep kanaal en een kanaal met eindige constante diepte. Er blij­

ken inderdaad oplossingen in de vorm van voortlopende golven te be­

staan. Heeft de vloeistofmassa een grote diepte, (groot t.o.v. de 
golflengte van de gravitatiegolven), wat we steeds aannemen, dan 

blijkt bij deze golven dispersie op te treden. 
Ten aanzien van de eenduidigheid wordt in§ 4 bewezen, dat met 

behulp van gestelde eisen op oneindig, het karakter van een reguliere 

oplossing van het eerste voorbeeld is vastgelegd, en wel dat deze 

oplossing de gedaante heeft: 

f(x,y)= A eky cos(k x +~) met A en~ willekeurig reeel, 

( 3) 

Een analoge stelling geldt voor het tweede voorbeeld. 

Een overzicht van de optredende problemen wordt gegeven in§ 5, 
terwijl de voornaamste oplosmethoden in het kort warden aangeduij in 

~ 6. Het eigenlijke literatuuroverzicht is vervat in§ 7, systema­
tisch gerangschikt naar de problemen, en voor ieder probleem in 

chronologische volgorde. Aan het slot warden enige publicaties ge­

noemd, die feitelijk buiten de in dit rapport gegeven opzet vallen, 

doc h we 1 nauw verwan te prob le men be hande len. ~ 8 en § 9 tens latte 
geven ieder een voorbeeld van de oplossing van een probleem ter 

illustratie van de twee belangrijkste oplcsmethoden. 

~ 1. De_theorie_van_zwaartekracht~olven_van_klein~_~mplitude. l) 

Beschouw een incompressibele vloeistof zonder inwendige wrijving 
in een kanaal met evenwijdige verticale wanden, waarin we dwars­
stromingen verwaarlozen, zodat de beweging tweedimensionaal is. We 
leggen een Cartesisch coordinatenstelsel met de oorsprong in het 
oorspronkelijk ongestoorde wateroppervlak, en wel de x-as in de 
lengterichting van het kanaal langs het oppervlak 1 en de y-as lood­
recht naar boven. 

1) Zie bijv. Lamb [28] of Milne-Thompson [31]. 
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De bewegingsvergelijkingen worde~ gegeven door de vergelijkingen 

van Euler en de continuiteitsvergelijking: 

l ut 
+ u u + V u X 1 ( 1 • 1 ) = - f Px X y 

Euler 
1 

Vt + u V + V Vy = y - p Py X 

Continuiteitsvergelijking ux + vy = O , (1 .2). 
Hierin zijn: u en v de x-, respectievelijk y-component van de stroovr-­

snelheid; f is de (constant veronderstelde) dichtheid; X en Y zijn 

de componenten van de uitwendige krachten per massa-eenheid; pis d~ 

overdruk t.o.v, de atmosferische druk aan de oppervlakte (deze laat­

ste wordt constant aangenomen); x, y> z en t als index duiden par­
tiele differentiaties aan. 

Wanneer we aannemen; dat de vloeistofbeweging rotatievrij is, 

volgt daaruit het bestaan van een snelheidspotentiaal 

U = -4)X, V = -C±ly (1.,3) 

Geldt bovendien dat ook de uitwendige krachten een potentiaal heb­

br.:m: X = - 0 x; Y = - 0 Y 3 dan wordt een integraal van (1.1) gegeven 
. door de stelling van Bernouilli: 

waarin F een willekeurige functie is van t~ 

( 1 . 2) en ( -1 • 3) leveren te zamen., da t CD vo ldoet aan de differen-
t iaalvergel ijking van Laplace: 

qi xx + (}yy = O ( 1 • 5) 

N.B.: Aangezian we niet-stationaire bewegingen zullen beschouwen 1 

hangt q> ook af van t: G) = q>(x,y;t). 

We gaan er nu van uit, dat de gravitatie de enige uitwendige 

kracht is, dus: 

.Q = gy. 

Deze theorie wordt derhalve beheersd door de potentiaalvergelijkin[' 

(1 .5), waaraan we randvoorwaarden zullen moeten toevoegen, gebruik­

makend van (1 .4) en (1 .6). 
Wsnneer we veronderstellen dat de watermassa niet meer in de on­

gestoorde toestand verkeert, kunnen we de vergelijking van het vrije 

vloeistofoppervlak g;even door y = rY/ (x, t), 
Op physische gronden eisen we nu aan de randen:· 

0 1 . aan een vrij oppe rvlak: 
(a) de druk is gelijk aan de atmosferische druk, m.a,w. p = O, 

(b) een vloeistofdeeltje dat aan de oppervlakte is, blijft aan 
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de oppervlakte (dit volgt ook noqdzakelijk uit de vergelijkingen; 

aangezien we zg. 11 continue bewegingen II beschouwen, zie bv. 
Lamb [ 29], p. 7). 

2°. aan een vaste begrenzing van de vloeistof: 
(c) de snelheidscomponent loodrecht op de begrenzing is O. 

Mathematisch geformuleerd, houden deze eisen in: 

(a) levert met (1 .4) en (1 .6): 

voor y = 1 ( x, t) geld t: ½ ( ~ ~ +CD~)= ~ t - g '1 

(de willekeurige functie van t uit (1 .4) nemen we op in c_p ). 

( 1 • 7) 

Voor een deeltje aan de oppervlakte geldt met (b): d~= 11"\xdx+fl'ltdt, 
terwijl dfl1= v dt = -4> dt en dx = u dt = - (p dt dus uit eis (b) 

t y X 

volgt: 

voor y = fYt(x,t) geldt: CDy = 1 x~x - '1t (1.8) 

(1 .7) en (1 .8) geven tezamen een (niet-lineaire) randvoorwaarde aan 
een vrij oppervlak. 

Uit (c) volgt direct de randvoorwaarde aan een vaste wand: 

cti = o n ( 1 • 9) 

Bij wat men noemt de exacte lineaire theorie der gravitatiegolven 
van kle ine ~:np 1 i t.ude 1 ineariseren we de randvoorwaarde aan een vrij 
oppervlak door te veronderstellen, dat de bewegingen 11 infinitesi­
maal11 zijn, en dat derhalve niet-lineaire termen in de snelheden 

cp x en ~ Y en in de vc::rticale verplaatsing Mt en de afgeleiden daar­
van verwaarJooRba~r klein zijn t.o.v. deze grootheden zelf. 

(1 .7) en (1 .8) gaan dan respectievelijk over in: 

<'.Dt = g1_ (1.10) en (1.11) 

terwijl in deze lineaire theorie deze voorwaarden voor Cl)gelden voor 

het argument y = O i.p.v. y =~, (door ontwikkeling: (D(x, 11"\)= 
= cp(xJo)+ '"1 cfiy(x;o)+ ... ~ <,D(x,o)), zodat combinatie van (1.10) en 
(1 .11) tenslotte als randvoorwaarde aan een vrij oppervlak levert: 

voor y = O geldt: CD tt + g ~ Y = o (1.12) 

Is de functie cl) (x,y;t) opgelost met behulp van (1 .5) en de randvoor­
waarden (1 .9) en (1.12), dan vinden we hieruit de verticale ver­
plaatsing met (1 .10): 

fY\= ~ (pt \ (1.13) 
\ Y=O 
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Bij de toepassing van de thans 6egeven theorie op practische pro­

blemen, komen ook gevallen voor, waarin het probleem niet als twee­

dimensionaal kan worden beschouwd. D,2 z-as ligt dan langs het onge­

stoorde oppervlak loodrecht dp de x-as. Uit het voorgaande is een­

voudig in te zien dat in dat geval ~(x,y,z;t) voldoet aan de dif­
ferentiaalvergelijking: 

cDxx + ,1)yy + q)zz === 0 (1 .14) 

terwijl de randvoorwaarden hetzelfde bliJvert, en dus nog gegeven 

warden door ( ·1 . ·i 2) en ( ·1 . 9) . 

Wat de afhankeliJkheid van z betreft, beperken we ons tot enkel­

vr)udig harrnonische bewegingen.1 zodat: Q),-,n + m2 ~::::: 0 (m reeel) (1.15) 
L, L, 

In dat r:~:eval volcloet q> dus aan: 

m +r'f.. - m2 .,f., = O (1.-16) 
'-d::' xx '-¥yy Y:' 

§ 2. P~riodieke_o2lossingeni_eenduidigheid_van_0Elossingeni_oplos­

singen_i~_de_vorm_~an_voortlopende_gol~en. 

We interesseren ans uitsluitend voor bewegingen die periodiek 

zijn in de tijd, en stellen daarom: CD (x,y;t)= t_p(x,y) ~~~ ~~ 1(2.·i) 
( W reee 1). 

Voor t.p (x,y) kriJgen we clan het volgende randpro-bleem: 

Dif'f.Verg. 

met randvoorwaarden: 

In ( 2. 4) is k 

stante. 

D " ·" ('::> 'J) le lD L , C. 

= -;J, 
C; 

2-dimens ionaal: (f) xx + <f1yy == 0 2 
3-dimensionaal: <.p xx + 1-fJyy - m If= 0 
(in beide gevallen) 
aan een vrij oppervlak: Cf'Jy = k ~ 
aan een vaste wand (fln :::: CJ 

( 2 . 2) 

(2,3) 

( 2. 1+) 

( 2. 5) 

(2.6), dusk is een positieve reele con-

rmul-:c:crde rancl.probh':men zijn 1ln:c:air 

t st,1.n-
p 

voorwaarde van de derae soort (zoals (2.4)) is echter niet geldigJ 

rJmdat dit berust op het feit dat l{ (_ O moet zijn, terwijl in ons 

val .juist k > 0 is. Vandaar dat deze problemen 001<: niet-triviale op­

lossingen bezitten, en dus niet eenduidig een oplossing bepalen. We 

zullen daarom nog extra eisen aan c.p opleggen, en wel in de eerste 

plaats de volgende: 

<.p (x 5 y) en de af i;e le iden tp x en 'fi Y z ijn in het one ind ige uniforlll 

begrensd. (We beschouwen steeds gebieden., die zich tot in het onetn-
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clige,. uitstrekken). Dit is physisch zeer plausibel, immers volgens 

(·1.3)J (1.13) en (2.-1) betetent .dit, dat de snelheid en de verticale 

verplaatsing in het oneindige uniform begrensd zijn~ 
Verder ligt het voor de hand, dat we steeds zouden moeten eisen, 

dat ~ (x,y) overal regulier is. Bij de practische problemenJ waarbij 

we zullen proberen voor CJ2 oplossingen te vinden in de vorm van 

voortlopende golven, zal dit echter niet steeds mogelijk zijn, zodat 

we een concessie zullen moeten doen aan de oorspronkelijke veronder­

stelling van infinitesimale bewegingen. We komen hier nader op te­
rug. 

Eisen we wel, dat tp (x;y) overal regulier is, dan blijkt steeds 

dat de gedaante van cp (x,y) en inzonderheid het gedrag voor y = O, 

x ~ c;;-o is vastgelegd. Een algemeen bewijs hiervan is echter (nog) 

niet gegeven, wel voor Speciale gevallen. (Zie de twee voorbeelden 1 

die word en be hande ld in S 3) . 

Zoals hierboven reeds aangekondigd, gaat het ons er om voor q:> 
oplossingen te vinden in de vorm van voortlopende golven. (2.1) laat 

zien, dat oplossingen voor (fl ons oplossingen ~ leveren in de vorm 

van staande golven. Door superpositie van 2 staande golven; zullen 

wij dan trachten voortlopende golven te construeren. (Dit is enigs­

zins afwijkend van de gebruikelijke theorie van golfverschijnselen, 

waarin men meestal een staande.goli' beschouwt als superpositie van 

twee voortlopende). 

In S 3 zal dit aan de twee eenvoudigste gevallen, waarin we 

bovenstaande theorie kunnen toepassen, worden toegelicht. Bij de 

practische gevallen; waarbij het gebied waar de vloeistof zich uit­

strektJ ingewikkelder is., blijkt het echter pas mogelijk voortlopi::n­

de golven te construeren, wanneer we voor (rook een oplossing toe­
staan met een logarithmische singulariteit. 

~ 8 en~ 9 gev?n hiervan voorbeelden. Een opmerking over de tegen­
strijdigheid hiervan met de oorspronkelijke veronderstellingen, 

wordt gemao.kt aan het eind van q 8. Verder zal het slechts bij de 

twee in 9 3 gegeven voorbeelden gelukken, een oplossing te geven 
die voor alle x de gedaante heeft van een voortlopende golf, terwijl 

bVj alle overige gevallen wordt volstaan met een oplosslng die zich 

op oneindig gedraagt als een voortlopend2 golf, die men construeert 

door superpositie van twee oplossingen voor cp , die voor x-1 + G'<O 

Zich gedragen als cos x, resp. sin x. 
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§ 3. Twee_ eenvoudige _ voorbee lden. 

I. Oneindig diep kanaal. 

In dit geval treedt randvoorwaarde (2.5) niet op; we vervangen 

deze door de eis 3 dat cp y ➔ O als y ➔ ,.,. C'O, en we hebben dus het vol­

gcnde potentiaalprobleem: 

6 ~ = 0 voor 

met randvoorwaarden: y = O Cf> =k<.p y 
y~-cx:;,: c.n -rO ry 

(1-c > 0) 

2 2 en als extra eis: voor x + y 71 co zijn ~ , tp x en <p y uniform be -
grensd. 

Het is eenvoudig in te zien dat aan deze eisen voldaan wordt door 
de functies: cp (x;y) = A eky cos (kx +CA) (3.1) 
met willekeurige (reele) A en~, en (3.1) geeft dus volgens (2.1) 
inderdaad staande golven voor (l) (x~y;t). 

In~ 5 zullen we, in navolging van Stok:er [ 391 aantonen) dat d1:.:; 

oplossingen (3.1) de enige overal in het gebied reguliere en op on­
eindig begrensde oplossingen zijn. 

Door lineaire combinatie vinden we met (2.1) dat we voor (!? (x.,y;t) 
als oplossingen kunnen nemen: 

ky q> ( X , y ,, ; t ) = A e COS ( kx + Wt + 0\ ) ,' • (3.2) 

Dit is dus de oplossing in de gewenste vorm, nl. een vlakke voortlo­

pende golf. 

De golf lengte A. word t 

' 2 lT ," 
I\ = w2o 

De trilllngstijd T is 2 11 
w 

den we 

E;egeven door ;\. = 2 7T 7( en met (2.6) dus: 

(3,3) 

en voor de voortplantingssnelheid c vln-

/\ g c = T = w, dus volgens (3,3}: 

C = (~~)½ (3,4) 

De voortplantingssnelheid is derhalve niet onafhankelijk van de golf­

lengte, maar is evenrc:,dit~ met VA . Bij deze golven treedt dus diD­

persie op. 

II. Kanaal met eindi6e, constante diepte h. 

Het potentiaalprobleem luidt 

met: y = 0: 

y = -h 

hier: 

<py = 

C?y = 

6 cp= 0 voor 

k (-f) 

0 

( -Cv(X .(+ (:'\!) 

L - h~y~O 
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t .,.l 2 2 w 'f' b d erw1J voor x + y -> oo: T, cpx en cp y upi orm egrens . 
Weinstein (43] toont aan, dat de enige overal reguliere oplossingen 

warden gegeven door 

<p (x,y)== Alcos (lx+ o() ~ oin(l1cl .;i<,)j.ch l(y+h) met wille-

keurige A en o< 

waarin 1 de positieve wortel is van de vergelijking: 
2 

1 th lh = k ( = ~ ) 
t:'£ 

(3.5) 

( 3. 6) 

We leveren dit bewijs niet, maar poneren de door (3.5) en (3.6) ge­
geven oplossing. Verificatle is eenvoudig. 

Dit levert ons als voortlopende golf-oplossingen voor ~ (x,y;t): 

cf;> (xJy;t)= A ch l(y+h). cos(lx +Wt+~) (3.7) 

tezamen met (3.6) 
Met (2.6) en (3.6) zien we dat nu voor de voortplantingssnelhehi 

geldt: 
A w g l 

c = T = T = (y th lh) 2 = (g A 
2 lT (3.8) 

Ten aanzien van 

voor 1\. < 2h, is th 

a 1 s in ( 3 , 4 ) . 

(3,8) kunnen we opmerken: 
2 1T h 1 d . d a t 1 . c ,..._~ ( g2 11';\ ) J . J. u i i', t -- :::::: :; us Hl geva lS ... ,_ 

A 

M.a.w.: is het kanaal dieper dan de halve golflengte, dan is de 

voortplantingssnelheid nagenoeg hetzelfde als wanneer het kanaal 

oneindig diep was. Dit geval zullen we steeds beschouwen. 
A . 2 7T h 2 lTh \/-Ge lcl t daarentegen 1 >) h, dan 1s th ~ -::::::. -y::- dus: c :::;:; gh, 

d.w.z.: de voortplantingssnelheid hangt niet meer af van de golf­

lengte. Met deze voortplantingssnelheid heeft men te maken bij de 

zs;. "shallow-water theory 11 (zie bv. Stoker ( 39]) en bij de theorie 

van lange oceaangolven. 

§4. Bewijs_van_de_eenduidlgheid_van_de_oplossing_van_het_eerste 

voorbeeld_in_paragraaf_3. 

w~ bewijzen de volgende 

Stelling: Is C:9 (x,y) een reguliere potentiaalfunctie in het halve 

v 1 a k y 1::: O , d i e v o 1 doe t a an CfJ Y = k cp ( k > O ) v o or y = O , en z i j n v e r -

der de furictie ff) en de eerste afgeleiden cp en <p uniform in x en 
2 ri X y 

y begrensd als x + ye.-➔ (X), dan geldt: 

Cfl (x.,y):;; A elcy cos(kx + d.) met willekeurige reele A en fl.-. (Dus 

<.p = O of van de gedaan te ( 3. 1 ) met A /. 0) . 
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Het tewijs leveren we :w,1":;a functl.etheoretische weg,. Omdat we t~:; 

maken hebben met een potentiaalp:robh•~:n,1 Pvertalen 11 we het pr<)bhH,:rr1 

\:·)or 1-9 in het reele (x.,::•)'.']ak 1n een pr-obleem voo:r' een :,nalyti.fich ... : 

f11nctie in het compl~xc z = x + iy-vlak. 

·r·•.·-~ .. 1.~l.,.~ .,~.t~• .. ~l ~-~·. co.~ P~ • 11 ,\ n" ~Q~ •0 ui~•·r• ·~-- ......... ___ ~.,.,,.') .-).,~•-,"-·~),.~,.,.1,.1 .... (.J. .. ,,,,\,,1-.;.,,,;,,, ... , •. , ..... .1. VOO!' •r· te V'"' 7 ct· (''e ,., ~,1,.•r.·t· \.,.j V, .. • .,,..,, .:,.1, • V 

" ( ,., ) l. \ i~, 

. , , .. ' . I i ·1 1n net nri1ve v.,a,{ m :0; "''· e,, en voor 

Irmr.'.:·rs: vr:•1.e.::;,::n.::: Cr:i1;,c}\/-P.i.cma,1n 1.:, :g'.. "" ((I - i <D dua 
C,Z TX Ty 

n,::, (iD-k).r(z),.;;; <p Y - k<p, ::odat (li.1) inderdaad aequ'.l.valent is m~·t 

de vocrwnarJc voor ~ ar,n t vrije oppervi2K. 
'. 1· df j 1 I : ! ' 0 " \l;,>rrlc•r 1-·\ ..,.- I -r!I, 1(1") i •1-!{() j GU"' u1t :if, E'l"i::~r: VOfl'' (D en (( ope>::,, " . ..,, - ,. "'".. .... c1::. ./ .. , I J .>;_ t i ;. yt .. .., ..... , .. . , :....i ... !I •• '""' TX, , J y 

"r1l;·,•t c••1f. f)('\lt t.lt "Yd {',•p•ff• 'ie••.,,,,:·.i>,<,(1 ., ,., ·,•j'',1'' 1--,l . ..;i.co1n l1e•t ('•rde"'"~t"· 
" ,. · ci _, -'· C, ~ l) , , c!'3' , .. ,., '" .l. ,. ~ t ,.. (~ , ••. , l • ~-' ... , ,. ,) \ '·· ,,_. ~ 1 L, \ , .. . ., i , ~ d ,, 

h2l~e vlal~. Hleruit ~Gl~t: 

l ':. t vco r vu ldoend ~;rote i ., l \ t,., • ros.con:st.) 
( 4 .2) 

We definicre1l nu voor· Im ·,7_,. :L 1.-.! .. _·] 0,_. •., v·, •:1 "1 y t 1'' ·:o c ;no --·':, r·, ,, t· i .. •, ;:., / ,, .. , ) 
~ - ~ <,;.;;. ~ J, ( .... ' 1,,:,) i, J,\;,;, .l- ,,,4, ., ,..., ..... .... ..... J.' \ •~· 

f!, _·_··· )' I,. ,(1 

\ ' / 

dit halve vlak, maar vol 

, 1 rieg~Jing voartzettan in het hele c0mplexe vlak, zodat F(z) dan 
,·_,_1,•,:_·.•ri,J' 1·e._•.,11·1_1,;;;.r .. 1.,"1 1·n·r»,,·t) 1 ,.1'~':"!"l'.'"'11 \!('"',("P' Ir:;(,,·\! lr1 l'•"·t ('1·!'1•,J,-, . .,<,1t·!.:. 
, ,_. _ '-'~ _ .. . ...... _. ..._, _ _ _ ,i -.., , 11 w _ ~,, ;._ ~::;;;(, ... ,..,, " • .. J ,;,.;.. .. t ,,,, " 1., I ·• ;,;.,., / i ,._ · """'•' ' ' ..... .1.. ~~ ,.,, \,;.. 

halve ,;Jal·: oo< g:.::lic•ri in hc1 bo?\':nste. D:0:arom vc)lgt uit (4.:c?) en 

( L+ ",) ,,, .. t 'r '•·v.r ,. -.·,11,·:,. ···• , .•.. ,k ··(•l ii· I i:.·(·· 11!,.. 1,~ l·"l voor .:-d.Li0 V()l-"" ./ l ' . ..-;.{;! .J.. -" L ;.\'.: •.• ,• ;_ ,''..:, .... ·,, ,; . ._.· ~--""" \o' J..·CL ,\, -~:. ,, ,,._'_ . ..J • ... ,.:., ~ "-,. 1 ~ o J.J 

Ci n cl ;:_~!: r•c. t e ~:~ , ( r .. ·1 .. ) F} C', .~) ~ ;:\ () tl s ~~- 1t ) ·• 

~ . P( 7 )-F(c\ 
Bt:id.~1-:::en w,_, nu ,.le f·,;,,~J.::tl.t~ ····.,, 1 1 , dan it~ deze ook ,'.>veral re~:;u.-

.... , 

},' ( . ., ) = e 
.. ,:,,., ;I 

\Ol~t hicr~it r1a ir;te~ratie: 
~ t}" :• 

.;.-.. l ,..,. \ - 1/\ c~ - .L r\. .:... i 't~ . ,., 
,:.. \ , __ ,. i - .. .;:;. "":' L.r 2, ~+· i_,,, ( f""' ·t· t, p (' \ ,~..;,, Jl ',lj,,J .V ~-•' 

,.,rn'~"' +- "' ... 'r1t-·e r· rn .. _ n ,, .,:• f ··• '\ \... ,,.A.(~ V ...... ,...,. 1-./ . • T ... _ l ~\::. ... \ ,',, J 

in het onderst~ halv~ v!ak, 

u~iforn1 begrensd 

rr1o~;t B = tJ z 'iJn ~ 

vlak uniform begrensd 01ndat k > 0). 

2) Uit de eis vcor 

(complexe) constanten) 
u~ J}) 

:noet :::1Jn voor ! z \- ,,,,,:i 
1 v·· (Ae- •• ~ is in dit halvJ 

grate I: I. We b-::bben dat hit::r echtBr n1et nodig, maa:r verwijzen 
~1a"' r \1•/.; t· T e'11"'\''' \ !"' i:, ,q ,""' ll ,,a ,, ') :i. ) 
l. · t::;:~, l - V .J..,1'.;ll.i.1,Q .J.., J. 1 V 1..J~ ft' 1~:,<11 ,,..-...., Q 
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Verder moet C zuiver imaginair zijn volgens (4.1), zodat: 

f ( z) = A e -ikz + i C 1 ( 4. 5) 

met A willekeurig comple~ en c1 willekeurig reele constante. 

r (x,y)= Re f(z) heeft dus inderdaad de in de stelling genoemde 
gedaante. 

§ 5. Overzicht van de verschillende problemen· een opmerking be-________________________________________ , ________________ _ 

treffende twee- en driedimensionale problemen. ---------------------------------------------
Naast de twee eenvoudige voorbeelden van§ 3, waarvoor Airy [1] 

reeds voortlopende golf-oplossingen vond, zijn na 1940 verscheiden2 

andere problemen onderzocht, waarvan verschillende practische bete­
kenis hadden. Bij de onder 1° tot en met 3° genoemde geldt steeds 

voor y = 0 de voorwaarde (2.4) aan het vrije oppervlak, terwijl we 

bij 4° te maken zullen lcrijgen met een ander type voorwaarde aan 

het vrije oppervlak. 

1°. Uniform hellende bodem. 
We nemen hierbij aan dat een 

constante bodemhelling bestaat, 

zodat de voorwaarde aan een 

vaste wand geldt voor 

y = - tg Tro . X ( TTO gemeten 

als in de figuur). 

In het geval Y = ½ spreekt men van een rechte klip, voor ½ < D <. ·1 

van een overhangende klip. 

Voor r = 1 tenslotte van een dokprobleem. (D.w.z. een half vlak Vc.>.n 

het wateroppervlak is bedekt met een ·vast0 wand). 

2°. Vlakke barri~res. 
Hierbij neemt men aan dat zich in de vloeistof vlakke barri~res 

bevinden van "infinitesimale" dikte. We onderscheiden: 

A. Horizontale vlakke barrieres. 
Hierbij bevindt zich voor y = -b, x < 0 een 11 vaste wand" in de 

fY vloeistof. 

'--1 = - b 

(O~b<a) 
Voor b = 0 krijgen we weer een 

dokprobleem. 

a mag eindig (eindig diep kanaal) 
of= (kanaal met oneindige diepte) 

zijn .. 



Ci<':".J:-r.- n t1n voo:r x "" 0, - b~ y>-c..-.;,, 

bl8m~n on~indig d1ap vuronderat~ld. 

het oppervlak tot aindig~ diept8. 

a '·" 0, 0 < b<oo : eer. vaste wanG 

an1f de bodem tat ender het 
"'") ~>"" l""' ·· l ,, : .. 1 -'t ~ ··, ~-o 1 j u•.ar·1 rne r1 r1 n 1-;~ t.-. t t· ~. , 'i . f .. ,, ,:-\, • I J.. t;. ,1. .i.. n. . ._ _ 

h0t specialc geval beachouwen d~t 

Htc•rblj nc:u~n we r,ai-, dat .. ::Leh i!t e0n 1>::i.1,a.al met ,.meindtge die;1tc 

i..c':.'t; 11 va~;te 1-:and" tc:.in.:'C vnn::if h,:0 t opp 0 r«.rlni{ tot £dnc11ge d1.epte on-

'/-.yr; O)>p. 

~# --~(;;~•~-------

/ 
:x.l 1 
l y, I 

.. o ., 
,/ . 

on::lc r he t oppt}:r'\tla.l{ c,ncle 1:' ee1·l 
TT 

h::ek t\1ssen Oen~. 
,::. 

/ (.X.,Y,l 

/ 
/ 

I 

Een sr~clalc pluat n~n~n Je problemen tn, waarbiJ sprake is 
vnn ,:en :::.1::;, 11 f1oattr, · r:1at 11 -,,)or•wu:1rde aan het vri,je oppervlak. \'le 

\·eron,.:,:1's.tellen h:ert'l.1 :Jat een h8lf vJ.ak 'Jcm :.ie oppervlukte var, et.m 

.l. inei:.._!"isa tie voor 

de dru~ aan het opr:0rvl~k: 
·r-

P = (.) (t'l t - (' C ') (5. n 
We hebbon v~ronrlez'steld, d~t de drijvende deeltjes geen wisselwerk1ng 

h,.::btlen, en nen;t;n dflarom M1n, dat de enif,:e werkende kraehten afkom­

stiz zijn van de zwaartckracht en van de dNik van het water onder de 



- 12 -
laag. 

Dan geldt aan het oppervlak ook: 

(5.2) 

waarin p1 de dichtheid van de deeltJes- per oppervlakte-eenheid is. 

We elimineren nu pen~ uit (5.1), (5.2) en (1 .11), wat oplevert: 

voor y = O geldt: P1>tt + pgg_)y = -p 14:Jytt (5.3) 

Volgens de definitie van p (x,y) in (2.1) volgt hieruit: 
2 2 

voor y = 0: -r (J) t + f g f y = p 1 W <f! y 

zodat we tenslotte verkrijgen als 
randvoorwaarde aan een "vrij oppervlak 11 in geval van een "floating 
mat 11 : 

(5.4) 

waarin: (5.5) volgens (2.6). 

De randvoorwaarde is dus wel van hetzelfde type, maar verschilt toch 
essentieel van (2.4) in het feit, dat k1 geen vast teken heeft, ter­
wijl k steeds > O is. 

Bij de onder 1°; 2° en 4° beschreven problemen kunnen we te maken 
hebben met 2-, zowel als met 3-dimensionale problemen afhankelijk 
van de richting van waaruit de voortlopende golven uit het oneindige 
komen. Staan de lijnen 1 die punten van constante phase verbinden 

(zoals de golfkruinen bijv.) loodrecht op de x-richting, dan is 

het probleem tweedimensionaal, daar we de coordinaatassen steeds zo 
leggen. dat de kustlijn of de rand van een barriere in een vlak 

y = O of y = constant liggen, en loodrecht op de x-as staan. Maken 
de golfkruinen een andere hoek met de x-richting dan is het proble~rn 
driedimensionaal. Volgens (1 .15) beperken we ons tot enkelvoudig 
harmonische z-afhankelijkheid, wat betekent (daar we ook voor x op­
lossingen zoeken die zich voor grote x gedragen als sin x en cos x) 
dat onze oplossingen zich voor grate x2+z2 gedragen als ei(lx+mz), 

d.w.z. we proberen oplossingen te vinden die zich opoo gedragen alG 
een vlakke voortlopende golf, waarvan de voortplantingsrichting een 
zekere hoek maakt met de x-richting. 

Het ligt enigszins voor de hand om te veronderstellen, dat het 
het eenvoudigste is, alle gevalien driedimensionaal op te lessen 
en dan de oplossingen voor tweedimensionale problemen te verkrijgen 

door m = O te nemen. (Zie (2.2) en (2,3)). Dit is echter om twee 
redenen niet geheel juist. In de eerste plaats is gebleken in§ 2 
dat tweedimensionale problemen aanleiding geven tot potentiqalpro­
blemen voor f (x,y), (terwijl driedimensionale problemen leiden tot 
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de golfvergelijking). Voor de oplossing hiervan heeft men een machtig 

hulpmiddel in de functietheorie. Men kan <p (x,y) beschouwen als het 

reele deel van een analytische funct1e en de randvoorwa~rden omzet­

ten in voorwaarden voor die analytische functie op de rand van het 

gebied (zeals bv. in§ 4 is gebeurd). Deze wijze van oplossen is 

dikwijls aanzienlijk eenvoudiger dan voor een driedimensionaal pro­

bleem. 

In de tweede plaats 1-s gebleken, dat men in de oplossing van een 

driedimensionaal probleem veelal niet zonder meer m = O kan nemen, 

doch dat men op subtiele wijze rn naar O moet laten naderen. We gaan 

op dit verschil tussen twee- en driedimensionale gevallen hier niet 

nader in, maar verwijzen naar de literatuur, bv. § 6 in Heins [18]. 

§ 6. Overzicht_van_de_voornaamste_oplosmethoden. 

Iedere publicatieJ waarin een der in de vorige paragraaf genoemde 

gevallen wordt opgelost, heeft natuurlijk zijn eigen aantrekkelijke 

spitsvondigheden, zonder dat de gevolgde wijze van oplossen veelal 

kan warden gekenschetst als een oplosmethode voor een zekere groep 

van problemen betreffende gravltatiegolven. 

We zullen hieronder dan oak alleen de voornaamste oplosmethoden 

in het kart schetsen, die zich wat betreft hun bruikbaarheid niet 

beperken tot iin geval. De onder l· en 2. genoemde methoden warden 

geillustreerd door de voorbeelden van§ 8 en§ 9. 
1. De reductiemethode. 

Deze methode is afkomst1.g van Lewy en Stolrnr en voornarnelijk 

bruikbaar voor de in § 5 onder 1 °. genoemde problernen. Ze berust up 

de aanname van een nieuwe onbekende functie X die voldoet aan een 

homogene randvoorwaarde van de eerste soort op ~e gehele rand van 

het gebied. ( X, = Cl). Men reduceert dus het randprobleem tot een met 

eenvoudiger randvoorwaarden. Is deze func~ie opgelost, dan moet nos 

een partiele (in tweedimensionale gevallen een gewone) differen­

tiaalvergelijking warden opgelost teneinde f te vinden. 

Vooral bij functietheoretische oplossing van tweedimensionale 

problemen heeft deze oplosrnethode waarde. We illustreren deze metho­

de m, b. v. he t tv1eed j_mens iona le geva 1 van een rec hte kl ip in § 8. 

2. De methode van Heins. 

Deze methods wordt ook wel aangeduid als de rnethode met behulp 

van integraalvergelijkingen. Daar zij echter is ontworpen door Heins 

en speciaal door hem met vrucht is taegepast op verscheidene geval­

len, lijkt bovenstaande titel gercchtvaardigd. Voor de gevallen ond2r 
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1° genoemd in§ 5 is ze niet te gebruiken, wel echter voor alle onder 

2° genoemde, terwijl ze ook bij de onder 4° genoemde problemen van 

nut is, Of het probleern van twee- of van driedimensionale aard is, 

maakt geen essentieel verschil. 

Het principe berust op de constructie van een Greense f'unctie voor 

het randprobleem. Met behulp van deze functie verkrijgt men een 

integraalvergelijking voor de functie ~ (x,y) die van het Wiener­

Hopf type blijkt te zijn., en met behulp van de daarvoor beschikbarc::: 

theorie (zie bv. [32]) kan warden opgelost. Deze methode laat zich 

slechts goed beschri,jven aan de hand van een voorbeeld, en wordt in 

§ 9 geillustreerd m.b.v. het driedimensionale geval van een kanaal 

van eindige diepte met een dok, waarvan we de oplossing gedeelte­

lijk zullen leveren. 

Er zij hier DOB opgemerktj dat deze methode oak bruikbaar (en 

door Heins oak inderdaad toegepast) is voor problemen in analoge 

("stripvorm:Lge") gebieden, in de theorie van electromagnetische en 

acoustische golven. 

3. De eigenwaarde-methode. 

Deze is afkomstig van Weinstein en berust op de ontwikkeling van 

p (x;y) naar de eigenf-~ cties van een (verwant) gewoon randprobleem. 

Deze methode heeft niet zeer veel zelfstandige betekenis, maar kan 

leiden tot een verkorting van de reductiemethode, wanneer ze in 

combinatie met deze wordt gebruikt. Verder is ze wel nuttig voor het 

theoretisch inzicht 3 dat men geen voortlopende golven kan vinden, 

als men alleen r2gul re oplossingen voor cp (x,y) toelaat, maar 

da t men een re c:u 1 iere en een logari t hmis ch s ingn 1 ie re op loss ing mo<:: t, 

combineren. l'lan:::;ezien deze methode in haar uitvoering weinig inge­

wikkeld is. geven we geen voorbeeld, maar verwijzen direct naar d2 

§§ 2 en 4 van de desbetreffende publicatie van Weinstein [43]. 

§ 7. Literatuuroverzicht. -------------------
We zullen in deze paragraaf een overzicht geven van de verschil­

lende pub l lcat ie s, :Ln6eclee ld naar de in § 5 genoemde prob le men, en 

voor ieder problcem in chronologische volgorde, terwijl we in het 

algemeen enige aanduldingen zullen geven betreffende de gevolgde 

oplosmethode. (De notaties zijn gelijl<:: aan die van §; 5). 

1°. Uniform hellende bodem. 

In 1926 beschouwde Hanson [13] het tweedimensionale ge~al 
1 ' Y: = "2n 2 met n geheel ~ -1 en gaf hiervoor een oplossing. Hij slaag-

de echter niet in de constructie van een uit oneindig komende voort­

lopende vlakke golf, omdat hij voor 1 alleen een reguliere oplo~~ing 



bepaalde. Na hem werd O = dn beschouwd door Miehe [ 30] in 194-4-. 

In 1946 lost Lewy [29] het tweedimensionale geval y = ~ met P on­

even, O<p< 2q., (p,q)= 1 op met behulp van de reJuctiemethode. Hij 

vond inderdaad een lopende g~lf op oneindig door een reguliere en 

e~n aan de kust (x = y = O) logarithmisch singuliere oplossins van 

cp te supe rponeren. 

Stoker [39] gaf in 1947 de oplossing met de reductiemethode voor 

o = Jn. in het twee-> zowel als in het driedimensionale geval. Ook 

gaf hij een aantal practische berekeningen. 

(N .B.: Van hieraf zullen we onder 11 een oplossing" steeds verstaan, 

een oplossing in de vorm van een voortlopende vlakke golf op onein-

d i,r:j) . 

In 191t8 volgde voor 7f<< 1 (tweedimensionaal) een oplossing van 

Friedrichs [6] met behulp van asymptotische ontwikkeling (zadelpunts­

methode)J welkewor n = 15 goed klopt met de oplossing van Stoker. 

Verder verschenen in clat ,jaar oplossinsen van F'riedrichs en Lewy 'C.7] 
voor het twecclirnensionaJ.e 2,eval y = 1 (het dokprobleem bij oneincli 

diepte) 3 verkregen lan~s functietheoretische weg door oplossingen te 

zoeken in de vorm van een complexe intebrac.:.l} en van Isaacson t:201 

voor ~ = ~ ( overhangende: kl ip; tweed lmens ionaal) met een methods J 

analoog aan de reductiemethode. Isaacson vond enige belangrijke ver­

schillen met de oplo:3sin;_, van Lewy voor 6 = [q met p = 3, q = 2. 

Weinstein [43] gaf in 1949 een oplossing voor het driedimensionale 

geval Y= J m.b.v. een combinatie van de eigenwaarde- en de reduct5e­

methode. 

In 1950 loste Isaacson [21] het tweedimensionale probleem op vuor 

v1illekeurige O (0 < Y;;; 1). Zijn methode berust op die van Friedrich::, 

en Lewy voor het dokprobleem. Voorts verschenen in 1950 en 1951 enise 

pub l lca ties van Roseau I 36) en f.37] met re sul ta ten., analoog aan cl i;;:; 

van Isaacson. In 1952 tenslotte heeft Peters [34] de oplossing 

ven voor het driedimern:,ionale geval met willekeurige r tussen 0 

en 1 door het proble0m in poolcoordinaten op te lossen met behulp 

vrm Laplace-rrransforrnat naar de radius, 

0 2 . A. Horizontale vlakke barrieres. 

Bij alle opgeloste problemen is gebruik gemaakt van de methode 

van HeinsJ en wel steeds voor driedimensionale gevallen. In de no­

tat volgens de figuur in§ 5. 2° A. verwijzen we voor: 

a =.r.), b= O naar Heins \J4] (191+7):; a<.c<J, b= O: Heins [151(1948); 
G<OO, O<b<a: Heins [16} (1950) en [18} (1953); a =00 , O~b<.CXl: 

Greene '[8] (1951 ); a =oo, O ~b <OO; Greene en Heins t.91 (1953). 
(Bij deze problemen is steeds een reguliere oplossing voor ~be­

paaldJ en een die logarithmisch singulier is in het punt (0,-b)). 



B. Verticale vlakke barrieres. 

Dean [4] publiceerde in 1945.een oplossin~ voor (tweedimensiona_,1) 

a = O; 0 < b <.OO (zie fie!;UUr § 5. 2° B) J terwijl Ursell [401 in 194{ 
een oplossing gaf voor willekeurige a en b (tweedimensionaal) met 
behulp van een integraalvergelijking. (Deze integraalvergelijkin6 

~au herleid kunnen warden tot een van het Wiener-Hopf type, zeals 
optreden bij de methode van Heins; maar dit is niet noodzakeliJk; 
Ursell gaf een directe oplossing). 
C. Scheefstaande vlakke barrieres. 

1t Voor tweedimensionale gevallenj waarin deze barriere een hoek 2n 
maakt met het ongestoorde wateroppervlak, 1s de oplossing gepubli­

ceerd door John [22] in 1948; gevonden m.b.v. de reductiemethode. 
(In het geval van een eindig l.ange barriere van het oppervlak naar 

beneden 2 neemt John twee logarithmische singulariteiten aan in de 
uiteinJen van deze barriere). 
3°, Andere barrieres. 

Er zijn enige artikelen verschenen over het tweed.imensionale 
geval van een circulaire cylinder onder het wateroppervlak. We gaan 

hierop niet in, maar verwiJzen naar Dean t51 en Ursell t.4f1. 

4°. Problemen met een "floating-mat 11 voorwaarde. 

De invoering van deze voorwaarde aan het 11vrije oppervlak 11 , 

teneinde problemen betreffende gebroken ijsvelden e.d. in eerste 
benadering op te lossen, is afkomstig van Peters [33] (1948) voor 
een tweedimensionaal probleem. (Bv.: een half vlak is bedekt met 

een 11 floating mat 11 en de lijnen van constante phase van de voort­
lopende golf op oneindig lopen evenwijdig aan de rand van deze 
laag). Peters loste meer algemeen het geval op dat de voorwaarde 

(5.4) geldt langs de halfrechte y + x.tgTT"t'= 0 (y <- O; 0 <f?::: 1). 
Het hierboven genoemde voorbeeld correspondeert dan met o = 1, ter­

wijl voor k1 = 0 in (5.4L (k1 gegeven door (5.5)) we voor wille­
keurige T het door Isaacson opge las te a lgemene tweedimens ionale ge­
va l van een uniform he llende bodem krijlen en voor f = 1 het dol<­
probleem. De oplossing van Peters klopt inderdaad voor k1 = 0 met 
die van Isaacson [21] en voor K 1 = 0, r = 1 met het resultaat van 
Friedrichs en Lewy [ 7]. P8 ters vo lgt e8n fun ct ietheoretische methode J 

die leidt tot een differentie-differentiaalvergelijkingJ die hij 
algemeen oplost. 

We gaan op problemen van deze aard niet verder in; merken slechts 
op dat ook de methode van Heins g,eschikt is, speciaal bij driedimen­

sionale problemen, en verwijzen naar de volgende publicaties: Weitz 

en Keller [451 ('1950) en L.461 (1953), Heins \.17}(1951), Weitz (44) 
(1952), Keller en Goldstein [26](1953) en Shapiro en Simpson t38) 
(1953). Voor meer algemene theorie over drijvende lichamen zij hier 



nog gewezen op enige artilcelen van John [23], [241 ,[25}. 

We besluiten dit literatuuroverzicht met het volledigheidshalve 

noemen van enige publicaties over gravitatiegolven, die buiten de 

door ons beschouwde problemen vallen, of uitgaan van andere veronder­

stellingen, zoals: 

~- Enige artikelen van Davies [21 en [3], die gravitatiegolven van 

eindige amplitude beschouwt, en de randvoorwaarde aan een vrij opper­

vlak niet lineariseert. 

b, Een methode van Grcibner t10J J die problernen voor een eindig lang 

kanaal oplost m.b.v. een variatieprincipe. 

c. Een artikel van Kreisel [27], die het geval van tweedimensionale 

oppervlakte golven in een oneindig lang kanaal van willekeurige 

diepte beschouwt, waarbij zich kleine (cylindrische veronderstelde) 

obstakels op de overigens horizontale bodem bevinden, terwijl hij 

ook varieties in de atmosferische druk aan de oppervlakte aanneemt. 

~- Enige artikelen van Groen [111 en (121, die gelaagde vloeistoffen 

beschouwt met een zekere verticale dichtheidsverdelingJ zodat ook 

inwendige golven ter sprake komen. 

§ 8. Een voorbeeld van de reductiemethode. ----------------------- -------~----
Als voorbeeld van deze ~2thode behandelen we: het tweedimensionale 

probleem van de constructie van vla1cke voortlopende golven in een on­

e indig diepe oceaanJ die aan een ziJda begrensd wordt door een verti -
cale klip. ~Y 

i 
Volgens de gegeven theorie kornt 

di t neer op het oplossen van h, t. 

volgende potentiaalprobleem: 

( ci ' i ; 

met randvoorwaa0Jen: 

lTlG t 

Cf y 

Cf>x 
als extra 

== kc~ 

= 0 

e is: 

voor y = O,x) O 

voor x = O;y < 0 

(k '7 O) 

2 2 , C~ en Cy unifor:11 tc ;r:_,,n":J voor x + y 
X . y 

( 0 ;, ) 
\ .J ' -

(8.3) 

0,0 • 

We bepalen eerst langs eenvoud veg een reguliere oplossing: 

(8.3) maakt het mogelijk ~ (x,y) door spJege1in6 t.o.~. de negatieve 

Y-as analytisch voort te zetten in het hele onderste halve vlak er 



aang2to0nd, dat d2 ~nl~~ rcgult~ru orlossin~ van i:.ie tf/;;daantf.~ 

(y "' 1\t.! ky C us ( i{X •f- '\~ ) !fl( .. t •.•: I_ 11,:, h:._ ',i r 1 r-:2~ J.e 

rnr,.:tcr: 'tk ,,cht,·:Y' ock den c1pl0ssLnt, -~;;1(x,,y) 

e:1•,1a, ~, .::'i.s J~r:k:.., .(::i:h;- daar dus 9;:/· Huit 

r.k,t 1.s dus du1de11Jk <1at 

dus in~~ y = 0. 

\Ve f-:;1..,r:Lltl.~·.:~r,.,1~!': het pr•.)bl.:.:~l~~rn \'CJOr ~12 ~2(x,:l) .n.u ·,;olle,j'if; 

/ Cr ( ,. 'IT ) ,,. ,., ., t . ' . ·l "1 ... ,,,. ... , a :c .. ·lJ 1 I Q 1 I +· .. k, '"' !'l "'•e· t ( R X ) ,::, n 
,1 ., ·:) \1\..JV O!.,\jl_.., ' \,(J .•l 1•~,- ..... !.1. '·"'" \U11. / \,..\Jt, ,,., lll.,,., 1 ... 11 • .i ._'1' .. 
I . ~-

l 
j 

('P) \ 

I 

i.n : ... t.t-2' bt1u.rt \/Cir·: ~:·, '...i::r~:r: (9 '"'· v-.r(,:,1·•,jf,tl vcor,gr~::, s te ld ,J cor 
i. ,.: 

£l 1S 

verder: 

I r, ·.!<: c-:,·:•.:;t,~i twe<:: a1·p;eleid,,:,n :J.niform be-

v~n du reducttemetho10. 
t......,+ "" !('~) r:· el ) ;·•t \ ~'1 + 'I ' Fr~t. f; ... ·~,:::, .. 'ol1"'.•~·::.1 ",n f1·_·)rr·1P'1 ler.;;;.\_)""l 1-1 .• '.·:'). 1..)·,,_>~::1 .1. "t C:: ;;"'.; ;~:e 1 \ ,.·_·: j rnc:1 t :i. 1,. z; .u.11~.-~ J.lY ~ ~: .. 2c n & ... : ... .., 1,·"·.1. _ - ... _ . _ ~t..A. -._.. - \j __ 

n~ als ~c~ ~rob:ecn1 v0 11r f( ·): 
p. __ , • f' ( •7 \ I "o,·· ,i:., t· ., ~,. \ ff.v,} ,\I• .. ~-.. .- ✓ .:- l r1 in :let 

t. Vear Im z = J. Re~:~ O ~o~t g8lden: 

,( ... ,\ __ Q 
1. \ ••• ) -· he ,. ' l r·:r \ •1 ;. (. •. , j = \ .. 

ci ( r, ·l '" r·. , ... ,""r"• t O ,... \ .,_,,, ..... .... ) ..._,, t~--..::.. c....... ... c1z' ) . 

rte 1) f" l,::, \ .. - J~C! I t D) ff z ) -~ () ;;_ \,,;;.,,)...- .!~~\ I \ I 

u behalve in ~:,., .. J 

/ ,, . \ 
\O.l.,'J 
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d. Op co voldoet f(z) binnen het genoemde gebied aan de eisen: 
: df i ct2r 1 1 1. I az1 en 1 ~ zijn uniform begrensd in z, als z -=,.. cc 3 maar 

'dz 
ook aan: 

\ df\ ld2fl 2. a:z en ~ -~ O langs alle rechten in het kwartvlak, die 
dz 

niet evenwij0is lopen aan de grenzen. 

e. In de buurt van z = 0 geldt binnen het kwartvlak voor f(z): 

M I df j ,,- 1 
a:z ~ 1 2 1 

2 / M 
en / cl ~ < ~I ~ 

dz zl 
met M1 en M2 constanten. 

Dat dit probleem voor f(z) volgt uit dat voor p 2 , tonen we aan: 

a. is direct duidelijk. 

b. volgt uit (8.2) omdat: Re (iD-k) f(z)= Cfly - k(f. 

c. volgt direct uit (8.3). 
d. 1. volgt uit de eis voor ~ 2 en de afgeleiden op oo volgens de 

Cauchy-Riemann vergelijkingen (die leveren: ~ = cpx - 1 ~ y dus 

! ~ [ < ! CFxl + \(f y\ ) · 
2. dit volgt uit de e:ls voor cp 2 opoo volgens het Lemma dat we 

aan het eind van dit voorbeeld zullan bewijzen)(zie p.23 ). 

e. volgt uit de eis voor ~ 2 in de buurt van O, omdat daar 

rcpxJ rcryJ r 2 C?xx en rc.(Yyy begrensd moeten zijn en dus ook 

lz f 1 / en \z 2 f 11 j volgens de Cauchy-Riemann vergelijkingen. 

Het principe van de reductiemethode berust nu op de aard van de 

voorwaarden (8.6) en (8.7) en op de lineariteit van de daarin op­

tredende operatoren 1 1 (D) en 12 (D). Er geldt nl. dat: 

(8.8) 

op de gehele rand van het gebied. Daarom voeren we in de functie 

( [ ( -1 d (· d ( F z) = L~2 L1 f z) ..1 == az i dz - k) . f z) (8.9) 

Volgens (8.8) is nu het re~le deel van F(z) gelijk O langs beide 

grenzen van het kwartvlak en daarom kunnen we F(z) m.b.v. spiegeling 

voortzetten in het hele complexe vlak. (N.B.: Hier wordt het dui­
delijk waarom deze reductiemethode door Stoker werd toegepast op 

lrnsten$ die hellen onder een hoek .;f; met n geheel). Het resultaat Li 

een eenwaardige functie waarvan het reele deel nul is langs de ge­

hele imaginaire en reele as. 

In de oorsprong heeft F(z) hoogstens een pool van de tweede orde, 

immers: in de buurt van z = 0 geldtj¥z.]< ~'~\ en)::~\< ~22 in het 
kwartvl ak en de ze grenzen le iden tot: I'""'\ 



M 
jF(z)I <~ in een gehele omgeving van z = 0 volgens (8.9) en het 

\zl 
feitj dat we F(z) hebben voortgezet door spiegeling. Dientengevolge 
~unnen we F(z) in het gehele z-vlak voorstellen door een Laurent­
reeks van de gedaante: 

F( ) - o<-2 o<-1 
z - ~ + -z- o( "' o<_2 o<-1 + P(z) + 0 + '""'1 z + .. • = ~ + -z-

z z 

waarin P(z) overal regulier is. 2 
df d f (8 Ult de eis c. 1 voor a:z en -:-7 volgt echter volgens .9) dat 

dz 
ook F(z) uniform begrensd is op oo (hieruit: P(z) = constant). 
~.2 levert dat !F(z)j--+ O langs alle rechten die niet evenwijdig aan 

de imaginaire of de reele as zijn, (hieruit volgt P(z)= 0). 
o<_2 0(_1 

Zodat: F(z) is van de gedaante: - 2- + - 2 -

z 

Nu moet nog: Re F(z) = O langs reele en imaginaire as. 

z reeel levert: (z=x): Re F(z):::: Re~- 2 + Reo(- 1 = O dus: 
X X 

cx,_2 = iA en oG_ 1 = i C met A en C reeel. 

z imaginair geeft: (z=iy): ( ) -iA C 
Fz =~ + y 

y 

dus Re F(z)= Q = O waaruit volgt: C = 0. y 

Derhalve volgt uit de definitie van F(z) en uit de eisen voor f(z) 1 

dat: 
F(z)= A ~ , A reee 1. (8.10) 

z 

zodat de oplossingen ~ (x,y) van potentiaalprobleem (P) het reele 

deel moeten zijn van een analytische functie f(z), die volgens (8.9) 
en (8.10) voldoet aan de gewone differentiaalvergelijking: 

£z- (i ciz - k). f(z)= A.~, A reeel, of: 

d ( d A a:z az + ik). f(z) =?. (8.11) · 

Het probleem is dus gereduceerd tot het bepalen van oplossingen 

van de inhomogene diffcrentiaalvergelijking (8.11 ), die tevens vol­

doen aan de randvoorwaarden (8.6) en (8.7) en aan de voorwaarden op 

oo en bij o. Er zal blijken dat zulke oplossingen van (8.11) bestaan, 
en verder dat deze zich op 0() gedragen als Aeky. cos (kx+ '€..), A en e 
reee 1. 

We integreren (8.11) eenmaal, wat levert: 

( ~ + ik) . f ( z ) = - : + p . ( ~ = in te gra tie -
cons tan te) . 

(8.12) 



moet Re (i cfz- - k).f(z)= O voor? reeel en positief, 

+ i ~ ) = O waarui t vo lgt: (?> reee 1. 

V"olgens (8.6) 
jus Re(-i 4 

z 
Een particuliere oplossing van (8.12) is: f(z)= - ~, zodat ~ 

slechts aanleic1ing geeft tot een additieve imaginaire constante in 

de algemene oplossing voor f, en derlialve_ geen bijdrage tot de ge­

zochte functie ~=Re f (z). We nemen daarom gemakshalve r,= 0, zo-
dat: 

+ik).f(z)= A 
- z J A reee 1. (8.13) 

Alle oplossingen van (8.13) voldoen nu automatisch aan (8.6). 
Van (8.13) bepalen we de algemene oplossing; de oplossing van de 

homogene vergelijking is: r(z)= ole-ikz (oGwill.complexe const.) 

en teneinde een particuliere integraal te verkriJgen stellen we 
f(z)= o(,(z) .e-ikz (variatie van constant(·.-:',. (8.13) geeft dan: 
dol A ikz z ik ~ 
dz = - 2 e , dus: <X(z)= - A J e d ½, waarin we als integra-

iC'-) 't; 
tieweg 1ciezen: langs de positieve imaginaire as vanaf ioo, dan een 

cirkelboogje in positieve richting om~= O, en tenslotte langs een 

straal naar z (z in het vierde kwadrant). 

De integraal convergeert in dat 

geval. We nemen nog als nieuwe 

integratievariabele ½ = \: , 
-ikz 

wat oplevert: ol(z)= - A J 
·f.•~"') 

-t e ---,r- d t, 

zodat weals algemene oplossing van 

( 8 . 1 3 ) v inde n : -ikz 
f() "' -ikz A -ikz f z = v,.,,-3 - e 

wBarin de integratieweg loopt 

als in de volgende figuur (omdat 

k > 0): 

Nu moeten we nog voldoen aan (8. 7): 

-t e 
-t- dt, 

Volgens (8.13) is g{- = - : - ik f(z) dus: 

-ikz 

J 
+co 

-t \. T dt J -ikol e-ikz 

df en voor z op de negatieve imaginaire as, moet Re 02 = O. 

7. 

(8.14) 
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z op de negatief imaginaire as, betekent -ikz negatief reeel, dus 

ook e-ikz reeel. Verder zijn van de integraal de stukken van+ 00 

naar P1 en van P2 naar -ikz reeel. De integraal langs de boog is "'i\ i. 
e-t 

(Residu van -r- int= O is 1, en we lopen in positieve richting 

langs een halve cirkel om t = O). Voorts is} positief imaginair. 

We vinden derhalve: 
d t , f · . . . R df T'1' Ak -ikz+ voor z op e nega 1e 1mag1na1re as, is: e -d =- 1, e 

-ikz · z 
+ke .Im d. Teneinde aan (8.7) te voldoen, moeten we dus nemen: 

Im c/... = Tl A. We stellen daarom: o<..= B + '"iT i A, (B willekeurig reeel) 

en vinden zo: alle oplossingen van (8.13) die aan de randvoorwaarden 

(8.6) en (8.7) voldoen, warden gegeven door: 
-ikz 

f ( ) B .Q-ik:z + A -ikz {-. J z :::: -. e • 11 i -

+oo 

-t } Tdt (8.15) 

met Ben A re2le constanten. 

We moeten nu het gedrag bij Oen op oc voor z in het vierde kwa­
drant nag nagaan. Het is duidelijk dat e-ikz voor z bij O regulier 

is en dat de integraal daar een logarithmische singulariteit heeft. 
Voor lzl ➔ oo in het vierde kwadrant is e-ikz uniform begrensd (en 

ook alle afgelciden) omdat k > o, en e-ikz en de afgeleiden ➔ O 

als I z I -- O<) langs een rechte die niet evenwijdig is aan de reele 

as. Voor de integraal g~bruiken we de volgende asymptotische ontwik­

keling: 
-ikz 

J (8.16) 
+ 00 

(Deze ontwikkelin0 bewijz0n we niet, maar verwijzen naar Appendix II 

in Stoker,. f391). Utt (8.16) volgt: 

A e - ikz t 1f i ... 

-ikz 

j -t 1 } T cl tf'- A e - ikz { 1r i + 0 ( ~ ) ' ( 8 . 1 7) 

+ 00 

zodat aan de voorwaarden bij Oen op oc door de oplosslngen (8.15) 
wordt voldaan. Als oplossing voor het op pag. 19 in ~.tot en mete. 

geformuleerde probleem, hebben we dus gevonden: f(z) moet een 

lineaire combinatie zijn met reele coefficienten van de volgende 

lineai1 onafhankelijke oplossingen: 

-ikz 
e 

-ikz 

j 
00 

-t 
T dt 1 

( 8. -18a) 

( 8. 1 8b) 

voor het potentiaalprobl2em (P) hebben weals oplossingen: lineaire 

combinaties met reele coefficienten van: 
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cp 1 (x,y)= eky cos lex 

cp 2Cx)y)= Re ,~ [ -ikz { 1f i -
-ikz 

j . 
o'.) 

e -t 
--r- dt }1 

( 8. 19a) 

( 8. 19b) 

Hierin is cp 1 de reguliere oplossing, die we al op pag. 18 recht­

streeks hebben bopaald 2n <p 2 de in x = y = 0 logari thmisch sin,gu­

liore. Uit {8,1'[) v?l2;t, dat f 2 (z). zich op 00 gedraagt als 1e-::Lk::., 
dus l9 2 ais Re l ie-ikz] = Re [ e-i (kz- lili_) 1 = eky sin kx., zodat door 

lineaire combinatic van <p 1 en <p 2 inderdaad oplossingen voor 

q)(x,y;t) verkrcg<~n kunrn.=n worden., die op c,('J het karakter hebben 

van een vlakke voortlopende golf. 

We bewijzen nu nog het volgende Lerr~a, dat we al gebruikt hebben 

bij eis d.2 voor f(z) op pag.19. 

Lemma: Als f (z) cen reguliere analytische functie is in het inwen­

di.ge van een sector van het complexe vlak en cp = Re f (z) is uniform 

begrensd voor lz\--,,o0 binnen de sectcr, tan geldt: \dnf \-.. O als 
dzn 

!z/-;,oolangs een rechte die niet evenwijdig; is aan een van de zij-

den van de sec tor, voor iede re ge he le n ~ 1 . 

B0wijs: Zij z 0 een willekeurig inwcndig punt van de sector, dan 

wordt f(z) op de cirkel C: lz-z I = R gegeven door de waarden van 
0 . 

c.p(x,y) op dh) cirkel met behulp van de formule van Poisson-Schwartz: 

f(z)= 2~ i J 
C 

s +z-2 z 
(s-z).(s-z~) .c_p(s)d?;, 

(waarbij R zodanig is gencmen., dat C met in be grip van def rand, nu;.:, 

geheel binnen d0 sector valt). Daaruit volgt: -~ = .J.. <p (£J dS 
uz ll .L C (S -z ) 

en orndat ~ een reguli0re potentiaalfunctie is, geldt: \(flkM1 op C., 

J,r e -i<pd~= 2~1 , dus 

0 

I df \ M2 . in ecm will,:.'keurig lnwendig; punt z = z 0 geldt: 02 < R met M2 een 

positieve constante en R de straal van een cirkel, die nog geheel 

binnen de s0ctor ligt. Hieruit volgt direct (omdat cpuniform be­

grensd opoo): als lz\-400 langs oen rechte binnen de sector die 

ni2t evenwijdig is aan een van de zijden, nadert j ~ \ tot o. Omdat 

ook tp x en tp Y potentiaalfuncties zijn en deze begrensd moeten zijn 

op CX) in 2en afgeslot2n deelgebied van de sector (dat volgt ook uit 

ldf I M2 az <- in willekeurig punt z = z 0 ) kunnen we geheel analoog bewij-
z R ct2f I 

z2n, datl:----2" ➔ O, enz, 
dz 
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Tot slot van deze paratraaf nog een opmerking betreffende de 

gevonden oplossing: We h~bben gezien dijt we nu in staat zijn een op­

lossing; voor cp (x,y;t) te 2;ic_,v2nJ diG op o0 het karakter aanneemt 

van ecn vlakke lopende golf van willekeurige amplitude en phase. 

SchriJven we deze amplitude cm phase op DO voor en eisen we dat 

deze golf naar de kust toe loopt, dan is de oplossing eenduidig 

vastgelegd. Stoker [ 39] berekende de oplossing voor enige hellings­

hoeken van de kust (~ met n = 1,2,15) en de numerieke resultat<.:)n 
leverden op dat de golflengtcn en de amplitudes zeer weinig verschil­

len van de waarde op 0<i. 1tot aan pun ten die ongeveer een golflengte 

uit de kust lir;u;en (rnC:ct lflengte wordt de golflengte op .oo be­

doeld). Daarna neemt de amplitude Jnel toe en wordt oneindig groat 

aan de kust. (Logarithmische singulariteit), Hoewel dit natuurlijk 

in strijd is met de bij de linearisatie gebruikte veronderstelling 

van 11 infinitesimale 11 bewegingcn~ is dit niet geheel verwonderlijk 

omdat we ook hebben verondersteld dat de diepte groot·was t.o.v. de 

golflengte en bij hellingshoeken <; zal men in de buurt van de 

kust een andere rnethode moetcn volgen. Stoker berekent daar een op­

lossing m.b.v. de shallow-water theory. Het voert te ver, hier thans 
dieper op in te an; men zie de inlelding (pag. 4 en 5) van het 
artikel van Stoker. 

9. Ecn voorb~eld van de methode van Heins. 
- --------------------------------------
A ls voorbe<:= 1d be hanclG lt:n we: He t clric,d imrms ion a le dokprob leem b .LJ 

een cindig dicp kanaal (zicJ Heins [·15}). Dat komt volg'-:ns de ge V\;iJ 

theorie dus neer op het volgende randwaardeprobleem: 

Cf> xx + cp 
C) 

- rn "- cp = 0 , m re e e 1 

voor -a f y f OJ - oo < x ( I':.<> 

met randvoorwaarden: 

== 0 voor Y=-a, - cx:.1<x z. + CX'.l( 9. 2) (Py 

i..py = 

(yy = 
0 voor :J == 0, x < 0 

ktp(k>O) voor y :: 0, 
X) 0 

(9.3) 

}) o K 

( 9. l ) 

We behandelen het vinden van de oplossing niet in extenso, maar 

verwijzen voor theoretische. beschouwingen e.d. naar het bovengeno2md~ 

artikel van Heins; wij geven slechts de directe loop van de oplos­

sing E:an. Daartoe bepalen we eerst een Greense functie; en wel een 

voor een analoog randprobleem, echter met niet-gemengde randvoorwaar­

den. (De randvoorwaarde langs y = O in ons geval noemt men een ge­

mengde randvoorwaardeJ omdat voor x )0 en x ( O verschillen~ type 
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randvoorwaarden gelden, nl. respectievelijk een van de derde soort 

en een van de tweede soort). Precies gezegd: we bepalen een functie 
G(x,y;x 1 ;y 1 ) die voldoet aan: 

a. (9.5) voor -a t y f O, - ~-<. x l. + ooJ 

behalve ln het punt x = x 1 , y = y,. 

b. In (x 1 ,y 1 ) gedraagt G zich als: 1 
- TT"" 

c. Voor y = o, -oo<x t:. +ey..:).stellen weals randvoorwaarde: Gy = o. 

d. Voor y = - a; - oo ~ x < + oo ste l len we eveneens als randvoorwaarde: 

G = O. y 
(Opmerking: Voor de voorwaarde d. kunnen we ook een andere nemen; de 

gekozene leidt echter tot een eenvoudige vorm van de te verkrijBen 
integraalvergelijking). 

Een functie die aan deze eisen voldoet, bezit binnen de strip de 

oo - m2+ 
volgende ontwikkeling: v 

G(x,y;x' ,y, )= L' V'a2m2+n21T_2. e 
n=O 

Yr+a cos nit-­
a 

n211"2 

a2 
.jx-x 1l 

.,.,..y+a .cos n11~. 

(9.7) 

(Accent bij de sommatie betekent, dat de coefficient voor n=O ver­

menigvuldigd moet warden met ~). Zie voor de afleiding van deze 

Greense functie bv. Sommerfeld, Die Greense Funktion der Schwingungs­

gleichunl, D.Math.Ver., Jahresber,; vol.21 (1912), p.309-353. Wij 

poneren (9.7) en het is betrekl-celijk eenvoudig om na te gaan dat 

deze functie aan alle eisen voldoet, (Zie eventueel Heins). De be­

langrijkste eigenschappen van deze Greense functie met het oog op 

hetvolgende zijn: in de eerste plaats dat G slechts een functie is 

van (x-xr) en niet van x of x 1 afzonderlijk en in de tweede plaats 
da.t G zich voor x )) xr gedraagt als elml.(x'-x) en voor x<,< xi als 
,,,lml.(x-xi) 
C • 

Het doel is voor het <p -probleem een reguliere oplossing te zoe­

ken, waarna men hieruit door differentiatie een oplossing verkrij~t 

die logarithmisch singulier is in x = y = O; deze twee geven dan 

lineair gecombineerd lopende golven op oa voor (_p. 
Omdat dus q,overal in de strip regulier wordt aangenomen, volgt 

ult de eisen voor G, na toepassing van de bekende stelling van Green 

op de rechthoek: - lfx f+ 11 , (1,11 >) O), -a f.yf.O, dat: 

j- , d:(x1.y1) OG(xyx1y1)1 
cp(x,y)= lG(x,y,x ,Y'). rt)nl - -<.p(x1,y1). t'n,' Jdst 

(9.8) 
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waarin: 
0 . ds 1 = lijnelement langs de rand van de genoemde rechthoek en on 1 

betekent differentiatie langs de normaal naar bulten. 
Dit is eenvoudig af te leiden door de stelling van Green toe te pas-

sen op het volgende gebied: y ' 

0 

-CL. 

waarbij men relrnn::!.ng moet houden met het logarithmische gedrag van 

Gin (x,y), zoals voorgeschreven in (9.6). 

"'' 

We la ten nu 1 en 11 ➔ oo en eisen dat Cf) (x. Y) zo sterk naar O na­

dert voor x )>O, dat de integraal van (1 1,o) tot (11 ,-a) tot O nadert 

als 1 1 -'l> o0 • ( Di t 1s clus een extra voorwaarde voor qJ ; voor een uit­

vocrige r discussie, :'.:ie Heins). De integraal van (-1,-a) tot (-1,o) 

leve:rt geen bi jdrac,~e al s 1 -> oa vanwe 0e he t gedrag van G op cc • 

Maken we verder gebruik van de randvoorwaarden voor ? en van die 

voor G, dan volgt direct uit (9.8): 
00 

Cf ( x ~ y) = k J G ( x, y, x 1 , o) • ? ( x 1 , o) dx 1 • ( 9. 9) 
0 

Laat nu y to, dan kan men aantonen dat men volgens (9.9) in de 11-
rniet verkrijgt: 

cp (x,o)= k 

00 

J G ( x, o, x 1 , o ) . cp ( x 1, o ) dx 1 

() 

(9.10) 

We hebben dus een integraalvergelijking voor lp (x,o) verkregen, en 

deze is van het Wiener-Hopf type, d.w.z. een integraalvergelijkinB 
van de gedaante oo 

f(x)~ J K'.x-y). f (y) dy (9.11) 
0 

waarin de kern exponentieel afneemt voor grote Ix\. Hier blijkt het 

belang van de eigenschap dat G alleen een functie is van (x-xr). Voor 

de theorie van de~n integraalvergelijkingen verwijzen we naar [32]en 

voor de oplossing van (9.10) naar het meergenoemde artikel van Heins, 

Het idee van de methode van Heins is thans wel voldoende naarvoren 

gebracht, en de oplossing van (9.10) is verder een rekentechnische 

kwestie, waarvoor men de bestaande theorie over Wiener-Hopf vergelij-

kingen ten dienste heeft. De oplossing maakt gebruik van complexe 

Fouriertransformatie (oak Laplace transformatie kan dikwijls tot een 

oplossing leiden), waarbij men gebruik maakt van de speciale eigenschap 
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van de kern; immers: de integraal is van het convolutie-type en laat 

zich dus eenvoudig transformeren. 
We merken hier nag op, dat de oplossing die Heins verkrijgt, zeer 

gecompliceerd is, maar zich wel leent voor numerieke bewerking. 
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