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Een klasse van topologische halfgroepen in de 

Een topolcgiscne nalfgroep is een ~l1imte s. tezamen ~et een 

! is associatief d.w.~. ~ls 

Ult dE.: tt1eor~1.e, van df:.· t.upo1 L~-:~schf: t~r~cJt:~pen 1.s beke11(i ti.at aitJ 

ditieve gr0ep va~ dn re~lc ~ Lallcn. Is J ~0npa~t, da11 is O 

de clrkelgrcep of de i~vfrs~ l1~1~t van cirke~groepen. 

s tr·uc t1Jur \t[in a.l le lcCEia 1 c (J/~1r1 ttc te t;t11n( __ ,r_t_~,a~·,.,..r:r~nde ··1-c1.1i"Jf~ns1 o.na-

le hal!groeoen te lc11. 

zijn nog ma3r' er1~clc :tar·~~,1 ~0dH n ~ut de orloaslng hiervan. 

;1len t0c de eenvouctigste sa-

menha~gend( comp8cte 1-

}"1elds:Lr1tE~r---v·a.1. 

schE h~lfgroep Sis ge-

) Een i deaal A van ::.:; i G een n1 et lege verzamE'U.ng van S met 

Als 3 co~pact i~ en J(A) Js de verenlging va~ alle idealen 

van S bevat !n A, dan ls J(A) open als A open 

Z~ , 
_,. tJ e een idempotent uit 3, dan z11llen we met H(e) de maxi-

~ale ondergroep van S aangeven, die e bevat. 
Als S compact is, dan is H(e) gesloten en een topologische 



g:roep, 

S i.s compact, bevat S eon klelnate ideaal K. K 

heet de kern van S. 

K ls ges!oten en K '" U [ H{ .:: ) I t: I En K} , 
t' 2 ·- -

ZL! 3 coini,Jaet en r ( Y' \. rx y v·; l a·~_ .. _:"J tH:"V,'t r(11) ... . ,. ··•· / ·- l .. , .. ,·~ ·' i'· ... , :II • ·• , .. -~ .. -~. ,.1. ,.,11,, 

. , ' CO ,.1 ,.1 ( ) 
precit':S e'en lc:lE.'lllPOtent (' en r, ;i x· "'-Se :net e I! I X • 

-~ 
' ' I 

Definltie. Een I-hal!grc0p ls e~n t1slfgrcer op ee~ gesloten 

als ~ulelcment van de half-

groep en b als 6~~he1dseJ.emen~. 

Vocrteelden Vdn I-lialfgroe~en: 

_,o ·1 r.- -·l 
l V ,1=· L'·J., "jj rne t 

tal1en. 

,.,C r l I ( 1 ) c. ,J;:.:,"" l - 2 , ·1j :r,et de vtr':n<:?nigvuldu;:.ng x o y=max :;;,x y . 
...... 

3'' j ·,; 
J 

r /'\ •1 ..,J .. \.;, ' met de vermenigvuldlfing x o y=min(x,y). 

I-!:r1.1 f gpoe .. p 

all.~· x £ ,.J, 

,.-·•e ·; ,, , .. _ r, ·, Y 1 C ,_; X 
t'c -'-'••· ~ L.·•' ••J [ •" y1f' T \), .. ,--J\.,.-,X. ~)" 

i~-i i.) r1u A,v cie va,1 
A 

c [u,x] . 

Stellin8 'I: 

ge-

Stel dat J een 1-halfgroep ls en d3t J geen underf ide;~potenten 

bevat dan Oen 1. Als J seer! ~llpotent elementen ~ezit, dan is 

J is,::omorf met J ,1• 



·:, j I f · S -+S . 1' I. x l ""'x n .. ., .. ,., ···r-1·~ rl' ·· 

:)n:tr f continu i~ en 
" ,\< 

I (=der1:: x € ~1 h•:•ef t dus 

Als x J 0, dan l1eeft x een 6~nduidig tepaalde vierksntswortel . 
..... 

Stel n.l. dat c'· 

1)an is volgens le.mnrn 1 c~:;:1ds,c.b., n,b I: 1..,C., 
! .,~,\,, \" ,,:1 ·:.·.~. ~ ,, .. , ;: ...... , .. ,,..., ... ,. ,, "· a., .. ...,,,1:·:a,., tr::1,; .,.. . .,. .. , 2.:., .. i., xb" V c 1£~,m:~ L e1 1ma -1 

X=~xb ~ X . •• ;,J/1 t_ n-./1 , :; ;; -, , , ) 
(0 Y'l 

)':. E l'i :(~: t~ ~ l .~:sf! 

rl ',,1 

1)?3.ar· 

:l. $ .:<b ~ X, dus 

:r~et e- C r('b) ~ 

Drar a I 1 en,; gP n ~r1tc:1 bevnt dan Oen 1, 
-:::· :::;: () e r1 c: u. ~3 

er een w met y~zw. 

en stel vocr vaste x I o,1J 

1✓ e zu} 1cm 

D,::., [ )'.r l r pcs it i_ eP 
' - ~ 

nu bewijz0n ant x·~ ~~ 

cllad.:Lsc'r1 ra.t 
2 ·1. '.:3 1~ .,. s (f lJi. t lernrna ,-1 volgt 

r C n 

ct at x .. ~ :,: ~, a l t3 r· > !:~. , ~3 t ("~ 1 ~\ .i. 

Dis ee11 atelse dcclhnl 
·'• an . .. E '~ - "\ . ' '.:. ' l f': - r, '\ -,;·-.,. "',' ..... ( !."• 'l,..- \, c" 1::: ::: .: .. , e e i 1 <..; r, e: n 1 ~:. c r: r ·v· c~ . ·_ : !l;.;, • __ ,, J,. -· 1 .... I_..;_ \ ,~1-., o 1 en ·be:: I):·. 

1 1 
~ :-::n -;;r, 

-➔ ·1, X A ls Xe b.:=b ~• 

g Js 1 -·1 du.:l,iig 

('" ~-, •,4 _,.._.. , .• 
:: . .-:.1 (,, . .;,.~,- ' 

,/\ -, ,, 
11 .L, bcj, dan voor voldoend grate 

1 
-::;Tl.,, ·-

:)) 1 ~ gt ook x' vb 6 D, hetgeen 

, g(D) js dicht 

8r1 contlnu, en ~at d0 

in J .. 1 , 

dus 

isco~orfie vun J op T 
- l-) ... 1 '!-

Als J ee11 I-l1alfgroep is, ~et gc0n anderc ide1npotenten dan 0 

en 1, en minstens ci~n nilpotent ele:11ent, dan J iseomorf met 



r,~:•~\l 1 : (3 ,: 

Z1j d=s~n [xlx 2~c}. Dzn d / .. 
r, 

Irn.?~er·s Btel ;/ !l.llpotf:r1t, :l'"=:x. .... er'1 1 n-1,2 . 
\ j"' i •() 

c: tlf.! d,.,.,r1-: 
7 ,.,,,, <'t " 

f'• f ,, \ 

1 \ 0 ,I 

d,ic!·lt lri .Jc.·_;., f if, ,·1 .... ·,•~ d.:.AldJ.f~, cc,nttr11:_ .:: ... n 1211·::1t df· ordr) 1nv.~1r~\.-

ant. 

op ,J,.>. 
/.'.. 

,. 

ZlJ J een l-h2lfgroep, ~ --, 1 - J J ·"· LU., ' ' 
x.,Y EE, dan x ,~· y ... min (x,y), 

len. Ztj Pde aCs.l.uit~.ng van een V<~n d(..'•ze :i.ntervaL";n, dan is 

P 1seornorf met J 1 0f J 2 
;:l,, ',, .e P •. , ti ;::, ,-1,-., .. 1 'I( ,~ v··-·• .... x··-·•·"1· , .. , (" .. ' 

.. ~ ~v .. ~ .., ,iY ~\, "t .,_ fJ •.,,,L;',..:..,, j. , \,., t,_ - J •,, • "-l•'I I, l ,..,,~ JI ,y ) <II 

Zij e,fE E en x,y 
r:/=e ~ xy :G r'.\,,r. ls duG c2n dcelhalfgroep 

,-~, 
\la:n J,, 

/'._~l::5 x > .:~, d.3.ri iB 1.:: ~ t·~ x ~ f: ·=~r.·.~ r1: .. i3 e lE een rnJlel~2rnent vc1c;r 6.e 

de~lhal! ~n fr/.]. ·-· ~.: L -· '~ I "' 

D2.ar .f'.J.=[C:,1'] , .i;eldt v :-:,·· 3 f l'•.:,r] , :i"'r:::.. 

~Hn eenk1eidselement veer 

ls e r•en j_dcn•potLnt 1~ en 
''r· 

e~r1 halfgraep o~ het ~nter-

v::t.1 L .. ,., 1-·,-J· .::.:., ,,,.., met u en t ldempoc~nt. 

Cf e~·-r~ 

T=S 1 U S wcrdt tot een to~olcg1sche halfgrsep als we de elemen-
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X y = xy 

X 0 Y' - r(x)yl 
xi ) y - xi If ( y) 
xi 0 Y' = xr-,. 

.Y 

T heet een rechts lineaire uitbreiding van S 1 1net S. Zonder 

bewijs vermelden wij de volgende stellingen. 

Stelling 1 

Zij Teen commutatieve halfgroep [a,bJ met een nulelement en 

1dempotente eindpunten. Stel a b 3, O. Dan is T=S 1 u s2 v s3 . 

s1= [a,a] is een halfgroep met eenheidselement a en nulelement 

s2= [o, ab] is een halfgroep met eenheidselemen t ab en nulele-

S =.: [1b b] 3 ' , 

ment o 

is een halfgroep met eenheidselement b en nulelement 

ab, 

T kan nu verkregen worden door eerst s 1 met s2 uit te breiden 

tot een halfgroep T 1 , door de afbeelding ~(x)=ax=Aa, xE s2 . 
(Als o=:ab dan 1r 1 =S 1 ). 

Hierna wordt T 1 met s3 uitgebreid door de afbeelding y(x)=ab 

voor alle X € s3. ( Als ab=b3 dan r11 l =rr). 

We zullen nu een voorbeeld geven van een niet commutatieve 

halfgroep op een interval [aJbJ. 

Als Seen lfgroep op [a,b] , met idempotente eindpunten;dan 

is S dan en slechts dan abels als Seen nulelement 

ab::::::ba. 

Voorbeeld: 

ten 

ZiJ Seen I-halfgroep [u,'l] en stel S 1 =[-'1,o]. '11=[-1,1] 
kan tot een topologische halfgroep gemaakt warden als we defi­

nieren 

( + X )( +y) = +( X ,V) 

C± x)(-y)= -(xy) 

T heet de Janus halfgr0 oep ( ''January thread") behorend bij S. 

Stelling 2 
Iedere niet commutatieve halfgroep T=[aJ b] met idempotente eind­

punten en een nulelement is een 2-zijdige lineaire uitbreiding 
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van een Janus halfgroep met 2 I-halfgroepen. 

Behalve de halfgroepen op [a,b] met idempotente eindpunten 

en een nulelement zijn door A.H. Clifford ook nog willekeu­

rige halfgroepen op ~,b] met idempotente eindpunten geclas­

sificeerd. 

Cohen en Wade hebben halfgroepen op [a,b] onderzocht, waar­

bij been eenheidselement is. 

Wallace bewees de volgende stellingen: 

A) Zij Seen compacte samenhangende topologische halfgroep met 

eenheld en S 1-dimensionaal en homogeen, dan is Seen groep. 

B) Als Seen compacte samenhangende, locaal samenhangende, 1-

dimensionale halfgroep is met een eenheid, dan is Seen 

"boom 11 of S bevat precies een topolog;ische cirkel. 

§ 4 Halfgroepen met eenheidselement op een varieteit 

We zullen in deze paragraaf o,a. bewijzen dat als Seen half­

groep met eenheid is op een compacte vari~teit, dan is Seen 

topologische groep. Hieruit volgt dus dat als een n-sfeer 

een topologische halfgroep is, dan is n=0,1 of J. 

Lemma 1 Zij Q de volle eenheidsbol in En en f een continue 

afbeelding vanQ in zichzelf met lx-f(x)l < ~- voor alle x 6 Q. 

Dan is O E. f ( Q) • 

BewiJs, zie Hure1tnez-Wallman, D:llnension theory. 

Stelling 1 

Zij Seen halfgroep met eenheid u, waarbij u een Euclidische 

omgeving U bezit. Dan is H(u) een open deelverzameling van 

Sen een topologische groep. 

Bewijs 

Identificeer U met de En en zij It= [x!lu-xj.'.lii: l}Fe. LU. Daar 

de vermenigvuldiging uniform continu is op~ is er een c\ 

met 

!x-xyl < t , lx-yxl < 3/2 als ju-y/"'- er. 
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Hierui t vol gt met lemma 1 da t u f F y 
t 

heeft een inverse in~- De afbeelding 
en u E y F4 , dus y 

Y ➔ y- 1 is due cont1-
nu en H(u) een topologische groep. 

Daar H(u) een open verzameling bevat is H(u) open in~, 

Stelling 2 
• { 4 . .• 

'Als Seen halfgroep met eenheid is op een compaote v~rt~tett, 
dan is Seen topologische groep. 

B13wijs 

H(u) is open volgens stelling 1, Paar S gompact is, is H(u) 

gs~loten en dus tt(u);S. 

Stelling 3 
Zij Seen halfgroep op de E 1 met eenheid u en geen anqere 
idempotenten, dan is S iseomorf met de additieve groep van 
de reeie getallen. 

Bew~js 
Zij G de component van de eenheid :in ij(u). Dan is G eeq. o~~n 
interval volgens stelling 1. G is dus iseomorf met de actai~ 
tieve groep van de reele getallen. Dus als x / u, dan ligt x 

~l tij d tussen u en 2x, x , G. 
Stel nu G f Sen zij e een eindpunt van G. Dan is er een rij 

[ xnJ, xn l Gi met xn---+ e. Dan ook 2:itn ~ e ~ 2e:::e, tegenspraak. 

Zander bewijs vermelden wij: 

Stelling 4 
Als het vlak een halfgroep Sis met eenheid en geen andere 

idempotenten, dan is Seen groep. 
Het is niet bekend of Seen topologische groep is als S de En 
is, n > 2 en S een halfgroep met eenheid, zonder andere idempo­

tenten. 

Lemma 2, 
' 

Zij seen topologische halfgroep met eenheid u, zo dat 

( s \ H( u) )-compact is, dan is S\H( u) een ideaal. 
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Bewijs 

Daar H( u) een groep is, vol gt ui t x € H( u), y ¢ H( u), da t 

xy fH(u). Stel nu x,y¢ H(u) en xy =g~ H(u). 
Dan is z = y g - '1 f- H( u) en xz =u. 

Daar zn,xni H(u). Zijn P(x) en r (z) compact. Uit xz=u 

vol gt xnz~~u. Stel g, idempotent ui t p ( x), dan 

deelrij X l---i,e en z l---}w.cr(z). Dane w=u en 
tegenspraak, 

Stelling 5 

is er een 
2 

e w= ew=e=u, 

Zij s~~, oo) Seen halfgroep met nulelement Oen eenheid 1. 
Dan geldt: 

1° Als S geen andere idempotente elementen bevat, dan 1s de 

vermenigvuldiging in S de gewone vermenigvuldiging van de 

reele getallen 

2° Als Seen idempotent element bevat IO, I 1, dan bevat S 

een idempotent e met e < 1, [e,c:o) is een deelhalfgT'Oep 

iseomorf met [o,c:o) onder d~ gewone vermenigvuldiging van 
de reele getallen en [o,e] is een I-halfgroep. 

Bewi,js 

1) Zij G de component van 1 in H( 1), dan is Geen open inter-
2 val. Zij e een eindpunt van G, dan is e =e, dus e=O, Sis 

dus iseomorf met [O, co) onder de gewone vermenigvulcH ng 

van de reele getallen. 
-1 

2) 3tel G=(e,f), dan volgt ult ~~e, xn€ G, dat xn 4L Dan 
zou [e,f] een compacte topologische groep zijn, wat onmo­

gelijk is, dus G==(e,oo ). 

Daar H(1) geen andere intervallen (a,b) kan bevatten met 

a,b¢H(1) is G=H(1)=(e,oo). 

Volgens Lemma 2 is [o,e]=S\H( 1) een ideaal, en dus is [o,e) 

een deelhalfgroep. 
Daar [o,e]e==e[o,e]=[o,e] is e een eenheid voor (o,e] en is 

[o, e] een 1-halfgroep. 
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Stelling 6 
Als Seen compacte samenhangende halfgroep is met eenheid en 
S cEn, dan H(u) c rand S, of Seen topologische groep. 

Bewijs 
Zij g tl H( u) en 
V. -1 g V was 
dus zowel open 

Stelling 7 

g ¢. 
dan 
als 

rand S. Dan had g een Euclidische omgeving 
een Euclidische omgeving van u en H(u) 
gesloten. Dus H(u)=S. 

Als een compacte samenhangende halfgroep Smet een eenneid 
een onsplitsbaar continuum is, dan is Seen groep. 

Bewijs 
Zij K I- S, dan is er een open verzameling U met Ke Uc U , 

U I S. Stel J het maxima le ideaal beva t in U. Dan K c:.. J en 
J open. Als S \ J=A samenhangend is, dan is S=Jv A en is S 

dus de vereniging van 2 echte deelcontinua. Als S \ J=A v B, 

A f\B= ¢, A, B open, dan is S=(A u J) u (B v J) en S dus wederom 
de vereniging van 2 deelcontinua. Dus S = K..,.,; Seen groep. 

[1] A.H. Clifford Trans.Amer.Math.Soc 88 1958 
[2] H.Cohen en I.Wade 11 II 11 11 88 1958 

[3) W.M. Faucett Proc. Amer.Math.Soc, 6 1955 
[4] P.S. Mostert en A.Shields Annals of Math. 65 1957 


