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Een klasse van topologische halfgroepen in de E",

§ 1 Inlelding

Een topologlsche halfgroep is een ruimte S, tezamen met een
continue afbeelding [ van S xS in S, met

10. 5> 1s een Hausdorff-ruimte

2”. [ 1s associatief d.w.z. als xy=f(x,y) dan (xy)z-x(yz).
Ult de theorie van de topologlische groepen is bekend dat als
G een locaal compacte samenhangende 71-dimensionale groep is,
die niet compact is, dan is G topologisch isomorf met de ad-
ditieve groep van de reele getallen, Is G compact, dan 1s G
de cirkelgroep of de inverse limiet van cirkelgroepen,

In analogie hiermee kunnen we ons nu de vraag stellen de
structuur van alle locaal compacte sanenhangende 1-dimensiona-
le halfgroepen te bepalen,

Het probleemn 1s, zoals hier boven gesteld, zells als we locaal
compact door compact vervangen, veel te gecompliceerd en er
z1ljn nog maar enkele stappen gedaan tot de oplossing hiervan,.
We zullen ons dus maar eerst bepalen tot de eenvoudigste sa-
menhangende compacte 1-dimensionale rulmte, het gesloten een-
heldsinterval.

We zullen thans enige resultaten vermelden ult de theorle van
de topolugische hallgroepen, waarvan we in het nu volgende ge-

bruik zullen makern,

10) e verzameling van alle liderpotente elementen
E o= {x]xgnx, x & 5} in een topologische halfgroep S 1is ge-
sloten, Is 3 compact, dan is E # ¢.

20) Een ideaal A van 3 is een niet lege verzameling van S met
ASec A en 3 Ae A,
Als S compact is en J(A) 1s de vereniging van alle idealen
van S bevat in A, dan is J(A) open als A open is.

30) Zij e een idempotent uit 5, dan zullen we met H(e) de maxi-
male ondergroep van S aangeven, die e bevat.
Als S compact is, dan is H(e) gesloten en een topologische



groep.

@ Q@ an -
4¥) Als S samenhangend is en S bevat een linkseenheid, dan is

leder ideaal van S samenhangend.

50) Stel S is compact, dan bevat S een kleinste ideaal K. K
heet de kern van S,
K is gesloten en K = U {

6°) Z1J S compact en M(x)= {x X ’fj""} , dan bevat ["(x)
o

precies één idempotent e en (1) 8 x"=Se met e € M (x).
n="1

)lethnﬁ}

§ 2 I-halfgroepen

Definitie: Een I-halfgroep 1s een halfgroep op een gesloten
interval [a,b], waarblj a optreedt als nulelement van de half-
groep en b als éénheidselement,

Voorbeelden van I-halfgroepen:

O

T Jd -{O ﬂ] met de gewone vermenlgvuldiging van de reele ge-

tallen,
~O . 1 : : i e 4 4 = A
2 JQM [-E,ﬂj met de vermenigvuldiging x o y=max(3,Xx y).

3° J [U 4] met de vermenigvuldiging x © y=min(x,y).

Lemma 1: Als J een I-halfgroep is, J= [0,1] dan 1s
Jx=xJ= {O,x] voor alle x € J,

Sewl ) s:

Daar J samenhangend is en O en x bevat zijn in xJ en Jx,
geldt [0,x] ¢ Jx  [0,x]exJ.

£1J nu Ax de vereniging van alle ldealen bevat in [U,x),dan
is AK open en yé A ﬁw cen ideaal.

Dus J x¢ JA C A A, < Lb x] Evenzo X e [0,x]

Dus Jx=xJ= [ ]

Stelling 7:
Stel dat J een I-halfgroep is en dat J geen andere idempotenten

bevat dan 0 en 1, Als J geen nillpotent elementen bezit, dan 1is
J iseomorf met J,



Bewijs:

Z1) f,: S=S. fn(x)zxn (n=1,2,...).

Daar fn continu is en 0,1&f (3), is fn een afbeelding op.
Iedere x € S heeft dus een nd machtswortel.

Als x # 0, dan heeft X een éénduidig bepaalde vierkantswortel,
Stel n.l. dat cgzdgzx en ¢ «<d.

Dan is volgens lemma 1 c=ad=db, a,b # 1,0. Daar
a(xb):ad2b=32:_.x, is x g xb. Volgens lemma 1 is xbe& x, dus

x=Xb =-gx:xbn (n=1,2,...) x € N sb'=Se met e € Mo).
n:1
Daar b # 1 en J geen andere idempotenten bevat dan O en 1,

is e=0 en dus x=0, tegenspraak.

Verder geldt als xy=xz # 0, dan y=z. Immers stel y< z, dan is
er een w met y=zw,

XY =XZW=XyW=op Xy=(xy)w" (n=1,2,...) Hieruit volgt dat xy=0,
hetgeen een tegenspraak is.

Definieer nu fq ( ,‘:’q) P
x° =\x"

en stel voor vaste x £ 0,1,

D= {xr]r positief diadisch rationaal}.
q

We zullen nu bewijzen dat x'< x° als r>s. Uit lemma 1 volgt

dat x'¢ x° als r»s. Stel x'=x", dan x* °=1, tegenspraak.
D is een abelse deelhaligroep van J en D=J. Stel n.l. D # J,

dan is er een open interval I‘c‘I\.ﬁ, P=(a,b) en b€ D.
1 1 1

AT ATT AT
Ju gq%dt, daar x — 1, x° baﬂb en X b4 b, Als x° b=b, dan

'\g_;

is x° 1 1voldoend grote
. =T - s ~
n, xgn‘“b € P, Daar x* YD ¢n b€ D, ligt ook x2 °p €D, hetgeen

een tegenspraak is. Dus D = J

_ AT
=1, tegenspraqﬁ. Als x5 Dbeb, dan voor

1
i

, door g(xr)z(é)r . g(D) is dieht in J,,
g is 1-1 duidig en continu, en laat de orde invariant, dus

Definieer nu g: D—J

kan g voortgezet worden tot een iscomorfie van J op Jq.

Stelling 2
Als J een I-halfgroep is, met geen andere idempotenten dan O

en 1, en minstens één nilpotent element, dan J iseomorf met

Jse



Bewl ]s:

Z1j d=sup {x‘x2=o} . Dan 4 # .

Immers stel y nilpotent, y'=U en yn'q # 0, ny 1 dan (yn'1)2a
dus da»y" . *

Als r< s positief diadisch rationaal, en d° # 0, dan a'» a5,
(zie stelling 1).

Stel nu D={drl r positief diadisch rationaal}. Dan D = J.

We definieren nu f: D=J., door [(d")=(V3)'. Dan is (D)
dicht in J2’ f is 1-1 dugdlg, continu en laat de orde invari-
ant, f kan dus voortgezet worden tot een iseomorfie van J

op J2.

0

Stelling 3
213 J een I-halfgroep, J=[O,1] . Dan is I gesloten en als

x,y € E, dan x o y=min (x,y).

Het complement van E 1s de vereniging van disjuncte interval-
len. Zij P de afsluiting van één van deze intervall-n, dan is
P 1seomorf met J1 of J2

Als x€P, y € P, dan x © y=y ¢ x=min (x,y).

Bewl js:

Zij e,f€ E en x,y €[e,f] . Din is volgens lemma 1

62=86 Xy € f2=f. [e,f] ii dus een deelhalfgroep van J.

Als x> e, dan is exe x» e =e, Dus e is een nulelement voor de
deelhalfgroep [e,1] .

Daar st{O,f] , geldt voor z G[O,f] , z={a,

Dus :2z=I'.la="=2, [ 1s dus een eenheidselement voor ﬂ&,f}.
[e,f] is dus een I-halfgroep, Als e een idempotent 1s en

Xxs egy, dan geldt xy- ooy oo exeax,

§ 3 Lineaire uitbreidingen

Z1ij S een I-halfgroep [0,1] en S' een halfgroep op het inter-
val [a,b] met a en b idempotent.

Z1j (p een continwe homomorfe afbeelding van S in S' met y(O):b
T=S'VU S wordt tot een tonologische halfgroep als we de elemen-
ten 0 en b identificeren en als we definieren voor x,y€ S en
x',y*€ S,



X 0y =Xy

x oy =e¢(x)y"-
xtoy =x"¢(y)
X'o y! =X';\f" .

T heet een rechts lineaire uitbreiding van S' met S. Zonder
bewljs vermelden wilj de volgende stellingen.
Stelling

Zij T een commutatieve halfgroep [a,b] met een nulelement en

idempotente eindpunten, Stel a b >0, Dan is T=81L>82\183.

Sq= [a,o] is een halfgroep met eenheidselement a en nulelement

SE: [o,ab] is een halfgroep met eenheidselement ab en nulele-
ment o

S3= [ab,b] 1s een halfgroep met eenheidselement b en nulelement -
ab,

T kan nu verkregen worden door eerst S,1 met 82 uit te breiden

tot een halfgroep T', door de afbeelding #(x)=ax=ra, X¢€ S5

(Als o=ab dan T'=Sq).

Hierna wordt T! met 83 ultgebreid door de afbeelding ¢ (x)=ab

voor alle x¢€ 83' (Als ab=b, dan Trv=T),

We zullen nu een voorbeeld geven van een niet commutatieve
halfgroep op een interval [a,b].

Als S een halfgroep op [a,b] , met idempotente eindpunten;dan
is S dan en slechts dan abels als S een nulelement heefft en

ab=ba,

Voorbeeld:
21 S een I-halfgroep [g,ﬂ} en stel S'=[—1,d]. T=[—1,1]
kan tot een topologische halfgroep gemaakt worden als we defl-

nieren

(£ x)(+y)= +(xy)
(£ x)(-y)= -(xy)
T heet de Janus halfgroep ("January thread") behorend bij S.

Stelling 2
Tedere niet comnutatieve halfgroep T=[a,b] met idempotente eind-
punten en een nulelement is een 2-zijdige lineaire ultbreiding




van een Janus halfgroep met 2 I-halfgroepen.

Behalve de half'groepen op [a,b] met idempotente eindpunten
en een nulelement zijn door A.H, Clifford ook nog willekeu-
rige halfgroepen op [?,b] met 1dempotente eindpunten geclas-
sificeerd,

Cohen en Wade hebben halfgroepen op [a,b] onderzocht, waar-
bij b een eenheidselement is.

Wallace bewees de volgende stellingen:

Z21) S een compacte samenhangende topologische halfgroep met
eenheid en 3 1-dimensionaal en homogeen, dan is S een groep.

Als S een compacte samenhangende, locaal samenhangende, -
dimensionale halfgroep is met een eenheid, dan is S een
"boom'" of 3 bevat precies één topologische cirkel.

8 4 Halfgroepen met eenheidselement op een varieteit

We zullen in deze paragraaf o.a. bewijzen dat als S een half-
groep met eenheid is op een compacte varieteit, dan is S een
topologische groep. Hieruit volgt dus dat als een n-sfeer

een topologische halfgroep is, dan is n=0,1 of 3.

Lemma 1 Zij Q de volle eenheidsbol in E? en f een continue

afbeelding van@ in zichzelf met |x-T(x)]< } voor alle x€ Q.

Dan is Q€ £(Q).

Bewlijs: zie Hurewiez-Wallman, Dimension theory.

Stelling 1
Zij S een halfgroep met eenheid u, waarbij u een kuclidische

omgeving U bezit, Dan is H(u) een open deelverzameling van

S en een topologische groep.

BewigJs -
Tdentificeer U met de E en zi E= {xt[u-x}s 6}1% t U. Daar

de vermenigvuldiging uniform continu 1s op % is er een

met

Ix-xy]| < %-, | x-yx| < &2 als ]u—y§< g.



..’T._.

Hieruit volgt met lemma 1 dat u€ Fé Yy en u€y Fe , dus y
heeft een inverse in.%. De afbeelding y - th is dus conti-
nu en H(u) een topologische groep.

Daar H(u) een open verzameling bevat is H(u) open in 8,

Stelling 2

‘Als S een halfgroep met eenheid is op een compacte varigteit,
dan is S een topologische groep,

Bewiljs
H(u) is open volgens stelling 1, Daar S gompact is, is H(u)
gesloten en dus H(u)=S,

Stelling 3

Z41) S een halfgroep op de E' met eenheid u en geen andere
idempotenten, dan is S iseomorf met de additieve groep van
de ree&le getallen. ‘

Bewijs

Zij G de component van de eenheid in H(u). Dan is G een open
interval volgens stelling 1. G is dus iseomorf met de addi-
tieve groep van de retle getallen., Dus als x # u, dan ligt x
altijd tussen u en 2x, x € G,

Stel nu G % S en zij e een eindpunt van G. Dan is er een riJ
{xn}, x, € G, met x — e, Dan ook 2x — e =3 2e=e, tegenspraak.

Zonder bewijs vermelden wij:

Stelling 4
Als het vlak een halfgroep S is met eenheid en geen andere

idempotenten, dan is S een groep.
Het is niet bekend of S een topologische groep is als S de E?
is, n>2 en S een halfgroep met eenheid, zonder andere idempo-

tenten.

Lemma 2,
Zij S een topologische halfgroep met eenheid u, zo dat

(S\H(u)) compact is, dan is S\H(u) een ideaal.



Bewljs

Daar H(u) een groep is, volgt uit x € H(u), y ¢ H(u), dat

xy $H(u). Stel nu x,y ¢ H(u) en xy =g € H(u).

Dan is z=‘yg_1¢iﬁ(u) en xz =u,

Daar z",x" ¢ H(u). Zijn [I'(x) en '(z) compact, Uit xz=u
volgt xnzgfu. Stel ¢ idempotent uit '(x), dan is er een
deelrij x "—e en z "—yw.ED(z). Dan e w=u en e u= ew=e=u,
tegenspraak ,

Stelling 5

Z2i] S=E3,CD) S een halfgroep met nulelement O en eenheid 1.
Dan geldt:

1° Als S geen andere idempotente elementen bevat, dan is de
vermenigvuldiging in S de gewone vermenigvuldiging van de
reele getallen

2° Als S een idempotent element bevat # 0, # 1, dan bevat S
een idempotent e met e< 1, [e,a>) is een deelhalfgroep
iseomorf met [O,aﬁ onder d§ gewone vermenigvuldiging van
de reele getallen en [0,e] is een I-halfgroep.

Bewijs

1) Z1j G de component van 1 in H(1), dan is G een open inter-
val, Z1j e een eindpunt van G, dan 1is e2=e, dus e=0, S is
dus iseomorf met [O,oo) onder de gewone vermenigvuldiging

van de regle getallen,

2) 3tel G=(e,f), dan volgt uit xyse, x € G, dat X;1~ﬁf. Dan
zou [e,f] een compacte topologische groep zijn, wat onmo-
gelijk is, dus G=(e,c0 ).

Daar H(1) geen andere intervallen (a,b) kan bevatten met

a,b§ H(1) is G=H(1)=(e,0).

Volgens Lemma 2 is [0,e]=S\H(1) een ideaal, en dus is (0,e]

een deelhalfgroep.

Daar [O,e]e=e[O,eJ=[O,e] is e een eenheid voor [O,e] en is

[O,e] een I-halfgroep.



Stelling 6

Als S een compacte samenhangende halfgroep is met eenheid en
n

ScE’, dan H(u) € rand 3, of S een topologische groep.

Bewijs
Zij g€ H(u) en g ¢ rand S. Dan had g een Euclidische omgeving
V. g—/I V was dan een Euclidische omgeving van u en H(u)

dus zowel open als gesloten, Dus H(u)=S,

Stelling 7

Als een compacte samenhangende halfgroep S met een eenheid

een onsplitsbaar continuum is, dan is S een groep.

Bewijs
Zij K # S, dan is er een open verzameling U met KeUeT ,

U # 8. Stel J het maximale ideaal bevat in U, Dan KeJ en

J open. Als S\ J=A samenhangend is, dan is S=JV A =2n is S
dus de vereniging van 2 echte deelcontinua, Als S\ J=Avu B,
AnB= @, A, B open, dan is S=(Aud)v(BvJ) en S dus wederom
de vereniging van 2 deelcontinua. Dus S = K== S een groep.
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