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Commutatieve transformatie-halfgroepen. 

1. Inleiding. 

Zij X een niet-lege verzameling. In de verzameling xX 

van alle afbeeldingen van X in zichzelf is een associatieve 
binaire operatie gedefinieerd, nl. de compositie van 

functies: 
(f ,g) ~ f O g; 

daarbij. is f o g de afbeelding X-+X die aan x_E. X.- toevoegt 
f(g(x)). Anders gezegd: t" is een halfgroep t.o.v. compo­
sitie. 

Zodra X ten minste twee punten bevat, is deze half­
groep i!- niet commutatief. Want als a EX, be. X , al= b, dan 
commuteert de afbeelding f die aan iedere x£X het punt a 
toevoegt, niet met.de afbeelding g, die zodanig is dat 
g(x)=b voor alle x. 

Maar natuurlijk bevat_t' wel verschillende commutatieve 
deel-halfgroepen. Als bijv. f een willekeurige.afbeelding 
X·-+X is,.dan vormen de ge°itereerde functies f, fo f, 
f of of, •• zo•n commutatieve deelhalfgroep; en algemeen 
brengt ieder stelsel van twee aan twee commuterende af­
beeldingen van X in zichzelf een commutatieve deelhalf­
groep van XX voort. 

Dergelijke commutatieve transformat;e-halfgroepen zijn 
de laatste tijd bestudeerd door z. HEDRLfN en P.C. BAAYEN •. 
Een deel van de resultaten is vastgelegd in (1], [2], (3] • 
Het blijkt dat de aanname dat een transformatie-halfgroep 
commutatief is, verschillendeonverwachte consequenties heeft. 

Maar eerlijkheidshalve moet opgemerkt worden dat wij de 
draagwijdte van deze aanname nog lang niet overzien. Dit 
blijkt wel uit de moeilijkheden, die een schijnbaar zo een-
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voudig probleem als het zgn. "Isbell-problemu in zich bergt. 
Dit probleem is het volgende: 11 Heb_ben twee commuterende 
continue afbeeldingen van het eenheidesegment [o.,11 in zich-

11 
zelf_altijd een gemeenschappelijk dekpunt?( cf Prijsvraag 
1961.6 van het Wiskundig Genootschap., in ( 5] ) • Dit pro­
bleem ia nog ~teeds onopgelost. 

In deze voordracht wordt een overzicht gegeven van de 
inhoud van [ 1] en ( 2] • In het volgende wordt steeds aange­

nomen dat X een niet-lege verzameling is., dat F een £2!!l:. 
mutatieve halfgroep is van afbeeldingen x-,,.x, en dat de 

identieke afbeelding 1 tot F behoort. 

2. Enige algemene resultate~. 

De kracht van de aanname van commutativiteit wordt ge­
illustreerd door de volgende eenvoudige stelling: 

Stelling 1. Als F utrans1tief 11 is,dan is F een groep~(Een 

transformatie F heet transitief indien er bij iedere 
x., y EX een f E. F bestaat met f(x)=y). 

Stelling 1 is een gevolg van het,feit dat f(x)=g(x) 
impliceert dat f I F(x) = g I F(x). Hierbij is F(x)= 
{r(x):fEF}~e baan van x onder F). Algemener: 

Stelling 2. Als er een e E.X bestaat zodat F(e)=X, dan is 

de toevoeging f-+-f(e) een 1-1-afbeelding van Fop X; i.h.b. 
zijn dan Fen X gelijkmachtig, terwijl F een maximale 
commutatieve halfgroep van transformaties x--,..x is. 

Uit stalling 2 leidt men zonder meer generalisaties 
af als de volgende:.als Y een deelverzameling van Xis zo­
danig dat F ( Y) =X ., dan is er een 1-1-afbeelding van F in xY • 
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Een en ander kan 11 getopologiseerd 11 worden: Stel Xis een 
topologische ruimte, stel F bestaat uitaontinue afbeeldin­
ge~ en voorzie F van de zwakke topologie (de topologie ge­
induceerd door de producttopologie int'). Onder daze ver­
onderstellingen geldti 

Stelling 3. Als F( e )=X voor een e e X , dan is de 1-1-afbeel­

ding f-,.f( e) van F op·, X een topologische afbeelding. 

Algemener: Ala F(Y)==X (YcX). dan is er een nette 
topologische afl:5eelding ·v .. an-1' in:XY. 
Dit laatste maakt het aannemelijk dat het cardinaalgetal 

p(F) = inf f card Y: YcX en F(Y)=X} 
, , 

van. belang is voor de studie van F. Deze constante is een 
van de zaken die in~], hoofdstuk 2 behandeld worden. 

3. Luss.en.- ·. 

De relatie ~ in X, gedefinieerd door 

x~ y~ (3 f e F) (x=f(y)) 

is een zwakke partieJe ordening •. De bijbehorende aequivalentie-
relatie zij aangeduid met e ·· ·· . ·' a 

xey ~ X ' y en y-' X • 

De aequivalentie klasse van x geven we weer met ~(x); hij 
wordt de bij x behorende JJ,m genoemd. De lussen vormen een 
partieel georde·.1de verzame11ng als we stellen 

C)(x)~l(y) ~x,y. 

Stelling 4. f<J(x)c:fD(f{x)) , voor iedere x EX en fG F. 

Gevolgi Voor iedere lus C en iedere r E. F geldt: 

of fG:lC fl , of Cn fC= ¢. 
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Voor willekeu.rige ACX zij Fr A == { f I A : f E. F} , en 

FIIA = FIA n AA. Uitde stellingen 1 en 4 volgt eenvoudig: 

Stelline; 5. Fl\ C is een groep, voor iedere lus •• 

Algemener: F II re is een groep, voor iedere lus e en iedere 
f e F. 

Voorts geldt: 

Stelling 6. De groep F JI fgG is een homomorph beeld van de 

groep FI\ gC. 
De stellingen 5 en 6 geven vooral informatie in het geval van 
halfgroepen F met de eigenschap dat steeds f~(x) = e(rx). 

In [1] wordt bijzondere aandacht besteed aan een iets grotere 
klasse van halfgroepen, nl. zulk~ di~ _de eig~ns-cift;1ap 0 &f{-x)= C. (fx) 
hebben voor alle x en f zodanig dat t(fx) niet minimaal is. 
(in de parti~1.geordende verzameling van alle lussen in X). 

De resultaten in deze paragraaf, genomen uit hoofd­
stuk 3 van [1], komen voort uit gemeenschappelijke arbeid ,. 
van P.C. BAAYEN en z. HEDRLIN; het is de bedoeling dat z1j 
in een latere publicatie nog uitvoeriger worden behandeld. 

4. Realisatie van. ·graphen. 

De halfgroep F induceert, zeals we zagen, een zwakke 
part1ele orden1ng in x. Omgekeerd kan men de vraag stellen 
welke partiele ordeningen in X door halfgroepen geinduceerd 
kunnen worden, of, om de taal van [ 1 ] te gebruiken., door 
transformatie-halfgroepen gerealiseerd kunnen worden. 

Een nodige voorwaarde daartoe is de volgende: 

"Voor iedere x 1 , x 2 ~ X met.de eigenschap dater een 
y EX bestaat met. y ~ x en y ~ x 2 ., bestaat er ook een z EX 

" zodanig dat z ~ x 1., en z s x 2 • 

Maar deze voorwaarde 1s.niet voldoende; het volgende 
voorbeeld (afkomst1g van P.C~ BAAYEN) is hiervan een 
illustratie. 
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. Zij X een verzameling bestaande uit de zeven punten a, 
bsc,d9esf,gs en zij de partiele ordening van X gedefinieerd 
ala aangegeven in onderstaand di.agram: 

a 
/\ 

b C 

d~f 

~I/ g 

(x > y dan en slechts dan als x hoger dan y getekend is in 
het diagram.) 

Dan is (X, ~) niet realiseerbaar door een commutatieve 
halfgroep Fe X~ 

Een tegelijk nodige en voldoende voorwaarde voor realiseer­
baarheid van een partiele ordening is niet bekend. Een 
aardige voldoende voorwaarde.is de volgende verscherping 
van bovengenoemde voorwaarde. 

11Voor iedere x 1 , x 2 E: X is er een z e. X met 

z = inf(x1 , x2)" 

5. Dekpuntstellingen. 

Een punt x e X heet een dekpunt van f : X ..... x indien 
f(x)=x. 

Het is van belang niet-triviale voorwaardente.vinden voor een 
commutatieve tranaformatie-halfgroep Fd opdat alle afbeel­
dingen uit F een gemeenschappelijk dekpunt hebben. Het blijkt 
i.h.a. dat dergelijke voorwaarden het eenvoudigst te vinden 
zijn indien F aan zekere maximaliteitsvoorwaarden voldoet. 

De volgende stelling (van P .c .BAAYEN) geeft een nodige., 
en voldoende voorwaarde ingeval F een maximale groep is. 
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Stelling '7.. Zi.j Fci0. een £!'Oep , en stel F is als commutatieve 
groep maxima.al { d .w .. z. F :la niet .. bevat in een grotere commu­
tatie,re transformat::Legroep Ge.XX). Dan en slachts dan he.bben de 

afbi!eldingen f e F een gemeenschappelijk dekpunt, indien F niet 
een maximale c.omm:utatieve halfgroep is. 

✓ 

De volgende stelling van Z.HEDRLIN ( zie [2]) ligt veel 
diaper. 

Stelling 8. Zij X een topologische ruimte en zij F een commu­

tatieve halfgroep van continue afbeeldingen X -.i--X. 

De afbeeldingen f E. F hebben dan en s lechts dan een ge­
meenschappe lijk dekpunt., indien er een e e X bestaat., zodanig 
dat F(e) een compacte verzameling is die de dekpuntseigenschap 
heeft. 

(Men zegt dat een topologische ruimte Y de dekpuntseigenschap 
heeft, indien iedere continue afbeelding f:Y-;..Y een dekpunt 
heeft in Y ) • 

De voorwaarde in stelling 8 kan nog lets verzwakt worden: 
het is voldoende ala er een e e X bestaat zodanig dat F( e.) 

compact is 3 terwijl iedere f € F een dekpunt heeft in F{e) o 

Een bijzonder geval is het volgende ( cf. [1]) 

Gevolg. Zij F een commu.tatieve hal.fgroep van continue afbeel­

dingen van het eenheidselement I= [0,1] in zichzelf, die de 
, :1dentieke af'beelding i bevat. Stel er is een e 6 I zodanig 
dat F( e) weer een interval is. Dan hebben alle f E. F een ge­
meenschappeli jk dekpunt. 

Als toepasaing moge vermeld worden dat het onderstaande 
resultaat van A.D. Wallace (zie (4]) ook onmiddelJijk uit 
stelling 8 volgt: 

Stellin5 9. Zij Geen commutatieve semitopologische half­

groep met een eenheid. Stel de topologische ruimte G is 
compact en.heeft de dekpuntseigenschapo Dan heeft Geen 
nulelement o 
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Ter toelichting: een halfgroep G heet semitopologisch als in 
Geen topologie gedefinieerd is zodanig dat de afbeeld1ng 
(a.,b)-+a.b van GXG in G conti.nu is in elk der variabelen 
afzonderl ijk. 
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