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Voordracht door G. w. Decnop in de serie 

Elements.ire onderwer.J?_en van hog~z: stand.punt uit. 

Vootpuntsdriehocken mot dezelfde hoek van Brocard. 

Zij A:00 een gegeven driehoek. De cirkel door A en B, rakend aan 

BC, de cirkel door Ben C rakend aan CA en de cirkel door C en A 
rakend aan AB gaan door 6en punt.Q • Voor dit punt n (punt van Bro­

card) geldt: 

L S1AB = L.11.BC = L 11.CA ::;: w . 

w heet de hoek van Brocard van driehoek ABC. Toepassing van ~e 
sinusregel in de d riehoek·en Afl B ,en B fl C leveM resp. Jl B:= 0 

8 f~n: 
a sin(C-w) . en n B = sin O , waarui t volgt: cotgw = cotg A + cotg B + cotg c. 

Op a.naloge wijze is een tweede punt van Brocard, 1'( te construeren 
waarvoor geldt: 

I t ' 

LD.AC:;: LnBA = LACB =w. 

De punten van Brocard zijn isegonaal verwant. 
Door optelling van de d rie cosinusregels 

- a 2 + b2 + c 2 = 2 be cos A = 4 0 cotg A, enz. verkrijgt men 
a2+b2+c2 

nog de f'ormule: ootg w = 4 0 · • 

De raaklijnen, in A, B, C aan de omgeschreven cirkel (M,R) van 
driehoek ABC getrokken, snijden elka.a.r in A' , B', C' en de over­
staande zijden in Oa, Ob' 00 • Volgens de stelling van Pascal liggen 
Oa' ~' 00 •Peen rechte lijn (rechte van 'Lemoine), zode.t de drie­
hoeken ABC en A'B'C' perspectivisch liggon. De drie lijnen AA', 
BB', CC' (symmedianen) gaan blijkbaar door een punt K, dat symme­
diaanpunt of punt van Lemoine genoemd wordt. K is isogonaal verwant 
met het zwaartepunt. De lijn AA' is de poollijn van Oaten opzichte 
van de omgeschreven cirkel, waaruit volgt dat K de pool is van de 
rechte van Lemoine die de omgeschreven cirkel dus niet snijdt. De 
afstanden van A• tot AB en AC verhouden zich als sin C: sin B. Het 
symmediaa.npunt K is dus het punt binnen driehoek ABC, waarvan de 
a.fstanden tot de zijden evenredig zijn met die zijden. De evenre,dig ... , 
heidsf'aator i tg w ka.n gevonden worden door de oppervlakten VM de 
driehoeken ABK, ECK,. OAK op te tellen. 

De oirkel op MK als middellijn beschreven d~agt de naam oirte:t"· , 
van Brocard .. De middelloodlijnen van de zijden snijden de!!e cirlcsl 
l>ehalva in M nag in de hoekpunten van een driehoek A1:Bic1 (eeJ:>s'te ••. 
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driehoek van Brocard}. De lijn AC 1 , die door J\ moet gaan, s ni.jdt de 

cirkel van Broca:r<d nog in een punt X , zodanig gelegen dat bg KX= 2w. 

Daar ditzelf'de geldt voor BA.1 en CB1 hebben we hiermee bewezem De 

punten van Brocard liggen ,p de cirkel van Brocard en wel zodani.g 
I 

dat L n MK = L KM fl ::: w • 

De projecties van Mop de drie symmedianen vormen een driehoek 
A2B2C2 (tweede driehoek van Brocard), eveneens beschreven •in de 

cirkel van Brocard, 

De meetkundige plaats der punteni waarvan de verhouding van de 

a.:fstanden tot twee gegeven punten P en Q const?,nt is, is een cirkel, 

ten opzichte waarvan Pen Q invers liggen (cirkel van Apollonius 

op PQ). Onder de cirkel van Apollonius, behorende bij de zijde a, VJln 

'driehoek ABC, verstaan we die cirkel van A,pollcbnius op BC, die door 

A gaat. Daar bij inversie ten opzichte 'van deze cirkel de omgeschre­

_ven cirkel invariant is, s nijdt dez£1einversiecirkel rechthoekig 

en is Oa het middelp\lnt hiervan. De drie Apollonische cirkels van 

driehoek ABC, die hun middelpunten op de rechte van Lemoine hebben 
en de omgeschreven cirkel rechthoekig snijden, zijn blijkbaar 

coaxaal ·en hebben dus twee punten s1 en s2 (de isodynamische centra) 
gemeen. De bundel van alle cirkels, die de drie Apollchische cirkels 

rechthoekig snijden, heet de cirkelbundel van Schoute van driehoek 
ABC. s1 en s2 Zijn de puntcirkels hiervan, de rechte van Lemoine i.s 

de machtlijn; de omgeschreven cirkel en de cirkel van Brocard be­
horen er toe, 

De.(loodrecht.e) projecties van een punt Pop de zijden van drie­

hoek ABC ziu. de hoekpunten van de voetpuntsdriehoek van P, die met 
PaPbPc aangeduid zal worden. 

Snijden PA, PB, J?C de omgeschreven c:irkel in de punten P~,Pb ,P~, 

dan is A P' Pb' P' C/'\ AP PbP • De voetpuntsdriehoek van P is dus a c a c 
gelijkvormig met elke driehoek; die ontstaat door de hoekpunten 
van driehoek ABC t. o. v. P als centrum te inverteren. Ligt P op de 

orngeschreven cirkel, dart is de voetpuntsdriehoek van P entaard 
(Simson- 0£ Wallace-lijn van P)-

Het oppervlak van de voetpurrtsdriehoek van een punt P is gelijk 
aan - 0 2 m, waarin m de macht van P ten opzichte van de omgescbre-

4R 
ven cirkel voorstelt. 

Bewijs: Opp. APaPbPc = ½ P0 Pb.l\la sinLPbPcPa = 

= ,½ PA. sin A. PB sin B. sinLPBP; = 

= i PA sin A ~in B. P P~ sin C ::: 
I 

j(_ Q 
= .. ~ m. 2R2 • 
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De voetpuntsdriehoek van het symmediaa.npunt bee:ft w tot hoek van 
Broca.rd. 
Bowijss Opp. fl llbKc = it. ¼ tg2w .. be sin A = ¼ O tg~ dus 

Opp. A I\i¾Kc = f O tg2w • 

¾Kc 2 = ¼ tg2vJ (b2 + c2 + 2 be cos A)= t tg2w (b2 + c2 

+ 4 Ocotg /,.) 

dus 

De macht van hat symmodiannpunt t.o.v. de omgeschreven cirkel is 
blijkbaar m = - 3 R2 tg2w., zodat MK2 = R2 ( 1:..3 tg2w ) • Voor elka 

driehoek is dus w, 30°; tu= 30° alloon als de driehoek golijkzijdig 
is. 

Twee pun ten P en Q, die invers liggon ten opzichte van de omge­
schreven cirkel, hebbcn gclijkvormige voetpuntsdriehoeken. Imers, 
uit 

pbpc : pcpa : papb ::: a. pf .. . b.PB ' c.PC en . 
QbQc : QcQa : QaQb = a. QA . b .. QB : c.QC . 

vol.gt door de ling het gestelde, als we opmerken da.t de omgeschreven 
cirkel Apollonische cirkal op PQ is. 

Daar voor elk punt S van de cirkel Oa van Apollonius geldt: 
SB I SC = AB : ,\.C en dus S0 Sa = sasb, hebben de isodyna.mische centra 

ge 1.ijkzijdige voetpuntsdriehoeken. 

De voetpuntsdriehoek van Oa is gelijkvormig met driehoek ACB; daar 
A2 en Oa invers liggen t.o.v. de omgeschreven cirkel, geldt dit ook 
voor de voetpuntsdriehoek van A2• 

De voetpuntsdriehoek va.n n is gelijkvormig met driehoek BCA; die 
van ..fl' met CAB. 

§tellingt Elke cirkel ui t de bundel van Schoute is de meetkundige 

plaa.ts van de punten, waa.rva.n de voetpuntsdriehoek een consta.nte 

hoek van Brocard, heeft. 

Er bests.at een eeneenduidige verwantschap tussen de reele punten 
(x,y) va.n het Cartesische vla'k, het lichaarn der compleoe getallen 

z = x + i y en de oomplexe punten van d8 a.:ffiene rechte. Door "toe­

voeging van' een pum oo wordt de a:ffiene rechte tot de projeetie-re 

rechte aa.ngevuld; ook bet reele Euclidisohe vla.k wordt 

punt oo a:fgesloten, waarbij het Mtsbius-vlak ontstaat. 
Definitie dubbelverhouding van 4 punten: 
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Bij permutatie der 4 punten ontstaan 6 waarden 

l 1 ...L ~ -1 
'1 ' rj ' . l-7 ' 1-Y}' '7- l ' ', • 

De groep der projectieve transformaties op de (oomplexe) projec­
tieve rechte bestaat uit alle eeneenduidige transformaties, die de 
dubbelverhouding van 4 punten invariant laten. Het'is de groep der 

.,gebroken lineaire transf'ormaties z' = ~:!~ , met ,~ ~}to. De corres- . 

ponderende groep van Mc5bius bestaat uit alle eene6nduidige transfor-

maties van h.et Mobius-vlak, die dubbelverhoudingen invariant late?}. 
en die dus analytisch worden voorgesteld door gebroken lineaire 
functies, 

De M'obius-groep bevat alle directe gelijkvormigheidstransforma­
ties. 
Bewijs: Translatie over de vector a is de transf'ormatie 

z' = z + a. 
Draaiing om de 0orsprong over de hoek o<. is de transf'ormatie 
Z 1 .= Z ei Ol • 

De vermenigvuldigingstransformatie met de oorsprong als 
centrum en (reele)factor ~, wordt voorgesteld door 
z' = k z. 

De groep van M"obius wordt nu ui tgebreid met alle een~endutldige tra:ns­

forma.ties van het M'obiusvlak, die de dubbelverhouding in het toe­
gevoegd complexe overvoeren. 

De uitgebreide Ml5bius-groep bevat ook alle indirecte gelijkvormig­
heidstrans:forma.:ties (warrt z' = z is de spiegeling in de x-as) en 

alle inversies (want z' = 1 ! is de inversie in de eenheidscirke l). 
z 

Voor het punt z;: x + i y voeren we 4 homogena overtallige 

coordinaten im XO = .\ 

xl = 

x2 = 
X = 3 

waartussen de relatie xf +. ·x~ - x 0 x3 = 0 bestaat. Een homogene 

.lineaire vergelijking in (x0 -,x1 ,x2°,x3 ) .stelt een cirkel voo-rt ee'n: 

cirkel door het puntoo (O,O,O,l) is een rechte lijn en omgekeerd._ 
Stellen .wij (x,y)= 2 x1y1 + 2 X,zYz - x0y3 - x,y0 dan.'.is. 
XY.2 = ~ {x,¥} • . . 

XO Yo , 

· ·Voor de dubbelverpouding 11 van 4 punten A ,B,C ,D vindt .inen u:i,.t 
(A..Ol(B-D} '1 = (A-D }{l3-C) eenvoudig: 
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_ (a.1-QJ( b. d) 
- \a,d;~c; 

lli_cJ:~~d)+(a,d)(b,c)-(a,b)(c,d) 
~ 2 (a,a)(b,9) 

_ - det. (abed) 
~ (a,d;~b,c) • 

De ui tdrukking ~. = 2 det • tab cd) = . -U("'? ) . 
( a, b )( c, d)+( a, c) b, d)+(a,d)(b ,c J l~l 2 .... 'ti.(r, )+l 

is een (uitgebreide) M'obius-invariant van de 4 punten A,B,C,D, al­
ternerend in de coordinaten van de 4 punten en horoogeen van de 

graaa nul, zoda-t ~ meetkundige betokenis heeft. 

Onderzoek naar de betekenis van p. 
Geval I: D =oo. Voor een M6bius-transformatie uit, zodat B-+ 1, 

C ~ O, oo ~ oo • (Di t is een eelijkvormigheidstransformat.ie, daar 

rechte lijnen in rechte lijnen wordcn overgevoerd en "elke M'6bius­

transformatie een conforme afheclding is). De dub'qelverhouding Y[ 

en de uitdrukking ¥ zijn hil'::rbij invariant; daar (z 1 Ooo)= z~ woril-t 

het :punt A in r, overgevoerd .. Voor a riehoek 'r] l O vindt men een­
voudigt tgw = ~ • Dusi ~ (A,],C, )= tgw(AABC). 

Geval II. D too. Voer een inversie I uit met D als centrum. Dan 

geldt: I(~)= - ~ 1 I(D)=oo. Stel I(A)= D~ , I(B)= D{, ~ I(C)= D~, 

dan is blijkbaar ~ (A,B 1 C,D)= - ~ (D~,. Di:,, ~~oo)= 

= - tg w ( A DI Db' D t ) = - tg w ( b. D Db D ) -a c a c 
Beschouwen we ABC als de fundamentaaldriehoek, dan ie ~ _ ge1ijk aan 

het tegengestelde van de tangens van de hoek van Brocard v:e.:p. de 

voetpuntsdriehoek van D~ 
De meetkundige plaats van de punten, waa.rvan de voetpuntsdriehoek 

een oonstante hoek van Bro9ard ~ hee~t is blijkbaar de cirkel 
2 det <.abcx)+ tg'f{{a,b){c,x)+(b,c)(a,x)+(c,a.){b,x)} = O; 

al deze cirkels vormen een bundel. Dit is de cirkelbundel van Sohou~e~ 
De 12 punten Pi, waa.rvan de dubbelverhouding (ABCPi) een der 

volgerrle wa.a.rden aanneemt: --
Yl _L ?-l 1-~ -1.. _)_ (I) 
l , 1-l), Yj ' . rf' 1 'ff -1 

l i n -1.... """5-1 (II) 
l ~ ~ ' ') ' ry -1' 1 ' 1-'Y ' ¥f 

hebben gelijkvormige voetpl.Lntsdriehoeken. De 2 cirkels; wa.arvan de • 
etn de 1 6 pU;nten uit groep l e'n d~ ande:r de 6 punten uit groep II ;;:,, 

,. ,.,~; 

beva.t behoren beide tot de oirke1bundel van Schoute en ligger:i. inve~, 

ten-optichte van de omgeschreven cirkei. 
· Is N h.e-t middelpunt van de c,irkei uit de bundel van Schoute• 

bi ;j de l;l.oel{ , y,n ~tHitt~' l, ~; dan is L t1 . n N ;it 'f;·• \ 
,j,'•. ' ~ ~ 


