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Inleiding.

De quaternionen algedbra in het gebied van de reéle getallen is
ontdekt door de Ierse mathematicus Hamilton in Oc¢tober 1843.

' Deze wordt gevormd door de elementen X = X + X1 +x,§ + x.k
{quaternionen), waarin Xot X1 Xoy 13 re€le getallen zijn en de sym—
bolen 1, i, j, k de basis van de algebra vormen. Optelling en aftrek-
king van twee quaternionen X en Y, vermenigvuldiging van een quater—
nion met een scalar argument worden uitgevoerd als bij vectoren van
n componenten; vermenigvuldiging van twee quaternionen X, ¥ gaat vol-
gens de gewone wetten en de volgende regels voor vermenigvuldiging van
de basiseenhedens -

(1) 12 = 32 = k% = =1; i = =ji = k; 3§k = -kj = i; ki = -ik = j.

. Een middel om dit te onthouden is, dat de vijfde en zesde
regel uit de vierde worden verkregen door cyclische verschuiving van
de symbolen. Uit (1) blijkt, det d¢ vermenigvuldiging van quaternio-
nen niet commtatief is. Uit die forumles is gemakkelijk de associati~
viteit van de vermenigvuldiging van de basiseenheden af te leiden.
B.vey (ij)k = kk = ~1; i{jk) = ii = -} = (ij)k, enz, Hieruit volgt,
dat in het algemeen vermenigvuldiging van quaternienen associatief is
voor willekeurige quaternionen A, By C geldt {(AB)C = A(BC}.

‘ Dit volgt uit de vermenigvuldigingsregels en de asseciativiteit
van de vermenigwvuldiging van de basiseenheden,

1. In de quaternionen algebrd is het mogelijk een operatie uit te

voeren, die aan ieder {uaternion '
X = X, * x4l + X5 +x3k

-

toevoegt een quaternion

geconjugeerde van X geénaand,
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Hiervoor is (X) = X, zodat, als deze operatie op een willekeurig
element tweemaal wordt toegevast, het uitgangselement weer verkregen
wordt, Zo'n operatie noemt men daarom soms involutie, welke benaming
is ontleend aan de projectieve ieetkunde.

Het is van belang enige eigenschappen van deze involutie aan te
geven:

I AB = BA

Het is voldoende te bewijzen, dat dit geldt voor basiseenheden.
Dit volgt nu uit (1). Analoog bewijzen we:

II XX = XX = x° + x? + x2 + X

2
o 3

De quadratische vorm xg + x? + xg + x§
van quaternion X en aangeduid Norm (X) of N(X). Klaarblijkelijk is
N(X) = O dan en slechts dan, als X = 0. In een guaternion X = X, + xji +
+ ng + x3k wordt de component X, genoemd reeel deel en aange&uldjh(
en x, i+ x23 +£%£k genoemd vector deel en aangedu1d3/(X) Als bij een

wordt genoemd norm van

quaternlondf ) = 0, wordt het een vector genoemd. {laarblijkelijk
geldt voor iedere vector: le-ai} en dus:
oC2=~0(5=—Norra(J) (1,1)

We zullen veel gebruik maken van deze belengrijke gelijkheid in de
gquaternionen-rekening.
Als o[ en o(‘ vectoren zijn, dan is:

= (L) [£,4] (1,2)
waarin (J J?) scalair product en [}f J:}vectorproduct van de vectoren
J en ,, in de zin van de gewone vectoralgebra,

2. De vergelijkingen AX = B en XA = B hebben steeds een eendui-
dige oplossing in de quaternionenalgebra, als A # 0. Voor de eerste
vergelijking is de oplossing X = N%KT voor de tweede X = ;N%éy~
Inderdaad, we hebben b.v, %%%?l = (AAiB = B, Voor B = 1 zien we, dat
bij iedere 4 # O het inverse element‘ﬁTKT verkregen wordt.

e bewijzen nu een belangrijke eigenschap van de norm: voor wille-
keurige X en Y is:
N(XY) = N(X)N(Y) (2,1)
Inderdaad
N(XY) = (x0)(ZY) = XY(¥E) = (¥DX = M)XK = ME)N(Y).
Deze eigenschan, zo eenvoudig bewezen met behulp van quaternionen
houdt een belangrijke gelijkheid in, door Zuler ontdekt in de 13e eeuw.
7'e nemen aan
X = Xy * x1i + xgj + x3k; Y = Yo * y1i + yzj + y3k,
en berekenen X.Y; we krijgen uit (2,1)

2 2 2 2y (2 2 2 2y _
(x5 + x7 + x5 + x3) (yg +y] + 95+ Y3> =
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= (%7, = X4¥q = X7 - x3y3} + (xyy, + X7y + X,¥y xjyé} +

)2 + (X3Y° + XOY3' + 'x-‘Yz‘ngqg%‘g

(2,2}

Binnen de haakjes staan bilineaire vormen in X,, ¥s » Het be-
staan van een dergelijke gelijkheid voor sommen van vier guadraten
wordt gebruikt bij de compositie van deze vormen.

Daar iedere positieve vorm in vier veranderlijken door een
substitutie met reéle coéfficiénten in een som van vier quadraten ge-
tfansformeerd wordt, kan men zeggen, dat in het algeueen positieve qua-
dratische vormen in vier veranderlijke compositie toelaten. Als we iw
(2,2) aannemen x2=x3=y3=0, krijgen we een nieuwe compositie-regel voor
: sommen van twee quadraten en dus voor positieve binaire quadratische
vormen.

+ (x2y0 + X Yo * X3V - X4Ty

Natuurlijk ontstaat de vraag. hoeveel veranderlijke de guadra-
tische vorm moet hebben om compositie toe te laten.,

Hiermee stemt overeen de vraag: voor welke gehele n treedt op
de gelijkheid:

2
2 2 2 2 2 X in X }
(2Q3) (x1+x2+ v ee +Xn)(y1+ e +yn) .“M:[((;&Zl J‘\ﬂ { &
met vaste regle C*i;m
, Deze vraag wordt beantwoord noch met behulp van quaternionen.
algebra, noch met de getallen van Cayley.

3, Ieder gquaternion X voldoet aan de vergelijking:

X% - X(X+T) + XX = 0.
Zetten we hier
X+X=28%) =2x o XX = N(X) = n,

dan zien we, dat X voldoet aan de quadratische vergelijking met reéle

coéfficiénten ) 2

X -2x X +n=0 (3,1)

In het gebied van de gewone complexe getallen heeft deze vergelijking
niet meer dan twee verschillende wortels,in het gebied van de quater-
nionen kan ze er oneindig veel hebben. B.v. iedere vector X —-31+?3+4k,
waarin §,#37-+ 5 = 1, is op grond van (1,1} of (3,1) wortel van de ver-
gelijking X2~~1 Deze complicatie treedt op in het Biet-commutatieve
gebied. _ \

4. Met behulp van quaternionenalgebra kunnen zeer gemakkelijk
orthogonale lineaire transformaties van de 4-dims en 3-dim. Euclidische

ruimte uitgedrukt worden, zoals Cayley dit in 1854 bvewees. Laat

- X=x +x1i+x j+x3k een veranderlijk quaterniOn zijn, dat we zullen opvat-
ten als vector van de 4-dim, ruimte en Pzp +p 1+923+p3k en Q=q +q11+q23+
*qsk tweo quaternionen van de norm 1: N(P) a»N(Q)-n 1. Te beschouwen
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quaternion Y=PXQ. Zijn componenten zijn lineaire combinatics wan xo; Xqy
Xpy X34 zodat onze vergelijking een lineaire transformatie in de 4-8ims
ruimte geeft, het begin van het verlaten van vaste codrdinaten. Zettenm
wij verder

Y= ¥, ty4i+yod+y sk,
dan is

Norm (¥) = 32 + 32 + 33 + 3% = ROIN(ON(Q) = B(X) = xo4xexbent.

Dit is dus een orthogonale transformatie. Deze bevat, zoals ge—~
makkelijk is te zien, zes vrije parameters en verschijut, zoals Tayley
bewees, in hetzelfde algemene type bij zo'n tranformatie van de 4~-dim.
Fuclidische ruimte. De formule
. = PXQ £4,%)
wordt toegepast in de speciale relatlvxteltstheorle van Einstein.

We beschouwen nu een orthogonale transformatie van de 3-dim.
ruimte, Laat a(-xi+yj+zk en o =x i+y'j+z'k 3-dim. vectoren zijn en
Q=q +q11+q23+q3k een willekeurige quaternion £ O. Laat:('veranderliak
zijn en o 'er mee verbonden door de vergelijking

4= ™’ (4,2)
voor gegeven Q. Het is gemakkelijk te zien, dat £' een redle 3-dim,
vector is, want

K-8 ¥ -1 -4

Verder bepaalt {4,2) een lineaire transformatie van de 3-dim.
ruimte, het begin van het verlaten van vaste coardinaten en is

ML) = xtt+ ¥+ 712 = N) = x2+y +z° ,

zodat dit een orthogonale transformatie isj; hierin zijn 3 vrije para-
meters en men kan bewijzen, dat ze de algemene gedaante heeft. 7e zul-
len veel gebruik maken van (4,2) bij toepassing van de quaternionen
rekening en in de theorie van de ternaire gquadratische vormen.

5. Een quaternion X = x +X,i+X,J+X;k kan geschreven worden als
X =2 +sz, waarin Z1 = X +X4 i, 82 = xz+x3i; 21 en 22 hebben de gedaan-—
te van gewone complexe getallen en j is hieraan toegevoegd als nieuwe
basiseenheid, Hierveoor is op grond van (1,1)

(5,1)  (24+2,3)(23+2,5) = 2,2 - 2,8, + (2,2, + 223)3.

Gemakkelijk ziet men in, dat men de quaternionen “an inveeren
als complexe grootheden van de vorn Z1¥Zgj in het gebied van de com~-
plexe getallen, met de vermenigvuldigingsregel (5,1).

Met i.p.v. J een andere eenheid, b.v. 1, krijgen we een analoge
constructie,

Formule (5,1) kan met vrucht gebruikt worden in de quaternionen
rekening.

. Als cen generalisatie van deze Constructie beschouwen we nu
complexe grootheden Y = q+Qe, waarin q en Q quatcrnionen zijn en ¢ een
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nieuwe hieraan toegevocgde ecnheid en waarin we voor optelling en aftrek-
- king en vermenigvuldiging met cen scalar & de gewenc regcels aannemen en
als vermenigvuldigingsregel
(6,1) (q+Qe) (r+Re) = qr-RQ + (Rq + Qr)e.

De verkregen compiexe grootheden vormen een algebra met 8 een-
heden:

1, e1=i, e2=j, e3=k, e, =e, eS=ie, e6=je, e7=ke.

Deze algebra werd gcvonden door Cayley in 1845. (zie L.E,Dickson,
Linear Algebras, 14. Cambridge Tracts, no. 16 (1914).)

De complexe grootheden g+Qe worden getallen van Cayley genoemd.
Zcals we verder zullen zien, is de algebra van Cayley niet associatief.

7. Dat de algebra van Cayley niet associatief is, kan men op-
merken, als men met behulp van de regel (6,1) de producten (c1ez)e en
e (e2 4) uitrekent. Hiervoor krijgt men:

(e eg)e = e3¢, = eq; @ (e2 4) = ejep = - eq.

In de algebra van Cayley is het mogelijk een involutie te bepa-
len door aan X = q+Qe toe te voegen X = q-Qe, zodat we voor X:Q‘D X, e, ‘

krijgen X = X, é& X G50 Hiervoor bestaan eigenschapoen, geheel analoog
Aaw |

met die, welke onder 1 voor de quaternionenalgebra aangetoond zijn:
I AB = Ba
II X =T = > 2= qf + Q0
= = x> = qq + QQ
=0 & .
7e zullen ze nict uitvoerig pewijzen; ze worden gemakkelijk
afgeleid uit (6,1). De uitdrukking 3. x2 wordt genoemd norm van X en

ax=0 a

 aangeduid door N(X) of Norm(X); x, wordt genoemd regel deel van X en
aangeduid door {X), zodat X + X = 2B(X). Ieder getal X uit de algebra
van Cayley voldoet aan de vergelijking
X% - X(X +X) + X = 0 of X° - 2x X + N(X) =
8. 7e hebben gezien, dat de algebra van Cayley niet associa%ieﬂj,
is, d.w.z. in het algemeen gesproken is (AB)C £ A(BC). Er treedt cchter
"zwakke associativiteit" op, uitgedrukt in de formules:
(AB)B = A(BB) = A Norm (B) {8,1)
B(BA) = (BB)A = A Norm (B) (8,2)
(XY)(XT) = XY)(F) = X(YDT = (XX) (YD) = NXIN(Y)
of
N(XY) = N(X)N(Y) (8,3)
Deze voor de algebra van Cayley belangrijke formules worden
- bewezen door directe tocpassing van de vermenigvuldigingsregels (6,1).
Te bew1azen als voorbeeld (8 1), Nemen we aan, dat
' q + Qe, B =1r + Re,



dan krijgen we
(4B)B = [(q+Qe)(r+Re)] (T-Re) = [(qr-RQ) + (Rg+QF)e] (F-Re) =
= qr7-RQF+R(Rq+QF) + [(-R)(qr-RQ) + (Rq+QF)r) e =
= (q+Qe)(Fr+RR) = A Norm (B). ,
e richten ons tot formule (8,3): N(XY) = N(X)N(Y). Zotten

we jg ji
X = X8y 3 I= Ya®a

a= ¢ g=0
en berekenen we met (6,1) {Z
XY = e A X,
m= & n ﬁac ka Jyk,

waarincxjkm constante reéle getallen zijn, dan krijgen we de gelijkheid

EI
2 | Z (8,43
ST %) (3 w)e 3 (5 Huem X '
( iz o ¢ ( =0 X ) 'h’td( i K= 0 Kin &y"‘)
die de compositie van guadratische vormen mét acht veranderlijken reaw

liseert. Tcnslotte zien we uit (8,1) en (8,2) dat de vergelijkingen
AX=B en XA=B steeds gilosbaar zijn als A # 0 en als oplossing hebben
X =ﬂ%§7, resp, X = (&) In het bijzonder heeft icdere A £ 0 ecn in-

vers element Af1 _ 2
(V9N

3. De vraag, onder 2 gesteld, hoeveel veranderlijke een quadra-
tische vorm moect hebben om compositic toe te laten, is voor het eerst
onderzocht door Hurwitz in 1898 (A.Hurwitz, Gdttinger Nachrichten (1898),
309). Hij stclde vast, dat er slechts zulke quadratische vormen kunnen
zijn met 1, 2, 4 en 8 veranderlijke, zodat formule (8,4) in zekere
zin de laatste van de formules van een dergelijk type is. Het bewijs van
Hurwitz berustte op de thcoric van de matrices en steclde niet het ver-
band vast van formules van het type (2,3) met het bestaan van hyper-
complexe getallen, dic zekere associatieve eigenschapnven bezitten.

Voor hct ecerst is dit verband in 1937 vastgesteld door Linnik, die de
stelling van Hurwitz mct behulp van nict-associative algebra's bewees} .

(Generalisatic van ecen stelling van Frobenius en vaststelling
van het verband mct een stelling van Furwitz over compositic van gua-
dratische vormen; I AN, ser.Mathem. (1938) 41-52).

Hij bewees, dat de stelling van Hurwitz als rcsultaat optrecdt
van gencralisatie van een stelling van Frobenius voor het speciale ge-~
bied van de quaternionen (G.Frobenius, Journ. fir dic reinc und angew.
Math. 84 (1878), 59). Dc stelling van Frobenius luidt: De cnige associa-
tHowealgebra's over het gebied van de reéle getallen, dic een invers
clement bij ieder elemcnt, ongelijlk aan nul, bezitten, zijn de quater-

- oy -

1) In 1942 en 1946 verschenen werken van A,Albert en R.Dubish in Ann.
of Math, 43 en 47, die de resultaten van Linnik opnieuw gevonden en
enigszins gegeneraliseerd hebben en blijkbaar niet bekend waren wet

~ zijn werk, gepubliceerd in Izwestia AN SSSR, seria mathem. (1938),
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nionen algebra en de deelagebra's daarvan, het gebied van de complexe
getallen en het gebied van de redle getallen.

In het werk van Linnik is bewezen de stelling
Van alle algedbra's over het gebiecd van de redle getallen, waarvan 18&@?
element aan een quadratische vergelijking met re8le co&fficiénten vol~.
doet, hebben slechts in de algebra van Cayley en de deelulgebra s dgar-
van betekenis en geldigheid de ge113kheden

(ap)b~! = v~V (ba) =
voor alle elementen uit de algebra. mits b £ 0. Te zullen zien, dat de
stellingen van Frobenius en Hurwitz uit deze stelling wolgen. |

10. We geven het bewijs van de zojuist geformulcerde stelling

De algebra met de voorwaarden

(ab)b~! = b (va) = s, (10,1)
zullen we onbekend noemen. Met Grieckse letter zullen we slechts recle
getallen 2anduiden., Klaarblijkelijk zijn er in de onbukende algebra
geen nuldelers, daar uit ab = 0 volgt, als b # O: (ab)b” ! = a = 0., Te
bewijzen een lemma,

Lemma 1. Als in de onbckende algebra getallen E on F bestuan,
zodat E, F ¢cn 1 lineair onafhankellgk zijn en 32 = —fz; /u s dan
is voor willekecurige £3en T

(pE YTE)? = -y 2,
Bewijs. Ve hebben:

(E+F) (E+F)+[J,= -—7> - M +EF+FE

(E-F)° = o((E-F)+($= - 22 /Az—-EF-I‘E

Door optelling krijgen we: X+a' = 0§ A-%' = O, Dus: X= & '=0

en EF+FE = p /u is een redel getal, Dan 1s echter ook (£E ¥1F)2
voor willekourige p,T reéel, Als (QIE+TTF) =22 > 0, dan zouden er
nuldelers optreden. Dus: (EE-!-T F)Z = )’ , negatief,

Lemma 2., Laat er in de onbekende algebra m+1 getallen 1, €49

cesy € 49 Bm zijn, zodat

°c 2 _ 2 _ _ 2 _ wme _ . 2 _ 2 - . _
1eey=6ep=.co=ep ¢ =8 =-1 (ee,) =-D5, (3 A3 1,3 = 1,040,
m"‘1)0
Em, e13m, ceey Cp 1Em onafhankelijk zijn. Dan
vinden, onafhankelijk van 1, €q9 ooy

2
im?

0
2 o 1, e-]’ o e o g em‘.l,

kan men een zodanige e

m ®me1?

= 2 _
dat ey = -1 en (eje )" = -@

regdel (i=1, 2, ..., m=1),
Bewijs: Daar ieder getal van de algebra wortel van een gquadratische
vergellgklnr met reéle coéfficiénten is, vindt men een reé€le o« , zodat
(e ﬁ)“ = = 22, We hebben
e.]Em had (i = eq(Em""O{ 81)n

2

‘ 1
Ei = =1 kra¢htens‘1°, Dus volgens lemma 1 kan men &, en &, vinden, zo-

De getallen e1,3m, 1 zijn onafhankelijk krachtens 2% en e

——
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dat men, als

CX1Em +9{2e1 = E&'
krijgt
2 . 2 2
BLT = =1 (e1EI;1) _-M

(krachtens de voorafgaande gelijkheden).
Verder vinden wef , zodat
2 _ 12, Yy =
(epBy =P )% = =75 epBy = o= ep(By +(5 ep),

waarin Eﬁ, oy 1 onafhankelijk krachtens 2° en EiZ = eg = -1, Dus, vol-
gens lemma 1 vindt men zodanige (%, en ﬂz , dat men, als

L1 I— s

By = /3‘1E1;1 +ﬂ 2%27

vindt

2 2 12
BNT = =15 (epER)° = =2 5%,

We bewijzen, dat ook
2 . s i2
(G1EI‘I;.) - "'/}1‘
re€el is. e hebben
"o
¢1Ep = fyo4Ey + Bpeqe
Je bewijzen dat e1Eﬁ, e1-e2,1 onafhankelijk zijn., Ve onderstellen
Ve Bl o+ Yoeq e, + Y3 = e,Q + V3 = 0, waarin Q = Y, E! + V,e,.

In de onbekende algebra is e? = -13 dus *e1=e;1; dus

e1(e1Q + VB) = (eqeq)Q +-‘)13e1 = ~Q + 93e1 = 0,
of
= V4B = Vpep #0438y =05 Yy =Y, =Yy =0,
zoals gemakkelijk blijkt uit 2°., Dear
2 2 2 ~2

is nu op grond van lemma 1,

nil 2 — |2

Nu kiczen we, analoog mct het voorafgaande, Y, en 33 y zodat
2 2 - 2
N " o TN - e 5 m S i -
EY —‘X1Em +‘X203 3 BT o= -1 (c3E ") ,33 , en zet

ten deze redenering voort. Stel, we krijgen na Y-1 stappen:

(Esﬁﬂ)e = =13 (eiE£y~”)2 = = ( %jp%”))g (i=1, 2, ';;! Y=-13 V<m).

Dan is Eé?du onafhankelijk van e, en 1, en volgens lemma 1 kan

y
men Q,en @, zodanig aannemen, dat men, als
(v} 1)
Em = 048 Loy

xrijgt L o)
) v
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Voor willekeurige i £ V ~1 hebben we
(v _ {y-1) .
®i%n = C1%1%n MCEAATR

en (6,502 = = (202,

Verder zijn de getallen eiEﬁfwf

2 2
(ejep)® = =272,
, ;e en 1 onafhankelijk, wat

we bewijzen als boven. Dus volgens lemma g

‘ ) ¥
(eiaéij)g = -('%i )2 voor i = 1, 2, vy ¥ =1 en, volgens de keuze van
Eé?ii evencens voor i =Y, _

Op deze wijze vinden we na m—-1 stappen E;mq}ﬁ eys zodat
eg = -1; (eiem)z = —Gﬁgm (i = 1’ 2’ 0y mf1)y

wat te bewijzen was.

v 11. Lemma 3. Als onder de voorwaarden van lemma 2 de getallen
T, €3 oeey e,.1 een deelalgebra van de onbekende algebra voortbrengeny
dan geldt het volgende:

0 : - . A
1°, De getallen 1, e, ..., €11 Tem, €48 s ee-y €p g0 2ijn lineair
onafhankeli jk.

29, Als a £ 1, b A1, a# b, a en b verder twee willekcurige getallen
uit de 2m bovengenoemde, dan is ab+ba ='Cab redel,

Bewijss Zou 1° niet gelden, dan zou q+Qem = 0 zijn, waarin g en Q ge~-
tallen uit de deelalgebra, # O. Dan zou g = - Qe, dus g = - Q~1(Qem)=

= =-e, zijn; en behoort echter niet tot de deelalgebra. Dus 19 gelat.
Hierna volgt 2° direct uit lemma 1.
Lemma 4, Onder de voorwaarden van lemma 3 hebben we:
eiem :‘emei (i = 1, 2! evyey m‘q)c

Bewijs: We hebben

(Giem)2 = -7\?; ei = =1,

1, e

n? %inm zijn onafhankelijk volgens lemma 3. Volgens lemma 1 is dan

o 2

Anderzijds is

2 ¢ :
(eiem"'em). = -7\1—1+(eiem)em + em(eiem).

Dear e’ = -e_ en volgens lemma 3, eje; =% jn ~ ©p®i» 18 (eje Jo =

= ei(emem) = -ey i em(eiem) = em(jkimfemei) :’Xim?m+ei‘

Door dit te substitueren in de voorafgaande gelijkheid, vinden we:
2 _ 2 _ 2
(ejepte,)” = - i = -N3 - 1 = egves+) spep

waaruit volgtrj~im=0, zodat het lemma bewezen is.
12, Lemma 5. Voor willekeurige i.génw1 brengen de getallen 1,

., e . = e, ionen a¥Ygebra i
@51 Cpn elem €4 4m °C1 quatern;onen.algebra voort

Bewijs: Het is gemgkkelijk te verifiéren, dat deze getallen een deel-




algebra voortbrengen, b.v. e (e e, ) = - e (e.e.) = =(e em) e; = e;, enss

m m i i
e bewijzen nu, dat eiim = 1. Valgens lema 2 is elim = -vz. “e hebben
-1 _ €i+m 2 _
in dezonbekende algebra 31+m = - . . Dan is °1+m(°1+m i) = e n8 =
- = ? ei.
Maar
e im(®simes) = esun [<e >ej] = ey [(epey)ey] =
Dus
2 2
L
Hierna is de associativiteit gemakkelljk te verifieren, b.v.
(elem)e1+m = € =~ 15
e. (em i+m> = (em(emel)) e; = -1, enz.

e hebben gquaternionen gekregen.
13, Als de onbekende algebra een basis van n elementen bezit
en n >»2, dan 2ijn er drie lineair onafhankelijke getallen 1, ey EZ’

waarbij e? = =1, De getallen 1, ey bepalen een deelalgebra en hierdij

zijn alle onderstellingen van de lemma's 2, 3, 4, 5 vervuld. Dus onze
algebra bevat het getal s, zodat de eenheden 1, €4y €9y €48, = ey on-

afhankelijk zijn en e% = eg = e§ = -1; ejey = ~eye, i #£3)

e1e3 = =8, eNZ., d.w.z. bevat een deelalgebra van quaternionen. Als n > 4
dan is, daar de eenheden 1, €41 €5y €3 een deelalgebra bepalen, volgens
~de lemma's 2, 3, 4, 5 een zodanige e, te vinden, dat 1, &4y €y €3y 1e4,

ie1e4, ceey €38, lineair onafhankelijk zijn en

2 _ 2 _ 2 2_ 2 _
ef = e; = e = ¢, = (e1e4)‘~ ve. = (e3e4) = -1 (13,1)
eiej = =@ j &5 (i,j =1, 2, 3, 45 i # i)e

e zullen bewijzen, dat het systeem, opgebouwd uit genoemde
acht eenheden, algebra van Cayley is, en wel, als g, Q, r, R getallen
zijn uit de quaternionenalgebra, bepaald door de eenheden 1, €11 €1 ©qy
det dan w .
| (q+Qe4)(r+Re4) = qr-RQ+(Rq+Qr)e, (13,2)
Lemma 6. We hebben (e.e.)e = -ei(e e4),

(ei j) = (e4e )e veor i, j = 1, 2, 3; i # j.

Bew1as- We stellen op de lineaire wvorm:
M= Xl + xj j (1 £33 4, 3 =1, 2, 3, 4)

Dan is
‘ 2 2 2
C M= =Xy - xj,
waaruit volgt -1 K

M T T

X +X.
A
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Dus in de onbekende algebra hebben we voor een willekeurig getal Y van
de algebra

(xiei + Xjej) [(xie. + xjey )YJ fY(x ey + Xy j)] (xie

+ xjej) =9
- 2
= ---(xi + xj)Y,

i

hierujt volgt door gelijkstelling van de co&fficiénten van xixj:
ei(er) = - ej(eiY) en (Yei)ej = -(Yej)ei.

Door in de eerste gelijkheid te zetten i =4, Y = e,

=1, 2, 3, krijgen we

e (eaeu)

]

- ej(e4eu).
Voor j #u, j, u
schappen van €4¢ €59 e3:

1, 2, 3 vinden we uit (13,1) en de eigefin

(e.e )e = (e e4)

Zetten we in de tweede gellakheid Y~e s J=4, dan krijgen we
(e el)e4 = =(e e4)e
waaruit volgt
egleye;) = =(eye, Jey.
Bovendien bewijzen we, dat
_ ei(e e, ) = =(e, e4)e (i #3534, 3=1, 2, 3)
We hebben
e; (e, e4) = (eie de, = (ejei)e4 = -(e, e4)e
want 1, B4y €5 e3 bepalen een deelalgebra van quaternionen. Hiermee .
zijn onze gelijkheden bewezen,
In het geheel krijgen we de volgende regels:
e. (e 584 = -(eiej)e4; (e e Y} = -(e4e )e .

(13,3) (eie4 = (e4ei)ei = ~e,,
ey (e. e4) = —(eje4)ei; e4(eie4) = ey,
i 1.3 =1,2, 3.
We voegen hier nog 9 gelijkheden asn toe:
(e e4)(eje4> = ej i (ly j = 1, 21 3) (13’4‘)
Voor het bewijs daarvan nemen we
u = Xge, + xzeie4; i=1, 2, 3.
Dan is u® = -x% - xg op grond van (13,1) wn (13,3); we krijge
als in het bewijs van lemma 6, voor een willekeurige Y uit onze algebra
(e, e4)(e4Y) = -e, [(e e, )Y] .

Nemen we Y = °y3 j=12,3 3#i, dan is
(eyey)(eye,) = ~e, (e e4)a3] = e4((e4 i)ej} 2 -8 [4(Eiej)] =
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(eje ) (eypes) = —(ese,)(eye,),
waaruit we (13,4) krijgen (voor i=j volgt (13 4) uit(13,1)).

14, De regels (13,1), (13,3) en (13,4) zijn geheel voldoende
om (13,2) te verifidren. 7e rekenen b.v. uit, dat (Qe )(Re ) = —R.Q.

Te hebben
(e ey Y(e. e4) = e.e, = _(-e.)ei,?

(1.e )(e. ) = e, = —(-e ). 1

Dus (Qe Ye. e4) = —( —e.)Q. Verder is
(Qe Y(1. e, } = -Q = (-1)Q,

(is i = 1, 2r 3)‘

zodat
(Qe,)(Re,) = -Ra.
Analoog vinden we
(Qeydr = (QF)ey; alRe,) = (Rale,.

_Op deze wijze is het genoemde systeem een algebra wvan Cayley. Duiden we
zijn acht eenheden door 1, €4y ++ey €y 8EN, dan krijgen we

2 . < s N
{ei -1; e, 185 = =eje; (1 £33 1, 3 =1, 2y eeey T

(14,1) A(BB) = (AB)B = B(BA) = A.N(B)

15. Laat de onbekende algebra nog een getal E bevatten, onaf-
hankelijk van 1, e, «.., 6o Op grond van de lemma's 2, 3, 4, 5, 6 en
de gelijkheden (14,1), vinden we, dat er een zodanige eg bestaat, dat

eg = -—1; 6168 = —6861; (eie8)2 = -1 (.1 = 1’ 2, s 02 p 7);

eg onafhankelijk van 1, €1y eevy Eqe
Vervangen we in lemma 6 e, door egy nemen we i.p.v. de indices ¥, 2, 3
de indices 1; 2, ..., 7 en passen we (14,1) toe, dan krijgen we een
stelsel formules, geheel analoog met (13,3) en (13,4}, die een algebra
mnet 16 eenheden definiéren, bestaande uit de complexe grootheden q&Qes,
waarin q en Q getallen van Cayley zijn en opgebouwd uwit de getallen wvan
Cayley, zoals deze uit de quaternionen en de laatste weer uit de com-
plexe getallen opgebouwd zijn:

(g+Qeg) (r+Reg) = qr-RQ+(Rg+Q¥)eg (15,1)

Nu kunnen we de stelling bewijzen, geformuleerd onder 9. e nemen A en
B in de gevonden algebra met 16 eenheden: v
A = q+Qeg; B = r+Reg; B = T-Reg = B N(B); N(B) = ri+RR.

Dam moet wegens het onderstelde (AB)B gelijk zijn aan
A.N{B) = g(rP+RR) + Qeg (rr+RR).
Vergelijken we de gedeelten, vrij van eg» b13 (AB)B eb A(BB), dan krij-

gel’l we . - > — o
(qr-RQ)T + R(Rq+QF¥) = q(rT+RR).

Maar met het oog op (14,1) is (qr)T = q{r¥); R(Rq) = (RR)¢. Te krijgen
dus: a(rf) - (RQ)F + (RR)q + R(QF) = q(x7) + a(RR),



waaruit volgt - -
(RQ)r = R(Qr),

wat onmogelijk is, daar R, Q, T willkeurige getallen van Cayley kunnen
zijn, terwijl de algebra van Cayley niet associatief is.

Dus kunnen de in de formulering van de stelling genoemde eigen-
schappen

(ab)b™! = v Y(ba) = a voor b £ 03

a’ +xa + (3 = 0 voor willekeurige a (X, 3 regel) slechts voorkomen
in de algebra van Cayley met 8 eenheden en de deelalgebra's daarvan:
met 4 eenheden de quaternionen en met 2 ecnheden de gewone complexe
getallen.

16. Een directe gevolgtrekking uit deze stelling is de onder 9
geformuleerde stelling van Frobenius, Als immers de algebra as&qﬁi@ti&fk
is en elk element b, ongelijk aan nul, een invers element bhezit, dan
is zeker (ab)b™ ! = b (ba) = a, waaruit ook direct het ontbreken van
nuldelers volgt.

Verder voldoet ieder element x aan een quadratische vergelijking
met reé€le co&fficiénten. Inderdaad, als de basis van de algebra n ele-
menten bezit, dan zijn de n+1 getallen xn, xn’1, veey X, 1 lineair af-
hankelijk, zodat x voldoet aan een algebraische vergelijking van graad

€ n met re&le coéfficiénten. Te ontbinden het eerste 1lid in lineaire
em guadratische factoren met reéle coéfficiénten. Tegens het ontbreken
van nuldelers moet X een van deze factoren nul maken.

Dus onze algebra is algebra van Cayley of deelalgebra daarvan
en wegens de associativiteit moet het zijn hetzij de deelalgebra (met
4 ecnheden) van de gquaternionen, hetzij (met 2 eenheden) van de com-
plexe getallen, hetzij van de re&le getallen.

17, De stelling van Hurwitz, genoemd onder 9, kan nu ook be-
wezen worden met behulp van niet associatieve algebra's en de verkregen
stelling,

Slechts guadratische vormen met als aantal veranderlijken
n=1, 2, 4, 8 laten compositie toe. Zoals we weten, is dit gelijkwaar-
dig met de volgende stelling:

Stelling. Zet men

Vet =t
N{a) = Z a?; N(X) = X x?,

g 3 8 s
¥ o 1 ivo

dan kan men beweren, dat een gelijkheid

N(AN(X) = ﬁ‘f(g X 1;;1:8';1"1;32 (17,1)

L= }'K:Q
waarinzxijk refle constanten, slechts mogelijk is voor n = 1, 2, 4, 8.

fe beginnen met het bewijs van deze stelling.



We zetten n-t
liy = Z,O(ijkaj ;
en stellen op de matrix

oo Tog ¢ ¢+ 1y gt

110 111"‘1111—3
I = .

® ® 2 ]

¥
1]
-
]

1

lnwf51ln~11"' n-1 n-~1|
(de stippellijn zal later verklaard worden)
© We krijgen uit (17,1)

Mk =t o

(z 1,5 )° = MAN(),
o @ K=v
waaruit volgt

(17,2) ' Z 1lk N(A); Zo liliy =0 (3 # k)

L»0
Zo krijgen we,; als L' de t.0.v. L getransponeerde matrix, E

de eenheidsmatrix aanduidt:
L'L = LL' = N(A)E,
zodat de matrix;ﬁé%fj orthogonaal is.
Als we verder alle elementen opschrijven van een kolom van de matrix I,
laat ons zeggen de k-de:

gqijkaj (i::o, 1’ o»lo, n"'“)’,
d.?

en de hiermee corresponderende matrix.

dook dcﬂk s " Dgo n-1%k

° e ]
L d L) L]

® ® @

Ap-tok X n-11k -1 n-1 k

opstellen, dan blijkt uit (17,2), dat deze orthogonasl is. |
18. We bewijzen nu, dat we zonder de algemeenheid te verstoren
L van de volgende gedaante kunncn onderstellen:

L = aOE + L1,
waarin L1 niet van a, afhangt en L1 scheefsymmetrisch is, d.w.2z.
Ly = -I, (18,1)

Inderdaad we hebben
L =P ao + P1a1 + eva + P ~18n.1?
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waarin de Qm's de corresponderende matrices uit de ooéfficiéntenc(ijk
zijn. Uit
LL' = N(A)E
vinden we PoPé = E. Hieruit volgt
LL' = LP!P L' = N(4).E
of

(LP)(TP!)' = N(A)E (18,2)

Met het oog hierop heeft de matrix LPé juist dezelfdé eigenschappen,
die ook L heeft, de gelijkheden van de gedaante (17,2) en (17,1). Niets
verhindert ons dus de matrix I van het begin af hierdoor te vervangen.
Als we verder zetten

' M; = B,P! (i=1, 2, ..., n-1),

i
vinden we

t .
LPO aOE + a1M1 + 6se + B
waarin :

- " T
ne1peq = 8% * B
een matrix, niet afhankelijk van a . Verder vinden we uit (18,2)

(a E + Ly)(a E + 1Y) = N(A)E,
waaruit volgt

Ly + L3 =0; LY =-Ly;

L1 is scheefsymmetrisch, 7e zullen dus van het begin af aannemen, dat
L de volgende gedaante heeft:

L=aoE+L1,

waarin L1 de genoemde eigenschappen heeft,
e nemen nu de uiterst linkse kolom van de matrix L en stellen

op de vergelijkingens
a

Il

1 = al,

(@]
o
st Om-

L » L L] L4

lp-10 = 2p-q

Op grond van het onder 17 gezegde zijn dit vergelijkingen in

B,y 84y =y 8, 4, Waarvan de matrix orthogonaal is. Verder is loozao

en hangen 110, 120, esey L niet van a, af, zodat B4 8oy eesy @

n-1 ¢ i1

Slechts door aj,. aby ..., &) 4 uitgedrukt worden, Hierna zetten we de

verkregen uitdrukkingen in de minor van matrix L, omgeven door de
stippellijn, Als we er aan herinneren, dat L = aoE + L1, waarin L1

scheefsymmetrisch is en niet van a afhangt, zodat 1, = -1 (i=1,2,
+eey n=1), dan krijgen we met weglating van het accent bij ai de ma-
trix
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a '-31 "az e . . -3,

a1 %% Lqpe oo lqng

L4 ® [ £

2,1 L 112 11 n-1

waarin de elementen buiten de hoofddiagonaal niet van 2 afhangen en
hiervoor geldt: '

n-1 1

1,5 =1y G A7),

Deze matrix heeft dezelfde eigenschapven als wanneer men uit- |
gaat van MM' = N(A)E, omdat de veranderlijkena! met de oude verander-
lijkendoor een orthogonale substitutie verbonden waren. “e voeren nog
in de matrix = , als volgt verkregen: de eerste kolom van M wordt ver-

menigvuldigd met X de tweede met Kys oony de laatste met x .3

25%5 —a4Xq . L I oL
a1xo a0x1 ® * ’,11 nr1xn-1
i =
8p-1Fe  Lpo1 1% ¢ - ¢ 1po1 p-1Fn-1

19, e definiéren nu een algebra op de basis 1, Sqs »eey €44

door de symbolische formule 1 0 0
0 Sqe o - 0
-
(ao+a1e1+o.¢+an‘-1en_;1)(xo+x1e1+n-i'i'xn“‘len“‘;): - s - o bt
S L

in die zin, dat de som van de elementen van een regel van de verkregen
matrix de corresponderende component van het product asnduidt. Hieruit
zien we gemakkelijk, dat

1ei = ei;
12 = 1,

We bewijzen direct, dat
e? = =1 (1 = 13 2, EEXE] n“1)

i

ej€; = ~e58y (i # 3) (19,1)

We duiden door EE:i(aix) de som aan van de element-n van de
=

i-de regel van matrix ¢ . Ve krijgen



Y=t

3
>0

N(&)N(X) = }_’_ =,
Zetten we nu L
By = Xy By = =Kyy eeey By g = <X 43
dan krijgen we ) ) 1;1 — 2
(mEN? = m@N? + = 2Ly (a,x)

Hieruit volgt, dat voor deze ai‘s

Ei(a,X)§O (i = 1, 2, s ey n“"1>0
We zetten verder

a =X a. = «=X.

0 o!? i i?
en voor alle overige indices:
A, = =X. = OO

d J
Dan is, op grond van het bovenvermelde

2 .2
(X ~X; €, )(x X ey ) = X +XS .

Maken we dan de haakjes weg, dan komt er:

2,3 2.2 _ 42, 2
Xge 1= X¥ieyol + x %5008y = Xy85 = X 3%y,
Maar
2
e;1 = ey = e43 1% =1,
waaruit volgt
2 2.2 2.2, 2 _ _
X, = Rj8y = X tXyj e; = 1
Zetten we verder
8y = =X;i a5 = ~Xy (i #3; 4, §#0)t ay =%, =0
voor alle overige indices, dan vinden we 5 5
(’Xiei - xjej)(xiei + xjej) = Xj + X5
Maken we de haakjes weg
2 2 _ X.X.6.e., - X.X,e.e x%e? = %2 & z?,
%1% 17§71 173731 37 i 73
dan krijgen we, daar
62 = 32 = =1
i 3 ?

de gelijkheid

X3 % (e, i€y * ejei) = 0,

waaruit volgt

wat te bewijzen was,

20. Zij :
- L =x +x11+..‘+xquw1

een element van onze algebra, We zetten

—

X = Fy = Eq8q 7 e 7 Fn1®nd



Dan hebben we
X+ X = 2z ; XX = N(X).
op grond van (19,1). Dus X voldoet aan een guadratische vergelijking
met re&le coéfficiénten
X2 - X(T+E) + N(X) = 0
of
1% - 2x X + N(X) = 0 (20,1)

Verder zien we op grond van (19,1), dat
(4B) = B.A. - (20,2)
Als X # 0, merken we op, dat

~—1 _ X
We bewijzen nu, dat 2ls b £ O een element van deze algebra is

(ab)p™! = v (va) = & (20,4)
Hiertoe lossen we in deze algebra op de vergelijking:

AX = ¥ (A #0)

Deze komt overeen met de lineaire vergelijkingen:
v -y
2 by < T3
met de matrix
L = aOE + Li'
waarin L1 scheefsymmetrisch is en niet afhangt van aye Hiervoor geldt:
IL' = N(A)E.
Hieruit vinden we
CVolos TVl e * T qly g g
3T N(E) | |
Andersijds berekenen wij de uitdrukking AY. Ve bepalen hiervaen de j-do
component. Deze zal op grond van de eigenscha ven van de matrix T (voor
i #0) gelijk zijn aan
o - - ) “’cnc-“"lt
Vol=ay)=lyqq=eee=ly 5 4¥3 1720515 417541 j n-1¥n-1

(Hier is het van groot belang, dat Ly = -L, en dat L, nie? afhang% van
ao.) Op grond hiervan is 1 = -l (i £ k), zodat onz> uitdrukking

gelijk is aan

wat overeenkomt met x.N(A). Als j = 0, krijgt men hetzelfle; de eersie
term wordt dan yo(+a0 .

Dus de oplossing van de vergelijking
’ K=Y

wordt -



Maar AR

Y = §,~CA~7)-Y
Dus xray ARY) = iy (ak)y
of ACAY) = (AA)Y.

Hieruit vinden we —_—
(AY):‘; = (.Y-A)K = ?(AK),
of algemeen
(Ya)h = Y(A4).
Op grond van (20,3) volgt hieruit, dat voor b # 0
(ab)v" ! = v (ba) = a
voor willekeurige elementen van de algebtra, Verder voldoet ieder ele~
ment aan de quadratische vergelijking met re€le co&fficiénten (20,1).
Dus volgens de door ons bewezen generalisatie van de stelling ven I'ro-
benius is dit een algebra van Cayley of deelalgebra daarvan.
Dus het getal n = 1, 2, 4 of 8. De stelling van Hurwitz is
bewezen,



