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Rationale en irrationale 1lijnstukken in de Euclidische mecetkunde

In de LEuclidische meetkunde komen bij tal van figuren homogene
relaties f(a,b,c,...)=0 voor tussen de lengten van lijnstukken
a,b,c,..., die het mogelijk maken de lengte van een dier 1lijnstukken
te vinden als die van de overige gegeven zijn. Zo is het b.v. moge-
lijk dat a op te lossen is uit de bovengenoemde betrekking
a=F(b,c,...). Het is daarbij uiteraard niet zeker of bij gegeven
gehele (of rationale) b,c,... ook de oplossing a geheel (of ratio-
naal) is. Dit hangt af van de structuur van de functie f, dus van F.

In het vervolg zullen wij ons in eerste instantie vaak afvragen
of de rationale getallen b,c,... zo gekozen kunnen worden, dat ook
a rationaal is. Prefereert men, en dat doen wij veelal, gehele op-
lossingen, dan passe men een vermenigvuldiging van figuren toe, die
het rationale stel a,b,c,... overvoert in een stel gehele getallen.
Als de functie F een rationale functie is van b,c,... 1is het pro-
bleem triviaal; wij zullen dus in principe aan het geval voorbij kun-
nen gaan.

Interessant zijn dan ook die gevallen, waarin F geen rationale
functie is van b,c,...

Als eerste orié&nterend (en nuttig) voorbecld nemen wij de rela-
tie a2+b2=02, optredend bij een rechthoekige driehoek met hypotenusa
¢ en rechthoekszijden a en b. Het is duidelijk dat alle gehele oplos-
singen (a,b,c) kunnen worden afgeleid uit die waarbij de G.G.D. van
a,b en ¢ gelijk is aan 1. Dientengevolge is één der drie grootheden
a,b en ¢ even, de beide andere zijn oneven. Daar ¢ niet even is (im-

2 2

mers dan zijn a en b oneven en dus a“ en b~ beide een viervoud +1,

2 . .
dus ¢~ weliswaar even, maar niet deelbaar door 4), mag men zonder de
algemeenheid te schaden aannemen dat a even is en b en ¢ oneven zijn.

Men schrijft nu 5 o

a®™ = ¢ —b2

= (c+b)(c-b).
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Daar c+b en c-b slechts één factor 2 gemeen hebben (immers elke
verdere gemeenschappelijke factor zou in ¢ en b zitten, dus ook 1in
a en dan was de GGD van a,b c¢n ¢ niet gelijk aan 1) en allebel even
zijn,en daar hun product ecen quadraat is (nl. 82),moeten er gehele
p en q zijn, zodanig dat c+b=2p2, o-b=2q2, dus

(1) a = 2pq, b = p°-0%, ¢ = p°tq®

Omgekeerd, voldoen a,b en ¢ aan (1) en zijn p en q van ver-
schillende pariteit, dan voldoen a,b en ¢ aan 32+b2=c en zijn
a,b en ¢ onderling ondeelbaar,

Er is ook een andere manier om tot dit resultaat te komen,
Daarbij wordt weer de ontbinding van 02—b2 gebruikt (dat ontbinden
blijkt nl. bij deze en verdere voorbeelden essenti&el te zijn).

Men heeft

Stelt men elk dezer rationale getallen gelijk aan % dan vindt men
na oplossen van a,b en ¢ hiervoor de formules (1) (of een ermee
evenredig stel) terug.

Tevens 1s nu opgelost het probleem om alle hoeken te bepalen
waarvan de sinus (%) en cosinus <§) rationaal zijn. Men ziet uit bij-
gaande figuur direct in dat de breuk t = gween meetkundige beteke-
nis heeft, nl. t = tg ¥« . Een en ander .
correspondeert met de welbekende for-
mules uit de goniometrie, die ons in

het onderhavige geval leren dat iil¢\ .
9]
Sina= 2tq s COsoa= 1'tm is. Wij zullen dergelijke hoeken heronische
1 +t s /H__tc;’

hoeken noemen naar Hero van Alexandri& (Hero bewees meetkundig de
welbekende s-formule voor de oppervliakte Q van een driehoek. Hij
gebruilkte daarbij de uit de gelijkvormigheid van driehoeken direct
af te leiden formules

r:r,=(s-c) :s; r: (s-a)-= (s-b) : r, ; r= Q/s,

waarbij r en r, de stralen zijn van ingeschreven en aan de zijde c
aangeschreven cirkel van de driehoek. Het verband tussen heronische
hoeken en de oppervlakte van een driehoek zal direct blijken.
Alvorens met planimetrische figuren verder te gaan willen wi]
eerst een stereometrische toepassing geven nl. de bepaling van een
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viervlalk ABCO met uitsluitend rationale (gehele) zijden en een
rechte drievlakshoek O (d.w.z. . AOB = £ BOC =£LCOA = 90°).

De getallen OA = a, OB = b en OC = ¢ onderstellen wij onder-
ling ondeelbaar. Er is er dus één oneven, laat dat a zijn. Dan is
zowel b als c even; maar een van beide (laat dat ¢ zijn) moet meer
factoren 2 bevatten dan de andere. Men kan dus stellen

b 2% c _ 2u dus S - Ltu
L ~, &= , ¢ -
8 g2 7 P & (1-£2) (1-u?)
Anderzijds moet gelden % = “EEE" dus
1-8
2tu _ _>8
(1~t2)(1—u2) 1-8°

2,2 2

2) = 1-4k“t“u°, d.z.w. t en u

Stel s = 2ktu, dus 1-s° = k(1-t°)(1-u
moeten voldoen aan

2117150 - kbfokutik-1 = 0.

(k+dk

Men vindt b.v. 2_ th-(k—ﬂ)
(c+4k2)t£—k

u

- X z m
Zij u = 7 b ==, k=3 met (x,y)=(z,w)=(m,n)="1.
Dan geldt .

x° _n mz")-—(m—n)w2

§§ m (n+4m)22—nw£

Zonder hier op het algemene geval door te gaan beperken wij ons to
het interessante geval m=n (d.w.z. k=1), dus

2 ) L2
;? -
2 o yP4 2 > o 2
Men ziet dan dat 5z°-w" = l~§_-= q° is, dus 5z° = w;+q , waaruit d
X 2

getallentheorie leert, dat 2 zelf een quadraatsom r +s~ i1s. Men
vindt dan

w2+q2 = 5(P2+82)2 = (r252+4rs)2 + (2r2232—2rs)2,
2, .2
dus b.v. W o= r2-52+4rs, z = P2+Sg, L. g S 5
v 2r--2rs-2s
De keuze r=2, s=1 geeft
-z _ 5 _x_5
E=g=Tg-4=5°% >

hetgeen voert tot OA = 252, OR = 210, OC = 275 met BC = 365, CA =
AB = 348,

t

e

373,
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In het hierboven gegevene trad een nieuw getallentheoretisch
argument op. Iets dergelijks hadden wij ook bilj de rcchthoekige
driehoek met 02=32+b2 kunnen proberen, De getallenthcorie leert
daarvoor nl, dat c¢c een guadraatsom c=r2+s2 moet zijn en dan vindt

men vrijwel direct a=r'2--s2

, b=2rs, overeenkomstig het hierboven
gevondene,

Wij gaan thans over tot het bepalen van "geheelzijdige" drie-
hoeken met rationaal oppervlak (men noemt ze heronische driehoeken).
Een dergelijke niet-rechthoekige driehoek ABC wordt door zijn hoog-
telijn CD verdeeld in twee heronische rechthoekige driehoeken. Men

heeft er dan slechts voor te zorgen, dat
tg 2o =1, tgzp=u
met rationale t en u. Ulj vinden dan b.v.

(2) CD =2, a = 1+u b 1+% 1-t 1-u

Zo geeft de keuze u= %, t= %-ons a=2%, b=2%, c=2%, hetgeen voert

tot de welbekende heronische driehock (15,13,14) (met een driehoek
(p,q,r) bedoelen wij in het vervolg een driehoek met zijden p,q en

r),
Men kan zich afvragen of heronische driehoeken te vinden zijn
door ulit te gaan van d~ opvervlakteformule

Q =Vs(s-2)(s-b)(s-c).

Stelt men s-a=a', s-b=b', s-c=c' dan is s=a'+b'+c', dus

0 = a'b'c'(a'+b'+ct).

2

a’(8[+b'+cl) moet dus een quadraat q2 = -———%———? zijn. Men

Het getal 5o
! 1
neme daartoe a' en b' willekeurig en vindt dan btre
1 !
(3) o1 = 22Dl
g b'-a

Zo voert a'=2, b'=1, g=3 tot de driehoek (13,20,21). Het verband
tussen de beide resultaten voor heronische driehoeken wordt gegeven
door t= % , u=a'/gb', ‘ -
Het feit, dat een driehoek heronisch 1s als de tangenten wvan
zijn halve hoeken rationaal zijn (en omgekeerd!) maakt het mogelijk
heronische driehoeken met een of meer rationale binnen~ of buiten-
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bisectrices te vinder. Laa® h.v. in een heronische driehoek ABC de
binnenbisectrix ADL .n5ionaal zijn. Pekend 1is, dat BD rationaal is,
waarult met de sinusrepgel en cocinusregel blijkt dat de hoek za
heronisch 1s

Het i< dus ”“W’O”ﬂl” om ean heronische urlehoek te construeren
met één rationals biscctrix b.v. AD. Men neme tg Ea.: r en tg 38 =u
rationaal, D1t levert ong de pewenstc driehoek met behulp van de
formules (2), waurin t—tg o = —gﬁﬁ-moet worden genomen. In zo'n
driehoek is ool g % (1800-&) =177 tg(MSO—}m) rationaal, hetgeen
maakt dat in ecn heronischz drichock binnenbisectrix en correspon-—-
derende buitenhicectrix tegeldijkertijd rationaal of tegelijkertijd

irrationaal zijn., Div voligt Ttrouwzns ook ult de formules voor deze

bisectrices
. 2 T 2
Cla = W\G\C u(u 3)3 ()a =z s \/b (S b)( )’
i
dus 0np = —p2h Vs (non) (s-D) (n-c).
° i bT-c"

M2n kan ook heronische driechozlken maken met twee rationale

/]

Dan moeten tg ﬁm&: u en tg %ﬁS:V

binnenblsectricer, L.v dﬂ s3e! ﬂh’
rationaal zijn. Tevers ia dair <2 heck ©0°-la-tp  heronisch, zodat

dan automatisch de derde Hiseerthrix rationaal i1s. Dit volgt trouwens
ook weer uit de elencnieire sormules der planimetric, dle ons leren

d,d,é. - _NEe S yaiaoa)(s-b)(s-c) .

! X Y
lr)H./" 'h'/c'f ,

De "eenvoudiraie! ongelljtbenipe heronische driehoek met drie ra-
R . o C g 1
tionale bilscrirlicho winlh 7an 0H20 U= = , V= = te nemen. Dit voert
] e
tot de driehoeken (125.154,169) cn (21,125,169). De keuze us= 3"- ,

’

[201,250.2805 en (91,250,209), De "senvoudigste' ge-
lijkbenige hovonirscne drichosk vindt men ult u=v=1~. Men krijgt dan

3
de driehoek ‘4L ,05,25), In 1939 gaf J.G. van der Corput een begin-

V= % voert ot

stuk van enn “ahal wan dorzelijke drichocken,

Op analcme - ier %an men cen hevonische driehoek maken, waarin
de tPl““CLF10*S uirt ean hoekpunt rationaal zijn. Men stelle dan b.v.
tg 6«.=p tg 5p =u en gebruike Tornule (2) met t=tg & = 3p-p

U=~ , dus t = 13 1-3p

o

Als voorbeeld nemen wij p =
Men zij nu op ziin hoede, Wamens %5 » 1 1s 5« >45 dus « >9OO. Dit

houdt in dat »hij G2 »2=c ﬂﬂﬁklpe dpieboelr (H4,117,125), die bij t= %;

ol
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behoort, de buitenhoek tegenover de zijde 117 rationale trisectrices
bezit. Dan is dat echter niet het geval met de corresponderende bin-

nenhoek. Immers als-;a heronisch is, dan is 4(180°-«) = 60°- %& het
J
niet, want anders zou ook de som 1w (60 ——cx) = 60° heronisch zijn,

3% 3

dat is echter kennelijk niet het geval.

Ons voorbeeld voert dan ook tot de heronische scherphoekige
driehoek (25,39,40), waarin de BUITENtrisectrices van de hoek tegen-
over de zijde 39 rationaal zijn, nl. resp. o (zoals te verwachten
was wegens p=u) en 40,

De andere heronische driehoek die met p= %, U= 1 is te vinden,
heeft wel rationale trisectrices. Het i1s de driehoek (112,125,195);
de trisectrices naar de zijde 195 zijn hicr 70 en 2%89 . Nadere
analyse der figuur onthult hier in verband met p=u de trivialiteit
der situatie. De keuze p= %, u = %-; t = %; levert een nog kleinere
heronische driehoek (35,100,117) met rationale trisectrices 28 en
35 naar de zijde 117. Omdat bg tg p + by tg u = 45° is ook hier weer
iets biljzonders aan de hand: ecn der trisectrices is tevens hoogte-
lijn.

De pendant van dit voorbecld levert de driehoek (35,44,75) met
rationale buitentrisectrices 21 en 35 naar de zijde 44,

In het voetspoor van het voorafgaande kan men ook hcronische
driehoeken maken, waarin de trisectrices van twee hoeken alle vier
rationaal zijn. Men neme slechts tg 6u en tg 6ﬁ rationaal. Dan is
tg 63’ zeker niet rationaal, want dan zou gelden dat de som

%ot+-—p + 64’_ 30 ook een rationale tangens bezat. Er bestaan dus

geen heronlsche driehoeken met 6 rationale trisectrices. Als voor-
beeld van een driehoek met 4 rationale trisectrices nemen wij
tg 6 ; te 6/3 _9_ en vinden dan de drichoek (38308, 45375, 68921).
Men kan zo doorgaan en heronische drichoeken maken, waarvan de rech-
ten die één hoek in m en een andere hoek in n gelijke delen verdelen
rationaal zijn.

Een verdere wens zou kunnen zijn om heronische driehoeken te
maken met een of meer rationale zwaartelijnen.

Uit de welbekende formule

2 _ .22y 12 1 2, 4. 2 12
me = z(a%+b%) - g7 = 4(a+b) + H(a b) 7°
leidt men af
(m,~2a+ib)(m_+ha-3b) = m-- —(a~b)2 - s(s-c).
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Stelt men mc+ga-,b = ps, dan 1s s-c=p(m _-,a+ib).
¢ - -

Eliminatie van m, levert
2 o] ”
a(p -2p=1)+b(p“+2p=-1)+c(p+1)=0.

Overgaande op s-a, s-D en vindt men

a8
S-a 8

-C
-D 5-C
p+1  p-1

t+ o— = O,
D

Vervolgens moet men nog zorgen dat aan (3) is voldaan,

Wij zien van een verdere systematische behandeling af en vol-
staan met de opmerking dat geen heronische driehoeken met 2 ratio-
nale zwaartelljnen bestaan (hetgeen b.v. door H. Schubert is bewe-
zen).

Interessant zijn voorts de heronische vierhoeken, dat zijn vier-
hoeken die door hun diagonalen in 4 heronische driehoeken worden ver-
deeld.

Wij behandelen hier het speclale geval van de heronische koorde-
vierhoek. Laten de door dec zijden a,b,c en d onderspanncn bogen resp.
2w, 28, 2y en 2J zijn (2« +2p +2; +27 =360°). Dan moeten dus
tg ;& , tg 5 en tg sy rationaal zijn:u,v resp. w (tg 4 9=
= cot 5 (a+p+y) is het dan ook). Men vindt dan

a = 2u b = 2V c 2V 4 2X
om—y s = Ty S B F g
14+u” 1+v 14w 1+x°
met ; a : .
tg(za+is)tg(sr+ia) = 1,
dus y
U4V WX UV +VW+HUW-"]
T owx = 1 X o= .
) UV W=U =V =W
B 1 1 1 i 3 .
V. levert ussx, v= 7 W= dus x= =5 het resultaat
I:' o’

a =68, b=51,c¢c=1U40,d=75 Q=3234, e =85 =77,

waarbij e en f de diagonalen van de vierhoek voorstellen en Q het

oppervlak,

Omdat hier a+A = 900 is aLtb en ¢ Ld en e een middelli]jn.

Een "algemener" geval vindt men b.v. uit
um%,vm%,wm%,dusxw%.

Er komt de koordenvierhoek (195,125,91,315) met diagonalen 204 en

280 en oppervlakte 22848,
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Een willekeurige (al of niet heronische) vierhoelt met gehele
zijden en diagonalen is mocilijgker te vinden. Wij komen daarop later
nog terug. '

1/1j stappen thans af van de heronische driehoeken en beschouwen
nu figuren, waarin louter rationale 1ijnstukken optreden (of zo men
wil: na vermenigvuldiging met een passende factor louter gehele 1ijn-
stukken), maar niet noodzakelijk rationale oppervlakten.

Dergelijke figuren denken wij opgebouwd uit geheelzijdige drie-
hoeken, Bij zo'n driehoek is de cosinus van elke hoek volgens de
cosinusregel rationaal. Uit de formule cos ¢ = ~—~§ volgt, dat
t=tg ¢ de vierkantswortel is uit een Pationaai+t getal., Is t zelf
rationaal dan vinden wij de heronische driehoeken terug. Interessant
is in het vervolg het geval, dat t ilrrationaal is. Men kan dan
schrijven t=m\f§, waarin m rationaal is en n een quadraatvrij natuur-
1ijk getal. Dit getal n nocmen wij in navolging van Dr J.H.J. Alme-
ring de 1ndex van de figuur, resp. de optredende hoeken. Uit

sin ¢ = —-—? volgt dat de sinus der hoeken van de driehoek ook van
1+t
de gedaante kVn zijn en het oppervlak dus eveneens (k rationaal).

Men kan zich nu afvragen of, bilij gegeven n, dergelijke geheel-
zijdige figuren te construercn zijn. (Het geval dat n=1 zou zijn is
dus hierboven behandeld.)

Kennelijk krijgt men een driehoek met index n door te nemen
tg F o = t\fg, tg 5p = u\/g en dan als in het voorafgaande verder te
gaan,

Een dergelijke driehoek heeft zijden a,b en ¢ die zich verhou-
den als

£Vn +-—1: , Vn + - en (tiu)\[a + (%- % \[ﬁ,
t¥n uvn

dus als
(nt2+1)u s (nu£+1)t en ntu(t+u)+(uFt).

Een merkwaardig voorbeeld is het geval n=3, want hierbij kan
optreden een hoek w« =60° of 120° (corresponderend met t= % resp. - %).
Zo vindt men voor t= % , u = % b.v. a=7, b=8, c=5.

Natuurlijk zijn driehoeken met « =60° ook rechtstreeks te ver-
krijgen uit 82—b2+b0+02
ding. Men neme a-b=kc; a+b=(c-b)/k met positieve rationale k <1. Men

vindt dan

en wel via een eerder al voorspelde ontbin-

a:b:c:(k2+k+4):(1—k2):(2k+1).
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Opmerking: Daar a dus van de gedaante a=m" Hn+n© (n ) 3(5n)° is,

geldt voor elke priemfactor p van o dc relatie (»i) 1, dus p=lfnodb),
dus a=1 (mod 6). Omgekeerd loidt ellke dergelijke a tot een driehoek
met «=60°, Zo geeft b.v. a=1 direct b=c=1, a=7 levert “9:(b~£ﬂ)2+
43(%c)9, dus b-se=1, se=l, d.w.z. drienoek (7,5,8).

Wij kunnen nu zoelfs drtehackcn maken met louter rationale tri-
‘ tg %@’dezelfde index n heb-

ook die index n. Dus n=3. In

sectrices. Daartoe moeten tg G{x,

ben en tg(( o+ i 6}) = tg 20% 7V3

overeens teﬂm1n~ m@t het bovenstaande is de driehoek dan niet hero-

i
- R
6:

risch

Als voorbeeld nemen wij

o
MED

0. 1\ /3 s £ NG I § 1.
Y S aus L He o | .
E) () / 3) tg Et) 7'.-)3 31’13 Lg {3‘ ’kj IJ

Men vindt dan de driehoek (2197, 2401, 1254) met louter rationale
binnen- en bultentrisectrices en een rationale zijde 12%%2 van de
(kleine) driehoek van Morley.

Een driehoek met uiltsluitend rationale lijnen, die de hoeken in
vier gelijke delen verdelen bestaat niet, want daarbi] zouden de
tangenten van de achtste delen der hoeken, dus ook die van hun som
(22@0) van de gedaante rvVn zijn., Dit us wogens tg 22ﬁ=\f§—1 niet
het geval. Wel bestaan er dus craechoeken uzarin de zijden en de ge-
noemde deellljnen van binnen- en buitenhocken allemaal van de gedaan-
te p+qvwé (p en g geheel) zijn.

Daar er geen heronische drichocken zijn met twee rationale zwaar-
telijnen pogen wij nu een niet-heronische driehoek te vinden met twee
rationale zwaartell jnen,

Daartoc hebben wiy op grond van (4%) de getallen s-a, s-b en s-c
z0 te nemen dat

8-2 s-b 5~C A 8-a 3-Db S-C
v Tyt T “s CRT Ao 0

(p en q willekeurig rationaal met uiteraard -1 p, q 1. Zo levert b.v.
=-%, Q=-4 de driehoek (9,8,11) met m928§, m = 65,
Het 13 nu niet moeilijk om nog de derde relatie

]

8-a s-D §=-0
+ = 0
=1 ¥ 7 7o

op te schrijven, die ons ook nog een rationale medlaan my, garandeert
bij rationale r. De drie relaties kunnen echter slechts dan tegelijk
bestaan als hun co¥fficiéntendeterminant nul is, d.w.z. als geldt




] l 1
BT OET B
/‘ ,»i 1
(4) g Qg+l g-1 | =0
g 1 |
r-1 7 P

Na uitwerking en herleiding lkomt men tot een relatie G(p,q,r)=0, die
van de zesde graad is in p,q en r., Plxeert men b.v. r, dan moefen p
en g voldoen aan een relatic H(p,g)=0 van de vierde graad, dus (p,q)
een rationazal vunt zijn van de vlakke biquadratische kromme H(p,q)=0
in het p,q-vlak, Op deze kromme ligt het punt (0,1)(corresponderend
met s-c=0, dus a+b=c, d.w.z. met ecn "platgeslagen' driehoek, waarin
uiteraaprd alle zwaartelijnen rationaal zign), evenzo het punt (-1,0)
en het osunt (1,-1). _

Het voorbeeld p= %, g= %%, r= % voert tot de kleinste bekende
driehoek met drie rationale zwaartelijnen nl. de driehoek (85,87,68).
Men kan ook op geheel andere wijze komen tot dit resultaat.

Men weet nl, dat hm§+aez(b+c)a+(b—c)2=A. Het getal A is dus op twee
verschillende manieren te schrijven als som van quadraten en bevat
volgens de getallentheorie slechts priemfuctoren die van de gedaante
4k+1 zijn en wel tenminste twee verschillende dergelijke (of drie
gelijke). Zo levert A=5.13=65 ons b.v. b+c=8, b-c=1, a=4, 2m_=9 dus
de driehoek (8.9,7). Door nu na te gaan of ook B:(a+c)a+(a—c)2 en
Cm(a+b)2+(a-b)g van het blj A genoemde typc zijn vindt men of de ge-
vonden driehoek (A,B,C) nog meer rationale zwaartelijnen bezit.
D1t is o.a. door A. van Wijngaarden met rckenmachines ultgewerkt.
Wij zullen nu ons probleem iets gencraliseren en vragen naar

driehoeken met twee of drie rationale Stcwartlijnen., Onder een Stewart-

lijn verstaan wij de verbindingslijn van een hoekpunt van een driehoek
met een punt dat de overstoande zijde in een voorafgegeven rationale
verhouding m:n=k:(1-k) verdeelt. Het geval m=n levert automatisch een
zwaartelijn.

BiJ ons probleem behoeven de rationaal te krijgen Stewartlijnen
nlet eens uit verschillende hoekpunten te worden genomen,

Laat een 1lijn d de zijde ¢ in de verhouding m:n=k:(1-k) verde-
len. Dan heeft men ) _

daxiﬁmx)az+kb2~k(ﬂ~k)cp.

Men kan nu op twee vrljwel aequivalente wijzen verder gaan, beide
keren door ontbinding, of door d2~kb2m(1~k)(ag~kca) of door
d2+k(1—k)caa(1—k)a2+kb2 te beschouwen. Wij zullen het eerste doen en
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moeten dan het lichaam der getallen u+v V- (u,v rationaal) beschouwen
(bij het tweede had men het lichaam u+vi VI(1-k) nodig). Stel gemaks-
halve VE:W, dan volgt uit

(d+bw)(d-bw) = (1+w)(1-w)(a+cw)(a-cw)

= (a+ck+(a+c)w)(a+clk-(a+c)w)

dat de toegevoegd irrationale getallen

a+ck+(a+c)w a+ck-(a+c)w

d+bw en d-bw
elkaars reciproke moeten z%Jn. Stel het cerste u+vw, dan is het twee-
E%VW = u-vwi dys ug—v2w2=1. Heeft men dus eerst de diophantische
vergelijking u”-v =1 ropolost, dan vindt men verder
atck+(a+c)w = (utvu)(d+bu),
dus at+ck = du+bvk, a+c=bu+dv.

Eliminatie van d geeft
a(u-v)-btc(u-kv) = 0.
De getallen u en v, die hierbij optreden en die moeten voldoen aan

- r2
u¥vk=1 dus aan U;“ - u¥% (=z) blijken van de gedaante u= £§i5 )
V= ~%E—~te zijn, zodat ons eliminatileresultaat luidt z -k

z =K

a(z2—22+k) + b(k-z2)+o(zg~22k+k) = 0,

Eist men de rationaliteit van een Stewartlijn naar de zijde a met
deelverhouding h:(1-h) dan vindt men op analoge wijze (met rationale X)

a(x2—2xh+h) + b(x2-2x+h) + c(h—xg) = 0.

Een derde Stewartlijn, die de zijde b in de verhouding j:(1-j) ver-
deelt voert tot een relatie
a(3-y%) + b(y“-2yj+j) + c(y“-2y+3) = 0
met rationale y.
De drie homogene lineaire relaties tussen de zijden a,b en ¢ zijn
slechts vervuld als de rationale getallen x,y en z voldoen aan D=0,
waarin D de coéfficiéntendeterminant dier vergelijkingen 1s. Na randen

en omwerken vindt men

-2 ‘| 1
°th xh  x <
X+ o
P(X:Y.sz) = 2 o ) = 0,
NANR! vy NS
22+k Z 22 zk

Het geval h=j=k=% (van een driehoek met drie rationale zwaartelijnen)
dat wij al eerder noemden in (4) is hieruit terug te vinden,

Het onderzoek naar rationale punten op het oppervlak P(x,y,z)=0
en een verdere reductie van dat probleem is uitgewerkt door J.H.J.
Almering.
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WiJ gaan nog even in op het probleem om een willekeurige ge-
heelzi jdige vierhoek te vinden, waarvan de diagonalen elkaar in
rationale stukken verdelen. Onafhankelijk van het voorafgaande
gaan wij als volgt te werk, Laat de cosinus van de hoek der diago-
nalen (die elkaar in stukken p en s resp. qenor verdelen) gelijk
zijn aan k.

In de driehoek (d,p,q) is de cosinus van de hoek (p,q) gelijk
aan k., Men heeft dan

d2 = p2+q2—2qu = (p—qk)2 + qg(ﬂ-kz).

Dus "
d+p-ak = q(1-k%) /¢
d-p+ak = tq.
Derhalve 5 ¢
2p-2ak = q(1-k“)/t - q
dus D _ 1-k-+2kt-t°
a 2t
Evenzo
s (o]
D A-k°-2ku-u® g 1-ko-2kv-v® r _ A-k“+2kw-u"
r 2u 7 s T 2V *s T oW

De overigens willekeurig te kiezen parameters t,u,v en w hebben dus
te voldoen aan
w(ﬂ—k£+2kt—t2) _ v(1—k2—2ku~u2)

£(1-k"+2kmw-w=)  u(1-k°-2kv-v")

Kiest men b.v. t en w, dan moeten u en v voldoen aan een betrekking
)
F(u,v):v(ﬂ—kg—Qku—u“) = Au(ﬂ—kz—Zkv-vg)

graad in het (u,v)-vlak.

= 0, een kromme van de derde

Er zijn diverse procédé's om rationale punten (u,v) op de door
F(u,v)=0 bepaalde cubische kromme te vinden (vgl. J.H.J. Almering).

Verder geven wij nog een enkel voorbeeld van zeer speciale ir-
rationale lijnstukken. Zo interessgeert het ons om in een driehoek
een rechte a=$(¢§—1) te vinden (dit om een eenvoudige manier van
constructie van de regelmatige tienhoek te geven).

Z0o heeft a te voldoen ag+a-1=0, dus aan a2+a+1=2, d.w.z. a
treedt op in de driehoek (a,1, V2) met een hoek van 120°, d.w.z. de
driehoek gevormd door de zijden van de regelmatige 4 6-en 10-hoek

heeft een hoek van 1200.
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Een ander voorbeeld geeft ons de constructie van a via een
Stewartlijn. Het blijkt dat in de driehoek met zijden 1,\f§ en 2
de Stewartlijn met lengte V} naar de zijde 1 deze zijde juist ver-
deelt in de stukken a en 1-a.

Tenslotte geven wij nog enige driehoeken "onder de 12" met di-
verse bijzonderheden (hierbij stellen h,d,e,t en m resp. voor een
hoogtelijn, binnenbisectrix, buitenbisectrix, trisectrix en mediaan;
de hoek tegenover de zijde met lengte n noemen wij An):

(1,1,1) A = 60°

(2,3,4) c; =6

(3,4,5) A. = 90° enz

(4,5,6) A6 = 21\4, do = jBQ

(5,5,6) he = 4

(3,5,7) A = 120°; d- = 185_

(4,7,7) m, = 4

(6,7,7) Mo = 5%

(5,5,8) hg = 3

(3,7,8) Ay = Go°

(5,7,8) A7 = 60°

(6,7,8) d, = 6

(4,7,9) Mg = 35

(3,8,9) ey = 24

(7,8,9) mg = 7 -
(3,8,10) Ao= 3Ag; t,q = 2 resp. =
(5,9,10) my = 65

(6,7,11)  m = 3%

(8,8,11) t,.=6

(8,9,11)  my = 8, m, = 63
(9,10,11) my = 9}
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