TN

MATHENMATTSCH CRMPRUM Reooo: W oan ,
c . port 2%, 1%40-00%.
2e Beerhaavestraat 46, ° ! g “3

dme terdam- 0.

Abstracte, algebraicche_systemen.

Veordracht door W, Peremens in de serie actualiteiten, 28 lMei 1949,

Inleiding.

De ebetracte algecbra is oorspronkelijk ontstaan uit een exiovo..
tisering van de operaties der klessieke =lgebra, Zo ontstonden Qe
licheemstheorie, de ringtheorie en de groepentheorie, Deze axioma-
tigering geschiedde enerzijds uit overwégingen ven stijlzuiverhela
doordat in de exioma's vastgelegd wordt, wet als "algebrairch® be-
schouwd mag worden, wdrden de bewijsvoeringen van eventuele "niet-
algebraische" redeneringen beviijd en wordt tevens bepsild, welke
resulteten wel en welke niet tot de algebra gerekend mogen worden;
anderzljds echter ter generalisatie: de theorie geldt voor ieder
gysteem, dat ~an de axioma's voldoet en niet alleen voor de getal-
systemen, waercp van ouds de algebra werd toegepast. Het stelsel.
dat het meest sansluit bij de klaseieke algebra is dat van de li-
chasmsexioma's, ,
| Langzamerhand is men de algebra steeds verder gaan uitbreideu
en genersliseren, Hierbij vallen nu twee principieel verschillende
richtingeri te onderscheiden: 19 Aan de begrippen van een bekend
systeeu worden rieuwe bvegrippen met bijbehorende axioma's toegevoegd.
Hierdoor worden begrippen en resultaten "algebraisch" gemeskt, die
dat voordien niet weren, Bekende voorbeelden- zijn de invoering der
begriporen "ordening" en ‘"waerdering" in de lichasmstheorie, wasrdocy:
perfectisering en limieten hun intree in de algebrs deden.

20 Het exiomestelsel van een bekend systeem wordt ingekrompen of
verzwalkt en dserdoor de klasse van beschouwde systemen vergroot,
Cnder deze categorie vallen natuurlijk, als men uitgaat ven de
lichea:zmstheorie, de ring- en groepentheorie, maar er zijn legio
andere voorbeelden, Een hierbij vaak optredende methode is, dat men
bekende resultaten uit een of andere theorie probeert.te behouden
(eventueel na enige wijziging) in een systeem met zwakkere condi-
ties. Een bekend voorbeeld hiervan is de structuurtheorie van Wedder-
burn (10) voor hypercomplexe sysiemen, die verruimd werd tot een
structuurtheorie voor ringen met zekere bijeondities, waarbij deze
laatete langzemerhand steeds verder zijn verzwakt. v

We zullen ons hier tot het geval 2° beperken en wel zullen we
twee voorbeelden behandelen van bekende stellingen uit de elemen-
taire groepentheorie, die geldig blijven in meer omvettcnde sysberisr
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Dit is ten eerste de theorie van de homomorfie er de normele onder—
groepen met de stellingen die samenhangen met die van Jordan-H@lder,
en ten tweede de theorie der directe proiuctennmet als doel de stel-
lingen veun Remek-Schmidt, Als inleiding daartoe geven we eerst en-
kele heschouwingen over een dusdenig begrip algebraisch gysteem als
veor onze dozleinden het meest;préctiscn is. '

§ 1. Algemene begripven en eigenschappen, -

Yen Griekse letter stelt een eindig of transfiniet ordegetal
voor, Een op een verzameling gedefinieerde T -airve operstor
O(ao,a1,..... B¢ se..)y O7< T is een functie die 2an een willekeue
rize rij van C niet noodzakelijk verschillende elementen uit de
verzeieling een element van die verzameling toevoegt.,
ken formule gevormd uit zekere operatoren Oy 01,..; Oé'...., £<5/¢
ven een verzemeling V wordt bepaald door de volgende eisen:
1° ce elementen van V zijn formules;

29 ols Lys Dyseee Le oo G?:t(é ) formules zijn, dan is ook
0g(L sLysees I ....)een formule;

30 de verzameling der formules is de Xleinste die aan 1° en 2° vol=-
doet,

In een formule komen dus slechis eindig veel operatoren voor!

Een algebra is een verzameling, wa rin bepaslde elementen els vaste
elementen €1 €450y 83 en (A< V) uitgeZonderd zijn, en wasrvij
en stel operatoren O€ ({<yu) gegeven is, zo dat voldasn is aan een
stelsel axioma's & , Ays... Ag coo. { < T}, die de vorm hebben van.’
gelijlheden ven formules, waarbij in de operatoren, die in die for=-
mules optreden als argumenten deels veranderiijken, deels vaglte ele=-
menven ven de algebra staan, We zeggen dsv aan een axioma voldaan
ig, als bij iederec willekeurige substitutie van elementen van de
algebra voor de verenderlijken de gelijkheid tussen twee elementen
der algebra, die zo oantstaat, vervula is.

‘Deze definitie 1lijkt zeer algemeen, masr door de eis dat een
operator voor alle argumentwasrden in de elgebre gedefiniecerd moet
zijn en det de axioma's de vorm van gelijkheden moeten hebben, vol-
doen de gewone lichasmsaxioma's niet aan bovenstaande eisen (uit-
zonderingspositie van de nul bij deling).

Een deelverzameling B van een algebra A heet een deelslgebra
(of subzlgebra) als de verzameling eeu algebra is t,0.v. de zelfde
aperatoren als A, Noodzekelijk en voldcende dasrvarr is, dat de veste
elementen tot B behoren en met een asntal elementen ook het opers-
torbeeld, In formule uvitgedrukt: o

-

e\ & B
a,by-..éB "—> O'S(a’bB"") EB
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De geldigheid der sxioma's volgt uit die in A,
le beschouwen nu een systeem met één binaire operator T(a,b)=sb
(product) en stellen de volgende eisent

I (ab) ¢ = a (be)

II ax =b, ya = b bezitten één en slechts één oplossing,

Een systeem dat aan I voldeoet, heet een halfgroen (of semigroep},
één dat aan II veldoet cen quesigroeps één dat aan I en II voldos®
een groep, De eis I is een axiowe in boververmelde zing we tcuay
nu aan det IT vervangen kan worden door een stelsel dergelijke ax:ic.-
me's., We noemen de oplossing van P(z,x)= b & Dr{a,b) (rechisdeling
en ven P(y,a) = b 3 D1(b,a) (linksdelirg). Dat het een oplossing is.
betekents P{a, Dr(a,b))= Tt en P(Di(b,2), a) = b. Omdat de oplossin:
eenduidig is, volgt uit P{e,r) = Pla, Dr(a, P(a,t))), dat |

b =Dr(a, »(a,b)) is en evenzo blijkt b = DL(P (b,a),a). We stellex
nu de volgende vier eaxioma's cp:

(A)s P(a, Dr(a,b))= b
(B): P(D1(v,a),a) =Y
(C)s Dr (a, P(a,b)= b
(D): D1 (P(v,a),a)=D

Nu zijn (A) - (D) aequivalent met II, Dat uit II het stelsel (L)-

(D) volzt, zagenwe al, Feem nu =2an, dat (A)-(D) vervuld is. Dav ...
P(=,x)="b oplosbasr is, is duidelijk, went volgens (i) voldoetd
vr(e,0), Vet er slechts den oploscing is, bewijst men alse volgt:
vtel 4% P(a,e)= b, dan is volgens [5):

Dr(a,b)= Dr (a, Fla,2))= c,
Bvenzo behandelt men P{y,a)= Db,

In een aslgebra /i met een bireire operator P heet een even-
tuele oplossing van P(2,x)= a een rechtseenheid. van P(y,a) = a
een linkseenheid., Als er een gemeenschappelijke oploscsing is wveor
alle vergelijkingen P{e,x) = a met willekeurige 2 & A, dan heet
deze een rechtséén en anvloogeen linkséén, Een element, det zowel
linke- als rechtséen is, heet een €én. Al deze begrippen zijn ten
opzichte van de operator P,

In een quasigroep bahcort bij iedere a één en slechts één
rechtseenheid en evenzo linkseenheid, Er is dus hoogstens één
rechtséén (evenzo linkséén), Bevat een guasigroep zowel linkséén
als rechtséén, dan zijn deze aan elkaar gelijks

2t
— - .
yJ =Y

i

a Xx = & voor alle a, dus y X
y‘ a - a “ . " a’ ) it y' X

fl
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D35 is dus de één, Eer quasigroep met $én heet in de Amerikaanse
liternhyor een 5999 (lebtteriijks 1us).

Voor de voorwszarGe IL Tesheat nog een wijze van uitdrukkihg,
Cie in scunige geveller zekere voordzlen biedt, Tefiniser functies
fa(x) en ga(x) door de detfinitiess

fa(x) = 8 X
é’d(y> = X 3

dan is voorwasarde II juist zecuivalent met de bewering, dat deze
functices eeneenduidigs afbeeldingen ven de verzaan¢rg op zichzelf

i -

Zijhe

e leiden nog eens (A) (D) uit desme eis van ez2neenduidigheid op af,
owdat dit vecor de axiome's (C) en (D) misschien een natuurlijker
afleiding gzeft,

Gageven is dug 3dat

i ( ) = Pla.x)
{.a( x) = Flx,a)

eeneenduidige afbeeldingen op zijn, Uit op alleen volzt dat leder

element © Peeld ven f_ iz, d2% er dus ©vij b een origineel te vinden

?
s, Doet men voor iedere b een keuze Gun ontsvaat een functie
fm(x) = Dr(a.x), Blijkbaar is dan:.
[
I
o ‘- o
.1.3‘ fa' \D) = b
of Pla, Dr(a,b))= b, Uit g (L)

Uit de eeneenduidigheid volgs nu ook cmiekeerds:
o=
ta

of Dr{a. ?(a.9))="n . Dit is {C)

fe(b) = h

dznaloog voor (B) en (D). De aflaiding toont “nidelijk de betekenis
ven de symmesrie van de formules (A) en (C) (rasp. (B) en (D) ).

§ 2. tomomoriie.
Eea homcomorfie is een afheclding van een algebra A op een an-

3 Q. . : ,
dere algebra AL': a' = 17(a), nodat met de vasbte elemenven van A

-

crresponderen en hev

(@]

de overeenkomstige vasie clsmenten ven A
beeld van een operaicr gelijk is aarn de overee nkomSulge operator

3

itgeocfend op G Leelden:

R G '
e AT ’\'( e)\\
, .
| ,
0 (De),0n) = 20 (ay.uni))
3 3

Een eeneenduidige homcworfies hect een isomorlic,
Met een homomorfie A -+ A' corresypordeert (zoals trouwens met
jedere afbeelding) een klasse-indeling ven A, n.l. in klassen van
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elementen, die hetzelfde :eeld hebben: a=Db, als Ha) = ’L%(b)

(reflexiviteit, symmetrie en transiviteit volgenuit de ovsreenkom-
stige eigenschappen van de gelijkheid in A'), We noemen de klassen
K(a), det is de klasse die a bevat, Dus K(a)= K(b), ale.S(a)= < (b).
We kunmen nu de verzameling der klassen weer tot een algebta maken
door de volgende definities van vasts elemen’en B, en operstoren (Os:

/
E/\ ::K(e/'\)
O% (K(a)’.-t'):: K(Ué (8"‘...) )
De definitie van de vaste elementen is gerechtvaardigd omdat bij
verschillende ey en e, ook verschillende klassen behoren (ver-

schillende elementen in LY), en die vande operatoren, omdat als
K(2) = K(8)y0.., duwoz, H(a)= D(5),... dan geldt:

«9(05 (2y00.))= Oé' (%(a),...) = O':;‘ (H(E),...)= 193(05 (B5..4))
dus : ‘

,I{(o§(a""))= K(0 g (B2,...)),

en de definitie is onafhankelijk van de keuze van de elementen in
de klessen, Aan de axioma's van een algebra is nu ook voldean., Laat
een axioma zijns | ' |

Oé(OrL 'Qo.ltn(a,o-.n-) oou.oo):: Oé (on'o(b,bao.).‘--)
met eindig veel operatoren, dan is door inductie in te zier, dat
geldbe ‘

0 (0 vovw (K(2),ei)uen )= K(0g (0 vnvn(aynn) i)
en.Oé(oaoQO(K(b)QQOQQQ-o)o'bQ)= I{(Og (coocn.oo(b’ono)o'ooc>)5

En dus is:

Oé(o,u.;(K(a),.......)....):OC CUTNC<¢) S PRI

Als in het oorspronkelijke axioma ergens een ep optreedt, komt in
het nieuwe axioma automatisch op dezelfde placts E, te staan.
Nu ie deze nieuwe algsbra K{A) isoworf met A' op grond van de af-
beelding v, met de definities

0 (K(a)= %%(a).
Deze definitie is gerechtvaardigd, want als K(a)= X(a)is, is
ey =E), dus

0 (kK(a))= 06 (K(2a))

Verder isg

e = P(en )= 0 (K(en))= 0 (Bn)



.
en o'é (o (K(a)),..’.)f ,5 («9(a),0. =N (0g(2,...))= 0 (K(oé(a,,)’));

=0 (0s (E(a),...)).

.

Tenslotte is de afbz2elding 0 eencenduidlig, want uivs

o~

Dnar ieder homomorf beeld vean A dus isomorf is met ecn klacse~ine
delingselgebra K(A) van A, kunnen we ons tot de laatebe beperkén\en
voorse homomorfietheorie slechts éérn algebra 4 gebruiken. De afbeel-
ding is den a--x¥(z2),

Nu 1s omgekeerd de vrcag, welke kleste-indelingen tot een met
A homomorfe algedrs aanlezdlng geven. Cegeven is dus een klasse-
indeling K(a); vorm de afbeelding - q(a) = K(a), Er moeten dus ope=-
rztoren voor XK(2) kunnen gedefinieerd worden volgens de formules

Oé (1{(5‘)7.—-)72 I{(Of(a1nvo)>o

Noodzekelijk hiervoor is, det uil K(a) = ) lgt ,A(oé\c,...))z

K(Oé (by...)), d.w.z2. 218 men in een operec e argumenten telkens

it
h fal}

vervengt door elementen uit eenzelfdle klasse; dan P1lijft het resule-
azt ook in dezelfde klagse., Dit is echier ook voldoernce.mits de
= K(Q) ) alle verschillend zijn. Aan de sxioma's is voldean,
Weit doof-eindig vask toepasssen van de derlinltie vindt men voor
formuless
O (evnnn(B(E) y o) e )= K (O (areii(Briiii ) vend))

O CUORUIN €4 D P DUND B I R SO PR s )
Als dus ]

O{ (evvenol@rune)ennaaa) 0¢ (nees(Dyeinee)eoenns)
aan iSK(O

{('nnno(a-"nchq).oo-o:)) :K(O’;(1¢-oo(b’oocu).-oo!))

en dus _
Of(oeeee(B(B)eeva)aena) = 0 (ouea(Z(D)eeie)oanna)e

Verier ie de efbeelding een homomorfie, want: '
Oé ('Lq(é)o'-. Oé (T\(a)1000)= I((Oé (.E‘.”'.)):"Z%(Oé (a'"'v‘))

en Eng = K(sy)= S’e~ .

De stellingen van de groepentheorie over homomorfie berusten
op de begrippen normale oundergroep en nevenklasse d.v,z, de klasse=
indeling vanecn groep . is z0, dat één der klassen een ondergroep
J{ is en een willekeurige klasse K(a) kan WordeF voorgesteld als
aH(6e verzemeling der elementen eh met h cdl) of alsa.
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We stellen nu aan de algebra A eerst de eis, det ledere klag-
se-indelingsalgebra een xlasce bevat, die deelalgebra is, Nu is
gpeciazal de identieke afbcnlding een homomorfie; de bijbehorende
klessze-indeling is die warzrhlij lecdere klasse één 2leoment bevat,

Voor deze Llasue-indeling Juzd’s de eis dus, dat de algebra een dec .-

algebra bevet, die it &ér olemeornt bentast, Noemen we 31t slemen”

@
(‘\

€, den bekekent dit volgens de eis voor eein deslalgohros

\’é (»7\,9,,..3.,,,,) = €

duw.z, e is idempotent $.5.v. alle opcretoren, .

Deze eis is au echber 0ok voldoende, Stel dat de z2lgebra één
en slechts één vast elomens % Levet an verder o.m, d2 volgende
axioma's:

( 2 Y —
O \e . -~ 'u»rae l.’kl",‘ﬂ} ~~e é(/’““'.\

AR o ' )
(Bet is niet strikt noodzalel 15X, dat deze gelijkheden onder de

¢ de exioma’s afgeleid kunnen
worden), Gan bevat iedere bij sen homomorfie behorcuds ¥lsnsg—ine
ebr2 iz or w2l Ae klasse K(eo), die

exioma's voorkomen, sls @2 meor uid

deling een klasse, Gie deelalg

&
het alewent 2 Tevel  slevrven» _,r_;:g'f("i‘bg
Oé (K(eo)ﬁ K(‘?O))*'O ‘E:(eo)n-lc)= K(Oé (eo’eO"'iGO"')ll

i(ey)

en de Xlesse Z(e ) is iudcrcdzed idemmotent.

O

We noemen ecn deelalgsbre W, die als K(eq) bil] een homcmorfie kan
v
optreden, sen norwmele Jdeelelyebra, Ock noemern we N wel de kern van

~indelingsalgebra die bij N hoort de

b
)
o Y
(v

=3

-4
W
"‘)

de homomorfie er
factoralgerra 4/N.

Aan de¢ eisen van een algebra met geen of één vest element ig
steeds te voldcen doorew: uit é4n element e bestasnde a2lgebra E
(cat element is dan eventuecl Tevens het vaste element). als we
veststellen dat e idempotent is t.0.v, alle operatoren., leder axio-
me krijgt dan nl. de vorm ¢ = e, Bovendier is E steeds homomorf
beeld ven e=n willekecurige dergelijkxe algebre, op grond vende af-

beelding a) = e, Immers eventusel is
e —-é%(s,)
w
' . '(:,L s g
el S‘Geeds 19 O'f.{’vi \l_a)gc-,.a)'—_; O'q( (eyega-oen.'.):; :'*(’l)(éka,.-o))

De bijbehorende ¥lasse-indeling is die, wasrbij A voor zichzelf
¢én lasegs vormh.
Om nit Ge enslogie met ds groeventheorie voort te kunnsn zeithe
nemen we a=n, G2t v onder de operatoren een vinaire opcrator
'@

P(e,b) voorkomt, als na voor iedere homomarfie van & et klaszse-
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indeling K(a) en kern N = K(e ) geldt, dat K(a) = P(a,N)= P(N,2)
(we verstaan onder P(a,K) weer de verzemeling van alle P(a,n) met
ng N en anzloog in alle andere dergelijke gevallen), dan kunnen we
dit eallereerst toepassen op de identieke isomorfie, wacrbij N= e
is. Dan wordt hets

0

a = P(a,eo) = P(eo,a)

dus het vagte element e, 1s gen t.o.v. P, _

Nemen we nu de homomorfe afbeelding ov E, wasrbij N = A is, dan

wvordt het
: A = P(a;4) = »(4A,2)

d.w.z, de functies
fa(x) = P(a,x)
g, (%) = P(x,2)

l

zijn zfbeeldingen van A op zichzelf voor iedere a €A,

Deze voorwaarden zijn dus nocdzakelijk. Het asangeven van noodzake-
lijke en voldoende voorwaarden is niet eenvoudig (zie voor kwes-
ties die met deze verwant zijn: Bruck (4), Hausmana & Ore (5),
Murdoch (7) ). Voldoende is echter in ieder geval dat fa(x) en
ga(x) eeneenduidig zijn, d.w,z. dat er operatoren Dr(a,b) en
D1(a,b) bestaan, die aan de eisen (&) = (D) uit § 1 voldoen,

Ve homomorfie-eis is voardeze beide operatoren automatisch vervuld,
als hij voor P vervuld is, immers als a —a'y, b — b', ¢ —>¢c' en
" Dr(s,b) =c, d.w.z. P(a,c) = b, dan volgt dearuit P(a',c')= b' en
dan ook Dr(a',b')= Dr(a', P(a',c') )= ¢', Evenzo voor D1,
Nu geldt in ieder gevalvoarde verzameling L = P(a,N) dat L < K(a).
Dus: _

¥ =Dr (a, P(a,N) )= Dr (2,L) ¢ Dr (a,K(a) )
Het laatste 1id ligt in één klasse, die blijkbaar N moet zijn (in-
derdaad is Dr(a,a) = eo). Dus is

Dr(a,L) = Dr (a,K(a) )
P(a, Dr(a,L) )= P(a, Dr(a, K(a) )

I; =K(a) .

Bvenzo voor P(N,a).

Zo zijn we gekomen tot de theorie van een loop met operatoren
Hiervoor kunnen de bekende homomorfie-eigenschappen van de groepen
theorie, die leiden tot de stellingen van Jordan-Hdlder met de
generalisaties van Schreier en Zassenhaus (zie Zessenhaus (11)) af=-
geleid worden, Dit is te vinden bij Albert (2) en Baer (3). Baer
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sluit zich neuw aan bij het :groepsntheoretische bewijs, Zijn grond-
gefachtc is, steeds de norma¥e declloops te keraktoriseren els
kernen van homomo.}*fieé’n1 €n gecn zebruik te meken ven de in de
grxpentileoric gebruikelijke karaklcrizering: a W = N a{kij wijkt

0p één pleats ven 1it Joor hem zeif geformuleerde principe af, n.l,
in zijn lemme 1 van § 2; dav is echter heel eenveudig te verhelped, .
Op die wijze lukt nef op verrassend eenvoudige wijze nct gebruik
van de associatieve wigeneschap %e vermijden. Um een idee te geven

. van de gedachtengang reproluzeren we het bewijs van de eerste iso~
morfiestelling.
. Allerecrst een algemene opmerking over algebre's., De doorsnede van

/o willekeurig veel dselalgebra's ven een algebra A is weer een alge-
~ Dbra, Teem’s men sen willeke urige deelverzeneling V van een algebhra
& den is de verzaweling ven de deelalgebra’s Jie V Lovebten niet
leeg (immsrs A hevat V), sn de doorsnedes daarvan is weer een deel~
.algebras de kleingste decelalgenra die V bevat. We noeuen deze de

door V voorigebrechte elzebra (V) , :
Hulpstellings Als S een normele Jcelloop ven een loop L is en T
een deelloop van I dan is $~T een normales déelloop van T .

Bewijst Er is een Lomcmorfic A van L met S als kern, Past men den:
toe op T,duen is de kern SAT, |

Stellings Als de loop L veortgebracht wordt door de deelloop © e
Te L = {* TF en 8 is novmwel in L dan is { = P(3,T7) en

!' !

-
P(S.T yﬁ is iscnor? mst S3AT,

£,
~ Bewiljss: Beschouw ecn homoumorfie §lvan L met S als kern, dan is
blijikbasr AL = j*;s 1) = {33, P90 = &1y dan bij icdere x € &
is een t € 1, zodus Ox =v %, aug is x = P{s,%) dus
Lo P(5.7) 1 . «
., maar uitersard is dus L = P(S,T) .
| B{g,1) o L “
Dat ST normaal is in T volgt nit de hulpstelling. L =2n T hebben
hetzcifde nowmoworfe beeld J = L =T t,.0. v.(% en Aornnﬂ resp,
S en SN, Hierniy volgt dot J JsOmOfF is mowel met - ‘?’T\/S als net
- T/Snm° deze zijn dnz ook ono"rLlag isomor?,

De bahauueling il Albert (2) Levust op een Leel anlcre ge-
dachve ., die inlteressant genoeg is om bier in helt oot weergeweven

te worden, _

Bij ecn Wiliekéurige verzemeling V vormen alle eencenduidize
afveeliingen ven ¥ oy 'zicnzeld (pernvtaties van V) ceen groep g;,
alsg men het produet wan twes vpermutatics definieerd sly do pé}mum

S

trvee percwtaties na elkaar vit te vou -

. .
:‘1-\’.'!41

tatie, die ortgteat coor de
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Yeemt men nu als verzameling een guasigroep I, dan zijn de afbeel-
dingen T (A) = P(a,xz) en &, (x) = Pix,a) permutaties, Dez¢ brengen
eon ondor groep Ji V4L££lvoor+ In het geval dat L een loop is, is
deze verwantscha) tussen T enj% zesr vruchtbaar,omdat er een cor-
vespoadeniic bestaat tussen de normale declloops van I en de nor-
male ondergroepen vanf%f, op grond van de volgende stelling (zie
Albert (1)) |
Jlcdere normsle deelloop van een loop is de becldverzameling van e
%.0.v, een normele ondergroep . van Jfen omgekeerd.

liet behulp hierven kan net onderzoek tot dat van groepen !
teruggebracht worden, Het enige nadeel is, dat de groepentheorie
voorondersteld vordt hetgeen bij Bacr niet het geval is, ’

§ 2. Directe_producten.

Onder een (uitwendig) direct product A x B van twee algebra's
A (met vaste elementen el en operaloren Qé) en B{met vaste elemen-
ten e;' en operatoren Ok') verstaan we de verzameling van de ge-
ordende parens
(a,b) met ag A. be B,

met als vaste elementen €i'' = (el , el')
en als operatoren O ( (ao, b ), (a1,b1)....)=(O£(ao,a1....),

3 0
Oé‘(bo, ’b,“....) )

det is duidelijk dat A x B dan ook een 2lgebra is, d.w.z. aan de- .
zelide axioma's voldoet, 1n de groepentheorie corresgondeert met

dit directe product een opbouw van het product uit QfﬁVfgd{oren, iwi
met dien verstande, dat A x B cndergroepen K en B bevat die iso-

morf zijn met resp. A en B op grond van de toevoeging resp,

a —»(a,e) en b—> (e,b), zodanig da’ ieder element van A x B een-
duidig te schrijven is als product van een element van X en één van

3 op gromd van de relatie (a,b) = (a,e)(e,b).

Leten we dit proberen over te brengen op een algebra A, Stel dat

voor een vast element e'' van B de verzameling (a,e'')(ae A) een
deeldlgebra is, dan volgt uits

Oé" ( (ao’ e, (31; e")yueiad)= (Oé (ao’ a1....),02'(e?',e",,,)

dat OZ‘(e",e",..,) = e'' is; dus e'' is idempotent. Evenzo een
idempotent element e' in A, Verder nemen we in overeenstemming met
de groepentheorie het bestaan aan van een binaire operator P(a,b),

zo dat (a,b)= Pla,e''), (e',b)) = (P(a,e’), P(e":b))

dus a = P(a,e')
= P(e",b)

b
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We moeten dus van het id<mpotente element e eisen dat het éen
t.0.v, P ig, Deze eisen die ncadgekelijk zijn om het uit de groe-
pentheorie bekende begrip diréct product tc kunnen delinitren zijn
nu ecater ook voldoende om de uit de elementaire groepeuatheorie
bekende et ell$n@ﬂ1 over directe procducten inclusief dc ctelllbh¢
ven Remak en Schmidt (zic L:nsk (8) en Schwidt (U3 oo bowiiren.

DG algebra bevat dus o,m, een vasy clemant ¢, en o.m, 20N OSSrOL
P(e,b) en o.m, de volgende aviom='as

P(a,e) = a
Pl(e,2) = a
Og(e’efct,ﬁein¢') = e
(of deze gelijkheden zijn uit de axioma's af te leiden),
e kunnen dan een vegrip "inwendig direct product" als volgt defi-

) . / .
nitren (zie Jonsson & Tarski (6)):

A heet het inwendigs 'directe product van twee deelalgebrats B en C
alg voor ledere a€ A geldt:
a = P(b.c) met b€B, ce

en er Verdér geldte
als 4, bzéB; C4s Co&€C en P(b,l, C’l) = P (b2, 02), den iss
b1 = b2 er 01‘= Cos
a.ls b,‘, bzg B, Cys CoE c, dan is:
‘P(P(b1: 01); P(bzx 02) ) = P(P(b1vb2); P(C1:02) )s

als bé,

Oé (f(boa CO)’ P(b1s 61)....) = P(og(bov b1’-'-)9 05(00:C1-‘-)>4

b1...;éfien c Cyq +.+.€C, dan is3

O’

.

Het uitwendige directe product wordt gedefinieerd door paarvorming
alg boven,

Nu geldt echter de volgende

Stelling: Als A, B an C algebra's zijn (A met enkelvoudig, B met
dubbel en C met arievoudig gnaccewtueerde operatoren), dan is nodig
en voldoende opdat A igomor? is met B x C(uitwendig direct produut/~
dat er deelalgeorais K en § van A bestaan, zodat 4 inwendig direet
product van B en G is en I3 isomorf B en T isomorf C is,

Bewijas ° Noodzakelijgs Laat 4 isomorf 3 x G zijn, Beschouw dan de
isomorfe afbeelding19*van B x C op A en de deelverczamelirgen B vor
A bestaande uit {%(b", e") (b willekeurig in B) en € bpestasnl:
uitia(e", e") (e'™ willekeurig in c¢). Dat B en T leelalgehra's

van A zijn.dat A inwendig direct product van B en T iz 2n dat B
1somcrf met B en € isomorf met C is, is zeer eervoud! 5 G bewiiven
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°. Voldoende. Nu is gegeven dat A inwendig direct gg@jg

is en dat B isomorf met B en T isomorf met C is. Vo
nitwendige directe product van E‘en'ﬁ, dan ‘is eenvoudig
lat 4 daarmee isomori is, en dus is A ook isomerf met h@%
dige directe product B x C van B en C, Y \
hiervan uitgaande kan mu de theorie verder opgebouwd worden §§ia
 Tdasson & Tarski(6)). De opbouw is echter wel nog essenticel geeome
nliceerder dan in de groepentheorie omdat ‘de begrippen centrum en
certrale isomorfie, die in de theorie vam Remak en Schmidt een 2o
belangrijke rol spelen, niet onmiddellijk gegeneréliseerd kunﬁ&ﬁ
worden, Het lukt echter toch met wat meer moeite deze begrippen 2o
te Cefinieren dat ze voor de directe producten dezelfde plaats kun-
nen innemen, als ze dat in de groepentheorie deden, Evenals bij de .
~ nomomorfietheorie is het dan ook hier gelukt de associativita&% gaagwj
‘heel uit te schakelen, - '

cam
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