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1.n1.~.i~1_:1:i:.tg. 

De ab1::.tracte algdbra is oors:pronkelijk ontstaan uit een exi0/'J• 

tisering van de operaties der kl2.ssieke elgebre ..• Zo ontstonden d•.: 
licba.smr:::tbeorie, de ringtbeorie en de groepentbeorie. IJeze axioma­

tise:rii:1g geschiedde enerzijds ui t ove:rwegingen van stij lzuiverhe id 

doorde~ in de axioma•s vastgelegd wordt, wat als "algebrei~ch" be­
schouwd ma.g worden, warden de bewijsvoeringen van eventuele 1'.niet--­
algebra,ische" redeneringen bev:r ijd en vwrdt tevens bepe.c.-ld, wel)rn 
resultaten wel en welke niet tot de algebra gerekend mogen warden; 

anderzijds echter ter generalisatie: de theorie geldt voor ieder 
systeem, dat ~an de axioma's voldoet en niet alleen voor de_getal­
systemen, waarop van ouds de algebra werd toegepast. Bet stelsel~ 
dat bet meest aansluit bij de klasBieke algebra is dat van deli­
cbaamss,xioma' s. 

Langzamerhand is men de a.lgebra steeds verder gaan ui tbre j_df-.u 

en generaliseren. Hierb ij vallen nu twee pr inc ipieel ve;r-schillend f, 

richtingen te onderscheiden: 1° Aan de begrippen van een bekend 

systee1i1 worden r.i0uv1e bef;rippen met bi,jbehorende axioma• s toegevoegc,. 

Hierdoor worden begrippen en resultaten "algebraisch" gemaakt, difi 

dat voordien niet vrn:ce:1. Bekende voorbeelden zijn de invoering :1.o:.· 
begripJen 11 ordening" en "vra.e.rdeting 11 in de lichaamstheorie, we.a.rd.r1c.1: 

perf'ectisering en limieten bun intree in de algebra deden. 
2° Bet s,:;domastelsel van een bekend systeem wordt ingekrompen of 
verzwakt en dae.rdoor de klasse van beschouv-rde systemen vergroot .. 
Cnder deze categorie vallen natuurlijk, als men uitgaat van d.e 
licha~~IBtheorie, de ring- en groepentheorie, maar er zijn legio 
and ere voorbeelden. Een hierbij vaak optredende methode is, d.e,t men 
bekende resultaten uit een of andere theorie probeert.te behouden 
(eventueel na enige wijziging) in een systeem met zwakkere condi­
ties. Een bekend voorbeeld hiervan is de structuurtheorie van WeJder-• 
burn (10) voor hypercomplexe sys·Gemen, die ver_:ruimd werd tot een 

structuurtheorie voor ringen met zekere bijcqndities, waarbij dezo 
laatete langzamerha.nd steeds verder zijn V$rzwakt. 

We zullen ons bier tot bet geval 2° beperken en wel zullen w2 
twee voorbeelden behandelen vnn bekende stellingen u,i t de elemen-• 

taire groepentheorie, die geldig blijven in meer omvatt0nde syet2o~r 
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Di t is ten ee:.r.Bte de theorie van de homomorf ie er. dG .normale onder­

eroepen met de r3tellingen die se..1m.rnha.nge.n met die van Jordan-Holder, 

en ten tweede de theori9 der directe jroiucten,met als doel de stel­

lingen van R0ma:c.,f3ch:n.:i.dt • .Als inleiding daB.rtoe geve.n ·we eerst en­

kale beschouwingen over een dusdanig begrip algebraisch systeem ala 
• l . 

voor o.nze a.o~lelnden bet me est pract isch is. 

§ 1 • A.Jg en~_pe b §.B!.t12.?1:E-'2.!.L6_,ig~_!ll!_C_Q§:PP..£'E.. 

Den Griekse letter stelt een eindig of transfiniet ordegetal 

voor. Een op een verzameling geclefin::.eerde ~-aire OJ2,e:ra~to!: 

0 (a0 , a 1 , • • • • • a..,. • ~ .• ) , C;' < r: ia een fc .. L1ct ie die aa.n een willel-rnu­

r i3e rij van ~ ~iet noodzakelijk verschillende elemcnten uit de 

verze,meling een element van die verzameling toevoegt. 

Een f.,9_r..IQ:_uJ_e_ gevor-md ui t zekere operato!'en 0 0 , o1 , ••• 04- ••.• , { <r 
rlan E;en verzameling V word t bepaald door de volgende eisen: 

1° de elementen van V zijn formules; 

2° e,lB L0 , L1 , • • • LG" ••. G"' < I: ( ~ ) formulE;s zij n, dan is ook. 

O~(L0 ,L1 , ••• Lv •••• )een formnle; 

3 ° de verzameling der formules · is de l;:leinste die aan 1 ° en 2° vol-
doet, 

In een formule komen dus slecbts eindig veel operatoren voor! 

Een ?:J.g__e}?_l"?: is een verzameling, WEFrin bepaald.e elementen e.ls !§.ll3E 
elementen e 0 , e 1 , •• , e;\ ..•• (;\< Y) l,.itgezonde:r.d zijn, enwaaroij_ 

en ste 1 operatoren O ( ( ~ <;t.) gegev ;.;n is, zo d.at voldaa,n is aan een 
stols0l a::riomat s A , A-1, ... A.f ••• , ( f < 77:), die de vo:cm hebben van: 

0 I 

gelijkt1ecJen ven formules; waarbij i.r. de opert..toren, die in die for-

muler:3 optreden als argt.1menten a.eels n.::ra.;:1d~.:irl.i;jken, duels v:1-ste ele­

men"ben V8,n de algebrc:, staan. We zeggeu da·t s.au een axio:.na Yoldaan 

io, a.ls bij iedero willekeurige sulJEJtitu.tis van elementen van. de 

algebra voor de veranderlijken dA gelijkheid tussen twee elementen 

der cJ.gel)ra, die zo ontstaat, ve::..~vu.la. is~ 

Deze definitie lijld zee:i:- .al.gemcan, mae,r door de eis dat een 

opere:l;or voor alle argumentwaa:r.deu in de £.lgebr8. gedef irj.ieerd moet 

zijn en det de axioma's d.e -.,orm vnn gE",lijE..beden moeten hebbsn, vol­

doen de gewone lichaamsaxiom3.' s niet aan bovenstaancl.e eisen (uit­

zonderingspositie van de nul bij deltng). 

Een deelverzameling B van een e,lgebra A heet een di~L~1?)-$eJ?.!'.~ 

(of sLJ,ba.lgebrn.) als de verzameling ee:.1 algebra is t.o.v. c1e zelfde 

opers:toren als A. Noodzr.Jrnlijk en voldcende daiST."'1,:iar· is, dht de ·1re.s'te 

elementen tot B behoren en met een aantal elomcnten ook het opera-

to:r.-be8ld. In formule tJ.itgec.rnkti 
e,,, 6 B 

a,b, •.• eB ➔ Ot(a,b~···) EB 
~ 
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De geldigheid der axioma 1 s volgt uit die in A. 

We bescbouwen nu een systeem met een binaire operator l'( a, b) ::ab 
(product) en stellen de volgende eisen: 

I (ab) C = a (be) 

II ax= b, ya= b bezitten ~cin en slechts ,~n oplossing. 
Een systeem dat. aan I voldoet, heet een halfgroe12, ( of semigroel)) 1 

~~n dat aan II v0ldoet oen quasigroep; ~~n dat aan I en II voldoet 

een .§£!2~.J.?..• De eis I is een axio1cEi. in l)cver,;errc1eld.o zini we tc.tE'J 

nu aan de.t II vervangen kan worden door een stelsel dergelijke aJdc•~ 

ma's. We noemen de opJ_0ssing van P(a,x)= b : Dr(a,b) (rechtsdelj_ne;) 

en van P(y, e.) = b ; D 1 (b, a) ( linlrndelirg). Dat bet een oplossing is. 

betekent: P(e., Dr(a,b))= c en F(Ll(b,a), a) = b. Omdat de oploss:it;,> 

eenduidig io~ vo1gt uit P(a,Jb) = P(a, Dr(a, P(a,c))) ~ dat 

b = Dr(a, l'(afh)) ie en evGrH,'.O blijkt b = Dl(P (b ,a) ,a)• We stelle::: 
nu de volgende vier axioma's cp: 

(A): P(a, Dr(a~b))= b 

(B): P(Dl(b ,a) ,a) ~: b 

(C): Dr (a, P(a,b)~ b 
(D): Dl (P(b,a),a):::. b 

Nu zijn (A) - (D) aequivalent met II. Dat uit II hat stelsel (A)­
(D) vol.3t, zagenVi;B nl., Neem nu '?,an, dat (A)-(D) veTvuld iL. :Os·l: r:. .. 
:t>("".,X)= b oplosbasr is, is duide:1,_ijk, want voleens (A) voJ.doe"t 
~~(&,b). Dat 8r elecbts ~~n oploscing is, be~ijst meD elE volgt~ 
.::.,tel cl, ·t l)(a,c) == b, c.an jJ3 volgens f:'.J) ~ 

Dr(a,b)= D~ (a, f(ai~))= c, 

Evenzo behandelt L1€-U J:(~-,F~)= b. 

In een algebra~ met een binaire operator P beet een even­

tuele OP.lessing van P(2.,::c)= a een r~~hi~~.Ehe_!g_ .. van P(;y,a) = a 

een linkseenheid • .A.ls er een gemeensche:ppelijke oplossing is vcor 
alle vergeli,jkingen J?(a,x) = a met willek0urige a 6. As dan beet 

deze een rechtseen en an~.loogeen link.seen. Een element, d2.t zowel ------------· -----
links- als rechtseen if:J, heet een ~!l• .Al deze begrippen zijn ten 
opzichte van de opere.to::.:.~ .P. 

In een quasigroap b2.hoort bij iedere a een en slecbts ~~n 

rechtseenheid en evenzo linkseenbeid. Er is dus hoogstens e~n 
rechtseen (evenzo lj_nksee.n), Beva.t een quasigroep zor1el lint.seen 

als recbtseon, dan zj_jn deze a.an elkaar gelijk: 

a X 

ya 

= f..t, VOO::' 

-- a " 

alle a, dus y x = x} 
fl a, II y X == y ~x = y • 



D1.t is dus d.e een .. Een q_uasigroep met aen beet in de Amerikae.nse 

1 :i.t0rf)·h;,·.,,1._i.:- een 1' ~.C!.?J( ( lr. tt 1.n· l lj kt :i.us) t, 

Voor de voor~2nrd~ ~I bee~eat nog een wijze van uitdrukking, 

~io i~ BcLlm~ge gev~llec z&ke~e v~o~tslen biedt. refinieer functies 
fa(x) en ga(x) doo~ de d~l~uitiee~ 

f..,(x) = 
C•, . 

D' (X\ __ 
t::-a, ~ ·/ 

a X 

X a, 

dan is voorwaardc II jL1ist 2.eo.uJv:::1..Lent met de bewering, dat doze 

fnncties eeneenduidj£ afbeelc'UngF;n "!E . .n de verzameJ.ir:g Q.P. zichzel:f 
Zijn~ 

We leiden nog eens (A)-(D) uit de~e eis van e~neenduidigbeid op af, 
m;td.2,t d tt vcor de axio,r.8. 1 s ( C) en (D) n:isrJcbirJn een natuurlijker 
afleiding gseft 1 

Geeeven ia d~E dat 

eeneenduidige afbeeldingen 
element b be9ld ~.··an f i2, a 

op z.ijn~ alleen vol3t dat ieder 
een origineel te vinden 

is, Doet 11:,en ·,,,oor i0dere b :2r.:n kei:tzEJ · c:2.n c.:1tstaat f.:en funot i0 
--1( \ ( ) f,. X) = ] r 'a~ X • Bl i j kb 9.ar i E" d an~ . 
c. .., 

c f·•- I I•, ) 1-,. 
.J. . r \ 0 :::, IJ 

G, i:;J, 

"f. pr,., 1·,r(a 1J1) b ·.- .. ii- ~q t/1) -- \P-f .J.J c•,,, l == • JJ~., _,_ ,J.'. ,, 

of D.i.t is (C) 

Aa11aloog voor (i1) 0n (IJ). Ile G:f:'.le_.;_dir.ig to"Jn-li ~uidelijk de betekenis 

~_rs,n de syrnrr.0-!irie VEHJ de for11m.l 1JS (.11.J en (C) (:i.:-2-np~ (B) en (D) ) .. 

§ 2. I n • ~icmomor:.:: ie. 
Ee.a .b..omomox·f iG is een af".Jeelding v-nn een algebra A op een an-

0 1 , J A dere algebra A': a' _ ~ ,~aJ, ZJ~3t m0·~ de raste elamancen van 
ue overeenkorr1st ige \TFJStE 2::.sr.12r/..;en 'ieJ1 L · .:rn:::res:9onde:-en er. het 

beeld van ee~ op8ratcr gelijk is ahn do overeenkomstige operator 

uitG80ofcnd op d2 beelden: 
I C . -,~ ,-, -- . ,i..,r o.._ ~ ~ I -· /. • \ ~ J'\ . 

I 

0~ 
;:, 

( '!~ ( 13.) ' ••• ) = .;), ( 0 t (a.' ... ' ) ) 
) 

Een eeneenduidige homoQorfie beot e8n j~omorfic. 
lv10t een hcmomorf ie A -4 .A' cor::. .. 2sror..d.eo:.c t ( zoals tro1:iwens met 

iedere afbeelding) een klasse-inc:eling ve,n li., n. l .. in klassen van 
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,-,J.ementen, die hetzelfde :Jeeld hebbeh: a :b, ale iY'(a) ::;: ... /:;(b) 

(refiexiri tei t, symmetrie ex, transivitei t volgen u:tt de overeenkom-~ 

stige eigenschappen van de gelijkheid in A'). We noemen de klassen 
K( a), de:I; is de klasse die a be vat. Dus· K( a)= K(b) , als ,9( a)= ,t,q) ( b J _ 

We :.mnnen nu de verzameling der klassen weer tot een algebra maksri 

door de volgena.e d.ef:ini~ -f_gs va.n v-:1'::"t3 e1emen~en F.h en operB,toren O O t ,, ~ 

E71 = K(e/\) 

OS (K(a), •.•. )= K(O~ (a, •.• )) 

De definitie van de vaste elem~nten is gerechtvaardigd madat bij 

versobillende e;i en e 11, ook verschillende klasE:ien beberen (ver­

sohill.ende element en in A'), en die van de operatoren, omdat als 

K(a) = K(a), ••• , d.w.z. #(a)= -9(a) 1 ••• dan geldt: 

.-9(0~ (a, ••• ))= OJ (--z9i(a), ••• ) = 0~ (--9i(a), ••• )= ~(04 (a; ••• )) 

dus 

K(U((a, ••• ))= K(O( (a, ... )), 

en de definitie is onafha.nkolijk van de keuze va,n de elementen in 

de kl2,sl':ien. Aan de e,xioma' s van een algebra is nu ook voldaan. Laat 
een 2,xioma zijn: 

O~(O'l, ••.•.. (a, •.... ) .....• )= 0( ( ••.. (b, •••• ) •••• ) 

met eindig veel operatoren, dan is door inductie in te ziex~, dat 

geldt: 

0~(07, ••.• (K(a), •••• ) ••.. )= K(O~ (O'l •••. (a, •.. ) ••••• )) 

en O < (. ... • ( K(b) , ••••••• ) •••• ) = K ( 0 ~ ( ••••••• ( b , ••• ) ••••• ) ) • 

En dus is: 

0~(07,,•••(K(a), ...•••. ) ••.• )= 0¢ ( ••.••• (K(b) ••.• ) ...... ). 

Als i.n bet oorspronkelijke a:x:ioma ergens een e.:\ optreedt, tomt in 

bet nieuwe axioma automatisch op dezelfde placts E;\ te staan. 

Nu is deze nieuwe alg~:bra l((A) ismwrf met A' op grond van de af­

be8ld in6 ~, met de definitie: 

G (K(a)= -8,(a). 

:iJeze definitie is gerechtv:aardigd, want als K(a)= K(a)is, is 

#(a) =,A(~), dus 

Q (X(a))= G (K(a)) 

Verd.er is 
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en 0~ (G (K(s.)) : .. ~)= 0~ <-i?-{a)., ... )~-8-(o~(a,. •• ))= Q (K(O~(e ••• )))= 

.:; ~ ((J4 (K(a), ••• ) ) • 

'l1enslotte 1· s de ,.,_.f.b··~"'·ld.ing " u -" '<'I een0eri:111il'lJr;, 

volgt 
en 

(·,rc,jJ·) J' 
\ .. \.. .,. 

J)::,&,r ieder homomorf 'o~e1,j ·"an A a·,s 1· .,o,,,.,orf 1· c et 11 ·n - - v ..,, . :: .H • ,_; m , een c ae:se-1 -
Jelingselgebra K(A) van A, kunnen wa oDB tot de laatete beperken eL 
~ruoTr~B hm:10morfiet1Jeorie slechto eer: c',lgebra A gebruiken. De afbeel­
d ::.11g is dc:.n a-➔ K( s.). 

Nu is om.;ekeerd de vre.ag, weJk::; kleste-indelingen tot een w.et 
\ . 

A homomorfe alge~ra aanleiding geven. Gegeven is dus een klasse-
inc~.eling K(a)i \'"Orm de afbeelding -0(a) ;::; K(a). Er moeten dus ope­
r:::coren voor K( 'J.) kunnen gedefinieerd vrorc..en volgens de formula~ 

0~ (K(a.),.°")= K(Of(ap .• )). 

Noodz2.kelijk hiervoor is, det u.i.J.; K(a) = J((.c) volgt iK(O~ (2., ••• ) )::: 

K(O~ (b, ••• )), d .. w.z. e.J.s men ::.r:i eer.i o:;,2e·cc . .,.ior d~ 2tr6nmeu-ten telken!S 

verv2.ngt door element en ui t eel~ze]_fc.e klaE se ~ dan blijft het resul­

tast ook in dezelfde klaese. D~t is echte~ ook ~·oldoenter~its de 
:a::~.= K(n)_) alle verscblller.id zijn. Aai1 de e,xioma 1 s is ~rolda.an, 
yra.nt door e ind ig vaak toepasse:-:: •1a.n d:2 rJ oi j_~);.*; j_e vinc.-'c men voor 
for,nula:s: 

0 ~ ( ••••.• ( K( 2,) , •••• ) •• ~ • ) =-= K ( 0,; ( • , ••• ( e, r ••• , • ) •••• , ) ) 

0( ( •••••• (K(b)~ .... ) •••• )-=. ~C (C;L,,.~(b, .•••• ).~ ••• )) 

Als .d1.1s 

Ot ( •...... (e., •... ) •••••• )-= 0~ Cc••··(b, ••••• ) •••••• ) 

d an i s · ( ( , . ) , ( ) ) ) .K ( 0 ( , • • . . . a , • • • • J • • • • • ) = K ( 0 ~ , ,. • • • • b , • • • • • • • • , 

en dus 
O{( ••••• (K(a.) •••• ) •••• )::: 0~ ( ••• ~(K(b) •••• ) ••••• ). 

VerCer is de efbeelding een homomorfie, want~ . 

O ~ ( ~ ( e'.) 0 ••• ) = O ~ (!c ( a) u .. ) = K ( 0 f ( e.. • • • ) ) = -A ( 0 ~ ( es , .... ) ) 

en E ~ = K( ':l-") = ,(Ji ( e ~1 ) • 

De stellingen van de groepentheorie over homomorfie berusten 
op de begripp0n normale ondergroep en nevenklasse d .. ~v.z. de klasse ... 

indeling van eon groep f is zo 1 dat e'en de-.." klass~n een ondergroep 

cl{. is en een willekeurige klasse K(a) kan worden voo::r.3E:steld als 

aJf.(a.e verzameling der elementen ah met h ~ Jl) o:e als J{4. 
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lie stel le.n nu aan do algebra A ee:ret de eie, de.t iedere kla.s­
se-indelingsalgebt-a een }f,lafrne bevat, die deel_algeb:ra is. Nu is 

S?eciaal de identieke afbi~lding een homomorfieJ de bijbehorende 
lcle.s;3e--i.ndeli.ng is die wa.~:r1)ij j_ec-:ere klasse een ,3l0me.nt bevat. 

eis dns ~ 

1:-;e r.taBt, 

dat de algebr~ een de0~­

Noemen we c.::.t slemer:.,.; 

Voor deze klaEb-2.-,1..n,J.0ling luli-'.; de 

algebra be"1n1:t, di.e ti.it eer: .__~1e~:.~r.t 

e, dan betaken~ dit volgena do eis voor ee1~ de~l.algcl,rr..u 

O{ (e,e, •••• e~.,·••) :e: e 

d .·w. z. e is .~2-.E:!llEO'~-~pt t. G. ~- , ri l le 0rcrn.toron •. 

Deze eis i,s nu e~hte:t 00k voldoonde,. Stel d~t de algf'bra P-en 
en slechts een vaat el•:.'nv~r.r!,: r.~ 0 1.)eve,t nn verder o.m. dz ,,olgende 
a:xioma•s: 

O ~ ( ec !· 2 ., ~ ,, • ~ • e _ , ., • .,. • ) =-= e. 0 
', • I. V ~ -/-''" ~ ' ' .., 

(Be:t is .ni.e"ii st1•ik-c .nool~rz-eJ~elj_~~{, da-t deze geJ.ij 1.c:;eden onder de 

e.xioma' s 1100:ckome.n, &.lE; z9 me.Gr u.i·i; de e,xioma ts afgeleid kunnen 
worde.n), da..n bcnrat :i.erlere b!j een homomorfie beco:;:·c11i·a klP.r-~o-in­

deling een klasee, die deAlalg8br~ is o~ ~~1 ~e klaese K(e 0 )• dte 
bet ~ leir.e ~-,:l-: ::s , 0 ·7' v, :- l" . ,, ·i f;-.·v·c- "):!'.' !!.~ 1 ii-~; 

..... .. 

0~ (K(e 0 ), K(e 0 ), ••• K(e 0 ).;;c)= K(O~ (e0 ,e0 , ••• e0 .~)\ 

K(e0 ) 

en de kle.sse K(e 0 ) is i.uctc:c(:~.e.d idem"9otent. 

'".ffe noemen een deela.lg-2brr.:.. i'T, tlie als K(e 0 ) bij een homcmorfie kan 

o;>''lireden, efJn n9.I:T±-J..P~ J.eele .. ltfJbra. Ook noemer.. we ir wel · de ~-~ ve.n 
de homomorf ie en d -2 1rJ.f3.fifjc;•-Jnde 1 i.ngsa.lgebr a die b ij N hoo:r.t de 

~f_~~:t<2.~~J.6££~i-~ J:../N • 
Aan d-a oisen ~ran een a.lgebro. met geen of een vast eleme.nt iH 

steeds te voldcen door e:x,1 ui t cen elernsnt e bes-'Gaande algebra E 

(dat elsment is dan s ven.tue,:,J. "'Gevens bet var3·i;e eleme11t) ~ als we 

ve.ststellen dat e idempotE;rit ts t. o ~ \T. alle opera·tore.n,. Ieder axio­

me. ltrijgt dan nl. de vorm o == e. Bo~rendieL is E steeds bomomorf 
beeld ven e~n willekourj.ge da~gelij~e alg~br~, op gro~d van deaf­

beelding --t..<7-.(a.) · •. e., Imm.e::cs c,\r6.n'bu.eel is 

, · , , t 0--, ') ) n • ( ) n( 0 1 a ) ) en s·Geeds 1s l-t,.,""..,,,_a ,., .• , :-: ..,<;, e~e;1 ••• e ..... :::: e :-:i,,-i <' , .•• 
De b ijbebo~e.l'.lde kle,.r,3.ae-i:ldeling is di.e, wae.rbij A voor zichzelf 

e en .:c.J.ae. S -3 701~rr:t • 
Om nil G.(.;, 1j • .c.£i,J.06 ie met d,2 gro.spentheorie voo:rt ·lie kunne.n zo·t t,2.:. 

- t :t d ..._,..r 0 "'"·1"\1• 0 r ""'en ,"'l.;,..,,..i ... e o•,-,r~rator pemen we 8.8n, 0.9., f.;~t ona2r .e 0.1::••J G.t\', v,l v ... .1. ... ,0..1..1, Jjv - , 

'P(a,b) voorkomt._ Als .:-ii.l vo:J!.' ierls:i:·0 boJ.T.i.Omcrfie "tTSl.ll -.A i.r.o"t kJ.asf..le-• 



indeling K(a) en kern N = K(e 0 ) geldt, dat K(a) = P(a,N)= P(N,a) 
(we verstaan onder P(a,N) weer de verzemeling van alle P(a,n) met 
nE N en ane.loog i.n alle a.ndere dergelij ke gevo.llen), dan kunnen we 

d it allereerst toepassen op de ide.nt ielrn 5_somo:.--f ie, wa.c.rb ij N= e 0 

is. Dan wordt het: 

a= P(a,e 0 ) = ~(e 0 ,a) 

dus het vaste element e 0 is een t.o.v. P. 
lilemen ·we nu de homornorfe afbeelding 0:9 E, wa2.rbij N = A is, oan 
vrnrd t bet 

A= P(a,A) = ~(A,a) 

d.w.z. de functies 
P(a,x) 
P(x,a) 

zijn 2fbeeldingen van A .Q.E. zicbzelf voor iedere a EA. 

Deze voorwaarden zijh dus noodzakelijk. Bet aangeven van noodzake­
lijke en voldoende voorwaarden is niet eenvoudig (zie voor kwes­
ties die met deze verwant zijn: Bruck (4), Hausman.l & Ore (5), 

Murdoch (7) ). Voldoende is echter in ieder geval dat fa(x) ~n 
ga(x) eeneenduidig zijn, d.w.z. dater operatoren Dr(a,o} en 
Dl(a,b) bestaan, die aan de eisen (A) - (D) uit § 1 volGoen. 

:iJe homomorfie-eis is voordeze beide operatoren automatisoh vervuld, 
als hij \Toor 7> vervuld is, immere ale a -.>a' , b ~ b' ; c ~ c' en 
Dr(a,b) = c, d.w.z. P(a,c) = b, dan volgt daaruit P(a',c')= b' en 
dan ook JJr(a' ,b 1 )= Ilr(a' 1 P(a' ,c') )= d'. Evenzo voor :01. 
Nu gelc1t in ieder geval voarde verzameling L = P(a,N) dat L c:; K(a). 

Dus: 
N = Dr (a, P(a,N) )=== Dr (a,L) c. Dr (a,K(a) ) 

Bet laatste lid ligt in een klasse, die blijkba,ar N moet zijn (in­
derdaad is Dr(a,a) = e0 ). Dus is 

Dr(a,L) = Dr (a,K(a) ) 

P(a, Dr(a,L) )= P(a, Dr(a, K(a) ) 

L = K(a) • 

Evenzo voor P(N,a). 
Zo zijn we gekomen tot de theorie van een loop met operatoren 

Hiervoor kunnen de bekende bomomorfie-eigenschapp0n van de groepen 
theorie, die leiden tot de stellingen van Jorjan-Bcilder met de 
genera.lisaties van Schreier en Z,assenhaus (zie Za.ssenhaus (11)) af .. , 
geleid warden. Dit is te vinden bij Albert (2) en Baer (3). Baer 



sluit zicb nauw aan bij bet ·,groepentheoretische bewijs. Zijn grond­
ger1acl1-rc ls, steeds de norma1:e de<.' tloops te karaktoriseren als 

1-rnrnen van hom.o··,.o:rf iee'n? r..u -~eon '.~elJruik to mak.en ve.n ~1e in de 
g r<£.·, .. Jent~.1eor-i(~ r:1c,br11il 1 · · 1 - ' 1 • • 1-r 1r ff ... ·· "jkt -- o' ·"'--..:e.~J.JK.e· Y:.'3rD.K.,.0r12cr1.ng: a-~= ~ n, ~1.J wi 

op 0en plr.ats ve.n 3.ir J.oc:r. hem· zeJf gofornm.leerde prinoip'J af, n,l, 

in. zijn le:aun.e. ·1 7a.n § 2, Ja·;; ii:; ec:bter heel ee-n-.;c1J.dig tie verhelpr..ff.). 

Op die vrij ze ln:d hGt Oil 'TeJ'.'rE.82end een•.1·oua. ige 111.j zo hot gsbruik 

vs.n u.e assooiatie,,e it:1-genechap ~:;€ ·,:rerm1jd211. Jm een idee te geve11 

van de gedacbteng'.?.ng rE=·pr<;J,u,~erexJ r1e bet bewijs van de eerste iso­
morf :Lestelli.ng ~ 

Allere 0r:;;J"G nen al2;em.e.ne opm.e:-:king over algebra's. De doorsnede van 

willekeur ig v0el c1.0ole.'1..gBl"'r2. • 3 ve,,.n een algebra .A. is vree:r een alge ..... 

bra* :i5fee1i.rt me11 r~E:n hi1lekcu::-..~i€:i=: cJ.eeJ.v0rze.-rneling 7 va.i.1 een c.lgebra 

A dan is de ·1rerze;rnelJng '!an d.e d.5r.:lalgeb:ra' fj C.l.f; V "..iov-2:~ten niet 

leeg ( irn.msrs .'\ be\·at V), :.m de c1.~otsned2 0.11.arva.n is weer een deel-

·<Algebra: de kJ.einst 1;:7 dE:elalge-oJ..~e. die V bevat. We noe:,1.en deze de 

doo::- V v·oor·i;~e°IJ1'FJ1t-:t2 91_ '2'ebra fv J • 
-· I;. 

tt_L'Q..Jt~~~JJ_i.qgi· Als S een noI'!l1c.l€ joel.J oop va~1 een looJJ L is en T 

een deelloop ~:'1n :i~ r'.te..u ie 8 r~T een norm~l0 deelloop van T • 

. :g_~!!,:!:_j_.§,~ Er is eeiJ hcmcmorfio Bvan L me·b Sale kE.;::n. Past men de;-J~· 

toe op ~r ,d:.;:r 1s de kern S r: I:~ 

?.~.e .. l.~J86i Als de l0oi) l: vcortgr/0racht wordt door de cl.eelloop S € ·:1 

m. L {snit e·, 0 -=-- '"0°~,,-~~ -=r: L d"'n i·s {~ T} P(~ 111 ) en .I.'<>. = L j-'-.; -•~ U .L,:; .. 1 .• 1.l.l;J,c..J.. ;. , J 1,,.r;;. :_,, = .,,,,,.J.._ , 
p ( 8 ~ '1.1 ).r.s J' "" i O ,....f.l('lr .·> rn - ,. . r.L, ,: .;< r·1 T1 . 

/ 1 .... , •••• r-;, 1,.,1 . • .J.,. c, -..J J l,. 1 , 1 

~-~v}j.J!: Bescho,lW esr:. :1'Jrno·.n.orf ie [}. \ra.n L · met S als kern, ds.n is 
blijk:Ja.s.r ,EJ,L -==·~-l-.{Ji/11 J := 1-·t.":•;s~ }J~J = /J-.T; dan l:ij iu1ere x e. .i.:, 
. , .,:;; ,, ., · n '). '- • · 1)' J) d 
l.S een 'G l.,.... 1:} 7,QC,l.:l.C ·(''>X =11·~, OlJ.S l.S X::: ,s, • ns 

. •: maar ui t eraa!'d is 
i1 c P(S _.T) ) 

~dus L = P(S,T) • 
P io m) ,... L J \.u,J.. -~. 

De:t D '" '1: norr:1aal is in T ·-.ro}gt uJ.t de hulpdtelling, L ·211 T hebben 

he"bz0ifde ~1omori.10rfc beeld J. =- -8,ii ,.._,,9-.T t,:o.v. i1'> o.n ~o-:,;nen resp. 
T1i ,.:;, ~1 ' 

S en Sf\ '.r,, Eierui:; •r-.:: lgt c.ut J ison:orf :i.s ~owe 1 met ·· \.•· > 1 /8 a.ls r.1<c't 
T/Sn~; deze zijn du~ ook oa6s~ling isomorfm 

I ,, 1 -1 1 · ' · · . l' . ',..) Je u(: .18.!.h,t: ':;..~:f., G l~ :', ,.)e-CT- t_ r!. ~2~Qst op eun ~e~l enlcre go-

t e ·irnrd e.c I> 

.Bi~ 03n ·gilie}~inrlge -,rr;r?.snKJli:.:.g V vo:rmen allf; E:er.o8nd.uidi6 f; 
t' 

a.ftieel•J.ingr.;~'J. 7'2 .. "J \: rJ:; 'z,ien~3E".lf (perr.1~.t9t·:.efJ van V) . oen groer Lt,, 
. ~ 

e.ls nen h•]t p'1..';Jd1Jc"; *.oa.n t·t1e0 ·pe:·mnta:'.;ics dei'i1U.ct0 r.·~ eJ.G dJ p/J:-.n-l-~ 
ta:liie, dio or.tstaa-t c::.io-r (it'' "tv:~e .rerc.iuria~ies n3 oJ.J.:e.r~:.~ Llit tG 'f:)(..c 

l' -.;,~ .t ,'- I 
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l\Tc:e1:rc me11 nu als verzameling een q_uasigroep L, dan zijn de afbeel­

rJ tne:;cn fa (x) := P( a, x) en g,.., ( x) ~ P( x, a) permutat ies ~ Deze brengen 
'LR (; '"' , 

(;_'Yi or.:iclergroep vi va~ j.,, voort. In b0t gcval dat L een loop is, is 

Je~G ,-3ryira.n-t-s0hap tnnse~1 L enJ/ zes:r vru.chtbaar,omdat er een cor­

~2Gfo~e0ntio bostaat ~usson de ~ormale de8lloops van Len de nor­
,1:nJ.e onC:er-groopen van ✓Yt) op grond var.; de v·olgende stell.ing ( zie 
.A lb ert (1 )h 

led ere norms.le deelloop ve.n een loop is 0.e be3ld verzameling van e 
~.;~o.v. ee.:.1 norme.10 ondergroepr,/~van :J[el1 omgekeerd. 

Met behulp hierven kan het ond8rzoek tot dat van groepen 

teruggebracht wo~den. Het enige nadeel is, dat de groepentheorie 
~oorondersteld wdrdt, hetgeen bij Baor biet bet geval is. 

§ 2. D ii-·~gJ:i3_ ;pro§ uc.t~_g. 

Onder een (uitwendig) direct product Ax B van twee algebra's 
A Cnet vaste element en e~ en opere:!;oron OJ) en B (met vaste elemen­

t en e{' en operatoren Of) verstaan we de verzameling van de ge­
o:rdende paren: 

(a, b) met a~ A: b 1: B, 
metals vaste elementen ~~• 1 = (e~, e~•) 

en als operatoren 0~" ( (a0 , b 0 ) , (a1 !b1 ) ••.. )=(Oi (a0 ,a1 •••• ), 

Ok'(bo, b1····) ). 

Het is duidelijk dat Ax B dan ook een algebra is, d.w.z. aan de­
ze:fde axioma's voldoet. In de groe~entbeorie corresQqndeert met 

,~ e Q.~ 
dit directe product een opbouw van hgt product uit ziJ.nv:f:ac~oren, 

met dien verstande, dat Ax B ondergroepen I en ff bevat die iso­

morf zijn met resp. A en Bop grand van de toevoeging resp. 

a-...;>(a,e) en b-::)- (e,b), zodanig dat ieder element van Ax Been­

duidig te scbrijven is als product van eon element van i en ~~n van 
:cl op grond van de relatie (ajb) = (a,e).(e,b). 

Laten we dit proberen ·over te brengen op een algebra A. Stel dat 

voor een vast element e" van B d.e verza,meling (a,e")(aE:.A) een 

deelalgebra is, dan volgt uit: 

. . 

O~" ( (a0 , e"), (a1 , e11 ), ••••• )= (OJ (a0 , a 1 •••• ),0~'(e'',e'', .• ). 

dB,t Or ( e" , e II , • ., ) = e 1 t is, dus e" is !i~E.£.:t.ent. '.Evenzo een 

idempotent element e' in A. Verder nemen we in overeenstemming met 
de groepentheorie het bestaan aan van een binaire operator P(a,b), 

zo dB,t (a,b)= P((a,e' '), (e' ,b)) = (P(a,e'), P(e' t ,b)) 

dus a= P(a,e') 

b = P(e'',b) 
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vv'0 mocten dus van het idcm"OOtente element e aison dat bet .¢_~ 
t.o.v. P is. Dezo eisen di~ ~coi:1.~;ft.kelijJ< zijn om bet uit de groe ... 

pei-rcbeorte bel:ende begrip dir~ct; prodnc-1; to kL1nnen defin1tren z1;ir. 

nu echter ook voldoende om de uit de elementaire groepeLtheoria 
belrnnde stellingen 011er d iroct0 pro6u.C'-t::~rn inclL1sief do stelli;:.P-> 'J 

van Remak en Schmidt. (~1.:; I.c-,'1'-3,k (8) en Sch:r.!dt ('/S· tc; b-:r;;·l;"•~·1J. 
I 

Do algebra. beva.t dus o.m. een vas· .. 0J0.vn_,r:_,,r.i; e> en o.m .. '.71-:sn o:;.(;r:::-,,,~.-·~ 
P(a,b) tin o.m. ~e volgend8 axiom2'~' 

P(a,e) = a 
P(e,a) = a 

o1(o,e:••·e, ••• ) = e 

(of deze gelijkh0den zijn uit de axioma·•s af te leiden),. 

"de kunnen C:.an een ·o~grip 11 ir.1vve.1.1jig direct producttt als volgt deti­

nH:.'.ron ( zie JomJso.n & ~earsl(j_ ( 6)): 

A heet bet inwend i13e 'directe product van twee deelalgebra' s B en C 
als voor iedere a€ A geldt: 

a = J? ( b ~ c ) met b e B , c e:: C 

en er verder g0ldt: 

als b1, b2 e B, C1, c2 a C 

b 1 = b 2 en 

als b1' b2 E. B; 01' C2c C' 

P(P(b1 , c1), F.(b 2, 

en 

e1 

dan 

02) 

P(b1 , c1) = p (b2' 

- C ~ - 2' 

is: 

) = P(P(b1 ,b 2), 

als b 0 , b 1 •••• c B en c 0 , c1 •.•. eC, dan is: 

c2), de.n is: 

P(c1 ,c 2) ) ' 

Bet uit,1endi3e directe product wordt gedefinieerd door paarvormi£g 
al::-: boven, 

Nu geldt ed:iter de volgena.e 

~J~~l.1J.:.gg.~ Als A, B an C alg~bra's zijn (A met enkelV-OLldig, B met 
dub11sl en C met d:ri,jvoudig g0accerd:;ueerd.e operatoren), de.n is nodi.g 

en voldoende opd2i.t A i00ri1orf is met B x C(uitwendig direct product\ 

dat er 0.eela.lg0ort:1- 1 s :H en 0 'Ian ...\ bentaan, zodat A inwe.~dig direct 

product van TI an 6 is en 3 ioomorf Ben C isomorf C is~ 

~e•rrJJf)1° J'I.2..q_<i~§-1{_~]:_jjfS~ 19,fat .i~ Lrnmorf :3 X C zij.r... B3SJh0UW dan (JfJ 

isomo:-fe a:fbeelding -v-:J, ,ran :S :x: C op .A en de deelvers2.melir.gen 13 ·1/"Jr. 
A bestaande ui t '°1(b' t , e rn) (b • ' wil.lek'9nrig in B) en C -bcstar-.i.J~~.' 

ui t $( e 1 1 , c ui) ( ctt• 1.1illekeur.·ig in c). Dat :E en C le::elalgeb:•9,' ';;! 

van A zijn:,dat A i.mrendig direct prodctct van B en O is -;;D Jn.t _ij 

isomcrf met Bell ti isomorf met.C is, is zeer E~er:•.,.-,Jn<1.:i.g J;~ be·•d,;'.-:,', 



2° ,. Yold.Q_ende. Nu is gegeven dat A iny1end i~ direct pro<4 
c is eXJ ci.a+, :B' isomorf,met Bene Jsomorf met C is. Vo 
u,itvrenc1 ige d irecte prouL~.ct van :E erJ CT, a.an ·is cenvoudif.·: 
-.::at ..-1. dag,:rmee isomori' is, en dus is A ook isomorf met hi 

1ige directe product Bx C van Ben c. 

'\Tfl.P I ,n 
IU bit 

1wi~1,p 
,b:uiwen~ 

hiervan uitgaande kan nu de theorie verder opgebouwd wordEH1 (zj.e 
I 

:To:1sson & 1.l1a:rFJki ( 6)). De opbouw is echter wel .nog essen-'cioel S:filflll...,. 
pliceerder dan in de groepe.ntheorie omdat t\e begrippen centr"'il Ill 
cGr:trale isomorfie, die in de theorie V!II\ Remak en Sc,hmidt .,en fo 
1Jelang:r.ijke rol spelen, ::iiet onmiddellijk gegeneraliseerd ktUlfttJ 

worden. Het lukt echter toch met wat meer moeite deze begrippen 10 

tu C:efinie'ren dat ze ~,oor de di)".-C'li't :pr~ten dezelfde plaate kun.­
nen innemen, als ze dat in de groepentheorie deden. Evenals bi~ de , 

hornornorfietheoria·is het dan ook hie;r gelukt de associativitel,(i gew 
1:1eel uit te schakelen. 
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