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Een methodc van Mordell

Hermite [1] heeft twee methoden aangegeven om zijn bekende
schatting af te leiden voor het arithmetisch minimum van €en po-
(,‘
sitlef defliniete n-aire kwadratische vorm F“(ijxg,..,,xn):
bis(n-1) 0
(=) D
b

D
(1) min F“(uq,u?/,aﬁjun)
Uysee e s U gcheel, niet alle O B

/e

~

(D = detcrminant der coé&fficienten van F<). D¢ kleinste constante
die rechts als factor van @Fb toegelaten ig, heet nu constante

van Hermite, /n‘ We zijn hier geintcresscerd in Hermite's eerste
methode, die een gcneralisatie is van Gauss' behandeling van po-
sitieve ternaire vormen [2] . Daarbij wordt een (n-1)-aire sectie
van F2 genomen en de geadjungecerde vorm van F2 in de beschouwing
betrokken (zie ook Bachmann [SJJ D.053-254), In wezen bewijst
Hermite de pas veel later door Mordell [6] en Oppcnheim [97] ex-

plicilet afgeleide relatie:

n--
, n-2
(2) In*dn :
Het is duidelijgk dat (1) uit (2) c¢n de waarde f.o= 573 volgt door

volledige inductie naar n.

Later 1s bovenstaande methode herhaalde malen toegepast in
de meetkunde der getallen, met name door Mordell [4,5,06,7,8 ],
maar ook door Korkin-Zolotarew {12], Oppenheim [9,10,11] > Mul-

lender [13} , Davenport [14] en Rankin [15]. De toepassingen be-

treffen positieve kwadratische vormen, producten van lineaire
vormen, krulsingen daartussen, indefiniete kwadratische vormen

en nog andere vormen. Armitage [16] heeft cen slecchts ten dele
geslaagde poging ondernomen om de toepassingen te laten volgen
uit één algemene stelling. Twee toepassingen worden ultvoerig be-
sproken 1n het recente boek van Cassels [17], p.2068-279, waarbi]
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echter de grondgedachte nog vaag blijft en schuil gaat achter de
details:

"......80 in general we have replaced one n-dimensional
problem by another, rather vaguer, one for thc polar

lattice, together with an (n-1)-dimensional problem".

In het volgende zullen we pogen een systematische uiteenzetting

te geven van de methode en zijn toepassingen.

We geven cerst enige begrlopen en notatles.,
Punten in Rn geven we aan met x,y,z, a,b,c, xq,xe,.u,, het inpro-
duct van x en y met x.y. De eenheidspunten op de cobrdinaatassen
geven we aan met eq,eg,..g,en; en u,v,w,uq,ug,.“. betekenen pun-
ten met gehele codrdinaten. Het rooster der punten u 1is Y; een

willekeurig rooster kunnen we aangeven met

N = AY A een niet-singuliere matrix,

De kolommen van A geven een basis van A (we spreken van de basis
A van A); verder is A bepaald op een rechtsfactor U na (automorfie
van Y; gehele matrix met determinant iﬂ). De determinant van A
geven we aan met d(A).

In het volgende 1s van belang het polaire rooster

¥

(3) A= AT Y s AT gespiegeld inverse van A,
Het bestaat ult de punten y waarvoor

x+y = gecheel voor alle x e A,

Want dit laatste betekent dat u.ATy = geheel voor alle u, dus

2Ty ey, dus y e (AT) 7Y = a%v. De pasis A% ={b',p%,...,0"} van
]
A" wordt als volpt bepaald door de basis A = {aq,a“,.,.,an } van
AN
i . J7 s /s i .1
b~ = normaal op de deelruimte der a“(j#i); b .a =1.

Een gevolg is: is L een (n-1)~dimensionaal deelrooster van A ,

met (n-1)-dimensionale determinant d(L), dan bevat het reciproke
rooster AY een primitief punt a’ , dat loodrecht staat op de deel-
ruimte van L en voldoet aan

(4) la*] = a(L)/a(Aa).
Tenslotte wljzen we op de regel

(5) (aB)" = A"B".
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Met een basiswijziging A — AU van A komt dus overeen de basiswij-

ziging A" — A U van A",

type,

niet

7Zij S een n-dimensionaal (gesloten) sterlichaam van eindig
d.w.z. met toegelaten roosters. Zo'n sterlichaam hoeft zeker

begrensd te zign. Het wordt bepaald door een continue functie

F(x), dic voldoet aan

(6)

F(x):0; F(evx) =1t[F(x) (x ¢R ., regdel),

en wel is S de verzameling der x met F(x) ¢1. In formulcs treedt

vaak

o h .
cen positieve macht F(x) op. Is A een rcoster, dan is

inf  F(x)
x£0,% € A

de onderste grens der getallen =« >0, zd dat A toegelaten is voor

AS;

deze wordt aangegeven met A(S,A) of a(F,a). Het absolute mi-

nimum 2(S)= 2(F) is de bovenste grens van 2(F,A) over de roosters

met determinant 1:

(7)

A(F) = sup ~(F,A) = sup ﬂ(F,A)d(A)_q/n

a(a)=1 A

Een triviaal gevolg van deze definitie is

(8)

A(F,A) e a(F)A() /P voor alle A .

Het hangt samen met de determinant A(3) = determinant dichtste

S-toegelaten rooster d.m.v.

(9)

Voor

(10)

weer
2

I x
vorm

A(S) = a(s)” /"
machten van F stellen we

L A) = AN E, A, a(F

e wenden ons thans tot Hermite en geven zijn gedachtegang
in meetkundige en icts vereenvoudigde vorm., Zi] Fi de vorm
en S de eenheildsbol. Len willekeurige positieve kwadratische
FQ(X) kan geschreven worden als IAxig, met A bepaald op een

[}
linksfactor O na. Het arithmetisch minimum van F° i1s dan niets an-

ders

A=AY,

[ o
dan het minimum W(Fé, A) = ﬁg(S,A) van Fg t.o.v. het rooster
HierbiJ is d(A)=|det A| = VD. Merk op dat yh:w(F§)=12(S).
We beschouwen nu het hypervlak H door cen willekeurig (n-1)-

dimensionaal deelrooster L van A . Zijn vergelijking is te schrij-

ven in de vorm
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(11) a“.x = 0, a e AT

Trivialerwijze geldt: 2(S,a)s a(Hn S,L). Willen wc de laatste
uitdrukking zo klein mogelijk hebben, dan moeten we uiteraard de
determinant van L zo klein mogelijk zien te krijgen. Wegens (4)
betekent dit dat ]a | zo klein mogelijk moet zijn. Nu kunnen we
zeker maken {a']§ A(S, A¥). We stulten dus op de analoge grootheid
t.o.v. A" UWegens (4),(8) en d(A*¥)=1/d(A) hebben we

a(L) ¢ n(S, A¥)d(A)
/‘\N‘)/‘/‘n a(A) = 'A(S)d(/\)q’/l/n

(
Dus hebben we, als we (8) toenassen op HnS,
1/(n-1
) )20 >1j(“ )
n
a(a)

A(S,A) s 2~(HAS,L
s A(HN3)

Hi it 1gt )
ieruit volg (5 : )l/(n—ﬂ).

>

—~
s
>
(0]

Dit geeft (2), wegens mg( mg(ers) = fn-ﬂ

n’

Het is interessant op te merken dat men in geval n=4 uit (2)
meteen de julste waarde van j, vindt. Want enerzijds leldt 5= @ 2
tot [ ¢ JE, en anderzijds heeft de vorm

o] Do
2Dy, = ]x (eq-eL)+x2(e°—e3)+x3( e 4)+x4(e3+e4)]2
= (XG—X X KO ~%,X +x2—x;x +x2)
= AR TR KRy TRy =KX Xy
minimum 2 e i v fﬁ i
n determinant 4, zodat 2 ¢ Oy (VAR IR dus vin-

den we /4 2. Dit resultaat is, in andere bCWOOPULngen, maar met

de methode van Hermite, reeds gevonden door Korkin en Zolotarew

[12] .
Mordell [6] merkt op dat dit spelletje zich merkwaardigerwijze
herhaalt bij n=8. Enerzijds volgt uit {7= @fg4 dat XB ¢ 2, en ander-

zijds heeft de vorm
R, = 12 _ 2 2 ?

minimum 2 en determinant 1, zodat gz 2. Dus is [g=2. Hierboven

-

2

i .
kan men voor de t~ nemen de volgende vectoren in een R9

e2-e3,e3—e4,..,,e8~e9 - %(e1+e2+...+e6)+ 3(e7+e8+e9)

De vormen DM en E8 representeren zekere compacte, enkelvoudige Lie-
groepen (Coxeter [18] )



b, Bovenstaande mcthode kan gegeneraliseerd worden. Zij
S:F(x) 51 cen sterlichaam van eindig typc dat een groep van auto-
morfie&n met nader acn te geven cigenschappen toelaat. Zij A=AY
een willekeurig rooster. Zij L een of ander (n-1)-dimensionaal
deelrooster, in een hypervlak H. We kunnen de vergelijking van H
weer schrijven in de vorm (11). Triviaal is weer

A(S,A) e A(HAS,L).

Nu zal echter bij andere keuze van het deelrooster L niet al-
leen d(L), maar ook A(HnAS) veranderen. Laten we eens cen auto-
morfie S van S toepassen. Die laat S invariant en transformeert
A ;L,H. Uiteraard blijft n(HrwS,L) hetzelfde., Het polaire rooster
van £LA=0AY wordt wegens (5) gegeven door Q¥A*Y=Q"A", en het
punt 27 a" is normaal op < H.

Laten we eens aannemen dat elk vlak H, waarvoor het (n-1)-
dimensilonale sterlichaam Hn S van eindig type 1s, door een geschikte
automorfie ILH van S overgevoerd kan worden in cen vast vlak HO.
Voor al zulke vlakken H ligt ﬂ.;[a"“
de normaal op HO. Het gaat cr om het roostervlak H zd te kiezen dat

op een vaste rechte door 0O, n.l.

[ _Of;{aﬁ zo klein mogelijk is.

We merken nu op dat er wel een sterlichaam T : G(x) ¢1 is dat
de transformaties & als automorfieén toelaat. We nemen aan dat dit
weer S 1s, dat dus met elke automorfie <L ook 0" een automorfie van

S is. Dan is

F(s a”) = F(a®)

H
en gaat het er ons dus om in A" een (primitief) punt a” te vinden
waarvoor F(a*) zo klein mogelijk is. We zijn daarmee gestult op het
oorspronkeli jke probleem, nu voor A% . We kunnen in elk geval maken
F(a®) ¢ 2a(3, A®. Er zijn twee gevallen

1°, Het bijbehorende sterlichaam Hn S is van eindig type, 1.e.
A(HnS) <co. Dan kan a”“ overgevoerd worden in een punt #0 van een
vaste rechte, zonder dat F(a”™) verandert; dus is F(a") > 0, omdat an-
ders F(a*)=0 zou zijn voor alle H met A(HnS)< co en dus F(x)=0
zou zljn op een verzameling van positieve maat. Als nu a® een punt

op de normaal van H_ 1is met F(a®)=1, dan hebben we

AMS,A) s a(Ha8,L) = a(H n 8, ﬂHL)

s a(H n S) d(nHL)“/(“”/’)
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en

d(,L) = {Jz."i{a“"s d(A) = P(a%a") Ja%| d(n)
2a(s, A% 2| a(n)
S a(s) 1a%]e a(a)=1/m
Dus 1is

A(8,8) £ a(_ns) - {a(s)a® 1/ (07 g(n)1/R

2%, HAS is van oneindig type. Den is, wegens (9), a(Hn S)=0,
dus ook A(HnS,L)=0 en (S, n) = 0.

Uit 1° en 2° tezamen volgt

~A(8) m(Hof\S) - {a(s) \ao]}ﬂ/(n—ﬂ)J

it

dus
n--1 1/(n-2
a(3) é{x(HOr\S) §aol} /( ).
Natuurlijk kan de redenering gemakkell jk uitgebreid worden
tot het geval dat ieder vlak H met aA(HnS)< co overgevoerd kan

worden in één van eindig vele vlakken H,,H ..sH,. Ve hebben dan

/]) 23’

de volgende stelling bewezen,
Stelling. Z1j S een sterlichaam van eindig type, met afstands-
functie F(x), en met een groep ' van automorfiedn. Laten ",
hypervlakken door O en bﬁ punten zijn zodanig dat b’ normaal is
op 1’ en F(bf)=1 (p=1,2,...,r). Onderstel verder:

a) als L2, dan Qe r

b') als H een hypervlak door O is met A(HNS) < oo, dan is
51H=Hf voor geschikte £2e" en geschikte index ¢ & r.

Dan geldt:

¢ max {%(H A gy }b?}}q/(nug).
P12, .0, !

Het is duidelijk dat men de voorwaarde b') mag vervangen door
de twee volgende:
b) bij elk punt b#0 met F(b) > O bestaat een automorfie

a6l met b =ab’ (o regel) voor een pszr

¢c) als b#0, F(b)=0 en H loodrecht op b is, dan is A(HA S)=w .

Een iets specialere stelling is te vinden bij Armitage [16] ;
zijn bewijs bevat nog een lacune, in zoverre de voorwaarde c) weg-
gelaten wordt. Als in de toepassgsingen een punt bﬂ niet op één der
cobrdinaatassen ligt, dan .zullen we an S projecteren op een coldr-
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dinaatvlak - hetgeen ncerkomt op het elimineren van de resterende
codrdinaat m.b.v. de vergelljking voor Hﬁ . Geven we de correspon-
derende codrdinaat van b/ aan met/sj en de projectlie van Hﬁn S

i
met Sn—ﬂ’

(13) Aol = ol |/ At s) =[pT] /a3 )

. L
Een generalisatie kan men krijgen door de transformaties £
alleen maar automorficén te laten zijn van een sterlichaam T

dan hebben we

(zie hierboven en v. Galen [19]).

We bespreken nu toepassingen, allereerst de twee die door
Cassels behandeld worden.

2 2,.2 o .2 = <P sn-
I. Fo(x) = xQwxgr. o omx = (0 e (15 p2n-1).

We stellen gemakshalve de determinant van F(x) s 1 voor door L

~ J

en het absolute minimum van F°(x) door Xp a (g=n-p).
3

De groep ' wordt voortgebracht door de euclidische draaiingen in

de (xq,xg,...,xp)—vuimte, die in de (xp+1,..,,xn)—ru1mte en de

hyperbolische draailingen van Rn in het (xqjxn)—vlak. Dan is vol-

daan aan a). Is b#£0 en F(b)=0, dan is
b o= w(el +e)

voor geschilkte 0 e en geschikte re€le o ; daarbij is ©LHANS de
oneindige cylinder

2 2 2
oo X —(xp+1+... 0,

X, +x =0, X 5

1™

A

en is Hn S dus van oneindig type. Is F(b)#0, dan is er een 2 &0
met Qb= one! of we" (e re8el). Ve vinden dan het volgende analogon
van (2):

(14)

n--1
) T

|

N

max (p+a=n).

Yo,q * oo1,q £p,q-1

Dit resultaat is in wezen afkomstig van Oppenheim [10]. De waarde

X? 1=\@ 2/3 geeft meteen de julste waarde {2 o= V2/3 (Oppenheim
-5 3

[11], cassels [17]).

IT. FB(X) = lX4X2X3‘ (n=3).

De automorfie&n zijn hier x,=7,x! (i=1,2,3), TTt1=iﬂ. Dan is a)
triviaal. De H uit c¢) gaan door een codrdinaatas, en dan is A(HnS)=oo0.
En ¢lk punt b met F(b) >0 1s over te vour.n in cen punt (a,«,«). We

vinden zo, als we op (13) letten:



(15) nMF) ¢ 2°(3,), waarbij S, ]quz(x1+x2)|§ 1,

Uit bekende resultaten volgt A(SQ) ='@r?: Verder is er een totaal
re€el algebraisch getallenlichaam met discriminant 49; dit leidt
tot een rooster met determinant 7, toegelaten voor het sterlichaam
F(x) ¢ 1 (vgl. een algemeen en cenvoudig resultaat van Hofreiter
[20]). Dan is A(S) ¢ 7, ofwel m(FB)g Dus is m(FB)— 1—(zie
Mordell [T7]).

T
3 2
III. F(x) = }xq(x2+x§)[.

1
7-

Hier vindt men op analoge wijze R(F3>=2/J§§ (Mordell [T71).

v, F(x) = {qug.o.xn§.

De methode van II geeft onmiddellijk =A(F) ¢ {n(S
waarbij S_

n—q)}(n~4)(n-2)3

Sh-1 gegeven wordt door !x1x2,..xn_1(x1+x2+...+xn_1)} < 1.
Mordell [ 4,5] geeft voor enige n ondergrenzen voor A(Sn_q) door
een convex lichaam in te passen en de stelling van Minkowski toe

te passen,

V. Z2ij S het gebied O <F2(x) <1 (geen sterlichaam), waarbij Fe(x)
gegeven is als onder I, en zi] X*p,q het absolute minimum van S.

In het speciale geval p=qg zijn er bij een gegeven rooster A zowel
punten a’ met O sF(a®)s a(S, A¥) als punten a” met O s -F(a")sa(S, A%).
Dit leidt tot

* )(2p—4)/(2p-2)

4 p,p-1

# . X
(16) o0 * min( g p-1,p°

In het geval p=2 is hier, blijkens bekende resultaten, juist gelijk-
heid (zie Cassels [17] , p.272 en 333):

52;4 - 8, J:,B - e/, 3;,2 = (3251)3/- - 2,

)

De methode is ook van toepassing als S geen automorfieén toe-
laat, al zal in het algemeen het resultaat minder bruikbaar zijn.
7ij weer S een sterlichaam van eindig type, A een rooster, a’ een
primitief punt van AY en H het hypervlak door O loodrecht op a”.
Dan is weer

A(S, A) s a(HAS,L) (L= A n H),

dus
s, 0 s 2 NEas)a(n) =22 mA8) [a%] a(n).
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Laten we het hypervlak door 0 loodrecht op een variabele vector
z#£0 aangeven met Hz en laten we aannemen dat m(HZr\S) continu

afhangt van z. Dan is
G(z)= ﬁn—q(Hzr\S) |z |

een afstandsfunctie, behorende biJ een of ander sterlichaam T<;Rn.

En we hebben

dus ook
AP s, A) £ A(G, A%A(A)
<A (@) a(AN YD (A = ae) am)Vn,
We vinden dus
(17) A(8) s a(a) /(01

Er zijn twee toepassingen bekend. Daarbij wordt eerst de functie
G(z) bepaald (of naar boven geschat) cn vervolgens de grootheid
A(G) bestudeerd. Natuurlijk kunnen we, analoog aan (13), gebruik

maken van de formule

n--1 o n-1/ _ .
(18) AT H A E) fz ] = AT (s, ) legl=lzy | /008, 4)
als S _1 de projootle op het i-de codrdinaatvlak is.

I. ( +X +le (Mordell [8]).

Zij z#0, bijv. 23¥O. Stellen we even a::-zq/ZB,p:=—z?/23, dan
wordt de projectie van Hzn S op XB

met - 5 3
¢3(xq,x2) = xj+x2+(axq+;3x2)

=0 gegeven door ]¢(x1,x2)[ s 1,

]
)

De discriminant van deze vorm is

)

~27( 1+ &2

D )*
o

I

(1+p )2 + 18-9(1+u3)(1+ﬁ ) 3 )+81a6ﬁ6

h27( 1463 )63 0o 27 (1403)a 3
-27[1+a6+p6+2a3+2p3-2u3ﬁ6]

i

Wegens bekende resultaten (ook gebruikt in 5,II en III) is
3 D/49 (D> 0) of @ -D/23 (D <0), dus

6 6 33
D) 125)° ¢ g 10| 2| O B [ Teb-aly 3]

We vinden zo
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3y . W 27 6 sy 3.3
(19) A(F7) = 3 %(Gq) met G 2~z 21(J 2327
I F3(x) = | x| max(x2 Yg) (Mullender [137]).
‘ 1 0s¥3
Zij z#0. Voor z,=0 en voor 22=23=O is H n S van oneindig type, dus
G(z)=0. Dat mogen we dus uitsluiten. Dan is G( _[z | /4, waarin

AN de determinant is van het gebiled

! é% (z X +zgxo)i max(x2 xg) §1.

Door de unimodulaire transformatie §,% = M

/2

(x2+x3), zodat
xgl,{xsi) = jL( §| + | W‘)’ gaat dit gébied over in
2

max (

(o2 )15+ (25250 )+ (|5] +|n])" VB -szqt

ofwel | fCOStp+ v sin gl ([5] + }Q])Eé 2321[. (25 2, 3 4/9

met een zekere hoek ¢ , afhangend van z, en 23. Mullender bewijst,

door convexe zeshoeken in te passen, dat
. 2
| fcos @ + % sin @ | - (sl +1m)° ¢
voor elke ¢ determinant : %%-heeft. Dan is
P 2 -2
o f2lz) - (B 2 18 oge (Be).

Wegens 5,III is nu m(G?) g(§7) . 4/\[55. Dus is

G(z)< }z

A(F) s 27/(3" V3 V) = ppe— -

Davenport [14] verscherpt met de beschreven methode dit resultaat.
Resultaten van dit type hebben implicaties inzake het probleem van
de simultane approximatie van twee reéle getallen.

. De methode kan nog in een andere richting gegeneralisecerd worden.

We beperken ons tot de eenheidsbol in Rn’ stel S , en beschouwen

k-dimensilonale deelroocsters L. Z2i] 2n ke het kleinste getal zd dat
J

biJ elk rooster A met determinant 1 een k-dimensionaal deelrooster L
bestaat met 4(L) sa, .. Dan is “n,f“(s):‘/?n' Op dezelfde wijze als
in 3. vinden 1/

Maa® PRy ) )
en algemener

m/k .
“n,mé ’Ak)m (?\.n’k) (1§m<k$n—’l)

(Rankin [15]).
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