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Beschouwingen over een formule voor e~ 'X 108 X

doorx
C.G. Lekkerkerker

Als inleiding op de hier besproken kwesties zie men ook rapport
Z.W. 1951-003. In §1 wordt eem tot in détails uitgevoerde recht-
vaardiging gegeven van een formele herleiding die Prof., Van
Dantzig gaf; we bewijzen zo:
-x leg x _ ____ [ =% logw e~ 108 V 4y qu y Re x> 0,
271 ¢ 0
waarbij de integreatieweg C voor w een langs de negatief - reéle
as uitgestrekte lus is, die e<nmaal in positieve zin om de oor-
sprong loopt. In de §§2 - 4 worden verschillende beschouwingen
van Prof, Ven Dantzig in zo eenvoudig mogelijke vorm weergegeven.
Hierbij wordt in §2 een ander bewijs voor (1) gegeven. In §3
wordt aangegeven, hoe men, uitgaande van (1), kan geraken tot
de formule (9) voor e~tx log x » In §4 worden mogelijke verande-
ringen van de integratieweg nagegaan; speciaal wordt beweszen,
dat juist onder de voorwaarde O <Re x<1 de integratie naar w
herleid kan worden tot een langs de positief-reéle as van o totoo
(zonder 1lus).

Verder wordt asngetoond, dat het rechterlid van (1) geen
betekenis heeft, als we x zuiver imaginair kiezen (§5). Daarmee
is dan bewezen, dat de voorwaarde Re x >0, waarcnder (1) afge-
leid wordt, niet verruimd kan worden. Tenslotte worden nog enige
eigenschappen van de integraal in het rechterlid van (1) bespro-
ken (§6).

e

§1. Zijn a2 en b complexe getallen met Re a> 0, Re b> 0,
dan geldt:

%( e B0 W gy = a—br’(b).
Tevens geldt:

1 = 1/ S”be‘; as.
[“(b) 271 a

In deze formules wordt met e."bt-:‘m;."'b de hoofdwaarde bedoeld;

specisel is voorgop de negaticf-recle as .
s =0 _ b(logislZ 7i) resp.=e—b(loglsk + 771)’

al naszr gelang het gedeelte van de lus, wasrtoe sbehoort.
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Door combmatl:;e van de genocemde formgles volgt:
-au 1 -bes
8 / u szg dedu=a
Vullen we in a = b = x, dan krijgen we:

-X -Xu.  X-1
X =/eu .2”l/§xgd$du

(o]
We schrijven voortesan liever de complexe machten als e - machten.,

Dan luidt (2):

o~X log x =£ﬁ[/ce-xu +(x=1) log u = x 1085 + Saedqu (Re x > o).

In de binnenste integraal mogen we voor o< u<oo de substitutie
€ = ‘'wu e % toepassen, omdat dan u e @ een positief getal is,
dat niet vanyg afhangt. We mogen hierbij de integratieweg voor
elke u zodanig veranderen, dat steeds de variabelew dezelfde
lus C doorloopt. Dit levert:
o~ XU +(x-1) log u - x logs +3 as
__/e-xu +(x - 1)1lcg u = Iyl: logw = x log u + xu + wie u.u e G
e-u -x logw + wu e dw.
Krgch‘oens de geldigheid van (2a) mogen we integreren naar u van
o tetoco. Dus is bewezen voor Re x> 03
o~X log x_ 2;71] / o~U -x logw + wu e udwdu )

We willen nu formule (3) herleiden tot formule (1). We
mogen de integratieweg C in de buurt van de corsprong zodanig
veranderen, dat w daarbij eerst de negatief- reéle as van-cotet—1,
dearna de eenheidscirkel in positieve zin, en tenslotte de nega-
tief-reéle as van =1 tot ~codoorloopt. Dan is steedslwl = 1,

Rew £1, largw ! £ 7 . Verder merken we op, dat 0 2 ue™ 1 is.

Ons doel is nu te bewijzen; dat in (3) de integraties ver-
wisseld mogen worden. Daartoe onderstellen we eerst: Re x >1.

Z2ij x = r + 1 8, r en s reeel, Dan zijn r en s twee getal-
len, die niet van de integratievarisgbelen ws en u afhangen, ter-
wijl r> 1 is., De integrand in het rechterlid van (3) is gemakkel-
lijk te majoreren: :

‘e-u-x logws + wu e % - O(e"u -r log lwl + 8 argw + 1 e"uRew,’

= O(e"u. las| T, e+7r.]s! +1> - O('e“u. Iwi'r) .
De laatste ongelijkheid is een voldoende rechtvaardiging voor
de verwisseli’ng van de integreties in (3), want

// Yl " F dwdu jowe’udu.‘/clwl’rdw

bestaat wegens r> 1. Er geldt dus vecor Re x> 1
-
e-xlogx e / _xlogw/ St WU L o

= 27
Door de substitutie e™ = v gaat dit aver in (1).
Om nu de geldigheid van (4), en daarmee ook van (1), te
bewijzen in het gebied Re x> 0, passen we het principe van de
analytische voortzetting toe. Daartoe is, als we even stellen
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voldoende aan te tonen, dat

(5) —éﬁ (w) e~ X log w dus

bestaat en analytisch is, als functie ven x, voor Re x> o.
Eerst tonen we aan dat geldt:

(6) p(w = O( (=Re w)"1),

waarbij

(1) P (W) _[ g~L +wu e du / - wv log v 4v.

We merken op, dat v log v in het interval o< v< 1 negatief is;

het is dus niet bevreemdend datﬁ(uu) tot nul afneemt voor
-Re w- +o00,

We hebben, als Re w< 03
1 .Rewvlogv

= a

pwl=/ e v

e’ R 1 -1
~/ o -Rewv ogvdV +/-1 E3.:Reu.:vlogvdv

o e

e’ _Rewvloge™ ' _Rewelogv .

<{ € dv +4' e dv
1 -4 '

</°°eVRewdv s fovoeReway

o [}

S . =o((-Rewy’).

-Rew -e"'Rew+1

We splitsen nu de integraal (5) in drie stukken:
gi—/.:)o(w)e_x(]ogm-ni)dwﬁ_ P(W)e-xlogwdw +'/~°;(w) e‘x(log!wi-rrri)dw: Iolel,.
eenheidgcirkel -1
De integraal I is analytisch in x voor Re x >0, zijnde de inte-
gresl van eehn analytlsche functie over een vast vak van eindi~
ge lengte. I, is de limiet voor R-oovan de integraal:

-1 .

F(R,x) =‘4/’(W) ex(log 1wl =mi) g (R>1).

Deze limiet bestaat,en wel is de nadering uniform, omdat we-
gens (6) geldt:

P(w)e-x(log lw] =7mi) =0 ( ,(‘_w)—'l -Re x ) .

Verder is P(R,x) eecn analytische functie ven x. Volgens bekende
stellingen uit de functietheorie (zie Titchmarsh, Theory of
Functions, 283 en 2.84) is dan I1= ]}‘?2‘2 F(R,x) een analytische
functie van x. Alles voor Re x> o, Evenzo is I, analytisch.
Tenslotte volgt dan uit de geldigheid ven (4) veoor Re x >1
die voor Re x> o, omdat beide leden analytisch zijn, ‘
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§ 2. Nu volgt een ander bewijs van (1). En wel voor het
geval x reeéel, o<x<1., Dit is voldcende voor een volledig be-
wijs, als men, evenals in § 1, het principe van de analytische
voortzetting toepast.

We gean uit van:

-
T -x = Bin 7 X

r‘(x)-—/e tx"1dt=/e *XU gy
v

F(1 =x) = /e~% +7%X g4 = ~-e +(1'—X)Vd

(= /¢ g

De integralen zijn ebsoluut convergent Dus

u
V+XU=XV=-e¢e -e
ey Jf/e du av,

v .
sinwx ev._x<v +1ng—u)'—eu"edu A,

Wt

e=X log x _

lim _[/
Hierbij .duidt R(e) een of endere rechthoek {a<u<d, c<v< d}

in het u, v- vlak aan met de eigenschap, dat bij weglaten van
het limietteken de absolute fout hoogstens ¢ is.

We voeren de volgende transformetie uit:

= ¥ +1ogx,v._z+y --ey”.
Dan is 2(1,v) =1,v+10gx—-u=z-—ey,e=xe§’.

. a!y Z)
Dus is ' : ; M
- gin 7 x lim - Ay _ o2ty =€
exlogx= €=\O/ez+;r e Xz - €

-
(a(e)
waarbij G'(e)t het éénéénduidige beeld is van de rechthoek

R(%) in het vlak yz. In bovenstaande intcgraul,
waer de integrand weer ebsoluut integreerbasr is over het hele-
y ;2 - vlek,mogen we zonder de absolute afwijking van de limiet

te vergroten, het gebied G'( &) vervangen door een omvattende

rechthoek R'(¢ ) ={a'c y <d'y, o' < z<d'} , waarbij te nemen is
a' = a - log x, b' =b - log x, d'=‘c—max(y - ey‘) =c + 1,
d' = d + max (e¥ - y) =4 + mex(e® - a', e -1 .
agysb
Dus is

e—x]og)( SlZmDC 11 /{ Z+y- ..XZ ez+y e dydz

Y
z+y-¢€
:smnx/ e-xzy ez+y_f&..e ¥- dydz
3 o0

_xz e eV gz
= __IHD.C_/ / e dle )d(e )

Zo0

(8) = s [T pew) S

met voo
PL-wW) = / e‘e -we” d(ey)
L et gy eWXlogx dx .
S e /

o}
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In § 4 zal blijken, dat de integrasl

1

X v 1 -xlogw
ot e ™ f(u;)dW:EH/:e & p(w)dw
zodanig vervormd kan worden, dat het rechterlid van (8) ont-
staat,

§ 3. 2ij Re t x>o0. Op de volgende wijze kunneh we onmiddel-
1ijk uit (1) een formule voor e~¢ ¥ 108 X gricigen:
eshxlogx: e-tx]og tx- . txlogt

_ 1 otxlogt stxlogw /', -wvlogv
-1 © ,4 e [ € dvdw

o1 etxlog’c e~txlog§t/1e-‘§tvlogvtavag
o

21Tl Ct
- e't’dog%y1 e‘gJWlogv dvd (Re tx >o) R
(9) 2"-14 o : )

waarbij de integratieweg Ct uit de integratieweg C ontstant
door vermenigvuldiging met t .

Indien x positief is, zijn we gebonden aan de voorwaarde
Re t >0 Deze voorwaarde is aequivalent met de voorwasrde
Re x >0, waaronder formule (1) geldig is.

§4. We willen nu bewijzen, dat men in formule (9) voor de
integratieweg Ct een "willekeurige" kromme I mag nemen, die in
twee verschillende richtingen nesar oo gaat, waarbij de argumen-
ten dier richtingen minder dan T’/2 verschillen met arg(-t'1),
terwijl de punten o en t"1 aan weerskanten van " liggens
%2ij arg t =T; arg€ =¢ . Dan is
ax‘g(-—t"“) =7=T en er is dus een getal
d>o, zodat op zekere afstand van de
oorsprong geldtb:

}arg(‘-gt)l = l'(e -+ Tl = “9 -(m -'T)E?Z-Q
Hieruit velgt,dat dan -Re gt pesitief
‘\x\ is, en wel is

/. 57 ‘ " -Re gt = [gtl cos arg(-gt)zlgtl gind :
dus geldt wegens (6): p(g2t)=0( lgt|™ "),

alsgopligt of aan dezelfde kant van  als de ocorsprong.

Laten }31 en 332 bogen zijn van de cirkel Igi=R>o, die een punt

van Cy met een punt vanT verbinden, zcals in de figuur getekend

is. We kunnen nu zeggen dat de integraal van de functie
e~bx 1°g§p (¢ t) langs[ bestaat en gelijk is aan die langs C,,
omdat de integralen langs B,1 en 132 tot nul naderen voor R-»oo -



0)

1)

2)

.. ~
i

de genoemde functie voldoet daar aan de schatting:
et 183 p(et) - O(I ™). O(1gtl*) = O e ™)

- en de gencemde functie analytisch is in de in de figuur gear-
ceerde gebieden.

We vragen ons nu af, onder welke voorwaarden de lus in
de integratieweg verwijderd kan worden. We merken daartoe aller-
eerst op; dat de functie p(w) uit (7) een gehele functie van w
is met p(c) = 1. In de integraal (9) langs C, nadert dus de bij-

drage van de lus bij samentrekken juiist dan tot nul, als geldt:
Iim e't’d(’g\g dg =0.
€:0 El=¢€
Hiervoor is nodig en voldcende: Re t x<1.
En we kunnen dan de integraal op de volgende manier nog verder
herleiden.
We laten C, langs de halfrechte door o en =t~ vallen., We beden=-
ken dat het argument ven € gelijk is aan arg L] resp.

arg t'1 + mil en voeren de substitutie € = - w uit:

0 . t'o . A
'é e-txloggf(gt) dg _-_‘4 otx (leg w- m)f(_wt)d(.w)-/ e'b‘(log“”m)ja(.wi)d(—‘flf
t e o

. . t 0
= (e”lbc, e_mtx)/ e_txlogw pl-wt)dw .
0

Het resulta~t is dus:

e-txlogx:: tsi];‘r77tx/t"1ooe_tx10g WF (,Wt)dw (O( Retx <1) .

[e]
Uit (10) ontstaat formule (8) dcor t = 1 te nemen.

§ 5. In deze paragraaf zullen we aantonen, dat formule (1)
zijn geldigheid verliest voor Re x = o, Voor het gebied van x,
waar formule (1) bewezen is, is de overgang naar de rand dus
zeker niet geoorloofd. Een aequivalente uitsprazk is, dat men
in formule (9) Re t x niet nazr nul meg laten gaan.

De te volgen methode is deze. We kunnen alvast Re x <1
nemen, en dan i.p.v. formule (1), formule (8) bekijken. We .
stellen x = is en zullen aantonen dat de integraal

N -ig log W _,_
Iy = {e p(=w) aw (N>o0)
voor reéle s geen limiet heeft voor N-oo.

Allereerst ontwikkelen we p(-w) in een reeks:

L] 1 1 00 wn-1vn.1 ]Qg""v ol Twn.1vn.1 }ogruv
plwy= [ B Gy [ F i ay 2 [ B Y
(o] [+ .

00 nit ,° o1 R : o nt oo oz na o0 (_w)rm .
=:r:?=1(3":—’1)! e )z(-z)n ‘Ae”) =2 o Z e () dz =nz~.1 n”

Taa @ D!
()
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Deze reeks convergeert abscluut - uniform veoor ¢ gws N. Dus is
(1>Re xzo)t

IN :/NW— f(—W)dW::OZ: /Ngj‘):':: Wn-1-xdx

2(1)111 Nnx-‘* __XZ (,N)

a1 n? on.x net N (:n-x)

De reeks in het laatste 1id kunnen we m.b.v. de residuenstel-
ling als een integraal schrijven. We voeren daartce in de func-
tie

z
£@) = N (hcofdwaarde voor N° en z%).

( 4 3) 5m77z 2% (z-x)
Deze functie heeft in het rechterhalfvlak Re z 2o, afgezien
van het punt z = 0 en het punt z = x, alleen singuliere pun-
ten, en wel enkelvoudige polen met residu (-m)n - ir de
nd(n - x)
punten € = n (n = 1,2,3,---=), Voeren we, zoals in de figuur
aangegeven; de gesloten kromme Vn in met twee verticale lijr.-
S=(x,n+3) R=(n+foned) stukken dcor de punten z = r = Re x
\ en z = n +3, met een instulpirg b:j]
z = X, en eventueel cok bij z = o, eu
z-viak | 9x Vi met twee horizontale lijnstukken Gor
hoogte n +5, dan geldt:
O R ERET (14) = (N)” K
s v (v - x) 2mi A,

Nu vcldoet de functie g(z) uit (13),
als we stellen z=u + i v= Re'™
Pr,-n.) Q=(n+l,-n-3) (u,v,R,x reéel),ann de volgende schat=
ting langs P Q R S:
_ -mivl -ulogR+I-’|vl 1
g(z)=0(e W?Ny g
-O( 2

En hierult volgt.

[ Temaz=0( /e A o(35),

/ g(z)d'z:O(/mze'an -——-) du

—O(e ’f“ eulog R du) O(e gn mi lwoglx;-logn) ,

en dezelfde schatting veoor | g(z)dz.
Dus heeft het rechterlid van (14) voor elke N een limiet voor

n-sco, €n Wel krijgen we uit (14) deoor limietovergang:
g LN A‘g(z)dz ==L g(z)dz N

A n?nx) - :zm n- g7l e ico
ofwel

: R r+ioe
I,= N / L4 N * dz
N" ariJpjoe Sinmz z2(z-X) ?
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dus, als we x =i 8, z = iy substitueren, in het geval van

reéle s.A

(19 L iy G

’ NT 277-1 S:mrn.y Y-S
In de integrand (15) wordt. geintegreerd langs de reéle as, waar-
bij de kritieke punten y = o en ¥ = 8 door instulpingen naar

beneden vermeden dienen te worden.

De situatie is nu deze, dat we de functie IN’ over wier
gedrag voor NeeoWe iets te weten willen komen, geschreven heb~
ben als de integraal in het rechterlid van (15) . Dat die inte-
graal bestaat, volgt uit onze afleiding, maar is ook direct in
te zien, omdat de integrand geschreven kan worden als O(e” %1y‘)
Dit laatste hangt niet van N af en is integreerbaar over (=ogeo) .

We splitsen nu de integraal in (15) in vier stukken, en w2l
(als we s> 0o veronderstellen, wat niet essentieel is):

co u
,/o: =4 +-_/1::%+/+s/:’ +4*§=K1+K1+K3+K‘,.

Allereerst kunnen, gegeven g>0, krachtens een opmerking in de
laatste alinea U en V zodanig gekozen worten, dat geldt:
U> 9, V) 8, lK1l< €. |K4l<5 °

Krachtens het gedrag. van o=l ¥ 108 ¥ ip ge oorsprong
kunnen we K, schrijven als
K2 _ /+% a eivleg N.iylogy+Jy d
19) Sinmyy

v-s
= 11_{/ Sk e iylog N (%.’ + F1(y_)> dy

waarbij de funectie F ( y) weliswaar niet analytisch,.en zelfs
niet begrensd is in het 1ntegrat1evak, maar wel integreerbaar.
En dan is volgens een stelling van Riemann -~ Lebesgue (zie
Titchmarsh, Theory of Functions,13.21)

%2 log N
1 e Iy log dy=0.
im /7 F,(y)dy =
Verder is (zie D?egfch, Laplace - Transf., D. 105)!
Sk 1)'08 + 00 1
I, fy S dy=f, Sydveami
Men bedenke bij dit laatste dat men de instulping in de inte-

gratieweg beneden de oorsprong elke gewenste afmeting kan laten

aannemen.
Het resultaat kunnen we zo neerschrijven:

Op dezelfde manier vinden we:

1ylagN iylogy+5y
= / 0 T * dy
Snnny - y-$




- G

i(y-s)logN 4 _islogs+Z s +islogN |
€ ((y-s)sin ms © + Fyyydy

v
/

2

waarbij FZ(;y) een integreerbare functie van y 1is, dus weer
hm / ex(y-s)logN F,(y)dy=0

en
Lim 1(y‘5)1°gN -islogs+ ¥ d
Nzo0 Jsp (y $)sinmis
w .
_ 7 1slogs+”s/* eilv- 5> dy = 27i T o-islogs+Zs
Sinm's sin ms

Het resultaat kunnen we nu zo opschrijven:

- -islogs+ Ts +islog N \
= e 2 1)
K3 271 Snmis +o(1)

Door optelling ontstaat:
N is

(16) N=2]T' (K1+K2+K3+K4)
1

(=

H

. .7_.1 . .
7 g -islogs+ s | i e-islogN o(:1)

Sinmis

Il

o ielg(i) g cislegN
S mis S

Formule (16) demonstreert duideldjk onze bewering, dat IN geen

limiet heeft voor Nocoj er is een schommelende term; de eerste
term 1s juist het bedrag,; waartoe de waarde van de integraal
in het rechterlid van (8) nadert, als we x tot i s laten naderen.

§ 6. In deze laatste paragraaf willen we enige eigen-
schappen noemen,; die uit formule (1) verkregen worden door
partiélle integratie.

We kunnen herleiden ( 0<Re x£1)

2n1/ f(w)dw‘;;lrggj)(w), _1_’.;73 w / ylogye wyl gydydw

dus is, omdat krachtens (6) het partiéle integratieresultaat

wegvalt:
-xlogx 1 x/ wylogy
(17) <X-1)e :2-”—1-/W /Wy10gye deW.
Formule (17) zegt, dat bij vermenigvuldiging van de integrand
e ¥ log V. met w ¥, log y; het resultaat met x - 1 vermenig-
vualdigd.

I.p.v. p(-w) kunnen we ook wp (- w) differentieren. Er
geldt (zie ook de afleiding van (12)):
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,. , ‘
é%—;r (Wjo(-w)) = Z (1 +Wy]ogy) awylogy dy

oo 1 n.a.,not n. oo n..n
szy log;ydy_l_z wylogx

= A (n-1)! = ICEL
0 R
(—-W) (..1)an n!
=:g1 n™ +n=1 M. (e
S Semted | § cwn
=1 +gz n” +r§a nn nzﬂ oA

Men had dit resultast ook door differentieren van de reeks voor
w0 (=w) kunnen verkrijgen. Het resultaat is in het volgend op~
zicht interessant. We kunnen herleiden (Re x>o)

e-xlogx "i‘/cw -x.1 W (W) Aw

2mr1
x 0
=/ w / (r+wylogy)e™ B aydw,

. .

2l

—
-

dus is -

x e~X log x _ e"(x - 1) log x

il

2 w f (1+wylogy)ewy1°gydydw
2rri
We kunnen nu in het rechterlid van (18) de gevonden reeks in-
vullen en dezelfde beschouwingen houden als in § 5 voor formule
(1) . Het enige verschil is, dat nu in de noemer van de reeks
een factor n minder stéat, zodat ook de in te voeren functie
g(z) een factor z in de noemer minder krijgt. We kunnen weer
(14) afleiden. En dan volgt (15) met een extra faetor y in de
teller; dit heeft tengevolge dat in de integraal in (15) het
punt ¥y = o ons geen parten speelt. Let men op de afleiding
van (16), dan ziet men dat de tweede term in het rechterlid
van (16) komt te vervallen. Maar dat is buitengewoon fraai:
nu heeft I een limiet voor N-»cos Hiermede is bewezen, dat men
in (18) mag stellen x = i 8 met s reéél en niet gelijk aan nulj
er is niet alleen bewezen dat (18) convergeeri, maar dankzij
(16) is meteen het gewenste antwoord verkregen; we voeren dit
laatste nu niet verder uit.

Een derde mogelijkheid van partiéle integratie is degze,
dat men daarbij de factor (- w) integreert. Dit levert. ons:

w ‘ w2 ]

/ plwdw= /"2 QO g w3 Elo

N1
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VAR

1—-X
7Tl
271 o

1ewylogy 4 .
e -
7

1 wylogy
W-x/ A v =1 dy s

]



