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- 1 - Rapport Z.W. 1951-004 

Besohouwingen over een formula voor e-tx log x 

door 
C.G. Lekkerkerker 

Ale inleiding op de hier besproken kwestiea zie men ook rapport 
Z,W. 1951-003. In §1 wordt eeo tot in details uitgevoerde recht­
vaardiging gegeven van een form.ale herleiding die Prof. Van 
Dantzig gaf; we bewijzen zo: 1 

(1) 8 -x log x = -2_ J0 -x logw j e-wv log v dv dw , Re x > O , 

2Ri. C o 
waa.rbij de integratieweg C voorw een langs de negatief - reele 
as uitgestrekte lus is, die eenmaal in positieve zin om de oor­
sprong loopt. In de §§2 -.4 worden verschillende beschouwingen 
van Prof. Ven Dantzig in zo eenvoudig mogelijke vorm weergegeven. 
Hierbij wordt in §2 een ender bewijs voor (1) gegeven, In §3 
wordt aangegeven, hoe men, uitgaande van (1), kan geraken tot 
de formule (9) voor e-tx log x, In §4 warden mogelijke verande­
ringen van de integratieweg nagegaan; speciaal wordt bewezen, 
dat juist onder de voorwaarde O < Re x < 1 de integratie naa.r w 
herleid kan worden tot een le.nge de positief-reele as van o tot oo 

(zonder lua). 
Verder wordt aangetoond, dat het reohterlid van (1) geen 

betekenis heeft, a.ls we x zuiver imaginair kiezen (§5). Daarmee 
is dan bewezen, dat de voorwaarde Re x > o, wao.ronder ( 1) afge­
le id wordt, niet verruimd kan worden. Tenslotte warden nag enige 
eigenschappen van de integraal in het rechterlid van (1) bespro­
ken (§6). 

§1. Zijn a en b complexe get1:.llen met Re a> O, Re b > 0, 
dan geldt: 

j~ -a u ub•1 du = a-b r (b). 
0 

Tevens geldt: 

1 1 1 i::. _b ,:; d - = 7 e "5. r (b) 21Ti C 

In deze formules wordt met a-ben-s -b de hoofdwaarde bedoeld; 
speoiae.l is voor5 op de negatiof-reele as 
'5 -b = 8 -b(log1$l - n-i) resp.=e-b(logl~I + TT i), 

al na.e.r gelang het gedeelte van de lus, wa£>.rtoe >:5behoort. 
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Door combinatie van de genoemde formulas volgt • 
. ··,a-b= /o,o -au b-1 . ...:!... i ~-be -,;dl""d-u. = a-h • 
. ·"j_ e u :1..7rl 7 7 

o C 
Vullen we in a = b = x, da·n krijgen we: 

-x 100 -xu x-1 1 1 . -x ? . x = e u . 2 rr l ~ e d 7 du. 
o C 

We schrijven voortP.a.n liever de complexe machten als e - machtenQ 
Dan luidt ( 2): 

8 -x log x =inf} 0 -xu +(x-1) log u ... x log~+ ~d~du (Re x > o). 
. o c 

In de b-innenste integraal mogen we voor o < u <oo de substitutie 
~ = ·wu e-u toepassen, omdat dan u e-u een positief getal is, 

dat niet van 5 afhangt. We mogen hierbij de integratieweg voor 
elke u zodanig veranderent dat steeds de variabelew dezelfde 
lus C doorloopt. Dit levert: 

j 0 -xu +(x-1) log u - x log17 +~ d~ -u =Je-xu +(x - 1)log u -_x logw-- x log u + xu +w'lie .u e-u dw 
~i8 -u -x logw + wu e udw. 
Krachtens de geldigheid van (2a) mogen we integreren naar u van 
o tot oo. Dus is bewezen voor Re x > o: 

e-x log x_ ...1... j 00 f -u -x logc.o + Wu e -ud i · . 
- 2.m O Jd 0 Wo.U. 

We willen nu formule (3) herleiden tot formule (1). We 
mogen de integratieweg C in de buurt van de oorsprong zodanig 
vera.0deren, dat w daarbij eerst de negatief- reele as van-ootot-1, 
daarna de eenheidscirkel in positieve zin, en.tenslotte de nega­
tief-reele as van ~1 tot -oodoorloopt. Dan is steedslwl~ 1, 
Rew 5: 1, largw I ~ rr • Verder m.erken we op, ·dat o ~ u e-u ~ 1 is. 

Ons doel is nu te bewijzen; dat in (3) de integraties ver­
wisseld mogen worden. Daartoe onderstellen we eerst: Re x > 1. 

·Zij x = r + i s, r en s tee el. Dan zijn r en s twee getal­
len, die niet van de integratievari~belenw en u afhangen, ter­
wijl r > 1 is. De integrand in het · rechterlid van (3) is gemakkel-. 
lijk te majoreren: 

· 8 -u-x logw + wu e-u = O(e-u -r log lwl + s argw + u e-~ev...:J 

= O(e-u. lwl-r. e+ 77 • /sl +1) = O(e-u. lwl -r) • 
De laatste ongelijkheid is een voldoende rechtvaardiging voor 
de verwisseling van de integraties in (3), want £/4 e-ulwl-r dwd-u. =fo00 e-udu :/41w1-r dw 

bestaat wegens r > 1. Er geldt dus voor Re x > 1 ; 
l 1 00 -U . e -X ogx = J.... f e-x ogw f e-u+ wue dudw. 

2Yl}c /4 
Door de substituti~ e~u = v gaat dit mver in (1). 

Om nu de geldigheid van ( 4), en daarmee ook van ( 1), te 
bewijzen in het gebied Re x> o, passen we het principe van de 
analytische voortzettj_ng toe. Daartoe is, els we even etellen 
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/"" -u 
,t(w) =/4 e-u + wu e du , 

voldoende aan te tonen, dat 

(5) J.rCw) e-x log w dw 

bestaat en analytisch is. als functie van x, voor Re x > o. 
Eerst tonen we aan dat geldt: 

(6) ;> (w) = o( (-Rew)-~, 
waarbij 

00 -u 1 · .. 
(7) ;>(w) =J e-u +~u e du =Je-wv log v dv. 

0 o 
We merken op, dat v log v in het interval o < v < 1 negat ief is; 

het is dus niet bevreemdend dat? (w) tot nul afneemt voor 
-Rew➔ +oo. 

We hebben, als Re w< o: 
)f'(w)I =f 1 e _ Rewvlogv dv 

0 

j e· 1 _Rewvlogv j' 1 -Rewvloc-vd 
= e dv + e O v 

o e· 1 

</e·'e-.Rewvloge·1 dv +i. 1 e_Rewe·1 Jogv dv 
o e·1 

.loo vRewd / 1 -e"1 Rewd < e v+ v v 
0 0 

= ...:!__ + _, 1 := o((-Rew)"1) • 
-Rew -e Re1AH1 

We splitsen nu de integraal (5) in drie stukken: 

i ;·1 .x(log~-l7i) ,,[ -xlo~w 1·00 -x(log)wl+77i) I I I 
c;I =100 p(w) e dw+y ?(W) e dw + p(w) e aw= 1+ ,_+ 3. 

ee:riheidsci:rl<-el -1 

:Oe integraal I 2 is analytiach in x voor Re x > o, zijnde de inte•· 
graa.l van ee.n analytische functie over een vast vak van eindi•­
ge lengte. ! 1 is de limiet voor R➔ oovan de integraal: 

F(R, x) == 1_·1f(~) e -x( log I wl ... n: i) dw (R > ·1) • 
-R 

Deze limiet bestaat,en wel is de nadering uniform; omdat we--
gens (6) geldt~ 

p(w) 8 -x(log !w! -?Ti) ::.O ( +-w)-1 -Rex}, 

Verder is F(R,x) een analytische functie van x. Volgens bekende 
stellingen uit de functietheorie (zie Titchmarsh, Theory of 

Functions, 283 en 2.84) is dan I 1= \~~ F(R,x) een analytische 
fun ct ie van x. Alles voor Re x > o. Evenzo is I 3 analyt isch. 

Tenslotte volgt dan uit de geldigheid van (4) voor Re x>1 
die voor Re x> o, omdat beide lede.c analytisch zijn. 
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§ 2. Nu volgt een ender bewijs van (1). En wel voor bet 
geval x reeel, o < x < 1. Di t is voldoende voor een volledig be­
wij s, ala men, evenale in§ 1, het prinoipe van de analytisohe 
voortzetting toepaat. 

We gaan uit van: 

r (x) r ( 1 - x) = -s-In __ .,.,._rr_x 

r(x) = J~-t tx - 1 dt 
0 00 

r ( 1 .. x) = j a -t t-x d t 
0 

, 
L+oo_eu + XU 

= e du 
-oo V 

=i.,.~-e +(1 - x)v dv. 
-00 

De integralen zijn abeoluut convergent. Dua 

a!n"11x ... =ff ev + x u - xv - eu - ev du dv, 
-oo ein 11:x: u v 

8 -x log x = lim (/ 8 v - :x:(v +log x - u) - e - e du 
7T E =O fee) -1 , 

~ I • . 

Hierb ij iduidt R( s) een of and ere rechthoek {a< u <. b, c < v <. d} 
in het u; v- vlak aan met de eigenschap, dat bij weglaten van 
het limietteken de absolute fout hoogstens e is. 

We voeren de volgende tre.nsformatie uit: 
u = '] + log x, v = z + y - ey • 
Dan is o(u, v) = 1 v + log x - u = z - e~ , eu = x e 11 • 
Dus is u( i'7zr ' ;f 
e-x log x sin .,, x lim z + v - e~ vz - ez+ Y -e ~ 

= ---- e.o e " - "" difdz; 
7T 

1~2. 
waarbij G'(~)t het eeneenduidige beeld is van de rechthoek 
R(t) in het vlak yz. In bovensteande intcGI'a.u.l, 
waar de integrand weer absJluut integreerbaar is over het hale•• 
y ,z - vlak,mogen we zonder de absolute afwijking van de limiet 
te vergroten, het gebied G' ( e ) vervangen door een omvattende 
rechthoek R'(e.) ={a'< :r·'<b', o'< z<d'1, waarbij te nemen ir::i 

a' = a - log x, b' = b - log x, d' = c-max( ,r - e Y ) = c + 1, 
11 a• b' '· d 1 = d + max ( ev - 3 ) = d + max( e .. a' , e - b , .• 

• .a':iy~b' 
Dus is Y 

x1oi:r:x. . t Y z+y - e e- 0 -= ~ lim Ji ez+y-e _;xz_e dydz 
TT e ... o '(E) 

j +oo ~ /-4-oo Y z+y eY 
= sin;x e-x~.L e z+y-e - e - dydz 

-00 -00 

+oo :z; /"'oo y z+y_ eY I. z) 
= av;y e..x)_ e-e - e d(eY)d\e 

-oo -00 

= sinTTXJOO w -X f(-w) d.w 
rr <I 

met +oo Y y_eY 
;{-w)= j e-e _we d(eY) 

-00 

=/ooe_,:_wte-tdt.=J1ewxlog:x. dx • 
O 0 

. 
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In § 4 zal blijken, dat de intercraal 
2~i Jc w -xf (w) dw = :i;I ,h e-x og,w f (w) d.w 

zodanig vervormd kan worden, dat het rechterlid van {8) ont­
staat. 

§ 3. Zij Re t x > o. Op de volgende wij ze kunneh we onmiddel­
lij k uit (1) een formule voor e-t x log x afleiden: 

-txlogx _txlogtx tx1ogt 
e = e . e 

= 2~i e t.xlog:£ e-t:xlogw / 1e-wvlogv dvdw 
C -/4 

:;1 --1.:.f -txlog; / 1 - ~tvlogv d d 
2,.,.i e l e v ~ 

Ct o 

waarbij de integratieweg Ct uit 
door vermenigvuldiging met t-1 • 

de integratieweg C ontstaat 

Indien x positief is, 2Jijn we gebonden aan de voorwaard(? 
Re t > o • Deze voorwaarde is aequivalent met de voorwae.rde 
Re x > o, waaronder formule ( 1) geldig is. 

§4. We willen nu bewijzen, dat men in formule (9) voor de 
integratieweg Ct een "willekeurige" kromme r mag nemen, die in 
twee verschillende richtingen naar oo gaat, waarbij de argumen­
t en dier richtingen minder uan 71/2 verschillen met arg(-t-1 ): 

terwijl de punten o en t-1 aan weerskanten van r liggen.-
Zij arg t = 't, arg~ =~ • Dan is 

• t· 1 1 arg(-t-) =77•1: en er is dua een getal 

1-vla'k. J > o, zodat op zekere afstand van de 
oorsprong geldt: 
larg(--~t)I= ''<e •7T+TI:: lie -(rr-r:)hr2-d·,: 

Hieruit volgt,dat dan -Re ;t positief 

is, en wel is 
· -Re '4i t = 1~ t I cos arg ( - -e t) ~ 13 ti .sin o ;. 

,' B 2 !> ~ ' 

dus geldt wegens (6): p(jt)= 0( l~t!-1 ), 

a.ls • op r ligt of aan dezelfde kant van r a.ls de oorsprong. 
La.ten B1 en B2 bogen zijn van de cirkel l;l=R > o, die een punt 
van Ct met een punt van r verbinden, zoals in de figuur getekend 
ie. We kunnen nu zeggen dat de integraal van de functie 
e-tx log J f ( -g t) langs r bestaa.t en gelijk is ae.n die la.ngs Ct, 

omdat de integralen langs B1 en ::B 2 tot nul naderen voor R➔ co-
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de genoemde functie voldoet daar aan de schatting: 

e-txlog~ f(5t) = O(l~r:Ret.x ). O(l;tt1) = OQ;r1- Retx) 

- en de genoemde functie analytisch is in de in de figuur gear­
ceerde gebieden. 

We vragen ons nu af, onder welke voorwaarden de lus in 
de integratieweg verwijderd kan worden. We merken daartoe aller­
eerst op, dat de funct ie f ( w) ui t (7) ee.n gehele functie van w 

is met .f( o) = 1. In de integraal ( 9) 1a.ngs Ct nadert dus de bij­
drage van de lus b ij samentrekken j 11ist dan tot nul, als geldt: 

lim f e-txlog1 d 3 =0. 
b:O 1JJ::E 

Hiervoor is nodig en voldoende: Re t x < 1. 

En we kunnen dan de integraal op de volgende manier nog verder 
herleiden. 
We laten Ct langs de halfrechte door o en -t-1 vallen. We beden­
ken dat het argument van i gelijk is aan arg t-1- ~i resp. 
arg t-1 + rri en voeren de substitutie ; = - w uit: 

0 t· 1 j e-txlog1 .f(";t)d'3 =i. e-tx (logw. 11i )j'(-wt) d(.w) + / :-tx(logw+JTi)f&wi),..l~w) 
Ct t co ~ 

t·f 

( rritx _1,ih)f 00 -t:xlogw ( t) d = e _ e e p .w w. 
() 

Het resulta!'.>t is dus: 
e-txlogx:: tsir;,1rtx;t.·100 e-t.xlogw /-'(-wt)dw (o< Retx <1). 

0 

Uit (10) ontstaat formule (8) door t = 1 te nemen~ 

§ 5. In deze paragraaf zullen we aantonen, dat formule (1) 
zijn geldigheid verliest voor Rex= 04 Voor het gebied van x~ 
waar formule ( 1) bewezen is, is de overgang naar de rand dus 
zeker niet geoorloofd. Een aequivalente uitspraak is, dat men 
in formule (9) Re t x niet naar nul mag laten gaan. 

De te volgen methode is deze. We kunnen alvast Re x < 1 
nemen, en dan i.p.v. formule (1), formule (8) bekijken. We, 

etellen x = is en zullen aantonen dat de integraal 
IN = /Ne-is log w .f (-w) dw (N > o) 

0 

voor reele s geen limiet heeft voor N➔ oo. 

Allereerst ontwikkelen we p(-w) in een reeks: 
1 wvlogv - /1 00 wYl-1vl1.1Jop.n.1v (>() /1wn-vn.11ogn.1v dv 

p(-w)=j e dvJ i1 (11.1)! dv =f.1 (:r1.1)! 
0 0 · 
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Deze reeks o?hvergeert absoluut - uniform voor o & w ~ N. Dus is 
( 1 > Re X ~ o) t 

N . ~ / N / )11-1 X IN =j w-xp~w)dw:.2. ~ w 11• 1- dx. 
0 n:1 0 :n 

~ ~1)n~1 Nn.-:x: -X ~ (_N)n. 
=L..~-=-N "- n ). 

l'1"1 :n. n-X n .. 1 n (n-x 

De reeks in het laatste iid kunnen we m. b. v. de residuenste.1-~ 
ling ala een integraal schrij ven. We vo_eren daartoe in de f;l:ic­

tie 
z 

g(z)= -/I-- N 
Sin ,rz zz(z-x) 

(hoofdwanrde voor Nz en zz). 

Deze funct ie heeft in het rechterhalfvlak. Re z ~o, afgezj_e!1 
van het punt z = o en het punt z = x, alleen singuliere pun­
ten, en wel enkelvoudige polen met residu (-N) n · ir:i. cie 

nfi(n - x) 
punt en t = n (n ~ 1, 2, 3 ;----). Voeren we, zoals. in de figuu.1~ 
aangegeven* de gesloten kromme Vn in met twee verticale J.ijr..-

S=(r,n+j) R=(n+½,.11.-½) stukken door de punten z = r = Re x 

z-vlak . x 

en z = n + ½ , met een instulp.ir:g b: j 
z = x, en eventueel ook bij z = o, eu 
met twee horizontale lijnstukken ·ve:r­

hoogte n +-½, da.n geldt: 

(14)Ln (-N)'i> = _1 1 0 1 :l ,, n+1 

- g(z) dz. 
))=1 ') V ( V - x) 2 7T i Vn 
Nu voldoet de functie g(z) uit (13): 

als we stellen Z=U + i V= ReiO<. 

P(:r,.n-½) Q:::(n+½ ,-n-½) (u,v,R,« reeel),aan de volgende sohat-

ting langs P QR S: 
g(z)::O(e·rrlvl Nue-ulogR+-[lvl. 1_:1_1) 

Z-X 

= O( e -! !vl(*)u) . 
En hieruit volgt: 

_(1§7,)dz = o(l"° e ·Pt~/ a'J= o(*) , I , 

~ (Jn+½ 7Tn N )u. ,l j g(z)dz=a O e -~ C,+½ d~ 1 

p _ o(o -fn/1"+i u.log ~ d;l _ o(e -Jn(N)11+2 1 ) 

- e ~ e / - n IogN -log:n ' 

en dez•l:,fde schatting voor .{ g(z)dz •. 
Dus heeft het rechterlid van . (14) voor elke N een limiet 
n ➔ OO, en wel krijgen we ui~ (14) door limietovergang: 

oo , ,.,t,n ~ 1 lr+ioo 2 ~ == ...1... lhn g(z)dz = .::...... g(z)dz ~ 
11;1 :n1'2(n-X) 1771 n=OO .IUTl r.ioo 

ofwel i -.xir+ oo z 
IN = N • -!1- zf ) dz -~ 

27Tl r-iOO SinTTZ 2'. z_x 

voor 
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dus, als we x = i s, z = i_ y. substitueren, in het geval van 
reele s: . 1 . 1 71' 

I -- N-is. /+oo . 1T . e 1.y ogN - i.y ogy+-2Y 
.( 1 5) N 2Trl. .}_00 Sinrriy Y.-S dy . 

In de integrand ( 15) wordt- geintegreerd langs de reele as, waar-­
bij de kritieke punten y = o en ¥- = a door ;i.nstµ.lpingen naar 

beneden vermeden dienen te worden. 
De situatie is nu deze, dat we de functie IN' over wier 

gedrag voor N-.oowe iets te. weten willen komen, geschreven heb­
ben als de int~graal in bet rechterlid van (15). Dat die inte­
graal bestaa~, volgt uit onze afleiding, maar is ook direct in 
te zien, omdat · de integrand geschreven kan word en als 0( e -fly! ) : . 
Dit laatste hangt niet van n af en is integreerbaar over (-oo, 00), 

We spli tsen nu de integraal in ( 15) in vier stukken, .en wel 

(als we a> o veronderstellen,. wat. niet essentieel is): 
1+oo r-U j+ % 1 V 1,-i-oo 

{ 00 =--1.00 + _v + +½. + V. = K 1 +K 1 +K 3 +Ki,· 

_A.llereerst kunnen, gegeven E>O, krachtens een opmerking in de 
laatste alinea U en V zodanig gekozen woraten, dat geldt: 

U > 9, V > e , I K1 I < ~. , I K 41 < f. • 

Krachtene het gedrag, van e-i :Y. log ~¥. in de oorsprong 

kunnen.we K2 schrijven ala 
_ 1 + ¾ .,, eiyl6gN-iylogy+Jy 

K2 - ~U Sinrriy y-s dy 

= .lifu Sb eiylog.N(~ • F,(y~ dy' 

waarbij de functie F1 (·-;r) weliswaar niet analytisch,.en zelfs 
niet begrensd is in het integratieve.k, maar wel integreerbaar. 
En dan is volgens een stelling van Riemann - Lebesgue (zie 
Titchmarsh, Theory of Functions,13.21) 

Sh . . 
lim /., e iy logN F1 (y) dy = o . 
N: oo _U 

Verder is (zie Doetsch, Laplace - Transf., p.105): 
f Sfi .. iyJogN f-¼-o6 iy . 

lim J_l e · dy = )~ ~ dy = 27Tl • 
N:oo -U Y -00 Y · 

Men bedenke bij dit laatste dat men de instulping in de inte-
gratieweg beneden de oorsprong elke gewenste afmeting.kan.late.n 

aannemen. 
Het resultaat kunnen we zo _neerschrijv~n: 

-277" 
K2 = s. + o(,). 
Op dezelfde manier vinden we: _ jv ,,. · ei-i~Nciylogy+fy 

K3 - % Sinrriy ... Y-S dy 
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( 17) 

=. r Ve i(y-S)logN ( rr_ . e-islogs+f s+jslogN + F ( -~d 
/sh. (y.s)smms '- Yj Y' 

,vaarbij F2( ~) een integreerbare f'unctie van y is, dus weer 

lim iv e i(Y.S)logN F lu)d i:O 
N:oo. % lV. Y 

en 
TTei(y.s)logN -islogs+f s 
(y.s)sinrris e dy 

_ 77 .:islogs+is;+ 00 e 1<Y-~) d _,., • _!!__ -islogs+fs - - e "' ___ y _ ... TT1 . • e • 
Sinlris . y.s smms 

-00 

Het resultaat kunnen we nu zo opschrijven: 

K . 17 .islogs+is+islogN (',() 
= 2ll'l-:-----: e 2 + o , . 

3 srnrns 

Door optelling ontstaat: 

N- is 

2 rr i 

= 11 e .islogs + f s i -.is logN ( 1) 
sin rris + ? e + 0 J 

= rr .islog( is) i .islogN + o( 1). 
Sinrris e + S e 

Formule (16) demonstreert duidel~jk onze bewering, dat IN geen 

limiet heeft voor N➔ oo; er is een schommelende term; de eerste 
term is juist het bedrag, waartoe de waarde van de integraal 
in het rechterlid van (8) nadert, als we x tot is laten naderen. 

§ 6. In deze laatste paragraaf willen we enige eige.r.i 
schappen noemen, die uit formule (1) verkregen warden door 
partie Le integratie. 
We kunnen herleiden ( 0 < Re x.( 1) 

_1_. fw-xf'. ~w)dw:-}-: w1.x o(-w'i1•00_ J....jw'-xj1'1log:ye wylogy dydw, 
2711 ,.. .. Trl 1-X J I 2111 ,.. 1-X " 

'- .oo '-' 0 

dus is, omdat krachtens (6) bet partiele integratieresultaat 
wegvalt: 

(x-1)e-xlogx = ~ f w-x/1wylogye wylogy dydw • 
2"1 Jc /4 

Formule (17) zegt, dat bij vermenigvuldiging van de integrand 
e w -y· log ·y: met Vf i;, l.og ¥.J het resul taat met x - 1 vermenig-

vuldigd. 
I.p.v. p(-w) kunnen we ook wp (- w) differentieren. Er 

geldt (zie ook de a.fleiding van (12)): 



18) 

oo (-w)n.1 ()Q (- 1)nwn n! 

= ,f:-1 n n + l1 (n.1) ! (n+i)11+1 

= 1 + ~ (-w~-1 + ~ (-w)n.1(n.1) - ~ (-w)n.1 • 
n.2 71 n.2 nn -n=1 :nri-1 

Men had dit resultaat ook door differentieren van de reeks voor 
W_IJ(-w) kunnen verkrijgen. Het resultaat is in het volgend op­
zicht interessant. We kunnen herleiden (Re x > o): · 

e-xlogx 1 f -X-1 
= m)c W . W.fJ(-w)dw 

1 W -:X ) l+co 1 L :xj 1 wvlogy 
=--: -x wp(.w - -. -:!!_ (1+wylogy,"\e ., dvdw 

21Tl - . .OQ 2n-l C -X O . / .; , 
due is 

x· 8 -x log x = 8 -(x -. 1) log x 

= ~Jw-x f 1(1+wylogy)e wylog";! dydw. 
2rr1 c )0 · 

We kunnen nu in het rechterlid van (18) de gevonden reeks in­
vullen en dezelfde beschouwingen houden ala in§ 5 voor fbrmule 
(1)r Het enige verschil is, dat nu in de noemer van de reeks 
een .faotor n minder staat, zodat ook de in te voeren functie 
g(z) een factor z in de noemer minder krijgt. We kunnen weer 
( 14) afleiden. En dan volgt ( 15) met een extra fae~or y in de 
tellerJ dit heeft tengevolge dat in de integraal in (15) het 
punt -¥ = o one geen part en speelt. Let men op de afleiding 
van (16), dan ziet men dat de t•eede term in het ~echterlid 
van (16) komt te vervallen. Maar dat is buitengewoon fraai: 
EB heeft IN een limiet voor N -+oo i Hiermede is bewezen, dat men 
in (18) mag etellen x =is met a reeel en niet gelijk aah nul1 
er is niet alleen bewezen dat (18) convergeert, maar da.nkzij 

(16) is meteen het gewenste antwoord verkregen; we voeren dit 
laatste nu niet verder uit. 

Een derde mogelijkheid van partiele integratie is deze, 
dat men daarbij de factor ;O(- w) integreert. Dit levert.ons: 



- 11 -

- ~ (-w):n _n~ ~ ~~)n/1 n 1( 1 )n ,.:i 
L. = - L - I y - - ogy v.y 

- -n,,1 n! n11.+1 n-1 n. 
- 0 

= - j 1 e wy logy - 1 
-=---__,::;....:._ dy ~ 

cs y 

dus 
e-(x-1)log(:x.1) __ 1_, f 1-X ( )d - 1-XJw-xj1ewylogy_1 d 

- • W jO -W W- 'lm .. 1 Y ' 
27T1 C C o .J · 

of 
-xJog(x-1) _1 j -x.J1ewylogy_1 d e = -. w -=------ y . 

2TT1 C O y 


