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ZW 1958-0CH

Voordracht in de serie "Actualiteiten"

Ov r de ex1stentle Van Cauchy—noofdwaarden_“,

vA H.M Levelt

. 25 Januari ﬂ938
1. De formules Vvan Plemel ]’

In de functietheorie en haar toepassingen stult men regelma-
tig op functies f(z) gedefinieerd door

(1.1) £(z) =omf 4G (zew),

waarin W een continu differentieerbare weg is, en ¢ (w) een over W
integreerbare functie. Het is niet moellijk om in te zien, dat
f(z) een analytische functie is van z in ieder gebied, dat W niet
bevat. Wij vragen ons nu af hoe f(z) zich gedraagt, wanneer z tot
een punt w_ van W nadert. Ingeval ¢(w) aan een z.g. Holdervoor-
waarde voldoet op W, d.w.z, dat er een 4« >0 bestaat met de eigen-

schap
S
(1.2) | ¢ (n) = puo)] 2 ofwg-wl
voor alle W, €n W, op W, leren ons de formules van Plemel] ([13,
§17),dat
. + 1 W
(130 ) = el vy £
o= 1 W
(1.4) FTlu) = b p(u) + 2 f —ﬂ—l au

W
Hierin is f+(wo) de limiet van f(z), wanneer z in een gebied
H+(wo) (definitie in paragrasf 2) tot w_ nadert (voor f"(wo) ana-
loge definitie), en
(1.5) =7 }‘ ,fiﬂ_ dw = lim %% ‘f' J%é%l dw
W JF#O W ) o
' (w—wO]>J
de z.g. Cauchy-hoofdwaarde is, I,h.b. wordt de existentle van deze
limieten uitgesproken.

Doel van de volgende beschouwingen is om na te gaan in hoe-
verre de stringente HOldervoorwaarde noodzakelljk is, en welke
stellingen men zonder deze voorwaavrde nog kan ultspreken. In het
vervolg zijn alle wegen continu differentieerbaar, terwljl y(w)



een Rlemann-integreerbare functie voorstelt (behalve in paragraaf 4),

2. Een schatting voor f(z).

" :
Laat W een weg zijn, en laat het gedrag gevraagd worden van

f(z), gedefinieerd door (1.1), in een omgeving van het punt W W,
Is £>0, dan is er een cirkel (met straal [ om w_ z6, dat aan de
veolgende eisen voldaan is:

a. binnen C ligt slechts één samenhangend stuk W1 van W,

b. de raaklijn in een willekeurig punt w1€W1 maakt een hoek
<¢ met een vaste rechte 1.
Zij U, het deel van ' buiten C, dan is f(z)=f1(z)+f (z), waarin

(2.1) £.(2) = -w—»-f M— aw, £,(z)= 1. f W) gy

2l i3 2l , W—2

fz(z) is een buiten W, analytische functie. I.h.b. is fz(z) ana-~
lytisch binnen C. Is W1f een gesloten deelboog van W1, dan is

. 1 f ¢(w)

(2.2) zﬁixg,zec £5(2) = 5 " =T aw
uniform voor W06W1'- ‘e hebben dus nog slechts het gedrag van
f1(z) in een omgeving van w €W, na te gaan.
In het volgende vervangen we f1(z) door f(z) en Wj door W

Is W, een inwendig punt van W, dan definiéren we gebieden
H+(wo) en H*(WO> als volgt: H+(wo) is het gebied links van W, dat
slechts begrensd wordt door de twee rechten door W die ieder
een hoek 2k (m>0‘>@ maken met de rechte 1 (zie b). H~(Wo) is
het gebied dat met HT (W ) gespiegeld ligt t.o0.v. W,

In het volgende zal de functie a(wo,cf),gedefinieerd
als de niet-negatieve functie die voldoet aan
(2.3) ag(woa ) = 3— IW-{ s lo(w)- @(w )| aw|

0

een rol spelen. Hiervoor geldt:
Stelling 2.1. Voor bijna alle w &Y is lim a(w J)=0. Hiertoe

behoren de punten W waarin w(w} contlng is. Is W' een gesloten
deelboog van ¥, waarop ¢(w) continu is, dan is a(w O,J')é a(d)
met a(d) onafhankelijk van w_(w_eW') en a(d)—> 0 als J—s O.

Bewijs. '"e verdelen de integratieweg fw~wof<c5 door W, in twee
stukken. Op leder stuk nemen we de booglengte s als parameter.

e o S o U o - SO -

*) zonder dubbelpunten
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Dan is, als w(o):wo en w :w(sq), wzzw(sz) de punten zijn met

‘W(81>QWO‘:'W(SQ>—Woi:(5’ .

-}wf " ptn- o (w )| aw|= ?1?5{1 | o(w(s))= ¢(w(o))|as =

° T
= %_J]y(w(s))u @(w(o))|ds + of 1)
0

(Het andere stuk leidt tot eenzelfde schatting).

Daar ¢(w(s)) Riemann-integreerbaar is, bestaat de limiet als
J—0 voor bijna dledere Wy en is dan gelijk aan de waarde van
de integrand voor s=0, dus gelijk nul. Is ¢(w) continu in W
dan bestaat de limiet voor J—0. Tenslotte ziet men ook de laat-

ate elgenschap der stelling gemakkelijk.

Stelling 2.2. Laat f(z) gedefinigerd zijn door (1.1) en a(w,;9)
door (2.3), dan geldt voor de punten z in H%(wo) of H—(WO),die
tot w, een afstand Ja(wo, J ) hebben,de volgende schatting

(2.0) 22 £ 3gtu) - == | )y | Nalwy, e m. T,

W
Wy | wew |> ©
waoarin )%Ab niet wvan W, oen J'afhangen, en het —-teken geldt als
zeH+(wO) en het +teken als zeH*(wo).
Bewijs. Laat 7(J) en ¥ (&) de delen van W zijn met reSp,tw—wO{<a‘
en iWwWO!7J} dan is, als f:z—wo is,

(2.5)  f£(w+ i) = §%€‘ﬁ£J) an;fjr an + e ‘J’ Hw) gy -

1 dw 1 w(w)-y(wo)
= Pt . AT dv
?(WO) S W{;) TR ) o) ”“”o"; W
1 o(w) 1 1 1
t A x‘-Jf»«(J) w—\\zo dw + 271 ’;\}i(cf) (ﬁ(W){ w—wo—; - W=W } dw -

/e hebben nu achtereenvolgensg de schattingen

e J 1pt-ptng)|] an]-

275,;; sin « wW(d
/( >Jag(w095)

= y

el ¥l sin «

(2.6) } e w(fﬂ gﬂév‘fv)v;‘f/(;v”’ aw

verder geldt, omdat ly%w)‘sMﬁis,



-

5l -
(2.7) } e w{(ﬂ ym){w__w;_; - } dw! < g (JT—W ;Hw |

0
BARY ldw \Fl.m
WSin&W '([J iw wo < r)lsmd )

Stel nu dat z ¢ H (wo) ligt, dan is

1 dw 1 dw
(2.8) el f W-W —; = TRt f W-W -;
w(d) © s ©

waarin V een halfcirkelvormige integratieweg 1is om W s die de einr”

punten w, en w, van W(d) verbindt en niet door H'(w O) loopt. Nu is
1 dw 1 dw J f dw

(2.9) ) [
o e W-—Wo—}' 2Tl v W—WO ETCi (W“Wo" ; )(W'WO)

en
{ aw

Coo) | e ) - dler

waarin ‘}/ onafhankelljk 1s van J en W terwijl

(2.11) lgfuif v | - ’?

(2.12) WXy o °

Jagw,r
(¥g,9) + }}1M+M.3/.J+M.—J—§_J—

~2‘m]ﬂ sinx  Jsin«

en wanneer men lﬂ = J'a(wo, J) neemt, is dit kleiner dan
Na(w , I)+ 4 d (A= i PR S = M. X
0° A ort sip | SIn > A }/)

Stelling 2.3. Is ¢{w) continu op W en W' een gesloten deelboog van

W, dan geldt voor alle punten w_ van W en leder punt z in E (w )

of H (w ), dat tot w_ een afstand da(J) heeft




(2.43) if‘(z) fhou) - o [ 2y,

< Aa(J)+ud,

Bewijs. Het rechterlid van (2.12) is in dit geval kleiner dan

5a°(9) , AHw +M.X.J+M.—-Lf):l—

e |§] sin  Jsins

Kiezen we nu lfk:cJa(é), dan volgt (2.13).

3. Toepassingen.
Uit stelling 2.2 volgt onmiddellidjk:

Stelling 3.1. Voor bijna ieder punt woe.w, waaronder de punten

z1ljn, waarin Q(w) continu is, volgt uit het bestaan van

11m f(z)
Z€H (wo),z—awO
dat ook

1 ¥’, W
dw
2Tl wooWew,
bestaat, en omgekeerd. (Eenzelfde stelling geldt, wanneer men z

door z*e}YKwo) vervangt).

Stelling 3.2. Is y(w) continu op W, en bestast op een gesloten

deelboog W' van W
li@ (z)
z €0 (W )sz—>w,

uniform in w, (cow.z.VelddV WOV z2((&>0, w eW!, [wo—z] <J en
z 6H+(wo)) = f(z)-f(w,) < €))), dan bestaat op W' ook

uniform in W, en geldt

11 r - 11 f = ¢(w_).
ZGLHQ(WO),zuywO =) z*éﬁi'(wo),z~ewo (=) ©

Bewijs: We kunnen W' overdekken met een eindig aantal open cirkel-
schijven €, die ieder de eigenschappen a,b hebben. Het is dan vol-
doende om de stelling te bewijzen voor het stuk W1 van W binnen

zo'n C. Laat n.l. W, het resterende deel van W zijn, enllaat fq(z)



en f,(z) weer gedefinieerd zijn door (2.1). Dan is £,(z) anelytisch
binnen C, en bestaan belde limieten

lim £ (z) lim t,(2)
; 2 ’ 2
z eﬂ+(wo),zﬁew0 z eH‘(wO),z—+wo
uniform in W, en zijin gelijk <Wo€'w1" w,}r is gesloten deelboog van
wq).

De rest van het bewiys volgt aldus uit stelling 2.2:

Door (2.4) eenmagl met z 6H+(wo) en eenmaal met z eH (w_ ) toe te

o)
passen verkrijgen we

| £,(z) - £,(2) - ?(wo)k <2Na(d) +2ud,
waarin a(Jd) = 0 voor J —s 0 en

ze;H+(wo) , z*e;H'(wo) en \z—wo[ =]£two}= Jda(d).

Definitilz 3.1, Laat w, een inwendig punt zijn van een weg W, en C

een cirkelvormige omgeving van L zoals in paragraaf 2 ondir aen b,
Het deel van C, dat aan de positieve kant van W ligt heet C . We
zeggen dat f(z) in W bij nadering van de positieve kant de rand-
waarde f+(wo) aanneemt dan en slechts dan als

1lim f(z) = f+(wo).

Z EC+,z-*»wo

Stelling 3.3.*) Zij W een gesloten weg zonder dubbelpunten, en laat

@(w) een op W continue functie zijn. Noodzakelijk en voldcende,
opdat q%w) randwaarde 1s van ec¢n binnen W analytische functie, is
dat

(3.1) J/ J%&gl dw = 0
W

voor alle z buiten W.

Bewl)s. Wat de noodzakelil jkheld betreft volstaan we met op te merken
dat, wanneer een binnen W analytische functile f(z) overal op W rand-
waarden aanncemt, f(z) continu is(en dus uniform continu)op de ver-
eniging van W en zijn inwendige G. Het eerste deel van de stelling
volgt dan door een limietovergang uit de stelling van Cauchy.

R R e ke el R epp—"

*) Voor het geval ¢(w) aan een Holdervoorwaarde voldoet werd een
analoge stelling voor dubbelperiodieke functies bewezen door
W.T. Koiter [5] , appendix A.
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Dat (3.1) ook voldoende is blijkt als volgt:
Laat ‘.A]’,l een willekeurige deelweg van W zijn, en w2 het overblijven-
de stuk van W. Defini&er nu fq(z), resp. fg(z) door (2.1). Dan is
fq(z) analytisch buiten W, en fg(z) analytisch buiten W,. Is W

ecen gesloten deelboog van wq, dan is

1
1

lim £,(z)
z €H (wo),z—ewo

uniform in w_ (w£W,'), immers f (z) = -f,(z) voor z bulten W.
Maar dan volgt uit stelling 3.2 dat ook

11@ fq(z)
z €H (wo),z»awo

bestaat en uniform 1s in Wy (woewqf). Bovendien geldt

1im f.(z) - lim f.(z) = ¢(w.),
z eH*(wo),z~+wo 1 Z eH'(wO),z—awo 1 °

en daar fg(z) analytisch is bulten W, volgt

lim £(z) = lim f(z) - 1lim £(z)= p(w,),

v 6H+(wo),zwaw zeH+(wO),z—»w zeH—(WO),Z**W

o] 0

waarin f(z) voor z binnen W gedefinieerd is door (1.1).

Uit de uniformiteit in w_, besluiten we gemakkelljk dat f(z) in W
de randwaarde ¢ (w_) 2anneemt.

Een stelling, die uit bovenstaande beschouwingen onmiddellijk volgt
is:

Stelling 3.4, Is W een gesloten weg zonder dubbelpunten, is verder
f(z) analytisch binnen W en heeft f(z) op W randwaarden ¢(w), dan
bestaat voor alle WOE\M

A L ¢(w)
Tl -w

en is gelijk aan %(wo).

b, Slotbeschouwingen,

Met de voorgaande stellingen is het bestaan van een hoofdwaar-
de 1n een punt W, van W soms af te leiden uit het bestaan van een
limiet voor f(z), wanneer z naar W nadert, Evenwel, er bestaan
dieperliggende stellingen, die het bestaan van een hoofdwaarde ult-
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spreken voor bljna alle punten van de integratieweg, Een voorbeeld
is:

Stelling 4.1. Is ¢(x) Lebesgue-integreerbaar over een interval
(a,b), dan bestaat

a 0

voor bijna alle x_ € (a,b).
Zle voor het bewijs van deze stelling, en andere soortgelijke stel-
lingen [2] schapter V, en [3] .

In de voorafgaande paragrafen kan men lets algemenere wegen
toelaten, Men belhioeft slechts te eisen dat de wegen ult een eindig
aantal continu differentieerbare stukken bestaan. Zle hiervoor
1], appendix 2 en [4] ;
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